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�����������

�� ����� �� ����������� ����� �������� ��� µ� �������µ�� ��� ��� �������� �����

��� ���������. ����� ��� ����� ��������� ��� ����������� ��� µ������������ �������

µ�� �������� �������� �µµ������ ����������, � ������ �µ�������� �� �������

µ�� µ� �� ���� ��� ����� ���������� ��� ������� µ� ������ ����� ��� ���������� ���

��������� µ�� ��� ��� ������µ����� µ�� �������.

��������� ��������� ��� ��������� ��� ����������� ����µ��µ���� ����µ������

��� ������������ ����������� (�����) �������� ������ �������� ��� ��� ������-

���� ������ ������������ ��� ��� �������� ��� ����µ�� ������������ ��� µ�� ��������

�� µ��� ��� ���������.

��� �������� ��������� �������� ������� ��������� ��� ��� ������µ������ �������

��� µ�� ������� ���� ������� ��������µ����.

����� ��������� ���� ��µ�������� µ��, ������� �������� ��� ��µ����� ���µ����-

��,��� ��� ������µ� ��� ������µ��� ����� ��� µ���������µ� ��� ������ ��� ����������

µ�� ��� µ� ���������� ���� �� ���������� ��� ������� µ��.
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��������

�� ��µ����� ���������������� �����µ��� ��� ��� �������� ��� ������������� ����

������ ��������� ��������µ��� ���������� ������µ������ ��������µ��, �� ����� ��-

�������� ����������� �� ����������� ��������µ��. � ���������� ��������� ��������-

��� ������ ��� ������� ��������µ��� (GPUs), �� ����� ��µ��� ��������� ������������

µ� �������� �������������� ������� ��� ��µ������ µ����� ������� µ��µ��. ��� ������-

�� ���� ������������� � ����µ��� ��� �������� ��������µ���� ��� ��� ������������

������� �������, ��µ�µ���� ��� ������ ���µµ���� �����µ����, ��� ���������� �-

�� ��� ����µ����� µ����� �������� ������µ���� ���������� ��µ�� (���) µ� �����

��� µ������ ��� �������µ���� �������� ��µ����� ���µ���� ��� ��������� �����.

� ������ �������������� ��� ���������� µ����� �� ����� �����������. � �������-

�� ����µ����������� �� ������������ ������������ �� ����� ��������� ����������� µ�

����������������� ������� ��������µ��� ��� ������� µ����� ��� ��µ��������� ���-

����� ���� ������ �������µ���� ���������� �������µ�� ��� µ������ ��� ����� ���

������ ��� ������������� ��������������.

� ��������� ��� ���������� �������µ�� ��������� �� ������� ���������� �������-

���� ���µµ���� ��������, ��� ��� ������ ������������ ���������µ���� �������µ�� ���

�������������� ������ µ��µ��. ���� ���� �������� ��� ��� ��������� ��������� ���

µ������, ����� � ������� ����������� ��� �������� ��� ���µµ���� �����µ���� �����

��������µ���� ��µ��, �������� ��������µ��� �������������� ��� ���������, �� ������

���������� �� ������� ����� ��� ��������� ��� ��������µ��. ����� ����� ������ � ��-

������ ��µ��������� ��� ����������� ����������� ��� ������������� ����������� ���
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�� ��������µ��� �����������. � �������µ�� ��� �������µ�� ��������� ���� ���� ���

� ������ µ��µ� ��� ����������� ����� ��µ������ µ�������� ����� ��� �������������

�����µ����. ������ ����� �����µ����� �� ��������������� �� ������ �������� ��������

��� ������ ����������� ��� ��������, � ������ ����������� ��� ���� ������µ� �����-

�� µ� �� µ������ ��� ���� ����µ����, ���� ���� �� ������������� � �� µ�����������

������� ��� �� �������� µ��µ� ��� �����µ���� �� ���� ��� ����������. ����� ��� ���

����� ��� ������ ��� ����������� ���������� �� �������������� ���������� ����������

�������µ��, ���� �� ����� ������ � ������� µ������ ������������µ���� ������µ����.

� �������� ���� ����� ��µ�µ��� �� ����� �������� : ��� ����� �������� ��������-

����� ��������� � ����µ��� ��� ����µ������ µ������ �������µ���� �������� ��µ-

����� ���µ���� ���� ��� ������� ������µ���� ����� anisotropic Poisson. �������

����� µ��� �����µ������ ����µ���� �������� ��� ���������, ���� �� ����� ������ �

��������� ����������� ��������µ�� ���� ��� ������� ��� ���µµ���� �����µ����. ���

������� �������� �������������� �� ������� ����� ��� �������� ��������µ����, ��

������ �����µ���������� �� ���� �� ��������. ��� ����� �������� ������������� �

��������� ���������� �������µ�� ��� µ������ ��� ��������� �� ������������� ����-

���������� µ� ����������� ��������µ��. �� ��������� �������� �µ������� ��� µ��������

�������� ��� �������µ�� ��� ����µ������ ��������, ���� ����� ���� ����µ������ �

��������� ��������� ��� ������� ��������µ����. �� �����µ����� ��������µ��� ��-

��� ��� �� ��µ�����µ��� ��� ��� ��������� ��� �������µ�� µ� �� ����� ��������

��������µ���� ��µ��������� ��� ��������� �������. �����, �� ������� ������µµ�-

��� ��� ����µ���� ��� ������������ �� ���� �� �������� µ� �� ����� ��� �������

������µµ����µ�� Fortran ��� ��� �������� OpenACC ����������� ��� �������µ�.

�� ���������� ��������µ��� ����� ��� �������� �������������� [8] ��� �������

��� �������� ��������� NumAn2014 (http://numan2014.amcl.tuc.gr).
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�������� 1

����µ����� ���µ��� ��µ�����
�������µ���� ��������

� µ������������ ������� �����µ���� ��� ����������� ������ ��� �������� ����-

��� ���������� ��������� (���), �� ������ ���������� ����µ����� �� ���� ����� ������

� µ����� ����� ��� ������� ������µ����. ��� ������ �������µ��� ��� ����� ���-

��� �� Poisson, µ� ��� ����� µ����� �� µ�������������� ��� ��������µ� �����µ���

���� ���� ��� ��������µ�� (��������µ�� ����� ���µ���� �� ��������µ���� ��������

��������) ��� µ�������� (�����µ��� �µ���µ����� � ���µ���µ����� �������� �� �-

����). ��� �������� ���� �� ��������� µ� ����� ����µ������ µ������ ������µ���

��� µ��������������� µ��� ��� ����� Poisson �������� ����� ��� ����µ������ µ���-

��� ��� �������µ���� �������� ��µ����� ���µ���� [10,13,40]. ��� ��� ������� ���

������µ���� ���µµ���� �����µ���� ��������� �� ����µ����� � ������� ��� ���µ����-

��� ��������µ���� �� ���� µ�� ��� ��� ������� ������������. � ������� ����� ���

�������� ����� ����� �� ����µ����� ���µ��� ��������µ���� ���������� ��� ���� ���

1



����������� �������� ���µµ���� �����µ���� ���µ� ��� �� ��������� ������������

��������µ�� [8,12]. � ������� ������µ���� �� ����� µ��������������� µ��� Poisson

���, ������� ��������� ���µ����� ����������� �� ������� ��������µ��� �����µ���.

���� ���� �� ��������µ� ��� ������ �������� ������� Poisson ������µ���� �� ����

������� ��µ� ��� ���������������. ��� ��������µ� ���� ��� µ������������ ���µ���-

���� ���� µ��� ��� ��������� Navier-Stokes, ���������� � �������� ��� ������ �������

����� �� ���� ������� ��µ� ��� ����µ������ µ������. � �������� ��� ������ � �����

���������� �� �����µ��� ��� ���µ����������� ��� ���� µ�������������� µ��� ��� �����-

��� µ��� Poisson ���. ����� � ������� ���� �� ������ �� ����µ����������� ��� �������

��������, ���� � �������� µ������ �� µ����� �� �������� �� ���������.

1.1 �������µ���� �������� ��µ����� ���µ���� ���-
��� ���������

�� ���� �� �������� �� �����µ�������� �� ������µ� µ������ � anisotropic-Poisson

���, � ����� ���� ��� ���������� ���� �� �������� µ���� :

"u
xx

(x, y) + u
yy

(x, y) = f(x, y)

�

u
xx

(x, y) + "u
yy

(x, y) = f(x, y)

������� µ� �� ���������µ��� �������, µ� ���������� ���������� �������� ��� " ⌧1.

�� ��������µ� ��� �� ����� ����µ�� ��� �������� ��� ����� �� ����� [0, L
x

]⇥ [0, L
y

]

��� ���� ��� ������ " = �2, ���� ��� �� anisotropic ������µ�

u
xx

(x, y) + "u
yy

(x, y) = f(x, y)

µ� y = �y ��� (x, y) 2 [0, L
x

] ⇥ [0, L
y

] ⌘ ⌦ µ� L
y

= "L
y

�� �������� �� ��������

µ������µ����µ��� isotropic Poisson ������µ� ��

u
xx

(x, y) + u
yy

(x, y) = f(x, y) (1.1)

2



-

6

0

Y

L
y

XL
x

s s s s s s
s s s s s s
s s s s s s
s s s s s s

���µ� 1.1: �������������� ��� ������ ⌦ µ� N
x

= 7 ��� N
y

= 5.

µ� ��� ���������� ���������� ��������. � ����µ����� ���� u(x, y) ��� � ���������

f(x, y) ������µ� ��� ����� ������ �µ���� µ� �������� µ������ ����������. ����� ��

��������� ����� ⌦ ⌘ [0, L
x

] ⇥ [0, L
y

] ��� ����� �������� �� Poisson ������µ� ����-

������ ��µ��. �������������µ� �� ����� ����µ�� ⌦ µ� �µ���µ���� ���µ����� �x ���

�y �� ���� ���� ������ ���������� µ� �� ������ ��� ������������� ������ �� �����

N
x

= L
x

/�x ��� N
y

= L
y

/�y ����������. �� ���µ� 1.1 �µ������� ��� ��������� �����

��� ��������������� �� ���� ������������ ����� �� ���� �� ������ �������� X ��� ��

����� ������������ ����� �� ���� �� ������ �������� Y .

�� ��µ��� ��� ����µ���� (������������� ��µ���) �� ����� (x
i

, y
i

) ���� 0  i  N
x

���

0  j  N
y

. � ����� ����������� ��� ��������� �������� �������� ����� ����������

�� :

�2
x

u
i,j

=

u

i+1,j�2u
i,j

+u

i�1,j

�x

2 , �2
y

u
i,j

=

u

i,j+1�2u
i,j

+u

i,j�1

�y

2

� �������� ������� (1.1) µ����� �� ��������������� �� ������ ��µ��� (x
i

, y
i

) ���

����µ���� �� ���� :
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�2
x

u
i,j

+ �2
y

u
i,j

= f
i,j

+O(�

2
), (1.2)

���� � ������� O(�

2
) ������µ����� ����� �������� ����� ��� µ����� O(�x2

+�y2).

��� ��� ��������� ���������� ����� ����µ������ ��µ����� ���µ���� �������µ����

�������� �� ��������µ� �� µ����������� Poisson ������µ�

u
xx

(x) = f(x), x 2 [0, L
x

] (1.3)

µ� ���������� ���������� ��������. �����µ��������� �µ���µ���� ���µ����� µ�����

�x ��� ������ ⌦ , ���������� N
x

= L
x

/�x ���������µ��� µ� ��µ���� x
i

= i�x ���

0  i  N
x

. � ������� ��������� u
xx

�� ���� ��µ�� x
i

��� ����µ���� µ����� ��

������������ ��µ���� µ� ��� ������� ��������� ��������

u
xx

= �2
x

u
i

� �x2

12

u
xxxx

+O(�x4
). (1.4)

���� u
xxxx

������µ� ��� ������� �������� ��� ������ ��µ��� ��������������� x
i

.

�� ��µ�������� ����� ���� ��� ����������� ����� ��� ������ µ����� ��� ��������

��������, ��������� � ����� ��� ��������� �������� �������� ����� :

�2
x

u
i

=

u
i+1 � 2u

i

+ u
i�1

�

2
x

� ���� ��� ��� �������� ����µ������ ����� ���������� ��������� ����� �� ���-

��������µ� ��� ��� u
xxxx

µ� ���� ���, �������������� ���� �������� �������� ��������

�����. �������������� ��� ����� ��� ����� (1.3) ��������� ��� :

u
xxxx

= f
xx

. (1.5)

����µ������� ��� �������� ����� �� �������� ������� ��� ���� ����� u
xx

��� f
xx

����µ� :

u
xx

= �2
x

u
i

+O(�x2
) , f

xx

= �2
x

f
i

+O(�x2
) (1.6)
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����� µ� ������������� ���� (1.5) ��������� :

u
xxxx

= �2
x

f
i

+O(�x2
). (1.7)

�� ������������µ� ���� (1.4) �� ����µ� :

u
xx

= �2
x

u
i

� �x2

12

�2
x

f
i

+O(�x4
)

������,

u
xx

= �2
x

u
i

� �x2

12

�2
x

f
i

+O(�x4
).

����� ��� �� ����µ����� ������ ���µ� ��������� �������� ����� �� ������ ��� �� ���-

���µ� (1.3) � �������� ����� :

�2
x

u
i

� �x2

12

�2
x

f
i

= f
i

+O(�x4
). (1.8)

���������µ� ��� � µ������� ������� ��� �� ���������� ���µ� ��� �������� ����� �����

� �µ����� ��������µ�� ����������� ��������� ��� ������ µ����� ��� ����������

�������� . ����� ������� (1.8) µ����� �� ���� ��� µ���� :

✓
1 +

�x2

12

�2
x

◆�1

�2
x

u
i

= f
i

+O(�x4
), (1.9)

���� � �������� T�1
x

⌘
⇣
1 +

�x

2

12 �2
x

⌘�1

���������� µ��� �� µ�� ��µ������ µ���� �-

������������. �����µ��������� ��� ��µ�����µ� ���� ����������� µ� �� µ�����������

������µ� ��������� � �������� ��µ������ ����� ��� �� ��������� ��� �����������

������µ���� :

✓
1 +

�x2

12

�2
x

◆�1

�2
x

u
i,j

+

✓
1 +

�y2

12

�2
y

◆�1

�2
y

u
i,j

= f +O(�

4
) (1.10)
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���� O(�

4
) ������µ����� ����� ����� O(�x4

+�y4). ����µ������� ���� ��µ��������

�������� T�1
x

��� T�1
y

�� ����µ� :

✓
1 +

�y2

12

�2
y

◆
�2
x

u
i,j

+

✓
1 +

�x2

12

�2
x

◆
�2
y

u
i,j

=

✓
1 +

�y2

12

�2
y

◆✓
1 +

�x2

12

�2
x

◆
f
i,j

+O(�

4
)

�������µ�

T
y

�2
x

u
i,j

+ T
x

�2
y

u
i,j

= T
x

T
y

f
i,j

+O(�

4
) (1.11)

��µ������µ� ��� ���� ��� O(�

4
) ����������� ���� ��� µ����� O(�x2 · �y2). ���� ��

������ ���µ� �������� ����� ��� �� �������� ����� :

(�2
x

+ �2
y

)u
i,j

+

1

12

(�x2
+�y2)�2

x

�2
y

u
i,j

= f
i,j

+

1

12

(�x2�2
x

+�y2�2
y

)f
i,j

. (1.12)

�� ������ ��� � = �

x

/�
y

���� � �������� ����� �������� �� ������������µ��� µ����

�� ����� ���� ��µ���� �� :

d(u
i+1,j+1 + u

i+1,j�1 + u
i�1,j+1 + u

i�1,j�1) + b(u
i+1,j + u

i�1,j) + c(u
i,j+1 + u

i,j�1)� a
i,j

u
i,j

=

�x2

2

(8f
i,j

+ f
i+1,j + f

i�1,j + f
i,j+1 + f

i,j�1),

(1.13)

���� �� ����������� �� ����� :

a = 10(1 + �2
), b = 5� �2, c = 5�2 � 1, d = (1 + �2

)/2.

1.2 ��������� �����µ� ���������

��� ��� ��������µ� ��� �������������� ��µ�� ��� ����� ��� ���, µ� �� �������µ���

����µ����� ���µ� �������µ���� �������� ��µ����� ���µ����, ���������� µ�� �����-

����� ����µ���� �������� ��� ���������, � ����� �� ����µ����� ��� �� ��������� ���
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0

Y

L
y

XL
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c s c s c s
c s c s c s

s black ��µ���
c white ��µ���

���µ� 1.2: �����µ����� µ������ ��� N
x

= 7 ��� N
y

= 5.

���µµ���� �����µ����. ������ � ��µ� ��� ������ ����������� ����� �µ��� �������-

µ��� µ� �� ���������� ����µ����, ��������µ� µ�� �����µ����� µ����� (zebra), ���� �

������� �� �������� ����µ���� ���������� ���������. ��µ���� µ� �����, �������� ��

������ ������� �� µ�� ������ ����� ��� ����µ���� ��������������� ������� ��� ����

���� �µ��� ���µ����µ��. ���������� �µ���� �������� ��� �� ������ �� ������� ����

���� �µ��� ���µ����.

� ������ 1.2 �µ������� ��� ��������� ��������������� ���� �������� ���� �������-

����� ����� ���� ��� x ���������� ��� ����� ���� ��� y ����������. � ���������

��� ������ ����������� ��µ���� µ� �� �����µ����� µ����� ����µ���� ��������� ���

���������� �µ���� �������� µ����� ����, µ� ��������µ� ��� ������ ��� �������-

��� ��������������� ��� ������ �����������. ���� ��� ��������� ������� Dirichlet

���������� �������� ���� ���, � ��������� ��� ������ �������� ��µ�������� ���-

��� ��� ����µ��� ��� ��������� ��� ������ ���µ����. ���������� ��� ���� ���� ��

���� ��� ������������ �� ���������� ���� µ� ��� ���µ���� ������ ��� ����� ���µ����.

� ��������� ��� ���µµ���� �����µ���� ������������� µ� ��� �������� �� ����, ���
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���µ� 1.3: ����µ��� �����µ������ µ������ ��� N
x

= 7 ��� N
y

= 5.

��������� ��� ���µ���� ���µ���� µ� �µ��� �����. ����� � ������� ��� ����������� ���

�������� �� �������� �� block black-white µ����.

�� ���µ� 1.3 �µ������� �� �����µ����� Black-White ����µ��� ��� �������µ��� ����-

����µ����. � ������� ��� ����������� ��� �������� A ���� ��� �������� ������ block

��µ�

A =

2

666666666666666666666664

A0 O O . . . O O O A1 O O . . . O O O
O A0 O . . . O O O A1 A1 O . . . O O O
O O A0 . . . O O O O A1 A1 . . . O O O
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
O O O . . . A0 O O O O O . . . A1 O O
O O O . . . O A0 O O O O . . . A1 A1 O
O O O . . . O O A0 O O O . . . O A1 A1

A1 A1 O . . . O O O A0 O O . . . O O O
O A1 A1 . . . O O O O A0 O . . . O O O
O O A1 . . . O O O O O A0 . . . O O O
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
O O O . . . A1 A1 O O O O . . . A0 O O
O O O . . . O A1 A1 O O O . . . O A0 O
O O O . . . O O A1 O O O . . . O O A0

3

777777777777777777777775

,
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���µ� 1.4: Black-White ��µ� ��� ������ �����������

�� �������� ���µ� �µ������� �� ��µ� ��� ������ ��� �������������� µ� N
x

= N
y

= 9.

� ������� �������������� ��� ���� �������� ������� A0 ��� A1, �� ������ �����������

���� µ����������� ���������. ����� �� ������� ����� ��µµ������� ��� ������������ µ�

�� �������� ��������

A0 = diag[5� �2,�10(1 + �2
), 5� �2

] ��� A1 = diag[1+�

2

2 , 5�2 � 1, 1+�

2

2 ].

������ � ������� ��� ����������� ��� �������� ��� ���µµ���� �����µ���� ����� �-

�����, µ������ ��������� ��� block µ�����, ��� ��� ��������� ������� ��� �� ������

�� �����µ�������� µ�� ������������ µ������ �� �������������� ���������� �����-

���µ��. � ������� ��������µ���� �������� µ�� ���� ������� ��� ���� �� ����� ���

������������ ��� ���µ��� ��������.
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�������� 2

������� ��������µ����

���� ����µ����� ������� µ�� ���� �������µ��� ������� �������� ���µµ���� ��-

���µ���� �� ����� ���������� ��� µ�� ����µ����� µ����� ��������������� �������

���������� ��������� (���) ����� � ���µ������ ������� ��������µ���� (���) [3-

7,9,14,15,23,27,31]. � ������� ���� �����µ������ ��� ����µ����� ���µ� �����������-

���� µ��� ��� ������ ���������� ������������ ��� ����� ��� ��� ����������� µ��

�������� ���������������. � ��� µ����� �� �����µ�������� ��� �������� �� ���� ����

µ� ���� ������µ����� (preconditioners) �� µ�� ������������ ����������. � ������

���� ��� ��� ����� �� ���������� �������� � ������������ µ������, µ� ���������� ��

���� ��µ�. �������� �� ������µ� �� ��������� ����µ� ������������� � ����������

��� µ������. ���� � ���� ��������� ���� ���������� ���� ��� ����� ������������-

��� ���������� ��µ��� ����µ���� ���µ��� ����� ��� �������� ��µ����, µ����� ���

���������� ��� ���������� ����µ����. � ��� µ����� �� ����µ����� �� �������µ� µ�

����������� µ����� ���������������, ���� ����� �� µ������ �������µ���� ���������
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���µ� 2.1: ��������µ� µ�������� �� ���� ����µ���.

��� ��������, ��� µ����� �� ����������� �� ��������� ����� ��� ���������� �����-

���. �� ���������� �������������� ��� ��� ����� � ��������� ���������� ������ ���

������ ����µ���� ��� ���������������. �� ����� ��� ����µ���� ����� �����������

��� ��� ����µ����� µ����� �������� ��� ��� ��� ���� �� ����µ��� µ����� �� �����

��µ�µ��� � µ�. �� ���� ��� ������� �� ����� ����� �µ�������µ���� (block) ��µ�µ�-

��� ����µ����, ���� �� ����µ����� � µ������ �������µ���� �������� �� ���������

�����.

2.1 ��������� ��� µ������

���� ��� ����µ��� ��� ��� �� µ�� �������� ������ ������µ� �µ���µ���� ���µ����µ�

��� ������µ���� ⌦ ⌘ [0, L
x

] �� n ���������µ���, ���� n = 2

p ��� ������ ������� p.

� ��������� ��� ����µ���� �� ���� �� µ���� ⌦

h

,⌦2h,⌦4h, . . . ,⌦h0 ���� h =

1
n

�����

�� ��µ� ��������������� ��� ����µ����. ������µ� ��� ���� � ��������� ����µ����

������������� ��� ��������� ����µ� ⌦

h0, �� ����� µ����� �� ����������� ��� µ���-

���� ����������� ��µ����. � ������ 2.1 �µ������� ��� ��������µ� ��������� �����

����µ����. ���µ���� ��� ��µ� ��� ��������������� h ���� ��µ��� �� ����� ��� ����

����µ���� x
i

= (i � 1)h µ� i = 1, 2, ..., (n + 1). � �������������� ���� ������ ���
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��������� ���� ���µµ���� �����µ����

Au = f, (2.1)

���� A ����� � ������� ��� ����������� ��� �������� u
i

��� f �� ���� µ���� ��� ��-

���µ���� µ� �������� f
i

, �� ����� ��������� �� �������������� ��� ���������� f(x) ��

���� ��µ��.

����µ������� �� ��� �� ��� ���������� ��� �� ������������µµ� ����� ⌦ ⌘ [0, L
x

]⇥

[0, L
y

], �� ����� �� ��������������� �µ���µ���� �� ���� ���������� �� n ���������-

µ���, µ� n = 2

p. �� ��µ� ��������������� ��� ���� ���������� ����� h = 1/n ���

�� �� ��������µ���� ��� ��µ���� �� ���� ��µ�� ����� (x
i

, y
j

) = ((i � 1)h, (j � 1)h) µ�

i, j = 1, 2, ..., (n + 1), � ����µ��� µ��� ����µ������ µ������ ��������������� �� ���-

����� ��� ��������� ��� �����µ���� Au = f , ���� A, u ��� f ������� ���� �� µ��

��������.

�������� ��� ����µ����� µ����� µ� �� ����� µ����� �� �������� ���� ���� � ����-

µ����� ���� ��� ���µµ���� �����µ���� ����������� ��� ������ ����. �� ��� ����� ��

��������� ����µ� (algebraic error) ��� ��������� ������������� �� ���µ� ��� �����-

��� ��� ����µ������ ����� ��� ��� ������ ��� �� ���� ����� �� �������� (residual) ���

���µµ���� �����µ����, �� ����� �������� �� ���� ���� � ����µ����� ���� ��������

�� ����������� �� ����µ����� ���� ��� �����µ���� Au = f .

��� �� ���������� ���������µ��� ��� ��� ����� � ���µ����� ��� ��������� ����-

µ���� ���� ��� µ������� ���� �� ����������� µ������� ����µ���. ���� ��µ������

����� �� ��������� ������������� µ������, ���� ����� � Jacobi ��� � Gauss-Seidel

[16,24,28,29], �� ������ µ����� �� ����� ���� ���� �������� ���� ��� ������� ���

���µµ���� �����µ����, ����� �µ�� �� ���������� �� µ������� ���� ������� �� ����-

���� ��� ����µ���� (� ���������) ���� �� ���������� ��� ����������µ���� �� �����

������������ ���� µ���������� ������µ�� ��� ������������� ������ ��� µ������. ����

�� �������� ��� ����µ���� ��� ����������� µ� ������� ����� ����������µ��� ���µ�������
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�������� µ���, ��� �� �������� �������� ��� ����µ���� ������������� µ� �� ��������

����������µ��� ��� ������� ��� ��µ���� ���������� µ��� ��� ����µ����, �� �����

�� µ������ �� µ������� ������������� ��� ��� ������������ ���������� ��� µ������

��� ����� ���� �� ����� ��������� ��� ���� �������� ���. ��µ�� ����� �������� ���

����µ���� (������� �� µ���) �������������� µ� ������ ����� �� ������ ����������

µ��� ��� ����� ����µ���, ����� � ����� ���� ��� µ�������� �� ����� ����µ� ����� �

��������� ��������� ��� ����µ����. ���� ������������� µ� ��� ������������ ����-

µ��� ��� µ�������� �� ������� ��������� ��������� ����µ���. � ����� ��� µ������

Gauss-Seidel �� ���µ������ ��� ����µ���� ��� ���µµ���� �����µ����, ���� ��� �����

�������� ��� � ��� ������������ ��µ���, ���� �� ����������� �� ��������� ���� ���

��������� ��� ��� ����µ���� ����� µ�� ���� �������. �� ������ �� ��µ������ ��� ��

���� ��� ��������� ����� ������ ����� ��� µ������ Jacobi �� ���µ������ ����µ����,

� ����� ����� ������ ���������������µ� �µ�� ������� �� �� ���µ������ �����������-

��. ���� � µ������ ���µ������� ��������� ��� �������� ��� ������ ��� �����������

������ A = D�L�U , ���� � ������� ����� ����µ���� � ����� ��� ���� ������������

��µ� ��� ���� ��������� ��� ��� � µ������ ������ ��� ��������� ��� �������� �����-

�������� �������. �� �������� ��� ��������� �� ��� ����� � ���������� ���µ�������

��� ����µ����, �� �������� µ�������� ��� �� ����� ����µ��� ��� ����� ��� ��������-

�� ��� � �������µ�� ��� ������������� ������. � ���µ��� ������� ����������� ��

��� ���� ������ ��� ��� � ����� ������µ����� �� ����� µ��� ��� ����µ����.

2.2 �������µ�� ����������� ��� ��� ����µ����

���� ������������ ��µ� (������) ��� µ������ ��� ��� ����µ���� ����������� ��� ��

���������� ��� ������µ������� (presmoothing) ���� ����� ������������� � ���µ������

��� ���������, ��� µ�������� ��� �� ����� ��� ����� ����µ� ��� ���������� ��� ���

���µ������� ��� ����µ����. �� ��µ� ����� ��� ������������� ����������� ��� ���

����µ����, ���� ����� ������������ � ������������� ���� um+1
h

��� ��� um

h

, �µ�������
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� �������� ������

���µ� 2.2: �������µ�� ��� �������� ��������µ���� ��� ��� ����µ����.

� �������µ�� ��� ��� ����µ���� ������µ����� ��� ����������� ���µ�������, �� �������

��� ���������� ��� �� ����� ��� ����� ����µ� (I2h
h

), �� µ����� �������� ��� �����

����µ� ��� ��� ������� ��� ����µ����� ��� �� ����� ��� ����� ����µ� (Ih2h). ���-

�������� ��� ��� ��� ������ ��������µ���� �������� ��� � ������� ��������� �����

��� ����������� µ����� �� ����� µ����� ������� ���� ������������� ��� ��������µ�-

��� ��� �������µ��. ������ ���� ��� �������� ������� ����� ������� ��� �� ��� ��

����� � ������� ��� ��������� ����� ���� �� �������������� ��������� �������µ�� ��

���������� ����µ����. �� µ����� ��� ����µ���� ����������� ��µ���� µ� ��� ������

���������� coarsening ���� ����� �� µ������ h ������������� �� ���� �������� ����-

µ����. ���� ��� ���������� ���� ��µ������ µ��� �� ���� �� µ�� ���������� ����µ� ��

������� ��� semi-coarsening, ��� �� ������������� �� ���� ��� ��� ��� ������������

����µ� ��� ������� ��� full-coarsening. �� µ������ ��� ����µ���� µ����� �� �������

µ� ��������� ������ ������� ���� ����� �� �����µ����� coarsening (�������-µ����)

� �� ���������������� �� µ������ h, ������ �������� ����� ��� ����µ���� ⌦4h.
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2.3 �������� µ�������� ����������� µ����� �������-
��� ����µ����

���������-Restriction

� µ������� ��� ����������� ��� �������� ����� ��µ���� ��� ����µ���� ��� ���

����� �� ��� ��������� ������������ µ��� ��� ����µ���� ���������� ��������. �

���������� ���� ���µ������ ���������. ����� � �������� ��� ���������� I2h
h

�����������

µ�� ��������� ��� µ�������� ��� ����������� ��� ��µ��� ��� �� ����µ� ��������� h

����� ��µ���� ��� ����µ���� ��������� 2h, µ� ���� ����� � �������� ����� µ������-

µ������ ��� ������µ� ��� �� ����� ����µ� �� ��� ���������

I2h
h

: ⌦

h

! ⌦2h.

����� �������� ���������� ��� �µ������ ��� ����������� ��� ���������� ��µ��� �����

� ����������� ������� ����µ���� (full weighting restriction), � ������ ��� µ�� �����-

����� ���� �� �������� ��������� µ����

I2h
h

=

1

4

⇥
1 2 1

⇤
� I2h

h

=

1

4

2

4
1

2

1

3

5

������� µ� �� ������ ���������� ����µ���� ���. � �������� ����� �� µ�� ������-

������µ��� ��������� rh
i,j

��� ��� �� ��µ�� ��� ����µ���� µ� r2h
i,j

2 ⌦2h �� �������

µ�

r2h
i,j

= I2h
h

rh
i,j

=

1
4(r

h

i,2j�1 + 2rh
i,2j + rh

i,2j+1)
.

���������� �������� � �������� full weighting restriction �� ���� ��� ��� ������� �����-

�������

I2h
h

=

1

16

2

4
1 2 1

2 4 2

1 2 1

3

5
2h

h
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���µ� 2.3: ���µ����� ��������� ����������� ����������.

� ������ �� ����µ����� ���� ������������µ��� ��������� rh
i,j

�� ����µ�

r2h
i,j

= I2h
h

rh
i,j

=

1

16

[rh2i�1,2j�1 + rh2i�1,2j+1 + rh2i+1,2j�1 + rh2i+1,2j+1

+ 2(rh2i,2j�1 + rh2i,2j+1 + rh2i�1,2j + rh2i+1,2j)

+ 4rh2i,2j].

����� ������ ��� ������������ ���� ����µ��µ���� µ���� ���� ��� ����� �����������

��µ���� ��� ������ ����µ����. � ������ 2.3 �µ������� ���µ����� �� µ������� ���

������������ ��� ���� ��µ�� ��� ����µ���� ��� �� ����� ��� ����� ����µ�.

����µ����-Interpolation

� ����µ���� ����� � ���������� ���������� ��� ���������� ���� � �������� ��� µ���-

���µ������ ��� ������µ� ��� �� ����� ����µ� �� ��� ���������, µ�������� ������ ���

����������� ��� ��µ��� ���µ��� �� ��� ����µ��� ��

Ih2h : ⌦2h ! ⌦

h

.

����� �������� ����µ����� ��� �����µ��������� ����� ����� � ���µµ���� (bilinear in-

terpolation), � ������ ��� µ�� ���������� ���� �� �������� ��������� µ����
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���µ� 2.4: ���µ����� ��������� ����������� ����µ�����.

Ih2h =

1

2

⇥
1 2 1

⇤
� Ih2h =

1

2

2

4
1

2

1

3

5 .

����µ������� �� ������� ���� �� µ�� ������������µ��� ��������� r2h
i,j

�� ��� ��µ�� ���

������ ����µ���� ⌦

h

�� ������������ ��

8
<

:

rh
i,2j = r2h

i,j

rh
i,2j+1 =

1
2(r

2h
i,j

+ r2h
i,j+1)

.

�� �µ��� ����� �������� � �������� bilinear interpolation �� ���� ��� ��� ������� ��-

����������

Ih2h =

1

4

3

5
1 2 1

2 4 2

1 2 1

2

4
h

2h

� ������ �� ����µ����� ��� ������������µ��� ��������� r2h
i,j

�� ����µ� ��� ���� ��µ-

���� ��� ������ ����µ����
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���µ� 2.5: ���µ����� ��������� �������µ�� V-������ ����� ��������.

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

rh2i,2j = r2h
i,j

rh2i+1,2j =

1
2(r

2h
i,j

+ r2h
i+1,j)

rh2i,2j+1 =

1
2(r

2h
i,j

+ r2h
i,j+1)

rh2i+1,2j+1 =

1
4(r

2h
i,j

+ r2h
i+1,j + r2h

i,j+1 + r2h
i+1,j+1)

. (2.2)

� ������ 2.4 �µ������� �� ���������� ����µ����� ��� �� µ������� ��� �� ����� ����-

µ� ��� ���������. �� ��µ��� ��� ������ ����µ���� �������������� µ� ���� µ������

�������, ��� ����� ��� ������ �µ���������� ��� µ� �� �������� ��µ���� ������� µ�

�� ����µ����� ���µ� ��� ������� ��µ���� µ� �� �������� ������� ����µ�����.

�� �������� ��� ������������ ����� ����� ��� �����µ���������� ��� ��� ���������

��� ��� �� ���� ��� ������� ��µ���� µ� �� ���������� ��������µ��� ��� ��������-

������ ���� ������� [19]. �� ���� �� µ����� �������������� �������µ�� ��� ��������

��� ��� �������� ����� ��� V-������. � ������ 2.5 �µ������� µ�� ���µ����� ���-

��������� ��� �������µ�� ��� �� ��������� µ�������� �� ���� ����µ��� ����� ���

������� ����µ���� ��� ����� �� ������������ � ����. ��µ���� µ� ��� �������µ� ��-

�� ������������ ������ �� �������� r = b � Au ��� ����µ� ��� ����� �������������
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� ���� ��� ���µµ���� �����µ���� Au = b µ� ������ ���������� ��� u0. ���� ��-

������ �������� ���������� µ��������� �� ��������� ���� ���� ����µ��� ��� �����

���� ����������� �� ���������� �������� rh, ������������� ���µ������ ��� ����µ����

µ� �� ����� ���� ��µ���� ��� ������������� µ������ ��� ��� ������� ��� ���µµ����

�����µ���� ����µ���� Aheh = rh. �� �������� ���� ����µ����� � �������� ����µ��-

��� ��� �������� rh ������������ �� r2h ��� ��������� ����µ� �� ���� ����� ������ �

������µ��� ����µ��� ����� ��� ����������� µ���� �� ��� ����� ����µ� �� ����� ����

��������. �� ������ ���������� ����� ��� ����������� ��������� �� ������� �� �����

�������� � �������µ�� ��� V-������. ��� ��� ����� ����µ� ��������� ���������� ��

���µµ��� �����µ� ��� ����µ����. � ���� ��� ��� �������� ����µ�������� ��� �µ����

���µ��� ��������� ����µ� ��� ����� ������������� � �������� ��� ����µ���� �� �����

���� ���µ������� ���� �� ���� ��� ���µ������� ���� �� ���������� ��� ����������. ��

������µ��� ����µ� ���µ�������� ���� µ� ��� ����µ��� ���� ������������� ��µ����

��� µ������ ���µ�������, �� ����� ��� �������� ����µ�������� ��� ��� ����� ����-

µ�. � ���������� ���� ����������� �� ���� ������ µ� �� ������� ��� V-������, ����

��� ����� ������������� � �������� ��� �������������� ����� ��� ���µµ���� �����µ�-

���. ���������� �� ����� ������������� � ��� ���������� �� �� ���� �� ��µ������ ����

� ���������� ��� V-������ �������µ�������. � �������� �������µ�� ���������� ��

���������� ���� ��� �� ��������� l
v

�������� � ��������� ����µ����.

�������µ�� V-������

while ||f 0�A0u0|| < tol do
for l = 0 to l

v

� 1 do
Evaluate residual rl

Smooth with Gauss-Seidel Al el = rl

Restrict residual rl to rl+1

enddo
Solve with Gauss-Seidel Al

v elv = rl

v

for l = l
v

� 1 to 0 do
Interpolate error el+1 to el

Update error el

Smooth with Gauss-Seidel Al el = rl

enddo
Update u0 = u0 + e0

enddo
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�������� 3

���������� �������µ�� ���

3.1 ������� ��������µ��� ����������� ��������µ��

�� ��������� ������ ���� �������� ��� 500 ����������������� �����µ���� [39] �µ-

���������� ������� ��� ����������� µ�����µ��� �� ����� ������µ������ �����������

��������µ��. �� ����������� ������ �����µ��� ��������� ������������������� ���-

����������� ��µ����, �� ������ ����� �������µ���� �� ��� ������� ������ ��� ����-

��µ������ ������� ��������µ���(GPUs), �� ����� ��µµ������� ���� ��������� ���

����µ������ ������� ��� ���� ��µ���. �� GPUs ��������� ������µ� µ��µ�, µ������-

��� µ������� ��� ��� ������������� ��µ���, ��� ���������� µ� ����� µ��� �������

����� PCI-Express. � ���������� ������� µ����� ��� ���������� �������������� ���

������������������ ��µ��� ��� ��� �������� ��������µ���� ��� ����� ��� ������ ���

������������� ������� ��� ���������. ����� ��� �� GPU �������� µ������ �����������
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������µ����� �� �µ����, � ������������� ��µ��� �������� µ������ ������� µ���, ����

��µ������ ������������. ���� ���� �� ��������µ� ������������ ����� ��������µ��

�� ����������� ������������� �� ���� µ�� �������µ� ������µ������ ��������µ��. ��

�������µ� �������� ��������� ����µ���� �� ����� ��� ������ ��� �������������� ��-

��� �� µ������������� C ��� Fortran, �� ������ ��������� ��������� ������� (APIs) ���

�� ��������� ��� ���������� ��������µ��. ����� ��� ��� ��������� ��� �������-

��� ��������µ�� �� ��� ������������ ��µ�� ������� ����� ��� OpenMP[36] ��� ���

�� ��������� ��������µ�� µ����� ���� �� MPI[37] ������. �������� ��� ��� ��������

����µ���� µ� ����� GPUs [11,17,18,25] ������� ����� ��� OpenCL ��� Cuda. ��

��������� ������ ���� ��������� ������ �� ������� OpenACC [35], �� ����� ���������

�� ���������� ��� ����������� (µ������� ����µ���� ��� ��������� ���������� �����-

���µ��) ��� GPUs ��� ������� ������µµ���� �� C ��� Fortran. ���� ��������� ���

������� ��� µ� �� ����� ��������µ���� ������� �� ������� C ��� Fortran ����� ������

� ��������� ��� �� µ������������ ������ Cuda. �� ���� ��� �������� �� �����µ�-

������� �� ������� OpenACC �� �������µ� µ� ������� ��� ������� ������µµ����µ��

Fortran ��� ��� ��������� ��� ����µ������ µ������ �� ���������� ��������������

��������µ��, �� ������ ��������� ������� ��������µ��� ���������� ������µ������

��������µ��.

3.2 ��������� ���������� �������µ��

� ����� ��� �����µ������ ����µ���� �������� ��� ���������, � ����� �����������-

�� ��� ����� ��������, ������� ��� ���������� ��������� ��� ������µ���� ���µµ����

�����µ���� ��� ����µ������ µ������ [20-22,30]. ���� ������, ����� �µ���� ��������

������������������� µ� ��������µ� �� ����� ������ � ��������� µ������ µ����� ���

��������µ�� �������� �� ���������� ��������������. ��� ��� ��������� ���������

��� µ������ �� ������� ������ �������������� ��������µ�� ���������� � ��������� ����

�������µ��, ���� ����� ����������� �� ������ ������������� �� µ��������� �������-
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����� ������ �� ������������ ��������� µ��� ���������� �����������. ���������� ��

����������� ���������� ���� V-������ �� ������ ��������� µ�� �������� ����������,

�������� ��� ��������� ��� µ������� ��� ������µ���� ��������������� �� ���������

������µ��� ����µ���, ����� ����� �� ������ �� ��������� �� ����������� µ��� �����-

����� ���������� �������µ�� [1,2]. �� ����������� ��� ���������� ��� ����µ�����

������µ������ ��������µ��� �� ������ ����� �� ���������� �� ����������� ��������-

�� µ����� ���� ��µ���� µ� ���� ����������� �������� ��� ����� ��������. �� �������

����� ����������� �� ��������� �� ������ ������������ �� ���� �µ��� ���µ����, ����

�� ����������� ������ ����� ��� ����µ���� ���������������. �� ���������� �������-

µ�� ��� �������� ����������� ��� �������� ����� ���������� �����������, ������ ���

����������� ���������� ��� ����µ����� �� ���� �� µ�� ��������� ��� �� ���� ��� ���

������� ������������ ��� �� ��������� rh, � ����� ���� ��µ�� ����� ��µ���� ����µ����

µ� ��µ� ��������������� h. ��������� � �������µ�� ��� ���������� �� µ�� ���������

����������� ��� ��� ���������� ������������� ����������� ��� ���� �� µ���� :

���������� �������µ�� ���������� �� ���� µ�� ����������

rh ! r2h

N
w

= N

x

2
N

b

= N

x

2
� 1

N2h
y

=
N

h

y

2
� 1

for i = 1 to N
w

+N
b

do in parallel

for j = 1 to N2h
y

do in parallel

r2h
i,j

= rh

i,2j+1 + 2rh

i,2j + rh

i,2j�1

endfor

endfor
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� �������µ�� ���� ������ ��� ���������� ������ ������µ����� ��� ����µ��� ���

������� ����µ�����, � ����� ������������ ��� ��� ���������� ������������� �����-

������. � ��������� ���������� ������������� ��� ��µ�� ����µ���� ��� ����������� ����

������� ���µµ�� ���, ��� � ��������� �� ��µ�� ���� ������ ��� ����� ���µ����µ��. �

�������� �������µ�� ���������� ���� �� ���������� ��

���������� �������µ�� ����µ����� �� µ�� ����������

r2h ! rh

N
w

= N

x

2
N

b

= N

x

2
� 1

Nh

y

= 2N2h
y

+ 1

for i = 1 to N
w

+N
b

do in parallel

rh

i,1 =
r

2h
i,1

2

rh

i,2 = r2h
i,1

for j = 1 to N2h
y

� 2 do in parallel

rh

i,2j+1 =
r

2h
i,j

+r

2h
i,j+1

2

rh

i,2j+2 = r2h
i,j+1

endfor

rh

i,N

h

y

�1 =
r

2h
i,N

2h
y

�1

2

endfor
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�� ���µ���� ���������� �������µ�� ����������� ��� ����������� ��� ���������� ���

����µ����� ��� �� ��������� ����µ���� �������� �� ��� ����������. ������������

��� ��� ���������� �����������, �� ������ ����������� �� ��µ�� ����µ���� ��� ����

���µ����, ��� ����µ�� ������µ����� ��������� µ�� ��������� ��������� ��� ��µ��

��� ���������� � ���������� ����µ����.

���������� �������µ�� ���������� �� ��� ������������

rh ! r2h

N2h
x

= N

h

x

2
� 1 N2h

y

=
N

h

y

2
� 1

N2h
b

= N

2h
x

+1
2

� 1 N2h
w

= N

2h
x

+1
2

for i = 1 to N2h
w

do in parallel

for j = 1 to N2h
y

do in parallel

r2h
2i�1,j = 1

4

⇣
rh

2i�1,2j�1 + 2rh

2i,2j�1 + rh

2i+1,2j�1

⌘

+1
4

⇣
2rh

2i�1,2j + 4rh

2i,2j + 2rh

2i+1,2j

⌘

+1
4

⇣
rh

2i�1,2j+1 + 2rh

2i,2j+1 + rh

2i+1,2j+1

⌘

endfor

endfor

for i = 1 to N2h
b

do in parallel

for j = 1 to N2h
y

do in parallel

r2h
2i,j = 1

4

⇣
rh

4i�1,2j�1 + 2rh

4i,2j�1 + rh

4i+1,2j�1

⌘

+1
4

⇣
2rh

4i�1,2j + 4rh

4i,2j + 2rh

4i+1,2j

⌘

+1
4

⇣
rh

4i�1,2j+1 + 2rh

4i,2j+1 + rh

4i+1,2j+1

⌘

endfor

endfor
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���������� �������µ�� ����µ����� �� ��� ������������

r2h ! rh

Nh

x

= 2N2h
x

+ 1 Nh

y

= 2N2h
y

+ 1

Nh

b

= N

h

x

+1
2

� 1 Nh

w

= N

h

x

+1
2

for i = 1 to Nh

w

do in parallel

for j = 1 to N2h
y

+ 1 do in parallel

if i = 1 then

if j = 1 then

rh

1,1 = 1
4
r2h
1,1

elseif j = N2h
y

+ 1 then

rh

1,2(j�1) =
1
2
r2h
1,j�1

rh

1,2j�1 = 1
4
r2h
1,j�1

else

rh

1,2(j�1) =
1
2
r2h
1,j�1

rh

1,2j�1 = 1
4

⇣
r2h
1,j�1 + r2h

1,j

⌘

endif

elseif i = Nh

w

then

if j = 1 then

rh

2i�1,1 = 1
4
r2h
i�1,1

elseif j = N2h
y

+ 1 then

rh

2i�1,2(j�1) =
1
2
r2h
i�1,j�1

rh

2i�1,2j�1 = 1
4
r2h
i�1,j�1

else
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.

rh

2i�1,2(j�1) =
1
2
r2h
i�1,j�1

rh

2i�1,2j�1 = 1
4

⇣
r2h
i�1,j�1 + r2h

i�1,j

⌘

endif

else

if j = 1 then

rh

2i�1,1 = 1
4

⇣
r2h
i�1,1 + r2h

i,1

⌘

elseif j = N2h
y

+ 1 then

rh

2i�1,2(j�1) =
1
2

⇣
r2h
i�1,j�1 + r2h

i,j�1

⌘

rh

2i�1,2j�1 = 1
4

⇣
r2h
i�1,j�1 + r2h

i,j�1

⌘

else

rh

2i�1,2(j�1) =
1
2

⇣
r2h
i�1,j�1 + r2h

i,j�1

⌘

rh

2i�1,2j�1 = 1
4

⇣
r2h
i�1,j�1 + r2h

i�1,j + r2h
i,j�1 + r2h

i,j

⌘

endif

endif

endfor

endfor

for i = 1 to Nh

b

do in parallel

for j = 1 to N2h
y

+ 1 do in parallel

if j = 1 then

rh

2i,1 = 1
2
r2h
i,1

elseif j = N2h
y

+ 1 then
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.

rh

2i,2(j�1) = r2h
i,j�1

rh

2i,2j�1 = 1
2
r2h
i,j�1

else

rh

2i,2(j�1) = r2h
i,j�1

rh

2i,2j�1 = 1
2

⇣
r2h
i,j�1 + r2h

i,j

⌘

endif

endfor

endfor

� �������µ�� V-������ ��� ��� ������µ����� �� ���������� ��������µ�� ��� ������-

��� r = b�Au ��� ���� ����µ�. � ���������� ���� �µ������ ��� ������������µ� ���

������ A µ� ��� ������µ� ��� � ����� ���� µ����� �� ���������� ��������� ��µ����

µ� ��� �������� �������µ�. ��� ������ A �µ��������� µ��� �� µ� µ������� ��������

��� ��µµ������� ������������ ������� A0 ��� A1. ��µ�������� ����� ��� ��� ����µ�-

����� ��µ�� ��� ��������� ��� ������� ����� ������� � ��������µ�� ��� ��������� �����

�� ��������� ������� µ� ��µ�� �������. ����� �����µ��������� µ��� �� ���� ��� ���

����µ����� ��µ� ���� µ� µ�������� ��������� ���� µ����� �� ���������� �� ����������

��������µ��. � ���������� �������µ�� ��� ��������� ���� ������������� ����� ��

����� ��� ������� µ� �������� �� ��µ������ µ����� ��� �������µ���� ������ µ��µ��

��� ��� ��������� ����� ��� �����������.
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���������� �������µ�� ��������µ�� ���������

r = b � Au

for i = 1 to N
y

� 1 do in parallel

if i = 1 then

rw

1 = cub

1 + dub

2

elseif i = N
y

� 1 then

rw

i

= dub

i�1 + cub

i

else

rw

i

= dub

i�1 + cub

i

+ dub

i+1

endif

endfor

for k = 1 to N

x

2 � 2 do in parallel

j = k(N
y

� 1)

t = (k � 1)(N
y

� 1)

for i = 1 to N
y

� 1 do in parallel

if i = 1 then

rw

j+1 = cub

t+1 + dub

t+2 + cub

j+1 + dub

j+2

elseif i = N
y

� 1 then

rw

j+i

= dub

t+i�1 + cub

t+i

+ dub

j+i�1 + cub

j+i

else

rw

j+i

= dub

t+i�1 + cub

t+i

+ dub

t+i+1 + dub

j+i�1 + cub

j+i

+ dub

j+i+1

endif

endfor

endfor
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.

j = (

N

x

2 � 1)(N
y

� 1)

j = (

N

x

2 � 2)(N
y

� 1)

for i = 1 to N
y

� 1 do in parallel

if i = 1 then

rw

j+1 = cub

t+1 + dub

t+2

elseif i = N
y

� 1 then

rw

j+i

= dub

t+i�1 + cub

t+i

else

rw

j+i

= dub

t+i�1 + cub

t+i

+ dub

t+i+1

endif

endfor

for k = 1 to N

x

2 � 1 do in parallel

j = k(N
y

� 1)

t = (k � 1)(N
y

� 1)

for i = 1 to N
y

� 1 do in parallel

if i = 1 then

rb

t+1 = cuw

t+1 + duw

t+2 + cuw

j+1 + duw

j+2

elseif i = N
y

� 1 then

rb

t+i

= duw

t+i�1 + cuw

t+i

+ duw

j+i�1 + cuw

j+i

else

rb

t+i

= duw

t+i�1 + cuw

t+i

+ duw

t+i+1 + duw

j+i�1 + cuw

j+i

+ duw

j+i+1

endif

endfor
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.

for k = 1 to N

x

2 do in parallel

t = (k � 1)(N
y

� 1)

for i = 1 to N
y

� 1 do in parallel

if i = 1 then

rw

t+1 = rw

t+1 � auw

t+1 + buw

t+2

elseif i = N
y

� 1 then

rw

t+i

= rw

t+1 + buw

t+i�1 � auw

t+i

else

rw

t+i

= rw

t+1 + buw

t+i�1 � auw

t+i

+ buw

t+i+1

endif

endfor

endfor

for k = 1 to N

x

2 � 1 do in parallel

t = (k � 1)(N
y

� 1)

for i = 1 to N
y

� 1 do in parallel

if i = 1 then

rb

t+1 = rb

t+1 � aub

t+1 + bub

t+2

elseif i = N
y

� 1 then

rb

t+i

= rb

t+1 + bub

t+i�1 � aub

t+i

else

rb

t+i

= rb

t+1 + bub

t+i�1 � aub

t+i

+ bub

t+i+1

endif
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.

endfor

endfor

for i = 1 to (N
x

� 1)(N
y

� 1) do in parallel

r
i

= b
i

� r
i

endfor

� ���������� ��� ���µ������� µ� ��� ����� ��� ������������� µ������ Gauss-Seidel

�������� ��� ��� ���������� ������������ ���������� ��� ���, �� ��� �� ���� �������

��������� ����µ���� ���������� µ��� ��� ������������ ��µ�. ���� ��� ���������

����µ� ����������� ����������� ��� ��� ������������ ��µ���, µ���� � µ������ ��

�������� ��������. ��µ���� µ� �� �������� A = D
A

�L
A

�U
A

��� ������ �����������

A =


D

w

H
b

H
w

D
b

�

���� ������������ ��µ� �� ���� �� µ����

(D
A

� L
A

)u(m+1)
= U

A

u(m)
+ f , m = 0, 1, . . .

��µ�������� ����� �� �������� ��µ� ��� �������

D
A

=


D

w

O
O D

b

�
, L

A

=


O O

�H
w

O

�
��� U

A

=


O �H

b

O O

�
,

���� ��� �� �������� ���µ����� ��� ������µ���� ��� �������� u ����� ��� ��� ������

µ����� f ��

u =


u
w

u
b

�
, f =


f
w

f
b

�

���� ���� ��� ���������� ��� �������� ������������ ��
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2

4
D

w

O

H
w

D
b

3

5

2

4
u(m+1)
w

u(m+1)
b

3

5
=

2

4
O �H

b

O O

3

5

2

4
u(m)
w

u(m)
b

3

5
+

2

4
f
w

f
b

3

5 ,

� ����� µ����� �� �������� �� ��� ���������� ������������ ������ ��� white ��������

um+1
w

��� ��� �������� ��� black um+1
b

. �� ��� ���� ����� ����������� �����������

������������� ��� ���� µ���µ������� ������

D
w

u(m+1)
w

= �H
b

u(m)
b

+ f
w

D
b

u(m+1)
b

= �H
w

u(m+1)
w

+ f
b

.

�� block ��������� ������� ����������� D
w

��� D
b

��� ���� ������������ ��� ��������,

������µ������ �� ��µµ������ ����������� ������ A0. ����� ����� ������ � ���������

���������� ���� �µ���� �������� ��� ������������ �� µ�� ������ ���µµ� ��� ����-

µ���� µ� ��� ������� ��� ��������µ���� ��� ����� �� ������ ����������� ��� ������

A0. � ������� ���� ������� ��������µ���� µ����� �� ����� �µ��� µ� �� ����� ��� L U

��������� �� A0 = L0U0. ������ � A0 ����� ��µµ������� ��� ������������ �������,

�� ������� L0 ��� U0 ����� �������µ�� µ��� ��� TDMA (Thomas algorithm)[26] ��� ��

����� �� �������� ��������

L0 =

2

6666666666664

1 0 0 · · · 0 0 0

� b

a

1 0 · · · 0 0 0

0 � b

a� b

2

t1

1 · · · 0 0 0

...
...

... . . . ...
...

...
0 0 0 · · · 1 0 0

0 0 0 · · · � b

a� b

2

t

i�1

1 0

0 0 0 · · · 0 � b

a� b
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i

1

3

7777777777775

���
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U0 =

2

66666666664

�a b 0 · · · 0 0 0

0

b

2

a

� a b · · · 0 0 0

0 0

b

2

p1
� a · · · 0 0 0

...
...

... . . . ...
...

...
0 0 0 · · · b

2

p

i�2
� a b 0

0 0 0 · · · 0

b

2

p

i�1
� a b

0 0 0 · · · 0 0

b

2

p

i

� a

3

77777777775

.

�� �������� ���� µ������ �� ������������ ��� ���� ������µ����� ������

t1 = a, t
i

= a� b

2

t

i�1
��� p1 = �a, p

i

=

b

2

p

i�1
� a ��� i = 2, . . . , N

y

� 3.

����� ������ ��� ���� �� ���������� �������� ��� ��������µ���� ��� ��� ��������µ���

��� ���� ��� µ����-���� �������������� ���������� µ��� � ���������� ��� ������-

������ ��� L0 ��� ��� ��������� ��� U0 �� ��� ������µ��� ��������� N
y

� 2 ��� N
y

� 1

����������. ��� ��� ��������� ��� �������� µ����� ��� ��������µ���� ������� � ���-

���������µ�� ��� block ������ H
b

��� �� ����� ��� ��� block ������ H
w

��� �� �������

µ� ��� ������µ�. �� block ����� ������������µ�� �µ������� �� ��µµ������ ��������-

��� ������ A1, µ� �������� �� ������� ����� �� ����� ������ ���������������µ��. �

�������µ�� ���� ������������� ��µ���� ��� Gauss-Seidel µ����� �� ���������� ��

���������� �������µ�� Gauss-Seidel

Au = b

for m = 0, 1, 2, . . .

compute f
w

= b
w

� H
b

u
(m)
b

in parallel

solve D
w

u(m+1)
w

= f
w

in parallel

compute f
b

= b
b

� H
w

u(m+1)
w

in parallel

solve D
b

u
(m+1)
b

= f
b

in parallel

check for convergence

endfor
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���������� �������µ�� �������� D
w

uw

= fw

for k = 0 to N

x

2 � 1 do in parallel

j = k(N
y

� 1) + 1

solve L0y = fw

j

solve U0u
w

j

= y

endfor

���������� �������µ�� �������� D
b

ub

= f b

for k = 0 to N

x

2 � 2 do in parallel

j = k(N
y

� 1) + 1

solve L0y = f b

j

solve U0u
b

j

= y

endfor

�� ���������� ����������� �� ������ ��������� ��� �������µ� ���� V-������ ������µ-

������ ��������µ��� �� ������ µ������ �� ���������� ������������ �� ����������

��������������. ����� ���� ���� ���� V-������ �� ����µ��� µ������ �� ����������

��� ������������ ��������µ� (GPU) ��� ��� �������� ����������� (CPU) ���� ��� �-

����� ��� �����������. ��� ����� ��� ����������� �� ����µ��� ��� ��������µ���� ��

������ �� ����������� ���� ��� CPU ��� �� GPU. � ���������� �������µ�� ����

V-������, ������µ����� µ������� ����µ���� µ��� ���� ���� ��� ��� ����� ���, ����
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���� �� ��������µ�� ����������� ������������ ��� GPU. � ���������� �������µ�� ����

V-������ µ����� �� ���������� ��

Send f 0
(1 : n) from CPU to GPU

while ||f 0�A0u0|| < tol do

for l = 0 to l
s

� 1 do

Evaluate in parallel residual rl

Smooth in parallel with Gauss-Seidel Al el = rl

Restrict in parallel residual rl to rl+1 with semi-coarsening

enddo

for l = l
s

to l
v

� 1 do

Evaluate in parallel residual rl

Smooth in parallel with Gauss-Seidel Al el = rl

Restrict in parallel residual rl to rl+1 with full-coarsening

enddo

Solve in parallel with Gauss-Seidel Al

v elv = rl

v

for l = l
v

� 1 to l
s

do

Interpolate in parallel error el+1 to el with full-coarsening

Update in parallel error el

Smooth in parallel with Gauss-Seidel Al el = rl

enddo

for l = l
s

� 1 to 0 do

Interpolate in parallel error el+1 to el with semi-coarsening

Update in parallel error el

Smooth in parallel with Gauss-Seidel Al el = rl

enddo

Update in parallel solution vector u0 = u0 + e0

enddo

Send u0
(1 : n) from GPU to CPU
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�������� 4

����µ����� ��������µ���

4.1 �� ������µ� ����µ��

� ��������� ��� ���������� �������µ�� ��� ����µ������ µ������ ����� �� ��� ��-

��������������� �����µ� ����� HP SL390s G7, �� ����� �������� ��� ������������ 6

������� ����� Xeon X5600@2.8 Ghz µ� µ��µ� Cache 12MB Level 3 ��� ��� ������. �

�������� µ��µ� ��� ������������� �����µ���� ����� 24 GB ��� �� ����������� �����µ�

����� �� Oracle Linux ������� 6.2. ����� �������µ��� µ� GPU ���������� ��������µ��

����� Fermi ��� ���������� Tesla M2070 [34], � ����� �������� 6GB µ��µ� ��� ������-

�� 448 �������������� �������, �� ������ ����� ������µ���� �� 14 µ����������������.

� �������� ��� ����µ���� ����� µ� ����� ��� µ������������� ��� �������� PGI ����-

��� 14.5 �� Fortran [38], �������� ����� ��������µ�� ������ ��������� ����� ���

��� �������� OpenACC [35] ���� ���� ���� ���������� ��� ��������µ��� �����µ���

µ�������������. �� ������� ����������� ���µµ���� �������� ��� CPU ��������������

µ� ����� ��� ����������� ���������µµ���� BLAS [32] ��� Lapack [33].

�� ������µ� µ������ ��� �����µ��������� ���������� ��� �������� ������ ����

u(x, y) = 10�(x)�(y) , �(x) = exp

�100(x�0,1)2
(x2 � x)
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���µ� 4.1: � ������� ���� ��� �� ������µ� ����µ��.

µ� ����� ����µ�� �� µ�������� ��������� ��� � ������ 4.1 �µ������� �� ���������� ���-

��µ� ���.

4.2 ������ �������� ���������� �������µ��

� ���������� ��� �������� ��� �������µ�� ���������� �� µ�������� ��� ������ ����-

����� ��� CPU ���������� ��� �� ���� ���� ��� CPU-GPU. ���������� ������µ���

µ� ������������ ���������������� �� ���� ��� ���� ����������. � �������� �������

�������� ��� ���������������� ��� ��� ������ ������ ���������� ��� ��������µ�� ���

�� ����� µ��� GPU, �� ����µ���� ", �� ������ ��� V-������ ����� ��� ��� �������

���µ�� ��� ����µ���� �������� ��� ���µµ���� �����µ���� ��� ��� ������ ��� ���.

N
x

N
y

✏ V-cycles ||b�Au
n

||1 ||u� u
n

||1
2048 1024 2.5000e� 1 7 4.36e� 14 1.61e� 10
4096 1024 6.2500e� 2 6 4.43e� 13 1.09e� 11
4096 2048 2.5000e� 1 7 1.77e� 14 1.01e� 11
8192 1024 1.5625e� 2 11 1.99e� 13 4.16e� 12
8192 2048 6.2500e� 2 6 1.91e� 13 1.01e� 11
8192 4096 2.5000e� 1 6 2.62e� 13 9.64e� 12
16384 1024 3.9063e� 3 13 1.92e� 13 1.91e� 11
16384 2048 1.5625e� 2 11 1.99.e� 13 4.25e� 12
32768 1024 9.7656e� 4 14 1.63e� 13 7.44e� 11

�� ���µ��� �����µ��� �µ�������� ���� ������� ���� ��� ������������� ��������������.
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���µ� 4.2: ������ �������� �� CPU ��� GPU ��� ������µ���� ����������������.
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���µ� 4.3: ������ �������� �� CPU ��� GPU ��� ������µ���� ����������������.
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���µ� 4.4: ������ �������� �� CPU ��� GPU ��� ������µ���� ����������������.
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���µ� 4.5: ������ µ�������� ��� ����� ����µ���� µ����� CPU ��� GPU.
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� �������� ������� �µ������� ��� ���������� (speedup) ��� ��µ������� ��� ������

��� �� ������µ��� ����µ��.

N
x

N
y

✏ speedup
2048 1024 2.5000e� 1 1.19
4096 1024 6.2500e� 2 1.43
4096 2048 2.5000e� 1 2.20
8192 1024 1.5625e� 2 1.51
8192 2048 6.2500e� 2 2.47
8192 4096 2.5000e� 1 3.34
16384 1024 3.9063e� 3 1.60
16384 2048 1.5625e� 2 2.58
32768 1024 9.7656e� 4 1.59

� ���������� �������µ�� ���� ���������� ���� �� ������ ��� ������� �� �����������

��� GPU µ� ��������µ� �� ���������� � µ������� ��� ����µ���� ��� �� CPU ��� GPU

���� ����, ��� ��� ��������µ���� µ� ���������� ������ ��� �����. �� ������������

������ ��� µ��������, ��� ����������, ��� �� ������µ� ��������������� N
x

= 32.768

��� N
y

= 1.024 µ�������� ��� 0,041 seconds ��� �������� ����� ��������� 31,54 se-

conds. �� ���� ��� ��������� µ����������� ������� 268 MB ����µ���, µ� ���µ�

µ�������� 6,573 GB ��� ������������, µ��� ��� ������� PCI-Express. ��� ��� µ����-

�� ��� ������������� ������� ��� ����µ���� �����µ��������� �� �����µ��� NVIDIA

Visual Profiler, �� ����� ���� �� ���������� ��� �������� �������� ��� ����������

���� ������µ���� ����µ��. �� µ�������� ���� ������ 4.5 �µ�������� �� ����� �����

��� �����µ���� ��� ����� ��� ����������������.

� �������� ������� µ� ���������� ���� ��� 3 �µ��������� ��� �������������� N
x

=

8.192 ��� N
y

= 4.096. ���������� µ���������� ��������� �µ���������� ��� ��� ����-

������� ��� �������� ����� ������� ��������� ����µ���� �� ����� �������� ���

����µ��� �������� ��������µ���� �� ���� ��� ��� ������� ������������. ������, ���

������µ��� �� ����� ������� �� ���� ������ ������������� ������ ��� ���������� ��

����� ������� ��� ���. ���� ��µ������ ����� ���� ����������� ����� ������� ����µ���

������ ��������µ�� ��� �� ����� ����������� �������� ��� ���.
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�������� 5

��µ�����µ���

� ������� ��������µ���� ����� µ�� ���� ��������� ���������� �������� ���µµ����

�����µ���� ��� ���������� ��� µ������� ��������������� ������µ���� �������-

��� ��µ��. �� ������ µ��������µ� ��� ����µ������ ����� µ������ ����� � �����µ��

���������� ���������� ��� �� ��������� �������������� ���������� ���������� ���-

�����µ��. ���� ��µ������ ��� ��� ������� ������, �� ������ ����� ����������� ��� ���

�������µ� ����µ���� ��� ������������� ����� �����������. � ������ ��������� ���

������� ��� �������� µ�������� ��� µ������� ��� ���� ������� ������µ����, ��� �

����� ������� ��� ������������� ��� ��� ���� µ����� µ������ �� ����� ����������

�� ��� ���� ����� ����µ� µ� ��������µ� �� ������������ ������ �� ����� µ����. �

�������� ����� ����� � ������������ ��� �������� ����� �������� ��� ���������� ���

���������� ����µ���� ��� ��� µ�������� ��� �� ��� ��� ����.

� ������� ��� ����������� ��� ��� ���� ���� ��������� ��� ��������� µ�����µ���

�� ��������� ������µ������ ��������µ�� �� ��������µ��� �� ����� �����µ������ ��

���� ��� ������������� �����������. �� ��������µ��� ���� µ���� ���� ���� �����

���������� ���������µ���� ������� ������µµ����µ�� ��� ��� ����� ���������� ���

������µ���� ����������� ����. ��µ�� ��µ��� ����� ������ � �������� ����µ���� µ�

�� ����� ��� ��������� ��������� ���� ��� �������� OpenACC. �� ���� ���������

���������� � ��������� ���������� �������µ�� ��� � �������� ��� ��������µ�� ����

�� ����� ��������� � ��������� ���� �� ���� �� ��������µ���, �� ����� ������������
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��� ����������� �������������� ������� ������µ����� �� ������� �µ����, ��� �����

������µ� ������ ������ µ��µ� ����������� ��� ���� ��� ������������� �����µ����.

� ����������� µ����� ��� ��� ����� µ��µ�� ����� ������� ���� �� ���� �� ������ ��

��µ������� ������ ����� ��� ��������� ��� ���������� �������µ��.

�� ���� �� �������� �������������� ���� ���������� �������µ�� ��� �������� ��-

������µ���� ��� ������������ �����µ��� µ� ������� ��������µ��� ��������� ��-

����� ��� ��� ������� ���µµ���� ����µ���� ��� ���������� ��� �� ��������������

����� Poisson ������µ���� µ� ������������ µ������� ��µ��� ��������������� ��

���� ���� ������ ����������. � µ������ ��������������� ��������� ���� ����µ�-

�� ��µ����� �������µ���� �������� µ� ��������µ� �� ��µ������� ���� ���� block

��µ�µ���� ������ ����������� ��� ��������.

�� ��������µ��� ��� ���������� ��� �� µ����� ��� ��µ��������� ���������� ���

�������µ�� µ�� �������� ��� ��µ�����µ� ��� ���µ� ��� �������� µ� ���� ���� ��-

������������ ����������������, ���� � ������� ��������µ����, µ������ �� �����

���������� �����������. ���� µ����� �� ���������� µ� ���������� ����µ���� �����-

��� ����������������� ���������� ��������µ�� �� ��������µ���� �����������, ����

������ ������������ ��������� �� ��������� ���� ��µ�������� ����� ��� ���������-

���� ��� �����������. ��� �� ����� µ����� �� �����µ��������� ��������� ��������,

���� �����µ������ µ������ ����µ���� �������� ��� ���������, ��� ��� �� ������� ��-

��� ���������� �� ����� �������� ��� ��������µ�� ��� ��µ������� ������ ������� µ�

���������� ���������� ��� µ�������µ���� ����µ���� µ����� ��� ������ µ��µ�� ���

������������� �����µ���� ��� ��� ����������. �� ������� OpenACC ����� ��µ��� ��

���� �� ��������� ���������� ����������� ���������� �������µ�� ����� ��� ������.
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�������µ� ��

������� ������µµ���� �� Fortran µ�
����� ��� �������� OpenACC

��.1 ����� ������µµ�

use openacc
use omp_lib
parameter(nx=32768,ny=1024,n=(nx-1)*(ny-1),
+ lev=5,lev2d=8,lk=3*nx*ny)
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 a0(2,nx-1),a1(2,nx-1),b(n),s(n),e(lk),r(lk),a,c,bp,tt,d,
+ x(0:nx),y(0:ny),xo(n),xn(n),t(n),a0f(4,nx-1),l(nx-1),UL(nx-1)
integer ipvt(nx-1),step,st,nx1,ny2,nw,nb,i

iter=1000
tol=1.0d-16
vtol=1.0d-10
rnorm=1.0d0
step=1
nx1=nx-1
g=dfloat(ny)/nx
print*,’ ’
print*,’________________________________________’
print*,’ ’
print*,’Nx= ’,nx,’ Ny= ’,ny

call acc_init(acc_device_nvidia)
call makeb(nx,ny,xo,x,y)
call zebra(nx,ny,xo,b)

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC
C
C GPU Region
C
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tm0=omp_get_wtime()
!$acc data copyin(b(1:n)),copyout(xn(1:n)),
!$acc& create(s(1:n),e(1:lk),l(1:nx-1),ul(1:nx-1),xo(1:n),
!$acc& t(1:n),r(1:lk))

c start V-cycle
c down
!$acc kernels
!$acc loop gang (1024) vector(32)

do i=1,n
xo(i)=0.0d0

enddo
!$acc loop vector(32)

do i=1,n
xn(i)=0.0d0

enddo
!$acc end kernels

st=0
do while ((st.lt.step).and.(rnorm.gt.vtol))

st=st+1
iter=1
tol=5.0d-7

c Smooth with Gauss-Seidel
nx1=nx-1
ny2=int(ny/2)
nw=int(ny/2)*nx1
nb=(int(ny/2)-1)*nx1
c=5.0d0*g*g-1.0d0
d=(1.0d0+g*g)*0.5d0
bp=5.0d0-g*g
a=10.0d0*(1.0d0+(g*g))

!$acc kernels

tt=(-bp*bp/a)+a
!$acc loop vector(32) seq

do i=1,nx1-1
if (i.eq.1) then
l(i)=-bp/a

elseif (i.eq.2) then
l(i)=-bp/tt

else
tt=a-bp*bp/tt
l(i)=-bp/tt

endif
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enddo

tt=(-bp**2.0d0/a)+a
!$acc loop vector(32) seq

do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
ul(i)=-a

elseif (i.eq.2) then
ul(i)=(bp*bp/a)-a

else
ul(i)=(bp*bp/tt)-a
tt=a-bp**2/tt

endif
enddo

!$acc loop vector(32)
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then

t(i)=c*xo(nw+i)+d*xo(nw+i+1)
elseif (i.eq.nx1) then

t(i)=c*xo(nw+i)+d*xo(nw+i-1)
else

t(i)=c*xo(nw+i)+d*(xo(nw+i+1)+xo(nw+i-1))
endif

enddo

!$acc loop gang(1024) independent
do k=1,ny2-2

t(k*nx1+1)=c*(xo(nw+k*nx1+1)+xo(nw+(k-1)*nx1+1))+
+ d*((xo(nw+k*nx1+2)+xo(nw+(k-1)*nx1+2)))

!$acc loop vector(64)
do i=2,nx1-1

t(k*nx1+i)=c*(xo(nw+k*nx1+i)+xo(nw+(k-1)*nx1+i))+
+ d*(xo(nw+k*nx1+i+1)+xo(nw+(k-1)*nx1+i+1)
+ +xo(nw+k*nx1+i-1)+xo(nw+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
t((k+1)*nx1)=c*(xo(nw+(k+1)*nx1)+xo(nw+k*nx1))+

+ d*(xo(nw+(k+1)*nx1-1)+xo(nw+k*nx1-1))
enddo

k=ny2*nx1-nx1
j=(ny2-1)*nx1-nx1

!$acc loop independent
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
t((ny2-1)*nx1+i)=c*xo(nw+(ny2-2)*nx1+i)+d*xo(nw+(ny2-2)*nx1+i+1)
elseif (i.eq.nx1) then
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t(ny2*i)=c*xo(nw+(ny2-1)*i)+d*xo(nw+(ny2-1)*i-1)
else
t((ny2-1)*nx1+i)=c*xo(nw+(ny2-2)*nx1+i)+

+ d*(xo(nw+(ny2-2)*nx1+i+1)+xo(nw+(ny2-2)*nx1+i-1))
endif

enddo

!$acc loop independent
do i=1,nw
t(i)=b(i)-t(i)

enddo
!$acc end kernels

!$acc kernels
!$acc loop independent

do k=1,ny2
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
s((k-1)*nx1+i)=t((k-1)*nx1+i)

else
s((k-1)*nx1+i)=t((k-1)*nx1+i)-l(i-1)*s((k-1)*nx1+i-1)

endif
enddo
do i=nx1,1,-1
if (i.eq.nx1) then
xn(k*i)=s(k*i)/ul(i)
else
xn((k-1)*nx1+i)=(s((k-1)*nx1+i)-bp*xn((k-1)*nx1+i+1))/ul(i)
endif

enddo
enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels
!$acc loop vector(32) independent

do k=ny2-1,1,-1
t((k-1)*nx1+1)=c*(xn(k*nx1+1)+xn((k-1)*nx1+1))+

+ d*((xn(k*nx1+2)+xn((k-1)*nx1+2)))
!$acc loop vector(32)

do i=2,nx1-1
t((k-1)*nx1+i)=c*(xn(k*nx1+i)+xn((k-1)*nx1+i))+

+ d*(xn(k*nx1+i+1)+xn((k-1)*nx1+i+1)
+ +xn(k*nx1+i-1)+xn((k-1)*nx1+i-1))

enddo
t(k*nx1)=c*(xn((k+1)*nx1)+xn(k*nx1))+

+ d*(xn((k+1)*nx1-1)+xn(k*nx1-1))
enddo
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!$acc loop independent
do i=1,nb
t(i)=b(nw+i)-t(i)

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-1
s((k-1)*nx1+1)=t((k-1)*nx1+1)

!$acc loop seq
do i=2,nx1
s((k-1)*nx1+i)=t((k-1)*nx1+i)-l(i-1)*s((k-1)*nx1+i-1)
enddo
xn(nw+k*nx1)=s(k*nx1)/ul(nx1)

!$acc loop seq
do i=nx1-1,1,-1
xn(nw+(k-1)*nx1+i)=(s((k-1)*nx1+i)-bp*xn(nw+(k-1)

& *nx1+i+1))/ul(i)
enddo

enddo
!$acc end kernels

!$acc kernels
iter=it
tol=res

c Evaluate Residual
!$acc loop vector(32)

do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
r(i)=c*xn(nw+i)+d*xn(nw+1+i)
elseif (i.eq.nx1) then
r(i)=c*xn(nw+i)+d*xn(nw+i-1)
else
r(i)=c*xn(nw+i)+d*(xn(nw+i+1)+xn(nw+i-1))
endif

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-2

r(k*nx1+1)=c*(xn(nw+k*nx1+1)+xn(nw+(k-1)*nx1+1))+
+ d*((xn(nw+k*nx1+2)+xn(nw+(k-1)*nx1+2)))

!$acc loop vector(32) independent
do i=2,nx1-1
r(k*nx1+i)=c*(xn(nw+k*nx1+i)+xn(nw+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(xn(nw+k*nx1+i+1)+xn(nw+(k-1)*nx1+i+1)
+ +xn(nw+k*nx1+i-1)+xn(nw+(k-1)*nx1+i-1))
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enddo
r((k+1)*nx1)=c*(xn(nw+(k+1)*nx1)+xn(nw+k*nx1))+

+ d*(xn(nw+(k+1)*nx1-1)+xn(nw+k*nx1-1))
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
r(nw-nx1+i)=c*xn(2*nw-2*nx1+i)+d*xn(2*nw-2*nx1+i+1)

elseif (i.eq.nx1) then
r(ny2*i)=c*xn(nw+(ny2-1)*i)+d*xn(nw+(ny2-1)*i-1)

else
r(nw-nx1+i)=c*xn(2*nw-2*nx1+i)+d*(xn(2*nw-2*nx1+i+1)+

+ xn(2*nw-2*nx1+i-1))
endif
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=ny2-1,1,-1

r(nw+(k-1)*nx1+1)=c*(xn(k*nx1+1)+xn((k-1)*nx1+1))+
+ d*((xn(k*nx1+2)+xn((k-1)*nx1+2)))

!$acc loop vector(32)
do i=2,nx1-1
r(nw+(k-1)*nx1+i)=c*(xn(k*nx1+i)+xn((k-1)*nx1+i))+

+ d*(xn(k*nx1+i+1)+xn((k-1)*nx1+i+1)
+ +xn(k*nx1+i-1)+xn((k-1)*nx1+i-1))

enddo
r(nw+k*nx1)=c*(xn((k+1)*nx1)+xn(k*nx1))+

+ d*(xn((k+1)*nx1-1)+xn(k*nx1-1))
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2
r((k-1)*nx1+1)=r((k-1)*nx1+1)+bp*xn((k-1)*nx1+2)-a*xn((k-1)*nx1+1)

!$acc loop vector(32)
do i=2,nx1-1
r((k-1)*nx1+i)=r((k-1)*nx1+i)+bp*(xn((k-1)*nx1+i-1)+

+ xn((k-1)*nx1+i+1))-a*xn((k-1)*nx1+i)
enddo
r(k*nx1)=r(k*nx1)+bp*xn(k*nx1-1)-a*xn(k*nx1)

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-1
r(nw+(k-1)*nx1+1)=r(nw+(k-1)*nx1+1)+bp*xn(nw+(k-1)*nx1+2)

+ -a*xn(nw+(k-1)*nx1+1)
!$acc loop vector(32)
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do i=2,nx1-1
r(nw+(k-1)*nx1+i)=r(nw+(k-1)*nx1+i)+bp*(xn(nw+(k-1)*nx1+i-1)+

+ xn(nw+(k-1)*nx1+i+1))-a*xn(nw+(k-1)*nx1+i)
enddo
r(nw+k*nx1)=r(nw+k*nx1)+bp*xn(nw+k*nx1-1)-a*xn(nw+k*nx1)

enddo

!$acc loop vector(32)
do i=1,nw+nb
r(i)=b(i)-r(i)
enddo

!$acc loop vector(32)
do i=1,lk
e(i)=0.0d0

enddo

nxl=nx
levk=1

!$acc loop vector(32)
do i=1,n

xo(i)=r(i)
enddo

!$acc end kernels

c Multigrid (down)
c Restrict Residual with semi-coarsening

ilev=0
do while (ilev.le.lev-1)

!$acc kernels
ileng=(int((nx/(2**ilev)))-1)*(ny-1)
nx1=nxl-1
ny1=ny-1
nx12=int((nx1-1)/2)
le=levk+ileng

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,ny1

!$acc loop vector(32) independent
do j=1,nx12

m=nx1*(i-1)+2*j
r(le+(i-1)*nx12+j)=2.0d0*xo(m)+xo(m-1)+xo(m+1)

enddo
enddo

nxl=int(nxl/2)
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iter=1
if ((lev2d.eq.0).and.(ilev.eq.lev-1)) iter=100000
tol=5.0d-15
ileng2=(int((nx/(2**(ilev+1))))-1)*(ny-1)

!$acc loop vector(32)
do i=1,ileng2

xo(i)=e(levk+ileng+i)
enddo

!$acc end kernels
c Smooth with Gauss-Seidel

nx1=nxl-1
!$acc kernels

na=(nxl-1)*(ny-1)
dx=1.0d0/dfloat(nxl)
ny2=int(ny/2)
nw=int(ny/2)*nx1
nb=(int(ny/2)-1)*nx1
dy=1.0d0/dfloat(ny)
gg=dx/dy
c=5.0d0*gg*gg-1.0d0
d=(1.0d0+gg*gg)*0.5d0
bp=5.0d0-gg*gg
a=10.0d0*(1.0d0+(gg*gg))
li=levk+ileng

!$acc loop seq
do i=1,nx1-1
if (i.eq.1) then
l(i)=-bp/a
elseif (i.eq.2) then
tt=(-bp*bp/a)+a
l(i)=-bp/tt
else
tt=a-bp*bp/tt
l(i)=-bp/tt
endif

enddo

!$acc loop vector(32) seq
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
ul(i)=-a
elseif (i.eq.2) then
ul(i)=(bp*bp/a)-a
tt=(-bp*bp/a)+a
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else
ul(i)=(bp*bp/tt)-a
tt=a-bp*bp/tt
endif

enddo

it=0
101 it=it+1
!$acc loop vector(32)

do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
t(i)=c*xo(nw+i)+d*xo(nw+i+1)
elseif (i.eq.nx1) then
t(i)=c*xo(nw+i)+d*xo(nw+i-1)
else
t(i)=c*xo(nw+i)+d*(xo(nw+i+1)+xo(nw+i-1))
endif

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-2
t(k*nx1+1)=c*(xo(nw+k*nx1+1)+xo(nw+(k-1)*nx1+1))+

+ d*((xo(nw+k*nx1+2)+xo(nw+(k-1)*nx1+2)))
!$acc loop vector(32)

do i=2,nx1-1
t(k*nx1+i)=c*(xo(nw+k*nx1+i)+xo(nw+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(xo(nw+k*nx1+i+1)+xo(nw+(k-1)*nx1+i+1)
+ +xo(nw+k*nx1+i-1)+xo(nw+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
t((k+1)*nx1)=c*(xo(nw+(k+1)*nx1)+xo(nw+k*nx1))+

+ d*(xo(nw+(k+1)*nx1-1)+xo(nw+k*nx1-1))
enddo
k=ny2*nx1-nx1
j=(ny2-1)*nx1-nx1

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
t(k+i)=c*xo(nw+j+i)+d*xo(nw+j+i+1)
elseif (i.eq.nx1) then
t(ny2*i)=c*xo(nw+(ny2-1)*i)+d*xo(nw+(ny2-1)*i-1)
else
t(k+i)=c*xo(nw+j+i)+d*(xo(nw+j+i+1)+xo(nw+j+i-1))
endif

enddo

!$acc loop vector(32)
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do i=1,nw
t(i)=r(li+i)-t(i)

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2
s((k-1)*nx1+1)=t((k-1)*nx1+1)

!$acc loop vector(32) seq
do i=2,nx1
s((k-1)*nx1+i)=t((k-1)*nx1+i)-l(i-1)*s((k-1)*nx1+i-1)
enddo
e(li+k*nx1)=s(k*nx1)/ul(nx1)

!$acc loop vector(32) seq
do i=nx1-1,1,-1
e(li+(k-1)*nx1+i)=(s((k-1)*nx1+i)-bp*e(li+(k-1)*

& nx1+i+1))/ul(i)
enddo

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=ny2-1,1,-1
t((k-1)*nx1+1)=c*(e(li+k*nx1+1)+e(li+(k-1)*nx1+1))+

+ d*((e(li+k*nx1+2)+e(li+(k-1)*nx1+2)))
!$acc loop vector(32)

do i=2,nx1-1
t((k-1)*nx1+i)=c*(e(li+k*nx1+i)+e(li+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(e(li+k*nx1+i+1)+e(li+(k-1)*nx1+i+1)
+ +e(li+k*nx1+i-1)+e(li+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
t(k*nx1)=c*(e(li+(k+1)*nx1)+e(li+k*nx1))+

+ d*(e(li+(k+1)*nx1-1)+e(li+k*nx1-1))
enddo

!$acc loop vector(32)
do i=1,nb
t(i)=r(li+nw+i)-t(i)

enddo

!$acc loop vector(128) independent
do k=1,ny2-1
s((k-1)*nx1+1)=t((k-1)*nx1+1)

!$acc loop seq
do i=2,nx1
s((k-1)*nx1+i)=t((k-1)*nx1+i)-l(i-1)*s((k-1)*nx1+i-1)
enddo
e(li+nw+k*nx1)=s(k*nx1)/ul(nx1)

!$acc loop seq
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do i=nx1-1,1,-1
e(li+nw+(k-1)*nx1+i)=(s((k-1)*nx1+i)-bp*e(li+nw+(k-1)*

& nx1+i+1))/ul(i)
enddo

enddo

iter=it
tol=res

c Evaluate Residual
!$acc loop vector(32)

do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
xo(i)=c*e(li+nw+i)+d*e(li+nw+i+1)
elseif (i.eq.nx1) then
xo(i)=c*e(li+nw+i)+d*e(li+nw+i-1)
else
xo(i)=c*e(li+nw+i)+d*(e(li+nw+i+1)+e(li+nw+i-1))
endif

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-2
xo(k*nx1+1)=c*(e(li+nw+k*nx1+1)+e(li+nw+(k-1)*nx1+1))+

+ d*((e(li+nw+k*nx1+2)+e(li+nw+(k-1)*nx1+2)))
!$acc loop vector(32)

do i=2,nx1-1
xo(k*nx1+i)=c*(e(li+nw+k*nx1+i)+e(li+nw+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(e(li+nw+k*nx1+i+1)+e(li+nw+(k-1)*nx1+i+1)
+ +e(li+nw+k*nx1+i-1)+e(li+nw+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
xo((k+1)*nx1)=c*(e(li+nw+(k+1)*nx1)+e(li+nw+k*nx1))+

+ d*(e(li+nw+(k+1)*nx1-1)+e(li+nw+k*nx1-1))
enddo

k=nw-nx1
k1=k-nx1

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
xo(k+i)=c*e(li+nw+k1+i)+d*e(li+nw+k1+i+1)
elseif (i.eq.nx1) then
xo(ny2*i)=c*e(li+nw+(ny2-1)*i)+d*e(li+nw+(ny2-1)*i-1)
else
xo(k+i)=c*e(li+nw+k1+i)+d*(e(li+nw+k1+i+1)+e(li+nw+k1+i-1))
endif

enddo
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!$acc loop vector(32) independent
do k=ny2-1,1,-1
xo(nw+(k-1)*nx1+1)=c*(e(li+k*nx1+1)+e(li+(k-1)*nx1+1))+

+ d*((e(li+k*nx1+2)+e(li+(k-1)*nx1+2)))
!$acc loop vector(32) independent

do i=2,nx1-1
xo(nw+(k-1)*nx1+i)=c*(e(li+k*nx1+i)+e(li+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(e(li+k*nx1+i+1)+e(li+(k-1)*nx1+i+1)
+ +e(li+k*nx1+i-1)+e(li+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
xo(nw+k*nx1)=c*(e(li+(k+1)*nx1)+e(li+k*nx1))+

+ d*(e(li+(k+1)*nx1-1)+e(li+k*nx1-1))
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2
xo((k-1)*nx1+1)=xo((k-1)*nx1+1)+bp*e(li+(k-1)*nx1+2)-

+ a*e(li+(k-1)*nx1+1)
!$acc loop vector(32)

do i=2,nx1-1
xo((k-1)*nx1+i)=xo((k-1)*nx1+i)+bp*(e(li+(k-1)*nx1+i-1)+

+ e(li+(k-1)*nx1+i+1))-a*e(li+(k-1)*nx1+i)
enddo
xo(k*nx1)=xo(k*nx1)+bp*e(li+k*nx1-1)-a*e(li+k*nx1)

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-1
xo(nw+(k-1)*nx1+1)=xo(nw+(k-1)*nx1+1)+bp*e(li+nw+(k-1)*nx1+2)

+ -a*e(li+nw+(k-1)*nx1+1)
!$acc loop vector(32) independent

do i=2,nx1-1
xo(nw+(k-1)*nx1+i)=xo(nw+(k-1)*nx1+i)+bp*(e(li+nw+(k-1)*nx1+i-1)+

+ e(li+nw+(k-1)*nx1+i+1))-a*e(li+nw+(k-1)*nx1+i)
enddo
xo(nw+k*nx1)=xo(nw+k*nx1)+bp*e(li+nw+k*nx1-1)-a*e(li+nw+k*nx1)

enddo
!$acc end kernels

!$acc kernels
k=nw+nb

!$acc loop
do i=1,k
ii=li+i
xo(i)=r(ii)-xo(i)

enddo
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levk=levk+ileng
ilev=ilev+1

!$acc end kernels
enddo

nyl=ny
nx2d=nxl
ny2d=ny

c Multigrid (down)
c Restrict Residual with full-coarsening

do ilev=0,lev2d-1
nx2=int(nx2d/2)-1
ny2=int(ny2d/2)-1
nx1=nx2d-1
d4=1.0d0/4.0d0
li=levk+ileng
nbb=int(ny2d/2)*nx1
ny22=int((ny2+1)/2)

!$acc kernels

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,ny22

!$acc loop vector(32)
do j=1,nx2
nw=(i-1)*nx1+2*(j-1)+(i-1)*(nx2d-1)+1
r(li+(i-1)*nx2+j)=d4*(xo(nw)+2.0d0*xo(nw+1)+xo(nw+2)+xo(nx1+nw)

& +2.0d0*xo(nx1+nw+1)+xo(nx1+nw+2)+2.0d0*xo(nbb+nw)
& +4.0d0*xo(nbb+nw+1)+2.0d0*xo(nbb+nw+2))

enddo
enddo

!$acc end kernels

nwww=ny22*nx2
nw=nx2d-1
nwk=nx2d
nb=int(ny2d/2)*nx1+nx2d
nww=int(ny2d/2)*nx1+nx2d-1

!$acc kernels
!$acc loop vector(32) independent

do i=1,ny22-1
!$acc loop vector(32)

do j=1,nx2
nbb=(i-1)*nx1+2*(j-1)+(i-1)*(nx2d-1)+1
r(li+nwww+(i-1)*nx2+j)=d4*(xo(nbb+nw)+2.0d0*xo(nbb+nw+1)+

& xo(nbb+nw+2)+xo(nx1+nbb+nw)+2.0d0*xo(nx1+nbb+nw+1)
& +xo(nx1+nbb+nw+2)+2.0d0*xo(nbb+nww)
& +4.0d0*xo(nww+nbb+1)+2.0d0*xo(nww+nbb+2))
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enddo
enddo

!$acc end kernels

ny2d=int(ny2d/2)
nx2d=int(nx2d/2)
iter=1
if (ilev.eq.lev2d-1) iter=100000
tol=1.0d-8
ileng2=(int((nxl/(2**(ilev+1))))-1)*(int((nyl/(2**(ilev+1)))-1))

!$acc kernels
!$acc loop vector(32)

do i=1,ileng2
xo(i)=e(levk+ileng+i)
enddo

c Smooth with Gauss-Seidel
nx1=nx2d-1
na=(nx2d-1)*(ny2d-1)
ny2=int(ny2d/2)
nw=int(ny2d/2)*nx1
nb=(int(ny2d/2)-1)*nx1
dx=1.0d0/dfloat(nx2d)
dy=1.0d0/dfloat(ny2d)
gg=dx/dy
c=5.0d0*gg*gg-1.0d0
d=(1.0d0+gg*gg)*0.5d0
bp=5.0d0-gg*gg
a=10.0d0*(1.0d0+(gg*gg))
li=levk+ileng

!$acc loop vector(32) seq
do i=1,nx1-1
if (i.eq.1) then
l(i)=-bp/a

elseif (i.eq.2) then
tt=(-bp**2/a)+a
l(i)=-bp/tt

else
tt=a-bp**2/tt
l(i)=-bp/tt

endif
enddo

!$acc loop vector(32) seq
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
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ul(i)=-a
elseif (i.eq.2) then
ul(i)=(bp**2/a)-a
tt=(-bp**2/a)+a

else
ul(i)=(bp**2/tt)-a
tt=a-bp**2/tt

endif
enddo

!$acc end kernels

it=0
res=1.0d0
if (ilev.eq.lev2d-1) iter=100000
do while ((it.lt.iter).and.(tol.lt.res))
it=it+1

!$acc kernels

!$acc loop vector(32)
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
t(i)=c*xo(nw+i)+d*xo(nw+i+1)

elseif (i.eq.nx1) then
t(i)=c*xo(nw+i)+d*xo(nw+i-1)

else
t(i)=c*xo(nw+i)+d*(xo(nw+i+1)+xo(nw+i-1))

endif
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-2

t(k*nx1+1)=c*(xo(nw+k*nx1+1)+xo(nw+(k-1)*nx1+1))+
+ d*((xo(nw+k*nx1+2)+xo(nw+(k-1)*nx1+2)))

!$acc loop vector(32)
do i=2,nx1-1
t(k*nx1+i)=c*(xo(nw+k*nx1+i)+xo(nw+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(xo(nw+k*nx1+i+1)+xo(nw+(k-1)*nx1+i+1)
+ +xo(nw+k*nx1+i-1)+xo(nw+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
t((k+1)*nx1)=c*(xo(nw+(k+1)*nx1)+xo(nw+k*nx1))+

+ d*(xo(nw+(k+1)*nx1-1)+xo(nw+k*nx1-1))
enddo

k=ny2*nx1-nx1
j=(ny2-1)*nx1-nx1

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,nx1
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if (i.eq.1) then
t(k+i)=c*xo(nw+j+i)+d*xo(nw+j+i+1)

elseif (i.eq.nx1) then
t(ny2*i)=c*xo(nw+(ny2-1)*i)+d*xo(nw+(ny2-1)*i-1)

else
t(k+i)=c*xo(nw+j+i)+d*(xo(nw+j+i+1)+xo(nw+j+i-1))

endif
enddo

!$acc loop vector(32)
do i=1,nw
t(i)=r(li+i)-t(i)
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2

s((k-1)*nx1+1)=t((k-1)*nx1+1)
!$acc loop vector(32) seq

do i=2,nx1
s((k-1)*nx1+i)=t((k-1)*nx1+i)-l(i-1)*s((k-1)*nx1+i-1)

enddo
e(li+k*nx1)=s(k*nx1)/ul(nx1)

!$acc loop vector(32) seq
do i=nx1-1,1,-1
e(li+(k-1)*nx1+i)=(s((k-1)*nx1+i)-bp*e(li+(k-1)*

& nx1+i+1))/ul(i)
enddo
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=ny2-1,1,-1

t((k-1)*nx1+1)=c*(e(li+k*nx1+1)+e(li+(k-1)*nx1+1))+
+ d*((e(li+k*nx1+2)+e(li+(k-1)*nx1+2)))

!$acc loop vector(32)
do i=2,nx1-1
t((k-1)*nx1+i)=c*(e(li+k*nx1+i)+e(li+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(e(li+k*nx1+i+1)+e(li+(k-1)*nx1+i+1)
+ +e(li+k*nx1+i-1)+e(li+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
t(k*nx1)=c*(e(li+(k+1)*nx1)+e(li+k*nx1))+

+ d*(e(li+(k+1)*nx1-1)+e(li+k*nx1-1))
enddo

!$acc loop vector(32)
do i=1,nb
t(i)=r(li+nw+i)-t(i)
enddo
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!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-1

s((k-1)*nx1+1)=t((k-1)*nx1+1)
!$acc loop vector(32) seq

do i=2,nx1
s((k-1)*nx1+i)=t((k-1)*nx1+i)-l(i-1)*s((k-1)*nx1+i-1)

enddo
e(li+nw+k*nx1)=s(k*nx1)/ul(nx1)

!$acc loop vector(32) seq
do i=nx1-1,1,-1
e(li+nw+(k-1)*nx1+i)=(s((k-1)*nx1+i)-bp*e(li+nw+(k-1)*

& nx1+i+1))/ul(i)
enddo
enddo

!$acc loop vector(32)
do i=1,na

ii=li+i
xo(i)=e(ii)-xo(i)

enddo
!$acc end kernels

!$acc kernels
xm=0.0d0

!$acc loop reduction(max:xm)
do i=1,na
xm=dmax1(xm,dabs(e(li+i)))
enddo

xma=0.0d0
!$acc loop reduction(max:xma)

do i=1,na
xma=dmax1(xma,dabs(xo(i)))
enddo
res=xma/xm

!$acc end kernels

!$acc kernels
if((it.lt.iter).and.(tol.lt.res)) then

!$acc loop vector(32)
do i=1,na
xo(i)=e(li+i)

enddo
endif

!$acc end kernels
enddo
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iter=it
tol=res

c Smooth with Gauss-Seidel
!$acc kernels
!$acc loop vector(32)

do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
xo(i)=c*e(li+nw+i)+d*e(li+nw+i+1)

elseif (i.eq.nx1) then
xo(i)=c*e(li+nw+i)+d*e(li+nw+i-1)

else
xo(i)=c*e(li+nw+i)+d*(e(li+nw+i+1)+e(li+nw+i-1))

endif
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-2

xo(k*nx1+1)=c*(e(li+nw+k*nx1+1)+e(li+nw+(k-1)*nx1+1))+
+ d*((e(li+nw+k*nx1+2)+e(li+nw+(k-1)*nx1+2)))

!$acc loop vector(32)
do i=2,nx1-1
xo(k*nx1+i)=c*(e(li+nw+k*nx1+i)+e(li+nw+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(e(li+nw+k*nx1+i+1)+e(li+nw+(k-1)*nx1+i+1)
+ +e(li+nw+k*nx1+i-1)+e(li+nw+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
xo((k+1)*nx1)=c*(e(li+nw+(k+1)*nx1)+e(li+nw+k*nx1))+

+ d*(e(li+nw+(k+1)*nx1-1)+e(li+nw+k*nx1-1))
enddo

k=nw-nx1
k1=k-nx1

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
xo(k+i)=c*e(li+nw+k1+i)+d*e(li+nw+k1+i+1)

elseif (i.eq.nx1) then
xo(ny2*i)=c*e(li+nw+(ny2-1)*i)+d*e(li+nw+(ny2-1)*i-1)

else
xo(k+i)=c*e(li+nw+k1+i)+d*(e(li+nw+k1+i+1)+e(li+nw+k1+i-1))

endif
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=ny2-1,1,-1

xo(nw+(k-1)*nx1+1)=c*(e(li+k*nx1+1)+e(li+(k-1)*nx1+1))+
+ d*((e(li+k*nx1+2)+e(li+(k-1)*nx1+2)))
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!$acc loop vector(32) independent
do i=2,nx1-1
xo(nw+(k-1)*nx1+i)=c*(e(li+k*nx1+i)+e(li+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(e(li+k*nx1+i+1)+e(li+(k-1)*nx1+i+1)
+ +e(li+k*nx1+i-1)+e(li+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
xo(nw+k*nx1)=c*(e(li+(k+1)*nx1)+e(li+k*nx1))+

+ d*(e(li+(k+1)*nx1-1)+e(li+k*nx1-1))
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2

xo((k-1)*nx1+1)=xo((k-1)*nx1+1)+bp*e(li+(k-1)*nx1+2)-
+ a*e(li+(k-1)*nx1+1)

!$acc loop vector(32)
do i=2,nx1-1
xo((k-1)*nx1+i)=xo((k-1)*nx1+i)+bp*(e(li+(k-1)*nx1+i-1)+

+ e(li+(k-1)*nx1+i+1))-a*e(li+(k-1)*nx1+i)
enddo
xo(k*nx1)=xo(k*nx1)+bp*e(li+k*nx1-1)-a*e(li+k*nx1)

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-1

xo(nw+(k-1)*nx1+1)=xo(nw+(k-1)*nx1+1)+bp*e(li+nw+(k-1)*nx1+2)-
+ a*e(li+nw+(k-1)*nx1+1)

!$acc loop vector(32) independent
do i=2,nx1-1
xo(nw+(k-1)*nx1+i)=xo(nw+(k-1)*nx1+i)+bp*(e(li+nw+(k-1)*nx1+i-1)+

+ e(li+nw+(k-1)*nx1+i+1))-a*e(li+nw+(k-1)*nx1+i)
enddo
xo(nw+k*nx1)=xo(nw+k*nx1)+bp*e(li+nw+k*nx1-1)-a*e(li+nw+k*nx1)

enddo
!$acc end kernels

!$acc kernels
k=nw+nb

!$acc loop vector(32)
do i=1,k
ii=li+i
xo(i)=r(ii)-xo(i)
enddo

!$acc end kernels

levk=levk+ileng
enddo
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c Multigrid 2D (up)
c Interpolate Error with full-coarsening

nx2=int(2*nx2d)
ny2=int(2*ny2d)
nw=int(ny2d/2)*(nx2d-1)
nb=(int(ny2d/2)-1)*(nx2d-1)
d2=0.5d0
d4=0.25d0
nw2=int((nx2d-1)*(ny2-1))

!$acc kernels
!$acc loop vector(32) independent

do i=1,nx2d-1
if (i.lt.nx2d-1) then
if (i.eq.1) xo(i)=d4*e(levk+i)
xo(i*2)=d2*e(levk+i)
xo(i*2+1)=d4*(e(levk+i)+e(levk+i+1))

else
xo(i*2)=d2*e(levk+i)
xo(i*2+1)=d4*e(levk+i)

endif
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do iw=1,ny2d-2

km=int(iw/2)
if (mod(iw,2).eq.0) then
kl=km-1

else
kl=km

endif
xo(nx2-1+(iw-1)*(nx2-1)+1)=d4*(e(levk+(iw-1)*(nx2d-1)+1-(kl*

& (nx2d-1)))+e(levk+nw+(iw-1)*(nx2d-1)+1-km*(nx2d-1)))
!$acc loop vector(32)

do i=1,nx2d-2
xo(nx2-1+(iw-1)*(nx2-1)+2*i)=d2*(e(levk+nw+(iw-1)*

& (nx2d-1)+i-km*(nx2d-1))+e(levk+(iw-1)*(nx2d-1)+i-(kl*
& (nx2d-1))))

xo(nx2-1+(iw-1)*(nx2-1)+2*i+1)=d4*(e(levk+(iw-1)*
& (nx2d-1)+i-(kl*(nx2d-1)))+e(levk+(iw-1)*(nx2d-1)+i+1-(kl*
& (nx2d-1)))+e(levk+nw+(iw-1)*(nx2d-1)+i-km*(nx2d-1))+
& e(levk+nw+(iw-1)*(nx2d-1)+i+1-km*(nx2d-1)))

enddo
xo(nx2-1+(iw-1)*(nx2-1)+2*(nx2d-1))=d2*(e(levk+(iw-1)

& *(nx2d-1)+nx2d-1-(kl*(nx2d-1)))+e(levk+nw+(iw-1)*(nx2d-1)+
& nx2d-1-km*(nx2d-1)))

xo(nx2-1+(iw-1)*(nx2-1)+2*(nx2d-1)+1)=d4*(e(levk+(iw-1)
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& *(nx2d-1)+nx2d-1-(kl*(nx2d-1)))+e(levk+nw+(iw-1)*(nx2d-1)+
& nx2d-1-km*(nx2d-1)))

enddo
!$acc end kernels

!$acc kernels
!$acc loop independent

do i=1,nx2d-1
if (i.lt.nx2d-1) then
if (i.eq.1) xo(nw2+i)=d4*e(levk+nw-nx2d+i+1)
xo(nw2+2*i)=d2*e(levk+nw-nx2d+1+i)
xo(nw2+2*i+1)=d4*(e(levk+nw-nx2d+1+i)+e(levk+nw-nx2d+2+i))

else
xo(nw2+2*i)=d2*e(levk+nw)
xo(nw2+2*i+1)=d4*e(levk+nw)

endif
enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels
!$acc loop vector(32) independent

do i=1,ny2d-1
if (mod(i,2).eq.0) then

km=(int(i/2)-1)*(nx2d-1)+nw
else

km=int(i/2)*(nx2d-1)
endif
xo(nw2+nx2+(i-1)*(nx2-1))=d2*e(levk+1+km)

!$acc loop vector(32)
do iw=1,nx2d-2

xo(nw2+nx2+(i-1)*(nx2-1)+iw+(iw-1))=e(levk+iw+km)
xo(nw2+nx2+(i-1)*(nx2-1)+iw+(iw-1)+1)=d2*(e(levk+iw+km)+

& e(levk+iw+1+km))
enddo

xo(nw2+nx2+(i-1)*(nx2-1)+nx2d-1+nx2d-2)=e(levk+km+nx2d-1)
xo(nw2+nx2+(i-1)*(nx2-1)+nx2d-1+nx2d-1)=d2*e(levk+km+nx2d-1)

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,ileng
xo(i)=xo(i)+e(levk-ileng+i)
enddo

!$acc end kernels

do ilev=lev2d,2,-1
nx2d=int(nx2d*2)
ny2d=int(ny2d*2)
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nx2d2=int(nx2d*2)
ny2d2=int(ny2d*2)
ileng2=(ny2d2-1)*(nx2d2-1)
iter=1
ileng=(ny2d-1)*(nx2d-1)
tol=1.0d-17

c Smooth with Gauss-Seidel
nx1=nx2d-1
na=(nx2d-1)*(ny2d-1)
ny2=int(ny2d/2)
nw=int(ny2d/2)*nx1
nb=(int(ny2d/2)-1)*nx1
dx=1.0d0/dfloat(nx2d)
dy=1.0d0/dfloat(ny2d)
gg=dx/dy
c=5.0d0*gg*gg-1.0d0
d=(1.0d0+gg*gg)*0.5d0
bp=5.0d0-gg*gg
a=10.0d0*(1.0d0+(gg*gg))
li=levk-ileng

!$acc kernels
!$acc loop vector(32) seq

do i=1,nx1-1
if (i.eq.1) then
l(i)=-bp/a

elseif (i.eq.2) then
tt=(-bp**2/a)+a
l(i)=-bp/tt

else
tt=a-bp**2/tt
l(i)=-bp/tt

endif
enddo

!$acc loop vector(32) seq
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
ul(i)=-a

elseif (i.eq.2) then
ul(i)=(bp**2/a)-a
tt=(-bp**2/a)+a

else
ul(i)=(bp**2/tt)-a
tt=a-bp**2/tt

endif
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enddo

it=0
!$acc loop vector(32) independent

do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
t(i)=c*xo(nw+i)+d*xo(nw+i+1)

elseif (i.eq.nx1) then
t(i)=c*xo(nw+i)+d*xo(nw+i-1)

else
t(i)=c*xo(nw+i)+d*(xo(nw+i+1)+xo(nw+i-1))

endif
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-2

t(k*nx1+1)=c*(xo(nw+k*nx1+1)+xo(nw+(k-1)*nx1+1))+
+ d*((xo(nw+k*nx1+2)+xo(nw+(k-1)*nx1+2)))

!$acc loop vector(32)
do i=2,nx1-1
t(k*nx1+i)=c*(xo(nw+k*nx1+i)+xo(nw+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(xo(nw+k*nx1+i+1)+xo(nw+(k-1)*nx1+i+1)
+ +xo(nw+k*nx1+i-1)+xo(nw+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
t((k+1)*nx1)=c*(xo(nw+(k+1)*nx1)+xo(nw+k*nx1))+

+ d*(xo(nw+(k+1)*nx1-1)+xo(nw+k*nx1-1))
enddo

k=ny2*nx1-nx1
j=(ny2-1)*nx1-nx1

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
t(k+i)=c*xo(nw+j+i)+d*xo(nw+j+i+1)

elseif (i.eq.nx1) then
t(ny2*i)=c*xo(nw+(ny2-1)*i)+d*xo(nw+(ny2-1)*i-1)

else
t(k+i)=c*xo(nw+j+i)+d*(xo(nw+j+i+1)+xo(nw+j+i-1))

endif
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,nw
ii=li+i
t(i)=r(ii)-t(i)
enddo
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!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2

s((k-1)*nx1+1)=t((k-1)*nx1+1)
!$acc loop vector(32) seq

do i=2,nx1
s((k-1)*nx1+i)=t((k-1)*nx1+i)-l(i-1)*s((k-1)*nx1+i-1)

enddo
e(li+k*nx1)=s(k*nx1)/ul(nx1)

!$acc loop vector(32) seq
do i=nx1-1,1,-1
e(li+(k-1)*nx1+i)=(s((k-1)*nx1+i)-bp*e(li+(k-1)*

& nx1+i+1))/ul(i)
enddo
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=ny2-1,1,-1

t((k-1)*nx1+1)=c*(e(li+k*nx1+1)+e(li+(k-1)*nx1+1))+
+ d*((e(li+k*nx1+2)+e(li+(k-1)*nx1+2)))

!$acc loop vector(32)
do i=2,nx1-1
t((k-1)*nx1+i)=c*(e(li+k*nx1+i)+e(li+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(e(li+k*nx1+i+1)+e(li+(k-1)*nx1+i+1)
+ +e(li+k*nx1+i-1)+e(li+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
t(k*nx1)=c*(e(li+(k+1)*nx1)+e(li+k*nx1))+

+ d*(e(li+(k+1)*nx1-1)+e(li+k*nx1-1))
enddo

!$acc loop vector(32)
do i=1,nb
t(i)=r(li+nw+i)-t(i)
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-1

s((k-1)*nx1+1)=t((k-1)*nx1+1)
!$acc loop vector(32) seq

do i=2,nx1
s((k-1)*nx1+i)=t((k-1)*nx1+i)-l(i-1)*s((k-1)*nx1+i-1)

enddo
e(li+nw+k*nx1)=s(k*nx1)/ul(nx1)

!$acc loop vector(32) seq
do i=nx1-1,1,-1
e(li+nw+(k-1)*nx1+i)=(s((k-1)*nx1+i)-bp*e(li+nw+(k-1)*

& nx1+i+1))/ul(i)
enddo
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enddo
!$acc end kernels

iter=it
tol=res

!$acc kernels
levk=levk-ileng

!$acc loop vector(32)
do i=1,ileng2
xo(i)=e(levk-ileng2+i)
enddo

c Interpolate Error with full-coarsening
nx2=int(2*nx2d)
ny2=int(2*ny2d)
nw=int(ny2d/2)*(nx2d-1)
nb=(int(ny2d/2)-1)*(nx2d-1)
nw2=int((nx2d-1)*(ny2-1))

!$acc loop vector(32)
do i=1,nx2d-1
if (i.eq.1) then
s(i)=d4*e(li+i)
s(i*2)=d2*e(li+i)
s(i*2+1)=d4*(e(li+i)+e(li+i+1))

elseif (i.eq.nx2d-1) then
s(i*2)=d2*e(li+i)
s(i*2+1)=d4*e(li+i)

else
s(i*2)=d2*e(li+i)
s(i*2+1)=d4*(e(li+i)+e(li+i+1))

endif
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do iw=1,ny2d-2

km=int(iw/2)
if (mod(iw,2).eq.0) then
kl=km-1

else
kl=km

endif
s(nx2-1+(iw-1)*(nx2-1)+1)=d4*(e(li+(iw-1)*(nx2d-1)+1-(kl*

& (nx2d-1)))+e(li+nw+(iw-1)*(nx2d-1)+1-km*(nx2d-1)))
!$acc loop vector(32) independent

do i=1,nx2d-2
s(nx2-1+(iw-1)*(nx2-1)+2*i)=d2*(e(li+nw+(iw-1)*
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& (nx2d-1)+i-km*(nx2d-1))+e(li+(iw-1)*(nx2d-1)+i-(kl*
& (nx2d-1))))

s(nx2-1+(iw-1)*(nx2-1)+2*i+1)=d4*(e(li+nw+(iw-1)*
& (nx2d-1)+i-km*(nx2d-1))+e(li+nw+(iw-1)*(nx2d-1)+i+1-km*
& (nx2d-1))+e(li+(iw-1)*(nx2d-1)+i-(kl*(nx2d-1)))+e(li+(iw-1)*
& (nx2d-1)+i+1-(kl*(nx2d-1))))

enddo
s(nx2-1+(iw-1)*(nx2-1)+2*(nx2d-1))=d2*(e(li+(iw-1)*

& (nx2d-1)+nx2d-1-(kl*(nx2d-1)))+e(li+nw+(iw-1)*(nx2d-1)+nx2d-
& 1-km*(nx2d-1)))

s(nx2-1+(iw-1)*(nx2-1)+2*(nx2d-1)+1)=d4*(e(li+(iw-1)*
& (nx2d-1)+nx2d-1-(kl*(nx2d-1)))+e(li+nw+(iw-1)*(nx2d-1)+nx2d-
& 1-km*(nx2d-1)))

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,nx2d-1
if (i.eq.1) then
s(nw2+i)=d4*e(li+nw-nx2d+i+1)
s(nw2+2*i)=d2*e(li+nw-nx2d+1+i)
s(nw2+2*i+1)=d4*(e(li+nw-nx2d+1+i)+e(li+nw-nx2d+2+i))

elseif (i.eq.nx2d-1) then
s(nw2+2*i)=d2*e(li+nw)
s(nw2+2*i+1)=d4*e(li+nw)

else
s(nw2+2*i)=d2*e(li+nw-nx2d+1+i)
s(nw2+2*i+1)=d4*(e(li+nw-nx2d+1+i)+e(li+nw-nx2d+2+i))

endif
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,ny2d-1

if (mod(i,2).eq.0) then
km=(int(i/2)-1)*(nx2d-1)+nw
else
km=int(i/2)*(nx2d-1)
endif
s(nw2+nx2+(i-1)*(nx2-1))=d2*e(li+1+km)

!$acc loop vector(32) independent
do iw=1,nx2d-2

s(nw2+nx2+(i-1)*(nx2-1)+iw+(iw-1))=e(li+iw+km)
s(nw2+nx2+(i-1)*(nx2-1)+iw+(iw-1)+1)=d2*(e(li+iw+km)+

& e(li+iw+1+km))
enddo

s(nw2+nx2+(i-1)*(nx2-1)+nx2d-1+nx2d-2)=e(li+km+nx2d-1)
s(nw2+nx2+(i-1)*(nx2-1)+nx2d-1+nx2d-1)=d2*e(li+km+nx2d-1)

enddo
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!$acc loop vector(32)
do i=1,ileng2
xo(i)=xo(i)+s(i)
enddo

!$acc end kernels
enddo

ilev=1
nx2d=int(nx2d*2)
ny2d=int(ny2d*2)
nx2d2=int(nx2d*2)
ny2d2=int(ny2d*2)
ileng2=(ny2d2-1)*(nx2d2-1)
iter=1
ileng=(ny2d-1)*(nx2d-1)
tol=1.0d-17

c Smooth with Gauss-Seidel
nx1=nx2d-1
na=(nx2d-1)*(ny2d-1)
ny2=int(ny2d/2)
nw=int(ny2d/2)*nx1
nb=(int(ny2d/2)-1)*nx1
dx=1.0d0/dfloat(nx2d)
dy=1.0d0/dfloat(ny2d)
gg=dx/dy
c=5.0d0*gg*gg-1.0d0
d=(1.0d0+gg*gg)*0.5d0
bp=5.0d0-gg*gg
a=10.0d0*(1.0d0+(gg*gg))
li=levk-ileng

!$acc kernels
!$acc loop vector(32) seq

do i=1,nx1-1
if (i.eq.1) then
l(i)=-bp/a
elseif (i.eq.2) then
tt=(-bp**2/a)+a
l(i)=-bp/tt
else
tt=a-bp**2/tt
l(i)=-bp/tt
endif

enddo

!$acc loop vector(32) seq
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do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
ul(i)=-a
elseif (i.eq.2) then
ul(i)=(bp**2/a)-a
tt=(-bp**2/a)+a
else
ul(i)=(bp**2/tt)-a
tt=a-bp**2/tt
endif

enddo

it=0
!$acc loop vector(32) independent

do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
t(i)=c*xo(nw+i)+d*xo(nw+i+1)
elseif(i.eq.nx1) then
t(i)=c*xo(nw+i)+d*xo(nw+i-1)
else
t(i)=c*xo(nw+i)+d*(xo(nw+i+1)+xo(nw+i-1))
endif

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-2
t(k*nx1+1)=c*(xo(nw+k*nx1+1)+xo(nw+(k-1)*nx1+1))+

+ d*((xo(nw+k*nx1+2)+xo(nw+(k-1)*nx1+2)))
!$acc loop vector(32)

do i=2,nx1-1
t(k*nx1+i)=c*(xo(nw+k*nx1+i)+xo(nw+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(xo(nw+k*nx1+i+1)+xo(nw+(k-1)*nx1+i+1)
+ +xo(nw+k*nx1+i-1)+xo(nw+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
t((k+1)*nx1)=c*(xo(nw+(k+1)*nx1)+xo(nw+k*nx1))+

+ d*(xo(nw+(k+1)*nx1-1)+xo(nw+k*nx1-1))
enddo

k=ny2*nx1-nx1
j=(ny2-1)*nx1-nx1

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
t(k+i)=c*xo(nw+j+i)+d*xo(nw+j+i+1)
elseif (i.eq.nx1) then
t(ny2*i)=c*xo(nw+(ny2-1)*i)+d*xo(nw+(ny2-1)*i-1)
else
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t(k+i)=c*xo(nw+j+i)+d*(xo(nw+j+i+1)+xo(nw+j+i-1))
endif

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,nw
ii=li+i
t(i)=r(ii)-t(i)

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2
s((k-1)*nx1+1)=t((k-1)*nx1+1)

!$acc loop vector(32) seq
do i=2,nx1
s((k-1)*nx1+i)=t((k-1)*nx1+i)-l(i-1)*s((k-1)*nx1+i-1)
enddo
e(li+k*nx1)=s(k*nx1)/ul(nx1)

!$acc loop vector(32) seq
do i=nx1-1,1,-1
e(li+(k-1)*nx1+i)=(s((k-1)*nx1+i)-bp*e(li+(k-1)*

& nx1+i+1))/ul(i)
enddo

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=ny2-1,1,-1
t((k-1)*nx1+1)=c*(e(li+k*nx1+1)+e(li+(k-1)*nx1+1))+

+ d*((e(li+k*nx1+2)+e(li+(k-1)*nx1+2)))
!$acc loop vector(32)

do i=2,nx1-1
t((k-1)*nx1+i)=c*(e(li+k*nx1+i)+e(li+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(e(li+k*nx1+i+1)+e(li+(k-1)*nx1+i+1)
+ +e(li+k*nx1+i-1)+e(li+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
t(k*nx1)=c*(e(li+(k+1)*nx1)+e(li+k*nx1))+

+ d*(e(li+(k+1)*nx1-1)+e(li+k*nx1-1))
enddo

!$acc loop vector(32)
do i=1,nb
t(i)=r(li+nw+i)-t(i)

enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-1
s((k-1)*nx1+1)=t((k-1)*nx1+1)
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!$acc loop vector(32) seq
do i=2,nx1
s((k-1)*nx1+i)=t((k-1)*nx1+i)-l(i-1)*s((k-1)*nx1+i-1)
enddo
e(li+nw+k*nx1)=s(k*nx1)/ul(nx1)

!$acc loop vector(32) seq
do i=nx1-1,1,-1
e(li+nw+(k-1)*nx1+i)=(s((k-1)*nx1+i)-bp*e(li+nw+(k-1)*

& nx1+i+1))/ul(i)
enddo

enddo
!$acc end kernels

c Multigrid (up)
c Interopolate Error with semi-coarsening
!$acc kernels

k=1
m=1
nx1=nxl-1
ny1=ny-1
li=levk-ileng

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,ny1
s(i+(i-1)*nx1*2)=e(li+(i-1)*nx1+1)*0.5d0
s(i+1+(i-1)*nx1*2)=e(li+(i-1)*nx1+1)

!$acc loop vector(32)
do j=2,nx1
s((i-1)*nx1*2+2*j-2+i)=0.5d0*(e(li+(i-1)*nx1+1+j-2)+e(li+

& (i-1)*nx1+1+j-1))
s((i-1)*nx1*2+2*j-1+i)=e(li+(i-1)*nx1+1+j-1)
enddo
s(nx1*2*i+i)=e(li+(i-1)*nx1+nx1)*0.5d0

enddo

k=(2*nxl-1)*(ny-1)
!$acc loop vector(32)

do i=1,k
xo(i)=s(i)
enddo
levk=levk-ileng

!$acc end kernels

do ilev=lev-1,1,-1
nxl=int(nxl*2)
nxl2=int(nxl*2)
iter=1
tol=5.0d-15
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ileng=(ny-1)*(nxl-1)
ileng2=(ny-1)*(nxl2-1)
li=levk-ileng

!$acc kernels
!$acc loop vector(32)

do i=1,ileng
xo(i)=xo(i)+e(li+i)
enddo

!$acc end kernels

c Smooth with Gauss-Seidel
nx1=nxl-1
na=(nxl-1)*(ny-1)
ny2=int(ny/2)
nw=int(ny/2)*nx1
nb=(int(ny/2)-1)*nx1
dx=1.0d0/dfloat(nxl)
dy=1.0d0/dfloat(ny)
gg=dx/dy
c=5.0d0*gg*gg-1.0d0
d=(1.0d0+gg*gg)*0.5d0
bp=5.0d0-gg*gg
a=10.0d0*(1.0d0+(gg*gg))

!$acc kernels
!$acc loop vector(32) seq

do i=1,nx1-1
if (i.eq.1) then
l(i)=-bp/a

elseif (i.eq.2) then
tt=(-bp**2/a)+a
l(i)=-bp/tt

else
tt=a-bp**2/tt
l(i)=-bp/tt

endif
enddo

!$acc loop vector(32) seq
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
ul(i)=-a

elseif (i.eq.2) then
ul(i)=(bp**2/a)-a
tt=(-bp**2/a)+a

else
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ul(i)=(bp**2/tt)-a
tt=a-bp**2/tt

endif
enddo

it=0
!$acc loop vector(32)

do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
t(i)=c*xo(nw+i)+d*xo(nw+i+1)

elseif (i.eq.nx1) then
t(i)=c*xo(nw+i)+d*xo(nw+i-1)

else
t(i)=c*xo(nw+i)+d*(xo(nw+i+1)+xo(nw+i-1))

endif
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-2

t(k*nx1+1)=c*(xo(nw+k*nx1+1)+xo(nw+(k-1)*nx1+1))+
+ d*((xo(nw+k*nx1+2)+xo(nw+(k-1)*nx1+2)))

!$acc loop vector(32)
do i=2,nx1-1
t(k*nx1+i)=c*(xo(nw+k*nx1+i)+xo(nw+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(xo(nw+k*nx1+i+1)+xo(nw+(k-1)*nx1+i+1)
+ +xo(nw+k*nx1+i-1)+xo(nw+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
t((k+1)*nx1)=c*(xo(nw+(k+1)*nx1)+xo(nw+k*nx1))+

+ d*(xo(nw+(k+1)*nx1-1)+xo(nw+k*nx1-1))
enddo

k=ny2*nx1-nx1
j=(ny2-1)*nx1-nx1

!$acc loop vector(32) independent
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
t(k+i)=c*xo(nw+j+i)+d*xo(nw+j+i+1)

elseif (i.eq.nx1) then
t(ny2*i)=c*xo(nw+(ny2-1)*i)+d*xo(nw+(ny2-1)*i-1)

else
t(k+i)=c*xo(nw+j+i)+d*(xo(nw+j+i+1)+xo(nw+j+i-1))

endif
enddo

!$acc loop vector(32)
do i=1,nw
ii=li+i
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t(i)=r(ii)-t(i)
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2

s((k-1)*nx1+1)=t((k-1)*nx1+1)
!$acc loop vector(32) seq

do i=2,nx1
s((k-1)*nx1+i)=t((k-1)*nx1+i)-l(i-1)*s((k-1)*nx1+i-1)

enddo
e(li+k*nx1)=s(k*nx1)/ul(nx1)

!$acc loop vector(32) seq
do i=nx1-1,1,-1
e(li+(k-1)*nx1+i)=(s((k-1)*nx1+i)-bp*e(li+(k-1)*

& nx1+i+1))/ul(i)
enddo
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=ny2-1,1,-1

t((k-1)*nx1+1)=c*(e(li+k*nx1+1)+e(li+(k-1)*nx1+1))+
+ d*((e(li+k*nx1+2)+e(li+(k-1)*nx1+2)))

!$acc loop vector(32)
do i=2,nx1-1
t((k-1)*nx1+i)=c*(e(li+k*nx1+i)+e(li+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(e(li+k*nx1+i+1)+e(li+(k-1)*nx1+i+1)
+ +e(li+k*nx1+i-1)+e(li+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
t(k*nx1)=c*(e(li+(k+1)*nx1)+e(li+k*nx1))+

+ d*(e(li+(k+1)*nx1-1)+e(li+k*nx1-1))
enddo

!$acc loop vector(32)
do i=1,nb
ii=li+nw+i
t(i)=r(ii)-t(i)
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-1

s((k-1)*nx1+1)=t((k-1)*nx1+1)
!$acc loop vector(32) seq

do i=2,nx1
s((k-1)*nx1+i)=t((k-1)*nx1+i)-l(i-1)*s((k-1)*nx1+i-1)

enddo
e(li+nw+k*nx1)=s(k*nx1)/ul(nx1)

!$acc loop vector(32) seq
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do i=nx1-1,1,-1
e(li+nw+(k-1)*nx1+i)=(s((k-1)*nx1+i)-bp*e(li+nw+(k-1)*

& nx1+i+1))/ul(i)
enddo
enddo

!$acc end kernels

iter=it
tol=res
levk=levk-ileng

!$acc kernels
!$acc loop vector(32)

do i=1,ileng2
ii=levk-ileng2+i
xo(i)=e(ii)
enddo

!$acc end kernels

c Interpolate Error with semi-coarsening
k=1
m=1
nx1=nxl-1
ny1=ny-1

!$acc kernels
!$acc loop vector(32) independent

do i=1,ny1
s(i+(i-1)*nx1*2)=e(li+((i-1)*nx1+1))*0.5d0
s(i+(i-1)*nx1*2+1)=e(li+((i-1)*nx1+1))

!$acc loop vector(32)
do j=2,nx1
s((i-1)*nx1*2+2*j-2+i)=0.5d0*(e(li+(i-1)*nx1+1+j-2)+e(li+

& (i-1)*nx1+1+j-1))
s((i-1)*nx1*2+2*j-1+i)=e(li+(i-1)*nx1+1+j-1)

enddo
s(nx1*2*i+i)=e(li+(i-1)*nx1+nx1)*0.5d0

enddo

if (ilev.gt.1) then
!$acc loop vector(32)

do i=1,ileng2
xo(i)=xo(i)+s(i)
enddo
endif

!$acc end kernels
enddo

211 continue
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!$acc kernels
!$acc loop vector(32)

do i=1,n
xo(i)=xn(i)
enddo

!$acc loop vector(32)
do i=1,n
xo(i)=xo(i)+s(i)
enddo

!$acc end kernels

iter=1
tol=5.0d-15

c Smooth with Gauss-Seidel
nx1=nx-1
ny2=int(ny/2)
nw=int(ny/2)*nx1
nb=(int(ny/2)-1)*nx1
c=5.0d0*g*g-1.0d0
d=(1.0d0+g*g)*0.5d0
bp=5.0d0-g*g
a=10.0d0*(1.0d0+(g*g))

!$acc kernels
tt=(-bp**2/a)+a

!$acc loop vector(32) seq
do i=1,nx1-1
if (i.eq.1) then
l(i)=-bp/a

elseif (i.eq.2) then
tt=(-bp**2/a)+a
l(i)=-bp/tt

else
tt=a-bp*bp/tt
l(i)=-bp/tt

endif
enddo

tt=(-bp*bp/a)+a
!$acc loop vector(32) seq

do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
ul(i)=-a

elseif (i.eq.2) then
ul(i)=(bp*bp/a)-a
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tt=(-bp**2/a)+a
else
ul(i)=(bp*bp/tt)-a
tt=a-bp*bp/tt

endif
enddo

it=0
!$acc loop vector(32)

do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
t(i)=c*xo(nw+i)+d*xo(nw+i+1)

elseif (i.eq.nx1) then
t(i)=c*xo(nw+i)+d*xo(nw+i-1)

else
t(i)=c*xo(nw+i)+d*(xo(nw+i+1)+xo(nw+i-1))

endif
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2-2

t(k*nx1+1)=c*(xo(nw+k*nx1+1)+xo(nw+(k-1)*nx1+1))+
+ d*((xo(nw+k*nx1+2)+xo(nw+(k-1)*nx1+2)))

!$acc loop vector(32)
do i=2,nx1-1
t(k*nx1+i)=c*(xo(nw+k*nx1+i)+xo(nw+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(xo(nw+k*nx1+i+1)+xo(nw+(k-1)*nx1+i+1)
+ +xo(nw+k*nx1+i-1)+xo(nw+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
t((k+1)*nx1)=c*(xo(nw+(k+1)*nx1)+xo(nw+k*nx1))+

+ d*(xo(nw+(k+1)*nx1-1)+xo(nw+k*nx1-1))
enddo

k=ny2*nx1-nx1
j=(ny2-1)*nx1-nx1

!$acc loop vector(32)
do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
t(k+i)=c*xo(nw+j+i)+d*xo(nw+j+i+1)

elseif (i.eq.nx1) then
t(ny2*i)=c*xo(nw+(ny2-1)*i)+d*xo(nw+(ny2-1)*i-1)

else
t(k+i)=c*xo(nw+j+i)+d*(xo(nw+j+i+1)+xo(nw+j+i-1))

endif
enddo

!$acc end kernels
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!$acc kernels
!$acc loop vector(32)

do i=1,nw
t(i)=b(i)-t(i)
enddo

!$acc loop vector(32) independent
do k=1,ny2

s((k-1)*nx1+1)=t((k-1)*nx1+1)
!$acc loop vector(32) seq

do i=2,nx1
s((k-1)*nx1+i)=t((k-1)*nx1+i)-l(i-1)*s((k-1)*nx1+i-1)

enddo
xn(k*nx1)=s(k*nx1)/ul(nx1)

!$acc loop vector(32) seq
do i=nx1-1,1,-1
xn((k-1)*nx1+i)=(s((k-1)*nx1+i)-bp*xn((k-1)*nx1+i+1))/ul(i)

enddo
enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels
!$acc loop vector(32) independent

do k=ny2-1,1,-1
t((k-1)*nx1+1)=c*(xn(k*nx1+1)+xn((k-1)*nx1+1))+

+ d*((xn(k*nx1+2)+xn((k-1)*nx1+2)))
!$acc loop vector(32)

do i=2,nx1-1
t((k-1)*nx1+i)=c*(xn(k*nx1+i)+xn((k-1)*nx1+i))+

+ d*(xn(k*nx1+i+1)+xn((k-1)*nx1+i+1)
+ +xn(k*nx1+i-1)+xn((k-1)*nx1+i-1))

enddo
t(k*nx1)=c*(xn((k+1)*nx1)+xn(k*nx1))+

+ d*(xn((k+1)*nx1-1)+xn(k*nx1-1))
enddo

!$acc loop vector(32)
do i=1,nb
t(i)=b(nw+i)-t(i)
enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels
!$acc loop vector(32) independent

do k=1,ny2-1
s((k-1)*nx1+1)=t((k-1)*nx1+1)

!$acc loop vector(32) seq
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do i=2,nx1
s((k-1)*nx1+i)=t((k-1)*nx1+i)-l(i-1)*s((k-1)*nx1+i-1)

enddo
xn(nw+k*nx1)=s(k*nx1)/ul(nx1)

!$acc loop vector(32) seq
do i=nx1-1,1,-1
xn(nw+(k-1)*nx1+i)=(s((k-1)*nx1+i)-bp*xn(nw+(k-1)*

& nx1+i+1))/ul(i)
enddo
enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels
!$acc loop vector independent

do i=1,nx1
if (i.eq.1) then
r(i)=c*xn(nw+i)+d*xn(nw+i+1)

elseif (i.eq.nx1) then
r(i)=c*xn(nw+i)+d*xn(nw+i-1)

else
k=nw+i
r(i)=c*xn(k)+d*xn(k+1)+d*xn(k-1)

endif
enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels
!$acc loop vector independent

do k=1,ny2-2
r(k*nx1+1)=c*(xn(nw+k*nx1+1)+xn(nw+(k-1)*nx1+1))+

+ d*((xn(nw+k*nx1+2)+xn(nw+(k-1)*nx1+2)))
!$acc loop vector independent

do i=2,nx1-1
r(k*nx1+i)=c*(xn(nw+k*nx1+i)+xn(nw+(k-1)*nx1+i))+

+ d*(xn(nw+k*nx1+i+1)+xn(nw+(k-1)*nx1+i+1)
+ +xn(nw+k*nx1+i-1)+xn(nw+(k-1)*nx1+i-1))

enddo
r((k+1)*nx1)=c*(xn(nw+(k+1)*nx1)+xn(nw+k*nx1))+

+ d*(xn(nw+(k+1)*nx1-1)+xn(nw+k*nx1-1))
enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels
k=nw-nx1
k1=k-nx1

!$acc loop vector
do i=1,nx1
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if (i.eq.1) then
r(k+i)=c*xn(nw+k1+i)+d*xn(nw+k1+i+1)

elseif (i.eq.nx1) then
r(ny2*i)=c*xn(nw+(ny2-1)*i)+d*xn(nw+(ny2-1)*i-1)

else
r(k+i)=c*xn(nw+k1+i)+d*(xn(nw+k1+i+1)+xn(nw+k1+i-1))

endif
enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels
!$acc loop vector independent

do k=ny2-1,1,-1
r(nw+(k-1)*nx1+1)=c*(xn(k*nx1+1)+xn((k-1)*nx1+1))+

+ d*((xn(k*nx1+2)+xn((k-1)*nx1+2)))
!$acc loop vector independent

do i=2,nx1-1
r(nw+(k-1)*nx1+i)=c*(xn(k*nx1+i)+xn((k-1)*nx1+i))+

+ d*(xn(k*nx1+i+1)+xn((k-1)*nx1+i+1)
+ +xn(k*nx1+i-1)+xn((k-1)*nx1+i-1))

enddo
r(nw+k*nx1)=c*(xn((k+1)*nx1)+xn(k*nx1))+

+ d*(xn((k+1)*nx1-1)+xn(k*nx1-1))
enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels
!$acc loop vector independent

do k=1,ny2
r((k-1)*nx1+1)=r((k-1)*nx1+1)+bp*xn((k-1)*nx1+2)-a*xn((k-1)*nx1+1)

!$acc loop vector(32)
do i=2,nx1-1
r((k-1)*nx1+i)=r((k-1)*nx1+i)+bp*(xn((k-1)*nx1+i-1)+

+ xn((k-1)*nx1+i+1))-a*xn((k-1)*nx1+i)
enddo
r(k*nx1)=r(k*nx1)+bp*xn(k*nx1-1)-a*xn(k*nx1)

enddo

!$acc loop vector independent
do k=1,ny2-1

r(nw+(k-1)*nx1+1)=r(nw+(k-1)*nx1+1)+bp*xn(nw+(k-1)*nx1+2)
+ -a*xn(nw+(k-1)*nx1+1)

!$acc loop vector
do i=2,nx1-1
r(nw+(k-1)*nx1+i)=r(nw+(k-1)*nx1+i)+bp*(xn(nw+(k-1)*nx1+i-1)+

+ xn(nw+(k-1)*nx1+i+1))-a*xn(nw+(k-1)*nx1+i)
enddo
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r(nw+k*nx1)=r(nw+k*nx1)+bp*xn(nw+k*nx1-1)-a*xn(nw+k*nx1)
enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels
!$acc loop vector

do i=1,nw+nb
r(i)=b(i)-r(i)
enddo

!$acc loop vector
do i=1,n
xo(i)=xn(i)
enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels
rnorm=0.0d0

!$acc loop reduction(+:rnorm)
do i=1,n
rnorm=rnorm+r(i)*r(i)
enddo

!$acc end kernels

rnorm=dsqrt(rnorm)
c print*,’---- Vcycle No’,st,’ ------’,rnorm

enddo
!$acc end data
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC
C
C END GPU Region
C

tm=omp_get_wtime()-tm0
print*,’Time for V-cycles =’,tm,’ secs’
print*,’Number of V-cycles =’,st

c End V-cycle
888 open(1,file=’du’)

call makeA(a0,a0f,a1,nx,ny,ipvt)
call matA(xn,xo,nx,ny,a0,a1,s)
call daxpy(n,-1.0d0,b,1,xo,1)
dm=0.0d0

do i=1,n
dm=dmax1(xo(i),dm)
enddo
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print*,’||b-A*xe||oo=’,dm
call dscal(n,-1.0d0,xo,1)
print*,’||b-A*xe||2=’,dnrm2(n,xo,1)
call zebrainv(nx,ny,xn,xo)
k=1

do j=1,ny-1
do i=1,nx-1
xn(k)=u(x(i),y(j))
k=k+1
enddo

enddo

111 format(f12.6)
open(2,file=’x’)
open(3,file=’y’)

do i=1,ny-1
write(3,111) y(i)

enddo
close(3)

do i=1,nx-1
write(2,111) x(i)

enddo
close(2)

dm=0.0d0
do i=1,n
xn(i)=dabs(xn(i)-xo(i))
dm=dmax1(xn(i),dm)
write(1,111) xn(i)
enddo
print*,’||x-xe||2=’,dnrm2(n,xn,1)
print*,’||x-xe||oo=’,dm
close(1)
stop
end
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C This subroutine creates matrix factorizations of basic matrices A0, A1
subroutine makeA(a0,a0f,a1,nx,ny,ipvt)
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 a0(2,*),a1(2,*),g,a,c,bp,d,dx,dy,
+ a0f(4,*)
integer ipvt(*)

dx=1.0d0/dfloat(nx)
dy=1.0d0/dfloat(ny)
g=dx/dy
a=10.0d0*(1.0d0+(g*g))
c=5.0d0*g*g-1.0d0
bp=5.0d0-g*g
d=(1.0d0+g*g)*0.5d0
do i=1,nx-1
a0(2,i)=-a
a0f(3,i)=-a
a1(2,i)=c
enddo
do i=2,nx-1
a0(1,i)=bp
a1(1,i)=d
a0f(2,i)=bp
a0f(4,i-1)=bp
enddo
call dgbtrf(nx-1,nx-1,1,1,a0f,4,ipvt,info)
if (info.ne.0) then
print*,’ Ao is not invertable’,info
stop
endif
return
end subroutine

C This subroutine performs the zebra coloring scheme
subroutine zebra(nx,ny,a,b)
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 a(*),b(*)
nx1=nx-1
ny1=ny-1
k=0
do i=0,ny1-1,2
call dcopy(nx1,a(i*nx1+1),1,b(k*nx1+1),1)
k=k+1
enddo
do i=1,ny1-2,2
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call dcopy(nx,a(i*nx1+1),1,b(k*nx1+1),1)
k=k+1
enddo
return
end

C This subroutine performs the inverse zebra coloring scheme
subroutine zebrainv(nx,ny,a,b)
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 a(*),b(*)

nx1=nx-1
ny1=ny-1
k=0
do i=0,ny-2,2
call dcopy(nx1,a(k*nx1+1),1,b(i*nx1+1),1)
k=k+1
enddo
do i=1,ny-3,2
call dcopy(nx1,a(k*nx1+1),1,b(i*nx1+1),1)
k=k+1
enddo
return
end

C This subroutine performs the matrix vector multiplication x=Hb t
subroutine matblack1(nx,ny,a1,x,t)
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 a1(2,*),x(*),t(*)
n=int(ny/2)
nx1=nx-1
call dsbmv(’U’,nx1,1,1.0d0,a1,2,t,1,0.0d0,x,1)
do k=1,n-2

call daxpy(nx1,1.0d0,t(k*nx1+1),1,t((k-1)*nx1+1),1)
call dsbmv(’U’,nx1,1,1.0d0,a1,2,t((k-1)*nx1+1),1,0.0d0,

+ x(k*nx1+1),1)
enddo
call dsbmv(’U’,nx1,1,1.0d0,a1,2,t((n-2)*nx1+1),1,0.0d0,

+ x((n-1)*nx1+1),1)
return
end

C This subroutine performs the matrix vector multiplication x=Hw t
subroutine matwhite1(nx,ny,a1,x,t)
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 a1(2,*),x(*),t(*)
n=int(ny/2)
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nx1=nx-1
do k=n-1,1,-1

call daxpy(nx1,1.0d0,t((k-1)*nx1+1),1,t(k*nx1+1),1)
call dsbmv(’U’,nx1,1,1.0d0,a1,2,t(k*nx1+1),1,0.0d0,

+ x((k-1)*nx1+1),1)
enddo
return
end

C This subroutine performs the block diagonal solution of Dw x=x
subroutine solvewhite1(nx,ny,a0f,ipvt,x)
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 a0f(4,*),x(*)
integer ipvt(*)
n=int(ny/2)
nx1=nx-1

do k=1,n
call dgbtrs(’N’,nx1,1,1,1,a0f,4,ipvt,

+ x((k-1)*nx1+1),nx1,info)
enddo
return
end

C This subroutine performs the block diagonal solution of Db x=x
subroutine solveblack1(nx,ny,a0f,ipvt,x)
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 a0f(4,*),x(*)
integer ipvt(*)
n=int(ny/2)
nx1=nx-1
do k=1,n-1

call dgbtrs(’N’,nx1,1,1,1,a0f,4,ipvt,
+ x((k-1)*nx1+1),nx1,info)
enddo
return
end

C This subroutine performs the matrix vector multiplication x=Dw t+x
subroutine matdw1(nx,ny,a0,x,t)
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 a0(2,*),x(*),t(*)
n=int(ny/2)
nx1=nx-1
do k=1,n
call dsbmv(’U’,nx1,1,1.0d0,a0,2,t((k-1)*nx1+1),1,1.0d0,
+ x((k-1)*nx1+1),1)
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enddo
return
end

C This subroutine performs the matrix vector multiplication x=Db t
subroutine matdb1(nx,ny,a0,x,t)
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 a0(2,*),x(*),t(*)
n=int(ny/2)
nx1=nx-1
do k=1,n-1
call dsbmv(’U’,nx1,1,1.0d0,a0,2,t((k-1)*nx1+1),1,1.0d0,
+ x((k-1)*nx1+1),1)
enddo
return
end

C This subroutine performs the matrix vector multiplication x=A t
subroutine matA(t,x,nx,ny,a0,a1,s)
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 a0(2,*),x(*),t(*),a1(2,*),s(*)
nx1=nx-1
nw=int(ny/2)*nx1
nb=(int(ny/2)-1)*nx1
call dcopy(nb,t(nw+1),1,s,1)
call matblack1(nx,ny,a1,x,s)
call dcopy(nw,t,1,s,1)
call matwhite1(nx,ny,a1,x(nw+1),s)
call matdw1(nx,ny,a0,x,t)
call matdb1(nx,ny,a0,x(nw+1),t(nw+1))
return
end

C This subroutine creates the right hand side vector of the linear system
subroutine makeb(nx,ny,b,x,y)
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 b(*),x(0:nx),y(0:ny),dx,dy,g,a,c,bp,d,u,f
external u,f

dx=1.0d0/dfloat(nx)
dy=1.0d0/dfloat(ny)
g=dx/dy
c=5.0d0*g*g-1.0d0
bp=5.0d0-g*g
d=(1.0d0+g*g)*0.5d0

x(0)=0.0d0
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do i=1,nx
x(i)=x(i-1)+dx
enddo
y(0)=0.0d0
do j=1,ny
y(j)=y(j-1)+dy
enddo
k=1
do j=1,ny-1
do i=1,nx-1
b(k)=(dx*dx)*0.5d0*(8.0d0*f(x(i),y(j))+f(x(i),y(j+1))+f(x(i),

+ y(j-1))+f(x(i+1),y(j))+f(x(i-1),y(j)))
k=k+1

enddo
enddo

b(1)=b(1)-d*u(x(2),y(0))-c*u(x(1),y(0))-d*u(x(0),y(0))-
+ bp*u(x(0),y(1))-d*u(x(0),y(2))
do i=2,nx-2
b(i)=b(i)-c*u(x(i),y(0))-d*u(x(i-1),y(0))-d*u(x(i+1),y(0))
enddo
b(nx-1)=b(nx-1)-d*u(x(nx-2),y(0))-c*u(x(nx-1),y(0))-d*u(x(nx),

+ y(0))-bp*u(x(nx),y(1))-d*u(x(nx),y(2))

do k=1,ny-3
b(k*(nx-1)+1)=b(k*(nx-1)+1)-d*u(x(0),y(k))-bp*u(x(0),y(k+1))-

+ d*u(x(0),y(k+2))
b((k+1)*(nx-1))=b((k+1)*(nx-1))-d*u(x(nx),y(k))-bp*u(x(nx),

+ y(k+1))-d*u(x(nx),y(k+2))
enddo

b(((ny-2)*(nx-1))+1)=b(((ny-2)*(nx-1))+1)-d*u(x(0),y(ny-2))-
+ bp*u(x(0),y(ny-1))-d*u(x(0),y(ny))-c*u(x(1),y(ny))-
+ d*u(x(2),y(ny))
do i=2,nx-2
b(((ny-2)*(nx-1))+i)=b(((ny-2)*(nx-1))+i)-d*u(x(i-1),y(ny))-

+ c*u(x(i),y(ny))-d*u(x(i+1),y(ny))
enddo
b((ny-1)*(nx-1))=b((ny-1)*(nx-1))-d*u(x(nx-2),y(ny))-

+ c*u(x(nx-1),y(ny))-d*u(x(nx),y(ny))-
+ bp*u(x(nx),y(ny-1))-d*u(x(nx),y(ny-2))
return
end subroutine

C This function is the right hand discretized function of the PDE
real*8 function f(x,y)

implicit real*8 (a-h,o-z)
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e1=dexp(-100.0d0*(y-0.1d0)*(y-0.1d0))
e2=dexp(-100.0d0*(x-0.1d0)*(x-0.1d0))
f=(-4000.0d0*e2*(x*x-x)*e1*(y*y-y)+10.0d0

+ *(-200.0d0*x+20.0d0)*(-200.0d0*x+20.0d0)*e2*
+ (x*x-x)*e1*(y*y-y)+20.0d0*(-200.0d0*x+20.0d0)*e2*
+ (2.0d0*x-1.0d0)*e1*(y*y-y)+20.0d0*e2*e1*(y*y-y)+
+ 10.0d0*e2*(x*x-x)*(-200.0d0*y+20.0d0)*(-200.0d0*y+
+ 20.0d0)*e1*(y*y-y)+20.0d0*e2*(x*x-x)*(-200.0d0*y+
+ 20.0d0)*e1*(2.0d0*y-1.0d0)+20.0d0*e2*(x*x-x)*e1)
return
end

C This function is the discretized actual solution function of the PDE
real*8 function u(x,y)
implicit real*8 (a-h,o-z)
a=0.1d0
b=0.1d0
u=10.0d0*dexp(-100.0d0*((x-a)**2+(y-b)**2))*(x**2-x)*(y**2-y)
return
end
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# This is the code for the Makefile

FORTRAN = pgf90
OPTS =
LOADER = pgf90
LOADOPTS = -mp -O4 -acc -Minfo=accel -Mcuda=cc2x,6.0 -mcmodel=medium

-Mlarge_arrays -o nik

FILES = main.o makeA.o iparmq.o ieeeck.o ilaenv.o dlaswp.o dgemv.o
dtbsv.o makeb.o lsame.o dgemm.o dtrsm.o dger.o dswap.o idamax.o
dgbtf2.o dgbtrf.o dgbtrs.o xerbla.o dsbmv.o zebra.o u.o fb.o
matblack.o dscal.o daxpy.o dnrm2.o dcopy.o

OBJS =

nik : Makefile $(FILES)
$(LOADER) $(LOADOPTS) $(FILES) $(OBJS) $(LIBRARY)

.f.o:
pgf90 -mp -acc -O4 -Minfo=accel -Mcuda=cc2x,6.0 -mcmodel=medium

-Mlarge_arrays -c $*.f
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