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Εισαγωγή 
 

 Η µοτοσυκλέτα είναι ένα ευρέως διαδεδοµένο µεταφορικό µέσο, η 

χρησιµοποίηση του οποίου συνεχώς αυξάνεται τις τελευταίες δεκαετίες. Οι λόγοι 

είναι κυρίως η οικονοµία και η ευκολία που προσφέρει αυτό το µέσο στην 

µετακίνηση, ιδιαίτερα στα µεγάλα αστικά κέντρα, όπου το κυκλοφοριακό πρόβληµα 

συνεχώς επιδεινώνεται (Στεφανουδάκης, 2004). Από τη στιγµή που εµφανίστηκε το 

πρώτο µηχανοκίνητο δίκυκλο, έγινε εµφανής και επιτακτική η ανάγκη για ένα 

σύστηµα πέδησης το οποίο θα συνέβαλε στον αποτελεσµατικό έλεγχό του. Από τα 

πρώτα εκείνα χρόνια µέχρι και σήµερα, ο µηχανισµός µέσω του οποίου επιτυγχάνεται 

η πέδηση είναι η τριβή και η µετατροπή της κινητικής ενέργειας του οχήµατος σε 

θερµότητα. 

 Τα τελευταία είκοσι χρόνια, ιδιαίτερα στις µοτοσυκλέτες υψηλών επιδόσεων, 

τα συστήµατα πέδησης που τοποθετούνται χρησιµοποιούν δισκόφρενα. Αυτά τα 

συστήµατα αποτελούνται συνήθως από δύο ξεχωριστά υδραυλικά κυκλώµατα τα 

οποία µεταφέρουν την πίεση από το δεξί χέρι και το δεξί πόδι του αναβάτη, στα 

δισκόφρενα του εµπρός και πίσω τροχού αντίστοιχα. 

 Μέσω ενός  µοχλού, ο αναβάτης πιέζει ένα έµβολο. Μέσω του ειδικού 

υδραυλικού υγρού, η πίεση µεταφέρεται στο ή στα έµβολα που πιέζουν τα τακάκια 

πάνω στο δίσκο, για να αναπτυχθεί η τριβή που θα µειώσει την ταχύτητά του. Τα 

τακάκια και κατά συνέπεια τα έµβολα που τα πιέζουν, βρίσκονται µέσα σε µια 

δαγκάνα, η οποία αντιστοιχεί σε κάθε δίσκο και είναι εδρασµένη σε σταθερό σηµείο 

σε σχέση µε τον τροχό, πάνω στον οποίο είναι εδρασµένος ο δίσκος. Αναλόγως µε 

τον αριθµό και τη διάµετρο των εµβόλων που πιέζουν τα τακάκια, επιτυγχάνεται 

πολλαπλασιασµός της δύναµης του αναβάτη, σύµφωνα µε την αρχή του Pascal. 

 Από την εποχή που εφευρέθηκαν τα συστήµατα πέδησης µε δισκόφρενα, 

µορφή τους έχει αλλάξει πολύ και η έρευνες που γίνονται σε όλους τους τοµείς, είναι 

συνεχείς, µε στόχο την βελτίωση της αποτελεσµατικότητάς τους στις συνεχώς 

αυξανόµενες ανάγκες των σύγχρονων µοτοσυκλετών υψηλών επιδόσεων. 

 Η µέθοδος ανάλυσης που χρησιµοποιήθηκε στην παρούσα εργασία ήταν αυτή 

των πεπερασµένων στοιχείων και υλοποιήθηκε µε τη βοήθεια του λογισµικού 

πακέτου MSC.MARC 2003  της εταιρίας Marc Analysis Corp. Τα πλεονεκτήµατα της 
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µεθόδου είναι πολλά και πολλοί ερευνητές την έχουν χρησιµοποιήσει για παρόµοιες 

µελέτες. 

 Οι Gao και Lin (2002) χρησιµοποίησαν τη µέθοδο των πεπερασµένων 

στοιχείων για την ανάλυση της κατανοµής της θερµοκρασίας σε έναν µεταλλικό 

δίσκο αυτοκινήτου, κατά τη διάρκεια της πέδησης. Το µοντέλο που δηµιούργησαν 

αποτελούνταν από έναν τρισδιάστατο δίσκο και µια κινούµενη πηγή θερµότητας η 

οποία προσοµοίωνε το τακάκι που έρχεται σε επαφή µε το δίσκο για να επιτευχθεί η 

τριβή και συνεπώς η αύξηση της θερµοκρασίας. Τα αποτελέσµατα της ανάλυσής τους 

κατέδειξαν ότι τα χαρακτηριστικά λειτουργίας του συστήµατος πέδησης, επηρεάζουν 

σηµαντικά  την κατανοµή της θερµοκρασίας στην επιφάνεια τριβής του δίσκου και τη 

µέγιστη θερµοκρασία στα σηµεία επαφής κάθε στιγµή. 

 Οι Hohmann et al (1999) διεξήγαν ανάλυση επαφής µε τη µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων, σε ένα τυπικό σύστηµα δίσκου – δαγκάνας επιβατικού 

αυτοκινήτου, και ενός συστήµατος ταµπούρου – σιαγόνων. Για την επίλυση του 

προβλήµατος της τριβής µεταξύ των επιφανειών δίσκου – τακακιών και τυµπάνου – 

σιαγόνων, χρησιµοποίησαν τον αλγόριθµο επίλυσης ADINA 7.1. Το µοντέλο τριβής 

που χρησιµοποίησαν ήταν το stick – slip και τα αποτελέσµατα της έρευνάς τους 

περιλάµβαναν µεταξύ άλλων τις προκύπτουσες παραµορφώσεις, την κατανοµή των 

τάσεων την πίεση που αναπτυσσόταν κατά την επαφή, καθώς και τους τοµείς των 

τριβόµενων επιφανειών  που βρίσκονταν σε κατάσταση stick ή slip κάθε στιγµή. 

 Οι Chargin et al (1997) ασχολήθηκαν µε το «τρίξιµο» των φρένων. Ανέπτυξαν 

έναν αλγόριθµο για την επίλυση αυτού του µη γραµµικού, δυναµικού προβλήµατος 

µε τη βοήθεια του λογισµικού προγράµµατος MSC/NASTRAN. Τα αποτελέσµατα 

στα οποία κατέληξαν ήταν ενθαρρυντικά, αλλά παράλληλα κατέδειξαν την ανάγκη 

για βελτίωση της µεθόδου µοντελοποίησης του προβλήµατος και τον εµπλουτισµό 

της µε περισσότερα πειραµατικά δεδοµένα. 

 Οι Choi και Lee (2003) µελέτησαν το µεταβατικό πρόβληµα της θερµό – 

ελαστικής συµπεριφοράς του συστήµατος δίσκος – τακάκια. Για τη µοντελοποίηση 

του προβλήµατος χρησιµοποίησαν µια συµµετρική εκ περιστροφής, τοµή του δίσκου 

και τοµές, επίσης, των τακακιών. Επιπροσθέτως, µελέτησαν το φαινόµενο της θερµό 

– ελαστικής αστάθειας, την κατάσταση εκείνη, δηλαδή, κατά την οποία η πίεση και η 

θερµοκρασία αυξάνονται ασταθώς στις τριβόµενες επιφάνειες. Τα εξαγόµενα της 

έρευνάς τους περιλάµβαναν µεταξύ άλλων την κατανοµή της πίεσης και της 

θερµοκρασίας στις επιφάνειες τριβής. Ακόµη µελέτησαν τη σηµασία των υλικών 
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κατασκευής του δίσκου και των τακακιών, ενώ χρησιµοποίησαν τα αποτελέσµατά 

τους για την µοντελοποίηση του ίδιου προβλήµατος µε υλικό κατασκευής carbon. 

 Οι Yevtushenko και Ivanyk (1995) δηµιούργησαν µε τη µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων, ένα µοντέλο το οποίο τους επέτρεψε να υπολογίσουν τη 

παραγόµενη από την τριβή θερµοκρασία στην επιφάνεια του δίσκου, καθώς και τις 

µεταβολές της στο κάθετο επίπεδο. Τα αποτελέσµατα της ανάλυσής τους 

επαληθεύονται επαρκώς από τα πειραµατικά δεδοµένα, ενώ αποδεικνύουν ότι  οι 

µικρής κλίµακας θερµικές παραµορφώσεις, στην αρχικώς επίπεδη επιφάνεια τριβής 

του δίσκου, µπορούν να παραληφθούν.  

 Πολλές όµως, είναι και οι εργαστηριακές έρευνες που έχουν γίνει στον τοµέα 

των συστηµάτων πέδησης, συχνά σε συνδυασµό µε τη χρήση της µεθόδου των 

πεπερασµένων στοιχείων. Οι επιστήµονες που έχουν ασχοληθεί µε το συγκεκριµένο 

αντικείµενο, επικεντρώνουν τις έρευνές τους σε συγκεκριµένα, κάθε φορά, φαινόµενα 

που λαµβάνουν χώρα κατά τη διάρκεια της πέδησης. Ακόµη, µεγάλο ενδιαφέρον 

παρουσιάζουν τα εναλλακτικά υλικά κατασκευής, τα οποία µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν και παρουσιάζουν διαφορετική συµπεριφορά αναλόγως µε τις 

µηχανικές, χηµικές και θερµικές τους ιδιότητες. 

 Οι Rodriguez et al (2000) µελέτησαν στο εργαστήριο την αντίσταση στη 

φθορά, που παρουσιάζει ένα κράµα αλουµινίου 2014 εµπλουτισµένο µε σωµατίδια 

οξειδίου του αλουµινίου Al2O3 ως συνάρτηση της θερµοκρασίας. Η ανάλυσή τους 

έδειξε ότι ο ρυθµός της φθοράς αυξάνεται µε τη θερµοκρασία, παρουσιάζοντας µια 

µετάβαση από ελαφριά σε έντονη φθορά πάνω από τους 170ο Κελσίου. Ακόµη 

παρατήρησαν µια ζώνη συνενωµένων σωµατιδίων κάτω από την επιφάνεια τριβής. Το 

πάχος αυτής της περιοχής βρέθηκε να είναι ανάλογο του ρυθµού της φθοράς σε όλο 

το θερµοκρασιακό φάσµα. Επιπροσθέτως διεξήγαν τρισδιάστατη ανάλυση 

πεπερασµένων στοιχείων για να υπολογίσουν τις τάσεις σε αυτή την περιοχή 

συναρτήσει της απόστασής της από την επιφάνεια τριβής. Τα αποτελέσµατα της 

ανάλυσης πεπερασµένων στοιχείων χρησιµοποιήθηκαν για να εκτιµήσουν οι 

ερευνητές τις τάσεις που ασκούνται πάνω στα σωµατίδια και για να υπολογίσουν το 

πάχος της περιοχής των κατακερµατισµένων σωµατιδίων. 

 Οι Mackin et al (2002) µελέτησαν το φαινόµενο της εµφάνισης ρωγµών στους 

δίσκους, εξ αιτίας των µεγάλων και επαναλαµβανόµενων θερµικών καταπονήσεων 

κατά τη διάρκεια αλλεπαλλήλων φρεναρισµάτων από υψηλές ταχύτητες. ∆ιεξήγαν 

αναλύσεις στο εργαστήριο όσον αφορά στην δυναµική συµπεριφορά των οχηµάτων, 
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για να συνθέσουν µια συνάρτηση της ροής θερµότητας σε σχέση µε τις δυνάµεις 

πέδησης. Χρησιµοποίησαν αυτή τη συνάρτηση ροής για να υπολογίσουν, µε τη 

µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, τον αριθµό των κύκλων πέδησης που θα 

οδηγήσουν στην εµφάνιση των ρωγµών και κατά συνέπεια, την αστοχία του δίσκου. 

 Οι Yamabe et al (2002) ασχολήθηκαν µε την ανάπτυξη ενός δίσκου για 

συστήµατα πέδησης φορτηγών, αυτοκινήτων, ο οποίος θα παρουσιάζει αντίσταση στη 

θερµική κόπωση. Η έρευνά τους κατέδειξε ότι η αντίσταση στην θερµική κόπωση, 

ενός δίσκου από φαιό χυτοσίδηρο, είναι ανάλογη της σύστασής του, όσον αφορά το 

ποσοστό άνθρακα και νικελίου. 

 Οι Panier et al (2004) έκαναν έρευνες στο εργαστήριο, για να µελετήσουν το 

φαινόµενο των θερµών σηµείων (hot spots), κατά τη διάρκεια της πέδησης σε ένα 

δισκόφρενο τρένου. Σκοπός τους ήταν η κατηγοριοποίηση και εξήγηση αυτών των 

θερµών σηµείων. Χρησιµοποίησαν κάµερα υπερύθρων ακτίνων για να κάνουν 

θερµογραφικές µετρήσεις των µεταβολών της θερµοκρασίας στην επιφάνεια του 

δίσκου. Τέλος εκµεταλλευόµενοι τα αποτελέσµατα των εργαστηριακών µελετών, 

παρουσίασαν ένα σενάριο πρόβλεψης της εµφάνισης των θερµών σηµείων, 

συναρτήσει παραµέτρων όπως η ακαµψία και το µήκος των τακακιών. 

 Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η διερεύνηση των συνδυασµένων θερµό 

– µηχανικών φαινοµένων που προκύπτουν κατά τη διάρκεια της πέδησης στο 

σύστηµα δίσκος – τακάκια. Ως πρότυπο χρησιµοποιήθηκε ο ένας από τους δύο 

δίσκους και τα τακάκια του, του εµπρός τροχού µιας αγωνιστικής µοτοσυκλέτας του 

παγκοσµίου πρωταθλήµατος ταχύτητας. Μεγάλο µέρος της εργασίας αφιερώθηκε 

στην όσο το δυνατόν καλύτερη µοντελοποίηση της γεωµετρίας των προς εξέταση 

σωµάτων, για την καλύτερη απεικόνιση των πραγµατικών δεδοµένων. Ως υλικό 

κατασκευής επελέγη το υλικό SYGRASIC® της εταιρίας SGL GmbH το οποίο 

χρησιµοποιείται στην κατασκευή δίσκων και τακακιών για συστήµατα πέδησης 

αυτοκινήτων και τρένων υψηλών επιδόσεων. 

 Στο πρώτο κεφάλαιο της εργασίας, γίνεται µια ιστορική αναδροµή στα 

συστήµατα πέδησης που έχουν εφαρµοστεί στις µοτοσυκλέτες στην πορεία του 

χρόνου µέχρι την καθολική επικράτηση των δισκοφρένων. Στη συνέχεια 

παρουσιάζονται τα διάφορα υλικά που χρησιµοποιούνται στην κατασκευή τους και 

γίνεται µια σύγκριση µεταξύ τους στο επίπεδο των µηχανικών και θερµικών 

ιδιοτήτων τους. Παρουσιάζονται εκτενέστερα τα συνθετικά – κεραµικά υλικά και στο 
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τελευταίο κοµµάτι του πρώτου κεφαλαίου γίνεται µια περιγραφή της διαδικασίας 

κατασκευής των δισκοφρένων από αυτά τα υλικά. 

 Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζεται το θεωρητικό υπόβαθρο της παρούσας 

εργασίας. Στο πρώτο κοµµάτι γίνεται µια περιγραφή της µεθόδου των πεπερασµένων 

στοιχείων από τη σκοπιά των µαθηµατικών. Στη συνέχεια παρουσιάζεται η 

τεχνολογία των πεπερασµένων στοιχείων που χρησιµοποιεί το λογισµικό πρόγραµµα 

µε το οποίο πραγµατοποιήθηκε η ανάλυση. Γίνεται εµβάθυνση στην ανάλυση 

επαφής, στο µοντέλο της τριβής που χρησιµοποιήθηκε, καθώς και στο είδος των 

πεπερασµένων στοιχείων που χρησιµοποιήθηκαν κατά την τρισδιάστατη 

µοντελοποίηση του προβλήµατος. Στο τελευταίο κοµµάτι του κεφαλαίου 

παρουσιάζονται οι επαναληπτικές µέθοδοι επίλυσης. 

 Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζεται η διαδικασία µοντελοποίησης του 

προβλήµατος. Περιγράφεται αναλυτικά η µοντελοποίηση των σωµάτων, η 

µοντελοποίηση της επαφής, ο ορισµός των συνοριακών και των αρχικών συνθηκών, 

καθώς και η εισαγωγή στο πρόγραµµα των ιδιοτήτων του υλικού. Τέλος 

παρουσιάζεται ο ορισµός των συνθηκών της ανάλυσης και ο τρόπος παρουσίασης 

των αποτελεσµάτων από το λογισµικό. 

 Στο τέταρτο κεφάλαιο γίνεται η παρουσίαση των αποτελεσµάτων. Τα 

αποτελέσµατα αφορούν στη µεταβολή της θερµοκρασίας στο δίσκο και στα τακάκια, 

στη ροή της θερµότητας ανάµεσα στα σώµατα και στις τάσεις που αναπτύσσονται. 

Στη συνέχεια γίνεται σχολιασµός και ανάλυση αυτών των αποτελεσµάτων. 

 Στο πέµπτο και τελευταίο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα συµπεράσµατα που 

προέκυψαν από την παρούσα εργασία και γίνεται αναφορά στους τοµείς που χρήζουν 

περαιτέρω έρευνας.  
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Κεφάλαιο 1: Τα συστήµατα πέδησης και τα υλικά 
κατασκευής τους 
 

 

1.1 Ιστορική αναδροµή 

 

Από την πρώτη στιγµή που εµφανίστηκε το πρώτο ποδήλατο όχηµα µε κινητήρα 

εσωτερικής καύσης για την υποβοήθηση του αναβάτη, εµφανίστηκε η ανάγκη για ένα 

µηχανικό σύστηµα που θα µείωνε την ταχύτητα του οχήµατος ή θα την διατηρούσε 

αν κινούνταν σε κατωφέρεια (Hohmann C. et al, 1999).  

Τα πρώτα συστήµατα πέδησης χρησιµοποιούσαν έναν µηχανισµό από δαγκάνες µε 

τριβείς από καουτσούκ οι οποίοι πίεζαν το πλαïνό µέρος του ρόπτρου ή του 

ελαστικού του τροχού, όταν εµφανίστηκαν οι πρώτοι τροχοί µε ελαστικά. Την πίεση 

αυτή την ασκούσε το χέρι του αναβάτη σε ένα µοχλό και µεταφερόταν µέσω ενός 

συρµατόσχοινου στις δαγκάνες Όσο όµως οι ιπποδυνάµεις των κινητήρων 

αυξάνονταν αυτά τα συστήµατα αποδείχθηκαν ανεπαρκή και δεν µπορούσαν να 

αντεπεξέλθουν στο έργο τους και έτσι σήµερα τα συναντούµε µόνο σε ποδήλατα. 

Αυτό συµβαίνει διότι τα συγκεκριµένα συστήµατα έχουν το µικρότερο βάρος σχετικά 

µε όλα τα υπόλοιπα. 

 Στη συνέχεια εµφανίστηκαν τα συστήµατα πέδησης που χρησιµοποιούσαν 

ταµπούρα. Αυτά αποτελούνταν από ένα κοίλο κυλινδρικό τύµπανο στην εσωτερική 

επιφάνεια του οποίου πίεζαν δύο σιαγόνες επενδεδυµένες µε ειδικά υλικά τριβής. Το 

τύµπανο ήταν πακτωµένο στο κέντρο του τροχού και περιστρεφόταν µαζί του, ενώ οι 

σιαγόνες ήταν εδρασµένες στον άξονα περιστροφής. Η δύναµη πίεσης µεταφερόταν 

από το χέρι ή το πόδι του αναβάτη που πίεζε ένα µοχλό, µε συρµατόσχοινο. Αυτό το 

σύστηµα αποτέλεσε µεγάλη βελτίωση καθώς τα υλικά τριβής είχαν πολύ µεγαλύτερη 

απόδοση και πολύ µεγαλύτερη αντοχή. Ακόµη, καλύτερη απόδοση επιτυγχάνονταν 

λόγω µεγαλύτερης επιφάνειας τριβής. Όµως, καθώς και πάλι τα τελευταία είκοσι 

χρόνια οι ιπποδυνάµεις των κινητήρων έχουν αυξηθεί και έχει γίνει επιτακτική η 

ανάγκη για καλύτερο έλεγχο του οχήµατος, έγιναν εµφανή τα δύο κύρια 

µειονεκτήµατα αυτού του συστήµατος πέδησης. Αυτά είναι το µεγάλο βάρος και η 
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πολύ µικρή ικανότητα απαγωγής της θερµότητας ακόµη και όταν τα ταµπούρα είναι 

αεριζόµενα.  

 Έτσι φτάσαµε στο τελευταίο σύστηµα πέδησης που εφαρµόζεται σχεδόν 

καθολικά σήµερα µε διάφορες µορφές. Αυτό χρησιµοποιεί συνήθως έναν µεταλλικό 

δίσκο ο οποίος είναι πακτωµένος στον τροχό και περιστρέφεται µαζί του και µία 

δαγκάνα η οποία είναι πακτωµένη σε σταθερό σηµείο σε σχέση µε τον δίσκο και 

περιέχει δύο πλακίδια επενδεδυµένα µε ειδικά υλικά τριβής τα οποία πιέζουν το δίσκο 

αναπτύσσοντας τριβή µεταξύ τους για να επιτευχθεί η πέδηση. Στις σύγχρονες 

µοτοσυκλέτες υψηλών επιδόσεων ολόκληρο το σύστηµα πέδησης αποτελείται από 

δύο µεγάλης διαµέτρου µεταλλικούς δίσκους στον εµπρός τροχό οι οποίοι 

συνεργάζονται µε δύο δαγκάνες αντίστοιχα και έναν µεταλλικό δίσκο µε µια δαγκάνα 

στον οπίσθιο τροχό. Η δύναµη πέδησης στις δύο εµπρός δαγκάνες µεταφέρεται από 

το χέρι του αναβάτη µέσω κλειστού υδραυλικού κυκλώµατος. Ο αναβάτης πιέζει µε 

έναν µοχλό ένα έµβολο το οποίο µέσω ενός ειδικού υδραυλικού υγρού και σύµφωνα 

µε την αρχή του Pascal, πιέζει ένα ή και περισσότερα έµβολα - επιτυγχάνοντας έτσι 

και πολλαπλασιασµό της δύναµης του αναβάτη- τα οποία µε τη σειρά τους πιέζουν τα 

τακάκια επάνω στους δίσκους. 

 

Σχήµα 1.1.1: Τυπικά παραδείγµατα των διαφόρων συστηµάτων πέδησης και της εξέλιξής τους. 

 

 Αυτό το σύστηµα πέδησης έχει όλα τα πλεονεκτήµατα του συστήµατος µε τα 

ταµπούρα, αλλά έχει πολύ µεγαλύτερη ικανότητα απαγωγής της παραγόµενης 

θερµότητας και αρκετά µικρότερο βάρος. Αυτοί είναι και οι λόγοι για τους οποίους 

έχει επικρατήσει. Όµως, αν και η ικανότητά του να απάγει την παραγόµενη 

θερµότητα είναι βελτιωµένη σε σχέση µε τα προηγούµενα, λόγω σχεδιασµού,  και 

µπορεί να βελτιωθεί µε τη διάνοιξη οπών και αυλάκων στην επιφάνεια τριβής των 

δίσκων, εντούτοις οι περιορισµοί προέρχονται από το ίδιο το υλικό κατασκευής των 

δίσκων και την ικανότητά του να ανταπεξέλθει στο θερµικό σοκ που του προκαλούν 

ένα ή περισσότερα, διαδοχικά φρεναρίσµατα από υψηλή ταχύτητα. Έτσι δεν είναι 

- 16 - 



ασύνηθες το φαινόµενο της δηµιουργίας ρωγµών ή πλαστικών παραµορφώσεων 

στους δίσκους πέδησης λόγω των µεγάλων τάσεων που αναπτύσσονται εντός τους 

από την απότοµη και κατακόρυφη αύξηση της θερµοκρασίας τους κατά τη διάρκεια 

πέδησης από πολύ υψηλή ταχύτητα (Yevtushenko A. et al. 1995, Mackin T. J. et al. 

2002). 

 

 

1.2 Υλικά κατασκευής δισκοφρένων 

 

Οι έρευνες κυρίως του τοµέα της αεροναυπηγικής οδήγησαν στην κατασκευή δίσκων 

τριβής από διάφορα µείγµατα µεταλλικών στοιχείων και συνθετικών υλικών µε 

κυριότερους τους δίσκους από φαιό χυτοσίδηρο, διάφορα είδη ατσαλιού, από µείγµα 

αλουµινίου εµπλουτισµένου µε σωµατίδια οξειδίων και καρβιδίων (AL-MMC), 

συνθετικούς δίσκους από ίνες άνθρακα και συνδετικό υλικό γραφίτη (CC) και 

συνθετικούς δίσκους από ίνες άνθρακα και συνδετικό υλικό κεραµικό (CMC). Η πιο 

συνηθισµένη µορφή αυτού του υλικού αποτελείται από ίνες άνθρακα και συνδετικό 

υλικό καρβίδιο του πυριτίου (C/SiC). Αυτά τα δύο υλικά έχουν µικρότερη πυκνότητα, 

άρα και µικρότερο βάρος από τους συνηθισµένους δίσκους από φαιό χυτοσίδηρο ή 

ατσάλι, αλλά και σαφώς καλύτερη συµπεριφορά στα θερµικά σοκ. Το βασικό τους 

µειονέκτηµα είναι το κατά πολύ υψηλότερο κόστος τους. Αυτός είναι και ο βασικός 

λόγος για τον οποίο έχουν βρει εφαρµογή µόνο στον τοµέα των αγωνιστικών 

µοτοσυκλετών του παγκοσµίου πρωταθλήµατος ταχύτητας. Άλλος ένας παράγων που 

δεν έχει επιτρέψει την εφαρµογή των Carbon/Carbon δίσκων συγκεκριµένα, σε 

µοτοσυκλέτες για καθηµερινή χρήση, είναι ότι ο συντελεστής τριβής τους δεν είναι 

σταθερός και µεταβάλλεται µε τη θερµοκρασία και την υγρασία (Blanco C. et al. 

1997).  
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Συντελεστής τριβής

0,4
0,45

0,4

0,5
0,55

Ατσάλι Χυτοσίδηρος AL-MMC CC C/SiC

 

Σχήµα 1.2.1: Συγκριτικό διάγραµµα τυπικών τιµών συντελεστή τριβής για τα διάφορα υλικά 

κατασκευής δισκοφρένων (SGL BRAKES GmbH, 2002). 

 

Οι βασικοί παράγοντες που καθορίζουν την επιλογή υλικού για τα δισκόφρενα 

πρώτης τοποθέτησης από τους κατασκευαστές είναι κατά σειρά προτεραιότητος: 

• Το κόστος 

• Η διάρκεια ζωής 

• Η θερµική ικανότητα 

• Ο συντελεστής τριβής 

• Το βάρος 

 Η συνηθέστερη επιλογή υλικού για δίσκους πρώτης τοποθέτησης είναι το 

ατσάλι σε διάφορους τύπους. Αυτό συµβαίνει διότι πλεονεκτεί στους δύο βασικούς 

παράγοντες που είναι το κόστος και η διάρκεια ζωής επειδή τα είδη του ατσαλιού που 

χρησιµοποιούνται είναι σε κάποιο βαθµό ανοξείδωτα µε αποτέλεσµα να µην 

φθείρονται από τις περιβαλλοντικές συνθήκες.  

 Όσον αφορά τους δίσκους αντικατάστασης από ανεξάρτητους κατασκευαστές, 

για υψηλών επιδόσεων µοτοσικλέτες, το επικρατέστερο υλικό είναι ο φαιός 

χυτοσίδηρος. Αυτό συµβαίνει γιατί οι συγκεκριµένοι δίσκοι έχουν µικρότερο βάρος,  

και µεγαλύτερο συντελεστή τριβής (βλ. Σχήµα 1&2).  

 Οι συνθετικοί δίσκοι, προς το παρόν, τοποθετούνται µόνο σε αγωνιστικές,  

πρωτότυπες µοτοσυκλέτες της υψηλότερης κατηγορίας του παγκόσµιου 

πρωταθλήµατος ταχύτητας. Σε αυτό το επίπεδο ο παράγων κόστος δεν έχει κανένα 

βάρος, όπως και η διάρκεια ζωής. Έτσι προτιµούνται τα υλικά που έχουν το µέγιστο 
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συντελεστή τριβής, το µικρότερο βάρος και την υψηλότερη µέγιστη θερµοκρασία 

λειτουργίας (βλ. Σχήµα 1&2). 

 

Μέγιστη θερµοκρασία λειτουργίας

730 700

450

1200

900

Ατσάλι Χυτοσίδηρος AL-MMC CC C/SiC

Πυκνότητα

7,8
7,25

2,85

1,8
2,45

Ατσάλι Χυτοσίδηρος AL-MMC CC C/SiC

Σχήµα 1.2.2: Συγκριτικά διαγράµµατα τυπικών τιµών πυκνότητας και µέγιστης θερµοκρασίας 

λειτουργίας για τα διάφορα υλικά κατασκευής δισκοφρένων (SGL BRAKES GmbH, 2002). 

 

 

 

1.3 Τα συνθετικά – κεραµικά υλικά 

 

 Στο πεδίο της επιστηµονικής έρευνας, όσον αφορά στα συνθετικά υλικά 

κατασκευής συστηµάτων πέδησης, το πλήθος των βιβλιογραφικών αναφορών είναι 

πολύ περιορισµένο (Blanco et al, 1996). O βασικός λόγος για αυτό το γεγονός είναι 

ότι το µεγαλύτερο µέρος των ερευνών γίνεται από την βιοµηχανία, η οποία 

προστατεύει τις έρευνές της µε διπλώµατα ευρεσιτεχνιών. Ο άνθρακας (Carbon) ως 

στοιχείο, βρίσκεται στη φύση σε κρυσταλλική µορφή, συνήθως µε τη µορφή γραφίτη 

ή διαµαντιού. O όρος carbon θα έπρεπε να αναφέρεται µόνο στο στοιχείο του 

άνθρακα. Όσον αφορά στα υλικά από carbon, αυτά θα µπορούσαν να οριστούν µε 

ακρίβεια ως διάφορες µορφές γραφίτη. Όµως θα ήταν καλύτερο, να χρησιµοποιείται ο 

όρος carbon µαζί µε έναν επιθετικό προσδιορισµό, όπως ενεργοποιηµένος, 

πυρολυτικός κτλ. Τα υλικά carbon µπορούν να ταξινοµηθούν στις παρακάτω κύριες 

κατηγορίες. Υπάρχουν carbon υλικά τα οποία όταν υποστούν θερµική κατεργασία 

στους 3000οC περίπου, δεν µετασχηµατίζονται σε τρισδιάστατη, γραφιτική, 

κρυσταλλική µορφή. Αυτά τα υλικά περιγράφονται ως non – graphitic και non – 

graphitizable, δηλαδή ως carbon υλικά τα οποία δεν µπορούν να υποστούν 

γραφιτοποίηση. Υπάρχουν carbon υλικά τα οποία όταν υποστούν θερµική 
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κατεργασία στους 3000οC, περίπου, µετασχηµατίζονται σε τρισδιάστατη, γραφιτική, 

κρυσταλλική µορφή. Αυτά τα υλικά περιγράφονται ως initially non – graphitic, αλλά 

graphitizable. ∆ηλαδή ως carbon υλικά τα οποία δεν είναι γραφιτικής µορφής, αλλά 

µπορούν να µετασχηµατιστούν σε γραφίτη. Ένα υλικό carbon που µπορεί να υποστεί 

γραφιτοποίηση (graphitizable), όταν υποστεί θερµική κατεργασία στους 3000οC 

γίνεται γραφιτικό. Μια µελέτη µε ακτίνες X ενός  non – graphitizable, non – 

graphitic υλικού carbon που έχει υποστεί θερµική κατεργασία στους 900οC και ενός 

non – graphitic, αλλά  graphitizable υλικού που έχει υποστεί θερµική κατεργασία 

στην ίδια θερµοκρασία, δεν θα µπορούσε να ξεχωρίσει µεταξύ τους τα δύο υλικά, αν 

και η δοµή τους είναι πολύ διαφορετική. 

 Για τη διακρίβωση µεταξύ των δύο δοµών, γίνεται χρήση οπτικού 

µικροσκοπίου. Χρησιµοποιώντας απλό πολωµένο φως, το οποίο αντικατοπτρίζεται 

πάνω σε γυαλισµένη επιφάνεια από το carbon υλικό, παρατηρείται ότι το non – 

graphitizable υλικό είναι ισότροπο, ενώ το graphitizable είναι ανισότροπο, 

παρουσιάζοντας οπτική αντίδραση κατά το επίπεδο πόλωσης του προσπίπτοντως 

φωτός. Γενικά, από τα υλικά carbon που προέρχονται από το ξύλο ή άλλες πρώτες 

ύλες και δεν λιώνουν κατά τη θερµική τους κατεργασία, προκύπτουν ισότροπα υλικά. 

Αντιθέτως, από τα υλικά carbon που προέρχονται από την πίσσα ή άλλες πρώτες ύλες 

και λιώνουν κατά τη θερµική τους κατεργασία, προκύπτουν ανισότροπα υλικά. Η 

ειδοποιός διαφορά µεταξύ των δύο τύπων carbon υλικού, είναι ο σχετικός 

προσανατολισµός των γραφιτικών κόκκων από τους οποίους αποτελούνται. Στα 

ισότροπα non – graphitizable carbon υλικά, οι γραφιτικοί κόκκοι είναι µικροί, τυχαία 

διατεταγµένοι και ενωµένοι µεταξύ τους σε όλες τις κατευθύνσεις µε ισχυρούς, 

χηµικούς δεσµούς. Στα ανισότροπα graphitizable carbon υλικά, οι γραφιτικοί κόκκοι 

είναι µεγαλύτεροι, διατεταγµένοι παράλληλα και ενωµένοι µεταξύ τους µε ισχυρούς, 

χηµικούς δεσµούς. Τα ισότροπα carbon υλικά έχουν δοµές οι οποίες σχετίζονται µε 

τις πρώτες ύλες από τις οποίες προήλθαν, πχ. ξύλο, ρητίνη ή ίνες PAN. Τα 

ανισότροπα carbon υλικά οφείλουν τη δοµή τους σε ένα αρωµατικό, πτητικό 

σύστηµα υγρών κρυστάλλων, αποκαλούµενο µεσοφάση, το οποίο δηµιουργείται µέσα 

στην πίσσα κατά τη διάρκεια της πυρόλυσης και εξανθράκωσής της. 

 Για την κατασκευή των συνθετικών δισκοφρένων χρησιµοποιούνται ίνες 

PAN, που είναι non – graphitizable carbon υλικό και συνδετικό graphitizable carbon 

υλικό προερχόµενο από πίσσα ή από τη θερµική διάσπαση µεθανίου. Σε αυτό 

ακριβώς το συνδετικό υλικό έγκειται και η διαφορά µεταξύ των συνθετικών (CC)  και 
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των κεραµικών (CMC) δισκοφρένων (βλ. Σχήµα 1.3.1). Στα κεραµικά δισκόφρενα το 

συνδετικό υλικό είναι καρβίδιο του πυριτίου SiC, το οποίο είναι ένα κεραµικό υλικό 

υψηλής σκληρότητας και µεγάλης αντοχής σε υψηλές θερµοκρασίες που συνήθως 

χρησιµοποιείται σαν τεχνητό διαµάντι και σαν κοπτικό εργαλείο σε εργαλειοµηχανές 

κοπής (τόρνους, φρέζες κτλ). 

 

 

Σχήµα 1.3.1: Λεπτοµέρεια της δοµής ενός κεραµικού δισκοφρένου (SGL BRAKES GmbH, 2002). 

 

 

1.4 Η διαδικασία κατασκευής των συνθετικών – κεραµικών 

δισκοφρένων 

 

 Είναι φυσιολογικό να µην µπορεί να περιγραφεί επακριβώς και αναλυτικά η 

διαδικασία κατασκευής των συνθετικών ή των κεραµικών δισκοφρένων, καθώς κάθε 

βιοµηχανία χρησιµοποιεί ξεχωριστή διαδικασία για την κατασκευή διαφορετικών 

δισκοφρένων, από διαφορετικές πρώτες ύλες και µε διαφορετικά αποτελέσµατα. 

Όµως είναι δυνατόν να δοθεί µια γενική περιγραφή των τυπικών διαδικασιών που 

ακολουθούνται στα διάφορα στάδια κατασκευής (βλ. Σχήµα 1.4.1). 
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Σχήµα 1.4.1: Η τυπική διαδικασία κατασκευής των κεραµικών δισκοφρένων (SGL BRAKES 

GmbH, 2002). 

 Αρχικά, λοιπόν, σχεδιάζεται ο δίσκος. Σύµφωνα µε το σχέδιο, κατασκευάζεται 

το καλούπι από το οποίο θα προκύψει το προϊόν. Από τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά 

του δίσκου υπολογίζονται οι ποσότητες των πρώτων υλών που θα χρησιµοποιηθούν 

στο πρώτο στάδιο κατασκευής. Σε αυτό το στάδιο γίνεται η δηµιουργία του οπλισµού 

του δίσκου από τις carbon ίνες PAN. Σε έναν ειδικό αναδευτήρα αναµειγνύονται 

µικρού µήκους ίνες (< 2mm) µε ειδική εποξική ρητίνη σε αναλογία 70/30 περίπου. 

Στη συνέχεια το µείγµα τοποθετείται στο καλούπι και συµπιέζεται για να εξέλθει ο 

αέρας που έχει πιθανώς εγκλωβιστεί εντός του καλουπιού. Όταν το µείγµα 

στερεοποιηθεί, εισέρχεται σε ειδικό φούρνο υψηλής πίεσης. Αυτό γίνεται για να γίνει 

πυρόλυση της ρητίνης και να µείνει από αυτήν µόνο ο άνθρακας που υπήρχε στο 

µόριό της, ο οποίος και ενώνεται χηµικά µε τον άνθρακα των carbon ινών PAN. 

Μέχρι αυτό το σηµείο, η διαδικασία κατασκευής των (CC) και των (CMC) δίσκων 

είναι κοινή. 

 Στη συνέχεια, ο δίσκος που προορίζεται να γίνει (CC) µπαίνει σε έναν άλλο 

φούρνο υψηλής θερµοκρασίας και περιβάλλοντος αερίου υδρογονάνθρακα στον 

οποίο µένει για διάστηµα ενός ως δύο µηνών µέχρις ότου να χτιστεί η δοµή του 

συνδετικού carbon υλικού, από τη χηµική αντίδραση του άνθρακα των ινών και της 

ρητίνης µε τον αέριο υδρογονάνθρακα. 
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 Ο δίσκος που προορίζεται να γίνει (CMC), αφού βγει από το φούρνο της 

πυρόλυσης, εµποτίζεται ξανά µε ρητίνη και τοποθετείται πάλι στο φούρνο της 

πυρόλυσης. Όταν ολοκληρωθεί αυτός ο κύκλος, ο δίσκος τοποθετείται σε έναν άλλο 

φούρνο υψηλής θερµοκρασίας όπου θα µείνει για ένα εικοσιτετράωρο περίπου, σε 

περιβάλλον υγρού πυριτίου, µέχρις ότου χτιστεί η δοµή του συνδετικού καρβιδίου 

του πυριτίου από τη χηµική αντίδραση του πυριτίου µε τον άνθρακα των ινών και της 

ρητίνης. Αυτός είναι και ο λόγος που απαιτείται και δεύτερος κύκλος εµποτισµού µε 

ρητίνη, και πυρόλυσης. Για να υπάρχει ικανή ποσότητα άνθρακα να αντιδράσει µε το 

πυρίτιο. 

 Το τελευταίο στάδιο κατασκευής είναι κοινό και για τους δύο τύπους 

δισκοφρένων και αφορά στην τελική διαδικασία φινιρίσµατος του προϊόντος, ούτως 

ώστε να είναι έτοιµο να περάσει στην εφαρµογή. 

- 23 - 



Κεφάλαιο 2: Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων 
 

 

2.1 Γενικά  

 

 Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων είναι µια από τις πιο δυναµικές 

διαδικασίες για την αριθµητική προσεγγιστική επίλυση ποσοτικών προβληµάτων 

στην επιστήµη της Μηχανικής. Η πρώτη δηµοσίευση που έγινε για τη µέθοδο αυτή 

ήταν του µαθηµατικού Courant (1940). Πέρασε όµως απαρατήρητη, γιατί η εφαρµογή 

της είχε µεγάλο φόρτο µαθηµατικών πράξεων. Με την εφεύρεση των ηλεκτρονικών 

υπολογιστών όµως, πέρασε στην πρώτη γραµµή της έρευνας και η εξέλιξή της ήταν 

ραγδαία. 

 Ο Strang (1988) µας λέει ότι το πρώτο βήµα ήταν η τροποποίηση των αρχών 

των ελαχίστων. Επειδή ήταν εύκολο να δει κανείς πώς «διακριτοποιείται» µια 

διαφορική εξίσωση, η µέθοδος των πεπερασµένων διαφορών είχε την πρωτοπορία. 

Αυτό που δεν είχε γίνει αντιληπτό πλήρως ήταν ότι ακόµη και οι πεπερασµένες 

διαφορές γίνονται απίστευτα πολύπλοκες σε πραγµατικά προβλήµατα Τεχνικής, όπως 

οι τάσεις σε ένα αεροπλάνο ή οι φυσικές συχνότητες του ανθρωπίνου εγκεφάλου. Η 

πραγµατική δυσκολία δεν έγκειται στην επίλυση των εξισώσεων, αλλά στην 

διατύπωσή τους. Για µια ασύµµετρη περιοχή χρειαζόµαστε ασύµµετρο πλέγµα, 

αποτελούµενο από τρίγωνα, τετράπλευρα, τετράεδρα ή εξάεδρα, και κατόπιν 

χρειαζόµαστε έναν συστηµατικό τρόπο προσέγγισης των υποκειµένων φυσικών 

νόµων. Με άλλα λόγια, ο υπολογιστής πρέπει να βοηθήσει όχι µόνο στη λύση του 

διακριτού προβλήµατος, αλλά και στη διατύπωσή του. 

 Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων µπόρεσε να εκµεταλλευτεί τη 

δύναµη του υπολογιστή στο να κατασκευάσει µια διακριτή προσέγγιση, να τη λύσει 

και να παραθέσει αποτελέσµατα, περισσότερο από κάθε άλλη τεχνική στην 

επιστηµονική υπολογιστική. Το κλειδί είναι να διατηρήσουµε την απλότητα της 

βασικής ιδέας και ας είναι οι εφαρµογές πολύπλοκες. 

Για να εξηγήσει τη µέθοδο, ο Strang ξεκινάει από την κλασική αρχή των Rayleigh - 

Ritz που λέει ότι η λύση της Ax = b ισοδυναµεί µε την ελαχιστοποίηση της P(x) = 

(1/2)xT Ax – xT b και κατόπιν εισάγει τη νέα ιδέα των πεπερασµένων στοιχείων. 
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Εργάζεται µε την ίδια διαφορική εξίσωση –u΄΄ = f(x) και τις ίδιες συνοριακές 

συνθήκες u(0) = u(1) = 0 των πεπερασµένων διαφορών. Το πρόβληµα, 

οµολογουµένως, είναι «απείρων διαστάσεων», το b έχει αντικατασταθεί από τη 

συνάρτηση f και ο πίνακας Α από τον τελεστή – d2/dx2. Προχωρά ανάλογα και 

καταγράφει την τετραγωνική µορφή της οποίας ζητείται η ελαχιστοποίηση, 

αντικαθιστώντας  εσωτερικά γινόµενα µε ολοκληρώµατα 

∫ ∫−−=−=
1

0

1

0
.)()())('')(()2/1()2/1()( dxxfxudxxuxubuAuuuP TT      (2.1-1) 

Η παράσταση αυτή πρέπει να ελαχιστοποιηθεί, ως προς όλες τις συναρτήσεις u που 

ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες και η συνάρτηση που δίνει το ελάχιστο θα είναι 

η λύση u. Η διαφορική εξίσωση µετατράπηκε σε αρχή ελαχίστου και αποµένει να 

ολοκληρώσουµε κατά µέρη: 

∫ ∫ =
=−=−

1

0

1

0

1
0

2 ]'[)'()''( x
xuudxudxuu   άρα   ∫ ∫−=

1

0

1

0

2 .)'()2/1()( ufdxdxuuP

Ο όρος uu΄ είναι µηδέν και στα δύο άκρα, διότι το ίδιο συµβαίνει µε την u. Επίσης ο 

τετραγωνικός όρος  είναι συµµετρικός, όπως η x∫ 2)'(u TAx, καθώς επίσης και θετικός, 

άρα εξασφαλίζουµε ένα ελάχιστο. 

 Πώς βρίσκεται αυτό το ελάχιστο; Ο ακριβής υπολογισµός είναι ισοδύναµος µε 

την ακριβή λύση της διαφορικής εξίσωσης και το πρόβληµα αυτό είναι απείρων 

διαστάσεων. Η αρχή των Rayleigh - Ritz παράγει ένα n-διάστατο πρόβληµα, 

διαλέγοντας n µόνο δοκιµαστικές συναρτήσεις u = V1,…, u = Vn, αποδεχόµενη όλους 

τους συνδυασµούς V =y1V1(x)+…+ynVn(x) και υπολογίζοντας τον ειδικό συνδυασµό 

U που ελαχιστοποιεί την P(V). Η ιδέα είναι να ελαχιστοποιήσουµε υπεράνω ενός 

υποχώρου, αντί υπεράνω όλων των δυνατών u και η συνάρτηση που δίνει το ελάχιστο 

είναι η U, αντί της u, ελπίζοντας ότι αυτές οι δύο θα είναι κοντά η µία στην άλλη. 

 Αντικαθιστώντας την u µε την V, η τετραγωνική µορφή γίνεται 

∫ ∫ ++−++=
1

0

1

0 11
2

11 .)...()'...'()2/1()( fdxVyVydxVyVyVP nnnn   (2.1-2) 

Οι V επελέγησαν εκ των προτέρων και οι άγνωστοι είναι τα y1,…, yn. Εάν βάλουµε 

αυτά τα βάρη σε ένα διάνυσµα y, τότε η P(V) = (1/2)yT Ay – yTb αναγνωρίζεται 

ακριβώς σαν µια από τις οικείες τετραγωνικές µορφές. Τα στοιχεία Aij του πίνακα 

είναι  συντελεστής του y∫ =dxVV ji '' i yj και οι συνιστώσες bi είναι  

συντελεστές των y

∫ =fdxVi

i. Τώρα µπορεί να βρεθεί το ελάχιστο της (1/2)yT Ay – yTb, πράγµα 

ισοδύναµο µε τη λύση της Ay = b. Τα βήµατα λοιπόν της µεθόδου των Rayleigh- Ritz 
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είναι (i) διάλεξε δοκιµαστικές συναρτήσεις (ii) υπολόγισε τους συντελεστές Aij και bj 

(iii) λύσε την Ay = b και (iv) γράψε την προσεγγιστική λύση U = y1V1 + …+ ynVn.  

 Τα πάντα εξαρτώνται από το βήµα (i). Εκτός κι αν οι συναρτήσεις Vj είναι 

εξαιρετικά απλές, τα άλλα βήµατα θα είναι, στην πραγµατικότητα ακατόρθωτα. Εάν 

επίσης δεν υπάρχει συνδυασµός των V κοντά στην πραγµατική λύση u, τα βήµατα θα 

είναι  άχρηστα. Το πρόβληµα είναι να συνδυαστούν και τα δύο, δυνατότητα 

υπολογισµού και ακρίβεια, και η ιδέα κλειδί  που χάρισε την επιτυχία στην µέθοδο 

των πεπερασµένων στοιχείων, ήταν η χρήση τµηµατικά πολυωνυµικών συναρτήσεων 

ως δοκιµαστικών συναρτήσεων V.  

 Το απλούστερο και περισσότερο χρησιµοποιούµενο στοιχείο είναι τµηµατικά 

γραµµικό. Αρχικά τοποθετούνται κόµβοι στα σηµεία x1 = h, x2 = 2h,…, xn = nh, όπως 

ακριβώς και στις πεπερασµένες διαφορές. Στα σηµεία x0 = 0 και xn + 1 = 1, οι 

συνοριακές απαιτούν από κάθε V να είναι µηδέν. Τότε η Vj είναι η «συνάρτηση -

οροφή» που ισούται µε 1 στον κόµβο xj και µηδέν σε όλους τους άλλους κόµβους (βλ. 

Σχήµα 2.1α), άρα είναι συγκεντρωµένη σε ένα µικρό διάστηµα γύρω από τον κόµβο 

της και µηδενίζεται παντού αλλού. Ο κάθε συνδυασµός  y1V1 + … +ynVn θα πρέπει να 

έχει την τιµή yj στον κόµβο j, διότι όλες οι άλλες V είναι µηδέν. Έτσι το γράφηµά της 

σχεδιάζεται εύκολα (βλ. Σχήµα 2.1β). 

 Αυτά συµπληρώνουν το βήµα (i). Στη συνέχεια υπολογίζουµε τους 

συντελεστές ∫= dxVVA jiij ''  του «πίνακα ακαµψίας» Α. Η κλίση Vj΄ ισούται µε 1/h 

στο µικρό διάστηµα αριστερά του xj και – 1/h στο διάστηµα δεξιά του. Το ίδιο ισχύει 

και για την  Vi΄ κοντά στον κόµβο της xi και εφ’όσον αυτά τα «διπλά διαστήµατα» δεν 

τέµνονται, το γινόµενο Vi΄ Vj΄ είναι ταυτοτικά µηδέν. Τα διαστήµατα τέµνονται µόνο 

όταν 

 

V4

1 

1 1 0 0

V=y1V1+…+y5V5

y1 y4 

(α) (β) 

 

 

 

 

 

 

  

 

Σχήµα 2.3: Συναρτήσεις - οροφές και οι γραµµικοί συνδυασµοί

τους (Strang, 1988). 
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ji =  και  ∫ ∫ ∫ =+=
hhh

dxVV ji
2)1()1('' 22  , 
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1±= ji  και ∫ ∫ ∫
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=−= .1)1()1(''
hhh

dxVV ji  

Συνεπώς ο πίνακας ακαµψίας είναι, στην πραγµατικότητα, τριδιαγώνιος: 
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Αυτό µοιάζει µε τις πεπερασµένες διαφορές και οδήγησε σε χιλιάδες συζητήσεις για 

τη σχέση µεταξύ των δύο µεθόδων. Πιο πολύπλοκα πεπερασµένα στοιχεία – 

πολυώνυµα µεγαλυτέρου βαθµού, που ορίζονται σε τρίγωνα ή τετράπλευρα, για 

µερικές διαφορικές εξισώσεις – παράγουν επίσης αραιούς πίνακες Α. Τα 

πεπερασµένα στοιχεία µπορούν να θεωρηθούν ως ένα συστηµατικός τρόπος 

κατασκευής εξισώσεων διαφορών ακριβείας για ασύµµετρα πλέγµατα, οπότε τα 

πεπερασµένα στοιχεία βρίσκονται στην «τοµή» των µεθόδων Rayleigh- Ritz και 

πεπερασµένων διαφορών. Το ουσιαστικό είναι η απλότητα αυτών των τµηµατικά 

πολυωνυµικών συναρτήσεων, λόγω της οποίας οι κλίσεις τους σε κάθε υποδιάστηµα 

είναι εύκολο να βρεθούν και να ολοκληρωθούν. 

 Οι συνιστώσες bj στην δεξιά πλευρά είναι διαφορετικές. Αντί για τη 

µεµονωµένη τιµή της f στο xj, όπως στις πεπερασµένες διαφορές, είναι τώρα µια µέση 

τιµή της f γύρω από το σηµείο: ∫= fdxVb jj   . Κατόπιν, στο βήµα (iii) λύνουµε το 

τριδιαγώνιο σύστηµα Ay = b, που δίνει τους συντελεστές της δοκιµαστικής, 

ελαχιστοποιούσας συνάρτησης U = y1V1 +…+ ynVn. Τέλος, συνδέοντας όλα αυτά τα 

ύψη yj µε µια τεθλασµένη γραµµή, έχουµε µια εικόνα της προσεγγιστικής λύσης U. 

 Η ιδέα των Rayleigh - Ritz – η ελαχιστοποίηση υπεράνω µιας οικογένειας 

συναρτήσεων V, πεπερασµένων διαστάσεων, αντί για όλες τις δυνατές u – είναι 

χρήσιµη τόσο στις εξισώσεις σταθεράς καταστάσεως όσο και στα προβλήµατα 

ιδιοτιµών. Αυτή τη φορά ελαχιστοποιείται το πηλίκο Rayleigh. Το πραγµατικό του 

ελάχιστο είναι η θεµελιώδης συχνότητα λ1 και το κατά προσέγγιση ελάχιστο Λ1 θα 
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αυξηθεί όταν περιορίσουµε την οικογένεια των δοκιµαστικών συναρτήσεων από τις u 

στις V. Και πάλι το διακριτό πρόβληµα µπορεί να διευθετηθεί. Η αρχή πράγµατι 

εφαρµόζεται, µόνο που θα πρέπει οι συναρτήσεις Vj να υπολογίζονται εύκολα. Έτσι 

το βήµα που έγινε τα τελευταία 30 χρόνια ήταν τελείως φυσιολογικό και 

αναπόφευκτο: να εφαρµοστούν οι νέες ιδέες των πεπερασµένων στοιχείων σ’αυτή την 

από µακρού καθιερωθείσα µεταβολική µορφή του προβλήµατος των ιδιοτιµών. 

 Το καλύτερο παράδειγµα κατά τον Strang είναι το απλούστερο: 

- u΄΄ = λu, µε u(0) = u(1) = 0. 

Το πρώτο ιδιοδιάνυσµά του είναι u = sin π x, µε ιδιοτιµή λ1 = π2. Η συνάρτηση   u = 

sin π x δίνει το ελάχιστο στο αντίστοιχο πηλίκο Rayleigh 

∫
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∫
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Από φυσική άποψη, αυτό είναι το πηλίκο της δυναµικής προς την κινητική ενέργεια, 

που ισορροπούν για το ιδιοδιάνυσµα. Κανονικά αυτό το ιδιοδιάνυσµα θα ήταν 

άγνωστο και για να το προσεγγισθεί  θα έπρεπε να παρθούν µόνο υποψήφιες 

συναρτήσεις V = y1V1 +…+ ynVn: 
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 Αντιµετωπίζεται τώρα το πρόβληµα της ελαχιστοποίησης του yTAy/yTMy. Εάν 

ο πίνακας Μ ήταν ο ταυτοτικός, αυτό θα οδηγούσε στο συνηθισµένο πρόβληµα 

ιδιοτιµών Ay = λy. Όµως ο πίνακας Μ θα είναι τριδιαγώνιος και αυτή ακριβώς η 

κατάσταση είναι που οδηγεί στο γενικευµένο πρόβληµα ιδιοτιµών. Η ελάχιστη τιµή Λ1 

θα είναι η µικρότερη ιδιοτιµή της Ay = λMy και θα είναι κοντά στο π2. Το αντίστοιχο 

ιδιοδιάνυσµα y θα δίνει µια προσέγγιση της ιδιοσυνάρτησης: U = y1V1 +…+ ynVn. 

Όπως και στο στατικό πρόβληµα, η µέθοδος µπορεί να συνοψισθεί σε τέσσερα 

βήµατα: (i) διάλεξε τα Vj, (ii) υπολόγισε τους Α και Μ, (iii) λύσε το Ay = λMy, (iii) 

τύπωσε τοΛ1 και την U.  
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2.2 Τεχνολογία πεπερασµένων στοιχείων στο λογισµικό 

πρόγραµµα MSC.MARC 2003 

 

 

 Στην παρούσα εργασία, για να γίνει η µελέτη του σύνθετου θερµό– µηχανικού  

προβλήµατος της πέδησης, χρησιµοποιήθηκε το λογισµικό πακέτο ηλεκτρονικού 

υπολογιστή MSC.MARC 2003. Το Mentat είναι το περιβάλλον στο οποίο γίνεται ο 

σχεδιασµός και γενικότερα η µοντελοποίηση του προβλήµατος, ενώ το Marc είναι το 

λογισµικό πρόγραµµα που εφαρµόζει την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων για 

την επίλυση του προβλήµατος. 

 Το MSC.MARC 2003 αναπτύχθηκε στη βάση της µεθόδου µετατόπισης 

(MARC Analysis Research Corporation, 1998). Η µεθοδολογία ακαµψίας που 

χρησιµοποιεί αναθέτει σχέσεις δύναµης – µετατόπισης µέσα από την ακαµψία του 

συστήµατος. Η σχέση δύναµης – µετατόπισης για ένα γραµµικό, στατικό πρόβληµα 

µπορεί να εκφραστεί ως  

Ku = f.   (2.2-1) 

όπου Κ είναι ο πίνακας ακαµψίας του συστήµατος, u είναι η κοµβική µετατόπιση και 

f είναι το διάνυσµα της δύναµης. Υποθέτοντας ότι έχουν αποδοθεί στην κατασκευή 

συνοριακές συνθήκες, όσον αφορά στις δυνάµεις και τις µετατοπίσεις η εξίσωση (2.2-

1) µπορεί να γραφεί ως εξής 
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.  (2.2-2)  

όπου u1 είναι το άγνωστο διάνυσµα µετατόπισης, f1 είναι το δοσµένο διάνυσµα 

δύναµης, u2 είναι το δοσµένο διάνυσµα µετατόπισης και f2 είναι το διάνυσµα της 

δύναµης αντίδρασης. Αφού επιλυθεί η εξίσωση (2.2-2) ως προς u, τότε οι τάσεις σε 

κάθε στοιχείο µπορούν να υπολογιστούν από τη σχέση διατµιτικής τάσης – 

παραµόρφωσης που όσον αφορά στην παραµόρφωση του κόµβου ενός στοιχείου 

είναι:  

εel = βuel.  (2.2-3) 

Οι ορθές τάσεις σε ένα στοιχείο υπολογίζονται από τη σχέση διατµιτικών – ορθών 

τάσεων ως: 

σel  = Lεel.  (2.2-4) 
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όπου σel και Lεel είναι ορθές και διατµιτικές τάσεις αντίστοιχα και uel είναι το 

διάνυσµα της παραµόρφωσης που αφορά στα κοµβικά σηµεία του στοιχείου. Τα β και 

L είναι συντελεστές διατµιτικής τάσης – παραµόρφωσης και ορθής – διατµιτικής 

τάσης αντιστοίχως. 

 Για δυναµικά προβλήµατα η συνεισφορά των µαζών και των αποσβέσεων θα 

πρέπει να περιληφθεί στο σύστηµα. Η εξίσωση που περιγράφει ένα γραµµικό, 

δυναµικό πρόβληµα είναι: 

fKuuDuM =++
•••

.  (2.2-5) 

όπου Μ είναι ο πίνακας µάζας του συστήµατος, D είναι ο πίνακας απόσβεσης, η 

εξίσωση (2.2-6) είναι το διάνυσµα της επιτάχυνσης και u είναι το διάνυσµα της 

ταχύτητας. Η εξίσωση που περιγράφει ένα αναπόσβεστο δυναµικό σύστηµα είναι: 

fKuuM =+
••

 .  (2.2-6) 

Οι εξισώσεις που περιγράφουν άλλες διαδικασίες είναι παρόµοιες. Για παράδειγµα η 

εξίσωση που περιγράφει την ανάλυση του µεταβολικού προβλήµατος µετάδοσης 

θερµότητας είναι: 

QHTTC =+
•

  .  (2.2-7) 

όπου C είναι ο πίνακας θερµικής ικανότητας, H είναι ο πίνακας θερµικής 

αγωγιµότητας, Q είναι το διάνυσµα ροής της θερµότητας και Τ είναι το διάνυσµα της 

κοµβικής θερµοκρασίας. Η εξίσωση (2.2-7) απλοποιείται για το πρόβληµα σταθερής 

κατάστασης και γίνεται: 

QHT = .   (2.2-8) 

Είναι προφανές ότι η εξίσωση που περιγράφει τη µεταφορά θερµότητας σε ένα 

πρόβληµα σταθερής κατάστασης (2.2-8) και η εξίσωση της στατικής (2.2-1) παίρνουν 

την ίδια µορφή. 

 Η εξίσωση που περιγράφει το θερµό – µηχανικό πρόβληµα έχει ως εξής: 

fuTKuTDuM =++
•••

)()( .  (2.2-9) 

IQQTTHTTC +=+
•

)()( .  (2.2-10) 

Στις εξισώσεις (2.2-9) και (2.2-10) ο πίνακας απόσβεσης D, ο πίνακας ακαµψίας K, ο 

πίνακας θερµικής ικανότητας C και ο πίνακας θερµικής αγωγιµότητας H είναι όλοι 

εξαρτώµενοι από τη θερµοκρασία. Το QI είναι η εσωτερική θερµότητα που 

αναπτύσσεται λόγω ανελαστικής παραµόρφωσης. Η ζεύξη του προβλήµατος 
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µετάδοσης της θερµότητας και του µηχανικού προβλήµατος γίνεται µέσω των 

εξαρτώµενων από τη θερµοκρασία µηχανικών ιδιοτήτων και της εσωτερικά 

αναπτυσσόµενης θερµότητας. Εάν πραγµατοποιηθεί µια ανανεωµένη Λαγκρανζιανή   

ανάλυση, τα K και H εξαρτώνται από προηγούµενες παραµορφώσεις. 

 Οι εξισώσεις που περιγράφονται παραπάνω είναι είτε αλγεβρικές εξισώσεις 

είτε συνήθεις διαφορικές εξισώσεις. Η µεταβλητή του χρόνου είναι συνεχής για τις 

συνήθεις διαφορικές εξισώσεις. Για την απλοποίηση των διαφορικών εξισώσεων και 

την µετατροπή τους σε αλγεβρικές χρησιµοποιείται µια διαδικασία ολοκλήρωσης (για 

παράδειγµα Newmark-Beta, Houbolt, ή κεντρικών διαφορών για δυναµικά 

προβλήµατα, και προς τα πίσω διαφοράς για προβλήµατα µετάδοσης θερµότητας ). Η 

τελική µορφή των σχέσεων που περιγράφουν όλες τις διαδικασίες ανάλυσης ενός 

προβλήµατος, είναι συνεπώς, ένα σύνολο αλγεβρικών εξισώσεων. 

 Παραπάνω παρουσιάστηκαν πίνακες συστήµατος οι οποίοι 

συναρµολογήθηκαν από πίνακες στοιχείων µέσα στο σύστηµα. Για παράδειγµα, ο 

πίνακας ακαµψίας του συστήµατος,  εκφράζεται ως άθροισµα των πινάκων ακαµψίας 

των στοιχείων του συστήµατος: 
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N

i

el
iKK

1
.   (2.2-11) 

όπου το Ν είναι το πλήθος των στοιχείων που αποτελούν το σύστηµα. Όπως είδαµε 

και στην προηγούµενη παράγραφο, ο πίνακας ακαµψίας του συστήµατος είναι ένας 

συµµετρικός ταινιοειδής πίνακας. Όταν χρησιµοποιείται επίλυση στοιχείο προς 

στοιχείο, δεν σχηµατίζεται ποτέ ο συνολικός πίνακας ακαµψίας του συστήµατος. Ο 

πίνακας ακαµψίας ενός στοιχείου µπορεί να εκφραστεί ως: 

∫=
elv

elel dvLβK βT .  (2.2-12) 

όπου vel είναι ο όγκος του στοιχείου, β∗ είναι ο συντελεστής διατµιτικής τάσης – 

παραµόρφωσης και L είναι ο συντελεστής ορθών – διατµιτικών τάσεων. 

ε = βu .  (2.2-13) 

σ = Lε .  (2.2-14) 

O πίνακας της µάζας µπορεί να εκφραστεί ως: 

∫=
elv

Tel NdvNM ρ .  (2.2-15) 

                                                 
∗ Σηµείωση: Ο πίνακας β εξαρτάται από τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά του στοιχείου 
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Η ολοκλήρωση στην εξίσωση (2.2-12) γίνεται αριθµητικά στο MSC.MARC 2003 και 

εξαρτάται από την επιλογή των σηµείων ολοκλήρωσης. Ο πίνακας ακαµψίας 

στοιχείου µπορεί να ολοκληρωθεί πλήρως ή µερικώς, ενώ ο πίνακας µάζας 

ολοκληρώνεται πάντοτε πλήρως. 

 Στην εξίσωση (2.2-1) το διάνυσµα δύναµης f στον κόµβο περιλαµβάνει τη 

συνεισφορά πολλών ειδών φορτίσεων. 

f = fpoint + fsurface + fbody + f*.  (2.2-16) 

όπου το fpoint είναι διάνυσµα σηµειακού φορτίου, το fsurface είναι διάνυσµα φορτίου 

κατανεµηµένου σε επιφάνεια και το fbody είναι διάνυσµα φορτίου κατανεµηµένου σε 

όγκο. Το f* αναφέρεται σε άλλου είδους φορτίσεις όπως θερµικές και άλλες. Οι 

σηµειακές φορτίσεις σχετίζονται άµεσα µε τους βαθµούς ελευθερίας των κόµβων και 

έτσι µπορούν να προστεθούν απ’ ευθείας στο διάνυσµα δύναµης του κόµβου. Για τα 

κατανεµηµένα φορτία fsurface και fbody πρέπει να υπολογισθούν τα ισοδύναµα 

διανύσµατα κοµβικού φορτίου για να προστεθούν στο διάνυσµα δύναµης του 

κόµβου. Στο MSC.MARC 2003 αυτός ο υπολογισµός γίνεται µε αριθµητική 

ολοκλήρωση του κατανεµηµένου φορτίου στην επιφάνεια ή τον όγκο στον οποίο 

εφαρµόζεται και µπορεί να εκφραστεί ως εξής: 

fsurface = .   (2.2-17) ∫
A

T dAN ρ

fbody = .   (2.2-18) ∫
V

T dVN ρ

όπου ρ είναι η πίεση. 
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2.3 Tρισδιάστατη µοντελοποίηση 

 

 

 Το απλούστερο επίπεδο συνεχές πεπερασµένο στοιχείο είναι το τριγωνικό. 

Στο χώρο των τριών διαστάσεων το ισοδύναµο στοιχείο είναι το τετράεδρο, το οποίο 

έχει τέσσερις κόµβους στις αντίστοιχες ακµές του. Το πρόβληµα που υπάρχει γενικά 

στην ανάλυση κατασκευών µε πεπερασµένα στοιχεία είναι ο σωστός τρόπος 

αρίθµησης των κόµβων µιας κατασκευής, που διακριτοποιείται σε τέτοια στοιχεία, 

καθώς επηρεάζεται σηµαντικά το υπολογιστικό κόστος της µεθόδου. 

 Είναι επίσης προφανές ότι ο αριθµός των πεπερασµένων στοιχείων που πρέπει 

να χρησιµοποιηθούν για να επιτευχθεί ένας ικανοποιητικός βαθµός ακρίβειας πρέπει 

να είναι αρκετά µεγάλος. Αυτό έχει όµως σαν αποτέλεσµα, σε ένα πρακτικό 

πρόβληµα, τη δηµιουργία υπερβολικού αριθµού αλγεβρικών εξισώσεων, οι οποίες 

µπορούν στην πράξη να οδηγήσουν σε µεγάλο περιορισµό της χρησιµότητας της 

µεθόδου. Περαιτέρω αύξηση του αριθµού των εξισώσεων έχει σαν αποτέλεσµα την 

αύξηση των απαιτήσεων σε µνήµη και χρόνο του ηλεκτρονικού υπολογιστή. 

 Για να γίνει κατανοητό το µέγεθος του προβλήµατος που προκύπτει ας 

υποτεθεί ότι η ακρίβεια των τριγώνων στη δισδιάστατη ανάλυση είναι συγκρίσιµη µε 

αυτή των τετράεδρων στις τρεις διαστάσεις. Εάν µια επαρκής ανάλυση τάσης µιας 

τετραγωνικής, δισδιάστατης περιοχής απαιτεί ένα πλέγµα µε 20x20=400 κόµβους, ο 

συνολικός αριθµός αλγεβρικών εξισώσεων είναι γύρω στις 800, δεδοµένου ότι ο κάθε 

κόµβος έχει δύο βαθµούς ελευθερίας. Μια ισοδύναµη ανάλυση στον χώρο των τριών 

διαστάσεων, είναι αυτή ενός κύβου µε 20x20x20=8000 κόµβους. Ο συνολικός 

αριθµός των εξισώσεων είναι τώρα 24000 καθώς κάθε κόµβος έχει τώρα τρεις 

βαθµούς ελευθερίας.  

 ∆εδοµένου ότι µε τις συνηθισµένες άµεσες τεχνικές επίλυσης, η προσπάθεια 

υπολογισµού είναι κατά προσέγγιση ανάλογη προς τον αριθµό των εξισώσεων και 

ανάλογη προς το τετράγωνο του εύρους του πίνακα του συστήµατος, µπορεί να 

εκτιµηθεί και το κόστος. ∆εν αποτελούν έκπληξη εποµένως οι προσπάθειες που 

γίνονται στο χώρο της τρισδιάστατης ανάλυσης, για να βελτιωθεί η ακρίβεια της 

λύσης, µέσω της χρησιµοποίησης σύνθετων στοιχείων µε περισσότερους βαθµούς 

ελευθερίας (Στεφανουδάκης, 2004). 
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2.4 Ανάλυση επαφής 

 

 

2.4.1 Γενικά 

 

 Η προσοµοίωση πολλών φυσικών προβληµάτων απαιτεί την ικανότητα 

µοντελοποίησης του φαινοµένου της επαφής. Αυτό περιλαµβάνει µεταξύ άλλων, την 

ανάλυση ανοχών συναρµολόγησης, την ανάλυση ελαστικών και την ανάλυση 

διαφόρων κατασκευαστικών διαδικασιών όπως η σφυρηλασία, η ολκή και άλλων. Η 

ανάλυση της συµπεριφοράς της επαφής είναι πολύπλοκη, εξαιτίας της ανάγκης για 

ακριβή παρακολούθηση της κίνησης πολλαπλών γεωµετρικών σωµάτων και της 

κίνησης που προκύπτει από την αλληλεπίδρασή τους µετά την εµφάνιση της επαφής. 

Αυτό περιλαµβάνει την απεικόνιση της τριβής που αναπτύσσεται µεταξύ επιφανειών 

και τη µετάδοση θερµότητας µεταξύ σωµάτων, όταν είναι απαραίτητο. Ο αριθµητικός 

στόχος είναι να ανιχνευθεί η κίνηση των σωµάτων, να εφαρµοσθεί περιορισµός µη – 

διείσδυσης και να εφαρµοστούν κατάλληλες συνοριακές συνθήκες για την 

προσοµοίωση της τριβικής συµπεριφοράς και της µετάδοσης θερµότητας. ∆ιάφορες 

διαδικασίες έχουν αναπτυχθεί για την επίλυση αυτών των προβληµάτων, όπως οι 

λαγκρανζιανές µέθοδοι, οι µέθοδοι ποινής, οι ευθείς περιορισµοί και άλλες. 

Επιπροσθέτως, η προσοµοίωση επαφής συχνά απαιτεί τη χρήση ειδικών στοιχείων 

ανοχής. Στην συνέχεια παρουσιάζονται τα κυριότερα µέρη της ανάλυσης επαφής 

(MARC Analysis Research Corporation, 1998). 

 

 

2.4.2 Αριθµητικές µέθοδοι στην ανάλυση επαφής 

 

Πολλαπλασιαστές Lagrange 

 Στην ανάλυση επαφής, ουσιαστικά λύνεται ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης 

υπό περιορισµόν, ο οποίος είναι ο περιορισµός µη διείσδυσης. Η τεχνική των 

πολλαπλασιαστών Lagrange είναι η πιο κοµψή διαδικασία για την εφαρµογή 
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µαθηµατικών περιορισµών σε ένα σύστηµα. Χρησιµοποιώντας αυτή τη µέθοδο, αν οι 

περιορισµοί γραφούν µε ακρίβεια, δεν θα προκύψει διείσδυση. ∆υστυχώς οι 

πολλαπλασιαστές Lagrange οδηγούν σε υπολογιστικές δυσκολίες, διότι η εφαρµογή 

τους έχει ως αποτέλεσµα τη δηµιουργία ενός µη – θετικά ορισµένου συστήµατος. 

Αυτό απαιτεί πρόσθετες λειτουργίες  για την εξασφάλιση µιας ακριβούς και σταθερής 

λύσης, µε αποτέλεσµα την αύξηση του υπολογιστικού κόστους. Άλλο ένα πρόβληµα 

µε αυτή τη µέθοδο είναι ότι δεν υπάρχει µάζα στο βαθµό ελευθερίας του 

πολλαπλασιαστή Lagrange. Αυτό οδηγεί στη δηµιουργία ενός γενικού πίνακα µάζας ο 

οποίος δεν είναι δυνατόν να αντιστραφεί. Αυτό οδηγεί στην ανικανότητα της µεθόδου 

να εφαρµοστεί σε δυναµικά προβλήµατα. 

 

Μέθοδοι ποινής 

 Η µέθοδος ποινής είναι µία εναλλακτική διαδικασία για την εφαρµογή των 

περιορισµών της επαφής. Περιορίζει την κίνηση των σωµάτων εφαρµόζοντας µια 

ποινή στο µέγεθος της διείσδυσης που προκύπτει µεταξύ τους. Η προσέγγιση της 

ποινής µπορεί να θεωρηθεί ως ανάλογη ενός µη γραµµικού ελατηρίου µεταξύ των 

σωµάτων. Η µέθοδος αυτή είναι σχετικά εύκολο να εφαρµοστεί και χρησιµοποιείται 

ευρέως στην ανάλυση δυναµικών προβληµάτων, αν και µπορεί να οδηγήσει σε ένα 

πολύ δύσκαµπτο πίνακα όταν πρόκειται για επαφή µεταξύ µη παραµορφώσιµων 

σωµάτων. 

 

Υβριδικές και ανάµεικτες µέθοδοι 

 Στην υβριδική µέθοδο το στοιχείο επαφής προέρχεται από µια συνδυασµένη 

ενεργειακή αρχή µέσω της εφαρµογής της συνέχειας της επιφάνειας επαφής ως 

περιορισµού και θεωρώντας της δυνάµεις της επαφής ως πρόσθετα στοιχεία. Οι 

ανάµεικτες µέθοδοι χρησιµοποιούνται για την υπερπήδηση των δυσκολιών της 

µεθόδου Lagrange. 

 

Ευθείς περιορισµοί 

  Άλλη µία µέθοδος για την επίλυση του προβλήµατος της επαφής είναι η 

µέθοδος των ευθέων περιορισµών.  Σε αυτή τη διαδικασία, παρακολουθείται η 
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κίνηση των σωµάτων και µόλις προκύψει επαφή, εφαρµόζονται ευθείς περιορισµοί 

στην κίνηση µέσω των συνοριακών συνθηκών – τόσο κινηµατικοί περιορισµοί στους 

µετασχηµατισµένους βαθµούς ελευθερίας, όσο και στις κοµβικές δυνάµεις. Αυτή η 

µέθοδος µπορεί να είναι πολύ ακριβής εάν το πρόγραµµα µπορεί να προβλέψει πότε 

ακριβώς θα προκύψει η επαφή και δεν χρειάζεται ειδικά στοιχεία ανοχής.  

 

 

2.4.3 Ορισµός των προς επαφή σωµάτων 

 

 Υπάρχουν δύο είδη σωµάτων στην ανάλυση επαφής – παραµορφώσιµα και µη 

παραµορφώσιµα. Όπως φαίνεται και στο Σχήµα 2.4.3.1 τα παραµορφώσιµα σώµατα 

αποτελούνται από ένα σύνολο πεπερασµένων στοιχείων. 

 

 

Σχήµα 2.4.3.1: Παραµορφώσιµο σώµα (MARC Analysis Research Corporation, 1998). 

 

Αυτό το σώµα έχει τρία σηµεία κλειδιά: 

 

1. Τα πεπερασµένα στοιχεία από τα οποία αποτελείται. 

2. Τους κόµβους που βρίσκονται στην εξωτερική του επιφάνεια και µπορούν να 

έρθουν σε επαφή µε άλλα σώµατα ή µε το ίδιο. Αυτοί οι κόµβοι θεωρούνται 

εν δυνάµει κόµβοι επαφής. 

3. Τις ακµές (2D) ή τις έδρες (3D) που περιγράφουν την εξωτερική του 

επιφάνεια µε την οποία ένας κόµβος ή ένα άλλο σώµα µπορεί να έρθει σε 

επαφή. Αυτές οι ακµές / έδρες θεωρούνται εν δυνάµει τοµείς επαφής. 
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 Είναι σηµαντικό ότι αυτό το σώµα µπορεί να είναι πολλαπλώς ενωµένο (δηλ. 

να περιέχει οπές). Είναι ακόµη δυνατόν να αποτελείται τόσο από τριγωνικά 

πεπερασµένα στοιχεία, όσο και από τετράπλευρα, αν είναι δισδιάστατο και από 

τετράεδρα και εξάεδρα πεπερασµένα στοιχεία αν είναι τρισδιάστατο. Ακόµη είναι 

διαθέσιµα για ανάλυση επαφής, στοιχεία ράβδοι και στοιχεία κελύφη.  

 Τα µη παραµορφώσιµα σώµατα αποτελούνται από γραµµές όταν είναι 

δισδιάστατα και από επιφάνειες όταν είναι τρισδιάστατα. Μπορούν ακόµη να 

αποτελούνται από ειδικά, «θερµικά» πεπερασµένα στοιχεία όταν πρόκειται για 

θερµό-µηχανική ανάλυση. Το πιο σηµαντικό σηµείο των µη παραµορφώσιµων 

σωµάτων είναι αυτό που δηλώνει και το όνοµά τους, ότι δηλαδή δεν 

παραµορφώνονται. Τα µη παραµορφώσιµα σώµατα µπορούν να έρθουν σε επαφή µε 

παραµορφώσιµα σώµατα, αλλά δεν µπορούν να έρθουν σε επαφή µε άλλα µη 

παραµορφώσιµα σώµατα. Μπορούν να δηµιουργηθούν µε τη βοήθεια κάποιου 

συστήµατος CAD και να περάσουν στο MSC.MARC 2003  µέσα από το σχεδιαστικό 

κοµµάτι του λογισµικού συστήµατος, το Mentat, ή να δηµιουργηθούν απευθείας 

χρησιµοποιώντας το Mentat. Υπάρχουν διάφοροι τύποι γραµµών και επιφανειών που 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν όπως φαίνεται και στο Σχήµα 2.4.3.2. 

 
2D 3D 

line 4-node patch 

circular arc ruled surface 

spline surface of revolution 

NURB Bezier 

 poly-surface 

 cylinder 

 sphere 

 NURB 

 trimmed NURB 

  

Σχήµα 2.4.3.2: ∆ιάφορα είδη γραµµών και επιφανειών για τη δηµιουργία µη παραµορφώσιµων 

σωµάτων. 
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Όλες αυτές οι γεωµετρικές οντότητες µπορούν να προσεγγισθούν µε δύο τρόπους, 

είτε τµηµατικά είτε αναλυτικά. Όταν θεωρούνται τµηµατικά, διαιρούνται σε 

ευθύγραµµα τµήµατα – οι γραµµές – και σε επίπεδα οι επιφάνειες. Ελέγχοντας την 

πυκνότητα της διαίρεσης µπορεί να ρυθµιστεί η ακρίβεια αυτής της προσέγγισης. 

Όταν προσεγγίζονται αναλυτικά βελτιώνεται η ακρίβεια της αναπαράστασης. Άλλο 

ένα σηµαντικό σηµείο κατά τον καθορισµό της γεωµετρίας των µη παραµορφώσιµων 

σωµάτων είναι ο ορισµός της εσωτερικής και της εξωτερικής τους πλευράς. Αυτό 

γίνεται χρησιµοποιώντας τον κανόνα του δεξιού χεριού καθώς ακολουθείται µια 

γραµµή στις δύο διαστάσεις και καθώς ακολουθείται ένα κοµµάτι επιφανείας στις 

τρεις διαστάσεις. 

 

 

Σχήµα Σχήµα 2.4.3.3: Προσανατολισµός τοµέων µη παραµορφώσιµων σωµάτων (MARC 

Analysis Research Corporation, 1998). 

 

 

2.4.4 Κίνηση των προς επαφή σωµάτων 

 

 Η κίνηση των παραµορφώσιµων σωµάτων καθορίζεται συµβατικά από την 

εφαρµογή µετακινήσεων, δυνάµεων και κατανεµηµένων φορτίων σε αυτά. Είναι 

προτιµότερο να µην εφαρµόζονται µετακινήσεις ή σηµειακά φορτία σε κόµβους οι 

οποίοι µπορεί να έλθουν σε επαφή µε άλλα µη παραµορφώσιµα σώµατα. Αν είναι 

απαραίτητος ο καθορισµός µιας µετακίνησης είναι καλύτερο να δηµιουργηθεί ένα νέο 

µη παραµορφώσιµο σώµα και να εφαρµοστεί η κίνηση σε αυτό. Οι επιφάνειες 

συµµετρίας αντιµετωπίζονται σαν να είναι ειδικά σώµατα τα οποία έχουν την 

ιδιότητα να µην εµφανίζουν τριβή και οι κόµβοι τους να µην διαχωρίζονται. 
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 Υπάρχουν τρεις τρόποι να καθοριστεί η κίνηση µη παραµορφώσιµων 

επιφανειών: 

- Καθορισµένη ταχύτητα. 

- Καθορισµένη θέση. 

- Καθορισµένο φορτίο. 

 Σχετιζόµενο µε ένα µη παραµορφώσιµο σώµα, είναι ένα σηµείο το οποίο 

ονοµάζεται κέντρο περιστροφής (centroid). Όταν επιλέγεται µια από τις δύο πρώτες 

µεθόδους, καθορίζεται η µεταφορική κίνηση και η περιστροφική κίνηση αυτού του 

σηµείου, γύρω από έναν άξονα ο οποίος περνάει από αυτό το σηµείο (βλ. Σχήµα 

2.4.4.1). Η διεύθυνση του άξονα αυτού, µπορεί να καθοριστεί για τρισδιάστατα 

προβλήµατα, ενώ για προβλήµατα στις δύο διαστάσεις ο άξονας περιστροφής είναι 

µια γραµµή παράλληλη µε το επίπεδο. Όταν χρησιµοποιούνται µη παραµορφώσιµα 

σώµατα, ελεγχόµενα από φορτία, ένας πρόσθετος κόµβος σχετίζεται µε κάθε µη 

παραµορφώσιµο σώµα (βλ. Σχήµα 2.4.4.2). Έτσι το φορτίο µεταφέρεται στους 

κόµβους που έρχονται σε επαφή µε την µη παραµορφώσιµη επιφάνεια. 

 

 

 

 

Σχήµα 2.4.4.1: Μη παραµορφώσιµη επιφάνεια ελεγχόµενη από ταχύτητα (MARC Analysis 

Research Corporation, 1998). 
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Σχήµα 2.4.4.2: Μη παραµορφώσιµη επιφάνεια ελεγχόµενη από φορτίο (MARC Analysis 

Research Corporation, 1998). 

 

 

 

2.4.5 Ανίχνευση της επαφής 

 

 Κατά τη βηµατική διαδικασία επίλυσης, κάθε προς επαφή κόµβος, ελέγχεται 

αρχικά για να διαπιστωθεί αν βρίσκεται κοντά σε έναν τοµέα επαφής. Οι τοµείς 

επαφής είναι είτε ακµές άλλων δισδιάστατων παραµορφώσιµων σωµάτων, είτε έδρες 

άλλων τρισδιάστατων σωµάτων, είτε τοµείς µη παραµορφώσιµων σωµάτων. Εξ 

ορισµού κάθε κόµβος, θα µπορούσε να έρθει σε επαφή µε οποιονδήποτε άλλον τοµέα, 

περιλαµβανοµένων και τοµέων που ανήκουν στο ίδιο σώµα µε τον κόµβο. Αυτό 

επιτρέπει σε ένα σώµα να έρθει σε επαφή µε τον εαυτό του. Για την απλοποίηση των 

υπολογισµών µπορεί να χρησιµοποιηθεί η επιλογή του πίνακα επαφής, για να 

καθοριστεί αν ένα συγκεκριµένο σώµα µπορεί ή όχι να έρθει σε επαφή µε τον εαυτό 

του.  

- 40 - 



 Εξαιτίας της πιθανής ύπαρξης µεγάλου αριθµού κόµβων και τοµέων, έχουν 

αναπτυχθεί επαρκείς αλγόριθµοι για την επίλυση αυτών των διαδικασιών. Ένας 

αλγόριθµος περικλείοντος κουτιού χρησιµοποιείται, για να ξεκαθαριστεί γρήγορα αν 

ένας κόµβος βρίσκεται κοντά σε έναν τοµέα επαφής. Αν ο κόµβος περάσει µέσα στο 

κουτί, τότε χρησιµοποιούνται πιο ενδελεχείς τεχνικές για τον καθορισµό της ακριβούς 

κατάστασης του κόµβου. 

 Κατά τη διαδικασία της επαφής, ένας κόµβος είναι σχετικά δύσκολο να έρθει 

ακριβώς σε επαφή µε µια επιφάνεια. Γι’ αυτό το λόγο µια ανοχή επαφής σχετίζεται µε 

κάθε επιφάνεια (βλ. Σχήµα 2.4.5.1). 

 

 

Σχήµα 2.4.5.1: Ανοχή επαφής (MARC Analysis Research Corporation, 1998). 

 

Αν ένας κόµβος βρεθεί µέσα στην ανοχή επαφής, τότε θεωρείται ότι έρχεται σε 

επαφή µε τον συγκεκριµένο τοµέα. Η ανοχή επαφής υπολογίζεται από το πρόγραµµα, 

ως µικρότερη από το 5% της πλευράς του µικρότερου πεπερασµένου στοιχείου. Είναι 

ακόµη δυνατόν να καθοριστεί κατά βούληση η ανοχή επαφής από τον χρήστη του 

προγράµµατος. Κατά τη διάρκεια ενός βήµατος επίλυσης, αν ένας κόµβος Α κινηθεί 

από το Α(t)  στο Α(trial) (t + ∆t) όπου Α(trial) (t + ∆t) είναι µέσα στην ανοχή επαφής, τότε 

ο κόµβος θεωρείται ότι έχει εισχωρήσει στην επιφάνεια. Σε αυτήν την περίπτωση το 

βήµα είτε διαιρείται σε υπό – βήµατα, είτε µειώνεται σε µέγεθος (βλ. Σχήµα 2.4.5.2). 
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Σχήµα 2.4.5.2: ∆οκιµαστική µετατόπιση µε εισχώρηση (MARC Analysis Research Corporation, 

1998). 

 

 Το µέγεθος της ανοχής επαφής έχει καθοριστική σηµασία για το υπολογιστικό 

κόστος και την ακρίβεια της λύσης. Αν η ανοχή επαφής είναι πολύ µικρή, τότε η 

ανίχνευση της επαφής καθίσταται δύσκολη µε αποτέλεσµα το υψηλότερο 

υπολογιστικό κόστος. Ακόµη, πολλοί κόµβοι, µπορεί να θεωρηθούν ότι εισχωρούν, 

µε αποτέλεσµα να αυξηθεί η διαίρεση των βηµάτων επίλυσης αυξάνοντας το 

υπολογιστικό κόστος. Αν η ανοχή επαφής είναι πολύ µεγάλη, τότε κάποιοι κόµβοι 

θεωρείται ότι έρχονται σε επαφή πρόωρα, µε αποτέλεσµα την απώλεια της ακρίβειας. 

Επιπροσθέτως, κάποιοι κόµβοι µπορεί να «εισχωρήσουν» στην επιφάνεια σε µεγάλο 

βαθµό. 

 

 

2.4.6 Εφαρµογή περιορισµών 

 

 Για την επαφή µεταξύ ενός παραµορφώσιµου σώµατος και µιας µη 

παραµορφώσιµης επιφάνειας, ο περιορισµός που σχετίζεται µε τη µη διείσδυση, 

επιτυγχάνεται µε τη µετατροπή των βαθµών ελευθερίας του προς επαφή κόµβου και 

την εφαρµογή µιας συνοριακής συνθήκης για την κάθετη µετατόπιση. Μπορούµε, 

λοιπόν, να θεωρήσουµε την επίλυση του παρακάτω συστήµατος:  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
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⎡

b

a

b

a
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ˆ
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όπου το  αναπαριστά τους κόµβους σε επαφή, οι οποίοι έχουν τοπική µετατροπή 

και το  αναπαριστά τους κόµβους που δεν εφάπτονται πουθενά και έτσι δεν έχουν 

â

b̂
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υποστεί καµία µετατροπή. Στους  κόµβους που έχουν υποστεί µετατροπή, η 

µετατόπιση στην κάθετη διεύθυνση περιορίζεται έτσι ώστε το nâδ  να είναι ίσο µε τη 

βηµατική, κάθετη µετατόπιση του µη παραµορφώσιµου σώµατος στο σηµείο επαφής 

(βλ. Σχήµα 2.4.6.1).  

 

 

Σχήµα 2.4.6.1: Σύστηµα που έχει υποστεί µετατροπή (2D) (MARC Analysis Research 

Corporation, 1998). 

 

Καθώς ένα µη παραµορφώσιµο σώµα, µπορεί να αναπαρασταθεί σαν µια τµηµατικά 

γραµµική ή σαν µια αναλυτική (NURB) επιφάνεια, χρησιµοποιούνται δύο 

διαδικασίες. Για τµηµατικά γραµµικές αναπαραστάσεις, η κάθετη µετατόπιση είναι 

συνεχής µέχρι ο κόµβος P να συναντήσει µια γωνία µεταξύ δύο τοµέων όπως 

φαίνεται στο Σχήµα 2.4.6.2. Κατά τη διάρκεια της επαναληπτικής διαδικασίας µπορεί 

να προκύψει µία από τις τρεις παρακάτω καταστάσεις. Αν η γωνία α είναι µικρή        

(- αsmooth < α < αsmooth),  τότε ο κόµβος P περνά στον επόµενο τοµέα. Σε αυτή την 

περίπτωση η κάθετη µετατόπιση επαναπροσδιορίζεται µε βάση το νέο τοµέα. Αν η 

γωνία α είναι µεγάλη ( α >  αsmooth ή α < - αsmooth ), τότε ο κόµβος διακόπτει την επαφή 

µε την επιφάνεια αν βρίσκεται στην εξωτερική πλευρά της γωνίας ή κολλάει στην 

επιφάνεια αν βρίσκεται στην εσωτερική πλευρά της γωνίας. Η τιµή της αsmooth είναι 

σηµαντική για τον έλεγχο του υπολογιστικού κόστους. Μια µεγάλη τιµή για την 

αsmooth µειώνει το κόστος, αλλά µπορεί να οδηγήσει σε ανακρίβειες. Η 

προκαθορισµένες τιµές του προγράµµατος είναι 8,625 µοίρες για δισδιάστατη 

ανάλυση και 20 µοίρες για τρισδιάστατη. 
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Σχήµα 2.4.6.2: Γωνιακές συνθήκες για εξωτερική και εσωτερική πλευρά αντίστοιχα (2D) (MARC 

Analysis Research Corporation, 1998). 

 

 

 Στις τρεις διαστάσεις οι γωνιακές συνθήκες είναι περισσότερο πολύπλοκες. 

Ένας κόµβος (P) σε επαφή µε έναν επίπεδο τοµέα Α, γλιστράει ελεύθερα µέχρι να 

συναντήσει την τοµή µεταξύ δύο τοµέων. Αν βρίσκεται στην εσωτερική πλευρά, τότε 

προσπαθεί αρχικά να κινηθεί πάνω στην τοµή, πριν περάσει στον τοµέα Β (βλ. Σχήµα 

2.4.6.3). Αυτή είναι και η φυσική ακολουθία της κίνησης ( προς τη µικρότερη  

ενεργειακή κατάσταση). Αυτές οι γωνιακές συνθήκες ισχύουν και στην περίπτωση 

της ανάλυσης επαφής µεταξύ παραµορφώσιµων σωµάτων. Εξαιτίας του γεγονότος 

ότι τα σώµατα αλλάζουν συνεχώς σχήµα, οι γωνιακές συνθήκες 

επαναπροσδιορίζονται συνεχώς. 

 

 

Σχήµα 2.4.6.3: Γωνιακές συνθήκες για εσωτερική και εξωτερική πλευρά αντίστοιχα (3D) (MARC 

Analysis Research Corporation, 1998). 

 

 

 Όταν ένα µη παραµορφώσιµο σώµα αναπαρίσταται σαν αναλυτική επιφάνεια, 

η κάθετη µετατόπιση επαναπροσδιορίζεται σε κάθε επανάληψη µε βάση τη θέση του 
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κόµβου κάθε στιγµή. Αυτό οδηγεί σε µια ακριβέστερη λύση, αλλά έχει µεγαλύτερο 

υπολογιστικό κόστος εξαιτίας της αναπαράστασης NURB. 

 Όταν ένας κόµβος ενός παραµορφώσιµου σώµατος έρθει σε επαφή µε ένα 

άλλο παραµορφώσιµο σώµα, αυτοµάτως εφαρµόζεται ένας περιορισµός πολλαπλών 

σηµείων. Γνωρίζοντας τις εξωτερικές ακµές (2D) ή τις εξωτερικές πλευρές (3D) των 

άλλων παραµορφώσιµων σωµάτων, σχηµατίζεται ένα σύνολο περιορισµών. Για 

δισδιάστατη ανάλυση περιορίζονται τρεις κόµβοι – δύο από την ακµή και ο 

εφαπτόµενος κόµβος. Στις τρεις διαστάσεις ο αριθµός των περιοριζόµενων κόµβων 

είναι πέντε – τέσσερις από τον επίπεδο τοµέα και ο εφαπτόµενος κόµβος. Η εξίσωση 

των περιορισµών είναι τέτοια ώστε ο εφαπτόµενος κόµβος να µπορεί να γλιστρήσει 

πάνω στον τοµέα υποκείµενος στις εκάστοτε  συνθήκες τριβής. Αυτό οδηγεί σε µια 

µη οµογενή, µη γραµµική εξίσωση περιορισµών. 

 Κατά τη διάρκεια της επαναληπτικής διαδικασίας, ένας κόµβος µπορεί να 

γλιστρήσει από έναν τοµέα σε έναν άλλο, αλλάζοντας κάθε φορά τους κόµβους που 

σχετίζονται µε τον περιορισµό. 

 

 

2.4.7 Μοντελοποίηση της τριβής 

 

 Η τριβή είναι ένα πολύπλοκο φυσικό φαινόµενο που περιλαµβάνει τα 

χαρακτηριστικά της επιφάνειας στην οποία εµφανίζεται όπως την τραχύτητα, τη 

θερµοκρασία, την ορθή τάση και τη σχετική ταχύτητα. Η κατανόηση της φυσικής της 

τριβής συνεχίζει να είναι ένα θέµα για συνεχή επιστηµονική έρευνα. Συνεπώς η 

αριθµητική µοντελοποίηση του φαινοµένου έχει απλοποιηθεί σε δύο ιδανικά µοντέλα. 

 Το πιο δηµοφιλές µοντέλο είναι το µοντέλο τριβής Coulomb. Αυτό το 

µοντέλο χρησιµοποιείται στις περισσότερες εφαρµογές, εκτός από εφαρµογές  

µορφοποίησης όγκου, όπως είναι η σφυρηλασία. Το µοντέλο Coulomb ορίζεται ως: 

tnfr ⋅−≤ µσσ . 

όπου 

 σn είναι η ορθή τάση. 

 σfr είναι η εφαπτοµένη τάση (τάση τριβής). 

 µ είναι ο συντελεστής τριβής. 

 t είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα στην κατεύθυνση της σχετικής ταχύτητας. 
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r

rVt = . 
V

όπου Vr είναι η σχετική ταχύτητα ολίσθησης. 

 µε τις δυνάµεις: Συχνά το µοντέλο Coulomb γράφεται σε σχέση

tff nt ⋅−≤ µ . 

όπου  

ft είναι η εφαπτοµένη δύναµη. 

τα επαφής, δηµιουργούνται ουδέτερες γραµµές. 

υτό σ

µένη κάθετη τάση, η τάση της τριβής έχει συµπεριφορά 

ηµατι

 

 fn είναι η κάθετη αντίδραση. 

 Αρκετά συχνά σε προβλήµα

Α ηµαίνει ότι επάνω σε µια επιφάνεια επαφής, υλικό ρέει προς µια κατεύθυνση 

σε ένα κοµµάτι της επιφάνειας και προς την αντίθετη κατεύθυνση σε ένα άλλο 

κοµµάτι της επιφάνειας. Αυτές οι ουδέτερες γραµµές δεν είναι γνωστές, εκ των 

προτέρων, συνήθως.  

 Για µια δεδο

β κής συνάρτησης µε βάση την τιµή του vr  ή την τιµή του ∆u (βλ. Σχήµα 

2.4.7.1). 

 

 

Σχήµα 2.4.7.1: Το µοντέλο τριβής Coulomb (MARC Analysis Research Corporation, 1998). 

 

υτή η ασυνέχεια στην τιµή του σfr µπορεί να οδηγήσει σε αριθµητικές δυσκολίες˙ 

 

Α

έτσι χρησιµοποιείται ένα διαφοροποιηµένο µοντέλο τριβής Coulomb. 
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t
RVCNST

Vr
nfr ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−≤ arctan2

π
µσσ . 

Στην πραγµατικότητα το RVCNST είναι η τιµή της σχετικής ταχύτητας των δύο 

σωµάτων όταν ολισθαίνουν µεταξύ τους. Η τιµή του RVCNST είναι σηµαντική για 

τον καθορισµό της ακρίβειας του µαθηµατικού µοντέλου όσον αφορά στην 

αναπαράσταση της βηµατικής συνάρτησης. Μεγάλη τιµή του RVCNST συνεπάγεται 

µείωση της τιµής της τριβής που αναπτύσσεται, ενώ µικρή τιµή του RVCNST οδηγεί 

σε δυσκολία της επαναληπτικής µεθόδου να συγκλίνει. Συνίσταται η τιµή του 

RVCNST να είναι µεταξύ του 1% και 10% της πραγµατικής σχετικής ταχύτητας Vr. 

Εξαιτίας αυτής της διαδικασίας οµαλοποίησης, ένας κόµβος που βρίσκεται σε επαφή, 

πάντοτε θα εµφανίζει ένα ποσό ολίσθησης. Εκτός των αριθµητικών λόγων, αυτό το 

µοντέλο «αέναης ολίσθησης» έχει και βάση στη φυσική. Οι Oden  και Pires (1983) 

έδειξαν ότι για τα µέταλλα  υπάρχει µια ελαστο – πλαστική παραµόρφωση σε 

µικροσκοπικό επίπεδο (ονοµαζόµενη «ψυχρή συγκόλληση»), η οποία οδηγεί σε µη 

τοπική, µη γραµµική τριβική συµπεριφορά.   

 Ένας ειδικός τύπος µοντέλου τριβής είναι η επιλογή συγκόλλησης, η οποία 

θεωρεί ότι δεν υφίσταται σχετική, εφαπτοµενική κίνηση µεταξύ των εφαπτόµενων 

σωµάτων. Η συγκολληµένη κίνηση ενεργοποιείται από την επιλογή του πίνακα 

επαφής. Μια συνηθισµένη εφαρµογή επαφής είναι η ένωση δυο διαφορετικών 

πλεγµάτων πεπερασµένων στοιχείων. Σε αυτή την περίπτωση, καθορίζοντας µια 

υπερβολικά µεγάλη δύναµη διαχωρισµού και εφαρµόζοντας την επιλογή της 

συγκόλλησης, γράφονται αυτοµάτως οι εξισώσεις των περιορισµών για τα δύο 

πλέγµατα των πεπερασµένων στοιχείων. 

 

 

2.4.8 Η θερµό – µηχανική ανάλυση 

 

 Η ανάλυση επαφής έχει αρκετές συνέπειες όταν εφαρµόζεται σε µια θερµό – 

µηχανική ανάλυση. Κατά τη διεξαγωγή µιας θερµό – µηχανικής ανάλυσης επαφής 

µεταξύ πολλών παραµορφώσιµων σωµάτων, κάθε σώµα δύναται να παραµορφωθεί 

εξαιτίας µηχανικών ή /και  θερµικών φορτίων, και να άγει θερµότητα. Όταν τα 

σώµατα έρθουν σε επαφή, εµφανίζεται µια ροή θερµότητας µεταξύ των επιφανειών 

επαφής. Συνεπώς είναι απαραίτητο να καθορίσουµε έναν συντελεστή θερµικής 
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αγωγιµότητας ανάµεσα σε αυτές τις επιφάνειες. Αυτό είναι, συνήθως σηµαντικό, 

καθώς είναι δυνατόν ένα θερµό εξάρτηµα να έρθει σε επαφή µε ένα ψυχρό εργαλείο. 

Επιπροσθέτως, αν εµφανίζεται και τριβή, η θερµότητα που παράγεται υπολογίζεται 

σύµφωνα µε την παρακάτω σχέση: 

eqrfr MVfq ⋅⋅= . 

όπου το Meq είναι το µηχανικό ισοδύναµο της θερµότητας. Η θερµότητα που 

παράγεται εξαιτίας της τριβής αποδίδεται ισοµερώς στα δύο εφαπτόµενα σώµατα. Αν 

η µοντελοποίηση που χρησιµοποιείται επιτρέπει σε ένα σώµα να είναι µη 

παραµορφώσιµο υπάρχουν δυο διαθέσιµες επιλογές. Στην πρώτη περίπτωση, το µη 

παραµορφώσιµο σώµα θεωρείται ότι έχει σταθερή θερµοκρασία και υπάρχει ροή 

θερµότητας µεταξύ του µη παραµορφώσιµου και του παραµορφώσιµου σώµατος. Στη 

δεύτερη περίπτωση πρέπει να διεξαχθεί µια ανάλυση µεταφοράς θερµότητας στο µη 

παραµορφώσιµο σώµα. Σε αυτή την περίπτωση το µη παραµορφώσιµο σώµα πρέπει 

να κατασκευαστεί από πεπερασµένα στοιχεία τα οποία πρέπει να επιλεγούν 

καταλλήλως για µεταφορά θερµότητας. Παραµόρφωση δεν εµφανίζεται σε αυτό το 

σώµα, αλλά διεξάγεται ανάλυση µεταφοράς θερµότητας σε αυτό το σώµα. Αυτό είναι 

υπολογιστικά καλύτερο από τη διεξαγωγή µιας θερµό – µηχανικής ανάλυσης όπου 

όλα τα σώµατα θα είναι παραµορφώσιµα. 

 Οι ροές θερµότητας σε όλα τα σύνορα των παραµορφώσιµων σωµάτων. ∆ύο 

συντελεστές ροής εφαρµόζονται σε κάθε σώµα. Ο ένας αντιστοιχεί σε ελεύθερη 

αγωγή θερµότητας στο περιβάλλον όταν το σύνορο είναι ελεύθερο και ο άλλος 

αντιστοιχεί σε αγωγή µέσω επαφής όταν το σύνορο εφάπτεται σε ένα άλλο σώµα. Σε 

αυτές τις περιπτώσεις η ροή της θερµότητας στη διεπιφάνεια επαφής δίδεται από την 

παρακάτω σχέση: 

)( TTDHDq −= . 

όπου  

 Τ είναι η θερµοκρασία της επιφάνειας. 

 HD είναι ο συντελεστής αγωγής θερµότητας ανάµεσα στις δυο επιφάνειες. 

 TD είναι η θερµοκρασία της ίδιας περιοχής επαφής η οποία εξάγεται από την 

αναγωγή των κοµβικών θερµοκρασιών του σώµατος που έρχεται σε επαφή.  

 Όταν ένα παραµορφώσιµο σώµα έρχεται σε επαφή µε ένα µη παραµορφώσιµο 

σώµα, τότε χρησιµοποιούνται οι συντελεστές αγωγής θερµότητας του µη 

παραµορφώσιµου σώµατος. Όταν δυο παραµορφώσιµα σώµατα έρχονται σε επαφή, 
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τότε χρησιµοποιείται η µέση τιµή των συντελεστών αγωγής που έχουν αποδοθεί σε 

κάθε ένα από τα δυο σώµατα. Όπως γίνεται και σε κάθε άλλο θερµό – µηχανικό 

πρόβληµα, η θερµότητα που παράγεται από πλαστική παραµόρφωση µπορεί να 

υπολογισθεί και να εφαρµοστεί ως ροή µεταξύ όγκων. Η θερµότητα που παράγεται 

από την τριβή µπορεί επίσης να υπολογισθεί και να εφαρµοστεί ως ροή µεταξύ 

επιφανειών. 

 

 

 

 

2.5 Επιλογή τύπου πεπερασµένων στοιχείων  

 

 

2.5.1 Γενικά 

 

 Το λογισµικό πρόγραµµα MSC.MARC 2003  επιτρέπει την επαφή σχεδόν µε 

κάθε διαθέσιµο τύπο πεπερασµένου στοιχείου, αλλά η χρήση συγκεκριµένων 

στοιχείων έχει συνέπειες στη διαδικασία της ανάλυσης. Η ανάλυση επαφής µπορεί να 

διεξαχθεί µε όλους τους τύπους των δοµικών, σε σειρά πεπερασµένων στοιχείων, 

εκτός από εκείνα που είναι συµµετρικά εκ περιστροφής µε στρέψη. Η µοντελοποίηση 

της τριβής περιλαµβάνεται σε όλα αυτά τα στοιχεία, εκτός από εκείνα που είναι ηµί – 

άπειρα.  Υψηλότερης τάξης ισοπαραµετρικού σχήµατος  συναρτήσεις  έχουν 

αναγωγικές συναρτήσεις οι οποίες οδηγούν στις ισοδύναµες δυνάµεις που 

εµφανίζονται µεταξύ των γωνιακών και των κεντρικών κόµβων των στοιχείων. 

Καθώς αυτό επηρεάζει καταλυτικά την ανίχνευση της τριβής, αλλά και το 

διαχωρισµό των σωµάτων που ήλθαν σε επαφή, έχει εφαρµοσθεί µια διαδικασία για 

την αποφυγή αυτού του προβλήµατος. Στις εξωτερικές επιφάνειες οι κεντρικοί κόµβοι 

περιορίζονται σε σχέση µε τους γωνιακούς αυτοµάτως. Συνεπώς, αυτό έχει σαν 

αποτέλεσµα την γραµµική µεταβολή της µετατόπισης σε αυτές τις επιφάνειες. Τα 

υπόλοιπα στοιχεία στο εσωτερικό µέρος του σώµατος συµπεριφέρονται µε το 

συµβατικό τρόπο της υψηλότερης τάξης. 
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 Σε αρκετές αναλύσεις µεθόδων κατασκευής, τα χαµηλότερης τάξης 

πεπερασµένα στοιχεία συµπεριφέρονται καλύτερα, εξαιτίας της ικανότητάς τους να 

αναπαριστούν µεγάλες παραµορφώσεις, και άρα συνίστανται για τέτοιου είδους 

εφαρµογές. 

 

 

2.5.2 Τα ισοπαραµετρικά πεπερασµένα στοιχεία 

 

 Η ισοπαραµετρική διατύπωση µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την παραγωγή 

πολλών χρήσιµων στοιχείων (Στεφανουδάκης, 2004). Ο ισοπαραµετρικός τύπος κάνει 

δυνατή τη δηµιουργία στοιχείων τα οποία δεν είναι ορθογώνια αλλά έχουν καµπύλες 

πλευρές. Αυτές οι µορφές των στοιχείων είναι πολύ χρήσιµες για τη διακριτοποίηση 

και την αναπαραγωγή κυρτών επιφανειών. Η οικογένεια των ισοπαραµετρικών 

στοιχείων περιλαµβάνει στοιχεία επίπεδα, στερεά, πλάκες και κελύφη για την επίλυση 

των αντίστοιχων προβληµάτων. 

 Η αρχή στην οποία στηρίζεται η προτεινόµενη µεθοδολογία βασίζεται στη 

θεώρηση κατ’ αρχάς, µιας απεικόνισης ένα προς ένα µεταξύ των καµπυλόγραµµων 

και των καρτεσιανών συντεταγµένων. Έχοντας αυτή την απεικόνιση είναι δυνατόν να 

καταγραφούν σε τοπικά συστήµατα οι συναρτήσεις σχήµατος και στη συνέχεια µε 

κατάλληλους µετασχηµατισµούς να θεµελιωθούν οι ιδιότητες του στοιχείου βάσει 

των καµπυλόγραµµων συντεταγµένων. Όµως για να πάρουµε τις τελικές εξισώσεις 

ισορροπίας του σώµατος θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί η αντίστροφη απεικόνιση, εφ’ 

όσον οι εξισώσεις αυτές αναφέρονται στον καρτεσιανό χώρο. 

 Στον τύπο των ισοπαραµετρικών στοιχείων πρέπει να χρησιµοποιηθούν οι 

τοπικές συντεταγµένες (σύστηµα ξ, η, ζ). Τα διαστήµατα εκφράζονται αρχικά στα 

τοπικά συστήµατα συντεταγµένων και στη συνέχεια καθορίζονται και στο ολικό. Για 

να γίνει αυτή η µετατροπή πρέπει να χρησιµοποιηθεί ο πίνακας J που ονοµάζεται 

«Ιακωβιανός» πίνακας. 

 Για να είναι ένα στοιχείο ισοπαραµετρικό θα πρέπει να ικανοποιεί κάποιες 

συνθήκες. Με τον όρο ισοπαραµετρικό εννοείται «ίδιες παράµετροι», που σηµαίνει 

ότι επειδή οι µετατοπίσεις αλλά και οι συντεταγµένες εξαρτώνται από τον βαθµό των 

κόµβων θα πρέπει οι πίνακες Ν και Ñ να είναι ίδιοι για να είναι ένα στοιχείο 

ισοπαραµετρικό. Οι Ν και Ñ δίνονται από τις παρακάτω εξισώσεις: 
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1. ο βαθµός ελευθερίας του κόµβου {d} καθορίζει τη µετατόπιση [u   v   w] ενός 

σηµείου στο στοιχείο η οποία δίνεται από τον πίνακα [u   v   w]Τ = [Ν] {d}. 

2. οι συντεταγµένες του κόµβου {c} καθορίζουν τις συντεταγµένες [x   y   z] ενός 

σηµείου στο στοιχείου µε τον πίνακα [x   y   z]Τ = [Ñ]{c}. 

Οι πίνακες Ν και Ñ είναι συναρτήσει των ξ, η και ζ. Αν ο Ν είναι µεγαλύτερου 

βαθµού από ότι ο Ñ τότε το στοιχείο ονοµάζεται υποπαραµετρικό, αλλά αν ο Ν είναι 

µικρότερου βαθµού από τον Ñ τότε το στοιχείο λέγεται υπερπαραµετρικό. 

 

 

2.5.3 Το εξαεδρικό ισοπαραµετρικό στοιχείο 

 

 Στο χώρο των τριών διαστάσεων η ισοπαραµετρική διαδικασία µοιάζει αρκετά 

µε αυτή που γίνεται στον δισδιάστατο χώρο. Η γενική διαδικασία που 

χρησιµοποιείται στα ισοπαραµετρικά στοιχεία έχει λίγο να κάνει µε την µορφή του 

συγκεκριµένου στοιχείου. 

 Για τα γεωµετρικά µεγέθη του στοιχείου και του χώρου Φ ενός στερεού 

ισοπαραµετρικού στοιχείου ισχύει: 

x = Σ Ni xi  y = Σ Ni yi  z = Σ Ni zi  Φ = Σ Ni Φi 

όπου το i εξαρτάται από τον αριθµό των κόµβων του στοιχείου. Η εξίσωση µορφής Νi 

είναι συναρτήσει των ισοπαραµετρικών συντεταγµένων ξ, η και ζ. οι επιφάνειες του 

στοιχείου βρίσκονται ξ = ± 1, η = ± 1,και ζ = ± 1. Ο «Ιακωβιανός» πίνακας είναι τρία 

επί τρία και έχει τη µορφή: 
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όπου k είναι οι ιδιότητες του υλικού. Η ορίζουσα του ‘‘Ιακωβιανού’’ πίνακα J = 

det[J] εκφράζει το λόγο των dx, dy, dz ως προς τις dξ, dη και dζ. Γενικά οι [J] και [Β] 

είναι συναρτήσει των ξ, η και ζ. Η σχέση µεταξύ της παραµόρφωσης – µετατόπισης 

δίνεται από την εξίσωση 

{ε} = [Β]{d}. 

όπου το διάνυσµα {d} περιέχει τις µετατοπίσεις των κόµβων του στοιχείου και [Β] 

είναι χωρικό παράγωγο των µεταβλητών του χώρου. 

 

 

 

2.6 Επαναληπτικές µέθοδοι επίλυσης µη γραµµικών 

συστηµάτων 

 

 

2.6.1 Γενικά 

 

 Η διακριτοποίηση και στη συνέχεια η επίλυση συστηµάτων τα οποία 

παρουσιάζουν µη γραµµική συµπεριφορά, απαιτεί την αναπαράστασή τους από ένα 

σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων για το οποίο πρέπει να βρεθεί λύση. Συνήθως η 

επίλυση ενός τέτοιου συστήµατος είναι αδύνατον να γίνει µε αναλυτικό τρόπο, γι’ 

αυτό και έχουν προταθεί διάφορες επαναληπτικές, αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης, οι 

οποίες έχουν την ικανότητα να συγκλίνουν σε µια αποδεκτή προσέγγιση της λύσης. 

 

 

2.6.2 Η µέθοδος Newton – Raphson 

 

 H βάση της µεθόδου Newton – Raphson στην ανάλυση δοµικών 

προβληµάτων, είναι ότι πρέπει να ικανοποιείται η ισορροπία του συστήµατος. Αρχικά 

θεωρούµε τις παρακάτω εξισώσεις: 

)()( uRFuuK −=δ .  (2.6.2-1) 
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όπου το u είναι το διάνυσµα της κοµβικής µετατόπισης, το F είναι το διάνυσµα του 

εξωτερικού, κοµβικού φορτίου, το R είναι το διάνυσµα της εσωτερικής, κοµβικής 

αντίδρασης σε αυτό το φορτίο και το K αναπαριστά τον εφαπτόµενο πίνακα 

ακαµψίας. Το διάνυσµα της εσωτερικής κοµβικής αντίδρασης προκύπτει από τις 

εσωτερικές τάσεις ως εξής: 

∑∫=
elemV

T dvR σβ .  (2.6.2-2) 

Σε αυτό το σύστηµα εξισώσεων το R και το K είναι συναρτήσει του u. Σε πολλές 

περιπτώσεις, και το F είναι συναρτήσει του u. Η µορφή των εξισώσεων επιτρέπει την 

επίλυσή τους µε τη µέθοδο Newton – Raphson.  

 Θεωρώντας ότι η τελευταία προσέγγιση είναι η δui, όπου ο εκθέτης ( i ) είναι ο 

αύξων αριθµός της επανάληψης, η εξίσωση (2.6.2-1) µπορεί να γραφεί ως εξής: 

)()( 1
1

1
1

−
+

−
+ −= i

n
i
n uRFuuK δ .  (2.6.2-3) 

Αυτή η εξίσωση λύνεται ως προς δu iκαι η επόµενη λύση προκύπτει από: 
iii uuu δ+∆=∆ −1  και .  (2.6.2-4) ii

n
i
n uuu δ+= −

++
1
11

Η επίλυση αυτής της εξίσωσης ολοκληρώνει µια επανάληψη και η διαδικασία µπορεί 

να επαναληφθεί. Ο δείκτης n εννοεί τον αύξοντα αριθµό του βήµατος και 

παρουσιάζει την κατάσταση t = n. 

 Η µέθοδος Newton – Raphson είναι η προεπιλεγµένη µέθοδος που 

χρησιµοποιεί το MSC.MARC 2003  για την επίλυση µη γραµµικών προβληµάτων. 

Παρουσιάζει καλά αποτελέσµατα για τα περισσότερα προβλήµατα (βλ. Σχήµα 

2.6.2.1), αλλά έχει υψηλό υπολογιστικό κόστος για πολύπλοκες τρισδιάστατες 

αναλύσεις. 
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Σχήµα 2.6.2.1: Η πορεία σύγκλισης της µεθόδου Newton – Raphson (MARC Analysis Research 

Corporation, 1998). 

2.6.3 Η τροποποιηµένη µέθοδος Newton – Raphson 

 

 Η τροποποιηµένη µέθοδος Newton – Raphson µοιάζει µε την ολοκληρωµένη 

µέθοδο Newton – Raphson, µε τη διαφορά ότι δεν δηµιουργεί από την αρχή τον 

πίνακα ακαµψίας σε κάθε επανάληψη. 

)()( 10 −−= ii uRFuuK δ . 

Η διαδικασία έχει µικρό υπολογιστικό κόστος, διότι ο εφαπτόµενος πίνακας 

ακαµψίας δηµιουργείται και αποσυντίθεται µια φορά στην αρχή. Από εκεί κι ύστερα, 

κάθε επανάληψη απαιτεί τη δηµιουργία της δεξιάς πλευράς της εξίσωσης µόνο, και 

µια απλή προς τα πίσω αντικατάσταση στη διαδικασία της επίλυσης. Η σύγκλιση 

όµως, είναι γραµµική και υπάρχει πιθανότητα να χρειαστούν πολλές επαναλήψεις ή 

και να µην συγκλίνει η µέθοδος τελικά. 
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Σχήµα 2.6.3.1: Η σύγκλιση της τροποποιηµένης µεθόδου Newton – Raphson (MARC Analysis 

Research Corporation, 1998). 

 

 Αν προκύψει µη γραµµική συµπεριφορά εξαιτίας επαφής ή εξαιτίας του 

υλικού που µελετάται, δεν είναι δυνατόν να αποφευχθεί η δηµιουργία του πίνακα 

ακαµψίας ξανά. Συνεπώς η µέθοδος έχει αποτέλεσµα σε µεγάλης κλίµακας, αλλά 

ελαφράς µη γραµµικότητας προβλήµατα. Όταν καλείται ο επαναληπτικός αλγόριθµος 

επίλυσης, δεν είναι δυνατή η απλή, προς τα πίσω αντικατάσταση, καθιστώντας τη 

µέθοδο αναποτελεσµατική. Σε αυτές τις περιπτώσεις θα πρέπει να χρησιµοποιείται η 

ολοκληρωµένη µέθοδος Newton – Raphson. 
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Κεφάλαιο 3: Η µοντελοποίηση του προβλήµατος 

 

3.1 Γενικά 

 

 Η µελέτη των πολύπλοκων θερµικών και µηχανικών φαινοµένων που 

προκύπτουν κατά τη διαδικασία της πέδησης, µέσω της τριβής, έχει γίνει αντικείµενο 

πολυάριθµων ερευνών τόσο σε πανεπιστηµιακό όσο και σε βιοµηχανικό επίπεδο. Η 

συµπεριφορά των τριβόµενων επιφανειών, η µεταφορά της θερµότητας, η αντοχή των 

υλικών στη θερµική καταπόνηση είναι µερικά από τα πολλά σηµεία, στα οποία έχει 

εστιαστεί η επιστηµονική έρευνα.  

 Η παρούσα εργασία έχει ως σκοπό, τη µελέτη ενός τυπικού συστήµατος, ενός 

κεραµικού δίσκου – δύο κεραµικών τακακιών µιας µοτοσυκλέτας, κατά τη διάρκεια 

της πέδησης. Όσον αφορά στη µοντελοποίηση του προβλήµατος, έγινε µεγάλη 

προσπάθεια για την κατά το δυνατό, πιο ρεαλιστική αναπαράσταση του συστήµατος, 

ούτως ώστε τα αποτελέσµατα να προσεγγίσουν την πραγµατικότητα. 

 

 

 

3.2 Η µοντελοποίηση των σωµάτων 

 

 Η µελέτη του προβλήµατος πραγµατοποιήθηκε µε τη µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων και για την υλοποίησή της χρησιµοποιήθηκε το λογισµικό 

πακέτο ηλεκτρονικού υπολογιστή MSC.MARC 2003 της εταιρίας Marc Analysis 

Research Corporation. Το Mentat είναι το κοµµάτι του λογισµικού που 

χρησιµοποιείται για τη µοντελοποίηση του προβλήµατος, ενώ το Marc είναι που 

αναλαµβάνει την επίλυσή του, µέσω των επαναληπτικών αλγορίθµων επίλυσης που 

διαθέτει. 
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3.2.1 Η µοντελοποίηση του δίσκου 

 Για τη µοντελοποίηση του δίσκου, ως πρότυπο χρησιµοποιήθηκε ο ένας από 

τους δύο εµπρός δίσκους µιας αγωνιστικής µοτοσυκλέτας, του παγκοσµίου 

πρωταθλήµατος ταχύτητας (βλ. Σχήµα 3.2.1.1). 

 

 

Σχήµα 3.2.1.1: Τυπικό εµπρός σύστηµα πέδησης αγωνιστικής µοτοσυκλέτας (www.moto-

live.com). 

 

 Η διαδικασία της δηµιουργίας του δίσκου στο περιβάλλον εργασίας του 

Mentat, άρχισε από το σχεδιασµό των ακµών που ορίζουν την περιφέρειά του, την 

εσωτερική του διαµόρφωση και τις οπές εφαρµογής των ήλων έδρασης όπως φαίνεται 

στο Σχήµα 3.2.1.2.  

 

 

Σχήµα 3.2.1.2: Αρχικό στάδιο σχεδιασµού του δίσκου. 
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 Στη συνέχεια, µε τη χρησιµοποίηση της εντολής Automesh έγινε ο χωρισµός 

σε πεπερασµένα στοιχεία. Η διαδικασία που ακολουθήθηκε έχει ως εξής. Αφού 

σχεδιάστηκαν όλες οι ακµές που ορίζουν τη γεωµετρία του δίσκου, από το µενού 

Automesh έγινε η επιλογή 2D Planar Meshing (βλ. Σχήµα 3.2.1.3). Σε αυτή την 

επιλογή είναι δυνατόν να δηµιουργηθεί αυτοµάτως ένα σύνολο δισδιάστατων 

πεπερασµένων στοιχείων, το οποίο θα ορίζεται από ένα σύνολο ακµών, το οποίο θα 

ορίζει µια – απαραιτήτως – κλειστή γεωµετρία. H πυκνότητα του πλέγµατος των 

πεπερασµένων στοιχείων ορίζεται από το χρήστη και είναι πολύ σηµαντική 

παράµετρος όσον αφορά στην ακρίβεια της µεθόδου.  

 

 

Σχήµα 3.2.1.3: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας της επιλογής Αutomesh. 

 

 Η επιλογή της αυτόµατης δηµιουργίας του πλέγµατος των πεπερασµένων 

στοιχείων δεν έγινε τυχαία. Ήταν απαραίτητη λόγω της πολύπλοκης γεωµετρίας της 

εσωτερικής διαµόρφωσης του δίσκου, η οποία κατέστησε αδύνατο το διαχωρισµό του 

σε πεπερασµένα στοιχεία µε άλλο τρόπο. Στο  Σχήµα 3.2.1.4 παρουσιάζεται µια 

διαστασιολογηµένη τοµή εξήντα µοιρών του δίσκου, η οποία είναι συµµετρική εκ 

περιστροφής. 
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Σχήµα 3.2.1.4: ∆ιαστασιολόγηση µιας συµµετρικής εκ περιστροφής, τοµής του δίσκου. 

 

 Στη συνέχεια, για να γίνει το πέρασµα από τις δύο διαστάσεις στις τρεις, 

χρησιµοποιήθηκε η εντολή Expand, η χρήση της οποίας έχει σαν αποτέλεσµα τη 

µετατροπή ενός συνόλου δισδιάστατων πεπερασµένων στοιχείων, σε τρισδιάστατα µε 

τη πρόσθεση όγκου στον z άξονα. Το πάχος στον z άξονα ορίσθηκε να είναι 6mm. Το 

αποτέλεσµα των παραπάνω ενεργειών, ήταν η δηµιουργία µιας γεωµετρίας δίσκου 

πολύ κοντά στην πραγµατικότητα, αποτελούµενης από τρισδιάστατα, εξαεδρικά, 

πεπερασµένα στοιχεία οκτώ κόµβων (βλ. Σχήµα 3.2.1.5). 

 

 

Σχήµα 3.2.1.5: Όψη τριών τετάρτων του µοντέλου του δίσκου. 
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3.2.2 Η µοντελοποίηση των τακακιών 

 Για τη µοντελοποίηση των τακακιών ακολουθήθηκε διαφορετική διαδικασία. 

Αρχικά σχεδιάστηκαν οι δύο χορδές που ορίζουν την εξωτερική και την εσωτερική 

περιφέρεια του τακακιού όπως φαίνεται και στο Σχήµα 3.2.2.1. Στη συνέχεια 

ορίσθηκε από της δύο αυτές χορδές, µια επίπεδη επιφάνεια, η οποία µε την εντολή 

Convert µετετράπη σε ένα σύνολο δισδιάστατων πεπερασµένων στοιχείων. Και πάλι 

η πυκνότητα της διακριτοποίησης ορίζεται από το χρήστη. Η παραπάνω διαδικασία 

είναι η πιο συνηθισµένη όταν πρόκειται να διακριτοποιηθεί µια σχετικά απλή επίπεδη 

γεωµετρία.  

 

 

Σχήµα 3.2.2.1: ∆ιαστασιολόγηση του τακακιού. 

 

   Για το πέρασµα στις τρεις διαστάσεις και πάλι χρησιµοποιήθηκε η εντολή 

Expand για την πρόσθεση όγκου στον άξονα z. Το πάχος του τακακιού ορίσθηκε στα 

5mm. Το αποτέλεσµα των παραπάνω ενεργειών παρουσιάζεται στο Σχήµα 3.2.2.2. 

 

  

Σχήµα 3.2.2.2: Κάτοψη και τριών τετάρτων όψη του µοντέλου του τακακιού. 
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Ακόµη, όπως φαίνεται στο ίδιο σχήµα, το τακάκι αποτελείται κι αυτό από 

τρισδιάστατα, εξαεδρικά, πεπερασµένα στοιχεία οκτώ κόµβων. 

 Για τη δηµιουργία του δεύτερου τακακιού χρησιµοποιήθηκε η εντολή 

Duplicate, η οποία προσφέρει τη δυνατότητα αναπαραγωγής του συνόλου των 

επιλεγµένων πεπερασµένων στοιχείων σε κάποια άλλη θέση του χώρου. 

 

 

3.2.3 Η µοντελοποίηση των ήλων έδρασης 

 Για τη δηµιουργία των ήλων έδρασης σχεδιάστηκε µια κυκλική γραµµή 

εφαπτοµένη σε µία από τις οπές του δίσκου. Στη συνέχεια µε την εντολή Duplicate, 

αυτή η γραµµή αναπαρήχθη στην άλλη άκρη της ίδιας οπής του δίσκου. Από τις δύο 

αυτές γραµµές ορίσθηκε µία κυλινδρική επιφάνεια. Τέλος, µε την εντολή Duplicate, 

αυτή η επιφάνεια αναπαρήχθη πέντε φορές, ούτως ώστε να δηµιουργηθούν, τελικά, 

έξι επιφάνειες, εφαπτόµενες ακριβώς στις αντίστοιχες οπές του δίσκου. Στο Σχήµα 

3.2.3.1 παρουσιάζεται το αποτέλεσµα των παραπάνω ενεργειών. 

 

 

Σχήµα 3.2.3.1: Όψη τριών τετάρτων των ήλων έδρασης. 

 

 Ανακεφαλαιώνοντας, το προς µελέτη σύστηµα αποτελείται από εννέα 

σώµατα. Τρία σώµατα που αναπαρίστανται από πεπερασµένα στοιχεία και έξι 

σώµατα που αναπαρίστανται από κυλινδρικές επιφάνειες. Ο δίσκος αποτελείται από 

3092 ισοπαραµετρικά, εξαεδρικά, πεπερασµένα στοιχεία, ενώ το κάθε τακάκι 

αποτελείται από 800 ισοπαραµετρικά, εξαεδρικά, πεπερασµένα στοιχεία. Συνολικά η 

- 61 - 



ανάλυση περιλαµβάνει 10300 κόµβους. Τέλος, για τη βελτιστοποίηση της 

διαδικασίας επίλυσης, όταν τελειώσει η µοντελοποίηση των σωµάτων, είναι 

απαραίτητη η εκτέλεση της εντολής Renumber, η οποία έχει σκοπό την απαρίθµηση 

και σωστή καταχώρηση των πεπερασµένων στοιχείων και των κόµβων που τα 

αποτελούν. Έτσι εξασφαλίζεται ο σωστός προσανατολισµός και η ακριβής σύνδεση 

των στοιχείων που συµµετέχουν στην ανάλυση (βλ. Σχήµα 3.2.3.2). 

 

 

Σχήµα 3.2.3.2: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας της εντολής Renumber. 

 

 

3.3 Η µοντελοποίηση της επαφής 

 

 Για τη µελέτη ενός θερµό – µηχανικού προβλήµατος µε τη βοήθεια του 

λογισµικού MSC.MARC 2003, είναι απαραίτητος ο καθορισµός των συνθηκών της 

επαφής µεταξύ των διαφόρων σωµάτων που λαµβάνουν µέρος στην ανάλυση. 

 Αρχικά πρέπει να οριστούν τα προς επαφή σώµατα µέσα από την εντολή 

Contact Bodies. Εν προκειµένω, ο δίσκος, τα τακάκια και οι ήλοι έδρασης. Ο δίσκος 

ορίζεται από το σύνολο των πεπερασµένων στοιχείων που των αποτελούν, ως ένα 

παραµορφώσιµο σώµα µε συντελεστή τριβής µ = 0,5. Τα τακάκια ορίζονται κι αυτά 

από τα πεπερασµένα στοιχεία από τα οποία αποτελούνται, ως δύο ξεχωριστά 

παραµορφώσιµα σώµατα µε συντελεστή τριβής µ = 0,5 (βλ. Σχήµα 3.3.1). Τέλος οι 

ήλοι έδρασης ορίζονται από τις επιφάνειές τους ως ένα ενιαίο µη – παραµορφώσιµο 

σώµα. 
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Σχήµα 3.3.1: Πλάγια και τριών τετάρτων όψη του ορισµού των προς επαφή σωµάτων. 

 

 Στη συνέχεια, από την εντολή Contact Table, γίνεται ο ορισµός για το ποια 

σώµατα θα έρθουν σε επαφή µε ποια και υπό ποιες συνθήκες. Έτσι θεωρείται ότι ο 

δίσκος µπορεί να έρθει σε επαφή µε τα δύο τακάκια µε Touch. Αυτό σηµαίνει ότι 

µπορούν να ακουµπήσουν και να ολισθήσουν το ένα πάνω στον άλλο και να 

αναπτυχθεί τριβή µεταξύ τους, σύµφωνα µε τον δοσµένο συντελεστή τριβής µ. Για το 

δίσκο, σε σχέση µε το απαραµόρφωτο σώµα που απαρτίζουν οι ήλοι, έχει ορισθεί η 

επιλογή Glue. Αυτό σηµαίνει ότι είναι µονίµως σε επαφή µεταξύ τους και δεν µπορεί 

να αναπτυχθεί σχετική ταχύτητα ανάµεσα στο δίσκο και τις επιφάνειες που ορίζουν 

τους ήλους έδρασης. Τέλος, για να µειωθεί το υπολογιστικό κόστος, από την επιλογή 

Contact Table ορίζουµε ότι κατά τη διάρκεια της επίλυσης του προβλήµατος, η 

ανίχνευση της επαφής, θα γίνεται σε σχέση µε τους κόµβους των τακακιών, που είναι 

σαφώς λιγότεροι από αυτούς του δίσκου (βλ. Σχήµα 3.3.2). 

 

 

Σχήµα 3.3.2: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας της επιλογής Contact Table. 
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3.4 Ορισµός συνοριακών συνθηκών 

 

 Σε κάθε ανάλυση µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, είναι 

απαραίτητος ο καθορισµών των συνοριακών συνθηκών που επικρατούν και ορίζουν 

τις στηρίξεις των σωµάτων και τα διάφορα εξωτερικά φορτία που επιδρούν σε αυτά. 

Στη συγκεκριµένη µελέτη οι συνοριακές συνθήκες αφορούν στη στήριξη και στη 

φόρτιση των τακακιών. Από το µενού Boundary Conditions του προγράµµατος έγινε 

η επιλογή Fixed Displacement για να οριστεί η στήριξη των τακακιών. Πιο 

συγκεκριµένα, ορίστηκε ότι τα τακάκια δεν µπορούν να µετακινηθούν στον άξονα x 

και στον άξονα y (βλ. Σχήµα 3.4.1). Η εφαρµογή της συνοριακής συνθήκης έγινε 

στους κόµβους των τακακιών, οι οποίοι βρίσκονται στην εξωτερική τους πλευρά και 

συνεπώς δεν υπάρχει πιθανότητα να έρθουν σε επαφή µε το δίσκο, κάτι που θα 

δηµιουργούσε πρόβληµα στη διαδικασία επίλυσης του προβλήµατος, όπως ελέχθη και 

στο δεύτερο κεφάλαιο. 

 

 

Σχήµα 3.4.1: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας της επιλογής Fixed displacement. 

 

 Στη συνέχεια έγινε η επιλογή Face Load για να καθοριστεί ένα κατανεµηµένο 

φορτίο ασκούµενο στα τακάκια. Με αυτόν τον τρόπο γίνεται µια προσοµοίωση της 

πίεσης που ασκείται στα τακάκια µέσω του υδραυλικού κυκλώµατος των φρένων. Η 

τιµή που δόθηκε ήταν 0.1 και εφαρµόστηκε στις εξωτερικές πλευρές των 

πεπερασµένων στοιχείων που απαρτίζουν τα τακάκια. Η συνδυασµένη εικόνα των 

συνοριακών συνθηκών που ορίστηκαν για τα τακάκια φαίνεται στο Σχήµα 3.4.2. 
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Σχήµα 3.4.2: Πλάγια και τριών τετάρτων όψη του ορισµού των συνοριακών συνθηκών. 

 

 

3.5 Ορισµός αρχικών συνθηκών 

 

 Οι αρχικές συνθήκες είναι πολύ σηµαντικές για κάθε ανάλυση και πρέπει να 

ορίζονται έτσι ώστε να µπορεί να προσεγγισθεί η πραγµατικότητα κάθε εξεταζόµενου 

προβλήµατος. Στη συγκεκριµένη εργασία υπάρχουν δύο ειδών αρχικές συνθήκες. Το 

πρώτο καθορίζει την αρχική θερµοκρασία των σωµάτων που λαµβάνουν µέρος στη 

µελέτη και το δεύτερο είδος αρχικών συνθηκών, αφορά στην αρχική ταχύτητα που 

προσδίδεται στα τακάκια και στο δίσκο.  

 Η αρχική θερµοκρασία του δίσκου και των τακακιών ορίστηκε στους 20ο 

Κελσίου. Η εφαρµογή αρχικής ταχύτητας στα τακάκια, κρίθηκε απαραίτητη, επειδή 

µοντελοποιήθηκαν σε µια απόσταση 5mm από το δίσκο. Για να επισπευστεί η επαφή 

τους, αποδόθηκε στα τακάκια αρχική ταχύτητα 10 m/sec στον  z άξονα, µε φορά προς 

το δίσκο. Η συνδυασµένη εικόνα αυτών των αρχικών συνθηκών φαίνεται στο Σχήµα 

3.5.1. 
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Σχήµα 3.5.1: Πλάγια και τριών τετάρτων όψη του ορισµού των αρχικών συνθηκών. 

 

 Όσον αφορά στην την ταχύτητα του δίσκου, αυτή ορίσθηκε εµµέσως ούτως 

ώστε να αντικατοπτρίζεται καλύτερα η πραγµατικότητα. Πιο συγκεκριµένα, 

αποδόθηκε ένας συγκεκριµένος ρυθµός περιστροφής στους ήλους έδρασης, 

µειούµενος γραµµικά από τα 50 rad/sec στο µηδέν σε χρονικό διάστηµα 1,5 sec, κατά 

τον ορισµό των συνθηκών επαφής µέσω της εντολής Contact Bodies. Η αρχική 

ταχύτητα των 50 rad/sec, αντιστοιχεί σε 50 km/h περίπου, σύµφωνα µε τις διαστάσεις 

ενός  τυπικού τροχού µοτοσυκλέτας. Η διάρκεια της πέδησης, αντιστοιχεί κι αυτή σε 

ένα τυπικό φρενάρισµα από αυτή την ταχύτητα. Η µόνη απλούστευση που έγινε για 

ευκολία υπολογισµών, ήταν η γραµµικότητα της επιβράδυνσης. Κάτι όµως, που δεν 

επηρεάζει το αποτέλεσµα της µελέτης, σηµαντικά. 

 

 

3.6 Ορισµός των ιδιοτήτων του υλικού 

 

 Όπως είναι φυσικό, για να αποδώσει αποτελέσµατα µια ανάλυση 

πεπερασµένων στοιχείων, θα πρέπει να έχουν οριστεί οι µηχανικές ιδιότητες των 

υλικών που απαρτίζουν τα προς µελέτη σώµατα. Για θερµό – µηχανικές αναλύσεις 

ιδιαίτερα, θα πρέπει µα οριστούν και εκείνες οι ιδιότητες που αφορούν στη θερµική 

συµπεριφορά των υλικών. 

 Συγκεκριµένα, στην παρούσα µελέτη, ο δίσκος και τα τακάκια θεωρείται ότι 

είναι κατασκευασµένα από το ίδιο υλικό, όπως είναι και το σύνηθες σε αυτού του 

είδους τις εφαρµογές. Αυτό το υλικό θεωρήθηκε ισότροπο και οι ιδιότητές του 
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ορίστηκαν από την επιλογή Material Properties του λογισµικού MSC.MARC 2003 

(βλ. Σχήµα 3.6.1). 

 

 

   

Σχήµα 3.6.1: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας του ορισµού µηχανικών και θερµικών 

ιδιοτήτων, της επιλογής Material Properties για ισότροπο υλικό. 

 

 Πιο συγκεκριµένα, οι απαραίτητες τιµές των µηχανικών και των θερµικών 

ιδιοτήτων του υλικού SIGRASIC® (βλ. Σχήµα 3.6.2 & 3.6.3), παρασχέθηκαν από την 

εταιρία SGL Brakes GmbH, η οποία κατασκευάζει κεραµικούς δίσκους πρώτης 

τοποθέτησης για εφαρµογή σε συστήµατα πέδησης αυτοκινήτων και τρένων υψηλών 

επιδόσεων.  

 

 

 

Σχήµα 3.6.2: Μηχανικές ιδιότητες του υλικού SIGRASIC® (SGL Brakes GmbH, 2002). 
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Σχήµα 3.6.3: Θερµικές ιδιότητες του υλικού SIGRASIC® (SGL Brakes GmbH, 2002). 

 

 

 

3.7 Ορισµός των συνθηκών ανάλυσης 

 

 Σε αυτό το κοµµάτι της µοντελοποίησης του προβλήµατος, πραγµατοποιείται 

η συγκέντρωση και καταχώριση όλων των παραµέτρων που έχουν καθοριστεί 

παραπάνω, σε µορφή που µπορεί να διαχειριστεί το λογισµικό του ηλεκτρονικού 

υπολογιστή. Επιλέγεται ο τύπος του προς επίλυση προβλήµατος, η διαδικασία 

επίλυσης, ορίζονται οι παράµετροι της επαναληπτικής διαδικασίας, καθορίζεται ο 

τύπος των πεπερασµένων στοιχείων που θα χρησιµοποιηθούν και τέλος, καθορίζονται 

οι παράµετροι για τις οποίες θα ανακτηθούν αποτελέσµατα, καθώς και η συχνότητα 

ανάκτησης αυτών των αποτελεσµάτων. 

 Ο τύπος του προβλήµατος επιλέγεται µέσα από το µενού Loadcase και 

καθορίστηκε ως θερµό – µηχανικό, δυναµικό, µεταβατικό πρόβληµα επαφής (βλ. 

Σχήµα 3.7.1). Η διαδικασία επίλυσης είναι η ολοκληρωµένη µέθοδος Newton – 

Raphson. Η χρονική διάρκεια της πέδησης ορίστηκε όπως ειπώθηκε παραπάνω, στο 

1,5 sec και χωρίστηκε σε 3000 βήµατα σταθερής διάρκειας 0,0005 sec. 
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Σχήµα 3.7.1: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας της επιλογής Loadcase (Coupled Dynamic 

Transient). 

 

 Στη συνέχεια στο µενού Job εισάγουµε όλα τα παραπάνω δεδοµένα και 

επιλέγουµε επιπροσθέτως, το είδος της τριβής, τη σχετική ταχύτητα ολίσθησης 

µεταξύ των εφαπτοµένων σωµάτων, τον τύπο των πεπερασµένων στοιχείων, καθώς 

και τα εξαγόµενα αποτελέσµατα που θα προκύψουν µετά το πέρας της επαναληπτικής 

διαδικασίας επίλυσης (βλ. Σχήµα 3.7.2). 

 

 

Σχήµα 3.7.2: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας της επιλογής Job (Coupled Dynamic Transient). 

 

 Το είδος της τριβής που επελέγη ήταν Coulomb for Rolling, ενώ η σχετική 

ταχύτητα επελέγη ανάµεσα στο 1 – 10% της µέσης ταχύτητας περιστροφής του 

δίσκου.  Ο τύπος των πεπερασµένων στοιχείων που θα συµµετάσχουν στην ανάλυση, 
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ορίστηκε να είναι ο τύπος 7. Στερεά, ισοπαραµετρικά, εξαεδρικά, πεπερασµένα 

στοιχεία πλήρους ολοκλήρωσης (βλ. Σχήµα 3.7.3). Τα δεδοµένα για τα οποία 

ορίστηκε να εξαχθούν αποτελέσµατα, ήταν µεταξύ άλλων η θερµοκρασία, η ροή της 

θερµότητας, οι δυνάµεις αντίδρασης, οι ισοδύναµες τάσεις, η µέση τιµή των κάθετων 

τάσεων, η συνολική ενέργεια παραµόρφωσης, η κάθετη δύναµη επαφής και η δύναµη 

τριβής. Η συχνότητα ανάκτησης δεδοµένων, ορίστηκε να είναι κάθε πέντε βήµατα. 

 

 

Σχήµα 3.7.3: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας της επιλογής Element Types (solid – coupled). 

 

 Όλα αυτά τα δεδοµένα συγκροτούν ένα νέο αρχείο, το οποίο αποθηκεύεται 

αυτοµάτως από το λογισµικό πρόγραµµα στο σκληρό δίσκο του ηλεκτρονικού 

υπολογιστή και µπορεί να υποστεί επεξεργασία µέσω της επιλογής Results (βλ. 

Σχήµα 3.7.4). Σε αυτό το σηµείο έγκειται και ο λόγος που δεν επελέγη να ανακτώνται 

αποτελέσµατα για όλα τα βήµατα της επίλυσης, διότι το προκύπτον αρχείο ήταν τόσο 

µεγάλο, που ήταν αδύνατη η πρόσβασή του από το σύστηµα. 

 

 

Σχήµα 3.7.4: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας της επιλογής Results. 
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Κεφάλαιο 4: Τα αποτελέσµατα της ανάλυσης και η 
επεξεργασία τους 
 

 

4.1 Γενικά 

 

 Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζονται γραφικά τα αποτελέσµατα της 

ανάλυσης, όπως προέκυψαν µετά το πέρας της προσοµοίωσης της επιβράδυνσης, µε 

τη βοήθεια του ηλεκτρονικού υπολογιστή. Το λογισµικό πακέτο MSC.MARC 2003 

χρησιµοποιεί χρωµατικές κλίµακες για την απεικόνιση των διακυµάνσεων των τιµών, 

για τις οποίες ζητείται κάθε φορά να παρουσιαστούν αποτελέσµατα. Ακόµη τα 

αριθµητικά αποτελέσµατα που προκύπτουν για κάθε κόµβο, σε κάθε βήµα της 

ανάλυσης, υπάρχει η δυνατότητα να ανακτηθούν και να εισαχθούν σε οποιοδήποτε 

πρόγραµµα ανάλυσης δεδοµένων για περαιτέρω επεξεργασία. 

 Συγκεκριµένα, στη συνέχεια θα παρουσιαστούν τα αποτελέσµατα για το δίσκο 

και τα τακάκια ξεχωριστά, όπως απεικονίζονται από το πρόγραµµα µε χρωµατικές 

κλίµακες, σε συγκεκριµένες χρονικές στιγµές και σε χρονικές αλληλουχίες, αναλόγως 

µε το κάθε αποτέλεσµα και µε κύριο σκοπό την ανάδειξη ενδιαφερόντων φαινοµένων 

και την καλύτερη κατανόησή τους. 

 Στη συνέχεια θα παρουσιαστούν γραφήµατα που έχουν προκύψει από την 

επεξεργασία των αποτελεσµάτων µε τη βοήθεια του λογισµικού προγράµµατος Excel 

της Microsoft. Αυτά τα γραφήµατα θα παρουσιάζουν τη διακύµανση των τιµών 

θερµοκρασίας, δυνάµεων, τάσεων κτλ. κατά τη διάρκεια της πέδησης, για 

συγκεκριµένους κόµβους του δίσκου και των τακακιών. 

 

 

4.2 Τα αποτελέσµατα για το δίσκο 

 

 Αρχικά παρουσιάζονται οι συνιστώσες της ταχύτητας του σώµατος του 

δίσκου, όπως τις υπολογίζει το λογισµικό πρόγραµµα και τις αποδίδει γραφικά µε 
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χρωµατικές κλίµακες, για δύο χρονικές στιγµές στο βήµα 1500 και στο βήµα 3000 

της ανάλυσης. Αυτά τα βήµατα είναι στο µέσον της χρονικής διάρκειας της 

επιβράδυνσης και στο τέλος της αντίστοιχα. 

 

 

Σχήµα 4.2.1: Η συνιστώσα της ταχύτητας του δίσκου στον άξονα x για τα χρονικά βήµατα 1500 

και 3000. 

 

 

Σχήµα 4.2.2: Η συνιστώσα της ταχύτητας του δίσκου στον άξονα y για τα χρονικά βήµατα 1500 

και 3000. 
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Σχήµα 4.2.3: Η συνιστώσα της ταχύτητας του δίσκου στον άξονα z για τα χρονικά βήµατα 1500 

και 3000. 

 

 Στο Σχήµα 4.2.1 και στο Σχήµα 4.2.2 παρουσιάζονται οι συνιστώσες της 

ταχύτητας του δίσκου στους άξονες x και y αντίστοιχα. Παρατηρούµε και στα δύο 

αυτά σχήµατα ότι στο βήµα 1500 η τιµές κατανέµονται οµαλά, ενώ στο τελευταίο 

βήµα οι τιµές παρουσιάζουν κατανοµή η οποία δεν φαίνεται φυσιολογική. Αυτό 

συµβαίνει επειδή στο βήµα 3000 ο δίσκος ουσιαστικά ακινητοποιείται και η κλίµακα 

των τιµών προσαρµόζεται σε κάθε βήµα στις µέγιστες και τις ελάχιστες τιµές. Οι 

διακυµάνσεις που παρατηρούνται στη συγκεκριµένη χρονική στιγµή και για τις δύο 

συνιστώσες είναι τις τάξεως του χιλιοστού του χιλιοστού ανά δευτερόλεπτο και όπως 

φαίνεται είναι συγκεντρωµένες στην περιοχή όπου ο δίσκος έρχεται σε επαφή µε τα 

τακάκια. 

 Το φαινόµενο που αναλύεται παραπάνω, είναι πιο εύκολο να κατανοηθεί 

παρατηρώντας το Σχήµα 4.2.3, όπου παρουσιάζεται γραφικά η συνιστώσα της 

ταχύτητας στον z άξονα. Σε αυτό το σχήµα παρατηρούνται καλύτερα οι διακυµάνσεις 

της ταχύτητας οι οποίες συγκεντρώνονται στην περιοχή της επαφής. Αυτές είναι τις 

τάξεως του χιλιοστού του χιλιοστού ανά δευτερόλεπτο στο βήµα 1500 και του 

εκατοµµυριοστού του χιλιοστού ανά δευτερόλεπτο στο χρονικό βήµα 3000. 

 Τέλος στο επόµενο σχήµα παρουσιάζεται η συνισταµένη ταχύτητα για το 

σώµα του δίσκου, για τις αυτές χρονικές στιγµές. Και σε αυτή την περίπτωση 

παρατηρείται το ίδιο φαινόµενο στην εικόνα του τελευταίου βήµατος. 
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Σχήµα 4.2.4: Η συνισταµένη της ταχύτητας του δίσκου για τα χρονικά βήµατα 1500 και 3000. 

 

 Στη συνέχεια παρουσιάζεται γραφικά η ανάπτυξη της τριβής µεταξύ του 

δίσκου και του ενός τακακιού. Η σειρά των εικόνων είναι από τα χρονικά βήµατα 

500, 1000, 1500, 2000 και 2500. Η χρωµατική κλίµακα λαµβάνει σταθερές τιµές σε 

κάθε βήµα. 

 

 

Σχήµα 4.2.5: Η ανάπτυξη της τριβής µεταξύ του δίσκου και του ενός τακακιού στα βήµατα 500, 

1000, 1500, 2000 και 2500 µε σταθερή κλίµακα. 
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 Στο παραπάνω σχήµα παρατηρείται ότι εκτός από την τριβή που 

αναπτύσσεται µεταξύ του δίσκου και του τακακιού, εµφανίζεται τριβή και µεταξύ του 

δίσκου και των ήλων έδρασής του. Μάλιστα είναι ενδιαφέρον το γεγονός ότι οι τιµές 

αυτής της τριβής είναι εκτός κλίµακας προς τα επάνω. Αυτό δικαιολογείται από την 

επιλογή Glue που έγινε κατά την ανάθεση των συνθηκών επαφής στον πίνακα επαφής 

– Contact Table. 

 Στο επόµενο σχήµα παρουσιάζεται το άµεσο αποτέλεσµα της τριβής µεταξύ 

του δίσκου και των τακακιών. Αυτό δεν είναι άλλο από την ανάπτυξη θερµοκρασίας 

στο σώµα του δίσκου. Τα βήµατα που έχουν επιλεγεί να απεικονιστούν είναι το 0, το 

1000, το 2000 και το 3000, ενώ η κλίµακα είναι σταθερή για να φανεί καλύτερα η 

σταδιακή άνοδος της θερµοκρασίας κατά τη διάρκεια της πέδησης. 

 

 

Σχήµα 4.2.6: : Η ανάπτυξη της θερµοκρασίας στο σώµα του δίσκου στα βήµατα 0, 1000, 2000 και 

3000 µε σταθερή κλίµακα. 

 

 Παρατηρείται στο παραπάνω σχήµα, εκτός από τη σταδιακή ανάπτυξη της 

θερµοκρασίας και σταδιακή διάχυσή της πέρα από τη ζώνη επαφής µε το τακάκι, 

ιδιαίτερα προς την περιφέρεια του δίσκου, αλλά και προς την εσωτερική του 
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διαµόρφωση, χωρίς ωστόσο να φτάνει σε ολόκληρο το σώµα του δίσκου, στη 

συγκεκριµένη χρονική διάρκεια της πέδησης. 

 Στη συνέχεια παρουσιάζεται η ανάπτυξη των ισοδύναµων τάσεων Von Misses 

στο σώµα του δίσκου. Στο Σχήµα 4.2.7 φαίνονται οι τάσεις για το χρονικό βήµα 10 

της ανάλυσης, ενώ στο Σχήµα 4.2.8 παρουσιάζονται έξι διαδοχικές εικόνες από το 

βήµα 65 έως το βήµα 90. 

 

 

Σχήµα 4.2.7: Ισοδύναµες τάσεις Von Misses στο σώµα του δίσκου για το βήµα 10. 

 

 Στο παραπάνω σχήµα παρατηρείται συγκέντρωση τάσεων στα σηµεία 

έδρασης του δίσκου. Αυτό βέβαια είναι φυσιολογικό λόγω της απόδοσης της 

ταχύτητας στους ήλους έδρασης. Έτσι από τη µια οι ήλοι τείνουν να περιστρέψουν το 

δίσκο, ενώ τα τακάκια τείνουν να τον σταµατήσουν πιέζοντάς τον. Αυτό φαίνεται 

καλύτερα στο επόµενο σχήµα. 
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Σχήµα 4.2.8: Ισοδύναµες τάσεις Von Misses στο σώµα του δίσκου για τα βήµατα 65 - 90. 

 

 Στο παραπάνω σχήµα φαίνεται πολύ καλά η πορεία της ανάπτυξης των 

ισοδύναµων τάσεων Von Misses στο σώµα του δίσκου. Παρατηρείται ότι όπως 

ελέχθη παραπάνω, οι τάσεις ξεκινούν από την περιοχή της τριβής του δίσκου µε τα 

τακάκια, συγκεντρωµένες στα σηµεία έδρασης και στη συνέχεια, σταδιακά 

αναπτύσσονται για να δώσουν εικόνα παρόµοια µε του Σχήµατος 4.2.7. Το φαινόµενο 

αυτό παρουσιάζει µια περιοδικότητα η οποία οφείλεται στο γεγονός ότι ο δίσκος 

περιστρέφεται σε σχέση µε τα τακάκια, τα οποία µένουν ουσιαστικά αµετακίνητα. 

Έτσι καθώς η ανάλυση είναι µεταβατική παρουσιάζεται αυτή η εικόνα, που θα γίνει 

σαφέστερη στην επόµενη παράγραφο της ανάλυσης των αποτελεσµάτων. 

 Παρακάτω παρουσιάζονται οι απεικονίσεις των µέσων κάθετων τάσεων και 

της πυκνότητας της συνολικής ενέργειας παραµόρφωσης στο σώµα του δίσκου για τα 

ίδια χρονικά βήµατα της ανάλυσης. Παρατηρείται αντιστοιχία στα αποτελέσµατα κι 

αυτών των απεικονίσεων µε τα παραπάνω όπως ήταν αναµενόµενο.  
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Σχήµα 4.2.9: Μέσες κάθετες τάσεις στο σώµα του δίσκου για το βήµα 10. 

 

 

Σχήµα 4.2.10: Μέσες κάθετες τάσεις στο σώµα του δίσκου για τα βήµατα 65 - 90. 

 

- 78 - 



 

Σχήµα 4.2.11: Πυκνότητα συνολικής ενέργειας παραµόρφωσης στο σώµα του δίσκου για το βήµα 

10. 

 

 

Σχήµα 4.2.12: Πυκνότητα συνολικής ενέργειας παραµόρφωσης στο σώµα του δίσκου για τα 

βήµατα 65 - 90. 
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4.3 Τα αποτελέσµατα για τα τακάκια 

 

 Σε αυτή την παράγραφο παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα που προέκυψαν 

µετά το πέρας της ανάλυσης από το MSC.MARC 2003, για τα τακάκια. Επειδή τα 

αποτελέσµατα είναι κοινά και για τα δύο τακάκια, παρακάτω θα δοθούν σχηµατικά 

µόνο για το ένα τακάκι. Στο πρώτο σχήµα παρουσιάζονται οι συνιστώσες της 

δύναµης τριβής, από την επαφή του τακακιού µε το δίσκο, καθώς και η συνισταµένη 

τριβή, για το χρονικό βήµα 1500 της ανάλυσης. 

 

 

Σχήµα 4.3.1: Οι συνιστώσες της τριβής στους άξονες x, y, z και η συνισταµένη τριβή για το βήµα 

1500. 

 

 Παρατηρείται στο σχήµα ότι τη µεγαλύτερη συνεισφορά στη συνισταµένη της 

τριβής, την έχει η συνιστώσα στον άξονα y. Αυτό είναι φυσιολογικό, διότι η 

γραµµική ταχύτητα του δίσκου είναι σχεδόν παράλληλη µε τον άξονα y στην περιοχή 

της επαφής. Παρατηρείται και κάτι ακόµη όµως. Η δύναµη της τριβής δεν είναι 

- 80 - 



οµοιόµορφα κατανεµηµένη, αλλά παρουσιάζει συγκέντρωση στην περιφέρεια και στο 

κάτω µέρος του τακακιού. 

 Στο Σχήµα 4.3.2 παρουσιάζονται οι συνιστώσες της κάθετης δύναµης, από την 

επαφή του τακακιού µε το δίσκο, καθώς και η συνισταµένη κάθετη δύναµη, για το 

χρονικό βήµα 1500 της ανάλυσης. 

 

 

Σχήµα 4.3.2: Οι συνιστώσες της κάθετης δύναµης επαφής στους άξονες x, y, z και η συνισταµένη 

κάθετη δύναµη για το βήµα 1500. 

 

 Όπως ήταν αναµενόµενο, τη µεγαλύτερη συνεισφορά στη συνισταµένη 

κάθετη δύναµη, λόγω επαφής, την έχει η συνιστώσα στον άξονα z. Βέβαια και πάλι 

παρατηρείται ανοµοιοµορφία στην κατανοµή της κάθετης δύναµης, µε υψηλότερες 

συγκεντρώσεις στην περιφέρεια και στο κάτω µέρος του τακακιού. 

 Στη συνέχεια παρουσιάζεται η άµεση συνέπεια της τριβής µεταξύ δίσκου και 

τακακιών, δηλαδή η άνοδος της θερµοκρασίας στο σώµα του τακακιού λόγω της 

θερµότητας που παράγεται εξαιτίας της τριβής. Η απεικόνιση είναι από την πλευρά 

της επαφής, όπως σε όλα τα αποτελέσµατα για το σώµα του τακακιού και τα χρονικά 

βήµατα που παρουσιάζονται είναι τα 0, 1000, 2000 και 3000. 
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Σχήµα 4.3.3: Η ανάπτυξη της θερµοκρασίας στο σώµα του τακακιού για τα βήµατα 0, 1000, 2000 

και 3000. 

 

 Στο παραπάνω σχήµα η θερµοκρασιακή κλίµακα είναι σταθερή για όλα τα 

βήµατα µε ελάχιστη τιµή την αρχική θερµοκρασία και µέγιστη, τη µέγιστη 

θερµοκρασία του τελευταίου βήµατος. Παρατηρείται καθαρά στο βήµα 2000, ότι στο 

κάτω εξωτερικό µέρος του τακακιού η θερµοκρασία έχει βγει εκτός κλίµακας προς τα 

πάνω. Αυτό σηµαίνει ότι σε εκείνη την περιοχή αναπτύσσεται µεγαλύτερη 

θερµοκρασία και καθώς η ταχύτητα του δίσκου µειώνεται και µαζί της µειώνεται και 

η τριβή, σιγά – σιγά το τακάκι κρυώνει. 

 Στο Σχήµα 4.3.4 απεικονίζονται οι ισοδύναµες τάσεις Von Misses στο τακάκι 

για τα χρονικά βήµατα 500, 1000, 1500, 2000, 2500 και 3000 µε σταθερή κλίµακα, 

για να φανεί καλύτερα το γεγονός ότι οι τάσεις αυτές οφείλονται στη θερµική 

καταπόνηση του τακακιού. Το γεγονός αυτό φαίνεται από την αντιστοιχία του 

παρακάτω σχήµατος µε το παραπάνω Σχήµα 4.3.3. 
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Σχήµα 4.3.4: Ισοδύναµες τάσεις Von Misses στο σώµα του τακακιού για τα βήµατα 500, 1000, 

1500, 2000, 2500 και 3000. 

 

 Όπως φαίνεται εύκολα σε αυτό το σχήµα, οι ισοδύναµες τάσεις παρουσιάζουν 

εικόνα παρόµοια µε εκείνη της θερµοκρασίας. Εκτός αυτού είναι προφανές ότι 

ακολουθούν αύξουσα πορεία στη διάρκεια της πέδησης καθώς αυξάνεται το θερµικό 

φορτίο. Παρόµοια εικόνα παρουσιάζουν τόσο οι µέσες κάθετες τάσεις στο τακάκι, 

όσο και η πυκνότητα της συνολικής ενέργειας παραµόρφωσης για το σώµα του 

τακακιού όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.3.5 και στο Σχήµα 4.3.6 αντίστοιχα. 

 

 

Σχήµα 4.3.5: Μέσες κάθετες τάσεις στο σώµα του τακακιού για τα βήµατα 500, 1000, 1500, 2000, 

2500 και 3000. 
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Σχήµα 4.3.6: Πυκνότητα συνολικής ενέργειας παραµόρφωσης στο σώµα του τακακιού για τα 

βήµατα 500, 1000, 1500, 2000, 2500 και 3000. 

 

 Όλα τα αποτελέσµατα που προέκυψαν για τα τακάκια από την ανάλυση, 

δείχνουν ότι αν και το φορτίο της πίεσης είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένο πάνω στα 

τακάκια, αυτά παρουσιάζουν ανοµοιόµορφη καταπόνηση. Αυτό παρατηρείται και 

στην πραγµατικότητα, σε πολλές περιπτώσεις όπου η φθορά των τακακιών είναι 

ανοµοιόµορφη. Για να αντιµετωπιστεί αυτό το φαινόµενο, πολλοί κατασκευαστές 

συστηµάτων πέδησης χρησιµοποιούν ανισοµεγέθη έµβολα ή ξεχωριστά τακάκια 

µικρού µήκους, για κάθε έµβολο της δαγκάνας (βλ. Σχήµα 4.3.7). 

 

   

Σχήµα 4.3.7: Τυπικά παραδείγµατα τρόπων αποφυγής της ανοµοιόµορφης φθοράς των τακακιών 

στα συστήµατα πέδησης µε πολυπίστονες δαγκάνες. 
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4.4 Επεξεργασία  των αποτελεσµάτων 

 

 Στην συγκεκριµένη παράγραφο θα παρουσιαστούν κάποια γραφήµατα τα 

οποία θα βοηθήσουν στην καλύτερη κατανόηση και ερµηνεία των όσων 

παρουσιάσθηκαν στην προηγούµενη παράγραφο. Αυτά τα γραφήµατα προέκυψαν 

από τα δεδοµένα της ανάλυσης µε τη βοήθεια του λογισµικού προγράµµατος Excel 

της Microsoft. Τα δεδοµένα αυτά αφορούν συγκεκριµένους κόµβους του δίσκου και 

του ενός τακακιού για όλη τη διάρκεια της πέδησης (βλ. Σχήµα 4.4.1). 

 

   

Σχήµα 4.4.1: Οι κόµβοι τους οποίους αφορούν τα διαγράµµατα της ανάλυσης των 

αποτελεσµάτων. 

 

 Αρχικά, όσον αφορά στον δίσκο, παρουσιάζεται το διάγραµµα της γραµµικής 

του ταχύτητας. Σε αυτό το διάγραµµα φαίνεται καθαρά η γραµµικότητα της 

επιβράδυνσης, η οποία επελέγη για λόγους απλότητας. Ο κόµβος στον οποίο 

αναφέρεται το διάγραµµα είναι ο 7582, ο οποίος όπως φαίνεται στο παραπάνω 

σχήµα, βρίσκεται µέσα στη ζώνη επαφής του δίσκου µε το τακάκι. 
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Σχήµα 4.4.2: Η γραµµική ταχύτητα του κόµβου 7582 του δίσκου, κατά τη διάρκεια της πέδησης. 

 

 Στη συνέχεια παρουσιάζεται η ταχύτητα του ίδιου κόµβου στον z άξονα σε 

συνδυασµό µε την τριβή που αναπτύσσεται σε αυτόν τον κόµβο. 
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Σχήµα 4.4.3: Συνδυασµένο διάγραµµα της τριβής και της ταχύτητας στον άξονα z του κόµβου 

7582 του δίσκου, κατά τη διάρκεια της πέδησης. 
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 Στο παραπάνω σχήµα φαίνεται καθαρά ότι αναπτύσσονται ταχύτητες στον z 

άξονα ταυτόχρονα µε την τριβή. Η εικόνα αυτή είναι απολύτως φυσιολογική, καθώς 

απεικονίζει τις επαφές του συγκεκριµένου κόµβου µε το τακάκι καθώς ο δίσκος 

περιστρέφεται. Έτσι σε κάθε περιστροφή του δίσκου ο κόµβος αυτός έρχεται σε 

επαφή µε το τακάκι αναπτύσσοντας τριβή και παρουσιάζοντας µικρές µετατοπίσεις 

στο κάθετο επίπεδο της περιστροφής. 

 Αντίστοιχη είναι και η εικόνα στο Σχήµα 4.4.4 το οποίο απεικονίζει την 

θερµοκρασία του ίδιου κόµβου σε συνδυασµό µε την τριβή. 
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Σχήµα 4.4.4: Συνδυασµένο διάγραµµα της τριβής και της θερµοκρασίας του κόµβου 7582 του 

δίσκου, κατά τη διάρκεια της πέδησης. 

 

 Και σε αυτό το διάγραµµα φαίνεται καθαρά ότι η άνοδος της θερµοκρασίας 

στον κόµβο 7582, ο οποίος βρίσκεται στη ζώνη επαφής, γίνεται ταυτόχρονα µε τις 

διελεύσεις του από το τακάκι, ενώ στα µεσοδιαστήµατα η θερµοκρασία του 

παραµένει σχετικά σταθερή, εκτός από τα δύο τελευταία που είναι µεγαλύτερης 

διάρκειας και φαίνεται καθαρά ότι προλαβαίνει να κρυώσει λίγο.  

 Στη συνέχεια δίνεται ένα συγκριτικό διάγραµµα των θερµοκρασιών των τριών 

επιλεγµένων κόµβων του δίσκου. 

- 87 - 



 

0

5

10

15

20

25

30

35

0

0,
05

0,
09

0,
14

0,
18

0,
23

0,
27

0,
32

0,
36

0,
41

0,
45 0,
5

0,
54

0,
59

0,
63

0,
68

0,
72

0,
77

0,
81

0,
86 0,
9

0,
95

0,
99

1,
04

1,
08

1,
13

1,
17

1,
22

1,
26

1,
31

1,
35 1,
4

1,
44

1,
49

Time (sec)

Te
m

pe
ra

tu
re

 (
o C)

Node 7582

Node 12703

Node 12706

 

Σχήµα 4.4.5: Συγκριτικό διάγραµµα της θερµοκρασίας των κόµβων 7582, 12703 και 12706 του 

δίσκου, κατά τη διάρκεια της πέδησης. 

 

 Στο Σχήµα 4.4.5 παρατηρείται ότι όσο πιο µακριά από τη ζώνη επαφής 

βρίσκεται ένας κόµβος, τόσο περισσότερο αργεί να ανέβει η θερµοκρασία του και 

τόσο λιγότερο ανεβαίνει. Άλλο ένα ενδιαφέρον σηµείο αυτού του διαγράµµατος είναι 

και το ότι η θερµοκρασία των δύο κόµβων, που βρίσκονται εκτός της ζώνης επαφής, 

ανεβαίνει οµαλά, εν αντιθέσει µε τον κόµβο 7582 του οποίου το διάγραµµα 

παρουσιάζει εικόνα σκάλας λόγω των διελεύσεων από το τακάκι. 

 Στη συνέχεια παρουσιάζεται το διάγραµµα των ισοδύναµων τάσεων Von 

Misses για των κόµβο 7582 σε συνδυασµό µε τη συνιστώσα της ταχύτητάς του στον y 

άξονα για να φανεί καλύτερα η περιοδικότητα του φαινοµένου, η οποία αναφέρθηκε 

στην προηγούµενη παράγραφο. Όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.4.6 οι ισοδύναµες τάσεις 

αναπτύσσονται και σχεδόν µηδενίζονται κάθε µισή στροφή του δίσκου. Αυτό 

συµβαίνει λόγω της περιστροφής του, της σταθερής θέσης των τακακιών και της 

µεταβατικότητας της ανάλυσης. 
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Σχήµα 4.4.6: Συνδυασµένο διάγραµµα των ισοδύναµων τάσεων Von Misses και της συνιστώσας 

της ταχύτητας στον άξονα y του κόµβου 7582 του δίσκου, κατά τη διάρκεια της πέδησης. 

 

 Το µέτωπο των τάσεων ξεκινά από την εφαπτόµενη – κάθε φορά – µε  το 

τακάκι περιοχή. Επειδή, όµως, ο δίσκος περιστρέφεται και το τακάκι βρίσκεται στην 

ίδια θέση συνεχώς, οι τάσεις αλληλοεξουδετερώνονται κάθε µισή στροφή του δίσκου, 

παρουσιάζοντας αυτή την εικόνα περιοδικότητας. 

 Όπως είναι φυσικό, αντίστοιχη είναι και η εικόνα για την πυκνότητα της 

συνολικής ενέργειας παραµόρφωσης. 
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Σχήµα 4.4.8: ∆ιάγραµµα της πυκνότητας της συνολικής ενέργειας παραµόρφωσης του κόµβου 

7582 του δίσκου, κατά τη διάρκεια της πέδησης. 

 

 Το επόµενο διάγραµµα παρουσιάζει καθαρά τη συγκέντρωση των τάσεων 

κοντά στους ήλους έδρασης του δίσκου, όπως αναφέρθηκε στην παράγραφο 4.3. 
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Σχήµα 4.4.9: Συγκριτικό διάγραµµα των ισοδύναµων τάσεων Von Misses των κόµβων 7582 και 

12703 του δίσκου, κατά τη διάρκεια της πέδησης. 
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 Οι µέσες κάθετες τάσεις ακολουθούν τα περάσµατα του δίσκου από τα 

τακάκια όπως ήταν αναµενόµενο. Στο Σχήµα 4.4.10 φαίνεται η πορεία των µέσων 

κάθετων τάσεων σε σχέση µε τη συνιστώσα της ταχύτητας του δίσκου στον άξονα z. 
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Σχήµα 4.4.10: Συνδυασµένο διάγραµµα της µέσης κάθετης τάσης και της ταχύτητας στον άξονα z 

του κόµβου 7582 του δίσκου, κατά τη διάρκεια της πέδησης. 

 

 Στη συνέχεια παρουσιάζονται αντίστοιχα διαγράµµατα για τους επιλεγµένους 

κόµβους του ενός από τα δύο τακάκια. Τα διαγράµµατα αυτά είναι συγκριτικά και 

σκοπό έχουν να αναδείξουν την ανοµοιοµορφία της καταπόνησής τους η οποία 

επισηµάνθηκε στην παράγραφο 4.3. 

 Αρχικά παρουσιάζεται το διάγραµµα της συνιστώσας της ταχύτητας στον 

άξονα z των δύο κόµβων του τακακιού. Στο Σχήµα 4.4.11 φαίνεται καθαρά η διαφορά 

στο µέγεθος της ταχύτητας και κατά συνέπεια των µετατοπίσεων ανάµεσα στους δύο 

κόµβους. 
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Σχήµα 4.4.11: Συγκριτικό διάγραµµα της συνιστώσας της ταχύτητας στον άξονα z για τους 

κόµβους 16934 και 15902 του ενός τακακιού, κατά τη διάρκεια της πέδησης. 

 

 Στο επόµενο σχήµα παρουσιάζεται το συγκριτικό διάγραµµα της δύναµης 

τριβής λόγω της επαφής του τακακιού µε το δίσκο, για τους δύο κόµβους. 

Παρατηρείται ότι η δύναµη που αναπτύσσεται στον κόµβο 15902 είναι περίπου η 

µισή από τη δύναµη τριβής που αναπτύσσεται στον κόµβο 16934. 
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Σχήµα 4.4.12: Συγκριτικό διάγραµµα της τριβής λόγω επαφής για τους κόµβους 16934 και 15902 

του ενός τακακιού, κατά τη διάρκεια της πέδησης. 
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 Στη συνέχεια παρουσιάζεται το συγκριτικό διάγραµµα της θερµοκρασίας που 

αναπτύσσεται στους δύο κόµβους του τακακιού. 
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Σχήµα 4.4.13: Συγκριτικό διάγραµµα της θερµοκρασίας για τους κόµβους 16934 και 15902 του 

ενός τακακιού, κατά τη διάρκεια της πέδησης. 

 

 Όπως ήταν αναµενόµενο, η εικόνα είναι αντίστοιχη µε εκείνη της τριβής. Η 

θερµοκρασία στον κόµβο 15902 είναι περίπου η µισή από αυτή στον κόµβο 16934 

κατά τη διάρκεια της πέδησης.  

 Τέλος παρουσιάζεται το συγκριτικό διάγραµµα της ισοδύναµης τάσης Von 

Misses για τους δύο αυτούς κόµβους. Όπως ήταν αναµενόµενο η εικόνα που 

παρουσιάζει η ισοδύναµη τάση είναι παρόµοια µε αυτή των προηγούµενων 

αποτελεσµάτων.

- 93 - 



 

0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

0

0,
04

0,
09

0,
13

0,
17

0,
21

0,
26 0,

3

0,
34

0,
38

0,
43

0,
47

0,
51

0,
55 0,

6

0,
64

0,
68

0,
72

0,
77

0,
81

0,
85

0,
89

0,
94

0,
98

1,
02

1,
06

1,
11

1,
15

1,
19

1,
23

1,
28

1,
32

1,
36 1,

4

1,
45

1,
49

Time (sec)

E
qu

iv
al

en
t V

on
 M

is
es

 s
tre

ss
 (M

pa
)

Node 16934

Node 15902

 

Σχήµα 4.4.14: Συγκριτικό διάγραµµα της ισοδύναµης τάσης Von Misses για τους κόµβους 16934 

και 15902 του ενός τακακιού, κατά τη διάρκεια της πέδησης. 
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Γενικά συµπεράσµατα 
 

 

 Σκοπός της παρούσας εργασίας ήταν η µελέτη της θερµό – µηχανικής 

συµπεριφοράς ενός τυπικού συστήµατος πέδησης µιας µοτοσυκλέτας, αποτελούµενου 

από έναν κεραµικό δίσκο ινοπλισµένο µε ίνες άνθρακα και δύο τακάκια από 

αντίστοιχο υλικό. Γενικά τέτοιου είδους µελέτες είναι δυνατόν να πραγµατοποιηθούν 

ακολουθώντας συµβατικές πειραµατικές µεθόδους (µε χρήση ειδικών δυναµοµέτρων) 

ή µε τη βοήθεια ειδικών υπολογιστικών προγραµµάτων. Η συγκεκριµένη ανάλυση 

πραγµατοποιήθηκε µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, µε τη χρήση του 

λογισµικού προγράµµατος MSC.MARC 2003. Η εργασία αφορούσε στην ανάλυση 

αυτού του συστήµατος για µία πέδηση από αρχική ταχύτητα 50 km/h περίπου µέχρι 

να φτάσει σε στάση το σύστηµα. Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν κρίνονται 

ιδιαιτέρως ικανοποιητικά µιας και αντικατοπτρίζουν την πραγµατικότητα σε µεγάλο 

βαθµό. 

 Ιδιαίτερα ενδιαφέρουσα ήταν η εικόνα των ισοδύναµων τάσεων και η 

κατανοµή τους, η οποία θα µπορούσε να αποτελέσει αφετηρία για µια ανάλυση 

βελτιστοποίησης του σχεδιασµού του δίσκου, όσον αφορά τα σηµεία έδρασής του. 

Ακόµη, ιδιαίτερα ενδιαφέρον ήταν το γεγονός της ανοµοιόµορφης καταπόνησης των 

τακακιών. Θα µπορούσε να γίνει µια µελέτη η οποία θα περιελάµβανε και τα έµβολα 

της δαγκάνας, η οποία θα είχε σκοπό την εύρεση του βέλτιστου µεγέθους αυτών για 

να είναι οµοιόµορφη τριβή σε όλη την επιφάνεια του τακακιού. Επιπροσθέτως 

ξεκινώντας από την παρούσα εργασία και µε τη χρήση ισχυρότερων ηλεκτρονικών 

υπολογιστών, θα ήταν ενδιαφέρον να γίνουν αντίστοιχες µελέτες µε µεγαλύτερη 

αρχική ταχύτητα που θα µπορούσαν να προσεγγίσουν τα όρια αστοχίας  των 

συγκεκριµένων ή άλλων υλικών κατασκευής. Τέλος, ενδιαφέρον παρουσιάζουν, 

ιδιαιτέρως για τους εµπλεκόµενους στους αγώνες ταχύτητας, µελέτες των 

περιφερειακών µερών ενός συστήµατος πέδησης και ιδιαιτέρως των υδραυλικών 

υγρών τα οποία έχουν µικρότερη µέγιστη θερµοκρασία λειτουργίας (Maximum 

Operational Temperature) από τα συνθετικά υλικά τριβής, σαν αυτά που 

χρησιµοποιήθηκαν στην παρούσα εργασία. 
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