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ΠΕΡΙΛΗΧΗ (ABSTRACT) 

 
 
Τα πξόηππα κείγκαηα αλαθνξάο έρνπλ επξείεο εθαξκνγέο ζηνλ ηνκέα ηεο Μνξηαθήο Βηνινγίαο, 

κε θπξηόηεξε ηε ζπκκεηνρή ηνπο ζε πβξηδνπνηήζεηο κε κηθξνζπζηνηρίεο. Τα κείγκαηα αλαθνξάο 

δεκηνπξγνύληαη ζπλήζσο από δηάθνξεο θπηηαξηθέο ζεηξέο, νη νπνίεο πεξηιακβάλνπλ γνληδηαθή 

πιεξνθνξία. Ο πην θνηλόο ιόγνο γηα ηνλ νπνίν πξαγκαηνπνηνύληαη πβξηδνπνηήζεηο κεηαμύ 

πξόηππσλ κεηγκάησλ αλαθνξάο θαη κηθξνζπζηνηρηώλ πνπ πεξηιακβάλνπλ γνληδηαθή πιεξνθνξία 

είλαη νη ζπγθξίζεηο ησλ επηπέδσλ έθθξαζεο γηα πνιιαπιέο πβξηδνπνηήζεηο, αιιά θαη ν 

πξνζδηνξηζκόο ησλ ηκεκάησλ ησλ γνληδίσλ πνπ πεξηιακβάλνπλ ρξήζηκε πιεξνθνξία. Όιε ε 

παξαπάλσ αλάιπζε πάλσ ζε κία κηθξνζπζηνηρία επεξεάδεηαη από ηνλ αξηζκό ησλ θπηηαξηθώλ 

ζεηξώλ θαη ηνλ ηξόπν ζπκκεηνρήο ηνπο ζην κείγκα αλαθνξάο. Γη‟ απηό είλαη αλαγθαία ε 

αλάπηπμε ελόο πεδίνπ έξεπλαο, ην νπνίν ζηνρεύεη ζηε δεκηνπξγία κεηγκάησλ αλαθνξάο πνπ 

θαηά ηελ πβξηδνπνίεζή ηνπο ζα δεκηνπξγνύλ γνλίδηα κε έληνλν ζήκα, ώζηε λα είλαη εύθνιε ε 

νπνηαδήπνηε πεξαηηέξσ αλάιπζε. 

 

Ζ δεκηνπξγία ελόο κείγκαηνο αλαθνξάο πνπ ζα ηθαλνπνηεί όιεο απηέο ηηο απαηηήζεηο αλάγεηαη 

ινηπόλ ζηελ εύξεζε ησλ βέιηηζησλ αλαινγηώλ κε ηηο νπνίεο πξέπεη λα αλακείμνπκε ηηο 

θπηηαξηθέο ζεηξέο πνπ ζπκκεηέρνπλ ζην κείγκα. Ζ έλλνηα “βέιηηζηεο” αλάγεη ην πξόβιεκα ηεο 

δεκηνπξγίαο ηνπ κείγκαηνο αλαθνξάο, ελόο δειαδή πξνβιήκαηνο πνπ ππάγεηαη ζηα πιαίζηα ηεο 

Μνξηαθήο Βηνινγίαο ζε έλα καζεκαηηθό πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο. Βειηηζηνπνίεζε θαιείηαη 

ε δηαδηθαζία εύξεζεο ησλ αθξόηαησλ κίαο ζπλάξηεζεο, ε νπνία κπνξεί λα έρεη ειάρηζηα, 

κέγηζηα ή θαη ηα δύν. Οη ηηκέο ηνπ ζεκείνπ γηα ην νπνίν ε ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη αθξόηαην, 

αληηζηνηρνύλ ζηηο βέιηηζηεο ηηκέο ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο σο πξνο ηελ νπνία 

βειηηζηνπνηνύκε. 

 

Σθνπόο ηεο εξγαζίαο απηήο είλαη ε εύξεζε ησλ αλαινγηώλ πξόζκεημεο δεδνκέλνπ αξηζκνύ 

θπηηαξηθώλ ζεηξώλ, κε ηε ρξήζε κεζόδσλ βειηηζηνπνίεζεο, ώζηε λα θαηαιήμνπκε ζε έλα 

νκνηόκνξθν κείγκα αλαθνξάο. Τα απνηειέζκαηα ζηα νπνία θαηαιήμακε γηα ηηο αλαινγίεο 

πξνήιζαλ από ηελ επίιπζε ελόο γξακκηθνύ θαη ελόο κε γξακκηθνύ πξνβιήκαηνο 

βειηηζηνπνίεζεο. Πξόθεηηαη γηα ηα πξνβιήκαηα ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ θαη ηεο 

Διαρηζηνπνίεζεο ηεο Δληξνπίαο αληίζηνηρα, ελώ γηα ηελ επίιπζή ηνπο ρξεζηκνπνηήζεθε ε 

αλαιπηηθή κέζνδνο Gradient Descent, αιιά θαη θάπνηεο άκεζεο κέζνδνη βειηηζηνπνίεζεο. Οη 

αλαινγίεο πξόζκεημεο όισλ ησλ πεξηπηώζεσλ είλαη αξθεηά ζπγθξίζηκεο θαη ηθαλνπνηνύλ θαη 

ηνπο απαξαίηεηνπο πεξηνξηζκνύο. Πξνέθπςαλ δηάθνξα κείγκαηα αλαθνξάο, εμαηηίαο ησλ 

δηαθνξεηηθώλ πξνβιεκάησλ πνπ εμεηάζακε, ηα νπνία εκθαλίδνπλ ηελ απαηηνύκελε νκνηνκνξθία 

θαη πεξηιακβάλνπλ γνλίδηα κε ηηκέο έληαζεο ηέηνηεο ώζηε λα παξέρνπλ έληνλν ζήκα (κέγηζηε 

δπλαηή θάιπςε) θαη λα δηεπθνιύλνπλ ηελ αλάιπζε ζηηο κηθξνζπζηνηρίεο κε ηηο νπνίεο ζα 

πβξηδνπνηεζνύλ.  Όια ηα κείγκαηα κπνξνύλ λα είλαη αληηπξνζσπεπηηθά θαη λα ρξεζηκνπνηεζνύλ 

σο κείγκαηα αλαθνξάο, αιιά πξνηηκόηεξα είλαη απηά πνπ πξνέθπςαλ από ηελ πινπνίεζε ηνπ 

πξνβιήκαηνο Διαρηζηνπνίεζεο ηεο Δληξνπίαο. 
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ΕΤΦΑΡΙ΢ΣΙΕ΢ 

 
 
Πξώηα απ‟ όια ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ησλ επηβιέπνληά Καζεγεηή κνπ, θύξην Μηράιε 

Εεξβάθε, γηα ηελ ππέξνρε ζπλεξγαζία, ηελ πνιύηηκε βνήζεηα θαη ζηήξημή ηνπ, θαζώο θαη γηα 

ηελ εκπηζηνζύλε θαη ηελ ειεπζεξία πνπ κνπ έδσζε όζνλ αθνξά ηελ έξεπλά κνπ. Δίκαη επίζεο 

επγλώκσλ ζηνλ Καζεγεηή θύξην Καξπζηηλό Γεώξγην θαη ζηνλ Καζεγεηή θύξην Μπάια 

Κσλζηαληίλν, νη νπνίνη δέρηεθαλ λα αμηνινγήζνπλ απηήλ ηελ εξγαζία. 

 

Θα ήζεια επίζεο λα αλαθέξσ ζπγθεθξηκέλα θάπνηνπο ζπλαδέιθνπο κνπ, νη νπνίνη κε βνήζεζαλ 

πάξα πνιύ ώζηε λα νινθιεξώζσ επηηπρώο ηελ εξγαζία απηή. Δπραξηζηώ ζεξκά ηνλ 

Μεηαπηπρηαθό θνηηεηή Κσλζηαληίλν Παπαδόπνπιν γηα ηελ αλεθηίκεηε βνήζεηά ηνπ όζνλ 

αθνξά ηελ θαηαλόεζε ησλ καζεκαηηθώλ ζεκείσλ ηεο εξγαζίαο απηήο θαη ηνλ Γηδαθηνξηθό 

θνηηεηή Γξεγόξε Φξπζό γηα ηηο ζπκβνπιέο ηνπ, όηαλ ηηο ρξεηαδόκνπλ. Δπηπιένλ ζα ήζεια λα 

επραξηζηήζσ θαη ηε Γεσξγία Τζηιίθε, κέινο ηνπ Δξγαζηεξίνπ Μνξηαθήο Βηνινγίαο θαη 

Βηνηερλνινγίαο ηνπ Παλεπηζηεκίνπ Ζξαθιείνπ, γηα ηελ άκεζε αληαπόθξηζή ηεο ζηελ απνζηνιή 

ησλ απνηειεζκάησλ πνπ πξνέθπςαλ από ηε δηθή ηεο έξεπλα θαη ηα νπνία ήηαλ απαξαίηεηα γηα 

ηελ επηβεβαίσζε ηεο δηθήο κνπ εξγαζίαο. 

 

Θα ήζεια λα αθηεξώζσ απηήλ ηελ εξγαζία ζηνπο γνλείο κνπ γηα ηελ απεξηόξηζηε βνήζεηά ηνπο, 

ώζηε λα γίλσ απηό πνπ είκαη ζήκεξα, αιιά θαη γηα ηελ ππνζηήξημή ηνπο ζηηο ηδέεο κνπ θαη ζηε 

δνπιεηά κνπ. Τέινο, ζα ήζεια λα εθθξάζσ ηελ επγλσκνζύλε κνπ ζηνλ Κσλζηαληίλν, γηα ηελ 

ζηήξημε θαη ηελ εκπηζηνζύλε πνπ έδεημε ζε κέλα θαη ζηηο δπλαηόηεηέο κνπ, αιιά θαη γηα ηελ 

αλεθηηθόηεηά ηνπ απέλαληη ζηα άγρε θαη ηνπο θόβνπο κνπ όιν απηόλ ηνλ θαηξό.  
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ΠΕΡΙΕΦΟΜΕΝΑ 

 
 
Πεπίλητη 

Δςσαπιζηίερ 

Πεπιεσόμενα 

Λίζηα Σσημάηυν 

Λίζηα Πινάκυν 

 

 

1 Διζαγυγή 

1.1     Σθνπόο Δξγαζίαο  

1.2     Σρεηηθή Έξεπλα 

1.3     Γνκή Δξγαζίαο 

 

2 Θευπηηικό Υπόβαθπο 

2.1     Βειηηζηνπνίεζε 

2.2     Βειηηζηνπνίεζε Με ή Φσξίο Πεξηνξηζκνύο 

2.2.1 Βειηηζηνπνίεζε Φσξίο Πεξηνξηζκνύο 

2.2.2 Βειηηζηνπνίεζε Με Πεξηνξηζκνύο 

2.2.3 Βαζηθά Σεκεία Αλάιπζεο γηα Βειηηζηνπνίεζε κε ή ρσξίο 

πεξηνξηζκνύο 

2.3     Βειηηζηνπνίεζε γηα Γηάθνξεο Αληηθεηκεληθέο Σπλαξηήζεηο 

2.3.1 Βειηηζηνπνίεζε Κπξηώλ Σπλαξηήζεσλ (Convex Optimization) 

2.3.1.1     Πξνβιήκαηα Φσξίο Πεξηνξηζκνύο 

2.3.1.2     Πξνβιήκαηα κε Πεξηνξηζκνύο Ηζόηεηαο 

2.3.1.3     Διαρηζηνπνίεζε σο πξνο κε αξλεηηθή κεηαβιεηή 

2.3.2 Τεηξαγσληθή Βειηηζηνπνίεζε (Quadratic Optimization)   

2.3.3 Βειηηζηνπνίεζε Με Κπξηώλ Σπλαξηήζεσλ  

2.4     Μέζνδνη Δπίιπζεο Κπξηώλ Πξνβιεκάησλ Βειηηζηνπνίεζεο (Convex) 

2.4.1 Δηζαγσγηθά Σηνηρεία 

2.4.2 Δπίιπζε Πξνβιεκάησλ Φσξίο Πεξηνξηζκνύο 

2.4.2.1     Μέζνδνο Gradient Descent 

2.4.3 Δπίιπζε Πξνβιεκάησλ κε Πεξηνξηζκνύο 

2.4.3.1     Lagrange Multipliers 

2.4.3.1.1 Lagrangian & Πεξηνξηζκνί Ηζόηεηαο 

2.4.3.1.2 Lagrangian & Πεξηνξηζκνί Αληζόηεηαο 

2.5     Μέζνδνο Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ 

2.6     Πξόβιεκα Διαρηζηνπνίεζεο Δληξνπίαο 

2.6.1 Δληξνπία – Γεληθόο Οξηζκόο 

2.6.2 Βειηηζηνπνίεζε Δληξνπίαο 
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3 Υλοποίηζη 

3.1     Καζνξηζκόο Γεδνκέλσλ 

3.2     Δπεμεξγαζία Αξρηθώλ Γεδνκέλσλ 

3.2.1 Μείσζε Γηάζηαζεο Γεδνκέλσλ (Σπζρέηηζε) 

3.2.2 Καλνληθνπνίεζε Γεδνκέλσλ 

3.3     Υινπνίεζε Αιγνξίζκνπ Gradient Descent  

3.3.1 Υινπνίεζε Μεζόδνπ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ 

3.3.2 Υινπνίεζε Μεζόδνπ Διαρηζηνπνίεζεο Δληξνπίαο 

3.4     Linear & Non Linear Least Squares in Matlab 

3.4.1 Lsqlin 

3.4.2 Lsqnonlin  

 

4 Αποηελέζμαηα 

4.1     Απνηειέζκαηα 

4.2     Έιεγρνο Απνηειεζκάησλ γηα ην Σύλνιν ησλ Γεδνκέλσλ 

4.3     Υπνινγηζκόο Κάιπςεο Μείγκαηνο Αλαθνξάο 

4.4     Σύγθξηζε Απνηειεζκάησλ Υπνινγηζηηθήο Μεζόδνπ – Μεζόδσλ 

Βειηηζηνπνίεζεο 

 

5 Σςμπεπάζμαηα  

5.1     Σπλνιηθά Σπκπεξάζκαηα 

5.2     Μειινληηθή Δξγαζία 

 

 

Παπάπηημα A 

Βιβλιογπαθία 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

7 

 

ΛΙ΢ΣΑ ΢ΦΗΜΑΣΨΝ 

 
 
2.1     Γεσκεηξηθή Δξκελεία Σπλζήθεο Βειηηζηόηεηαο 

2.2     Γεσκεηξηθή Αλαπαξάζηαζε Τεηξαγσληθνύ Πξνβιήκαηνο Βειηηζηνπνίεζεο 

2.3     Σρεκαηηθή Αλαπαξάζηαζε Αιγνξίζκνπ Gradient Descent (κία κεηαβιεηή) 

2.4     Σρεκαηηθή Αλαπαξάζηαζε Αιγνξίζκνπ Gradient Descent (πνιιέο κεηαβιεηέο) 

2.5     Σρεκαηηθή Αλαπαξάζηαζε Δπηινγήο Βήκαηνο Αιγνξίζκνπ 

2.6     Γεσκεηξηθή Δξκελεία Πνιιαπιαζηαζηώλ Lagrange 

3.1     Γηάγξακκα Πεξηγξαθήο Γηαδηθαζίαο Αξρηθνπνίεζεο ηνπ Target Distribution 

4.1     Γξαθηθέο Παξαζηάζεηο Μεηγκάησλ γηα Αξρηθνπνίεζε Μείγκαηνο 27/1  

4.2     Γξαθηθέο Παξαζηάζεηο Μεηγκάησλ γηα Αξρηθνπνίεζε Μείγκαηνο 1194,9  

4.3     Γξαθηθέο Παξαζηάζεηο Μεηγκάησλ γηα Αξρηθνπνίεζε Μείγκαηνο 350  

4.4     Σύγθξηζε Μεηγκάησλ Gradient Descent – Lsqlin, γηα ι = 1,967 θαη Αξρηθνπνίεζε 27/1  

4.5     Σύγθξηζε Μεηγκάησλ Gradient Descent – Lsqlin, γηα ι = 10 θαη Αξρηθνπνίεζε 27/1  

4.6     Σύγθξηζε Μεηγκάησλ Gradient Descent – Lsqlin, γηα ι = 1,967 θαη Αξρηθνπνίεζε 1194,9  

4.7     Σύγθξηζε Μεηγκάησλ Gradient Descent – Lsqlin, γηα ι = 10 θαη Αξρηθνπνίεζε 1194,9  

4.8     Σύγθξηζε Μεηγκάησλ Gradient Descent – Lsqlin, γηα ι = 1,967 θαη Αξρηθνπνίεζε 350  

4.9     Σύγθξηζε Μεηγκάησλ Gradient Descent – Lsqlin, γηα ι = 10 θαη Αξρηθνπνίεζε 350  

4.10   Γξαθηθέο Παξαζηάζεηο Μεηγκάησλ γηα ηελ Πεξίπησζε ηεο Δληξνπίαο 

4.11   Σύγθξηζε Μεηγκάησλ Gradient Descent – Lsqnonlin, γηα ι = 1,967 

4.12   Σύγθξηζε Μεηγκάησλ Gradient Descent – Lsqnonlin, γηα ι = 10 

4.13   Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, ι = 1,967 ( 27/1
init

A ) 

4.14   Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, ι = 10 ( 27/1
init

A ) 

4.15   Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, Δληνιέο ( 27/1
init

A ) 

4.16   Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, ι = 1,967 ( 1194,9
init

A ) 

4.17   Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, ι = 10 ( 1194,9
init

A ) 

4.18   Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, Δληνιέο ( 1194,9
init

A ) 

4.19   Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, ι = 1,967 ( 350
init

A ) 

4.20   Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, ι = 10 ( 350
init

A ) 

4.21   Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, Δληνιέο ( 350
init

A ) 

4.22   Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (ι = 1,967 - 27/1
init

A ) 

4.23   Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (ι = 10 - 27/1
init

A ) 

4.24   Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (Lsqlin - 27/1
init

A ) 

4.25   Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (ι = 1,967 - 1194,9
init

A ) 

4.26   Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (ι = 10 - 1194,9
init

A ) 

4.27   Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (Lsqlin - 1194,9
init

A ) 

4.28   Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα. 34772 γνλίδηα (ι = 1,967 - 350
init

A ) 

4.29   Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (ι = 10 - 350
init

A ) 
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4.30   Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (Lsqlin - 350
init

A ) 

4.31   Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (ι = 1,967) 

4.32   Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (ι = 10) 

4.33   Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (Lsqnonlin) 

4.34   Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα Αλαινγίεο 1/22 

 

 

 

 

ΛΙ΢ΣΑ ΠΙΝΑΚΨΝ 

 
 
3.1     Μέγεζνο Σπζρέηηζεο Μεηαβιεηώλ 

3.2     Αξηζκόο Δπαλαιήςεσλ Δθηέιεζεο Αιγνξίζκνπ (Least Squares) 

3.3     Αξηζκόο Δπαλαιήςεσλ Δθηέιεζεο Αιγνξίζκνπ (Entropy) 

4.1     Καλνληθνπνηεκέλεο Αλαινγίεο & Μείγκαηα γηα ηελ Αξρηθνπνίεζε 27/1  

4.2     Καλνληθνπνηεκέλεο Αλαινγίεο & Μείγκαηα γηα ηελ Αξρηθνπνίεζε 1194,9  

4.3     Καλνληθνπνηεκέλεο Αλαινγίεο & Μείγκαηα γηα ηελ Αξρηθνπνίεζε 350  

4.4     Μέζεο Τηκέο & Γηαζπνξέο γηα ηελ 1
ε
 Αξρηθνπνίεζε 

4.5     Μέζεο Τηκέο & Γηαζπνξέο γηα ηελ 2
ε
 Αξρηθνπνίεζε 

4.6     Μέζεο Τηκέο & Γηαζπνξέο γηα ηελ 3
ε
 Αξρηθνπνίεζε 

4.7     Καλνληθνπνηεκέλεο Αλαινγίεο & Πξόηππα Μείγκαηα 

4.8     Μέζεο Τηκέο & Γηαζπνξέο ησλ 3 Μεηγκάησλ 

4.9     Σύγθξηζε Μέζσλ Τηκώλ & Γηαζπνξώλ Δληξνπίαο – Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ( 27/1
init

A ) 

4.10   Σύγθξηζε Μέζσλ Τηκώλ & Γηαζπνξώλ Δληξνπίαο – Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ  

( 1194,9
init

A ) 

4.11   Σύγθξηζε Μέζσλ Τηκώλ & Γηαζπνξώλ Δληξνπίαο – Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ( 350
init

A ) 

4.12   Σύγθξηζε Μέζσλ Τηκώλ & Γηαζπνξώλ γηα ηα 2 Set Γεδνκέλσλ )27/1(  

4.13   Σύγθξηζε Μέζσλ Τηκώλ & Γηαζπνξώλ γηα ηα 2 Set Γεδνκέλσλ )1194,9(  

4.14   Σύγθξηζε Μέζσλ Τηκώλ & Γηαζπνξώλ γηα ηα 2 Set Γεδνκέλσλ )350(  

4.15   Σύγθξηζε Μέζσλ Τηκώλ & Γηαζπνξώλ γηα ηα 2 Set Γεδνκέλσλ 

4.16   Πνζνζηά Κάιπςεο γηα ην Πξόβιεκα Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ ( 27/1
initial

A ) 

4.17   Πνζνζηά Κάιπςεο γηα ην Πξόβιεκα Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ ( 1194.9
initial

A ) 

4.18   Πνζνζηά Κάιπςεο γηα ην Πξόβιεκα Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ ( 350
initial

A ) 

4.19   Πνζνζηά Κάιπςεο γηα ην Πξόβιεκα Διαρηζηνπνίεζεο ηεο Δληξνπίαο 

4.20   Σύγθξηζε Τηκώλ Κάιπςεο Αλαινγίεο 1-1 v.s. optimal

i
a  

4.21   Βαξύηεηα Αλαινγηώλ Πξόζκεημεο Κπηηαξηθώλ Σεηξώλ 

4.22   Σύγθξηζε Κπηηαξηθώλ Σεηξώλ – Υπνινγηζηηθή Μέζνδνο v.s. Μέζνδνο Βειηηζηνπνίεζεο 

Α.1    Σπληνκνγξαθίεο & Πεγέο Καξθηλσκάησλ Κπηηαξηθώλ Σεηξώλ 

Α.2    Πξνζδηνξηζκόο 27 γνληδίσλ πνπ πξνέθπςαλ κε ηε ρξήζε ζπζρέηηζεο 

Α.3    Βαξύηεηα Κπηηαξηθώλ Σεηξώλ ζην Βέιηηζην Μείγκα 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 1 - ΕΙ΢ΑΓΨΓΗ 

 
Τν αξρηθό απηό θεθάιαην παξνπζηάδεη ην θίλεηξν – ζθνπό  γηα ηνλ νπνίν εθπνλήζακε ηελ 

εξγαζία απηή θαη ζπλνςίδεη όιε ηε ζρεηηθή επηζηεκνληθή έξεπλα πνπ έρεη γίλεη, ηόζν ζε 

δεηήκαηα βειηηζηνπνίεζεο, όζν θαη γηα ην πξόβιεκα δεκηνπξγίαο πξόηππνπ κείγκαηνο 

αλαθνξάο, πξνεξρόκελνπ από ηε κείμε θπηηαξηθώλ ζεηξώλ γνληδίσλ. Τέινο παξνπζηάδεη ηε 

δνκή ηεο εξγαζίαο απηήο. 

 

1.1 ΢κοπός Εργασίας 
 

Οη ζπγθξίζεηο ησλ επηπέδσλ έθθξαζεο ζε πνιιαπιά πεηξάκαηα πβξηδνπνηήζεσλ 

κηθξνζπζηνηρηώλ DNA (microarray) θαη ε αλαγλώξηζε πιεξνθνξηαθώλ πξνηύπσλ ησλ 

εθθξάζεσλ ησλ γνληδίσλ ηνπο είλαη πην εύθνιεο όηαλ έλα θνηλό πξόηππν κείγκα αλαθνξάο 

πβξηδνπνηείηαη ζε θάζε κηθξνζπζηνηρία. Μηα κηθξνζπζηνηρία (microarray) ή θνηλώο γλσζηή σο 

γνληδηαθό chip είλαη κία ζπιινγή από κηθξνζθνπηθέο θειίδεο (spots) DNA, νη νπνίεο 

αληηπξνζσπεύνπλ ζπλήζσο κνλαδηθά γνλίδηα δηαηεηαγκέλα ζε κία ζηεξεή επηθάλεηα, κέζσ 

νκνηνπνιηθώλ δεζκώλ κε έλα ρεκηθό πίλαθα. Οη κηθξνζπζηνηρίεο DNA ρξεζηκνπνηνύληαη 

ζπλήζσο γηα θαηαγξαθή εθθξάζεσλ γνληδίσλ (expression profiling) ή γηα ζπγθξηηηθή 

πβξηδνπνίεζε γνληδηώκαηνο. Έηζη, ε ηζρύο ηεο αλάιπζεο κίαο κηθξνζπζηνηρίαο κπνξεί λα 

απμεζεί εμαξηώκελε από ηελ θάιπςε ησλ γνληδίσλ πνπ είλαη δηάζηηθηα ζηελ ζπζηνηρία. Ωο 

θάιπςε ζπζηνηρίαο νξίδνπκε ην πνζνζηό ησλ θειίδσλ, νη νπνίεο έρνπλ πβξηδνπνηεζεί κε ην 

κείγκα αλαθνξάο θαη παξάγνπλ ζήκα, πάλσ από έλα ζπγθεθξηκέλν θαηώθιη πνπ έρεη νξίζεη ν 

ρξήζηεο.  

Γηα λα παξέρνπκε ινηπόλ ηε κέγηζηε θάιπςε ησλ γνληδίσλ πνπ είλαη δηάζηηθηα ζηε ζπζηνηρία 

θαη έηζη λα έρνπκε ηελ επθνιόηεξε δπλαηή αλάιπζε ησλ δεδνκέλσλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηε 

κηθξνζπζηνηρία, ρξεζηκνπνηνύκε πξόηππα κείγκαηα αλαθνξάο, ηα νπνία θαηαζθεπάδνληαη από 

δηάθνξεο θπηηαξηθέο ζεηξέο. Καη απηό γηαηί ρξεζηκνπνηώληαο σο κείγκα αλαθνξάο έλα κείγκα 

πνπ πξνήιζε από κία κόλν θπηηαξηθή ζεηξά, ην δείγκα ειέγρνπ δελ παξέρεη ζήκα ζε όιεο ηηο 

θειίδεο. Γηα λα μεπεξάζνπκε ινηπόλ απηό ην πξόβιεκα, ρξεζηκνπνηνύκε ηειηθά κείγκαηα 

αλαθνξάο πνπ πξνέξρνληαη από δηάθνξεο θπηηαξηθέο ζεηξέο θαη ηα νπνία καο νδεγνύλ ζηε 

κέγηζηε θάιπςε, όπσο πξναλαθέξζεθε. Ζ θάιπςε όκσο δελ εμαξηάηαη κόλν από ηνλ αξηζκό 

ησλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ πνπ ζπκκεηέρνπλ ζην κείγκα αλαθνξάο, αιιά θαη από ηε δνκή ηνπ 

κείγκαηνο, δειαδή ηνλ ηξόπν θαηά ηνλ νπνίν νη ζεηξέο ζπκκεηέρνπλ ζ‟ απηό.  

Σηόρνο ηεο εξγαζίαο απηήο είλαη λα δεκηνπξγήζεη έλα πξόηππν κείγκα αλαθνξάο, ην νπνίν ζα 

κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ζύγθξηζε ησλ επηπέδσλ έθθξαζεο γνληδίσλ ζε πνιιαπιέο 

πβξηδνπνηήζεηο κηθξνζπζηνηρηώλ. Τν πξόηππν κείγκα απηό πξνέξρεηαη από δηάθνξεο θπηηαξηθέο 

ζεηξέο, νη νπνίεο αλακεηγλύνληαη κε ηέηνην ηξόπν, ώζηε θαηά ηελ πβξηδνπνίεζή ηνπ ζηε 

κηθξνζπζηνηρία λα επηηπγράλεηαη ε κέγηζηε θάιπςε. Ζ δηθή καο πξνζέγγηζε ζην πξόβιεκα 

ππνινγίδεη ην πνζνζηό ηεο θάιπςεο ην νπνίν επηηπγράλεηαη, σο θξηηήξην γηα ηελ θαηαιιειόηεηα 

ηνπ κείγκαηνο, κέζσ γξαθηθώλ κεζόδσλ θαη επηπιένλ έρεη σο απαίηεζε ηε ύπαξμε νκνηνκνξθίαο 

ηνπ κείγκαηνο. κειέηε ηεο ζηηο επηζπκεηέο καζεκαηηθέο ηδηόηεηεο πνπ ζέινπκε λα έρεη ην κείγκα. 

Σπγθεθξηκέλα, αξρηθά ειέγρνπκε ηελ θαηαιιειόηεηα ησλ κεηγκάησλ αλαθνξάο ζηεξηδόκελνη 

ζην αλ ηθαλνπνηεί ηηο βαζηθέο καζεκαηηθέο ηδηόηεηεο ηεο νκνηνκνξθίαο. Σύκθσλα κε ηηο 

ηδηόηεηεο απηέο, έλα κείγκα είλαη νκνηόκνξθν όηαλ όια ηα ζηνηρεία ηνπ έρνπλ ηηο ίδηεο ηηκέο, 

πξάγκα ην νπνίν ζπλεπάγεηαη κεδεληθή δηαζπνξά κείγκαηνο (ζα ππάξμεη πεξαηηέξσ αλάιπζε 
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ζην επόκελν θεθάιαην 3). Έπεηηα, ειέγρνπκε πνηνο είλαη ν αξηζκόο ησλ γνληδίσλ πνπ βξίζθνληαη 

πάλσ από έλα πξνθαζνξηζκέλν θαηώθιη, κέζσ γξαθηθώλ κεζόδσλ. Τν ζύλνιν ησλ γνληδίσλ πνπ 

βξίζθνληαη πάλσ απ‟ ην θαηώθιη απηό αληηζηνηρεί ζην πνζνζηό θάιπςεο πνπ παξέρεη ην κείγκα. 

 

Οη θπηηαξηθέο ζεηξέο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηε δεκηνπξγία ηνπ κείγκαηνο είλαη 22 ζε 

αξηζκό, απνηεινύληαη ε θαζεκία από 34772 γνλίδηα θαη πεξηγξάθνπλ αλζξώπηλα 

θαξθηλώκαηα
(1)

. Τν νκνηόκνξθν πξόηππν κείγκα αλαθνξάο πνπ δεκηνπξγήζεθε, ζηεξίρζεθε 

ζηελ αλάκεημε ησλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ ζε ζπγθεθξηκέλεο αλαινγίεο. Οη αλαινγίεο πξόζκεημεο 

δελ είλαη ηίπνηε άιιν από ην πνζνζηό ζπκκεηνρήο πνπ έρεη θάζε θπηηαξηθή ζεηξά ζην κείγκα, 

δειαδή ην πνζνζηό εκθάληζεο θάζε πεξίπησζεο αλζξώπηλνπ θαξθηλώκαηνο ζην κείγκα. Γηα λα 

λα πξνζδηνξηζηεί επνκέλσο ην δεηνύκελν κείγκα αλαθνξάο, αξθνύζε λα βξνύκε ηηο θαηάιιειεο 

αλαινγίεο πξόζκεημεο. Αλαπαξηζηώληαο κε καζεκαηηθό ηξόπν ηε δεκηνπξγία ηνπ επηζπκεηνύ 

πξόηππνπ κείγκαηνο αλαθνξάο θαηαιήγνπκε ζηελ παξαθάησ έθθξαζε 

 

mixturereferencestatisticsvitaldata _ . 

 

Τα δεδνκέλα καο απνηεινύληαη από ηηο 22 θπηηαξηθέο ζεηξέο, ησλ 34772 γνληδίσλ ε θαζεκία 

)2234772(  θαη  νη αλαινγίεο πξόζκεημεο είλαη 22 ζε αξηζκό )122( . Τν απνηέιεζκα ηνπ 

αιγεβξηθνύ πνιιαπιαζηαζκνύ ηνπο αληηπξνζσπεύεη ην κείγκα αλαθνξάο, ην νπνίν απνηειείηαη 

από 34772 γνλίδηα )134772( . Βαζηθνί πεξηνξηζκνί ζηνπο νπνίνπο πξέπεη λα ππόθεηληαη νη 

αλαινγίεο πξόζκεημεο ησλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ θαη νη νπνίνη πξνθύπηνπλ από ηελ θαζεαπηή 

έλλνηα ηεο αλαινγίαο ή πνζνζηνύ, είλαη ην λα πεξηγξάθνληαη από πξαγκαηηθνύο, ζεηηθνύο 

αξηζκνύο, νη νπνίνη είλαη κηθξόηεξνη ή ην πνιύ ίζνη κε ηε κνλάδα θαη ην άζξνηζκά ηνπο (ησλ 

αλαινγηώλ) λα είλαη ίζν κε 1.  

Τν κείγκα ην νπνίν δεκηνπξγήζεθε ηθαλνπνηεί όιεο ηηο απαηηήζεηο ηεο νκνηνκνξθίαο θαη 

απνηειείηαη από γνλίδηα κε αξθεηά ηθαλνπνηεηηθέο ηηκέο έληαζεο, έηζη ώζηε θαηά ηελ 

πβξηδνπνίεζε κε ηε κηθξνζπζηνηρία λα έρνπκε ηε κέγηζηε θάιπςε, πνπ είλαη θαη ν βαζηθόο 

ζηόρνο ηεο εξγαζίαο απηήο. 

 

1.2 ΢χετική Έρευνα 
 

Τα πξόηππα κείγκαηα αλαθνξάο έρνπλ επξείεο εθαξκνγέο ζηνλ ηνκέα ηεο Μνξηαθήο Βηνινγίαο, 

θπξίσο ιόγσ ηεο ζπκκεηνρήο ηνπο ζε πβξηδνπνηήζεηο κηθξνζπζηνηρηώλ. Γη‟ απηό θαη ε 

δεκηνπξγία ηνπο απνηειεί έλα ζεκαληηθό ζεκείν έξεπλαο ηόζν γηα ην πεδίν ηεο Μνξηαθήο 

Βηνινγίαο, όζν θαη γηα άιια επηζηεκνληθά θαη εξεπλεηηθά πεδία. Πέξα από ηελ έξεπλα πνπ 

εθπνλήζεθε ζηελ εξγαζία απηή θαη ε νπνία πξνζεγγίδεη ην πξόβιεκα κε θαζαξά καζεκαηηθή 

ζθνπηά ππάξρνπλ θαη αληίζηνηρεο έξεπλεο, νη νπνίεο ρξεζηκνπνηνύλ δηαθνξεηηθέο πξνζεγγίζεηο 

γηα ηε δεκηνπξγία ησλ κεηγκάησλ αλαθνξάο. Οη έξεπλεο απηέο δεκηνπξγνύλ κείγκαηα αλαθνξάο, 

ησλ νπνίσλ ε θαηαιιειόηεηα πηζηνπνηείηαη ππνινγίδνληαο ην πνζνζηό θάιπςεο ηεο 

κηθξνζπζηνηρίαο. 

 Έλα δηαζέζηκν (εκπνξηθό) πξόηππν κείγκα αλαθνξάο, ην νπνίν ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά ζε 

πεηξάκαηα κηθξνζπζηνηρηώλ δύν ρξσκάησλ είλαη ην δηεζλέο κείγκα αλζξώπηλνπ RNA ηεο 

Stratagene (www.stratagene.com). Ζ δεκηνπξγία ηνπ κείγκαηνο απηνύ ζηεξίρζεθε ζε δύν 

βαζηθέο ηδέεο: ζηελ αλάγθε ύπαξμεο πνιιώλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ θαη ζηελ αλάγθε ρξήζεο ηνπ 

κείγκαηνο απηνύ ζε πνιιαπιέο πβξηδνπνηήζεηο κηθξνζπζηνηρηώλ. Πξόθεηηαη γηα έλα κείγκα, ην 

νπνίν πεξηιακβάλεη πςειήο πνηόηεηαο RNA, απνηειείηαη από 10 σο 14 θπηηαξηθέο ζεηξέο θαη 
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θαηαζθεπάζηεθε ζε βηνκεραληθό επίπεδν. Δθηόο, όκσο από απηό ην δηεζλέο θαη επξέσο 

ρξεζηκνπνηνύκελν κείγκα αλαθνξάο, έγηλαλ πξνζπάζεηεο γηα λα δεκηνπξγεζνύλ θαη άιια 

πξόηππα κείγκαηα. 

Τν 2002 ν Yang πξόηεηλε λα ρξεζηκνπνηεζεί έλαο πεξηνξηζκέλνο αξηζκόο θπηηαξηθώλ ζεηξώλ, 

θάζε κία από ηηο νπνίεο εθθξάδεη έλα κεγάιν αξηζκό δηαθόξσλ γνληδίσλ. Καηαζθεπάζηεθαλ 

ινηπόλ δύν δηαθνξεηηθά πξόηππα κείγκαηα από απηέο ηηο θπηηαξηθέο ζεηξέο, κε ηε κέγηζηε 

παξνπζία ησλ κνλαδηθώλ γνληδίσλ, ηα νπνία είλαη επίζεο εύθνιν λα κεγαιώζνπλ θαη 

απνθέξνπλ κεγάιεο πνζόηεηεο RNA. Σην πξώην πξόηππν κείγκα αλαθνξάο αλακείρηεθαλ ίζεο 

πνζόηεηεο θπηηαξηθώλ ζεηξώλ CaCO2 πνπ πεξηγξάθνπλ θαξθηλώκαηα ηνπ παρέσο εληέξνπ, 

KM12L4A θαη ηεο θπηηαξηθήο ζεηξάο OVCAR3 πνπ πεξηγξάθεη θαξθίλσκα ησλ σνζεθώλ. Σην 

δεύηεξν κείγκα αλαθνξάο αληηθαηαζηάζεθε ε θπηηαξηθή ζεηξά OVCAR3 κε ηε ζεηξά U118MG 

πνπ πεξηγξάθεη θαξθίλσκα ηνπ εγθεθάινπ. Τν πξώην κείγκα αλαθνξάο έδσζε θάιπςε ηεο 

ηάμεσο ηνπ 75%, ελώ ην δεύηεξν κείγκα είρε θάιπςε ίζε κε 80%.  

Δπίζεο ππάξρνπλ κείγκαηα αλαθνξάο RNA αλζξώπσλ, πνληηθηώλ θαη αξνπξαίσλ, πνπ 

αλαθέξνληαη σο Universal Reference RNA θαη ηα νπνία πξνέξρνληαη από μερσξηζηέο θπηηαξηθέο 

ζεηξέο, πνπ αληηπξνζσπεύνπλ δηαθνξεηηθνύο ηζηνύο. Σπγθεθξηκέλα, θάζε έλα κείγκα από ηα 3 

απνηειείηαη από 10 αλζξώπηλεο θπηηαξηθέο ζεηξέο, 11 ζεηξέο πνληηθηνύ θαη 14 ζεηξέο αξνπξαίνπ 

αληίζηνηρα. Ζ θάιπςε ηεο κηθξνζπζηνηρίαο αμηνινγείηαη κε βάζε έλα πξνθαζνξηζκέλν θαηώθιη 

(θαηώηαην όξην), ην νπνίν ηζνύηαη κε ην κε ηελ έληαζε ηνπ θόληνπ ή ην δηπιάζην ηεο έληαζεο 

θάζε θαλαιηνύ. Γηα θαηώθιη ίζν κε ηελ έληαζε ηνπ θόληνπ επηηπγράλεηαη θάιπςε κεγαιύηεξε 

από 80%, ελώ γηα θαηώθιη ίζν κε ην δηπιάζην ηεο έληαζεο ηνπ θόληνπ επηηπγράλεηαη θάιπςε 

κεγαιύηεξε από 60%. Τα κείγκαηα αλαθνξάο απηά, όπσο θαη όια ηα πξνεγνύκελα πνπ 

αλαθέξζεθαλ επηβεβαηώλνπλ ηε βαζηθή ηδέα όηη, αλακεηγλύνληαο RNA πνπ πξνέξρεηαη από 

πεξηνξηζκέλεο, αιιά δηαθνξεηηθέο θπηηαξηθέο ζεηξέο κπνξνύκε λα νδεγεζνύκε ζε βέιηηζηα 

πξόηππα κείγκαηα αλαθνξάο. 

Μία αθόκα πξνζπάζεηα πνπ έγηλε πξνο απηήλ ηελ θαηεύζπλζε είλαη ε εθαξκνγή κίαο 

ππνινγηζηηθήο κεζόδνπ γηα ηε δεκηνπξγία πξόηππνπ κείγκαηνο αλαθνξάο. Σηε κέζνδν απηή 

ρξεζηκνπνηνύληαη 22 θπηηαξηθέο ζεηξέο
(1)

, νη νπνίεο πεξηγξάθνπλ αλζξώπηλα θαξθηλώκαηα. Ο 

αξηζκόο ησλ γνληδίσλ πνπ ζπκκεηέρνπλ ζηηο ζεηξέο απηέο είλαη 34772, ελώ θάζε γνλίδην 

πεξηγξάθεηαη από κία ηηκή έληαζεο γηα θάζε θπηηαξηθή ζεηξά. Οη ηηκέο έληαζεο θάπνησλ 

γνληδίσλ δελ ππάξρνπλ. Γηα ην ιόγν απηό ρξεζηκνπνηείηαη ε κέζνδνο ησλ k – Κνληηλόηεξσλ 

Γεηηόλσλ, κε θξηηήξην αληηθαηάζηαζεο ηε ζπζρέηηζε κεηαμύ ηνπ δείγκαηνο θαη ησλ 10 

θνληηλόηεξσλ γεηηόλσλ ηνπ θαη κε ζηόρν ηελ αληηθαηάζηαζε ησλ ηηκώλ πνπ ιείπνπλ.  

Έρνληαο ινηπόλ σο βάζε ηα δεδνκέλα απηά ππνινγίζηεθε ε θάιπςε θάζε κίαο από ηηο 22 

θπηηαξηθέο ζεηξέο θαη ηειηθά ηνπ κείγκαηνο πνπ δεκηνπξγείηαη από ηελ αλάκεημε ησλ ζεηξώλ 

απηώλ, ζε αλαινγίεο 1 πξνο 1. Φξεζηκνπνηώληαο σο θαηώθιη ηε κέζε ηηκή ησλ εληάζεσλ γηα 

όιεο ηηο θπηηαξηθέο ζεηξέο, ε νπνία είλαη ίζε κε 350
0

C  ππνινγίζηεθε ν αξηζκόο ησλ γνληδίσλ 

πνπ έρνπλ ηηκέο πάλσ από ην θαηώθιη. Γηα ηελ εύξεζε ηεο κέγηζηεο θάιπςεο αλαδεηήζεθε ν 

αξηζκόο θπηηαξηθώλ ζεηξώλ πνπ ζα είλαη κηθξόηεξνο από 22, ε αλάκεημε ησλ νπνίσλ ζα 

νδεγήζεη ζην βέιηηζην κείγκα. Φξεζηκνπνηήζεθαλ δύν ηξόπνη γηα λα βξεζεί ν  βέιηηζηνο 

αξηζκόο θπηηαξηθώλ ζεηξώλ πνπ ζα απνηειέζνπλ ην κείγκα αλαθνξάο θαη νη αλαινγίεο κε ηηο 

νπνίεο ζα ζπκκεηέρνπλ ζην κείγκα απηό. Σύκθσλα κε ηνλ πξώην ηξόπν, δνθηκάζηεθαλ όινη νη 

πηζαλνί ζπλδπαζκνί θπηηαξηθώλ ζεηξώλ ρξεζηκνπνηώληαο ηε κέζνδν ηεο εμαληιεηηθήο έξεπλαο 

(exhaustive search). Γηα ηελ αλάκεημε ησλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ ζε θάζε πηζαλό ζπλδπαζκό 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ αλαινγίεο πξόζκεημεο, όπνπ νη πεξηζζόηεξεο είλαη κηθξνί αξηζκνί θαη κόλν 
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θάπνηεο αληηζηνηρνύλ ζε ζρεηηθά κεγάια λνύκεξα, πξάγκα ην νπνίν ζεκαίλεη όηη θάπνηεο 

ζπλεηζθέξνπλ ιηγόηεξν θαη θάπνηεο πεξηζζόηεξν.  

Γηα θάζε πηζαλό ζπλδπαζκό ππνινγίδεηαη ην πνζνζηό θάιπςεο. Ζ θάιπςε αληηζηνηρεί θαη πάιη 

ζην πνζνζηό ησλ εληάζεσλ ησλ γνληδίσλ πνπ βξίζθνληαη πάλσ από ην πξνεγνύκελν θαηώθιη. 

Τν κείγκα ινηπόλ πνπ πξνέξρεηαη από έλαλ ζπγθεθξηκέλν ζπλδπαζκό θπηηαξηθώλ ζεηξώλ θαη 

πνπ έρεη ηε κέγηζηε θάιπςε (ε ηηκή ηεο πξέπεη λα βξίζθεηαη πάλσ από ην θαηώθιη) είλαη ην 

επηζπκεηό πξόηππν κείγκα αλαθνξάο. Γηα ηνλ πξώην ινηπόλ ηξόπν έρνπκε ην βέιηηζην κείγκα 

αλαθνξάο, ην νπνίν απνηειείηαη από 22 θπηηαξηθέο ζεηξέο, αιιά κόλν νη 11 από απηέο έρνπλ 

βαξύηεηα θαη γηα ην νπνίν ε κέγηζηε θάιπςε πνπ επηηπγράλεηαη είλαη 57,12%. 

Ο δεύηεξνο ηξόπνο εύξεζεο ησλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ θαη ησλ αλαινγηώλ ηνπο πεξηιακβάλεη 

θαζαξά ππνινγηζηηθέο κεζόδνπο (simulated annealing). Ο δεύηεξνο ηξόπνο παξέρεη ηελ 

επηζπκεηή ιύζε πην εύθνια θαη πην γξήγνξα θαη ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα πηζηνπνηήζεη απιά ηα 

απνηειέζκαηα ηνπ πξώηνπ. Καη κε ηνλ ηξόπν απηό θαηαιήγνπκε ζην όηη ην βέιηηζην κείγκα 

πεξηιακβάλεη 11 ζεκαληηθέο θπηηαξηθέο ζεηξέο θαη αληηζηνηρεί ζε πνζνζηό θάιπςεο 57,12%. 

Ζ ηειεπηαία απηή έξεπλα ζα ρξεζηκνπνηεζεί θαη ζηε δηθή καο εξγαζία, κε ζθνπό ηε ζύγθξηζε 

ησλ αληίζηνηρσλ απνηειεζκάησλ θαη ηελ επηβεβαίσζε ηεο νξζόηεηαο ηεο δηθήο καο πινπνίεζεο. 

 

(1) : Βιέπε Παράρηεκα Α.1 

 

1.3 Δομή Εργασίας 
 

Τν ππόινηπν θνκκάηη ηεο εξγαζίαο απηήο δνκείηαη σο εμήο: 

 Κεθάιαην 2 – παξνπζηάδεη όιν ην ζεσξεηηθό ππόβαζξν πνπ ρξεηάζηεθε γηα λα επηιπζεί 

ην πξόβιεκα εύξεζεο ησλ βέιηηζησλ αλαινγηώλ πξόζκεημεο ησλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ σο 

έλα πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο. Αλαιύζεθαλ δειαδή νη έλλνηεο ηεο βειηηζηνπνίεζεο κε 

ή ρσξίο πεξηνξηζκνύο, νη κέζνδνη επίιπζεο πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο, θαζώο θαη 

δύν από ηα θπξηόηεξα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο. 

 Κεθάιαην 3 – παξνπζηάδεη αλαιπηηθά ηα βήκαηα πινπνίεζεο, γηα ηηο δύν κεζόδνπο πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ (Μέζνδνο Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ & Μέζνδνο Διαρηζηνπνίεζεο 

Δληξνπίαο).  

 Κεθάιαην 4 – παξνπζηάδεη ηα απνηειέζκαηα ησλ δύν κεζόδσλ γηα ην πξόβιεκα εύξεζεο 

ησλ βέιηηζησλ αλαινγηώλ πξόζκεημεο. 

 Κεθάιαην 5 – παξνπζηάδεη ηα ζπλνιηθά ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ από ηελ εξγαζία 

απηή, θαζώο θαη ηηο κειινληηθέο επεθηάζεηο ή αιιαγέο πνπ πξνηείλνληαη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

13 

 

ΚΕΥΑΛΑΙΟ 2  -  ΘΕΨΡΗΣΙΚΟ ΤΠΟΒΑΘΡΟ 

 
2.1 Βελτιστοποίηση (Optimization) 
 

Σηε γιώζζα ησλ καζεκαηηθώλ, ν όξνο βειηηζηνπνίεζε ε καζεκαηηθόο πξνγξακκαηηζκόο 

αλαθέξεηαη ζηε κειέηε πξνβιεκάησλ ζηα νπνία θάπνηνο ζηνρεύεη ζην λα ειαρηζηνπνηήζεη ή λα 

κεγηζηνπνηήζεη κία πξαγκαηηθή ζπλάξηεζε, επηιέγνληαο ζπζηεκαηηθά ηηο ηηκέο πξαγκαηηθώλ ή 

αθεξαίσλ κεηαβιεηώλ, κέζα από έλα επηηξεπόκελν set ηηκώλ. 

 

Έλα πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί κε ηνλ αθόινπζν ηξόπν: 

Γοζέληος: κίαο ζπλάξηεζεο Af : , από θάπνην set A ζηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο 

Να βρεζεί: έλα ζηνηρείν
0

x ζην A , ηέηνην ώζηε )()(
0

xfxf , γηα όια ηα x ζην A   

(ειαρηζηνπνίεζε), ή ηέηνην ώζηε )()(
0

xfxf , γηα όια ηα x  ζην A  (κεγηζηνπνίεζε). 

 

Μία ηέηνηα δηαηύπσζε νλνκάδεηαη πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ή πξόβιεκα καζεκαηηθνύ 

πξνγξακκαηηζκνύ. Σπλήζσο, ην A  είλαη έλα ππνζύλνιν ηνπ Δπθιείδεηνπ δηαζηήκαηνο n , ην 

νπνίν ζπρλά θαζνξίδεηαη από έλα ζύλνιν από πεξηνξηζκνύο, εμηζώζεηο ή αληζώζεηο, ηηο νπνίεο 

ηα ζηνηρεία ηνπ A  πξέπεη λα ηθαλνπνηνύλ. Ο ηνκέαο A  ηεο f νλνκάδεηαη δηάζηεκα αλαδήηεζεο, 

ελώ ηα ζηνηρεία ηνπ A  νλνκάδνληαη ππνςήθηεο ιύζεηο ή εθηθηέο ιύζεηο. Ζ ζπλάξηεζε f

νλνκάδεηαη αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ή ζπλάξηεζε θόζηνπο. Ζ κεηαβιεηή x  νλνκάδεηαη 

κεηαβιεηή βειηηζηνπνίεζεο. Μία εθηθηή ιύζε (feasible), ε νπνία ειάρηζηνπνηεί ή κεγηζηνπνηεί 

ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε νλνκάδεηαη βέιηηζηε ιύζε (optimal). 

 

2.2 Βελτιστοποίηση με ή χωρίς Περιορισμούς 
 

Μία ραξαθηεξηζηηθή νηθνγέλεηα θιάζεσλ γηα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο είλαη απηή πνπ  

ραξαθηεξίδεηαη από ηελ ύπαξμε ή όρη ζπλαξηήζεσλ πεξηνξηζκώλ. Οη ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκώλ 

(εάλ ππάξρνπλ) κπνξεί λα είλαη ζπλαξηήζεηο ηζόηεηαο ή αληζόηεηαο ή θαη ηα δύν καδί. 

 

2.2.1 Unconstraint Optimization (Βελτιστοποίηση χωρίς περιορισμούς) 
Τν πην απιό πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο είλαη λα βξεζεί ην ειάρηζην (ή ην κέγηζην) κίαο scalar – 

valued ζπλάξηεζεο σο πξνο κία scalar – valued κεηαβιεηή – ηεο ιεγόκελεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο – θαη ην πνπ ηνπνζεηείηαη απηό ην ειάρηζην (κέγηζην). Υπνζέηνληαο όηη ε 

ζπλάξηεζε είλαη δηαθνξίζηκε, νη γλσζηέο ζπλζήθεο πνπ απαηηνύληαη γηα λα λα βξεζεί απηό ην 

ειάρηζην (κέγηζην) – ηνπηθό θαη νιηθό – είλαη  

0)( xf
x

 

0)(
2

2

xf
x

,  γηα εύξεζε ειαρίζηνπ 

 0)(
2

2

xf
x

, γηα εύξεζε κεγίζηνπ 
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Όιεο νη ηηκέο ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο x  πνπ ηθαλνπνηνύλ απηέο ηηο ζπλζήθεο, είλαη 

πεξηνρέο ηνπηθνύ ειαρίζηνπ (ή κεγίζηνπ). Φσξίο ηε δεύηεξε ζπλζήθε, ιύζεηο ηηο πξώηεο 

ζπλζήθεο κπνξεί λα απνηεινύλ είηε ειάρηζηα, είηε κέγηζηα ζεκεία, είηε ζεκεία θακπήο. Οη 

ιύζεηο ηεο πξώηεο εμίζσζεο νλνκάδνληαη ζηαηηθά ζεκεία ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. Γηα λα 

βξεζεί έλα νιηθό ειάρηζην (ή κέγηζην), θάζε ππνςήθηα ηηκή πξέπεη λα εμεηαζηεί: ε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε πξέπεη λα ππνινγηζηεί γηα θάζε ζηαηηθό ζεκείν, ώζηε λα επηιερζεί απηό πνπ νδεγεί 

ζηε κηθξόηεξε (ή ζηε κεγαιύηεξε) ηηκή ηεο. Δάλ, παξ‟ όια απηά, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε 

κπνξεί λα απνδεηρηεί όηη είλαη απζηεξώο θπξηή (convex), ε κνλαδηθή ιύζε ηεο ζρέζεο 

0)( xf
x

 ππάξρεη θαη ε ιύζε απηή αληαπνθξίλεηαη ζε νιηθό ειάρηζην (κέγηζην). Ζ 

ζπλάξηεζε )( xf  είλαη απζηεξώο θπξηή, εάλ γηα νπνηαδήπνηε επηινγή ησλ 
1

x ,
2

x θαη ηεο 

βαζκσηήο κεηαβιεηήο ,a  )()1()())1((
2121

xfaxafxaaxf  . Κπξηέο αληηθεηκεληθέο 

ζπλαξηήζεηο εκθαλίδνληαη ζπρλά ζηελ πξάμε θαη ειαρηζηνπνηνύληαη (ή κεγηζηνπνηνύληαη) 

επθνιόηεξα, εμαηηίαο ηεο παξαπάλσ ηδηόηεηαο. 

Όηαλ ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε εμαξηάηαη από κία vector – valued πνζόηεηα x (δειαδή ε 

είζνδνο ηνπ πξνβιήκαηνο είλαη έλα δηάλπζκα (vector) ηηκώλ), ν ππνινγηζκόο ησλ ζηαηηθώλ 

ζηνηρείσλ ηεο ζπλάξηεζεο είλαη κία απιή επέθηαζε ηεο παξαπάλσ απιήο πεξίπησζεο. Παξ‟ όια 

απηά όκσο, ην λα εμεηαζηνύλ όια ηα ζηαηηθά ζεκεία σο πηζαλέο ηνπνζεζίεο ειαρίζηνπ (ή 

κεγίζηνπ) είλαη ιίγν πην πεξίπινθν ζ‟ απηήλ ηελ πεξίπησζε. Ζ παξάγσγνο – θιίζε ηεο 

ζπλάξηεζεο )( xf , σο πξνο ην δηάλπζκα x (δηαζηάζεσλ N ) ηζνδπλακεί κε έλα N - δηάζηαην 

δηάλπζκα, ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία είλαη νη κεξηθέο παξάγσγνη ηεο ()f σο πξνο θάζε ζηνηρείν ηνπ 

x . Γειαδή, 

)(

..............

)(

))((

1

xf
x

xf
x

xf

N

x
 

 

Ζ δεύηεξε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο )( xf , ε νπνία πεξηγξάθεηαη σο ))((
2

xf
x

 είλαη έλαο 

πίλαθαο όπνπ ε  j
th

  ζηήιε είλαη ε παξάγσγνο ηνπ j
th
  ζηνηρείνπ ηεο παξαγώγνπ ηεο f .  

)())((

2

2
xf

xx
xf

ji

ijx
 

Απηή ε πνζόηεηα είλαη γλσζηή θαη σο Hessian, ε νπνία νξίδεηαη σο ν πίλαθαο όισλ ησλ 

δεύηεξσλ κεξηθώλ παξαγώγσλ ηεο ()f . Ζ Hessian είλαη πάληα έλαο ζπκκεηξηθόο πίλαθαο. 

Οη ζπλζήθεο ινηπόλ πνπ απαηηνύληαη γηα λα βξεζεί ην ειάρηζην (ή κέγηζην) ηεο αληηθεηκεληθήο 

καο ζπλάξηεζεο είλαη 

0))(( xf
x

 

0))((
2

xf
x

, γηα εύξεζε ειαρίζηνπ 

0))((
2

xf
x

, γηα εύξεζε κεγίζηνπ 

Γηα λα είλαη έλα ζηαηηθό ζεκείν ειάρηζην, ζα πξέπεη ε Hessian ε νπνία ππνινγίδεηαη γηα ην 

ζεκείν απηό λα είλαη έλαο ζεηηθά νξηζκέλνο πίλαθαο. Όηαλ ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη 
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απζηεξώο θπξηή, ν παξαπάλσ έιεγρνο δε ρξεηάδεηαη λα γίλεη. Γηα παξάδεηγκα, ε αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε Axxxf
T

)(  είλαη θπξηή (convex), όπνηε ην Α είλαη έλαο ζπκκεηξηθόο θαη ζεηηθά 

νξηζκέλνο πίλαθαο. 

Γηα ηελ εύξεζε ηνπ βέιηηζηνπ, ε παξάγσγνο πξέπεη λα “δείρλεη” ζηελ θαηεύζπλζε ηνπ κέγηζηνπ 

ξπζκνύ αύμεζεο ηεο ζπλάξηεζεο ()f . Τν ζηνηρείν απηό ρξεζηκνπνηείηαη ζπρλά ζε 

αξηζκεηηθνύο αιγνξίζκνπο βειηηζηνπνίεζεο.  

 

2.2.2  Constraint Optimization (Βελτιστοποίηση με περιορισμούς) 
Πξνθείηαη γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε (ή κεγηζηνπνίεζε) ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, ε νπνία 

ππόθεηηαη ζε πεξηνξηζκνύο γηα ηηο πηζαλέο ηηκέο ηεο αλεμάξηεηεο κεηαβιεηήο, σο πξνο ηελ νπνία 

ειαρηζηνπνηνύκε (ή κεγηζηνπνηνύκε). Οη πεξηνξηζκνί κπνξεί λα είλαη είηε πεξηνξηζκνί ηζόηεηαο 

(equality constraints), είηε πεξηνξηζκνί αληζόηεηαο (inequality constraints), είηε θαη ηα δύν καδί. 

Δπεηδή ε πεξίπησζε ηεο scalar κεηαβιεηήο είλαη πην απιή απ‟ απηή ηεο κεηαβιεηήο κε κνξθή 

vector, ε παξαθάησ αλάιπζε ζα αθνξά ηελ πξώηε πεξίπησζε. Φπζηθά, ε δνκή θαη ε αλάιπζε 

ηεο δεύηεξεο πεξίπησζεο είλαη παξόκνηα, άξα ε scalar – variable πεξίπησζε είλαη 

αληηπξνζσπεπηηθή. 

 

1. Πεπιοπιζμοί Ιζόηηηαρ 

Έλα ηππηθό πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνύο ηζόηεηαο έρεη ηε κνξθή 

mixgtosubject

xf

i

x

,...,1,0)(

)}({min
 

όπνπ (.)f  είλαη κία scalar – valued αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαη (.)
i

g  είλαη vector – 

valued ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκώλ ηζόηεηαο. Απζηεξή θπξηόηεηα ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο δε ζπληζηά επαξθέο ζηνηρείν γηα κνλαδηθόηεηα ηνπ ειαρίζηνπ (ή κεγίζηνπ). 

Δπηπξόζζεηα, θάζε ζηνηρείν ηνπ πεξηνξηζκνύ πξέπεη λα είλαη απζηεξώο θπξηό, ώζηε λα 

εγγπάηαη όηη ην πξόβιεκα έρεη κία κνλαδηθή ιύζε. Δμαηηίαο ηνπ πεξηνξηζκνύ, ηα ζηαηηθά 

ζεκεία ηεο (.)f  κόλν, κπνξεί λα κελ είλαη ιύζεηο γηα ην πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο κε 

πεξηνξηζκνύο, κπνξεί λα κελ ηθαλνπνηνύλ ηνπο πεξηνξηζκνύο. Μάιηζηα, νη ιύζεηο ηνπ 

πξνβιήκαηνο κε πεξηνξηζκνύο είλαη ζπρλά κε ζηαηηθά ζεκεία ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο. Δπηπιένλ, ε ad hoc ηερληθή γηα εύξεζε όισλ ησλ ζηαηηθώλ ζεκείσλ ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο πνπ ηθαλνπνηνύλ ηνπο πεξηνξηζκνύο, δε ιεηηνπξγεί. 

 

2. Πεπιοπιζμοί Ανιζόηηηαρ 

Τν ηππηθό πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνύο αληζόηεηαο έρεη ηε κνξθή 

pixhtosubject

xf

i

x

,...,1,0)(

)}({min
 

όπνπ (.)f  είλαη κία scalar – valued αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαη (.)
i

h  είλαη 

ζπλαξηήζεηο  πεξηνξηζκώλ αληζόηεηαο. 

 

3. Πεπιοπιζμοί Ιζόηηηαρ & Ανιζόηηηαρ 

Έλα πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο, ην νπνίν πεξηιακβάλεη ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκνύ 

ηζόηεηαο θαη αληζόηεηαο ηαπηόρξνλα έρεη ηε κνξθή 
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pixh

mixgtosubject

xfimize

i

i

x

,...,1,0)(

,...,1,0)(

)}({min

 

Όπσο θαη παξαπάλσ (.)f  είλαη κία scalar – valued αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, (.)
i

g  είλαη 

vector – valued ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκώλ ηζόηεηαο θαη (.)
i

h  είλαη ζπλαξηήζεηο 

πεξηνξηζκώλ αληζόηεηαο. Τν ζύλνιν ησλ ζεκείσλ γηα ηα νπνία νξίδνληαη ε 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαη όιεο νη ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκώλ, νλνκάδεηαη πεδίν 

νξηζκνύ ηνπ πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο θαη νξίδεηαη σο 


p

i

i

m

i

i
hdomgdomD

11

 

 

Έλα ζεκείν Dx  είλαη ππνςήθηα – εθηθηή ιύζε, εάλ ηθαλνπνηεί ηνπο παξαπάλσ 

πεξηνξηζκνύο. Ζ βέιηηζηε ηηκή *p  ηνπ πξνβιήκαηόο καο νξίδεηαη σο 

},...,1,0)(,,...,1,0)(|)(inf{* pixhmixgxfp
ii

 

 

Τν x  επηηξέπεηαη λα πάξεη ηηο αθξαίεο ηηκέο . Δάλ ην πξόβιεκα είλαη κε εθηθηό, ηόηε 

ηζρύεη *p (αθνινπζώληαο ηελ standard ζύκβαζε όηη ην infnum ελόο θελνύ ζπλόινπ 

είλαη ). Δάλ ππάξρνπλ εθηθηέο ιύζεηο 
k

x κε )(
k

xf όζν k , ηόηε *p  

θαη ιέκε όηη ην πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο είλαη απεξηόξηζην πξνο ηα θάησ (unbounded 

below). 

 

2.2.3 Βασικά σημεία ανάλυσης για Βελτιστοποίηση με ή χωρίς Περιορισμούς 
Δθηόο από ηηο θαηεγνξηνπνίεζεηο πνπ κπνξεί λα ππόθεηηαη έλα πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο 

ππάξρνπλ θαη θάπνηα δεηήκαηα, ζρεηηθά κε ηελ θαιύηεξε θαηαλόεζε ηεο δηαδηθαζίαο 

βειηηζηνπνίεζεο. Τα βαζηθόηεξα ζεκεία αλάιπζεο είλαη ε δηαθνξά πνπ ππάξρεη κεηαμύ ηνπηθώλ 

θαη νιηθώλ βέιηηζησλ ζεκείσλ, νη ζπκβάζεηο πνπ πξέπεη λα αθνινπζνύληαη γηα ηε καζεκαηηθή 

πεξηγξαθή ελόο πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο θαη ηέινο, ε αληηκεηώπηζε πξνβιεκάησλ, ζηα 

νπνία απαηηείηαη ε κεγηζηνπνίεζε θάπνηαο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. Όια ηα ζεκεία απηά 

αλαιύνληαη πεξαηηέξσ παξαθάησ: 

 

a. Όηαλ ιέκε όηη ην x  είλαη βέιηηζην ζεκείν, ηόηε ζεκαίλεη όηη ην *x  είλαη πηζαλή ιπζε 

θαη όηη **)( pxf . Τν ζύλνιν όισλ ησλ βέιηηζησλ ζεκείσλ πεξηγξάθεηαη από ηε 

ζρέζε 

*})(,,...,1,0,,...,1,0)(|{ pxfpihmixgxX
iiopt

. 

Δάλ ππάξρεη έλα βέιηηζην ζεκείν γηα ην πξόβιεκα πνπ κειεηάκε, ηόηε ιέκε όηη ε 

βέιηηζηε ηηκή επεηεύρζεη θαη ην πξόβιεκα είλαη επηιύζηκν. Δάλ ην 
opt

X  είλαη θελό, ιέκε 

όηη ε βέιηηζηε ηηκή δελ επεηεύρζεη (απηό ηζρύεη όηαλ ην πξόβιεκα είλαη απεξηόξηζην 

πξνο ηα θάησ). Μία πηζαλή ιύζε x , γηα ηελ νπνία ηζρύεη *)( pxf  (όπνπ 0 ) 

νλνκάδεηαη έ , θαη ην ζύλνιν όισλ ησλ ζεκείσλ απηώλ θαιείηαη ε – 

ππνβέιηηζην ζύλνιν ηνπ πξνβιήκαηνο. 

Λέκε όηη ην x  είλαη ηνπηθό βέιηηζην, εάλ ππάξρεη έλα 0R , ηέηνην ώζηε  
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},,...,1,0)(,...,1,0)(|)(inf{)(
2

Rxzpizhmizgzfxf
ii

 

ή εθθξαδόκελν ζηε standard ηνπ κνξθή, ην x  επηιύεη ην πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο 

Rxz

pizh

mizgtosubject

zfimize

i

i

x

2

,...,1,0)(

,...,1,0)(

)}({min

 

κε κεηαβιεηή ην z . Τέινο, αλαθέξνπκε όηη ν όξνο “Οιηθό Βέιηηζην” ρξεζηκνπνηείηαη 

πνιιέο θνξέο αληί ηνπ όξνπ “Βέιηηζην”, γηα λα κπνξέζνπκε λα ην δηαθξίλνπκε από ην 

ηνπηθό βέιηηζην. 

 

b. Ζ καζεκαηηθή πεξηγξαθή πνπ πξέπεη λα αθνινπζείηαη γηα έλα πξόβιεκα 

βειηηζηνπνίεζεο νξίδεη όηη ην δεμί κέινο ησλ πεξηνξηζκώλ ηζόηεηαο θαη αληζόηεηαο ζα 

είλαη πάληνηε 0. Απηό κπνξεί λα θαλνληζηεί κε ην λα αθαηξεζεί θάζε κε κεδεληθόο 

παξάγνληαο ηνπ δεμηνύ κέινπο ηνπ πεξηνξηζκνύ. Γηα έλαλ πεξηνξηζκό ηζόηεηαο ηεο 

κνξθήο )()(
~

xzxz ii
, ε standard κνξθή 0)(xg

i
 επηηπγράλεηαη ζέηνληαο 

0)()()(
~

xzxzxg iii
. Ζ δηαδηθαζία είλαη ίδηα θαη γηα έλαλ πεξηνξηζκό αληζόηεηαο. 

Γηα παξάδεηγκα όηαλ έρνπκε έλαλ πεξηνξηζκό ηεο κνξθήο 0)( xh
i

, ηόηε ε standard 

κνξθή επηηπγράλεηαη γξάθνληαο 0
i

h . 

 

c. Όπσο θαίλεηαη από όιε ηελ παξαπάλσ αλάιπζε, έλα ηππηθό πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο 

πεξηιακβάλεη ηελ ειαρηζηνπνίεζε θάπνηαο ζπλάξηεζεο, ε νπνία ππόθεηηαη ζε θάπνηνπο 

πεξηνηξηζκνπο ή όρη. Υπάξρνπλ πεξηπηώζεηο, όκσο, ζηηο νπνίεο επηζπκνύκε λα 

κεγηζηνπνηήζνπκε κία ζπλάξηεζε. Σ‟ απηήλ ηελ πεξίπησζε κεηαηξέπνπκε ην πξόβιεκα 

κεγηζηνπνίεζεο, ζε έλα ηζνδύλακν πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο, ην νπνίν ηειηθά 

ηθαλνπνηεί ηε standard κνξθή θαη επηιύεηαη όπσο αλαθέξακε παξαπάλσ. 

Σπγθεθξηκέλα ζέινπκε λα επηιύζνπκε ην παξαθάησ πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο 

pixh

mixgtosubject

xfimize

i

i

,...,1,0)(

,...,1,0)(

)(max

 

Σύκθσλα κε ηα παξαπάλσ, κπνξνύκε αληί λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε )( xf , λα 

ειαρηζηνπνηήζνπκε ηε ζπλάξηεζε )( xf , ηθαλνπνηώληαο πάληνηε ηνπο πεξηνξηζκνύο. 

Έηζη ε βέιηηζηε ηηκή ηνπ πξνβιήκαηόο καο νξίδεηαη σο 

},...,1,0)(,,...,1,0)(|)(sup{* pixhmixgxfp
ii

 

Τέινο, όηαλ έρνπκε λα επηιύζνπκε έλα πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο, ε αληηθεηκεληθή ηνπ 

ζπλάξηεζε θαιείηαη επίπεδν ηθαλνπνίεζεο ή σθέιεηαο, αληί γηα ζπλάξηεζε θόζηνπο. 

 

2.3 Βελτιστοποίηση για διάφορες Αντικειμενικές ΢υναρτήσεις 

 

Μία λέα νηθνγέλεηα πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο είλαη απηή πνπ ραξαθηεξίδεηαη από ηε 

δηαθνξεηηθή θάζε θνξά αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πξνο ειαρηζηνπνίεζε. Τν είδνο ηεο 
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ζπλάξηεζεο πξνο ειαρηζηνπνίεζε δίλεη θαη ην αληίζηνηρν όλνκα γηα ην πξόβιεκα 

βειηηζηνπνίεζεο. 

 

2.3.1 Βελτιστοποίηση Κυρτών ΢υναρτήσεων (Convex Optimization) 
Έλα πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο θπξηώλ ζπλαξηήζεσλ (convex) είλαη απηό πνπ “ππαθνύεη” ζηε 

κνξθή  

mibxa

pixhtosubject

xfimize

i

T

i

i

,...,1,

,...,1,0)(

)(min

 

όπνπ 
n

p
hhf :,...,,

1
 είλαη θπξηέο ζπλαξηήζεηο. Σπγθξίλνληαο ηε standard κνξθή ηνπ 

πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο θπξηώλ ζπλαξηήζεσλ, κε απηήλ ηνπ γεληθνύ πξνβιήκαηνο 

βειηηζηνπνίεζεο παξαηεξνύκε όηη ην convex πξόβιεκα έρεη ηξεηο επηπιένλ απαηηήζεηο: 

 Ζ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πξέπεη λα είλαη θπξηή (convex). 

 Οη ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκώλ αληζόηεηαο πξέπεη λα είλαη θπξηέο (convex), δειαδή λα 

ηζρύεη  )()()( ybhxahbyaxh
iii

, γηα όια ηα n
yx ,  θαη όια ηα ba , , γηα ηα 

νπνία ηζρύεη όηη 0,0,1 baba . 

 Οη ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκώλ ηζόηεηαο 
i

T

ii
bxaxg )(  λα είλαη ζπγγεληθέο (affine). 

Τν ζύλνιν πνπ πεξηιακβάλεη όιεο ηηο εθηθηέο ιύζεηο ελόο θπξηνύ πξνβιήκαηνο 

βειηηζηνπνίεζεο είλαη θαη απηό θπξηό (convex), αθνύ πξνθύπηεη από ηελ ηνκή ηνπ πεδίνπ 

νξηζκνύ ηνπ πξνβιήκαηνο, 


p

i

i
hdomD

0

 

ε νπνία είλαη έλα θπξηό ζύλνιν, κε p (θπξηά) ππνεπίπεδα ζύλνια }0)(|{ xhx
i

θαη m  

ππεξεπίπεδα }|{
i

T

i
bxax . Γειαδή, ζε έλα convex πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο 

ειαρηζηνπνηνύκε κία θπξηή αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, πάλσ ζε έλα θπξηό ζύλνιν. Δθόζνλ ηα 

ππνεπίπεδα ζύλνια κίαο θπξηήο ζπλάξηεζεο είλαη θπξηά, ηόηε ηα - ππνβέιηηζηα ζύλνια είλαη 

θπξηά. Τν βέιηηζην ζύλνιν είλαη θπξηό. Δπίζεο, εάλ ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη απζηεξώο 

θπξηή, ηόηε ην βέιηηζην ζύλνιν πεξηέρεη ην πνιύ έλα ζεκείν. Τέινο, κία ζεκαληηθή ηδηόηεηα ησλ 

convex πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο είλαη ην όηη έλα ηνπηθό βέιηηζην ζεκείν είλαη επίζεο θαη 

νιηθό βέιηηζην.  

 

Κπιηήπιο Βεληιζηόηηηαρ για Γιαθοπίζιμη Ανηικειμενική Σςνάπηηζη 

Υπνζέηνληαο όηη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε f  ελόο θπξηνύ (convex) πξνβιήκαηνο 

βειηηζηνπνίεζεο είλαη δηαθνξίζηκε, έηζη ώζηε γηα όια ηα fdomyx ,  λα ηζρύεη 

)()()()( xyxfxfyf
T . 

Δάλ ην X  είλαη ην ζύλνιν ησλ εθηθηώλ ιύζεσλ ηνπ πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο, δειαδή,  

},...,1,0)(,,...,1,0)(|{ pixhmixgxX
ii

 

 

ηόηε, ην x  είλαη βέιηηζην, εάλ θαη κόλν εάλ ην Xx  θαη ηαπηόρξνλα ηζρύεη  

Xyallforxyxf
T

0)()(                                                (1) 
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Τν θξηηήξην βειηηζηόηεηαο απηό κπνξεί λα θαηαλνεζεί θαη γεσκεηξηθά: Δάλ 0)( xf  ζεκαίλεη 

όηη ην )( xf  νξίδεη έλα ππνζηεξηθηηθό ππεξεπίπεδν, ζην ζύλνιν ησλ εθηθηώλ ιύζεσλ ζην x . 

Μία ζρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ παξαπάλσ θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα: 

 

 
Σσήμα 2.1. Γεσκεηξηθή εξκελεία ηεο ζπλζήθεο βειηηζηόηεηαο. Ζ ζθηαζκέλε πεξηνρή 

αληηπξνζσπεύεη ην ζύλνιν ησλ εθηθηώλ ιύζεσλ. Κάπνηα επίπεδα θπξηόηεηαο ηεο ζπλάξηεζεο 

f πεξηγξάθνληαη κε ηηο δηαθεθνκκέλεο γξακκέο. Τν ζεκείν x  είλαη βέιηηζην : )( xf  νξίδεη 

έλα ππνζηεξηθηηθό ππεξεπίπεδν (πεξηγξάθεηαη κε ηελ θαλνληθή επζεία γξακκή) ηνπ X  ζην x . 

 

Γηα θάζε θαηεγνξία θπξηνύ (convex) πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο, ε ζπλζήθε ή νη ζπλζήθεο 

βειηηζηόηεηαο δηαθνξνπνηνύληαη. Τα πην ζπρλά εκθαληδόκελα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο θαη 

νη αληίζηνηρεο ζπλζήθεο βειηηζηόηεηαο παξνπζηάδνληαη παξαθάησ. 

 

2.3.1.1 Προβλήματα Φωρίς Περιορισμούς 
Γηα έλα πξόβιεκα ρσξίο πεξηνξηζκνύο, ε ζπλζήθε βειηηζηόηεηαο αλάγεηαη ζηελ πνιύ γλσζηή 

θαη επαξθή ζπλζήθε 

0)( xf  

ώζηε ην x  λα είλαη βέιηηζην. Ζ ζπλζήθε βειηηζηόηεηαο απηή πξνθύπηεη από ηε γεληθή ζπλζήθε 

(1) σο εμήο: Υπνζέηνπκε όηη ην x  είλαη εθηθηή ιύζε,  πξάγκα ην νπνίν ζεκαίλεη όηη fdomx  

θαη όηη γηα όια ηα πηζαλά y  έρνπκε 0)()( xyxf
T . Δθόζνλ ε f είλαη δηαθνξίζηκε, ην πεδίν 

νξηζκνύ ηεο (εμ νξηζκνύ) ζα είλαη αλνηρηό, άξα όια ηα y αξθεηά θνληά ζην x  είλαη εθηθηέο 

ιύζεηο. Αο νξίζνπκε ην )(* xftxy , όπνπ t  είλαη κία παξάκεηξνο. Γηα κηθξό θαη 

ζεηηθό t  ην y είλαη εθηθηή ιύζε, άξα 

0)()()(
2

2
xftxyxf

T  

από ην όπνην ζπκπεξαίλνπκε όηη 0)( xf . 

Υπάξρνπλ πνιιέο πηζαλέο θαηαζηάζεηο, εμαξηώκελεο από ηνλ αξηζκό ησλ ιύζεσλ ηεο ζπλζήθεο 

βειηηζηόηεηαο. Δάλ δελ ππάξρνπλ ιύζεηο πνπ λα ηθαλνπνηνύλ ην θξηηήξην βειηηζηόηεηαο, ηόηε 

δελ ππάξρνπλ θαη βέιηηζηα ζεκεία. Απ‟ ηελ άιιε κπνξνύκε λα έρνπκε  πνιιαπιέο ιύζεηο γηα ην 

θξηηήξην, πεξίπησζε ζηελ νπνία θάζε ιύζε είλαη θαη έλα ειάρηζην ζεκείν γηα ηε ζπλάξηεζε f . 
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2.3.1.2 Προβλήματα με Περιορισμούς Ισότητας  
Αο ππνζέζνπκε όηη έρνπκε ην παξαθάησ convex πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο 

bAxtosubject

xfimize )(min
 

Υπνζέηνπκε όηη ην ζύλνιν ησλ εθηθηώλ ιύζεσλ δελ είλαη θελό. Ζ ζπλζήθε βειηηζηόηεηαο γηα 

κία εθηθηή ιύζε x  είλαη ε 

0)()( xyxf
T

 

ε νπνία ζα πξέπεη λα πεξηιακβάλεη ηα y  ηα νπνία ηθαλνπνηνύλ ηε ζρέζε bAy . Δθόζνλ ην x  

είλαη εθηθηή ιύζε, θάζε εθηθηή ιύζε y  έρεη ηε κνξθή vxy , γηα θάπνην )( ANv . Ζ 

ζπλζήθε βειηηζηόηεηαο κπνξεί επνκέλσο λα εθθξαζηεί σο: 

)(0)( ANvallforvxf
T  

 

2.3.1.3 Ελαχιστοποίηση ως προς μη αρνητική μεταβλητή 
Έλα άιιν, ζπρλά ζπλαληώκελν πξόβιεκα convex βειηηζηνπνίεζεο είλαη απηό ηεο κνξθήο 

0

)(min

xtosubject

xfimize
 

όπνπ νη κόλνη πεξηνξηζκνί αληζόηεηαο πνπ ππάξρνπλ είλαη νη κεηαβιεηέο καο λα είλαη ζεηηθέο. 

Τόηε ε ζπλζήθε βειηηζηόηεηαο παίξλεη ηε κνξθή 

00)()(,0 yallforxyxfx
T

 

Ο όξνο yxf
T

)( , ν νπνίνο είλαη κία γξακκηθή ζπλάξηεζε ηνπ y  δελ πεξηιακβάλεη θάησ όξην 

ζην 0y , εθηόο θαη αλ ηζρύεη 0)( xf . Ζ ζπλζήθε ηόηε απινπνηείηαη ζηελ 0)( xxf
T . 

Όκσο ηζρύεη όηη 0x  θαη 0)( xf , άξα πξέπεη λα έρνπκε 0)( xxf
T , 

0))((

1

i

n

i

i
xxf . 

Τώξα, θάζε όξνο ηνπ παξαπάλσ αζξνίζκαηνο  είλαη έλα γηλόκελν δύν κε αξλεηηθώλ αξηζκώλ, 

επνκέλσο ζπκπεξαίλνπκε όηη θάζε όξνο πξέπεη λα είλαη κεδέλ. Έηζη, ε ζπλζήθε βειηηζηόηεηαο 

κπνξεί πιένλ λα εθθξαζηεί σο 

nixfxxfx
ii

,...,1,0))((,0)(,0  

 

Ζ ηειεπηαία ζπλζήθε νλνκάδεηαη ζπκπιεξσκαηηθή (complementary), αθνύ ζεκαίλεη όηη ηα 

δείγκαηα ζπνξαδηθόηεηαο (ην ζύλνιν ησλ ζεκείσλ πνπ αληηζηνηρεί ζε κε κεδεληθά ζηνηρεία) 

ηνπ δηαλύζκαηνο x  θαη )( xf  είλαη ζπκπιεξσκαηηθά. 

 

2.3.2 Σετραγωνική Βελτιστοποίηση (Quadratic Optimization) 
 Έλα θπξηό (convex) πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο θαιείηαη ηεηξαγσληθό πξόβιεκα (Quadratic 

Problem - QP) εάλ ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη (θπξηή) ηεηξαγσληθή θαη νη ζπλαξηήζεηο 

πεξηνξηζκνύ είλαη ζπγγεληθέο. Έλα ηεηξαγσληθό πξόβιεκα κπνξεί λα εθθξαζηεί κε ηελ 

παξαθάησ κνξθή 

bAx

hGxtosubject

rxqPxximize
TT

)2/1(min
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όπνπ n
SP , mxn

RG , θαη pxn
RA . Σε έλα ηεηξαγσληθό πξόβιεκα ειαρηζηνπνηνύκε ηελ 

θπξηή ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε πάλσ ζε έλα πνιύεδξν, όπσο θαίλεηαη θαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 

 
 

Σσήμα 2.2. Γεσκεηξηθή αλαπαξάζηαζε Τεηξαγσληθνύ Πξνβιήκαηνο. Τν ζύλνιν ησλ εθηθηώλ 

ιύζεσλ P, ην νπνίν είλαη έλα πνιύεδξν, αληηπξνζσπεύεηαη από ηε ζθηαζκέλε επηθάλεηα. Οη 

γξακκέο πεξηγξάκκαηνο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, ε νπνία είλαη θπξηή ηεηξαγσληθή 

παξνπζηάδνληαη κε ηε κνξθή δηαθεθνκκέλσλ γξακκώλ. Τν ζεκείν *x  είλαη ην βέιηηζην. 

 

Όηαλ θαη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, αιιά θαη νη ζπλαξηήζεηο πεξηνξηζκνύ αληζόηεηαο είλαη 

ηεηξαγσληθέο, δειαδή όηαλ ηζρύεη 

bAx

mirxqxPxtosubject

rxqPxximize

i

T

ii

T

TT

,...,1,0)2/1(

)2/1(min

 

(όπνπ n

i
SP  θαη  mi ,...,1 ), ηόηε ην πξόβιεκα νλνκάδεηαη Τεηξαγσληθό Πξόβιεκα 

Τεηξαγσληθώλ Πεξηνξηζκώλ (Quadratically Constrained Quadratic Program - QCQP). Σε έλα 

ηέηνηνπ είδνπο πξόβιεκα, ειαρηζηνπνηνύκε κία θπξηή ηεηξαγσληθή ζπλάξηεζε, πάλσ ζε κία 

πηζαλή πεξηνρή, ε νπνία είλαη ε ηνκή ειιεηςνεηδώλ (όηαλ 0
i

P ). Τα ηεηξαγσληθά πξνβιήκαηα 

βειηηζηνπνίεζεο ζπκπεξηιακβάλνπλ γξακκηθά πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο σο εηδηθή 

πεξίπησζε, ζέηνληαο ζηελ εμίζσζε πεξηγξαθήο ηνπ QP, 0P . Τα ηεηξαγσληθά πξνβιήκαηα κε 

ηεηξαγσληθνύο πεξηνξηζκνύο ζπκπεξηιακβάλνπλ ηα απιά ηεηξαγσληθά πξνβιήκαηα (άξα θαη ηα 

γξακκηθά πξνβιήκαηα) σο εηδηθή πεξίπησζε ζέηνληαο ζηελ εμίζσζε πεξηνξηζκνύ αληζόηεηαο 

ηνπ QCQP 0
i

P , γηα mi ,...,1 . 

 

2.3.3 Βελτιστοποίηση Μη Κυρτών ΢υναρτήσεων  
Δθηόο από ηα πξνβιήκαηα θπξηήο βειηηζηνπνίεζεο έρνπκε θαη ηα πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο 

αληηθεηκεληθώλ ζπλαξηήζεσλ νη νπνίεο είλαη θνίιεο (concave optimization). Σηα πξνβιήκαηα 

απηνύ ηνπ είδνπο ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη θνίιε θαη νη πεξηνξηζκνί είλαη θπξηνί, ελώ 
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γηα λα βξνύκε ηε βέιηηζηε ιύζε, αξθεί λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηε δνζείζα θάζε θνξά ζπλάξηεζε. 

Ζ κνξθή ηέηνησλ πξνβιεκάησλ πεξηγξάθεηαη παξαθάησ 

mibxa

pixhtosubject

xfimize

i

T

i

i

,...,1,

,...,1,0)(

)(max

. 

Γηα ηελ επίιπζε ελόο θνίινπ πξνβιήκαηνο, ζην νπνίν απαηηείηαη ε κεγηζηνπνίεζε ηεο 

αληηθεηκεληθήο ηνπ ζπλάξηεζεο, ρξεηάδεηαη απιά ε κεηαηξνπή ηνπ ζην ηζνδύλακό ηνπ θπξηό 

πξόβιεκα,  ζην νπνίν ζα ειαρηζηνπνηείηαη ην αληίζεην ηεο ζπλάξηεζεο, δειαδή ην )( xf .  

Τα πξνβιήκαηα θπξηήο βειηηζηνπνίεζεο (θαη ηα ηεηξαγσληθά πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο) 

θαη θνίιεο βειηηζηνπνίεζεο αλήθνπλ ζηελ επξύηεξε θαηεγνξία ησλ Με Γξακκηθώλ 

Πξνβιεκάησλ Βειηηζηνπνίεζεο (Non Linear Programming). Υπάξρεη όκσο θαη κία άιιε κεγάιε 

θαηεγνξία πξνβιεκάησλ, ηα Γξακκηθά Πξνβιήκαηα Βειηηζηνπνίεζεο (Linear Programming), ηα 

νπνία έρνπλ αληίζηνηρα επξείεο εθαξκνγέο κε ηα κε γξακκηθά. Τα πξνβιήκαηα απηά 

πεξηιακβάλνπλ γξακκηθέο ζπλαξηήζεηο πξνο βειηηζηνπνίεζε θαη πεξηνξηζκνύο ηζόηεηαο θαη 

αληζόηεηαο, νη νπνίνη είλαη γξακκηθνί. Γηα λα θαηαλνήζνπκε ηε ιεηηνπξγία ησλ γξακκηθώλ 

πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο ρξεζηκνπνηνύκε έλαλ πνιπρώξν, γηα παξάδεηγκα έλα πνιύγσλν 

ή έλα πνιύεδξν θαη κία πξαγκαηηθή ζπγγεληθή (affine) ζπλάξηεζε  

dxcxcxcxxxf
nnn


221121

),,,(  

ε νπνία νξίδεηαη γηα ηνλ πνιπρώξν απηό. Μία κέζνδνο γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ (linear 

programming) ςάρλεη ζηνλ πνιπρώξν απηό θαη βξίζθεη ην ζεκείν πνπ αλήθεη ζ‟ απηόλ θαη γηα 

ην νπνίν ε ζπλάξηεζε εκθαλίδεη ηε κεγαιύηεξε ή ηε κηθξόηεξε ηηκή ηεο. Τα γξακκηθά 

πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ ζύκθσλα κε ηελ παξαθάησ θαλνληθή 

κνξθή 

bAxtosubject

xcoptimize
T

 

όπνπ ην x  αληηπξνζσπεύεη ην δηάλπζκα ησλ κεηαβιεηώλ σο πξνο ηηο νπνίεο βειηηζηνπνηνύκε, 

ηα bc ,  είλαη δηαλύζκαηα γλσζηώλ ζπληειεζηώλ θαη ην A  είλαη έλαο πίλαθαο κε γλσζηνύο 

ζπληειεζηέο. Οη εμηζώζεηο πεξηνξηζκώλ νξίδνπλ έλα θπξηό πνιύεδξν, πάλσ ζην νπνίν ε 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πξέπεη λα βειηηζηνπνηεζεί.  

 

2.4 Μέθοδοι Επίλυσης Κυρτών Προβλημάτων Βελτιστοποίησης (Convex) 
 

2.4.1 Εισαγωγικά  ΢τοιχεία  
Ζ κέζνδνο επίιπζεο γηα κία θιάζε πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο (θαη ζπλεπώο θαη γηα έλα 

convex πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο) είλαη νπζηαζηηθά έλαο αιγόξηζκνο, ν νπνίνο ππνινγίδεη κία 

ιύζε γηα έλα πξόβιεκα πνπ αλήθεη ζε θάπνηα θιάζε (κε κία ζπγθεθξηκέλε αθξίβεηα). Από ην 

ηέινο ηεο δεθαεηίαο ηνπ 1940 έρεη θαηαβιεζεί κεγάιε πξνζπάζεηα γηα ηελ αλάπηπμε 

αιγνξίζκσλ επίιπζεο δηαθόξσλ θιάζεσλ πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο, αλαιύνληαο ηηο 

ηδηόηεηέο ηνπο θαη αλαπηύζζνληαο θαιέο πινπνηήζεηο ινγηζκηθνύ. Ζ απνηειεζκαηηθόηεηα ησλ 

αιγνξίζκσλ απηώλ, δειαδή ε ηθαλόηεηά καο λα ιύλνπκε πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο πνηθίιεη 

θαη εμαξηάηαη από παξάγνληεο όπσο ε ζπγθεθξηκέλεο κνξθέο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, 

αιιά θαη ησλ ζπλαξηήζεσλ πεξηνξηζκώλ, ηνλ αξηζκό ησλ κεηαβιεηώλ θαη ησλ πεξηνξηζκώλ θαη 

ηελ ύπαξμε ή όρη εηδηθήο δνκήο, όπσο γηα παξάδεηγκα ηεο ζπνξαδηθόηεηαο (έλα πξόβιεκα 
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εκθαλίδεη ζπνξαδηθόηεηα, εάλ θάζε ζπλάξηεζε πεξηνξηζκνύ εμαξηάηαη κόλν από έλα κηθξό 

αξηζκό κεηαβιεηώλ).  

Οη πξνζεγγίζεηο ηνπ γεληθνύ πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο πεξηιακβάλνπλ θαη θάπνηνπ είδνπο 

ζπκβηβαζκνύο, όπσο έλα αξθεηά κεγάιν ρξόλν γηα ηνπο ππνινγηζκνύο, ή ηελ πηζαλόηεηα λα κελ 

κπνξέζνπκε λα βξνύκε θάπνηα εθηθηή ιύζε. Παξ‟ όια απηά, γηα πάξα πνιιέο θιάζεηο 

πξνβιεκάησλ ππάξρνπλ απνηειεζκαηηθνί αιγόξηζκνη, νη νπνίνη κπνξνύλ λα επηιύζνπλ κεγάια 

πξνβιήκαηα, κε πάξα πνιινύο πεξηνξηζκνύο θαη κεηαβιεηέο. Δθηόο από ην πην θνηλό ζε όινπο 

πξόβιεκα γξακκηθνύ πξνγξακκαηηζκνύ (ην νπνίν νπζηαζηηθά είλαη κία εηδηθή πεξίπησζε 

convex πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο), ηα πην γλσζηά θαη ζεκαληηθά πξνβιήκαηα convex 

βειηηζηνπνίεζεο είλαη ηα πξνβιήκαηα Ειαρίζησλ Τεηξαγώλσλ (Least Squares), ε δνκή ησλ 

νπνίσλ ζα αλαιπζεί ζε επόκελν θεθάιαην. 

Σύκθσλα πάληα θαη κε όιε ηελ παξαπάλσ αλάιπζε, νη κέζνδνη επίιπζεο convex πξνβιεκάησλ 

βειηηζηνπνίεζεο ζα δηαρσξίδνληαη ζε απηέο γηα πξνβιήκαηα ρσξίο πεξηνξηζκνύο θαη ζ‟ απηέο 

γηα πξνβιήκαηα κε πεξηνξηζκνύο ηζόηεηαο ή αληζόηεηαο ή θαη ηα δύν. 

 

2.4.2 Επίλυση Προβλημάτων Φωρίς Περιορισμούς 
Σην θεθάιαην απηό ζα παξνπζηάδνπκε θάπνηα γεληθά ζηνηρεία θαη θνηλέο παξαδνρέο πνπ 

αθνινπζνύλ νη κέζνδνη επίιπζεο πξνβιεκάησλ βειηηζηνπνίεζεο ρσξίο πεξηνξηζκνύο θαη ζα 

αλαιύζνπκε δηεμνδηθά κία απ‟ ηηο πην επξέσο ρξεζηκνπνηνύκελεο κεζόδνπο, ε νπνία νλνκάδεηαη 

Gradient Descent. Όπσο αλαθέξακε θαη ζε πξνεγνύκελν θεθάιαην ζέινπκε λα επηιύζνπκε ην 

πξόβιεκα  

)(min xfimize                                                                (1) 

όπνπ ε ζπλάξηεζε f  είλαη convex θαη δύν θνξέο δηαθνξίζηκε. Υπνζέηνπκε όηη γηα ην 

πξόβιεκα απηό ππάξρεη εθηθηή ιύζε θαη είλαη κνλαδηθή, ελώ ζεσξνύκε όηη ε βέιηηζηε ιύζε 

)()(inf
*

xfxf
x

 νξίδεηαη σο *
p . Δθόζνλ ε f  έρεη όιεο ηηο παξαπάλσ ηδηόηεηεο ε ηθαλή θαη 

αλαγθαία ζπλζήθε ώζηε έλα ζεκείν *
x  λα είλαη βέιηηζην, είλαη 

  0)(
*

xf                                                                       (2) 

 

Έζηη, ιύλνληαο ην πξόβιεκα ρσξίο πεξηνξηζκνύο (1) είλαη ην ίδην κε ην λα βξνύκε ιύζε ζην 

πξόβιεκα (2), ην νπνίν είλαη έλα ζύλνιν από n  εμίζσζεηο ζηηο n  κεηαβιεηέο 
n

xx ,...,
1

. Σε 

νξηζκέλεο εηδηθέο πεξηπηώζεηο, κπνξνύκε λα βξνύκε ιύζε γηα ην πξόβιεκα (1), ιύλνληαο 

αλαιπηηθά ηε ζπλζήθε βειηηζηόηεηαο (2), όκσο, ζπλήζσο, ην πξόβιεκα πξέπεη λα επηιπζεί 

ρξεζηκνπνηώληαο έλαλ επαλαιεπηηθό αιγόξηζκν. Απηό ζεκαίλεη όηη ρξεζηκνπνηνύκε έλαλ 

αιγόξηζκν ν νπνίνο ππνινγίδεη κία αθνινπζία από ζεκεία fdomxx ,......,
)1()0( , κε 

)(
*)(

kaspxf
k . Μία ηέηνηα αθνινπζία ζεκείσλ νλνκάδεηαη αθνινπζία 

ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ πξνβιήκαηνο (1). Ο αιγόξηζκνο ηεξκαηίδεη όηαλ ,)(
*)(

pxf
k  όπνπ 

0  είλαη κία πξνζδηνξηζκέλε αλεθηηθόηεηα (tolerance). 

Ο θάζε επαλαιεπηηθόο αιγόξηζκνο επίιπζεο πξνβιεκάησλ ειαρηζηνπνίεζεο απαηηεί έλα 

θαηάιιειν αξρηθό ζεκείν. Τν αξρηθό ζεκείν πξέπεη λα αλήθεη ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο f  θαη 

επηπιένλ ην ζύλνιν ππν – επηπέδνπ  

)}()(|{
)0(

xfxffdomxS  

πξέπεη λα είλαη θιεηζηό. Ζ ζπλζήθε απηή ηθαλνπνηείηαη γηα όια ηα fdomx
)0( , εάλ ε 

ζπλάξηεζε f  είλαη θιεηζηή θαη αλ όια ηα ζύλνια ησλ ππν – επηπέδσλ είλαη θιεηζηά. Σπλερείο 
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ζπλαξηήζεηο κε n
fdom  είλαη θιεηζηέο, έηζη αλ n

fdom , ηόηε ε αξρηθή ζπλζήθε ηνπ  

ζπλόινπ ππν – επηπέδσλ ηθαλνπνηείηαη από θάζε )0(
x .  Άιιε κία ζεκαληηθή θιάζε θιεηζηώλ 

ζπλαξηήζεσλ είλαη νη ζπλερείο ζπλαξηήζεηο κε αλνηρηά πεδία νξηζκνύ, γηα ηα νπνία ε )( xf  

ηείλεη ζην άπεηξν, όζν ην x  πιεζηάδεη ην fdombd .  

 

2.4.2.1 Gradient Descent Method 
Ζ κέζνδνο ηνπ Gradient Descent (όπσο θαη θάζε descent κέζνδνο) παξάγεη κία αθνινπζία 

ειαρηζηνπνίεζεο ,...1,
)(

kx
k , όπνπ  

)()()()1( kkkk
xtxx  

θαη 0
)(


k
t  (εθηόο όηαλ ην )( k

x  είλαη βέιηηζην). Ο όξνο x  απνηειεί έλα δηάλπζκα ζην n , ην 

νπνίν θαιείηαη βήκα ή θαηεύζπλζε εύξεζεο (step or search direction) θαη ε κεηαβιεηή 

,......1,0k  αληηπξνζσπεύεη ηνλ αξηζκό ηεο επαλάιεςεο. Ζ βαζκσηή κεηαβιεηή 0
)(


k
t  

νλνκάδεηαη κέγεζνο βήκαηνο ή κήθνο βήκαηνο (step size or step length) ζηελ k  επαλάιεςε (παξ‟ 

όηη δελ είλαη ίζν κε ην )()1( kk
xx , παξά κόλν όηαλ 1

)( k
x ).  Οη όξνη βήκα εύξεζεο (search 

step) θαη βαζκσηόο παξάγνληαο (scale factor) είλαη πην αθξηβήο όζνλ αθνξά ηελ πεξηγξαθή ηνπ 

0
)(


k
t , αιιά νη δύν πξώηνη όξνη πνπ αλαθέξζεθαλ είλαη πην επξέσο ρξεζηκνπνηνύκελνη.  

Ζ κέζνδνο πνπ κειεηάκε είλαη descent κέζνδνο (κέζνδνο πησηηθή), πξάγκα ην νπνίν ζεκαίλεη 

όηη  

)()(
)()1( kk

xfxf  , 

εθηόο όηαλ ην )( k
x  είλαη βέιηηζην. Απηό ζπλεπάγεηαη όηη γηα όια ηα k  έρνπκε Sx

k )( , ην 

αξρηθό ζύλνιν ππν – επηπέδσλ, θαη πην ζπγθεθξηκέλα έρνπκε fdomx
k )( . Από ηελ θπξηόηεηα 

ηεο ζπλάξηεζεο f  γλσξίδνπκε όηη εάλ 0)()(
)()( kTk

xyxf , ηόηε )()(
)( k

xfyf , έηζη ε 

θαηεύζπλζε ηεο αλαδήηεζεο γηα θάζε descent κέζνδν πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ηελ  

0)(
)()(


kk
xxf  

Καη γη‟ απηό θαιείηαη θαη θαηεύζπλζε πηώζεο (descent direction). Σπγθεθξηκέλα, γηα ηε κέζνδν 

Gradient Descent πνπ κειεηάκε, ε θαηεύζπλζε πηώζεο ηζνύηαη κε ηελ αξλεηηθή παξάγσγν ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, δειαδή  )( xfx . 

Ζ κέζνδνο Gradient Descent κπνξεί λα εθαξκνζηεί γηα ειαρηζηνπνίζεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο σο πξνο κία κεηαβιεηή , αιιά θαη σο πξνο πεξηζζόηεξεο από κία κεηαβιεηέο. Έηζη, 

αλάινγα κε ηνλ αξηζκό ησλ κεηαβιεηώλ σο πξνο ηηο νπνίεο γίλεηαη ε βειηηζηνπνίεζε, ε κέζνδνο 

Gradient Descent  κπνξεί λα πάξεη ηηο δύν αθόινπζεο κνξθέο: 

 

 

Αλγόπιθμορ Gradient Descent – Μία Μεηαβληηή Δλασιζηοποίηζηρ 

______________________________________________________________________________ 

given a starting point fdomx (guess) 

repeat 

1. )( xfx  

2. Choose step size t  via a specific search method* 

3. Update: xtxx  

until stopping criterion is satisfied** 

______________________________________________________________________________ 
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Σσήμα 2.3. Σρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε αιγνξίζκνπ Gradient Descent (κία κεηαβιεηή) 

 

 

Αλγόπιθμορ Gradient Descent – Πολλέρ Μεηαβληηέρ Δλασιζηοποίηζηρ 

______________________________________________________________________________ 

given a starting point fdomx (guess) 

repeat 

1. },...,,{),...,,(

21

21

n

n
x

f

x

f

x

f
xxxfx  

2. Choose step size t  via a specific search method* 

3. Update: xtxx  

until stopping criterion is satisfied** 

 

 

 
 

Σσήμα 2.4. Σρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε αιγνξίζκνπ Gradient Descent (πνιιέο κεηαβιεηέο) 
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*Δπιλογή Μεγέθοςρ Βήμαηορ (step size) 

Δπηιέγνληαο ην βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ πξέπεη λα ιεθζνύλ ππόςηλ ηξία βαζηθά δεηήκαηα : κεηά 

από θάζε επαλάιεςε, ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε λα ειαρηζηνπνηείηαη θαη ν αιγόξηζκνο λα 

κπνξεί λα νδεγεζεί ζε ζύγθιηζε, ε ζύγθιηζε λα είλαη όζν ην δπλαηόλ γξεγνξόηεξε θαη ηέινο, ηα 

απνηειέζκαηα ηεο ειαρηζηνπνίζεο λα είλαη ηθαλνπνηεηηθά θαη ζσζηά. Απηό ζεκαίλεη όηη γηα 

κηθξό βήκα αιγνξίζκνπ, έρνπκε πνιιή αξγή ζύγθιηζε, όπσο θαίλεηαη θαη ζηελ παξαθάησ 

ζρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε, ελώ γηα πνιύ κεγάιν βήκα νδεγνύκαζηε ζπλήζσο ζε θαθά 

απνηειέζκαηα. Τέινο πξέπεη λα ζεκεησζεί όηη θαηά ην πέξαο ησλ επαλαιήςεσλ ην βήκα κπνξεί 

λα κεηαβάιιεηαη, εάλ απηό νδεγεί ζε θαιύηεξε ζύγθιηζε θαη ζε πην αθξηβή απνηειέζκαηα. 

 

 
 

Σσήμα 2.5. Σρεκαηηθή αλαπαξάζηαζε επηινγήο βήκαηνο ηνπ αιγoξίζκνπ 

 

**Δπιλογή Κπιηηπίος Σύγκλιζηρ (stopping criterion) 

Ζ κνξθή ηνπ θξηηεξίνπ ζύγθιηζεο ηνπ αιγνξίζκνπ εμαξηάηαη επίζεο από ην αλ ε 

ειαρηζηνπνίεζε γίλεηαη ζε κία δηάζηαζε ή ζε πεξηζζόηεξεο δηαζηάζεηο. Έηζη κπνξεί λα πάξεη ηηο 

δύν παξαθάησ κνξθέο: 

 

Μία διάζηαζη :  

)( xf  , όπνπ ην  είλαη έλαο κηθξόο, ζεηηθόο αξηζκόο. 

Πολλέρ διαζηάζειρ :  

22

2

2

1

2

1

21
)(...)()()(),...,(

n

n

i i

n
x

f

x

f

x

f

x

f
xxf , όπνπ ην  είλαη 

έλαο κηθξόο, ζεηηθόο αξηζκόο. 
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Σε θάπνηεο πινπνηήζεηο ηνπ αιγνξίζκνπ ην θξηηήξην ζύγθιηζεο ειέγρεηαη ακέζσο κεηά από ην 

βήκα 1
ν
 ηνπ αιγνξίζκνπ, ελώ ζε θάπνηεο άιιεο, κεηά απ‟ ην update ηεο κεηαβιεηήο σο πξνο ηελ 

νπνία ειαρηζηνπνηνύκε (βήκα 3
ν
), όπσο δειαδή πεξηγξάθεηαη θαη παξαπάλσ ζηε δνκή ηνπ 

αιγνξίζκνπ. 

 

2.4.3 Επίλυση Προβλημάτων με Περιορισμούς 
Κάζε πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεζεο κε πεξηνξηζκνύο κπνξεί λα αλαρζεί ζε έλα ηζνδύλακν 

πξόβιεκα ρσξίο πεξηνξηζκνύο θαη λα επηιπζεί κε ηηο κεζόδνπο πνπ αλαθέξακε παξαπάλσ. Απηό 

γίλεηαη κε ην λα ιάβνπκε ππόςηλ καο ηνπο πεξηνξηζκνύο, πξνζζέηνληαο ζηελ αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε έλα άζξνηζκα δηαθόξσλ βαξώλ πνιιαπιαζηαζκέλσλ κε ηηο ζπλαξηήζεηο 

πεξηνξηζκώλ. Έηζη έρνπκε πιένλ κόλν κία λέα αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πξνο ειαρηζηνπνίεζε, 

ε νπνία είλαη θαη απηή δηαθνξίζηκε θαη ε ειαρηζηνπνίεζή ηεο γίλεηαη ζύκθσλα κε ηε κέζνδν 

ηνπ Gradient Descent πνπ αλαιύζακε παξαπάλσ. 

 

2.4.3.1 Lagrange Multipliers   
Ζ πην θιαζηθή πξνζέγγηζε γηα ηελ επίιπζε πξνβιεκάησλ ειαρηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνύο 

είλαη ε κέζνδνο ησλ Πνιιαπιαζηαζηώλ Lagrange. Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζηα εηζαγσγηθά 

ζηνηρεία γηα ηελ επίιπζε κεζόδσλ κε πεξηνξηζκνύο, ε κέζνδνο απηή κεηαηξέπεη ην πξόβιεκα 

ειαρηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνύο ζε έλα πξόβιεκα ρσξίο πεξηνξηζκνύο. Ζ Lagrangian ελόο 

πξνβιήκαηνο κε πεξηνξηζκνύο είλαη κία scalar – valued ζπλάξηεζε, ε νπνία είλαη θαη 

δηαθνξίζηκε. Αλάινγα κε ην αλ ππάξρνπλ κόλν πεξηνξηζκνί ηζόηεηαο ή πεξηνξηζκνί ηζόηεηαο 

θαη αληζόηεηαο δηαθξίλνπκε δύν κνξθέο γηα ηε ζπλάξηεζε απηή, ε αλάιπζε ησλ νπνίσλ γίλεηαη 

παξαθάησ. 

 

2.4.3.1.1 Lagrangian & Περιορισμοί Ισότητας 
Θεσξώληαο όηη έρνπκε λα επηιύζνπκε ην πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο 

mixgtosubject

xf

i

x

,...,1,0)(

)}({min
 

κε πεδίν νξηζκνύ ηνπ πξνβιήκαηνο ην κε θελό ζύλνιν 
p

i

i
gdomD

1

. Οξίδνπκε σο Lagrangian 

mn
xL : , κε πεδίν νξηζκνύ m

DdomL , ηε ζπλάξηεζε 

)()(),()()(),(

1

xgxfxLxgxfxL
i

m

i

i

T

   

 

όπνπ ην  νλνκάδεηαη πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange θαη ζρεηίδεηαη κε ηνλ th
i  πεξηνξηζκό 

ηζόηεηαο 0)(xg
i

. Έηζη πιένλ έρνπκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε κία λέα αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε, ηε Lagrangian ε νπνία πεξηιακβάλεη πιένλ θαη ηνπο πεξηνξηζκνύο ηζόηεηαο.  

Τν αθόινπζν ζεώξεκα ππνδειώλεη όηη ηα ζηαηηθά ζεκεία ηεο Lagrangian ζπλάξηεζεο είλαη 

δπλαηέο ιύζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνύο : θάζε ππνςήθηα ιύζε 

πξέπεη λα εμεηαζηεί γηα λα απνθαζηζηεί εάλ ειαρηζηνπνηεί ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε. 

 



 

28 

 

Θεώπημα: Έζησ 
o

x  κία ηνπηθή ιύζε γηα ην πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνύο, όπνπ 

νη κεξηθέο παξάγσγνη ησλ ζπλαξηήζεσλ πεξηνξηζκώλ ))((,)),((
1

xgxg
Mxx

 σο πξνο θάζε 

ζηνηρείν είλαη γξακκηθά αλεμάξηεηεο. Τόηε ππάξρεη έλα κνλαδηθό δηάλπζκα 
0
 ηέηνην ώζηε 

0)),((
00

xL
x

 

Δπηπιένλ, ε ηεηξαγσληθή κνξθή yxLy
x

T
)),((

00

2  είλαη κε αξλεηηθή γηα όια ηα y πνπ 

ηθαλνπνηνύλ ηελ εμίζσζε 0)))((( yxg
T

x
. 

 

Τν ηειεπηαίν απνηέιεζκα ηνπ ζεσξήκαηνο θαηαιήγεη ζην όηη ε Hessian ηεο Lagrangian 

ππνινγηδόκελε γηα θάζε ζηαηηθό ζεκείν είλαη ζίγνπξα κε αξλεηηθή ζε ζρέζε κε όια ηα 

νξζνγώληα δηαλύζκαηα, ησλ παξαγώγσλ ησλ πεξηνξηζκώλ. Τν απνηέιεζκα απηό γεληθεύεη ηελ 

ηδέα ηεο ζεηηθά νξηζκέλεο Hessian ζε πξνβιήκαηα ρσξίο πεξηνξηζκνύο. 

Τν παξαπάλσ ζεώξεκα έρεη θαη ηελ αληίζηνηρε γεσκεηξηθή εξκελεία όπσο πεξηγξάθεηαη θαη ζην 

παξαθάησ ζρήκα. Ο πεξηνξηζκόο αληηπξνζσπεύεηαη από ην πεξίγξακκα ζην x  επίπεδν. Έλαο 

ράξηεο πεξηγξάκκαηνο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο πξνζδηνξίδεη εθείλεο ηηο ηηκέο ηνπ x , γηα 

ηηο νπνίεο ηζρύεη cxf )( .  

 

 
Σσήμα 2.6. Γεσκεηξηθή εξκελεία πνιιαπιαζηαζηώλ Lagrange. Ζ έληνλε καύξε γξακκή 

αληηζηνηρεί ζε όιεο ηηο ηηκέο ηνπ x  πνπ ηθαλνπνηνύλ ηνπο πεξηνξηζκνύο. Οη πην ιεπηέο γξακκέο 

είλαη πεξηγξάκκαηα ζηαζεξώλ ηηκώλ ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο. Τν πεξίγξακκα ην νπνίν 

αληηζηνηρεί ζηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο θαη εθάπηεηαη ζηε γξακκή πνπ 

αληηπξνζσπεύεη ηνπο πεξηνξηζκνύο είλαη θαη ε ιύζε ζην πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο κε 

πεξηνξηζκνύο. 

 

Σην παξαπάλσ ζρήκα, όζν ην c  γίλεηαη κηθξόηεξν, ην πεξίγξακκα ζπξξηθλώλεηαη ζε έλα κηθξό 

θύθιν, ζην θέληξν ηνπ ζρήκαηνο. Ζ ιύζε γηα ην πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνύο 

εκθαλίδεηαη όηαλ ε κηθξόηεξε ηηκή ηνπ c  επηιέγεηαη έηζη ώζηε ην πεξίγξακκα λα “αθνπκπάεη” 

ζην πεξίγξακκα ηνπ πεξηνξηζκνύ. Σην ζεκείν απηό, ε παξάγσγνο ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο θαη ηνπ πεξηγξάκκαηνο ηνπ πεξηνξηζκνύ είλαη αλάινγεο κεηαμύ ηνπο. Τν δηάλπζκα 

αλαινγίαο είλαη ην 
0
, ν γλσζηόο ζε όινπο πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange. Ζ αθξηβήο ηηκή ηνπ 

πνιιαπιαζηαζηή Lagrange πξέπεη λα είλαη ηέηνηα, ώζηε ν πεξηνξηζκόο λα ηθαλνπνηείηαη 

απνιύησο. Σεκεηώλνπκε όηη ν πεξηνξηζκόο κπνξεί λα εθάπηεηαη ζην ράξηε πεξηγξάκκαηνο ηεο 

αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο γηα κεγαιύηεξεο ηηκέο ηνπ c . Απηέο νη πηζαλέο, αιιά ιαλζαζκέλεο 

ιύζεηο κπνξεί λα απνθιεηζηνύλ κόλν κε ην λα ππνινγηζηεί ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε γη‟ απηέο. 
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2.4.3.1.2 Lagrange & Περιορισμοί Ανισότητας (& Ισότητας) 
Όηαλ θάπνηνη από ηνπο πεξηνξηζκνύο είλαη θαη αληζόηεηεο, ε ηερληθή ησλ πνιιαπιαζηαζηώλ 

Lagrange κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί κε ηνλ ίδην ηξόπν, αιιά ε ιύζε πξέπεη λα εμεηαζηεί 

πξνζεθηηθά ζε όιεο ηηο ιεπηνκέξεηέο ηεο. Τν πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνύο 

ηζόηεηαο θαη αληζόηεηαο αληηπξνζσπεύεηαη από ηελ Lagrangian ζπλάξηεζε 
pmn

L : , ε νπνία πεξηγξάθεηαη από ηελ παξαθάησ ζρέζε 

)()()()()()(),,(

11

xhxgxfxhxgxfxL
i

p

i

i

m

i

ii

TT
 

όπνπ ην  νλνκάδεηαη πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange θαη ζρεηίδεηαη κε ηνλ th
i  πεξηνξηζκό 

ηζόηεηαο 0)(xg
i

 θαη ην 
i
 θαιείηαη επίζεο πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange θαη ζρεηίδεηαη κε ηνλ 

th
i  πεξηνξηζκό αληζόηεηαο. 

 

Θεώπημα: Έζησ 
o

x  κία ηνπηθή ιύζε γηα ην πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνύο. Δάλ 

νη κεξηθέο παξάγσγνη σο πξνο θάζε ζηνηρείν ησλ ζπλαξηήζεσλ g  θαη νη κεξηθέο παξάγσγνη σο 

πξνο θάζε ζηνηρείν ησλ ζπλαξηήζεσλ h , γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη 0)(
0

xh , είλαη γξακκηθά 

αλεμάξηεηεο, ηόηε  

0)),,((
000

xL
x

 

όπνπ 0
0

 θαη 0)(
00

xh
ii

. 

 

Τν απνηέιεζκα ηνπ ζεσξήκαηνο απηνύ, όζνλ αθνξά ηελ αληηκεηώπηζε ησλ πεξηνξηζκώλ 

αληζόηεηαο δηαθέξνπλ ζεκαληηθά απ‟ απηό πνπ πξνέθπςε γηα ηελ αληηκεηώπηζε ησλ 

πεξηνξηζκώλ ηζόηεηαο. Δίηε έλα ζηνηρείν από ηνπο πεξηνξηζκνύο εμηζώλεηαη κε ηε κέγηζηε ηηκή 

ηνπ (ην κεδέλ ζ‟ απηήλ ηελ πεξίπησζε) θαη ην αληίζηνηρν ζηνηρείν ηνπ Lagrange 

πνιιαπιαζηαζηή ηνπ είλαη κε – αξλεηηθό (θαη είλαη ζπλήζσο ζεηηθό), είηε έλα ζηνηρείν είλαη 

κηθξόηεξν από ηνλ πεξηνξηζκό θαη ην αληίζηνηρν ζηνηρείν ηνπ Lagrange πνιιαπιαζηαζηή ηνπ 

είλαη κεδέλ. Απ‟ ην ηειεπηαίν ζπκπέξαζκα πξνθύπηεη όηη θάπνηα ζηνηρεία ησλ πεξηνξηζκώλ 

αληζόηεηαο δελ είλαη ηόζν απζηεξά όζν άιια, αιιά ε ραιαξόηεηα απηώλ ησλ ζηνηρείσλ δελ 

επεξεάδεη ηε ιύζε. 

 

2.5 Μέθοδος Ελαχίστων Σετραγώνων (Least Squares)  
 

Θεσξνύκε ην παξαθάησ γξακκηθό ζύζηεκα εμηζώζεσλ bxA
nm  (1), όπνπ nm

A  είλαη 

έλαο πίλαθαο κε m  γξακκέο θαη n  ζηήιεο, κε nm   θαη ην n
x  είλαη ην δηάλπζκα ησλ 

κεηαβιεηώλ, σο πξνο ηηο νπνίεο ζέινπκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ηελ αληηθεηκεληθή καο 

ζπλάξηεζε. Έλα ηέηνην ζύζηεκα εμηζώζεσλ δελ έρεη αθξηβή ιύζε, γη‟ απηό ςάρλνπκε λα 

βξνύκε κία ιύζε x  κε ην κηθξόηεξν ιάζνο γηα ην δηάλπζκα bxA , ρξεζηκνπνηώληαο θάπνηα 

λόξκα δηαλύζκαηνο γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ην κέγεζνο ηνπ δηαλύζκαηνο ηνπ ιάζνπο. Σηε κέζνδν 

ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ, ςάρλνπκε γηα ην δηάλπζκα ηνπ ιάζνπο πνπ έρεη ηε κηθξόηεξε 2
ε
 

λόξκα. Πην ζπγθεθξηκέλα αλαδεηνύκε έλα δηάλπζκα x  ηέηνην ώζηε  

22

*
bxAbxA ,  γηα όια ηα δηαλύζκαηα x  
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Από ηα παξαπάλσ πξνθύπηεη θαη ην αληίζηνηρν πξόβιεκα quadratic – convex 

ειαρζηηζηνπνίεζεο, least squares, ηνπ νπνίνπ ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε είλαη ην άζξνηζκα ησλ 

ηεηξαγώλσλ ησλ όξσλ ηεο κνξθήο 
i

T

i
bxa  , όπνπ T

i
a  είλαη νη γξακκέο ηνπ πίλαθα A .  

 

Έηζη ην πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο είλαη ηεο κνξθήο 
m

i

T

i
bxabAxxfimize

1

22

2
)()(min  

θαη κπνξεί λα πεξηιακβάλεη ε όρη πεξηνξηζκνύο ηζόηεηαο, αληζόηεηαο, ή θαη ηα δύν. Τν 

παξαπάλσ πξόβιεκα κπνξεί λα ιάβεη ηε κνξθή  

RxQPxxbbAxbAxAxbAximize
TTTTTT

2min
2

 

bbRAbQAAPό
TTTT

,2,  

Ζ πην απιή κέζνδνο επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηνο ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ, είλαη ε αλαγσγή 

ηνπ ζε επίιπζε απινύ γξακκηθνύ, ηεηξαγσληθνύ ζπζηήκαηνο εμηζώζεσλ. Σπγθεθξηκέλα 

πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα δύν κέιε ηεο ζρέζεο (1)  κε ηνλ αλάζηξνθν ηνπ πίλαθα A , νπνίνο 

νξίδεηαη σο T
A  θαη έηζη πξνθύπηεη ε λέα εμίζσζε 

bAxAA
TT

)(  

ε νπνία αληηπξνζσπεύεη πιένλ έλα γξακκηθό, ηεηξαγσληθό ζύζηεκα εμηζώζεσλ, ηνπ νπνίνπ ε 

ιύζε είλαη ε bAAAx
TT 1

)( . Γηα ην πξόβιεκα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ ππάξρνπλ πνιινί 

αιγόξηζκνη επίιπζεο (αλάκεζα ζε απηνύο θαη απηνί πνπ αλαιύζεθαλ παξαπάλσ), νη νπνίνη 

επηιύνπλ ην πξόβιεκα κε κεγάιε αθξίβεηα θαη αμηνπηζηία γηα ηα απνηειέζκαηα. Οη αιγόξηζκνη 

απηνί κπνξνύλ λα επηιύζνπλ πξνβιήκαηα πνιιώλ κεηαβιεηώλ θαη ρηιηάδσλ όξσλ ζε πνιύ 

κηθξνύο ρξόλνπο. Δπίζεο, ηα πξνβιήκαηα ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ κπνξνύλ λα έρνπλ ή λα κελ 

έρνπλ πεξηνξηζκνύο ηζόηεηαο θαη αληζόηεηαο. 

 

2.6 Πρόβλημα Βελτιστοποίησης Εντροπίας 
 

2.6.1 Εντροπία – Γενικός Ορισμός 
Υπνζέηνπκε όηη ππάξρεη έλα ζύλνιν από δηαθξηηά ζύκβνια ),,,(

21 n
xxx   κε αληίζηνηρεο 

πηζαλόηεηεο 
i

p , όπνπ ην άζξνηζκα ησλ πηζαλνηήησλ είλαη ίζν κε 1. Ζ εληξνπία ηεο δηαθξηηήο 

θαηαλνκήο – έλα κέηξν ηπραηόηεηαο ή κε πξνβιεςηκόηεηαο ηεο αθνινπζίαο ησλ ζπκβόισλ πνπ 

ηελ πξνθαινύλ – νξίδεηαη σο 

10,log)1log(

11

ii

n

i

i

n

i i
i

ppp
p

pH  

όπνπ ζηνλ ηύπν απηόλ ρξεζηκνπνηείηαη ν δπαδηθόο ινγάξηζκνο )(log
2

. Σε θάζε πεξίπησζε 

ππνινγηζκνύ ησλ πηζαλνηήησλ, ιακβάλνπκε ππόςηλ καο ηε ζρέζε 00log0 . (Γηα ζπλερείο 

θαηαλνκέο ν ινγάξηζκνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζπλήζσο έρεη βάζε ην e , δειαδή ρξεζηκνπνηείηαη 

ην ln ). Αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη ε εληξνπία δελ εμαξηάηαη από ηα ζύκβνια, αιιά κόλν από ηηο 

πηζαλόηεηέο ηνπο.  
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2.6.2 Βελτιστοποίηση Εντροπίας  
Ζ βειηηζηνπνίεζε ηεο εληξνπίαο είλαη κία κέζνδνο αλάιπζεο ηεο δηαζέζηκεο πιεξνθνξίαο, κε 

ζηόρν ηνλ πξνζδηνξηζκό ηεο θαηαλνκήο ππθλόηεηαο πηζαλόηεηαο πνπ αθνινπζνύλ ηα δεδνκέλα 

καο. Μέζσ ηεο βέιηηζηεο θαηαλνκήο απηήο κπνξνύκε λα εμάγνπκε ρξήζηκεο πιεξνθνξίεο γηα ηα 

δεδνκέλα καο. Σπλήζσο, ην πξόβιεκα πνπ καο δεηείηαη λα επηιύζνπκε είλαη ε κεγηζηνπνίεζε ηεο 

εληξνπίαο.  

Θεσξνύκε ηε δηαθξηηή θαηαλνκή πηζαλόηεηαο αλάκεζα ζε n  ακνηβαία απνθιεηόκελεο 

πξνηάζεηο. Ζ θαηαλνκή κε ηελ πεξηζζόηεξε πιεξνθνξία εκθαλίδεηαη όηαλ κία από ηηο πξνηάζεηο 

ηζρύεη. Σηελ πεξίπησζε απηή, ε εληξνπία ηεο πιεξνθνξίαο ζα είλαη ίζε κε ην κεδέλ. Ζ 

θαηαλνκή κε ηε ιηγόηεξε πιεξνθνξία ζα εκθαληζηεί όηαλ δελ ππάξρεη ιόγνο λα επλλνεζεί θακία 

πξόηαζε, έλαληη θάπνηαο άιιεο. Σ‟ απηήλ ηελ πεξίπησζε, κόλε ινγηθή θαηαλνκή ππθλόηεηαο 

πηζαλόηεηαο είλαη ε νκνηόκνξθε θαηαλνκή θαη ε εληξνπία ηεο πιεξνθνξίαο ζα είλαη ίζε κε ηε 

κέγηζηε πηζαλή ηηκή ηεο ( nlog ). Γηαιέγνληαο ινηπόλ θαηαλνκή κε κηθξόηεξε εληξνπία 

ζπλεπάγεηαη όηη θάλνπκε ππνζέζεηο όηη έρνπκε πιεξνθνξίεο γηα ηα δεδνκέλα, πνπ πξαγκαηηθά 

δελ ππάξρνπλ. Απ‟ ηελ άιιε, δηαιέγνληαο θαηαλνκή κε κεγαιύηεξε εληξνπία ζπλεπάγεηαη όηη 

παξαβηάδνπκε ηνπο πεξηνξηζκνύο πνπ ήδε ππάξρνπλ γηα ηα δεδνκέλα καο θαη πνπ είλαη 

επηζπκεηνί. Αλαδεηνύκε επνκέλσο ηε κέγηζηε θαηαλνκή εληξνπίαο, ε νπνία είλαη θαη ε κόλε 

ινγηθή θαηαλνκή θαη ε νπνία εκθαλίδεηαη γηα πξνηάζεηο πνπ αθνινπζνύλ ηελ νκνηόκνξθε 

θαηαλνκή, κε ππθλόηεηα πηζαλόηεηαο ni
n

p
i

,,1,1  . 

Ζ ζρέζε πνπ πεξηγξάθεη ηε κεγηζηνπνίεζε ηεο εληξνπίαο είλαη  

)}log(max{arg*)}(max{arg*

1

2 i

n

i

i
ppppHp . 

Ζ παξαπάλσ ζπλάζηεζε είλαη κία θνίιε (concave) ζπλάξηεζε σο πξνο p . Μπνξνύκε λα 

επηιύζνπκε ην πξόβιεκα κεγηζηνπνίεζεο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο απηήο, αλάγνληάο ην 

ζε έλα ηζνδύλακν πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο (κέζνδνο πνπ αλαιύζεθε ζην θεθάιαην 2.2.3.3). 

Σπγθεθξηκέλα, αληί λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηελ εληξνπία κπνξνύκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ηελ 

αληίζεηε, κε αξλεηηθή ζπλάξηεζε ηεο εληξνπίαο, όπσο πεξηγξάθεηαη θαη ζηελ παξαθάησ ζρέζε  

)}log(min{arg*)}(min{arg*

1

2 i

n

i

i
ppppHp . 

Έηζη, ε ζπλάξηεζε πνπ έρνπκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε είλαη πιένλ θπξηή (convex), ην πξόβιεκά 

καο αθνινπζεί ηελ standard κνξθή ελόο convex πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο θαη κπνξεί λα 

επηιπζεί κε ηηο κεζόδνπο πνπ αλαιύζεθαλ παξαπάλσ. Σεκπιεξώλνπκε όηη ην πξόβιεκά καο 

κπνξεί λα ππόθεηηαη ή όρη ζε πεξηνξηζκνύο. 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 3  -  ΤΛΟΠΟΙΗ΢Η 

 
3.1 Καθορισμός Δεδομένων 
 

Τα δεδνκέλα πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζε όιε ηελ πεξαηηέξσ αλάιπζε ηεο δηαδηθαζίαο ηεο 

πινπνίεζεο αληηπξνζσπεύνληαη από έλαλ πίλαθα, δηαζηάζεσλ 2234772 , όπνπ νη 34772 

γξακκέο ηνπ αληηζηνηρνύλ ζε γνλίδηα, ελώ νη 22 ζηήιεο ηνπ αληηζηνηρνύλ ζε θπηηαξηθέο ζεηξέο 

γνληδίσλ πνπ πεξηγξάθνπλ αλζξώπηλα θαξθηλώκαηα
(1)

. Ζ ηηκή θάζε γνληδίνπ ζηνλ πίλαθα 

δεδνκέλσλ αληηπξνζσπεύεη ηελ έληαζε – θσηεηλόηεηα ηνπ γνληδίνπ, έηζη όπσο εκθαλίδεηαη 

πάλσ ζηελ πιαθέηα ηεο κηθξνζπζηνηρίαο (microarray). Σηα δεδνκέλα απηά όκσο ππάξρνπλ 

γνλίδηα, ηα νπνία δελ αληηπξνζσπεύνληαλ από θάπνηα ηηκή έληαζεο. Υπάξρνπλ δειαδή ηηκέο 

πνπ ιείπνπλ – missing values – γηα θάπνηα γνλίδηα, νη νπνίεο πεξηγξάθνληαη κε ηελ έλδεημε NaN 

ζηνλ πίλαθα δεδνκέλσλ. 

 

Missing Values 

Τν θαηλόκελν ησλ missing values κπνξεί λα εκθαληζηεί γηα πνιινύο ιόγνπο. Έλαο ιόγνο είλαη ε 

κε επαξθήο αλάιπζε ή αθόκα θαη ε θαηαζηξνθή ηεο εηθόλαο, ζηελ νπνία είλαη απνζεθεπκέλε ε 

πιεξνθνξία ηνπ slide ηεο κηθξνζπζηνηρίαο (πξόθεηηαη γηα εηθόλα καύξνπ θόληνπ, κε θνπθίδεο 

ζε δηάθνξα ρξώκαηα, πνπ αληηπξνζσπεύνπλ ηα γνλίδηα). Έλαο άιινο ιόγνο είλαη ε ύπαξμε 

ζθόλεο ή γξαηδνπληώλ πάλσ ζην slide, κε απνηέιεζκα ηελ αιινίσζε ηεο εκθάληζεο θάπνησλ 

γνληδίσλ. Τέινο, ε κε ύπαξμε ηηκώλ γηα θάπνηα γνλίδηα κπνξεί λα νθείιεηαη ζε “θαθό” κέηξν 

αλάιπζεο ηεο πνηόηεηαο ηεο εηθόλαο, ην νπνίν δηαγξάθεη γνλίδηα κε κηθξή θσηεηλόηεηα (ρακειή 

πνηόηεηα). 

 

Μία πνιιή γλσζηή κέζνδνο γηα ηελ αληηθαηάζηαζε ησλ ηηκώλ πνπ ιείπνπλ είλαη απηή ησλ k – 

Κοληηλόηερωλ Γεηηόλωλ (k – Nearest Neighbors (KNN)). Ζ κέζνδνο απηή ζηεξίδεηαη ζηελ ηδέα 

όηη πξόηππα πνπ βξίζθνληαη θνληά ζην ρώξν ησλ ραξαθηεξηζηηθώλ, είλαη πηζαλόλ λα αλήθνπλ 

ζηελ ίδηα ηάμε. Ζ παξαπάλσ δηαηύπσζε πεξηέρεη ηε ιέμε “θνληά”, πξάγκα πνπ θάλεη απαξαίηεηε 

ηελ εηζαγσγή κίαο κεηξηθήο. Ωο κεηξηθή κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ ε Δπθιείδεηα (euclidean) 

απόζηαζε, ε Μαραιαλόβηνο (mahalanobis) απόζηαζε, ε ζπζρέηηζε, θιπ, κε επηθξαηέζηεξε ηελ 

πεξίπησζε ηεο Δπθιείδεηαο απόζηαζεο. 

Ζ αλαιπηηθή έθθξαζε ηεο κεζόδνπ, ε νπνία νπζηαζηηθά απνηειεί κία εθηίκεζε ηεο άγλσζηεο 

ηάμεο ηνπ πξνηύπνπ, αθνινπζεί ην παξαθάησ ζρήκα: 

 Γίλεηαη έλα ζεκείν – πξόηππν x  πξνο ηαμηλόκεζε. 

 Δπέιεμε ηνπο  k θνληηλόηεξνπο γείηνλεο ηνπ x . Τν  k είλαη ζπλήζσο κνλόο αξηζκόο, 

ρσξίο βέβαηα απηό λα απνθιείεη θαη ηε ρξήζε δπγώλ αξηζκώλ. 

 Δάλ νη πεξηζζόηεξνη από ηνπο  k θνληηλόηεξνπο γείηνλεο αλήθνπλ ζε κία ζπγθεθθξηκέλε 

ηάμε, ηόηε απνδίδνπκε ην x  ζηελ ηάμε πνπ πιεηνςεθεί. Ο αξηζκόο θαη ην είδνο ησλ 

ηάμεσλ εμαξηάηαη από ηε κεηξηθή, ε νπνία θαζνξίδεη θαη ηελ αθξίβεηα ηεο ηαμηλόκεζεο. 

Πην αλαιπηηθά, γηα κία ζπγθεθξηκέλε κεηξηθή ζέηνπκε έλα θαηώθιη ι, πέξα από ην νπνίν ε 

κέζνδνο απνθαζίδεη ζε πνηα ηάμε λα ηνπνζεηήζεη ην πξόηππν. Ζ ηηκή ηεο κεηξηθήο ππνινγίδεηαη 

γηα θάζε γείηνλα ηνπ ζεκείνπ x .  Δάλ είλαη πάλσ από ην θαηώθιη ηόηε ην ζπγθεθξηκέλν δείγκα 

– γείηνλαο ηαμηλνκείηαη ζηελ αληίζηνηρε θαη πξνθαζνξηζκέλε θιάζε. Δάλ είλαη θάησ απ‟ ην 

θαηώθιη ηαμηλνκείηαη ζε θάπνηα άιιε θιάζε. Σεκεηώλνπκε όηη κπνξνύλ λα ππάξρνπλ δηάθνξνη 
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έιεγρνη γηα ην θαηώθιη (πέξα από ηνπο κηθξόηεξν – κεγαιύηεξν απ‟ ην ι), πξάγκα ην νπνίν 

νδεγεί θαη ζε πεξηζζόηεξεο θιάζεηο ηαμηλόκεζεο. Αθνύ ινηπόλ ππνινγηζηνύλ νη κεηξηθέο γηα 

όινπο ηνπο γείηνλεο, ζε ζρέζε πάληα κε ην πξόηππν x , ηόηε απνθαζίδνπκε ζε πνηα θιάζε 

αλήθεη ην x . Ζ θιάζε ζηελ νπνία ζα αλήθεη ην x  ζα είλαη απηήλ ζηελ νπνία αλήθνπλ νη 

πεξηζζόηεξνη από ηνπο  k θνληηλνηεξνπο γείηνλεο, πνπ ηαμηλνκήζεθαλ ζύκθσλα κε ηελ 

παξαπάλσ δηαδηθαζία. 

Ζ κέζνδνο ησλ  k θνληηλόηεξσλ γεηηόλσλ είλαη κία δπλαηή θαη ηαπηόρξνλα επαίζζεηε κέζνδνο 

γηα ηελ εθηίκεζε ησλ missing values. Τν κεγάιν ηεο πιενλέθηεκα είλαη ε εύθνιε πινπνίεζή 

ηεο. 

 

Δπηζηξέθνληαο θαη πάιη ζηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηόο καο ρξεζηκνπνηήζακε ηε κέζνδν πνπ 

αλαιύζακε παξαπάλσ γηα λα αληηθαηαζηήζνπκε ηηο ελδείμεηο NaN πνπ ππάξρνπλ ζηνλ πίλαθα 

δεδνκέλσλ. Ζ δηαδηθαζία είλαη απιή, αθνύ ππάξρεη έηνηκε εληνιή πνπ πεξηέρεηαη ζην Toolbox 

ηνπ Matlab θαη ε νπνία πινπνηεί ηελ παξαπάλσ κέζνδν. Ζ εληνιή είλαη ε  knnimpute θαη ε 

ζύληαμή ηεο θαίλεηαη παξαθάησ 

),( kDataknnimpute  

όπνπ data  είλαη ην αξρείν ησλ δεδνκέλσλ )2234772( , πνπ πεξηέρνπλ θαη  missing values, ελώ 

k  είλαη ν αξηζκόο ησλ θνληηλόηεξσλ γεηηόλσλ πνπ ζα εμεηαζηνύλ. Τν απνηέιεζκα ηεο εληνιήο 

απηήο απνζεθεύηεθε ζε έλαλ πίλαθα )2234772(
dataall

C . Σηελ πεξίπησζή καο ν αξηζκόο ησλ 

θνληηλόηεξσλ γεηηόλσλ είλαη 10, ελώ σο κεηξηθή ηεο κεζόδνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ε ζπζρέηηζε 

(correlation coefficient) θαη όρη ε Δπθιείδεηα απόζηαζε, ε νπνία είλαη ε ηππηθή κεηξηθή πνπ 

ρξεζηκνπνηείηαη από ηελ εληνιή. Ζ αιιαγή ηεο κεηξηθήο έγηλε κέζα ζην ίδην ην ζώκα ηεο 

ζπλάξηεζεο  knnimpute. Ζ ιέμε „euclidean‟ πνπ ππάξρεη σο όξηζκα ζηνλ θώδηθα ηεο 

ζπλάξηεζεο, αληηθαηαζηάζεθε από ηε ιέμε „correlation‟. 

 

3.2 Επεξεργασία Αρχικών Δεδομένων 
 

3.2.1 Μείωση Διάστασης Δεδομένων (΢υσχέτιση) 
Έπεηηα από δηεμνδηθή αλάιπζε ησλ απαηηήζεσλ ηνπ πξνβιήκαηόο καο ζε ππνινγηζηηθό ρξόλν, 

ζε ρσξεηηθόηεηα κλήκεο γηα ην πεξηβάιινλ ηνπ Matlab ζην νπνίν εξγαζηήθακε (νη ππνινγηζκνί 

δελ κπνξνύλ λα εθηειεζηνύλ, ιόγσ ππέξβαζεο κλήκεο ηνπ Matlab), θαηαιήμακε ζηελ αλάγθε 

εύξεζεο κεζόδνπ, γηα ηε κείσζε ηνπ κεγέζνπο ηνπ πίλαθα ησλ δεδνκέλσλ πξνο επεμεξγαζία. 

Σηελ αλάγθε εύξεζεο κίαο ηέηνηαο κεζόδνπ ζπλέηεηλε θαη ν αξηζκόο ησλ καζεκαηηθώλ 

ππνινγηζκώλ, ν νπνίνο πξέπεη λα είλαη κηθξόο. Απηό ζεκαίλεη όηη ην ζύζηεκα εμηζώζεσλ πνπ 

ζέινπκε λα επηιύζνπκε πξέπεη λα έρεη όζν ην δπλαηόλ κηθξόηεξν αξηζκό εμηζώζεσλ, ώζηε νη 

ππνινγηζκνί λα είλαη ιηγόηεξνη θαη πην εύθνινη.  

 

Ζ πην επξέσο δηαδεδνκέλε κέζνδνο γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε ησλ κεηαβιεηώλ ελόο πξνβιήκαηνο 

είλαη ε εύξεζε ηεο ζπζρέηηζεο πνπ ππάξρεη κεηαμύ ηνπο. Γηα παξάδεηγκα, εάλ κία κεηαβιεηή 

έρεη πςειή ζπζρέηηζε κε άιιεο ηξεηο κεηαβιεηέο ηνπ ίδηνπ πξνβιήκαηνο, ηόηε κπνξνύκε λα 

απνξξίςνπκε ηηο 3 κεηαβιεηέο θαη λα θξαηήζνπκε ηε κία, ε νπνία ζα ηηο αληηπξνζσπεύεη όιεο 

θαη ε επεμεξγαζία ηεο ζα νδεγήζεη ζε ίδηα απνηειέζκαηα, κε ην λα επεμεξγαδνύκαζηαλ θαη ηηο 

ππόινηπεο 3. 

Σπγθεθξηκέλα, ε ζσζτέηηζε (correlation coefficient) είλαη έλαο αξηζκόο, ν νπνίνο πεξηγξάθεη ην 

βαζκό θαη ηελ θαηεύζπλζε ηεο γξακκηθήο ζρέζεο κεηαμύ δύν (ή θαη πεξηζζόηεξσλ) ηπραίσλ 
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κεηαβιεηώλ. Μπνξνύκε λα πνύκε όηη αλαθέξεηαη ζηελ ύπαξμε εμάξηεζεο ή αλεμαξηεζίαο ησλ 

κεηαβιεηώλ. Ο ζηαηηζηηθόο ηύπνο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη επξέσο θαη πεξηγξάθεη ηε ζπζρέηηζε δύν 

κεηαβιεηώλ είλαη: 

YX

YX

YX

YX

YXEYX )))(((),cov(
,

 

 

όπνπ:  )( XE
X

, ε κέζε ηηκή ηνπ X  

           )(YE
Y

, ε κέζε ηηκή ηνπ Y  

           
X

, ε ηππηθή απόθιηζε ηνπ X  ))()((
222

XEXE
X

 

           
Y

, ε ηππηθή απόθιηζε ηνπ  Y  ))()((
222

YEYE
Y

 

),cov( YX , είλαη ην γηλόκελν ησλ απνθιίζεσλ 2 ηπραίσλ κεηαβιεηώλ γύξσ από ην κέζν   

(covariance) 

 

Ζ ζπζρέηηζε νξίδεηαη κόλν όηαλ θαη νη δύν ηππηθέο απνθιίζεηο είλαη πεπεξαζκέλεο θαη δηάθνξεο 

ηνπ κεδελόο. Ζ κεγαιύηεξε θαη‟ απόιπην ηηκή πνπ κπνξεί λα πάξεη ε ζπζρέηηζε είλαη ην 1. 

Μπνξεί λα ηζνύηαη κε 1, δειαδή λα έρνπκε απμαλόκελε γξακκηθή ζπζρέηηζε, λα ηζνύηαη κε -1, 

δειαδή λα έρνπκε ειαηησκέλε γξακκηθή ζπζρέηηζε θαη λα πάξεη νπνηαδήπνηε ηηκή, αλάκεζα ζ‟ 

απηό ην δηάζηεκα, ππνδεηθλύνληαο ηε γξακκηθή εμάξηεζε κεηαμύ ησλ κεηαβιεηώλ. Όζν πην 

θνληά είλαη ν ζπληειεζηήο ζην 1 ή ην -1, ηνζό ηζρπξόηεξε είλαη ε ζπζρέηηζε κεηαμύ ησλ 

κεηαβιεηώλ. Δάλ νη κεηαβιεηέο είλαη εμαξηεκέλεο, ηόηε ε ζπζρέηηζε είλαη 0, αιιά ε αληίζηξνθε 

πξόηαζε δελ ηζρύεη, αθνύ ε ζπζρέηηζε εκθαλίδεη κόλν ηηο γξακκηθέο αλεμαξηεζίεο κεηαμύ ησλ 

κεηαβιεηώλ. 

 

Τν κέγεζνο ηεο ζπζρέηηζεο δύν κεηαβιεηώλ πεξηγξάθεηαη αλαιπηηθά ζηνλ Πίλαθα 3.1 πνπ 

θαίλεηαη παξαθάησ. Αμίδεη λα ζεκεησζεί βέβαηα όηη ηα θξηηήξηα πνπ πεξηγξάθνληαη ζηνλ πίλαθα 

απηόλ κπνξεί θαηά κία έλλνηα λα ζεσξεζνύλ απζαίξεηα θαη έηζη δελ πξέπεη λα παξαηεξνύληαη 

ηόζν απζηεξά. Απηό ζπκβαίλεη γηαηί ε εξκελεία ηεο ζπζρέηηζεο εμαξηάηαη από ην πεξηερόκελν 

θαη ηνπο ζθνπνύο γηα ηνπο νπνίνπο ππνινγίδεηαη. 

                            

Correlation Negative Positive 

Small −0.29 to −0.10 0.10 to 0.29 

Medium −0.49 to −0.30 0.30 to 0.49 

Large −1.00 to −0.50 0.50 to 1.00 

 

Πίνακαρ 3.1. Μέγεζνο Σπζρέηηζεο Μεηαβιεηώλ 

 

Έηζη, γηα ην πξόβιεκά καο ρξεζηκνπνηήζακε ηε ζπζρέηηζε γηα λα νκαδνπνηήζνπκε ηα γνλίδηα 

πνπ έρνπλ ίδηα ζπζρέηηζε. Γεκηνπξγήζακε δειαδή νκάδεο γνληδίσλ κε ίδηα ηηκή ζπζρέηηζεο γηα 

ηα γνλίδηα θάζε νκάδαο, ηηο νπνίεο ηειηθά αληηθαηαζηήζακε κε έλα αληηπξνζσπεπηηθό γνλίδην 

απ‟ ηελ νκάδα, ην νπνίν ζα ζπλεηζθέξεη ην ίδην ζηνπο ππνινγηζκνύο καο, όπσο θαη ηα ππόινηπα 

γνλίδηα ηεο νκάδαο πνπ απνξξίθζεθαλ. Με ηε δηαδηθαζία απηή θαηνξζώζακε λα κεηώζνπκε ηνλ 

αξηζκό ησλ γνληδίσλ, άξα θαη ησλ γξακκώλ ηνπ πίλαθα δεδνκέλσλ.  

Γηα λα κεηώζνπκε ην ρξόλν θαη ηελ πνιππινθόηεηα ησλ ππνινγηζκώλ πνπ ζα πξνθύςνπλ από 

ηελ αλαιπηηθή εθαξκνγή ηεο ζρέζεο πνπ ππνινγίδεη ηε ζπζρέηηζε, ρξεζηκνπνηήζακε ηελ έηνηκε 
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ζπλάξηεζε corrcoef πνπ παξέρεη ην πεξηβάιινλ ηνπ Matlab. Ζ ζύληαμε ηεο εληνιήο – 

ζπλάξηεζεο θαίλεηαη παξαθάησ: 

),( yxcorrcoefR  

όπνπ yx ,  είλαη νη 2 ηπραίεο κεηαβιεηέο θαη R  είλαη ε κεηαβιεηή ζηελ νπνία απνζεθεύεηαη ε 

ηηκή ηεο ζπζρέηηζεο κεηαμύ ησλ δύν κεηαβιεηώλ. 

 

Σπγθεθξηκέλα, ζηελ πινπνίεζή καο δεκηνπξγήζακε έλαλ πίλαθα r , κεγέζνπο 

3477211 nesNumberOfGe , ν νπνίνο απνθαιείηαη πίλαθαο ζπζρέηηζεο (Correlation Matrix) 

θαη ζηνλ νπνίν απνζεθεύνπκε ηελ ηηκή ηεο ζπζρέηηζεο ελόο γνληδίνπ κε όια ηα ππόινηπα 

γνλίδηα, ε νπνία ππνινγίδεηαη άκεζα από ηελ παξαπάλσ εληνιή. Δδώ πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε 

όηη ε ζπζρέηηζε παίξλεη θαη ζεηηθέο θαη αξλεηηθέο ηηκέο. Δκείο ζηνλ πίλαθα r  απνζεθεύνπκε 

θάζε θνξά ην κέηξν ηεο ζπζρέηηζεο, δειαδή κόλν ζεηηθέο ηηκέο, ρξεζηκνπνηώληαο ηελ έηνηκε 

εληνιή ηνπ Matlab, abs, ρσξίο απηό λα επεξεάδεη ηα απνηειέζκαηά καο.  

Ζ εληνιή απηή εθηειείηαη κέζα ζε έλαλ επαλαιεπηηθό βξόγρν (for loop), θαη ππνινγίδεη 

ζπζρεηίζεηο θάζε γνληδίνπ μερσξηζηά κε όια ηα ππόινηπα. Οη ππνινγηζκνί ησλ ζπζρεηίζεσλ,  

πνπ πξαγκαηνπνηνύληαη γηα θάζε γνλίδην ππνινγίδνληαη από ηε ζρέζε 

604528606
2

)134772(*34772

2

)1(* NN
, όπνπ N  ν αξηζκόο ησλ γνληδίσλ. Πξόθεηηαη 

γηα κεγάιν αξηζκό ππνινγηζκώλ,  γη‟ απηό θαη νη απαηηήζεηο ηνπ θώδηθα ζε ρξόλν εθηέιεζεο 

ήηαλ κεγάιεο ( 2
1

1  κέξα). Δπνκέλσο, ην ηειηθό απνηέιεζκα πνπ ζα έπξεπε λα ιάβνπκε είλαη 

έλαο ηεξάζηηνο πίλαθαο κε πνιιέο ηηκέο ζπζρεηίζεσλ γηα θάζε έλα γνλίδην. Όκσο, ην πεξηβάιινλ 

ηνπ Matlab αδπλαηεί λα απνζεθεύζεη πίλαθεο κε ηόζν κεγάιν αξηζκό ζηνηρείσλ ζε έλα αξρείν. 

Έηζη, ζα ήκαζηαλ αλαγθαζκέλνη λα εθηεινύκε ηνλ θώδηθα απηό γηα θάζε έλα γνλίδην μερσξηζηά 

θαη λα απνζεθεύνπκε ηα απνηειέζκαηα απηά ζε δηαθνξεηηθό αξρείν θάζε θνξά. Δμαηηίαο, όκσο, 

ηνπ κεγάινπ ρξόλνπ εθηέιεζεο ηνπ θώδηθα, απηό ζα ήηαλ ρξνλνβόξν. Γηα ην ιόγν απηό, 

δεζκεύζακε κλήκε θαη γηα έλαλ άιιν πίλαθα db , κεγέζνπο 347721 , ν νπνίνο νπζηαζηηθά 

απνηειεί θαη ηελ έμνδν ηνπ πξνγξάκκαηνο απηνύ. Οη ηηκέο ηνπ πίλαθα απηνύ πξνθύπηνπλ σο 

εμήο: όηαλ ε απόιπηε ηηκή ηεο ζπζρέηηζεο ελόο γνληδίνπ κε ηα ππόινηπα είλαη κηθξόηεξε από ην 

θαηώθιη 0.5 (ε ηηκή γηα ην θαηώθιη πξνέθπςε ζύκθσλα κε ηνλ Πίλαθα 1, ν νπνίνο ππνδεηθλύεη 

όηη ηζρπξή ζπζρέηηζε παξνπζηάδεηαη γηα ην δηάζηεκα – θαη‟ απόιπηεο ηηκέο – ]1,5.0[ ), ηόηε 

αληηθαζηζηνύκε απηή ηελ ηηκή κε 0. Δάλ είλαη κεγαιύηεξε, ηόηε ηελ αληηθαζηζηνύκε κε 1. Ζ ηηκή 

0 ζπλεπάγεηαη όηη δελ ππάξρεη θακία ζπζρέηηζε κεηαμύ απηνύ ηνπ γνληδίνπ θαη ησλ ππνινίπσλ, 

θαη επνκέλσο ην γνλίδην δε πξέπεη λα απνξξηθζεί, ελώ ε ηηκή 1 ππνδειώλεη ζπζρέηηζε θαη ην 

γνλίδην κπνξεί λα απνξξηθζεί.  

Γηα πεξαηηέξσ δηεπθόιπλζή καο απνζεθεύζακε ην πεξηερόκελν ηνπ πίλαθα db  ζε έλα αξρείν 

Excel. Τν αξρείν απηό πεξηιακβάλεη νπζηαζηηθά ηηκέο 0 θαη 1. Όκσο, εκείο κε όιε ηελ 

παξαπάλσ δηαδηθαζία επηζπκνύκε λα δεκηνπξγήζνπκε έλαλ λέν, κηθξόηεξν πίλαθα, ν νπνίνο λα 

πεξηιακβάλεη γνλίδηα θαη θπηηαξηθέο ζεηξέο (κε ηηο αληίζηνηρεο ηηκέο έληαζεο πνπ ηα 

αληηπξνζσπεύνπλ) θαη όρη ηηκέο 0 θαη 1. Έηζη δεκηνπξγνύκε έλα λέν θνκκάηη θώδηθα, ζην νπνίν 

ιακβάλνπκε σο είζνδν ην αξρείν Excel κε ηηο ηηκέο 0 θαη 1 θαη βγάδνπκε σο έμνδν ηνλ ηειηθό 

πίλαθα δεδνκέλσλ. Ζ ηειηθή κνξθή ηνπ πίλαθα δεδνκέλσλ πξνθύπηεη σο εμήο: ζε έλαλ 

επαλαιεπηηθό βξόγρν θαη γηα 34772 επαλαιήςεηο, όπνπ ζπλαληάκε 0, αληηθαζηζηνύκε κε ην 

αληίζηνηρν γνλίδην – ζεηξά ηνπ αξρηθνύ πίλαθα δεδνκέλσλ, ελώ όπνπ ζπλαληάκε 1, 

απνξξίπηνπκε ην αληίζηνηρν γνλίδην – ζεηξά πνπ ππάξρεη ζηα δεδνκέλα καο. 
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Μεηά από όινπο απηνύο ηνπο ππνινγηζκνύο θαηαιήγνπκε λα κεηώζνπκε ηνλ αξηζκό ησλ 

γξακκώλ – γνληδίσλ ηνπ αξρηθνύ πίλαθα, από 34772 ζε 27
(2)

. Έηζη ηα δεδνκέλα καο πιένλ 

αληηπξνζσπεύνληαη από έλαλ πίλαθα 
smaller

C , κεγέζνπο 2227 . 

 

3.2.2 Κανονικοποίηση Δεδομένων 
Ζ αλάγθε θαλνληθνπνίεζεο ησλ ηηκώλ έληαζεο ησλ γνληδίσλ πξνέθπςε θαη πάιη από ηελ 

απαίηεζε γηα κηθξόηεξε πνιππινθόηεηα ππνινγηζκώλ. Οη ηηκέο έληαζεο, έηζη όπσο ππάξρνπλ 

ζηνλ αξρηθό πίλαθα δεδνκέλσλ, αιιά θαη ζην λέν κηθξόηεξν πίλαθα  
smaller

C  είλαη ηεο ηάμεο ησλ 

3
σλ

 ή θαη 4
σλ

 ςεθίσλ. Δκείο επηζπκνύκε αξηζκνύο κηθξόηεξεο ηάμεο, γηα λα κπνξνύκε λα ηνπο 

κειεηήζνπκε κε κεγαιύηεξε επθνιία θαη νη ππνινγηζκνί καο λα γίλνληαη γξεγνξόηεξα. 

Γηα ην ιόγν απηό απνθαζίζακε λα θαλνληθνπνηήζνπκε ηηο ηηκέο έληαζεο, ρξεζηκνπνηώληαο σο 

κέζν θαλνληθνπνίεζεο ην δπαδηθό ινγάξηζκν )(log
2

. Σε δύν εκθσιεπκέλνπο επαλαιεπηηθνύο 

βξόγρνπο (for loops) θαη γηα αξηζκό επαλαιήςεσλ από 1 σο 27 θαη από 1 σο 22 αληίζηνηρα 

αληηθαηαζηήζακε ηελ ηηκή έληαζεο θάζε γνληδίνπ, ζε θάζε θπηηαξηθή ζεηξά κε ην δπαδηθό 

ινγάξηζκν ηεο ηηκήο απηήο. Γηα λα είλαη απόιπηα νξζή ε παξαπάλσ δηαδηθαζία, κέζα ζηνπο 

επαλαιεπηηθνύο βξόγρνπο εηζάγακε έλαλ έιεγρν, ζύκθσλα κε ηνλ νπνίν εάλ θαπνηα ηηκή 

έληαζεο ελόο γνληδίνπ είλαη 0, ηόηε απηή λα παξακείλεη 0. Απηό ηζρύεη γηαηί ν ινγάξηζκνο ηνπ 

κεδελόο δελ νξίδεηαη. Σε θάζε άιιε πεξίπησζε, απιά λα αληηθαηαζηήζεη ηελ ηηκή ηεο έληαζεο, 

όπσο αλαιύζακε παξαπάλσ. Έηζη, πιένλ έρνπκε ηνλ ηειηθό, θαλνληθνπνηεκέλν πίλαθα 

δεδνκέλσλ 
final

C , ν νπνίνο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί σο είζνδνο γηα ηελ πινπνίεζε ηνπ 

βαζηθνύ αιγνξίζκνπ (Gradient Descent), ηεο εξγαζίαο απηήο. Ζ νπνηαδήπνηε πεξαηηέξσ 

αλάιπζε ηεο δηαδηθαζίαο πινπνίεζεο ζα αλαθέξεηαη ζην λέν πίλαθα )2227(
final

C ! 

 

3.3 Τλοποίηση Αλγορίθμου Gradient Descent 
 

3.3.1 Τλοποίηση Μεθόδου Ελαχίστων Σετραγώνων 
 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζηε ζεσξία, ν αιγόξηζκνο Gradient Descent ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ 

επίιπζε πξνβιεκάησλ ειαρηζηνπνίεζεο ρσξίο πεξηνξηζκνύο. Ζ κέζνδνο πνπ ζέινπκε λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα λα βξνύκε ηηο δεηνύκελεο αλαινγίεο πξόζκεημεο ησλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ, 

κε ζηόρν ηε δεκηνπξγία ελόο πξόηππνπ κείγκαηνο είλαη απηή ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ. Τν 

πξόβιεκα ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ, έηζη όπσο νξίδεηαη γηα ηελ πεξίπησζή καο, ππόθεηηαη ζε 

πεξηνξηζκνύο γηα ηηο ηηκέο ησλ αλαινγηώλ. Γη‟ απηό ζα πξέπεη λα κεηαηξέςνπκε ην πξόβιεκα 

ειαρηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνύο, ζε πξόβιεκα ρσξίο πεξηνξηζκνύο, ην νπνίν ηειηθά ζα 

επηιύεηαη κε ηνλ αιγόξηζκν Gradient Descent. Απηό, όπσο ζα δνύκε θαη παξαθάησ γίλεηαη κε ην 

λα δεκηνπξγήζνπκε κία λέα αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, ε νπνία ζα πεξηιακβάλεη θαη ηνπο 

πεξηνξηζκνύο ζηνπο νπνίνπο ππόθεηληαη νη αλαινγίεο. Οη πεξηνξηζκνί ζα εηζαρζνύλ ζηε λέα 

ζπλάξηεζε, κε ηε βνήζεηα ησλ πνιιαπιαζηαζηώλ Lagrange. 

Όιε ε παξαθάησ αλάιπζε ινηπόλ πεξηιακβάλεη ηνλ νξηζκό ηεο αξρηθήο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο γηα ην πξόβιεκα Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ, αιιά θαη ηεο λέαο ζπλάξηεζεο (κε ηνπο 

πεξηνξηζκνύο), ηε δεκηνπξγία δηαθνξεηηθώλ δηαλπζκάησλ αξρηθνπνίεζεο ηνπ πξόηππνπ 

κέηγκαηνο, πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηνλ νξηζκό ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο, ηα βαζηθά 

βήκαηα εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ θαη ηέινο, ηελ θαλνληθνπνίεζε ησλ απνηειεζκάησλ, ώζηε λα 

ππαθνύλ ζε όινπο ηνπο πεξηνξηζκνύο ηνπ πξνβιήκαηνο. 
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 Οπιζμόρ Ανηικειμενικήρ Σςνάπηηζηρ  

Ζ ζπλάξηεζε πνπ αληηπξνζσπεύεη ην πξόβιεκα ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ, 

πξνζαξκνζκέλν πάληα ζηηο απαηηήζεηο θαη ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηόο καο έρεη ηελ 

παξαθάησ κνξθή 
2

2

*
27

1
initialfinalLS

AaCf . 

Ο όξνο 1/27 ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα θαλνληθνπνηήζεη ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο. Ο 

πίλαθαο )2227(
final

C  είλαη ν πίλαθαο ησλ δεδνκέλσλ ηνπ πξνβιήκαηόο καο, )122(a  

είλαη ην δηάλπζκα ησλ αλαινγηώλ θαη )127(
initial

A  είλαη ην δηάλπζκα ηηκώλ ηνπ target 

distribution. Ζ πνζόηεηα 
initialfinal

AaC *  αληηζηνηρεί νπζηαζηηθά ζε έλα δηάλπζκα 

δηαζηάζεσλ 127 . Δθηειώληαο ηηο αιγεβξηθέο πξάμεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ην δηάλπζκα 

απηό, θαηαιήγνπκε ζηελ ηειηθή κνξθή ηνπ δηαλύζκαηνο, ε νπνία θαίλεηαη παξαθάησ: 

 

  

















127

272222,2722,2711,27

22222,222,211,2

12222,122,111,1

27

2

1

22

2

1

22,272,271,27

22,22,21,2

22,12,11,1

***

***

***

*

*

AaCaCaC

AaCaCaC

AaCaCaC

A

A

A

a

a

a

CCC

CCC

CCC

AaC
initialfinal

 

Σύκθσλα κε ηελ αξηζκεηηθή άιγεβξα, ε λόξκα δηαλύζκαηνο είλαη ίζε κε ηελ 

ηεηξαγσληθή ξίδα ηνπ αζξνίζκαηνο ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ δηαλύζκαηνο. 

Σπλδπάδνληαο ηνλ νξηζκό ηεο λόξκαο κε ηελ αλαιπηηθή κνξθή ηνπ δηαλύζκαηνο πνπ 

παξνπζηάζηεθε παξαπάλσ πξνθύπηεη ε ηειηθή αλαιπηηθή κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο ησλ 

Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ, ε νπνία είλαη 

])**(

)**()**[(*
27

1

2

272222,2711,27

2

22222,211,2

2

12222,111,1

AaCaC

AaCaCAaCaCf
LS




 

 

Ζ ζπλάξηεζε απηή αληηζηνηρεί ζην πξόβιεκα Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ, ρσξίο όκσο ηελ 

ύπαξμε πεξηνξηζκώλ. Τν πξόβιεκά καο όκσο πεξηιακβάλεη ηνπο εμήο πεξηνξηζκνύο γηα 

ηηο αλαινγίεο πξόζκεημεο θπηηαξηθώλ ζεηξώλ: 

 Οη αλαινγίεο λα είλαη ζεηηθνί αξηζκνί θαη όρη πάξα πνιύ κηθξνί. 

 Ζ κέγηζηε ηηκή πνπ κπνξνύλ λα πάξνπλ λα είλαη ην 1 (ή αιιηώο ην 100%). 

 Τν άζξνηζκά ηνπο λα είλαη ίζν κε ηε κνλάδα (δελ κπνξεί λα είλαη κηθξόηεξν ή 

κεγαιύηεξν από 1). 

Έηζη είλαη αλαγθαίν λα εηζάγνπκε ζηελ ήδε ππάξρνπζα ζπλάξηεζε πνπ αλαιύζακε 

παξαπάλσ, ηνπο αλσηέξσ πεξηνξηζκνύο. Σηεξηδόκελνη ζηε κέζνδν ησλ 

πνιιαπιαζηαζηώλ Lagrange, πξνζζέηνπκε ζηε ζπλάξηεζε ηνλ όξν 
2

2
a , ν νπνίνο 

απνηειεί ηε καζεκαηηθή πεξηγξαθή ησλ αλσηέξσ πεξηνξηζκώλ, πνιιαπιαζηαζκέλν 
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πάληα κε έλαλ ζεηηθό αξηζκό ι (πνιιαπιαζηαζηήο Lagrange). Γεκηνπξγνύκε δειαδή κία 

λέα αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε, ε νπνία αληηζηνηρεί ζηε Lagrangian ηνπ πξνβιήκαηνο καο. 

Ο λένο όξνο αλαιύεηαη ζύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ηεο λόξκαο δηαλύζκαηνο, όπσο θαη 

παξαπάλσ. Ζ ηειηθή κνξθή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ηνπ πξνβιήκαηνο Διαρίζησλ 

Τεηξαγώλσλ, ε νπνία ζα ειαρηζηνπνηεζεί κε ηε βνήζεηα ηνπ αιγνξίζκνπ Gradient 

Descent είλαη ε  

2

2

2

2

***
27

1
aAaCf

initialfinal

 
 

Ζ αλαιπηηθή έθθξαζε ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο απηήο είλαη απηή πνπ θαίλεηαη 

παξαθάησ 

)(*])**(

)**()**[(*
27

1

2

22

2

2

2

1

2

272222,2711,27

2

22222,211,2

2

12222,111,1

aaaAaCaC

AaCaCAaCaCf




 

 

 Γιανύζμαηα Απσικοποίηζηρ Target Distribution )(
initial

A   

Οη ηηκέο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ δηαλύζκαηνο A  πνπ αληηπξνζσπεύεη ην πξόηππν κείγκα δελ 

είλαη γλσζηέο, πξάγκα ην νπνίν δπζρεξαίλεη ηελ επίιπζε ηνπ πξνβιήκαηόο καο. Φσξίο 

ηνλ πίλαθα απηό δελ κπνξνύκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε ηελ παξαπάλσ αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε, κηαο θαη νη άγλσζηνη ζην πξόβιεκά καο ζα ήηαλ πιένλ δύν. Έηζη είλαη 

αλαγθαίν λα αξρηθνπνηήζνπκε ηηο ηηκέο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ πξόηππνπ κείγκαηνο θαη λα 

δεκηνπξγήζνπκε έηζη κία ζεηξά κεηγκάησλ 
initial

A , από ηα νπνία ζα πξνθύςνπλ θαη νη 

αληίζηνηρεο αλαινγίεο. Φξεζηκνπνηήζακε 3 δηαθνξεηηθέο αξρηθνπνηήζεηο, γηα λα 

ειέγμνπκε ην θαηά πόζν ε επηινγή ηεο αξρηθνπνίεζεο επεξεάδεη ηα απνηειέζκαηά καο. 

1) Target Distribution για Απσικοποίηζη 
27

1
initial

A   

Τν κείγκα απηό δεκηνπξγήζεθε ζηεξηδόκελν ζηελ αλάγθε ύπαξμεο 

νκνηνκνξθίαο. Άιισζηε, ζηόρνο ηεο εξγαζίαο απηήο είλαη ε εύξεζε αλαινγηώλ 

πξόζκεημεο θπηηαξηθώλ ζεηξώλ, ώζηε λα δεκηνπξγήζνπλ έλα νκνηόκνξθν 

πξόηππν κείγκα. Σύκθσλα, ινηπόλ, κε ηε ζεσξία πηζαλνηήησλ, κία θαηαλνκή 

θαιείηαη νκνηόκνξθε εάλ όια ηα ζηνηρεία ηεο είλαη ίζα κεηαμύ ηνπο θαη παίξλνπλ 

ηελ ηηκή ,1
n

 όπνπ n  είλαη ν αξηζκόο ησλ ζηνηρείσλ πνπ απνηεινύλ ηελ 

θαηαλνκή. Φαξαθηεξηζηηθό ηεο νκνηόκνξθεο θαηαλνκήο είλαη όηη ε δηαζπνξά 

ησλ ζηνηρείσλ ηεο θαηαλνκήο, γύξσ από ηε κέζε ηηκή είλαη ίζε κε ην 0. Έηζη, γηα 

λα είλαη ην κείγκα καο νκνηόκνξθν ζα πξέπεη θαη ηα 27 ζηνηρεία ηνπ λα είλαη ίζα 

κε 037.0
27

1 , όπσο θαίλεηαη θαη παξαθάησ 
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έ

initial
A

27

]037,0037,0037,0037,0[
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Ζ αληίζηνηρε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πνπ πξνθύπηεη γηα ηε ζπγθεθξηκέλε 

αξρηθνπνίεζε είλαη  

)(*])
27

1
**(

)
27

1
**()

27

1
**[(*

27

1

2

22

2

2

2

1

2

2222,2711,27

2

2222,211,2

2

2222,111,1

aaaaCaC

aCaCaCaCf





 
 

2) Target Distribution για Απσικοποίηζη 1194,9
initial

A  

Ζ αξρηθνπνίεζε απηή πξνέθπςε ζηεξηδόκελε ζηελ εμήο δηαδηθαζία:  

 Θεσξνύκε όηη όιεο νη θπηηαξηθέο ζεηξέο ζπκκεηέρνπλ ζην πξόηππν 

κείγκα θαηά ηνλ ίδην ηξόπν. Γειαδή αλακεηγλύνπκε ηηο θπηηαξηθέο ζεηξέο 

κε αλαινγίεο ίζεο κε 
22

1 , όπνπ 22 είλαη ν αξηζκόο ησλ αλαινγηώλ.  

 Γεκηνπξγείηαη έηζη έλα αληίζηνηρν κείγκα, κε κέζε ηηκή  9,119447391. 

Γηα λα θηηάμνπκε ινηπόλ ηελ ηειηθή αξρηθνπνίεζε ζέζακε θαη ηα 27 ζηνηρεία ηνπ 

κείγκαηνο ίζα κε ηελ παξαπάλσ ηηκή. Θα κπνξνύζακε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε σο 

αξρηθνπνίεζε ηηο ηηκέο κείγκαηνο πνπ πξνέθπςαλ από ηε κείμε ησλ θπηηαξηθώλ 

ζεηξώλ κε ίζεο αλαινγίεο )
22

1( . Όκσο, ην κείγκα απηό δελ παξνπζηάδεη ηελ 

απαηηνύκελε νκνηνκνξθία, κηαο θαη ε δηαζπνξά ηνπ είλαη αξθεηά κεγαιύηεξε από 

ην 0. Αληίζεηα, ην κείγκα κε όια ζηνηρεία ίζα κε 9,1194, έρεη δηαζπνξά 0 θαη έηζη 

αληαπνθξίλεηαη πιήξσο ζηελ αλάγθε νκνηνκνξθίαο ηνπ πξόηππνπ κείγκαηνο. Ζ 

λέα αξρηθνπνίεζε είλαη θαίλεηαη παξαθάησ  

 

  



έ

initial
A

27

]1194,91194,91194,91194,9[

 
 

θαη ε αληίζηνηρε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε γηα ηελ πεξίπησζε απηή είλαη ε  

)(*])1194,9**(

)1194,9**()1194,9**[(*
27

1

2

22

2

2

2

1

2

2222,2711,27

2

2222,211,2

2

2222,111,1

aaaaCaC

aCaCaCaCf





 

3) Target Distribution για Απσικοποίηζη 350
initial

A  

Γηα ηελ ηειεπηαία αξρηθνπνίεζε ηνπ target distribution ζηεξηρζήθακε ζηελ 

αλάγθε ύπαξμεο ζηνηρείσλ – γνληδίσλ (νπζηαζηηθά ηα ζηνηρεία πνπ απνηεινύλ ην 

κείγκα δελ είλαη ηίπνηε άιιν από γνλίδηα), ησλ νπνίσλ ε ηηκή έληαζεο ζην κείγκα 

λα είλαη πάλσ από έλα ζπγθεθξηκέλν θαηώθιη. Δπηζπκνύκε δειαδή λα 

δεκηνπξγήζνπκε έλα κείγκα, ηα γνλίδηα ηνπ νπνίνπ ζα είλαη δηαθξηηά επάλσ ζην 

slide ηεο κηθξνζπζηνηρίαο (ε έληαζή ηνπο ζα έρεη ηέηνηα ηηκή, ώζηε ε 

θσηεηλόηεηα ησλ spots ζην slide ηεο κηθξνζπζηνηρίαο λα είλαη κεγάιε θαη έηζη, ηα 

γνλίδηα λα είλαη δηαθξηηά). Γηα ην ιόγν απηό επηιέρζεθε ηηκή θαησθιίνπ έληαζεο 

γνληδίσλ ην 350 , ην νπνίν ζε θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή κε ρξήζε ηνπ δπαδθνύ 

ινγάξηζκνπ αληηζηνηρεί ζηελ ηηκή 451211,8)350(log
2 . 
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Φξεζηκνπνηήζακε θαη πάιη σο βάζε ην κείγκα πνπ πξνθύπηεη από ηελ πξόζκεημε 

ησλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ ζε αλαινγίεο ίζεο κε 
22

1 . Σπγθξίλνπκε ηελ ηηκή ησλ 

ζηνηρείσλ ηνπ κε ηελ ηηκή ηνπ θαησθιίνπ. Δάλ ην ζηνηρείν – γνλίδην έρεη ηηκή 

κεγαιύηεξε απ‟ απηή ηνπ θαησθιίνπ, ηόηε παξακέλεη σο έρεη ζην κείγκα. Δάλ ε 

ηηκή ηνπ είλαη κηθξόηεξε, ηόηε ζα αληηθαηαζηαζεί κε ηε κέζε ηηκή ηνπ κείγκαηνο 

– βάζεο (κείγκα πνπ αληηζηνηρεί ζε αλαινγίεο ίζεο κε 
22

1 ), ε νπνία ηζνύηαη κε 

1194,9 . Έηζη, κε ηελ παξαπάλσ δηαδηθαζία, ε νπνία πεξηγξάθεηαη ζην Στήκα 3.1 

πνπ αθνινπζεί δεκηνπξγήζακε θαη ηελ ηξίηε θαηά ζεηξά αξρηθνπνίεζε.  

 

 
Σσήμα 3.1. Γηάγξακκα πεξηγξαθήο ηεο δηαδηθαζίαο παξαγσγήο ηεο 3

ν
 θαηά ζεηξά 

αξρηθνπνίεζεο ηνπ target distribution. Σηελ πξώηε ζηήιε θαίλνληαη νη ηηκέο ηνπ 

κείγκαηνο – βάζεο, θαη ζηελ ηειεπηαία νη ηειηθέο ηηκέο αξρηθνπνίεζεο. 
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Θα πξέπεη λα ζεκεηώζνπκε εδώ, όηη παξ‟ όιν πνπ ηα ζηνηρεία γηα ηελ 

αξρηθνπνίεζε απηή δελ είλαη όια ίζα κεηαμύ ηνπο, ην κείγκα εκθαλίδεη ζρεηηθή 

νκνηνκνξθία, κηαο θαη ε δηαζπνξά ηνπ είλαη ίζε κε 4154,1 , ηηκή ζρεηηθά κηθξή 

θαη θνληά ζην 0. Άξα κπνξνύκε λα ζπκπεξάλνπκε όηη θαη απηό ην κείγκα 

ηθαλνπνηεί ηελ απαίηεζε ηεο νκνηνκνξθίαο. 

 

 Βήμαηα Δκηέλεζηρ Αλγοπίθμος Gradient Descent 

Ο αιγόξηζκνο Gradient Descent πινπνηήζεθε ζην πξνγξακκαηηζηηθό πεξηβάιινλ ηνπ 

Matlab θαη ζύκθσλα κε ηελ αληίζηνηρε ζεσξία ηα βήκαηα ηεο πινπνίεζήο καο είλαη ηα 

εμήο: 

a) Οξίδνπκε ηα δεηνύκελα ηνπ πξνβιήκαηόο καο, δειαδή ηνπο αγλώζηνπο πνπ 

ππάξρνπλ ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαη σο πξνο ηνπο νπνίνπο επηζπκνύκε 

λα ειαρηζηνπνηήζνπκε. Οη άγλσζηνη, όπσο θαίλεηαη θαη από όιε ηελ παξαπάλσ 

αλάιπζε είλαη νη 22 αλαινγίεο πξόζκεημεο θπηηαξηθώλ ζεηξώλ 
i

a . Γηα λα 

κπνξέζνπκε λα δειώζνπκε ηηο αλαινγίεο ζηελ πινπνίεζή καο σο κεηαβιεηέο 

ησλ νπνίσλ νη ηηκέο είλαη άγλσζηεο, ρξεζηκνπνηήζακε ηελ εληνιή ηνπ Matlab  

syms. Ζ εληνιή απηή δεκηνπξγεί ζπκβνιηθά αληηθείκελα (ζηελ πεξίπησζή καο 

έρνπκε ζπκβνιηθνύο αξηζκνύο). Τν όξηζκα εηζόδνπ ηεο είλαη ζπλήζσο πνιιά 

string, ηα νπνία πξέπεη λα μεθηλνύλ απαξαίηεηα κε έλα γξάκκα θαη κπνξεί λα 

πεξηιακβάλνπλ αιθαξηζκεηηθνύο ραξαθηήξεο. Τν απνηέιεζκα ηεο εληνιήο είλαη 

έλα ζύλνιν ζπκβνιηθώλ αξηζκώλ ή κεηαβιεηώλ (θάζε αξηζκόο γηα θάζε string). 

Οη ζπκβνιηθνί απηνί αξηζκνί κπνξεί λα είλαη πξαγκαηηθνί, κηγαδηθνί, κόλν 

ζεηηθνί, γη‟ απηό θαη ε εληνιή παίξλεη σο όξηζκα ηηο αληίζηνηρεο επηινγέο (real, 

unreal, positive). Ζ ζύληαμε ηεο εληνιήο θαίλεηαη παξαθάησ 

realsyms 
21

argarg  

Σηελ πινπνίεζή καο ηα νξίζκαηα ηεο εληνιήο είλαη νη 22 αλαινγίεο 
i

a , νη νπνίεο 

επηζπκνύκε λα είλαη πξαγκαηηθνί αξηζκνί θαη έηζη θαηαιήγνπκε ζηελ εμήο 

ζύληαμε 

realaaaaaasyms
222120321

  

Οη αλαινγίεο ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε εκθαλίδνληαη κε ηε κνξθή 

δηαλύζκαηνο. Έηζη δεκηνπξγνύκε έλα αληίζηνηρν δηάλπζκα 122 , από 

ζπκβνιηθνύο αξηζκνύο, όπσο θαίλεηαη θαη παξαθάησ 

2221
aaaa   

 

b) Δηζάγνπκε ζηελ πινπνίεζή καο ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο, δειαδή ηνλ 

θαλνληθνπνηεκέλν πίλαθα ησλ 27 γνληδίσλ θαη ησλ 22 θπηηαξηθώλ ζεηξώλ θαη ηα 

ηξία δηαθνξεηηθά δηαλύζκαηα αξρηθνπνίεζεο κείγκαηνο. Τν θάζε δηάλπζκα 

αξρηθνπνίεζεο ηνπ target distribution πξνθύπηεη γξάθνληαο αλαιπηηθά ηηο ηηκέο 

ηνπ, όπσο απηέο πξνέθπςαλ από ηελ αλσηέξσ αλάιπζε. Τέινο νξίδνπκε ηελ ηηκή 

ηνπ πνιιαπιαζηαζηή Lagrange ι, κηαο θαη όπσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ, ε 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί ζα πεξηιακβάλεη θαη ηνπο 

απαξαίηεηνπο πεξηνξηζκνύο (ζπγθεθξηκέλα ζα πεξηέρεη θαη ηνλ όξν 
2

2
* a ). Γηα 

ην ι έρνπκε δύν δηαθνξεηηθέο ηηκέο πνπ επηζπκνύκε λα εμεηάζνπκε. Μία κηθξή 

θαη κία κεγάιε ηηκή, ώζηε λα θαιύςνπκε όιν ην θάζκα ησλ πεξηπηώζεσλ. Δάλ 
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ην ι είλαη κηθξό, ηόηε ε επίδξαζε ηνπ πεξηνξηζκνύ ζηελ αξρηθή αληηθεηκεληθή 

ζπλάξηεζε είλαη κηθξή, ελώ αλ είλαη κεγάιν, ε επίδξαζε ηνπ πεξηνξηζκνύ είλαη 

κεγάιε. Ο ηξόπνο κε ηνλ νπνίν ππνινγίδεηαη ε ηηκή ηνπ πνιιαπιαζηαζηή ι 

πεξηγξάθεηαη παξαθάησ: 

Πξαγκαηνπνηώληαο ηηο αιγεβξηθέο πξάμεηο κεηαμύ δηαλπζκάησλ – πηλάθσλ θαη 

ζηεξηδόκελνη ζε αιγεβξηθέο ηδηόηεηεο ππνινγίδνπκε ηελ αλαιπηηθή δηαλπζκαηηθή 

έθθξαζε ηεο αληηθεηκεληθήο καο ζπλάξηεζεο 

aaAAAaCAaCaCaC

aaAaCAaCaAaC

TT

initialinitial

T

initialfinalinitial

TT

finalfinal

TT

final

T

initialfinal

T

initialfinalinitialfinal
*)*(*)*(**

2

2

2

2

 

 

Υπνινγίδνπκε ηελ παξάγσγν ηεο παξαπάλσ έθθξαζεο σο πξνο ηνλ άγλσζην ηνπ 

πξνβιήκαηόο καο, δειαδή σο πξνο ην δηάλπζκα ησλ αλαινγηώλ a . Έπεηηα 

κεδελίδνπκε ηελ παξάγσγν, γηα λα βξνύκε ηε ζρέζε από ηελ νπνία πξνθύπηεη ην 

δηάλπζκα ησλ αλαινγηώλ. Ζ καζεκαηηθή έθθξαζε ησλ παξαπάλσ είλαη ε εμήο 

initial

T

finalfinal

T

final

initial

T

finalfinal

T

finalinitial

T

finalfinal

T

final

T

finalfinal

T

finalinitialfinala

ACICCa

ACICCaaACaCC

aaCaCCaAaC

1

2

2

2

2

][

0)(*0)(*2

02220}*{

 

Γεκηνπξγνύκε ινηπόλ ζην Matlab ηελ παξαπάλσ ζρέζε, όπνπ 
final

C  είλαη ν 

πίλαθαο ησλ δεδνκέλσλ καο, I  είλαη ν κνλαδηαίνο πίλαθαο, κεγέζνπο 2222  θαη 

initial
A   ην δηάλπζκα πνπ αληηπξνζσπεύεη ην target distribution. Μέζα ζε έλαλ 

επαλαιεπηηθό βξόγρν (for loop) θαη γηα ηηκέο ηνπ ι από 0 σο 2, κε βήκα 

επαλάιεςεο 0.001 ππνινγίδνπκε ηηο ηηκέο ηνπ δηαλύζκαηνο ησλ αλαινγηώλ, γηα 

θάζε δηαθνξεηηθή ηηκή ηνπ ι. Ταπηόρξνλα, κέζα ζηνλ ίδην βξόγρν ππνινγίδνπκε 

ηελ ηηκή ηεο αληηθεηκεληθήο καο ζπλάξηεζεο f , γηα θάζε δηάλπζκα αλαινγηώλ 

πνπ πξνθύπηεη (θαη ζπλεπώο γηα θάζε δηαθνξεηηθή ηηκή ηνπ ι). Ζ βέιηηζηε ηηκή 

ηνπ πνιιαπιαζηαζηή ι είλαη εθείλε γηα ηελ νπνία ε ζπλάξηεζε εκθαλίδεη ην 

νιηθό ηεο ειάρηζην. Από ηνπο ππνινγηζκνύο καο πξνέθπςε όηη ε ζπλάξηεζή καο 

εκθαλίδεη ειάρηζην, όηαλ ε ηηκή ηνπ ι είλαη ίζε κε 967,1 . Απηή είλαη θαη ε κία 

από ηηο δύν ηηκέο πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ γηα ηνλ πνιιαπιαζηαζηή ι, ζηνλ 

αιγόξηζκν Gradient Descent. Ζ άιιε ηηκή, ε νπνία είλαη κεγάιε είλαη ην 10  θαη 

επηιέρζεθε ηπραία. 

Αμίδεη λα ζεκεηώζνπκε εδώ όηη ν παξαπάλσ επαλαιεπηηθόο βξόγρνο εθηειέζηεθε 

θαη γηα ηηο 3 δηαθνξεηηθέο αξρηθνπνηήζεηο ηνπ δηαλύζκαηνο 
initial

A . Όκσο θαη γηα 

ηηο 3 αξρηθνπνηήζεηο, ε κηθξή ηνπ ι πνπ πξνέθπςε ήηαλ ίδηα θαη ίζε κε 967,1 . 

Δπνκέλσο, ε αξρηθνπνίεζε ηνπ target distribution δελ επεξεάδεη ηελ επηινγή ηεο 

ηηκήο ηνπ πνιιαπιαζηαζηή ι. 
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c) Γεκηνπξγνύκε ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε (κε ηνπο πεξηνξηζκνύο), ζύκθσλα 

κε ηνλ ηύπν πνπ παξνπζηάζηεθε παξαπάλσ. Ζ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε έρεη θαη 

απηή ζπκβνιηθή κνξθή, αθνύ πεξηιακβάλεη ην δηάλπζκα ζπκβόισλ ησλ 

αλαινγηώλ πξόζκεημεο. Γηα ηε δεκηνπξγία ηεο ηειηθήο κνξθήο ηεο ζπλάξηεζεο 

f  εθηεινύληαη αξηζκεηηθέο πξάμεηο κεηαμύ ησλ πηλάθσλ δεδνκέλσλ θαη 

αξρηθνπνίεζεο κείγκαηνο θαη ηνπ δηαλύζκαηνο ζπκβνιηθώλ αξηζκώλ, πνπ 

αληηζηνηρεί ζηηο αλαινγίεο. Οη ππνινγηζκνί απηνί όκσο, εμαηηίαο ηεο ύπαξμεο ησλ 

ζπκβνιηθώλ αξηζκώλ νδεγνύλ ζε κία πεξίπινθε καζεκαηηθή έθθξαζε γηα ηε 

ζπλάξηεζε f . Οη ζπληειεζηέο δειαδή ησλ 
i

a  είλαη ηεο κνξθήο BA / , όπνπ 

BA,  είλαη πνιύ κεγάινη αξηζκνί. Γηα λα θαηαιήμνπκε ινηπόλ ζε έλα απνηέιεζκα 

γηα ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πην επθξηλέο θαη πην απινπνηήκελν 

ρξεζηκνπνηήζακε ηελ εληνιή ηνπ Matlab,  vpa. Ζ εληνιή απηή ρξεζηκνπνηεί 

αθξίβεηα αξηζκεηηθήο κεηαβιεηήο γηα λα κεηαηξέςεη ην όξηζκά ηεο ζε δεθαδηθό 

αξηζκό, κε αθξίβεηα d  δεθαδηθώλ ςεθίσλ. Ο αξηζκόο αθξηβείαο ησλ δεθαδηθώλ 

ςεθίσλ είλαη ήδε πξνεπηιεγκέλνο θαηά ηελ εθαξκνγή ηεο εληνιήο, κπνξεί όκσο 

θαη ν ρξήζηεο λα ζέζεη δηθή ηνπ ηηκή γηα ηελ αθξίβεηα ησλ ςεθίσλ. Ζ ζύληαμε 

ηεο εληνιήο γηα ηε δηθή καο πινπνίεζε θαίλεηαη παξαθάησ 

)( fvpa  

όπνπ f  είλαη ε έθθξαζε ηεο αληηθεηκεληθήο καο ζπλάξηεζεο (κε πεξηνξηζκνύο) 

κε ηνπο ζπληειεζηέο ησλ 
i

a  λα έρνπλ ηε κνξθή BA / (πεξίπινθε κνξθή). 

 

d) Σην βήκα απηό επηιέγνπκε ηελ ηηκή ηνπ βήκαηνο ηνπ αιγνξίζκνπ, θαζώο θαη ην 

starting point ηνπ. Τν βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ ζα πξέπεη λα κελ είλαη πνιύ κηθξό, 

ώζηε ε ζύγθιηζε λα κελ είλαη αξγή, αιιά νύηε θαη πνιύ κεγάιν, γηαηί απηό ζα 

καο νδεγήζεη ζε πνιύ θαθά απνηειέζκαηα. Λακβάλνληαο ππόςελ ηα παξαπάλσ 

θαη έρνληαο σο δεδνκέλν όηη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πξέπεη λα 

ειαρηζηνπνηείηαη (ζπλεπώο, ε ηηκή ηνπ θξηηεξίνπ ζύγθιηζεο λα κεηώλεηαη), 

δνθηκάζακε αξθεηέο ηηκέο γηα ην βήκα ζην δηάζηεκα ]01.0,00001.0[ . Έπεηηα 

από έιεγρν γηα ην αλ ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ειαρηζηνπνηείηαη θαη γηα ην αλ ην 

θξηηήξην ζύγθιηζεο κεηώλεηαη, γηα θάζε δηαθνξεηηθό βήκα αιγνξίζκνπ, ε ηηκή 

ζηελ νπνία θαηαιήμακε είλαη 0001.0step . 

Τέινο, ην ζεκείν έλαξμεο ηνπ αιγνξίζκνπ ζηελ πεξίπησζή καο είλαη έλα 

δηάλπζκα 0
a , κεγέζνπο 122 , ην νπνίν πεξηιακβάλεη ηηο αξρηθέο ηηκέο γηα ηηο 

αλαινγίεο 
i

a . Οη ηηκέο ηνπ δηαλύζκαηνο απηνύ πξνθύπηνπλ από ηελ απαίηεζε ην 

άζξνηζκα ησλ αλαινγηώλ λα είλαη ίζν κε 1. Μία ινηπόλ δπλαηή αξρηθνπνίεζε πνπ 

ζα κπνξνύζε λα ηθαλνπνηεί απηήλ ηελ απαίηεζε είλαη απηή πνπ πεξηγξάθεηαη από 

ηηο ζρέζεηο  055,0)(1,045,0
22

1
212122211

aaaaa 


, νη νπνίεο 

ηειηθά δεκηνπξγνύλ ην παξαθάησ δηάλπζκα 

  



 211

0
]055,0045,0045,0045,0045,0[a
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e) Έπεηηα ππνινγίδνπκε ηηο κεξηθέο παξαγώγνπο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο σο 

πξνο θάζε άγλσζηε αλαινγία 
i

a , ε κνξθή ησλ νπνίσλ είλαη θαη απηή ζπκβνιηθή. 

Δθθξάδνληαο κε καζεκαηηθνύο ζπκβνιηζκνύο ηηο κεξηθέο παξαγώγνπο ζέινπκε 

νπζηαζηηθά λα ππνινγίζνπκε ηα 
1

a

f
, 

2
a

f
,  , 

n
a

f
. Ο ππνινγηζκόο ησλ 

κεξηθώλ παξαγώγσλ κπνξεί λα γίλεη κε ηε ρξήζε δύν δηαθνξεηηθώλ εληνιώλ ηνπ 

Matlab: 

 Δληνιή  jacobian, ηεο νπνίαο ε ζύληαμε είλαη 

]),,[,(
1 n

xxfjacobiangrad  , όπνπ f  είλαη ε ζπλάξηεζε πξνο 

παξαγώγηζε θαη 
n

xxx ,,,
21
  νη κεηαβιεηέο σο πξνο ηηο νπνίεο 

παξαγσγίδνπκε. 

 Δληνιή  diff, ηεο νπνίαο ε ζύληαμε είλαη ),(
1

xfdiffgrad , 

),(
2

xfdiffgrad ,  , ),(
n

xfdiffgrad , όπνπ f  είλαη ε ζπλάξηεζε 

πξνο παξαγώγηζε θαη 
n

xxx ,,,
21
  νη κεηαβιεηέο σο πξνο ηηο νπνίεο 

παξαγσγίδνπκε. 

Φξεζηκνπνηήζακε θαη ηηο δύν απηέο εληνιέο γηα λα ειέγμνπκε όηη θαηαιήγνπλ 

ζηελ ίδηα ζσζηή αλαιπηηθή έθθξαζε γηα θάζε κεξηθή παξάγσγν. Καη νη δύν 

θαηαιήγνπλ ηειηθά ζηελ ίδηα αλαιπηηθή έθθξαζε. Γη‟ απηό θαηαιήμακε ζην λα 

ρξεζηκνπνηήζνπκε ηελ εληνιή diff, ε νπνία ζην πξόβιεκά καο ζπληάζζεηαη σο 

εμήο 

),(,),,(),,(
22222211

afdifffaafdifffaafdifffa   
 

Ο γεληθόο ηύπνο πνπ ππνινγίδεη ηελ παράγωγο ηεο αληηθεηκεληθήο καο 

ζπλάξηεζεο θαη ν νπνίνο αλαιύζεθε θαη παξαπάλσ, γηα ηελ αλάγθε εύξεζεο ηνπ 

πνιιαπιαζηαζηή ι είλαη 

aCAaC

aaAaCAaC

aAaC

aAaCf

T

finalinitialfinal

T

a

T

initialfinal

T

initialfinala

ainitialfinala

initialfinalaa

*2*)*(*
27

2

)(*})*(*)*{(*
27

1

)(*)(*
27

1

)**
27

1
(

22

22

 

 

ελώ, ν γεληθόο ηύπνο πνπ πεξηγξάθεη ηης κερηθές παραγώγοσς θαη ν νπνίνο 

ηαπηίδεηαη κε ην απνηέιεζκα πνπ πξνθύπηεη από ηελ εληνιή diff, θαίλεηαη 

παξαθάησ 

)()),27,,1((

)(

*2*)(*
27

2
iijinitialfinal

i

aCAaC
a

f

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Ο ηξόπνο πνπ ζπλδέεη ηελ παξάγσγν ηεο αληηθεηκεληθήο καο ζπλάξηεζεο κε ηηο 

κεξηθέο παξαγώγνπο είλαη νπζηαζηηθά ην όηη ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη 

έλα δηάλπζκα ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία είλαη νη κεξηθέο παξάγσγνη σο πξνο θάζε 

αλαινγία. Τν παξαπάλσ πεξηγξάθεηαη καζεκαηηθά σο εμήο 

 

22

2

1

a

f

a

f

a

f

f
a



 

 

Ζ έθθξαζε πνπ πξνθύπηεη γηα θάζε κεξηθή παξάγσγν πεξηιακβάλεη ηα ζύκβνια 

i
a . Γηα λα κπνξέζνπλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ νη κεξηθέο παξάγσγνη ζηνλ αιγόξηζκν 

όκσο, ζα πξέπεη λα γλσξίδνπκε ηελ αθξηβή αξηζκεηηθή ηνπο ηηκή. Γηα λα 

κπνξέζεη λα γίλεη απηό ζα πξέπεη ζε θάζε αλαινγία λα αλαζέηνπκε θάζε θνξά θαη 

κία αξηζκεηηθή ηηκή, ώζηε λα κελ ππάξρνπλ άγλσζηνη ζηελ έθθξαζε ησλ 

παξαγώγσλ. Τν δηάλπζκα ησλ αξηζκεηηθσλ ηηκσλ ησλ αλαινγηώλ πξνθύπηεη θάζε 

θνξά από ηνλ ίδην ηνλ αιγόξηζκν. Σηελ πξώηε επαλάιεςε ηνπ αιγνξίζκνπ, γηα 

ηνλ ππνινγηζκό ηεο ηηκήο ησλ κεξηθώλ παξαγώγσλ ρξεζηκνπνηείηαη ην δηάλπζκα 

αξρηθνπνίεζεο 0
a , πνπ νξίζηεθε παξαπάλσ. Σηηο επόκελεο επαλαιήςεηο, γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηνπο ρξεζηκνπνηείηαη ην εθάζηνηε δηάλπζκα ηηκώλ ησλ αλαινγηώλ 

πνπ πξνθύπηεη απ‟ ηνλ αιγόξηζκν. Γηα λα κπνξέζνπκε λα πξαγκαηνπνηήζνπκε ηηο 

αλαζέζεηο ηηκώλ γηα ηηο αλαινγίεο, ρξεζηκνπνηνύκε ηελ εληνιή ηνπ Matlab subs. 

Ζ εληνιή απηή αληηθαζηζηά ηα ζύκβνια ησλ ζπκβνιηθώλ εθθξάζεσλ ή πηλάθσλ 

κε αξηζκνύο, ελώ ε ζύληαμή ηεο γηα ην πξόβιεκά καο είλαη 

),,(,

),,,(),,,(

__2222

__22__11

DescentGradientfrom

DescentGradientfromDescentGradientfrom

aafasubsres

aafasubsresaafasubsres


. 

 

f) Οξίδνπκε ην θξηηήξην ζύγθιηζεο, ην νπνίν ζύκθσλα κε ηε ζεσξία πξνθύπηεη από 

ηνλ ηύπν 

2

22

22

2

2

1
_ resresrescriterionstop  . 

Οη κεηαβιεηέο 
i

res  αληηζηνηρνύλ ζηελ αξηζκεηηθή ηηκή θάζε κεξηθήο παξαγώγνπ. 

Ζ ηηκέο ησλ παξαγώγσλ αιιάδνπλ ζε θάζε επαλάιεςε, επνκέλσο ζα αιιάδεη θαη 

ε ηηκή ηνπ θξηηεξίνπ ζύγθιηζεο. Σηόρνο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ην θξηηήξην 

ζύγθιηζεο λα κεηώλεηαη ζε θάζε επαλάιεςε, κέρξη λα θηάζεη ζηελ ειάρηζηε 

δπλαηή ηηκή ηνπ. Ζ ειάρηζηε ηηκή πξέπεη λα είλαη έλαο ζεηηθόο θαη κηθξόο 

αξηζκόο, ε επηινγή ηνπ νπνίνπ εμαξηάηαη ην είδνο ηνπ πξνβιήκαηνο. Γηα ην 

πξόβιεκα ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ πνπ εμεηάδνπκε, ε ειάρηζηε ηηκή γηα ην 

θξηηήξην ζύγθιηζεο είλαη ην 01,0 , ηηκή πνπ πξνέθπςε έπεηηα από ηελ εθηέιεζε 

ηνπ θώδηθα θαη γηα ηηο 3 πεξηπηώζεηο αξρηθνπνίεζεο κείγκαηνο θαη γηα 2 ηηκέο 

ηνπ πνιιαπιαζηαζηή ι. 
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g) Τέινο εθαξκόδνπκε ηνλ επαλαιεπηηθό ηύπν πνπ νπζηαζηηθά πινπνηεί θαη ηνλ 

αιγόξηζκν Gradient Descent, γηα ηηο 3 δηαθνξεηηθέο πεξηπηώζεηο αξρηθνπνίεζεο 

ηνπ target distribution θαη γηα ηηο 2 δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ πνιιαπιαζηαζηή ι. 

Από ηνλ ηύπν απηό πξνθύπηνπλ θάζε θνξά νη λέεο ηηκέο ησλ αλαινγηώλ 
i

a . 

Σύκθσλα κε ηνλ ηύπν απηό, νη λέεο αλαινγίεο πξνθύπηνπλ από ηηο αλαινγίεο ηηο 

πξνεγνύκελεο επαλάιεςεο εάλ αθαηξέζνπκε ηελ ηηκή ηεο παξαγώγνπ ηεο 

πξνεγνύκελεο επαλάιεςεο, πνιιαπιαζηαζκέλεο κε ην βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ. Ζ 

καζεκαηηθή αλαπαξάζηαζε ηεο παξαπάλσ έθθξαζεο είλαη ε  
k

i

k

i

k

i
resstepaa *

1 . 

Καηά ηελ πάξνδν ησλ επαλαιήςεσλ, νη ηηκέο ησλ αλαινγηώλ κεηώλνληαη, ώζπνπ 

κεηά από θάπνηα επαλάιεςε πξνθύπηνπλ θαη αξλεηηθέο ηηκέο. Όκσο, ν 

πεξηνξηζκόο ζηνλ νπνίν πξέπεη λα ππόθεηληαη νη αλαινγίεο είλαη λα είλαη ζεηηθνί 

αξηζκνί. Γη‟ απηό ζε θάζε επαλάιεςε πξαγκαηνπνηήζακε ηνλ παξαθάησ έιεγρν, 

ν νπνίνο ζηελ πινπνίεζή καο πξαγκαηνπνηήζεθε κέζα ζε έλα βξόγρν ειέγρνπ (if 

– else): εάλ θάπνηα από ηηο αλαινγίεο (ή θαη όιεο νη αλαινγίεο) ηεο πξνεγνύκελεο 

επαλάιεςεο έρεη αξλεηηθή ηηκή, ηόηε ε ηηκή ηεο ζηελ επόκελε επαλάιεςε 

αληηθαζίζηαηαη κε ηελ ηηκή 00001,0 . Δάλ νη αλαινγίεο έρνπλ κόλν ζεηηθέο ηηκέο, 

ηόηε νη ηηκέο ηνπο παξακέλνπλ σο έρνπλ θαη νη λέεο αλαινγίεο πξνθύπηνπλ από 

ηελ εθαξκνγή ηνπ παξαπάλσ επαλαιεπηηθνύ ηύπνπ. Ζ επηινγή ηνπ 

ζπγθεθξηκέλνπ αξηζκνύ γηα ηελ αληηθαηάζηαζε ησλ αξλεηηθώλ ηηκώλ είλαη ε 

θαιύηεξε δπλαηή. Απηό ηζρύεη γηαηί ηπρόλ κεγαιύηεξεο ηηκέο επεξεάδνπλ ηε 

ζύγθιηζε ηνπ αιγνξίζκνπ, νδεγώληαο ζε ζθακπαλεβάζκαηα ησλ ηηκώλ ηνπ 

θξηηεξίνπ ζύγθιηζεο, αιιά αθόκε θαη ζε άλνδν ησλ ηηκώλ ηνπ θξηηεξίνπ, αληί 

γηα κείσζε. Δπίζεο, ηπρόλ κηθξόηεξεο ηηκέο ζα θαηέιεγαλ ζε αλαινγίεο πνιύ 

κηθξέο (πνιύ θνληά ζην κεδέλ), ην νπνίν ζεκαίλεη όηη ζα είλαη θαη αζήκαληεο.  

 

Τέινο, ν αξηζκόο ησλ επαλαιήςεσλ εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη 

δηαθνξεηηθόο γηα θάζε πεξίπησζε, γηαηί ε επηινγή θάζε θνξά ηεο αξρηθνπνίεζεο 

ηνπ target distribution θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζηή ι επεξεάδεη ην ρξόλν ζύγθιηζεο. 

Γειαδή, άιινηε πιεζηάδνπκε ην ειάρηζην θξηηήξην ζύγθιηζεο ζε κηθξό αξηζκό 

επαλαιήςεσλ θαη άιινηε ζε κεγαιύηεξν. Σε όιεο πάλησο ηηο πεξηπηώζεηο 

θξνληίδνπκε ώζηε ε ζύγθιηζε λα πξαγκαηνπνηείηαη ζε έλαλ εύινγν αξηζκό 

επαλαιήςεσλ. Σηνλ Πίλαθα 3.2 παξαζέηνπκε ηνλ αξηζκό ησλ επαλαιήςεσλ πνπ 

ρξεηάζηεθε ν αιγόξηζκνο γηα λα θηάζεη ηελ ειάρηζηε ηηκή ηνπ θξηηεξίνπ 

ζύγθιηζεο, γηα θάζε κία από ηηο 6 πεξηπηώζεηο (3 δηαθνξεηηθέο αξρηθνπνηήζεηο 

θαη 2 πνιιαπιαζηαζηέο γηα θάζε αξρηθνπνίεζε).  
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initial
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initial

A  350
initial

A  

λ = 1,967 λ = 10 λ = 1,967 λ = 10 λ = 1,967 λ = 10 

Δπαναλήτειρ 1161 1125 8,676 3382 8105 1748 

   

Πίνακαρ 3.2. Αξηζκόο Δπαλαιήςεσλ Δθηέιεζεο Αιγνξίζκνπ (Least Squares) 
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 Κανονικοποίηζη Αποηελεζμάηυν Αναλογιών Ππόζμειξηρ 

Τα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ από ηνλ αιγόξηζκν Gradient Descent (δειαδή 22 

αλαινγίεο γηα θάζε κία από ηηο 6 πεξηπηώζεηο) ηθαλνπνηνύλ όινπο ηνπο απαηηνύκελνπο 

πεξηνξηζκνύο, εθηόο απν ηνλ πεξηνξηζκό ην άζξνηζκα ησλ αλαινγηώλ πξόζκεημεο λα 

είλαη αθξηβώο ίζν κε 1. Σπγθεθξηκέλα, νη αλαινγίεο πνπ πξνθύπηνπλ απ‟ ηελ εθαξκνγή 

ηνπ αιγνξίζκνπ έρνπλ ζεηηθό άζξνηζκα, ην νπνίν όκσο δελ είλαη ίζν κε 1, αιιά ιίγν 

κηθξόηεξν. Γηα λα κπνξέζνπκε λα δεκηνπξγήζνπκε άζξνηζκα ίζν κε 1 ρξεηάζηεθε λα 

θαλνληθνπνηήζνπκε ηα απνηειέζκαηα ησλ αλαινγηώλ πξόζκεημεο. Υπνινγίδνπκε ην 

άζξνηζκα ησλ 22 αλαινγηώλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηνλ αιγόξηζκν. Έπεηηα δηαηξνύκε θάζε 

κία από ηηο 22 αλαινγίεο κε ην άζξνηζκα απηό. Οη 22 ηηκέο πνπ πξνθύπηνπλ είλαη νη 

ηειηθέο αλαινγίεο πξόζκεημεο θπηηαξηθώλ ζεηξώλ, ησλ νπνίσλ ην άζξνηζκα είλαη ζεηηθό 

θαη ίζν κε 1. 

 

3.3.2 Τλοποίηση Μεθόδου Ελαχιστοποίησης Εντροπίας 
 

Γηα λα κπνξέζνπκε λα έρνπκε ζπγθξίζηκα απνηειέζκαηα κε απηά ηεο κεζόδνπ ησλ Διαρίζησλ 

Τεηξαγώλσλ, ρξεζηκνπνηήζακε θαη κία δεύηεξε κέζνδν, ηε κέζνδν Διαρηζηνπνίεζεο ηεο 

Δληξνπίαο. Σηελ πξαγκαηηθόηεηα, γηα λα κπνξέζνπκε λα βξνύκε ηηο βέιηηζηεο αλαινγίεο 

πξόζκεημεο ζα πξέπεη λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηελ εληξνπία ηνπ πξόηππνπ κείγκαηνο πνπ ζέινπκε λα 

δεκηνπξγήζνπκε. Όκσο ε standard κνξθή ελόο convex πξνβιήκαηνο βειηηζηνπνίεζεο (όπσο 

είλαη απηό ηεο εληξνπίαο) αληηζηνηρεί ζε ειαρηζηνπνίεζε θάπνηαο ζπλάξηεζεο. Έηζη, ζύκθσλα 

θαη κε ηελ αληίζηνηρε ζεσξία πνπ αλαπηύρζεθε ζην θεθάιαην 2, αληί λα κεγηζηνπνηήζνπκε ηελ 

εληξνπία, ζα ειαρηζηνπνηήζνπκε ην αληίζεην ηεο εληξνπίαο (αληί γηα }log{max xx  ζα 

έρνπκε xx logmin ). Γηα δηθή καο δηεπθόιπλζε θαη γηα ηελ απνθπγή παξεξκελεηώλ ην 

πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ αληίζεηνπ ηεο εληξνπίαο ζα ην απνθαινύκε απιά πξόβιεκα 

Διαρηζηνπνίεζεο Δληξνπίαο.  

Τν πξόβιεκα ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ είλαη έλα ηεηξαγσληθό πξόβιεκα, ελώ ε ρξήζε ησλ 

κεξηθώλ παξαγώγσλ ηεο αληηθεηκεληθήο ηνπ ζπλάξηεζεο, ην αλάγεη ζε έλα γξακκηθό πξόβιεκα, 

εύθνιν λα επηιπζεί. Αληίζεηα, ην πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ηεο εληξνπίαο είλαη ινγαξηζκηθό, 

ελώ θαη κε ηε ρξήζε ησλ παξαγώγσλ ηνπ αλάγεηαη θαη πάιη ζε ινγαξηζκηθό πξόβιεκα. Παξ‟ 

όια απηά όκσο θαη ην πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ηεο εληξνπίαο κπνξεί λα επηιπζεί κε ηνλ 

αιγόξηζκν Gradient Descent.  

Τν πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ηεο εληξνπίαο ππόθεηηαη ζηνπο ίδηνπο πεξηνξηζκνύο όζνλ αθνξά 

ηηο αλαινγίεο πξόζκεημεο θπηηαξηθώλ ζεηξώλ, όπσο θαη ην πξόβιεκα Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ. 

Έηζη ζα ρξεηαζηεί λα κεηαηξαπεί θαη απηό ζε πξόβιεκα ρσξίο πεξηνξηζκνύο, ην νπνίν ηειηθά ζα 

επηιύεηαη κε ηνλ αιγόξηζκν Gradient Descent. Θα δεκηνπξγήζνπκε θαη πάιη κία λέα 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πνπ ζα πεξηιακβάλεη ηνπο πεξηνξηζκνύο, πάληα κε ηε βνήζεηα ησλ 

πνιιαπιαζηαζηώλ Lagrange. Ζ δηαδηθαζία πνπ ζα αθνινπζεζεί είλαη παξόκνηα κε απηή πνπ 

αθνινπζήζεθε γηα ηε κέζνδν ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ. Οη κηθξέο δηαθνξέο εληνπίδνληαη 

ζηνλ νξηζκό ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο (δηαθνξεηηθή ζπλάξηεζε), ζηνλ ππνινγηζκό ησλ 

κεξηθώλ παξαγώγσλ (αλαιπηηθόηεξε δηαδηθαζία), ζηηο ηηκέο ηνπ αξρηθνύ δηαλύζκαηνο ησλ 

αλαινγηώλ (ζεκείν έλαξμεο) θαη ζηηο ηηκέο ηνπ βήκαηνο θαη ηνπ θξηηεξίνπ ζύγθιηζεο ηνπ 

αιγνξίζκνπ.  
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 Οπιζμόρ Ανηικειμενικήρ Σςνάπηηζηρ  

Ζ ζπλάξηεζε πνπ αληηζηνηρεί ζην πξόβιεκα Διαρηζηνπνίεζεο ηεο Δληξνπίαο θαη πνπ 

είλαη πάληνηε πξνζαξκνζκέλε ζηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηόο καο, είλαη ε  
27

1

22

1

,

22

1

,
)]*log(*)*[()*log(*)*(

j

i

i

iji

i

ijfinalfinalENTROPY
aCaCaCaCf . 

 

Ο πίλαθαο )2227(
final

C  είλαη ν πίλαθαο ησλ δεδνκέλσλ ηνπ πξνβιήκαηόο καο, 

)122(a  είλαη ην δηάλπζκα ησλ αλαινγηώλ. Ζ πνζόηεηα aC
final

*  αληηζηνηρεί 

νπζηαζηηθά ζε έλα δηάλπζκα δηαζηάζεσλ 127 . Δθηειώληαο ηηο αιγεβξηθέο πξάμεηο πνπ 

πεξηγξάθνπλ ην δηάλπζκα απηό, θαηαιήγνπκε ζηελ ηειηθή κνξθή ηνπ δηαλύζκαηνο, ε 

νπνία θαίλεηαη παξαθάησ: 
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Ζ αλαιπηηθή ινηπόλ κνξθή ηεο ζπλάξηεζεο πνπ ππνινγίδεη ηελ εληξνπία είλαη απηή πνπ 

θαίλεηαη παξαθάησ  

)]**log(*)**(

)**log(*)**(

)**log(*)**[(

2222,2711,272222,2711,27

2222,211,22222,211,2

2222,111,12222,111,1

aCaCaCaC

aCaCaCaC

aCaCaCaCf







 
 

Ζ ζπλάξηεζε απηή αληηζηνηρεί ζην πξόβιεκα Διαρηζηνπνίεζεο ηεο Δληξνπίαο, ρσξίο 

όκσο ηελ ύπαξμε πεξηνξηζκώλ. Τν πξόβιεκά καο όκσο πεξηιακβάλεη ηνπο εμήο 

πεξηνξηζκνύο γηα ηηο αλαινγίεο πξόζκεημεο θπηηαξηθώλ ζεηξώλ: 

 Οη αλαινγίεο λα είλαη ζεηηθνί αξηζκνί θαη όρη πάξα πνιύ κηθξνί. 

 Ζ κέγηζηε ηηκή πνπ κπνξνύλ λα πάξνπλ λα είλαη ην 1 (ή αιιηώο ην 100%). 

 Τν άζξνηζκά ηνπο λα είλαη ίζν κε ηε κνλάδα (δελ κπνξεί λα είλαη κηθξόηεξν ή 

κεγαιύηεξν από 1). 

Έηζη ζηεξηδόκελνη θαη πάιη ζηε κέζνδν ησλ πνιιαπιαζηαζηώλ Lagrange, πξνζζέηνπκε 

ζηε ζπλάξηεζε ηνλ όξν 
2

2
a , ν νπνίνο απνηειεί ηε καζεκαηηθή πεξηγξαθή ησλ αλσηέξσ 

πεξηνξηζκώλ, πνιιαπιαζηαζκέλν πάληα κε έλαλ ζεηηθό αξηζκό ι (πνιιαπιαζηαζηήο 

Lagrange). Ο λένο όξνο αλαιύεηαη ζύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ηεο λόξκαο δηαλύζκαηνο, 

όπσο θαη παξαπάλσ. 
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Ζ ηειηθή κνξθή ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο ηνπ πξνβιήκαηνο Διαρηζηνπνίεζεο ηεο 

Δληξνπίαο, ε νπνία ζα ειαρηζηνπνηεζεί κε ηε βνήζεηα ηνπ αιγνξίζκνπ Gradient Descent 

είλαη ε  
2

2
*)*log(*)*( aaCaCf

finalfinal  

 

ελώ, ε αλαιπηηθή κνξθή ηεο αληηθεηκεληθήο απηήο ζπλάξηεζεο είλαη απηή πνπ θαίλεηαη 

παξαθάησ 

)(*

)**log(*)**(

)**log(*)**(

)**log(*)**(

2

22

2

2

2

1

2222,2711,272222,2711,27

2222,211,22222,211,2

2222,111,12222,111,1

aaa

aCaCaCaC

aCaCaCaC

aCaCaCaCf






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 Βήμαηα Δκηέλεζηρ Αλγοπίθμος Gradient Descent 

Ο αιγόξηζκνο Gradient Descent πινπνηήζεθε θαη πάιη ζην πξνγξακκαηηζηηθό 

πεξηβάιινλ ηνπ Matlab. Τα βήκαηα πνπ είλαη αθξηβώο ίδηα κε απηά ηνπ πξνβιήκαηνο 

ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ ζα παξνπζηαζηνύλ ζε ιηγόηεξν αλαιπηηθή κνξθή. Όζα 

βήκαηα είλαη δηαθνξεηηθά ζα πεξηγξαθνύλ εθηελώο ζηελ παξαθάησ αλάιπζε.  

a) Οξίδνπκε ηα δεηνύκελα ηνπ πξνβιήκαηόο καο, δειαδή ηνπο αγλώζηνπο πνπ 

ππάξρνπλ ζηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε θαη σο πξνο ηνπο νπνίνπο επηζπκνύκε 

λα ειαρηζηνπνηήζνπκε. Οη άγλσζηνη είλαη νη 22 αλαινγίεο πξόζκεημεο 

θπηηαξηθώλ ζεηξώλ 
i

a  θαη ηνπο απνζεθεύνπκε ζε έλα δηάλπζκα ζπκβνιηθώλ 

αξηζκώλ, όπσο θαη ζην πξόβιεκα ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ. Ο νξηζκόο ησλ 

αλαινγηώλ, θαζώο θαη ην δηάλπζκα 122 , ζην νπνίν ηηο απνζεθεύνπκε 

θαίλνληαη παξαθάησ 

realaaaaaasyms
222120321


 

2221
aaaa   

 

b) Δηζάγνπκε ζηελ πινπνίεζή καο ηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηνο, δειαδή ηνλ 

θαλνληθνπνηεκέλν πίλαθα ησλ 27 γνληδίσλ θαη ησλ 22 θπηηαξηθώλ ζεηξώλ θαη ηελ 

ηηκή ηνπ πνιιαπιαζηαζηή Lagrange ι, κηαο θαη όπσο αλαθέξζεθε παξαπάλσ, ε 

αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζεί ζα πεξηιακβάλεη θαη ηνπο 

απαξαίηεηνπο πεξηνξηζκνύο (ζπγθεθξηκέλα ζα πεξηέρεη θαη ηνλ όξν 
2

2
* a ). Γηα 

ην ι έρνπκε θαη πάιη δύν δηαθνξεηηθέο ηηκέο πνπ επηζπκνύκε λα εμεηάζνπκε, ην 

967,1  θαη ην 10 . Απηή ηε θνξά δε ρξεζηκνπνηήζεθε θάπνηα καζεκαηηθή αλάιπζε 

γηα ηελ επηινγή ησλ ηηκώλ ηνπ πνιιαπιαζηαζηή ι. Δπηιέρζεθαλ έηζη ώζηε λα 

είλαη ίδηεο κε απηέο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζην πξόβιεκα ησλ Διαρίζησλ 

Τεηξαγώλσλ, γηα λα κπνξεί λα ππάξρεη αληηζηνηρία ζηε ζύγθξηζε ησλ δύν 

πξνβιεκάησλ.  

 

c) Γεκηνπξγνύκε ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε (κε ηνπο πεξηνξηζκνύο), ζύκθσλα 

κε ηνλ ηύπν πνπ παξνπζηάζηεθε παξαπάλσ. Ζ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε έρεη θαη 

απηή ζπκβνιηθή κνξθή, αθνύ πεξηιακβάλεη ην δηάλπζκα ζπκβόισλ ησλ 

αλαινγηώλ πξόζκεημεο θαη απνηειείηαη θαη πάιη από ζπληειεζηέο γηα ηηο 
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αλαινγίεο πνπ είλαη κεγάινη αξηζκνί, ηεο κνξθήο BA / . Γηα λα θαηαιήμνπκε 

επνκέλσο ζε έλα πην επθξηλέο θαη πην απινπνηήκελν απνηέιεζκα 

ρξεζηκνπνηήζακε όπσο θαη ζηελ άιιε κέζνδν, ηελ εληνιή ηνπ Matlab,  vpa. Ζ 

ζύληαμε ηεο εληνιήο θαη γηα απηή ηελ πινπνίεζε είλαη 

)( fvpa  

όπνπ f  είλαη ε έθθξαζε ηεο αληηθεηκεληθήο καο ζπλάξηεζεο κε ηνπο 

ζπληειεζηέο ησλ 
i

a , ηεο κνξθήο BA / (πεξίπινθε κνξθή). 

 

d) Σην βήκα απηό επηιέγνπκε ηελ ηηκή ηνπ βήκαηνο ηνπ αιγνξίζκνπ, θαζώο θαη ην 

starting point ηνπ. Τν βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ ζα πξέπεη λα κελ είλαη πνιύ κηθξό, 

ώζηε ε ζύγθιηζε λα κελ είλαη αξγή, αιιά νύηε θαη πνιύ κεγάιν, γηαηί απηό ζα 

καο νδεγήζεη ζε πνιύ θαθά απνηειέζκαηα. Λακβάλνληαο ππόςελ ηα παξαπάλσ 

θαη έρνληαο σο δεδνκέλν όηη ε αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε πξέπεη λα 

ειαρηζηνπνηείηαη, δνθηκάζακε αξθεηέο ηηκέο γηα ην βήκα ζην δηάζηεκα 

]01.0,00001.0[ . Έπεηηα από έιεγρν γηα ην αλ ε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο 

ειαρηζηνπνηείηαη θαη γηα ην αλ ην θξηηήξην ζύγθιηζεο κεηώλεηαη, γηα θάζε 

δηαθνξεηηθό βήκα αιγνξίζκνπ, ε ηηκή ζηελ νπνία θαηαιήμακε είλαη 

00001.0step . Όπσο κπνξνύκε λα παξαηεξήζνπκε ην βήκα απηό είλαη 

κηθξόηεξν από ην αληίζηνηρν γηα ηε κέζνδν ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ, θαη 

απηή είλαη θαη ε πξώηε βαζηθή δηαθνξά ησλ δύν πινπνηήζεσλ ηνπ αιγνξίζκνπ. 

 

Τέινο, ην ζεκείν έλαξμεο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη θαη πάιη έλα δηάλπζκα 0
a , 

κεγέζνπο 122 , ην νπνίν πεξηιακβάλεη ηηο αξρηθέο ηηκέο γηα ηηο αλαινγίεο 
i

a . Οη 

ηηκέο ηνπ δηαλύζκαηνο απηνύ πξνθύπηνπλ από ηελ απαίηεζε ην άζξνηζκα ησλ 

ηεηξαγώλσλ ησλ αλαινγηώλ λα είλαη ίζν κε 1. Πξόθεηηαη γηα κία αθόκα δηαθνξά 

κεηαμύ ησλ κεζόδσλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ θαη Διαρηζηνπνίεζεο ηεο 

Δληξνπίαο. Τν αληίζηνηρν αξρηθό δηάλπζκα πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηε κέζνδν 

ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ δελ ήηαλ δπλαηό λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ 

Διαρηζηνπνίεζε ηεο Δληξνπίαο. Οη ηηκέο γηα ηηο αλαινγίεο ήηαλ πνιύ κηθξέο θαη 

νδεγνύληαλ ζε αξλεηηθέο ζε πνιύ κηθξό αξηζκό επαλαιήςεσλ, αιιά ην 

θπξηόηεξν είλαη ην όηη ε ρξήζε ηνπο νδεγνύζε ζε αύμεζε ηνπ θξηηεξίνπ 

ζύγθιηζεο θαη ηεο ηηκήο ηεο ζπλάξηεζεο. Μία, ινηπόλ, δπλαηή αξρηθνπνίεζε πνπ 

ζα κπνξνύζε λα ηθαλνπνηεί απηήλ ηελ απαίηεζε είλαη απηή πνπ πεξηγξάθεηαη από 

ην παξαθάησ δηάλπζκα 

]16,01,005,009,011,012,023,035,029,013,0

22,01,03,021,015,017,02,025,01,04,03,02,0[
0

a
 

 

e) Έπεηηα ππνινγίδνπκε ηηο κεξηθέο παξαγώγνπο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο σο 

πξνο θάζε άγλσζηε αλαινγία 
i

a , ε κνξθή ησλ νπνίσλ είλαη θαη απηή ζπκβνιηθή. 

Δθθξάδνληαο κε καζεκαηηθνύο ζπκβνιηζκνύο ηηο κεξηθέο παξαγώγνπο ζέινπκε 

νπζηαζηηθά λα ππνινγίζνπκε ηα 
1

a

f
, 

2
a

f
,  , 

n
a

f
. Οη κεξηθέο παξάγσγνη 

ζηελ πεξίπησζε ηεο εληξνπίαο δε ζα ππνινγηζηνύλ κε ηε βνήζεηα θάπνηαο 
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εληνιήο, αιιά ζα γξαθηεί ν αλαιπηηθόο καζεκαηηθόο ηνπο ηύπνο, ν νπνίνο 

πξνέθπςε κεηά από ππνινγηζκό ησλ παξαγώγσλ „ζην ρέξη‟.  

 

Ο γεληθόο ηύπνο πνπ αληηπξνζσπεύεη ηελ παράγωγο ηεο αληηθεηκεληθήο 

ζπλάξηεζεο ηνπ πξνβιήκαηόο καο είλαη 

aCIaCC

aaC
aC

aCaCC

aaaCaCaCaC

aaCaC

aaCaCf

T

finalfinal

T

final

finala

final

finalfinal

T

final

T

afinalafinalfinalfinala

afinalfinala

finalfinalaa

2**
2ln

1
)*log(*

2))}*(({*
2ln*)*(

1
*)*()*log(*

)(*))}*(log({*)*()*log(*))}*(({

}{*)}*log(*)*{(

})*log(*)*{(

2

2

 

ελώ, ε καζεκαηηθή έθθξαζε γηα θαζεκία από ηηο 22 κερηθές παραγώγοσς είλαη ε 

)(

)),27,,1((

)()),27,,1((

)(

*2
2ln

)*log(*
i

ij

ifinalij

i

a
C

aCC
a

f 


 

 

Ο ηξόπνο πνπ ζπλδέεη ηελ παξάγσγν ηεο αληηθεηκεληθήο καο ζπλάξηεζεο κε ηηο 

κεξηθέο παξαγώγνπο είλαη νπζηαζηηθά ην όηη ε παξάγσγνο ηεο ζπλάξηεζεο είλαη 

έλα δηάλπζκα ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία είλαη νη κεξηθέο παξάγσγνη σο πξνο θάζε 

αλαινγία. Τν παξαπάλσ πεξηγξάθεηαη καζεκαηηθά σο εμήο 

 

22

2

1

a

f

a

f

a

f

f
a



 

 

Γηα ηνλ ππνινγηζκό ινηπόλ ησλ κεξηθώλ παξαγώγσλ ζηνλ θώδηθά καο (κηαο θαη 

ζα γίλεη αλαιπηηθά θαη όρη κε ηε ρξήζε εληνιήο), δεκηνπξγείηαη ε ζρέζε πνπ 

πεξηγξάθεθε παξαπάλσ κέζα ζε έλαλ επαλαιεηπηθό βξόγρν (for loop), γηα 

αξηζκό επαλαιήςεσλ από 1 σο 22, κηαο θαη νη κεξηθέο παξάγσγνη είλαη 22, όπσο 

πξναλαθέξακε. Γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ αξηζκεηηθή ηηκή ηεο θάζε κεξηθήο 

παξαγώγνπ ρξεζηκνπνηνύκε ηελ εληνιή subs, ε νπνία αληηθαζηζηά ηα ζύκβνια 

ηνπ  δηαλύζκαηνο ησλ αλαινγηώλ κε ζπγθεθξηκέλεο αξηζκεηηθέο ηηκέο πνπ 

πξνθύπηνπλ από ηνλ ίδην ηνλ αιγόξηζκν. Σηελ πξώηε επαλάιεςε ηνπ 

αιγνξίζκνπ, ην δηάλπζκα ζπκβόισλ ησλ αλαινγηώλ αληηθαζίζηαηαη από ην 

δηάλπζκα αξρηθνπνίεζεο 0
a , πνπ νξίζηεθε γηα ηελ πεξίπησζε ηεο εληξνπίαο πνπ 

εμεηάδνπκε. Σηηο επόκελεο επαλαιήςεηο, γηα ηελ αληηθαηάζηαζή ηνπ  

ρξεζηκνπνηείηαη ην εθάζηνηε δηάλπζκα ηηκώλ ησλ αλαινγηώλ.  
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__22
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DescentGradientfrom

DescentGradientfromDescentGradientfrom

aafasubsres

aafasubsresaafasubsres



 

f) Οξίδνπκε ην θξηηήξην ζύγθιηζεο, ην νπνίν ζύκθσλα κε ηε ζεσξία πξνθύπηεη από 

ηνλ ηύπν 

2221
_ resresrescriterionstop  . 

Οη κεηαβιεηέο 
i

res  αληηζηνηρνύλ ζηελ αξηζκεηηθή ηηκή θάζε κεξηθήο παξαγώγνπ. 

Ζ ηηκέο ησλ παξαγώγσλ αιιάδνπλ ζε θάζε επαλάιεςε, επνκέλσο ζα αιιάδεη θαη 

ε ηηκή ηνπ θξηηεξίνπ ζύγθιηζεο. Σηόρνο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ην θξηηήξην 

ζύγθιηζεο λα κεηώλεηαη ζε θάζε επαλάιεςε, κέρξη λα θηάζεη ζηελ ειάρηζηε 

δπλαηή ηηκή ηνπ. Γηα ην πξόβιεκα ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηεο εληξνπίαο, ε 

ειάρηζηε ηηκή γηα ην θξηηήξην ζύγθιηζεο είλαη ην 455583,1  γηα πνιιαπιαζηαζηή 

Lagrange 967,1  θαη ην 3904,1  γηα πνιιαπιαζηαζηή Lagrange 10 . Οη 

ηηκέο απηέο πξνέθπςαλ έπεηηα από ηελ εθηέιεζε ηνπ θώδηθα θαη γηα ηηο 2 ηηκέο 

ηνπ πνιιαπιαζηαζηή ι. Ζ ειάρηζηε ηηκή απηή είλαη ιίγν κεγαιύηεξε από ηελ 

αληίζηνηρε ηεο κεζόδνπ ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ. Απηό ζπκβαίλεη γηαηί 

εμαηηίαο ηεο ύπαξμεο ηνπ ινγαξίζκνπ κέζα ζηνλ ηύπν ππνινγηζκνύ ηνπ 

θξηηεξίνπ ζύγθιηζεο, νη ηηκέο ηνπ θξηηεξίνπ θαηά ηελ έλαξμε ησλ επαλαιήςεσλ 

είλαη αξθεηά κεγάιεο θαη κε ηελ πάξνδν ησλ επαλαιήςεσλ κηθξαίλνπλ κε αξγό 

ξπζκό (ιόγσ θαη ηνπ κηθξνύ βήκαηνο), κε απνηέιεζκα απηή λα είλαη ε πην κηθξή 

ηηκή ζηελ νπνία κπνξεί λα θηάζεη ην θξηηήξην. Πάλησο, θαη πάιη, ε ειάρηζηε ηηκή 

ηνπ θξηηεξίνπ είλαη κηθξή θαη ζεηηθή, ζε ζύγθξηζε κε ην ζύλνιν ησλ ηηκώλ πνπ 

ιακβάλεη. 

 

g) Τέινο εθαξκόδνπκε ηνλ επαλαιεπηηθό ηύπν πνπ νπζηαζηηθά πινπνηεί θαη ηνλ 

αιγόξηζκν Gradient Descent, γηα ηηο 3 δηαθνξεηηθέο πεξηπηώζεηο αξρηθνπνίεζεο 

κείγκαηνο θαη γηα ηηο 2 δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ πνιιαπιαζηαζηή ι. Από ηνλ ηύπν 

απηό πξνθύπηνπλ θάζε θνξά νη λέεο ηηκέο ησλ αλαινγηώλ 
i

a . Σύκθσλα κε ηνλ 

ηύπν απηό, νη λέεο αλαινγίεο πξνθύπηνπλ από ηηο αλαινγίεο ηηο πξνεγνύκελεο 

επαλάιεςεο εάλ αθαηξέζνπκε ηελ ηηκή ηεο παξαγώγνπο ηεο πξνεγνύκελεο 

επαλάιεςεο, πνιιαπιαζηαζκέλεο κε ην βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ. Ζ καζεκαηηθή 

αλαπαξάζηαζε ηεο παξαπάλσ έθθξαζεο είλαη ε  
k

i

k

i

k

i
resstepaa *

1 . 

Καηά ηελ πάξνδν ησλ επαλαιήςεσλ, γηα ηελ πεξίπησζε ηεο εληξνπίαο 

θαηαιήγνπκε ζε πνιιέο αξλεηηθέο ηηκέο γηα ηηο αλαινγίεο θαη κάιηζηα πνιύ 

λσξίο. Δπηπιένλ, ε ινγαξηζκηθή έθθξαζε )*log( aC
final

πνπ ππάξρεη ηόζν ζηηο 

κεξηθέο παξαγώγνπο, όζν θαη ζηνλ ηύπν ηνπ θξηηεξίνπ ζύγθιηζεο παίξλεη θαη 

κηγαδηθέο ηηκέο. Απηό είλαη πνιύ ινγηθό λα ζπκβαίλεη, αθνύ όπσο γλσξίδνπκε 

από ηε ζεσξία ινγαξίζκσλ, ην πεδίν νξηζκνύ ηνπ ινγαξίζκνπ είλαη ην ]1,0( , άξα 

γηα νπνηαδήπνηε ηηκή εθηόο απηνύ, ν ινγάξηζκνο ζα νδεγεί ζε κηγαδηθό 

απνηέιεζκα. Γη‟ απηό ζε θάζε επαλάιεςε πξαγκαηνπνηήζακε έλαλ πην ζύλζεην 

έιεγρν, απ‟ ηνλ αληίζηνηρν γηα ην πξόβιεκα ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ. 
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Πξόθεηηαη γηα έλαλ έιεγρν ζε δύν ζηάδηα, ν νπνίνο ζηελ πινπνίεζή καο 

πξαγκαηνπνηήζεθε κέζα ζε έλα βξόγρν ειέγρνπ (if – else)  θαίλεηαη παξαθάησ: 

 

Σηάδην 1
ν
 -  Έιεγρνο Αξλεηηθώλ Αλαινγηώλ 

Δάλ θάπνηα από ηηο αλαινγίεο (ή θαη όιεο νη αλαινγίεο) ηεο πξνεγνύκελεο 

επαλάιεςεο έρεη αξλεηηθή ηηκή, ηόηε ε ηηκή ηεο ζηελ επόκελε επαλάιεςε 

αληηθαζίζηαηαη κε ηελ ηηκή 00001,0 , όπσο θαη ζηνλ αληίζηνηρν έιεγρν γηα ην 

πξόβιεκα ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ. Δάλ νη αλαινγίεο έρνπλ κόλν ζεηηθέο 

ηηκέο, ηόηε νη ηηκέο ηνπο παξακέλνπλ σο έρνπλ θαη νη λέεο αλαινγίεο πξνθύπηνπλ 

από ηελ εθαξκνγή ηνπ παξαπάλσ επαλαιεπηηθνύ ηύπνπ. Ζ επηινγή ηνπ 

ζπγθεθξηκέλνπ αξηζκνύ γηα ηελ αληηθαηάζηαζε ησλ αξλεηηθώλ ηηκώλ είλαη ε 

θαιύηεξε δπλαηή. Απηό ηζρύεη γηαηί ηπρόλ κεγαιύηεξεο ηηκέο επεξεάδνπλ ηε 

ζύγθιηζε ηνπ αιγνξίζκνπ, νδεγώληαο ζε ζθακπαλεβάζκαηα ησλ ηηκώλ ηνπ 

θξηηεξίνπ ζύγθιηζεο, αιιά αθόκε θαη ζε άλνδν ησλ ηηκώλ ηνπ θξηηεξίνπ, αληί 

γηα κείσζε. Δπίζεο, ηπρόλ κηθξόηεξεο ηηκέο ζα θαηέιεγαλ ζε αλαινγίεο πνιύ 

κηθξέο (πνιύ θνληά ζην κεδέλ), ην νπνίν ζεκαίλεη όηη ζα είλαη θαη αζήκαληεο.  

 

Σηάδην 2
ν
 – Έιεγρνο Τηκώλ Λνγαξίζκνπ 

Σην ζηάδην απηό ειέγρνπκε ηηο ηηκέο πνπ παίξλεη ε έθθξαζε aC
final

* , ε νπνία 

είλαη ην όξηζκα ηνπ ινγαξίζκνπ πνπ ππάξρεη ζηε ζρέζε ησλ κεξηθώλ παξαγώγσλ 

θαη ηνπ θξηηεξίνπ ζύγθιηζεο. Ζ αλάγθε ειέγρνπ ηνπ ινγαξίζκνπ είλαη θαη ν 

ιόγνο γηα ηνλ νπνίν ε κεξηθή παξάγσγνο ηεο αληηθεηκεληθήο ζπλάξηεζεο σο πξνο 

θάζε 
i

a  ρξεζηκνπνηήζεθε κε ηελ αλαιπηηθή, καζεκαηηθή ηεο κνξθή θαη δελ 

ππνινγίζηεθε κε ρξήζε θάπνηαο εληνιήο. Σύκθσλα κε ηε ζεσξία ινγαξίζκσλ, 

γηα ηηκέο κηθξόηεξεο ηνπ κεδελόο, ν ινγάξηζκνο θαηαιήγεη ζε κηγαδηθά 

απνηειέζκαηα. Γηα ηελ ηηκή 0 δελ νξίδεηαη, ελώ ζην δηάζηεκα ]1,0(  νδεγεί ζε 

αξλεηηθέο ηηκέο. Γηα ηηκέο κεγαιύηεξεο ηνπ 1 είλαη ζεηηθόο. Ο έιεγρνο πνπ ζα 

πξαγκαηνπνηήζνπκε επνκέλσο, πξέπεη λα είλαη ηέηνηνο ώζηε λα απνθεύγνληαη ηα 

κηγαδηθά απνηειέζκαηα, αιιά θαη ηαπηόρξνλα λα κεηώλεηαη ε ηηκή ηνπ θξηηεξίνπ, 

γηα λα ππάξμεη ζύγθιηζε. Μεηά από δηάθνξεο δνθηκέο ηηκώλ θαηαιήμακε όηη όηαλ 

ην όξηζκα ηνπ ινγαξίζκνπ είλαη αξλεηηθό ζα πξέπεη λα αληηθαζίζηαηαη κε ηελ 

ηηκή 5,0 . Έηζη, ην απνηέιεζκα ηνπ ινγαξίζκνπ δε ζα είλαη πνηέ κηγαδηθό θαη 

επεηδή γηα 0.5 ν ινγάξηζκνο ζα είλαη αξλεηηθόο, ην θξηηήξην ζύγθιηζεο ζα 

κεηώλεηαη.  

 

Τέινο, ν αξηζκόο ησλ επαλαιήςεσλ εθηέιεζεο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη 

δηαθνξεηηθόο γηα θάζε πεξίπησζε, αθνύ επεξεάδεηαη από ηελ ηηκή ηνπ 

πνιιαπιαζηαζηή ι. Σηνλ Πίλαθα 3.3 παξαζέηνπκε ηνλ αξηζκό ησλ επαλαιήςεσλ 

πνπ ρξεηάζηεθε ν αιγόξηζκνο γηα λα θηάζεη ζηελ ειάρηζηε ηηκή ηνπ θξηηεξίνπ 

ζύγθιηζεο, γηα θάζε κία από ηηο 2 πεξηπηώζεηο πνιιαπιαζηαζηώλ. 

 

 λ = 1,967 λ = 10 

Δπαναλήτειρ 2971 3104 
 

Πίνακαρ 3.3. Αξηζκόο Δπαλαιήςεσλ Δθηέιεζεο Αιγνξίζκνπ (Entropy) 
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 Κανονικοποίηζη Αποηελεζμάηυν Αναλογιών Ππόζμειξηρ 

Τα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ από ηνλ αιγόξηζκν Gradient Descent, όπσο θαη ζηελ 

πεξίπησζε ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ (δειαδή 22 αλαινγίεο γηα θάζε κία από ηηο 6 

πεξηπηώζεηο) ηθαλνπνηνύλ όινπο ηνπο απαηηνύκελνπο πεξηνξηζκνύο, εθηόο απν ηνλ 

πεξηνξηζκό ην άζξνηζκα ησλ αλαινγηώλ πξόζκεημεο λα είλαη αθξηβώο ίζν κε 1. 

Σπγθεθξηκέλα, νη αλαινγίεο πνπ πξνθύπηνπλ απ‟ ηελ εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ έρνπλ 

ζεηηθό άζξνηζκα, ην νπνίν όκσο δελ είλαη ίζν κε 1, αιιά ιίγν κηθξόηεξν. Γηα λα 

κπνξέζνπκε λα δεκηνπξγήζνπκε άζξνηζκα ίζν κε 1 ρξεηάζηεθε λα θαλνληθνπνηήζνπκε 

ηα απνηειέζκαηα ησλ αλαινγηώλ πξόζκεημεο. Υπνινγίδνπκε ην άζξνηζκα ησλ 22 

αλαινγηώλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηνλ αιγόξηζκν. Έπεηηα δηαηξνύκε θάζε κία από ηηο 22 

αλαινγίεο κε ην άζξνηζκα απηό. Οη 22 ηηκέο πνπ πξνθύπηνπλ είλαη νη ηειηθέο αλαινγίεο 

πξόζκεημεο θπηηαξηθώλ ζεηξώλ, ησλ νπνίσλ ην άζξνηζκα είλαη ζεηηθό θαη ίζν κε 1. 

 

3.4 Linear & Non Linear Least Squares in Matlab

 

 

3.4.1 Linear Least Squares (Lsqlin) 
 

Δθηόο από ηελ εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ Gradient Descent γηα ηε κέζνδν ησλ Διαρίζησλ 

Τεηξαγώλσλ ππάξρεη θαη έλαο πην άκεζνο ηξόπνο εύξεζεο ησλ βέιηηζησλ αλαινγηώλ 

πξόζκεημεο. Με ηε ρξήζε κίαο κόλν εληνιήο ηνπ Matlab, ηεο lsqlin, κπνξνύκε λα βξνύκε ηηο 

βέιηηζηεο αλαινγίεο πξόζκεημεο θπηηαξηθώλ ζεηξώλ, ρσξίο λα εθαξκόζνπκε αλαιπηηθά ηνλ 

αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο. Έηζη κπνξνύκε λα έρνπκε θαη έλα κέηξν ζύγθξηζεο γηα ηελ 

νξζόηεηα ησλ απνηειεζκάησλ πνπ πξνέθπςαλ από ηελ εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ Gradient 

Descent. Δπηζπκνύκε δειαδή νη αλαινγίεο πνπ πξνθύπηνπλ από ηνλ αιγόξηζκν λα είλαη ίδηεο ή 

ζρεδόλ ίδηεο κε απηέο ηεο lsqlin θαη έηζη, λα δεκηνπξγνύλ κείγκαηα κε παξόκνηα ζπκπεξηθνξά. 

 

Ζ εληνιή lsqlin επηιύεη έλα γξακκηθό πξόβιεκα ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ, ην νπνίν ππόθεηηαη ζε 

θάπνηνπο πεξηνξηζκνύο. Πξόθεηηαη δειαδή γηα έλαλ ηξόπν επίιπζεο πξνβιήκαηνο 

ειαρηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνύο. Τν ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο έρεη ηε κνξθή 

ubxlb

bxA

bAxtosubject

dCximize

eqeq

x

2

2
*

2

1
min

 

όπνπ C  είλαη ν πίλαθαο ησλ ζπληειεζηώλ ησλ αγλώζησλ ηνπ γξακκηθνύ ζπζηήκαηνο εμηζώζεσλ 

πνπ επηζπκνύκε λα επηιύζνπκε. Τν d  είλαη ην δηάλπζκα ησλ ζηαζεξώλ ηνπ πξνο επίιπζε 

ζπζηήκαηνο, A  είλαη ν πίλαθαο ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ πεξηνξηζκνύ (ή ησλ πεξηνξηζκώλ) 

αληζόηεηαο πνπ ππόθεηηαη ην πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο θαη b  ην δηάλπζκα ησλ ζηαζεξώλ ηνπ 

πεξηνξηζκνύ αληζόηεηαο. Αληίζηνηρα νξίδνληαη θαη ηα 
eq

A  θαη 
eq

b  γηα ηνλ πεξηνξηζκό ηζόηεηαο, 

ελώ ηα lb  θαη ub  δηαλύζκαηα πνπ αληηζηνηρνύλ ζην θάησ θαη ην άλσ όξην ηηκώλ, ηηο νπνίεο 

κπνξνύλ λα ιάβνπλ ηα ζηνηρεία ηνπ δηαλύζκαηνο x , σο πξνο ην νπνίν επηζπκνύκε λα 

ειαρηζηνπνηήζνπκε. Ζ πινπνίεζε ηνπ παξαπάλσ πξνβιήκαηνο κπνξεί λα πεξηιακβάλεη  ή όρη 

αξρηθό ζεκείν (starting point) 
0

x . 
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Ζ ζύληαμε ηεο εληνιήο lsqlin κε ηελ παξνπζία αξρηθνύ ζεκείνπ, ζύκθσλα κε ην Toolbox ηνπ 

Matlab είλαη ε εμήο: 

),,,,,,,,(
0

xublbbAbAdClsqlinx
eqeq

 

Σε πεξίπησζε πνπ δελ ππάξρνπλ πεξηνξηζκνί ηζόηεηαο ή αληζόηεηαο, ή άλσ θαη θάησ όξηα ηηκώλ 

γηα ην x , ηόηε ηε ζέζε ηνπο ζηε ζύληαμε ηεο εληνιήο παίξλνπλ θελνί πίλαθεο θαη δηαλύζκαηα, νη 

νπνίνη ζπληάζζνληαη σο [] . Δπεηδή, όπσο γλσξίδνπκε θαη από ηε ζεσξία, ην πξόβιεκα 

ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ είλαη πάληνηε έλα convex πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο, ε lsqlin ζα 

βξίζθεη πάληα έλα νιηθό, αιιά όρη απαξαίηεηα κνλαδηθό ειάρηζην. 

 

Σπγθεθξηκέλα, ην πξόβιεκα ηεο εύξεζεο ησλ βέιηηζησλ αλαινγηώλ πξόζκεημεο, κε ζηόρν ηε 

δεκηνπξγία ηνπ πξόηππνπ κείγκαηνο παίξλεη ηε κνξθή 

ubalb

baAtosubject

AaCimize

eqeq

initialfinal
**

2

1
min

 

Πξόθεηηαη δειαδή γηα έλα πξόβιεκα ρσξίο πεξηνξηζκνύο αληζόηεηαο, όπνπ )2227(
final

C  είλαη 

ν πίλαθαο ησλ δεδνκέλσλ (γνλίδηα – θπηηαξηθέο ζεηξέο), )122(a  ην δηάλπζκα ησλ αλαινγηώλ 

σο πξνο ην νπνίν επηζπκνύκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε θαη )127(
initial

A  ην δηάλπζκα ησλ 

αξρηθώλ ηηκώλ ηνπ target distribution. Ο πεξηνξηζκόο ηζόηεηαο είλαη ην 1

22

1i

i
a  (αθνύ 

αλαθεξόκαζηε ζε αλαινγίεο, πξέπεη ην άζξνζκά ηνπο εμ νξηζκνύ λα είλαη 1 ή αιιηώο 100%) θαη 

πεξηιακβάλεη ηνλ πίλαθα )2227(
eq

A  θαη ην δηάλπζκα )127(
eq

b , νη νπνίνη νξίδνληαη σο 

)2227(

0000

000

111







eq
A

  ,      

)127(

0

0

1


eq

b
. 

Οη αλαινγίεο πξέπεη λα είλαη ζεηηθνί αξηζκνί θαη ε κέγηζηε ηηκή πνπ κπνξνύλ λα πάξνπλ είλαη ην 

1. Γηα ην ιόγν απηό, ην άλσ όξην ηηκώλ ub  ζα είλαη ίζν κε 1 θαη ην θάησ όξην lb  ζα είλαη ίζν κε 

0,001 (ε εληνιή δελ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη σο όξην ηνλ αξηζκό 0, γη‟ απην ρξεζηκνπνηνύκε 

έλαλ νύηε πνιύ κηθξό, αιιά νύηε θαη πνιύ κεγάιν ζεηηθό αξηζκό). Δπίζεο ρξεζηκνπνηήζακε ηελ 

ίδηα αξρηθνπνίεζε γηα ην δηάλπζκα ησλ αλαινγηώλ, κε απηή πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηνλ 

αιγόξηζκν Gradient Descent. Τν δηάλπζκα αξρηθνπνίεζεο )122(
0

a  παίξλεη ηηο ηηκέο 

  



121

0
055,0045,0045,0045,0045,0)(a

 

Γεζκεύζακε κλήκε ζην Matlab γηα ηνλ πίλαθα ησλ δεδνκέλσλ θαη γηα ηνλ πίλαθα 
eq

A  θαη 

δεκηνπξγήζακε αληίζηνηρα ην δηάλπζκα αξρηθώλ ηηκώλ ηνπ κείγκαηνο θαη ην δηάλπζκα 
eq

b . Γηα 

ηηο αλαινγίεο πξόζκεημεο δεζκεύζακε κλήκε γηα έλα δηάλπζκα ζπκβόισλ 122  (όπσο θαη ζηε 

κέζνδν ηνπ Gradient Descent), κηαο θαη απνηεινύλ ηνπο αγλώζηνπο ηνπ πξνβιήκαηνο καο. 
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Τέινο, γηα ηα άλσ θαη θάησ όξηα ησλ ηηκώλ ησλ αλαινγηώλ δεζκεύζακε κλήκε γηα δύν 

δηαλύζκαηα )122( , ρξεζηκνπνηώληαο ηελ εληνιή ones. Ζ εληνιή απηή δεκηνπξγεί έλα πίλαθα 

ή δηάλπζκα κε όια ηα ζηνηρεία ηνπ λα είλαη ίζα κε 1. Δπεηδή όκσο ην θάησ όξην ζην πξόβιεκά 

καο πξέπεη λα αληηπξνζσπεύεηαη από έλα δηάλπζκα πνπ όια ηα ζηνηρεία ηνπ ζα είλαη ίζα κε 

0,001 θαη όρη κε 1, πνιιαπιαζηάζακε όια ηα ζηνηρεία ηνπ δηαλύζκαηνο πνπ πξνέθπςαλ από ηελ 

εληνιή ones κε ηνλ αξηζκό 0,001. Έηζη ηα άλσ θαη θάησ όξηα πεξηγξάθνληαη ζηνλ θώδηθά καο 

σο 

)1,22(

)1,22(*001.0

onesub

oneslb
 

Αθνύ δεκηνπξγήζακε όια ηα απαξαίηεηα νξίζκαηα, ρξεζηκνπνηήζακε ηειηθά ηελ εληνιή lsqlin, 

απ΄ηελ νπνία πξνέθπςαλ θαη ηα απνηειέζκαηα γηα ηηο αλαινγίεο πξόζκεημεο, απνζεθεπκέλα ζην 

δηάλπζκα ζπκβόισλ a . Ζ εληνιή εθηειέζηεθε θαη γηα ηηο 3 δηαθνξεηηθέο πεξηπηώζεηο 

αξρηθνπνίεζεο ηνπ target distribution )350,1194,9,
27

1(
initialinitialinitial

AAA . 

 

3.4.2 Non Linear Least Squares (Lsqnonlin) 
 

Ζ αληίζηνηρε εληνιή κε ηελ lsqlin ηνπ Matlab είλαη ε lsqnonlin. Με ηε ρξήζε ηεο εληνιήο απηήο 

κπνξνύκε λα βξνύκε ηηο βέιηηζηεο αλαινγίεο πξόζκεημεο θπηηαξηθώλ ζεηξώλ, ρσξίο λα 

εθαξκόζνπκε αλαιπηηθά ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο γηα ηελ αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε ηεο 

εληξνπίαο. Έηζη κπνξνύκε θαη πάιη λα έρνπκε έλα κέηξν ζύγθξηζεο γηα ηελ νξζόηεηα ησλ 

απνηειεζκάησλ πνπ πξνέθπςαλ από ηελ εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ Gradient Descent. 

Δπηζπκνύκε δειαδή νη αλαινγίεο πνπ πξνθύπηνπλ από ηνλ αιγόξηζκν λα είλαη ίδηεο ή ζρεδόλ 

ίδηεο κε απηέο ηεο lsqnonlin θαη έηζη, λα δεκηνπξγνύλ κείγκαηα κε παξόκνηα ζπκπεξηθνξά. 

 

Ζ εληνιή lsqnonlin επηιύεη έλα κε γξακκηθό πξόβιεκα ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ, ην νπνίν 

ππόθεηηαη ζε θάπνηνπο πεξηνξηζκνύο. Πξόθεηηαη δειαδή γηα έλαλ άκεζν ηξόπν επίιπζεο 

πξνβιήκαηνο ειαρηζηνπνίεζεο κε πεξηνξηζκνύο. Τν ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο 

έρεη ηε κνξθή 

ubxlbtosubject

xfxfxfxf
mx

22

2

2

1
)()()()(min 

 

όπνπ )( xf  είλαη ε ζπλάξηεζε πξνο ειαρηζηνπνίεζε, ε νπνία αληηπξνζσπεύεηαη από ην 

άζξνηζκα ηεηξαγσληθώλ, κε γξακκηθώλ όξσλ. Τέινο, ηα lb  θαη ub  είλαη δηαλύζκαηα πνπ 

αληηζηνηρνύλ ζην θάησ θαη ην άλσ όξην ηηκώλ, ηηο νπνίεο κπνξνύλ λα ιάβνπλ ηα ζηνηρεία ηνπ 

δηαλύζκαηνο x , σο πξνο ην νπνίν επηζπκνύκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε. Ζ πινπνίεζε ηνπ 

παξαπάλσ πξνβιήκαηνο κπνξεί λα πεξηιακβάλεη  ή όρη αξρηθό ζεκείν (starting point) 
0

x . 

Αληί λα ρξεηάδεηαη θάζε θνξά λα ππνινγίδνπκε ηελ ηηκή ηεο )( xf (δειαδή ην άζξνηζκα ησλ 

ηεηξαγώλσλ), ζηελ lsqnonlin αξθεί απιά λα νξίδνπκε ηε δηαλπζκαηηθή ζπλάξηεζε  

)(

)(

)(

)(
2

1

xf

xf

xf

xF

m


. 
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Τόηε, κηιώληαο πάληα ζε όξνπο δηαλπζκαηηθνύο κπνξνύκε λα μαλα – νξίζνπκε ην παξαπάλσ κε 

γξακκηθό πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο σο 

2

1

2

2
)(

2

1
)(

2

1
min xfxF

m

i

ix
 

όπνπ x  είλαη έλα δηάλπζκα θαη )( xF  είλαη κία ζπλάξηεζε πνπ επηζηξέθεη κία δηαλπζκαηηθή 

ηηκή. 

Ζ ζύληαμε ηεο εληνιήο lsqnonlin κε ηελ παξνπζία αξρηθνύ ζεκείνπ, ζύκθσλα κε ην Toolbox 

ηνπ Matlab είλαη ε εμήο: 

),,,(
0

ublbxfunlsqnonlinx  

 

Σπγθεθξηκέλα, ην πξόβιεκα ηεο εύξεζεο ησλ βέιηηζησλ αλαινγηώλ πξόζκεημεο, κε ζηόρν ηε 

δεκηνπξγία ηνπ πξόηππνπ κείγκαηνο παίξλεη ηε κνξθή 

ubalbtosubject

aCaCfunimize
finalfinal

)*log()*(min
 

Πξόθεηηαη δειαδή γηα έλα κε γξακκηθό πξόβιεκα, όπνπ )2227(
final

C  είλαη ν πίλαθαο ησλ 

δεδνκέλσλ (γνλίδηα – θπηηαξηθέο ζεηξέο) θαη )122(a  ην δηάλπζκα ησλ αλαινγηώλ σο πξνο ην 

νπνίν επηζπκνύκε λα ειαρηζηνπνηήζνπκε. Οη αλαινγίεο πξέπεη λα είλαη ζεηηθνί αξηζκνί θαη ε 

κέγηζηε ηηκή πνπ κπνξνύλ λα πάξνπλ είλαη ην 1. Γηα ην ιόγν απηό, ην άλσ όξην ηηκώλ ub  ζα 

είλαη ίζν κε 1 θαη ην θάησ όξην lb  ζα είλαη ίζν κε 0,001 (ε εληνιή δελ κπνξεί λα 

ρξεζηκνπνηήζεη σο όξην ηνλ αξηζκό 0, γη‟ απην ρξεζηκνπνηνύκε έλαλ νύηε πνιύ κηθξό, αιιά 

νύηε θαη πνιύ κεγάιν ζεηηθό αξηζκό). Δπίζεο ρξεζηκνπνηήζακε ηελ ίδηα αξρηθνπνίεζε γηα ην 

δηάλπζκα ησλ αλαινγηώλ, κε απηή πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηνλ αληίζηνηρν αιγόξηζκν Gradient 

Descent γηα ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο εληξνπίαο. Τν δηάλπζκα αξρηθνπνίεζεο )122(
0

a  παίξλεη 

ηηο ηηκέο 

]16,01,005,009,011,012,023,035,029,013,0

22,01,03,021,015,017,02,025,01,04,03,02,0[)(
0

a

 
 

Σηελ πεξίπησζε ηεο lsqnonlin δελ κπνξνύκε λα απνζεθεύζνπκε ην δηάλππζκα ησλ αλαινγηώλ, 

σο έλα δηάλπζκα από ζύκβνια, γηαηί ε εληνιή δελ δέρεηαη σο είζνδν ζπλαξηήζεηο κε ζπκβνιηθή 

κνξθή. Έηζη νξίδνληαο ηε ζπλάξηεζε fun  εηζάγνπκε ηαπηόρξνλα σο όξηζκα ην δηάλπζκα ησλ 

αλαινγηώλ a , ρσξίο λα ρξεηάδεηαη θάπνηα πεξαηηέξσ δηαδηθαζία γηα ηνλ νξηζκό ησλ αλαινγηώλ. 

Τέινο, γηα ηα άλσ θαη θάησ όξηα ησλ ηηκώλ ησλ αλαινγηώλ δεζκεύζακε κλήκε γηα δύν 

δηαλύζκαηα )122( , ρξεζηκνπνηώληαο θαη πάιη ηελ εληνιή ones. Έηζη ηα άλσ θαη θάησ όξηα 

πεξηγξάθνληαη ζηνλ θώδηθά καο σο 

)1,22(

)1,22(*001.0

onesub

oneslb
 

Αθνύ δεκηνπξγήζακε όια ηα απαξαίηεηα νξίζκαηα, ρξεζηκνπνηήζακε ηειηθά ηελ εληνιή 

lsqnonlin, απ΄ηελ νπνία πξνέθπςαλ θαη ηα απνηειέζκαηα γηα ηηο αλαινγίεο πξόζκεημεο, 

απνζεθεπκέλα ζην δηάλπζκα ζπκβόισλ a . Δπεηδή ην άζξνηζκα ησλ αλαινγηώλ πνπ πξνέθπςαλ 

είλαη κηθξόηεξν θαη όρη ίζν κε ην 1, έπξεπε θαη πάιη λα θαλνληθνπνηήζνπκε ηα απνηειέζκαηά 

καο. Απηό ζπκβαίλεη γηαηί, όπσο θαίλεηαη θαη ζηε ζύληαμε ηεο εληνιήο δελ κπνξνύκε λα 
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εηζάγνπκε ζηελ lsqnonlin πεξηνξηζκνύο ηζόηεηαο, όπσο είλαη ν πεξηνξηζκόο 1

22

1i

i
a , ζηνλ 

νπνίν ππόθεηληαη νη αλαινγίεο καο. Ζ θαλνληθνπνίεζε έγηλε δηαηξώληαο ηηο αλαινγίεο πνπ 

πξνέθπςαλ κε ην άζξνηζκά ηνπο. Έηζη θαηαιήγνπκε ζε αλαινγίεο πνπ ηθαλνπνηνύλ όινπο ηνπο 

δπλαηνύο πεξηνξηζκνύο. Σηελ πεξεηαίξσ αλάιπζε ζα ρξεζηκνπνηνύληαη νη θαλνληθνπνηεκέλεο 

αλαινγίεο πξόζκεημεο θπηηαξηθώλ ζεηξώλ. 
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 4 – ΑΠΟΣΕΛΕ΢ΜΑΣΑ 

 
4.1 Αποτελέσματα 
 

Από ηελ πινπνίεζε ηνπ αιγνξίζκνπ Gradient Descent, αιιά θαη από ηε ρξήζε ησλ εληνιώλ ηνπ 

Matlab, lsqlin θαη lsqnonlin γηα ηε κέζνδν Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ θαη ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηεο 

Δληξνπίαο αληίζηνηρα πξνέθπςαλ ηα δεηνύκελα απνηειέζκαηα γηα ηηο αλαινγίεο πξόζκεημεο ησλ 

θπηηαξηθώλ ζεηξώλ (πάληα θαλνληθνπνηεκέλα ώζηε 1

22

1i

i
a ). Έηζη, κε ηα απνηειέζκαηα απηά 

δεκηνπξγήζακε ηα αληίζηνηρα πξόηππα κείγκαηα 
final

A
 
 , ην νπνίν ήηαλ θαη ην δεηνύκελν ηεο 

εξγαζίαο. Γηα ηα κείγκαηα απηά ππνινγίζακε ηε κέζε ηηκή θαη ηε δηαζπνξά ηνπο θαη εμεηάζακε 

ηελ νκνηνκνξθία ηνπο.  

Δπνκέλσο, γηα ηε κέζνδν ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ, νη αλαινγίεο θαη ηα αληίζηνηρα πξόηππα 

κείγκαηα αληηζηνηρνύλ ζε 3 δηαθνξεηηθέο αξρηθνπνηήζεηο (όπσο αλαιύζεθε θαη παξαπάλσ), κε 2 

ππό – πεξηπηώζεηο εθηέιεζεο αιγνξίζκνπ Gradient Descent θαη 1 ππό – πεξίπησζε εθηέιεζεο 

ηεο εληνιήο ηνπ lsqlin ηνπ Matlab. Σπλεπώο έρνπκε 9 δηαθορεηηθά κείγκαηα ποσ προθύπηοσλ 

απ’ ηε κέζοδο Διατίζηωλ Τεηραγώλωλ. Αληίζεηα γηα ηε κέζνδν ειαρηζηνπνίεζεο ηεο 

Δληξνπίαο έρνπκε 2 κείγκαηα γηα ηελ ππό – πεξίπησζε ηνπ Gradient Descent θαη άιιν 1 γηα ηελ 

ππό – πεξίπησζε ηεο lsqnonlin. Άξα έρνπκε 3 δηαθορεηηθά κείγκαηα ποσ προθύπηοσλ από ηε 

κέζοδο ειατηζηοποίεζες ηες Δληροπίας. 

Τν θάζε πξόηππν κείγκα θαη γηα ηηο δύν κεζόδνπο πξνθύπηεη από ηε ζρέζε ifinalfinal
aCA * , 

όπνπ 
i

a  ην δηάλπζκα ησλ αλαινγηώλ γηα θάζε πεξίπησζε θαη 
final

C  ν θαλνληθνπνηεκέλνο 

πίλαθαο δεδνκέλσλ, κεγέζνπο 2227 .  

 

 Μέθοδορ Δλασίζηυν Τεηπαγώνυν 

Γηα λα δεκηνπξγήζνπκε ινηπόλ ην θάζε κείγκα πξαγκαηνπνηήζακε ζην Matlab ηνλ 

πνιιαπιαζηαζκό ηνπ πίλαθα δεδνκέλσλ )2227( , κε ην δηάλπζκα αλαινγηώλ )122( , 

δεζκεύνληαο κλήκε γηα ηνπο πίλαθεο πνπ ζπκκεηέρνπλ ζηνλ πνιιαπιαζηαζκό, αιιά θαη 

γηα ην δηάλπζκα ζην νπνίν απνζεθεύνληαη νη ηηκέο ηνπ θάζε κείγκαηνο (κέγεζνο 127 ). 

Έπεηηα ππνινγίζακε ηε κέζε ηηκή θαη ηε δηαζπνξά ηνπ θάζε δηαλύζκαηνο κείγκαηνο, 

ρξεζηκνπνηώληαο ηηο ζπλαξηήζεηο ηνπ Matlab, mean θαη var, κε ζύληαμε 

)( AmeanM  

)var( AV  

Ζ έηνηκε ζπλάξηεζε mean ππνινγίδεη ην άζξνηζκα ησλ ζηνηρείσλ ηνπ δηαλύζκαηνο θαη 

ην δηαηξεί κε ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ. Ζ δηαζπνξά απνηειεί έλα κέζν εθηίκεζεο γηα ην 

πόζν θνληά ε καθξηά θαηαλέκνληαη νη ηηκέο ηνπ δηαλύζκαηνο, γύξσ από ηε κέζε ηηκή. Ζ 

ζπλάξηεζε var ηνπ Matlab ππνινγίδεη ηε δηαζπνξά ζηεξηδόκελε ζηνλ ηύπν 
222

)}({)( xmeanxmean
x

.  
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Σηνπο Πίλαθες 4.1, 4.2, 4.3 πνπ αθνινπζνύλ παξαζέηνπκε ηα απνηειέζκαηα γηα ηηο 

θαλνληθνπνηεκέλεο αλαινγίεο πξόζκεημεο ησλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ θαη ηηο ηηκέο γηα ηα 

αληίζηνηρα κείγκαηα, γηα ηηο ηξεηο πηζαλέο πεξηπηώζεηο αξρηθνπνίεζεο ηνπ δηαλύζκαηνο 

πνπ αληηπξνζσπεύεη ην κείγκα. 

 

 

 

Gradient Descent Lsqlin 

      λ = 1,967 λ = 10   

Αναλογίερ 
i

a  Μείγμα Αναλογίερ 
i

a  Μείγμα Αναλογίερ 
i

a  Μείγμα 

6,50E-04 7,79E+00 1,86E-02 8,0142416 0,001 8,1176625 

7,39E-03 8,26E+00 3,90E-02 8,2503001 0,001 8,4858268 

2,09E-02 7,90E+00 4,30E-02 7,9797685 0,001 7,831516 

4,21E-03 1,03E+01 3,60E-02 10,075857 0,001 9,3742513 

4,19E-03 8,16E+00 3,50E-02 8,0296809 0,001 8,0531513 

1,54E-03 7,89E+00 2,75E-02 7,8855727 0,001 7,8408932 

3,82E-04 1,20E+01 1,63E-02 11,906545 0,001 12,185033 

1,40E-03 1,05E+01 3,28E-02 10,763771 0,001 8,6539116 

2,45E-02 8,25E+00 4,30E-02 8,1668024 0,001 7,9658909 

2,52E-02 1,01E+01 4,56E-02 10,073377 0,001 10,153414 

2,50E-02 9,38E+00 4,61E-02 9,0841616 0,001 8,9324694 

2,77E-02 8,98E+00 4,42E-02 9,0637909 0,001 8,8406245 

5,12E-03 8,04E+00 3,75E-02 8,087929 0,001 7,9268754 

7,15E-03 8,79E+00 3,92E-02 8,3200105 0,001 7,8646063 

2,07E-03 9,34E+00 3,03E-02 9,1235101 0,001 8,8779988 

5,37E-02 8,67E+00 6,17E-02 8,3085746 0,001 8,9589084 

2,77E-02 8,50E+00 5,26E-02 8,5291631 0,979 8,5891816 

1,25E-02 8,31E+00 3,92E-02 8,2827085 0,001 8,0989587 

4,26E-02 8,55E+00 5,65E-02 8,7645102 0,001 8,4455773 

3,74E-04 1,21E+01 2,82E-02 12,758273 0,001 11,772379 

5,15E-03 1,27E+01 3,69E-02 12,587458 0,001 13,119131 

7,01E-01 7,76E+00 1,92E-01 7,7314227 0,001 7,6399159 

 

9,1320557 

 

8,8548264 

 

8,9059488 

8,1095773 8,050708 8,122382 

11,710879 11,846592 11,815284 

9,5952925 9,5832743 9,0156164 

8,8691174 8,8530989 8,3764196 

 

Πίνακαρ 4.1. Καλνληθνπνηεκέλεο Αλαινγίεο & Μείγκαηα γηα ηελ αρτηθοποίεζε 27/1  
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Gradient Descent Lsqlin 

      λ = 1,967 λ = 10   

Αναλογίερ 
i

a  Μείγμα Αναλογίερ 
i

a  Μείγμα Αναλογίερ 
i

a  Μείγμα 

1,03E-05 8,0295421 0,0191717 8,0585280 0,001 8,0124966 

3,60E-02 8,3034622 0,0459608 8,2402527 0,001 8,2719059 

4,39E-02 7,9894500 0,0479483 7,9860656 0,001 7,9470116 

1,08E-02 9,8511711 0,0414603 10,003909 0,001 9,4628602 

5,37E-03 8,0242430 0,0399016 7,9887082 0,001 8,0553368 

1,03E-05 7,9083392 0,0303875 7,8759545 0,001 7,822983 

1,03E-05 11,736727 0,0207388 11,866262 0,001 11,708089 

5,56E-04 10,556773 0,0386911 10,784706 0,001 10,259389 

4,59E-02 8,1630362 0,0469913 8,1351240 0,001 8,1492489 

6,91E-02 9,9825886 0,0523338 10,047135 0,001 10,079675 

7,08E-02 9,0865331 0,0525605 9,0022893 0,001 9,1324126 

4,68E-02 9,0774284 0,047868 9,0705051 0,001 9,0678247 

2,77E-02 8,1014937 0,0440611 8,0893100 0,001 8,2331153 

4,44E-02 8,1535901 0,0467094 8,1887391 0,001 8,176903 

4,11E-06 9,1660345 0,0344696 9,0613622 0,001 9,6425916 

1,51E-01 8,2352124 0,0707899 8,2086012 0,491953745 8,2900165 

1,16E-01 8,5101163 0,0639223 8,5229582 0,166036092 8,4496423 

3,44E-02 8,2376912 0,0445813 8,2619173 0,001 8,1786084 

1,26E-01 8,8851342 0,0654796 8,8132269 0,134340957 9,1966281 

2,13E-06 12,556804 0,0336154 12,868575 0,001 12,137536 

3,11E-02 12,520985 0,0437775 12,539992 0,001 12,404025 

1,41E-01 7,7609313 0,0685804 7,7172852 0,189669206 7,7794285 

 

8,8271019 

 

8,7769547 

 

8,7770619 

8,0500913 8,0254121 8,0390101 

11,808408 11,861581 11,848022 

9,5584006 9,5629594 9,6272417 

8,9125502 8,8402337 8,8921491 

 

Πίνακαρ 4.2. Καλνληθνπνηεκέλεο Αλαινγίεο & Μείγκαηα γηα ηελ αρτηθοποίεζε 1194,9  
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Gradient Descent Lsqlin 

      λ = 1,967 λ = 10   

Αναλογίερ 
i

a  Μείγμα Αναλογίερ 
i

a  Μείγμα Αναλογίερ 
i

a  Μείγμα 

0,016888 8,064694 0,0394352 8,067868 0,001 7,9186669 

0,05483 8,254704 0,0474528 8,228761 0,001 8,3027358 

0,033935 7,979027 0,0431634 7,981737 0,001 7,9547106 

0,044276 10,01464 0,0455419 10,07213 0,001 10,069841 

0,018651 7,997983 0,0401458 7,988309 0,001 8,0747376 

0,034793 7,887443 0,0435426 7,868698 0,169919206 7,9153457 

0,033733 11,90903 0,0432886 11,94584 0,001 12,005151 

0,041257 10,721 0,0450318 10,84289 0,019540662 10,958241 

0,043206 8,124687 0,044377 8,131227 0,113787445 8,266955 

0,055775 10,02784 0,0473677 10,06542 0,001 9,9894942 

0,054102 8,991422 0,0470197 8,993994 0,080048642 9,158395 

0,048635 9,052585 0,045637 9,065189 0,018104722 8,9381733 

0,053067 8,087349 0,047025 8,088661 0,001 8,161796 

0,06374 8,197059 0,04926 8,20452 0,056153693 8,5480977 

0,021174 9,01801 0,0398117 9,033547 0,001 9,1461412 

0,055421 8,257933 0,0473557 8,230321 0,001 8,5156662 

0,080892 8,520873 0,0532499 8,521824 0,031678907 8,4999979 

0,067207 8,253745 0,0495052 8,263817 0,135358689 8,283493 

0,047464 8,714236 0,0457943 8,761879 0,001 8,6862077 

0,021426 12,88711 0,040622 12,98347 0,001 12,888862 

0,047452 12,57335 0,0455048 12,54542 0,001 12,612666 

0,062075 7,724947 0,0498678 7,709933 0,362408034 7,7128256 

 

8,775239 

 

8,748661 

 

8,914675 

8,025585 8,0169 8,0499333 

11,83942 11,88441 11,693132 

9,52291 9,563887 9,5762341 

8,788333 8,802413 8,8469975 

 

Πίνακαρ 4.3. Καλνληθνπνηεκέλεο Αλαινγίεο & Μείγκαηα γηα ηελ αρτηθοποίεζε 350  
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Σηνπο Πίλαθες 4.4, 4.5, 4.6 πεξηιακβάλνληαη νη κέζεο ηηκέο θαη νη δηαζπνξέο θάζε 

κείγκαηνο, γηα θάζε πεξίπησζε αξρηθνπνίεζεο. 

 

 Ainitial = 1/27 

Gradient Descent Lsqlin 

λ = 1,967 λ = 10  

Μέζη Τιμή 9,2464 9,2213 9,035697 

Γιαζποπά 2,0697217 2,2530547 2,184243 

 

Πίνακαρ 4.4. Μέζεο Τηκέο & Γηαζπνξέο γηα ηελ 1
ε
 αξρηθνπνίεζε 

 

 

 Ainitial = 9,1194 

Gradient Descent Lsqlin 

λ = 1,967 λ = 10  

Μέζη Τιμή 9,184957 9,1999463 9,171897 

Γιαζποπά 2,103013 2,2905617 1,951897 

 

Πίνακαρ 4.5. Μέζεο Τηκέο & Γηαζπνξέο γηα ηελ 2
ε
 αξρηθνπνίεζε 

 

 Ainitial ≥ 350 

Gradient Descent Lsqlin 

λ = 1,967 λ = 10  

Μέζη Τιμή 9,1930058 9,207842 9,247747 

Γιαζποπά 2,2988271 2,3634005 2,271283 

 

Πίνακαρ 4.6. Μέζεο Τηκέο & Γηαζπνξέο γηα ηελ 3
ε
 αξρηθνπνίεζε 

 

 

Δμεηάδνληαο ζην ζύλνιν ηηο ηηκέο ησλ κέζσλ ηηκώλ ζπκπεξαίλνπκε όηη όια ηα κείγκαηα 

πνπ πξνθύπηνπλ έρνπλ ζρεδόλ ίζεο κέζεο ηηκέο. Δπίζεο, ειέγρνληαο ηηο δηαζπνξέο 

παξαηεξνύκε όηη όιεο θπκαίλνληαη γύξσ από ηελ ίδηα ηηκή )2( . Ζ ηηκή απηή κπνξεί λα 

κελ είλαη 0 (πιήξεο νκνηνκνξθία), αιιά είλαη αξθεηά κηθξή, ώζηε λα εμαζθαιίδεη κία 

θαιή νκνηνκνξθία γηα ηα πξόηππα κείγκαηα αλαθνξάο πνπ δεκηνπξγήζεθαλ. Δθόζνλ, 

ινηπόλ, ηα ηειηθά κείγκαηα πνπ πξνέθπςαλ από ηηο 3 δηαθνξεηηθέο αξρηθνπνηήζεηο έρνπλ 

ηελ ίδηα ζπκπεξηθνξά, ηόηε κπνξνύκε λα πνύκε όηη ε αξρηθνπνίεζε(target distribution) 

πνπ ζα επηιεγεί δελ επεξεάδεη ηα απνηειέζκαηα γηα ηηο βέιηηζηεο αλαινγίεο πξόζκεημεο, θαη 

ζπλεπώο νύηε θαη ηα κείγκαηα αλαθνξάο πνπ πξνθύπηνπλ. Δάλ βέβαηα ζειήζνπκε λα 

ιάβνπκε ππόςε καο ηηο δηαθνξέο πνπ παξαηεξνύληαη ζηηο ηηκέο ησλ δηαζπνξώλ, παξ‟ όηη 

απηέο είλαη πνιύ κηθξέο, ηόηε θαηαιήγνπκε ζην όηη ε αξρηθνπνίεζε πνπ νδεγεί ζε 

ρεηξόηεξα απνηειέζκαηα όζνλ αθνξά ηελ νκνηνκνξθία είλαη ε 350
initial

A . Καη απηό 

γηαηί, νη κεγαιύηεξεο ηηκέο δηαζπνξάο παξνπζηάδνληαη γηα ηελ αξρηθνπνίεζε κείγκαηνο 

κε ηηκέο κεγαιύηεξεο από ην 350. Οη άιιεο δύν αξρηθνπνηήζεηο είλαη εμίζνπ θαιέο όζνλ 

αθνξά ηελ νκνηνκνξθία ησλ κεηγκάησλ αλαθνξάο.  

 



 

66 

 

Έπεηηα, δεκηνπξγήζακε ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο γηα ηηο ηηκέο θάζε κείγκαηνο 

αλαθνξάο, ώζηε λα κπνξέζνπκε λα ειέγμνπκε ηελ νκνηνκνξθία ηνπο θαη κέζσ 

ζρεκαηηθήο αλαπαξάζηαζεο. Γηα ηε δεκηνπξγία ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ 

ρξεζηκνπνηήζακε ηελ εληνιή stem ηνπ Matlab, ε νπνία δεκηνπξγεί δηζδηάζηαηεο 

γξαθηθέο παξαζηάζεηο γηα αθνινπζίεο δηαθξηηώλ κεηαβιεηώλ θαη ηεο νπνίαο ε ζύληαμε 

θαίλεηαη παξαθάησ 

),( yxstem  

όπνπ x  είλαη ην δηάλπζκα πνπ απνζεθεύεη ηηο ηηκέο ηνπ x – άμνλα ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο, ελώ y , ε ζπλάξηεζε, ηεο νπνίαο ηε γξαθηθή παξάζηαζε επηζπκνύκε λα 

δεκηνπξγήζνπκε. Τα Στήκαηα 4.1, 4.2 θαη 4.3 αληηζηνηρνύλ ζηηο 3 δηαθνξεηηθέο 

αξρηθνπνηήζεηο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ θαη πεξηιακβάλνπλ ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο 

ησλ πξόηππσλ κεηγκάησλ πνπ πξνέθπςαλ από ηνλ αιγόξηζκν Gradient Descent (2 

γξαθηθέο γηα ηνπο 2 δηαθνξεηηθνύο πνιιαπιαζηαζηέο ι) θαη από ηελ εληνιή ηνπ Matlab 

lsqlin. Γηα λα κπνξέζνπκε λα εκθαλίζνπκε ηαπηόρξνλα θαη ηηο ηξεηο γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ζε έλα θαη κόλν ζρήκα, ρξεζηκνπνηήζακε επηπιένλ ηελ εληνιή ηνπ Matlab 

subplot.   

 

 
Σσήμα 4.1. Γξαθηθέο Παξαζηάζεηο Μεηγκάησλ γηα Αρτηθοποίεζε 27/1  
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Σσήμα 4.2. Γξαθηθέο Παξαζηάζεηο Μεηγκάησλ γηα Αρτηθοποίεζε 1194,9  

 

 
Σσήμα 4.3. Γξαθηθέο Παξαζηάζεηο Μεηγκάησλ γηα Αρτηθοποίεζε 350  
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Ζ γξαθηθή παξάζηαζε θάζε κείγκαηνο παξνπζηάδεη κεγάιε νκνηόηεηα κε ηε ζεσξεηηθή 

γξαθηθή παξάζηαζε πνπ πεξηγξάθεη ηελ νκνηόκνξθε θαηαλνκή, ηεο νπνίαο όια ζηα 

ζηνηρεία ιακβάλνπλ ηελ ίδηα ηηκή ζηνλ άμνλα ησλ y, ζρεκαηίδνληαο κία επζεία γξακκή, 

παξάιιειε κε ηνλ άμνλα ησλ x. Γειαδή κπνξνύκε λα ζπκπεξάλνπκε θαη κε γξαθηθό 

ηξόπν, όηη θάζε έλα από ηα κείγκαηα αλαθνξάο ηθαλνπνηεί ηελ απαίηεζε ηεο 

νκνηνκνξθίαο, κηαο θαη ηα πεξηζζόηεξα ζηνηρεία θάζε κείγκαηνο θπκαίλνληαη γύξσ από 

ηελ ίδηα ηηκή θαη κόλν ιίγα παξνπζηάδνπλ απνθιίζεηο. Οη κηθξέο απηέο απνθιίζεηο ησλ 

ιίγσλ απηώλ ζηνηρείσλ είλαη ν ιόγνο πνπ ε δηαζπνξά είλαη ιίγν κεγαιύηεξε θαη όρη ίζε ή 

ζρεδόλ ίζε κε ην κεδέλ (5 ζηνηρεία απνθιίλνπλ έληνλα). Τέινο, ζπγθξίλνληαο ηα 

κείγκαηα πνπ πξνέθπςαλ γηα θάζε αξρηθνπνίεζε παξαηεξνύκε όηη δελ είλαη κόλν 

νκνηόκνξθα, αιιά όηη ε ζπκπεξηθνξά ηνπο όζνλ αθνξά ηελ νκνηνκνξθία είλαη θνηλή 

(ζρεδόλ ίδηεο κέζεο ηηκέο θαη δηαζπνξέο). Πηζηνπνηνύκε δειαδή θαη κε γξαθηθό ηξόπν ην 

όηη ε αξρηθνπνίεζε(target distribution) πνπ ζα επηιεγεί δελ επεξεάδεη ηα απνηειέζκαηα γηα 

ηα κείγκαηα αλαθνξάο πνπ πξνθύπηνπλ. 

 

Τέινο, ειέγμακε εάλ ηα κείγκαηα πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ εθαξκνγή ηνπ Gradient 

Descent παξνπζηάδνπλ ίδηα ή δηαθνξεηηθή ζπκπεξηθνξά κε απηά πνπ πξνθύπηνπλ από ηε 

ρξήζε ηεο εληνιήο lsqlin. Γεκηνπξγήζακε γηα θάζε αξρηθνπνίεζε ηα δεύγε κεηγκάηωλ  

AGD_ι = 1,967 - Alsqlin  θαη  AGD_ι = 10 - Alsqlin. Τα κείγκαηα δεκηνπξγνύληαη θαη πάιη κε ηελ 

εληνιή stem θαη εκθαλίδνληαη ζην ίδην ζρήκα, κε ηε βνήζεηα ηεο  εληνιήο hold ηνπ 

Matlab (κπιε ρξώκα γηα Gradient Descent θαη θόθθηλν ρξώκα γηα lsqlin).   

 

 
Σσήμα 4.4. Σύγθξηζε Μεηγκάησλ πνπ πξνέθπςαλ από ηε κέζνδν Gradient Descent θαη 

ηελ lsqlin, γηα ι = 1,967 (ρξήζε ζηo Gradient Descent), γηα ηελ αρτηθοποίεζε 27/1 .   
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Σσήμα 4.5. Σύγθξηζε Μεηγκάησλ πνπ πξνέθπςαλ από ηε κέζνδν Gradient Descent θαη 

ηελ lsqlin, γηα ι = 10 (ρξήζε ζηo Gradient Descent), γηα ηελ αρτηθοποίεζε 27/1  

 

 
Σσήμα 4.6. Σύγθξηζε Μεηγκάησλ πνπ πξνέθπςαλ από ηε κέζνδν Gradient Descent θαη 

ηελ lsqlin, γηα ι = 1,967 (ρξήζε ζηo Gradient Descent), γηα αρτηθοποίεζε 1194,9 . 
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Σσήμα 4.7. Σύγθξηζε Μεηγκάησλ πνπ πξνέθπςαλ από ηε κέζνδν Gradient Descent θαη 

ηελ lsqlin, γηα ι = 10 (ρξήζε ζηo Gradient Descent), γηα αρτηθοποίεζε 1194,9 . 

 
Σσήμα 4.8. Σύγθξηζε Μεηγκάησλ πνπ πξνέθπςαλ από ηε κέζνδν Gradient Descent θαη 

ηελ lsqlin, γηα ι = 1,967 (ρξήζε ζηo Gradient Descent), γηα αρτηθοποίεζε 350 . 
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Σσήμα 4.9. Σύγθξηζε Μεηγκάησλ πνπ πξνέθπςαλ από ηε κέζνδν Gradient Descent θαη 

ηελ lsqlin, γηα ι = 10 (ρξήζε ζηε κέζνδν Gradient Descent), γηα αρτηθοποίεζε 350 . 

 

Όπσο θαίλεηαη ινηπόλ από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ δεπγώλ κεηγκάησλ, αιιά θαη 

από ηηο ηηκέο ησλ δηαζπνξώλ θαη ησλ κέζσλ ηηκώλ, ηα κείγκαηα πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ 

αλαιπηηθή εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ θαη από ηελ εληνιή lsqlin ηαπηίδνληαη αξθεηά. Οη 

δηαθνξέο είλαη κηθξέο θαη απνηππώλνληαη όπσο είδακε παξαπάλσ ζηηο δηαθνξεηηθέο ηηκέο 

ησλ δηαζπνξώλ ηνπο. Μπνξνύκε ινηπόλ λα πνύκε όηη ε ζπκπεξηθνξά  ηνπο όζνλ αθνξά 

ηελ νκνηνκνξθία, ζα είλαη πνιύ παξόκνηα, άξα ηα απνηειέζκαηά καο δελ επεξεάδνληαη 

από ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν ζα πινπνηεζεί ην πξόβιεκα ησλ Ειαρίζησλ Τεηξαγώλσλ. 

Αλ βέβαηα ζέιακε λα εμεηάζνπκε ηηο κηθξέο δηαθνξέο πνπ ππάξρνπλ κεηαμύ ησλ 

κεηγκάησλ πνπ δεκηνπξγνύληαη από ηνπο δύν ηξόπνπο πινπνίεζεο ζα θαηαιήγακε ζηα 

εμήο: πξώηνλ, νη ηηκέο ησλ δηαζπνξώλ πνπ αληηζηνηρνύλ ζηελ εληνιή lsqlin είλαη 

κηθξόηεξεο, άξα ε πινπνίεζε κε ρξήζε ηεο εληνιήο νδεγεί ζε ιίγν θαιύηεξα κείγκαηα 

σο πξνο ηελ νκνηνκνξθία. Γεύηεξνλ, γηα ηνλ αιγόξηζκν Gradient Descent θαιύηεξα 

απνηειέζκαηα όζνλ αθνξά ηελ νκνηνκνξθία έρνπκε γηα ηελ ηηκή ηνπ πνιιαπιαζηαζηή ι 

= 1,967 (κηθξόηεξεο δηαζπνξέο). 

 

 Μέθοδορ Δλασιζηοποίηζηρ Δνηποπίαρ  

Γηα ηελ εμαγσγή ησλ απνηειεζκάησλ θαη ησλ αληίζηνηρσλ ζπκπεξαζκάησλ γηα ην 

πξόβιεκα Διαρηζηνπνίεζεο ηεο Δληξνπίαο αθνινπζήζακε ηελ ίδηα δηαδηθαζία πνπ 

αθνινπζήζεθε γηα ην πξόβιεκα ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ. Γεκηνπξγήζακε ηα δύν 

κείγκαηα πνπ πξνθύπηνπλ από ηνλ αιγόξηζκν Gradient Descent, γηα ηηο δύν ηηκέο ηνπ 

πνιιαπιαζηαζηή Lagrange ι θαη ην κείγκα πνπ πξνέθπςε από ηελ εληνιή lsqnonlin. Τα 
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κείγκαηα κεγέζνπο )127(  παξάρζεζαλ πνιιαπιαζηάδνληαο ηνλ πίλαθα δεδνκέλσλ 

)2227(
final

C  κε ην δηάλπζκα ησλ αλαινγηώλ )122(a , δειαδή 
finalfinal

AaC * , 

αθνύ πξώηα δεζκεύζακε κλήκε ζην Matlab γηα ην θαζέλα απ‟ ηα δύν. Έπεηηα 

ππνινγίζακε ηε κέζε ηηκή θαη ηε δηαζπνξά θάζε κείγκαηνο, ρξεζηκνπνηώληαο ηηο 

αληίζηνηρεο εληνιέο ηνπ Matlab. Σηνλ Πίλαθα 3.10 παξνπζηάδνληαη νη ηηκέο ησλ 

αλαινγηώλ πνπ πξνέθπςαλ από ηελ ειαρηζηνπνίεζε ηεο ζπλάξηεζεο ηεο εληξνπίαο θαη 

ησλ αληίζηνηρσλ πξόηππσλ κεηγκάησλ. Σηνλ Πίλαθα 3.11 παξνπζηάδνληαη νη ηηκέο ησλ 

δηαζπνξώλ θαη ησλ κέζσλ ηηκώλ.  

 

 

Gradient Descent Lsqnonlin 

λ = 1,967 λ = 10   

Αναλογίερ 
i

a  Μείγμα Αναλογίερ 
i

a  Μείγμα Αναλογίερ 
i

a  Μείγμα 

2,99E-05 7,96E+00 2,15E-05 7,9653524 0,01177923 8,04394812 

9,71E-05 8,35E+00 2,68E-04 8,3289769 0,1287787 8,13604551 

3,08E-01 8,0517518 2,32E-01 8,0235167 0,23886919 8,03716361 

3,94E-04 9,86E+00 2,15E-04 9,8170664 1,1326E-05 9,91747529 

1,88E-04 8,07E+00 1,81E-04 8,0723589 0,06920298 7,93053998 

3,94E-04 7,82E+00 1,04E-04 7,8216211 0,01121292 7,80944425 

3,19E-05 1,16E+01 2,49E-05 11,639108 1,1326E-05 11,6478865 

3,94E-04 1,04E+01 1,87E-04 10,330713 1,1326E-05 11,222975 

9,07E-05 8,19E+00 1,72E-05 8,1746094 0,02299215 8,07877238 

8,94E-05 1,00E+01 1,93E-04 10,023942 0,13059089 10,0307166 

1,01E-04 9,09E+00 2,27E-04 9,1093728 1,1326E-05 8,97932123 

2,90E-04 8,92E+00 1,05E-04 8,9512691 0,03714988 9,11176971 

2,56E-04 8,11E+00 2,28E-05 8,1196697 1,1326E-05 8,07044112 

1,10E-04 8,25E+00 2,83E-04 8,2473417 0,11609337 7,99304834 

1,62E-04 9,31E+00 3,94E-04 9,3427704 0,18450352 9,02161452 

1,96E-01 8,3874538 2,24E-01 8,3935225 0,04870259 8,36680942 

2,10E-01 8,5026736 2,09E-01 8,4884009 1,1326E-05 8,50290735 

1,21E-04 8,24E+00 9,09E-05 8,2284149 1,1326E-05 8,24074334 

5,76E-02 9,1678967 9,43E-02 9,1289175 1,1326E-05 9,03258001 

1,42E-04 1,24E+01 3,94E-04 12,331798 1,1326E-05 13,0776877 

6,34E-05 1,28E+01 3,94E-04 12,693683 1,1326E-05 12,5077816 

2,26E-01 7,7230958 2,38E-01 7,7338316 1,1326E-05 7,70050124 

 

8,9724319 

 

8,9404551 

 

8,82269729 

8,0484334 8,0491995 8,00790487 

11,840291 11,842851 11,8788695 

9,4887328 9,5011396 9,53911097 

9,0418796 9,0236111 8,81582097 

 

Πίνακαρ 4.7. Καλνληθνπνηεκέλεο Αλαινγίεο θαη Πξόηππα Μείγκαηα 
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 Gradient Descent Lsqnonlin 

λ = 1,967 λ = 10  

Μέζη Τιμή 9,2065219 9,1971679 9,2046139 

Γιαζποπά 2,0766857 2,0426964 2,3880722 

 

Πίνακαρ 4.8. Μέζεο Τηκέο θαη Γηαζπνξέο ησλ 3 Μεηγκάησλ 

 

 

Από ηνλ πίλαθα πνπ πεξηιακβάλεη ηα απνηειέζκαηα γηα ηηο κέζεο ηηκέο θαη ηηο δηαζπνξέο 

κπνξνύκε λα βγάινπκε θαη πάιη θάπνηα ζπκπεξάζκαηα γηα ηελ ππάξμε ή όρη 

νκνηνκνξθίαο ησλ αληίζηνηρσλ κεηγκάησλ. Δμεηάδνληαο ινηπόλ ζπλνιηθά ηηο κέζεο ηηκέο 

ζπκπεξαίλνπκε όηη θαη ηα ηξία κείγκαηα πνπ πξνθύπηνπλ έρνπλ ζρεδόλ ίζεο κέζεο ηηκέο. 

Δπίζεο, ειέγρνληαο ηηο δηαζπνξέο παξαηεξνύκε όηη όιεο θπκαίλνληαη γύξσ από ηελ ίδηα 

ηηκή )2( . Ζ ηηκή απηή κπνξεί λα κελ είλαη 0 (πιήξεο νκνηνκνξθία), αιιά είλαη αξθεηά 

κηθξή, ώζηε λα εμαζθαιίδεη κία θαιή νκνηνκνξθία γηα ηα πξόηππα κείγκαηα πνπ 

δεκηνπξγήζεθαλ.  

 

Σηε ζπλέρεηα παξαζέηνπκε ζε έλα ζρήκα, ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ πξόηππσλ 

κεηγκάησλ πνπ πξνέθπςαλ από ηνλ αιγόξηζκν Gradient Descent (2 γξαθηθέο γηα ηνπο 2 

δηαθνξεηηθνύο πνιιαπιαζηαζηέο ι) θαη από ηελ εληνιή ηνπ Matlab lsqnonlin (1 

γξαθηθή). Οη γξαθηθέο δεκηνπξγήζεθαλ κε ηε ρξήζε ηεο εληνιήο stem ελώ ε ηαπηόρξνλε 

παξάζεζε ηνπο ζην ίδην ζρήκα, έγηλε ρξεζηκνπνηώληαο ηελ εληνιή ηνπ Matlab subplot.   

 

 
Σσήμα 4.10. Γξαθηθέο Παξαζηάζεηο Μεηγκάησλ γηα ηελ πεξίπησζε ηεο Δληξνπίαο 
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Ζ γξαθηθή παξάζηαζε θάζε κείγκαηνο παξνπζηάδεη κεγάιε νκνηόηεηα κε ηε ζεσξεηηθή 

γξαθηθή παξάζηαζε πνπ πεξηγξάθεη ηελ νκνηόκνξθε θαηαλνκή, ηεο νπνίαο όια ζηα 

ζηνηρεία ιακβάλνπλ ηελ ίδηα ηηκή ζηνλ άμνλα ησλ y, ζρεκαηίδνληαο κία επζεία γξακκή, 

παξάιιειε κε ηνλ άμνλα ησλ x. Δειαδή κπνξνύκε λα ζπκπεξάλνπκε θαη κε γξαθηθό 

ηξόπν, όηη θάζε έλα από ηα κείγκαηα αλαθνξάο ηθαλνπνηεί ηελ απαίηεζε ηεο 

νκνηνκνξθίαο, κηαο θαη ηα πεξηζζόηεξα ζηνηρεία θάζε κείγκαηνο θπκαίλνληαη γύξσ από 

ηελ ίδηα ηηκή θαη κόλν ιίγα παξνπζηάδνπλ απνθιίζεηο. Οη κηθξέο απηέο απνθιίζεηο ησλ 

ιίγσλ απηώλ ζηνηρείσλ είλαη ν ιόγνο πνπ ε δηαζπνξά είλαη ιίγν κεγαιύηεξε θαη όρη ίζε ή 

ζρεδόλ ίζε κε ην κεδέλ. 

 

Τέινο, πξνζπαζήζακε λα ειέγμνπκε εάλ ηα κείγκαηα πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ εθαξκνγή 

ηνπ αιγνξίζκνπ Gradient Descent παξνπζηάδνπλ ίδηα ή παξόκνηα ζπκπεξηθνξά κε απηά 

πνπ πξνθύπηνπλ από ηε ρξήζε ηεο εληνιήο lsqnonlin. Σην πξώην ζρήκα παξαζέηνπκε ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηνπ δεύγοσς κεηγκάηωλ  AGD_ι = 1,967 - Alsqnonlin  θαη ζηε δεύηεξε ηνπ 

δεύγοσς AGD_ι = 10 - Alsqnonlin. Τα κείγκαηα εκθαλίδνληαη ζην ίδην ζρήκα, κε ηε βνήζεηα 

ηεο  εληνιήο hold ηνπ Matlab. Κάζε κείγκα δεκηνπξγείηαη θαη πάιη κε ηελ εληνιή stem, 

αιιά γηα λα κπνξέζνπκε λα ηα μερσξίζνπκε κηαο θαη βξίζθνληαη ζην ίδην ζρήκα, ηνπο 

πξνζδίδνπκε δηαθνξεηηθό ρξώκα (κπιε γηα Gradient Descent θαη θόθθηλν γηα lsqnonlin).  

 

 
Σσήμα 4.11. Σύγθξηζε Μεηγκάησλ πνπ πξνέθπςαλ από ηε κέζνδν Gradient Descent θαη 

ηελ lsqnonlin, γηα ι = 1,967 (ρξήζε ζηo Gradient Descent). 
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Σσήμα 4.12. Σύγθξηζε Μεηγκάησλ πνπ πξνέθπςαλ από ηε κέζνδν Gradient Descent θαη 

ηελ lsqnonlin, γηα ι = 10 (ρξήζε ζηε κέζνδν Gradient Descent). 

 

Ζ κόλε ζύγθξηζε πνπ κπνξεί λα γίλεη ζηελ πεξίπησζε ηνπ πξνβιήκαηνο ηεο εληξνπίαο 

(εθόζνλ δελ απαηηείηαη λα ππάξρεη αξρηθνπνίεζε ηνπ target distribution, ώζηε λα έρνπκε 

δηαθνξεηηθέο πεξηπηώζεηο) είλαη κεηαμύ ηνπ αιγνξίζκνπ Gradient Descent θαη ηεο 

εληνιήο lsqnonlin. Θα κπνξνύζακε λα πνύκε όηη νη δύν ηξόπνη πινπνίεζεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο ηεο εληξνπίαο νδεγνύλ ζε κείγκαηα κε πνιύ παξόκνηα ζπκπεξηθνξά σο 

πξνο ηελ νκνηνκνξθία. Παξαηεξώληαο όκσο θαιύηεξα ηηο δηαθνξέο ησλ δηαζπνξώλ 

ζπκπεξαίλνπκε όηη ν αιγόξηζκνο Gradient Descent νδεγεί ζηελ παξαγσγή κεηγκάησλ 

αλαθνξάο κε θαιύηεξε νκνηνκνξθία. Τέινο, θαη γηα ηηο δύν δηαθνξεηηθέο ηηκέο ηνπ 

πνιιαπιαζηαζηή ι, ηα απνηειέζκαηα γηα ηηο δηαζπνξέο είλαη ίδηα, νπόηε κπνξνύκε λα 

πνύκε όηη θαη ηα κείγκαηα πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο δύν απηέο πεξηπηώζεηο έρνπλ ίδηα 

ζπκπεξηθνξά σο πξνο ηελ νκνηνκνξθία. 

 

 Σύγκπιζη Αποηελεζμάηυν ηυν δύο Πποβλημάηυν 

Ζ ρξήζε δύν δηαθνξεηηθώλ πξνβιεκάησλ ειαρηζηνπνίεζεο γηα ηελ εύξεζε ησλ 

βέιηηζησλ αλαινγηώλ πξόζκεημεο πξαγκαηνπνηήζεθε γηα λα δηαπηζηώζνπκε πνηα από ηηο 

δύν κεζόδνπο καο παξέρεη θαιύηεξα απνηειέζκαηα όζνλ αθνξά ηελ νκνηνκνξθία ηνπ 

πξόηππνπ κείγκαηνο αλαθνξάο πνπ ζέινπκε λα δεκηνπξγήζνπκε. Πξόθεηηαη γηα έλα 

γξακκηθό πξόβιεκα, απηό ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ θαη έλα κε γξακκηθό πξόβιεκα, 

απηό ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηεο εληξνπίαο. Απηό πνπ πξέπεη λα θάλνπκε είλαη λα 

ζπγθξίλνπκε ηα κείγκαηα πνπ πξνθύπηνπλ από θάζε κέζνδν κέζσ ησλ γξαθηθώλ ηνπο 

παξαζηάζεσλ, ζπκπεξηιακβαλνκέλσλ θαη ησλ κέζσλ ηηκώλ θαη δηαζπνξώλ ηνπο. Δπεηδή 
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γηα ην πξόβιεκα ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ εμεηάδνπκε 3 δηαθνξεηηθέο πεξηπηώζεηο 

αξρηθνπνίεζεο, ελώ γηα ην πξόβιεκα ηεο εληξνπίαο έρνπκε κία πεξίπησζε, ζα 

ζπγθξίλνπκε ηε κία απηή πεξίπησζε κε θαζεκία απ‟ απηέο ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ 

μερσξηζηά. Τα νπνηαδήπνηε ζπκπεξάζκαηα γηα ην πην από ηα δύν πξνβιήκαηα νδεγεί ζε 

θαιύηεξα απνηειέζκαηα, ζα πξνθύςνπλ από ηελ παξαπάλσ ζύγθξηζε. 

 

 

 Gradient Descent Lsqlin -  

Lsqnonlin λ = 1,967 λ = 10 

Δνηποπία Μέζη Τιμή 9,2065219 9,1971679 9,2046139 

Γιαζποπά 2,0766857 2,0426964 2,3880722 

Δλάσιζηα 

Τεηπάγυνα 

Μέζη Τιμή 9,2464 9,2213 9,035697 

Γιαζποπά 2,0697217 2,2530547 2,184243 

 

Πίνακαρ 4.9. Σύγθξηζε Μέζσλ Τηκώλ & Γηαζπνξώλ Δληξνπίαο – Διαρίζησλ 

Τεηξαγώλσλ ( 27/1
init

A ) 

 

 

 
Σσήμα 4.13. Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, λ = 1,967 ( 27/1

init
A ) 
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Σσήμα 4.14. Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, λ = 10 ( 27/1

init
A ) 

 
Σσήμα 4.15. Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, Δνηολέρ ( 27/1

init
A ) 
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 Gradient Descent Lsqlin -  

Lsqnonlin λ = 1,967 λ = 10 

Δνηποπία Μέζη Τιμή 9,2065219 9,1971679 9,2046139 

Γιαζποπά 2,0766857 2,0426964 2,3880722 

Δλάσιζηα 

Τεηπάγυνα 

Μέζη Τιμή 9,184957 9,1999463 9,171897 

Γιαζποπά 2,103013 2,2905617 1,951897 

 

Πίνακαρ 4.10. Σύγθξηζε Μέζσλ Τηκώλ & Γηαζπνξώλ Δληξνπίαο – Διαρίζησλ 

Τεηξαγώλσλ ( 1194,9
init

A ) 

 

 

 
Σσήμα 4.16. Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, λ = 1,967 ( 1194,9

init
A ) 
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Σσήμα 4.17. Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, λ = 10 ( 1194,9

init
A ) 

 
Σσήμα 4.18. Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, Δνηολέρ ( 1194,9

init
A ) 
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 Gradient Descent Lsqlin -  

Lsqnonlin λ = 1,967 λ = 10 

Δνηποπία Μέζη Τιμή 9,2065219 9,1971679 9,2046139 

Γιαζποπά 2,0766857 2,0426964 2,3880722 

Δλάσιζηα 

Τεηπάγυνα 

Μέζη Τιμή 9,1930058 9,207842 9,247747 

Γιαζποπά 2,2988271 2,3634005 2,271283 

 

Πίνακαρ 4.11. Σύγθξηζε Μέζσλ Τηκώλ & Γηαζπνξώλ Δληξνπίαο – Διαρίζησλ 

Τεηξαγώλσλ ( 350
init

A ) 

 

 

 
Σσήμα 4.19. Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, λ = 1,967 ( 350

init
A ) 
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Σσήμα 4.20. Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, λ = 10 ( 350

init
A ) 

 
Σσήμα 4.21. Σύγθξηζε Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ – Δληξνπίαο, Δνηολέρ ( 350

init
A ) 
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Σπγθξίλνληαο ηα αληίζηνηρα κείγκαηα γηα θαζεκία από ηηο 3 πεξηπηώζεηο αξρηθνπνίεζεο 

κεηγκάησλ παξαηεξνύκε όηη ηα ζηνηρεία θάζε κείγκαηνο έρνπλ ζρεδόλ ίδηεο ηηκέο θαη γηα 

ηα δύν πξνβιήκαηα πνπ εμεηάζακε. Απηό θαίλεηαη από ηα αληίζηνηρα δεύγε γξαθηθώλ 

παξαζηάζεσλ πνπ παξνπζηάζακε παξαπάλσ, αιιά θαη από ηηο κέζεο ηηκέο πνπ είλαη 

ζρεδόλ ίζεο γηα όια ηα κείγκαηα. Θα κπνξνύζακε ινηπόλ λα πνύκε όηη ηα κείγκαηα πνπ 

πξνθύπηνπλ έρνπλ πνιιά θνηλά ζεκεία θαη ε ζπκπεξηθνξά ηνπο όζνλ αθνξά ηελ 

νκνηνκνξθία είλαη αξθεηά παξόκνηα. Θα κπνξνύζαλ επνκέλσο όια λα απνηειέζνπλ 

πξόηππα κείγκαηα αλαθνξάο. Αλ όκσο ζέιακε λα θαηαιήμνπκε ζην πξόβιεκα (Διάρηζηα 

Τεηξάγσλα ή Δληξνπία) πνπ δεκηνπξγεί ην κείγκα πνπ έρεη ηελ θαιύηεξε ζπκπεξηθνξά 

όζνλ αθνξά ηελ νκνηνκνξθία θαη επνκέλσο απηό πνπ πιεζηάδεη πεξηζζόηεξν ην ηδαληθό, 

ζα έπξεπε λα ειέγμνπκε ηπρόλ δηαθνξέο ζηηο δηαζπνξέο ηνπο. Παξαηεξώληαο ζπλνιηθά 

ηηο ηηκέο ησλ δηαζπνξώλ γηα ηα δύν πξνβιήκαηα βιέπνπκε όηη νη ηηκέο πνπ πξνθύπηνπλ 

από ην πξόβιεκα Διαρηζηνπνίεζεο ηεο Δληξνπίαο είλαη κηθξόηεξεο. Απηό ζπλεπάγεηαη 

όηη ην πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ηεο εληξνπίαο νδεγεί ζε θαιύηεξα απνηειέζκαηα θαη 

ηειηθά ζε κείγκαηα αλαθνξάο κε κεγαιύηεξε νκνηνκνξθία, απ’ απηά ηνπ αληίζηνηρνπ 

πξνβιήκαηνο ησλ Ειαρίζησλ Τεηξαγώλσλ.  

  

4.2 Έλεγχος Αποτελεσμάτων για το ΢ύνολο των Δεδομένων 
 

Όπσο αλαθέξζεθε θαη ζην πξώην θεθάιαην ηεο πινπνίεζεο, όιε ε παξαπάλσ δηαδηθαζία δελ 

πξαγκαηνπνηήζεθε γηα ην ζύλνιν ησλ γνληδίσλ, δειαδή γηα ηα 34772 γνλίδηα, αιιά γηα έλα 

κηθξόηεξν, αληηπξνζσπεπηηθό αξηζκό γνληδίσλ, ηα 27, ηα νπνία πξνέθπςαλ από ηε ρξήζε ηεο 

ζπζρέηηζεο γηα ηε κείσζε ηεο δηάζηαζεο ηνπ πίλαθα δεδνκέλσλ. Έηζη, ηα απνηειέζκαηα πνπ 

πξνέθπςαλ γηα ην πξόηππν κείγκα πνπ ζέινπκε λα δεκηνπξγήζνπκε, αθνξνύλ ηα 27 γνλίδηα. 

Πξέπεη όκσο λα είκαζηε ζίγνπξνη όηη ε επηινγή ησλ 27 γνληδίσλ απηώλ είλαη όλησο 

αληηπξνζσπεπηηθή γηα ην ζύλνιν ησλ γνληδίσλ. Φξεηάδεηαη δειαδή λα γλσξίδνπκε όηη κε ηε 

κείσζε ηνπ αξηζκνύ ησλ γνληδίσλ δελ έρεη ραζεί ζεκαληηθή πιεξνθνξία από ηα δεδνκέλα καο, 

πξάγκα ην νπνίν κπνξεί λα επεξεάζεη ηα απνηειέζκαηά καο, αιιά θαη όηη ηα ζπγθεθξηκέλα 

γνλίδηα πνπ επηιέρζεζαλ ζα νδεγήζνπλ ζηα ίδηα απνηειέζκαηα, κε ην λα είρακε ρξεζηκνπνηήζεη 

ην ζύλνιν ησλ γνληδίσλ. 

Αληί λα εθαξκόζνπκε από ηελ αξρή όινπο ηνπο αιγνξίζκνπο πνπ πξναλαθέξζεθαλ γηα ην 

ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ, πξάγκα ην νπνίν ζα ήηαλ ρξνλνβόξν, κπνξνύκε λα πξαγκαηνπνηήζνπκε 

ηνλ έιεγρν απηό κε ηνλ ηξόπν πνπ αλαιύεηαη παξαθάησ:  

Γεκηνπξγνύκε ην πξόηππν κείγκα )134772(
dataall

A  γηα ην ζύλνιν πιένλ ησλ δεδνκέλσλ, ην 

νπνίν πξνθύπηεη απ‟ ηε ζρέζε iinitialdataall
aCA . Πνιιαπιαζηάδνπκε δειαδή ηνλ αξρηθό 

πίλαθα δεδνκέλσλ (πίλαθαο όπνπ νη ελδείμεηο NaN έρνπλ αληηθαηαζηαζεί) 
initial

C )2234772( , 

ηνλ νπνίν έρνπκε επίζεο θαλνληθνπνηήζεη ρξεζηκνπνηώληαο ην δπαδηθό ινγάξηζκν, κε ηηο 

αλαινγίεο 
i

a  πνπ πξνέθπςαλ από ηελ εθαξκνγή ηνπ Gradient Descent, αιιά θαη ησλ εληνιώλ 

ειαρηζηνπνίεζεο ηνπ Matlab, γηα ηα πξνβιήκαηα ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ θαη ειαρηζηνπνίεζεο 

εληξνπίαο (πάληα αλαθεξόκαζηε ζηηο θαλνληθνπνηεκέλεο αλαινγίεο). Σπλεπώο έρνπκε θαη πάιη 9 

διαθοπεηικά μείγμαηα για ηη μέθοδο Δλασίζηυν Τεηπαγώνυν και 3 για ηη μέθοδο 

ελασιζηοποίηζηρ ηηρ Δνηποπίαρ, για ηο ζύνολο πλέον ηυν δεδομένυν. Τα κείγκαηα απηά ζα 

ζπγθξηζνύλ κε ηα αληίζηνηρα ησλ 2 κεζόδσλ, γηα δεδνκέλα 27 γνληδίσλ (αλαιύζεθαλ ζην 

πξνεγνύκελν θεθάιαην). Έπεηηα ππνινγίδνπκε ηε κέζε ηηκή θαη ηε δηαζπνξά γηα θάζε έλα από 
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ηα 9 κείγκαηα 
dataall

A , πνπ δεκηνπξγνύληαη από ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ, ελώ ηαπηόρξνλα 

δεκηνπξγνύκε θαη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ηηκώλ ηνπ θάζε κείγκαηνο. Γηα λα κπνξέζνπκε λα 

πηζηνπνηήζνπκε όηη ε ρξήζε κόλν 27 γνληδίσλ είλαη ηαπηόζεκε κε απηή ηνπ ζπλόινπ ησλ 

γνληδίσλ, ζα πξέπεη ε δηαζπνξά θαη ε κέζε ηηκή γηα ην θάζε κείγκα 
dataall

A  λα είλαη ίδηα ή 

ζρεδόλ ίδηα κε ηελ αληίζηνηρε ηνπ κείγκαηνο 
final

A  (κείγκα 27 γνληδίσλ κε θαλνληθνπνηεκέλεο 

ηηκέο). Δπηπιένλ ζα πξέπεη ε γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ αληίζηνηρσλ κεηγκάησλ λα ηαπηίδνληαη, 

θαζώο επίζεο θαη λα πξνζεγγίδνπλ ηε κνξθή ηεο επζείαο, ώζηε λα ηθαλνπνηείηαη θαη ε 

απαηηνύκελε νκνηνκνξθία ηνπ πξόηππνπ κείγκαηνο. 

 

 Μέθοδορ Δλασίζηυν Τεηπαγώνυν 

Πξαγκαηνπνηήζακε ηνλ έιεγρν γηα ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ, γηα ηηο αλαινγίεο 

πξόζκεημεο ησλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ, πνπ πξνέθπςαλ από ηε κέζνδν ησλ ειαρίζησλ 

ηεηξαγώλσλ (Least Squares) θαη από ηελ εληνιή lsqlin. Γηα θάζε δηάλπζκα αλαινγηώλ 
i

a

)122(  εθηειέζακε ζην Matlab ηνλ πνιιαπιαζηαζκό ηνπ κε ηνλ πίλαθα ησλ 34772 

γνληδίσλ 
initial

C  θαη έηζη δεκηνπξγήζακε ην θάζε κείγκα 
dataall

A . Με ηηο έηνηκεο 

ζπλαξηήζεηο ηνπ Matlab, mean θαη var ππνινγίζακε ηε κέζε ηηκή θαη ηε δηαζπνξά 

αληίζηνηρα γηα ην θάζε κείγκα, όπσο θαη γηα ηα δεδνκέλα ησλ 27 γνληδίσλ. Δπηπιένλ, κε 

ρξήζε ηεο εληνιήο ηνπ Matlab hist δεκηνπξγήζακε ην ηζηόγξακκα θάζε κείγκαηνο. 

Σύκθσλα κε ηελ ζηαηηζηηθή, ην ηζηόγξακκα είλαη κία γξαθηθή αλαπαξάζηαζε 

ζπρλνηήησλ, νη νπνίεο αλαπαξίζηαληαη κε ηε κνξθή ξάβδσλ (bars). Πεξηγξάθεη πνηα 

αλαινγία πεξηπηώζεσλ αληηζηνηρεί ζε θαζεκία από ηηο δηαθνξεηηθέο θαηεγνξίεο. Ζ 

ζύληαμε ηεο εληνιήο hist είλαη απηή πνπ θαίλεηαη παξαθάησ 

)(Yhist . 

όπνπ Y  είλαη ε ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο ην ηζηόγξακκα ζέινπκε λα δεκηνπξγήζνπκε. Ζ 

εληνιή stem πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα ηα δεδνκέλα 27 γνληδίσλ, δελ ήηαλ δπλαηό λα 

ρξεζηκνπνηεζεί γηα ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ, γηαηί νδεγνύζε ζε έλα κε επδηάθξηην 

γξάθεκα κείγκαηνο, από ην νπνίν δελ κπνξνύζε λα εμαρζεί θαλέλα ζπκπέξαζκα γηα ηελ 

νκνηνκνξθία. Γηα ηνλ θαιύηεξν θαη επθνιόηεξν έιεγρν ηεο νκνηνκνξθίαο ησλ κεηγκάησλ 

ινηπόλ ρξεζηκνπνηήζακε ην ηζηόγξακκα. Όζα πεξηζζόηεξα ζηνηρεία αληηζηνηρνύλ ζηελ 

ίδηα πεξίπησζε, ηόζν πην πνιύ πξνζεγγίδνπκε ην ηδαληθό ηζηόγξακκα νκνηόκνξθεο 

θαηαλνκήο., ηνπ νπνίνπ ηα ζηνηρεία αλήθνπλ όια ζηελ ίδηα θαηεγνξία. Σηελ πεξίπησζε 

ησλ κεηγκάησλ καο βέβαηα έρνπκε αξθεηά ζηνηρεία πνπ βξίζθνληαη γύξσ από ηελ ίδηα 

ηηκή , αιιά ππάξρνπλ θαη θάπνηα πνπ παξνπζηάδνπλ απνθιίζεηο. Γηα ην ιόγν απηό ην 

ηζηόγξακκα πνπ αλακέλνπκε ζα πεξηκβάλεη ξάβδνπο κηθξνύ ύςνπο, ζε θάπνηεο 

ζπρλόηεηεο. Αμίδεη λα ζπκπιεξώζνπκε όηη κηαο θαη νη ηηκέο ησλ ζηνηρείσλ ησλ 

κεηγκάησλ θπκαίλνληαη ζην δηάζηεκα [4,18] δηαβαζκίζακε ηνλ άμνλα ησλ ζπρλνηήησλ 

κε ηηκέο από [1,20]. Δπίζεο, ην εύξνο (κήθνο) θάζε ξάβδνπ ηνπ ηζηνγξάκκαηνο νξίζηεθε 

ίζν κε 0.1 γηα πην αθξηβή αλάιπζε θαη θαηεγνξηνπνίεζε ησλ ηηκώλ ησλ ζηνηρείσλ.  

Τέινο, ν βαζηθόο ζηόρνο όιεο ηεο παξαπάλσ δηαδηθαζίαο είλαη λα δηαπηζησζεί ην όηη ε 

κείσζε ηεο δηάζηαζεο ησλ γνληδίσλ δελ επεξεάδεη ηα απνηειέζκαηα γηα ηηο αλαινγίεο 

πξόζκεημεο θαη ζπλεπώο γηα ηα κείγκαηα. Απηό κπνξεί λα δηαπηζησζεί ζπγθξίλνληαο ηηο 

κέζεο ηηκέο θαη ηηο δηαζπνξέο γηα όια ηα πηζαλά δεύγε κεηγκάησλ 
finaldataall

AA . Δάλ νη 

κέζεο ηηκέο θαη νη δηαπνξέο ηνπ ζπκπίπηνπλ ηόηε έρνπλ ηελ ίδηα ζπκπεξηθνξά σο πξνο 

ηελ νκνηνκνξθία θαη άξα νδεγνύλ ζε θνηλά απνηειέζκαηα.  
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Σηνπο Πίλαθες 3.15, 3.16, 3.17 πνπ αθνινπζνύλ, παξαζέηνπκε ηα απνηειέζκαηα γηα ηηο 

κέζεο ηηκέο θαη ηηο δηαζπνξέο γηα ηα κείγκαηα 
dataall

A  θαη 
final

A , γηα ηηο ηξεηο πεξηπηώζεηο 

αξρηθνπνίεζεο ηνπ target distribution. Δπίζεο, παξαθάησ αθνινπζνύλ θαη ηα ζρήκαηα 

πνπ παξνπζηάδνπλ ηα ηζηνγξάκκαηα ησλ κεηγκάησλ. 

 

 

Απσικοποίηζη Γιανύζμαηορ 
27

1
init

A  

 

 

 Grad Desc λ=1,967 Grad Desc  λ=10 LSQLIN 

      ALL  DATA   

Μέζε Τηκή 9,1774 9,1652 9,1308 

Γηαζπορά 2,6399 2,4691 2,5279 

      DATA 27x22  

Μέζε Τηκή 9,2464 9,2213 9,0357 

Γηαζπορά 2,0697 2,2531 2,1842 

 

Πίνακαρ 4.12. Σύγθξηζε Μέζσλ Τηκώλ & Γηαζπνξώλ γηα ηα 2 set δεδνκέλσλ )27/1(  

  

 
Σσήμα 4.22. Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα. 34772 γνλίδηα (ι = 1,967 - 27/1

init
A ) 
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Σσήμα 4.23. Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (ι = 10 - 27/1

init
A ) 

 
Σσήμα 4.24. Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (Lsqlin - 27/1

init
A ) 
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Απσικοποίηζη Γιανύζμαηορ 1194,9
init

A  

 

 

 Grad Desc λ=1,967 Grad Desc  λ=10 LSQLIN 

      ALL  DATA   

Μέζε Τηκή 9,1583 9,1493 9,1522 

Γηαζπορά 2,4526 2,4409 2,4816 

      DATA 27x22  

Μέζε Τηκή 9,1850 9,1999 9,1719 

Γηαζπορά 2,1030 2,2906 1,9519 

 

Πίνακαρ 4.13. Σύγθξηζε Μέζσλ Τηκώλ & Γηαζπνξώλ γηα ηα 2 set δεδνκέλσλ )1194,9(  

 

 
Σσήμα 4.25. Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (ι = 1,967 - 1194,9

init
A ) 
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Σσήμα 4.26. Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (ι = 10 - 1194,9

init
A ) 

 
Σσήμα 4.27. Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (Lsqlin - 1194,9

init
A ) 
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Απσικοποίηζη Γιανύζμαηορ )45,8350(log350
2init

A  

 

 

 Grad Desc λ=1,967 Grad Desc  λ=10 LSQLIN 

      ALL  DATA   

Μέζε Τηκή 9,1503 9,1490 9,1648 

Γηαζπορά 2,4416 2,4407 2,5126 

      DATA 27x22  

Μέζε Τηκή 9,1930 9,2477 9,2078 

Γηαζπορά 2,2989 2,2713 2,2713 

 

Πίνακαρ 4.14. Σύγθξηζε Μέζσλ Τηκώλ & Γηαζπνξώλ γηα ηα 2 set δεδνκέλσλ )350(  

 

  
Σσήμα 4.28. Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (ι = 1,967 - 350

init
A ) 
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Σσήμα 4.29. Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα. 34772 γνλίδηα (ι = 10 - 350

init
A ) 

  
Σσήμα 4.30. Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα. 34772 γνλίδηα (Lsqlin - 350

init
A ) 
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Από ηα ηζηνγξάκκαηα παξαηεξνύκε όηη ην κεγαιύηεξν ζύλνιν ησλ ζηνηρείσλ ησλ 

κεηγκάησλ θαη ζπγθεθξηκέλα πεξίπνπ 13.000 ζηνηρεία ζε έλα εύξνο ηηκώλ [7.5, 8.]. 

Δπίζεο, έλα ζύλνιν ζηνηρείσλ, αμηόινγνπ κεγέζνπο είλαη απηό πνπ πεξηιακβάλεη πεξίπνπ 

7000 ζηνηρεία θαη αληηζηνηρεί ζε εύξνο [8, 8.5]. Τν ζύλνιν ησλ ζηνηρείσλ πνπ 

απνθιίλνπλ θαη έρνπλ πνιύ κηθξόηεξεο ή κεγαιύηεξεο ηηκέο απνηειείηαη από 14772 

γνλίδηα. Γελ είλαη πνιύ κηθξό, αιιά είλαη κηθξόηεξν από ην άζξνηζκα ησλ ζηνηρείσλ πνπ 

παίξλνπλ ηηκέο από 7.5 σο 8.5. Σπλεπώο επηηπγράλεηαη αξθεηά κεγάιε νκνηνκνξθία, 

αθνύ 20000 γνλίδηα θπκαίλνληαη γύξσ από ηελ ίδηα πεξίπνπ ηηκή. 

Δπηπιένλ παξαηεξνύκε όηη ηόζν ε δηαζπνξά, όζν θαη ε κέζε ηηκή παξνπζηάδνπλ 

παξόκνηεο ηηκέο γηα ηα δύν δηαθνξεηηθά ζύλνια δεδνκέλσλ. Άξα, ηα κείγκαηα πνπ 

πξνθύπηνπλ γηα ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ είλαη ηζνδύλακα κε απηά πνπ πξνθύπηνπλ 

ρξεζηκνπνηώληαο 27 γνλίδηα. Μπνξνύκε δειαδή λα πνύκε όηη ε ρξήζε ιηγόηεξσλ γνληδίσλ 

θαηαιήγεη ζε ίδηα ζπκπεξάζκαηα, κε απηή ηνπ ζπλόινπ ησλ γνληδίσλ, άξα είλαη αζθαιήο 

θαη δε ράλεηαη θάπνηα ρξήζηκε πιεξνθνξία. 

 

 Μέθοδορ Δλασιζηοποίηζηρ Δνηποπίαρ 

Πξαγκαηνπνηήζακε ηνλ έιεγρν γηα ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ, γηα ηηο αλαινγίεο 

πξόζκεημεο ησλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ, πνπ πξνέθπςαλ από ην πξόβιεκα Διαρηζηνπνίεζεο 

ηεο Δληξνπίαο θαη από ηελ εληνιή lsqnonlin. Γηα θάζε δηάλπζκα αλαινγηώλ 
i

a )122(  

εθηειέζακε ζην Matlab ηνλ πνιιαπιαζηαζκό ηνπ κε ηνλ πίλαθα ησλ 34772 γνληδίσλ 

initial
C  θαη έηζη δεκηνπξγήζακε ην θάζε κείγκα 

dataall
A . Με ηηο έηνηκεο ζπλαξηήζεηο ηνπ 

Matlab, mean θαη var ππνινγίζακε ηε κέζε ηηκή θαη ηε δηαζπνξά αληίζηνηρα γηα ην θάζε 

κείγκα, όπσο θαη γηα ηα δεδνκέλα ησλ 27 γνληδίσλ. Δπηπιένλ, κε ρξήζε ηεο εληνιήο ηνπ 

Matlab hist δεκηνπξγήζακε ηα ηζηνγξάκκαηα γηα θάζε κείγκα. Καη πάιη ν άμνλαο ησλ 

ζπρλνηήησλ ηνπ ηζηνγξάκκαηνο είλαη δηαβαζκηζκέλνο από 1 σο 20, κε κήθνο ξάβδνπ ίζν 

κε 0.1. Σηνλ Πίλαθα 3.18 πνπ αθνινπζεί, παξαζέηνπκε ηα απνηειέζκαηα γηα ηηο κέζεο 

ηηκέο θαη ηηο δηαζπνξέο γηα ηα κείγκαηα 
dataall

A  θαη 
final

A . 

 

 Grad Desc λ=1,967 Grad Desc  λ=10 LSQLIN 

      ALL  DATA   

Μέζε Τηκή 9,154343479 9,154077731 9,153719616 

Γηαζπορά 2,484305128 2,478782922 2,494639854 

      DATA 27x22  

Μέζε Τηκή 9,206521904 9,197167887 9,206521904 

Γηαζπορά 2,076685646 2,042696374 2,388072201 

 

Πίνακαρ 4.15. Σύγθξηζε Μέζσλ Τηκώλ & Γηαζπνξώλ γηα ηα 2 set δεδνκέλσλ 

 

Παξαηεξνύκε όηη νη κέζεο ηηκέο γηα ηα δύν ζύλνια δεδνκέλσλ είλαη ζρεδόλ ίδηεο. Οη 

δηαζπνξέο θαη γηα ηα δύν ζύλνια δεδνκέλσλ θπκαίλνληαη γύξσ απ‟ ηελ ηηκή 2, κε ηηο 

δηαζπνξέο ησλ κεηγκάησλ γηα ην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ (34772 γνλίδηα) λα είλαη ιίγν 

κεγαιύηεξεο. Ζ κηθξή απηή δηαθνξά ζηηο ηηκέο ησλ δηαζπνξώλ κεηαμύ ησλ δύν ζπλόισλ 

δεδνκέλσλ νθείιεηαη ζηελ ύπαξμε πεξηζζόηεξσλ ζηνηρείσλ ζην κείγκα πνπ αληηζηνηρεί 

ζην ζύλνιν ησλ δεδνκέλσλ (34772 ζηνηρεία). Απηό ηζρύεη γηαηί, πεξηζζόηεξα ζηνηρεία 

ζην κείγκα ζπλεπάγεηαη πην κεγάινο αξηζκόο ζηνηρείσλ πνπ παξνπζηάδνπλ απνθιίζεηο, 
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νη νπνίεο κπνξεί λα είλαη θαη εληνλόηεξεο απ‟ όηη ζην κείγκα κε ηα 27 ζηνηρεία (ππήξραλ 

κόλν 5 ζηνηρεία κε απνθιίζεηο). Παξ‟ όια απηά, ε δηαθνξέο ζηηο ηηκέο ησλ δηαζπνξώλ 

είλαη πνιύ κηθξέο, όπσο πξναλαθέξζεθε θαη έηζη κπνξνύκε λα πνύκε όηη ε επηινγή ησλ 

27 γνληδίσλ νδήγεζε ζε απνηειέζκαηα ηαπηόζεκα κε απηά ησλ 34772 γνληδίσλ. 

Δπνκέλσο, κεηώλνληαο ηα γνλίδηα θαηαιήμακε ζε αζθαιή απνηειέζκαηα, ρσξίο λα 

ράζνπκε ζεκαληηθή πιεξνθνξία. 

 

Τέινο, γηα ηηο δύν πεξηπηώζεηο ηηκώλ ηνπ πνιιαπιαζηαζηή ι γηα ηνλ αιγόξηζκν Gradient 

Descent θαη γηα ηελ πεξίπησζε ηεο εληνιήο lsqnonlin παξαζέηνπκε ηα ηζηνγξάκκαηα πνπ 

δεκηνπξγήζακε, κε ζηόρν ηνλ έιεγρν ηεο νκνηνκνξθίαο ησλ κεηγκάησλ πνπ πξνέθπςαλ 

από ην ζύλνιν ησλ γνληδίσλ.  

 

 

 
Σσήμα 4.31. Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (ι = 1,967) 
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Σσήμα 4.32. Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (ι = 10) 

 

 
Σσήμα 4.33. Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα 34772 γνλίδηα (Lsqnonlin) 
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Από ηα ηζηνγξάκκαηα παξαηεξνύκε όηη ην κεγαιύηεξν ζύλνιν ησλ ζηνηρείσλ ησλ 

κεηγκάησλ θαη ζπγθεθξηκέλα πεξίπνπ 13.000 ζηνηρεία ζε έλα εύξνο ηηκώλ [7.5, 8.]. 

Δπίζεο, έλα ζύλνιν ζηνηρείσλ, αμηόινγνπ κεγέζνπο είλαη απηό πνπ πεξηιακβάλεη πεξίπνπ 

7000 ζηνηρεία θαη αληηζηνηρεί ζε εύξνο [8, 8.5]. Τν ζύλνιν ησλ ζηνηρείσλ πνπ 

απνθιίλνπλ θαη έρνπλ πνιύ κηθξόηεξεο ή κεγαιύηεξεο ηηκέο απνηειείηαη από 14772 

γνλίδηα. Γελ είλαη πνιύ κηθξό, αιιά είλαη κηθξόηεξν από ην άζξνηζκα ησλ ζηνηρείσλ πνπ 

παίξλνπλ ηηκέο από 7.5 σο 8.5. Σπλεπώο επηηπγράλεηαη αξθεηά κεγάιε νκνηνκνξθία, 

αθνύ 20000 γνλίδηα θπκαίλνληαη γύξσ από ηελ ίδηα πεξίπνπ ηηκή. 

 

4.3 Τπολογισμός Κάλυψης Μείγματος 
 

Όπσο γλσξίδνπκε από ηε ζεσξία, ην πνζνζηό θάιπςεο νξίδεηαη σο πνζνζηό ησλ θειίδσλ, νη 

νπνίεο έρνπλ πβξηδνπνηεζεί κε ην κείγκα αλαθνξάο θαη παξάγνπλ ζήκα, πάλσ από έλα 

ζπγθεθξηκέλν θαηώθιη πνπ έρεη νξίζεη ν ρξήζηεο. Δπνκέλσο, αξθεί ηα γνλίδηα πνπ απνηεινύλ ην 

κείγκα αλαθνξάο λα πεξηγξάθνληαη από ηηκέο έληαζεο νη νπνίεο είλαη κεγάιεο θαη ζπγθεθξηκέλα 

κεγαιύηεξεο από έλα πξνθαζνξηζκέλν θαηώθιη. Ωο ηηκή θαησθιίνπ επηιέγεηαη ε κέζε ηηκή 

έληαζεο γηα ην ζύλνιν ησλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ, ε νπνία είλαη ίζε κε 350  θαη ζε 

θαλνληθνπνηεκέλε κνξθή, κε ηε ρξήζε δπαδηθνύ ινγαξίζκνπ ίζε κε 4512,8)350(log
2

. Ζ ηηκή 

απηή είλαη ίδηα κε ηελ ηηκή θαησθιίνπ πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ ππνινγηζηηθή κέζνδν εύξεζεο 

ηνπ πξόηππνπ κείγκαηνο αλαθνξάο. Πξόθεηηαη γηα κία ζρεηηθή έξεπλα, πνπ αλαιύζεθε ζην 

Κεθάιαην 1, θαη κε ηελ νπνία επηζπκνύκε λα ζπγθξηζνύκε γηα ηελ επηβεβαίσζε ηεο νξζόηεηαο 

ησλ απνηειεζκάησλ θαη ζπλεπώο θαη ησλ κεζόδσλ πνπ ρξεζηκνπνηνύκε. 

Παξαηεξώληαο ηα ηζηνγξάκκαηα πνπ παξαηέζεθαλ ζηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα γηα ηα κείγκαηα 

πνπ δεκηνπξγνύληαη από ην ζύλνιν ησλ γνληδίσλ (34772) θαη ρξεζηκνπνηώληαο σο θαηώθιη ηελ 

παξαπάλσ ηηκή, κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε πόζα είλαη ηα γνλίδηα, ηα νπνία βξίζθνληαη πάλσ 

από ην θαηώθιη. Διέγρνπκε δειαδή πόζεο ξάβδνη βξίζθνληαη πάλσ από ηε ζπγθεθξηκέλε 

ζπρλόηεηα – θαηώθιη θαη κεηά αζξνίδνπκε ηνλ αξηζκό ησλ γνληδίσλ πνπ αλήθνπλ ζ‟ απηέο ηηο 

ξάβδνπο. Αθνύ πιένλ έρνπκε ηνλ αξηζκό ησλ γνληδίσλ πνπ βξίζθνληαη πάλσ από ην θαηώθιη 

θαη αθνύ γλσξίδνπκε ήδε ην ζύλνιν ησλ γνληδίσλ, κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε ην πνζνζηό επί 

ηηο 100 (%) ηεο θάιπςεο.  

Σηνπο 3 πξώηνπο πίλαθεο ζπλνςίδνληαη ηα πνζνζηά θάιπςεο γηα θάζε κείγκα πνπ δεκηνπξγείηαη 

από ην πξόβιεκα ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ, γηα θάζε πεξίπησζε αξρηθνπνίεζεο, ελώ ζηνλ 

επόκελν πίλαθα ζπλνςίδνληαη ηα πνζνζηά θάιπςεο κεηγκάησλ πνπ πξνέθπςαλ από ηελ 

ειαρηζηνπνίεζε ηεο Δληξνπίαο. 

 

 

 27/1
initial

A  

Gradient 

Descent 

Lsqlin 

λ =1,967 λ = 10 

# Γονιδίυν 19763 19861 19293 

Κάλςτη 56.76% 57.12% 55.48% 

 

Πίνακαρ 4.16. Πνζνζηά Κάιπςεο γηα ην Πξόβιεκα Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ ( 27/1
initial

A ) 
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 1194.9
initial

A  

Gradient 

Descent 

Lsqlin 

λ =1,967 λ = 10 

# Γονιδίυν 19951 19822 19801 

Κάλςτη 57.38% 57% 56.95% 

 

Πίνακαρ 4.17. Πνζνζηά Κάιπςεο γηα ην Πξόβιεκα Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ ( 1194.9
initial

A ) 

 

 350
initial

A  

Gradient 

Descent 

Lsqlin 

λ =1,967 λ = 10 

# Γονιδίυν 19831 19836 19921 

Κάλςτη 57.03% 57.04% 57.29% 

 

Πίνακαρ 4.18. Πνζνζηά Κάιπςεο γηα ην Πξόβιεκα Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ ( 350
initial

A ) 

 

 Gradient 

Descent 

Lsqnonlin 

λ =1,967 λ = 10 

# Γονιδίυν 19837 20004 19677 

Κάλςτη 57.05% 57.53% 56.59% 

 

Πίνακαρ 4.19. Πνζνζηά Κάιπςεο γηα ην Πξόβιεκα Διαρηζηνπνίεζεο Δληξνπίαο 

 

Όπσο αλαιύζεθε θαη παξαπάλσ, νη βέιηηζηεο αλαινγίεο πξόζκεημεο θαη ζπλεπώο, ην κείγκα κε 

ηελ θαιύηεξε ζπκπεξηθνξά σο πξνο ηελ νκνηνκνξθία είλαη απηό πνπ πξνθύπηεη από ην 

πξόβιεκα Διαρηζηνπνίεζεο ηεο Δληξνπίαο, γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ Gradient Descent 

(ι = 10). Όζνλ αθνξά ην πνζνζηό θάιπςεο, ην κείγκα πνπ παξάγεη κεγάιε θάιπςε είλαη επίζεο 

απηό πνπ παξάγεηαη από ην πξόβιεκα Διαρηζηνπνίεζεο ηεο Δληξνπίαο, γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ 

αιγνξίζκνπ Gradient Descent (ι = 10). Οη δηαθνξέο βέβαηα, ηόζν κεηαμύ ησλ 3 δηαθνξεηηθώλ 

κεηγκάησλ πνπ πξνθύπηνπλ από ην πξόβιεκα ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ, όζν θαη κεηαμύ ησλ 

κεηγκάησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ - Διαρηζηνπνίεζεο Δληξνπίαο (γηα ηα δύν δειαδή 

δηαθνξεηηθά πξνβιήκαηα) είλαη αξθεηά κηθξέο. Όκσο, ην πξόβιεκα ειαρηζηνπνίεζεο ηεο 

εληξνπίαο δελ παύεη λα θαηαιήγεη ζε έζησ θαη ιίγν θαιύηεξε θάιπςε. Η βέιηηζηε θάιπςε πνπ 

επηηπγράλεηαη είλαη ίζε κε 57.53% . 

 

 Πξώηνο καο ζηόρνο είλαη λα ζπγθξίλνπκε ηε κέγηζηε θάιπςε, πνπ πξνθύπηεη από ηε 

δηθή καο πινπνίεζε θαη ε νπνία είλαη 57.53%, κε ηελ αληίζηνηρε πνπ πξνθύπηεη από ηελ 

ππνινγηζηηθή κέζνδν γηα ηελ εύξεζε πξόηππνπ κείγκαηνο αλαθνξάο. Ζ ππνινγηζηηθή 

κέζνδνο, όπσο αλαιύεηαη θαη ζην Κεθάιαην 1 θαηαιήγεη ζε έλα κείγκα 22 θπηηαξηθώλ 

ζεηξώλ, από ηηο νπνίεο κόλν νη 11 έρνπλ κεγάιε ζπκκεηνρή. Τν βέιηηζην κείγκα απηό 
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θαηαιήγεη ζε πνζνζηό θάιπςεο ίζν κε 57,12%. Παξαηεξνύκε δειαδή όηη ηα πνζνζηά είλαη 

ίδηα, κε κία κηθξή δηαθνξά (πξνο ην θαιύηεξν) γηα ηε δηθή καο θάιπςε. 

 

 Τέινο, πξαγκαηνπνηήζακε ζύγθξηζε ηεο κέγηζηεο θάιπςεο πνπ αληηζηνηρεί ζην βέιηηζην 

κείγκα (Διαρηζηνπνίεζε Δληξνπίαο), κε ηελ θάιπςε πνπ πξνθύπηεη από ην κείγκα πνπ 

δεκηνπξγείηαη εάλ αλακείμνπκε ηηο θπηηαξηθέο ζεηξέο κε αλαινγίεο 1/22. Γειαδή κε ην 

κείγκα πνπ πξνθύπηεη από κείμε ησλ ζεηξώλ ζε αλαινγίεο 1 πξνο 1.  Απηό πνπ ζέινπκε 

είλαη ε κέγηζηε θάιπςε πνπ πξνθύπηεη από ηελ 1 πξνο 1 αλάκεημε λα είλαη κηθξόηεξε 

από απηήλ γηα κείμε κε ηηο βέιηηζηεο αλαινγίεο (δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο). 

Παξαθάησ παξνπζηάδνπκε ην ηζηόγξακκα ηνπ κείγκαηνο πνπ πξνθύπηεη από κείμε ησλ 

θπηηαξηθώλ ζεηξώλ κε 1 πξνο 1 αλαινγίεο. Δπίζεο, ζηνλ Πίλαθα 4.20 παξαζέηνπκε ηηο 

ηηκέο θάιπςεο πνπ ζέινπκε λα ζπγθξίλνπκε. 

 

 

 
Σσήμα 4.34. Ηζηόγξακκα Μείγκαηνο γηα Αλαινγίεο 1/22 
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 Μείγμα 1-1 Βέληιζηο Μείγμα 

# Γονιδίυν 18776 20004 

Κάλςτη 54% 57.53% 

 

Πίνακαρ 4.20. Σύγθξηζε Τηκώλ Κάιπςεο Αλαινγίεο 1-1 v.s. optimal

i
a  

 

Παξαηεξνύκε δειαδή όηη ζηε δηθή καο πξνζέγγηζε, κε ρξήζε αιγνξίζκσλ  

βειηηζηνπνίεζεο θαηαιήγνπκε ζην όηη ε κείμε θπηηαξηθώλ ζεηξώλ κε αλαινγίεο 1 πξνο 1 

νδεγεί ζε κηθξόηεξε ηηκή θάιπςεο, από ηελ αληίζηνηρε γηα κείμε ησλ ζεηξώλ ζε δηάθνξεο 

αλαινγίεο (βέιηηζηεο αλαινγίεο από ην πξόβιεκα Διαρηζηνπνίεζεο ηεο Δληξνπίαο). Τν 

κείγκα κε αλαινγίεο πξόζκεημεο 1 πξνο 1 άιισζηε δελ έρεη θαιή ζπκπεξηθνξά θαη σο 

πξνο ηελ νκνηνκνξθία, κηαο θαη ε δηαζπνξά ηνπ είλαη ζρεηηθά κεγάιε. 

 

4.4 ΢ύγκριση Αποτελεσμάτων με Τπολογιστικής Μεθόδου – Μεθόδων 
Βελτιστοποίησης   
 

Σηελ ελόηεηα απηή ζα πξνζπαζήζνπκε λα ζπγθξίλνπκε ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνέθπςαλ από 

ηε δηθή καο πξνζέγγηζε, κε ηελ επίιπζε ησλ δύν δηαθνξεηηθώλ πξνβιεκάησλ ειαρηζηνπνίεζεο, 

κε ηα αληίζηνηρα πνπ πξνέθπςαλ από ηελ εθαξκνγή ηεο ππνινγηζηηθήο κεζόδνπ. Γύν είλαη ηα 

θύξηα ζεκεία, σο πξνο ηα νπνία κπνξεί λα γίλεη ε ζύγθξηζε: νη θπηηαξηθέο ζεηξέο πνπ 

δεκηνπξγνύλ ην κείγκα αλαθνξάο γηα θάζε πξνζέγγηζε (πόζεο θαη πνηεο) θαη ην πνζνζηό 

θάιπςεο πνπ επηηπγράλεηαη γηα ην κείγκα θάζε πξνζέγγηζεο. Ζ πεξίπησζε ηεο θάιπςεο 

εμεηάζηεθε ζηελ πξνεγνύκελε ελόηεηα. 

Γηα ηελ πεξίπησζε, ηώξα, ησλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ, ε ππνινγηζηηθή πξνζέγγηζε θαηέιεμε ζε 

βέιηηζην κείγκα κε κόλν 11 ζεκαληηθέο θπηηαξηθέο ζεηξέο. Ζ δηθή καο πξνζέγγηζε θαηέιεμε ζε 

κείγκα αλαθνξάο κε 22 θπηηαξηθέο ζεηξέο, απ‟ ηηο νπνίεο κόλν νη 5 έρνπλ κεγάιε ζπκκεηνρή ζ‟ 

απηό. Οη 5 απηέο ζεηξέο μερώξηζαλ γηαηί, από ηηο 22 βέιηηζηεο αλαινγίεο πξόζκεημεο θπηηαξηθώλ 

ζεηξώλ πνπ πξνέθπςαλ (από ην πξόβιεκα Διαρηζηνπνίεζεο ηεο Δληξνπίαο – Αιγόξηζκνο 

Gradient Descent (ι = 10)), κόλν 5 έρνπλ κεγάιε ηηκή. Οη ζεηξέο ινηπόλ πνπ αληηζηνηρνύλ ζ‟ 

απηέο ηηο αλαινγίεο έρνπλ θαη ηε κεγαιύηεξε βαξύηεηα ζην κείγκα. Γηα λα κπνξέζνπκε όκσο λα 

ζπγθξίλνπκε κείγκαηα κε αληίζηνηρν αξηζκό θπηηαξηθώλ ζεηξώλ γηα ηηο δύν πξνζεγγίζεηο, 

ζπκπιεξώλνπκε ζην κείγκα καο αθόκα 6 θπηηαξηθέο ζεηξέο. Τν πνηεο είλαη νη ζεηξέο πνπ ζα 

ζπκπιεξσζνύλ πξνθύπηεη από ηελ παξαθάησ δηαδηθαζία: ηαμηλνκνύκε ηηο αλαινγίεο από ηε 

κεγαιύηεξε ζηε  κηθξόηεξε. Οη 5 πξώηεο αληηζηνηρνύλ ζηηο θπηηαξηθέο ζεηξέο κε ηε κεγαιύηεξε 

βαξύηεηα, πνπ ήδε έρνπκε ζπκπεξηιάβεη ζην κείγκα. Οη επόκελεο 6, κε ηε δηαδνρηθή ζεηξά πνπ 

εκθαλίδνληαη θαζνξίδνπλ θαη ηηο αληίζηνηρεο θπηηαξηθέο ζεηξέο πνπ ζα ζπκπεξηιεθζνύλ.  

Σηνλ πρώηο πίλαθα παξνπζηάδνληαη νη βέιηηζηεο αλαινγίεο πξόζκεημεο ηεο δηθήο καο 

πξνζέγγηζεο, πνπ πξνέθπςαλ από ηε κέζνδν ηεο ειαρηζηνπνίεζεο ηεο εληξνπίαο. Σηνλ ίδην 

πίλαθα, κε ηε ζήκαλζε √ πξνζδηνξίδνληαη νη αλαινγίεο κε ηηο κεγαιύηεξεο ηηκέο, άξα θαη ηε 

κεγαιύηεξε βαξύηεηα, ώζηε λα θαηαλνήζνπκε πσο πξνέθπςαλ νη 5 ζεκαληηθέο γηα εκάο 

θπηηαξηθέο ζεηξέο.  
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Σην δεύηερο πίλαθα πεξηγξάθεηαη ε ζύγθξηζε ησλ απνηειεζκάησλ γηα ηηο 2 δηαθνξεηηθέο 

πξνζεγγίζεηο. Σηελ πξώηε ζηήιε παξνπζηάδνληαη νη ζπληνκνγξαθίεο ησλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ, 

ζηε δεύηεξε ηα απνηειέζκαηα ηεο ππνινγηζηηθήο κεζόδνπ θαη ζηελ ηξίηε, ηα απνηειέζκαηα ηεο 

δηθήο καο πξνζέγγηζεο, κε ηε ρξήζε κεζόδσλ βειηηζηνπνίεζεο.  

 

 
 

Αναλογίερ Βαπύηηηα 

2,15E-05  

2,68E-04  

2,32E-01 √  (3η Κυτταρική Σειρά) 

2,15E-04  

1,81E-04  

1,04E-04  

2,49E-05  

1,87E-04  

1,72E-05  

1,93E-04  

2,27E-04  

1,05E-04  

2,28E-05  

2,83E-04  

3,94E-04  

2,24E-01 √  (16η Κυτταρική Σειρά) 

2,09E-01 √  (17η Κυτταρική Σειρά) 

9,09E-05  

9,43E-02 √  (19η Κυτταρική Σειρά) 

3,94E-04  

3,94E-04  

2,38E-01 √  (22η Κυτταρική Σειρά) 

 

Πίνακαρ 4.21. Βαξύηεηα Αλαινγηώλ Πξόζκεημεο Κπηηαξηθώλ Σεηξώλ 
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Κςηηαπική Σειπά Υπολογιζηική 

Μέθοδορ 

Μέθοδοι 

Βεληιζηοποίηζηρ 

HL60   

Hs578T √ √ 

McF7  √ 

OVCAR3 √  

Panc1 √  

SKMEL3   

SKMM2   

T47D   

TERA1 √  

U87MG   

Raji √ √ 

JAR   

Saos2 √  

SW872  √ 

THP1 √ √ 

HCT116  √ 

HUVEC √ √ 

HepG2 √  

HeLa  √ 

LNCap √ √ 

Molt4  √ 

WERI1 √ √ 

 

Πίνακαρ 4.22. Σύγθξηζε Κπηηαξηθώλ Σεηξώλ – Υπνινγηζηηθή Μέζνδνο v.s. Μέζνδνο 

Βειηηζηνπνίεζεο 

 

Παξαηεξώληαο ηηο ζηήιεο ηνπ δεύηεξνπ πίλαθα, ζπκπεξαίλνπκε όηη ν αξηζκόο ησλ θπηηαξηθώλ 

ζεηξώλ πνπ δεκηνπξγνύλ ην θάζε κείγκα αλαθνξάο θαη πνπ είλαη θνηλέο θαη γηα ηα δύν κείγκαηα 

είλαη 6 ζηηο 11. Έρνπκε δειαδή κία ηαύηηζε κεγαιύηεξε ηνπ 50%, ην νπνίν καο θάλεη λα 

ζπκπεξάλνπκε όηη ηα κείγκαηα αλαθνξάο ησλ 2 πξνζεγγίζεσλ έρνπλ αξθεηέο νκνηόηεηεο.  
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ΚΕΥΑΛΑΙΟ 5 - ΢ΤΜΠΕΡΑ΢ΜΑΣΑ 

 
5.1 ΢υμπεράσματα  
 

Σηελ εξγαζία απηή ππνινγίζακε ηηο βέιηηζηεο αλαινγίεο πξόζκεημεο θπηηαξηθώλ ζεηξώλ, κε 

ζηόρν ηε δεκηνπξγία ελόο πξόηππνπ, νκνηόκνξθνπ κείγκαηνο αλαθνξάο. Γηα λα επηιύζνπκε ην 

πξόβιεκα απηό ρξεζηκνπνηήζακε κεζόδνπο βειηηζηνπνίεζεο θαη ζπγθεθξηκέλα ηνλ αλαιπηηθό 

αιγόξηζκν Gradient Descent, θαζώο θαη εληνιέο από ην πεξηβάιινλ ηνπ Matlab πνπ πινπνηνύλ 

πξνβιήκαηα βειηηζηνπνίεζεο. Φξεζηκνπνηώληαο δύν από ηα θπξηόηεξα πξνβιήκαηα 

βειηηζηνπνίεζεο, απηό ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ θαη απηό ηεο Διαρηζηνπνίεζεο ηεο 

Δληξνπίαο θαη πξνζαξκόδνληαο ηα δεδνκέλα καο ζηηο καζεκαηηθέο απαηηήζεηο ηνπ θαζελόο, 

ππνινγίζακε ηηο βέιηηζηεο αλαινγίεο πξόζκεημεο. Από ηηο αλαινγίεο απηέο πξνέθπςαλ θαη ηα 

αληίζηνηρα πξόηππα κείγκαηα αλαθνξάο, ησλ νπνίσλ ε νκνηνκνξθία ειέγρζεθε 

ρξεζηκνπνηώληαο σο θξηηήξην ηε δηαζπνξά ησλ κεηγκάησλ, αιιά θαη κέζσ ησλ γξαθηθώλ 

παξαζηάζεσλ πνπ αλαπαξηζηνύλ ηα ζηνηρεία θάζε κείγκαηνο. 

Τα ζπκπεξάζκαηα πνπ πξνέθπςαλ είλαη αξθεηά ηθαλνπνηεηηθά. Σηελ πξνζέγγηζε ηνπ 

πξνβιήκαηόο καο κε ηε κέζνδν ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ ππήξμαλ 3 δηαθνξεηηθέο 

πεξηπηώζεηο αξρηθνπνηήζεηο γηα ην target distribution. Τα πξόηππα κείγκαηα πνπ πξνέθπςαλ γηα 

θάζε πεξίπησζε είλαη νκνηόκνξθα κηαο θαη νη ηηκέο ησλ δηαζπνξώλ ηνπο είλαη πεξίπνπ ίζεο κε 2, 

ηηκή όρη πνιύ θνληά ζην 0 πνπ είλαη ην ηδαληθό, αιιά ζρεηηθά κηθξή, ζπγθξηλόκελε κε ην εύξνο 

ηηκώλ. Δμεηάδνληαο ζην ζύλνιό ηνπο ηηο κέζεο ηηκέο θαη ηηο δηαζπνξέο γηα θάζε πεξίπησζε 

αξρηθνπνίεζεο παξαηεξνύκε όηη είλαη ζρεδόλ ίζεο (νη δηαθνξέο ηνπο είλαη αξθεηά κηθξέο), άξα 

ην πξώην ζπκπέξαζκα ην νπνίν κπνξεί λα πξνθύςεη είλαη ην όηη ε αξρηθνπνίεζε, ε νπνία είλαη 

απαξαίηεηε γηα ηε κέζνδν ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ δελ επεξεάδεη ην απνηέιεζκα ησλ 

αλαινγηώλ θαη ζπλεπώο θαη ηε ζύζηαζε ηνπ κείγκαηνο αλαθνξάο. Γειαδή θαηαιήγνπκε ζε 

κείγκαηα κε θνηλά ραξαθηεξηζηηθά, άξα θαη κε θνηλή ζπκπεξηθνξά σο πξνο ηελ νκνηνκνξθία.   

Γηα ηε κέζνδν ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ θαη γηα θάζε πεξίπησζε αξρηθνπνίεζεο 

ρξεζηκνπνηήζεθαλ δύν ηξόπνη πινπνίεζεο, ν αιγόξηζκνο Gradient Descent θαη ε εληνιή lsqlin 

ηνπ Matlab. Σπγθξίλνληαο ηηο δηαζπνξέο ησλ κεηγκάησλ αλαθνξάο γηα ηνπο δύν απηνύο ηξόπνπο 

πινπνίεζεο βιέπνπκε όηη είλαη ζρεδόλ ίζεο θαη θαηαιήγνπκε ζην όηη ηα απνηειέζκαηά καο δελ 

επεξεάδνληαη από ηνλ ηξόπν κε ηνλ νπνίν ζα πινπνηεζεί ην πξόβιεκα ησλ Διαρίζησλ 

Τεηξαγώλσλ. 

Αληίζηνηρα απνηειέζκαηα πξνέθπςαλ γηα ηελ πξνζέγγηζε ηνπ πξνβιήκαηόο καο κε ηε κέζνδν 

ηεο Διαρηζηνπνίεζεο ηεο Δληξνπίαο. Όια ηα πξόηππα κείγκαηα αλαθνξάο πνπ πξνέθπςαλ είλαη 

νκνηόκνξθα. Ζ ζπκπεξηθνξά ηνπο είλαη αξθεηά παξόκνηα, κε θάπνηεο κεγαιύηεξεο όκσο 

δηαθνξέο ζηηο ηηκέο ησλ δηαζπνξώλ, κεηαμύ ησλ δύν ηξόπσλ πινπνίεζεο ηεο κεζόδνπ 

(αιγόξηζκνο Gradient Descent – εληνιή lsqnonlin). Γηα ην ιόγν απηό ζπκπεξαίλνπκε όηη 

θαιύηεξε νκνηνκνξθία παξνπζηάδνπλ ηα κείγκαηα αλαθνξάο πνπ πξνέθπςαλ από ηε ρξήζε ηνπ 

αιγνξίζκνπ Gradient Descent. Ζ ζύγθξηζε κε ηα απνηειέζκαηα πνπ πξνθύπηνπλ από ηελ εληνιή 

lsqnonlin γίλεηαη θαη γηα ηηο δύν πεξηπηώζεηο πνιιαπιαζηαζηή Lagrange ι θαη θαηαιήγεη ζην όηη 

θαη ζηηο δύν πεξηπηώζεηο, ν αιγόξηζκνο νδεγεί ζε θαιύηεξα κείγκαηα αλαθνξάο. 

Σπγθξίλνληαο ηα κείγκαηα αλαθνξάο πνπ πξνέθπςαλ από ηηο δύν δηαθνξεηηθέο πξνζεγγίζεηο 

επίιπζεο ηνπ πξνβιήκαηόο καο (Διάρηζηα Τεηξάγσλα & Διαρηζηνπνίεζε Δληξνπίαο), 

θαηαιήγνπκε ζην όηη θαιύηεξα κείγκαηα σο πξνο ηελ νκνηνκνξθία είλαη απηά πνπ πξνέθπςαλ 

από ηελ Διαρηζηνπνίεζε ηεο Δληξνπίαο. Παξ‟ όηη νη δηαθνξέο πνπ παξνπζηάδνληαη δελ είλαη 
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κεγάιεο θαη παξ‟ όηη νη απαηηήζεηο ηνπ κε γξακκηθνύ πξνβιήκαηνο ηεο Διαρηζηνπνίεζεο ηεο 

Δληξνπίαο ζε ρξόλν θαη πνιππινθόηεηα πινπνίεζεο είλαη κεγαιύηεξεο από ηηο αληίζηνηρεο ηνπ 

πξνβιήκαηνο ησλ Διαρίζησλ Τεηξαγώλσλ, ειαρηζηνπνηώληαο ηελ εληξνπία θαηαιήγνπκε ζε 

θαιύηεξα απνηειέζκαηα γηα ηα πξόηππα κείγκαηα αλαθνξάο. 

Τέινο επηζπκνύζακε λα ζπγθξίλνπκε ηα απνηειέζκαηα ηεο δηθήο καο πξνζέγγηζεο, κε ηα 

αληίζηνηρα πνπ πξνέθπςαλ από κία πξόζθαηε ζρεηηθή πξνζέγγηζε, ε νπνία ρξεζηκνπνίεζε 

ππνινγηζηηθέο κεζόδνπο γηα ηελ εύξεζε ηνπ πξόηππνπ κείγκαηνο αλαθνξάο. Αμίδεη βέβαηα λα 

ζεκεηώζνπκε όηη ε πξνζέγγηζε απηή δελ ζηόρεπε ζηε δεκηνπξγία νκνηόκνξθνπ κείγκαηνο 

αλαθνξάο. Γη‟ απηό ζπγθξίλακε ηηο θπηηαξηθέο ζεηξέο πνπ δεκηνπξγνύλ ην βέιηηζην κείγκα 

αλαθνξάο, θαζώο θαη ην πνζνζηό θάιπςεο ηνπ βέιηηζηνπ κείγκαηνο γηα θάζε πξνζέγγηζε. Σηελ 

ππνινγηζηηθή κέζνδν πξνθύπηεη κείγκα κε κόλν 11 είλαη ζεκαληηθέο θπηηαξηθέο ζεηξέο. Σηε 

δηθή καο πξνζέγγηζε, ζεκαληηθέο είλαη νη 5 από ηηο 22 θπηηαξηθέο ζεηξέο.  Γηα λα κπνξέζνπκε 

όκσο λα ζπγθξίλνπκε ηα κείγκαηα, ρξεηάζηεθε λα πξνζζέζνπκε ζην δηθό καο 6 επηπιένλ ζεηξέο, 

ησλ νπνίσλ ε βαξύηεηα κπνξεί λα κελ ήηαλ ηόζν κεγάιε, όζν ησλ 5, αιιά ήηαλ αξθεηά θαιή. 

Απηό έγηλε γηα λα ζπγθξηζνύλ κείγκαηα πνπ πξνθύπηνπλ από ηε κείμε ίζνπ αξηζκνύ θπηηαξηθώλ 

ζεηξώλ. Καηαιήμακε ζε 6 θνηλέο θπηηαξηθέο ζεηξέο κεηαμύ ησλ δύν κεηγκάησλ, από ηηο 11 

βέιηηζηεο.  Όζν γηα ην πνζνζηό θάιπςεο, γηα ηελ ππνινγηζηηθή κέζνδν, ε κέγηζηε θάιπςε είλαη 

ίζε κε 57,12%, ελώ γηα ηε δηθή καο πινπνίεζε ηζνύηαη κε 57.53%, δειαδή νη δύν δηαθνξεηηθέο 

πξνζεγγίζεηο θαηαιήγνπλ ζε θνηλά απνηειέζκαηα.  

 

5.2 Μελλοντική Εργασία 
 

Παξά ην γεγνλόο όηη ηα απνηειέζκαηα ηα νπνία πξνέθπςαλ από ηελ αλσηέξσ αλάιπζε είλαη 

αξθεηά ηθαλνπνηεηηθά, δελ παύνπλ λα ππάξρνπλ ηδέεο γηα κία πην νινθιεξσκέλε αληηκεηώπηζε 

ηνπ πξνβιήκαηνο απηνύ. 

 

 Μία πξώηε ηδέα είλαη ε πεηξακαηηθή ρξήζε ησλ πξόηππσλ κεηγκάησλ αλαθνξάο πνπ 

πξνέθπςαλ από ηελ εξγαζία απηή, ζε εμεηδηθεπκέλα εξγαζηήξηα Μνξηαθήο Βηνινγίαο, 

πνπ αζρνινύληαη κε αλάιπζε κηθξνζπζηνηρηώλ. Τνπνζεηώληαο ηα κείγκαηα αλαθνξάο ζε 

κηθξνζπζηνηρίεο, απηά πβξηδνπνηνύληαη κε ηα γνλίδηα πνπ είλαη δηάζηηθηα ζηηο 

κηθξνζπζηνηρίεο. Από ηελ πβξηδνπνίεζε ιακβάλνπκε ηελ απαξαίηεηε πιεξνθνξία γηα ηα 

γνλίδηα απηά. Γηα λα ειέγμνπκε πόζν θαιό είλαη ην κείγκα αλαθνξάο πνπ 

ρξεζηκνπνηήζεθε, αξθεί λα αλαιύζνπκε ηελ πιεξνθνξία πνπ ιακβάλνπκε. Δάλ ηα 

γνλίδηα είλαη πιήξσο επδηάθξηηα θαη δηαρσξίζηκα κεηά ηελ πβξηδνπνίεζε θαη έρνπλ 

θνηλέο ηηκέο έληαζεο, ηόηε ην κείγκα αλαθνξάο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε είλαη νκνηόκνξθν 

θαη θαηάιιειν γηα ρξήζε. Έηζη, ρξεζηκνπνηώληαο ηα κείγκαηα ζηελ πξάμε θαη έρνληαο 

σο θξηηήξην ηελ έλλνηα ηεο θάιπςεο, έλαλ δειαδή όξν πνπ ρξεζηκνπνηείηαη πνιύ ζηελ 

αλάιπζε κηθξνζπζηνηρηώλ, κπνξνύκε λα ειέγμνπκε ηελ θαηαιιειόηεηα ησλ κεηγκάησλ 

αλαθνξάο πνπ πξνέθπςαλ από ηελ πινπνίεζή καο.  Δπίζεο, ζε πεξίπησζε πνπ ηα 

κείγκαηα απηά δελ είλαη θαηάιιεια, κπνξνύκε κέζσ ηεο πεηξακαηηθήο αλάιπζεο λα 

θαηαιάβνπκε πνπ ππάξρεη ην πξόβιεκα θαη έηζη λα βειηηώζνπκε ηελ πινπνίεζή καο. 
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 Τέινο, κία δεύηεξε ηδέα είλαη ε ρξήζε γελεηηθώλ αιγνξίζκσλ γηα ηελ επηινγή ησλ 

παξακέηξσλ ηεο βειηηζηνπνίεζεο. Πξόθεηηαη γηα αιγνξίζκνπο επίιπζεο πξνβιεκάησλ, 

πνπ είλαη εκπλεπζκέλνη από ηηο αξρέο ηεο Βηνινγηθήο Δμέιημεο. Οη αιγόξηζκνη απηνί 

εθηεινύλ αλαδήηεζε ζην ρώξν ησλ ππνςήθησλ ιύζεσλ, κε ζηόρν ηελ εύξεζε απνδεθηήο 

ιύζεο, ζύκθσλα κε θάπνην θξηηήξην. Τν πιενλέθηεκα ησλ αιγνξίζκσλ απηώλ, ζε ζρέζε 

κε απηνύο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηε δηθή καο πινπνίεζε είλαη ην όηη κπνξνύλ λα 

βξνπλ κία αξθεηά θαιή ιύζε, ζε έλα εύινγν ρξνληθό δηάζηεκα.  

 

Σπλνςίδνληαο, όια ηα παξαπάλσ απνηεινύλ ζεκαληηθέο επεθηάζεηο, ώζηε λα δεκηνπξγεζνύλ 

πξόηππα κείγκαηα αλαθνξάο πνπ ζα είλαη εθαξκόζηκα ζην επξύ πεδίν ηεο αλάιπζεο 

κηθξνζπζηνηρηώλ.    
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ΠΑΡΑΡΣΗΜΑ Α 

 
(1)Α.1 Ερμηνεία Κυτταρικών ΢ειρών  
 

Οη 22 θπηηαξηθέο ζεηξέο πνπ ππάξρνπλ ζηα δεδνκέλα ηνπ πξνβιήκαηόο καο πεξηγξάθνπλ 

αλζξώπηλα θαξθηλώκαηα. Μία θπηηαξηθή ζεηξά πνπ αληηζηνηρεί ζε θάπνην θαξθίλσκα 

απνηειείηαη από ζπγθεθξηκέλα γνλίδηα, κε ζπγθεθξηκέλεο ηηκέο έληαζεο ησλ γνληδίσλ απηώλ. 

Απηό ηζρύεη γηα λα κπνξνύκε λα δηαρσξίδνπκε ηε κία θπηηαξηθή ζεηξά από ηελ άιιε θαη γηα λα 

γλσξίδνπκε πνηα ζπγθεθξηκέλε πιεξνθνξία πεξηιακβάλνπλ όηαλ ηηο ρξεζηκνπνηνύκε. 

Παξαθάησ παξαηίζεληαη νη ζπληνκνγξαθίεο ησλ θπηηαξηθώλ ζεηξώλ πνπ ζπκκεηέρνπλ ζην 

πξόβιεκά καο, θαζώο θαη πνην είλαη ην αληίζηνηρν θαξθίλσκα πνπ αληηπξνζσπεύνπλ.  

 

Κςηηαπική Σειπά Πηγή Καπκινώμαηορ 

HL60 Μπειόο ησλ Οζηώλ 

Hs578T Θειαζηηθόο Αδέλαο 

McF7 Θειαζηηθόο Αδέλαο 

OVCAR3 Ωνζήθεο 

Panc1 Πάγθξεαο 

SKMEL3 Γέξκα 

SKMM2 Μπειόο ησλ Οζηώλ 

T47D Θειαζηηθόο Αδέλαο 

TERA1 ΄Οξρεηο 

U87MG Δγθέθαινο 

Raji Β – Λεκθνθπηηάξσλ 

JAR Γελλεηηθά ΄Οξγαλα 

Saos2 Οζηά 

SW872 Ληπνζάξθσκα 

THP1 Αίκα 

HCT116 ΄Δληεξν 

HUVEC Αηκνθόξα Αγγεία 

HepG2 Σπθώηη 

HeLa Απρέλα 

LNCap Πξνζηάηεο 

Molt4 Τ – Λεκθνθπηηάξσλ 

WERI1 Ακθηβιεζηξνεηδήο 

Φηηώλαο Μαηηνύ 

 

Πίνακαρ Α.1. Σπληνκνγξαθίεο & Πεγέο Καξθηλσκάησλ Κπηηαξηθώλ Σεηξώλ 
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(2)A.2  Καταγραφή 27 Γονιδίων έπειτα από τη χρήση ΢υσχέτισης 
 

Μεηά από ηελ εθαξκνγή ηεο ζπζρέηηζεο ζηα αξρηθά δεδνκέλα καο θαη πξηλ πξνθύςεη ν ηειηθόο 

πίλαθαο κε ηα 27 γνλίδηα θαη ηηο 22 θπηηαξηθέο ζεηξέο ππάξρεη έλα αξρείν, ζην νπνίν 

απνζεθεύνληαη ηηκέο 0 θαη 1. Ζ ηηκή 0 ζπλεπάγεηαη όηη δελ ππάξρεη θακία ζπζρέηηζε κεηαμύ 

απηνύ ηνπ γνληδίνπ θαη ησλ ππνινίπσλ, θαη επνκέλσο ην γνλίδην δε πξέπεη λα απνξξηθζεί, ελώ ε 

ηηκή 1 ππνδειώλεη ζπζρέηηζε θαη ην γνλίδην κπνξεί λα απνξξηθζεί. Φξεζηκνπνηώληαο σο βάζε 

ην αξρείν απηό θαηαγξάςακε πνηα είλαη ηα γνλίδηα ηα νπνία ηειηθά απνηεινύλ ηνλ πίλαθα 

δενκέλσλ κεγέζνπο 27x22. Τα γνλίδηα πνπ θξαηήζεθαλ είλαη απηά πνπ αληηζηνηρνύλ ζηελ ηηκή 

0, ζην βνεζεηηθό αξρείν. Σηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί παξαζέηνπκε ηα 27 απηά γνλίδηα. 

 

 

H200000001 H200000018 H200000092 

H200000002 H200000022 H200000115 

H200000005 H200000025 H200000128 

H200000006 H200000035 H200000136 

H200000008 H200000037 H200000139 

H200000010 H200000063 H200000141 

H200000011 H200000073 H200000163 

H200000012 H200000081 H200000170 

H200000014 H200000091 H200000291 

 

Πίνακαρ Α.2. Πξνζδηνξηζκόο 27 γνληδίσλ πνπ πξνέθπςαλ κε ηε ρξήζε ζπζρέηηζεο 
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Α.3 Βαρύτητα Κυτταρικών ΢ειρών για το Βέλτιστο Μείγμα  
 

Τν βέιηηζην κείγκα πνπ πξνέθπςε από ηελ πινπνίεζή καο είλαη απηό πνπ πξνθύπηεη από ην 

πξόβιεκα Διαρηζηνπνίεζεο ηεο Δληξνπίαο, έπεηηα από ηελ αλαιπηηθή εθαξκνγή ηνπ 

αιγνξίζκνπ Gradient Descent θαη γηα ηηκή ηνπ πνιιαπιαζηαζηή ι ίζε κε 10. Δμεηάδνληαο ηηο 

αλαινγίεο πνπ δεκηνύξγεζαλ ην βέιηηζην απηό κείγκα κπνξνύκε λα ζπκπεξάλνπκε πνηεο 

θπηηαξηθέο έρνπλ ζεκαληηθή ζπκκεηνρή ζηε δεκηνπξγία ηνπ κείγκαηνο θαη πνηεο όρη. Σηνλ 

παξαθάησ πίλαθα κε ηε ζήκαλζε √ παξνπζηάδνληαη νη ζεηξέο κε ηε κεγάιε ζπκκεηνρή ζην 

κείγκα. 

 

Κςηηαπική Σειπά Βαπύηηηα 

HL60  

Hs578T  

McF7 √ 

OVCAR3  

Panc1  

SKMEL3  

SKMM2  

T47D  

TERA1  

U87MG  

Raji  

JAR  

Saos2  

SW872  

THP1  

HCT116 √ 

HUVEC √ 

HepG2  

HeLa √ 

LNCap  

Molt4  

WERI1 √ 

 

Πίνακαρ Α.3. Βαξύηεηα Κπηηαξηθώλ Σεηξώλ ζην Βέιηηζην Μείγκα 
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