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Δσταρηζηίες 

Γξάηηνκαη ηεο επθαηξίαο γηα λα επραξηζηήζσ πξνζσπηθά ηνλ επηβιέπνληα θαζεγεηή κνπ θύξην 

Μαξηλάθε Ησάλλε, πνπ κνπ έδσζε ηελ επθαηξία λα εξγαζζώ ζε έλα ηόζν ελδηαθέξνλ αιιά θαη 

δπλακηθά εμειηζζόκελν εξεπλεηηθό πεδίν. 

Αθνινύζσο ζα ήζεια λα αθηεξώζσ απηή ηελ δηπισκαηηθή εξγαζία ζηελ νηθνγέλεηα κνπ θαη 

ηδηαίηεξα ζηελ κεηέξα κνπ Παλαγηώηα σο ειάρηζηε έλδεημε επγλσκνζύλεο γηα ηελ ακέξηζηε 

ζπκπαξάζηαζε πνπ κνπ παξείρε θαζόιε ηε δηάξθεηα ησλ ζπνπδώλ κνπ ζην Πνιπηερλείν Κξήηεο. 

Σέινο, επραξηζηώ όινπο κνπ ηνπο θίινπο γηα ηελ ςπρνινγηθή ππνζηήξημε πνπ κνπ παξείραλ 

ζπλερώο όια απηά ηα ρξόληα. Ηδηαίηεξε κλεία αμίδεη ζηνλ Φίιν θαη κεηαπηπρηαθό θνηηεηή ηνπ 

ηκήκαηνο Ζιεθηξνληθώλ Μεραληθώλ θαη Μεραληθώλ Τπνινγηζηώλ, Μαξθόπνπιν Παλαγηώηε, ν 

νπνίνο κε θαηέζηεζε επηδέμην ρξήζηε ηνπ ινγηζκηθνύ Matlab. 
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Κεθάιαην 1 – Δηζαγσγή 

1.1. Logistics θαη Δθοδηαζηηθή Αισζίδα 

 

Ζ έλλνηα ησλ Logistics θαη ηνπ ζρεδηαζκνύ ηεο εθνδηαζηηθήο αιπζίδαο θάζε άιιν παξά 

θαηλνύξηεο κπνξνύλ λα ζεσξεζνύλ. Από ηε κεηαθνξά ησλ πξώησλ πιώλ γηα ην ρηίζηκν ησλ 

ππξακίδσλ θαη ηεο Αθξόπνιεο ηεο Αζήλαο, κέρξη ηνλ αλεθνδηαζκό ησλ αξραηνηάησλ ζηξαηηώλ 

ζπνπδαίν ξόιν έπαηδε ν ηξόπνο κε ηνλ νπνίν ζα γηλόηαλ δπλαηή ε ξνή ησλ πιηθώλ από ηνλ 

πξνκεζεπηή ή ηνλ θαηαζθεπαζηή κέρξη ηνλ θαηαλαισηή ή ελδηαθεξόκελν, θαζώο θαη ε πηζαλή 

ξνή πιεξνθνξηώλ κεηαμύ ησλ κειώλ απηήο ηεο αιπζίδαο.  

΢ηηο αξρέο ηνπ 1900 αλαγλσξίζηεθαλ ηα ζπγθξηηηθά πιενλεθηήκαηα πνπ ζα κπνξνύζε λα 

πξνζθέξεη ε ρξήζε ησλ Logistics ζηνλ αληαγσληζκό ησλ κεγάισλ επηρεηξήζεσλ. Έηζη άξρηζαλ 

νη πξνζπάζεηεο γηα ηελ βειηηζηνπνίεζε ηεο παξαγσγήο-εμππεξέηεζεο σο ζύλνιν θαη όρη σο 

ρσξηζηέο κνλάδεο ηεο παξαγσγηθήο δηαδηθαζίαο. ΢ύκθσλα κε ην [2], ήηαλ νArch Shawo νπνίνο 

δηαηύπσζε πσο είλαη κεγαιύηεξεο ζεκαζίαο ε βειηηζηνπνίεζε ηεο εθνδηαζηηθήο αιπζίδαο ζαλ 

ζύλνιν από όηη ζε κεκνλσκέλα θνκκάηηα. 

Σα logistics απνζθνπνύλ ζηελ παξαγσγή πξντόλησλ κε όζν ην δπλαηόλ ρακειόηεξν θόζηνο, ζηε 

δηαηήξεζε ησλ πξντόλησλ κε ηνλ θαιύηεξν δπλαηό ηξόπν, ζηελ πιήξε αμηνπνίεζε ησλ πιηθώλ 

κέζσλ ηεο επηρείξεζεο, ζηε κεηαθνξά ησλ πξντόλησλ κε ην ρακειόηεξν δπλαηό θόζηνο θαη ηηο 

κηθξόηεξεο δπλαηέο θαζπζηεξήζεηο θαη ηειηθά ζηελ επίηεπμε θεξδνθνξίαο θαη νηθνλνκίαο γηα 

ηελ επηρείξεζε. Αλ θαη αθνξνύλ ζε θάζε είδνπο επηρεηξεκαηηθό ηνκέα θαη θάζε είδνπο 

επηρείξεζε, εθεί πνπ βξίζθνπλ θαηεμνρήλ πξόζθνξν έδαθνο εθαξκνγήο είλαη νη επηρεηξήζεηο 

πνπ δξαζηεξηνπνηνύληαη ζηελ εθνδηαζηηθή αιπζίδα (εκπνξηθέο, κεηαθνξηθέο, παξαγσγηθέο, 

εηαηξίεο απνζήθεπζεο θ.ά.), αλεμαξηήησο ηνπ ηνκέα ηεο νηθνλνκίαο ζηνλ νπνίν αλήθνπλ. Ο όξνο 

"εθνδηαζηηθή αιπζίδα" πεξηγξάθεη ην πιέγκα δηαδηθαζηώλ πνπ απαηηνύληαη ώζηε έλα πξντόλ λα 

πεξάζεη από ηε θάζε ηεο παξαγσγήο ζηε θάζε ηεο θαηαλάισζεο. Μεηαμύ ησλ δηαδηθαζηώλ 

απηώλ μερσξίδεη ε παξαγσγή, ε ηππνπνίεζε, ε απνζήθεπζε, ε δηαθίλεζε θαη ε δηάζεζε ηνπ 

πξντόληνο. 

Όπσο δηαθαίλεηαη από ηα παξαπάλσ, logistics θαη εθνδηαζηηθή αιπζίδα ζπλδένληαη άξξεθηα. Ζ 

εθνδηαζηηθή αιπζίδα απνηειεί ην βαζηθόηεξν πεδίν εθαξκνγήο ησλ logistics, ηα νπνία 

απνηεινύλ ην βαζηθόηεξν δεηνύκελν γηα ηελ νξζνινγηθνπνίεζε θαη ηελ επηηπρία ησλ 

δηαδηθαζηώλ ηεο εθνδηαζηηθήο αιπζίδαο. Σα logistics απαληνύλ ζην πώο πξέπεη λα νξγαλσζνύλ 

νη δηαδηθαζίεο ηεο εθνδηαζηηθήο αιπζίδαο. 
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1.2. Πιαίζηο εργαζίας ηφλ Logistics 

 

Οη βαζηθνί ηνκείο ελαζρόιεζεο ησλ logistics είλαη επηγξακκαηηθά [1]: 

1. Δμππεξέηεζε Πειαηώλ (Customer Service) 

2. Αληαιιαθηηθά θαη Τπεξεζίεο κεηά ηελ Πώιεζε (Parts and Service Support) 

3. ΢πζθεπαζία (Packaging) 

4. Γεκνζηεύζεηο-Τπνζηήξημε ηνπ Πξντόληνο (Publications) 

5. Σξνθνδνζία (Procurement) 

6. Γηαρείξηζε Τιηθώλ (Material Handling) 

7. Γηαρείξηζε Απνζεθώλ θαη Κέληξσλ Γηαλνκώλ (Warehousing and Storage) 

8. Γηαρείξηζε Δπηζσξεπζέλησλ Πξντόλησλ (Return Goods Handling) 

9. Αληίζηξνθε Δθνδηαζηηθή (Reverse Logistics) 

10. Πξόβιεςε Εήηεζεο (Demand Forecasting) 

11. Υσξνζέηεζε Δγθαηαζηάζεσλ (Plant and Ware house Location) 

12. Γηαρείξηζε Απνζεκάησλ (Inventory Management) 

13. Μεηαθορές θαη Γηαλοκή (Transportation and Distribution) 

14. Δπηθνηλσλία θαη Σερλνινγία Δπηθνηλσλίαο (Communication and Communication 

Technology) 

15. Δπεμεξγαζία Παξαγγειηώλ θαη Σερλνινγία Πιεξνθνξηθήο (Other Processing and 

Information Technology) 

16. Δθπαίδεπζε Πξνζσπηθνύ (Personnel Education) 

17. Δθνδηαζηηθή Σξίηνπ (Third Party Logistics) θαη ΢ηξαηεγηθόο ΢πλεηαηξηζκόο (Strategic 

Partnering) 

18. ΢πγθέληξσζε θαη Κεληξνπνίεζε (Concentration and Centralization) 

19. Παγθνζκηνπνηεκέλε Δθνδηαζηηθή (Global Logistics) 

΢ηελ παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία ζα  εμεηαζζεί ην πξνβιήκαηα ηεο κεηαθνξάο θαη δηαλνκήο 

πξντόλησλ κεηαμύ ηνπ ρώξνπ απνζήθεπζεο θαη ησλ ηειηθώλ πξννξηζκώλ-πειαηώλ. Σν 

πξόβιεκα απηό είλαη γλσζηό σο πξόβιεκα δξνκνιόγεζεο νρεκάησλ ή Vehicle Routing 

Problem, ζηελ παγθόζκηα βηβιηνγξαθία. Πνην ζπγθεθξηκέλα ζα αλαιπζεί ην Open Vehicle 

Routing Problem, ηνπ νπνίνπ επεμήγεζε ζα αθνινπζήζεη ζε επόκελν θεθάιαην. ΢ηε ζπλέρεηα  

ηεο εξγαζίαο, γηα ιόγνπο ζπληνκίαο, ζα ρξεζηκνπνηείηαη ν όξνο  VRP θαη OVRP γηα ην θάζε 

πξόβιεκα αληίζηνηρα. 
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Κεφάλαιο 2 – Προβλήματα 
Δρομολόγησης Οχημάτων 

2.1. Δηζαγφγή ζηο πρόβιεκα δροκοιόγεζες οτεκάηφλ 

  

Οη κεηαθνξέο θαη ηα απνζέκαηα είλαη νη πξσηαξρηθέο δξαζηεξηόηεηεο ηεο εθνδηαζηηθήο 

αιπζίδαο πνπ απνξξνθνύλ ην κεγαιύηεξν θόζηνο ηεο επηρείξεζεο. Ζ κεηαθνξά θνξηίνπ 

απνξξνθά κεηαμύ ηνπ ελόο θαη ησλ δύν ηξίησλ ηνπ θόζηνπο ηεο εθνδηαζηηθήο αιπζίδαο. Μεξηθά 

από ηα ιεηηνπξγηθά πξνβιήκαηα πνπ πεξηιακβάλνληαη ζηνλ όξν κεηαθνξά είλαη ην πξόβιεκα 

ηνπ θαζνξηζκνύ θαη ηνπ ειέγρνπ ηεο δηαδηθαζίαο απνζηνιήο πξντόληνο, όπσο επίζεο θαη ν 

ρξνλνπξνγξακκαηηζκόο ησλ νρεκάησλ θαη ησλ πιεξσκάησλ πνπ πξαγκαηνπνηνύλ ηηο κεηαθνξέο. 

Έλα ζύζηεκα κεηαθνξάο κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί κε ηε κνξθή δηθηύνπ θόκβσλ θαη ηόμσλ, 

όπνπ νη θόκβνη αληηπξνζσπεύνπλ ηνπνζεζίεο θαη ηα ηόμα δηαδξνκέο ή ζπλδέζκνπο κεηαμύ 

απηώλ. 

 

Παράδεηγκα VRP 

 

΢ηε βαζηθή πεξίπησζε ηνπ VRP έλα όρεκα μεθηλά από ηελ απνζήθε θαη εμππεξεηεί πειάηεο κε 

πξνθαζνξηζκέλε ζεηξά επίζθεςεο, επηζηξέθνληαο ζηελ απνζήθε γηα επαλαθόξησζε όηαλ απηό 

θξίλεηαη ζθόπηκν. ΢ηόρνο είλαη ε εμππεξέηεζε όισλ ησλ πειαηώλ θαη ε ειαρηζηνπνίεζε ηεο 

δηαλπζείζαο απόζηαζεο (θόζηνπο). ΢ε εηδηθέο πεξηπηώζεηο είλαη ζθόπηκε ε ειαρηζηνπνίεζε  ησλ 

πνηλώλ-θπξώζεσλ πνπ πξνθύπηνπλ από ηε κεξηθή εμππεξέηεζε ησλ πειαηώλ ή ε εμηζνξξόπεζε  

ησλ δηαδξνκώλ ησλ  νρεκάησλ, µε  βάζε  ην ρξόλν κεηάβαζεο θαη ην θνξηίν κεηαθνξάο. 
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΢ηελ θιαζηθή εθδνρή ηνπ VRP, δεκηνπξγείηαη κία ζπρλόηεηα από εμππεξεηήζεηο γηα θάζε 

όρεκα νκνγελνύο ζηόινπ, βαζηζκέλε ζε κία κόλν απνζήθε. Έηζη ν ζθνπόο είλαη λα 

εμππεξεηεζνύλ όινη νη πειάηεο ειαρηζηνπνηώληαο ηελ δηαλπζείζα από ηα νρήκαηα απόζηαζε. 

Κάζε όρεκα έρεη ζηαζεξή ρσξεηηθόηεηα θαη ίζσο έλα πεξηνξηζκό δξνκνινγίσλ ν νπνίνο 

νξηνζεηεί ηελ απόζηαζε πνπ κπνξεί λα δηαλύζεη. Δπίζεο θάζε πειάηεο έρεη γλσζηή δήηεζε θαη 

εμππεξεηείηαη από έλα κόλν όρεκα κε κία κόλν επίζθεςε. ΢ην ηέινο θάζε όρεκα πξέπεη λα 

επηζηέςεη ζηελ απνζήθε. 

Γεληθά ε επίιπζε ελόο VRP δύλαηαη λα έρεη ηνπο θάησζη ζηόρνπο πξνο βειηηζηνπνίεζε: 

 Μέγεζνο ζηόινπ νρεκάησλ 

 Αξηζκόο νδεγώλ 

 Αξηζκόο πξαγκαηνπνηήζηκσλ δηαδξνκώλ αλά εκέξα 

 Μέζνο αξηζκόο ζηάζεσλ ζε θάζε δηαδξνκή 

 Γηαδξνκέο εληόο θαη εθηόο πόιεο 

 ΢πλνιηθό θόζηνο δηαλνκήο 

 Κόζηνο πιεξσκάησλ 

 Μειινληηθέο απαηηήζεηο, πξόβιεςε δήηεζεο 

 Τπνινγηζηηθή δύλακε ηεο εηαηξίαο-νξγαληζκνύ γηα ηελ ππνζηήξημε ηνπ δηθηύνπ 

δηαλνκήο 

 ΢πλδπαζκόο δξνκνινγίσλ κε άιιεο δξαζηεξηόηεηεο 
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2.2. Μαζεκαηηθή Προησποποίεζε 
 

Σν πρόβιεκα δροκοιόγεζες οτεκάηφλ είλαη έλα πξόβιεκα ζπλδπαζηηθήο βειηηζηνπνίεζεο 

θαη θαηά βάζε αθεξαίνπ πξνγξακκαηηζκνύ, ζην νπνίν έλαο αξηζκόο πειαηώλ πξέπεη λα 

εμππεξεηεζεί από έλα ζηόιν νρεκάησλ. Παξνπζηάζηεθε γηα πξώηε θνξά ην 1959 από ηνπο 

Dantzig θαη Ramser  νη νπνίνη ηελ επνρή εθείλε πεξηέγξαςαλ έλαλ ηξόπν γηα ηελ βέιηηζηε 

κεηαθνξά βελδίλεο ζε έλαλ αξηζκό  ζηαζκώλ  ηξνθνδνζίαο. Λίγα  ρξόληα  αξγόηεξα  θαη  

ζπγθεθξηκέλα  ην 1964  νη Wright  θαη Clarke  πξόηεηλαλ  έλαλ  επξεηηθό  αιγόξηζκν  απιεζηίαο  

ν  νπνίνο  ήηαλ ζεκαληηθά βειηησκέλνο ζε ζρέζε µε απηόλ ησλ Danzig-Ramser. 

Τπάξρνπλ αξθεηέο παξαιιαγέο θαη επεθηάζεηο ηνπ θιαζηθνύ VRP. Παξαθάησ παξαζέηεηαη ε 

κνληεινπνίεζε ηνπ «Πεξηνξηζκέλεο Υσξεηηθόηεηαο Πξόβιεκα Γξνκνιόγεζεο Ορεκάησλ» 

(CVRP – Capacitated Vehicle Routing Problem) κε ζθνπό ηελ παξνπζίαζε επηπιένλ 

πεξηνξηζκώλ θαη πην εμειηγκέλσλ αληηθεηκεληθώλ ζπλαξηήζεσλ. Έηζη ην βαζηθό πξόβιεκα 

CVRP κπνξεί λα αλαπαξαζηαζεί ζύκθσλα κε ηα [1] θαη [3] σο: 

Αληηθεηκεληθή ΢πλάξηεζε: 

 
        

 

   

     

 

 

 (2.2.1) 

Τπό ηνπο πεξηνξηζκνύο: 

 
      

          
      

 
 

 

 (2.2.2) 

   

 
         

 

 

         (2.2.3) 

   

 
      

 

 

      

 

 

     
        
        

  (2.2.4) 

   

 
           

 

       

 (2.2.5) 

   

 
           

        
        

  (2.2.6) 

   

 

            
       
         
       

  (2.2.7) 
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Ο πεξηνξηζκόο (2.2.1) εμαζθαιίδεη ηελ εθρώξεζε θάζε θόκβνπ-πειάηε κόλν ζε έλα όρεκα, 

εθηόο ηνπ θόκβνπ-απνζήθεο ν νπνίνο δέρεηαη όια ηα νρήκαηα. Ο (2.2.2) είλαη ν πεξηνξηζκόο 

ρσξεηηθόηεηαο ησλ νρεκάησλ Qk, όπνπ k ν αξηζκόο ησλ νρεκάησλ. Ο (2.2.3) δειώλεη πσο έλα 

όρεκα πνπ επηζθέπηεηαη έλαλ πειάηε αλαγθαζηηθά θεύγεη από απηόλ. Δπίζεο γηα ηα     θαη      

ηζρύεη    =1, εάλ ην όρεκα k επηζθέπηεηαη ηνλ πειάηε j ακέζσο κεηά ηνλ i, αιιηώο είλαη ίζν κε 

κεδέλ. Αλάινγα     =1, εάλ ν πειάηεο i εμππεξεηείηαη από ην όρεκα k, αιιηώο     =0. Οη 

παξαπάλσ ζπλζήθεο ειήθζεζαλ θαη ζην πξόβιεκα ηεο παξνύζεο εξγαζίαο. 

 

2.3. Δπεθηάζεης απιού VRP 

 

Αμίδεη εδώ λα αλαθεξζνύλ επηγξακκαηηθά θάπνηεο ζεκαληηθέο επεθηάζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο 

δξνκνιόγεζεο νρεκάησλ: 

1. Πεξηνξηζκέλεο Υσξεηηθόηεηαο Πξόβιεκα Γξνκνιόγεζεο Ορεκάησλ (Capacitated 

Vehicle Routing Problem) 

2. Πξόβιεκα Γξνκνιόγεζεο Ορεκάησλ Με Παξαιαβέο (Vehicle Routing Problem with 

Backhauls)  

3. Πξόβιεκα Γξνκνιόγεζεο Ορεκάησλ µε Υξνληθά Παξάζπξα (Vehicle Routing Problem 

with Time Windows) 

4. Πξόβιεκα Γξνκνιόγεζεο Ορεκάησλ µε Παξαιαβέο θαη Γηαλνκέο θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 

Γηαδξνκήο (Vehicle Routing Problem with Pickup and Delivery).  

5. Πξόβιεκα Γξνκνιόγεζεο Ορεκάησλ µε Υξνληθά Γηαζηήκαηα, Παξαιαβέο θαη Γηαλνκέο 

(Vehicle Routing Problem with Time Windows and Pickup and Delivery) 

6. Πρόβιεκα Γροκοιόγεζες Οτεκάηφλ, τφρίς επηζηροθή ζηελ αποζήθε (Open 

Vehicle Routing Problem-OVRP) 

7. Πξόβιεκα Γξνκνιόγεζεο Ορεκάησλ µε Υξνληθά Γηαζηήκαηα, ρσξίο επηζηξνθή ζηελ 

απνζήθε (Open Vehicle Routing Problem with Time Windows) 

8. Πξόβιεκα Γξνκνιόγεζεο Ορεκάησλ κε Γύν Δίδε Πειαηώλ θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 

Γηαδξνκήο (Vehicle Routing Problem with backhauls and line-hauls customers) 

9. ΢ηνραζηηθό Πξόβιεκα Γξνκνιόγεζεο Ορεκάησλ (Stochastic or Probabilistic Vehicle 

Routing Problem) 

10. Πξνγξακκαηηζκόο Ορεκάησλ (Vehicle Scheduling Problem – VSP) 
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2.4. Πρόβιεκα Γροκοιόγεζες Οτεκάηφλ, τφρίς επηζηροθή ζηελ αποζήθε – 

OVRP (Open Vehicle Routing Problem) 

 

Ζ βαζηθή δηαθνξά ηνπ OVRP κε ην VRP είλαη πσο ζε απηή ηελ πεξίπησζε ην όρεκα πνπ 

εμππεξεηεί ηνπο πειάηεο δελ επηζηξέθεη ζηελ απνζήθε όηαλ νινθιεξώζεη ηηο επηζθέςεηο ζε 

όινπο ηνπο θόκβνπο-πειάηεο. Απηή ε παξαιιαγή ηνπ θιαζηθνύ VRP εκθαλίζηεθε ζηελ 

βηβιηνγξαθία πάλσ από είθνζη ρξόληα πξηλ, αιιά κόιηο πξόζθαηα ηξάβεμε ην ελδηαθέξνλ ησλ 

εξεπλεηώλ θαη κειεηεηώλ. ΢ήκεξα ην OVRP εθαξκόδεηαη έκπξαθηα θπξίσο ζηε δηαλνκή 

παθέησλ θαη εθεκεξίδσλ. Μεηαθνξείο νη νπνίνη δελ είλαη εξγαδόκελνη ζηελ εηαηξία παξαδόζεσλ, 

ρξεζηκνπνηνύλ ηα δηθά ηνπο νρήκαηα γηα ηηο κεηαθνξέο θαη ζπλεπώο ζην ηέινο ησλ 

εμππεξεηήζεσλ δελ επηζηξέθνπλ ζηελ απνζήθε ή ζηελ εηαηξία. Δηαηξίεο όπσο ε FedEx [4] 

εθαξκόδνπλ ζηελ πξάμε απηό ην πξόηππν εμππεξέηεζεο. Έλα αεξνπιάλν απνγεηώλεηαη από έλα 

αεξνδξόκην-απνζήθε ηεο εηαηξίαο, θάλεη ηηο παξαδόζεηο θαη δελ επηζηξέθεη ζηελ απνζήθε, παξά 

κέλεη ζην ηειεπηαίν αεξνδξόκην.  

΢ε αληίζεζε κε ην VRP, εδώ ην όρεκα δελ δηαλύεη αθξηβή θύθιν αθνύ δελ επηζηξέθεη ζηελ 

απνζήθε, δειαδή νη θόκβνη ζπλδένληαη κε ηελ απνζήθε κέζσ ελόο κνλνπαηηνύ Υάκηιηνλ 

(Hamiltonian Path). Δπηπξνζζέησο πξέπεη λα ππνινγηζζεί θαη ν ειάρηζηνο απαηηνύκελνο αξηζκόο 

νρεκάησλ πνπ απαηηνύληαη γηα λα εμππεξεηεζνύλ όινη νη πειάηεο. 

Σα ηειεπηαία ρξόληα κέζνδνη όπσο tabu search, πξνζνκνησκέλε απόπηπζε, αιγόξηζκνο 

πιεζηέζηεξνπ γείηνλα, έρνπλ εθαξκνζηεί γηα ηελ επίιπζε ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο κε 

επηηπρία. 

Έλα ζέκα πνπ πξνθύπηεη όηαλ έλα πξόβιεκα δξνκνιόγεζεο νρεκάησλ ηαηξηάδεη κε ην πιαίζην 

εξγαζίαο ηνπ OVRP είλαη ε κνληεινπνίεζε απηνύ. ΢ηελ κνληεινπνίεζε θαη ζηελ επίιπζε 

πξαγκαηηθώλ πξνβιεκάησλ δξνκνιόγεζεο νρεκάησλ ν Levy [5] παξαηήξεζε όηη εάλ νη εηαηξίεο 

δελ πιήξσλαλ κεηά ηελ ηειεπηαία παξάδνζε ηόηε ππάξρεη έλα ζεκαληηθό θνκκάηη δηαδξνκήο ην 

νπνίν δελ ζρεηίδεηαη κε ηελ επηζηξνθή ζηελ απνζήθε. ΢πρλά απηό εθαξκόδεηαη ζηελ πξάμε 

όηαλ νη παξαδόζεηο γίλνληαη από εμσηεξηθνύο ζπλεξγάηεο ησλ εηαηξηώλ δηαλνκήο. Απηνί έρνπλ 

ηα δηθά ηνπο νρήκαηα θαη πιεξώλνπλ νη ίδηνη ην θόζηνο ησλ νρεκάησλ θαη ίζσο απνδεκηώλνληαη 

κε βάζε ηελ απόζηαζε πνπ ζα δηαλύζνπλ πξνο ηελ παξάδνζε.  Ζ εηαηξία δελ ρξεηάδεηαη ην 

όρεκα πίζσ ζηελ βάζε ηεο.  

Από ηηο αξρέο ηνπ 1980 έσο θαη ηα ηέιε ηνπ 1990 ην OVRP δελ ιάκβαλε ηδηαίηεξε ζεκαζία 

ζηελ βηβιηνγξαθία ηεο επηρεηξεζηαθήο έξεπλαο. Ωζηόζν από ην 2000 αξθεηνί εξεπλεηέο 

ρξεζηκνπνίεζαλ δηάθνξεο κεζόδνπο γηα ηελ επίιπζε ηνπ. 
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          Στεκαηηθή απεηθόληζε VRP                  Στεκαηηθή απεηθόληζε OVRP 
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Κεθάιαην 3 –Βειηηζηνπνίεζε ζε 

Πξνβιήκαηα Γξνκνιόγεζεο Ορεκάησλ 

3.1. Αιγόρηζκοη βειηηζηοποίεζες προβιεκάηφλ ηες εθοδηαζηηθής αισζίδας 

   

Αμίδεη λα αλαθεξζνύλ επηγξακκαηηθά νη ζεκαληηθόηεξεο από ηηο κεζνδνινγίεο γηα ηελ επίιπζε 

ελόο ηέηνηνπ πξνβιήκαηνο. Αλαθνξηθά ινηπόλ κπνξνύλ λα θαηεγνξηνπνηεζνύλ σο: 

 Μαζεκαηηθόο πξνγξακκαηηζκόο 

 Γξακκηθόο πξνγξακκαηηζκόο  

 Αιγόξηζκνο Simplex 

 Αλάιπζε επαηζζεζίαο 

 Αθέξαηνο θαη Μεηθηόο Αθέξαηνο Πξνγξακκαηηζκόο   

 Υαιάξσζε ηνπ Lagrange 

 Γπλακηθή δεκηνπξγία κεηαβιεηώλ  

 Απινί επξεηηθνί αιγόξηζκνη 

 Αιγόξηζκνη απιεζηίαο (greedy algorithms) 

 Αιγόρηζκος πιεζηέζηεροσ γείηολα 

 Πξνζεγγηζηηθνί αιγόξηζκνη (approximation algorithms) 

 Αιγόξηζκνη ηνπηθήο αλαδήηεζεο (local search algorithms) 

 2-OPT 

 3-OPT 

 k-OPT 

 SWAP 

 Path re-linking 

 WalkSAT θαη GSAT  

 Μεζεπξεηηθνί αιγόξηζκνη 

 Πξνζνκνησκέλε Αλόπηεζε 

 Πεξηνξηζκέλε Αλαδήηεζε 

 Γελεηηθνί θαη Δμειηθηηθνί Αιγόξηζκνη 

 Αιγόξηζκνη Ννεκνζύλεο ΢κήλνπο 

 Βειηηζηοποίεζες Αποηθίας Μσρκεγθηώλ 

 Βειηηζηνπνίεζεο ΢κήλνπο ΢σκαηηδίσλ 

 Βειηηζηνπνίεζεο Εεπγαξώκαηνο Μειηζζώλ 

 Αιγόξηζκνο Γηαζθνξπηζκέλεο Αλαδήηεζεο 

 Γηαδηθαζία Άπιεζηεο Σπραηνπνηεκέλεο Πξνζαξκνζηηθήο Αλαδήηεζεο 

 Αιγόξηζκνο Γηαθνξηθήο Δμέιημεο 
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 Νεπξσληθά Γίθηπα 

Με έληνλα γξάκκαηα αλαγξάθνληαη νη αιγόξηζκνη πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζηα πιαίζηα απηήο 

ηεο εξγαζίαο. 

Οη επξεηηθνί αιγόξηζκνη παξάγνπλ ιύζεηο θαιήο πνηόηεηαο ζε ζρεηηθά ζύληνκν ρξνληθό 

δηάζηεκα. Απηό ζπκβαίλεη γηαηί πξαγκαηνπνηνύλ πεξηνξηζκέλε αλαδήηεζε ζην δηάζηεκα ησλ 

πηζαλώλ ιύζεσλ. Βαζηθά ραξαθηεξηζηηθά ησλ επξεηηθώλ πξνζεγγίζεσλ είλαη: 

 Πξώηνλ, ε αμηνπνίεζε ραξαθηεξηζηηθώλ ηνπ πξνβιήκαηνο όζνλ αθνξά ηα θξηηήξηα θαη 

ηε ζεηξά κε ηελ νπνία επηιέγνληαη νη ππνβέιηηζηεο ιύζεηο θαη επαιεζεύνληαη νη 

πεξηνξηζκνί.  

 Γεύηεξνλ, ην ελδερόκελν ζην ίδην πξόβιεκα αιιά γηα νξηζκέλεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ 

λα παξέρεη θαιύηεξεο ιύζεηο θάπνηνο επξεηηθόο αιγόξηζκνο ελώ γηα άιιεο ηηκέο άιινο . 

Οη κεζεπξεηηθνί αιγόξηζκνη είλαη κέζνδνη επίιπζεο πνπ ζπλδπάδνπλ δηαδηθαζίεο ηνπηθήο 

αλαδήηεζεο θαη πςειόηεξνπ επηπέδνπ ζηξαηεγηθέο γηα λα δεκηνπξγήζνπλ κηα δηαδηθαζία πνπ 

είλαη ηθαλή λα μεθύγεη από θάπνην ηνπηθό ειάρηζην. Σα ηειεπηαία ρξόληα νη πεξηζζόηεξνη 

αιγόξηζκνη πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί γηα ηελ επίιπζε ησλ πξνβιεκάησλ ζπλδπαζηηθήο 

βειηηζηνπνίεζεο αλήθνπλ ζε απηήλ ηελ θαηεγνξία. Οη κεζεπξεηηθνί αιγόξηζκνη ζπλήζσο 

ρξεζηκνπνηνύλ πην παξαδνζηαθνύο επξεηηθνύο αιγόξηζκνπο ζαλ ππνδηαδηθαζίεο ηνπο.   Πνιιέο 

θνξέο κπνξνύλ λα επηηξαπνύλ, ζε θάπνην κεζεπξεηηθό αιγόξηζκν, βήκαηα πνπ νδεγνύλ ζε κε 

εθηθηή ελδηάκεζε ιύζε ζε θάπνην βήκα ηνπ αιγνξίζκνπ. Ο ιόγνο πνπ επηηξέπεηαη απηό είλαη γηα 

λα απνθεπρζεί θάπνην ηνπηθό ειάρηζην θαη ε νιηθή ιύζε πνπ ζα εμαρζεί από ηνλ αιγόξηζκν λα 

είλαη θαιύηεξε. Έλα επηπιένλ ραξαθηεξηζηηθό απηώλ ησλ αιγνξίζκσλ είλαη όηη πξνζνκνηάδνπλ 

κηα δηαδηθαζία πνπ ζπλήζσο έρεη εθαξκνγή ζηε θύζε [1]. 

Σα ζηνηρεία πνπ ρξεζηκνπνηνύλ απηνί νη αιγόξηζκνη θαη κεηαθνξηθά ηα παξαηεξνύκε θαη ζηε 

θύζε είλαη ηα εμήο:  

 Υξεζηκνπνηνύλ έλα αξηζκό από επαλαιεπηηθέο δνθηκέο   

 Πεξηιακβάλνπλ έλα ή πεξηζζόηεξνπο πξάθηνξεο (λεπξώλεο, κόξηα, ρξσκνζώκαηα, 

κπξκήγθηα)  

 Λεηηνπξγνύλ (ζηελ πεξίπησζε ησλ πνιύ – πξαθηόξσλ) βάζε ελόο κεραληζκνύ 

ζπλεξγαζίαο θαη αληαγσληζκνύ 

 Πεξηιακβάλνπλ δηαδηθαζίεο απηό – ηξνπνπνηήζεσλ ησλ επξεηηθώλ παξακέηξσλ ή αθόκα 

θαη ηεο αλαπαξάζηαζεο ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 Σα ραξαθηεξηζηηθά ησλ κεζεπξεηηθώλ είλαη ηα εμήο:  

 Μνληεινπνηνύλ έλα θαηλόκελν πνπ ππάξρεη ζηε θύζε 

 Μπνξνύλ λα κεηαθεξζνύλ εύθνια ζε παξάιιειε κνξθή 

 Δίλαη πξνζαξκνζηηθνί αιγόξηζκνη. 
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3.2. Δσρεηηθοί αιγόρηζκοη ποσ εθαρκόδοληαη ζηε δηπιφκαηηθή εργαζία 

 

΢ηα ππνθεθάιαηα 3.2.1 θαη 3.2.2 αλαθέξνληαη νη κεζνδνινγίεο ησλ αιγνξίζκσλ πιεζηέζηεροσ 

γείηολα θαη 2-OPT. Δλώ ηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ αιγνξίζκνπ βειηηζηοποίεζες αποηθίας 

κσρκεγθηώλ παξνπζηάδνληαη ζην 3.3. 

 

3.2.1. Αιγόρηζκος πιεζηέζηεροσ γείηολα 

 

΢ε απηήλ ηελ επξεηηθή δηαδηθαζία, ν πσιεηήο μεθηλά από θάπνηα πόιε θαη κεηά επηζθέπηεηαη 

ηελ πόιε πνπ είλαη πιεζηέζηεξε ζηελ αξρηθή. Από εθεί επηζθέπηεηαη ηελ πιεζηέζηεξε πόιε πνπ 

δελ έρεη αθόκε επηζθεθηεί, κέρξη όηνπ όιεο νη πόιεηο ζπκπεξηιεθζνύλ ζηελ δηαδξνκή ηνπ, θαη 

ηόηε επηζηξέθεη ζηελ αξρηθή πόιε. Σα βαζηθά βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη:  

Βήκα 1:  Ξεθίλα κε νπνηνδήπνηε θόκβν ζαλ μεθίλεκα ηεο δηαδξνκήο  

Βήκα 2: Βξεο ηνλ πιεζηέζηεξν θόκβν πνπ δελ ζπκπεξηιακβάλεηαη ζηε δηαδξνκή θαη πξόζζεζέ 

ηνλ ζην κνλνπάηη.  

Βήκα 3:  Δπαλάιαβε ην Βήκα 2 κέρξηο όηνπ όινη νη θόκβνη αλήθνπλ ζηελ δηαδξνκή [1]. 

 

3.2.2. Αιγόρηζκος 2-OPT 

 

Ζ ζπγθεθξηκέλε κέζνδνο απνηειείηαη γεληθά από ηε δηαγξαθή δπν αθκώλ θαη ηελ επαλαζύλδεζε 

δπν κνλνπαηηώλ κε δηαθνξεηηθό ηξόπν γηα λα θαζνξηζηεί κηα θαηλνύξγηα δηαδξνκή. Τπάξρεη 

κόλν έλαο ηξόπνο γηα λα επαλαζπλδεζνύλ ηα κνλνπάηηα. 

Ζ δηαδηθαζία ηεο κεζόδνπ γηα κία ζπγθεθξηκέλε δηαδξνκή έρεη σο εμήο:  

 Πξώηα, γηα θάζε θόκβν i=1...,n: Δμεηάδεη όιεο ηηο πηζαλέο 2-opt θηλήζεηο πνπ κπνξεί λα 

γίλνπλ από ηελ i θαη ηελ επόκελε ηεο κέζα ζηελ δηαδξνκή.  

 Αλ κε απηόλ ηνλ ηξόπν είλαη δπλαηή ε κείσζε ηνπ θόζηνο ηεο δηαδξνκήο, ηόηε επηιέγεη 

ηελ θαιύηεξε 2-opt θίλεζε θαη εθαξκόδεη ηηο αιιαγέο ζηελ δηαδξνκή.  

 Απηή ε δηαδηθαζία επαλαιακβάλεηαη έσο όηνπ θηάζεη ζε ζεκείν πνπ είλαη αδύλαην λα 

πξαγκαηνπνηεζεί  επηπιένλ βειηίσζε [1].  

Έηζη έζησ γηα παξάδεηγκα ε αξρηθή ιύζε:   

[… i, j, k, l, m, n, o, p, …] 
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θαη νη δηαδξνκέο πξνο θαηάξγεζε είλαη νη j→k θαη n→o ,νη νπνίεο αλήθνπλ ζηηο αθξηβόηεξεο 

δηαδξνκέο ηεο ζπγθεθξηκέλεο ιύζεο. Σν λέν δηάλπζκα πνπ ζα πξνθύςεη, ε λέα ιύζε δειαδή, ζα 

δηαθέξεη από ηελ αξρηθή κόλν ζηα ζηνηρεία πνπ βξίζθνληαη αλάκεζα ζηα ζηνηρεία j θαη o θαη ζα 

είλαη ε εμήο:  

[… i, j, n, m, l, k, o, p, …]. 

 

Ζ λέα ιύζε όκσο δελ είλαη ζίγνπξα θαιύηεξε ηεο αξρηθήο, γηα απηό ην ιόγν ππνινγίδεηαη ην λέν 

θόζηνο. Αλ ην θόζηνο ηεο ζπγθεθξηκέλεο ιύζεο είλαη θαιύηεξν από ην θόζηνο ηεο αξρηθήο ηόηε 

γίλεηαη δεθηό, εάλ όρη ηόηε επηιέγεηαη κία δηαδξνκή από ηηο αθξηβόηεξεο θαη επηιέγεηαη κία 

δεύηεξε δηαδξνκή, εληειώο ηπραία, ε νπνία θαηαξγείηαη. Μεηά δεκηνπξγείηαη ε λέα ιύζε όπσο 

πεξηγξάθεηαη παξαπάλσ.  

΢ηε ζπλέρεηα γίλεηαη έιεγρνο πάιη ηνπ θόζηνο ηεο λέαο εθηθηήο ιύζεο. Δάλ ην ζπγθεθξηκέλν 

θόζηνο είλαη θαιύηεξν από απηό ηεο αξρηθήο ηόηε ε λέα ιύζε γίλεηαη απνδεθηή, εάλ όρη ηόηε 

παξακέλεη σο θαιύηεξε ε πξνεγνύκελε αξρηθή ιύζε. ΢ην επόκελν βήκα αλαδεηείηαη λέα ιύζε, 

ζέηνληαο ζαλ αξρηθή ιύζε, ηε ιύζε πνπ έγηλε απνδεθηή ζην πξνεγνύκελν βήκα. Απηή ε 

δηαδηθαζία επαλαιακβάλεηαη κέρξη έλα ζεκείν όπνπ ε ιύζε δελ ζα κπνξεί λα βειηησζεί άιιν ή 

κέρξη λα ζπκπιεξσζεί ν κέγηζηνο αξηζκόο βεκάησλ ηεο κεζόδνπ 2-opt. Σέινο επηζηξέθεηαη ζαλ 

απνηέιεζκα κία ιύζε ε νπνία είλαη θαιύηεξε από ηελ αξρηθή, αλ βέβαηα έρεη επέιζεη βειηίσζε. 

Αλ δελ βειηησζεί ε αξρηθή ιύζε ζε θαλέλα βήκα ηεο δηαδηθαζίαο ηόηε επηζηξέθεηαη ζαλ 

απνηέιεζκα ε αξρηθή ιύζε. 

 

 
Σχηματική απεικόνιςη εφαρμογήσ 2-OPT 
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3.3. Αιγόρηζκος βειηηζηοποίεζες αποηθίας κσρκεγθηώλ (Ant Colony 

Optimization – ACO) 

 

Ζ βειηηζηνπνίεζε κε βάζε απνηθίεο κπξκεγθηώλ είλαη έλα ζύζηεκα πνπ κηκείηαη ηελ 

ζπκπεξηθνξά ησλ πξαγκαηηθώλ κπξκεγθηώλ θαηά ηε δηαδηθαζία εύξεζεο ηεο ηξνθήο ηνπο. ΢ηελ 

πξαγκαηηθόηεηα ηα κπξκήγθηα μεθηλνύλ ηπραία ζην ρώξν πξνο εύξεζε ηξνθήο θαη όηαλ βξνπλ 

ηξνθή ηελ κεηαθέξνπλ ζηε θσιηά ηνπο αθήλνληαο πίζσ ηνπο κία ρεκηθή νπζία, ηελ θεξνκόλε. 

Με απηόλ ηνλ ηξόπν είλαη πνιύ πηζαλό ην επόκελν κπξκήγθη λα αθνινπζήζεη ηελ ίδηα δηαδξνκή 

πξνο ηελ ηξνθή. Όζν πην ζύληνκε είλαη ε 

δηαλπζείζα απόζηαζε θαη πεξηζζόηεξε ε 

ηξνθή πνπ βξέζεθε, ηόζε πεξηζζόηεξε 

θεξνκόλε αθήλνπλ ζην κνλνπάηη. Έηζη ε 

πνζόηεηα θεξνκόλεο ζην βέιηηζην 

κνλνπάηη απμάλεηαη ζπλερώο αθνύ όιν 

θαη πεξηζζόηεξα κπξκήγθηα αθνινπζνύλ 

ηελ ζπγθεθξηκέλε δηαδξνκή. Αληίζεηα, 

ζηα ππόινηπα ππνβέιηηζηα κνλνπάηηα ε 

θεξνκόλε ειαηηώλεηαη θαζώο δελ 

πεξλνύλ άιια κπξκήγθηα. 

΢ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο 

απνηθίαο κπξκεγθηώλ ην πξόβιεκα κνληεινπνηείηαη σο πξόβιεκα εύξεζεο κνλνπαηηνύ 

ειαρίζηνπ θόζηνπο ζε έλα γξάθεκα. Κάζε κπξκήγθη απνηειεί κηα μερσξηζηή ιύζε γηα ην 

πξόβιεκα. Καζέλα μεθηλάεη λα θαηαζθεπάζεη κία ιύζε κε βάζε ηελ εκπεηξία-θεξνκόλε πνπ 

έρεη απνθηεζεί από ηηο πξνεγνύκελεο ιύζεηο-κπξκήγθηα. ΢ην ηέινο ησλ επαλαιήςεσλ ζρεδόλ 

όια ηα κπξκήγθηα αθνινπζνύλ ηελ ίδηα δηαδξνκή ε νπνία θξαηείηαη σο βέιηηζηε. 
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3.3.1. Αιγόρηζκος βειηηζηοποίεζες αποηθίας κσρκεγθηώλ ζηο πρόβιεκα ηοσ 

πιαλόδηοσ πφιεηή – TSP (Travelling Salesman Problem) 

 

Σν βαζηθό ραξαθηεξηζηηθό ησλ ηερλεηώλ ζπζηεκάησλ κπξκεγθηώλ είλαη ε ηδηόηεηα λα έρνπλ 

κλήκε (data structures). Δπίζεο έρνπλ ηελ δπλαηόηεηα λα «αηζζάλνληαη» θαη λα αληηδξνύλ 

αλάινγα κε ην πεξηβάιινλ. Δπηπξόζζεηα, είλαη ζπζηήκαηα δηαθξηηνύ ρξόλνπ θαη αιγόξηζκνη 

βειηηζηνπνίεζεο.   

Πην ζπγθεθξηκέλα ζην πξόβιεκα ηνπ πιαλόδηνπ πσιεηή ε θεξνκόλε ηij ζπκβνιίδεη ηελ επηζπκία 

ν πσιεηήο λα επηζθεθηεί ηελ πόιε j ακέζσο κεηά ηελ i. Καηαζθεπάδεηαη έλαο πίλαθαο:  

 
    

 

   
 (3.3.1) 

 

όπνπ cij είλαη ε απόζηαζε από ηνλ θόκβν i ζηνλ j. Έηζη ν πίλαθαο nij ή αιιηώο πίλαθαο επξεηηθήο 

πιεξνθνξίαο δείρλεη ηελ αληηζηξόθσο αλάινγε ζρέζε κεηαμύ ηεο επηζπκίαο ηνπ πσιεηή λα 

επηζθεθζεί ηελ πόιε j ελώ βξίζθεηαη ζηελ i θαη ηνπ θόζηνπο κεηάβαζεο i→j. Αξρηθά θάζε 

κπξκήγθη θαηαζθεπάδεη κία δηαδξνκή-ιύζε μεθηλώληαο από δηαθνξεηηθέο πόιεηο. Κάζε 

κπξκήγθη δηαιέγεη ζε πνηα πόιε ζα πάεη κε βάζε κία πηζαλόηεηα, ε νπνία είλαη ζπλάξηεζε ηεο 

απόζηαζήο ηεο από ηελ πξνεγνύκελε πόιε θαη ηεο ππάξρνπζαο ζην κνλνπάηη απηό θεξνκόλεο. 

Ζ κεηάβαζε από έλαλ θόκβν-πόιε πνπ έρεη ήδε εμππεξεηεζεί απαγνξεύεηαη. Όηαλ ε δηαδξνκή 

ελόο κπξκεγθηνύ ηειεηώζεη ηόηε ηνπνζεηείηαη ζηηο δηαλπζείζεο δηαδξνκέο θεξνκόλε 

αληηζηξόθσο αλάινγε  ηνπ θόζηνπο ηεο ιύζεο-κνλνπαηηνύ. Έλαο αξρηθόο ηξόπνο γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηεο αξρηθήο θεξνκόλεο ζηα ηόμα είλαη: 

 
    

 

Σ 
 (3.3.2) 

 

όπνπ m είλαη ην πιήζνο ησλ κπξκεγθηώλ θαη TC είλαη ην θόζηνο ελόο αξρηθνύ θύθινπ πνπ ζηελ 

παξνύζα δηπισκαηηθή έρεη θαηαζθεπαζηεί κε βάζε ηνλ αιγόξηζκν ηνπ πιεζηέζηεξνπ γείηνλα. 

Σν πνζό ηεο αξρηθήο θεξνκόλεο έρεη κεγάιε ζεκαζία δηόηη αλ ε αξρηθή θεξνκόλε είλαη πνιύ 

κηθξή, ηόηε ππάξρεη ε πεξίπησζε κία ζρεηηθά θαιή αξρηθή ιύζε ελόο κπξκεγθηνύ λα 

θπξηαξρήζεη θαη λα νδεγήζεη ηνλ αιγόξηζκν ζε ηνπηθό βέιηηζην. Αληηζέησο εάλ ε πνζόηεηα ηεο 

αξρηθήο θεξνκόλεο είλαη κεγάιε ζα πξέπεη λα πεξάζεη έλαο κεγάινο αξηζκόο επαλαιήςεσλ έσο 

όηνπ ε πξνζζήθε θεξνκόλεο από ηα κπξκήγθηα λα επεξεάζεη ηε ιύζε.  
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Όπσο πξναλαθέξζεθε ππάξρεη έλαο πηζαλνηηθόο θαλόλαο πνπ νξίδεη ηελ πηζαλόηεηα κεηάβαζεο 

pij από έλαλ θόκβν i ζηνλ j: 

 
    

     
      

 

      
      

  
   

 (3.3.3) 

 

όπνπ Μ είλαη ην ζύλνιν ησλ θόκβσλ πνπ δελ έρνπλ εμππεξεηεζεί θαη α, β δύν παξάκεηξνη πνπ 

θαζνξίδνπλ αλ επεξεάδεη πεξηζζόηεξν ηελ επηινγή ε θεξνκόλε πνπ έρεη ην ηξέρνλ ηόμν ή ε 

επξεηηθή πιεξνθνξία nij απηνύ. Γηα παξάδεηγκα εάλ α=0 είλαη πηζαλόηεξν λα επηιεγνύλ νη 

θνληηλόηεξεο πόιεηο, ελώ εάλ β=0 ηόηε κόλν ε θεξνκόλε ρξεζηκνπνηείηαη, θάηη πνπ δελ νδεγεί 

ζε θαιά απνηειέζκαηα. 

Αθνινύζσο, ελώ όια ηα κπξκήγθηα έρνπλ θαηαζθεπάζεη ηνπο αξρηθνύο θύθινπο γίλεηαη 

ελεκέξσζε θαη ε αλαβάζκηζε ηνπ πίλαθα κε ηηο θεξνκόλεο ηij. Έλαο ηξόπνο είλαη αξρηθά λα 

κεησζεί ε θεξνκόλε θαηά (1-ξ)ηij, όπνπ 0<ξ<1 είλαη έλαο ζπληειεζηήο εμάηκηζεο, έηζη ώζηε 

θαθέο ιύζεηο λα απνξξίπηνληαη θαηά ηελ εθηέιεζε ηνπ αιγνξίζκνπ. ΢ηε ζπλέρεηα ε θεξνκόλε 

ησλ ηόμσλ πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ απμάλεηαη θαηά: 

 

             
 

 

   

 (3.3.4) 

 

όπνπ     
  είλαη ε πνζόηεηα θεξνκόλεο πνπ αθήλεη θάζε κπξκήγθη ζηα ηόμα πνπ πέξαζε θαη 

δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 

 

    
   

 

  
                                            

                                                                                   

  (3.3.5) 

 

όπνπ    ην θόζηνο ηνπ θύθινπ πνπ έρεη δεκηνπξγήζεη ην κπξκήγθη k. Έηζη ε πνζόηεηα 

θεξνκόλεο πνπ αθήλεη θάζε κπξκήγθη είλαη αληηζηξόθσο αλάινγε ηνπ θόζηνπο. Γειαδή, όζν 

θαιύηεξνο είλαη ν θύθινο πνπ έρεη δεκηνπξγήζεη ηόζν πεξηζζόηεξε θεξνκόλε πξνζηίζεηαη ζηε 

δηαλπζείζα δηαδξνκή. Ζ ζηξαηεγηθή πνπ αθνινπζείηαη ζηελ παξνύζα δηπισκαηηθή εξγαζία 

όζνλ αθνξά ηελ δηαδηθαζία ελεκέξσζεο ηεο θεξνκόλεο είλαη λα αθήλνπλ θεξνκόλε όια ηα 

κπξκήγθηα θαη ην βέιηηζην κπξκήγθη κία επηπιένλ πνζόηεηα[1]. 
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Κεθάιαην 4 – Δθαξκνγή ACO ζην OVRP 

4.1. Παροσζίαζε ηοσ προβιήκαηος προς βειηηζηοποίεζε 

 

΢ηα πιαίζηα απηήο ηεο δηπισκαηηθήο επηιύεηαη ην πξόβιεκα δξνκνιόγεζεο νρεκάησλ ρσξίο 

επηζηξνθή απηώλ ζηελ απνζήθε. Δπηπιένλ, ηα νρήκαηα είλαη πεπεξαζκέλεο ρσξεηηθόηεηαο. 

Άξα ην πξνο επίιπζε πξόβιεκα είλαη ην «Πξόβιεκα Γξνκνιόγεζεο Ορεκάησλ Υσξίο 

Δπηζηξνθή ησλ Ορεκάησλ ζηελ Απνζήθε» ή όπσο αλαθέξεηαη ζηελ παγθόζκηα βηβιηνγξαθία 

Open Vehicle Routing Problem. 

Ο αιγόξηζκνο πνπ αλαπηύζζεηαη θαη επηιύεη ην πξναλαθεξζέλ πξόβιεκα εθαξκόδεηαη ζε κία 

ζεηξά παξαδεηγκάησλ πνπ έρνπλ ήδε επηιπζεί ζηα [6], [7], [8]. Σα δεδνκέλα ησλ παξαδεηγκάησλ 

είλαη:  

 ν αξηζκόο ησλ θόκβσλ (n) ρσξίο ηελ απνζήθε,  

 ε ρσξεηηθόηεηα (C) ησλ νρεκάησλ,  

 ν κέγηζηνο ρξόλνο (L) πνπ δύλαηαη έλα όρεκα λα παξακείλεη ζηε δηαδξνκή θαη 

 ν ρξόλνο εμππεξέηεζεο (e) θάζε πειάηε. 

 Πην αλαιπηηθά γηα ηα 14 παξαδείγκαηα: 

Παξαδείγκαηα  n C L e 

C1 50 160   

C2 75 140   

C3 100 200   

C4 150 200   

C5 199 200   

C6 50 160 180 10 

C7 75 140 144 10 

C8 100 200 207 10 

C9 150 200 180 10 

C10 199 200 180 10 

C11 120 200   

C12 100 200   

C13 120 200 648 50 

C14 100 200 936 90 
Πίλαθας 4.1  

Λεπηνκεξήο παξνπζίαζε ηνπ θάζε παξαδείγκαηνο δηαηίζεηαη ζην Παξάξηεκα 1. 

΢ηελ ζηήιε L, όπνπ δελ ππάξρεη αξηζκόο ζεσξνύκε όηη ν ρξόλνο πνπ κπνξεί λα παξακείλεη ζηε 

δηαδξνκή έλα όρεκα είλαη άπεηξνο. ΢πλεπώο, ζε απηά ηα παξαδείγκαηα δελ έρεη ιόγν ύπαξμεο 
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θαη ν ρξόλνο εμππεξέηεζεο. Με βάζε ηα δνζέληα ζηνηρεία κπνξεί εύθνια λα ππνινγηζζεί ν 

ειάρηζηνο απαηηνύκελνο αξηζκόο νρεκάησλ (Kmin) ζε θάζε παξάδεηγκα. Απηόο ζα δίλεηαη σο ην 

πειίθν ηνπ αζξνίζκαηνο ηεο δήηεζεο θάζε πειάηε πξνο ηε ρσξεηηθόηεηα ηνπ νρήκαηνο ή 

       
   

 
   

 
   

όπνπ    ε δήηεζε ηνπ πειάηε i. 

Γηα παξάδεηγκα, ζηελ C2 πεξίπησζε είλαη: 

   

 

   

        

C=140, 

έηζη: 

Κmin= 9,478571 =10 νρήκαηα 

΢πλεπώο ν π νακας 4.1 γίλεηαη: 

Παξαδείγκαηα  n C L e Κmin 

C1 50 160   5 

C2 75 140   10 

C3 100 200   8 

C4 150 200   12 

C5 199 200   16 

C6 50 160 180 10 5 

C7 75 140 144 10 10 

C8 100 200 207 10 8 

C9 150 200 180 10 12 

C10 199 200 180 10 16 

C11 120 200   7 

C12 100 200   10 

C13 120 200 648 10 7 

C14 100 200 936 10 10 
Πίλαθας 4.2 
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4.2. Βέιηηζηες ιύζεης ηφλ παραδεηγκάηφλ ζε παγθόζκηα θιίκαθα 
 

Σα πξναλαθεξζέληα παξαδείγκαηα έρνπλ επηιπζεί θαη νη ιύζεηο ηνπο έρνπλ ζπγθξηζεί ζηα [6], 

[7], [8], [9], [10] θαη [11]. Έηζη ηα κέρξη ζηηγκήο βέιηηζηα απνηειέζκαηα είλαη ηα θάησζη: 

Παξαδείγκαηα 

Πξνβιήκαηνο  

Κόζηνο Αξηζκόο 

Ορεκάησλ 

C1 416.06 5  

C2 567.14 10 

C3 639.74 8 

C4 733.13 12 

C5 894.11 16 

C6 412.96 6 

C7 584.15 10 

C8 644.63 9 

C9 764.56 13 

C10 888.46 17 

C11 682.12 7 

C12 534.24 10 

C13 910.26 11 

C14 591.87 11 
Πίλαθας 4.3 

Οη παξαπάλσ ιύζεηο έρνπλ πξνθύςεη από ηελ εθαξκνγή ηεο πβξηδηθήο ζηξαηεγηθήο, HES- 

hybrid evolution strategy for the open vehicle routing problem πνπ πξνηείλεηαη ζην [6]. 
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4.3. Αιγορηζκηθή προζέγγηζε προβιήκαηος 

 

΢ε απηό ην θεθάιαην παξνπζηάδεηαη έλαο ςεπδνθώδηθαο ηνπ αιγνξίζκνπ πνπ εθαξκόζηεθε γηα 

ηελ επίιπζε ηνπ δνζέληνο πξνβιήκαηνο. Σν ζεσξεηηθό ππόβαζξν γηα ηελ θαηαλόεζε ηεο 

κεζνδνινγίαο αλαθέξζεθε ζην ππνθεθάιαην 3.2. 

 

Αξρηθνπνίεζε  

Γεκηνπξγία αξρηθνύ πιεζπζκνύ κπξκεγθηώλ  

Τπνινγηζκόο επξεηηθήο ζπλάξηεζεο nij γηα θάζε δπλαηό κνλνπάηη  

Δθαξκνγή αιγορίζκοσ πιεζηέζηεροσ γείηολα, ηόζεο θνξέο όζνη θαη νη θόκβνη, γηα ηνλ ππνινγηζκό κίαο 

αξρηθήο, ππνβέιηηζηεο ιύζεο  

Τπνινγηζκόο αξρηθήο θεξνκόλεο ηij γηα θάζε δπλαηό κνλνπάηη  

  

Κύξηα θάζε  

While δελ έρεη θηάζεη ν κέγηζηνο αξηζκόο επαλαιήςεσλ  

 Κάζε κπξκήγθη μεθηλάεη ηελ πνξεία ηνπ από δηαθνξεηηθό θόκβν  

 For θάζε κπξκήγθη  

  While ηθαλνπνηνύληαη νη πεξηνξηζκνί 

Δπηινγή επόκελνπ θόκβνπ πνπ ζα επηζθεθηεί ην κπξκήγθη βάζε ηνπ πίλαθα πηζαλνηήησλ 

πνπ θαηαζθεπάδεηαη ζε θάζε θόκβν ηνπ ζπζηήκαηνο, ζπλάξηεζε ηεο θεξνκόλεο ηij θαη 

ηεο επξεηηθήο πιεξνθνξίαο nij  

  If ππάξρνπλ αλεμππεξέηεηνη πειάηεο  

   ΢ηείιε λέν όρεκα γηα ηελ εμππεξέηεζε ησλ ππνινίπσλ πειαηώλ 

                           Endif 

                           Endwhile 

 Endfor  

 Δύξεζε λέσλ ιύζεσλ  

 For ηα θαιύηεξα κπξκήγθηα κπξκήγθηα 

  Do until βειηησζεί ε ιύζε ή θηάζεη ην κέγηζην αξηζκό επαλαιήςεσλ  

Δθαξκνγή αιγνξίζκνπ 2-OPT  

  Enddo  

 Endfor  

 Update θεξνκόλεο βάζε ησλ λέσλ ιύζεσλ  

 Μείσζε ηεο θεξνκόλεο ζε όια ηα ηόμα 

 Αύμεζε ηεο θεξνκόλεο ζηα ηόμα πνπ πξνζπειάζζεθαλ από ην βέιηηζην κπξκήγθη 

Endwhile  

Return βέιηηζηε ιύζε, βέιηηζην κνλνπάηη 
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Οη πεξηνξηζκνί ηνπ ζπγθεθξηκέλνπ πξνβιήκαηνο είλαη νη αθόινπζνη:  

 Ζ δήηεζε ηνπ επόκελνπ πειάηε λα είλαη κηθξόηεξε από ηελ ππνιεηπόκελε ρσξεηηθόηεηα 

ηνπ νρήκαηνο. 

 Σν άζξνηζκα ηνπ ρξόλνπ κεηάβαζεο από ηνλ ηξέρνληα πειάηε έσο ηνλ επόκελν θαη ηνπ 

ρξόλνπ εμππεξέηεζεο απηνύ λα είλαη κηθξόηεξν από ηνλ ππνιεηπόκελν ρξόλν ηνπ 

νρήκαηνο ζηε δηαδξνκή. 

΢ην επόκελν θεθάιαην παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα ηεο εθαξκνγήο ηνπ αιγνξίζκνπ ζηα 14 

παξαδείγκαηα ηνπ 4.1. 
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Κεθάιαην 5 – Απνηειέζκαηα ACO ζην 

OVRP 

5.1. Παράδεηγκα C1 

 

΢ε απηό ην παξάδεηγκα ην πξόβιεκα απνηειείηαη από n=50 θόκβνπο πξνο εμππεξέηεζε. 

Τπάξρεη πεξηνξηζκόο ζηελ ρσξεηηθόηεηα ηνπ νρήκαηνο, C=160. Πεξηνξηζκόο σο πξνο ην 

κέγηζην ρξόλν πνπ δύλαηαη έλα όρεκα λα παξακείλεη ζηε δηαδξνκή θαη σο πξνο ην ρξόλν 

εμππεξέηεζεο θάζε πειάηε δελ ππάξρεη ζε απηό ην παξάδεηγκα όπσο θαη ζηα C2, C3, C4, C5, 

C11 θαη C12. 

Δθαξκόδνληαο αξρηθά ηνλ αιγόξηζκν ηνπ πιεζηέζηεξνπ γείηνλα (Nearest Neighbor) πξνθύπηεη: 

 MinCost=492.5 

Όπνπ κε MinCost ζα ζπκβνιίδεηαη ην ειάρηζην θόζηνο γηα ηελ θάιπςε ηεο δήηεζεο όισλ ησλ 

πειαηώλ. 

 

5.1.1. Αποηειέζκαηα εθαρκογής ACO θαη 2-OPT ζηο παράδεηγκα 1 

 

Δθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο απνηθίαο κπξκεγθηώλ πξνθύπηεη: 

 MinCost=451,2 

 K=5 

Σν κνλνπάηη πνπ νδήγεζε ζε απηό ην θόζηνο είλαη ην:  

[0 17 37 15 45 33 10 49 9 50 34 30 39 0 27 1 32 11 5 38 16 21 29 2 22 0 6 48 8 26 31 28 3 20 35 

36 0 46 12 47 4 18 14 25 0 44 42 19 40 41 13 24 23 7 43] , 

ή  πνην ζπγθεθξηκέλα, γηα θάζε όρεκα: 

0 17 37 15 45 33 10 49 9 50 34 30 39 

0 27 1 32 11 5 38 16 21 29 2 22 

0 6 48 8 26 31 28 3 20 35 36 

0 46 12 47 4 18 14 25 

0 44 42 19 40 41 13 24 23 7 43 
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5.1.2. Γραθηθή απεηθόληζε ιύζες παραδείγκαηος 1 
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5.2. Παράδεηγκα C2 

 

Όκνηα κε ην C2, πεξηνξηζκόο σο πξνο ην κέγηζην ρξόλν πνπ δύλαηαη έλα όρεκα λα παξακείλεη 

ζηε δηαδξνκή θαη σο πξνο ην ρξόλν εμππεξέηεζεο θάζε πειάηε δελ ππάξρεη νύηε ζε απηό ην 

παξάδεηγκα. Γηα n=75 θαη C=140, εθαξκόδνληαο αξρηθά ηνλ αιγόξηζκν ηνπ πιεζηέζηεξνπ 

γείηνλα (Nearest Neighbor) πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=810 

 

5.2.1. Αποηειέζκαηα εθαρκογής ACO θαη 2-OPT ζηο παράδεηγκα 2 

 

Δθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο απνηθίαο κπξκεγθηώλ πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=694,21 

 K=10 

Ζ δηαδξνκή θαζελόο εθ ησλ 10 νρεκάησλ:  

0 58 10 38 11 31 55  

0 9 39 72 44 32 50 18 25 

0 6 33 63 16 49 24 23 56 

0 2 62 73 1 43 41 42 64 

0 28 30 74 47 36 71 60 70 20 37 

0 75 4 45 29 48 15 57 13 

0 52 27 54 19 59 66 65  

0 34 46 8 35 7 53 14 

0 67 26 12 40 17 51 3  

0 5 21 28 22 61 69 
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5.2.2. Γραθηθή απεηθόληζε ιύζες παραδείγκαηος 2 
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5.3. Παράδεηγκα C3 
 

΢ην παξάδεηγκα C3, n=100 θαη C=200. Δθαξκόδνληαο αξρηθά ηνλ αιγόξηζκν ηνπ πιεζηέζηεξνπ 

γείηνλα (Nearest Neighbor) πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=871 

 

5.3.1. Αποηειέζκαηα εθαρκογής ACO θαη 2-OPT ζηο παράδεηγκα 3 

 

Δθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο απνηθίαο κπξκεγθηώλ πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=811,46 

 K=8 

Ζ δηαδξνκή θαζελόο εθ ησλ 8 νρεκάησλ:  

0 18 83 60 5 84 17 46 8 37 100 91 42 57 41 15 43 14 44 16 61 

0 53 28 27 69 1 50 76 77 3 79 33 81 78 34 35  

0 89 6 94 95 97 92 59 99 96 93 85 98 

0 58 40 21 4 26 12 80 68 29 24 54 55 25 67 

0 13 87 2 73 72 74 22 75 56 39 23  

0 52 88 31 10 62 7 

0 64 19 11 63 90 32 66 65 71 9 51 20 30 70 

0 49 36 47 48 82 45 86 38 
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5.3.2. Γραθηθή απεηθόληζε ιύζες παραδείγκαηος 3 
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5.4. Παράδεηγκα C4 

 

΢ην παξάδεηγκα C4, n=150 θαη C=200. Δθαξκόδνληαο αξρηθά ηνλ αιγόξηζκν ηνπ πιεζηέζηεξνπ 

γείηνλα (Nearest Neighbor) πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=1018.5 

 

5.4.1. Αποηειέζκαηα εθαρκογής ACO θαη 2-OPT ζηο παράδεηγκα 4 

 

Δθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο απνηθίαο κπξκεγθηώλ πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=898,46 

 K=12 

Ζ δηαδξνκή θαζελόο εθ ησλ 12 νρεκάησλ:  

0 98 37 100 91 85 93 99 96 104 59 92 97 117 95 6 60 46 
0 53 105 26 149 109 12 138 28 111 132 69 1 101 70 122 55 
0 27 146 52 127 31 88 148 62 10 108 90 126 63 32 
0 112 89 147 94 13 137 87 144 57 115 2 42 
0 58 40 21 73 72 74 133 22 75 56 139 39 25 24 
0 76 116 77 3 79 129 78 34 35 136 71 103 9 120 51 
0 18 83 114 8 125 45 17 113 61 16 141 44 
0 50 102 33 81 135 65 66 128 20 30 131 
0 106 7 82 48 124 47 36 143 49 19 123 11 
0 118 5 84 86 119 145 15 43 142 14 140 38 
0 80 68 150 121 29 107 64 134 54 130 
0 41 110 4 67 23 
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5.4.2. Γραθηθή απεηθόληζε ιύζες παραδείγκαηος 4 
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5.5. Παράδεηγκα C5 

 

΢ην παξάδεηγκα C5, n=199 θαη C=200. Δθαξκόδνληαο αξρηθά ηνλ αιγόξηζκν ηνπ πιεζηέζηεξνπ 

γείηνλα (Nearest Neighbor) πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=1247 

 

5.5.1. Αποηειέζκαηα εθαρκογής ACO θαη 2-OPT ζηο παράδεηγκα 5 

 

Δθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο απνηθίαο κπξκεγθηώλ πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=1106,18 

 K=17 

Ζ δηαδξνκή θαζελόο εθ ησλ 17 νρεκάησλ: 

0 153 106 194 7 82 48 124 168 47 143 49 64 

0 156 112 89 147 6 183 94 95 117 92 37 98 104 91 46 

0 53 105 26 149 195 109 12 138 28 111 176 1 

0 27 146 167 69 132 162 101 70 30 122 51 9 120 81 78 

0 58 137 13 97 151 59 99 5 118 60 83 17 

0 152 40 180 21 73 72 74 171 22 133 75 55 

0 154 184 76 196 116 77 3 79 129 185 33 157 24 

0 52 127 190 31 88 148 62 159 189 108 90 

0 18 166 199 114 8 174 125 45 113 16 61 173 

0 50 102 158 68 80 177 150 163 134 54 179  

0 96 15 145 41 23 56 186 197 110 121 29 169 34 164 135 

0 198 4 139 187 39 170 25 165 130 155 67 

0 115 2 178 57 144 87 172 42 142 14 192 119 44 140 43 

0 93 85 191 141 86 38 100 193 84 

0 182 

0 36 35 66 65 136 71 161 103 188 20 10  

0 128 160 131 32 63 126 11 175 107 19 123 181 
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5.5.2. Γραθηθή απεηθόληζε ιύζες παραδείγκαηος 5 
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5.6. Παράδεηγκα C6 

 

΢ε απηό ην παξάδεηγκα ην πξόβιεκα απνηειείηαη από n=50 θόκβνπο πξνο εμππεξέηεζε. 

Τπάξρεη πεξηνξηζκόο ζηελ ρσξεηηθόηεηα ηνπ νρήκαηνο, C=160. Δπίζεο πθίζηαηαη θαη ν 

δεύηεξνο πεξηνξηζκόο πνπ αλαθέξζεθε ζην 4.3., σο πξνο ην κέγηζην ρξόλν πνπ δύλαηαη έλα 

όρεκα λα παξακείλεη ζηε δηαδξνκή L=180 θαη σο πξνο ην ρξόλν εμππεξέηεζεο θάζε πειάηε 

e=10 όπσο θαη ζηα C7, C8, C9, C10, C13 θαη C14. Δθαξκόδνληαο αξρηθά ηνλ αιγόξηζκν ηνπ 

πιεζηέζηεξνπ γείηνλα (Nearest Neighbor) πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=467 

 

5.6.1. Αποηειέζκαηα εθαρκογής ACO θαη 2-OPT ζηο παράδεηγκα 6 

 

Δθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο απνηθίαο κπξκεγθηώλ πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=457,31 

 K=6 

Ζ δηαδξνκή θαζελόο εθ ησλ 6 νρεκάησλ:  

0 46 12 47 4 17 37 15 45 33 39 

0 27 1 32 11 38 5 49 9 50 16 29 

0 6 48 8 26 31 28 3 20 35 36 

0 18 14 25 13 41 19 40 

0 22 2 21 34 30 10 44 42 

0 23 7 43 24 
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5.6.2. Γραθηθή απεηθόληζε ιύζες παραδείγκαηος 6 
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5.7. Παράδεηγκα C7 

 

΢ε απηό ην παξάδεηγκα ην πξόβιεκα απνηειείηαη από n=75 θόκβνπο πξνο εμππεξέηεζε. 

Τπάξρεη πεξηνξηζκόο ζηελ ρσξεηηθόηεηα ηνπ νρήκαηνο, C=140. Δπίζεο γηα ηνλ δεύηεξν 

πεξηνξηζκό, ν κέγηζηνο ρξόλνο πνπ δύλαηαη έλα όρεκα λα παξακείλεη ζηε δηαδξνκή είλαη L=144 

θαη ν ρξόλνο εμππεξέηεζεο θάζε πειάηε είλαη e=10. Δθαξκόδνληαο αξρηθά ηνλ αιγόξηζκν ηνπ 

πιεζηέζηεξνπ γείηνλα (Nearest Neighbor) πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=717 

 

5.7.1. Αποηειέζκαηα εθαρκογής ACO θαη 2-OPT ζηο παράδεηγκα 7 

 

Δθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο απνηθίαο κπξκεγθηώλ πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=704,23 

 K=12 

Ζ δηαδξνκή θαζελόο εθ ησλ 12 νρεκάησλ: 

0 68 6 51 17 40 12 72 58 

0 75 4 45 29 48 47 36 71 

0 67 34 46 8 35 7 53 

0 26 52 27 13 57 15 5 37 

0 2 30 74 28 62 73 1 63 

0 16 33 43 41 42 64 22 

0 10 38 65 11 66 

0 3 44 32 9 39 25 50 

0 21 61 69 60 70 20 

0 54 19 59 14 

0 23 56 49 24 18 55  

0 31 
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5.7.2. Γραθηθή απεηθόληζε ιύζες παραδείγκαηος 7 
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5.8. Παράδεηγκα C8 

 

΢ην παξάδεηγκα C8, n=100, C=200, L=207 θαη e=10. Δθαξκόδνληαο αξρηθά ηνλ αιγόξηζκν ηνπ 

πιεζηέζηεξνπ γείηνλα (Nearest Neighbor) πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=765 

 

5.8.1. Αποηειέζκαηα εθαρκογής ACO θαη 2-OPT ζηο παράδεηγκα 8 

 

Δθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο απνηθίαο κπξκεγθηώλ πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=752,62 

 K=10 

Ζ δηαδξνκή θαζελόο εθ ησλ 10 νρεκάησλ: 

0 89 6 94 95 97 92 59 99 96 93 85 91 37 

0 27 28 26 12 80 68 77 3 79 33 81 78 

0 53 40 21 73 72 74 22 41 75 56 39 4 55 25  

0 58 13 87 2 57 15 43 42 100 98 61 16 

0 52 88 31 70 30 20 51 9 71 35 34 

0 69 1 50 76 29 24 54 23 67 

0 18 82 7 62 10 90 32 66 65  

0 60 83 8 46 48 47 36 49 64 11 63 

0 5 84 45 17 86 44 14 38 

0 19 

 

 

 

 

 

 

 

 



42 
 

5.8.2. Γραθηθή απεηθόληζε ιύζες παραδείγκαηος 8 
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5.9. Παράδεηγκα C9 

 

΢ην παξάδεηγκα C9, n=150, C=200, L=180 θαη e=10. Δθαξκόδνληαο αξρηθά ηνλ αιγόξηζκν ηνπ 

πιεζηέζηεξνπ γείηνλα (Nearest Neighbor) πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=893 

 

5.9.1. Αποηειέζκαηα εθαρκογής ACO θαη 2-OPT ζηο παράδεηγκα 9 

 

Δθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο απνηθίαο κπξκεγθηώλ πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=878,80 

 K=14 

Ζ δηαδξνκή θαζελόο εθ ησλ 14 νρεκάησλ: 

0 6 96 104 60 118 5 84 17 113 16 61 

0 53 105 26 149 109 12 138 28 111 132 69 1 101  

0 27 146 52 127 31 88 148 62 10 108 90 126 63 

0 112 89 18 106 7 82 48 123 19 107 11 

0 58 40 21 73 72 74 133 22 75 56 139 39 

0 13 137 87 144 57 115 2 145 41 15 43 

0 94 95 117 97 92 37 100 42 142 14 140 38 

0 76 116 77 3 79 129 78 121 29 24 134 54 

0 50 102 33 81 120 9 103 71 136 35 135 34 

0 59 99 93 85 98 91 141 44 119 86 

0 70 30 122 51 20 128 131 32 66 65 

0 80 68 150 130 55 25 4 110 23 67 

0 83 114 8 125 45 46 124 47 36 143 49 

0 64 
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5.9.2. Γραθηθή απεηθόληζε ιύζες παραδείγκαηος 9 
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5.10. Παράδεηγκα C10 

 

΢ην παξάδεηγκα C10, n=199, C=200, L=180 θαη e=10. Δθαξκόδνληαο αξρηθά ηνλ αιγόξηζκν ηνπ 

πιεζηέζηεξνπ γείηνλα (Nearest Neighbor) πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=1060 

 

5.10.1. Αποηειέζκαηα εθαρκογής ACO θαη 2-OPT ζηο παράδεηγκα 10 

 

Δθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο απνηθίαο κπξκεγθηώλ πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=974,58 

 K=18 

Ζ δηαδξνκή θαζελόο εθ ησλ 18 νρεκάησλ: 

0 116 77 3 79 129 169 78 34 164 120 135 35 

0 156 112 89 147 6 183 94 95 117 97 92 37 98 

0 53 105 26 149 195 179 54 130 165 55 25 170 187 

0 27 146 167 69 132 162 101 70 30 122 51 9 103 

0 58 40 180 21 73 72 197 110 198 4 139 155 

0 152 137 13 87 144 57 178 2 115 145 41 15 

0 154 184 76 196 158 121 29 24 163 134 177 109 

0 52 153 106 194 7 182 148 62 159 10 108 90 126 

0 166 18 60 118 5 84 173 61 16 141 191 91 192 

0 127 190 31 88 189 63 32 131 160 128 20 

0 96 99 59 104 93 85 193 100 151 172 42 43 

0 50 102 157 33 185 81 161 71 136 65 

0 83 199 114 8 174 125 45 46 124 47 168 123 

0 82 48 19 107 175 11 64 49 143 36 

0 171 74 22 133 75 56 186 23 67 39 

0 17 113 86 44 119 14 142 140 38 
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5.10.2. Γραθηθή απεηθόληζε ιύζες παραδείγκαηος 10 
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5.11. Παράδεηγκα C11 
 

΢ην παξάδεηγκα C11, n=120 θαη C=200. Δθαξκόδνληαο αξρηθά ηνλ αιγόξηζκν ηνπ πιεζηέζηεξνπ 

γείηνλα (Nearest Neighbor) πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=931 

 

5.11.1. Αποηειέζκαηα εθαρκογής ACO θαη 2-OPT ζηο παράδεηγκα 11 

 

Δθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο απνηθίαο κπξκεγθηώλ πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=837,63 

 K=7 

Ζ δηαδξνκή θαζελόο εθ ησλ 7 νρεκάησλ: 

0 40 43 45 48 47 46 44 41 42 39 38 37 50 51 66 

0 88 82 111 86 87 92 89 91 90 18 114 118 108 109 115 110 116 100 107 

0 95 102 101 99 104 103 106 105 96 93 94 97 85 112 84 117 113 83 81 119 

0 120 6 7 9 10 11 15 14 13 12 8 21 26 23 20 17 

0 98 67 69 70 71 74 72 78 77 79 80 75 73 76 68 

0 2 1 3 4 5 16 19 25 24 22 27 30 31 28 32 35 36 34 33 29 49 

0 52 54 53 55 58 56 60 63 64 62 61 65 59 57 
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5.11.2. Γραθηθή απεηθόληζε ιύζες παραδείγκαηος 11 
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5.12. Παράδεηγκα C12 
 

΢ην παξάδεηγκα C12, n=100 θαη C=200. Δθαξκόδνληαο αξρηθά ηνλ αιγόξηζκν ηνπ πιεζηέζηεξνπ 

γείηνλα (Nearest Neighbor) πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=760 

 

5.12.1. Αποηειέζκαηα εθαρκογής ACO θαη 2-OPT ζηο παράδεηγκα 12 

 

Δθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο απνηθίαο κπξκεγθηώλ πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=688,21 

 K=10 

Ζ δηαδξνκή θαζελόο εθ ησλ 10 νρεκάησλ: 

0 24 25 27 29 18 15 16 14 12 

0 20 21 22 23 26 28 30 47 49 52 50 51 48 45 46  

0 67 65 63 62 66 69 68 64 61 72 74  

0 75 5 3 7 4 6 8 9 11 10 13 17 19  

0 43 42 41 40 44 59 57 55 54 53 60  

0 1 2 98 96 99 100 97 93 92 94  

0 90 87 86 83 82 84 85 88 89 91 95  

0 32 33 31 35 37 38 39 36 34  

0 56 58 80 77 79 81 78 76 71  

0 70 73 
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5.12.2. Γραθηθή απεηθόληζε ιύζες παραδείγκαηος 12 
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5.13. Παράδεηγκα C13 
 

΢ην παξάδεηγκα C13, n=120, C=200, L=648 θαη e=10. Δθαξκόδνληαο αξρηθά ηνλ αιγόξηζκν ηνπ 

πιεζηέζηεξνπ γείηνλα (Nearest Neighbor) πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=1105 

 

5.13.1. Αποηειέζκαηα εθαρκογής ACO θαη 2-OPT ζηο παράδεηγκα 13 

 

Δθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο απνηθίαο κπξκεγθηώλ πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=1048,10 

 K=11 

Ζ δηαδξνκή θαζελόο εθ ησλ 11 νρεκάησλ: 

0 94 97 115 109 6 7 9 10 11 15 14 13 

0 88 82 111 86 87 95 102 101 99 100 116 110 98 

0 105 106 107 104 103 67 69 70 71 74 72 78 

0 120 119 81 112 84 117 113 83 18 114 118 108 

0 85 89 92 91 90 93 96 5 3 4 2 1 

0 8 12 16 17 19 25 24 22 33 30 27 

0 73 76 77 79 68 75 80 53 54 65 66 

0 21 20 23 26 28 31 34 36 29 32 35 

0 40 43 45 48 47 46 44 41 42 39 3  

0 52 57 59 61 62 64 63 60 58 55 56 

0 37 49 50 51 
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5.13.2. Γραθηθή απεηθόληζε ιύζες παραδείγκαηος 13 
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5.14. Παράδεηγκα C14 

 

΢ην παξάδεηγκα C14, n=100, C=200, L=936 θαη e=10. Δθαξκόδνληαο αξρηθά ηνλ αιγόξηζκν ηνπ 

πιεζηέζηεξνπ γείηνλα (Nearest Neighbor) πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=724 

 

5.14.1. Αποηειέζκαηα εθαρκογής ACO θαη 2-OPT ζηο παράδεηγκα 14 

  

Δθαξκόδνληαο ηνλ αιγόξηζκν βειηηζηνπνίεζεο απνηθίαο κπξκεγθηώλ πξνθύπηεη: 

 ΜinCost=644,23 

 K=11 

Ζ δηαδξνκή θαζελόο εθ ησλ 11 νρεκάησλ: 

0 65 63 62 66 69 68 64 61 72 74  

0 20 21 22 23 26 28 27 25 24 29 

0 67 41 40 42 44 45 46 43 47 49 

0 10 11 99 100 97 93 92 94 95 96 

0 7 8 9 6 4 3 5 75 1 2  

0 30 13 17 18 19 15 16 14 12  

0 90 81 78 76 71 70 73 77 79 80 

0 89 88 85 84 83 82 86 87 91 98 

0 32 33 34 36 39 38 37 35 31  

0 48 51 50 52  

0 60 58 56 53 54 55 57 59 
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5.14.2. Γραθηθή απεηθόληζε ιύζες παραδείγκαηος 14 
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Κεθάιαην 6 – ΢ύλνςε - ΢ρόιηα 

 

6.1. Σσλοιηθή παροσζίαζε αποηειεζκάηφλ  

 

΢ηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί παξαζέηνληαη ζπλνιηθά ηα απνηειέζκαηα ηεο εθαξκνγήο ηνπ 

αιγνξίζκνπ ζηα 14 πξνηεηλόκελα παξαδείγκαηα. Με έληνλε γξαθή απεηθνλίδνληαη ηα θόζηε πνπ 

βξέζεθαλ ζηαδηαθά θαηά ηελ δεκηνπξγία ηνπ αιγνξίζκνπ θαη θαίλεηαη ε ζεκαληηθή βειηίσζε 

ηνπ θόζηνπο κε ηελ πξνζζήθε ηνπ 2 opt ζηνλ ACO. 

 

Παξαδείγκαηα  Κόζηνο 

(βέιηηζην) 

Αξηζκόο 

Ορεκάησλ 

(βέιηηζηνο) 

Κόζηνο 

(Nearest 

Neighbor) 

Κόζηος 

(ACO)  

Μείσζε 

ACO - 

Nearest 

Neighbor 

Απόθιηζε 

από 

βέιηηζην  

Αξηζκόο 

Ορεκάησλ 

(ACO)  

C1 416,06 5 492,5 451,20 -8,39% 8,45% 5 

C2 567,14 10 810 694,21 -14,30% 22,41% 10 

C3 639,74 8 871 811,46 -6,84% 26,84% 8 

C4 733,13 12 1018 898,46 -11,74% 22,55% 12 

C5 894,11 16 1247 1106,18 -11,29% 23,72% 17 

C6 412,96 6 467 457,31 -2,07% 10,74% 6 

C7 584,15 10 717 704,23 -1,78% 20,56% 12 

C8 644,63 9 765 752,62 -1,62% 16,75% 10 

C9 764,56 13 893 878,80 -1,59% 14,94% 14 

C10 888,46 17 1060 974,58 -8,06% 9,69% 18 

C11 682,12 7 931 837,63 -10,03% 22,80% 7 

C12 534,24 10 760 688,21 -9,45% 28,82% 10 

C13 910,26 11 1105 1048,10 -5,15% 15,14% 11 

C14 591,87 11 724 644,23 -11,02% 8,85% 11 

 

Ο κέζνο όξνο ησλ απνθιίζεσλ ησλ ιύζεσλ πνπ παξνπζηάδνληαη, από ηηο κέρξη ζηηγκήο 

βέιηηζηεο, είλαη 18,02%. 
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6.2. Στοιηαζκός  

 

Ο αιγόξηζκνο πνπ αλαπηύρζεθε θαη παξνπζηάζηεθε ζε απηό ην ηεύρνο, παξήγαγε ηθαλνπνηεηηθά 

απνηειέζκαηα. Ζ απόθιηζε ησλ ιύζεσλ απηνύ, από ηηο ιύζεηο ηνπ HES- hybrid evolution 

strategy for the open vehicle routing problem πνπ πξνηείλεηαη ζην [6], είλαη κηθξέο, ελώ ζε 

κεξηθά παξαδείγκαηα είλαη ηεο ηάμεσο ηνπ 8-9%.  

Έλα πνιύ ελδηαθέξνλ ζηνηρείν είλαη πσο ηα απνηειέζκαηα πξνέθπςαλ κε ιίγεο επαλαιήςεηο ηνπ 

αιγνξίζκνπ βειηηζηνπνίεζεο απνηθίαο κπξκεγθηώλ θαη ηνπ 2-opt. Σν γεγνλόο απηό είλαη 

εμαηξεηηθά ελζαξξπληηθό γηα πεξεηαίξσ αλάιπζε θαη βειηηζηνπνίεζε ηνπ αιγνξίζκνπ πνπ 

πξνηάζεθε, πξνζδνθώληαο απνηειέζκαηα κε κεδακηλέο απνθιίζεηο από ηα κέρξη ζηηγκήο 

βέιηηζηα, ζε παγθόζκηα θιίκαθα, απνηειέζκαηα.    

Ζ ηαρύηεηα ππνινγηζκνύ ησλ ιύζεσλ ήηαλ πνιύ ηθαλνπνηεηηθή αλ θαη ν πξνγξακκαηηζκόο έγηλε 

ζην πεξηβάιινλ ηεο Matlab, ινγηζκηθό πνπ δηδάζθεηαη ζην Πνιπηερλείν Κξήηεο, αιιά δελ έρεη 

ηδηαίηεξα γξήγνξνπο ρξόλνπο ππνινγηζκώλ. 
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Παξάξηεκα 
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Παράδεηγκα C1 

Κόκβος Τεηκεκέλε x Τεηαγκέλε y  Εήηεζε 

1 30 40  0 

2 37 52  7 

3 49 49  30 

4 52 64  16 

5 20 26  9 

6 40 30  21 
7 21 47  15 

8 17 63  19 

9 31 62  23 

10 52 33  11 

11 51 21  5 

12 42 41  19 

13 31 32  29 

14 5 25  23 

15 12 42  21 

16 36 16  10 

17 52 41  15 

18 27 23  3 
19 17 33  41 

20 13 13  9 

21 57 58  28 

22 62 42  8 

23 42 57  8 

24 16 57  16 

25 8 52  10 

26 7 38  28 

27 27 68  7 

28 30 48  15 

29 43 67  14 
30 58 48  6 

31 58 27  19 

32 37 69  11 

33 38 46  12 

34 46 10  23 

35 61 33  26 

36 62 63  17 

37 63 69  6 

38 32 22  9 

39 45 35  15 

40 59 15  14 

41 5 6  7 
42 10 17  27 

43 21 10  13 

44 5 64  11 

45 30 15  16 

46 39 10  10 

47 32 39  5 

48 25 32  25 

49 25 55  17 

50 48 28  18 

51 56 37  10 
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Παράδεηγκα C2 

Κόκβος Τεηκεκέλε x Τεηαγκέλε y  Εήηεζε 

1 40 40  0 

2 22 22  18 

3 36 26  26 

4 21 45  11 

5 45 35  30 

6 55 20  21 
7 33 34  19 

8 50 50  15 

9 55 45  16 

10 26 59  29 

11 40 66  26 

12 55 65  37 

13 35 51  16 

14 62 35  12 

15 62 57  31 

16 62 24  8 

17 21 36  19 

18 33 44  20 
19 9 56  13 

20 62 48  15 

21 66 14  22 

22 44 13  28 

23 26 13  12 

24 11 28  6 

25 7 43  27 

26 17 64  14 

27 41 46  18 

28 55 34  17 

29 35 16  29 
30 52 26  13 

31 43 26  22 

32 31 76  25 

33 22 53  28 

34 26 29  27 

35 50 40  19 

36 55 50  10 

37 54 10  12 

38 60 15  14 

39 47 66  24 

40 30 60  16 

41 30 50  33 
42 12 17  15 

43 15 14  11 

44 16 19  18 

45 21 48  17 

46 50 30  21 

47 51 42  27 

48 50 15  19 

49 48 21  20 

50 12 38  5 

51 15 56  22 

52 29 39  12 
53 54 38  19 
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54 55 57  22 

55 67 41  16 

56 10 70  7 

57 6 25  26 

58 65 27  14 

59 40 60  21 
60 70 64  24 

61 64 4  13 

62 36 6  15 

63 30 20  18 

64 20 30  11 

65 15 5  28 

66 50 70  9 

67 57 72  37 

68 45 42  30 

69 38 33  10 

70 50 4  8 

71 66 8  11 
72 59 5  3 

73 35 60  1 

74 27 24  6 

75 40 20  10 

76 40 37  20 

 

 

Παράδεηγκα C3 

Κόκβος Τεηκεκέλε x Τεηαγκέλε y  Εήηεζε 

1 35 35  0 

2 41 49  10 
3 35 17  7 

4 55 45  13 

5 55 20  19 

6 15 30  26 

7 25 30  3 

8 20 50  5 

9 10 43  9 

10 55 60  16 

11 30 60  16 

12 20 65  12 

13 50 35  19 
14 30 25  23 

15 15 10  20 

16 30 5  8 

17 10 20  19 

18 5 30  2 

19 20 40  12 

20 15 60  17 

21 45 65  9 

22 45 20  11 

23 45 10  18 

24 55 5  29 

25 65 35  3 
26 65 20  6 
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27 45 30  17 

28 35 40  16 

29 41 37  16 

30 64 42  9 

31 40 60  21 

32 31 52  27 
33 35 69  23 

34 53 52  11 

35 65 55  14 

36 63 65  8 

37 2 60  5 

38 20 20  8 

39 5 5  16 

40 60 12  31 

41 40 25  9 

42 42 7  5 

43 24 12  5 

44 23 3  7 
45 11 14  18 

46 6 38  16 

47 2 48  1 

48 8 56  27 

49 13 52  36 

50 6 68  30 

51 47 47  13 

52 49 58  10 

53 27 43  9 

54 37 31  14 

55 57 29  18 
56 63 23  2 

57 53 12  6 

58 32 12  7 

59 36 26  18 

60 21 24  28 

61 17 34  3 

62 12 24  13 

63 24 58  19 

64 27 69  10 

65 15 77  9 

66 62 77  20 

67 49 73  25 
68 67 5  25 

69 56 39  36 

70 37 47  6 

71 37 56  5 

72 57 68  15 

73 47 16  25 

74 44 17  9 

75 46 13  8 

76 49 11  18 

77 49 42  13 

78 53 43  14 
79 61 52  3 

80 57 48  23 

81 56 37  6 

82 55 54  26 
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83 15 47  16 

84 14 37  11 

85 11 31  7 

86 16 22  41 

87 4 18  35 

88 28 18  26 
89 26 52  9 

90 26 35  15 

91 31 67  3 

92 15 19  1 

93 22 22  2 

94 18 24  22 

95 26 27  27 

96 25 24  20 

97 22 27  11 

98 25 21  12 

99 19 21  10 

100 20 26  9 
101 18 18  17 

 

 

Παράδεηγκα C4 

Κόκβος Τεηκεκέλε x Τεηαγκέλε y  Εήηεζε 

1 35 35  0 

2 41 49  10 

3 35 17  7 

4 55 45  13 

5 55 20  19 

6 15 30  26 
7 25 30  3 

8 20 50  5 

9 10 43  9 

10 55 60  16 

11 30 60  16 

12 20 65  12 

13 50 35  19 

14 30 25  23 

15 15 10  20 

16 30 5  8 

17 10 20  19 
18 5 30  2 

19 20 40  12 

20 15 60  17 

21 45 65  9 

22 45 20  11 

23 45 10  18 

24 55 5  29 

25 65 35  3 

26 65 20  6 

27 45 30  17 

28 35 40  16 

29 41 37  16 
30 64 42  9 
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31 40 60  21 

32 31 52  27 

33 35 69  23 

34 53 52  11 

35 65 55  14 

36 63 65  8 
37 2 60  5 

38 20 20  8 

39 5 5  16 

40 60 12  31 

41 40 25  9 

42 42 7  5 

43 24 12  5 

44 23 3  7 

45 11 14  18 

46 6 38  16 

47 2 48  1 

48 8 56  27 
49 13 52  36 

50 6 68  30 

51 47 47  13 

52 49 58  10 

53 27 43  9 

54 37 31  14 

55 57 29  18 

56 63 23  2 

57 53 12  6 

58 32 12  7 

59 36 26  18 
60 21 24  28 

61 17 34  3 

62 12 24  13 

63 24 58  19 

64 27 69  10 

65 15 77  9 

66 62 77  20 

67 49 73  25 

68 67 5  25 

69 56 39  36 

70 37 47  6 

71 37 56  5 
72 57 68  15 

73 47 16  25 

74 44 17  9 

75 46 13  8 

76 49 11  18 

77 49 42  13 

78 53 43  14 

79 61 52  3 

80 57 48  23 

81 56 37  6 

82 55 54  26 
83 15 47  16 

84 14 37  11 

85 11 31  7 

86 16 22  41 
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87 4 18  35 

88 28 18  26 

89 26 52  9 

90 26 35  15 

91 31 67  3 

92 15 19  1 
93 22 22  2 

94 18 24  22 

95 26 27  27 

96 25 24  20 

97 22 27  11 

98 25 21  12 

99 19 21  10 

100 20 26  9 

101 18 18  17 

102 37 52  7 

103 49 49  30 

104 52 64  16 
105 20 26  9 

106 40 30  21 

107 21 47  15 

108 17 63  19 

109 31 62  23 

110 52 33  11 

111 51 21  5 

112 42 41  19 

113 31 32  29 

114 5 25  23 

115 12 42  21 
116 36 16  10 

117 52 41  15 

118 27 23  3 

119 17 33  41 

120 13 13  9 

121 57 58  28 

122 62 42  8 

123 42 57  8 

124 16 57  16 

125 8 52  10 

126 7 38  28 

127 27 68  7 
128 30 48  15 

129 43 67  14 

130 58 48  6 

131 58 27  19 

132 37 69  11 

133 38 46  12 

134 46 10  23 

135 61 33  26 

136 62 63  17 

137 63 69  6 

138 32 22  9 
139 45 35  15 

140 59 15  14 

141 5 6  7 

142 10 17  27 
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143 21 10  13 

144 5 64  11 

145 30 15  16 

146 39 10  10 

147 32 39  5 

148 25 32  25 
149 25 55  17 

150 48 28  18 

151 56 37  10 

 

 

Παράδεηγκα C5 

Κόκβος Τεηκεκέλε x Τεηαγκέλε y  Εήηεζε 

1 35 35  0 

2 41 49  10 

3 35 17  7 

4 55 45  13 
5 55 20  19 

6 15 30  26 

7 25 30  3 

8 20 50  5 

9 10 43  9 

10 55 60  16 

11 30 60  16 

12 20 65  12 

13 50 35  19 

14 30 25  23 

15 15 10  20 

16 30 5  8 
17 10 20  19 

18 5 30  2 

19 20 40  12 

20 15 60  17 

21 45 65  9 

22 45 20  11 

23 45 10  18 

24 55 5  29 

25 65 35  3 

26 65 20  6 

27 45 30  17 
28 35 40  16 

29 41 37  16 

30 64 42  9 

31 40 60  21 

32 31 52  27 

33 35 69  23 

34 53 52  11 

35 65 55  14 

36 63 65  8 

37 2 60  5 

38 20 20  8 

39 5 5  16 
40 60 12  31 
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41 40 25  9 

42 42 7  5 

43 24 12  5 

44 23 3  7 

45 11 14  18 

46 6 38  16 
47 2 48  1 

48 8 56  27 

49 13 52  36 

50 6 68  30 

51 47 47  13 

52 49 58  10 

53 27 43  9 

54 37 31  14 

55 57 29  18 

56 63 23  2 

57 53 12  6 

58 32 12  7 
59 36 26  18 

60 21 24  28 

61 17 34  3 

62 12 24  13 

63 24 58  19 

64 27 69  10 

65 15 77  9 

66 62 77  20 

67 49 73  25 

68 67 5  25 

69 56 39  36 
70 37 47  6 

71 37 56  5 

72 57 68  15 

73 47 16  25 

74 44 17  9 

75 46 13  8 

76 49 11  18 

77 49 42  13 

78 53 43  14 

79 61 52  3 

80 57 48  23 

81 56 37  6 
82 55 54  26 

83 15 47  16 

84 14 37  11 

85 11 31  7 

86 16 22  41 

87 4 18  35 

88 28 18  26 

89 26 52  9 

90 26 35  15 

91 31 67  3 

92 15 19  1 
93 22 22  2 

94 18 24  22 

95 26 27  27 

96 25 24  20 
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97 22 27  11 

98 25 21  12 

99 19 21  10 

100 20 26  9 

101 18 18  17 

102 37 52  7 
103 49 49  30 

104 52 64  16 

105 20 26  9 

106 40 30  21 

107 21 47  15 

108 17 63  19 

109 31 62  23 

110 52 33  11 

111 51 21  5 

112 42 41  19 

113 31 32  29 

114 5 25  23 
115 12 42  21 

116 36 16  10 

117 52 41  15 

118 27 23  3 

119 17 33  41 

120 13 13  9 

121 57 58  28 

122 62 42  8 

123 42 57  8 

124 16 57  16 

125 8 52  10 
126 7 38  28 

127 27 68  7 

128 30 48  15 

129 43 67  14 

130 58 48  6 

131 58 27  19 

132 37 69  11 

133 38 46  12 

134 46 10  23 

135 61 33  26 

136 62 63  17 

137 63 69  6 
138 32 22  9 

139 45 35  15 

140 59 15  14 

141 5 6  7 

142 10 17  27 

143 21 10  13 

144 5 64  11 

145 30 15  16 

146 39 10  10 

147 32 39  5 

148 25 32  25 
149 25 55  17 

150 48 28  18 

151 56 37  10 

152 22 22  18 



68 
 

153 36 26  26 

154 21 45  11 

155 45 35  30 

156 55 20  21 

157 33 34  19 

158 50 50  15 
159 55 45  16 

160 26 59  29 

161 40 66  26 

162 55 65  37 

163 35 51  16 

164 62 35  12 

165 62 57  31 

166 62 24  8 

167 21 36  19 

168 33 44  20 

169 9 56  13 

170 62 48  15 
171 66 14  22 

172 44 13  28 

173 26 13  12 

174 11 28  6 

175 7 43  27 

176 17 64  14 

177 41 46  18 

178 55 34  17 

179 35 16  29 

180 52 26  13 

181 43 26  22 
182 31 76  25 

183 22 53  28 

184 26 29  27 

185 50 40  19 

186 55 50  10 

187 54 10  12 

188 60 15  14 

189 47 66  24 

190 30 60  16 

191 30 50  33 

192 12 17  15 

193 15 14  11 
194 16 19  18 

195 21 48  17 

196 50 30  21 

197 51 42  27 

198 50 15  19 

199 48 21  20 

200 12 38  5 
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Παράδεηγκα C6 

Κόκβος Τεηκεκέλε x Τεηαγκέλε y  Εήηεζε 

1 30 40  0 

2 37 52  7 

3 49 49  30 

4 52 64  16 

5 20 26  9 

6 40 30  21 
7 21 47  15 

8 17 63  19 

9 31 62  23 

10 52 33  11 

11 51 21  5 

12 42 41  19 

13 31 32  29 

14 5 25  23 

15 12 42  21 

16 36 16  10 

17 52 41  15 

18 27 23  3 
19 17 33  41 

20 13 13  9 

21 57 58  28 

22 62 42  8 

23 42 57  8 

24 16 57  16 

25 8 52  10 

26 7 38  28 

27 27 68  7 

28 30 48  15 

29 43 67  14 
30 58 48  6 

31 58 27  19 

32 37 69  11 

33 38 46  12 

34 46 10  23 

35 61 33  26 

36 62 63  17 

37 63 69  6 

38 32 22  9 

39 45 35  15 

40 59 15  14 

41 5 6  7 
42 10 17  27 

43 21 10  13 

44 5 64  11 

45 30 15  16 

46 39 10  10 

47 32 39  5 

48 25 32  25 

49 25 55  17 

50 48 28  18 

51 56 37  10 
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Παράδεηγκα C7 

Κόκβος Τεηκεκέλε x Τεηαγκέλε y  Εήηεζε 

1 40 40  0 

2 22 22  18 

3 36 26  26 

4 21 45  11 

5 45 35  30 

6 55 20  21 
7 33 34  19 

8 50 50  15 

9 55 45  16 

10 26 59  29 

11 40 66  26 

12 55 65  37 

13 35 51  16 

14 62 35  12 

15 62 57  31 

16 62 24  8 

17 21 36  19 

18 33 44  20 
19 9 56  13 

20 62 48  15 

21 66 14  22 

22 44 13  28 

23 26 13  12 

24 11 28  6 

25 7 43  27 

26 17 64  14 

27 41 46  18 

28 55 34  17 

29 35 16  29 
30 52 26  13 

31 43 26  22 

32 31 76  25 

33 22 53  28 

34 26 29  27 

35 50 40  19 

36 55 50  10 

37 54 10  12 

38 60 15  14 

39 47 66  24 

40 30 60  16 

41 30 50  33 
42 12 17  15 

43 15 14  11 

44 16 19  18 

45 21 48  17 

46 50 30  21 

47 51 42  27 

48 50 15  19 

49 48 21  20 

50 12 38  5 

51 15 56  22 

52 29 39  12 
53 54 38  19 
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54 55 57  22 

55 67 41  16 

56 10 70  7 

57 6 25  26 

58 65 27  14 

59 40 60  21 
60 70 64  24 

61 64 4  13 

62 36 6  15 

63 30 20  18 

64 20 30  11 

65 15 5  28 

66 50 70  9 

67 57 72  37 

68 45 42  30 

69 38 33  10 

70 50 4  8 

71 66 8  11 
72 59 5  3 

73 35 60  1 

74 27 24  6 

75 40 20  10 

76 40 37  20 

 

 

Παράδεηγκα C8 

Κόκβος Τεηκεκέλε x Τεηαγκέλε y  Εήηεζε 

1 35 35  0 

2 41 49  10 
3 35 17  7 

4 55 45  13 

5 55 20  19 

6 15 30  26 

7 25 30  3 

8 20 50  5 

9 10 43  9 

10 55 60  16 

11 30 60  16 

12 20 65  12 

13 50 35  19 
14 30 25  23 

15 15 10  20 

16 30 5  8 

17 10 20  19 

18 5 30  2 

19 20 40  12 

20 15 60  17 

21 45 65  9 

22 45 20  11 

23 45 10  18 

24 55 5  29 

25 65 35  3 
26 65 20  6 
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27 45 30  17 

28 35 40  16 

29 41 37  16 

30 64 42  9 

31 40 60  21 

32 31 52  27 
33 35 69  23 

34 53 52  11 

35 65 55  14 

36 63 65  8 

37 2 60  5 

38 20 20  8 

39 5 5  16 

40 60 12  31 

41 40 25  9 

42 42 7  5 

43 24 12  5 

44 23 3  7 
45 11 14  18 

46 6 38  16 

47 2 48  1 

48 8 56  27 

49 13 52  36 

50 6 68  30 

51 47 47  13 

52 49 58  10 

53 27 43  9 

54 37 31  14 

55 57 29  18 
56 63 23  2 

57 53 12  6 

58 32 12  7 

59 36 26  18 

60 21 24  28 

61 17 34  3 

62 12 24  13 

63 24 58  19 

64 27 69  10 

65 15 77  9 

66 62 77  20 

67 49 73  25 
68 67 5  25 

69 56 39  36 

70 37 47  6 

71 37 56  5 

72 57 68  15 

73 47 16  25 

74 44 17  9 

75 46 13  8 

76 49 11  18 

77 49 42  13 

78 53 43  14 
79 61 52  3 

80 57 48  23 

81 56 37  6 

82 55 54  26 
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83 15 47  16 

84 14 37  11 

85 11 31  7 

86 16 22  41 

87 4 18  35 

88 28 18  26 
89 26 52  9 

90 26 35  15 

91 31 67  3 

92 15 19  1 

93 22 22  2 

94 18 24  22 

95 26 27  27 

96 25 24  20 

97 22 27  11 

98 25 21  12 

99 19 21  10 

100 20 26  9 
101 18 18  17 

  

 

Παράδεηγκα C9 

Κόκβος Τεηκεκέλε x Τεηαγκέλε y  Εήηεζε 

1 35 35  0 

2 41 49  10 

3 35 17  7 

4 55 45  13 

5 55 20  19 

6 15 30  26 
7 25 30  3 

8 20 50  5 

9 10 43  9 

10 55 60  16 

11 30 60  16 

12 20 65  12 

13 50 35  19 

14 30 25  23 

15 15 10  20 

16 30 5  8 

17 10 20  19 
18 5 30  2 

19 20 40  12 

20 15 60  17 

21 45 65  9 

22 45 20  11 

23 45 10  18 

24 55 5  29 

25 65 35  3 

26 65 20  6 

27 45 30  17 

28 35 40  16 

29 41 37  16 
30 64 42  9 
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31 40 60  21 

32 31 52  27 

33 35 69  23 

34 53 52  11 

35 65 55  14 

36 63 65  8 
37 2 60  5 

38 20 20  8 

39 5 5  16 

40 60 12  31 

41 40 25  9 

42 42 7  5 

43 24 12  5 

44 23 3  7 

45 11 14  18 

46 6 38  16 

47 2 48  1 

48 8 56  27 
49 13 52  36 

50 6 68  30 

51 47 47  13 

52 49 58  10 

53 27 43  9 

54 37 31  14 

55 57 29  18 

56 63 23  2 

57 53 12  6 

58 32 12  7 

59 36 26  18 
60 21 24  28 

61 17 34  3 

62 12 24  13 

63 24 58  19 

64 27 69  10 

65 15 77  9 

66 62 77  20 

67 49 73  25 

68 67 5  25 

69 56 39  36 

70 37 47  6 

71 37 56  5 
72 57 68  15 

73 47 16  25 

74 44 17  9 

75 46 13  8 

76 49 11  18 

77 49 42  13 

78 53 43  14 

79 61 52  3 

80 57 48  23 

81 56 37  6 

82 55 54  26 
83 15 47  16 

84 14 37  11 

85 11 31  7 

86 16 22  41 



75 
 

87 4 18  35 

88 28 18  26 

89 26 52  9 

90 26 35  15 

91 31 67  3 

92 15 19  1 
93 22 22  2 

94 18 24  22 

95 26 27  27 

96 25 24  20 

97 22 27  11 

98 25 21  12 

99 19 21  10 

100 20 26  9 

101 18 18  17 

102 37 52  7 

103 49 49  30 

104 52 64  16 
105 20 26  9 

106 40 30  21 

107 21 47  15 

108 17 63  19 

109 31 62  23 

110 52 33  11 

111 51 21  5 

112 42 41  19 

113 31 32  29 

114 5 25  23 

115 12 42  21 
116 36 16  10 

117 52 41  15 

118 27 23  3 

119 17 33  41 

120 13 13  9 

121 57 58  28 

122 62 42  8 

123 42 57  8 

124 16 57  16 

125 8 52  10 

126 7 38  28 

127 27 68  7 
128 30 48  15 

129 43 67  14 

130 58 48  6 

131 58 27  19 

132 37 69  11 

133 38 46  12 

134 46 10  23 

135 61 33  26 

136 62 63  17 

137 63 69  6 

138 32 22  9 
139 45 35  15 

140 59 15  14 

141 5 6  7 

142 10 17  27 
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143 21 10  13 

144 5 64  11 

145 30 15  16 

146 39 10  10 

147 32 39  5 

148 25 32  25 
149 25 55  17 

150 48 28  18 

151 56 37  10 

 

 

Παράδεηγκα C10 

Κόκβος Τεηκεκέλε x Τεηαγκέλε y  Εήηεζε 

1 35 35  0 

2 41 49  10 

3 35 17  7 

4 55 45  13 
5 55 20  19 

6 15 30  26 

7 25 30  3 

8 20 50  5 

9 10 43  9 

10 55 60  16 

11 30 60  16 

12 20 65  12 

13 50 35  19 

14 30 25  23 

15 15 10  20 

16 30 5  8 
17 10 20  19 

18 5 30  2 

19 20 40  12 

20 15 60  17 

21 45 65  9 

22 45 20  11 

23 45 10  18 

24 55 5  29 

25 65 35  3 

26 65 20  6 

27 45 30  17 
28 35 40  16 

29 41 37  16 

30 64 42  9 

31 40 60  21 

32 31 52  27 

33 35 69  23 

34 53 52  11 

35 65 55  14 

36 63 65  8 

37 2 60  5 

38 20 20  8 

39 5 5  16 
40 60 12  31 



77 
 

41 40 25  9 

42 42 7  5 

43 24 12  5 

44 23 3  7 

45 11 14  18 

46 6 38  16 
47 2 48  1 

48 8 56  27 

49 13 52  36 

50 6 68  30 

51 47 47  13 

52 49 58  10 

53 27 43  9 

54 37 31  14 

55 57 29  18 

56 63 23  2 

57 53 12  6 

58 32 12  7 
59 36 26  18 

60 21 24  28 

61 17 34  3 

62 12 24  13 

63 24 58  19 

64 27 69  10 

65 15 77  9 

66 62 77  20 

67 49 73  25 

68 67 5  25 

69 56 39  36 
70 37 47  6 

71 37 56  5 

72 57 68  15 

73 47 16  25 

74 44 17  9 

75 46 13  8 

76 49 11  18 

77 49 42  13 

78 53 43  14 

79 61 52  3 

80 57 48  23 

81 56 37  6 
82 55 54  26 

83 15 47  16 

84 14 37  11 

85 11 31  7 

86 16 22  41 

87 4 18  35 

88 28 18  26 

89 26 52  9 

90 26 35  15 

91 31 67  3 

92 15 19  1 
93 22 22  2 

94 18 24  22 

95 26 27  27 

96 25 24  20 
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97 22 27  11 

98 25 21  12 

99 19 21  10 

100 20 26  9 

101 18 18  17 

102 37 52  7 
103 49 49  30 

104 52 64  16 

105 20 26  9 

106 40 30  21 

107 21 47  15 

108 17 63  19 

109 31 62  23 

110 52 33  11 

111 51 21  5 

112 42 41  19 

113 31 32  29 

114 5 25  23 
115 12 42  21 

116 36 16  10 

117 52 41  15 

118 27 23  3 

119 17 33  41 

120 13 13  9 

121 57 58  28 

122 62 42  8 

123 42 57  8 

124 16 57  16 

125 8 52  10 
126 7 38  28 

127 27 68  7 

128 30 48  15 

129 43 67  14 

130 58 48  6 

131 58 27  19 

132 37 69  11 

133 38 46  12 

134 46 10  23 

135 61 33  26 

136 62 63  17 

137 63 69  6 
138 32 22  9 

139 45 35  15 

140 59 15  14 

141 5 6  7 

142 10 17  27 

143 21 10  13 

144 5 64  11 

145 30 15  16 

146 39 10  10 

147 32 39  5 

148 25 32  25 
149 25 55  17 

150 48 28  18 

151 56 37  10 

152 22 22  18 
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153 36 26  26 

154 21 45  11 

155 45 35  30 

156 55 20  21 

157 33 34  19 

158 50 50  15 
159 55 45  16 

160 26 59  29 

161 40 66  26 

162 55 65  37 

163 35 51  16 

164 62 35  12 

165 62 57  31 

166 62 24  8 

167 21 36  19 

168 33 44  20 

169 9 56  13 

170 62 48  15 
171 66 14  22 

172 44 13  28 

173 26 13  12 

174 11 28  6 

175 7 43  27 

176 17 64  14 

177 41 46  18 

178 55 34  17 

179 35 16  29 

180 52 26  13 

181 43 26  22 
182 31 76  25 

183 22 53  28 

184 26 29  27 

185 50 40  19 

186 55 50  10 

187 54 10  12 

188 60 15  14 

189 47 66  24 

190 30 60  16 

191 30 50  33 

192 12 17  15 

193 15 14  11 
194 16 19  18 

195 21 48  17 

196 50 30  21 

197 51 42  27 

198 50 15  19 

199 48 21  20 

200 12 38  5 
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Παράδεηγκα C11 

Κόκβος Τεηκεκέλε x Τεηαγκέλε y  Εήηεζε 

1 10 45  0 

2 25 1  25 

3 25 3  7 

4 31 5  13 

5 32 5  6 

6 31 7  14 
7 32 9  5 

8 34 9  11 

9 46 9  19 

10 35 7  5 

11 34 6  15 

12 35 5  15 

13 47 6  17 

14 40 5  13 

15 39 3  12 

16 36 3  18 

17 73 6  13 

18 73 8  18 
19 24 36  12 

20 76 6  17 

21 76 10  4 

22 76 13  7 

23 78 3  12 

24 78 9  13 

25 79 3  8 

26 79 5  16 

27 79 11  15 

28 82 3  6 

29 82 7  5 
30 90 15  9 

31 84 3  11 

32 84 5  10 

33 84 9  3 

34 85 1  7 

35 87 5  2 

36 85 8  4 

37 87 7  4 

38 86 41  18 

39 86 44  14 

40 86 46  12 

41 85 55  17 
42 89 43  20 

43 89 46  14 

44 89 52  16 

45 92 42  10 

46 92 52  9 

47 94 42  11 

48 94 44  7 

49 94 48  13 

50 96 42  5 

51 99 46  4 

52 99 50  21 
53 83 80  13 



81 
 

54 83 83  11 

55 85 81  12 

56 85 85  14 

57 85 89  10 

58 87 80  8 

59 87 86  16 
60 90 77  19 

61 90 88  5 

62 93 82  17 

63 93 84  7 

64 93 89  16 

65 94 86  14 

66 95 80  17 

67 99 89  13 

68 37 83  17 

69 50 80  13 

70 35 85  14 

71 35 87  16 
72 44 86  7 

73 46 89  13 

74 46 83  9 

75 46 87  11 

76 46 89  35 

77 48 83  5 

78 50 85  28 

79 50 88  7 

80 54 86  3 

81 54 90  10 

82 10 35  7 
83 10 40  12 

84 18 30  11 

85 17 35  10 

86 16 38  8 

87 14 40  11 

88 15 42  21 

89 11 42  4 

90 18 40  15 

91 21 39  16 

92 20 40  4 

93 18 41  16 

94 20 44  7 
95 22 44  10 

96 16 45  9 

97 20 45  11 

98 25 45  17 

99 30 55  12 

100 20 50  11 

101 22 51  7 

102 18 49  9 

103 16 48  11 

104 20 55  12 

105 18 53  7 
106 14 50  8 

107 15 51  6 

108 16 54  5 

109 28 33  12 
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110 33 38  13 

111 30 50  7 

112 13 40  7 

113 15 36  8 

114 18 31  11 

115 25 37  13 
116 30 46  11 

117 25 52  10 

118 16 33  7 

119 25 35  4 

120 5 40  20 

121 5 50  13 

 

 

Παράδεηγκα C12 

Κόκβος Τεηκεκέλε x Τεηαγκέλε y  Εήηεζε 

1 40 50  0 
2 45 68  10 

3 45 70  30 

4 42 66  10 

5 42 68  10 

6 42 65  10 

7 40 69  20 

8 40 66  20 

9 38 68  20 

10 38 70  10 

11 35 66  10 

12 35 69  10 

13 25 85  20 
14 22 75  30 

15 22 85  10 

16 20 80  40 

17 20 85  40 

18 18 75  20 

19 15 75  20 

20 15 80  10 

21 30 50  10 

22 30 52  20 

23 28 52  20 

24 28 55  10 
25 25 50  10 

26 25 52  40 

27 25 55  10 

28 23 52  10 

29 23 55  20 

30 20 50  10 

31 20 55  10 

32 10 35  20 

33 10 40  30 

34 8 40  40 

35 8 45  20 

36 5 35  10 
37 5 45  10 
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38 2 40  20 

39 0 40  30 

40 0 45  20 

41 35 30  10 

42 35 32  10 

43 33 32  20 
44 33 35  10 

45 32 30  10 

46 30 30  10 

47 30 32  30 

48 30 35  10 

49 28 30  10 

50 28 35  10 

51 26 32  10 

52 25 30  10 

53 25 35  10 

54 44 5  20 

55 42 10  40 
56 42 15  10 

57 40 5  30 

58 40 15  40 

59 38 5  30 

60 38 15  10 

61 35 5  20 

62 50 30  10 

63 50 35  20 

64 50 40  50 

65 48 30  10 

66 48 40  10 
67 47 35  10 

68 47 40  10 

69 45 30  10 

70 45 35  10 

71 95 30  30 

72 95 35  20 

73 53 30  10 

74 92 30  10 

75 53 35  50 

76 45 65  20 

77 90 35  10 

78 88 30  10 
79 88 35  20 

80 87 30  10 

81 85 25  10 

82 85 35  30 

83 75 55  20 

84 72 55  10 

85 70 58  20 

86 68 60  30 

87 66 55  10 

88 65 55  20 

89 65 60  30 
90 63 58  10 

91 60 55  10 

92 60 60  10 

93 67 85  20 



84 
 

94 65 85  40 

95 65 82  10 

96 62 80  30 

97 60 80  10 

98 60 85  30 

99 58 75  20 
100 55 80  10 

101 55 85  20 

 

 

Παράδεηγκα C13 

Κόκβος Τεηκεκέλε x Τεηαγκέλε y  Εήηεζε 

1 10 45  0 

2 25 1  25 

3 25 3  7 

4 31 5  13 

5 32 5  6 
6 31 7  14 

7 32 9  5 

8 34 9  11 

9 46 9  19 

10 35 7  5 

11 34 6  15 

12 35 5  15 

13 47 6  17 

14 40 5  13 

15 39 3  12 

16 36 3  18 

17 73 6  13 
18 73 8  18 

19 24 36  12 

20 76 6  17 

21 76 10  4 

22 76 13  7 

23 78 3  12 

24 78 9  13 

25 79 3  8 

26 79 5  16 

27 79 11  15 

28 82 3  6 
29 82 7  5 

30 90 15  9 

31 84 3  11 

32 84 5  10 

33 84 9  3 

34 85 1  7 

35 87 5  2 

36 85 8  4 

37 87 7  4 

38 86 41  18 

39 86 44  14 

40 86 46  12 
41 85 55  17 
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42 89 43  20 

43 89 46  14 

44 89 52  16 

45 92 42  10 

46 92 52  9 

47 94 42  11 
48 94 44  7 

49 94 48  13 

50 96 42  5 

51 99 46  4 

52 99 50  21 

53 83 80  13 

54 83 83  11 

55 85 81  12 

56 85 85  14 

57 85 89  10 

58 87 80  8 

59 87 86  16 
60 90 77  19 

61 90 88  5 

62 93 82  17 

63 93 84  7 

64 93 89  16 

65 94 86  14 

66 95 80  17 

67 99 89  13 

68 37 83  17 

69 50 80  13 

70 35 85  14 
71 35 87  16 

72 44 86  7 

73 46 89  13 

74 46 83  9 

75 46 87  11 

76 46 89  35 

77 48 83  5 

78 50 85  28 

79 50 88  7 

80 54 86  3 

81 54 90  10 

82 10 35  7 
83 10 40  12 

84 18 30  11 

85 17 35  10 

86 16 38  8 

87 14 40  11 

88 15 42  21 

89 11 42  4 

90 18 40  15 

91 21 39  16 

92 20 40  4 

93 18 41  16 
94 20 44  7 

95 22 44  10 

96 16 45  9 

97 20 45  11 
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98 25 45  17 

99 30 55  12 

100 20 50  11 

101 22 51  7 

102 18 49  9 

103 16 48  11 
104 20 55  12 

105 18 53  7 

106 14 50  8 

107 15 51  6 

108 16 54  5 

109 28 33  12 

110 33 38  13 

111 30 50  7 

112 13 40  7 

113 15 36  8 

114 18 31  11 

115 25 37  13 
116 30 46  11 

117 25 52  10 

118 16 33  7 

119 25 35  4 

120 5 40  20 

121 5 50  13 

 

 

Παράδεηγκα C14 

Κόκβος Τεηκεκέλε x Τεηαγκέλε y  Εήηεζε 

1 40 50  0 
2 45 68  10 

3 45 70  30 

4 42 66  10 

5 42 68  10 

6 42 65  10 

7 40 69  20 

8 40 66  20 

9 38 68  20 

10 38 70  10 

11 35 66  10 

12 35 69  10 
13 25 85  20 

14 22 75  30 

15 22 85  10 

16 20 80  40 

17 20 85  40 

18 18 75  20 

19 15 75  20 

20 15 80  10 

21 30 50  10 

22 30 52  20 

23 28 52  20 

24 28 55  10 
25 25 50  10 
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26 25 52  40 

27 25 55  10 

28 23 52  10 

29 23 55  20 

30 20 50  10 

31 20 55  10 
32 10 35  20 

33 10 40  30 

34 8 40  40 

35 8 45  20 

36 5 35  10 

37 5 45  10 

38 2 40  20 

39 0 40  30 

40 0 45  20 

41 35 30  10 

42 35 32  10 

43 33 32  20 
44 33 35  10 

45 32 30  10 

46 30 30  10 

47 30 32  30 

48 30 35  10 

49 28 30  10 

50 28 35  10 

51 26 32  10 

52 25 30  10 

53 25 35  10 

54 44 5  20 
55 42 10  40 

56 42 15  10 

57 40 5  30 

58 40 15  40 

59 38 5  30 

60 38 15  10 

61 35 5  20 

62 50 30  10 

63 50 35  20 

64 50 40  50 

65 48 30  10 

66 48 40  10 
67 47 35  10 

68 47 40  10 

69 45 30  10 

70 45 35  10 

71 95 30  30 

72 95 35  20 

73 53 30  10 

74 92 30  10 

75 53 35  50 

76 45 65  20 

77 90 35  10 
78 88 30  10 

79 88 35  20 

80 87 30  10 

81 85 25  10 
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82 85 35  30 

83 75 55  20 

84 72 55  10 

85 70 58  20 

86 68 60  30 

87 66 55  10 
88 65 55  20 

89 65 60  30 

90 63 58  10 

91 60 55  10 

92 60 60  10 

93 67 85  20 

94 65 85  40 

95 65 82  10 

96 62 80  30 

97 60 80  10 

98 60 85  30 

99 58 75  20 
100 55 80  10 

101 55 85  20 
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