
 

 

ΠΟ Λ Τ Σ Ε Χ Ν Ε Ι Ο  ΚΡ Η Σ Η ΢  

Τμιμα Θλεκτρονικϊν Μθχανικϊν και Μθχανικϊν Υπολογιςτϊν 

 

 

 

 

Εκτίμθςθ Τριςδιάςτατθσ Κίνθςθσ Κάμερασ και Βάκουσ από 

Ακολουκίεσ Εικόνων 

 

Διπλωματική Εργαςία 

 

 

 

 

 

Κατςαΐτθσ Δθμιτρθσ 

 

 

 

 

 

 

 

 

Χανιά, 2008 



 

 

 ΠΟ Λ Τ Σ Ε Χ Ν Ε Ι Ο  ΚΡ Η Σ Η ΢  

Τμιμα Θλεκτρονικϊν Μθχανικϊν και Μθχανικϊν Υπολογιςτϊν 

 

Διπλωματική Εργαςία 

 

 

 

 

 

 

 

 

΢υγγραφζασ:  Κατςαΐτθσ Δθμιτρθσ 

 

 

 

Επιβλζπων:   Επίκουροσ Κακθγθτισ Μιχαιλ Γ. Λαγουδάκθσ 

 

Εξεταςτική επιτροπή:  Επίκουροσ Κακθγθτισ Μιχαιλ Γ. Λαγουδάκθσ 

Αναπληρωτής Καθηγητής Ευριπίδθσ Ρετράκθσ 

Επίκοσρη Καθηγήτρια Κατερίνα Μάνια 

     

 



  Εκτίμθςθ τριςδιάςτατθσ κίνθςθσ κάμερασ 

  και βάκουσ από ακολουκίεσ εικόνων 

Πρόλογοσ  3 

 

Πρόλογοσ 

 

Για τθν εκπόνθςθ τθσ παροφςασ διπλωματικισ εργαςίασ οφείλω να ευχαριςτιςω τον 

Επίκουρο Κακθγθτι του τμιματοσ Θλεκτρονικϊν Μθχανικϊν και Μθχανικϊν Θ/Υ κφριο 

Μιχαιλ Λαγουδάκθ για τθν πολφτιμθ βοικεια και κακοδιγθςι του κακ’ όλθ τθ διάρκειά τθσ. 

 

Ακόμα κα ιταν παράλειψθ εκ μζρουσ μου να μθν ευχαριςτιςω τουσ γονείσ μου Γεϊργιο και 

Ακαναςία Κατςαΐτθ για τθν ςυνεχι και αμζριςτθ υποςτιριξι τουσ όλα αυτά τα χρόνια. 

 



Εκτίμθςθ τριςδιάςτατθσ κίνθςθσ κάμερασ 

και βάκουσ από ακολουκίεσ εικόνων   

4  Περίλθψθ 

 

Περίληψη 

 

Θ εκτίμθςθ τθσ κίνθςθσ μιασ κάμερασ αποτελεί τα τελευταία χρόνια ζνα ςθμαντικό και 

διαρκϊσ εξελιςςόμενο τομζα ζρευνασ τθσ μθχανικισ όραςθσ. Αποτελεί δε βαςικό αντικείμενο 

μελζτθσ για πολλζσ εφαρμογζσ που ςχετίηονται με τθν ανάλυςθ ακολουκιϊν εικόνων (π.χ. 

ςυμπίεςθ βίντεο), τθν οπτικι αντίλθψθ (π.χ. εκτίμθςθ απόςταςθσ, διαςτάςεων, ςχιματοσ 

αντικειμζνων) και τθ ρομποτικι (π.χ. πακθτικι πλοιγθςθ οχθμάτων). Οι λφςεισ που ζχουν 

προτακεί ςτθ βιβλιογραφία ποικίλλουν ωσ προσ τθν ποιότθτα των αποτελεςμάτων τουσ και 

ωσ προσ τισ περιπτϊςεισ εφαρμογισ τουσ και γι' αυτό το λόγο δεν υπάρχει μία κακολικά 

αποδεκτι μεκοδολογία αντιμετϊπιςθσ του προβλιματοσ. Σ' αυτι τθ διπλωματικι εργαςία 

ερευνιςαμε το πρόβλθμα τθσ ανάκτθςθσ τθσ κίνθςθσ μιασ κάμερασ ςτον τριςδιάςτατο χϊρο 

από ακολουκίεσ εικόνων, γνωςτό και ωσ egomotion, και προτείνουμε μια ολοκλθρωμζνθ 

λφςθ ςυνκζτοντασ τα καλφτερα ςτοιχεία των υπαρχουςϊν μεκόδων και ςυμπλθρϊνοντασ με 

νζεσ ιδζεσ τα διάφορα ςτάδια επεξεργαςίασ. Στόχοσ μασ ιταν θ υλοποίθςθ 

παραμετροποιιςιμου λογιςμικοφ για τθν παραγωγι αξιόπιςτων αποτελεςμάτων ςε όλο το 

φάςμα ςυνκετικϊν και πραγματικϊν ακολουκιϊν εικόνων. Βάςει τθσ ςυνθκζςτερθσ 

πρακτικισ, χωρίςαμε το βαςικό πρόβλθμα ςε δυο επιμζρουσ υποπροβλιματα: εφρεςθ τθσ 

ςτιγμιαίασ ταχφτθτασ χαρακτθριςτικϊν ςθμείων τθσ ακολουκίασ εικόνων ςτο διςδιάςτατο 

επίπεδο τθσ εικόνασ (οπτικι ροι) και επεξεργαςία τθσ οπτικισ ροισ για τθν ανάκτθςθ του 

βάκουσ (απόςταςθ από τα αντικείμενα) και τθσ κίνθςθσ τθσ κάμερασ ςτο χϊρο. Ωσ κίνθςθ ςτο 

χϊρο ορίηουμε όλεσ τισ πικανζσ μεταφορζσ (τρεισ βακμοί ελευκερίασ - Καρτεςιανοί άξονεσ) 

και περιςτροφζσ (τρεισ βακμοί ελευκερίασ - γωνίεσ Euler) που δφναται να πραγματοποιιςει θ 

κάμερα ςτον τριςδιάςτατο χϊρο ςε κάκε χρονικι ςτιγμι. Εκτεταμζνα πειράματα ςε διάφορα 

ςενάρια τόςο με τεχνθτζσ ςυνκζςεισ όςο και με πραγματικζσ ακολουκίεσ εικόνων 

αποκαλφπτουν τθν αξιοπιςτία, αλλά και τισ αδυναμίεσ τθσ προτεινόμενθσ μεκόδου. Τα 

ποικίλα ςυμπεράςματα τθσ εργαςίασ μποροφν να βοθκιςουν τον κάκε ενδιαφερόμενο να 

κατανοιςει ςε βάκοσ τισ ιδιαιτερότθτεσ αλλά και τισ προοπτικζσ και τα όρια του προβλιματοσ 

εκτίμθςθσ τθσ κίνθςθσ μιασ κάμερασ. 
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Κεφάλαιο 1  

Ειςαγωγή 

 

Ρολλζσ φορζσ ςε μια ακολουκία εικόνων είναι αρκετά ςυνθκιςμζνθ θ περίπτωςθ όπου θ 

κάμερα από τθν οποία ζχουν λθφκεί οι εικόνεσ δεν παραμζνει ςτακερι αλλά κινείται μζςα 

ςτο χϊρο. Για πολλζσ εφαρμογζσ όπωσ π.χ. ςτθν πακθτικι πλοιγθςθ ενόσ οχιματοσ αυτι θ 

γνϊςθ τθσ κίνθςθσ είναι κακοριςτικισ ςθμαςίασ. Στθν πράξθ, για λόγουσ αξιοπιςτίασ και 

οικονομίασ υπολογιςτικϊν πόρων θ εκτίμθςθ τθσ κίνθςθσ πραγματοποιείται 

χρθςιμοποιϊντασ μεκόδουσ που βαςίηονται ςε πλθροφορία από επιπλζον εξοπλιςμό όπωσ 

ανιχνευτζσ μεταβολισ φωτιςμοφ, υπζρυκρεσ ακτίνεσ, ανίχνευςθ και παρακολοφκθςθ 

πρότυπων αντικειμζνων. Κζμα αυτισ τθσ διπλωματικισ εργαςίασ είναι να εξετάςει κατά πόςο 

μια μζκοδοσ εκτίμηςησ τησ κίνηςησ τησ κάμερασ (ΕΚΚ) με μοναδικι πλθροφορία τισ ίδιεσ τισ 

ακολουκίεσ εικόνων είναι ςε κζςθ να παραγάγει εξίςου αξιόπιςτα αποτελζςματα για τθν 

κίνθςθ και κατά ςυνζπεια για τθ κζςθ τθσ κάμερασ ςτο χϊρο. 

 

Δυο είναι οι βαςικζσ προςεγγίςεισ για τθν ΕΚΚ. Θ πρϊτθ από αυτζσ βαςίηεται ςτθν 

επεξεργαςία τθσ διςδιάςτατθσ ςτιγμιαίασ ταχφτθτασ γνωςτισ και ωσ οπτική ροή (optical 

flow). Θ δεφτερθ προςζγγιςθ βαςίηεται ςτθν επεξεργαςία προκακοριςμζνων χαρακτθριςτικϊν 

ςθμείων τθσ εικόνασ τα οποία ανιχνεφονται και παρακολουκοφνται ωσ προσ τθν κίνθςι τουσ 

μζςα ςτθν ακολουκία. Στθν παροφςα εργαςία ζχουμε υιοκετιςει τθν πρϊτθ προςζγγιςθ. 

Σφμφωνα με αυτιν, το πρόβλθμα τθσ ΕΚΚ γνωςτό και ωσ egomotion χωρίηεται ςε δυο βαςικά 

υποπροβλιματα: αυτό τθσ εφρεςθσ τθσ οπτικισ ροισ και ςτθ ςυνζχεια τθσ περαιτζρω 

επεξεργαςίασ τθσ προκειμζνου να υπολογιςτοφν οι παράμετροι κίνθςθσ δθλαδι θ πλιρθσ 

μεταφορά (translation) και περιςτροφή (rotation) τθσ κάμερασ ςτο χϊρο.  
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Ζνα αξιόλογο ςτοιχείο είναι ότι ςτθν πραγματικότθτα λόγω τθσ προβολισ του τριςδιάςτατου 

περιβάλλοντοσ πάνω ςτο διςδιάςτατο επίπεδο τθσ εικόνασ, ζνα μζροσ από τθν τριςδιάςτατθ 

πλθροφορία, που αφορά κυρίωσ το βάκοσ (depth), χάνεται (για τθν ακρίβεια ενςωματϊνεται 

ςτισ άλλεσ δφο διαςτάςεισ). Ακόμα πιο απογοθτευτικό, όπωσ κα δοφμε, είναι το γεγονόσ ότι 

ςτθν προοπτική προβολή (το οπτικό μοντζλο που κεωροφμε για τθν κάμερα μασ) το βάκοσ 

και θ μεταφορικι κίνθςθ είναι μεγζκθ ανάλογα και ζτςι ςτθν πραγματικότθτα αυτό που 

ζχουμε τθν δυνατότθτα να υπολογίςουμε είναι μόνο ο λόγοσ μεταφοράσ – βάκουσ και όχι οι 

απόλυτεσ τιμζσ τουσ, κάτι που όμωσ δθμιουργεί μια παράπλευρθ απϊλεια: Με γνϊςθ μόνο 

του λόγου μεταφοράσ – βάκουσ είναι αδφνατο να προςδιορίςουμε τθν ταχφτητα τησ κάμερασ 

παρά μόνο τθν ςχετικι ωσ προσ το βάκοσ. Για να αναχαιτίςουμε τθν ιδιομορφία αυτι, 

ςυνικθσ τακτικι είναι να κεωρείται ότι θ ταχφτθτα τθσ μεταφορικισ κίνθςθσ ςτθν διάρκεια 

ενόσ καρζ ζχει πάντα μια ςτακερι τιμι. Υποκζτουμε ότι αυτι θ ςφμβαςθ πικανϊσ να εγείρει 

πλικοσ ερωτθμάτων που όμωσ κα δοφμε αργότερα. Ρροσ το παρόν κα αρκεςτοφμε ςτο 

γεγονόσ ότι ςε πολλζσ εφαρμογζσ (όπωσ τθν πακθτικι πλοιγθςθ) το ηθτοφμενο δεν είναι οι 

απόλυτεσ τιμζσ αλλά ο λόγοσ μεταφοράσ – βάκουσ. 

 

Διάφοροι ερευνθτζσ ςτο παρελκόν προκειμζνου να άρουν τισ δυςκολίεσ από ιδιομορφίεσ 

όπωσ θ παραπάνω επιχειροφςαν να απλοποιιςουν το πρόβλθμα και τισ εξιςϊςεισ του π.χ. 

εξαλείφοντασ το βάκοσ. Στθν ςυνζχεια τισ εξιςϊςεισ αυτζσ τισ χρθςιμοποιοφςαν ςαν βάςθ για 

τισ μεκόδουσ εκτίμθςθσ που ανζπτυςςαν. Το κζμα ιταν ότι οι μεταςχθματιςμοί αυτοί πολλζσ 

φορζσ αλλοίωναν τθν γεωμετρία του οπτικοφ μοντζλου. Ζτςι αρκετά ςυχνά διάφορεσ μζκοδοι 

ΕΚΚ που παρουςιάςτθκαν κατά καιροφσ ςτθριηόταν ςε εξ’ αρχισ λανκαςμζνα μοντζλα. Το 

αποτζλεςμα ιταν πόλωςθ δθλαδι «τάςθ» των εκτιμιςεων προσ ςυγκεκριμζνεσ κατευκφνςεισ 

κακϊσ και αδικαιολόγθτεσ αποκλίςεισ που επιδεινωνόταν παρουςία κορφβου. Εδϊ να 

τονίςουμε ότι θ πόλωςη (bias) και θ απόκλιςη (variance) αποτελοφν ςθμαντικζσ μετρικζσ 

αποδοτικότθτασ των μεκόδων αυτϊν.  

 

Λδανικά, όπωσ κα δοφμε και αργότερα, ζξι μόνο διανφςματα οπτικισ ροισ αρκοφν για να 

εξάγουμε τισ παραμζτρουσ κίνθςθσ. Πμωσ ο κόρυβοσ διαφκείρει με τζτοιο τρόπο το τελικό 

αποτζλεςμα ϊςτε θ χριςθ εκατονταπλάςιου αρικμοφ διανυςμάτων ροισ κρίνεται 

απαραίτθτθ. Κα διαπιςτϊςουμε δε ότι μικρά ςφάλματα ςτα διανφςματα ροισ ςυνικωσ 

δθμιουργοφν δυςανάλογα μεγάλα ςφάλματα και αποκλίςεισ ςτθν ΕΚΚ. Επειδι ζνα ποςοςτό 

διανυςμάτων ροισ για λόγουσ που κα αναλφςουμε ςτθν ςυνζχεια παρουςιάηει ακραίεσ τιμζσ 

κορφβου, θ χριςθ μεγάλου αρικμοφ διανυςμάτων εξαςφαλίηει ότι ςε ζνα βακμό αυτζσ οι 
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ακραίεσ τιμζσ κα εξομαλυνκοφν. Αιτία των εςφαλμζνων μετριςεων είναι ότι οι αλγόρικμοι 

εφρεςθσ οπτικισ ροισ επιλφουν ζνα από μόνο του αρκετά δφςκολο πρόβλθμα και είναι 

ευαίςκθτοι ςε ζναν αρικμό από καταςτάςεισ που παρουςιάηονται ςτισ πραγματικζσ 

ακολουκίεσ εικόνων όπωσ θ ανεξάρτθτθ κίνθςθ και ο κόρυβοσ των CCD’s – κωδικοποίθςθσ 

που ζχει ςαν αποτζλεςμα τθν διακφμανςθ τθσ ζνταςθσ των εικονοςτοιχείων από καρζ ςε 

καρζ. Το αποτζλεςμα είναι μεγάλοσ αρικμόσ από εςφαλμζνα δεδομζνα τα οποία ονομάηονται 

και outliers. Αυτονόθτθ είναι ίςωσ θ υπόκεςθ ότι θ κάμερα κα πρζπει να εςτιάηει ςε 

αμετάβλητο πλάνο (rigid motion) δθλ τα αντικείμενα επιβάλλεται να ζχουν ςτακερό ςχιμα, 

να μθν κινοφνται προσ ανεξάρτθτεσ κατευκφνςεισ και θ μόνθ κίνθςθ των αντικειμζνων ςτα 

καρζ τθσ ακολουκίασ να προκαλείται από τθν κίνθςθ τθσ κάμερασ. Υπό αυτοφσ τουσ όρουσ 

ζχουμε τθν δυνατότθτα να χειριςτοφμε καλφτερα τισ κορυβϊδεισ μετριςεισ οπτικισ ροισ. 

 

Στθν μζκοδο μασ ζχουμε επιχειριςει να ελζγξουμε τθν φπαρξθ των outliers χρθςιμοποιϊντασ 

δφο επίπεδα ελζγχου: ανίχνευςθ και απομάκρυνςθ των διανυςμάτων με ακραίεσ τιμζσ 

(ανεξαρτιτωσ μοντζλου κίνθςθσ) και ςε δεφτερο ςτάδιο ενςωμάτωςθ robust τεχνικήσ 

ςτάθμιςησ ςτθν μζκοδο ΕΚΚ. Ραρά τθν ενίςχυςθ τθσ «αντοχισ» τθσ μεκόδου εκτίμθςθσ ϊςτε 

να ανζχεται ζνα ςεβαςτό ποςοςτό κορφβου, όπωσ κα αποδειχκεί και ςτθν ςυνζχεια, το 

επίπεδο εςφαλμζνων δεδομζνων που παράγεται από τουσ πλζον διαδεδομζνουσ 

αλγορίκμουσ οπτικισ ροισ [20] πολλζσ φορζσ είναι αρκετά υψθλό ϊςτε να «αλλοιϊνει» το 

τελικό αποτζλεςμα. 

 

Σειρά από εκτεταμζνεσ δοκιμζσ με ςυνκετικζσ ακολουκίεσ ςε ελεγχόμενο περιβάλλον 

κορφβου αποκαλφπτουν πολλά και ενδιαφζροντα ςτοιχεία για τθν αξιοπιςτία αλλά και τισ 

προςδοκίεσ που κα πρζπει να τρζφουμε για τθν μζκοδο που αναπτφξαμε. Δυςτυχϊσ 

πρόβλθμα για τθν αξιολόγθςθ τθσ μεκόδου αποτελεί θ ζλλειψθ αντικειμενικϊν μετριςεων 

για πραγματικζσ ακολουκίεσ εικόνων. Ραρά ταφτα θ επεξεργαςία και ανάλυςθ πραγματικϊν 

ακολουκιϊν δίνει μεν μια χονδρικι αλλά παράλλθλα και αξιόλογθ αίςκθςθ τθσ αξιοπιςτίασ 

τθσ μεκόδου. Απόπειρα να ενιςχυκεί θ αίςκθςθ αυτι πραγματοποιικθκε με τθν ανάπτυξθ και 

ενςωμάτωςθ μιασ μθχανισ παραγωγισ κινοφμενων γραφικϊν ςθμείων που ακολουκοφν τθν 

κίνθςθ του περιβάλλοντοσ.  

 

Θ δομι τθσ εργαςίασ ζχει τθν εξισ: Στο κεφάλαιο 2 πραγματευόμαςτε το ηιτθμα τθσ οπτικισ 

ροισ και αναλφουμε τθν μζκοδο που υιοκετιςαμε. Στο κεφάλαιο 3 αναλφεται το οπτικό 

μοντζλο και οι εξιςϊςεισ κίνθςθσ που το διζπουν. Εκεί κα αναφερκοφμε ςτισ εξιςϊςεισ που 
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ςυνδζουν τον «πραγματικό κόςμο» με τθν προβολι του ςτο επίπεδο των εικόνων. Στθν 

ςυνζχεια ςτο κεφάλαιο 4 αναλφεται ο αλγόρικμοσ ΕΚΚ όπου και αξιολογείται μζςω 

εκτεταμζνων προςομοιϊςεων ςτο κεφάλαιο 5. Τζλοσ παρουςιάηουμε τα ςυμπεράςματα μασ 

και τισ ιδζεσ μασ για μελλοντικζσ προεκτάςεισ ςτο κεφάλαιο 6. 
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Κεφάλαιο 2  

Οπτική ροή 

 

2.1 Ειςαγωγή 

 

Ππωσ είναι γνωςτό οι μθχανζσ κινθματογράφθςθσ ςυλλαμβάνουν 25 καρζ το δευτερόλεπτο 

(frames per second, FPS) και οι διαφορζσ μεταξφ αυτϊν των καρζ μποροφν να αποτελζςουν 

ςθμαντικι πθγι δεδομζνων. Αν θ κάμερα κινείται ςε ςχζςθ με τθν τριςδιάςτατθ ςκθνι που 

λαμβάνει, θ προκφπτουςα φαινομενικι κίνθςθ ςτα διαφορά ςθμεία τθσ εικόνασ ονομάηεται 

οπτική ροή. Θ οπτικι ροι ουςιαςτικά περιγράφει τθν ςχετικι κίνθςθ μεταξφ τθσ κάμερασ και 

του περιβάλλοντοσ λιψθσ ςτα διάφορα ςθμεία τθσ εικόνασ. Αυτι θ ςχετικι κίνθςθ από καρζ 

ςε καρζ εμπεριζχει εν δυνάμει πλθκϊρα πλθροφοριϊν οι οποίεσ μποροφν να εξαχκοφν με 

κατάλλθλθ επεξεργαςία. Ρ.χ. κατά τθν κινθματογράφθςθ από ζνα κινοφμενο όχθμα τα 

μακρινά αντικείμενα φαίνεται να κινοφνται αργά ςε ςχζςθ με τα κοντινότερα, κατά ςυνζπεια 

θ μζτρθςθ του ρυκμοφ τθσ κίνθςθσ μπορεί να μασ δϊςει ςτοιχεία για τθν απόςταςθ τθσ 

κάμερασ από τα αντικείμενα. Συνοψίηοντασ κα μποροφςαμε να ποφμε ότι γενικϊσ θ οπτικι 

ροι «κωδικοποιεί» μεγάλθ ποςότθτα χριςιμθσ πλθροφορίασ που ςχετίηεται με τθν δομι τθσ 

ςκθνισ. 

 

Ρρακτικά θ οπτικι ροι είναι ζνα ςφνολο διςδιάςτατων διανυςμάτων ςτα διάφορα ςθμεία 

τθσ εικόνασ. Κακζνα από αυτά τα διανφςματα δεν είναι τίποτα άλλο παρά θ προβολή ςτο 

επίπεδο τθσ εικόνασ του αντίςτοιχου «τριςδιάςτατου διανφςματοσ» κίνθςθσ ενόσ 

αντικειμζνου ςτον χϊρο. Συνεπϊσ θ οπτικι ροι είναι ζνα ςφνολο διανυςμάτων u = (u1, u2)
T 

κακζνα από τα οποία μασ δείχνει τθν κίνθςθ των προβαλλόμενων αντικειμζνων ςτθν κζςθ  

x = (x1, x2)
T τθσ εικόνασ. 
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Χωρίσ αμφιβολία ο αξιόπιςτοσ υπολογιςμόσ τθσ οπτικισ ροισ ζχει αποτελζςει αντικείμενο 

εκτεταμζνθσ ζρευνασ και πολλζσ εναλλακτικζσ μζκοδοι ζχουν αναπτυχκεί για τον ςκοπό αυτό 

με ίςωσ πιο διαδεδομζνεσ τισ τεχνικζσ που βαςίηονται ςτθν ιςχφ τθσ ιδιότθτασ ότι θ 

φωτεινότθτα των εικονοςτοιχείων ςε διαδοχικά καρζ δεν αλλάηει αλλά μετακινείται ςε νζεσ 

κζςεισ. Με άλλα λόγια κάκε διάνυςμα του πεδίου μπορεί να προκφψει αντιςτοιχίηοντασ 

ςθμεία με παρόμοια φωτεινότθτα ςε διαδοχικά καρζ. Οι τεχνικζσ αυτζσ είναι γνωςτζσ ωσ 

διαφορικζσ και παρακάτω κα δοφμε τον τρόπο με τον οποίο κατορκϊνουν να 

εκμεταλλευτοφν το χαρακτθριςτικό αυτό. Σθμειϊνουμε ότι από εδϊ και ςτο εξισ κα 

αναφερόμαςτε ςτθ φωτεινότθτα ωσ ζνταςη εικονοςτοιχείου. 

 

Οι τεχνικζσ διαφόριςησ κζτουν ωσ βαςικι υπόκεςθ ότι θ ζνταςθ I(x,t) ςε ζνα ςυγκεκριμζνο 

εικονοςτοιχείο με κζςθ x ςτο καρζ τθσ χρονικισ ςτιγμισ t, παραμζνει ςτακερι και ςτα 

επόμενα καρζ τθσ ακολουκίασ ανεξάρτθτα από το αν ζχει μεταφερκεί ςε νζα κζςθ x’. Κάτι 

τζτοιο κα μποροφςαμε να ποφμε ότι ιςχφει μόνο υπό ςυνκικεσ, μιασ και είναι περιςςότερο 

ςφνθκεσ θ ζνταςθ ςτα διαφορά ςθμεία να αλλάηει ανάλογα με τθν γωνία λιψθσ, τον κόρυβο 

λιψθσ – ςυμπίεςθσ κ.α. Γι’ αυτό κεωρείται αυτονόθτο ότι τα καρζ κα πρζπει να 

επεξεργαςτοφν με κατάλλθλο τρόπο (φίλτρο ςυχνοτιτων) ϊςτε να απομακρυνκεί μζροσ του 

κορφβου πριν δοκοφν ωσ είςοδοσ ςτον αλγόρικμο οπτικισ ροισ. Πταν δεν παραβιάηεται θ 

ςυνκικθ «αμετάβλθτθσ ζνταςθσ» (και επιπλζον θ εικόνα ζχει πλοφςιο ςυχνοτικό 

περιεχόμενο) οι αλγόρικμοι αυτοί αποδίδουν άριςτα αποτελζςματα. Πλα αυτά κα τα δοφμε 

αναλυτικά ςτισ επόμενεσ ενότθτεσ. 

 

2.2 Σεχνικζσ διαφόριςησ 

 

2.2.1 Σεχνικζσ διαφόριςησ πρϊτησ τάξησ 

 

Ππωσ προδίδει και το όνομα τουσ οι τεχνικζσ διαφόριςθσ αξιοποιοφν τθν πλθροφορία που 

προκφπτει από τθν παραγϊγιςθ των εικόνων ςτο χϊρο και ςτο χρόνο. Χωρίηονται δε ςε δυο 

βαςικζσ κατθγορίεσ ανάλογα με το αν γίνεται χριςθ τθσ πρϊτθσ ι και τθσ δεφτερθσ 

παραγϊγου. Στθν περίπτωςθ τθσ πρϊτθσ παραγϊγου θ οπτικι ροι μεταξφ δφο καρζ ςτουσ 

χρόνουσ 0 και t είναι το διάνυςμα u = (u1, u2)
T το οποίο ικανοποιεί τθν ςχζςθ: 

 ( , )    ( - ,0)I t I tx x u  (1) 
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Θ (1) εκφράηει τθν κφρια υπόκεςθ των τεχνικϊν διαφόριςθσ περί «αμετάβλθτθσ ζνταςθσ» και 

είναι αναγκαίο να ικανοποιείται. Εννοεί δε ότι τα δυο εικονοςτοιχεία πριν και μετά τθν 

μετατόπιςθ u ζχουν ακριβϊσ τθν ίδια ζνταςθ. Χρθςιμοποιϊντασ τθν επζκταςθ Taylor (ι 

ιςοδφναμα τθν εξίςωςθ περιοριςμοφ κλίςθσ 
( , )

0
dI t

dt


x
) ζχουμε: 

 ( , )     ( , )    0tI t I t  x u x  (2) 

Ππου It(x,t) είναι θ χρονικι παράγωγοσ του I(x,t) και I(x,t)  =  (Ix(x,t), Iy(x,t))T με Ix(x,t), Iy(x,t) 

τισ μερικζσ χωρικζσ παραγϊγουσ για τον x και y άξονα τθσ εικόνασ αντίςτοιχα. Θ (2) είναι μια 

γραμμικι εξίςωςθ με αγνϊςτουσ τα ςτοιχεία του διανφςματοσ u. Αρκεί ζτςι να υπολογίςουμε 

τισ μερικζσ χωροχρονικζσ παραγϊγουσ Ix(x,t), Iy(x,t), It(x,t) για να ζχουμε τθν μία από τισ δφο 

εξιςϊςεισ που χρειαηόμαςτε για τθν επίλυςθ ςυςτιματοσ με αγνϊςτουσ τα u1, u2. Επειδι τα 

πικανά u που ικανοποιοφν τθν εξίςωςθ βρίςκονται ςε διάταξθ ευκείασ θ (2) ονομάηεται και 

ευθεία περιοριςμοφ (constraint line). Το διάνυςμα δε το οποίο είναι κάκετο ςτθν ευκεία 

περιοριςμοφ ονομάηεται κανονικό (normal flow) και είναι ιδιαίτερα εφκολο να υπολογιςτεί 

(Σχιμα 2-1). Αν υποκζςουμε το κανονικό διάνυςμα un = sn όπου s θ ταχφτθτα και n θ 

διεφκυνςθ τότε: 

 
( , ) ( , )

( , ) , ( , )
( , ) ( , )

tI t I t
s t t

I t I t


 

x x
x n x

x x
 (3) 

Με τθν (3) μποροφμε να υπολογίςουμε ζνα πεδίο κανονικϊν διανυςμάτων ωςτόςο αυτό δεν 

καλφπτει τθσ ανάγκεσ τθσ εφαρμογισ που εξετάηουμε εδϊ αφοφ θ ΕΚΚ απαιτεί ακριβζσ πεδίο 

οπτικισ ροισ αποτελοφμενο από πλιρθ διςδιάςτατα u. Είναι ςαφζσ πωσ για να κακορίςουμε 

επακριβϊσ τισ τιμζσ του u είναι απαραίτθτεσ επιπρόςκετεσ εξιςϊςεισ – περιοριςμοί. 
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Σχήμα 2-1: «Ευκεία περιοριςμοφ» διανφςματοσ οπτικισ ροισ 

 

Μία λφςθ για τθν εφρεςθ του u απαντάται ςτισ τεχνικζσ δεφτερθσ τάξεωσ οι οποίεσ 

ουςιαςτικά χρθςιμοποιοφν επιπλζον εξιςϊςεισ που προζρχονται από τθν παραγϊγιγθ τθσ (2). 

Σε πολλζσ των περιπτϊςεων οι τεχνικζσ αυτζσ δεν παράγουν ικανοποιθτικά αποτελζςματα 

[18]. Μια άλλθ ιδζα που εξαςφαλίηει τισ επιπλζον εξιςϊςεισ που απαιτοφνται προζρχεται από 

τθν εκμετάλλευςθ τθσ κοινισ ςυμπεριφοράσ που χαρακτθρίηει γειτονικά εικονοςτοιχεία κατά 

τθν κίνθςθ τουσ *18,19,24,25+.  

 

2.2.2 Σοπικζσ τεχνικζσ διαφόριςησ πρϊτησ τάξησ 

 

Ρλικοσ μεκόδων που ζχουν ωσ αφετθρία τθν (2) είναι διακζςιμο [20]. Οι μζκοδοι αυτζσ 

ταξινομοφνται ςε δυο κφριεσ κατθγορίεσ, τισ κακολικζσ και τοπικζσ τεχνικζσ, ανάλογα με τισ 

επιπλζον εξιςϊςεισ – περιοριςμοφσ που υιοκετοφν:  

 Οι καθολικζσ τεχνικζσ λαμβάνουν υπόψθ τουσ ολόκλθρθ τθν εικόνα αποδίδοντασ 

οπτικι ροι ακόμα και ςε ςθμεία που το περιεχόμενο τθσ εικόνασ αντενδείκνυνται 

για επεξεργαςία. Τυπικά παραδείγματα περιοχϊν εικόνασ από τισ οποίεσ δεν 

παρζχεται αξιόπιςτθ πλθροφορία οπτικισ ροισ είναι π.χ. οι μονοχρωματικζσ 

επιφάνειεσ (κακαρόσ ουρανόσ, επιφάνειεσ ςτο παραςκινιο – τοίχοι) όπου οι 

παράγωγοι Ιx, Ιy, Ιt τείνουν ςτον μθδζν. Χρθςιμοποιείτε δε ςε εφαρμογζσ που είναι 

απαραίτθτθ πυκνή οπτική ροή αφοφ ιδανικά παράγει μετριςεισ ταχφτθτασ για κάκε 

εικονοςτοιχείο (ζςτω και χαμθλισ αξιοπιςτίασ!). Ο αλγόρικμοσ ΕΚΚ δεν απαιτεί 
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πυκνι οπτικι ροι και χονδρικά κα μποροφςαμε να ποφμε ότι χρειαηόμαςτε 

πλθροφορία από λίγα και ακριβι διανφςματα. Για αυτό το λόγο ςτραφικαμε ςτισ 

τοπικζσ τεχνικζσ. 

 Οι τοπικζσ τεχνικζσ λαμβάνουν υπόψθ τουσ μικρά τμιματα τθσ εικόνασ για κάκε 

διάνυςμα που παράγουν. Κάκε διάνυςμα είναι εντελϊσ ανεξάρτθτο από τα 

υπόλοιπα. Χρθςιμοποιοφν δε πλθροφορία από διαδοχικά εικονοςτοιχεία που 

βρίςκονται εντόσ κάποιου μικροφ παραθφρου εκμεταλλευόμενεσ κοινζσ ιδιότθτεσ 

που παρουςιάηονται κατά τθν κίνθςθ. Γενικότερα κεωροφνται ακριβείσ αλλά 

πάςχουν από κάποιεσ αδυναμίεσ που κα πρζπει να εξετάηονται και 

αντιμετωπίηονται ανάλογα με τθν εφαρμογι και τθν ανοχι αυτισ ςτα ςφάλματα. 

Αυτζσ τισ αδυναμίεσ και τα ςφάλματα που δθμιουργοφν ςτισ εκτιμιςεισ κα 

εξετάςουμε ςτο κεφάλαιο 2.3.  

 

Θ βαςικι ιδζα ςτθν οποία ςτθρίηονται οι τοπικζσ τεχνικζσ προζρχεται από το γεγονόσ ότι είναι 

αρκετά πικανό γειτονικά εικονοςτοιχεία να ςυμμετζχουν ςτθν ίδια κίνθςθ. Εκμεταλλευόμενοι 

το κζμα τθσ τοπικότητασ ςτθν κίνθςθ μποροφμε να υπολογίςουμε ζνα πλιρεσ διςδιάςτατο 

διάνυςμα ροισ ςυνδυάηοντασ τισ εκτιμιςεισ από γειτονικά εικονοςτοιχεία: Ππωσ αναλφςαμε 

πριν, μζςω τθσ (2) είναι δυνατόσ ο υπολογιςμόσ τθσ ευκείασ γραμμισ που «ςυνδζει» τα δφο 

ςτοιχεία του διανφςματοσ u μεταξφ τουσ. Αν λοιπόν ςχθματίςουμε τζτοιεσ ευκείεσ για όλα τα 

γειτονικά εικονοςτοιχεία τότε θ τελικι λφςθ είναι θ τομι τουσ ι για να ακριβολογοφμε 

(παρουςία κορφβου) το πλθςιζςτερο προσ τθν τομι τουσ ςθμείο (Σχιμα 2-2). Ζτςι αφοφ 

πρϊτα υπολογίςουμε τισ χωροχρονικζσ παραγϊγουσ για τθν επικυμθτι κζςθ x και τισ 

γειτονικζσ τθσ, ςτθν ςυνζχεια λαμβάνουμε τθν λφςθ επιλφοντασ το υπερκακοριςμζνο 

ςφςτθμα γραμμικϊν εξιςϊςεων που προκφπτει. Οι εξιςϊςεισ του ςυςτιματοσ είναι όςεσ και ο 

αρικμόσ των εικονοςτοιχείων που περιλαμβάνονται ςτο μπλοκ γειτόνων. Μια ςυνθκιςμζνθ 

επιλογι είναι θ ςυμμετοχι των δυο προθγοφμενων και δυο επόμενων διαδοχικϊν 

εικονοςτοιχείων για κακζναν από τουσ x-y άξονεσ, το οποίο αντιςτοιχεί ςε παράκυρο 5x5. Σε 

αυτι τθν περίπτωςθ το ςφςτθμα μασ περιζχει 25 γραμμικζσ εξιςϊςεισ τθσ μορφισ (2). 
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Σχήμα 2-2: Υπολογιςμόσ διςδιάςτατου διανφςματοσ οπτικισ ροισ μζςω ευκειϊν περιοριςμοφ 

γειτονικϊν ςθμείων. 

 

 

 

2.3 Παράμετροι προβλήματοσ και αιτίεσ ςφαλμάτων 

 

Ππωσ κα δοφμε αργότερα οι τοπικζσ τεχνικζσ πρϊτθσ τάξθσ παρά το ότι κεωροφνται από τισ 

πλζον ακριβείσ τα αποτελζςματα τουσ εμπεριζχουν ζνα αξιοςθμείωτο ποςοςτό ςφαλμάτων. 

Εκτόσ από τισ προφανείσ αιτίεσ ςφαλμάτων όπωσ λάκθ ςτουσ υπολογιςμοφσ των παραγϊγων 

κάποιεσ επιπλζον προβλθματικζσ περιπτϊςεισ επθρεάηουν τθν ποιότθτα των αποτελεςμάτων. 

Από εδϊ και ςτο εξισ τα ςφάλματα ςτο πεδίο οπτικισ ροισ κα τα αναφζρουμε ωσ θόρυβο. 

 

 

2.3.1 Φαινόμενο διαφράγματοσ (Aperture problem) 

 

Είναι το φαινόμενο κατά το οποίο δεν υπάρχει ςαφινεια για τθν κίνθςθ ενόσ αντικειμζνου αν 

το παρατθρείσ ξζχωρα από το υπόλοιπο περιβάλλον μζςα από ζνα μικρό παράκυρο. 

Γενικότερα ζνα μειονζκτθμα των τοπικϊν μεκόδων ςε ςχζςθ με τισ κακολικζσ απορρζει από 

το γεγονόσ ότι δεν εκμεταλλεφονται τθν γενικότερθ κίνθςθ ςε όλο το μικοσ και πλάτοσ τθσ 

εικόνασ αλλά «παρακολουκοφν» αποςπαςματικά μικρά παρακυράκια κίνθςθσ (Σχιμα 2-3). Το 



  Εκτίμθςθ τριςδιάςτατθσ κίνθςθσ κάμερασ 

Παράμετροι προβλιματοσ και αιτίεσ ςφαλμάτων  και βάκουσ από ακολουκίεσ εικόνων 

Κεφάλαιο 2:  Οπτικι ροι   19 

φαινόμενο δε παρουςιάηεται ςυχνά ςε περιπτϊςεισ ακμϊν που εκτείνονται κατά μικοσ 

ευκείασ διάταξθσ μπροςτά από το παράκυρο. 

 

 

Σχήμα 2-3: Ζνα αντικείμενο που κινείται προσ διαφορετικζσ κατευκφνςεισ (αριςτερι ςτιλθ) 

όμωσ θ τελικι κζςθ (δεξιά ςτιλθ) δείχνει ίδια όταν «παρατθροφμε» μζςα από μια μικρι οπι. 

 

Μια λφςθ ςτο πρόβλθμα αυτό είναι θ αφξθςθ του μεγζκουσ του παρακφρου δθλαδι τθσ 

αφξθςθσ των γειτονικϊν εικονοςτοιχείων που ςυμμετζχουν ςτθν δθμιουργία του βαςικοφ 

ςυςτιματοσ. Κάτι τζτοιο ναι μεν βελτιϊνει τισ εςφαλμζνεσ εκτιμιςεισ λόγω του φαινομζνου 

του διαφράγματοσ αλλά ζχει αρνθτικζσ ςυνζπειεσ ςε μια άλλθ κρίςιμθ παράμετρο κακϊσ με 

τθν αφξθςθ του παρακφρου αυξάνεται και θ πικανότθτα ανεξάρτθτθσ κίνθςθσ ςτα γειτονικά 

εικονοςτοιχεία. Οι ανεξάρτθτεσ κινιςεισ και θ επίδραςι τουσ ςτο αποτζλεςμα ςυηθτϊνται 

αμζςωσ μετά. 

 

2.3.2 Ανεξάρτητη κίνηςη – θόρυβοσ 

 

Ππωσ είδαμε βαςικι προχπόκεςθ για ακριβείσ μετριςεισ ταχφτθτασ είναι θ ςκθνι να είναι 

αμετάβλθτθ ςτο χρόνο. Αν ζχουμε ζνα ςχετικά μικρό παράκυρο με ν γειτονικά εικονοςτοιχεία 

ζνταςθσ I(x1...ν,t) τθν χρονικι ςτιγμι t… τθν επόμενθ ςτιγμι t+1 αναμζνουμε I(u+x1...ν,t+1) = 

I(x1...ν,t). Δθλαδι παρά τθν μετατοπιςμζνθ κζςθ του παρακφρου κάκε ζνα από τα 

εικονοςτοιχεία διατθρεί αντίςτοιχα τθν ζνταςθ του αναλλοίωτθ. Ουςιαςτικά τίποτα 
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περιςςότερο ι λιγότερο από τθν ικανοποίθςθ τθσ κεμελιϊδουσ ςχζςθσ (1) που ορίςαμε 

προθγοφμενα για όλα τα εικονοςτοιχεία του ςυνόλου ν. Κάτι τζτοιο όπωσ ίςωσ κα μποροφςε 

να μαντζψει κάποιοσ δεν είναι απολφτωσ δυνατό να επιτευχκεί κυρίωσ για δυο λόγουσ: Τθν 

ανεξάρτθτθ κίνθςθ και το κόρυβο.  

 

Μία ςθμαντικι διαφορά ανάμεςα ςτον τρόπο που επιδρά ο κόρυβοσ ςε ςχζςθ με τισ 

ανεξάρτθτεσ κινιςεισ είναι ότι ο κόρυβοσ προκαλεί ςφάλματα ςτον υπολογιςμό των 

παραγϊγων, ενϊ οι ανεξάρτθτεσ κινιςεισ ακυρϊνουν τθν βαςικι προχπόκεςθ των τοπικϊν 

τεχνικϊν περί αμετάβλθτου περιβάλλοντοσ λιψθσ (rigid scene). Ωςτόςο κατά μιαν ευρφτερθ 

ζννοια ο κόρυβοσ φζρει και τισ ιδιότθτεσ των ανεξάρτθτων κινιςεων. 

 

Πταν μία ςκθνι περιζχει ανεξάρτθτεσ κινιςεισ τότε είναι απλά κζμα «τφχθσ» το παράκυρο να 

βρίςκεται ακριβϊσ πάνω ςτθν «ακμι κίνθςθσ» των αντικειμζνων. Τα διανφςματα που 

υπολογίηονται από αυτζσ τισ περιοχζσ ζχουν ςχεδόν τυχαία κατεφκυνςθ. Σε περιπτϊςεισ που 

γνωρίηουμε εκ τον προτζρων ότι θ ςκθνι περιζχει ανεξάρτθτεσ κινιςεισ είναι απαραίτθτθ θ 

χριςθ μικρότερου παρακφρου, το οποίο όπωσ αναλφκθκε πριν επιδεινϊνει το φαινόμενο 

διαφράγματοσ, κακϊσ και μειϊνει τθν ικανότθτα τθσ ανίχνευςθσ μεγάλων ταχυτιτων, όπωσ 

κα περιγράψουμε αργότερα. 

 

Ο κόρυβοσ ςτισ εικόνεσ επιφζρει παρόμοια προβλιματα αντίςτοιχα των επιπτϊςεων από τισ 

ανεξάρτθτεσ κινιςεισ. Ωςτόςο οι ανεξάρτθτεσ κινιςεισ ςυμβαίνουν ςε μεμονωμζνα ςθμεία, 

ενϊ αντίκετα ο κόρυβοσ λιψθσ-ςυμπίεςθσ αφορά ολόκλθρθ τθν επιφάνεια τθσ εικόνασ και θ 

επίδραςθ του είναι αδιάλειπτθ. Επιπλζον ςτοιχείο που δυςχεραίνει τυχόν προςπάκειεσ 

αντιμετϊπιςισ του είναι θ πρότερθ άγνοια μασ για το μζγεκοσ και τον τφπο του κορφβου που 

περιζχεται ςε μια εικόνα αφοφ αυτά εξαρτϊνται από το υλικό, δθλαδι τθν μθχανι 

κινθματογράφθςθσ, τουσ φακοφσ, τθν φωτοευαίςκθτθ επιφάνεια, το μζςο αποκικευςθσ, τθν 

ςυμπίεςθ κ.α (Σχιμα 2-4).  
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Σχήμα 2-4: Διαδοχικά καρζ από ακολουκία (πάνω). Παρατθροφμε τισ εντάςεισ των 

εικονοςτοιχείων ςε παράκυρο 5x5 για το ίδιο αντικείμενο, Ιδανικά τα δυο παράκυρα κα 

ζπρεπε να είναι ίδια (κάτω). 

 

Ωςτόςο παρότι είναι δφςκολο να γνωρίηουμε τον τφπο και τθν ποςότθτα του κορφβου που κα 

ςυναντιςουμε κατά τθν διάρκεια μιασ ακολουκίασ εικόνων κα πρζπει να κεωριςουμε 

κάποια χαρακτθριςτικά που ςτισ περιςςότερεσ των περιπτϊςεων κα καλφπτουν τισ ςυνκικεσ 

που ςυναντάμε ςτθν πράξθ. Για τισ ανάγκεσ τθσ παροφςασ ανάλυςθσ κεωριςαμε ότι ο 

κόρυβοσ αφορά μόνο τθν ζνταςθ των εικονοςτοιχείων, δεν επθρεάηει τα ςχιματα 

δθμιουργϊντασ υφζσ, είναι ανεξάρτθτοσ και ομοιόμορφα κατανεμθμζνοσ με μθδενικι μζςθ 

τιμι. Τζλοσ όςο πιο «ζντονοσ» είναι ο κόρυβοσ τόςο πιο «ψθλά» βρίςκεται το ςυχνοτικό του 

περιεχόμενο. Ραρακάτω δείχνουμε με τθν εφαρμογι βακυπερατοφ φίλτρου ςτισ εικόνεσ πριν 

τθν επεξεργαςία εξομαλφνουμε ςε μεγάλο βακμό τον κόρυβο κάτι που δρα ευεργετικά ςτθν 

ποιότθτα του τελικοφ αποτελζςματοσ.  

 

2.3.3 Μζγιςτη ταχφτητα κίνηςησ 

 

Ωσ ταχφτθτα κίνθςθσ ορίηουμε το μζτρο των διανυςμάτων προσ το χρόνο ενόσ καρζ. Επειδι το 

χρονικό διάςτθμα ανάμεςα ςτα καρζ τθσ ακολουκίασ είναι ςτακερό ςυνθκίηεται να μετράμε 

τθν ταχφτθτα και ωσ εικονοςτοιχεία ανά καρζ. Ροια είναι όμωσ θ μζγιςτθ μετρίςιμθ ταχφτθτα;  

 

Το άνω όριο ςτθν ταχφτθτα αποδεικνφεται πωσ ςχετίηεται με το μζγεκοσ του παρακφρου και 

με τθν ανάλυςθ (resolution) των εικόνων τθσ ακολουκίασ. Ωσ γενικόσ κανόνασ ιςχφει ότι όςο 
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μεγαλφτερο είναι το παράκυρο τόςο μεγαλφτερθ ταχφτθτα μπορεί να μετρθκεί. Πμωσ θ 

αφξθςθ του μεγζκουσ του παρακφρου ζχει αρνθτικζσ επιπτϊςεισ ςε μια ςειρά από άλλεσ 

παραμζτρουσ, μερικζσ από τισ οποίεσ είδαμε πριν, και γι' αυτό δεν ςυνιςτάτε. Μία λφςθ για 

τθν μζτρθςθ μεγάλων ταχυτιτων απαντάται ςτισ τεχνικζσ πολλαπλήσ ανάλυςησ γνωςτζσ και 

ωσ coarse-to-fine, κζμα το οποίο κα δοφμε αργότερα ςτθν ενότθτα 2.6.1. Τυπικά ταχφτθτεσ 

μεγαλφτερεσ από 2 εικονοςτοιχεία ανά καρζ κεωροφνται μεγάλεσ και δθμιουργοφν 

μειωμζνθσ ακρίβειασ πρϊτεσ παραγϊγουσ (aliasing ςτον άξονα του χρόνου). Σε αντιςτοιχία με 

το παράκυρο ο ρόλοσ τθσ ανάλυςθσ είναι φανερόσ: ζνα παράκυρο μεγζκουσ 8x8, 

ενδεχομζνωσ κεωρείται μεγάλο αν χρθςιμοποιθκεί ςε εικόνεσ ανάλυςθσ 640x480p 

παρζχοντασ μασ τθν δυνατότθτα να υπολογίηουμε μεγάλεσ μετατοπίςεισ, ενϊ αντίκετα κα 

κεωροφνται μικρό αν οι διαςτάςεισ τθσ εικόνασ ιταν μεγαλφτερεσ π.χ. 1920x1080p.  

 

2.3.4 ΢υμπεράςματα: Μζγεθοσ «Παραθφρου» 

 

Γίνεται ςαφζσ ότι το μζγεκοσ του παρακφρου είναι μια ςθμαντικι παράμετροσ που επθρεάηει 

αντιφατικά μια ςειρά από κζματα κρίςιμα για τθν ακρίβεια των εκτιμιςεων. Ραρατθροφμε 

ότι δεν υπάρχει «χρυςόσ» κανόνασ που να κακορίηει το ιδανικό μζγεκοσ παρακφρου αλλά 

αυτό κα πρζπει να επιλζγεται κατά περίπτωςθ. Ο πίνακασ 2-1 δείχνει πωσ επθρεάηονται οι 

παράμετροι που είδαμε ςτισ προθγοφμενεσ ενότθτεσ από το μζγεκοσ του παρακφρου. 

 

Επενζργεια

 Μζγεθοσ παραθφρου  Αφξηςη μεγζθουσ  
παραθφ ρου  

Μείωςη μεγζθουσ  
παραθφ ρου  

Πυκνότητα οπτικήσ ροήσ - + 

Φαινόμενο διαφράγματοσ + - 

Ανεξάρτητη κίνηςη, θόρυβοσ - + 

Σαχφτητα κίνηςησ + - 

Σθμείωςθ: 
+ = βελτίωςθ 
-  = επιδείνωςθ 

  

Πίνακασ 2-1: Το μζγεκοσ παρακφρου επθρεάηει ποικιλοτρόπωσ τισ μετριςεισ. 

 

Ωσ γενικό ςυμπζραςμα κα πρζπει να ςθμειϊςουμε ότι οι προβλθματικζσ καταςτάςεισ που 

περιγράψαμε ςτισ προθγοφμενεσ ενότθτεσ άλλοτε επθρεάηουν τον αξιόπιςτο υπολογιςμό των 

παραγϊγων και άλλοτε το μοντζλο διαφορικισ επίλυςθσ. Σε κάκε περίπτωςθ μια 

«ιςορροπθμζνθ» επιλογι για το μζγεκοσ του παρακφρου μετριάηει τθν αρνθτικι ςυνειςφορά 
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των παραπάνω παραμζτρων ςτο αποτζλεςμα και αυξάνει τθν πικανότθτα για επιτυχείσ 

εκτιμιςεισ. 

 

2.4 Τπολογιςμόσ παραγϊγων 

 

Θ κεωρία γφρω από τθν αρικμθτικι διαφόριςθ είναι αρκετά περίπλοκθ και εμπεριζχει κζματα 

δειγματολθψίασ ςτον χϊρο και ςτον χρόνο. Τυπικζσ αιτίεσ προβλθμάτων που δρουν αρνθτικά 

ςτθν ποιότθτα τθσ παραγϊγιςθσ είναι ο κόρυβοσ (2.3.2) και κάποια ιδιαίτερα χαρακτθριςτικά 

των εικόνων που αντενδείκνυνται για τθν διαδικαςία. 

 

Ουςιαςτικά θ χωροχρονικι διαφόριςθ ιςοδυναμεί με τθν ςυνζλιξθ τθσ εικόνασ με γραμμικό 

υψιπερατό φίλτρο και ωσ εκ τοφτου θ ακρίβεια εξαρτάται από τον τφπο και το μζγεκοσ τθσ 

μάςκασ του φίλτρου. Θ επιλογι τθσ μάςκασ του φίλτρου αποτελεί ηιτθμα προσ διερεφνθςθ 

αφοφ τίκεται κζμα παραχωριςεων που πρζπει να γίνουν ανάμεςα ςτθν ακρίβεια των 

παραγϊγων και τον χρόνο απόκριςθσ του αλγορίκμου. Σε αυτι τθν εργαςία χρθςιμοποιιςαμε 

ζνα φίλτρο τεςςάρων ςθμείων κεντρικισ διαφοράσ (4-point central differences) με 

ςυντελεςτζσ 
1

( 1,8,0, 8,1)
12

  .  

 

Σθμαντικι για τθν επιτυχία τθσ παραγϊγιγθσ είναι θ διαδικαςία τθσ εξομάλυνςθσ αφοφ (εκτόσ 

από τθν μείωςθ του κορφβου) βοικα ςτο να μετριαςτοφν κάποιεσ δυςμενείσ για τθν 

διαφόριςθ περιπτϊςεισ όπωσ τα μεγάλα ςφάλματα που ςυνικωσ παρουςιάηονται ςε 

περιοχζσ των εικόνων με πολφ υψθλζσ ςυχνότθτεσ και αςυνζχειεσ (Σχιμα 2-5).  

 

 

Σχήμα 2-5: Αςυνζχειεσ ςτθν ζνταςθ κατά τον άξονα x λόγω φπαρξθσ ακμισ. Το ίδιο μπορεί να 

ςυμβαίνει κατά τον άξονα του y ι ακόμα του χρόνου t. 
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2.5 Εξομάλυνςη 

 

Συχνά τα δεδομζνα που καταγράφονται από κάποιο μζςο εκτόσ από τθν ωφζλιμθ 

πλθροφορία εμφανίηουν διάφορεσ τυχαίεσ διακυμάνςεισ από δείγμα ςε δείγμα, τον κόρυβο. 

Σκοπόσ τθσ εξομάλυνςθσ είναι να εξαλείψει ςε κάποιο βακμό τθν τυχαία αυτι μεταβολι που 

αλλοιϊνει τθν πλθροφορία. 

 

Για τα δεδομζνα που καταγράφονται από μία κάμερα, τισ ακολουκίεσ εικόνων, ωσ 

εξομάλυνςθ κα μποροφςαμε να ορίςουμε τθν πρόβλεψθ τθσ τιμισ ενόσ εικονοςτοιχείου 

ςυνυπολογίηοντασ πλθροφορίεσ από τα περιβάλλοντα εικονοςτοιχεία ι ακόμα τθν πρόβλεψθ 

τιμισ ενόσ εικονοςτοιχείου ςε κάποιο καρζ t με δεδομζνεσ μαρτυρίεσ από προθγοφμενεσ και 

επόμενεσ τιμζσ του ςτον χρόνο. 

 

Ζνασ τρόποσ για να εξομαλφνουμε τισ υψθλζσ ςυχνότθτεσ ςτισ οποίεσ εμπεριζχεται και ο 

κόρυβοσ είναι να αποδϊςουμε ςε κάκε εικονοςτοιχείο το μζςο όρο των γειτονικϊν του. Πμωσ 

το ερϊτθμα είναι πόςα από τα γειτονικά εικονοςτοιχεία κα πρζπει να λθφκοφν υπόψθ. Μια 

λφςθ που είναι γνωςτό ότι αποδίδει ικανοποιθτικά αποτελζςματα, ειδικά ςε περίπτωςθ που 

το μοντζλο κορφβου τθσ εικόνασ είναι Gaussian, είναι ο ςτακμιςμζνοσ μζςοσ όροσ με χριςθ 

Gaussian φίλτρου. Με τθν εφαρμογι του Gaussian φίλτρου ουςιαςτικά αντικακιςτοφμε τθν 

ζνταςθ I(x,t) με τθν νζα ζνταςθ I(x,t)*G  όπου ‘*’ δθλϊνει τθν ςυνζλιξθ τθσ ακολουκίασ με τθν 

κατανομι G. Με τθν ςειρά τθσ θ G μπορεί να είναι θ διςδιάςτατθ Gaussian κατανομι G2D που 

επιδρά αποκλειςτικά ςτα εικονοςτοιχεία τθσ εικόνασ ξζχωρα από τισ μεταβολζσ ςτθν ζνταςθ 

που εμφανίηονται κατά τθν διάρκεια τθσ ακολουκίασ ι θ τριςδιάςτατθ Gaussian κατανομι G3D 

ςε περίπτωςθ που επικυμοφμε κατά τθν εξομάλυνςθ να λαμβάνονται υπόψθ και οι 

μεταβολζσ ςτθν ζνταςθ κατά τον άξονα του χρόνου: 

 

 

2 2 2

2 2 22 2 2

2 32 3 2

1 1
( , ) , ( , , , )

2 2

s s

t

D s D s

s
s

G e G t e   





  
   


 

 

x x

x x  (4) 

Στθν περίπτωςθ τθσ τριςδιάςτατθσ εξομάλυνςθσ ολόκλθρθ θ ακολουκία ςυνελίςςεται με τθν 

τριςδιάςτατθ μάςκα G3D ζτςι ϊςτε να ςυνυπολογίηεται πλθροφορία από τθν τρίτθ διάςταςθ, 

τον χρόνο. Θ χρθςιμότθτα από κάτι τζτοιο είναι θ μείωςθ του χρονικοφ aliasing, το οποίο 

προκαλείτε μεταξφ άλλων από τισ γριγορεσ κινιςεισ τθσ κάμερασ (Σχιμα 2-6). Το χρονικό 
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aliasing είναι άλλθ μία παράμετροσ που επιδρά αρνθτικά ςτθν ποιότθτα τθσ παραγϊγιςθσ, αν 

και όχι κακοριςτικά. Σε κάκε περίπτωςθ κα πρζπει να ςτακμίηουμε τθν βελτίωςθ που 

προκαλεί θ χριςθ του 3D φίλτρου ςτθν εφαρμογι κακϊσ το υπολογιςτικό κόςτοσ από τθν 

ςυνζλιξθ τθσ ακολουκίασ με τθν τριςδιάςτατθ μάςκα του φίλτρου είναι ςθμαντικό και 

δφςκολο να αγνοθκεί. 

 

Τζλοσ ςκοπόσ τθσ εξομάλυνςθσ δεν είναι αποκλειςτικά θ μείωςθ του κορφβου αλλά 

γενικότερα θ απομάκρυνςθ των υψθλϊν ςυχνοτιτων τθσ εικόνασ. Κάτι τζτοιο είναι 

απαραίτθτο λόγω του ότι οι υπολογιςμοί ςτισ διαφορικζσ τοπικζσ μεκόδουσ βαςίηονται ςτθν 

χριςθ του αναπτφγματοσ πρϊτθσ επζκταςθσ ςειρϊν Taylor από τθν προζρχεται θ ευκεία 

περιοριςμοφ (ςχζςθ 2). Με τθν εξομάλυνςθ ουςιαςτικά επιτυγχάνουμε τθν μείωςθ των 

δεφτερων (και μεγαλφτερων) παραγϊγων που αντιπροςωπεφουν τισ υψθλότερεσ ςυχνότθτεσ 

ςτθν εικόνα και οι οποίεσ δρουν αρνθτικά ςτα αποτελζςματα των μεκόδων που βαςίηονται 

ςτισ παραγϊγουσ πρϊτθσ τάξεωσ. Ρροκειμζνου να εξαλείψουμε τισ υψθλζσ ςυχνότθτεσ 

αποτελεςματικά το ςs επιβάλλεται να λαμβάνει ςχετικά μεγάλεσ τιμζσ (Σχιμα 2-7). 

 

 

 

 

Σχήμα 2-6: Το χρονικό aliasing προκαλεί αλλοιϊςεισ ςτισ μετριςεισ μιασ και μζςα ςε μια 

εικόνα υπάρχουν πολλά εικονοςτοιχεία με τθν ίδια ζνταςθ. 
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Σχήμα 2-7: Gaussian βακυπερατό χωρικό «φιλτράριςμα» με ςs = 5 εικονοςτοιχεία (αριςτερά) 

και 3D χωροχρονικό «φιλτράριςμα» με  ςs = 1,5 εικονοςτοιχεία και ςτ = 1,5 καρζ (δεξιά). 

 

 

2.6 Μζθοδοσ Lucas-Kanade και προςθήκεσ 

 

Σε αυτι τθν ενότθτα κα δείξουμε μια μζκοδο επίλυςθσ του προβλιματοσ τθσ οπτικισ ροισ 

που ςυνδυάηει τα καλφτερα ςτοιχεία διάφορων μεκόδων *18, 21+ που βαςίηονται ςτθν 

τεχνικι των Lucas-Kanade (L-K) *20+. Επιπλζον θ μζκοδοσ που προτείνουμε φζρει αρκετζσ 

δικζσ μασ βελτιωτικζσ καινοτομίεσ που εξυπθρετοφν τισ ιδιαίτερεσ ανάγκεσ του προβλιματοσ 

τθσ ΕΚΚ που εξετάηουμε.  

 

Θ μζκοδοσ των L-K βαςίηεται ςτθν δθμιουργία και επίλυςθ ενόσ ςυςτιματοσ n γραμμικϊν 

εξιςϊςεων που αποτελείτε από τόςεσ ςχζςεισ τθσ μορφισ που ζχει θ εξίςωςθ (2), όςεσ είναι 

και τα γειτονικά εικονοςτοιχεία που ςυμμετζχουν ςτουσ υπολογιςμοφσ (Σχιμα 2-8). Τελικά το 

πρόβλθμα εφρεςθσ τθσ οπτικισ ροισ προκφπτει ωσ ελαχιςτοποίθςθ τθσ: 

  
22 ( ) ( , ) ( , )tW I t I t



 
x

x x u x  (5) 

όπου Ω είναι το ςφνολο των γειτονικϊν εικονοςτοιχείων εντόσ ενόσ ςχετικά μικροφ 

παρακφρου και W(x) υποδθλϊνει ζνα πίνακα με ςτάκμεσ ο οποίοσ αποδίδει βάρθ ςτισ 

εξιςϊςεισ (ςχζςθ 11). Ο W(x) μετριάηει προλθπτικά τθν επίδραςθ των εξιςϊςεων που 

αντιςτοιχοφν ςε εικονοςτοιχεία που βρίςκονται κοντά ςτα άκρα του παρακφρου αφοφ εκεί 

είναι πιο πικανό να παρουςιαςτοφν ανεξάρτθτεσ κινιςεισ. Τελικϊσ θ ελαχιςτοποίθςθ τθσ (5) 
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επιτυγχάνεται με επίλυςθ με τθν μζκοδο των ελαχίςτων τετραγϊνων με ςτάκμεσ (weighted 

LS) ωσ εξισ: 

 2 2T TA W A A W b u  (6) 

Ππου για n ςθμεία με κζςεισ xi  Ω και για ζνα καρζ τθν χρονικι ςτιγμι t οι πίνακεσ Α,W,b 

είναι: 

 

 

 

 

( ), ..., ( ) ,

diag ( ), ..., ( ) ,

( ), ..., ( ) .

T

T

t t

A I I

W W W

I I





 

1 n

1 n

1 n

x x

x x

b x x

 (7) 

Μζςω τθσ (6) μποροφμε τελικά να βροφμε το διάνυςμα κίνθςθσ u ωσ: 

 
1

2 2T TA W A A W


   u b  (8) 

Θ (8) λφνεται εφκολα με διάφορεσ μεκόδουσ επίλυςθσ γραμμικϊν ςυςτθμάτων υπό τθν 

προχπόκεςθ ότι ο πίνακασ 2TA W A  αντιςτρζφεται (δθλαδι δεν είναι ιδιόμορφοσ). Το 

2TA W A  ςε κλειςτι μορφι δίνεται από τον 2x2 πίνακα: 

 

2 2 2

2

2 2 2
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x x y
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x y y

W I W I I

A W A
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 

 

 
 


 
  

 
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x x

x x

x x x x x

x x x x x
 (9) 

 

 

Σχήμα 2-8: Ευκείεσ περιοριςμοφ για παράκυρο 10x10 από δυο διαδοχικά καρζ και θ λφςθ 

ελαχίςτων τετραγϊνων. 
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 Ο πίνακασ βαρϊν W(x) για ζνα παράκυρο μεγζκουσ 5x5 και μάςκα  
1

1, 4, 6, 4,1
16

 είναι: 

 2

0.0039 0.0156 0.0234 0.0156 0.0039

0.0156 0.0625 0.0937 0.0625 0.0156

( ) 0.0234 0.0937 0.1406 0.0937 0.0234

0.0156 0.0625 0.0937 0.0625 0.0156

0.0039 0.0156 0.0234 0.0156 0.0039

W

 
 
 
 
 
 
  

x  (10) 

Ενϊ οι χωρικοί παράγωγοι υπολογίηονται από τισ:  

 

1 1 1 1
x

2 2 2 2
y

( 2, ) 8 ( 1, ) 8 ( 1, ) ( 2, )
( , )  

12

( 2, ) 8 ( 1, ) 8 ( 1, ) ( 2, )
( , )  

12

I x t I x t I x t I x t
I t

I x t I x t I x t I x t
I t

       


       


x

x

 (11) 

 

 

Παράμετροι

  Ενδεικτικζσ τιμζσ 
Σιμή  

΢υντελεςτζσ υψιπερατοφ 
1

( 1,8, 0, 8,1)
12

   

Gaussian ςs, t  
(3D) 1.5εικονοςτοιχεία , 1.5καρζ ή  

(2D) 5εικονοςτοιχεία 

Μζγεθοσ παραθφρου 5x5 εικονοςτοιχεία 

Κατϊφλι ιδιοτιμϊν λ1,2  5.0 

Βήμα 10 εικονοςτοιχεία 

Μάςκα βαρϊν W(x)  
1

1, 4, 6, 4,1
16

ή ς = 1.05 

Πίνακασ 2-2: Ενδεικτικζσ τιμζσ παραμζτρων για τθν υλοποίθςθ με 

Gaussian3D presmoothing 
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Ρριν τον υπολογιςμό των χωροχρονικϊν παραγϊγων οι εικόνεσ επιβάλλεται να εξομαλυνκοφν 

όπωσ περιγράψαμε ςτθν ενότθτα 2.5. Για τθν επιλογι τθσ διαδικαςίασ εξομάλυνςθσ (G2D ι 

G3D) κριτιριο, εκτόσ από τθν βελτίωςθ τθσ ακρίβειασ των αποτελεςμάτων, κα πρζπει να είναι 

οι απαιτιςεισ των φίλτρων ςε υπολογιςτικοφσ πόρουσ όπωσ και θ επιβάρυνςθ που 

προκαλοφν αυτά ςτον ςυνολικό χρόνο απόκριςθσ τθσ μεκόδου. 

 

π.χ. ζςτω ότι κζλουμε να εξομαλφνουμε τθν ακολουκία με τθν τριςδιάςτατθ μάςκα G3D. Τότε 

για να υπολογίςουμε τισ χρονικζσ παραγϊγουσ ςε ζνα καρζ t1 ζχουμε: 

 1 1 1 1
t 1

( , 2) 8 ( , 1) 8 ( , 1) ( , 2)
( , )  

12

I t I t I t I t
I t

       


x x x x
x  (12) 

Ππωσ βλζπουμε ςτθν (12) για τον υπολογιςμό τθσ Ιt(x,t1) χρειαηόμαςτε τα δυο προθγοφμενα 

και δυο επόμενα από το τρζχον καρζ. Πμωσ για να λάβουμε τθν Ιt(x,t1) κα πρζπει να 

εξομαλφνουμε πρϊτα τισ 5 εικόνεσ που εμπλζκονται ςτον υπολογιςμό. Με τθν G3D κάκε μια 

από αυτζσ τισ εικόνεσ εξομαλφνεται ςτον χϊρο και ςτον χρόνο και ωσ εκ τοφτου απαιτεί 

πλθροφορία από επιπλζον εικόνεσ εκτόσ των 5 εμπλεκομζνων. Το επακόλουκο από αυτό 

είναι θ διαδικαςία να επιβαρφνεται υπολογιςτικά κακϊσ και να καταλαμβάνονται επιπλζον 

πόροι μνιμθσ.  

 

 

Σχήμα 2-9: Αρικμόσ από εικόνεσ που πρζπει να επεξεργαςτοφν για να προκφψει θ χρονικι 

παραγωγόσ για ζνα καρζ με χρονικό «φιλτράριςμα» ςt = 1.5 καρζ. 

 

Το ςχιμα 2-9 παρουςιάηει τον αρικμό των εικόνων που πρζπει να επεξεργαςτοφν για να 

παραχκεί το It μιασ εικόνασ (με ςt = 1.5 καρζ). Είναι προφανζσ ότι θ εφαρμογι τθσ G3D απαιτεί 

περιςςότερουσ υπολογιςτικοφσ πόρουσ ςε ςχζςθ με τθν αντίςτοιχθ διςδιάςτατθ G2D, ενϊ θ 

βελτίωςθ που προκαλεί ςτα αποτελζςματα είναι δυςανάλογα μικρι και επιτυγχάνεται μόνο 

υπό ςυνκικεσ (όπωσ αποδεικνφεται από τα πειράματα - ενότθτα 2.9). Ζτςι λόγω τθσ φφςθσ 
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τθσ εφαρμογισ που εξετάηουμε και τον ςθμαντικό ρόλο που διαδραματίηει για αυτιν ο 

χρόνοσ απόκριςθσ οδθγοφμαςτε ςτθν χριςθ του διςδιάςτατου χωρικοφ φίλτρου για τουσ 

υπολογιςμοφσ τθσ οπτικισ ροισ ςε αυτι τθν εργαςία.  

 

Συνεχίηοντασ τθν ανάλυςθ για τθν διαδικαςία επίλυςθσ ζνα αξιόλογο ερϊτθμα που προκφπτει 

είναι το κατά πόςο θ (6) ζχει (μοναδικι!) λφςθ (δθλαδι ο πίνακασ 2TA W A  είναι 

αντιςτρζψιμοσ). Αποδεικνφεται πωσ ο πίνακασ 2TA W A  ςυχνά είναι ιδιόμορφοσ με 

αποτζλεςμα θ (6) είτε να είναι αδφνατθ, είτε να μθν ζχει μοναδικι λφςθ. Το γεγονόσ αυτό 

παρατθρείτε ςυνικωσ ςε περιοχζσ των εικόνων που φζρουν κάποια ςυγκεκριμζνα 

χαρακτθριςτικά όπωσ ςτα ςθμεία με:  

 Ρεριοριςμζνθ υφι. (Οι χωρικοί παράγωγοι-ςυντελεςτζσ του ςυςτιματοσ τείνουν 

ςτο μθδζν). 

 Οξείεσ ακμζσ. (Εμφανίηεται το φαινόμενο του διαφράγματοσ. Οι ευκείεσ 

περιοριςμοφ παρατάςςονται ςχεδόν ςε παράλλθλθ διάταξθ με αποτζλεςμα να μθν 

ςχθματίηουν μοναδικό κόμβο. Θ ακρίβεια των παραγϊγων είναι περιοριςμζνθ λόγω 

των «αςυνεχειϊν» ςτθν ζνταςθ των εικονοςτοιχείων). 

 

 

Οι παρατθριςεισ αυτζσ δθμιουργοφν μία ενδιαφζρουςα δυνατότθτα χειριςμοφ του 

ςφάλματοσ που ενδεχομζνωσ προκφπτει μαηί με το αποτζλεςμα. Είναι φανερό πωσ αν 

επιτφχουμε τθν απομόνωςθ των υπολογιςμϊν αποκλειςτικά ςε περιοχζσ που δεν φζρουν τα 

παραπάνω χαρακτθριςτικά κα ζχουμε αποφφγει ζνα τμιμα των δεδομζνων του πεδίου 

οπτικισ ροισ που είναι αρκετά πικανό να περιζχει ςφάλματα. 

 

Για να εκμεταλλευτοφμε τα παραπάνω αρκεί να κακορίςουμε κάποιο κριτιριο που να 

εκφράηει ποςοτικά τα ιδιαίτερα χαρακτθριςτικά των περιοχϊν μιασ εικόνασ. Αυτι τθν 

πλθροφορία αποδεικνφεται *22,23+ ότι εμπεριζχουν οι ιδιοτιμζσ λ1,2 του πίνακα 2TA W A  οι 

οποίεσ εξαρτϊνται από το μζγεκοσ των χωρικϊν παραγϊγων και τον προςανατολιςμό τουσ. 

Αν υποκζςουμε λ1 ≥ λ2 και με  ςυμβολίςουμε τισ ςχετικά μεγάλεσ τιμζσ ενϊ με  τισ ςχετικά 

μικρζσ τιμζσ ζχουμε:  

 λ1 , λ2 :  Ρεριπτϊςεισ ζντονων ακμϊν με μεγάλεσ κλίςεισ ςε γεωμετρικι διάταξθ 

(π.χ. ςε ευκεία). Το ςφςτθμα εξιςϊςεων που παράγεται από πλθροφορίεσ τζτοιων 

περιοχϊν πολλζσ φορζσ είναι ιδιόμορφο ι παράγει αναξιόπιςτα – μειωμζνθσ 

ακρίβειασ αποτελζςματα. 
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 λ1 , λ2  : Δεν παρουςιάηεται υφι, μικρζσ κλίςεισ (π.χ. ςε μονοχρωματικό φόντο). 

Αυτζσ οι περιοχζσ δεν εμπεριζχουν χριςιμεσ πλθροφορίεσ για το πρόβλθμα που 

εξετάηουμε. 

 λ1 , λ2  : Ρεριοχζσ με πρότυπθ χαρακτθριςτικι υφι (texture). Από αυτζσ τισ 

περιοχζσ παράγονται κυρίωσ αξιόπιςτα αποτελζςματα. 

 

Αυτι θ γνϊςθ παρζχει ζνα δείκτθ αξιοπιςτίασ των μετριςεων ανάλογα με τα χαρακτθριςτικά 

τθσ περιοχισ που εξετάηουμε (ςχιμα 2-10). Δεχόμενοι ότι για τθν εφαρμογι μασ δεν είναι 

απαραίτθτθ πυκνι οπτικι ροι αλλά προζχει θ ακρίβεια των εκτιμιςεων, ζχουμε το περικϊριο 

να είμαςτε ιδιαίτερα επιλεκτικοί, απορρίπτοντασ όλεσ εκείνεσ τισ εκτιμιςεισ που προζρχονται 

από περιοχζσ χωρίσ χαρακτθριςτικζσ υφζσ. 

 

 

   
λ1  
λ2  

1. Ζντονθ ακμι 
λ1  
λ2  

2. Χωρίσ 
χαρακτθριςτικι υφι 

λ1  
λ2  

3. Δομι υφισ 

Σχήμα 2-10: Οι ιδιοτιμζσ του πίνακα 2TA W A  μασ παρζχουν χριςιμεσ πλθροφορίεσ για τα 

ιδιαίτερα χαρακτθριςτικά μιασ περιοχισ τθσ εικόνασ. (καρζ από τθν δθμοφιλι ακολουκία 

garden). 
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Για να αξιοποιιςουμε τθν πλθροφορία που μασ παρζχουν οι ιδιοτιμζσ ορίηουμε ζνα κατϊφλι 

k. Με λ1 ≥ λ2, όταν ιςχφει λ1 < k θ περιοχι απορρίπτεται, ενϊ όταν λ1 > k επιλφουμε το 

πρόβλθμα με χριςθ τθσ (5). Στθν υλοποίθςθ μασ ζχουμε χρθςιμοποιιςει για το κατϊφλι k τθν 

τιμι 5.  

 

2.6.1 Επαναληπτική πολλαπλή ανάλυςη 

 

Θ επαναλθπτικι πολλαπλι ανάλυςθ (iterative multi-resolution method) είναι μια μζκοδοσ 

που ςκοπό ζχει να εξαλείψει το πρόβλθμα που προκφπτει με τθν μεγάλη ταχφτητα κίνηςησ 

όπωσ παρουςιάςτθκε ςτθν ενότθτα 2.3.3. Ανακεφαλαιϊνοντασ κα λζγαμε πωσ τρεισ είναι οι 

κφριοι παράγοντεσ για ςφάλματα ςτισ εκτιμιςεισ με τθν μζκοδο L-K που περιγράψαμε: 

 Θ μθ ικανοποίθςθ τθσ υπόκεςθσ αμετάβλθτθσ ζνταςθσ (… λόγω κορφβου). 

 Θ ανεξάρτθτθ κίνθςθ γειτονικϊν εικονοςτοιχείων. 

 Θ μεγάλθ ταχφτθτα κίνθςθσ, μεγαλφτερθ από αυτι που δφναται να καταγραφεί με 

ζνα παράκυρο ςυγκεκριμζνου μεγζκουσ. 

 

Οι δυο πρϊτεσ καταςτάςεισ αποφεφγονται χάρθ ςτθν εξομάλυνςθ και το κριτιριο των 

ιδιοτιμϊν. Πμωσ το ηιτθμα τθσ ταχφτθτασ κίνθςθσ δεν αντιμετωπίηεται με αυτζσ τισ 

επεμβάςεισ. Θ αφξθςθ του μεγζκουσ του παρακφρου βελτιϊνει τθν δυνατότθτα μζτρθςθσ 

«υψθλϊν» ταχυτιτων αλλά δεν αποτελεί τθν καλφτερθ λφςθ κακϊσ αυτό ζχει αρνθτικζσ 

ςυνζπειεσ ςε μια ςειρά από άλλα ηθτιματα που αναφζρκθκαν πριν. Μια λφςθ που μπορεί να 

αντεπεξζλκει ςτο πρόβλθμα τθσ ταχφτθτασ χωρίσ να επθρεάηει αρνθτικά τισ υπόλοιπεσ 

παραμζτρουσ προζρχεται από μια τεχνικι γνωςτι ωσ coarse-to-fine. 

 

Με τθν coarse-to-fine τεχνικι εφαρμόηουμε τον αλγόρικμο οπτικισ ροισ ςε ζναν αρικμό από 

Lm εικόνεσ διαφορετικοφ μεγζκουσ. Κάκε μία από αυτζσ είναι υποδιπλάςια ςε μζγεκοσ ςε 

ςχζςθ με τθν προθγοφμενθ τθσ. Συνεπϊσ θ πρϊτθ εικόνα (θ L1) είναι θ αυκεντικι και θ 

τελευταία (θ Lm) αυτι με τισ μικρότερεσ διαςτάςεισ. Με αυτι τθν αλλθλουχία εικόνων 

διαφορετικϊν διαςτάςεων ξεκινάμε τον υπολογιςμό τθσ οπτικισ ροισ από το πιο υψθλό 

επίπεδο Li (=Lm) όπου βρίςκεται θ μικρότερθ εικόνα. Οι εκτιμιςεισ που παράγονται εκεί 

χρθςιμοποιοφνται για αρχικοποίθςθ ςτο επόμενο επίπεδο Li-1 κ.ο.κ. Θ ίδια διαδικαςία 

επαναλαμβάνεται ςε κάκε επίπεδο ωσ ότου επιςτρζψουμε ςτθν αυκεντικι εικόνα με το 

τελικό αποτζλεςμα (Σχιμα 2-11). Ζτςι ουςιαςτικά με αυτό τον τρόπο ςε κάκε επανάλθψθ 
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«διορκϊνεται» θ αρχικι χονδρικι εκτίμθςθ που παράγεται από τθν μικρότερθ εικόνα του 

αμζςωσ υψθλότερου επιπζδου.  

 

Το κζρδοσ από αυτό είναι ότι μποροφν να μετρθκοφν μεγαλφτερεσ μετατοπίςεισ αφοφ το 

μζγεκοσ του παρακφρου παραμζνει το ίδιο για κάκε επίπεδο. Με απλά λόγια ζνα παράκυρο 

5x5 κεωρείται ςχετικά μεγάλο για μια εικόνα 160x120p ενϊ ςχετικά μικρό για μια εικόνα 

640x480p. Υποκζτοντασ λοιπόν ότι θ αυκεντικι εικόνα είναι μεγζκουσ L0 = 640x480 τότε ςτο 

επίπεδο L1 κα γίνει 320x240, ςτο L2 = 160x120 κ.ο.κ. Αν ςτο L0 θ μζγιςτθ μετατόπιςθ που 

μπορεί να μετρθκεί είναι dmax τότε με Lm επίπεδα θ νζα μζγιςτθ μετριςιμθ μετατόπιςθ γίνεται 

 ' 1

max max2 1md d  . Στο παράδειγμα τριϊν επιπζδων, με αρχικι ανάλυςθ 640x480 και 

παράκυρο 5x5, ζχουμε το αξιοςθμείωτο κζρδοσ επί 15 ςε ςχζςθ με τθν αρχικι δυνατότθτα 

μζτρθςθσ.  

 

 

Σχήμα 2-11: Αφοφ υπολογίςουμε τθν Gaussian πυραμίδα για διαδοχικά καρζ ξεκινάμε τθν 

εκτζλεςθ του αλγορίκμου από το επίπεδο με τθν μικρότερθ ανάλυςθ. Τα αποτελζςματα κάκε 

επιπζδου τα χρθςιμοποιοφμε για αρχικοποίθςθ τιμϊν ςτο επόμενο επίπεδο. 
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Γενικότερα κάκε υποδιπλαςιαςμόσ τθσ εικόνασ ςθμαίνει κζρδοσ κατά ζνα ςυντελεςτι δυο. 

Στθν επόμενθ ενότθτα δείχνουμε πωσ μποροφμε να δθμιουργιςουμε επίπεδα εικόνων 

διαφορετικισ ανάλυςθσ με ςταδιακι ςμίκρυνςθ. 

 

2.6.2 Τπολογιςμόσ Gaussian πυραμίδασ 

 

Ζνασ τρόποσ για να ςμικρφνουμε τισ εικόνεσ χωρίσ τθν δθμιουργία aliasing είναι με τθν χριςθ 

κάποιασ μεκόδου παρεμβολήσ (interpolation). Αν ςτο επίπεδο L0 βρίςκεται θ αυκεντικι 

εικόνα και ςε κάκε επόμενο επίπεδο οι διαςτάςεισ τθσ εικόνασ υποδιπλαςιάηονται, τότε θ 

εικόνα κάκε επιπζδου προκφπτει από τθν προθγοφμενθ ωσ:  

 

 

1

1 1 1 1

1 1 1 1

1
( , ) (2 , 2 )

4

1

8

1

16

(2 1,2 ) (2 1,2 ) (2 ,2 1) (2 ,2 1)

(2 1,2 1) (2 1,2 1) (2 1,2 1) (2 1,2 1)

L L

L L L L

L L L L

I x y I x y

I x y I x y I x y I x y

I x y I x y I x y I x y



   

   

 

      

          

(13) 

 

Ωςτόςο ο παραπάνω διγραμμικόσ μεταςχθματιςμόσ (bilinear interpolation) ιςοδυναμεί με τον 

κατά πολφ απλοφςτερο 1( , ) (2 ,2 )L LI x y I x y  αν πριν τθν υποδειγματολθψία 

εφαρμόςουμε ςτθν εικόνα βακυπερατό φίλτρο με ςυντελεςτζσ 
1 1 1

  
4 2 4

 
 
 

 ανά διάςταςθ. 

Εντοφτοισ ςτθν πράξθ ζχουμε τθν δυνατότθτα να χρθςιμοποιιςουμε μεγαλφτερθ μάςκα με 

κζρδοσ τθν περαιτζρω μείωςθ του aliasing και κατ' επζκταςθ τθν βελτίωςθ τθσ ποιότθτασ τθσ 

παραγϊγιςθσ. Στθν υλοποίθςθ μασ εφαρμόςαμε τθν μάςκα με ςυντελεςτζσ 
1 1 3 1 1

16 4 8 4 16

 
 
 

 

για m = 3 επίπεδα. 

 

 

 

Σχήμα 2-12: Βιματα υπολογιςμοφ τθσ οπτικισ ροισ. 
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2.7 Αλγόριθμοσ 

 

Σε αυτι τθν ενότθτα παρουςιάηουμε τον αλγόρικμο για τθν μζκοδο L-K με επαναλθπτικι 

πολλαπλι ανάλυςθ. Θ διαδικαςία ξεκινά αφοφ πρϊτα εξομαλφνουμε τισ αρχικζσ εικόνεσ και 

υπολογίςουμε τισ Gaussian πυραμίδεσ για δυο διαδοχικά καρζ (Σχιμα 2-12). Τότε ξεκινάμε 

τθν επεξεργαςία από τθν μικρότερθ εικόνα του υψθλότερου επιπζδου και επαναλαμβάνουμε 

ωσ ότου φτάςουμε ςτθν αρχικι εικόνα τθσ οποίασ τθν οπτικι ροι κζλουμε.  

 

 Κϊδικασ για την μζθοδο L-K επαναληπτικήσ πολλαπλήσ ανάλυςησ 

 Υπολογιςμόσ διανφςματοσ οπτικισ ροισ u ςτθν κζςθ x. (Για πλιρεσ πεδίο κα πρζπει να 
εφαρμοςτεί για κάκε x). 
 
Είςοδοσ: Ρυραμίδα εξομαλυμζνθσ εικόνασ I, Ρυραμίδα εξομαλυμζνθσ εικόνασ J, κζςθ 
υπολογιςμοφ x, παράκυρο w, επίπεδα πυραμίδασ m. 
Ζξοδοσ: Διάνυςμα οπτικισ ροισ u. 

 Δημιουργία πυραμίδασ m επιπζδων για τισ εικόνεσ Ι και J. 

 αρχικοποίηςη (ενδιάμεςθσ τιμισ) διανφςματοσ οπτικισ ροισ ςτο επίπεδο m:  g
m

 = [0 0]
T
 

 αρχικοποίηςη δείκτθ επιπζδου πυραμίδασ ςτθν μικρότερθ εικόνα  i = m  

  Μζχρισ ότου το i γίνει 0 κάνε 

   Τπολόγιςε τθν αντίςτοιχθ κζςθ x ςτθν εικόνα του επιπζδου i: x
i
 = [p1, p2] = 

L
2

x
 

   Τπολογιςμόσ των χωρικϊν παραγϊγων Ιx(x
i
) και Ιy(x

i
) για τθν εικόνα Ι

i
  

  (εικόνα I ςτο επίπεδο i): 

  1 2 1 2 1 2 1 2
( 2, ) 8 ( 1, ) 8 ( 1, ) ( 2, )

( )
12

i i i i

i

x

I x x I x x I x x I x x
I

       
x  

  1 2 1 2 1 2 1 2
( , 2) 8 ( , 1) 8 ( , 1) ( , 2)

( )
12

i i i i

i

y

I x x I x x I x x I x x
I

       
x  

   Τπολογιςμόσ του πίνακα κλίςεων: 

  
1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i i i i ip w p w

x x y

i i i i i

x p w x p w x y y

W I W I I
G

W I I W I

 

   


 
 
 

 
x x x x x

x x x x x
 

   Αρχικοποίηςη τθσ εκτίμθςθσ του αλγορίκμου:  
  v

0
 = [0 0]

Τ
  

   Μζχρισ ότου θ μεταβλθτι 0.03
k
η ι k < MAX_ITERATIONS 
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    Τπολογιςμόσ χρονικισ παραγϊγου 

   
1 1

1 1 1 2 2 2
( ) ( ) ( , )

i i i i i k i k

t
I I J x g v x g v

 
     x x  

    Δημιουργία διανφςματοσ χρονικϊν διαφορϊν 

   
1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

2

2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

i i ip w p w

t xk

i i i

x p w x p w t y

W I I

W I I

 

   


 
 
 

 
x x x

b
x x x

 

    Τπολογιςμόσ διανφςματοσ οπτικισ ροισ 
1k

k
G


η b  

    Αποθήκευςη αποτελζςματοσ για τθν επόμενθ επανάλθψθ: 
( 1)k k k

 v v η  

   Σζλοσ επανάληψησ k 

   Αποθήκευςη τελικοφ αποτελζςματοσ οπτικισ ροισ για το επίπεδο i: 
i k
d v  

   Διαβάθμιςη του διανφςματοσ d για επεξεργαςία ςτο επόμενο επίπεδο i – 1  

  
1

2( )
i i i
 g g d  

  Σζλοσ επανάληψησ για τα επίπεδα m  

  Αποθήκευςη τελικοφ διανφςματοσ οπτικισ ροισ: 
0 0

 u g d  

 

Ο αλγόρικμοσ κα πρζπει να εφαρμοςτεί για κάκε κζςθ x τθσ εικόνασ (ι με κάποιο βιμα) 

προκειμζνου να λάβουμε ολοκλθρωμζνο το πεδίο οπτικισ ροισ.  

 

Για κάποια ςθμεία x ενδζχεται ο αλγόρικμοσ να μθν ςυγκλίνει ι το παράκυρο να μετακινείτε 

ςε περιοχζσ εκτόσ των διαςτάςεων τθσ εικόνασ. Τα ςθμεία αυτά κα πρζπει να απορρίπτονται 

κατά τθν διάρκεια τθσ εκτζλεςθσ. Επίςθσ κα πρζπει να απορρίπτονται τα ςθμεία που δίνουν 

μικρζσ ιδιοτιμζσ ςε οποιοδιποτε από τα Lm επίπεδα. 

 

Σχετικά με τουσ υπολογιςμοφσ κα πρζπει να γνωρίηουμε ότι ενϊ οι ςυντεταγμζνεσ x μιασ 

εικόνασ είναι κετικοί ακζραιοι ςτα επόμενα επίπεδα ενδζχεται το x διαιροφμενο με τθν 

δφναμθ του δυο να προκφψει δεκαδικόσ. Διαχειριηόμαςτε το κζμα αυτό κάνοντασ 

υπολογιςμοφσ «υπό-εικονοςτοιχείων» με τθν διγραμμικι παρεμβολι (14). 

 

 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( , ) (1 )(1 ) ( , ) (1 ) ( 1, )

(1 ) ( , 1) ( 1, 1)

i i i

i i

I x x a a I x x a a I x x

a a I x x a a I x x

         

       

 (14) 
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όπου x1
’ και α1 το ακζραιο και δεκαδικό τμιμα του x1 αντίςτοιχα, ενϊ x2

’ και α2 το ακζραιο και 

δεκαδικό τμιμα του x2 αντίςτοιχα. 

 

Σθμειϊνουμε ότι τα πειράματα με τθν προτεινόμενθ μζκοδο ζδειξαν ότι παράγονται 

χαμθλότερθσ αξιοπιςτίασ εκτιμιςεισ όταν χρθςιμοποιείτε το τριςδιάςτατο φίλτρο για τθν 

εξομάλυνςθ ςε ςχζςθ με αυτζσ που παράγονται με χριςθ του αντίςτοιχου διςδιάςτατου. 

Ρικανϊσ θ αιτία για αυτό είναι ότι ςτθν μζκοδο που παρουςιάηουμε οι χρονικζσ παράγωγοι 

δεν υπολογίηονται από τθν (12) αλλά ςαν απλι διαφορά μεταξφ των εντάςεων των 

παρακφρων. Ζτςι επικυμοφμε τα εικονοςτοιχεία του παρακφρου ςτο πρϊτο καρζ να ζχουν 

όςο το δυνατόν τθν ίδια ζνταςθ με αυτά του μετατοπιςμζνου παρακφρου ςτο επόμενο καρζ. 

Αντίκετα θ εφαρμογι του τριςδιάςτατου φίλτρου επιφζρει «ίχνθ κίνθςθσ» ςτισ εικόνεσ 

(αποτυπϊνοντασ με αυτό τον τρόπο τθν εξομάλυνςθ κατά τον άξονα του χρόνου) κάτι που 

αλλοιϊνει τθν αντιςτοιχία μεταξφ των παρακφρων αποτρζποντασ τθν «πλιρθ» ταφτιςι τουσ. 

 

2.8 Ανίχνευςη ςφαλμάτων 

 

Ραρά τισ τεχνικζσ που χρθςιμοποιιςαμε προκειμζνου να περιορίςουμε τα ςφάλματα μοιραία 

ζνα ποςοςτό από τα διανφςματα που παράγεται κα περιζχει ακραίεσ τιμζσ κορφβου. Ππωσ 

κα δοφμε ςτα επόμενα κεφάλαια απουςία κορφβου ζξι μόνο διανφςματα αρκοφν για τθν ΕΚΚ. 

Εντοφτοισ οι αλγόρικμοι οπτικισ ροισ παράγουν τυπικά εκατοντάδεσ διανφςματα ωσ ζξοδο. 

Είναι προφανζσ ότι ο μεγάλοσ αρικμόσ διανυςμάτων που παράγονται ςε αντίκεςθ με τον 

μικρό αρικμό που απαιτείται ωσ είςοδοσ ςτον ΕΚΚ δθμιουργεί μεγάλεσ δυνατότθτεσ 

περαιτζρω διαλογισ των διανυςμάτων. 

 

Ζνα άλλο ηιτθμα προσ διερεφνθςθ είναι το κατά πόςο επθρεάηεται θ ΕΚΚ από ακραία 

ςφάλματα ςτο πεδίο οπτικι ροισ. Ρροσ το παρόν ασ δεχτοφμε ότι κακζνα από τα διανφςματα 

που ειςάγονται για επεξεργαςία ςυνειςφζρει ςτθν λφςθ το ίδιο: π.χ. γνωρίηουμε ότι ςτον 

μζςο όρο ι ςτθν λφςθ ελαχίςτων τετραγϊνων ενόσ ςυςτιματοσ εξιςϊςεων ζςτω και ζνα 

ακραία λανκαςμζνο δείγμα ζχει τθν δυναμικι να αλλοιϊςει το αποτζλεςμα. Αργότερα κα 

δοφμε ότι το ίδιο ςυμβαίνει και ςτθν περίπτωςθ τθσ επίλυςθσ για τθν εφρεςθ τθσ κίνθςθσ. 

Ζτςι εγείρεται το ερϊτθμα αν μποροφμε να χειριςτοφμε τα ςφάλματα εκ των υςτζρων δθλαδι 

μετά τον υπολογιςμό τθσ οπτικισ ροισ: Θ απάντθςθ είναι πωσ υπάρχει θ δυνατότθτα να το 

κατορκϊςουμε με τθν χριςθ robust τεχνικισ ςτατιςτικοφ ελζγχου των ςφαλμάτων. 
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Αυτζσ οι τεχνικζσ δφνανται να χρθςιμοποιθκοφν ςε μια μεγάλθ γκάμα προβλθμάτων και 

λειτουργοφν αξιοποιϊντασ ςτατιςτικά δεδομζνα του εκάςτοτε προβλιματοσ: π.χ. ςτο 

πρόβλθμα που εξετάηουμε εδϊ, τα διανφςματα των οποίων θ κατεφκυνςθ ι το μζτρο 

αποκλίνει ςε ςχζςθ με τθν πλειονότθτα είναι αρκετά πικανό να είναι εςφαλμζνα. Τότε μζςω 

μιασ διαδικαςίασ ςτάκμιςθσ θ ιςχφσ των εν λόγω διανυςμάτων υποβακμίηεται ζτςι ϊςτε να 

μθν επιδροφν ςτθν λφςθ όςο τα υπόλοιπα. Αργότερα κα δοφμε ότι και ςτθν ΕΚΚ 

χρθςιμοποιοφμε αντίςτοιχθ robust τεχνικι κατά τθν οποία αποδίδονται μικρότερα βάρθ ςτα 

διανφςματα που αποκλίνουν από το μοντζλο κίνθςθσ που υποδεικνφει θ πλειονότθτα των 

δειγμάτων.  

 

Ανεξάρτθτα από το μοντζλο κίνθςθσ, μια απλι ιδζα που μπορεί εφκολα να εφαρμοςτεί για να 

εξαλείψουμε ζνα μζροσ από τα εςφαλμζνα διανφςματα είναι θ εφρεςθ ενόσ «μζςου 

διανφςματοσ» και ςτθν ςυνζχεια θ απόρριψθ εκείνων των δειγμάτων που αποκλίνουν 

περιςςότερο από ζνα όριο. Βζβαια θ αποτελεςματικότθτα τθσ μεκόδου εξαρτάται από το 

κατά πόςο μπορεί να υπολογιςτεί ζνα μζςο διάνυςμα ανεπθρζαςτο από τα κορυβϊδθ αυτά 

δείγματα. Το μζςο διάνυςμα δεν είναι άλλο από τον μζςο όρο των ςτοιχείων u1, u2 των 

διανυςμάτων ανά άξονα. Συνεπϊσ θ εξεφρεςθ του μζςου διανφςματοσ μπορεί απλά να 

αναχκεί ςε ζναν υπολογιςμό μζςων όρων ανά διάςταςθ.  

 

Σθμειϊνουμε ότι ο μζςοσ όροσ ενδεχόμενα κα μποροφςε να αφορά τον υπολογιςμό του 

μζςου μζτρου των διανυςμάτων αλλά με αυτό τον τρόπο δεν κα δινόταν ςθμαςία ςτθν 

κατεφκυνςθ. Από τθν άλλθ μεριά το μζςο διάνυςμα εμπεριζχει και το κζμα των αποκλίςεων 

ςτο μζτρο. Το ερϊτθμα που μζνει να απαντθκεί είναι το πϊσ κα υπολογιςτεί ζνασ ανκεκτικόσ 

ςτο κόρυβο μζςοσ όροσ. 

 

Ο ανκεκτικόσ ςτο κόρυβο μζςοσ όροσ υπολογίηεται εφαρμόηοντασ μια αναδρομικι 

διαδικαςία κατά τθν εκτζλεςθ τθσ οποίασ θ τιμι του βελτιϊνεται με τζτοιο τρόπο ϊςτε να 

αγνοεί τα εςφαλμζνα δεδομζνα. Αν ορίςουμε ςαν υπόλοιπο ri (residual) τθ διαφορά μεταξφ 

τθσ παρατιρθςθσ – δείγματοσ ui και του εκτιμϊμενου μζςου όρου fmean τότε θ εφρεςθ του 

μζςου όρου ιςοδυναμεί με τθν ελαχιςτοποίθςθ τθσ ςυνάρτθςθσ ( )i

i

f r  όπου f(x) 

ςυνάρτθςθ κόςτουσ. Στον «κοινό» μζςο όρο θ ελαχιςτοποίθςθ ιςοδυναμεί με τθν επίλυςθ με 

ελάχιςτα τετράγωνα δθλαδι με f(x) = x2.  
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Ουςιαςτικά το υπόλοιπο ri εκφράηει τθν απόκλιςθ ενόσ δείγματοσ ui από τθν εκτίμθςθ τθσ 

μζςθσ τιμισ για τθν τρζχουςα επανάλθψθ. Μεγάλο υπόλοιπο υποδθλϊνει ότι το 

ςυγκεκριμζνο δείγμα αποκλίνει από τθν μζςθ τιμι που προκφπτει από τθν πλειονότθτα των 

δειγμάτων. Με άλλα λόγια το υπόλοιπο είναι μια ςθμαντικι πθγι ζνδειξθσ ςφαλμάτων ςτα 

δείγματα και όςο μεγαλφτερο είναι τόςο μικρότερθ ςθμαςία πρζπει να δίνεται ςτο εν λόγω 

δείγμα που το προκαλεί. Αν τϊρα υποκζςουμε ότι ο βακμόσ επίδραςθσ του κάκε δείγματοσ 

ςυναρτιςει του υπολοίπου του είναι wi τότε θ εφρεςθ του ανκεκτικοφ ςτο κόρυβο μζςου 

όρου ιςοδυναμεί με τθν ελαχιςτοποίθςθ τθσ ςυνάρτθςθσ ολικοφ κόςτουσ ( )i i

i

w f r . Το 

βάροσ wi λαμβάνει τιμζσ από μια ςυνάρτθςθ επίδραςθσ και ςυνικωσ παίρνει τιμζσ ςτο 

διάςτθμα (0, 1]. Επειδι επικυμοφμε θ πλειονότθτα των δειγμάτων να ζχει τον ίδιο βακμό 

επίδραςθσ αλλά ζνα μικρό ποςοςτό αυτϊν που αποκλίνει εντόνωσ να ζχει μειωμζνο βακμό 

επίδραςθσ ωσ ςυνάρτθςθ κόςτουσ κα μποροφςε να χρθςιμοποιθκεί θ γνωςτι Huber’s weight 

θ οποία ορίηεται κατά τμιματα. Αν ορίςουμε ςαν κατϊφλι τθν τιμι c τότε τα δείγματα των 

οποίων τα υπόλοιπα ri βρίςκονται εντόσ του εφρουσ τιμϊν (-c,c) κα ζχουν ιςάξια ςυμμετοχι 

ςτον υπολογιςμό του μζςου όρου. Αντίκετα μειωμζνο βάροσ επιβάλλεται ςτα δείγματα με ri 

εκτόσ διαςτιματοσ. 

 

Μια διαδεδομζνθ τιμι για το κατϊφλι είναι 1( ... )o mc c MAD r r  , όπου co = 1.4826 και MAD 

ο median τθσ απόλυτθσ απόκλιςθσ. Το ηιτθμα τθσ ςτακμιςμζνθσ ελαχιςτοποίθςθσ κα 

αναλυκεί περαιτζρω ςτθν ενότθτα 4.4.4. Ο κϊδικασ εφρεςθσ του ςτακμιςμζνου μζςου όρου 

από m αρικμό δειγμάτων είναι:  

 

 Κϊδικασ εφρεςησ ςταθμιςμζνου μζςου όρου 

 Είςοδοσ: ui: δείγματα, m: αρικμόσ δειγμάτων, ε: ανοχι, c0 : ςτακερά. 
 Ζξοδοσ: umean: μζςοσ όροσ. 

 Αρχικοποίηςε 
 

1 m

est

u u
u

m

 
  

  Επανζλαβε μζχρισ uest - uest_prev  <  ε 

   Για κάθε i = 1 … m 

    ri = ui – uest  

   τζλοσ επαναλήψεων 

   c = c0 MAD(r1 …rm) 
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   Για κάθε i = 1 … m 

    Τπολόγιςε ςτάκμεσ 

, 1

,

i

i

i

i

i

r c w

c
r c w

r





  

  







 

   τζλοσ επαναλήψεων 

   Τπολόγιςε νζο μζςο όρο: 
i i

i

est

i

i

w r

u
w






 

  τζλοσ επανάληψησ ςφγκλιςθσ 

 επιςτροφή με umean = uest  

 

Με τθν μζκοδο αυτι ο νζοσ μζςοσ όροσ umean που προκφπτει είναι λιγότερο επθρεαςμζνοσ 

από δείγματα που πικανϊσ είναι εςφαλμζνα. Εφόςον τα διανφςματα τθσ οπτικισ ροισ είναι 

δφο διαςτάςεων, για να υπολογίςουμε το «μζςο διάνυςμα» εκτελοφμε τθν διαδικαςία αυτι 

δυο φορζσ ϊςτε να βροφμε τουσ επιμζρουσ μζςουσ όρουσ ανά διάςταςθ x-y. Μετά τον 

υπολογιςμό του μζςου διανφςματοσ κζτουμε το όριο μζγιςτθσ απόκλιςθσ των διανυςμάτων 

από αυτό. Για τθν εφαρμογι μασ το όριο αυτό εμπειρικά επιλζχκθκε να είναι 3.2 

εικονοςτοιχεία (ςχιμα 2-13). 

 

Θ κατεφκυνςθ και το μζτρο κακενόσ από τα διανφςματα που περιζχονται ςε ζνα πεδίο ροισ 

«δεςμεφονται» με ςυγκεκριμζνο τρόπο από το μοντζλο κίνθςθσ τθσ κάμερασ. Θ απλι 

ςτατιςτικι μζκοδοσ που αναπτφςςουμε εδϊ δεν ςυνυπολογίηει τθν δζςμευςθ αυτι. Θ 

διερεφνθςθ του ηθτιματοσ αυτοφ δθλαδι τθσ απόρριψθσ των διανυςμάτων που δεν 

εναρμονίηονται με το μοντζλο κίνθςθσ γίνεται ςτθν ενότθτα 4.4.4. Οι ςυνζπειεσ από τθν εδϊ 

υπεραπλοφςτευςθ είναι ότι πολλζσ φορζσ απορρίπτονται διανφςματα που δεν είναι 

λανκαςμζνα αλλά το μοντζλο κίνθςθσ που τα ορίηει επιτάςςει να ζχουν αρκετά διαφορετικζσ 

τιμζσ ςε ςχζςθ με τθν πλειονότθτα. Ζνα αντιπροςωπευτικό παράδειγμα είναι ότι ςυνικωσ 

απορρίπτονται τα διανφςματα που οφείλονται ςε κινιςεισ αντικειμζνων που βρίςκονται πολφ 

κοντά ςτθν κάμερα. Ο λόγοσ είναι ότι το μζγεκοσ των διανυςμάτων είναι αντιςτρόφωσ 

ανάλογο τθσ απόςταςθσ. Ζτςι μικρι απόςταςθ Z δθμιουργεί εξαιρετικά μεγάλα διανφςματα 

αφοφ
0

1
lim
Z Z

 . Αντίςτοιχα το ίδιο ςυμβαίνει και ςτισ περιςτροφζσ κατά τον οπτικό άξονα 

όπου τα διανφςματα που βρίςκονται μακριά από τθν εςτία επζκταςθσ (ενότθτα 3.5) ζχουν 

δυςανάλογα μεγάλο μζγεκοσ ςε ςχζςθ με τθν πλειονότθτα. Συγκεκριμζνα το μζγεκοσ τουσ 
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αυξάνει εκκετικά όςο απομακρυνόμαςτε από το κζντρο τθσ εικόνασ. Κάποια από αυτά τα 

διανφςματα ενδζχεται να απορριφκοφν αδίκωσ. Ωςτόςο το τίμθμα που επιφζρει θ αγνόθςθ 

εν δυνάμει χριςιμθσ πλθροφορίασ είναι δυςανάλογα μικρι ςε ςχζςθ με τθν αλλοίωςθ που 

επιφζρουν τα λανκαςμζνα διανφςματα ςτθν ΕΚΚ.  

 

  
Σχήμα 2-13: Θορυβϊδθσ οπτικι ροι όπωσ παράγεται από τον L-K (αριςτερά), μετά τθν 

ανίχνευςθ εςφαλμζνων δεδομζνων τα διανφςματα κόκκινου χρϊματοσ απορρίπτονται (δεξιά). 

 

 

2.9 Πειραματιςμοί 

 

Θ ςυμπεριφορά τθσ L-K [20] και των παραλλαγϊν τθσ [18,21,24,25] είναι ιδιαιτζρωσ γνωςτι 

μιασ και πρόκειται για μια διαδεδομζνθ μζκοδο που επανειλθμμζνα ζχει δοκιμαςτεί ςε 

πλθκϊρα εφαρμογϊν. Κατά μια ζννοια γνωρίηουμε τθν εξαιρετικι τθσ απόδοςθ αλλά και τισ 

αδυναμίεσ τθσ. Δικό μασ κριτιριο είναι το κατά πόςο μπορεί θ L-K ςε ςυνδυαςμό με τισ 

προςκικεσ που αναπτφξαμε να παράγει αξιόπιςτεσ εκτιμιςεισ οπτικισ ροισ, τζτοιεσ που να 

επιτρζπουν ςτθν ΕΚΚ να εξάγει όςο το δυνατόν ορκότερα τριςδιάςτατα χαρακτθριςτικά. 

Επομζνωσ οι δόκιμεσ που παρουςιάηουμε εδϊ δεν είναι εκτενείσ αλλά ενδεικτικζσ.  
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Σχήμα 2-14: Πεδίο ροισ οφειλόμενο ςε αριςτερι μεταφορικι κίνθςθ τθσ κάμερασ από τθν 

μζκοδο Lucas Kanade (αριςτερά) και επαναλθπτικι πολλαπλισ ανάλυςθσ Lucas Kanade 

(δεξιά). 

 

Το ςχιμα 2-14 παρουςιάηει ζνα καρζ ανάλυςθσ 640x480p από μια ακολουκία όπου θ κάμερα 

πραγματοποιεί (ςχεδόν!) αριςτερι πλάγιο-πλευρικι μεταφορικι κίνθςθ με ταχφτθτα ςτο 

κζντρο 2.2 εικονοςτοιχεία. Γενικά κινιςεισ τθσ κάμερασ που δεν περιζχουν περιςτροφζσ ι 

μετακίνθςθ κατά τον Z άξονα (zoom-in/out) παράγουν ςυνευκειακά διανφςματα (προσ το 

παρόν ασ αγνοιςουμε τα γεωμετρικά χαρακτθριςτικά τθσ ςκθνισ και το οπτικό μοντζλο). Αν 

δε τα αντικείμενα βρίςκονται ςτθν ίδια περίπου απόςταςθ από τθν μθχανι λιψθσ 

αναμζνουμε τα διανφςματα να ζχουν και το ίδιο μζτρο. Εκμεταλλευόμενοι αυτά τα 

χαρακτθριςτικά καταςτρϊςαμε μια απλι δόκιμθ ϊςτε να διαπιςτϊςουμε χονδρικά τθν 

ακρίβεια των μεκόδων: Αφοφ τα διανφςματα αναμζνεται να είναι ςυνευκειακά μετριςαμε το 

ςφάλμα απόκλιςθσ ωσ τθν γωνία που ςχθματίηει κακζνα από τα διανφςματα του πεδίου ςε 

ςχζςθ με το πραγματικό διάνυςμα που κεωροφμε βάςει τθσ κίνθςθσ τθσ κάμερασ. Ωςτόςο 

μετρϊντασ το ςφάλμα ωσ γωνία μεταξφ διανυςμάτων αγνοοφμε τισ αποκλίςεισ του μζτρου. Θ 

αιτία είναι θ ενδιαφζρουςα παρατιρθςθ πωσ τα διανφςματα με ςωςτι κατεφκυνςθ είχαν 

πάντα και το αναμενόμενο μζτρο. Αντίκετα όταν το μζτρο λάμβανε εςφαλμζνεσ τιμζσ, θ φορά 

τθσ κατεφκυνςθσ ιταν ςχεδόν τυχαία. Άρα θ μζτρθςθ τθσ γωνίασ ςφάλματοσ είναι επαρκισ 

για να ςχθματίςουμε πλιρθ εικόνα. 
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Στατιςτικά

  Μζγεθοσ  
L-K  

L-K  με πολλαπλή 
ανάλυςη 

Πυκνότητα οπτικήσ ροήσ 
(με βιμα = 10p) 

49% 41% 

Απόκλιςη (Standard Deviation) 11,26° 1,81° 

Χρόνοσ εκτζλεςησ 4,9 sec 1,2 sec 

Πίνακασ 2-3: Οπτικι πυκνότθτα και απόκλιςθ για τισ δυο μεκόδουσ. Σαν είςοδοσ 

χρθςιμοποιικθκαν διαδοχικζσ εικόνεσ με μεγάλθ μετατόπιςθ. 

 

Αφοφ επεξεργαςτικαμε τισ εικόνεσ και με τισ δυο μεκόδουσ (LK με και χωρίσ επαναλθπτικι 

πολλαπλι ανάλυςθ) παρατθριςαμε ότι θ L-K παριγαγε μεγάλο αρικμό εςφαλμζνων 

διανυςμάτων (ςχιμα 2-13). Θ αιτία των αποκλίςεων τθσ L-K ςε ςχζςθ με τθν L-K πολλαπλισ 

ανάλυςθσ οφειλόταν ςτθν μεγάλθ ταχφτθτα κίνθςθσ. Ππωσ είχαμε τονίςει θ L-K πολλαπλισ 

ανάλυςθσ αντιμετωπίηει επιτυχθμζνα τισ μεγάλεσ ταχφτθτεσ κίνθςθσ ςε ςχζςθ με τθν τυπικι 

L-K. Σαν γενικό ςυμπζραςμα μποροφμε να ποφμε ότι θ L-K πολλαπλισ ανάλυςθσ ζδινε πάντα 

καλφτερα αποτελζςματα όταν οι εικόνεσ περιείχαν μεγάλεσ μετατοπίςεισ ενϊ αποτελζςματα 

πανομοιότυπθσ ακρίβειασ για μικρότερεσ ταχφτθτεσ.  

 

Ακόμα ςθμαντικι είναι θ διαφορά ςτο υπολογιςτικό κόςτοσ των δυο αλγορίκμων. Ο 

αυξθμζνοσ χρόνοσ εκτζλεςθσ του L-K οφείλεται ςτθν επιβάρυνςθ που επιφζρει το 

τριςδιάςτατο βακυπερατό φίλτρο ςτθν μζκοδο L-K ςε ςχζςθ με το αντίςτοιχο διςδιάςτατο 

φίλτρο τθσ L-K πολλαπλισ ανάλυςθσ. Ο πίνακασ 2-3 παρουςιάηει τον ενδεικτικό χρόνο 

εκτζλεςθσ για δοκιμζσ με εικόνεσ μεγζκουσ 640x480 και τισ ρυκμίςεισ του πίνακα 2-2. Τελικϊσ 

ο L-K πολλαπλισ ανάλυςθσ ςυγκεντρϊνει αντίςτοιχθ ι καλφτερθ ακρίβεια ςτα αποτελζςματα 

του, κακϊσ και κάποια επιπλζον δελεαςτικά πλεονεκτιματα. Επομζνωσ για τισ ανάγκεσ τθσ 

εφαρμογισ επιλζξαμε αυτό τον αλγόρικμο για τθν εκτίμθςθ τθσ οπτικισ ροισ. 
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Κεφάλαιο 3  

Οπτικό μοντζλο και εξιςϊςεισ κίνηςησ 

 

3.1 Ειςαγωγή 

 

Σε αυτι τθν ενότθτα κα δοφμε τον τρόπο μετάβαςθσ από τθν διςδιάςτατθ πλθροφορία τθσ 

οπτικισ ροισ ςτθν τριςδιάςτατθ αναπαράςταςθ τθσ ςκθνισ και το αντίκετο. Κα δοφμε τισ 

βαςικζσ αρχζσ ενόσ ιδιαίτερα δθμοφιλοφσ οπτικοφ μοντζλου κακϊσ και τισ εξιςϊςεισ που το 

διζπουν. Αυτι θ διεπαφι ανάμεςα ςτον πραγματικό τριςδιάςτατο κόςμο και τθν διςδιάςτατθ 

απεικόνιςθ του ςε μια εικόνα είναι κρίςιμθσ ςθμαςίασ αφοφ ουςιαςτικά είναι θ βάςθ πάνω 

ςτθν οποία κα ςτθριχτοφμε για τθν ανάλυςθ του προβλιματοσ ΕΚΚ. 

 

 

Σχήμα 3-1: Το οπτικό μοντζλο ςθμειακισ οπισ μπορεί να αναπαραςτακεί ςαν ζνα κουτί που 

ςτο εμπρόςκιο μζροσ ζχει μια μικρι οπι και ςτο πίςω βρίςκεται το οπτικό πλάνο ςτο οποίο 

ανακλάται το αντικείμενο ανεςτραμμζνο. 
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Πταν θ κάμερα λιψθσ κινείται ςε ζνα χϊρο ο τρόποσ με τον οποίο απεικονίηονται τα 

αντικείμενα ςτο οπτικό πλάνο διαμορφϊνεται από το ιςχφον οπτικό μοντζλο. Ο πιο 

διαδεδομζνοσ τρόποσ αυτισ τθσ «μετατροπισ» ονομάηεται προοπτική προβολή. Σφμφωνα με 

τθν προοπτικι προβολι ζνα ςθμείο του τριςδιάςτατου κόςμου προβάλλεται ςτθν εικόνα 

αφοφ «περάςει» μζςα από τον φακό τθσ κάμερασ κατά μικοσ μια νοθτισ ευκείασ γραμμισ. 

Πςεσ ςυντεταγμζνεσ του πραγματικοφ κόςμου βρίςκονται πάνω ςε αυτι τθν ευκεία γραμμι 

προβάλλονται ςτο ίδιο ςθμείο ςτθν εικόνα. Σε αυτζσ τισ ςχζςεισ μετατροπισ ςυνταγμζνων κα 

βαςιςτοφμε αργότερα για τθν εξαγωγι και ερμθνεία των τριςδιάςτατων χαρακτθριςτικϊν.  

 

3.2 Οπτικό μοντζλο 

 

Το οπτικό μοντζλο είναι θ μακθματικι περιγραφι των ςτοιχείων που ςυνεργοφν για τθν 

απεικόνιςθ του πραγματικοφ κόςμου ςε μία εικόνα. Αυτι θ «ςφηευξθ» μεταξφ των τριϊν 

διαςτάςεων του πραγματικοφ κόςμου και των δφο διαςτάςεων τθσ εικόνασ ςυντελείτε από το 

ςφςτθμα λιψθσ μιασ κάμερασ ςφμφωνα με τα χαρακτθριςτικά και τισ ιδιότθτεσ του οπτικοφ 

μοντζλου που το διζπει. Το πλζον απλό αλλά ενδιαφζρον μοντζλο απεικόνιςθσ του 

περιβάλλοντοσ είναι αυτό που ιςχφει ςτθν κάμερα ςημειακήσ οπήσ (Pinhole camera model). 

 

Θ κάμερα ςθμειακισ οπισ αναπαριςτάτε ωσ ζνα κλειςτό κυβικό κουτί με ζνα ςτενό άνοιγμα 

ςτθν μπροςτινι του πλευρά (Σχιμα 3-1). Σε αυτό το απλό ςφςτθμα θ φωτεινι ανάκλαςθ κάκε 

ςθμείου P (Χ, Υ, Z)Τ του πραγματικοφ κόςμου, διερχόμενθ μζςα από το ςτενό άνοιγμα Ο (0, 0, 

0), προβάλλεται ςτο οπτικό πλάνο τθσ ςυςκευισ ςτο πίςω μζροσ του κουτιοφ ςτθν κζςθ p (x, 

y, z)T. Αυτι θ ςχζςθ απεικόνιςθσ ανάμεςα ςτα P και p κακορίηεται από το οπτικό μοντζλο, τισ 

φυςικζσ διαςτάςεισ του ςυςτιματοσ κακϊσ και κάποιεσ οπτικζσ παραμζτρουσ, όπωσ τθν 

εςτιακή απόςταςη.  
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Σχήμα 3-2: Θ αναπαράςταςθ εμπρόςκιασ προβολισ προτιμάται προκείμενου να απαλειφκεί 

το αρνθτικό πρόςθμο από ζνα φυςικό μζγεκοσ όπωσ θ εςτιακι απόςταςθ.  

 

Θ εςτιακι απόςταςθ είναι το διάςτθμα ανάμεςα ςτθν οπι Ο και το κζντρο του επιπζδου 

προβολισ τθσ εικόνα. Θ νοθτι ευκεία που ενϊνει τα δφο αυτά ςθμεία αποτελεί τον οπτικό 

άξονα τθσ κάμερασ. Αν υποκζςουμε ότι θ εςτιακι απόςταςθ είναι f  και ότι ο οπτικόσ άξονασ 

ταυτίηεται με τον άξονα του Z του πραγματικοφ κόςμου, οι εξιςϊςεισ που μεταςχθματίηουν 

τισ ςυντεταγμζνεσ του P ςε p είναι οι: 

 ,
X Y

x f y f
Z Z

   (15) 

Αυτζσ οι εξιςϊςεισ ορίηουν μια διαδικαςία ςχθματιςμοφ των εικόνων που είναι γνωςτι ωσ 

εμπρόςθια προοπτική προβολή (ςχιμα 3-2). Το Z (depth) ςθμαίνει τθν απόςταςθ του P από 

τθν κάμερα. Ωσ λειτουργικότθτα το Η είναι ο παράγοντασ που κακορίηει, αυτό που γνωρίηουμε 

από τθν κακθμερινι μασ εμπειρία, ότι όςο πιο μακριά βρίςκεται ζνα αντικείμενο τόςο 

μικρότερθ κα είναι θ εικόνα του. 

 

3.3 ΢χζςη δφο (2D) και τριϊν (3D) διαςτάςεων 

 

Οι εξιςϊςεισ μεταςχθματιςμοφ (15) μποροφν να περιγράψουν με απόλυτο τρόπο τισ 

τριςδιάςτατεσ ςυντεταγμζνεσ ςε διςδιάςτατεσ ςυντεταγμζνεσ, ωςτόςο θ αντίκετθ διαδικαςία 

μπορεί να γίνει μόνο ςχετικά αφοφ οι ςυντεταγμζνεσ του πραγματικοφ κόςμου 

ενςωματϊνονται ςε ζνα λόγο απόςταςθσ - κζςθσ. Αυτό αποτελεί μία βαςικι πθγι 

δυςχερειϊν για κάκε μζκοδο εξόρυξθσ τριςδιάςτατων πλθροφοριϊν από εικόνεσ. 
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Εξετάηοντασ τθν (15) παρατθροφμε ότι ζνα ςθμείο ςτθν εικόνα δφναται να αντιςτοιχεί ςε 

διάφορα ςθμεία του τριςδιάςτατου κόςμου. Για τθν ακρίβεια υποψιφια είναι όλα τα ςθμεία 

του κόςμου που βρίςκονται κατά μικοσ τθσ νοθτισ ευκείασ «ακτίνασ» που ςχθματίηεται από 

τθν ζνωςθ του εν λόγω ςθμείου τθσ εικόνασ και τθσ ςθμειακισ οπισ Ο (ςχιμα 3-3). Με αυτό 

το δεδομζνο, το ερϊτθμα είναι αν υπάρχει θ δυνατότθτα να ανακτιςουμε μζροσ από τθν 

τριςδιάςτατθ πλθροφορία που χάκθκε.  

 

Ζνασ τρόποσ για να επιτευχκεί αυτό είναι με τθν χριςθ δφο ι περιςςότερων καμερϊν 

διαμοιραςμζνων ςτον χϊρο ζτςι ϊςτε να δθμιουργείτε ανομοιότθτα. Αυτό απαιτεί επιπλζον 

υλικό (κάμερεσ) ενϊ δεν μπορεί να εφαρμοςτεί ςε απλζσ εικόνεσ που προχπάρχουν. Ζνασ 

άλλο τρόποσ χειριςμοφ του κζματοσ είναι θ αναγωγι ςτον χρόνο δθλαδι ο ςυνδυαςμόσ 

πλθροφοριϊν από μια ακολουκία εικόνων που ζχουν λθφκεί με κίνθςθ τθσ κάμερασ. 

 

 

Σχήμα 3-3: Θ πλθροφορία του βάκουσ Z χάνεται μετά τθν «αποτφπωςθ» των αντικειμζνων ςτο 

οπτικό πλάνο. Επειδι το μζγεκοσ των αντικειμζνων είναι ςχετικό ωσ προσ τθν απόςταςθ, 

χωρίσ τθν πλθροφορία του βάκουσ είναι αδφνατο να κακοριςτεί το απόλυτο μζγεκοσ τουσ. 
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3.4 ΢χζςη εςτιακήσ απόςταςησ, οπτικοφ πεδίου και οπτικοφ πλάνου 

 

Μία παράμετροσ που εμπλζκεται ςτον μεταςχθματιςμό (15) είναι θ εςτιακι απόςταςθ f. Θ 

εςτιακι απόςταςθ ουςιαςτικά κακορίηει το μζγεκοσ του τμιματοσ του κόςμου που 

απεικονίηεται ςτο οπτικό πλάνο (Σχιμα 3-4).  

 

 
 

 

Σχήμα 3-4: Αυξάνοντασ τθν εςτιακι απόςταςθ διατθρϊντασ ςτακερό το μζγεκοσ του πλάνου, 

μειϊνεται το εφροσ του οπτικοφ πεδίου. 

 

Αν υποκζςουμε ότι το μζγεκοσ του οπτικοφ πλάνου ςτθν μια διάςταςθ είναι d και θ εςτιακι 

απόςταςθ f τότε το εφροσ του τμιματοσ του κόςμου που κα φαίνεται ςτο πλάνο κακορίηεται 

από τθν παράμετρο του οπτικοφ πεδίου (field of view, FOV), όπου FOV είναι θ γωνία που 

ςχθματίηεται από τισ ευκείεσ που ενϊνουν τθν ςθμειακι οπι O με το πλάτοσ ι το φψοσ ι τθν 

κφρια διαγϊνιο του οπτικοφ πλάνου (Σχιμα 3-5). 

 

 

Σχήμα 3-5: Το οπτικό πεδίο ενδζχεται να μετρθκεί κατά πλάτοσ / φψοσ ι κατά τθν κφρια 

διαγϊνιο. 
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Το μζγεκοσ του οπτικοφ πλάνου και τθσ εςτιακισ απόςταςθσ είναι ςαφϊσ κακοριςμζνα 

μεγζκθ για κάκε μθχανι κινθματογράφθςθσ και ςυνθκίηεται να μετρϊνται ςτισ ίδιεσ μονάδεσ. 

Με γνωςτά τα d και f  (ι και χωρίσ να γνωρίηουμε τισ απόλυτεσ τιμζσ τουσ αλλά τθν αναλογία 

τουσ), μποροφμε να υπολογίςουμε το οπτικό πεδίο με χριςθ των βαςικϊν τριγωνομετρικϊν 

εξιςϊςεων που ιςχφουν για τα όμοια τρίγωνα: 

 12 tan
2

d
FOV

f

  
  

 
 (16) 

Ζνα χαρακτθριςτικό τθσ εςτιακισ απόςταςθσ f είναι θ ςυχνι εμφάνιςι τθσ ςτισ ςχζςεισ 

διαφόρων προβλθμάτων κυρίωσ από τουσ τομείσ τθσ μθχανικισ όραςθσ και των γραφικϊν. 

Ππωσ κα διαπιςτϊςουμε ςτισ επόμενεσ ενότθτεσ θ εςτιακι απόςταςθ υπειςζρχεται και ςτθν 

κεμελιϊδθ για το πρόβλθμα τθσ ΕΚΚ ςχζςθ που ςυνδζει τθν τριςδιάςτατθ κίνθςθ με το οπτικό 

μοντζλο.  

 

Θ εμπλοκι οπτικϊν παραμζτρων ςε προβλιματα που δεν ςχετίηονται με τθν 

κινθματογράφθςθ των εικόνων αλλά τθν επεξεργαςία τουσ δυςχεραίνει τουσ υπολογιςμοφσ 

χωρίσ να λαμβάνεται κάποιο άλλο όφελοσ. Μία ςυνθκιςμζνθ πρακτικι που αντιμετωπίηει τθν 

δυςκολία αυτι είναι το «κλείδωμα» των οπτικϊν παραμζτρων ςε μια ςτακερι τιμι που 

εξυπθρετεί τθν ευκολία των υπολογιςμϊν. Ππωσ κα δοφμε αργότερα για το πρόβλθμα τθσ 

EKK αυτι θ τιμι είναι f = 1.  Ζτςι μποροφμε να χειριςτοφμε το πρόβλθμα εκφράηοντασ τθν 

εςτιακι απόςταςθ και το οπτικό πεδίο αποκλειςτικά μζςω του μεγζκουσ του οπτικοφ πλάνου 

d ωσ: 

 2 tan
2

FOV
d f

 
  

 
 (17) 

Για να μπορεί να λαμβάνει ςυνεχϊσ θ εςτιακι απόςταςθ τθν τιμι τθσ μονάδασ κα πρζπει 

κάκε άλλθ παράμετροσ που ςυμμετζχει ςτουσ υπολογιςμοφσ να διατιμθκεί βάςει τθσ νζασ f. 

Αυτό μπορεί να πραγματοποιθκεί μετατρζποντασ όλα τα μεγζκθ του προβλιματοσ ςε μια νζα 

μονάδα μζτρθςθσ που να βαςίηεται ςτο f, και κα μποροφςε να ονομαςτεί «μονάδα εςτιακισ 

απόςταςθσ» (focal length unit) ι FLU.  
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Παράμετροι

  Ενδεικτικζσ τιμζσ 
Σιμή  

Αναλογίεσ πλάνου 4:3 (640x480)pixels 

FOV (κατά πλάτοσ) 50° 

f  1 

Ανάλυςη εικόνων (ςε FLU) 0.931x0.697 

Πίνακασ 3-1: Τυπικζσ τιμζσ παραμζτρων που χρθςιμοποιικθκαν ςτισ 

προςομοιϊςεισ. 

 

Πλα τα μεγζκθ που ςυμμετζχουν ςτουσ υπολογιςμοφσ (όπωσ τα διανφςματα οπτικισ ροισ, οι 

διαςτάςεισ των εικόνων, θ μεταφορά τθσ κάμερασ Τ, το βάκοσ Η κ.α.) κα πρζπει να 

μετατραποφν ςε «μονάδεσ εςτιακισ απόςταςθσ» προκειμζνου να ακολουκοφν τθν νζα 

ςφμβαςθ που ειςάγαμε. Ρροφανζσ πλεονζκτθμα από τθν χριςθ τθσ νζασ μονάδασ:  

 Απλοποίθςθ των εξιςϊςεων κίνθςθσ αφοφ θ εςτιακι απόςταςθ δεν λαμβάνεται 

υπόψθ (είναι πάντα μονάδα). 

 Αποδζςμευςθ από τθν ανάλυςθ (resolution) των εικόνων και τισ φυςικζσ διαςτάςεισ 

του CCD τθσ κάμερασ. 

 Μόνθ οπτικι παράμετροσ που εμπλζκεται είναι το οπτικό πεδίο FOV, το οποίο 

μετριζται απλά ςε μοίρεσ και είναι ενιαίο χαρακτθριςτικό για όλουσ τουσ τφπουσ 

καμερϊν. 

 

3.5 ΢χζςη οπτικοφ μοντζλου και τριςδιάςτατησ κίνηςησ  

 

Συμπεριλαμβάνοντασ και τθν ζννοια τθσ κζςθσ τθσ κάμερασ ςτον χϊρο κα λζγαμε ότι θ (15) 

μεταςχθματίηει το ςθμείο P του πραγματικοφ κόςμου ςτθν κζςθ p τθσ εικόνασ όταν ο οπτικόσ 

άξονασ τθσ κάμερασ «κοιτάει» προσ τθν κατεφκυνςθ του άξονα Η (ςχιμα 3-6). Το ερϊτθμα 

είναι τι κα ςυμβεί αν θ κάμερα μετακινθκεί ςε νζα κζςθ ςτον χϊρο και ςε ποιο ςθμείο τθσ 

εικόνασ κα απεικονίηεται πλζον το P. Για να απαντιςουμε ςε αυτό κα πρζπει πρϊτα να 

ορίςουμε τι ςθμαίνει κίνθςθ τθσ κάμερασ ςτον χϊρο. 
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Σχήμα 3-6: Κάκε ςθμείο ςτο χϊρο αντιςτοιχίηεται ςε ςυγκεκριμζνθ κζςθ ςτο οπτικό  πλάνο. 

 

 

Σχήμα 3-7: Πικανζσ κινιςεισ τθσ κάμερασ για  6 βακμοφσ ελευκερίασ (DOF6). 

 

Ωσ κίνθςθ τθσ κάμερασ ορίηουμε το ςφνολο των παραμζτρων οι οποίεσ προςδιορίηουν πλιρωσ 

τθν κζςθ τθσ κάμερασ ςτο χϊρο και τθν κατεφκυνςθ του οπτικοφ τθσ άξονα ςε κάκε χρονικι 

ςτιγμι. Το πλικοσ των παραμζτρων αυτϊν κακορίηει τθν πολυπλοκότθτα του μοντζλου και 

κατ’ επζκταςθ τθν πολυπλοκότθτα τθσ κίνθςθσ τθσ κάμερασ. Το μοντζλο κίνθςθσ που 

υιοκετοφμε για τισ ανάγκεσ τθσ ΕΚΚ περιλαμβάνει κίνθςθ που περιγράφεται με 6 

παραμζτρουσ, όςεσ ακριβϊσ χρειάηονται για να ορίςουμε μια πλιρωσ αδζςμευτθ κίνθςθ προσ 

κάκε κζςθ και κάκε κατεφκυνςθ ςτο χϊρο (ςχιμα 3-7). Ομαδοποιϊντασ τισ παραμζτρουσ ανά 

τρεισ τελικϊσ ορίηουμε το διάνυςμα Τ = (t1,t2,t3)
Τ που υποδθλϊνει τθν κζςθ τθσ κάμερασ (ςε 

ςχζςθ με ζνα ςθμείο C = (0,0,0)Τ) και το διάνυςμα R = (R1,R2,R3)
T που υποδθλϊνει τθν γωνία 

που ςχθματίηει ο οπτικόσ άξονασ με το ςφςτθμα αξόνων ΧΥΗ. Ωσ R = (0,0,0)Τ ορίηεται θ 

κατεφκυνςθ όπου ο οπτικόσ άξονασ ςυμπίπτει με το Z. Για αυτονόθτουσ λόγουσ από και εδϊ 

και ςτο εξισ κα αναφερόμαςτε ςτο T ωσ μεταφορά και ςτο R ωσ περιςτροφή.  
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Γίνεται φανερό πωσ θ (15) ςε αυτι τθν μορφι δεν μπορεί να καλφψει τθν νζα αυτι ςθμαντικι 

επζκταςθ που περιλαμβάνει και κίνθςθ. Αν εκφράςουμε τα p και P ςαν (x,y,1)Τ και (Χ,Υ,Η,1)Τ, 

απεικόνιςθ γνωςτι και ωσ ομοιογενείσ ςυντεταγμζνεσ (homogeneous coordinates), και 

ορίςουμε ωσ πίνακα μεταςχθματιςμοφ τον C, λαμβάνουμε τθν ιςοδφναμθ τθσ (15): 

 

0 0 0

0 0 0

1 0 0 1 0
1

X
x f

Y
Zp CP z y f

Z

 
     
       
     
        

 

 (18) 

Τότε ο μεταςχθματιςμόσ για μια κάμερα που ζχει τθν δυνατότθτα να μεταφζρεται αλλά όχι να 

περιςτρζφεται μπορεί εφκολα να προκφψει αν αντικαταςτιςουμε τθν κζςθ του αντικειμζνου 

P με τθ ςχετικι του κζςθ ωσ προσ τθν κάμερα P’: 

 

1

2

3

'

1 0

X t

Y t
P P T

Z t

   
   
      
   
   
   

 (19) 

Αν τϊρα υποκζςουμε ότι θ κάμερα εκτελεί ταυτόχρονα και περιςτροφικζσ κινιςεισ τότε το P’ 

πολλαπλαςιάηεται με τον πίνακα περιςτροφισ: 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

matrix

r r r

R r r r

r r r

 
 


 
  

 (20) 

Τα ςτοιχεία του πίνακα περιςτροφισ r1…3,1…3 προκφπτουν μζςω ςχζςεων όπου λαμβάνονται 

υπόψθ το διάνυςμα R, οι άξονεσ περιςτροφισ και θ ςειρά επενζργειασ των περιςτροφϊν. 

Σθμειϊνουμε ότι εδϊ ζχουμε υιοκετιςει το πρότυπο περιςτροφισ του τθλεςκοπίου. Τελικά 

για απλότθτα και ςαφινεια παρουςιάηουμε ςε ςυμπτυγμζνθ μορφι τον πίνακα μετακίνθςθσ - 

περιςτροφισ RT. Επομζνωσ ο μεταςχθματιςμόσ αντικειμζνων P ςε ςυντεταγμζνεσ τθσ εικόνασ 

p για κινοφμενθ κάμερα υπολογίηεται ωσ: 

 

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

0 0 0

0 0 0

1 0 0 1 0
0 0 0 1 1

r r r t X
x f

r r r t Y
Zp C RT P z y f

r r r t Z

   
       
           
       
          

   

 (21) 



  Εκτίμθςθ τριςδιάςτατθσ κίνθςθσ κάμερασ 

Σχζςθ οπτικισ ροισ και τριςδιάςτατθσ κίνθςθσ  και βάκουσ από ακολουκίεσ εικόνων 

Κεφάλαιο 3:  Οπτικό μοντζλο και εξιςϊςεισ κίνθςθσ   53 

 

3.6 ΢χζςη οπτικήσ ροήσ και τριςδιάςτατησ κίνηςησ 

 

Ζςτω κάμερα με εςτιακι απόςταςθ f = 1 που κινείται. Αν υποκζςουμε ότι τθν χρονικι ςτιγμι t 

το ςθμείο P του πραγματικοφ κόςμου μεταςχθματίηεται ςτο pt και τθν αμζςωσ επόμενθ 

χρονικι ςτιγμι t+1 το ίδιο ςθμείο P μεταςχθματίηεται ςτο pt+1 τότε ουςιαςτικά θ ζνωςθ των pt 

και pt+1 αντιςτοιχεί ςε ζνα διάνυςμα οπτικισ ροισ. Με χριςθ τριγωνομετρίασ λαμβάνουμε τθν 

εξίςωςθ που ςυςχετίηει τθν κίνθςθ τθσ κάμερασ με το διάνυςμα κίνθςθσ ςε ζνα επιλεγμζνο 

ςθμείο (x,y) τθσ εικόνασ ωσ:  

 
( , ) ( , )

( , )

( , ) ( , )

x z
y z x y

y z
z x x y

T T
R R y x R y R x

Z x y Z x y
u x y

T T
R x R y R y R x

Z x y Z x y

  
        

  
  
        
   

 (22) 

όπου  Η(x,y) θ απόςταςθ τθσ κάμερασ από το αντικείμενο που απεικονίηεται ςτθν κζςθ (x,y), 

με τθν αρχι του επιπζδου (x,y) = (0,0) ςτθν πάνω-αριςτερι γωνία των εικόνων. Τϊρα αν 

υποκζςουμε πωσ ζχουμε μθδενικι περιςτροφι θ (22) γίνεται: 

 
( , )

( , )

( , )

x z

y z

T xT

Z x y
u x y

T xT

Z x y

  
 
 
  
 
 

 (23) 

Τότε παρατθροφμε ότι το διάνυςμα u μθδενίηεται ςτο ςθμείο ( , ) ,
yx

z z

TT
x y

T T

 
  
 

. Το ςθμείο 

αυτό λζγεται εςτία επζκταςησ (focus of expansion, FOE) και μιλϊντασ πρακτικά κα λζγαμε ότι 

είναι εκείνο το ςθμείο όπου τα διανφςματα οπτικισ ροισ «δείχνουν» όταν πραγματοποιείται 

οπίςκια μεταφορικι κίνθςθ κάκετθ ςτο επίπεδο τθσ εικόνασ (zoom-out) και περιςτρζφονται 

γφρω από αυτό όταν ζχουμε περιςτροφικι κίνθςθ κατά τον οπτικό άξονα (clock - 

anticlockwise rotate) (ςχιμα 3-8). Δίνοντασ μια ρεαλιςτικι χροιά κα λζγαμε ότι θ εςτία 

επζκταςθσ είναι το ςθμείο ςφγκλιςθσ των κάκετων ςτο οπτικό πλάνο ευκειϊν. (Το ςθμείο 

«ςυνάντθςθσ» των ράγων τρζνου όταν παρατθροφνται από τθν κζςθ τθσ τροχιάσ τουσ). 
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Σχήμα 3-8: Το zoom-in/out και θ περιςτροφι γφρω από τον οπτικό άξονα αποκαλφπτει τθν 

κζςθ τθσ εςτίασ επζκταςθσ, ςτισ περιςςότερεσ των περιπτϊςεων ςτο κζντρο τθσ εικόνασ. 

 

Αν υποκζςουμε ότι θ αρχι του επιπζδου τθσ εικόνασ (x,y) δεν βρίςκεται πια ςτθν πάνω-

αριςτερι γωνία αλλά ςτθν κζςθ τθσ εςτίασ επζκταςθσ τότε θ (23) απλοποιείται ακόμα 

περιςςότερο, και για τθν μεταφορικι κίνθςθ γίνεται: 

 
( , )

( , )

( , )

z

z

xT

Z x y
u x y

yT

Z x y

 
 
 
 
 
 

 (24) 

Θ κζςθ τθσ εςτίασ επζκταςθσ εξαρτάται κυρίωσ από το υλικό όπωσ το CCD τθσ κάμερασ λιψθσ 

και τον φακό. Ωςτόςο ςτισ περιςςότερεσ των περιπτϊςεων αυτό βρίςκεται ςτο κζντρο των 

εικόνων. Ζτςι επιλζγοντασ ςφςτθμα αξόνων x-y που ζχει ωσ αρχι το κζντρο των εικόνων 

μποροφμε να απλοποιιςουμε και ςυμπτφξουμε τθν (22) ςτθν τελικι τθσ μορφι ωσ: 

 
1 0

( , )
0 1 ( , )

1

x
x T

u x y R y
y Z x y

  
    

            

 (25) 

Θ (25) κα διαδραματίςει ςθμαντικό ρόλο ςτθν περαιτζρω διερεφνθςθ του προβλιματοσ 

κακϊσ αποτελεί το μακθματικό μοντζλο ςτο οποίο κα ςτθριχκεί θ ανάλυςθ τθσ ΕΚΚ. 
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Κεφάλαιο 4  

Εκτίμηςη τησ κίνηςησ τησ κάμερασ 

 

4.1 Ειςαγωγή 

 

Στα προθγοφμενα κεφάλαια μιλιςαμε για τθν εν δυνάμει ποςότθτα «τριςδιάςτατθσ 

πλθροφορίασ» που εμπεριζχεται ςε μια ακολουκία εικόνων που ζχει λθφκεί με κίνθςθ τθσ 

κάμερασ. Στόχοσ μασ ςε αυτό ο κεφάλαιο είναι θ ανάκτθςθ αυτι τθσ πλθροφορίασ και θ 

ποςοτικοποίθςθ τθσ προκειμζνου να μπορεί να αξιοποιθκεί από κάποια εφαρμογι. Μάλιςτα 

θ διαδικαςία τθσ ανάκτθςθσ κα αποκτοφςε ιδιαίτερθ πρακτικι αξία εφόςον μποροφςαν να 

εξαχκοφν αξιόπιςτα αποτελζςματα παρουςία κορφβου ςτα δεδομζνα ειςόδου. Στισ ενότθτεσ 

που ακολουκοφν κα δοφμε τθν μακθματικι περιγραφι του προβλιματοσ τθσ ΕΚΚ, τθν 

προτεινόμενθ μζκοδο επίλυςθσ κακϊσ και μία ςειρά από ειδικοφσ χειριςμοφσ που 

βελτιϊνουν τθν ακρίβεια των εκτιμιςεων. 

 

4.2 Οριςμόσ και διατφπωςη του προβλήματοσ 

 

4.2.1 Προχποθζςεισ και παράμετροι 

 

Θ μζκοδοσ τθσ ΕΚΚ που προτείνουμε εδϊ δεν προχποκζτει κάποιεσ ειδικζσ ςυνκικεσ για τα 

δεδομζνα ειςόδου, πλθν τριϊν που κα πρζπει να ικανοποιοφνται υποχρεωτικά και ωσ ζνα 

βακμό αφοροφν τθν εκτίμθςθ τθσ οπτικισ ροισ. Οι ςυνκικεσ που κα πρζπει να ιςχφουν είναι 

οι εξισ: 

 Το περιβάλλον λιψθσ πρζπει να παραμζνει αμετάβλθτο (rigid scene). 
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 Θ οπτικι ροι που προκαλείται από τθν κίνθςθ τθσ κάμερασ επιβάλλεται να είναι 

ςυμβατι με το οπτικό μοντζλο που ορίηει θ (25). 

 Τα διανφςματα του πεδίου οπτικισ ροισ πρζπει να είναι ομοιόμορφα κατανεμθμζνα 

ςτο οπτικό πλάνο. 

 

Εφόςον τθροφνται οι ςυνκικεσ αυτζσ, μποροφμε να εφαρμόςουμε τθν προτεινόμενθ μζκοδο 

ΕΚΚ ςε οποιαδιποτε ακολουκία εικόνων. 

 

Λίγο πριν εμβακφνουμε ςτθν μζκοδο τθσ ΕΚΚ ορίηουμε τισ παραμζτρουσ του προβλιματοσ ωσ 

εξισ: 

 f θ εςτιακι απόςταςθ. 

 x = (x1,x2,1)Τ μια κζςθ ςτθν εικόνα διαβακμιςμζνθ ςε FLU ςφμφωνα με το οπτικό 

πεδίο (FOV) και το ςθμείο επζκταςθσ του οπτικοφ πλάνου.  

 Χ = (Χ1,Χ2,Χ3)
Τ θ αντίςτοιχθ κζςθ τθσ x ςτον χϊρο. 

 u(x) το διάνυςμα οπτικισ ροισ ςτθν κζςθ x και U(Χ) το αντίςτοιχο τριςδιάςτατο 

διάνυςμα ταχφτθτασ ςτον χϊρο. 

 t το διάνυςμα μεταφοράσ ςε FLU. 

 ω το διάνυςμα περιςτροφισ ςε ακτίνια. 

 και Η(x) θ κάκετθ απόςταςθ από το κζντρο του οπτικοφ πλάνου ςτο Χ ςθμείο του 

χϊρου. 

 

Με αντικατάςταςθ αυτϊν των παραμζτρων ςτθν (25) αυτι γίνεται: 

 ( ) ( )
( )

t
u A

Z


 
   

 
x x x

x
 (26) 

Ππου Α(x) ο πίνακασ: 

 
1

2

1 0
( )

0 1

x
A

x

 
  

 
x  (27) 

Το πρόβλθμα τθσ ΕΚΚ ιςοδυναμεί με τον υπολογιςμό των παραμζτρων t, ω, Η(x) με δεδομζνα 

ειςόδου ζνα πλικοσ διανυςμάτων u(x) ςε x διακζςιμα ςθμεία. 
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4.2.2 Μη-γραμμικό μοντζλο και ελαχιςτοποίηςη 

 

Ππωσ παρατθροφμε ςτθν (26) θ τελευταία ςτιλθ του Α(x) ρυκμίηει το μζγεκοσ των 

διανυςμάτων u(x) που οφείλονται ςτθν τρίτθ ςυνιςτϊςα του U(X). Ζνα εμπειρικό παράδειγμα 

που βοθκάει να κατανοιςουμε τον ρόλο του Α(x) είναι ότι κατά τθν εμπρόςκια μεταφορά 

zoom-in, (όπου λαμβάνει τιμι μόνο θ τρίτθ ςυνιςτϊςα του U(X)) τα διανφςματα u(x) που 

βρίςκονται κοντφτερα ςτο κζντρο τθσ εικόνασ ζχουν μικρότερο μζγεκοσ ςε ςχζςθ με αυτά που 

βρίςκονται περιμετρικά. Ουςιαςτικά ο A(x) είναι ο πίνακασ προβολισ του U(X) ςτο οπτικό 

πλάνο (Σχιμα 4-1). 

 

  
Σχήμα 4-1: Θ προβολι του τριςδιάςτατου διανφςματοσ U πάνω ςτο οπτικό πλάνο 

«ςχθματίηει» το διάνυςμα οπτικισ ροισ υ. 

 

Ραρατθρϊντασ τθν (26) βλζπουμε ότι θ μεταφορά t και το βάκοσ Z(x) είναι μεγζκθ ανάλογα 

και όπωσ επιςθμάναμε ςτθν ενότθτα 3.3 τα απόλυτα μεγζκθ των παραμζτρων αυτϊν δεν 

είναι δυνατό να υπολογιςτοφν. Αυτό δθμιουργεί τθν αναγκαιότθτα «δζςμευςθσ» του 

κλάςματοσ t/Z(x) βάςει του ενόσ εκ των δφο μεγεκϊν. Επειδι το t είναι κοινι παράμετροσ για 

κάκε Η(x) είναι λογικι ςυνζπεια θ «δζςμευςθ» να γίνει ωσ προσ αυτό.  Ζτςι, για τθν μζκοδο 

μασ, ειςάγουμε τον περιοριςμό του μζτρου του t ωσ 1t  , με προφανι ςυνζπεια ότι θ 

μεταφορά δεν μπορεί πλζον να είναι μθδενικι. Στο κεφάλαιο 5 κα δοφμε πωσ επθρεάηονται 

οι εκτιμιςεισ τθσ μεκόδου ςτθν περίπτωςθ παραβίαςθσ αυτισ τθσ ςυνκικθσ. 
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Σχήμα 4-2: Κάκε διάνυςμα οπτικισ ροισ μπορεί να αναλυκεί ςε ζνα ςυνδυαςμό διανυςμάτων 

οφειλόμενων ςτθν μεταφορά Α(x)t και τθν περιςτροφι Β(x)ω κακϊσ και ζνα κομμάτι n(x) που 

αντιςτοιχεί ςε κόρυβο.  Το μοναδιαίο διάνυςμα τ είναι κάκετο ςτο Α(x)t. 

 

Συνεχίηοντασ τθν ανάλυςθ του προβλιματοσ, θ (26) για λόγουσ απλότθτασ μπορεί να γραφεί 

ωσ: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u d A t B n  x x x x x  (28) 

Ππου d(x) το αντίςτροφο βάκοσ 1/Η(x) και n(x) = (nx, ny)
Τ διάνυςμα του οποίου τα ςτοιχεία 

λαμβάνουν ανεξάρτθτο και ομοιόμορφα κατανεμθμζνο με μθδενικι μζςθ τιμι Gaussian 

κόρυβο. Β(x) είναι ο πίνακασ προβολισ των διανυςμάτων U(X) που οφείλονται ςτθν 

περιςτροφι:  

 
2

1 2 1 2

2

2 1 2 1

1
( )

1

x x x x
B

x x x x

   
  

  
x  (29) 

Αν ορίςουμε ωσ r(x) το υπόλοιπο (residual) για κάκε ςθμείο x μεταξφ του «πραγματικοφ» 

διανφςματοσ *( )u x  και του u(x) εκτιμϊμενου διανφςματοσ που προκφπτει μζςω των 

παραμζτρων t,ω,d(x) τθσ (28) ζχουμε: 

 *( ) ( ) ( ) ( ) ( )d A t B   r x u x x x x  (30) 

τότε θ λφςθ του προβλιματοσ τθσ ΕΚΚ [1,2] προκφπτει ωσ ελαχιςτοποίθςθ τθσ μθ-γραμμικισ 

(30) ωσ: 

    
 

, ,

1
, , arg min ( )

t d
t d f

m
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x

r x  (31) 
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με {x} τισ ςυντεταγμζνεσ των m διανυςμάτων u(x) και f(x) οποιαδιποτε κυρτι, περιςτροφικά 

ςυμμετρικι ςυνάρτθςθ. Από τθν ςτιγμι που θ r(x) είναι διάνυςμα δυο ςτοιχείων ςτθν πράξθ 

θ ςυνάρτθςθ κόςτουσ κα πρζπει να είναι μία p-νόρμα ( )
p

p
f x x  με 1 ≤ p ≤ 2.  

 

4.2.3 Μεταςχηματιςμόσ μη-γραμμικοφ ςυςτήματοσ και νόρμασ 

 

Γενικϊσ το υπόλοιπο δυο ςτοιχείων δεν παρουςιάηεται τόςο ςυχνά ςε προβλιματα και είναι 

φανερό πωσ περιορίηει τισ πικανζσ ςυναρτιςεισ κόςτουσ ςε p-νόρμεσ. Ρροκειμζνου να 

αποφφγουμε το ηιτθμα αυτό κακϊσ και τθν ακριβι υπολογιςτικά νόρμα μποροφμε να 

χειριςτοφμε το κζμα ωσ εξισ: (βαςιςμζνο ςτθν μζκοδο Zhang-Tomasi [1,2]) 

 

Αν υποκζςουμε ότι ζχουμε ζνα τυχαίο διάνυςμα α = *α1, α2]
Τ τότε το κάκετο μοναδιαίο 

διάνυςμα του είναι το  
 

2 1

T

Q
a

 



 . Ζςτω e το μοναδιαίο διάνυςμα προβολισ τθσ 

μεταφοράσ Α(x)t ςτο οπτικό πλάνο: 
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x
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 (32) 

και τ το κάκετο μοναδιαίο διάνυςμα τθσ διςδιάςτατθσ προβολισ τθσ μεταφοράσ Α(x)t: 

  
    2 1

( ) , ( )
( , ,1) ( )

( )

T

A t A t
t Q A t

A t



 

x x
x x

x
 (33) 

Το ςχιμα 4-2 δείχνει τθν ςθμαςία του e, τ. Τϊρα με πολλαπλαςιαςμό του e ςτθν (30) ζχουμε: 

 

(32)

*

*

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

T T T T

T T T

e e e d A t e B

e e d A e B





   

  

r x u x x x x

r x u x x x x
 (34) 

Λφνοντασ ωσ προσ το αντίςτροφο βάκοσ d(x) λαμβάνουμε: 

 
     * *

2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

TTe B A t B
d

A t A t

  
 

u x x x u x x
x

x x
 (35) 
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Αντίςτοιχα πολλαπλαςιάηοντασ τθν (30) με το τ εξαλείφουμε το αντίςτροφο βάκοσ d(x) και 

τελικϊσ παίρνουμε: 

  *( ) ( , ,1) ( ) ( ) 0TA t t B  x x u x x  (36) 

Θ (36) είναι ανεξάρτθτθ από το βάκοσ d(x) και δεδομζνθσ τθσ μεταφοράσ t εξαρτάται μόνο 

από τθν περιςτροφι ω. Ραρατθρϊντασ τθν (36) διακρίνουμε ότι είναι μια ςτακμιςμζνθ κατά 

( )A tx  γραμμικι εξίςωςθ. Ππωσ κα δοφμε αργότερα ο ςυντελεςτισ ( )A tx  απλοποιεί ςε 

ζνα βακμό τουσ υπολογιςμοφσ αλλά όπωσ αποδεικνφεται και από άλλεσ μεκόδουσ [10] όςεσ 

χρθςιμοποιοφν ςτακμιςμζνεσ εξιςϊςεισ παρόμοιεσ με τθν (36) παράγουν εςφαλμζνεσ 

εκτιμιςεισ. Ο λόγοσ είναι ότι θ ο ( )A tx  παίηει το ρόλο «βάρουσ» ςτο υπόλοιπο 

   , ,1 ( ) ( )
T

t u B x x x  ενϊ εξαρτάται από τισ ςυντεταγμζνεσ x. Εντοφτοισ δεν υπάρχει 

κανζνα ιςχυρό επιχείρθμα που να μασ προτρζπει να χρθςιμοποιιςουμε διαφορετικά βάρθ 

ςτισ εξιςϊςεισ ανάλογα με τθν κζςθ x των διανυςμάτων ςτθν εικόνα. Αντικζτωσ μάλιςτα όλεσ 

οι εξιςϊςεισ κα πρζπει να ζχουν τθν ίδια επίδραςθ ανεξάρτθτα από τθν κζςθ αυτι. Συνεπϊσ 

θ ελαχιςτοποίθςθ κα πρζπει να γίνεται χωρίσ τον ςυντελεςτι ( )A tx . Αργότερα κα 

διαπιςτϊςουμε πωσ ο ςυντελεςτισ ( )A tx  ςχετίηεται με τα ελάχιςτα ςτθν ςυνάρτθςθ 

κόςτουσ και ότι αυτά δφνανται να μειωκοφν ρυκμίηοντασ ςταδιακά τθν επίδραςθ του βάρουσ 

αυτοφ. Τελικά το νζο προσ ελαχιςτοποίθςθ (μονοδιάςτατο) υπόλοιπο γράφεται ωσ: 

  ( ) ( , ,1) ( ) ( , ,1) ( ) ( )T Tr t t u B    x x r x x x x  (37) 

Με ςυνάρτθςθ κόςτουσ τθν f(x) = x2, θ εκτίμθςθ των παραμζτρων t,ω προκφπτει από: 

    
 

21
, arg min ( , ,1) ( ) ( )Tt t u B

m
     

x

x x x  (38) 

Θ (38) είναι ςχζςθ διγραμμικοφ περιοριςμοφ (bilinear constraint) και ελαχιςτοποιεί το ολικό 

ςφάλμα που προκφπτει από τθν προβολι των διανυςμάτων που οφείλονται ςτθν 

περιςτροφικι κίνθςθ.  

 

Οι εξιςϊςεισ που είδαμε ςε αυτι τθν ενότθτα μασ δίνουν τθν δυνατότθτα να διαχειριςτοφμε 

το πρόβλθμα πιο αποτελεςματικά (ςε ςχζςθ με τθν απευκείασ επίλυςθ του μεγάλου μθ-

γραμμικοφ ςυςτιματοσ (30)) διαχωρίηοντασ το ςε επιμζρουσ μικρότερα προβλιματα προσ 
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λφςθ. Στισ ενότθτεσ που ακολουκοφν κα δοφμε πωσ αξιοποιοφνται οι μακθματικοί χειριςμοί 

που επιτελζςαμε εδϊ κακϊσ και τα οφζλθ ςτθν ακρίβεια των εκτιμιςεων και το υπολογιςτικό 

κόςτοσ. Γενικότερα κα πρζπει να γνωρίηουμε ότι όςεσ μζκοδοι βαςίηονται ςε ςχζςεισ ίδιεσ ι 

παρόμοιεσ με τισ παραπάνω ζχουν κοινό χαρακτθριςτικό ότι παράγουν ακριβείσ εκτιμιςεισ με 

χαμθλά επίπεδα πόλωςθσ και αποκλίςεων, γι’ αυτό και ςυχνά αναφζρονται ωσ «βζλτιςτεσ» 

(optimal).  

 

4.3 ΢χετικζσ εργαςίεσ 

 

Τα τελευταία χρόνια ζχουν παρουςιαςτεί διάφορεσ μζκοδοι ΕΚΚ. Κάκε μια από τισ μεκόδουσ 

αυτζσ ζχει να αναδείξει τα δικά τθσ πλεονεκτιματα και χονδρικά κα λζγαμε ότι χωρίηονται ςε 

δυο βαςικζσ κατθγορίεσ ανάλογα με τθν αποτελεςματικότθτα τουσ: Τισ παλαιότερεσ 

προςεγγίςεισ που εφάρμοηαν υπολογιςτικζσ απλοποιιςεισ χάριν ευκολίασ αλλά τελικϊσ 

ζπαςχαν από πόλωςθ και ζντονεσ αποκλίςεισ ςτισ εκτιμιςεισ τουσ και τισ πιο πρόςφατεσ 

προςεγγίςεισ που βαςίηονται ςε μεταςχθματιςμοφσ και εξιςϊςεισ όπωσ αυτζσ που 

περιγράψαμε ςτθν προθγοφμενθ ενότθτα. Ζπεται μια ςφντομθ περιγραφι μερικϊν τυπικϊν 

προςεγγίςεων του προβλιματοσ. 

 

Μια από τισ πρϊτεσ δθμοφιλείσ μεκόδουσ *10] χρθςιμοποιεί ςαν αφετθρία τισ ίδιεσ εξιςϊςεισ 

κίνθςθσ που ορίςαμε πριν άλλα ςτθ ςυνζχεια αντικακιςτά τθν αυκεντικι ςυνάρτθςθ 

υπολοίπου (30) με τθν: 

 ( ) ( ) ( )A t r x r x x  (39) 

Το πλεονζκτθμα από αυτι τθν αντικατάςταςθ είναι ότι εμμζςωσ εξαλείφεται το βάκοσ. Ζτςι θ 

ελαχιςτοποίθςθ γίνεται μόνο με τισ ζξι παραμζτρουσ που αφοροφν τθν περιςτροφι και τθν 

μεταφορά με προφανζσ κζρδοσ τθν απλοποίθςθ των υπολογιςμϊν. Το όφελοσ είναι ακόμα 

μεγαλφτερο επειδι θ (39) ζχει απλό κοίλο ςχιμα και παρουςιάηει μικρότερο αρικμό 

ελαχίςτων ςε ςχζςθ με τθν αυκεντικι, πράγμα που τθν κακιςτά ευκολότερθ ςτθν 

ελαχιςτοποίθςθ.  

 

Ραρατθροφμε ότι θ (39) είναι παρόμοια με τθν (36). Ππωσ εξθγιςαμε προθγοφμενα θ (36) 

πρζπει να λυκεί χωρίσ τον ςυντελεςτι ( )A tx  ειδάλλωσ οδθγοφμαςτε ςε εςφαλμζνεσ 

εκτιμιςεισ αφοφ αλλοιϊνεται το ςχιμα τθσ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ. Επειδι θ ( )A tx  εξαρτάται 
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από το x, ςτακμίηει το r(x) με βάςθ τθν κζςθ των διανυςμάτων ςτθν εικόνα, κάτι που δεν 

δικαιολογείται. Ρρακτικά το αποτζλεςμα από τθν χριςθ τθσ (39) είναι ότι όταν ζχουμε μεγάλο 

πλικοσ διανυςμάτων με ςυντεταγμζνεσ μεγαλφτερεσ τθσ μονάδασ δθμιουργείται τάςθ για 

χαμθλότερεσ τιμζσ ςτο τρίτο ςτοιχείο t3 τθσ μεταφοράσ αφοφ ο αλγόρικμοσ προςπακεί να 

εξιςορροπιςει τα μεγαλφτερα r(x) που προκφπτουν λόγω των μεγαλφτερων ( )A tx . Το 

αντίκετο ςυμβαίνει όταν πολλά διανφςματα ζχουν ςυντεταγμζνεσ μικρότερεσ τθσ μονάδασ 

όπου δθμιουργείτε τάςθ επαφξθςθσ του t3.  

 

Οι κζςεισ των διανυςμάτων εξαρτϊνται και από το οπτικό πεδίο. Αν το οπτικό πεδίο είναι 

μικρό τότε και το οπτικό πλάνο κα είναι μικρό και ζτςι μοιραία κα υπάρχουν πολλά 

διανφςματα με ςυντεταγμζνεσ μικρότερεσ του 1 με ςυνζπεια τθν τάςθ για μεγαλφτερο t3. Το 

αντίκετο ιςχφει ςε μεγαλφτερο οπτικό πεδίο. Συνοψίηοντασ, με μικρό οπτικό πεδίο ζχουμε 

πόλωςθ τθσ μεταφοράσ προσ τθν κατεφκυνςθ zoom-in/out, με μεγαλφτερο οπτικό πεδίο 

ζχουμε πόλωςθ τθσ μεταφοράσ προσ πλευρικζσ κινιςεισ. Επειδι και οι άλλεσ μζκοδοι που 

περιγράφουμε παρακάτω χρθςιμοποιοφν ςαν αφετθρία ςχζςεισ όπωσ θ (39) ςε κάποιο βακμό 

πάςχουν από παρόμοια προβλιματα. 

 

Μια άλλθ μζκοδοσ *11] εφαρμόηοντασ ζνα μεταςχθματιςμό ςτθν (39) δθμιουργεί μια νζα 

ςχζςθ με αγνϊςτουσ το βάκοσ και τθν περιςτροφι ςυναρτιςει τθσ μεταφοράσ τθν οποία 

επιλφει με ελάχιςτα τετράγωνα. Στθν ςυνζχεια κζτει τα αποτελζςματα για το βάκοσ και τθν 

περιςτροφι ςτθν (39) ϊςτε να υπολογίςει τον μοναδικό άγνωςτο πλζον, τθν μεταφορά. Από 

τθν ςτιγμι που και αυτι θ μζκοδοσ χρθςιμοποιεί τθν (39) πάςχει από πόλωςθ αντίςτοιχθσ 

αιτιότθτασ όπωσ θ μζκοδοσ Horn & Bruss. 

 

Οι δυο προθγοφμενεσ μζκοδοι χρθςιμοποιοφν επαναλθπτικζσ διαδικαςίεσ για τθν επίλυςθ 

των μθ γραμμικϊν ςυςτθμάτων τουσ. Μια εναλλακτικι προςζγγιςθ [12, 13, 14+ υπολογίηει τθν 

μεταφορά χωρίσ επαναλθπτικι διαδικαςία. Στθν γραμμικι μζκοδο υποχϊρου (linear 

subspace method) υποκζτουμε ότι από το ςφνολο Ν διανυςμάτων οπτικισ ροισ ζνασ αρικμόσ 

Ν-6 ανικει ςε μια ομάδα «διανυςμάτων-περιοριςμοφ» που είναι (όςο το δυνατόν) κάκετα 

ςτθν διεφκυνςθ μεταφοράσ και ανεξάρτθτα από τθν περιςτροφι. Στθν ςυνζχεια 

καταςκευάηουμε ζνα πίνακα με κατάλλθλθ δομι για τα Ν–6 «διανφςματα-περιοριςμοφ». 

Σφμφωνα με τθν μζκοδο θ μεταφορά t είναι το ιδιοδιάνυςμα που αντιςτοιχεί ςτθν μικρότερθ 

ιδιοτιμι του παραπάνω πίνακα. Δυςτυχϊσ και αυτι θ μζκοδοσ όπωσ οι προθγοφμενεσ πάςχει 

από πόλωςθ ςυν ότι δεν αξιοποιεί όλθ τθ διακζςιμθ πλθροφορία Ν. Μια πικανι χριςθ 
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μεκόδων όπωσ αυτι είναι θ παραγωγι εκτιμιςεων που κα μποροφςαν να χρθςιμοποιθκοφν 

για αρχικοποίθςθ ςτισ επαναλθπτικζσ μεκόδουσ. Εμπειρικά ζχει αποδειχκεί ότι πολλζσ φορζσ 

οι εκτιμιςεισ τουσ δεν ενδείκνυνται οφτε για αυτό το ςκοπό. 

 

Γενικϊσ οι περιςςότερεσ μζκοδοι ςυςτθματικά αποδίδουν αποτελζςματα με τάςεισ προσ 

ςυγκεκριμζνεσ κατευκφνςεισ. Μια άλλθ πρόταςθ [15] επιχειρεί να μετριςει τθν τάςθ αυτι και 

να τθν άρει από το τελικό αποτζλεςμα. Ωςτόςο οφτε αυτι θ πρόταςθ αποδίδει καλά 

αποτελζςματα γιατί βελτιϊνει τθν πόλωςθ αλλά δθμιουργεί μεγαλφτερθ ευαιςκθςία ςτον 

κόρυβο (αποκλίςεισ). Εκτόσ αυτοφ κεωρεί ωσ υπόκεςθ μικρό οπτικό πεδίο κάτι ιδιαίτερα 

περιοριςτικό ςτθν πράξθ. 

 

Συμπεραςματικά είναι φανερό ότι θ πόλωςθ και οι αποκλίςεισ ενιςχφονται από 

ακατάλλθλουσ μεταςχθματιςμοφσ του προβλιματοσ μζςω γραμμικοποίθςεων ι άλλων 

υποκατάςτατων των βαςικϊν εξιςϊςεων του μοντζλου. Οι περιςςότερεσ μζκοδοι ιταν 

εκτεκειμζνεσ ςε αυτοφσ τουσ κινδφνουσ αφοφ περιείχαν τζτοιεσ μετατροπζσ με αποτζλεςμα θ 

πόλωςθ και θ αποκλίςεισ να είναι μεγαλφτερεσ από όςο κα’ πρεπε. Γενικϊσ οι εκτιμιςεισ των 

μεκόδων ΕΚΚ ςε ζνα βακμό ιταν απογοθτευτικζσ με αποτζλεςμα πολλοί ερευνθτζσ να 

πιςτεφουν ότι το πρόβλθμα αυτό δεν ζχει ςυνεπι λφςθ. Ειδικά ςτθν περίπτωςθ μικρϊν 

οπτικϊν πεδίων, θ πόλωςθ και οι αποκλίςεισ ιταν τόςο αυξθμζνεσ που κα λζγαμε ότι τα 

αποτελζςματα ιταν … ανϊφελα! Ωςτόςο ςε αυτι τθν εργαςία υλοποιοφμε ζναν αλγόρικμο 

ΕΚΚ με χαμθλά επίπεδα πόλωςθσ και αποκλίςεων του οποίου οι εκτιμιςεισ ςυγκλίνουν ςτισ 

πραγματικζσ τιμζσ όςο αυξάνεται θ ποςότθτα πλθροφορίασ που ειςάγουμε. 

 

4.4 Μεθοδολογία για την λφςη του προβλήματοσ 

 

Σε αυτι τθν ενότθτα κα δοφμε τθν επαναλθπτικι μζκοδο επίλυςθσ μθ-γραμμικϊν 

ςυςτθμάτων Gauss-Newton και ςτθν ςυνζχεια τθν εφαρμογι τθσ ςε μια απλι εκδοχι του 

προβλιματοσ (ενότθτα 4.4.2). Στθν ςυνζχεια εκμεταλλευόμενοι τισ ςχζςεισ που παράγαμε 

ςτθν ενότθτα 4.2.3 κα δείξουμε μια ταχφτερθ εκδοχι του αλγορίκμου κακϊσ και δυο ακόμα 

που επιχειροφν να «κωρακίςουν» τθν διαδικαςία ενάντια ςτο κόρυβο. Θ υλοποίθςθ 

βαςίηεται ςτθν μζκοδο Zhang-Tomasi [1,2]. 
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4.4.1 Διαδικαςία αναδρομικήσ γραμμικοποίηςησ Gauss-Newton 

 

Αν υποκζςουμε ότι ζχουμε το υπόλοιπο R(κ), με αγνϊςτουσ κ = (t,ω,d), ςφμφωνα με τθν 

Gauss-Newton διαδικαςία επίλυςθσ μθ-γραμμικϊν ςυςτθμάτων μποροφμε να υπολογίηουμε 

ςε κάκε επανάλθψθ ζνα βιμα Δκ το οποίο προςτικζμενο ςτο κ «κατευκφνει» το αποτζλεςμα 

προσ το πλθςιζςτερο ελάχιςτο – λφςθ τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ. Μζςω τθσ ανάπτυξθσ 

ςειρϊν Taylor αναλφουμε το υπόλοιπο R(κ) ςε: 

    
1

2

T

k kR R g H               (40) 

Ππου k k kg J  , 
2

1

m
T

k k k i ik

i

H J J H


   με Θκ τον πίνακα Hessian, Jk τον Ιακωβιανό πίνακα, 

ρ(κ) το διάνυςμα υπολοίπων  1, , mr r


και Hik τον Hessian πίνακα του ρ(κ). Με παραγϊγιςθ 

τθσ (40) κατά Δκk και υπό τθν προχπόκεςθ ότι τα υπόλοιπα ρi λαμβάνουν ςχετικά μικρζσ τιμζσ 

ζχουμε: 

 k k kJ      (41) 

Ππου θ ςχζςθ αυτι είναι μια απλι γραμμικι εξίςωςθ που λφνεται εφκολα με οποιαδιποτε 

από τισ γνωςτζσ μεκόδουσ.  

 

4.4.2 Επίλυςη με Gauss-Newton 

 

Ππωσ επιςθμάναμε πριν μποροφμε να χειριςτοφμε το διςδιάςτατο υπόλοιπο r(x) τθσ (30) ςαν 

οποιαδιποτε άλλθ βακμωτι ςυνάρτθςθ υπολοίπου εφόςον χρθςιμοποιιςουμε για τθν 

ελαχιςτοποίθςθ μια ςυνάρτθςθ κόςτουσ τφπου p-νόρμα x
p

p
. Αν p = 2 (δθλαδι 

2

2
(x) xf   

) ουςιαςτικά ζχουμε τθν πλζον ςυνθκιςμζνθ περίπτωςθ των ελαχίςτων τετραγϊνων: 

  
 

2

2, ,

1
, , arg min ( )

t d
t d

m
  

x

r x  (42) 
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Αυτό μπορεί να επιτευχκεί υπολογίηοντασ τον Λακωβιανό πίνακα τθσ (28) και ςτθν ςυνζχεια 

επιλφοντασ επαναλθπτικά με τθν (41) ωσ τθν ςφγκλιςθ του Δκ. Ο Λακωβιανόσ πίνακασ τθσ (28) 

για m = 6 (για οικονομία χϊρου!) είναι: 
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όπου ςε κάκε ςτιλθ τοποκετοφμε τισ μερικζσ παραγϊγουσ των t,ω,d(x) ενϊ ανά δφο γραμμζσ 

τισ μερικζσ παραγϊγουσ των x1,2. (Για λόγουσ ςαφινειασ προςωρινά αναφερόμαςτε ςτο x2 ωσ 

y2). Με αντικατάςταςθ των μερικϊν παραγϊγων λαμβάνουμε: 
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Τελικά ςε ςυμπτυγμζνθ μορφι θ (42) ελαχιςτοποιείται μζςω τθσ αναδρομικισ επίλυςθσ του 

γραμμικοφ ςυςτιματοσ: 

 ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k kd A t A t d B      x x x r x  (43) 

όπου ο rk(x) είναι ο πίνακασ ςτιλθ 1x2m: 
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r x  (44) 

Θ (43) είναι ζνα υπερκακοριςμζνο γραμμικό ςφςτθμα που λφνεται εφκολα με οποιαδιποτε 

από τισ γνωςτζσ μεκόδουσ. Ωςτόςο παρά το ότι το ςφςτθμα ζχει m+6 αγνϊςτουσ και 2m 

εξιςϊςεισ ο βακμόσ του Λακωβιανοφ πίνακα είναι m+5 δθλαδι το ςφςτθμα είναι ιδιόμορφο 

με μια ελεφκερθ μεταβλθτι. Αυτι θ ιδιομορφία μπορεί να αντιμετωπιςτεί αξιοποιϊντασ τον 

περιοριςμό ςτο μζτρο του t που κζςαμε ςτθν ενότθτα 4.2.2. Για να διατθρείτε ο περιοριςμόσ 

t 1  κατά τθν διάρκεια των επαναλιψεων κα πρζπει οι ανανεϊςεισ Δtk να λαμβάνουν τιμζσ 

που να ςυμβάλλουν ςτθν διατιρθςθ του. Κεωρϊντασ ότι το t  λαμβάνει γενικά πολφ 

μικρότερεσ τιμζσ από το t , το παραπάνω μπορεί να επιτευχκεί όταν οι ανανεϊςεισ Δt είναι 
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κατά προςζγγιςθ κάκετεσ ςτο διάνυςμα t ςε κάκε επανάλθψθ. Από αυτό τον ςυλλογιςμό 

λαμβάνουμε τθν νζα ςχζςθ περιοριςμοφ 0T

k kt t  .  

 

Για τθν επίλυςθ του ςυςτιματοσ αρχικοποιοφμε τα t,ω,d με τυχαίεσ τιμζσ και λφνουμε 

επαναλθπτικά ζωσ ότου το Δtk μεταβάλλεται λιγότερο από το κατϊφλι ςφγκλιςθσ (που 

ορίςαμε ωσ 10-13). Στθν ςυνζχεια εκτελοφμε και πάλι τθν ίδια διαδικαςία με νζεσ τυχαίεσ 

αρχικζσ τιμζσ κ.ο.κ. Τελικά επιλζγουμε ωσ λφςθ τον βρόχο που μασ ζδωςε το μικρότερο 

ςφάλμα (και με μεγάλθ πικανότθτα αντιςτοιχεί ςτο ολικό ελάχιςτο τθσ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ). 

Οι πολλαπλζσ επιλφςεισ με διαφορετικζσ αρχικοποιιςεισ επιβάλλονται λόγω των πολλαπλϊν 

τοπικϊν ελαχίςτων. 

 

4.4.3 Επίλυςη με διαχωριςμζνο Gauss-Newton 

 

Ζνα ενδιαφζρον ςτοιχείο που προζκυψε από τουσ μεταςχθματιςμοφσ που 

πραγματοποιιςαμε ςτθν ενότθτα 4.2.3 είναι ότι το πρόβλθμα μπορεί να «διαςπαςτεί» με 

τζτοιο τρόπο ϊςτε να υπολογίηουμε τισ παραμζτρουσ t,ω,d ξεχωριςτά. Ριο ςυγκεκριμζνα 

παρατθρϊντασ τισ (35) και (38) διαπιςτϊνουμε ότι δφναται να υπολογίςουμε τθν περιςτροφι 

και το βάκοσ ςυναρτιςει τθσ μεταφοράσ. Εκμεταλλευόμενοι το χαρακτθριςτικό τθσ 

διαχωριςιμότθτασ των παραμζτρων μασ δίνεται θ δυνατότθτα να εφαρμόςουμε τον Gauss-

Newton μόνο ςτο t, ξεχωριςτά από τισ υπόλοιπεσ παραμζτρουσ, αφοφ ςτθν ςυνζχεια κα 

μποροφμε να τισ υπολογίηουμε ςυναρτιςει του. Το πλεονζκτθμα από κάτι τζτοιο είναι 

προφανζσ: πραγματοποιοφμε Gauss-Newton ςε τρεισ αντί για m+6 μεταβλθτζσ και με μόλισ 

15 (ενδεικτικι εμπειρικι τιμι) ομοιόμορφα κατανεμθμζνεσ τυχαίεσ αρχικοποιιςεισ μποροφμε 

εφκολα να εντοπίςουμε το ολικό ελάχιςτο. Ππωσ κα αποδειχκεί αργότερα και ςτισ δόκιμεσ 

αυτόσ ο τρόποσ είναι γριγοροσ, ςτακερόσ και ςυγκλίνει ςτο 93,3% των περιπτϊςεων, κατά 

μζςο όρο ςε 35 επαναλιψεισ. Για να επωφελθκοφμε από το χαρακτθριςτικό τθσ 

διαχωριςιμότθτασ εργαηόμαςτε ωσ εξισ:  

 

Αν ςτα πλαίςια μιασ επανάλθψθσ k «γνωρίηουμε» τθν μεταφορά tk τότε από τισ (32) και (33) 

μποροφμε να υπολογίςουμε τα ek και τk αντίςτοιχα. Θ (38) εξαρτάται από τα ωk και τk ενϊ 

είναι ανεξάρτθτθ από το βάκοσ dk. Επομζνωσ μοναδικόσ άγνωςτοσ είναι το ωk και μποροφμε 

να τον υπολογίςουμε επιλφοντασ το γραμμικό ςφςτθμα (38). Από τθ ςτιγμι που τα tk και ωk 

είναι διακζςιμα το dk υπολογίηεται από τθν (35). Κάκε κφκλοσ ανανζωςθσ ολοκλθρϊνεται με 
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νζεσ τιμζσ για τα tk, ωk, dk. Με αυτζσ τισ νζεσ τιμζσ εφαρμόηουμε Gauss-Newton ανανεϊςεισ 

για το t μζςω τθσ: 

    
 

2

,
, arg min ( , ,1) ( ) ( ) ( )T

k k k
t

t t u d A t B


  

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x

x x x x  (45) 

Από τθν (45) λαμβάνουμε τελικά το tk+1 (tk+1 = tk + Δtk) με το οποίο υπολογίηουμε τα ωk+1, dk+1 

κ.ο.κ.  

 

Αυτόσ είναι ο κφκλοσ επεξεργαςίασ ο οποίοσ επαναλαμβάνεται ωσ ότου υπάρξει ςφγκλιςθ ςε 

κάποιο ελάχιςτο. Θ διαδικαςία ξεκινάει με τυχαία αρχικοποίθςθ του t0 ενϊ ςταματάει όταν 

t  < 10-13. Για να εντοπίςουμε το ολικό ελάχιςτο θ διαδικαςία αρχικοποιείται και 

επαναλαμβάνεται 15 φορζσ. Τελικά θ λφςθ επιλζγεται από τθν εκτζλεςθ εκείνθ που απζδωςε 

το μικρότερο κόςτοσ. Για τον υπολογιςμό του ολικοφ κόςτουσ μπορεί να χρθςιμοποιθκεί 

οποιαδιποτε από τισ παρακάτω (ιςάξιεσ) ςχζςεισ: 
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 (46) 

Συνολικά θ διαδικαςία είναι εξαιρετικά γριγορθ και ςτθν υλοποίθςθ μασ μια επανάλθψθ 

«κοςτίηει» περίπου 0.003 δευτερόλεπτα (ςε AMD Athlon64 x2). Ο ςυνολικόσ χρόνοσ 

απόκριςθσ ςχετίηεται με τον αρικμό των διανυςμάτων που ειςάγονται και τθν ταχφτθτα 

ςφγκλιςθσ ενϊ θ τελευταία εξαρτάται κυρίωσ από τον κόρυβο ςτθν οπτικι ροι. 

 

4.4.4 Επίλυςη με ςταθμιςμζνο διαχωριςμζνο Gauss-Newton 

 

Μςωσ το μεγαλφτερο πρόβλθμα ςτθν διαδικαςία που μελετοφμε εδϊ είναι ότι θ ακρίβεια των 

εκτιμιςεων είναι ςε μεγάλο βακμό εξαρτϊμενθ από το κόρυβο. Θ αιτία είναι πωσ μικρά λάκθ 

ςτισ εκτιμιςεισ οπτικισ ροισ δθμιουργοφν μεγάλα ςφάλματα ςτθν ΕΚΚ.  

 

Θ ειςαγωγι μεγάλου αρικμοφ διανυςμάτων εξομαλφνει ςε ζνα βακμό τισ επιπτϊςεισ του 

κορφβου. Ωςτόςο είναι πολφπλοκο να βρεκεί αναλυτικά ο ενδεδειγμζνοσ αρικμόσ 

διανυςμάτων για το ςκοπό αυτό. Επίςθσ θ επεξεργαςία μεγάλθσ ποςότθτασ διανυςμάτων κα 

είχε και ανάλογο κόςτοσ ςτον χρόνο απόκριςθσ του αλγορίκμου. Μια καλφτερθ λφςθ για το 
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πρόβλθμα του κορφβου είναι θ επίλυςθ με ςυναρτιςεισ κόςτουσ που αυξάνουν πιο αργά από 

τθν κλαςικι x2. 

 

Αν κεωριςουμε ωσ ζνδειξθ ςφάλματοσ το υπόλοιπο r(x) ενόσ δείγματοσ u(x), τότε ςτθν 

επίλυςθ με ελάχιςτα τετράγωνα το κόςτοσ των δειγμάτων με μεγάλο r(x) μεγεκφνεται λόγω 

τθσ x2. Ζτςι θ ελαχιςτοποίθςθ επιχειρϊντασ να μειϊςει το μεγάλο αυτό κόςτοσ (και τθ 

ςυνειςφορά του ςτο ολικό κόςτοσ) παραςφρει τθν λφςθ προσ τθν «κατεφκυνςθ» του 

ςφάλματοσ. Θ ιδζα είναι ότι χρθςιμοποιϊντασ μια ςυνάρτθςθ κόςτουσ που αυξάνει πιο αργά 

από τθν x2 υποςκελίηουμε το κόςτοσ των διανυςμάτων με μεγάλο υπόλοιπο και ςυνεπϊσ τουσ 

δίνουμε λιγότερθ ςθμαςία. Ραρατθροφμε ότι θ βαςικι ιδζα είναι πανομοιότυπθ με αυτι που 

εφαρμόςαμε ςτθν ενότθτα 2.8. 

 

Γενικϊσ αν θ πλειονότθτα τθσ πλθροφορίασ ενόσ μοντζλου «κατευκφνει» τθν λφςθ προσ ζνα 

αποτζλεςμα αλλά ζνα μικρό κομμάτι τθσ πλθροφορίασ αποκλίνει από τθν ςυμφωνία αυτι 

τότε προφανϊσ αυτό το μικρό κομμάτι αποτελεί εςφαλμζνθ πλθροφορία. Φυςικά ιδθ 

παρουςιάςαμε τθν βαςικι υπόκεςθ ότι το εςφαλμζνο κομμάτι τθσ πλθροφορίασ είναι μικρό 

ςε ςχζςθ με το ςφνολο τθσ πλθροφορίασ. Τθν ςθμαςία αυτισ τθσ υπόκεςθσ μποροφμε να τθν 

κατανοιςουμε με ζνα απλό παράδειγμα:  

 

Ασ υποκζςουμε ότι κζλουμε να επιλφςουμε το απλό πρόβλθμα εφρεςθσ των ςυντελεςτϊν 

μιασ ευκείασ από τα κορυβϊδθ δείγματα τθσ. Αν τα ςθμεία (δείγματα) δεν είναι ςτοιχιςμζνα 

ςε διάταξθ ϊςτε να διαφαίνεται ο ςχθματιςμόσ ευκείασ, όπωσ ίςωσ κα αναμενόταν, αλλά 

αντίκετα ςχθματίηουν ζνα νζφοσ από τυχαίεσ κζςεισ τότε θ ανακαταςκευι τθσ ευκείασ 

φαίνεται μάλλον απίκανθ. Μάλιςτα οι επαναλθπτικζσ μζκοδοι επίλυςθσ 

«προκαταβάλλονται» από τισ αρχικζσ τιμζσ. Στο ςχιμα 4-3 (αριςτερά) βλζπουμε ζνα τζτοιο 

περιςτατικό όπου ο κόρυβοσ ζχει παραμορφϊςει τόςο πολφ τισ αυκεντικζσ κζςεισ των 

ςθμείων που είναι πλζον αδφνατθ θ ανακαταςκευι τθσ ευκείασ. Είναι ςαφζσ ότι ςε κάκε 

μακθματικό μοντζλο αναλόγωσ των ςυνκθκϊν υπάρχει κάποιο όριο ςτο κόρυβο που μπορεί 

να ανεχτεί. 
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Σχήμα 4-3: Ο κόρυβοσ ενδζχεται να παραμορφϊςει τα δείγματα ςε τζτοιο βακμό ϊςτε να 

είναι αδφνατθ θ ανακαταςκευι τθσ ευκείασ ι να «χωράνε» πολλζσ ερμθνείεσ για τθν πικανι 

τθσ κζςθ (αριςτερά). Οι ςυναρτιςεισ κόςτουσ με μεγάλθ πρϊτθ παράγωγο αποδίδουν 

μεγαλφτερο κόςτοσ ςτα outliers. Ζτςι θ λφςθ οδθγείται μοιραία ςτθν «κατεφκυνςθ» που 

επιτάςςουν αυτά ςτθν προςπάκεια να μειωκεί το μεγάλο τουσ κόςτοσ (δεξιά). 

 

Στθν μζκοδο που δείξαμε ςτθν ενότθτα 4.4.3 θ ςυνάρτθςθ κόςτουσ που χρθςιμοποιιςαμε 

είναι θ f(x) = x2. Ζνα χαρακτθριςτικό τθσ επίλυςθσ με ελάχιςτα τετράγωνα είναι πωσ ζςτω και 

ζνα «ακραία» λανκαςμζνο δείγμα μπορεί να πλιξει το αποτζλεςμα. Υπό μία ζννοια θ επίλυςθ 

με ελάχιςτα τετράγωνα αντιςτοιχεί ςτθν εφρεςθ ενόσ μζςου όρου αφοφ όλεσ οι εξιςϊςεισ 

που ςυμμετζχουν ζχουν κοινι επίδραςθ ςτθν λφςθ. Εντοφτοισ είναι γνωςτό ότι ο μζςοσ όροσ 

δεν διαχειρίηεται επιτυχθμζνα τθν φπαρξθ εςφαλμζνων δεδομζνων με μεγάλεσ αποκλίςεισ. 

Μια λφςθ που ζχει εφαρμογι ςε διάφορα προβλιματα και προζρχεται από τον τομζα τθσ 

ςτατιςτικισ είναι θ χριςθ μιασ robust μεθόδου ςτατιςτικήσ επεξεργαςίασ. Οι μζκοδοι robust 

είναι ανκεκτικζσ ςε αποκλίςεισ δειγμάτων που δεν εναρμονίηονται με το μακθματικό μοντζλο 

του προβλιματοσ και διατθροφν τθν απόδοςθ τουσ παρουςιάηοντασ ανοχι ςε ζνα οριςμζνο 

ποςοςτό ςφαλμάτων. Οι τεχνικζσ αυτζσ ςτθρίηονται ςτθν ςτάκμιςθ τθσ επίδραςθσ των 

δειγμάτων δθλαδι εμμζςωσ ςτθν μετατροπι τθσ αυκεντικισ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ x2 ϊςτε να 

διαχειρίηεται πιο «αδιάφορα» τα εςφαλμζνα δεδομζνα. Επειδι θ επίλυςθ ςυςτθμάτων με 

άλλεσ ςυναρτιςεισ (εκτόσ τθσ x2) δεν είναι ςυνθκιςμζνθ και ίςωσ περίπλοκθ, το όφελοσ με τισ 

robust τεχνικζσ είναι ότι επιδροφν μζςω κατάλλθλων ςτακμϊν wi ενϊ ςυνεχίηουμε να 

επιλφουμε με ελάχιςτα τετράγωνα.  

 

Μια εναλλακτικι ςυνάρτθςθ κόςτουσ εκτόσ τθσ x2 είναι θ f(x) = |x|. Θ επίλυςθ με τθν 

«ελάχιςτθ απόλυτθ διαφορά» αντιμετωπίηει καλφτερα τα εςφαλμζνα δείγματα και παράγει 

εγκυρότερα αποτελζςματα. Ωςτόςο θ ζλλειψθ κυρτότθτασ ςτο μθδζν δθμιουργεί δυςκολία 
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ςτον χειριςμό των δειγμάτων με μθδενικό υπόλοιπο. Το πρόβλθμα αυτό διορκϊνεται με μια 

άλλθ εξίςου αποτελεςματικι ζναντι ςτον κόρυβο ςυνάρτθςθ, τθν f(x) = |x|1.2. 

 

Για να ελαχιςτοποιιςουμε τισ (38), (45) χρθςιμοποιϊντασ ςαν ςυνάρτθςθ κόςτουσ κάποια 

από τισ f(x) = |x|q με 1<q<2 δεν ζχουμε παρά να πολλαπλαςιάςουμε τθν x2 με τθν κατάλλθλθ 

ςυνάρτηςη επίδραςησ. Για f(x) = |x|1.2 παρουςιάηουμε τθν ςυνάρτθςθ επίδραςθσ: 

 
0.8

1
( )i i

i

w x
x

  (47) 

Θ ςυνάρτθςθ επίδραςθσ αποδίδει τθν «βαρφτθτα»-ςυνειςφορά κάκε δείγματοσ ςτο τελικό 

αποτζλεςμα. Ζτςι θ «ανκεκτικι» ςτον κόρυβο ΕΚΚ μπορεί τελικά να υπολογιςτεί 

ελαχιςτοποιϊντασ τθν: 

    
 

22

, ,

1
, arg min ( ) ( )t t

t d
t w r r

m
    

x

x x  (48) 

Μια ιδιομορφία τθσ (47) είναι ότι δεν ορίηεται ςτο μθδζν. Γι’ αυτό αλλά και επειδι είναι 

προτιμθτζο να αντιμετωπίηουμε διαφορετικά τα μεγάλα r(x) ςε ςχζςθ με τα μικρότερα, θ (47) 

κα πρζπει να οριςτεί κατά τμιματα. Θ επιλογι κάκε τμιματοσ γίνεται με βάςθ ζνα κατϊφλι c 

(scale factor) το οποίο επιλζγεται ζτςι ϊςτε να υπάρχει θ επικυμθτι αναλογία ανάμεςα ςτισ 

μικρζσ και μεγάλεσ αποκλίςεισ (ςχιμα 4-4). Φυςικά είναι αυτονόθτο ότι μια άςτοχθ επιλογι 

για τθν c ενδζχεται να οδθγιςει ςε περαιτζρω ςφάλματα και αποτυχία ςφγκλιςθσ, γι’ αυτό 

απαιτείται ιδιαίτερθ προςοχι για τον προςδιοριςμό τθσ κατάλλθλθσ τιμισ. 
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Σχήμα 4-4: Τα υπόλοιπα ςαν ςυνάρτθςθ του κόςτουσ για τθν περίπτωςθ των ελαχίςτων 

τετραγϊνων L2 (αριςτερά) και τθσ ελάχιςτθσ απόλυτθσ δφναμθσ L1.2 (δεξιά). Στθν L1.2 

περίπτωςθ τα μεγάλα υπόλοιπα ζχουν μικρότερθ επίδραςθ - κόςτοσ. Στο παράδειγμα τα 

υπόλοιπα ζχουν διαβακμικεί γφρω από τθν μονάδα. 

 

Μια ιδιαιτζρωσ ςυνθκιςμζνθ επιλογι για το c (όπωσ είδαμε και ςτθν ενότθτα 2.8) είναι θ: 

 
0

0 1

1.4826

( ... )m

c

c c MAD r r




 (49) 

όπου c0 ςτακερά κανονικοποίθςθσ και MAD ο median τθσ απόλυτθσ απόκλιςθσ από το median 

υπόλοιπο   i imedian r median r . Δυςτυχϊσ λόγω τθσ MAD ο υπολογιςμόσ τθσ c απαιτεί 

ςθμαντικό υπολογιςτικό κόςτοσ.  

 

Τελικά θ ςυνάρτθςθ επίδραςθσ με : (0,1]iw   προκφπτει ωσ: 
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 (50) 

Για να υπολογίςουμε τισ παραμζτρουσ t,ω,d ακολουκοφμε τα βιματα που περιγράψαμε ςτθν 

ενότθτα 4.4.3 με μόνθ διαφορά ότι χρθςιμοποιοφμε τισ ςτακμιςμζνεσ εκδόςεισ των (45), (38) 

(όπωσ είναι θ 48). Θ διαδικαςία ξεκινά με τισ ςτάκμεσ wi αρχικοποιθμζνεσ ςτθν μονάδα. Στθν 

αρχι κάκε κφκλου υπολογίηουμε τα νζα r(x), το κατϊφλι c από τθν (49) και τισ ςτάκμεσ w(r(x)) 

μζςω τθσ (50).  
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Στισ δοκιμζσ κα δοφμε ότι ο ςτακμιςμζνοσ Gauss-Newton ςυγκλίνει περίπου 5-15% πιο αργά 

και παράγει καλφτερα αποτελζςματα μόνο όταν ο κόρυβοσ είναι ανομοιόμορφα 

κατανεμθμζνοσ, κάτι που όμωσ ιςχφει ςτθν οπτικι ροι που παράγεται από τουσ 

περιςςότερουσ αλγόρικμουσ, όπωσ ςτον L-K. 

 

4.5 Μείωςη ελαχίςτων ςυνάρτηςησ κόςτουσ 

 

Θ μζκοδοσ που αναπτφξαμε επιλφει το πρόβλθμα ΕΚΚ ελαχιςτοποιϊντασ τθν f(r(x)) μζςω μιασ 

επαναλθπτικισ διαδικαςίασ βελτιςτοποίθςθσ. Με άλλα λόγια κα λζγαμε πωσ «εξερευνοφμε» 

τθν αντικειμενικι ςυνάρτθςθ προκειμζνου να ανακαλφψουμε το ολικό ελάχιςτο ςτο οποίο 

βρίςκεται θ λφςθ. Σθμαντικζσ δυςκολίεσ ςτθν διαδικαςία αυτι είναι ότι ο κόρυβοσ 

«μετακινεί» το ολικό ελάχιςτο από τθν πρζπουςα κζςθ και ότι θ αντικειμενικι ςυνάρτθςθ 

όντασ περίπλοκθ και εξαρτϊμενθ από πολλζσ μεταβλθτζσ παρουςιάηει ιδιομορφίεσ και 

αρκετά τοπικά ελάχιςτα.  

 

Τα τοπικά αυτά ελάχιςτα πολλζσ φορζσ αποδίδουν παρόμοιο κόςτοσ με αποτζλεςμα να είναι 

αμφίβολο αν το κριτιριο μικρότερου κόςτουσ κα μασ οδθγιςει ςτθν ςωςτι λφςθ.  Αιτία για 

αυτι τθν δυςχζρεια είναι είτε ο κόρυβοσ, είτε θ αμφιςθμία τθσ κίνθςθσ αφοφ ανόμοιεσ 

κινιςεισ τθσ κάμερασ προκαλοφν παρόμοιο πεδίο ροισ. Ρ.χ. θ πλαγιοπλευρικι μεταφορά 

κατά τον X άξονα παράγει πανομοιότυπθ οπτικι ροι με τθν περιςτροφι κατά τον Υ άξονα 

(Σχιμα 4-5).  

 

  
Σχήμα 4-5: Προςομοίωςθ πεδίου αραιισ οπτικισ ροισ (100 διανφςματα ςε εικόνα 512x512 με 

οπτικό πεδίο 50ο και κόρυβο 0,7pixels) που οφείλεται ςε μεταφορικι κίνθςθ Χ (αριςτερά) και 

περιςτροφικι κατά Y άξονα (δεξιά). 
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Θ φπαρξθ του μεγάλου αρικμοφ ελαχίςτων είναι πρόβλθμα δφςκολο ςτθν αντιμετϊπιςθ του 

κακϊσ ςχετίηεται με το ςχιμα τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ το οποίο με τθν ςειρά του 

εξαρτάται από διάφορουσ παράγοντεσ όπωσ θ διάταξθ των διανυςμάτων οπτικισ ροισ ςτθν 

εικόνα, θ κίνθςθ τθσ κάμερασ αυτι κακ’ εαυτι, κακϊσ και το οπτικό πεδίο.  

 

Ριο ςυγκεκριμζνα ο αρικμόσ των ελάχιςτων αυξάνεται αναλόγωσ του πλικουσ των 

διανυςμάτων που ζχουν κζςεισ x ανάλογεσ του tk, με το φαινόμενο να εντείνεται όταν τα 

διανφςματα δεν είναι ομοιόμορφα κατανεμθμζνα ςτο οπτικό πλάνο αλλά αποςπαςματικά 

κατακερματιςμζνα ςε περιοχζσ τθσ εικόνασ. Φυςικά θ κατάτμθςθ των διανυςμάτων ςε 

περιοχζσ είναι ςυχνό φαινόμενο κακϊσ οι αλγόρικμοι οπτικισ ροισ επιτυγχάνουν εκτιμιςεισ 

ςε ςθμεία που ζχουν κάποια ιδιαίτερα χαρακτθριςτικά, ςθμεία με υφι ι ακμζσ, με 

αποτζλεςμα τα διανφςματα ςυχνά να ακολουκοφν τθν κατάτμθςθ τθσ εικόνασ.  

 

Τελικά λόγω του πλικουσ των ελαχίςτων θ διαδικαςία είναι πολφ πικανό να εγκλωβιςτεί ςε 

κάποιο από αυτά. Αντίκετα δεν ςυμβαίνει το ίδιο με τθν ςτακμιςμζνθ (κατά ( )A tx ) ζκδοςθ 

τθσ (38), τθν (36) θ οποία ζχει λιγότερα ελάχιςτα, τυπικά δυο, που ζχουν ςχζςθ μόνο με το 

ςχιμα τθσ που είναι απλό και κοίλο. Βζβαια όπωσ αναλφςαμε πριν θ (36) οδθγεί ςε λάκοσ 

εκτιμιςεισ και δεν πρζπει να χρθςιμοποιείτε.  

 

Σχετικά με τα ελάχιςτα κα πρζπει να γνωρίηουμε ότι ανάμεςα τουσ υπάρχουν πάντα δφο που 

κα τα αποκαλοφμε ωσ «ιςχυρά» και οφείλουν τθν φπαρξθ τουσ ςτο ςχιμα τθσ αντικειμενικισ 

ςυνάρτθςθσ. Απουςία κορφβου τα ελάχιςτα αυτά αποδίδουν αιςκθτά μικρότερο κόςτοσ ςε 

ςχζςθ με τα υπόλοιπα και ζνα από τα δυο είναι το ολικό δθλαδι θ λφςθ. 

 

Ζτςι ζνασ τρόποσ [3] για να μετριαςτεί ο αρικμόσ των ανεπικφμθτων ελαχίςτων κα μποροφςε 

να προζλκει από τον ςυνδυαςμό των ιδιοτιτων τθσ (36) και τθσ εγκυρότθτασ τθσ (38). 

Εκμεταλλευόμενοι δε το γεγονόσ ότι οι δφο ςχζςεισ διαφζρουν μόνο κατά ζνα 

πολλαπλαςιαςτι μποροφμε να δθμιουργιςουμε μια ςυνάρτθςθ κόςτουσ τθσ οποίασ θ 

περιπλοκότθτα (από άποψθ ςχιματοσ) κα μπορεί να ρυκμίηεται κατά περίπτωςθ, ϊςτε ςτθν 

αρχι τθσ βελτιςτοποίθςθσ να είναι απλι και κοίλθ για να ξεπερνιζται ο κίνδυνοσ εγκλωβιςμοφ 

και ςτθν ςυνζχεια των επαναλιψεων κακϊσ «μετακινοφμαςτε» προσ το κοίλο μζροσ θ 

περιπλοκότθτα να αυξάνει διαδοχικά ϊςτε να φανερϊνονται τα ιςχυρά ελάχιςτα.  

 



  Εκτίμθςθ τριςδιάςτατθσ κίνθςθσ κάμερασ 

Μείωςθ ελαχίςτων ςυνάρτθςθσ κόςτουσ  και βάκουσ από ακολουκίεσ εικόνων 

Κεφάλαιο 4:  Εκτίμθςθ τθσ κίνθςθσ τθσ κάμερασ   75 

Λςοδφναμα μποροφμε να ξεκινιςουμε τθν επίλυςθ με τθν (36) και ςταδιακά να κάνουμε 

εναλλαγι ςτθν (38). Αν υποκζςουμε ρ τθν παράμετρο ελζγχου αυτισ τθσ μετάβαςθσ όπου ςτο 

μθδζν γίνεται ελαχιςτοποίθςθ τθσ (36) και ςτο ζνα τθσ (38) τότε μποροφμε να ορίςουμε τθν 

προοδευτικι μετάβαςθ από το μθδζν ςτο ζνα ςυναρτιςει των επαναλιψεων k και του 

μεγζκουσ τθσ ανανζωςθσ t  ωσ: (βαςιςμζνο ςτθν μζκοδο Pauwels-Hulle [3]) 
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 (51) 

Ππου e θ τιμι ςφγκλιςθσ (10-13) και λ ( = 1/4) μια ςτακερά που κακορίηει τθν ταχφτθτα 

προςαρμογισ, δθλαδι το ρυκμό αφξθςθσ του ρ. Θ αρχικι τιμι τθσ ρ είναι μθδζν και 

διαδοχικά αυξάνει προσ το ζνα όπου είναι και θ μζγιςτθ τιμι που μπορεί να λάβει. Είναι 

ςθμαντικό θ μετάβαςθ από τθν (36) ςτθν (38) να γίνεται ςταδιακά και ομαλά κατά τθν 

διάρκεια τθσ βελτιςτοποίθςθσ. Θ (51) εγγυάται τθν ςταδιακι προςαρμογι λαμβάνοντασ 

υπόψθ και το μζγεκοσ τθσ ανανζωςθσ t . Πταν το t  λαμβάνει μεγάλεσ τιμζσ ςθμαίνει 

ότι απζχουμε από τθν ςφγκλιςθ και τότε το ρ δεν κα πρζπει να αυξάνεται με μεγάλο ρυκμό. 

Αντίκετα όταν το t  λαμβάνει μικρζσ τιμζσ ςθμαίνει ότι πικανότατα θ διαδικαςία οδεφει 

προσ τθν ςφγκλιςθ, οπότε και το ρ πρζπει να αυξάνεται με μεγαλφτερθ ταχφτθτα ϊςτε να 

φτάςει ςφντομα τθν μονάδα και οι τελευταίεσ επαναλιψεισ του Gauss-Newton να γίνουν με 

χριςθ τθσ (38) για να επιτφχουμε ακριβι αποτελζςματα. Πταν το ρ φτάςει ςτθν μονάδα 

παραμζνει εκεί μζχρι να επζλκει θ ςφγκλιςθ. Από τθν ςτιγμι που θ (51) μπορεί μόνο να 

αυξάνεται και είναι άνω φραγμζνθ θ ςφγκλιςθ είναι εγγυθμζνθ.  

 

Συνδυάηοντασ τθν ςυνάρτθςθ μετάβαςθσ με τθν (38) λαμβάνουμε τθν νζα ςυνάρτθςθ: 

    
 

21
arg min , , ( ) ( )

T
k k kt u B

m
     

 
x

x x x  (52) 

όπου τ(x,t,ρ): 
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Αντίςτοιχα και για τθν (48) λαμβάνουμε: 
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Ενϊ ο υπολογιςτικόσ φόρτοσ αυτισ τθσ εκδοχισ διαφζρει αμελθτζα ςε ςχζςθ με αυτζσ των 

ενοτιτων 4.4.3-4 ςυνολικά θ διαδικαςία τθσ μετάβαςθσ επιφζρει κάποια επιβάρυνςθ από τθν 

άποψθ ότι κακυςτερείται θ ςφγκλιςθ. Ππωσ κα διαπιςτϊςουμε ςτισ δόκιμεσ τα 

αποτελζςματα που παράγονται με αυτι τθ μζκοδο είναι το ίδιο ακριβι (όχι καλφτερα!), τα 

ελάχιςτα μειϊνονται κατά μζςο όρο ςε τζςςερα και ο αρικμόσ των επαναλιψεων αυξάνεται 

περίπου κατά 15 κάτι πικανϊσ ανεκτό από άποψθ χρόνου εκτζλεςθσ. 

 

4.6 Αλγόριθμοσ 

 

Σε αυτι τθν ενότθτα κα περιγράψουμε τα βιματα του αλγορίκμου για τισ εκδοχζσ που 

περιγράψαμε ςτισ ενότθτεσ 4.4.3-4, 4.5.  

 

Παράμετροι

  Ενδεικτικζσ τιμζσ 
Σιμή  

Μζγιςτοσ αριθμόσ 
επαναλήψεων  
(ανά αρχικοποίθςθ) 

300 

Αριθμόσ αρχικοποιήςεων 15 

Οπτικό πεδίο 50° 

Αριθμόσ διανυςμάτων 100 

Μζςοσ αριθμόσ επαναλήψεων 36 

Μζςοσ χρόνοσ απόκριςησ 2,4 sec 

Πίνακασ 4-1: Τυπικζσ τιμζσ παραμετροποίθςθσ και απόκριςθσ του 

αλγορίκμου εκτίμθςθσ τθσ κίνθςθσ. 

 

Να ςθμειϊςουμε ότι πριν ξεκινιςει θ διαδικαςία κα πρζπει να γίνει διαβάκμιςθ όλων των 

ςυντεταγμζνων και διανυςμάτων ςε μονάδεσ FLU ϊςτε να ςυνυπολογιςτεί το οπτικό πεδίο 

και να αποκτιςει νόθμα θ ςφμβαςθ ότι θ εςτιακι απόςταςθ είναι μονάδα. Ακόμα κα πρζπει 

να μετατραποφν οι ςυντεταγμζνεσ ϊςτε το κζντρο να ςυμπίπτει με το ςθμείο επζκταςθσ. 

Γενικότερα πρζπει να είμαςτε ςυμβατοί με το μοντζλο οπτικϊν εξιςϊςεων που περιγράψαμε 

ςτισ ενότθτεσ 3.3 και 3.5 ϊςτε να ιςχφει θ (26) που είναι θ εξίςωςθ πάνω ςτθν οποία 

βαςιςτικαμε για τουσ μεταςχθματιςμοφσ αυτοφ του κεφαλαίου. Ο πίνακασ 4-1 περιζχει 

τυπικζσ τιμζσ παραμετροποίθςθσ του αλγορίκμου. 
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 Κϊδικασ ςταθμιςμζνου διαχωριςμζνου Gauss-Newton 

 Είςοδοσ: πεδίο οπτικισ ροισ u, οπτικό πεδίο FOV, αρικμόσ αρχικοποιιςεων max_trials, μζγιςτοσ 
αρικμόσ επαναλιψεων max_iterations. 
Ζξοδοσ: t, ω, d(x) 

 Αρχικοποίηςη βαςικϊν μεταβλθτϊν όπωσ FOV, max_iterations, max_trials, converge_threshold 

 Μετατροπή ςυντεταγμζνων και διαβάκμιςθ διανυςμάτων βάςει του FOV και FOE 

  Μζχρισ ότου το trials γίνει max_trials κάνε 

   Συχαία Αρχικοποίηςη t0 

   Αρχικοποίηςη ρ0 = 0 και υπολογιςμόσ των e0, τ0 από (33), (32):
( )

( , ,1)
( )

A t
e x t

A t


x

x
 

  ι (53) 

   υπολογιςμόσ του ω0 από (38): 
 

21
arg min ( , ,1) ( ( ) ( ) )

T
t u B

m

     
x

x x x   

  ι (52)  

   Τπολογιςμοφσ του d0 από (35)  

   Αρχικοποίηςη Στακμϊν wi ςε μονάδα 

   Μζχρισ ότου το iterations γίνει max_ iterations ή το || Δtk || < converge_threshold 
  κάνε 

    υπολογιςμόσ του Δtk από (48):      

   
 

2

,

( , ) arg min ( ( )) ( , ,1) ( ( ) ( ) ( ) )
T

k k t k
t

t w r t u d A t B


  




      
x

x x x x x  ι  

   (45) ι (54) 

    Ανανζωςη tk = tk-1 + Δtk , ωk = ωk_new  

    υπολογιςμόσ του ρk από (51) και ek, τk με βάςθ το νζο tk από (32), (33): 

   
 

2 1
[ ( ) ] , [ ( ) ]

( , ,1)
( )

T

A t A t
t

A t





x x
x

x
 ι (53)  

    Επανεκτίμηςη του ωk από (48):      

   
 

21
arg min ( ( )) ( , ,1) ( ( ) ( ) )

T
w r t u B

m




     
x

x x x x  ι (38) ι (52) 

    υπολογιςμόσ του dk από (35): *
( ( ) ( ) )

( )
( )

T
e B

d
A t




u x x
x

x
 

    υπολογιςμόσ επιμζρουσ κόςτουσ r από (46):    

   
*

( ) ( ) ( ) ( ) ( )d A t B   r x u x x x x   
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   και ολικοφ κόςτουσ από (42): 

   
 

2

2

1
residual_cost ( )

m
 

x

r x  ι (48) 

    υπολογιςμόσ των Στακμϊν wi από (50): 0.8

1 ,

( )
,

i

x c

w x c
x c

x












 

   Σζλοσ επανάληψησ iterations 

   Αποθήκευςη των tk_trials, ωk_trials, dk_trials, residual_costtrials 

  Σζλοσ επανάληψησ trials 

 Επιλογή τελικισ λφςθσ t, ω, d αυτισ με το μικρότερο κόςτοσ residual_cost 

 Κανονικοποίηςη t και διόρθωςη αναλογίασ d 

 Διόρθωςη φοράσ t ϊςτε να εξαςφαλίηεται κετικό βάκοσ 

 Επιςτροφή t, ω, d 

 

 = Στακμιςμζνοσ Gauss-Newton 

 = Διαχωριςμζνοσ Gauss-Newton 

 = Διαχωριςμζνοσ Gauss-Newton με διαχείριςθ ελαχίςτων 

 

Αυτι είναι θ βαςικι διάρκρωςθ του αλγόρικμου με κάποιεσ προγραμματιςτικζσ λεπτομζρειεσ 

να αποκρφπτονται για οικονομία χϊρου. Ο κϊδικασ παρουςιάηει τθν εκδοχι του 

ςτακμιςμζνου Gauss-Newton τθσ ενότθτασ 4.4.4. Ωςτόςο θ δομι παραμζνει ίδια και για τισ 

εκδοχζσ των ενοτιτων 4.4.3 και 4.5 οι οποίεσ προκφπτουν με αντικατάςταςθ των ςχζςεων 

που εμφανίηονται ςτον αλγόρικμο με αυτζσ των αντίςτοιχων χρωμάτων. Ο αλγόρικμοσ για 

απευκείασ επίλυςθ τθσ (43) με Gauss-Newton (ενότθτα 4.4.2) ζχει διαφορετικι δομι και δεν 

παρουςιάηεται εδϊ αφοφ δεν χρθςιμοποιείται ςτθν πράξθ. 
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Κεφάλαιο 5  

Πειραματικά αποτελζςματα 

 

5.1 Ειςαγωγή 

 

Στο κεφάλαιο αυτό κα εξετάςουμε τθν απόδοςθ των αλγορίκμων τόςο ςε επίπεδο 

προςομοίωςθσ με ςυνκετικι οπτικι ροι όςο και με πραγματικζσ ακολουκίεσ εικόνων. Θ 

προςομοίωςθ με ςυνκετικι οπτικι ροι είναι επιβεβλθμζνθ για προφανείσ λόγουσ όπωσ το 

ελεγχόμενο περιβάλλον, θ επαναλθψιμότθτα των μετριςεων αλλά κυρίωσ θ ζλλειψθ 

αντικειμενικϊν μετριςεων για τθν κίνθςθ τθσ κάμερασ ςε πραγματικζσ ακολουκίεσ. Ζνα 

ακόμα προςόν των ςυνκετικϊν δεδομζνων είναι ότι μποροφν να προςομοιϊςουν τισ οπτικζσ 

παραμζτρουσ κάτι που ωσ επί το πλείςτον εξαρτάται από το υλικό. Ρ.χ. για να 

πραγματοποιιςουμε μετριςεισ με κυμαινόμενεσ τιμζσ οπτικοφ πεδίου κα χρειαηόμαςταν 

διαφορετικοφ τφπου φακοφσ ι κάμερεσ όςεσ κα ιταν και οι διάφορεσ προσ ζλεγχο τιμζσ. 

Ρρακτικά κάτι τζτοιο κα ιταν περιοριςτικό και αςφμφορο, αν όχι αδφνατο, κάτι που 

ξεπερνάται όμωσ ςτθν περίπτωςθ τθσ προςομοίωςθσ με ςυνκετικι οπτικι ροι.  

 

Ωςτόςο και οι δοκιμζσ με πραγματικζσ ακολουκίεσ εικόνων προςφζρουν μια χονδρικι αλλά 

αξιόλογθ ζνδειξθ τθσ απόδοςθσ και τθσ ακρίβειασ των αποτελεςμάτων. Άλλωςτε αυτό που 

ενδιαφζρει ςτθν πράξθ είναι θ απόδοςθ ςε πραγματικζσ ακολουκίεσ υπό ρεαλιςτικζσ 

ςυνκικεσ. Ζτςι κα δοφμε αν κάποιεσ από τισ κεωρθτικζσ παρατθριςεισ που υποςτθρίξαμε 

τελικά επιβεβαιϊνονται κακϊσ και κατά πόςο κα μποροφςε τελικά να γίνει χριςθ τθσ 

μεκόδου ςε πρακτικζσ εφαρμογζσ.  
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Ακόμα κα μιλιςουμε για τθν διαςφνδεςθ των διάφορων ςτοιχείων που αναπτφξαμε ςτα 

προθγοφμενα κεφάλαια και τθν ορκι παραμετροποίθςθ τουσ. Λδιαίτερθ ςθμαςία δόκθκε 

ςτθν μζτρθςθ εκείνων των χαρακτθριςτικϊν που είναι ςυνυφαςμζνα με τθν απόδοςθ των 

αλγορίκμων ΕΚΚ όπωσ είναι θ πόλωςθ και οι αποκλίςεισ. Με αυτζσ τισ αρχζσ κα 

διερευνιςουμε τθν απόδοςθ και των τριϊν εκδοχϊν του αλγόρικμου που περιγράψαμε 

βλζποντασ τα πλεονεκτιματά τουσ και ποτζ ενδείκνυται θ χριςθ κακενόσ από αυτοφσ.  

 

 

Σχήμα 5-1: Πυκνι οπτικι ροι που παράγεται από τισ βαςικζσ κινιςεισ τθσ κάμερασ [9]. 

 

5.2 ΢φνθεςη οπτικήσ ροήσ 

 

5.2.1 Εξίςωςη ςφνθεςησ και Οπτικό μοντζλο  

 

Θ οπτικι ροι είναι αλλθλζνδετθ και πλιρωσ ςυνυφαςμζνθ με το οπτικό μοντζλο που 

υιοκετείται. Ιδθ ςτο κεφάλαιο 3 περιγράψαμε τισ εξιςϊςεισ που ςυνδζουν τθν κίνθςθ τθσ 

κάμερασ με τθν προβολι διανυςμάτων κίνθςθσ ςτο οπτικό πλάνο (ςχιμα 5-1). Το ηιτθμα που 

εγείρεται είναι π.χ. θ ςχζςθ (25) μπορεί να χρθςιμοποιθκεί για να παράγουμε τα (ςυνκετικά) 

δεδομζνα που χρειαηόμαςτε. Θ απάντθςθ είναι πωσ μποροφμε και ο λόγοσ είναι πωσ θ (28) 

που χρθςιμοποιιςαμε ςαν βαςικι εξίςωςθ ςτθν ΕΚΚ προζρχεται από τθν (25). Αυτό ζχει τθν 

βαρφτθτα του κακϊσ κατοχυρϊνουμε ότι μια κίνθςθ τθσ κάμερασ αντιςτοιχεί ςε 

ςυγκεκριμζνο πεδίο οπτικισ ροισ και ταυτόχρονα ότι αυτό το πεδίο ροισ είναι ςυμβατό με τισ 
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κινιςεισ που «αντιλαμβάνεται» ο αλγόρικμοσ ΕΚΚ. Ρράγματι αυτό επιβεβαιϊκθκε 

πειραματικά κακϊσ ςυνκζτοντασ οπτικι ροι με τθν (25) και διοχετεφοντασ τα διανφςματα 

που παράχκθκαν ςτον αλγόρικμο ΕΚΚ αυτόσ υπολόγιηε πάντα ςωςτά τισ παραμζτρουσ που 

τθν προκαλοφςαν. 

 

  
Σχήμα 5-2: Προςομοίωςθ οπτικισ ροισ για κίνθςθ τθσ κάμερασ με μεταφορικι κατεφκυνςθ (4 

-3 5)Τ και περιςτροφικι κατεφκυνςθ (-1 2 0.5)Τ για οπτικό πεδίο 50° (αριςτερά) και 150° 

(δεξιά). 

 

Ζτςι με χριςθ των t, ω, Z, τθν εςτιακι απόςταςθ f και το οπτικό πεδίο FOV μποροφμε να 

προςομοιϊςουμε οποιαδιποτε κίνθςθ τθσ κάμερασ (ςχιμα 5-2). Για λόγουσ ςυνάφειασ αλλά 

και τθν αποφυγι τθσ χριςθσ παραμζτρων όπωσ θ ανάλυςθ των εικόνων (resolution) ι το 

μζγεκοσ του CCD (mm) όλεσ οι μονάδεσ των παραπάνω μετατράπθκαν ςε FLU. Μετά τθν 

καταςκευι του πεδίου ροισ το οπτικό πλάνο προβλικθκε ςε εικόνεσ ανάλυςθσ 512x512p και 

προωκικθκε για περαιτζρω επεξεργαςία. Στισ ενότθτεσ που ακολουκοφν κζτουμε το ηιτθμα 

του κορφβου και τθσ ταχφτθτασ κίνθςθσ. 

 

5.2.2 Μοντζλο θορφβου 

 

Το να αναγνωρίηονται κινιςεισ που ςυμπίπτουν ακριβϊσ με το πεδίο ροισ που τισ παριγαγε 

μικρι χρθςιμότθτα ζχει από τθν ςτιγμι που κάτι τζτοιο δεν ςυναντάται ςτθν πράξθ. 

Αντικζτωσ αλγόρικμοι όπωσ ο L-K ςυνικωσ παράγουν «ακραίο» κόρυβο ςε ζνα ποςοςτό εκ 

του ςυνόλου των διανυςμάτων. Το μοντζλο κορφβου του L-K κακϊσ και γενικότερα αυτϊν 

των αλγορίκμων είναι περίπλοκο, ωςτόςο αν εξαιρζςουμε τισ ακραίεσ αποκλίςεισ κάποιων 

μεμονωμζνων διανυςμάτων γενικότερα κα μποροφςαμε να προςομοιϊςουμε τα λάκθ ςτισ 

εκτιμιςεισ προςκζτοντασ ανεξάρτθτο και μθδενικισ μζςθσ τιμισ Gaussian κόρυβο ξεχωριςτά 
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ςε κακζνα από τα ςτοιχεία των διςδιάςτατων διανυςμάτων (ςχιμα 5-3). Ραρά τθν παραδοχι 

αυτι κα πρζπει να επιςθμάνουμε πωσ το μοντζλο κορφβου των περιςςότερων αλγορίκμων 

εφρεςθσ οπτικισ ροισ όπωσ και του L-K δεν είναι Gaussian. 

 

Ζνα τμιμα του κορφβου των αλγορίκμων που βαςίηονται ςτισ χωροχρονικζσ παραγϊγουσ 

προκαλείται λόγω κάποιων ιδιαίτερων χαρακτθριςτικϊν που φζρουν διάφορεσ περιοχζσ των 

εικόνων (ενότθτεσ 2.5, 2.6). Τα διανφςματα δε που βρίςκονται ςε τζτοιεσ περιοχζσ ναι μεν 

ζχουν λανκαςμζνεσ κατευκφνςεισ αλλά ςυνικωσ μεταξφ τουσ είναι ςυνευκειακά. Αυτό 

φυςικά κάνει πιο δφςκολθ τθν εξομάλυνςθ των λακϊν ςε ςχζςθ με τθν περίπτωςθ όπου όλα 

τα διανφςματα του πεδίου ζχουν ανεξάρτθτο και μθδενικισ μζςθσ τιμισ Gaussian κόρυβο.  

 

Γενικά το μοντζλο κορφβου του L-K είναι μάλλον δφςκολο να προςομοιωκεί επακριβϊσ, 

πράγμα που άλλωςτε ξεφεφγει από τα πλαίςια αυτισ τθσ εργαςίασ. Ωςτόςο θ εφαρμογι 

Gaussian κορφβου με μεγάλεσ τυπικζσ αποκλίςεισ και άρα μικρζσ τιμζσ λόγου ςήματοσ προσ 

θόρυβο (signal to noise ratio, SNR) κεωροφμε ότι δίνει μια καλι ζνδειξθ για τθν απόκριςθ του 

αλγορίκμου ςε πραγματικζσ ςυνκικεσ. Ο τρόποσ με τον οποίο κα προςκζςουμε τον κόρυβο 

και το μζγεκοσ του είναι μείηον ηιτθμα από τθν ςτιγμι που θ μεγαλφτερθ αιτία ςφαλμάτων 

ςτθν ΕΚΚ είναι ο κόρυβοσ ςτθν οπτικι ροι. 

 

  
Σχήμα 5-3: Οπτικι ροι για μεταφορά (4 -3 5)Τ , περιςτροφι (-1 2 0.5)Τ και κόρυβο ςn = 0,5pixels 

ανά διάςταςθ. Για FOV = 50° ο λόγοσ ςιματοσ προσ κόρυβο είναι 5.59 (δεξιά) ενϊ για FOV = 

150° θ τιμι του γίνεται περίπου 3.8 (αριςτερά). Τα μεγαλφτερα οπτικά πεδία είναι πιο 

ευάλωτα ςτο κόρυβο. 

 

Υπενκυμίηουμε ότι ωσ κόρυβο ορίηουμε κάκε απόκλιςθ τθσ κατεφκυνςθσ των διανυςμάτων 

από τθν πρζπουςα κζςθ τουσ. Αυτι θ απόκλιςθ μπορεί να προκφψει προςκζτοντασ Gaussian 
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κόρυβο ςn ςε κάκε ζνα από τα ςτοιχεία των διανυςμάτων ξεχωριςτά. Βζβαια προςκζτοντασ 

Gaussian κόρυβο ςn ςε κάκε ςτοιχείο των διανυςμάτων το μζτρο του κορφβου n  είναι 

μεγαλφτερο από ςn. Για να ξεπεράςουμε τθν αςάφεια του πόςοσ είναι ο κόρυβοσ που επιδρά 

κεωροφμε ωσ κριτιριο το SNR το οποίο ορίηουμε ωσ τθν αναλογία του μζςου μζτρου των 

διανυςμάτων προσ το μζςο μζτρο του κορφβου:    2 2

2 2
:i iE u E n . Το επικυμθτό SNR 

μπορεί να προκφψει απλά αν ο κόρυβοσ που προςκζτουμε ςε κάκε διάνυςμα είναι ανάλογοσ 

του μεγζκουσ του. Το μζςο μζτρο των διανυςμάτων ςτισ δοκιμζσ που πραγματοποιιςαμε 

κυμαίνεται από 2.2 ζωσ 3.5 εικονοςτοιχεία οδθγϊντασ αντίςτοιχα ςε SNR από 3 ζωσ 6.6 για ςn 

= 0.5 εικονοςτοιχεία. 

 

Ζνα απτό παράδειγμα για να κατανοιςουμε τθν χρθςιμότθτα τθσ διαβάκμιςθσ του κορφβου 

με βάςθ το SNR είναι το εξισ: όταν προςκζτουμε μία ςτακερι ποςότθτα κορφβου τα μικρά 

διανφςματα επθρεάηονται περιςςότερο από τα μεγαλφτερα. Ζτςι θ οπτικι ροι που 

προζρχεται από μικρζσ κινιςεισ τθσ κάμερασ (και παράγει μικρότερα διανφςματα) κα 

καταλιγει ςχετικά πιο κορυβϊδθσ, κάτι όχι ιδιαίτερα αντιπροςωπευτικό για τα ιςχφοντα ςτθν 

πράξθ. Το SNR λειτουργεί ωσ κριτιριο ϊςτε να ρυκμίηουμε τον κόρυβο που επικυμοφμε να 

επιδρά ανά περίςταςθ.  

 

5.2.3 Σαχφτητα κίνηςησ 

 

Τα διανφςματα που κα παραχκοφν με τθν ςφνκεςθ κα πρζπει όςο το δυνατόν να τθροφν 

κάποιεσ αναλογίεσ ςε ςχζςθ με τα μεγζκθ που ςυναντϊνται ςτθν πραγματικι οπτικι ροι. Ρ.χ. 

τυπικζσ τιμζσ για τθν περιςτροφι κυμαίνονται από 0.1 ωσ 0.4° ανά καρζ. Σε μια δεξιόςτροφθ 

κατά τον Υ-άξονα κίνθςθ (και με οπτικό πεδίο 50°) παράγονται διανφςματα από 0.0017 ζωσ 

0.0069 FLU. Αν υποκζςουμε ότι θ ανάλυςθ των εικόνων είναι 512x512p τελικά αυτό 

αντιςτοιχεί ςε διανφςματα με μζγεκοσ 0.81 ζωσ 3.28p. 

 

Φυςικά αντίςτοιχα εφλογεσ τιμζσ κα πρζπει να ζχουν τα διανφςματα που οφείλονται ςε 

μεταφορικζσ κινιςεισ. Ωςτόςο τα πράγματα ςτισ μεταφορζσ είναι πιο περίπλοκα αφοφ το 

μζγεκοσ των διανυςμάτων δεν εξαρτάται μόνο από τθν ταχφτθτα τθσ κάμερασ αλλά και από 

τθν απόςταςθ τθσ από τα αντικείμενα. Ζτςι κα πρζπει να φροντίςουμε ϊςτε ο λόγοσ 

ταχφτθτασ - απόςταςθσ να δίνει διανφςματα με λογικό μζτρο. Αν υποκζςουμε ότι οι 

αποςτάςεισ των αντικειμζνων λαμβάνουν τυχαίεσ τιμζσ (εντόσ κάποιου εφρουσ) τότε κα 
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πρζπει να επινοιςουμε μια ταχφτθτα αναφοράσ για τα διανφςματα που προκαλοφνται από 

μεταφορικζσ κινιςεισ. 

 

Για να το πετφχουμε αυτό μια ιδζα είναι ότι κα μποροφςαμε να «δεςμεφςουμε» τθν ταχφτθτα 

μεταφοράσ ωσ προσ τθν ταχφτθτα περιςτροφισ με τρόπο ϊςτε τα διανφςματα που βρίςκονται 

ςτο κζντρο τθσ εικόνασ και προκαλοφνται από αντικείμενα που βρίςκονται ςτθν μζςθ 

απόςταςθ από τθν κάμερα να ζχουν το ίδιο μζγεκοσ με τα διανφςματα που οφείλονται ςε 

περιςτροφζσ. 

 

Ζνα αρικμθτικό παράδειγμα για να γίνει κατανοθτό αυτό είναι πωσ αν ζχουμε περιςτροφι με 

γωνιακι ταχφτθτα 0.37° ανά καρζ και οι αποςτάςεισ Η τθσ κάμερασ από τα διάφορα 

αντικείμενα κυμαίνονται από 2 ζωσ 8 FLU τότε θ ταχφτθτα μεταφοράσ κα προκφψει ϊςτε ςτθν 

μζςθ απόςταςθ Ηmid = 5 το μζτρο των διανυςμάτων να είναι 0.37° ι 0.0065rad (ι 3,61p για 

ανάλυςθ 512x512p). Ραρατθρϊντασ τθν (28) για να διατθρθκεί αυτι θ αντιςτοιχία κα πρζπει 

θ ταχφτθτα μεταφοράσ να είναι tspeed = ΗmidRspeed = 0.0325. Ζτςι θ ςφνκεςθ τθσ οπτικισ ροισ 

κα πραγματοποιείται επιλζγοντασ μεταξφ άλλων και τθν επικυμθτι γωνιακι ταχφτθτα ενϊ θ 

μεταφορικι ταχφτθτα κα προκφπτει από τθν παραπάνω ςχζςθ. 

 

5.3 Δοκιμζσ με ςυνθετική οπτική ροή 

 

Αφοφ παρουςιάςαμε τον τρόπο δθμιουργίασ τθσ ςυνκετικισ οπτικισ ροισ ςε αυτι τθν 

ενότθτα κα δοφμε μια ςειρά από δοκιμζσ προκειμζνου να εξετάςουμε τθν ςυμπεριφορά του 

αλγορίκμου ςε διάφορα ηθτιματα όπωσ το πωσ επθρεάηεται από τον κόρυβο, το οπτικό πεδίο 

κ.α. Σε κακζνα από τα ςενάρια που εξετάηουμε ιδιαίτερθ βάςθ δίνουμε ςε δυο κρίςιμεσ 

παραμζτρουσ που αποτελοφν μζτρο απόδοςθσ για τουσ αλγόρικμουσ ΕΚΚ: τθν πόλωςθ και τθν 

απόκλιςθ από τισ πραγματικζσ τιμζσ. Θ πόλωςθ κα μποροφςαμε να ποφμε πωσ είναι θ «τάςθ» 

του αλγορίκμου να δίνει αποτελζςματα προσ ςυγκεκριμζνεσ κατευκφνςεισ και θ απόκλιςθ θ 

ευαιςκθςία των μετριςεων ςτο κόρυβο.  

 

5.3.1 Μεθοδολογία μζτρηςησ ςφαλμάτων 

 

Αν υποκζςουμε ωσ ςφάλμα μεταφοράσ τθν γωνία που ςχθματίηουν μεταξφ τουσ το 

εκτιμϊμενο διάνυςμα test με το διάνυςμα τθσ πραγματικισ μεταφοράσ ttrue ζχουμε:  
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Τότε θ πόλωςθ και απόκλιςθ ιςοδυναμεί αντίςτοιχα με τθν μζςθ τιμι και ςτάνταρτ απόκλιςθ 

του terror: 
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Ενϊ αν ςφάλμα περιςτροφισ κεωριςουμε τθν νόρμα τθσ διαφοράσ του εκτιμϊμενου 

διανφςματοσ ωest ςε ςχζςθ με τθν πραγματικι περιςτροφι ωtrue ζχουμε: 

 
2error est true     (57) 

Τότε θ πόλωςθ και απόκλιςθ περιςτροφισ υπολογίηεται ωσ: 
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5.3.2 Δοκιμζσ – Αποτελζςματα 

 

Στισ δοκιμζσ ςυμπεριλάβαμε τισ τρεισ εκδοχζσ του αλγορίκμου των ενοτιτων 4.4.3, 4.4.4, 4.5 

ϊςτε να διερευνιςουμε τισ διαφορζσ τουσ και τα πλεονεκτιματα του κακενόσ.  

 

 Σφνκεςθ δεδομζνων 

 

Το πεδίο οπτικισ ροισ που ςυνκζςαμε αποτελείτε από 100 διανφςματα τα οποία 

κατανείμαμε ομοιόμορφα ςτθν περιοχι του οπτικοφ πλάνου. Θ αναλογία διαςτάςεων 

μικουσ-πλάτουσ του οπτικοφ πλάνου και θ εςτιακι απόςταςθ για όλεσ τισ προςομοιϊςεισ 

τζκθκε ςτθν μονάδα. Το οπτικό πεδίο ζλαβε τιμζσ 50° και 150° το οποίο απζδωςε διαςτάςεισ 

οπτικοφ πλάνου 0.93x0.93 και 4.1x4.1 FLU αντίςτοιχα. Σκοπόσ μασ είναι να δείξουμε τι 

ςυμβαίνει ςτισ ακραίεσ περιπτϊςεισ όπου το οπτικό πλάνο είναι μικρό και αρκετά (ωσ 

υπερβολικά!) μεγάλο. Στθν ςυνζχεια το οπτικό πλάνο προβλικθκε ςε εικόνεσ ανάλυςθσ 

512x512p. Τα διανφςματα προκλικθκαν από κίνθςθ αντικειμζνων ςε τυχαία απόςταςθ από 
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τθν κάμερα εντόσ του εφρουσ 1 ζωσ 4 FLU. Στα ςτοιχεία κακενόσ από τα 100 διανφςματα 

προςκζςαμε ανεξάρτθτο και μθδενικισ μζςθσ τιμισ Gaussian κόρυβο ο οποίοσ ζλαβε τιμζσ 

ζτςι ϊςτε το SNR να διατθρείτε μεταξφ του 5 και 10. 

 

Παράμετροι Ενδεικτ ικζσ  τ ιμζσ  

Βάθοσ 1 ζωσ 4 

FOV 50° ζωσ 150° 

Σαχφτητα περιςτροφήσ 0.239° ζωσ 0,391° (ανά καρζ) 

Ανάλυςη (εικονοςτοιχεία) 512x512 

Ανάλυςη πλάνου 0.93x0.93 

Πίνακασ 5-1: Τυπικζσ τιμζσ παραμετροποίθςθσ του αλγορίκμου 

δθμιουργίασ ςυνκετικισ οπτικισ ροισ. 

 

Θ ταχφτθτα μεταφοράσ «δεςμεφτθκε» (ςτθν μζςθ απόςταςθ Ηmid = 2.5) ωσ προσ ταχφτθτα 

περιςτροφισ με τιμι 0.239° ανά καρζ. Αυτό οδθγεί ςε ταχφτθτα μεταφοράσ περίπου 0.004 

FLU ι 2.22p. Τζλοσ θ κατεφκυνςθ μεταφοράσ κακορίςτθκε ςε (4,-3,5)Τ και θ περιςτροφι (-

1,2,0.5)Τ ακτίνια.  

 

 Σενάριο Πειράματοσ 1 – για FOV, είςοδο αρικμοφ διανυςμάτων και ενδεικτικζσ διαφορζσ τριϊν 

εκδοχϊν αλγορίκμου  

 

Τα αποτελζςματα για 4 αντιπροςωπευτικζσ περιπτϊςεισ και για τισ τρεισ εκδοχζσ του 

αλγορίκμου παρουςιάηονται ςτο ςχιμα 5-4. Για κάκε μια από τισ προςομοιϊςεισ που 

περιγράψαμε πραγματοποιιςαμε 100 δοκιμζσ (trials). Χρθςιμοποιικθκαν δε 15 

αρχικοποιιςεισ και επανεκκινιςεισ ςτον Gauss-Newton και το κατϊφλι ςφγκλιςθσ 

κακορίςτθκε ςε 10-13. Κάκε εκτίμθςθ του αλγορίκμου για τθν μεταφορά παρουςιάηεται ςτο 

γράφθμα με τελείεσ ροη χρϊματοσ και οι εκτιμιςεισ για τθν περιςτροφι με τελείεσ μαφρου 

χρϊματοσ. Θ πραγματικι μεταφορά ttrue και περιςτροφι ωtrue ςθμειϊνεται ωσ ‘+’ και ‘’ 

αντίςτοιχα. Καταγράφονται ακόμα θ μζςθ μεταφορά tavr και μζςθ περιςτροφι ωavr για τισ 100 

δοκιμζσ, θ πόλωςθ και απόκλιςθ, το μζςο μζτρο του διανφςματοσ περιςτροφισ 
avr

  κακϊσ 

και το SNR.  
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Οι δοκιμζσ ζγιναν αφοφ εφαρμόςτθκε ςτα διανφςματα κόρυβοσ ςn = 0.5 εικονοςτοιχεία. 

Επειδι το ςn προςτζκθκε ςε κάκε ςτοιχείο των διανυςμάτων ξεχωριςτά, ο κόρυβοσ που 

επιδρά είναι 2

n2  δθλαδι 0.71 εικονοςτοιχεία. Σε κάποιεσ δοκιμζσ όπου το μζςο μζγεκοσ 

των διανυςμάτων προζκυψε αρκετά μικρό (λόγω FOV ι τθσ φφςθσ τθσ κίνθςθσ που 

προςομοιϊκθκε) πραγματοποιιςαμε διορκϊςεισ ςτο ςn ϊςτε το SNR να βρίςκεται πάντα 

εντόσ του διαςτιματοσ (5,10). 

 

Εκτόσ από το παραπάνω ςενάριο που ιςχφει ςε όλα τα γραφιματα του ςχιματοσ 5-4  

εφαρμόςτθκαν οι εξισ επιπρόςκετεσ παραμετροποιιςεισ :  

 

Τα πειράματα 1,2,3 (ζνα για κάκε εκδοχι του αλγορίκμου) πραγματοποιικθκαν με οπτικό 

πεδίο 50° και κόρυβο ςn = 0.5p ανά διάςταςθ.  

 

Στο πείραμα 4 βλζπουμε τθν ςυμπεριφορά του αλγορίκμου (διαχωριςμζνου Gauss-Newton) 

αυξάνοντασ το οπτικό πεδίο ςτθν τιμι των 150° ενϊ ο κόρυβοσ παραμζνει ςτο ίδιο επίπεδο. 

Στισ λιψεισ με τόςο μεγάλο οπτικό πεδίο γίνεται χριςθ ευρυγϊνιων φακϊν που προκαλοφν 

μια κοίλθ παραμόρφωςθ περιμετρικά των εικόνων, φαινόμενο γνωςτό και ωσ μάτι του 

ψαριοφ (fisheye lens). Θ τιμι των 150° είναι μια ακραία περίπτωςθ που όμωσ προςφζρει 

διαφωτιςτικά ςτοιχεία για το πωσ επθρεάηεται θ απόδοςθ του αλγορίκμου από το οπτικό 

πεδίο.  

 

Στθν ςυνζχεια (πειράματα 5,6) επιχειροφμε να ςυνκζςουμε ζνα πιο ρεαλιςτικό μοντζλο 

κορφβου χρθςιμοποιϊντασ μεικτό Gaussian κόρυβο ςε αναλογίεσ 85%-15% με ςn1 = 0.5 και 

ςn2 > 3, το οποίο οδθγεί ςε SNR 5 και < 1 αντίςτοιχα. Με αυτό τον τρόπο τα 85 από τα 100 

διανφςματα ζχουν τον κόρυβο τθσ πρϊτθσ δοκιμισ και τα υπόλοιπα 15 ζχουν μεγάλα ποςά 

κορφβου ζτςι ϊςτε να αλλοιϊνεται εντελϊσ θ κατεφκυνςθ τουσ. Στα γραφιματα 5,6 

βλζπουμε τισ διαφορζσ ςτθν ακρίβεια των εκτιμιςεων μεταξφ τθσ ςτακμιςμζνθ και μθ 

ςτακμιςμζνθσ εκδοχισ του διαχωριςμζνου Gauss-Newton. 

 

Στο τελευταίο πείραμα 7 βλζπουμε τθν ςυμπεριφορά του αλγορίκμου (διαχωριςμζνου Gauss-

Newton) όταν αυξάνουμε τον αρικμό των ειςαγόμενων προσ επεξεργαςία διανυςμάτων από 

100 ςε 1000. 
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ttrue = [4 -3 5]T, ωtrue = [-1 2 0.5]T, sigma = 0.5, fov = 50°, |R| = 0.239, SNR = 5.56, 100 trials, 100 διανφςματα 

  
terror  = 7.8453 ± 4.2009 
ωerror  = 0.052621 ± 0.031962 
|Rest| = 0.237 
tavr  = 0.5628 -0.4137 0.7156 
ωavr  = -0.0018 0.0036 0.0009 

Πείραμα 1 
Επιπλζον ιδιότητεσ: 
- 

terror  = 7.8399 ± 4.5582 
ωerror  = 0.052435 ± 0.033243 
|Rest| = 0.236 
tavr  = 0.5633 -0.4122 0.7161 
ωavr  = -0.0018 0.0036 0.0009 

Πείραμα  2 
Επιπλζον ιδιότητεσ: 
Με ςτάκμιςθ 

  
terror  = 7.6511 ± 4.0994 
ωerror  = 0.052017 ± 0.032191 
|Rest| = 0.236 
tavr  = 0.5653 -0.4143 0.7133 
ωavr  = -0.0018 0.0036 0.0009 

Πείραμα  3 
Επιπλζον ιδιότητεσ: 
Με μείωςθ ελαχίςτων 

terror  = 9.157 ± 11.1454 
ωerror  = 0.032833 ± 0.052768 
|Rest| = 0.245 
tavr  = 0.5398 -0.4004 0.7405 
ωavr  = -0.0016 0.0038 0.0009  

Πείραμα  4 
Επιπλζον ιδιότητεσ: 
fov = 150°, sigma = 0.2, 
SNR = 10 

  
terror  = 37.121 ± 22.1623 
ωerror  = 0.17382 ± 0.091168 
|Rest| = 0.310 
tavr  = 0.2171 -0.1325 0.9671 
ωavr  = -0.0005 0.0053 0.0009 

Πείραμα  5 
Επιπλζον ιδιότητεσ: 
Ροςοςτό κορφβου 85-15% 
sigma = 0.5-3, SNR = 5.56-1 

terror  = 22.9176 ± 19.1367 
ωerror  = 0.12687 ± 0.095243 
|Rest| = 0.267 
tavr  = 0.4157 -0.3370 0.8448 
ωavr  = -0.0014 0.0043 0.0009 

Πείραμα  6 
Επιπλζον ιδιότητεσ: 
Ροςοςτό κορφβου 85-15% 
sigma = 0.5-3, SNR = 5.56-1 
Με ςτάκμιςθ 
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Πείραμα  7 
Επιπλζον ιδιότητεσ: 
Αρικμόσ διανυςμάτων m = 1000 
 
Χρονικι απόκριςθ: 5.35 sec ανά αρχικοποίθςθ 
terror  = 2.0725 ± 1.154 
ωerror  = 0.013739 ± 0.0075329 
|Rest| = 0.238 
tavr  = 0.5692 -0.4225 0.7053 
ωavr  = -0.0018 0.0036 0.0009  

Σχήμα 5-4 (+Προηγοφμενη ςελίδα): Δόκιμεσ για 4 χαρακτθριςτικζσ περιπτϊςεισ και για  τισ 

3εισ εκδοχζσ του αλγορίκμου εκτίμθςθσ τθσ κίνθςθσ που παρουςιάςαμε. 

 

 Οπτικό πεδίο 

 

Σαν πρϊτο ςυμπζραςμα παρατθροφμε ότι αφξθςθ του οπτικοφ πεδίου ςυνεπάγεται αφξθςθ 

των ςφαλμάτων (ςφγκριςθ πειραμάτων 1 και 4). Θ αιτία για αυτό είναι ότι όςο αυξάνεται το 

FOV τόςο μειϊνεται το μζςο μζτρο των διανυςμάτων. Ακριβολογϊντασ το μζςο μζτρο των 

διανυςμάτων είναι αντιςτρόφωσ ανάλογο του FOV, διότι αφξθςθ του FOV ιςοδυναμεί με 

αφξθςθ του οπτικοφ πλάνου. Ζτςι είςαι ςαν να μεταφζρουμε τα (ίδια) διανφςματα ςε 

μεγαλφτερθ επιφάνεια. Αυτό διαφαίνεται και ποςοτικά (πίνακασ 5-2) όπου ενϊ το μζςο μζτρο 

των διανυςμάτων του πειράματοσ 1 (FOV = 50°) είναι 3.82p, ςτο πείραμα 4 με FOV = 150° 

καταλιγει ςε 2.57p. Συνεπϊσ με ςn = 0.5 λαμβάνουμε SNR = 5.95 για FOV = 50° ενϊ SNR = 3.98 

για FOV = 150°. 

 

Επιπρόςκετα ςτα μεγάλα οπτικά πεδία τα διανφςματα που βρίςκονται κοντά ςτο κζντρο του 

πλάνου ζχουν γενικϊσ μικρότερο μζτρο ςε ςχζςθ με αυτά που βρίςκονται περιμετρικά τθσ 

εικόνασ. Το αποτζλεςμα είναι να εμφανίηονται λιγότερο εςφαλμζνα διανφςματα ςτα άκρα 

των εικόνων ενϊ διανφςματα με περιςςότερα ςφάλματα προσ το κζντρο. Ππωσ βλζπουμε ςτα 

πειράματα αυτόσ ο ανομοιόμορφα κατανεμθμζνοσ κόρυβοσ είναι δυςκολότερο να 

εξομαλυνκεί ανάμεςα ςτα δείγματα με αποτζλεςμα λιγότερο αξιόπιςτεσ εκτιμιςεισ. Στο 

ςχιμα 5-3 διακρίνουμε τθν μείωςθ του μεγζκουσ των διανυςμάτων κοντά ςτο κζντρο του 

πλάνου για μεγάλο οπτικό πεδίο.  
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 Κόρυβοσ:ςn=0.46 

 Μζςο μζτρο κορφβου:0.6460 
 Μζτρο ςτάνταρτ απόκλιςθσ:0.6442 

 
Παράμετροι  SNR 

Σιμζσ  

t =  
ω =  
FOV =  

4 -3 5 
-1 2 0.5 
50° 

Μζςο μζτρο ςιματοσ:  
SNR:  

3.8296 
5.9512 

t =  
ω =  
FOV =  

4 -3 5 
-1 2 0.5 
150° 

Μζςο μζτρο ςιματοσ:  
SNR:  

2.5704 
3.9867 

t =  
ω =  
FOV =  

1 2 0 
0 0 0 
50° 

Μζςο μζτρο ςιματοσ:  
SNR:  

2.8701 
4.4584 

t =  
ω =  
FOV =  

0 0 1 
0 0 0 
50° 

Μζςο μζτρο ςιματοσ:  
SNR:  

1.0908 
1.6930 

Πίνακασ 5-2: Ο λόγοσ ςιματοσ προσ κόρυβο δεν εξαρτάται μόνο από τθν 

ςτάνταρτ απόκλιςθ του κορφβου αλλά και από άλλουσ παράγοντεσ όπωσ 

τθν κατεφκυνςθ αυτι κακεαυτι και το οπτικό πεδίο. 

 

 Στάκμιςθ 

 

Σχετικά με τθν ςτάκμιςθ παρατθροφμε ότι θ ςτακμιςμζνθ (robust) εκδοχι παράγει ελαφρϊσ 

χειρότερα αποτελζςματα ςε ςχζςθ με τθν μθ-ςτακμιςμζνθ όπωσ διαπιςτϊνουμε από τθν 

ςφγκριςθ των πειραμάτων 1,2. Θ αιτία για αυτό είναι ότι ενϊ ο μζςοσ όροσ του κορφβου είναι 

μθδενικόσ, θ εκδοχι του ςτακμιςμζνου Gauss-Newton κεωρεί ωσ υπόκεςθ ότι ζνα ποςοςτό 

τθσ πλθροφορίασ «ξεχωρίηει» ζχοντασ ςχετικά μεγαλφτερο ςφάλμα. Ζτςι μοιραία κα 

αποδοκεί μικρότερο βάροσ και κα αγνοθκεί ζνα ποςοςτό διανυςμάτων με εν δυνάμει 

χριςιμθ πλθροφορία ςυμπαραςφροντασ τθν λφςθ προσ τθν κατεφκυνςθ που υποδεικνφουν 

τα υπόλοιπα διανφςματα (ςχιμα 5-5). Ωςτόςο τα αντίκετα ιςχφουν όταν εφαρμόηεται 

ανάμεικτοσ Gaussian κόρυβοσ (ςφγκριςθ πειραμάτων 5,6) με τθν ςτακμιςμζνθ εκδοχι να 

παράγει καλφτερα αποτελζςματα.  
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 Gaussian θόρυβοσ ςn = 0.5  Μεικτόσ Gaussian θόρυβοσ 85-15%, ςn = 0.5 / 1.5 

  

Σχήμα 5-5: Όταν ο κόρυβοσ είναι κοινόσ για όλα τα δείγματα, θ πλειονότθτα τουσ παράγει 

υπόλοιπα τθσ ίδιασ τάξθσ. Ωςτόςο ποςοςτιαία κα δοκεί μικρότερο βάροσ ςε ζνα κομμάτι ίςωσ 

ακόμα και χριςιμθσ πλθροφορίασ (αριςτερά). Θ ςτάκμιςθ λειτουργεί καλφτερα με τον μεικτό 

κόρυβο όπου πράγματι ζνα μζροσ των δειγμάτων «ξεχωρίηει» παράγοντασ μεγαλφτερα 

υπόλοιπα (δεξιά). Εδϊ κατανοοφμε τθν ςπουδαιότθτα τθσ ςωςτισ επιλογισ για το κατϊφλι c. 

Στο ςχιμα τα υπόλοιπα ζχουν κανονικοποιθκεί ςτθν μονάδα βάςει του κατωφλιοφ. 

 

 

Εντοφτοισ το ποςοςτό βελτίωςθσ ςτον ςτακμιςμζνο Gauss-Newton ζναντι των άλλων εκδοχϊν 

είναι μάλλον δφςκολο να προςδιοριςτεί επακριβϊσ και κα πρζπει να εξετάηεται κατά 

περίπτωςθ. Ζνα μζροσ τθσ δυςκολίασ ανάλυςθσ τθσ απόδοςθσ των διαφορετικϊν εκδοχϊν 

του αλγορίκμου προζρχεται από τθν ίδια τθν φφςθ του προβλιματοσ δθλαδι από το γεγονόσ 

του πλικουσ των προσ επίλυςθ αγνϊςτων και τθσ πολυπλοκότθτασ του μθ-γραμμικοφ 

μοντζλου. Στον ςτακμιςμζνο Gauss-Newton το ηιτθμα αυτό γίνεται ακόμα πιο πολυςφνκετο 

αφοφ υπειςζρχονται επιπρόςκετοι παράμετροι όπωσ θ επενζργεια τθσ ςυνάρτθςθ επίδραςθσ 

ςτο μακθματικό μοντζλο, ο κακοριςμόσ του κατωφλιοφ επιλογισ μικρϊν-μεγάλων 

αποκλίςεων και θ πόλωςθ (που δθμιουργείτε ςτισ λφςεισ) από τισ αρχικζσ τιμζσ. Μερικά 

χαρακτθριςτικά που διαπιςτϊκθκαν ςτισ δοκιμζσ είναι ότι ςτθν επίλυςθ με τθν ςτακμιςμζνθ 

εκδοχι παρουςιάηονται περιςςότερα ελάχιςτα και θ ςφγκλιςθ πραγματοποιείτε πιο αργά ςε 

ςχζςθ με τισ άλλεσ υλοποιιςεισ.  
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 Απόκριςθ με είςοδο μεγάλου αρικμοφ διανυςμάτων 

 

Στο πείραμα 7 επιχειριςαμε να δοφμε τθν ςυμπεριφορά του αλγορίκμου (για τον 

διαχωριςμζνο Gauss-Newton) ςε είςοδο μεγάλου αρικμοφ δειγμάτων (1000 διανφςματα). Το 

πείραμα αυτό απζδωςε τα πλζον ακριβι αποτελζςματα. Φυςικά το ανάλογο τίμθμα ιταν 

ςτον χρόνο απόκριςθσ, χαρακτθριςτικό που δεν περιλαμβάνουμε ςτθν αξιολόγθςι μασ αλλά 

καταγράφουμε ενδεικτικά μόνο για αυτι τθν περίπτωςθ.  

 

 Μζκοδοσ μείωςθσ ελαχίςτων  

 

Ππωσ παρατθροφμε ςτο πείραμα 3 θ «μείωςθ ελαχίςτων» δίνει αποτελζςματα 

πανομοιότυπθσ εγκυρότθτασ με τθν μζκοδο διαχωριςμζνου Gauss-Newton του πειράματοσ 1. 

Συγκρίνοντασ τα ελάχιςτα των πειραμάτων 1 και 3 ανά trial αποδεικνφεται πωσ θ 

προτεινόμενθ μζκοδοσ καταφζρνει τθν μείωςθ των ελαχίςτων ςε ζνα αξιόλογο βακμό (ςχιμα 

5-6). Ωςτόςο διαπιςτϊνουμε ότι αυτό δεν βελτιϊνει τθν ακρίβεια των αποτελεςμάτων γιατί 

ςτθν πράξθ ο αλγόρικμοσ χωρίσ τθν «μείωςθ ελαχίςτων» δεν «επζλεγε» ποτζ ωσ τελικι λφςθ 

κάποιο ελάχιςτο από αυτά που θ «μείωςθ ελαχίςτων» εξάλειφε. 

 

Με άλλα λόγια θ ακρίβεια των εκτιμιςεων βελτιϊνεται από τθν «μείωςθ ελαχίςτων» μόνο 

όταν εξαλείφεται κάποιο από τα ανεπικφμθτα ελάχιςτα που οι άλλεσ υλοποιιςεισ κα 

επζλεγαν ωσ λφςθ, κάτι που ςυμβαίνει ςπάνια. Ενδεχομζνωσ το κζρδοσ από αυτι τθ μζκοδο 

κα μποροφςε να είναι θ μείωςθ του αρικμοφ των αρχικοποιιςεων (κατ’ επζκταςθ βελτίωςθ 

του χρόνου απόκριςθσ).  

 

Ρροσ το παρόν το τίμθμα που πλθροφμε για τον περιοριςμό των ελαχίςτων είναι θ 

κακυςτζρθςθ τθσ ςφγκλιςθσ. Σαν τελικό ςυμπζραςμα κεωροφμε ότι θ ακρίβεια των 

εκτιμιςεων που παράγεται με τθν μζκοδο «μείωςθσ ελαχίςτων» είναι ίδια με αυτι των 

εκτιμιςεων του διαχωριςμζνου Gauss-Newton. 
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 Χωρίσ μείωςη ελαχίςτων  Με μείωςη ελαχίςτων 

  
Σχήμα 5-6: Θ μζκοδοσ «μείωςθσ ελαχίςτων» περιορίηει τα ελάχιςτα αλλά δεν τα εξαλείφει. Το 

γράφθμα παρουςιάηει το πλικοσ των ελαχίςτων για κάκε μία από τισ 100 δοκιμζσ, με και 

χωρίσ «μείωςθ ελαχίςτων». 

 

 

 Σχζςθ κατευκφνςεων και ςφαλμάτων  

 

Ζνα ενδιαφζρον ςτοιχείο που παρατθρικθκε ςτισ δοκιμζσ είναι οι διακυμάνςεισ ςτα 

ςφάλματα αναλόγωσ των κινιςεων που πραγματοποιεί θ κάμερα. Κακϊσ φαίνεται οι κζςεισ 

των διανυςμάτων και θ κατεφκυνςθ τθσ μεταφοράσ - περιςτροφισ αυτι κακ’ εαυτι 

ςχετίηονται με τθν ακρίβεια των εκτιμιςεων. Διαφαίνεται ότι κάποιεσ κατευκφνςεισ είναι πιο 

εφκολο να εκτιμθκοφν ςωςτά με λιγότερο ςφάλμα ενϊ κάποιεσ άλλεσ όχι. Μερικά 

ςυμπεράςματα που προζκυψαν από τα πειράματα είναι τα εξισ: 

 Οι κζςεισ των διανυςμάτων ςτθν εικόνα προκαλοφν ιδιομορφίεσ ςτθν ςυνάρτθςθ 

κόςτουσ και επθρεάηουν τον αρικμό και τισ κζςεισ των ελαχίςτων τθσ.  

 Θ κατεφκυνςθ τθσ μεταφοράσ και περιςτροφισ (ανεξάρτθτα από τισ εκάςτοτε 

ταχφτθτεσ τουσ) επθρεάηει το μζςο μζτρο των διανυςμάτων  2

2iE u άρα και το 

SNR. Ο πίνακασ 5-2 δείχνει ακριβϊσ αυτι τθν ςυςχζτιςθ μεταξφ των κατευκφνςεων 

και του SNR.  

 Σε πολλζσ περιπτϊςεισ πλαγιοπλευρικϊν κινιςεων ο αλγόρικμοσ εκτιμά λακεμζνα 

τθν κίνθςθ ωσ περιςτροφικι παρά μεταφορικι όπωσ κα’ πρεπε. Θ αιτία είναι ότι 

ανόμοιεσ κινιςεισ τθσ κάμερασ παράγουν παρόμοιο πεδίο οπτικι ροισ. Ρ.χ. Θ 

αμιγϊσ μεταφορικι κίνθςθ κατά τον Χ-άξονα παράγει πανομοιότυπο πεδίο με τθν 

αμιγϊσ περιςτροφικι κίνθςθ κατά τον Υ-άξονα. Σε αυτζσ τισ περιπτϊςεισ 
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εμφανίηονται δυο ελάχιςτα ςτθν ςυνάρτθςθ κόςτουσ με εξίςου χαμθλι τιμι ολικοφ 

κόςτουσ. Το ζνα ευκφνεται για τθν περιςτροφι κατά Y και το άλλο για τθν μεταφορά 

κατά Χ. Απουςία κορφβου θ διαφορά ςτο κόςτοσ μεταξφ των δυο είναι αρκετά 

μεγάλθ ϊςτε να είναι ξεκάκαρθ θ λφςθ – δθλαδι ποια κίνθςθ πραγματοποιικθκε. 

Πμωσ παρουςία κορφβου θ διαφορά περιορίηεται και τελικϊσ ενδζχεται μια 

μεταφορικι κίνθςθ να εκτιμθκεί λάκοσ ωσ περιςτροφικι και το αντίκετο. Το 

φαινόμενο αυτό εντείνεται όςο μειϊνεται το οπτικό πεδίο και γενικότερα θ ςφγχυςθ 

αυτι φαίνεται να εξαλείφεται όςο πιο περίπλοκθ είναι θ κίνθςθ τθσ κάμερασ. 

Ραρακάτω κα δοφμε ότι το μοντζλο κίνθςθσ (28) είναι αρκετά «ελαςτικό» ϊςτε να 

«εκφράηει» ζνα πεδίο οπτικισ ροισ με πλικοσ κινιςεων. 

 

 Σφάλματα ςυναρτιςει του κορφβου 

 

Ομολογουμζνωσ οι πλαγιοπλευρικζσ μεταφορζσ φαίνεται να εμπεριζχουν κάποια δυςκολία 

ςτον υπολογιςμό τουσ γι’ αυτό και πραγματοποιιςαμε μια ςειρά από πειράματα με πλευρικι 

μεταφορικι κατεφκυνςθ [2 1.5 0]Τ και τον διαχωριςμζνο Gauss-Newton. Στθν δόκιμθ αυτι 

(ςχιμα 5-7) βλζπουμε πωσ κυμαίνονται θ πόλωςθ και απόκλιςθ ςυναρτιςει του κορφβου ο 

οποίοσ λαμβάνει τιμζσ από 0.2 ζωσ 0.8 εικονοςτοιχεία.  

 

Στο πείραμα φαίνεται ξεκάκαρα ότι οι επιπτϊςεισ του κορφβου επεκτείνονται ςε μια ςειρά 

από κζματα όπωσ λ.χ. θ αφξθςθ των ελαχίςτων και του χρόνου ςφγκλιςθσ. Επίςθσ 

παρατθροφμε ότι επθρεάηεται και το μζτρο τθσ περιςτροφισ το οποίο λαμβάνει ςυνεχϊσ 

μεγαλφτερεσ τιμζσ. Ο SNR ςτισ δοκιμζσ κυμαίνεται από 2.5 ωσ 10.5. Το ςχιμα 5-8 

ςυγκεντρϊνει τα αποτελζςματα. 
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ttrue = [2 1.5 0]T ωtrue = [0 0 0]T fov = 50°, 100 trials, 100 διανφςματα 

   
Sigma  = 0.2  SNR = 10.2543 
terror  = 1.6861 ± 0.949 
ωerror = 0.038759 ± 0.02529 
|Rest| = 0.002 
M.O. επαναλιψεων: 18.6913 
Μζςοσ αρικμόσ ελαχίςτων: 1.4700 

sigma  = 0.3  SNR = 6.8362 
terror  = 4.2312 ± 16.3494 
ωerror  = 0.060119 ± 0.043534 
|Rest|  = 0.001 
M.O. επαναλιψεων: 21.5433 
Μζςοσ αρικμόσ ελαχίςτων: 1.6400 

sigma  = 0.4  SNR = 5.1271 
terror  = 10.2247 ± 32.1153 
ωerror  = 0.083945 ± 0.06286 
|Rest|  = 0.004 
M.O. επαναλιψεων: 24.6920 
Μζςοσ αρικμόσ ελαχίςτων: 1.8000 

   
sigma  = 0.5  SNR = 4.1017 
terror  = 14.373 ± 37.1679 
ωerror  = 0.10602 ± 0.074578 
|Rest|  = 0.010 
M.O. επαναλιψεων: 29.6047 
Μζςοσ αρικμόσ ελαχίςτων: 2.0300 

sigma  = 0.6  SNR = 3.4181 
terror  = 20.311 ± 43.8146 
ωerror  = 0.12939 ± 0.086132 
|Rest|  = 0.017 
M.O. επαναλιψεων: 34.1560 
Μζςοσ αρικμόσ ελαχίςτων: 2.3900 

sigma  = 0.7  SNR = 2.9298 
terror  = 31.1209 ± 54.3157 
ωerror  = 0.15665 ± 0.099736 
|Rest|  = 0.030 
M.O. επαναλιψεων: 37.8393 
Μζςοσ αρικμόσ ελαχίςτων: 2.9500 

 

Σχήμα 5-7: Δόκιμεσ πλαγιοπλευρικϊν κινιςεων  

ςυναρτιςει του κορφβου. 

sigma  = 0.8  SNR = 2.5636 
terror  = 37.9558 ± 57.7149 
ωerror  = 0.17713 ± 0.10727 
|Rest|  = 0.042 
Μ.O. επαναλιψεων: 41.5520 
Μζςοσ αρικμόσ ελαχίςτων: 3.2900 
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Μετρικζσ απόδοςησ ςυναρτήςει του θορφβου 
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Σχήμα 5-8 (Προηγοφμενη ςελίδα): Θ πόλωςθ και οι αποκλίςεισ μεταφοράσ-περιςτροφισ, το 

μζγεκοσ περιςτροφισ, ο λόγοσ ςιματοσ προσ κόρυβοσ, τα ελάχιςτα τθσ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ 

και ο μζςοσ αρικμόσ επαναλιψεων ςυναρτιςει του κορφβου. Οι τιμζσ τθσ ςτάνταρτ 

απόκλιςθσ του κυμαίνονται από 0.2 ζωσ 0.8 εικονοςτοιχεία. 

 

  Αρχικζσ τιμζσ και μθ περιοριςμόσ κετικοφ βάκουσ 

 

Στισ δόκιμεσ χρθςιμοποιικθκαν διάφοροι τρόποι αρχικοποίθςθσ των τιμϊν tinit. Κα πρζπει να 

επιςθμάνουμε ότι θ αναλογία των t,d ςτθν (28) εκτόσ του ότι προκαλεί αδυναμία εφρεςθσ των 

απόλυτων τιμϊν τουσ, δθμιουργεί και ζνα ηιτθμα ςχετικά με τθν φορά του διανφςματοσ 

μεταφοράσ αφοφ    t d t d     . Αυτό επθρεάηει τθν διαδικαςία επίλυςθσ με δφο 

τρόπουσ: 

 Αντίκετεσ τιμζσ αρχικοποίθςθσ tinit οδθγοφν ςτθν ίδια (αντίκετθ) λφςθ με πλιρθ 

ταφτιςθ των ενδιάμεςων (αντίκετων) τιμϊν ςε όλα τα ςτάδια τθσ βελτιςτοποίθςθσ 

μζχρι τθν ςφγκλιςθ. Επομζνωσ με 15 αρχικοποιιςεισ ελζγχουμε το αποτζλεςμα για 

30, αυτζσ των tinit και των -tinit. Με initt = 1 μποροφμε να ςκεφτοφμε τισ αρχικζσ 

τιμζσ ςαν ςθμεία μιασ ςφαίρασ με ακτίνα R = 1. Κα πρζπει λοιπόν να 

εκμεταλλευτοφμε το γεγονόσ ότι αντιδιαμετρικά tinit οδθγοφν ςτα ίδια αποτελζςματα 

φροντίηοντασ να λάβουμε δείγματα από τθν «ςφαίρα» αυτι με κατάλλθλο τρόπο 

ϊςτε να καλφψουμε όςο το δυνατόν πιο ομοιόμορφα το πεδίο αρχικϊν τιμϊν.  

 

Στο ςχιμα 5-9α) παρατθροφμε ότι θ τυχαία αρχικοποίθςθ δεν αξιοποιεί το γεγονόσ ότι 

αντιδιαμετρικά tinit κεωροφνται ιςοδφναμα. Ζνασ τρόποσ για να εξαςφαλίςουμε ομαλότερα 

tinit είναι θ δειγματολθψία τθσ μιςισ «ςφαίρα αρχικϊν τιμϊν» αφοφ θ άλλθ πλευρά 

«καλφπτεται» από τα αντίκετα διανφςματα τθσ πρϊτθσ. Το ςχιμα 5-9β) παρουςιάηει τθν 

δειγματολθψία μιςισ ςφαίρασ με τισ γωνίεσ διαδοχικϊν tinit ανά δφο ςτακερζσ. Τζλοσ ςτο 

ςχιμα 5-9γ) παρουςιάηουμε αρχικζσ τιμζσ ζτςι κατανεμθμζνεσ ϊςτε να υπάρχει τουλάχιςτον 

μια αρχικι τιμι κοντά ςε όλεσ τισ βαςικζσ μεταφορικζσ κινιςεισ όπωσ λ.χ. οι αμιγϊσ 

πλαγιοπλευρικζσ, εμπρόςκια (zoom-in/out) κ.α. Πλα τα πειράματα ςε αυτό το κεφάλαιο 

πραγματοποιικθκαν με τισ αρχικζσ τιμζσ του γ). Το γράφθμα 5-9δ) παρουςιάηει το 

ιςτόγραμμα των αρχικϊν τιμϊν από τα οποία προιλκε θ τελικι λφςθ για τθν περίπτωςθ του 

πειράματοσ του ςχιματοσ 5-4 πείραμα 1. 
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 Ο αλγόρικμοσ αναλόγωσ του tinit απ’ το οποίο ξεκινά τισ ανανεϊςεισ μπορεί να 

καταλιξει ςτθν t d  ι    t d    αφοφ κεωροφνται λφςεισ εφάμιλλεσ. Το ςχιμα 5-

10 παρουςιάηει τα αποτελζςματα τθσ ΕΚΚ ςε είςοδο οπτικισ ροισ που 

προςομοιϊνει τθν κίνθςθ ttrue = [0.8 0.6 0]Τ. Κατά τθν επίλυςθ εντοπίςτθκαν 4 

ελάχιςτα (ςυνολικά) ενϊ από αυτά θ λφςθ (το ολικό ελάχιςτο) εντοπίςτθκε ςτισ 7 

από τισ 15 αρχικοποιιςεισ. Από τισ 7 εκφάνςεισ του ολικοφ ελάχιςτου οι τρεισ 

παρουςιάςτθκαν με t και οι υπόλοιπεσ 4 με –t. Το ερϊτθμα είναι πωσ μποροφμε να 

κακορίςουμε τθν ςωςτι t κατεφκυνςθ.  

 

Ζνασ τρόποσ για να βγάλουμε ςυμπεράςματα για τθν φορά του t είναι από το d το οποίο 

αντιπροςωπεφει φυςικό μζγεκοσ και οφείλει να είναι κετικό. Αφοφ δεν ζχουμε εξαναγκάςει 

κάποιον περιοριςμό κετικοφ d κατά τθν βελτιςτοποίθςθ, κα πρζπει μετά τθν ςφγκλιςθ να 

επιλζξουμε τθν φορά των t / d ζτςι ϊςτε το d να λαμβάνει κετικζσ τιμζσ. Στθν πράξθ λόγω του 

κορφβου και των ανεξάρτθτων κινιςεων τα d δεν ζχουν κοινό πρόςθμο ςε όλα τα ςθμεία. 

Ωςτόςο επιλζγουμε εκείνθ τθν φορά του t που δίνει τισ περιςςότερεσ κετικζσ d ενϊ 

παράλλθλα αγνοοφμε τυχόν αρνθτικζσ τιμζσ που παραβιάηουν τθν ζννοια του φυςικοφ 

μεγζκουσ (Σχιμα 5-10).  

 

Συχνά παρουςία ζντονου κορφβου εμφανίηονται ανάμεικτα κετικά / αρνθτικά d με 

αποτζλεςμα να δθμιουργείται αβεβαιότθτα για το ποια τελικά είναι θ ςωςτι φορά για το t. 

Αναλογιηόμενοι το γεγονόσ ότι θ αςτοχία εκτίμθςθσ τθσ φοράσ οδθγεί ςε αποκλίςεισ 180° από 

τθν ςωςτι λφςθ μποροφμε να φανταςτοφμε τισ οδυνθρζσ επιπτϊςεισ λόγω αυτοφ ςτο 

ςυνολικό ςφάλμα. Στισ δόκιμεσ πλαγιοπλευρικϊν μετακινιςεων που είδαμε πριν θ φορά 

εκτιμικθκε λάκοσ ςτα 8 από τα 100 trials, το οποίο ιταν αρκετό για να επιφζρει ραγδαία 

αφξθςθ ςτο ςφάλμα (ςχιμα 5-7 για ςn = 0.5). 
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 α)  β) 

  

 γ)  δ) 

Σχήμα 5-9: Το tinit ςε ςφαιρικζσ ςυντεταγμζνεσ. Οι μεγαλφτεροι κφκλοι ςυμβολίηουν τα tinit ενϊ 

οι μικρότεροι τα αντιδιαμετρικά τουσ. α) Τυχαίεσ αρχικζσ τιμζσ. Θ τυχαία αρχικοποίθςθ δεν 

αξιοποιεί το γεγονόσ ότι αντιδιαμετρικζσ τιμζσ οδθγοφν ςτθν ίδια λφςθ, β) Δειγματολθψία 

ίςων διαςτθμάτων ςτθν «ςφαίρα αρχικϊν τιμϊν», γ) Ομοιόμορφθ αρχικοποίθςθ με χριςθ 

γραφικισ διεπαφισ, δ) Ιςτόγραμμα αρχικϊν τιμϊν απ’ τισ οποίεσ προιλκε θ λφςθ για τθν 1θ 

δόκιμθ των 100 trials.   
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Ο Ρ Θ Η  Λ Τ ΢ Η  ( Α ρ χ ι κ ή  τ ι μ ή :  3 )  Α Ν Σ Ι Θ Ε Σ Η  Λ Τ ΢ Η  ( Α ρ χ ι κ ή  τ ι μ ή :  7 )  

  

  

  
 α)  β) 

Σχήμα 5-10: Λφςεισ με αντίκετα t-d κεωροφνται εφάμιλλεσ και αντιςτοιχοφν ςτο ίδιο ελάχιςτο 

τθσ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ. 
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  «Ελαςτικότθτα» μοντζλου 

 

Ππωσ κα δοφμε παρακάτω ζνα ςτιγμιότυπο πεδίου ροισ μπορεί να «ςυμβιβάςει» πολλζσ 

«ερμθνείεσ» για τθν κίνθςθ και κακζνα από τα ελάχιςτα που προκφπτει από τθν 

βελτιςτοποίθςθ αποτελεί μια πικανι από αυτζσ. Το ςχιμα 5-11 παρουςιάηει τθν αναςφνκεςθ 

του πεδίου ροισ (μζςω τθσ 28) για κακζνα από τα 4 ςυνολικά ελάχιςτα που παριγαγε θ ΕΚΚ 

με είςοδο το ςτιγμιότυπο πεδίου ροισ του ςχιματοσ 5-10. Θ ομοιότθτα των παραγόμενων 

οπτικϊν ροϊν είναι φανερι. Κα μποροφςαμε να ποφμε ότι το μοντζλο (28) είναι τόςο 

«ελαςτικό» ϊςτε να «δικαιολογεί» ζνα ειςαχκζν πεδίο ροισ με ζνα πλικοσ από κινιςεισ τθσ 

κάμερασ, όςεσ είναι και τα ελάχιςτα.  

 

Ραρατθρϊντασ το ςχιμα 5-11 βλζπουμε ότι κάποια ελάχιςτα, μετά τθν αναςφνκεςθ τουσ, 

φαίνεται να δίδουν πεδίο ροισ που παραδόξωσ ταυτίηεται πλιρωσ με το κορυβϊδεσ 

ςτιγμιότυπο απ’ το οποίο προιλκαν, αναπαριςτϊντασ πιςτά ακόμα και τα εςφαλμζνα 

διανφςματα. Θ «ελαςτικότθτα» του μοντζλου κακϊσ και άλλεσ αιτίεσ όπωσ θ απουςία 

εξαναγκαςμοφ για κετικά d ςυμβάλλουν ςε αυτό.  
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ttrue = [0.8 0.6 0]T ωtrue = [0 0 0]T fov = 50°, Αριθμόσ Αρχικοποιήςεων: 15 
΢ Τ Ν Α Ρ Σ Η ΢ Η  Κ Ο ΢ Σ Ο Τ ΢  Α Ν Α ΢ Τ Ν Θ Ε ΢ Η  Ο Π Σ Ι Κ Η ΢  Ρ Ο Η ΢  

  
ΕΛΑΧΙ΢ΣΟ 1 (ΟΛΙΚΟ):  
Κόςτοσ: 131.1333 (×10-8), Από αρχική τιμή: 1, test = [0,77 0,62 0,11], ωest = [0,1491 0,1408 0,0472]×10-3,Αριθμόσ Θετικϊν d: 98 

  
ΕΛΑΧΙ΢ΣΟ 2:  
Κόςτοσ: 373.1571 (×10-8), Από αρχική τιμή: 7, test = [0,17 -0,24 0,95], ωest = [-0,0028 0,0036 -0,0002], Αριθμόσ Θετικϊν d: 50 

  
ΕΛΑΧΙ΢ΣΟ 3:  
Κόςτοσ: 358.4735 (×10-8), Από αρχική τιμή: 12, test = [0,21 0,07 -0,97], ωest = [-0,0033 0,0042 -0,0004], Αριθμόσ Θετικϊν d: 51 

  
ΕΛΑΧΙ΢ΣΟ 4:  
Κόςτοσ: 362.2232 (×10-8), Από αρχική τιμή: 14, test = [-0,03 -0,05 0,99], ωest = [-0,0031 0,0043 0,0003], Αριθμόσ Θετικϊν d: 51 
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Σχήμα 5-11(Προηγοφμενη ςελίδα): Αναςυνκζτοντασ τθν οπτικι ροι με χριςθ των 

παραμζτρων t,ω,d κακενόσ απ’ τα ελάχιςτα  παρατθροφμε ότι αυτζσ προςεγγίηουν με 

χαρακτθριςτικό τρόπο το αυκεντικό πεδίο οπτικισ ροισ τθσ ειςόδου (δεξιά ςτιλθ). Στο ςχιμα 

τθσ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ  με μαφρο ςτίγμα ςυμβολίηουμε τθν εκτίμθςθ test και με λευκό τθν 

πραγματικι ttrue . Το πεδίο τιμϊν του t αποδίδεται ςε ςφαιρικζσ ςυντεταγμζνεσ προκειμζνου 

να αναπαραςτακεί ςτο διςδιάςτατο επίπεδο του ςχιματοσ. (αριςτερι ςτιλθ). 

 

 Σχιμα ςυνάρτθςθσ κόςτουσ – Διαδικαςία ςφγκλιςθσ Gauss-Newton 

 

Στο ςχιμα 5-11 βλζπουμε το ςχιμα τθσ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ ςυναρτιςει του t για κακζνα 

από τα ελάχιςτα που προκφπτουν από τθν βελτιςτοποίθςθ με είςοδο τθν οπτικι ροι του 

ςχιματοσ 5-10. Κακϊσ μόνο το t είναι ελεφκερο να μεταβάλλεται, για τα ω και d 

χρθςιμοποιοφμε τισ τελικζσ τιμζσ που υπολόγιςε θ ΕΚΚ για κακζνα από τα ελάχιςτα. Το 

ςφάλμα ζχει διατιμθκεί από 0 (μαφρο) ζωσ 255 (λευκό) για τθν μζγιςτθ και ελάχιςτθ τιμι του 

αντίςτοιχα. Συνεπϊσ οι «λευκζσ περιοχζσ» ςυμβολίηουν τισ περιοχζσ ςτισ οποίεσ θ διαδικαςία 

βελτιςτοποίθςθσ κα πρζπει να ςυγκλίνει. Το λευκό ςτίγμα που βρίςκεται (περίπου) ςτο 

κζντρο (όλων) των γραφθμάτων αντιςτοιχεί ςτθν πραγματικι λφςθ ttrue. Τα μαφρα ςτίγματα 

που ςυναντϊνται περίπου ςτο κζντρο βάρουσ των λευκϊν περιοχϊν είναι οι εκτιμϊμενεσ test. 

Το πρϊτο γράφθμα είναι το ολικό ελάχιςτο όπου τα δυο ςτίγματα ςυμπίπτουν.  

 

Εμβακφνοντασ ςτθν διαδικαςία ςφγκλιςθσ, το ςχιμα 5-12 παρουςιάηει 8 από τα 15 

«μονοπάτια» ςφγκλιςθσ που προζκυψαν ςτο ςφνολο των τεςςάρων ελαχίςτων του 

προθγοφμενου παραδείγματοσ. Οι tinit ςθμειϊνονται με κόκκινουσ κφκλουσ και οι test με μπλε 

κφκλουσ. Ραρατθροφμε δε μία τυπικι ιδιότθτα των βελτιςτοποιιςεων: ο αλγόρικμοσ 

ςυγκλίνει ςε ελάχιςτα που βρίςκονται κοντά ςτισ αρχικζσ τιμζσ του, γι’ αυτό και κα πρζπει να 

δίνεται ζμφαςθ ςτθν ομοιόμορφθ κατανομι των tinit. Αδιαμφιςβιτθτα ο Gauss-Newton 

φτάνει εξαιρετικά γριγορα κοντά ςτθν ςφγκλιςθ ςε περίπου 5 ζωσ 15 επαναλιψεισ. Για να 

επιτφχουμε ακριβείσ εκτιμιςεισ αλλά και να διευκολυνκοφμε ςτθν ομαδοποίθςθ των 

ελαχίςτων χρθςιμοποιιςαμε ωσ κατϊφλι ςφγκλιςθσ τθν ιδιαιτζρωσ αυςτθρι ςυνκικθ t  < 

10-13. Με αυτό το κατϊφλι ο μζςοσ όροσ επαναλιψεων ιταν 105 για μζτρια επίπεδα 

κορφβου.  

 

Το ςχιμα 5-13 παρουςιάηει τισ τιμζσ που λαμβάνουν διάφορεσ παράμετροι κατά τθν 

βελτιςτοποίθςθ για τθν περίπτωςθ που αντιςτοιχεί ςτο πάνω αριςτερό γράφθμα του 
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ςχιματοσ 5-12. Οι υπολογιςμοί πραγματοποιικθκαν με τθν ςτακμιςμζνθ Gauss-Newton με 

«μείωςθ ελαχίςτων».  

 

Στο γράφθμα των ανανεϊςεων Δt θ κόκκινθ γραμμι παρουςιάηει τθν παράμετρο ρ που 

περιγράψαμε ςτθν ενότθτα 4.5 και είναι υπεφκυνθ για τον ζλεγχο του αρικμοφ των 

ελαχίςτων. Μετά τθν οριςτικι ςτακεροποίθςθ τθσ ρ παρατθροφμε πωσ θ Δt ςυνεχίηει να 

«ταλαντεφεται» (κάτι που δεν παρατθρείται ςτθν μθ-ςτακμιςμζνθ υλοποίθςθ) πικανϊσ 

επειδι θ «πορεία» προσ τθν ςφγκλιςθ επθρεάηεται από τισ αλλαγζσ ςτα βάρθ των 

διανυςμάτων. Φαίνεται ότι αναλόγωσ τθσ τρζχουςασ ςτάκμιςθσ, αλλάηει ελαφρϊσ θ 

εκτιμϊμενθ κζςθ για το ολικό ελάχιςτο και επομζνωσ μεταβάλλονται οι ανανεϊςεισ Δt που 

οδθγοφν ςε αυτό. Ωσ ςυμπζραςμα για τον ςυνδυαςμό «μείωςθσ ελαχίςτων» και ςτάκμιςθσ 

μάλλον κα πρζπει να αποφεφγεται αφοφ δεν προςφζρει ιδιαίτερο κζρδοσ ςυν ότι κακυςτερεί 

τθν ςφγκλιςθ. 
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Σχήμα 5-12: «Ανάγλυφο» κόςτουσ ςυναρτιςει του t για κακζνα από τα 4 ελάχιςτα. Οι 

γραμμζσ δείχνουν το «μονοπάτι» από τθν αρχικι τιμι (κόκκινοσ κφκλοσ) ωσ τθν ςφγκλιςθ 

(μπλε κφκλοσ). Το λευκό ςτίγμα κοντά ςτθν μζςθ των γραφθμάτων είναι θ πραγματικι λφςθ 

ttrue . 
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ttrue = [0.8 0.6 0]T ωtrue = [0 0 0]T fov = 50°, Από αρχική τιμή: t = [0,76 0,41 -0,55]Σ, με ςτάθμιςη και μείωςη ελαχίςτων 
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Σχήμα 5-13 (Προηγοφμενη ςελίδα): Θ μεταφορά t, οι ανανεϊςεισ Δt, το ολικό κόςτοσ και τα 

ωerror-terror ςυναρτιςει των επαναλιψεων (4 πάνω γραφιματα) και το αντίςτροφο βάκοσ d, οι 

ςτάκμεσ wi και το κόςτοσ για κακζνα από τα 100 διανφςματα ειςόδου (4 κάτω γραφιματα). 

Μετά τθν ςφγκλιςθ βλζπουμε το κόςτοσ κάκε διανφςματοσ ςυναρτιςει του υπολοίπου – τθσ 

απόκλιςθσ από το μοντζλο. 

 

 

  

  
Σχήμα 5-14: Κάκε διάνυςμα οπτικισ ροισ προζρχεται από τθν προβολι των διανυςμάτων 

τριςδιάςτατθσ κίνθςθσ των αντικειμζνων ςτο επίπεδο τθσ εικόνασ. (πάνω) Από οποιοδιποτε 

πεδίο οπτικισ ροισ μετά τθν εκτίμθςθ των t,ω,d μποροφμε και πάλι να ςυνκζςουμε τθν 

τριςδιάςτατθ κίνθςθ των αντικειμζνων που το προκάλεςε. (κάτω) 
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 Τριςδιάςτατθ αναπαράςταςθ οπτικισ ροισ 

 

Ππωσ ςθμειϊςαμε ςτο κεφάλαιο 3 το πεδίο ροισ προκαλείται από τθν προβολι των 

διανυςμάτων τριςδιάςτατθσ κίνθςθσ των αντικειμζνων πάνω ςτο οπτικό πλάνο. Ζτςι 

γνωρίηοντασ τα t,ω,d μποροφμε όχι μόνο να τυπϊςουμε το πεδίο ροισ αλλά να 

αναςυνκζςουμε τα πραγματικά τριςδιάςτατα διανφςματα κίνθςθσ που το προκάλεςαν 

(ςχιμα 5-14). 

 

Στο ςχιμα 5-15 (και 5-15b) βλζπουμε τθν (ςχετικι ωσ προσ τθν κάμερα) τριςδιάςτατθ κίνθςθ 

των αντικειμζνων με κακζνα απ’ τα διανφςματα i να απζχει Ηi από τθν κάμερα. Σκοπόσ τθσ 

τριςδιάςτατθσ απεικόνιςθσ των διανυςμάτων είναι να δοφμε παραςτατικά τθν αλλοίωςθ που 

επιφζρει ο κόρυβοσ ςτα οπτικά χαρακτθριςτικά του μοντζλου. Ραρατθροφμε ότι κάποια 

διανφςματα τοποκετοφνται πίςω από το οπτικό πλάνο ι ακόμα και πίςω από τθν ςθμειακι 

οπι (που ςτο ςχιμα αναπαριςτάται ωσ μπλε ςτίγμα). Θ αιτία είναι τα αρνθτικά d που 

προκφπτουν λόγω του κορφβου και των ανεξάρτθτων κινιςεων όπωσ περιγράψαμε πριν.  

 

Μια ακόμα διαταραχι που επιφζρει ο κόρυβοσ είναι θ διαςτρζβλωςθ του ςθμείου 

επζκταςθσ. Κάτι που παρατθρείται ιδιαιτζρωσ ςτισ μεταφορζσ και περιςτροφζσ κατά τον 

οπτικό άξονα Z όπου τα διανφςματα δεν είναι διατεταγμζνα περιμετρικά γφρω από το κζντρο 

του πλάνου, όπωσ οφείλεται, αλλά αποκλίνουν με τυχαίο τρόπο που κακορίηεται από τθν 

κζςθ των εςφαλμζνων διανυςμάτων. 
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Σ Ρ Ι ΢ Δ Ι Α ΢ Σ Α Σ Η  ΢ Τ Ν Θ Ε ΢ Η  Ο Π Σ Ι Κ Η ΢  Ρ Ο Η ΢  
ttrue = 0 0 0, ωtrue = 0 0 1 ttrue = 0 0 1, ωtrue = 1 0 0 

  

  

  
Σχήμα 5-15: Στισ «τζλειεσ» περιςτροφζσ κατά τον οπτικό άξονα τα διανφςματα τοποκετοφνται 

περιμετρικά γφρω από το ςθμείο επζκταςθσ (κζντρο τθσ εικόνασ).  Θ προβολι ςτο επίπεδο Χ-Υ 

αποκαλφπτει ότι αυτό ζχει μετακινθκεί από το κζντρο (αριςτερι ςτιλθ). Μερικά από τα 

διανφςματα, λόγω αρνθτικϊν τιμϊν, τοποκετοφνται πίςω από το οπτικό πλάνο όπωσ φαίνεται 

από τθν προβολι ςτο οριηόντιο επίπεδο X-Z (δεξιά ςτιλθ). 
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Σ Ρ Ι ΢ Δ Ι Α ΢ Σ Α Σ Η  ΢ Τ Ν Θ Ε ΢ Η  Ο Π Σ Ι Κ Η ΢  Ρ Ο Η ΢  ( ς υ ν ζ χ ε ι α )  
ttrue = 4 -3 5, ωtrue = -1 2 0.5 ttrue = 2 1.5 0, ωtrue = 0 0 0 

  

  

  

  
Σχήμα 5-15b: Στισ πραγματικζσ ακολουκίεσ οι κατευκφνςεισ γειτονικϊν διανυςμάτων 

ενδζχεται να ςχετίηονται επειδι π.χ. αναφζρονται ςτο ίδιο αντικείμενο. Τα τριςδιάςτατα 

διανφςματα εδϊ ςυγκροτοφν ζνα πολφπλοκο πεδίο γιατί τα διανφςματα που παράγονται ςτθν 

ςυνκετικι οπτικι ροι είναι ανεξάρτθτα.  
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 Ταχφτθτα μεταφορικισ κίνθςθσ και περίπτωςθ μθδενικισ μεταφοράσ 

 

Επανειλθμμζνωσ ςχολιάςαμε τθν αναγκαιότθτα κζςπιςθσ περιοριςμοφ για το διάνυςμα 

μεταφοράσ ςε t = 1. Εντοφτοισ αυτό ςυνεπάγεται πωσ οι εκτιμιςεισ περιλαμβάνουν 

υποχρεωτικά μεταφορικι κίνθςθ και μάλιςτα ςτακερισ ταχφτθτασ. Για το κζμα τθσ ταχφτθτασ 

ίςωσ εκ των υςτερϊν μποροφν να γίνουν κάποιεσ εκτιμιςεισ αν ςυνδυάςουμε επιπρόςκετα 

ςτοιχεία όπωσ τθν ταχφτθτα περιςτροφισ ι το μζςο αντίςτροφο βάκοσ dmid. Για παράδειγμα 

μικρό μζςο αντίςτροφο βάκοσ ενδζχεται να ςθμαίνει μικρι ταχφτθτα μεταφοράσ. Ακόμα θ 

ταχφτθτα περιςτροφισ κα μποροφςε να καταςτεί χριςιμθ με τον ίδιο τρόπο όπωσ 

αξιοποιικθκε ςτθν ςφνκεςθ οπτικισ ροισ (ενότθτα 5.2.3).  

 

Ωςτόςο παρά τισ ενδείξεισ που προςφζρουν αυτά τα ςτοιχεία ςε κάκε περίπτωςθ μπορεί να 

ζχουν «διπλι (ι τριπλι!) ανάγνωςθ» και οποιαδιποτε ςυμπεράςματα είναι επιςφαλι: Ρ.χ. 

ςτθν αμιγϊσ περιςτροφικι κίνθςθ (απουςία μεταφορικισ κίνθςθσ) το dmid είναι μθδενικό κάτι 

που όμωσ ιςχφει επίςθσ όταν τα αντικείμενα ςτο περιβάλλον λιψθσ είναι μακριά ι όταν λόγω 

κορφβου παράγονται πολλά αρνθτικά d. Με αυτά τα δεδομζνα δεν ζχουμε τθν ευχζρεια να 

κρίνουμε αν μία μικρι τιμι dmid οφείλεται ςε απουςία μεταφορικισ κίνθςθσ ι ςε κόρυβο και 

κα ιταν ριψοκίνδυνο να βγάλουμε ςυμπεράςματα. Διαφαίνεται ότι δεν υπάρχει θ 

δυνατότθτα να προβλζψουμε τθν απουςία μεταφοράσ, ωςτόςο θ επόμενθ δοκιμι 

αποδεικνφει ότι τουλάχιςτον θ περιςτροφι δεν επθρεάηεται από το γεγονόσ αυτό. Ο ζλεγχοσ 

περιλαμβάνει 2 δοκιμζσ (των 100 trials) με τον διαχωριςμζνο Gauss-Newton. Θ πρϊτθ δοκιμι 

αναπαριςτά τθν κίνθςθ t = (0 0 1)T / ω = (1 0 0)Τ και θ δεφτερθ τθν t = (0 0 0)T / ω = (1 0 0)Τ 

(ςχιμα 5-16).  

 

Οι οπτικζσ παράμετροι των δοκιμϊν είναι όμοιεσ με αυτζσ του ςχιματοσ 5-4 πείραμα 1. 

Απουςία μεταφοράσ το εκτιμϊμενο test λαμβάνει απρόβλεπτεσ τιμζσ γι’ αυτό αγνοοφμε το 

ςφάλμα του και εςτιάηουμε ςτθν περιςτροφι. Ραρατθροφμε ότι θ πόλωςθ, οι αποκλίςεισ και 

το μζτρο τθσ περιςτροφισ εμφανίηουν μικρζσ διαφορζσ ανάμεςα ςτισ δφο δοκιμζσ με και 

χωρίσ μεταφορά (ςχιμα 5-16). 
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Μ Ε  Μ Ε Σ Α Φ Ο Ρ Ι Κ Η  Κ Ι Ν Η ΢ Η  Χ Ω Ρ Ι ΢  Μ Ε Σ Α Φ Ο Ρ Ι Κ Η  Κ Ι Ν Η ΢ Η  

  
ttrue  = [0 0 1]T, ωtrue = [1 0 0]T 
terror  = 9.7831 ± 7.6255 
ωerror  = 0.049703 ± 0.037732 
|Rest|  = 0.240 
ωavr  = 0.0042 0.0000 -0.0000 

ttrue  = [0 0 0]T, ωtrue = [1 0 0]T 
terror  = NaN ± NaN 
ωerror  = 0.027939 ± 0.028841 
|Rest|  = 0.241 
ωavr  =  0.0042 0.0000 -0.0000 

  

  

Σχήμα 5-16: Θ περιςτροφικι κίνθςθ επθρεάηεται ανεπαίςκθτα από τθν φπαρξθ ι όχι 

μεταφοράσ. 
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5.4 Δοκιμζσ με πραγματικζσ ακολουθίεσ 

 

5.4.1 Ειςαγωγή 

 

Στισ δοκιμζσ με πραγματικζσ ακολουκίεσ εικόνων ενδεχομζνωσ να λείπει το ςτοιχείο τθσ 

αντικειμενικότθτασ αφοφ δεν διακζτουμε καταγεγραμμζνεσ μετριςεισ για τθν κίνθςθ ϊςτε να 

ζχουμε δυνατότθτα ςυγκρίςεων και αξιολόγθςθσ. Ωςτόςο επιςτρατεφοντασ τισ καυμαςτζσ 

δυνατότθτεσ τθσ ανκρϊπινθσ αντίλθψθσ ςτθν ερμθνεία τθσ κίνθςθσ και του περιβάλλοντοσ 

μποροφμε να ςχθματίςουμε μια χονδρικι πλθν όμωσ αξιόλογθ αίςκθςθ του αποτελζςματοσ 

τθσ ΕΚΚ από τθν παρακολοφκθςθ των ακολουκιϊν εικόνων, ειδικά αν αυτζσ απεικονίηουν 

προςφιλι μασ αντικείμενα ι φζρουν κάποιο χαρακτθριςτικό γνϊριςμα-ζνδειξθ. Για να 

ενιςχφςουμε τθν αίςκθςθ αυτι δθμιουργιςαμε και ενςωματϊςαμε ςτθν υλοποίθςθ μασ μια 

«μθχανι» δθμιουργίασ «ςθμείων» αναφοράσ που ακολουκοφν τθν κίνθςθ του 

περιβάλλοντοσ. Θ τριςδιάςτατη μηχανή δζχεται ωσ είςοδο τισ παραμζτρουσ t, ω, d που 

παράγει θ ΕΚΚ και τυπϊνει τα ςθμεία αυτά υπερκετικά ςτισ εικόνεσ τθσ ακολουκίασ. Θ 

ςχετικι κίνθςθ των ςθμείων ωσ προσ το περιβάλλον είναι ενδεικτικό τθσ ακρίβειασ των 

μετριςεων που παράγονται.  

 

 

 

Σχήμα 5-18: Θ τριςδιάςτατθ μθχανι προςομοιϊνει τισ κινιςεισ τθσ φυςικισ κάμερασ. Εδϊ θ 

εικονικι κάμερα ζχει ςτραφεί προσ τθν γωνία λιψθσ του ςτιγμιοτφπου. Θ κόκκινθ απόχρωςθ 

ςτο ςχζδιο ςυμβολίηει το περιεχόμενο που είναι ορατό ςτο πλάνο (αριςτερά). Θ εικόνα όπωσ 

προβάλλεται ςτο οπτικό πλάνο τθσ κάμερασ (δεξιά). 
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5.4.2 Σριςδιάςτατη μηχανή 

 

Στο τζλοσ κάκε κφκλου επεξεργαςίασ δυο ιδιαιτζρωσ διαφωτιςτικά γραφιματα οπτικοποιοφν 

τθν κίνθςθ τθσ κάμερασ μζςω ενόσ απλοφ μοντζλου γραφικϊν το οποίο αποτελείται από το 

τριςδιάςτατο εικονικό περιβάλλον με τουσ άξονεσ XYZ διατιμθμζνουσ ςε FLU, τθν εικονικι 

κάμερα που μπορεί να κινθκεί ςτο περιβάλλον προσ κάκε δυνατι κατεφκυνςθ και εικονικά 

ςθμεία ςτον χϊρο (ςχιμα 5-18).  

 

Τα εικονικά ςθμεία είναι τοποκετθμζνα ςε διάταξθ ςφαίρασ με ακτίνα 5 FLU ενϊ ανά δυο 

διαδοχικά ςχθματίηουν γωνία 10°. Θ εικονικι κάμερα, θ οποία αρχικά τοποκετείται ςτο 

κζντρο τθσ ςφαίρασ και ζχει ςτραμμζνο τον οπτικό τθσ άξονα ςτο Η+, ζχει τθν δυνατότθτα να 

«κινθματογραφεί» τα εικονικά ςθμεία και να τα αποτυπϊνει ςτο οπτικό τθσ πλάνο.  

 

Με αυτι τθν δομι θ τριςδιάςτατθ μθχανι προςφζρει ενδιαφζρουςεσ λεπτομζρειεσ για τθν 

εκτιμϊμενθ κίνθςθ, επιτρζποντασ μασ να ςχθματίςουμε μια ολοκλθρωμζνθ εικόνα μζςω τθσ 

αναπαραγωγισ τθσ από δυο οπτικζσ γωνίεσ. Στθν πρϊτθ από αυτζσ, τθν «πρϊτου 

προςϊπου», το οπτικό πλάνο τθσ εικονικισ κάμερασ ενςωματϊνεται ςτισ πραγματικζσ 

ακολουκίεσ εικόνων ζτςι ϊςτε τα εικονικά ςθμεία να ακολουκοφν χονδρικά ςθμεία του 

πραγματικοφ κόςμου. Στισ λιψεισ αυτζσ τα ςθμεία αναπαριςτϊνται ωσ αρικμοί που 

αντιπροςωπεφουν τισ ςφαιρικζσ ςυντεταγμζνεσ των ιδίων. Για να κατορκϊςουμε επιτυχθμζνο 

ςυντονιςμό μεταξφ τθσ φυςικισ και τθσ εικονικισ κάμερασ φροντίηουμε ϊςτε οι οπτικζσ 

παράμετροι τουσ, όπωσ το οπτικό πεδίο, να είναι ςυμβατοί. Το δεφτερο γράφθμα 

παρουςιάηει ολόκλθρο το εικονικό περιβάλλον από οπτικι «τρίτου προςϊπου». Τα ςθμεία 

που είναι ορατά ςτο οπτικό πεδίο τθσ κάμερασ παρουςιάηονται ωσ κόκκινεσ τελείεσ ενϊ τα 

υπόλοιπα ωσ μικρότερεσ τελείεσ μωβ χρϊματοσ. Στο ςχιμα 5-22 βλζπουμε ζνα ςτιγμιότυπο 

από τθν ζξοδο τθσ μθχανισ τριςδιάςτατων γραφικϊν που υλοποιιςαμε ςε Matlab 7.1 ςτα 

πλαίςια αυτισ τθσ εργαςίασ. 
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5.4.3 Επεξεργαςία με πραγματικζσ ακολουθίεσ 

 

Για τθν επεξεργαςία πραγματικϊν ακολουκιϊν το πρόβλθμα τθσ ΕΚΚ χωρίςτθκε ςε πζντε 

κφρια ςτάδια επεξεργαςίασ. Το ςχιμα 5-19 παρουςιάηει τθν ςειρά διαςφνδεςθσ των 

επιμζρουσ ςτοιχείων προκειμζνου να επεξεργαςτοφμε πραγματικζσ ακολουκίεσ εικόνων. Οι 

υλοποιιςεισ των επιμζρουσ ςτοιχείων κακϊσ και οι κϊδικεσ για τισ δόκιμεσ αναπτφχκθκαν 

ςτο περιβάλλον ανάπτυξθσ τθσ Matlab 7.1. 

 

 

Σχήμα 5-19: Θ διαδικαςία για τθν επεξεργαςία πραγματικϊν ακολουκιϊν εικόνων. 

 

Το ςχιμα 5-20a,b,c παρουςιάηει ενδεικτικά ςτιγμιότυπα από τθν επεξεργαςία για τρεισ 

ακολουκίεσ εικόνων. Οι παράμετροι που παράγει θ ΕΚΚ απεικονίηονται με τθν μορφι που 

παρουςιάηει το ςχιμα 5-23. Οι ακολουκίεσ εικόνων δθμιουργικθκαν με γνϊμονα να 

ςυμπεριλάβουμε ςτισ δοκιμζσ μια ςειρά από βαςικζσ περιπτϊςεισ όπωσ «κακαρζσ» 

μεταφορζσ – περιςτροφζσ, ςυνδυαςμό τουσ και πλιρθ τριςδιάςτατθ κίνθςθ. Ο χϊροσ λιψθσ 

ιταν ζνασ τετράγωνοσ χϊροσ δωματίου 30m2 ενϊ οι ακολουκίεσ ελιφκθςαν με τθν κάμερα 

Canon digital Ixus 75 ςε ανάλυςθ 640x480p και κωδικοποίθςθ βίντεο MPEG1. Ο κόρυβοσ που 

παράγεται από τθν κωδικοποίθςθ MPEG1 ζχει τθν μορφι ψθφιακϊν τεχνουργθμάτων 

(artifacts) κάτι που ίςωσ κάνει δυςκολότερθ τθν εξομάλυνςθ του (ζχει προκλθκεί από μθ-

αντιςτρζψιμθ ςυμπίεςθ πλθροφορίασ). Οι διαςτάςεισ του CCD είναι 6.6x4.4mm και θ 

απόςταςθ από τον φακό 1.2mm οδθγϊντασ ςε οπτικό πεδίο 56°. Οι παράμετροι αυτοί 

ειςιχκθςαν ςτον αλγόρικμο ΕΚΚ και ςτθν τριςδιάςτατθ μθχανι ϊςτε να γίνουν ςωςτά οι 

μεταςχθματιςμοί ςε FLU. Στισ δόκιμεσ ςυμπεριλάβαμε και μια ακολουκία γραφικϊν VRML 

που καταγράψαμε με τον Octaga Player v2.1 (ςχιμα 5-21). Στθν περίπτωςθ των γραφικϊν τα 

αποτελζςματα ιταν απογοθτευτικά λόγω των τεχνουργθμάτων (artifacts) και των «ηωθρϊν» 

τετραγωνιςμζνων ακμϊν. Το Gaussian φίλτρο δεν ζχει τθν δυνατότθτα να ομαλοποιιςει 

επαρκϊσ τισ ατζλειεσ αυτζσ, με αποτζλεςμα εξαιρετικά κορυβϊδθ οπτικι ροι και ό,τι αυτό 

ςυνεπάγεται για τθν ΕΚΚ. 
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Ρλιρθσ τριςδιάςτατθ κίνθςθ 
Ακολουθία Νο.=  04, Σρζχων καρζ = 525, ΢υνολική διάρκεια = 0:21 sec ή 632 καρζ 
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Σχήμα 5-20a: Ενδεικτικά ςτιγμιότυπα από τθν επεξεργαςία 5 ςταδίων. 
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Σχήμα 5-20b: Ενδεικτικά ςτιγμιότυπα από τθν επεξεργαςία 5 ςταδίων. 
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Κυρίωσ περιςτροφικι Υ κίνθςθ και ιπια μεταφορικι Χ 
Ακολουθία Νο.=  43, Σρζχων καρζ = 90, ΢υνολική διάρκεια = 0:10 sec ή 258 καρζ 
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Σχήμα 5-20c: Ενδεικτικά ςτιγμιότυπα από τθν επεξεργαςία 5 ςταδίων. 
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Ρεριςτροφικι Υ κίνθςθ 
Ακολουθία. =  VRML, Σρζχων καρζ = 148, ΢υνολική διάρκεια = 0:16 sec ι 364 καρζ 
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Σχήμα 5-21: Ενδεικτικά ςτιγμιότυπα από τθν επεξεργαςία με ςυνκετικι ακολουκία VRML. 
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Σχήμα 5-22: Θ τριςδιάςτατθ μθχανι αναπαριςτά τθν κίνθςθ τθσ κάμερασ από δυο οπτικζσ 

γωνίεσ. Στθν πρϊτθ τα εικονικά ςθμεία τυπϊνονται ςτο οπτικό πλάνο τθσ εικονικισ κάμερασ 

και ςτθν ςυνζχεια «επικολλοφνται» ςτισ πραγματικζσ εικόνεσ (αριςτερά). Στθν οπτικι «τρίτου 

προςϊπου» τα ςθμεία αυτά εμφανίηονται ωσ κόκκινεσ τελείεσ ενϊ μποροφμε ακόμα να δοφμε 

τθν εικονικι κάμερα και τα ςθμεία ςε διάταξθ ςφαίρασ (δεξιά).  

 

 

 

Σχήμα 5-23: Αποτελζςματα από τον αλγόρικμο εκτίμθςθσ τθσ κίνθςθσ. Διακρίνουμε τισ 

παραμζτρουσ κίνθςθσ: τθν μεταφορά (κόκκινα διανφςματα), τθν περιςτροφι (μπλε 

διανφςματα), το μζςο βάκοσ (πράςινο ίχνοσ ςτθν διατιμθμζνθ κιτρίνθ μπάρα), κακϊσ και τον 

μζςο αρικμό επαναλιψεων και τα ελάχιςτα.  
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Σχήμα 5-24: Ο L-K όπωσ και οι περιςςότεροι αλγόρικμοι εφρεςθσ οπτικισ ροισ παράγουν 

διανφςματα ςε περιοχζσ τθσ εικόνασ με υφζσ και ακμζσ (αριςτερά). Το αποτζλεςμα είναι θ 

ςυγκζντρωςθ του κφριου όγκου των διανυςμάτων γφρω από αυτζσ (δεξιά). 

 

5.4.4 Παρατηρήςεισ 

 

 Κατανομι διανυςμάτων 

 

Μια αιτία δυςχζρειασ ςτθν επεξεργαςία με πραγματικζσ ακολουκίεσ εικόνων (ςε ςχζςθ με 

τθν ςυνκετικι προςομοίωςθ τθσ προθγοφμενθσ ενότθτασ) είναι θ μθ ομοιόμορφθ κατανομι 

των διανυςμάτων ςτθν περιοχι τθσ εικόνασ και αντικζτωσ θ ςυγκζντρωςθ τουσ (clustering) ςε 

ςυγκεκριμζνεσ περιοχζσ γφρω από ακμζσ και υφζσ (ςχιμα 5-24). Θ αίςκθςθ που αποκομίςαμε 

είναι ότι όταν πολλά διανφςματα βρίςκονται περιφερειακά τθσ εικόνασ δθμιουργείται μια 

ιπια «τάςθ» του αλγορίκμου να αποδίδει κινιςεισ κατά τον οπτικό άξονα. Ραραδόξωσ θ 

τυχαία επιλογι που εφαρμόςαμε για τθν μείωςθ των διανυςμάτων (ςε 100) είχε κετικι 

επίδραςθ ςτο κζμα τθσ κατάτμθςθσ των διανυςμάτων ςε περιοχζσ. Αιτία τθσ βελτίωςθσ είναι 

ότι θ τυχαία «εκκακάριςθ» προκαλοφςε «αραίωςθ» ςτθν ςυγκζντρωςθ των δειγμάτων ςε 

εκείνα τα ςθμεία που περιείχαν τον «κφριο όγκο» διανυςμάτων προκαλϊντασ κάποια 

ιςοςτάκμιςθ ςτθν κατανομι. 

 

 Ταχφτθτα μεταφορικισ κίνθςθσ 

 

Ζνα βαςικό μειονζκτθμα τθσ ΕΚΚ είναι θ αδυναμία εκτίμθςθσ τθσ ταχφτθτασ μεταφορικισ 

κίνθςθσ. Ο ςυνυπολογιςμόσ δεδομζνων από τθν ταχφτθτα περιςτροφισ ι το βάκοσ που 

εξετάςαμε ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο ωσ τρόπουσ αποκατάςταςθσ τθσ χαμζνθσ 

πλθροφορίασ επιςθμάνκθκε ότι προςφζρει ενδείξεισ και όχι αξιόπιςτα αποτελζςματα. 

Ρραγματοποιϊντασ δοκιμζσ με τουσ δυο αυτοφσ τρόπουσ το αποτζλεςμα ιταν δυςανάλογα 
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μεγάλεσ διακυμάνςεισ ςτισ εκτιμιςεισ τθσ ταχφτθτασ μόλισ διαδοχικϊν καρζ. Ωσ τελικι ζξοδο 

του ΕΚΚ αποφαςίςαμε να παράγουμε μία ςτακερι διαβάκμιςθ του t χωρίσ να υπολογίηουμε 

τθν ταχφτθτα. 

 

Θ ταχφτθτα μεταφοράσ αποτελεί κζμα διεξοδικότερθσ διερεφνθςθσ και μια ιδζα που κα 

μποροφςε να εξεταςτεί είναι θ υιοκζτθςθ κάποιου προςαρμοςτικοφ (adaptive) κανόνα 

αυξομείωςθσ ϊςτε να ςυνυπολογίηεται ςτισ εκτιμιςεισ το κζμα τθσ τοπικότθτασ (των 

διαδοχικϊν καρζ) και παράλλθλα να διατθρείται μια «ομαλότθτα» κατά τισ επιταχφνςεισ / 

επιβραδφνςεισ τθσ κάμερασ. 

 

 Γενικό ςυμπζραςμα 

 

Μια γενικι αποτίμθςθ από τισ δοκιμζσ είναι ότι όςο πιο πολφπλοκθ ιταν θ κίνθςθ τθσ 

κάμερασ τόςο καλφτερεσ φάνθκαν οι εκτιμιςεισ, ενϊ μάλλον απογοθτευτικά ιταν τα 

αποτελζςματα ςτισ λιψεισ με μεγάλο βάκοσ πεδίου (πλικοσ αντικειμζνων κοντά ςτθν κάμερα 

μπροςτά από μακρινό φόντο) όπου το μζτρο τθσ περιςτροφισ παρουςίαηε μεγάλεσ 

διακυμάνςεισ κάτι που ςτθν τριςδιάςτατθ απεικόνιςθ εμφανίςκθκε ωσ «τρζμουλο». Ωςτόςο 

παρά τισ όποιεσ ατζλειεσ ςτισ περιςςότερεσ ακολουκίεσ τα αποτελζςματα παρουςιάηουν 

εξαιρετικι ακεραιότθτα, εδραιϊνοντασ τθν πεποίκθςι μασ ότι θ προτεινόμενθ μζκοδοσ ζχει 

μεγάλεσ δυνατότθτεσ πρακτικισ αξιοποίθςθσ. 
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Κεφάλαιο 6  

΢υμπεράςματα – ΢φνοψη  

 

6.1 ΢φνοψη 

 

Θ εξαγωγι τριςδιάςτατων χαρακτθριςτικϊν και ειδικότερα θ EKK από ακολουκίεσ εικόνων 

είναι ζνα περίπλοκο πρόβλθμα μθχανικισ όραςθσ για το οποίο τα τελευταία χρόνια υπάρχει 

ιδιαίτερο ενδιαφζρον. Διάφορεσ προςεγγίςεισ του προβλιματοσ που παρουςιάςτθκαν ςτο 

παρελκόν παριγαγαν απογοθτευτικά αποτελζςματα ζτςι ϊςτε πολλοί ερευνθτζσ να 

πιςτεφουν ότι είναι αδφνατθ θ χριςθ τθσ ΕΚΚ ςε πρακτικζσ εφαρμογζσ. Θ πλειονότθτα των 

προςεγγίςεων αυτϊν ξεκινοφςαν από κοινι βάςθ χρθςιμοποιϊντασ τισ ίδιεσ εξιςϊςεισ που 

όμωσ μεταςχθμάτιηαν ϊςτε να διευκολφνουν τουσ υπολογιςμοφσ, εξαλείφοντασ π.χ. το βάκοσ 

ι υπολογίηοντασ μια παράμετρο βάςει μιασ άλλθσ π.χ. τθν μεταφορά βάςει τθσ περιςτροφισ. 

Οι χειριςμοί αυτοί διαςτρζβλωναν τθν ςυνάρτθςθ κόςτουσ παράγοντασ αςυνεπι μοντζλα 

εξιςϊςεων κίνθςθσ. Ππωσ διαπιςτϊνεται κοινό χαρακτθριςτικό όλων αυτϊν των 

προςεγγίςεων ιταν εκτιμιςεισ με πόλωςθ και αποκλίςεισ. Ακόμα χειρότερα αποτελζςματα 

παρουςίαηαν οι μζκοδοι που δεν βαςίηονταν ςε βελτιςτοποίθςθ αλλά ςε κλειςτοφ τφπου 

(closed form) απευκείασ υπολογιςμοφσ με ςχζςεισ που προζκυπταν μζςω γραμμικοποίθςεων 

και άλλων μεταςχθματιςμϊν. Οι λφςεισ των μεκόδων αυτϊν υπζφεραν από μεγάλα επίπεδα 

πόλωςθσ και δεν ςυνιςτοφνταν οφτε ςαν αρχικοποιιςεισ για τουσ αλγορίκμουσ 

βελτιςτοποίθςθσ.  

 

Σε αυτιν τθν εργαςία δείξαμε ότι θ ανάκτθςθ τθσ κίνθςθσ τθσ κάμερασ από μζτρια κορυβϊδθ 

οπτικι ροι είναι δυνατι και υπό προχποκζςεισ μπορεί να είναι αξιόπιςτθ, ςυνεπισ, με 

αμελθτζα ςφάλματα. Σε ςχζςθ με παλαιότερεσ προςεγγίςεισ επιχειριςαμε απευκείασ 
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ελαχιςτοποίθςθ με τισ εξιςϊςεισ του μοντζλου χωρίσ περιττοφσ μεταςχθματιςμοφσ, 

χρθςιμοποιιςαμε ςυνάρτθςθ κόςτουσ που αυξάνει πιο αργά ςε ςχζςθ με τθν κλαςικι 

περίπτωςθ των ελαχίςτων τετραγϊνων μειϊνοντασ ζτςι τθν επίδραςθ των εςφαλμζνων 

δεδομζνων. Επιπρόςκετα εφαρμόςαμε μία μζκοδο που επιτυγχάνει μείωςθ των 

ανεπικφμθτων ελαχίςτων αυξάνοντασ ςταδιακά τθν πολυπλοκότθτα του ςχιματοσ τθσ 

ςυνάρτθςθσ κόςτουσ κατά τθν διάρκεια τθσ βελτιςτοποίθςθσ. Το υπολογιςτικό κόςτοσ για τα 

παραπάνω δεν είναι μεγάλο και θ επίλυςθ με τθν ταχφτατθ Gauss-Newton επαναλθπτικι 

μζκοδο διατθρεί τον χρόνο απόκριςθσ ςε αποδεκτά επίπεδα. Θ παρατιρθςθ ότι θ διαδικαςία 

βελτιςτοποίθςθσ μπορεί να διαχωριςτεί ϊςτε θ περιςτροφι και το βάκοσ να υπολογίηονται 

βάςει τθσ μεταφοράσ βελτιϊνει εκ νζου τθν απόδοςθ αφοφ μασ δίνει τθν δυνατότθτα να 

πραγματοποιοφμε Gauss-Newton ανανεϊςεισ μόνο ςτθν μεταφορά t δθλαδι ςε 3 αντί ςε 

m+6 αγνϊςτουσ. Ζτςι με 15 αρχικοποιιςεισ και επανεκκινιςεισ μποροφμε πρακτικά να 

εντοπίηουμε το ολικό ελάχιςτο τθσ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ. 

 

Ωςτόςο θ ακρίβεια των αποτελεςμάτων εξαρτάται ςε μεγάλο βακμό από τισ εκτιμιςεισ τθσ 

οπτικισ ροισ. Ο αλγόρικμοσ L-K φθμίηεται για τθν ακρίβεια των μετριςεων του (τουλάχιςτον 

για τθν πλειονότθτα των δειγμάτων που παράγει) τθν απλότθτα και τθν ταχφτθτά του. Με 

ςτόχο τθν παραγωγι όςο το δυνατόν πιο αξιόπιςτων διανυςμάτων εφαρμόςαμε κάποιεσ 

τροποποιιςεισ ςτον αυκεντικό L-K με επεμβάςεισ ϊςτε να ενιςχφςουμε τα χαρακτθριςτικά 

που επικυμοφμε για τισ ανάγκεσ τθσ εφαρμογισ. Μία από τισ προςκικεσ, θ επεξεργαςία 

πολλαπλϊν αναλφςεων coarse-to-fine, παρουςίαςε παρόμοια ακρίβεια με τον αυκεντικό L-K 

με το επιπλζον προςόν να υπολογίηει επιτυχθμζνα μεγαλφτερεσ μετατοπίςεισ. Αξιοποιϊντασ 

δε το γεγονόσ ότι θ ακρίβεια των μετριςεων εξαρτάται από τα ιδιαίτερα χαρακτθριςτικά τοφ 

περιεχομζνου τθσ εικόνασ, ποςοτικοποιιςαμε τα τελευταία με ζνα δείκτθ-τιμι και με τθν 

χριςθ ενόσ κατωφλιοφ εξαιρζςαμε τισ ακατάλλθλεσ για μετριςεισ περιοχζσ. Ακόμα και με τισ 

προςκικεσ αυτζσ ζνα μικρό ποςοςτό διανυςμάτων περιείχε ακραίεσ τιμζσ κορφβου τισ οποίεσ 

αντιμετωπίςαμε με ζνα επιπλζον ςτάδιο ελζγχου. Θ εφαρμογι μιασ robust τεχνικισ 

ςτατιςτικοφ ελζγχου ςτον L-K αλλά και ςτθν ΕΚΚ φρόντιςε να ανιχνεφςει και εξαιρζςει από 

τθν επεξεργαςία τα εςφαλμζνα αυτά δείγματα.  

 

Ενδελεχείσ δοκιμζσ για όλεσ τισ εκδοχζσ του αλγορίκμου ζγιναν με ςυνκετικι οπτικι ροι, 

ςυνκετικζσ ακολουκίεσ εικόνων κακϊσ και πραγματικζσ ακολουκίεσ εικόνων ςτισ οποίεσ 

εξετάςτθκαν μια ςειρά από ακραία και ςυνθκιςμζνα ςενάρια κινιςεων τθσ κάμερασ. Οι 

δοκιμζσ τεκμθρίωςαν τισ κεωρθτικζσ υποκζςεισ που κάναμε προθγουμζνωσ. Τελικά υπό 
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προχποκζςεισ το ςφςτθμα που αναπτφξαμε κα μποροφςε να ζχει πρόςφορθ χριςθ ςε κάποια 

πρακτικι εφαρμογι. Ωςτόςο δεν κα πρζπει να αγνοοφμε ότι λόγω τθσ πολυπλοκότθτασ του 

προβλιματοσ και τθσ πλθκϊρασ παραγόντων που το επθρεάηουν κα πρζπει να είμαςτε 

προετοιμαςμζνοι να ανεχτοφμε ζνα αξιοςθμείωτο ποςοςτό ςφάλματοσ ςτισ εκτιμιςεισ. 

 

6.2 ΢υμπεράςματα 

 

Επιγραμματικά κάποια αξιόλογα ςυμπεράςματα που αναδεικνφονται από τθν διερεφνθςθ του 

προβλιματοσ ΕΚΚ είναι τα ακόλουκα: 

 Κα πρζπει να κεωρείται εξ’ αρχισ δεδομζνο ότι θ οπτικι ροι περιζχει ζνα 

«αξιοςζβαςτο» ποςό κορφβου. 

 Υπάρχει περικϊριο να είμαςτε ιδιαίτερα επιλεκτικοί με τα διανφςματα 

απορρίπτοντασ όλα εκείνα για τα οποία υπάρχουν ενδείξεισ ότι είναι λακεμζνα.  

 Το ποςοςτό των ςφαλμάτων ςτθν ΕΚΚ δεν εξαρτάται μόνο από το κόρυβο αλλά και 

από άλλουσ παράγοντεσ όπωσ το οπτικό πεδίο. Θ αφξθςθ του οπτικοφ πεδίου 

επιδρά αρνθτικά. 

 Θ ακρίβεια των αποτελεςμάτων βελτιϊνεται όςο αυξάνεται ο αρικμόσ των 

διανυςμάτων που δίνονται ωσ είςοδοσ ςτον αλγόρικμο ΕΚΚ. 

 Θ πόλωςθ και οι αποκλίςεισ είναι ανάλογεσ του κορφβου. 

 Κάποιεσ κατευκφνςεισ μεταφοράσ-περιςτροφισ είναι πιο ευάλωτεσ ςτον κόρυβο τθσ 

οπτικισ ροισ ςε ςχζςθ με άλλεσ ςτισ ίδιεσ ςυνκικεσ (ςn του κορφβου κοινό-

ςτακερό).  

 Κάποιεσ κατευκφνςεισ μεταφοράσ-περιςτροφισ ζχουν περιςςότερεσ πικανότθτεσ να 

εκτιμθκοφν εςφαλμζνα από τον ΕΚΚ ςε ςχζςθ με άλλεσ ςτισ ίδιεσ ςυνκικεσ. 

 Το πεδίο οπτικισ ροισ που παράγεται από κάποιεσ μεταφορζσ είναι παρόμοιο με το 

πεδίο που παράγεται από κάποιεσ περιςτροφζσ. Ραρουςία κορφβου είναι πικανό 

μια μεταφορά να εκλθφκεί ωσ περιςτροφι και το αντίκετο. Το φαινόμενο 

παρουςιάηεται ςυνικωσ ςε πλαγιοπλευρικζσ κινιςεισ και εντείνεται όςο μικραίνει 

το οπτικό πεδίο.  

 Κατά τθν προοπτικι προβολι το βάκοσ και θ μεταφορά «ενςωματϊνονται» ςε ζνα 

λόγο και επομζνωσ μόνο θ εφρεςθ αυτοφ είναι δυνατι. Αυτό δθμιουργεί τθν 

αναγκαιότθτα περιοριςμοφ του μζτρου μεταφοράσ ςε μία ςτακερι τιμι. Αυτό ζχει 

ςαν ςυνζπεια να μθν προβλζπεται θ περίπτωςθ απουςίασ μεταφοράσ.  
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 Ακόμα και ςτθν περίπτωςθ απουςίασ μεταφοράσ (όπου το t λαμβάνει τυχαίεσ τιμζσ) 

οι εκτιμιςεισ για τθν περιςτροφι παραμζνουν ανεπθρζαςτεσ και υπολογίηονται 

κανονικά χωρίσ ςφάλματα. 

 Αντίκετεσ αρχικζσ τιμζσ οδθγοφν ςε ίδια αλλά αντίκετα αποτελζςματα μεταφοράσ - 

βάκουσ. Οι αντίκετεσ εκτιμιςεισ για τθν μεταφορά - βάκοσ κεωροφνται εφάμιλλεσ 

και αντιςτοιχοφν ςτο ίδιο ελάχιςτο. Εκ των υςτερϊν προκρίνεται θ φορά τθσ 

μεταφοράσ που μασ εξαςφαλίηει τα περιςςότερα κετικά βάκθ. 

 Το βάκοσ για κάποια ςθμεία ενδζχεται να λάβει αρνθτικζσ τιμζσ.  

 Τυχόν εςφαλμζνθ εκτίμθςθ τθσ ορκισ φοράσ οδθγεί ςε απόκλιςθ 180ο από το 

ςωςτό. 

 Οι εκτιμιςεισ των μεταφορϊν φαίνεται να είναι πιο επιρρεπείσ ςε λάκθ και θ 

«ςυνειςφορά» τουσ ςτο ςυνολικό ςφάλμα είναι μεγαλφτερθ ςε ςχζςθ με τισ 

περιςτροφζσ. 

 Θ ςυνάρτθςθ κόςτουσ ζχει τουλάχιςτον δυο «ιςχυρά» ελάχιςτα. 

 Ο αρικμόσ των ελαχίςτων ςχετίηεται με τθν διάταξθ των διανυςμάτων ςτο οπτικό 

πλάνο. Ελάχιςτα δθμιουργοφνται ςε κζςεισ όπου οι ςυντεταγμζνεσ των 

διανυςμάτων είναι ανάλογεσ τθσ μεταφοράσ.  

 Μποροφμε ελζγχοντασ το ςχιμα τθσ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ να εξωκιςουμε τθν 

βελτιςτοποίθςθ να αποφφγει τθν ςφγκλιςθ ςε ζνα αρικμό από ανεπικφμθτα 

ελάχιςτα.  

 Ο ςτακμιςμζνοσ Gauss-Newton αποδίδει χειρότερα αποτελζςματα (ζναντι του μθ-

ςτακμιςμζνου) όταν ο κόρυβοσ είναι ενιαίοσ-κοινόσ για όλα τα δείγματα. Ωςτόςο 

δίδει ελαφρϊσ καλφτερα αποτελζςματα όταν μεταχειρίηεται δείγματα με ανάμεικτο 

κόρυβο διαφόρων επιπζδων.  

 Θ βελτιςτοποίθςθ ςυγκλίνει ςυνικωσ ςτο ελάχιςτο που είναι πιο κοντά ςτθν αρχικι 

τιμι απ’ όπου ξεκινάει θ διαδικαςία επίλυςθσ. Κατ’ επζκταςθ ζχει ςθμαςία θ 

ομοιόμορφθ κατανομι των αρχικϊν τιμϊν. 

 Θ βελτιςτοποίθςθ ςυγκλίνει ςχετικά γριγορα και ο χρόνοσ απόκριςθσ τθσ μεκόδου 

είναι ανεκτόσ.  
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6.3 Μελλοντικζσ προεκτάςεισ 

 

Ζνα ερϊτθμα που εγείρεται είναι το κατά πόςο θ μζκοδοσ που αναπτφξαμε ςε αυτι τθν 

εργαςία είναι δυνατό να αξιοποιθκεί πρακτικά (π.χ. ςτθν πακθτικι πλοιγθςθ μιασ μθχανισ). 

Για να απαντιςουμε ςτο ερϊτθμα αυτό είναι απαραίτθτο να γίνουν ςχολαςτικζσ δοκιμζσ και 

ζλεγχοι με πραγματικζσ ακολουκίεσ εικόνων. Δυςτυχϊσ θ απουςία μιασ βάςθσ δεδομζνων με 

πλθροφορίεσ κινιςεων κάμερασ για πραγματικζσ ακολουκίεσ αλλά και γενικά θ δυςκολία 

υλοποίθςθσ ενόσ ςυςτιματοσ καταγραφισ των κινιςεων μιασ κάμερασ, μασ εξαναγκάηουν 

ςτθν χριςθ δοκιμϊν με ςυνκετικι οπτικι ροι που όμωσ δεν μπορεί να είναι απόλυτα 

ενδεικτικι για τα ιςχφοντα ςτθν πράξθ.  

 

Κάποιεσ ιδζεσ που πιςτεφουμε ότι κα αποτελοφςαν τθν βαςικι αρχι και ζναυςμα για τθν 

λφςθ ςτο πρόβλθμα τθσ καταγραφισ των πραγματικϊν κινιςεων είναι είτε μζςω τθσ χριςθσ 

ςυςκευισ GPS ακριβείασ που κα εγκακίςταται ςτθν κάμερα, είτε μζςω ανίχνευςθσ και 

παρακολοφκθςθσ πρότυπου αντικειμζνου αναφοράσ το οποίο κα τοποκετείται ςτον χϊρο 

λιψθσ. Ζτςι θ κίνθςθ κα μπορεί να υπολογιςτεί από το αντικείμενο αναφοράσ με calibration 

(διαδικαςία παρόμοια με αυτι που χρθςιμοποιείται για τθν διόρκωςθ παραμορφϊςεων και 

ατελειϊν ςτο ςφςτθμα λιψθσ των καμερϊν). Μια ακόμα πικανι ιδζα είναι θ χριςθ 

ρομποτικοφ βραχίονα που κα μετακινεί τθν κάμερα ςτισ επικυμθτζσ κζςεισ ενϊ παράλλθλα 

κα καταγράφει τισ κινιςεισ δειγματολθπτϊντασ ςε χρόνο καρζ. 

 

Ωςτόςο θ πρακτικι χρθςιμότθτα τθσ μεκόδου κρίνεται πρωτίςτωσ από ζναν άλλο παράγοντα, 

τον χρόνο απόκριςθσ. Θ αξία του εγχειριματοσ κα αυξάνονταν αν κατορκϊναμε να 

πετφχουμε λειτουργία πραγματικοφ χρόνου (ι για να ακριβολογοφμε χρόνο απόκριςθσ ςτθν 

διάρκεια ενόσ καρζ, δθλαδι ςε 1/25 sec). Ζτςι ο αλγόρικμοσ κα πρζπει να διερευνθκεί και 

τροποποιθκεί ϊςτε να μπορεί να λειτουργεί ςε πραγματικό χρόνο. Μερικζσ ιδζεσ που 

πιςτεφουμε ότι κα οδθγοφςαν προσ αυτι τθν κατεφκυνςθ και κα μείωναν δραςτικά το χρόνο 

απόκριςθσ είναι θ επίλυςθ τθσ οπτικισ ροισ με κάποια multigrid [25] μζκοδο και θ ςυγγραφι 

του πθγαίου κϊδικα όλων των αλγορίκμων ςε C++ με χριςθ βιβλιοκθκϊν επεξεργαςίασ 

εικόνασ (όπωσ θ openCV) που χρθςιμοποιοφν ςετ εντολϊν MMX-SSE2.  

 

Επίςθσ ςθμαντικι επιβάρυνςθ ςτον χρόνο απόκριςθσ προκαλεί κατά τθν βελτιςτοποίθςθ θ 

αναγκαιότθτα πολλαπλϊν αρχικοποιιςεων και επανεκκινιςεων προκειμζνου να εντοπιςτεί 
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το ολικό ελάχιςτο ανάμεςα από πλικοσ (ανεπικφμθτων) ελαχίςτων. Στθν εργαςία αυτι 

είδαμε μια μζκοδο μείωςθσ ελαχίςτων θ οποία κατόρκωςε να μειϊςει αλλά όχι να εξαλείψει 

όλα τα ανεπικφμθτα ελάχιςτα. Αν ωςτόςο θ μζκοδοσ αυτι βελτιωκεί ϊςτε να εξαλείφει όλα 

τα ανεπικφμθτα ελάχιςτα, νζεσ προοπτικζσ δθμιουργοφνται αφοφ κα μποροφμε να 

εντοπίηουμε το ολικό ελάχιςτο δθλαδι τθν λφςθ με ζνα μόνο ςετ επαναλιψεων. Το 

υπολογιςτικό κζρδοσ από κάτι τζτοιο είναι προφανζσ. Εναλλακτικά ακόμα και αν ο αρικμόσ 

των ελάχιςτων δεν εξαλειφκεί εντελϊσ αλλά μειωκεί ςε ζνα εκ των προτζρων γνωςτό εφροσ 

τιμϊν κα ζχουμε τθν δυνατότθτα να εκτελοφμε μόνο όςα ςετ αρχικοποιιςεων και 

επανεκκινιςεων απαιτοφνται ωσ ότου εμφανιςτεί ο αναμενόμενοσ αρικμόσ ελάχιςτων. Ακόμα 

πικανολογοφμε ότι είναι δυνατι θ ανάπτυξθ μιασ τεχνικισ που βαςιηόμενθ ςτθν γνϊςθ του 

ςχιματοσ-«ανάγλυφου» τθσ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ και των ιδιομορφιϊν τθσ κα μπορεί να 

εντοπίηει άμεςα ζνα ελάχιςτο λαμβάνοντασ υπόψθ άλλα ιδθ γνωςτά. 

 

Τζλοσ κεωροφμε ότι κακζνα από τα ηθτιματα - προβλιματα που αντιμετωπίςαμε ςε αυτι τθν 

εργαςία ζχει τθν δράςθ του και τον δικό του αντίκτυπο ςτα ςφάλματα. Διατθροφμε τθν 

πεποίκθςθ ότι μελλοντικζσ επεμβάςεισ για βελτίωςθ ι επίλυςθ οποιουδιποτε από αυτά τα 

προβλιματα κα ςυνειςζφερε ςε μεγάλο βακμό ςτθν βελτίωςθ του τελικοφ αποτελζςματοσ. 
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