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ABSTRACT 

 

 In this Master Degree Thesis we study Fractal structures that produced 

by retrospective of relations and we examine the fractal geometry of 

them by calculating the asymptotic fractional dimension.  Developed by 

an algebraic formalism based on displacement and scaling operators 

that generate a stepping manner recurrence relations that determine 

the density functions of one dimensional Cantor fractal type. The 

solution of recursive relations by the method of Fourier transformation, 

allows the classification of types of mathematical fractal aggregates back 

to them. In the asymptotic limit of recursive relations calculated fractal 

dimension of one-dimensional fractal aggregates obtained. The whole 

issue of recursive fractal placed and developed in a broader 

mathematical context (measure theory, fractal geometry) and the wider 

natural or technological context (light scattering from fractal structures, 

technological applications). 
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ΕΛΣΑΓΩΓΘ 

       

     Τα μακθματικά ανζκακεν υπιρχαν από τθν αρχι τθσ δθμιουργίασ 

του κόςμου που ηοφμε. Θ ανκρωπότθτα προςπακοφςε να κατανοιςει 

τθν φφςθ για τθν βελτίωςθ των ςυνκθκϊν διαβίωςισ τθσ. Μζςα από 

πάμπολλεσ προςπάκειεσ κατάφερε μζςω τθσ δθμιουργίασ των φράκταλ 

να καταλάβει καλφτερα τθν φφςθ. 

      Από τα πρϊιμα χρόνια του προπτυχιακοφ μου ςτο τμιμα 

μακθματικϊν του Α.Ρ.Κ. είχα δείξει ιδιαίτερο ενδιαφζρον για να μάκω 

τον κόςμο των φράκταλ. Οι τότε κακθγθτζσ μου, μου ζδειξαν τα 

κατάλλθλα μονοπάτια γνϊςθσ να βαδίςω. Στο μεταπτυχιακό βρικα τθν 

ευκαιρία μου να εμβακφνω και να αςχολθκϊ πιο επαγγελματικά. Θ 

ζρευνα πάνω ςτον ςυγκεκριμζνο τομζα των μακθματικϊν ζγινε για 

μζνα μια ζμμονθ ιδζα. Ζτςι λοιπόν κατζλθξα ςτθν παροφςα 

μεταπτυχιακι διατριβι θ οποία αποτελεί ζνα δείγμα από τουσ καρποφσ 

τθσ γνϊςθσ που απζκτθςα.  

     Στο κεφάλαιο 1 ορίηουμε τισ δυςπρόςιτεσ ζννοιεσ όπωσ φράκταλ και 

φράκταλ διάςταςθ οι οποίεσ ςτθν ελλθνικι ορολογία δεν ζχουν ακόμα 

οριςτεί επαρκϊσ ςε κεωρθτικό επίπεδο. 

     Στο κεφάλαιο 2 αναφερόμαςτε ςτα μακθματικά που μασ χρειάηονται 

για να ορίςουμε τθν φράκταλ διάςταςθ που μασ χρειάηεται ζτςι ϊςτε 

να κατανοιςουμε το φράκταλ αντικείμενο μασ. 

      Στο κεφάλαιο 3 παρουςιάηουμε και δθμιουργοφμε όλα τα χριςιμα 

εργαλεία του φράκταλ αντικειμζνου μζςω παραδειγμάτων. 

      Στο κεφάλαιο 4 αςχολοφμαςτε με τθν φράκταλ διάςταςθ και τθν 

ζνταςθ κάποιων φράκταλ ςυςςωματωμάτων.    

      Οι ςχζςεισ που ζχουν αρικμό αναφζρονται μόνο για το κεφάλαιο 

ςτο οποίο βρίςκεται θ ςχζςθ. Ο αρικμόσ ςε άλλο κεφάλαιο αναφζρεται 

ςε άλλθ ςχζςθ.  
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1.1 Σι είναι φράκταλ και τι φράκταλ διάςταςθ; 

         Θ Μορφοκλαςµατικι Γεωμετρία (fractal geometry) αποτελεί ζνα 
κλάδο των μακθματικϊν, θ ανάπτυξθ του οποίου ζγινε δυνατι χάρθ 
ςτθν ςυνεχϊσ αναπτυςςόμενθ επιςτιµθ των υπολογιςτϊν. Στόχοσ τθσ 
ιταν θ ακριβζςτερθ περιγραφι των περιςςότερων φυςικϊν 
αντικειμζνων που µασ περιβάλλουν µε όςο  το  δυνατόν  μεγαλφτερθ  
ακρίβεια δεδομζνου του ότι θ κλαςςικι Ευκλείδεια Γεωμετρία αδυνατεί 
να προςφζρει. Θ δυνατότθτα που υπάρχει ςιµερα χάρθ ςτουσ Θ/Υ, 
δθλαδι θ εκτζλεςθ ςε ελάχιςτο χρόνο ενόσ τεράςτιου αρικµοφ 
μακθματικϊν υπολογιςµϊν, κατζςτθςε εφικτό τον κακοριςµό μιασ νζασ 
ςτακεράσ, τθσ Μορφοκλαςµατικισ - Φράκταλ ∆ιάςταςθσ (Fractal 
Dimension FD).  

       Τα φράκταλ ςαν ζννοια βρίςκονται λίγο εκτόσ πραγματικότθτασ. 
Από πρϊτθσ απόψεωσ ςαν λζξθ, προκαλεί φόβο, μα ςυνάμα δθμιουργεί 
και περιζργεια ςτουσ καρραλζουσ εξερευνθτζσ τθσ γνϊςθσ. Τα φράκταλ 
όπωσ κα ποφμε και παρακάτω ορίηονται γφρω ςτο 1970. Ραρόλα αυτά 
υπιρχαν ανζκακεν μζςα ςτθ φφςθ και χαρακτθριηόταν από τθν 
τυχαιότθτα και τθν αταξία όπωσ ορίηονται αυτά από τθν κεωρία του 
Χάουσ [1]. Τα φράκταλ πολλζσ φορζσ υποςκιάηονται από τισ πολφ 
όμορφεσ ηωγραφιζσ που πθγάηουν μζςα από αυτά. Αυτό το 
χαρακτθριςτικό των φράκταλ το ςυναντάμε ςτθν ιςτορία τθσ 
ανκρωπότθτασ και πιο ςυγκεκριμζνα ςτθν αιςκθτικι των βόρειων 
ευρωπαϊκϊν πολιτιςμϊν λίγο πριν τθν περίοδο τθσ αναγζννθςθσ. 
Συνικωσ με τισ ηωγραφιζσ αυτζσ ςτόλιηαν τουσ κρθςκευτικοφσ χϊρουσ 
[2,3],   
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Εικόνα 1: Σε κζλτικθ εκκλθςία του 13ου αιϊνα 

κακϊσ επίςθσ και ςε πλοφςια ςπίτια. Ραρόλο που ςαν επιςτιμθ δεν 
είχε ακόμα ανακαλυφκεί παρατθροφμε ότι θ ανκρωπότθτα 
χρθςιμοποιοφςε διάφορα ζργα άκελά τθσ μόνο και μόνο για τθ 
διακόςμθςθ χϊρων[4].   

 
Εικόνα 2: Στο δάπεδο πλοφςιου ςπιτιοφ ςτο βόρειο Λονδίνο. 

 

          Βλζπουμε λοιπόν ότι τα φράκταλ υπιρχαν ςτθ ηωι του ανκρϊπου, 
δίχωσ ο ίδιοσ να το γνωρίηει. Ραρόλθ τθν άγνοια που είχε για τθν 
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φπαρξθ τουσ είχε αντιλθφκεί από πολφ νωρίσ τθν αιςκθτικι ομορφιά 
τουσ. 

         H Γεωμετρία των φράκταλ προζκυψε από µια προςεκτικι μελζτθ 
τθσ φφςθσ. Ρολλά ςχιματα ςτθ φφςθ είναι τόςο ακανόνιςτα, θ μορφι 
τουσ είναι τόςο ανϊµαλθ, που, αν τα ςυγκρίνουμε µε εκείνα που 
μελετά θ Ευκλείδειοσ Γεωμετρία, κα παρατθριςουμε ότι θ φφςθ 
παρουςιάηει µια εικόνα πολφ πιο πολφπλοκθ και διαφορετικισ υφισ 
[5,6]. Για πλθρζςτερθ κατανόθςθ αναφζρεται ότι ζνα ςφννεφο δεν είναι 
ςφαίρα, ζνα βουνό δεν είναι κϊνοσ, οι καλάςςιεσ ακτζσ  
μιασ χϊρασ δεν είναι τόξα κφκλων, οφτε και θ τροχιά μιασ αςτραπισ 
είναι ευκεία γραμμι [7,8].  

 

Εικόνα 3: Το κακθμερινό φράκταλ μπρόκολο 

 
        Θ φπαρξθ των πολφπλοκων αυτϊν ςχθμάτων ςτθ φφςθ, τα οποία θ  
Ευκλείδεια Γεωμετρία παραλείπει να εξετάςει ωσ ςτεροφμενα 
ςυγκεκριμζνθσ μορφισ, υπιρξε θ αιτία που οδιγθςε ςτθ διερεφνθςθ 
τθσ μορφολογίασ του «άμορφου» [9]. Ζτςι θ Γεωμετρία των φράκταλ 
και θ χριςθ πρϊτα από τον Benoit Mandelbrot [5], ωσ μονάδασ 
μζτρθςθσ τθσ FD (fractal dimension), αςχολείται  µε τθ μελζτθ μιασ 
μεγάλθσ κατθγορίασ ανωμάλων, ακανόνιςτων αντικειμζνων [10]. Θ λζξθ 
φράκταλ προζρχεται  από  το λατινικό επίκετο fractus που ςθμαίνει 
ακανόνιςτο, ςπαςμζνο κομμάτι, κρφμμα.  



16 
 

      Σε κάκε ςθμείο του ευκλείδειου χϊρου (του φυςικοφ χϊρου που 
µασ περιβάλλει) αντιςτοιχεί ζνασ αρικμόσ ο οποίοσ καλείται 
“τοπολογικι διάςταςθ” του ςυνόλου. Ζτςι, για ζνα ςθμείο θ τοπολογικι 
διάςταςθ είναι μθδζν, για µια ευκεία ζνα, για ζνα κανονικό πολφγωνο 
(επιφάνεια) δφο και για ζνα κανονικό ςτερεό τρία. Εκτόσ από τθν 
τοπολογικι διάςταςθ ςε κάκε δομι αντιςτοιχεί και θ μορφοκλαςµατικι 
διάςταςθ των οποίων οι τιμζσ για το ςθμείο, τθν ευκεία και ζνα 
κανονικό ςτερεό  (π.χ. ςφαίρα) είναι ίδιεσ. Στισ ανϊμαλεσ και 
ακανόνιςτεσ γραμμζσ ι επιφάνειεσ όμωσ θ FD είναι διάφορθ του 
ακεραίου αρικµοφ. Θ διάςταςθ αυτι είναι ζνασ κλαςματικόσ αρικμόσ ο 
οποίοσ βρίςκεται μεταξφ δφο ακεραίων [11]. Μια δομι ονοµάηεται 
φράκταλ όταν ζχει τιμι διαφορετικι από τθν τοπολογικι τθσ διάςταςθ. 
Ζτςι π.χ. µια γραμμι, θ οποία διαφζρει τόςο από τθν ευκεία όςο και 
από τόξο  κφκλου, ζχει διάςταςθ περιλαμβανόμενθ μεταξφ του ενόσ και 
του δφο και τόςο πλθςιάηει το δφο, όςο πιο πολφ διαφζρει τθσ ευκείασ. 
Σε ζνα διςδιάςτατο ςφςτθμα μζτρθςθσ θ FD κα είναι μεταξφ του ζνα και 
του δφο ενϊ ςε ζνα τριςδιάςτατο μεταξφ του δφο και του τρία. 

       Θ τοπολογικι διάςταςθ για να τθν ορίςουμε λίγο πιο μακθματικά 
είναι πάντα ζνασ μθ αρνθτικόσ ακζραιοσ αρικμόσ. Για να λάβει μια 
λεπτότερθ μζτρθςθ τθσ πολυπλοκότθτασ ενόσ χϊρου, είναι ουςιαςτικό 
να υπάρξει ζνασ τρόποσ “να μετράμε πράγματα”. Επομζνωσ, κα 
υποκζςουμε ότι ο χϊροσ μασ Χ είναι ζνασ μετρικόσ χϊροσ με μια 
μετρικι d. Κατά ςυνζπεια, προςπακοφμε να ενϊςουμε με ζναν δρόμο 
τθν χϊρα τθσ τοπολογίασ με αυτιν τθσ γεωμετρίασ. Οπότε γίνεται 
αντιλθπτό πόςο ιςχυρό εργαλείο είναι θ FD [13]. 

       Θ μζτρθςθ πραγμάτων διαδραματίηει ζναν μεγάλο ρόλο ςτον 
λογιςμό και όχι μόνο. Μακαίνουμε πϊσ να υπολογίηουμε τα μικθ των 
καμπυλϊν, τα εμβαδά των περιοχϊν και τουσ όγκουσ των ςτερεϊν. 
Αξίηει λοιπόν να δοφμε πϊσ γίνεται, πριν αντιμετωπίςουμε το κζμα των 
φράκταλ. Αρχίηουμε με απλοφσ γεωμετρικοφσ αρικμοφσ που ξζρουμε 
πϊσ να μετριςουμε. Το μικοσ του ευκφγραμμου τμιματοσ των ςθμείων  
           και            είναι: 

 

                 
         

                 

 

      Σφμφωνα με τον τφπο του Ρυκαγόρα, το εμβαδόν ενόσ ορκογωνίου 
είναι το γινόμενο του μικουσ επί το πλάτοσ του. Για ζνα γενικότερο 
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κακοριςμζνο ςχιμα s, προςπακοφμε να προςεγγίςουμε το s από μια 
πεπεραςμζνθ ζνωςθ μικρϊν αντίγραφων απλϊν αντικειμζνων όπωσ π.χ. 
το ορκογϊνιο. Για να επιςτρζψουμε ςτθν περίπτωςθ μιασ καμπφλθσ 
δουλεφουμε πάλι προςεγγιςτικά. Ζνα παράδειγμα μιασ καμπφλθσ που 
προςεγγίηεται από μια ακολουκία γραμμικϊν τμθμάτων, θ οποία 
καλείται ςυνικωσ πολυγωνικι καμπφλθ.     

 

Εικόνα 4:Προςζγγιςθ μιασ καμπφλθσ από μια πολυγωνικι. 

       Κατόπιν το κατά προςζγγιςθ μικοσ τθσ καμπφλθσ είναι το άκροιςμα 
των μθκϊν των γραμμικϊν τμθμάτων. Το δυςνόθτο μζροσ είναι να 
επιλεχτοφν οι λεπτότερεσ και ακόμθ λεπτότερεσ προςεγγίςεισ κατά 
τζτοιο τρόπο ϊςτε το μικοσ του μεγαλφτερου τμιματοσ να τείνει ςτο 0. 
Εάν το L, το οποίο είναι πεπεραςμζνο, είναι το άκροιςμα των μθκϊν 
των γραμμικϊν τμθμάτων, τότε λζμε ότι θ καμπφλθ είναι ςυνεχϊσ 
καμπυλϊςιμθ (rectifiable) και ότι το μικοσ τθσ καμπφλθσ είναι L. Για τισ 
περιοχζσ, χρθςιμοποιοφμε το ίδιο είδοσ του ςυλλογιςμοφ 
προςεγγίηοντασ το εμβαδόν από μια ζνωςθ των μικρϊν ορκογωνίων. 

        Αυτά τα επιτεφγματα του λογιςμοφ ςυναντοφν τθν παντελι 
αποτυχία κατά τθν προςπάκεια να μετριςουμε ζνα ςφνολο γραμμϊν 
όπωσ τθν snowflake Koch καμπφλθ [13]. 
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Εικόνα 5: Ζνα δείγμα τθσ snowflake Koch καμπφλθσ. 

 
       Οι παραγωγίςεισ που προζρχονται κατά τον υπολογιςμό του L , το 

οποίο ςυνδζεται με τθν καμπφλθ Koch, ςτθν πραγματικότθτα είναι 

πολυγωνικζσ προςεγγίςεισ ςτθν καμπφλθ [10]. Θ ν-θ παράγωγοσ ζχει 

   γραμμικά τμιματα τα οποία τζμνει, κάκε μια τθσ οποίασ ζχει 

μζτρο     , υποκζτοντασ ότι αρχίςαμε με τθν μθδενικι παράγωγο 

που είναι ζνα τμιμα του μικουσ 1. Ζτςι το ςυνολικό μικοσ τθσ 

πολυγωνικισ καμπφλθσ είναι             , το οποίο τείνει ςτο   

κακϊσ    . (παραδείγματοσ χάριν, 
    

    
         )[10]  

       Μπορεί να αποδειχκεί ότι ανεξάρτθτα από το πόςο 

προςεγγίηουμε τθν καμπφλθ Koch, τα μικθ των προςεγγίςεων 

τείνουν ςτο   ςε ζνα ςυγκρίςιμο ποςοςτό. Αυτό το χαρακτθριςτικό 

γνϊριςμα φράκταλ των καμπυλϊν ιταν ζνα ςθμαντικό κίνθτρο για 

τον Mandelbrot, για να ςυνδζςει τθν φράκταλ γεωμετρία με τθ φφςθ. 

Στο Άρκρο “Mandelbrot: Ρόςο μακρφσ είναι θ ακτι τθσ Μεγάλθσ 

Βρετανίασ;” (Mandelbrot:How long is the coast of Britain?) 

εξερευνάται ακριβϊσ πϊσ τα γεωγραφικά όρια εκκζτουν το ίδιο 

φαινόμενο. Οι αρικμοί 4 και 3 δίνουν μια καλφτερθ ζννοια ςτθν 

πολυπλοκότθτα τθσ καμπφλθσ Koch από το άπειρο μικοσ τθσ, και εδϊ 

είναι το ςθμείο όπου δθμιουργείται θ διάςταςθ φράκταλ [14].  

       Ππωσ ςτθν τοπολογικι διάςταςθ, θ διάςταςθ φράκταλ αρχίηει με 

μια κάλυψθ   ςτο δεδομζνο αντικείμενο s από τισ ανοικτζσ ςφαίρεσ 

       . Καλοφμε τθν κάλυψθ ε - κάλυψθ εάν θ ακτίνα r 

οποιαςδιποτε ςφαίρασ ςτθν κάλυψθ ικανοποιεί τθν ςχζςθ    . 

Υποκζτουμε ότι το s είναι κλειςτό ςφνολο, και θ κάλυψθ   ζχει το 
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μικρότερο αρικμό ςφαιρϊν. Κζτουμε αυτόν τον αρικμό των ςφαιρϊν 

να είναι     . Για τθν καμπφλθ Koch, ο ελάχιςτοσ αρικμόσ ε-ςφαιρϊν 

με το        είναι κατά προςζγγιςθ        . Με τθν βοικεια 

του λογαρίκμου, μποροφμε να ςυνάψουμε μια ςχζςθ μεταξφ ε και 

     . Κατ' αρχάσ, παίρνουμε τουσ λογάρικμουσ: 

                                          

και                                                

Ραρατθροφμε λοιπόν ότι και οι δυο ςχζςεισ είναι ανεξάρτθτεσ από το 

ε. Ραίρνοντασ τισ (Α) και (Β) καταλιγουμε ςε μια αναλογία αυτϊν των 

δφο λογαρίκμων: 

    
           

      
 

    

    
      

Άρα θ φράκταλ διάςταςθ τθσ καμπφλθσ του Koch είναι 1.26. Τι όμωσ 

ςθμαίνει το 1.26; Τι εννοοφμε με τθν φράςθ που διατυπϊςαμε 

παραπάνω; 

      Γενικεφοντασ λοιπόν το παραπάνω παράδειγμα ςτθν γενικι φφςθ 
του προβλιματοσ ζχουμε τθν εξίςωςθ Richardson-Mandelbrot να 
αποτελεί μακθματικι βάςθ για τθν κατανόθςθ των μορφοκλαςματικϊν 
γεωμετρικϊν δοµϊν, τθ μζτρθςθ και τθν ερμθνεία τουσ θ οποία δίνεται 
από τον τφπο:    

                                                                                                      (1) 

όπου  L(ε)  είναι  το μικοσ (περίμετροσ) του ακανόνιςτου ςχιματοσ που 
μετροφμε, ε θ μονάδα μζτρθςθσ μικουσ που χρθςιμοποιείται για να 
μετριςουμε τθν περίμετρο, N(ε) ο αρικμόσ των μονάδων μζτρθςθσ που 
είναι απαραίτθτεσ για να καλφψουν τθν περίμετρο      όπου 
        . Θ D λοιπόν ζχει ονομαςτεί ωσ θ ςτακερά του Hausdorff θ 
οποία όταν είναι διάφορθ και μεγαλφτερθ από τθν τοπολογικι 
διάςταςθ όπωσ  περιγράφθκε ιδθ ορίηεται ωσ μορφοκλαςµατικι - 
φράκταλ διάςταςθ, Fractal Dimension, FD. Επομζνωσ θ εξίςωςθ (1) 
γίνεται:  

                                                                                                              (2) 
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Μετατρζποντασ τθν παραπάνω εξίςωςθ ςε λογαρικμικι ιςχφει: 

                                                 
         

    
 

 
 

                                                      (3) 

      Θ FD είναι πάντα κετικόσ αρικµόσ, ορίηεται από τθν τιμι τθσ κλίςθσ 
τθσ ευκείασ τθσ λογαρικμικισ εξίςωςθσ και δεν είναι κατ’ανάγκθ 
ακζραιοσ αρικµόσ.  

      Ρρϊτου ςυνεχίςουμε όμωσ οφείλουμε να δϊςουμε ζναν πιο 

μακθματικό οριςμό ςτθν ζννοια τθσ FD:   

   Ζςτω ότι το s είναι ζνα ςυμπαγζσ υποςφνολο ενόσ μετρικοφ χϊρου. 

Για κάκε    , το      είναι ο μικρότεροσ αρικμόσ ςφαιρϊν ακτίνασ 

    απαραίτθτοσ για να καλυφκεί το ςφνολο s. Το D λοιπόν καλείται 

φράκταλ διάςταςθ του s και δίνεται από τον τφπο: 

      
    

         

       
 

      Στθν ερϊτθςθ που είχαμε κάνει πριν δθλαδι πωσ θ ζννοια τθσ FD  

αντιςτοιχεί ςτθ ςυνθκιςμζνθ ζννοια τθσ τοπολογικισ διάςταςθσ πρζπει 

κατ' αρχάσ να εξετάςουμε μια ςυνεχι καμπφλθ s. Σε αυτιν τθν 

περίπτωςθ, ζνασ δίςκοσ ακτίνασ ε καλφπτει ζνα κομμάτι περίπου 2ε 

πολφ. Ζτςι ο αρικμόσ των δίςκων είναι κατά προςζγγιςθ: 

          

,όπου το L είναι το μικοσ τθσ καμπφλθσ. Κατόπιν ζχουμε ότι: 

                

Θ διάςταςθ D εμφανίηεται ωσ αρνθτικόσ αρικμόσ του εκκζτθ ε ςτο νόμο 

αφξθςθσ για     . Ζτςι, βλζπουμε ότι θ φράκταλ διάςταςθ μιασ 

ςυνεχοφσ καμπφλθσ είναι 1. Ομοίωσ, για το εμβαδόν μιασ περιοχισ Α, 

ζνασ δίςκοσ ακτίνασ ε καλφπτει περιοχι    . Ωσ εκ τοφτου λοιπόν,  

                      

οι δίςκοι που απαιτοφνται για να καλυφκεί. Οπότε θ φράκταλ διάςταςθ 

του εμβαδοφ μιασ περιοχισ είναι 2. Μια από τισ πολλζσ ιδιότθτεσ τθσ  

φράκταλ διάςταςθσ FD είναι ότι είναι πάντα μεγαλφτερθ ι ίςθ τθσ 
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τοπολογικισ διάςταςθσ   . Επίςθσ, εάν το κακοριςμζνο s 

περιλαμβάνεται μζςα ςτο   , θ φράκταλ διάςταςθ FD του   είναι 

πάντα μικρότερθ ι ίςθ του n. Επομζνωσ, θ φράκταλ διάςταςθ 

χρθςιμεφει ωσ μια παρεμβολι τθσ τοπολογικισ διάςταςθσ [14].  

      Υπάρχουν πολλζσ ατζλειεσ και οξφνοιεσ ςτουσ διάφορουσ οριςμοφσ 

των κλαςματικϊν διαςτάςεων. Ζνα ςοβαρό πρόβλθμα είναι για τα 

οριςμζνα ςυμπαγι υποςφνολα των οποίων τα όρια                

μπορεί να μθν υπάρχουν. Αφετζρου, κάποιοσ μπορεί να ςκεφτεί ότι 

χρειαηόμαςτε μόνο τισ ςφαίρεσ ακτίνασ ακριβϊσ ίςεσ με ε, αντί λιγότερο 

ι ίςο προσ ε. Εντοφτοισ, υπάρχουν ςυμπαγι ςφνολα για τα οποία οι δφο 

διαφορετικοί οριςμοί τθσ διάςταςθσ οδθγοφν ςε διαφορετικά 

αποτελζςματα. Οι πακολογικζσ πτυχζσ τθσ διάςταςθσ ζχουν απαιτιςει 

βακιζσ αναλυτικζσ μελζτεσ. Στισ εφαρμογζσ ςτθ φυςικι επιςτιμθ, 

ςυνθκίηεται θ άποψθ ότι τα φράκταλ που εμφανίηονται ςτθ φφςθ να 

ςυμπεριφζρονται καλά όςον αφορά τον υπολογιςμό τθσ διάςταςισ 

τουσ. Αυτό είναι κάπωσ ειρωνικό δεδομζνου ότι θ γζνεςθ τθσ “ φράκταλ 

γεωμετρίασ τθσ φφςθσ” ιταν θ απόρριψθ ότι θ φφςθ πρζπει να 

περιγράφεται από τα ομαλά αντικείμενα τθσ κλαςςικισ γεωμετρίασ.  

       Θ FD, μετά τθν ειςαγωγι τθσ ζννοιασ από τον Mandelbrot, ζχει  

διαπιςτωκεί ότι μπορεί να χαρακτθρίςει κάκε αντικείμενο που υπάρχει 

ςτθ φφςθ [15]. Ζτςι φαίνεται ότι οι ευκλείδειεσ ακζραιεσ διαςτάςεισ,  

αποτελοφν ςιµερα µάλλον τθν εξαίρεςθ παρά τον κανόνα, ςε όλεσ τισ 

φυςικζσ κλίμακεσ. Ζννοιεσ και φαινόμενα τα οποία δεν μποροφςαν να  

προβλεφκοφν και διζπονταν από τθ κεωρία του χάουσ μποροφν να  

ερμθνευτοφν και να αποδοκοφν µε μακθματικι εξιγθςθ ςτθριηόμενθ  

ςτον υπολογιςμό των φράκταλ. Χαρακτθριςτικόσ άλλωςτε είναι ο τίτλοσ 

του ςυγγράμματοσ του B.B. Mandelbrot «Θ  μορφοκλαςµατικι  

γεωμετρία  τθσ  φφςεωσ» (The  fractal geometry of nature), ςτο οποίο θ 

διάςταςθ αυτι αναγνωρίηεται ςε µια πλειάδα φυςικϊν  καταςτάςεων  

και μορφϊν, από τθ μορφι των ακτϊν όπωσ προείπαμε μζχρι τθν 

καταγραφι τθσ κερμοκραςίασ μιασ περιοχισ. Δφο χαρακτθριςτικά 

παραδείγματα φυςικϊν αντικειμζνων που εκδθλϊνεται θ αυτό-

ομοιότθτα είναι το κουνουπίδι και θ φτζρθ [10]. Δθλαδι:  
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      α. Αν από ζνα κουνουπίδι αποςπάςουμε ζνα κομμάτι κα 

διαπιςτϊςουμε ότι αυτό κα μοιάηει με το αρχικό, κα είναι ζνα 

μικρότερο αντίγραφο.  

 

Εικόνα 6: Σο κουνουπίδι ωσ μακθματικό αντικείμενο μελζτθσ 

      Αν από το πρϊτο αποςπάςουμε ζνα κομμάτι κα διαπιςτϊςουμε ότι 

είναι ακόμα μικρότερο αλλά εξακολουκεί να μοιάηει με το αρχικό. 

Συνεχίηοντασ αυτι τθ διαδικαςία, κάποια ςτιγμι, δεν κα ιςχφει θ 

ιδιότθτα τθσ αυτό-ομοιότθτασ, κάπου κα "ξεκωριάςει". Το κουνουπίδι 

είναι ζνα φυςικό φράκταλ μιασ και διακζτει τθν ιδιότθτα τθσ αυτό-

ομοιότθτασ. 

.      β. Θ φτζρθ ανικει ςτθν κατθγορία των φυτϊν που εκδθλϊνουν τθν 

ιδιότθτα τθσ αυτό-ομοιότθτασ με τον καλφτερο τρόπο. Μια φτζρθ 

αποτελείται από φφλλα κακζνα από τα οποία αποτελείται από πολλά 

μικρότερα. Και αυτά ακόμα τα μικρά φφλλα αποτελοφνται από ακόμα 

μικρότερα που διατθροφν τθν ίδια δομι με τθ φτζρθ.  
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Πςο από πιο κοντά παρατθροφμε μια φτζρθ τόςο περιςςότερεσ 

λεπτομζρειεσ βλζπουμε. 

 

Εικόνα 7,8,9 : Φφλλο φτζρθσ ςε κλίμακα 1:1 , 1:2 και 1:4 αντίςτοιχα 

 

Θ φτζρθ είναι και αυτι με τθ ςειρά τθσ ζνα φυςικό φράκταλ μιασ 

και διακζτει τθν ιδιότθτα τθσ αυτό-ομοιότθτασ. 

1.2 Σι είναι όμωσ αυτό-ομοιότθτα; 

      Κατά τον Mandelbrot θ Γεωμετρία των φράκταλ παρζχει λφςεισ ςε 
ζνα ςφνολο προβλθμάτων. Μια χαρακτθριςτικι ιδιότθτα των φράκταλ 
είναι θ αυτό-ομοιότθτα (self-similarity) είναι ότι θ δομι που 
παρουςιάηουν όταν θ παρατιρθςθ γίνεται υπό μικρι κλίμακα είναι θ 
ίδια µε εκείνθ  που παρουςιάηουν όταν θ παρατιρθςθ γίνεται υπό 
μεγαλφτερθ  κλίμακα ι τα αντικείμενα παρουςιάηουν το φαινόμενο 
μικρά τμιματά τουσ να είναι αντίγραφα ι να μοιάηουν µε το όλο [10,8]. 
Θ ζννοια τθσ αυτό-ομοιότθτασ περιλαμβάνει επομζνωσ δφο κυρίωσ 
είδθ. 

      Το πρϊτο είδοσ είναι θ γεωμετρικι αυτό-ομοιότθτα όπου το κάκε 
αντικείμενο είναι  ακριβζσ αντίγραφο του αρχικοφ και θ μορφολογία 
αυτι αποκαλφπτεται ςε διαδοχικζσ μεγεκφνςεισ τθσ αρχικισ μορφισ. 
Ζνα παράδειγμα φυςικοφ φράκταλ που παρουςιάηει γεωμετρικι αυτό-
ομοιότθτα  είναι  το  φφλλο τθσ  φτζρθσ, το οποίο εξετάςαμε πιο πριν. 
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Εικόνα 10: Σο φφλλο τθσ φτζρθσ παραγόμενθ από γραφικό ςχεδιαςμό. 

 

      Θ " φράκταλ φτζρθ" παράγεται εντελϊσ από φράκταλ. Θ εικόνα (10) 

δεν είναι μια ψθφιακι φωτογραφία - είναι απολφτωσ παραγόμενθ από 

υπολογιςτι.  

      Το δεφτερο είδοσ είναι θ καλοφμενθ ςτατιςτικι αυτό-ομοιότθτα που 

παρουςιάηουν για παράδειγμα τα ςφννεφα, θ ακτογραμμι ι τα 

βιολογικά αντικείμενα και που ςε διαδοχικζσ μεγεκφνςεισ του αρχικοφ 

αντικειμζνου δεν αποκαλφπτουν εικόνεσ  οπτικά όμοιεσ µε τθν αρχικι 

αλλά ςχιματα µε διαρκϊσ μεγαλφτερεσ λεπτομζρειεσ που διακζτουν τισ 

ίδιεσ ςτατιςτικζσ ιδιότθτεσ µε το αρχικό ςχιμα, ςφμφωνα µε τισ 

εξιςϊςεισ που αναφζρκθκαν. Σε περίπτωςθ που δε διακζτουν τισ ίδιεσ 

ςτατιςτικζσ ιδιότθτεσ µε το αρχικό ςχιμα είναι απαραίτθτθ θ μζγιςτθ 

μεγζκυνςθ πάνω από τθν  οποία θ ανάλυςθ δεν αναδεικνφει περαιτζρω 

λεπτομζρειεσ για τον κακοριςµό τθσ ακανόνιςτθσ δομισ. 

      Πταν βλζπουμε από το διάςτθμα, τθν ακτι ενόσ νθςιοφ όπωσ τθ 

Μεγάλθ Βρετανία, όπου μπορεί να φανεί θ ολότθτά του ςε μια ματιά, 

παρουςιάηει μια τυχαία, οδοντωτι εμφάνιςθ. Κακϊσ πλθςιάηουμε το 

νθςί, θ μεγάλθσ κλίμακασ αίςκθςθ τθσ ακτισ, εξαφανίηεται 

επιτρζποντασ μασ να δοφμε τισ μικρότερεσ λεπτομζρειεσ των κζςεων 

όπου ο βράχοσ ςυναντά τθ κάλαςςα [14]. Αλλά ςε αυτιν τθν μικρι 

απόςταςθ, θ εντφπωςθ είναι ακόμα θ ίδια με αυτιν από το διάςτθμα, 

ότι δθλαδι θ ακτι φαίνεται τυχαία και οδοντωτι. Εάν πάμε ακριβϊσ 

πάνω από το βράχο, και βάλουμε το κεφάλι μασ πολφ κοντά ςτο νερό 

κα παρατθριςουμε το ίδιο πράγμα: μια οδοντωτι ςυνεδρίαςθ βράχου 
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ςτο νερό. Στθ φφςθ και τον αφθρθμζνο κόςμο τθσ γεωμετρίασ, θ γενικι 

εμφάνιςθ μερικϊν αντικειμζνων δεν αλλάηει ποτζ, ανεξάρτθτα από το 

πόςο κοντά ι μακριά είμαςτε από το αντικείμενο όταν το βλζπουμε. 

      Αντί να βγοφμε ζξω ςτθ φφςθ όμωσ και να ψάχνουμε να 

παρατθριςουμε αντικείμενα με τθν ιδιότθτα τθσ αυτό-ομοιότθτασ 

μποροφμε να δθμιουργιςουμε εμείσ με τθν βοικεια μόνο ενόσ ςτυλοφ 

και μίασ κόλασ χαρτιοφ [17]. Μποροφμε να κάνουμε μια φράκταλ 

μορφι με τθ χρθςιμοποίθςθ μιασ απλισ τεχνικισ. Αρχίηουμε με ζνα 

ευκφγραμμο τμιμα. Σβινουμε το μζςο τρίτο του ευκυγράμμου 

τμιματοσ και βάηουμε ςτθ κζςθ του ζνα μεγάλο, ανάποδα "V" ζτςι 

ϊςτε οι άκρεσ του "V" να ςυνδζονται με τα υπόλοιπα τμιματα γραμμϊν 

και κάκε πλευρά του "V" να ζχει το ίδιο μικοσ με το αφαιροφμενο 

τμιμα. Μόλισ δθμιουργιςαμε μια νζα μορφι που ζχει τϊρα τζςςερα 

τμιματα γραμμϊν αντί ακριβϊσ ενόσ. 

       Τϊρα, ςε κάκε ζνα από τα τζςςερα νζα τμιματα γραμμϊν, 

επαναλαμβάνουμε αυτιν τθν διαδικαςία. Σβινουμε το μζςο τρίτο του 

τμιματοσ των γραμμϊν και βάηουμε ςτθ κζςθ του ζνα ανάποδο "V" 

όπωσ πριν. Κάνουμε αυτό για κάκε τμιμα γραμμϊν. Συνεχίηουμε τθ 

διαδικαςία κατά τρόπο αόριςτο. Αυτι θ επαναλθπτικι καταςκευι 

δθμιουργεί μια φαινομενικά τυχαία, ςφνκετθ μορφι που καλείται 

καμπφλθ του Koch τθσ οποίασ τθν FD τθν ζχουμε υπολογίςει παραπάνω. 

Αλλά επειδι θ μορφι ζγινε ςφμφωνα με ζναν ακριβι τφπο ςτον οποίο 

ζνα τμιμα γραμμϊν άλλαξε μετά από το ςβιςιμο του ενόσ τρίτου αυτισ 

κα διαπιςτϊςουμε λοιπόν ότι όπωσ εξετάηουμε τθ μορφι (μετά από 

τρεισ φορζσ), κα εμφανιςτεί ακριβϊσ θ ίδια όπωσ ζγινε όταν 

αντιμετωπίηεται ςε μια μεγαλφτερθ κλίμακα. Κάκε μεγζκυνςθ πάνω 

από τρεισ φορζσ κα παρουςιάςει τθν ίδια μορφι. Αυτι θ ιδζα είναι 

κάπωσ αντίκετθ προσ τθ διαίςκθςι μασ, θ οποία επιμζνει ότι μια 

ςφνκετθ μορφι πρζπει να γίνει απλοφςτερθ δεδομζνου ότι τθν 

εξετάηουμε περιςςότερο. Ο παράγοντασ τθσ μεγζκυνςθσ και ο αρικμόσ 

των νζων μονάδων που ειςάγονται με κάκε αλλαγι τθσ μορφισ είναι 

ςθμαντικζσ ιδιότθτεσ που κακιερϊνουν τθ διάςταςθ φράκταλ.   

      Δφο τρόποι ζχουν διατυπωκεί για να προςεγγιςτεί και να εκτιμθκεί 

θ φράκταλ διάςταςθ: θ μζκοδοσ τθσ καταμζτρθςθσ τετραγϊνων (box 
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counting method) που είναι και θ ευρζωσ χρθςιμοποιοφμενθ και θ 

μζκοδοσ διαδοχικϊν βθμάτων (structured walk technique).  

      Με τθ μζκοδο τθσ καταμζτρθςθσ τετραγϊνων για να μελετιςουμε 

µια φράκταλ δομι καλφπτουμε το αντικείμενο µε ζνα πλζγμα 

τετραγϊνων ςε επαφι μεταξφ τουσ, αρικµοφ Ν µε πλευρά μεγζκουσ ε. 

Θ FD ορίηεται από τθν κλίςθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ που προκφπτει 

από το        του αρικµοφ των τετραγϊνων προσ το          για 

τετράγωνα μελζτθσ διαφόρου μικουσ πλευράσ ε. Θ ειςαγωγι του 

λογάρικμου επιβάλλεται ζτςι ϊςτε να μικρφνουν οι τιμζσ του 

πειράματοσ και να γίνει πιο εφκολθ θ μελζτθ του. H πρϊτθ εφαρμογι 

τθσ FD ζγινε από τον Mandelbrot και αφοροφςε τθ μζτρθςθ και 

απόδοςθ μιασ τιμισ ςε µια ακτι ανεξάρτθτα από τθ χρθςιμοποιοφμενθ 

κλίμακα [14]. Ζνα τμιμα τθσ παραλιακισ γραμμισ κάποιασ χϊρασ είναι 

ζνα αντικείμενο με φράκταλ δομι. Ρρόκειται για µια ανϊμαλθ 

καμπφλθ, το μικοσ τθσ οποίασ είναι προφανϊσ, μεγαλφτερο από το 

ευκφγραμμο τμιμα που ενϊνει τα δφο άκρα τθσ. Αν επιχειρθκεί να 

υπολογιςτεί το “ακριβζσ” μικοσ τθσ κεωροφμενθσ ακτισ κα 

διαπιςτωκεί ότι αυτό είναι πάρα πολφ μεγάλο και τόςο ακακόριςτο 

ϊςτε είναι προτιμότερο να κεωρθκεί άπειρο. Ρρόκειται δθλαδι για µια 

µθ ευκφγραμμθ καμπφλθ. Θ παρατιρθςθ αυτι οδθγεί ςτο ςυμπζραςμα 

ότι θ κλαςςικι ζννοια του μικουσ είναι ακατάλλθλθ για ποςοτικι 

ςφγκριςθ τζτοιων μεγεκϊν και αυτό επιτυγχάνεται με τθν ζννοια τθσ FD 

που μπορεί να αποδϊςει αυτζσ τισ μετριςεισ. 

 

 

 

 

 

 

       

Εικόνα 11: Μεγζκυνςθ και ςμίκρυνςθ ςε μια ακτογραμμι 
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      Στθν Ευκλείδεια Γεωμετρία ζχει κακιερωκεί θ ζννοια "ομοιότθτα". 

Δφο ευκφγραμμα γεωμετρικά ςχιματα είναι όμοια αν ζχουν τθν ίδια 

μορφι ανεξάρτθτα από το μζγεκόσ τουσ *16+. Οφείλουν να ζχουν τισ 

πλευρζσ τουσ ανάλογεσ και τισ γωνίεσ που ςχθματίηονται από ομόλογεσ 

πλευρζσ τουσ ίςεσ μία προσ μία. Στο παρακάτω ςχιμα εφκολα 

διαπιςτϊνουμε ότι "κακζνα από τα μικρά τραπζηια είναι αντίγραφα του 

μεγαλφτερου τραπεηίου". 

 

Εικόνα 12: Ζνα ιςοςκελζσ τραπζηιο από ιςοςκελι τραπζηια 

Ασ παρατθριςουμε και τθν ακόλουκθ ςειρά γεωμετρικϊν ςχθμάτων: 

 

Εικόνα 13: χιματα που ςχεδιάςτθκαν από τον ίδιο τουσ το εαυτό. 

     Και ςε αυτιν τθν περίπτωςθ ςυμπεραίνουμε ότι το κακζνα από τα 

ςυνιςτοφντα μζρθ είναι αντίγραφο του μεγαλφτερου. Μποροφμε να 

λζμε ότι τα παραπάνω ςχιματα χαρακτθρίηονται από τθν ιδιότθτα τθσ 

αυτό-ομοιότθτασ. Δθλαδι θ ιδιότθτα τθσ «αυτό-ομοιότθτασ» ωσ 

ζννοιασ, διευρφνει τθν γνωςτι γεωμετρικι ζννοια τθσ ομοιότθτασ. Πλα 

τα μζρθ του είναι όμοια μεταξφ τουσ κακϊσ και με το αρχικό. Τα 

παραπάνω παραδείγματα δείχνουν ότι θ ζννοια που μασ ενδιαφζρει 

εμφανίηεται ςε γεωμετρικά ςχιματα τα οποία δεν είναι φράκταλ. 

      Θ ςτοιχειϊδθσ μοντελοποίθςθ μιασ φτζρθσ μπορεί να 

πραγματοποιθκεί με τθ χριςθ ενόσ υπολογιςτικοφ περιβάλλοντοσ. Ζνα 

μικρό πρόγραμμα που περιλαμβάνει πολλαπλζσ αναδρομικζσ κλιςεισ, 

ςυνικωσ, είναι αρκετό για να μοντελοποιιςουμε οριςμζνα 

ενδιαφζροντα μακθματικά φράκταλ όπωσ για παράδειγμα θ φτζρθ, το 

τρίγωνο του Sierpinski, τα φράκταλ δζντρα και θ χιονονιφάδα του Koch. 
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      Τα φράκταλ ζχουν βρει μια κζςθ ςτον τομζα τθσ ςτατιςτικισ 

φυςικισ με τθ βοικεια των οποίων αναλφονται οι μιγαδικοί και τα 

τυχαία- γεγονότα όπωσ οι μεταβάςεισ φάςθσ και θ διάχυςθ των αερίων. 

Οι ιςχυρζσ ςυνδζςεισ μεταξφ τθσ διάςταςθσ φράκταλ και των χαοτικϊν 

κινιςεων ζχουν βοθκιςει να δθμιουργιςουν ζναν νζο κλάδο 

αποκαλοφμενο κεωρία του χάουσ. Οι μακθματικοί και οι επιςτιμονεσ 

υπολογιςτϊν ζχουν χρθςιμοποιιςει φράκταλ για να ςυμπιζςουν τισ 

εικόνεσ υπολογιςτϊν, για τθν αποκικευςθ ςτοιχείων και για τθ γριγορθ 

μετάδοςθ πζρα από τα δίκτυα υπολογιςτϊν. Αλλά ίςωσ ο πιο αξιόλογοσ 

και γνωςτόσ τρόποσ εφαρμογισ των φράκταλ είναι ςτθν εικαςτικι 

τζχνθ, όπου οι υπολογιςτζσ ζχουν χρθςιμοποιιςει φράκταλ που 

παράγουν προγράμματα, για να δθμιουργθκοφν εκπλθκτικά όμορφα 

ςχζδια και εικόνεσ που φαίνονται να περικλείουν ζναν ολόκλθρο κόςμο 

μζςα ςε τουσ. Με τουσ υπολογιςτζσ, μποροφμε να παράγουμε όμορφθ 

τζχνθ από τουσ μιγαδικοφσ αρικμοφσ [18,19,20,21].  

      Τα φράκταλ ξεκινοφν με ζναν μιγαδικό αρικμό. Κάκε μιγαδικόσ 

αρικμόσ παραχκείσ δίνει μια τιμι ςε κάκε pixel ςτθν οκόνθ. Πςο 

υψθλότεροσ ο αρικμόσ επαναλιψεων, τόςο καλφτερθ θ ποιότθτα τθσ 

εικόνασ. 

 

Εικόνα 14: Εικόνα από το Julia set 

Κοινά φράκταλ είναι βαςιςμζνα ςτo Julia Set και το ςφνολο Mandelbrot. 

(Εικόνεσ (14) και (15)) 
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Εικόνα 15: Εικόνα από το Mandelbrot set 

Οι φράκταλ αλγόρικμοι ζχουν χρθςιμοποιθκεί επίςθσ από τουσ 

γραφίςτεσ για να απεικονίςουν τεχνθτά τα τοπία τθσ φφςθσ, όπωσ τισ 

ςειρζσ των βουνϊν, τα δζντρα και τα δάςθ, οι οποίεσ είναι εντυπωςιακά 

ρεαλιςτικζσ ςτθν εμφάνιςθ [22, 23, 24,25,26].  
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ΚΕΦΑΛΑΛΟ 2 

ΤΑ ΜΑΚΘΜΑΤΛΚΑ ΤΩΝ ΦΑΚΤΑΛ ΔΛΑΣΤΑΣΕΩΝ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



34 
 

ΕΙΑΓΩΓΗ 

      Εάν ζχουμε γεωμετρικά ςφνολα (ευκφγραμμα τμιματα, ευκείεσ, 

τετράγωνα, τρίγωνα, κφκλουσ κ.ο.κ.) θ μζτρθςι τουσ γίνεται με τθν 

χριςθ των μικουσ, εμβαδοφ και όγκου, δθλαδι ςτθν ουςία με τθν 

βοικεια του μζτρου Lebesque ςτουσ Ευκλείδειουσ χϊρουσ 

            Στθν περίπτωςθ όμωσ των φράκταλ που κα 

καταςκευάςουμε παρακάτω , θ μζτρθςθ με το εν λόγω μζτρο δεν μασ 

δίνει πλθροφορίεσ για το πόςο χϊρο καταλαμβάνουν τα ςφνολα αυτά. 

      Για παράδειγμα το εμβαδόν του τριγϊνου Sierpinski είναι μθδζν [1], 

όςο και ενόσ ευκυγράμμου τμιματοσ, ο όγκοσ του κφβου του Menger 

είναι επίςθσ μθδζν [2], όςο και ενόσ τετραγϊνου. Για αυτοφσ τουσ 

λόγουσ χρειαηόμαςτε ζνα ειδικότερο μζτρο, το μζτρο Hausdorff [3]. Κα 

πρζπει, επί πλζον, οι μετριςεισ των γεωμετρικϊν ςυνόλων ι 

καταςκευαςμάτων που κα γίνονται με το νζο μζτρο να «ςυμπίπτουν» 

με τισ μετριςεισ που ζχουμε ιδθ για αυτά [3]. 

2.1 Μζτρο Lebesque, Μζτρο Hausdorff 

Οριςμόσ: 

Ζςτω   τυχαίο ςφνολο και      , το δυναμοςφνολο του  .  

Εξωτερικό μζτρο   είναι μια ςυνάρτθςθ                ϊςτε: 

i.                                                 μ      

 

ii.                                                    

iii.  

    

 

   

         

 

   

                  

■ 

Οριςμόσ:  

Μια οικογζνεια   υποςυνόλων του  , καλείται ς-άλγεβρα. Εφόςον 

ιςχφουν τα εξισ: 
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i.       

ii.                        

iii.                     

   

 

   

   

■ 

Οριςμόσ 

Εάν    είναι ς-άλγεβρα, μια απεικόνιςθ            ϊςτε: 

i.         

ii.  

      

 

   

          

 

   

                          

καλείται μζτρο. 

■ 

Εάν   είναι εξωτερικό μζτρο, λζμε ότι     είναι   - μετριςιμο αν 

                                 

Αποδεικνφεται ότι το ςφνολο                             

είναι ς-άλγεβρα και ο περιοριςμόσ του εξωτερικοφ μζτρου   ςτο  , 

είναι ζνα μζτρο ςτο   [4,5] 

Οριςμόσ 

     Στον χϊρο    ορίηουμε το εξωτερικό μζτρο Lebesque ,    ωσ εξισ: 

Κεωροφμε το ορκογϊνιο παραλλθλεπίπεδο: 

                        

όπου                   και ορίηουμε 

                              

τον d -  γκο του  . 
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Οπότε ζχουμε για ζνα τυχαίο ςφνολο       ορίηουμε: 

              

 

   

          

 

   

                            

■ 

Αποδεικνφεται εφκολα ότι το    είναι εξωτερικό μζτρο και       

     , αν το   είναι ορκογϊνιο παραλλθλεπίπεδο. 

       Εάν περιορίςουμε το    ςτθν ς-άλγεβρα   των   - μετριςιμων 

ςυνόλων, τότε ο περιοριςμόσ αυτόσ είναι το μζτρο Lebesque d-

διάςταςθσ [5,10]. Το μζτρο    καλείται και d- όγκοσ. Στθν άλγεβρα   

περιζχονται τα ανοιχτά και τα κλειςτά ςφνολα του   . 

     Με τθν βοικεια τϊρα του μζτρου Lebesque d-διάςταςθσ κα 

ορίςουμε το μζτρο Hausdorff ςτον    .[9] 

Οριςμόσ: 

    Στον χϊρο        (όπου   θ ευκλείδεια μετρικι ςτον   ), ορίηουμε το 

εξωτερικό μζτρο Hausdorff    για         ωσ εξισ: 

Κεωροφμε                          τθν διάμετρο του ςυνόλου 

     και για     

  
                

 

   

       

 

   

                   

όπου       Για          ζχουμε: 

   
        

     

Ορίηουμε ωσ εξωτερικό μζτρο Hausdorff    του      το 

            
             

    
  

      

      Τα   
           και    είναι εξωτερικά μζτρα. Στθν ειδικι 

περίπτωςθ που περιορίςουμε το    ςτθν ς-άλγεβρα των    

μετριςιμων ςυνόλων, τότε ο περιοριςμόσ αυτόσ είναι το μζτρο 
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Hausdorff s – διάςταςθσ           [9,10]. Στθν άλγεβρα αυτι 

περιζχονται τα ανοιχτά και τα κλειςτά ςφνολα του   . 

      Ζχοντασ λοιπόν ορίςει το μζτρο Lebesque   – διαςτάςεωσ       και 

του μζτρου Hausdorff διαςτάςεωσ           μποροφμε να 

ορίςουμε τθν φράκταλ διάςταςθ. Ρροτοφ ςυνεχίςουμε όμωσ κα πρζπει 

να κάνουμε μια διευκρίνιςθ περί τθσ διάςταςθσ φράκταλ. Υπάρχουν 3 

παραλλαγζσ τθσ φράκταλ διάςταςθσ [6,7,8].  

2.2 Διάςταςθ Hausdorff – Besicovitch 

Οριςμόσ: 

      Ξζρουμε ότι θ διάςταςθ ενόσ γεωμετρικοφ ςχιματοσ είναι εκείνοσ ο 

αρικμόσ   που αν το μετριςουμε με μζτρο             ζχει μζτρο 

άπειρο ενϊ αν το μετριςουμε με μζτρο               ζχει μζτρο 

μθδζν. Τθν ζννοια ¨διάςταςθ¨ ςυνόλου τθν γενικεφουμε με τθν βοικεια 

του μζτρου Hausdorff του ςυνόλου. 

Ζςτω      και       το   – Hausdorff μζτρο του, για    . Εάν 

      τότε: 

  
                

 

   

       

 

   

                 

            

 

   

       

 

   

                   
     

για        

Από τον οριςμό του Hausdorff ζχουμε ότι: 

                       

Άρα εάν         για κάποιο    , κα ζχουμε ότι: 

               . Επιπλζον αφοφ: 

  
                

 

   

               

 

   

                 

    καταλιγουμε: 
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Ραίρνοντασ λοιπόν το ςφνολο    παρατθροφμε ότι           και 

         για    , και για κάκε υποςφνολο          ζχουμε ότι 

        για    . 

Οπότε καταλιγουμε ότι υπάρχει ακριβϊσ ζνασ αρικμόσ          , 

ϊςτε: 

       
                  
                

  

Τότε: 

                                           

 Ο αρικμόσ    ονομάηεται Hausdorff – Besicovitch dimension του 

υποςυνόλου   και ςυμβολίηεται με      .  

■ 

2.3 Διάςταςθ Ομοιότθτασ 

Οριςμόσ:  

       Για να υπολογίςουμε τθν φράκταλ διάςταςθ ςε ςτοιχειϊδεισ 

Ευκλείδειεσ ςυναρτιςεισ ζχουμε δθμιουργιςει ζναν άλλο τρόπο 

υπολογιςμοφ τθσ (FD) από αυτόν που είδαμε παραπάνω. Θ διάςταςθ 

αυτι ονομάηεται διάςταςθ ομοιότθτασ. Οι ςτοιχειϊδεισ ‘Ευκλείδειεσ’ 

ςυναρτιςεισ είναι χριςιμεσ όχι μόνο για τθ γεωμετρία τουσ αλλά γιατί 

μποροφν να εκφραςτοφν με απλοφσ τρόπουσ. Μποροφμε να τισ 

χρθςιμοποιιςουμε για να μεταδϊςουμε πλθροφορίεσ εφκολα από τον 

ζναν ςτον άλλο. Επιπλζον, οι ςτοιχειϊδεισ ςυναρτιςεισ 

χρθςιμοποιοφνται ςε μεγάλο βακμό ςτον επιςτθμονικό υπολογιςμό, 

ςτο ςχζδιο μζςω υπολογιςτι και ςτθν ανάλυςθ δεδομζνων γιατί 

μποροφν να αποκθκευτοφν ςε μικρά αρχεία και να υπολογιςτοφν από 

γριγορουσ αλγορίκμουσ. 

Ζςτω                   είναι ομοιότθτεσ με κοινό ςυντελεςτι 

ςυςτολισ                                      και   

το ςτακερό ςθμείο: 
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Οπότε διάςταςθ ομοιότθτασ ορίηουμε: 

      
    

     
 

■ 

2.4 Διάςταςθ Dimension Box 

Οριςμόσ:  

      Θ διάςταςθ Box είναι θ απλοφςτερθ διάςταςθ που χρθςιμοποιοφμε 

και φζρει επίςθσ τα ονόματα εντροπία Kolmogorov, διάςταςθ 

εντροπίασ, διάςταςθ πλθροφορίασ, λογαρικμικι πυκνότθτα, διάςταςθ 

Minkowski και άλλα. Στθν ανάλυςθ των φράκταλ ςυςςωματωμάτων 

παρακάτω κα χρθςιμοποιιςουμε τθν διάςταςθ Box. Για να μπορζςουμε 

να τθν ορίςουμε κα πρζπει πρϊτα να γνωρίηουμε το κεϊρθμα Κάλυψθσ 

του Vitali. 

Οριςμόσ Κάλυψθσ Vitali 

    Ζςτω     . Μια οικογζνεια ςυνόλων   αποτελεί μια κάλυψθ Vitali 

του   αν: 

για κάκε     ζχουμε                          

■ 

Κεϊρθμα Κάλυψθσ Vitali 

    Ζςτω     . Εάν το   είναι   - μετριςιμο ςφνολο και   είναι μια 

κάλυψθ Vitali του   αποτελοφμενθ από κλειςτά ςφνολα τότε υπάρχει 

αρικμιςιμθ υποοικογζνεια          τθσ    ϊςτε: 

         για     και 

         

 

   

                 

 

   

    

■ 
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Ραράδειγμα κάλυψθσ 

    Αν   είναι ςφαίρα διαμζτρου          τότε από τον  οριςμό ζχουμε: 

  
           

 

  
       

 

      Για να κάνουμε κατανοθτό τον οριςμόσ τθσ διάςταςθσ Box κα 

ξεκινιςουμε με ζνα παράδειγμα. 

      Βριςκόμαςτε ςτον χϊρο   . Ζςτω ότι ζχουμε ζνα τετράγωνο 

πλευράσ   και    , χρειαηόμαςτε τουλάχιςτον  

    
 

 
 
 

    
 

 
 
 

 

κφβουσ πλευράσ   για να καλφψουμε το αρχικό τετράγωνο. Ανάλογα 

για τον κφβο πλευράσ   χρειαηόμαςτε τουλάχιςτον: 

      
 

 
 
 

 

κφβουσ πλευράσ   για να τον καλφψουμε. 

      Ραρατθροφμε ότι θ δφναμθ που εμφανίηεται ςτο  
 

 
, είναι θ 

διάςταςθ του αντικειμζνου. 

      Για τυχαίο αντικείμενο κα χρειαηόμαςτε      
 

 
 
 
 κφβουσ 

πλευράσ    για να το καλφψουμε, για κάποιο      (όπου   ςτακερά, 

εξαρτϊμενθ από το αντικείμενο). Λογαρικμίηοντασ τθν παραπάνω 

ςχζςθ ζχουμε: 

                 

Οπότε: 
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Οριςμόσ τθσ διάςταςθσ box 

      Εάν      είναι φραγμζνο ςφνολο, ορίηουμε ωσ διάςταςθ box 

του, τον αρικμό: 

         
    

        

     
 

(εφόςον υπάρχει το όριο), όπου       είναι ο ελάχιςτοσ αρικμόσ 

κφβων του   , πλευράσ   που καλφπτουν το  . 

 Λςοδφναμα:       είναι ζνα από τα ακόλουκα 

i. Ο ελάχιςτοσ αρικμόσ κλειςτϊν ςφαιρϊν ακτίνασ  , που καλφπτει 

το  . 

ii. Ο ελάχιςτοσ αρικμόσ ςυνόλων διαμζτρου το πολφ  , που 

καλφπτει το  . 

iii. Ο μεγαλφτεροσ αρικμόσ ςφαιρϊν       , ξζνων ανά δφο με 

κζντρο    . 

iv. Ο αρικμόσ των κφβων τθσ μορφισ 

                                

Ππου             ακζραιοι αρικμοί, οι οποίοι τζμνουν το    

■ 

      Είδαμε λοιπόν τρείσ οριςμοφσ τθσ φράκταλ διάςταςθσ. Από αυτοφσ 

εμείσ κα αςχολθκοφμε με αυτοφσ τθσ box – διάςταςθσ και τθσ 

Hausdorff – Besicovitch – διάςταςθσ. Ο υπολογιςμόσ και ςτισ δφο 

περιπτϊςεισ τθσ φράκταλ διάςταςθσ είναι αρκετά περίπλοκοσ. Θ 

εφρεςθ των διαςτάςεων Hausdorff και box, ςυνόλων φράκταλ 

χρειάηεται μελζτθ τθσ μεκόδου καταςκευισ κακενόσ από αυτά και εν 

ςυνεχεία να γίνει θ προςπάκεια για υπολογιςμό αυτϊν. 

Παρ δειγμα 

Κα βροφμε τθν Hausdorff και box διάςταςθ του απλοφςτερου ςυνόλου 

φράκταλ, του τριαδικοφ ςυνόλου Cantor E. 
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Κα αποδείξουμε ότι: 

                  
    

    
                    

 

 
          

To ςφνολο:                   

     

 

   

 

όπου κάκε    αποτελείται από    διαςτιματα μικουσ 
 

  
 το κακζνα. 

Άρα: 

  
  

        
 

  
 
 

  
 

  
 
 

 

Για να είναι          κα πρζπει 
 

  
  , δθλαδι   

    

    
. 

Για   
    

    
 ζχουμε          

Κα αποδείξουμε ότι       
 

 
  

          
 
     Κα αποδείξουμε ότι: 

        
 

 
 

 

  

 

   

 

Επειδι                             , μποροφμε να 

υποκζςουμε ότι τα          , είναι κλειςτά διαςτιματα,  

                     Κεωροφμε     και      με 

            
          

   

 

   

 

   

 

Τότε: 

                

 

   

            ζ   
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Άρα: 

       
    

    
    

 

 

   

  

Εάν αποδείξουμε ότι:  

     
    

     
 
 
 

 

 

 

   

       

        
    

 

 

 

   

                  

Δθλαδι: 

        
 

 
 

 

   

 

Επομζνωσ αρκεί να αποδείξουμε το εξισ: 

Εάν:  

     

 

   

                                

 

   

 
 

 
  

Ζςτω                                   ϊςτε: 

 

     
       

 

   
                

Τότε              

Το    τζμνει το πολφ ζνα από τα διαςτιματα που αποτελοφν το    
. 

Εάν       τότε το    τζμνει το πολφ       από τα διαςτιματα που 

αποτελοφν το   . Άρα: 

        
 

   
   

 

    
      

 

       
 
 

                              

Το    τζμνει το πολφ ζνα από τα     διαςτιματα του    
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Το    τζμνει το πολφ         διαςτιματα του    
  

…. 

Το    τζμνει το πολφ        από τα     διαςτιματα του    
  

Επειδι τα            τζμνουν όλα τα διαςτιματα του    
, κα πρζπει  

                                                                                         (Β) 

Από τισ (Α) και (Β) ζχουμε: 

            

 

   

                 
 

  
 

 

 

 

   

 

Από τθν ςχζςθ:  

        
 

 
 

 

  

 

   

 

Ζχουμε ότι       
 

 
 . 

Άρα για   
    

    
      

 

 
          επομζνωσ       

    

    
   

      Κα υπολογίςουμε τϊρα τθν        

Εάν   
 

  
   

 

    
  για κάποιο    , τότε ο ελάχιςτοσ αρικμόσ για να 

καλφψουμε το   με διαςτιματα μικουσ δ, είναι           Άρα: 

                                 
        

     
 

     

       
 

    

    

 

   
                                

Εάν 
 

    
   

 

  
 , για κάποιο    , τότε           Άρα: 

                                
        

     
 

     

       
 

    

    

 

   
                                

Από τισ (1) και (2) ζχουμε: 
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ΚΕΦΑΛΑΛΟ 3 

ΑΛΓΕΒΛΚΟΣ ΦΟΜΑΛΛΣΜΟΣ ΤΩΝ ΦΑΚΤΑΛ 

ΣΥΣΣΩΜΑΤΩΜΑΤΩΝ 
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ΕΙΑΓΩΓΗ 

       Στα πρϊτα 2 κεφάλαια είδαμε τα κφρια χαρακτθριςτικά γνωρίςματα 

ενόσ φράκταλ αντικειμζνου αλλά και τισ ιδιότθτεσ με τισ οποίεσ 

διζπονται. Ραρατθριςαμε ότι εκτόσ από τθν δθμιουργία εικαςτικισ 

τζχνθσ θ φράκταλ γεωμετρία μπορεί να γίνει ζνα χριςιμο εργαλείο ςτα 

χζρια τθσ τεχνολογίασ για τθν περαιτζρω ανάπτυξθ τθσ. 

      Στθν περίπτωςι μασ λοιπόν βάςθ μιασ καταςκευισ φράκταλ 

αντικειμζνου κα κάνουμε μια προςομοίωςθ για τθν διαςκόρπιςθ των 

μορίων μζςα ςε αερόςολεσ, ςτισ αναρτιςεισ των αυτοκινιτων, ςτισ 

ςόλεσ των παπουτςιϊν μασ ακόμα και μζςα ςτον ηελζ. Δθλαδι μζςα 

από το ςχθματιςμό των παραπάνω αντικειμζνων να παρατθριςουμε 

κάτω από τθν άςκθςθ ςυγκεκριμζνων δυνάμεων πϊσ αντιδροφνε και 

πωσ μποροφμε να τα βελτιϊςουμε.       

      Σκοπόσ μασ λοιπόν είναι να δθμιουργιςουμε ζνα αντικείμενο ϊςτε 

να μπορζςουμε να απεικονίςουμε το φωσ που εξζρχεται μζςω αυτοφ 

του αντικειμζνου ςε μια επίπεδθ επιφάνεια και να παρατθριςουμε τθν 

ζνταςθ του φωτόσ θ οποία δεν είναι ίδια παντοφ αλλά και αν θ 

απεικόνιςθ αποτελεί φράκταλ αντικείμενο. 

      Σε αυτό το ςθμείο καλό κα ιταν να κάνουμε ζνα διαχωριςμό. Το 

πείραμα μασ μπορεί να επιτευχκεί με 2 τομείσ τθσ ςφγχρονθσ 

επιςτιμθσ. Ο ζνασ είναι ο κλάδοσ των μακθματικϊν και ο άλλοσ είναι ο 

κλάδοσ τθσ οπτικισ. Οι δφο αυτοί κλάδοι ξεκινοφν τθν προςζγγιςθ του 

πειράματοσ μασ από τελείωσ διαφορετικι ςκοπιά αλλά παρόλα αυτά 

καταλιγουν και οι δφο ςτα ίδια ακριβϊσ ςυμπεράςματα. Ππωσ είναι 

αναμενόμενο εμείσ κα εξετάςουμε το πείραμα μασ από τθν ςκοπιά των 

μακθματικϊν *1+. 
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 Για μια ςωςτι καταςκευι χρειάηεςαι τα ςωςτά εργαλεία 

 

3.0 Καταςκευι του φράκταλ αντικειμζνου μασ.     

      Για να ξεκινιςουμε τθν καταςκευι των αντικειμζνων μασ κα πρζπει 

πρϊτα να ορίςουμε το πρωτεφον υλικό που κα χρθςιμοποιιςουμε. Κα 

πάρουμε λοιπόν πολφ μικρά ςωματίδια μάηασ  . Θ μάηα   των 

ςωματιδίων μπορεί να κυμαίνεται από βιμα ςε βιμα ι να παραμζνει 

ςτακερι ςε μία τιμι   . Κεωροφμε λοιπόν ότι όςα ςωματίδια 

χρθςιμοποιοφμε κα ζχουν όλα τθν ίδια μάηα   . 

     Στθν περίπτωςθ μασ όπου θ μάηα παραμζνει ςτακερι     για κάκε 

ςωματίδιο κα πρζπει να ρίξουμε βάροσ ςτον αρικμό διαςτάςεων που 

κζλουμε να αποτελείται το ςωματίδιο. Από τον αρικμό των διαςτάςεων 

κα κυμαίνεται και το ςχιμα του ςωματιδίου. Στθν περίπτωςι μασ που ο 

χϊροσ μασ αποτελείται από μια διάςταςθ το ςωματίδιο, διότι ζτςι 

ζχουμε επιλζξει και όχι ότι υπάρχει κάποιοσ λόγοσ που περιοριηόμαςτε 

ςτθ μια διάςταςθ, κα ζχει το ςχιμα ενόσ τμιματοσ. Αν ο χϊροσ μασ 

εκτείνεται ςε μια ευκεία τότε τα ςωματίδια μασ όλα κα είναι 

ευκφγραμμα τμιματα ίςου μικουσ. Εάν ο χϊροσ είναι καμπυλωμζνοσ 

τότε τα ςωματίδια μασ κα είναι καμπυλωμζνα άνιςου μικουσ το οποίο 

μικοσ κα εξαρτάται από τθν καμπφλωςθ του χϊρου. Αν πάμε ςτισ δφο 
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διαςτάςεισ το ςχιμα των ςωματιδίων είναι εντελϊσ ακανόνιςτο και 

τυχαίο.  

      Από τθν τοπολογία κα μποροφςαμε να ορίςουμε το ςωματίδιο ωσ 

ζνα κλειςτό ςφνολο οριςμζνο από τον τφπο: 

   
                                           φ   

                                        
  

      Μιασ και αναφερκικαμε πριν ςε πολφ μικρά ςωματίδια κα 

προςπακιςουμε να φτιάξουμε ζνα αντικείμενο βαςιςμζνο ςτον 

μικρόκοςμο. 

      Για να μπορζςουμε να μποφμε ςτον κόςμο ενόσ φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ κα πρζπει να καταλάβουμε όλεσ τισ παραμζτρουσ οι 

οποίεσ παίηουν ςθμαντικό ρόλο ςτθν πολφπλοκθ δομι που 

παρουςιάηει. Ράρα πολλά ντετερμινιςτικά φράκταλ μποροφμε να τα 

δοφμε, ωσ μια ατελείωτθ επανάλθψθ μιασ κυψελίδασ. Τα περιςςότερα 

φράκταλ απαντιόνται ςτθν φφςθ ενϊ τισ τελευταίεσ δεκαετίεσ 

προςπακοφμε να καταςκευάςουμε αντικείμενα φράκταλ που κα 

παρουςιάηουν τισ ςυγκεκριμζνεσ ιδιότθτεσ που ζχουμε πει ςτα 

κεφάλαια 1 και 2 όπωσ παραδείγματοσ χάριν αυτιν τθσ αυτό-

ομοιότθτασ.   

      Για να καταςκευάςουμε ζνα φράκταλ ςυςςωμάτωμα πρζπει να 

ορίςουμε τισ παραμζτρουσ και κάτω από ποιεσ ςυνκικεσ κα γίνει θ 

καταςκευι. Το φράκταλ ςυςςωμάτωμα αποτελείται από αρκετζσ 

παραμζτρουσ οι οποίεσ είναι πάρα πολφ ςθμαντικζσ μια προσ μια και θ 

κακεμία ξεχωριςτά αποτελεί μια ιδιάηουςα περίπτωςθ. Ο λόγοσ είναι 

ότι κακϊσ μεταβάλουμε μια από αυτζσ τότε το αντικείμενο μασ παφει 

να παρουςιάηει φράκταλ ιδιότθτεσ. Τισ παραμζτρουσ του, τισ 

παρουςιάηουμε και τισ εξετάηουμε ξεχωριςτά παρακάτω 

προςπακϊντασ να αναλφςουμε πωσ επθρεάηουν το φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα μασ.   

3.1.1 Η χωρικι διάςταςθ. 

      Ρρϊτθ παράμετροσ που κα εξετάςουμε είναι θ χωρικι μασ 

διάςταςθ. Ππωσ είπαμε ςτθν ειςαγωγι αυτοφ του κεφαλαίου ζνασ 
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τρόποσ για να γίνει αντιλθπτόσ το εγχείρθμά μασ είναι να 

τοποκετιςουμε τα χζρια μασ απζναντι από μια πθγι φωτόσ και να 

δοφμε τισ ςκιζσ πάνω ςε ζνα επίπεδο. Σε αυτιν τθν περίπτωςθ όπωσ 

γίνεται εφκολα αντιλθπτό τα χζρια μασ είναι τριϊν διαςτάςεων, με 

μικοσ, πλάτοσ και φψοσ. Άρα λοιπόν όςο αφορά τθν χωρικι διάςταςθ 

μποροφμε να μιλιςουμε για τθν πιο απλι περίπτωςθ τθσ μιασ 

διάςταςθσ αλλά και να γενικεφςουμε ςτισ 3 διαςτάςεισ. Οι Ν διαςτάςεισ 

αποτελοφν μια γενίκευςθ των 3, οπότε εμείσ ςε αυτι τθν εργαςία κα 

εργαςτοφμε με τισ 3 και με όμοιο τρόπο ο αναγνϊςτθσ μπορεί να 

γενικεφςει ςτισ Ν.  

      Σε αυτό το ςθμείο κα πρζπει να γίνει μια διευκρίνιςθ. Πταν 

εννοοφμε περιοριςμό του αρικμοφ των διαςτάςεων κα πρζπει να γίνει 

αντιλθπτό ότι θ διάςταςθ μπορεί να μθν είναι με τθν πλατωνικι ζννοια 

μια ευκεία. Ραρακάτω παρουςιάηουμε τθν καταςκευι ενόσ φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ το οποίο ζχει μια πολφ ςθμαντικι ιδιαιτερότθτα. Δεν 

το περιορίςαμε ςε χωρικζσ διαςτάςεισ, με τθν ζννοια ότι ναι μεν 

είμαςτε ςε μια διάςταςθ αλλά δεν κζςαμε τον περιοριςμό τθσ ευκείασ 

ι μιασ καμπφλθσ γραμμισ. Δθλαδι μπορεί να μιλάμε για μια διάςταςθ 

αλλά παρ’ όλα αυτά ο χϊροσ μασ μπορεί να είναι άπειροσ. Θ μια 

διάςταςθ δθλαδι μπορεί να αποτελεί ζνα ςφςτθμα αναφοράσ ενϊ 

εμείσ να μποροφμε να τθν παρατθριςουμε ςε ζνα διςδιάςτατο χϊρο. 

Μζχρι ςτιγμισ δθλαδι παρατθροφμε τθν δθμιουργία ενόσ φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ του οποίου δϊςαμε άπειρο χϊρο με τθν ζννοια ότι 

δεν του δίνουμε άπειρο χϊρο ςε ευκεία αλλά ςε ζναν καμπυλωμζνο 

χϊρο. 

      Καταφζραμε λοιπόν να δοφμε πωσ μπορεί να είναι ζνα αντικείμενο 

ςε μια διάςταςθ. Ασ πάμε τϊρα να γενικεφςουμε ςτισ 3 διαςτάςεισ. 

Δθλαδι ενϊ μζχρι πρότινοσ είχαμε μια διάςταςθ και τοποκετοφςαμε 

πάνω τθσ τα κομμάτια του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ τϊρα μποροφμε 

να τα τοποκετοφμε πιο ελεφκερα ςτον χϊρο και ο περιοριςμόσ τθσ μιασ 

διάςταςθσ πλζον να μθν υφίςταται. Ππωσ γίνεται αντιλθπτό πλζον το 

αντικείμενο το οποίο κζλουμε να καταςκευάςουμε γίνεται πιο ςφνκετο 

και θ κατανομι τθσ μάηασ γίνεται πιο περίπλοκθ. Και ςτθν περίπτωςθ 
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τθσ μιασ διάςταςθσ αλλά και ςτθν περίπτωςθ των 3 κα κεωροφμε ωσ 

χϊρο, το ςφνολο των πραγματικϊν αρικμϊν, δθλαδι   ,    και   . 

3.1.2 Σο πλικοσ των ςθμείων. 

      Ράρα πολλά ντετερμινιςτικά φράκταλ μποροφμε να τα δοφμε από 

καταςκευαςτικισ άποψθσ ωσ μια ατελείωτθ επανάλθψθ μιασ 

κυψελίδασ, τα οποία παρουςιάηουν ςυγκεκριμζνεσ ιδιότθτεσ όπωσ τθν 

αυτό-ομοιότθτα και άλλεσ. Ζνασ γενικόσ τρόποσ καταςκευισ τζτοιων 

φράκταλ είναι με τθν μζκοδο τθσ αναδρομικισ πλθκωρικότθτασ 

(recursive inflation) .  

 

 

Εικόνα 1: Ζνα παράδειγμα ενόσ recursive φράκταλ αντικειμζνου. 
  

    Θ μζκοδοσ αυτι μασ διαςφαλίηει τθν δθμιουργία ενόσ φράκταλ 

επθρεάηοντασ εμείσ τισ παραμζτρουσ του αρχικά όπωσ κζλουμε ζτςι 

ϊςτε να ζχουμε το επικυμθτό αποτζλεςμα.  

      Στθν προκειμζνθ περίπτωςθ αναφερόμαςτε ςτον αρικμό των 

ςθμείων με τα οποία κα ξεκινιςουμε τθν δθμιουργία του φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ. Υπάρχουν 2 περιπτϊςεισ ςε αυτιν τθν παράμετρο. Θ 

πρϊτθ είναι να διαλζξουμε ζνα ςθμείο και να τοποκετιςουμε τθν 

ςυςτάδα ενϊ θ άλλθ περίπτωςθ ςαφϊσ πιο περίπλοκθ αναφζρεται 

ςτθν τοποκζτθςθ ενόσ πλζγματοσ Ν ςθμείων. Σε αυτό το ςθμείο 

παρατθροφμε τθν ανάγκθ οριςμοφ τθσ πρϊτθσ παραμζτρου, αυτισ τθσ 
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χωρικισ διάςταςθσ. Κεωροφμε λοιπόν ότι ξεκινάμε ςτον ευκλείδειο 

χϊρο διάςταςθσ E χωρίσ να μασ ενδιαφζρει άμεςα ο αρικμόσ των 

διαςτάςεων όςο θ μορφι αυτϊν.  

      Στο πρϊτο βιμα τοποκετοφμε το πρϊτο ςωματίδιο    το οποίο  

ονομάηεται ςωματίδιο ζναρξθσ (initiator), ενϊ ςτθν περίπτωςθ όπου 

τοποκετοφμε ζνα ςφνολο N ςθμείων τότε το ςφνολο ονομάηεται 

γεννιτορασ (generator). Πταν είμαςτε ςτθν πρϊτθ περίπτωςθ, αυτι του  

ςωματιδίου    (unit cell) τότε τα πράγματα είναι απλά. Ραίρνοντασ 

κάποια ςθμεία από ζναν ακολουκιακό τφπο τον οποίο ζχουμε ορίςει 

εμείσ και τοποκετϊντασ ςτισ αντίςτοιχεσ κζςεισ τισ μοναδιαίεσ 

κυψελίδεσ, το πλικοσ των οποίων εξαρτάται από το ςτάδιο, ζχουμε τθν 

δθμιουργία του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ.  

      Αναλόγωσ ςτθν δεφτερθ περίπτωςθ που κζλουμε να ζχουμε N 

ςθμεία ξεκινάμε με τθν δθμιουργία του γεννιτορα. Μποροφμε το κάκε 

άκρο του γεννιτορα να το ορίςουμε ωσ ζνα διάνυςμα    όπου 

         .  

 

Εικόνα 2:  Ζνα αναδρομικό φράκταλ με τον γεννιτορα πάνω δεξιά. 
       

      Οπότε το  φράκταλ μασ αποτελείται ςτο πρϊτο ςτάδιο από N 

μοναδιαίεσ κυψελίδεσ τισ οποίεσ ζχουμε τοποκετιςει ςτα    

διανφςματα. Στο δεφτερο βιμα, δθλαδι για n=2, ο γεννιτορασ 

μεγαλϊνει κατά ζναν ςυντελεςτι    του οποίου τθν τιμι τθν 

κακορίηουμε εμείσ. Άρα οι N πρϊτθσ τάξθσ μοναδιαίεσ κυψελίδεσ  

κακορίηονται ςτα      διανφςματα. Συνεχίηοντασ όμοια αυτι τθν 

διαδικαςία καταλιγουμε ότι ο γεννιτορασ αυξάνεται επ’ άπειρο κατά, 

            ςτο νιοςτό ςτάδιο και οπότε και οι N (n-1) τάξθσ 

μοναδιαίεσ κυψελίδεσ κακορίηονται ςτα               διανφςματα. 
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Για ευκολία κζτουμε              και     . Πςο αφορά τϊρα 

τουσ ςυντελεςτζσ ξ μπορεί να είναι ςτακεροί ι μπορεί να 

μεταβάλλονται αναλόγωσ το j.  

      Βαςικι προχπόκεςθ ϊςτε να μποροφμε να δθμιουργιςουμε το 

φράκταλ ςυςςωμάτωμα είναι να μθν ζχουμε overlapping. Δθλαδι για 

τα    κα πρζπει να ιςχφει      για κάκε j. Το overlapping είναι θ 

διαδικαςία κατά τθν οποία το φράκταλ δεν μπορεί να αναπτυχκεί προσ 

τισ άλλεσ διαςτάςεισ αλλά αντικζτωσ προςπακεί να αναπτυχκεί προσ το 

εςωτερικό του με αποτζλεςμα να εκτελεί μια διαδικαςία ανακφκλωςθσ. 

Πταν      για           τότε θ νιοςτι ςυςτάδα εκτελεί μια 

διαςκόρπιςθ μζςα ςτο αρχικό μικοσ που ζχουμε κζςει. Δθλαδι το 

μικοσ  τθσ κάκε ςυςτάδασ παραμζνει ίδιο με το αρχικό. Εμείσ κα 

αναφερκοφμε ςτθν περίπτωςθ όπου το ξ παραμζνει ςτακερό και δεν 

εξαρτάται κακόλου από το j. Στθν περίπτωςθ αυτι ζχουμε ότι       

και όπωσ ζχουμε ιδθ δείξει από τθν ειςαγωγι καταλιγουμε να ζχουμε 

τθν φράκταλ διάςταςθ να ιςοφται με   
   

   
.  

      Οπότε λοιπόν ςτο νιοςτό βιμα οι    μοναδιαίεσ κυψελίδεσ 

κακορίηονται από ζνα διάνυςμα τθσ μορφισ: 

                                    

      Ππωσ γίνεται λοιπόν εφκολα αντιλθπτό το μικρότερο μικοσ που 

μπορεί να πάρει το φράκταλ ςυςςωμάτωμα είναι το μικοσ τθσ 

μοναδιαίασ κυψελίδασ ενϊ το μεγαλφτερο, αναλόγωσ του ςε ποιο 

ςτάδιο βριςκόμαςτε, δίνεται από τον τφπο: 

                                     

Στθν περίπτωςι μασ αφοφ ζχουμε κζςει το   να παραμζνει ςτακερό, 

δθλαδι      ,κα ζχουμε ότι           όπου ε το μζγεκοσ τθσ 

μοναδιαίασ κυψελίδασ. Σε αυτό το ςθμείο πρζπει να κάνουμε μια 

παρατιρθςθ. Μπορεί εφκολα κάποιοσ να παρατθριςει ότι το μικοσ του 

φράκταλ ςυςςωματϊματοσ μπορεί να οριςτεί και βάςθ του εξωτερικοφ 

μζτρου Lebesgue το οποίο ζχουμε ορίςει ςτο προθγοφμενο κεφάλαιο. 

Οπότε λοιπόν ςτθν περίπτωςθ μασ ιςχφει ότι: 
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Δθλαδι ςφμφωνα με τον οριςμό του μζτρου Lebesgue το μικοσ      

αποτελεί ζνα ςφνολο με μθδενικό μζτρο Lebesgue.  

3.1.3 Η ςυμμετρικότθτα 

      Θ ςυμμετρικότθτα αποτελεί τθν 3θ παράμετρο ςτθν διαδικαςία 

μελζτθσ του τελεςτι μασ. Ραίηει ιδιαίτερο ρόλο ςτθν καταςκευι του 

φράκταλ ςυςςωματϊματοσ επειδι μπορεί να μασ δθμιουργιςει το μιςό 

κομμάτι αυτοφ χωρίσ κανζναν κόπο. Θ ςυμμετρικότθτα πολλζσ φορζσ 

μασ οδθγεί ςε πολφ χριςιμα ςυμπεράςματα όπωσ π.χ. ςτθν ιατρικι. Το 

ανκρϊπινο ςϊμα αποτελείται από 2 μιςά κορμιά ενωμζνα μεταξφ τουσ. 

Οι περιςςότεροι μποροφν να πουν ότι αυτά τα κομμάτια είναι ίδια, αν 

όμωσ δουν τθν απεικόνιςθ των κοκάλων ενόσ ςϊματοσ μζςω μιασ 

πλάκασ ακτινϊν x κα παρατθριςουν ότι αυτό δεν ιςχφει. Δθλαδι μζςω 

τθσ απεικόνιςθσ των κοκάλων του ανκρϊπινου ςϊματοσ καταλάβαμε 

τθν ζλλειψθ ςυμμετρικότθτασ του ανκρϊπινου ςϊματοσ.  

      Θ ιδιότθτα τθσ ςυμμετρικότθτασ ειςάγεται πολλζσ φορζσ μζςα ςτο 

φράκταλ αντικείμενό μασ ωσ και μια ζμμεςθ ιδιότθτα του πλικουσ των 

ςθμείων που τοποκετοφμε αρχικά. Αυτό αποκτάει ιδιαίτερθ ςθμαςία 

κακϊσ το φράκταλ αντικείμενο μασ πλζον μπορεί να χαρακτθριςκεί ωσ 

δίπλευρο ι μονόπλευρο. Δθλαδι εάν θ κατανομι τθσ μάηασ ζχει τθν 

γραφικι παράςταςθ μιασ εκ των δυο παρακάτω εικόνων (3-4). 

 
Εικόνα 3-4: Σο Δίπλευρο ςυςςωμάτωμα - Η ςυνάρτθςθ πυκνότθτασ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ. 

 

       Βλζπουμε λοιπόν ςτθν εικόνα 3 τθν μάηα να ςυγκεντρϊνεται κυρίωσ 

προσ το πρϊτο αρχικό μασ ςθμείο. Σε αντίκεςθ βζβαια με τθν εικόνα 5 
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που παρατθροφμε ότι θ τοποκζτθςθ τθσ μάηασ γίνεται μόνο προσ τα 

δεξιά του αρχικοφ μασ ςθμείου. Σε αυτό το ςθμείο καλό κα είναι να 

κάνουμε τθν διευκρίνιςθ ότι θ ςυμμετρικότθτα από το αν το φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα μασ είναι δίπλευρο ι μονόπλευρο ζχει μεγάλθ διαφορά. 

Υπάρχει δθλαδι θ δυνατότθτα το φράκταλ ςυςςωμάτωμα μασ να είναι 

δίπλευρο αλλά να του ορίςουμε μια ακολουκία τοποκζτθςθσ των 

μαηϊν τζτοια ϊςτε αλλιϊσ να γίνεται θ τοποκζτθςθ από τα δεξιά και 

αλλιϊσ από τα αριςτερά. Βλζπουμε δθλαδι ότι οι ζννοιεσ του 

δίπλευρου και τθσ ςυμμετρικότθτασ δεν ςυμβαδίηουν κατά ανάγκθ. 

Ραρόλα αυτά όμωσ εμείσ ςτθν παροφςα εργαςία τθν ζννοια τθσ 

ςυμμετρικότθτασ κα τθν ταυτίςουμε με αυτιν τθσ δίπλευρθσ κατανομισ 

τθσ μάηασ μιασ και δεν κα αςχολθκοφμε με τθν προθγοφμενθ 

περίπτωςθ που είπαμε.     

      Στθν εικόνα 3 θ κατανομι τθσ πικανότθτασ τθσ μάηασ μασ 
παρουςιάηεται ωσ μια κανονικι κατανομι. Σίγουρα αυτι είναι μια πολφ 
γενικι περίπτωςθ αλλά ςυμφϊνα με τθν αρχι τθσ αβεβαιότθτασ δεν 
αποκλείεται μια τζτοια μορφι και εξάλλου ςτθν παροφςα κατάςταςθ 
αςχολοφμαςτε με αυτιν τθν περίπτωςθ.  
      Στθν περίπτωςθ λοιπόν του μονόπλευρου θ κατανομι τθσ μάηασ δεν 
γίνεται ςυμμετρικά εκ των πραγμάτων. Σε μια τζτοια περίπτωςθ 
εξαιτίασ τθσ καταςκευισ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ θ μάηα κα 
ςυγκεντρϊνεται ςε ζνα πολφ μικρό διάςτθμα. Στθν εικόνα 6 είναι θ 
περίπτωςθ όπου θ κατανομι τθσ μάηασ γίνεται προσ το ζνα άκρο του 
φράκταλ ςυςςωματϊματοσ.   

 

 

Εικόνεσ 5-6: Η ςυνάρτθςθ τθσ πυκνότθτασ ςτο μονόπλευρο ςυςςωμάτωμα – Μονόπλευρο ςυςςωμάτωμα. 
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      Σε αυτι τθν περίπτωςθ θ ςυνάρτθςθ τθσ πυκνότθτασ τθσ μάηασ 

ξεκινάει από το ςθμείο x και επεκτείνεται προσ τθν πλευρά που ζχουμε 

επιλζξει. Στθν εικόνα 6 μποροφμε να δοφμε το διάγραμμα τθσ 

ςυνάρτθςθσ τθσ πυκνότθτασ. 

Είναι πολφ ςθμαντικό να ξζρουμε αν το φράκταλ ςυςςωμάτωμα που 

καταςκευάηουμε είναι δίπλευρο ι μονόπλευρο επειδι ζτςι κα ξζρουμε 

τουσ τελεςτζσ μετατόπιςθσ που χρειαηόμαςτε πϊσ να τουσ ορίςουμε. 

 

3.1.4 Σρόποσ Δθμιουργίασ 

      Για τθν δθμιουργία του φράκταλ αντικειμζνου μασ μποροφμε να 

χρθςιμοποιιςουμε 2 τρόπουσ. Ρολφ ςθμαντικό ρόλο ςτθν καταςκευι 

μασ παίηει θ ςυνάρτθςθ τθσ πυκνότθτασ τθσ μάηασ. Πταν λζμε ότι παίηει 

ςθμαντικό ρόλο δεν εννοοφμε ςτθν παροφςα φάςθ τισ ιδιότθτεσ που 

προςδίδει ςτο φράκταλ ςυςςωμάτωμα αλλά πωσ κα τθν ςυνδυάςουμε 

με τον τελεςτι που ζχουμε.  Ο πρϊτοσ τρόποσ είναι να πάρουμε τθν 

ςυνάρτθςθ πυκνότθτασ και ςε κάκε ςτάδιο να μεταβάλλεται ο τελεςτισ 

ϊςτε ςτο τζλοσ να ζχουμε τα επικυμθτά αποτελζςματα. Δθλαδι ςτο 

πρϊτο ςτάδιο κα ζχουμε     , ςτο δεφτερο ςτάδιο κα ζχουμε 

      και ςυνεχίηοντασ με τθν ίδια διαδικαςία καταλιγουμε 

      όπου Α ο αρχικόσ μασ τελεςτισ, ο    ο τελεςτισ μασ ςτο 2ο 

ςτάδιο και οφτωσ κακεξισ και με τθν   να είναι θ ςυνάρτθςθ 

πυκνότθτασ τθσ μάηασ. Ραρατθροφμε λοιπόν ότι θ   κα οριςτεί από τθν 

αρχι και από εκεί και ζπειτα δεν τθν «ξαναενοχλοφμε». Αυτόσ ο τρόποσ 

είναι ο πιο δφςκολοσ κακϊσ είναι πάρα πολφ δφςκολο να 

δθμιουργιςεισ μια τζτοια ςυνάρτθςθ εξαρχισ με όλεσ τισ απαραίτθτεσ 

ιδιότθτεσ. Σε κάκε ςτάδιο κα πρζπει να μεταβάλλεται ο τελεςτισ του 

οποίου οι πράξεισ είναι πιο δφςκολεσ και επίπονεσ.  

      Από τθν ςτιγμι λοιπόν που παρουςιάςτθκαν τόςα προβλιματα 

ςκεφτικαμε να μεταβάλουμε πλζον τθν ςυνάρτθςθ και να παραμζνει 

ςτάςιμοσ ο τελεςτισ μασ. Ο τρόποσ αυτόσ δουλεφει κυρίωσ με τθν 

αςυμπτωτικι προςζγγιςθ τθσ κατάλλθλθσ ςυνάρτθςθσ ϊςτε να 

μπορζςουμε να ζχουμε τα επικυμθτά αποτελζςματα. Δθλαδι, ζχουμε 

τθν   και προςπακοφμε μζςω βθμάτων να ζχουμε         
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  ϊςτε ςτο τζλοσ να μασ δίνεται θ ςχζςθ:       όπου A ο τελεςτισ 

που ζχουμε διαλζξει εξαρχισ και    θ ςυνάρτθςθ πυκνότθτασ τθσ μάηασ 

ςτο πρϊτο βιμα, θ    θ ςυνάρτθςθ πυκνότθτασ τθσ μάηασ ςτο 2ο ςτάδιο 

και οφτωσ κακεξισ.  

      Σε αυτιν τθν εργαςία αςχολοφμαςτε μόνο με τθν 2θ περίπτωςθ τθν 

οποία και εφαρμόηουμε ςτο κεφάλαιο 3 για τθν καταςκευι όλων των 

φράκταλ ςυςςωματωμάτων που εξετάηουμε. 

 

3.1.5 Σρόποσ Καταςκευισ 

      Το φράκταλ μπορεί να αναπαραχκεί με δυο διαφορετικοφσ μεταξφ 

τουσ τρόπουσ. Ο μεν πρϊτοσ είναι ο bottom-up (BU - iterative inflation) 

και ο δεφτεροσ είναι ο top down (TD – iterative refinement). Στον BU 

ζχουμε το μικρότερο κομμάτι να το παίρνουμε ωσ δεδομζνο και θ 

καταςκευι μασ να εμφανίηεται ςε μεγαλφτερεσ κλίμακεσ όλο και πιο 

ζντονθ. Με αυτόν τον τρόπο ςτθν ουςία ξεκινάμε τθν δθμιουργία με τθν 

λογικι ότι παίρνουμε το πρϊτο ςτάδιο και από αυτό καταςκευάηουμε 

τα άλλα. Με τον δεφτερο τρόπο, TD , μποροφμε να δθμιουργιςουμε το 

φράκταλ εκτελϊντασ μια ανάποδθ διαδικαςία. Σε αυτι τθν περίπτωςθ 

ζχουμε ζτοιμο το φράκταλ και εμείσ το διαλφουμε ςιγά, ςιγά ζτςι ϊςτε 

να μποροφμε να καταλαβαίνουμε με ποιον τρόπο ζχουν τοποκετθκεί τα 

ςωματίδια. Εάν προτιμιςουμε να εκτελζςουμε τθν μζκοδο TD τότε κα 

πρζπει να δθμιουργιςουμε το φράκταλ με μια αντίςτροφθ ςυνάρτθςθ. 

Ππωσ γίνεται αντιλθπτό θ διαδικαςία TD είναι πιο ςφνκετθ και πιο 

δυςνόθτθ και δεν είναι τόςο απλι όςο θ BU.  

      Σε αυτιν τθ εργαςία δεν επεκτεινόμαςτε ςτθν μζκοδο TD αλλά 

δθμιουργοφμε όλα τα φράκταλ ςυςςωματϊματα με τθν μζκοδο BU θ 

οποία γίνεται πιο εφκολα αντιλθπτι. Ο λόγοσ είναι ότι ναι μεν ςαν 

μακθματικά το μόνο που αλλάηουμε είναι τουσ τελεςτζσ μασ αλλά θ όλθ 

διαδικαςία γίνεται πολφ δυςκίνθτθ για να γίνει αντιλθπτι χωρίσ 

μακθματικά. Σε αντίκετθ περίπτωςθ όμωσ θ BU μπορεί να περιγραφεί 

αρχικά χωρίσ αρκετά μακθματικά και ςτθν ςυνζχεια αναγκαςτικϊσ 

ςυνεχίηουμε με μακθματικά.  
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  3.1.6 Ανακλιμάκωςθ, μετατόπιςθ ι και τα δυο.   

      Ππωσ γίνεται εφκολα αντιλθπτό θ δθμιουργία του φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ βαςίηεται ςτθν επανάλθψθ. Δθλαδι ςτο πρϊτο 

ςτάδιο εκτελοφμε μια διαδικαςία τθν οποία διαδικαςία πρζπει να 

ξαναεκτελζςουμε ςτο επόμενο με τθν μόνθ διαφορά ότι οι αρχικζσ μασ 

τιμζσ διαφζρουν από ςτάδιο ςε ςτάδιο. Άρα λοιπόν το γεγονόσ τθσ 

μετατόπιςθσ ι τθσ ανακλιμάκωςθσ ι και των δυο μαηί, για το 

αντικείμενό μασ είναι πολφ ςθμαντικι. Θ ςθμαντικότθτα αυτισ τθσ 

διαδικαςίασ μεταφζρεται άμεςα μζςα ςτον γενικό τελεςτι του φράκταλ 

μασ. Θ διαδικαςία τθσ μετατόπιςθσ και τθσ ανακλιμάκωςθσ 

επιτυγχάνετε με τθν παρουςία ενόσ τελεςτι. Αυτόσ ο τελεςτισ όμωσ 

αποτελεί ζνα κομμάτι του τελικοφ τελεςτι μασ. Αν παραδείγματοσ χάρθ 

επιλζξουμε το φράκταλ μασ να είναι ςυμμετρικό τότε χρειαηόμαςτε 2 

τελεςτζσ μετατόπιςθσ οι οποίοι κα είναι κομμάτια του τελικοφ μασ 

τελεςτι.  

Οριςμόσ: 

Ο τελεςτισ μετατόπιςθσ αποτελείται από δυο επιμζρουσ τελεςτζσ 

μετατόπιςθσ. Ο ζνασ κα μετατοπίηει το φράκταλ ςυςςωμάτωμα προσ τα 

δεξιά ενϊ ο δεφτεροσ κα μετατοπίηει το φράκταλ ςυςςωμάτωμα προσ 

τα αριςτερά.  Άρα κα ζχουμε :  

  Τ  Τ  

Αναλόγωσ τθν ςυμμετρικότθτα ι μθ του φράκταλ ςυςςωμάτωμα ο 

ςυντελεςτισ μετατόπιςθσ   κα μεταβάλλεται και ο τφποσ του τελεςτι 

μασ κα γίνεται:  

         

■ 

      Για να γίνουμε πλιρωσ αντιλθπτοί για το τι ακριβϊσ εννοοφμε ασ 

πάρουμε και το παράδειγμα τθσ μετατόπιςθσ του φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ με ανακλιμάκωςθ. Ο τελεςτισ τθσ μετατόπιςθσ είναι 

διαφορετικόσ προφανϊσ από αυτόν τθσ ανακλιμάκωςθσ. 
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Οριςμόσ: 

Ο τελεςτισ ανακλιμάκωςθσ είναι τθσ μορφισ: 

        

,όπου s ο ςυντελεςτισ ανακλιμάκωςθσ. Επειδι όμωσ θ δθμιουργία του 

κατάλλθλου τελεςτι απαιτεί ολόκλθρθ διαδικαςία παρακάτω  

παρακζτουμε όλουσ τουσ τελεςτζσ με λεπτομζρειεσ.  

■ 

      Θ επιλογι των τελεςτϊν αποτελεί τθν τελευταία παράμετρο τθν 

οποία πρζπει να εξετάςουμε ϊςτε να δθμιουργιςουμε το φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα. Στο 4ο κεφάλαιο που εξετάηουμε οριςμζνα 

παραδείγματα από φράκταλ ςυςςωματϊματα κα ορίηουμε πρϊτα τισ 6 

παραμζτρουσ ϊςτε μζςω αυτϊν να παρατθριςουμε τισ διαφορζσ που 

δθμιουργοφνται.  

3.2 ΑΛΓΕΒΡΙΚΟ ΦΟΡΜΑΛΙΜΟ ΣΩΝ ΣΕΛΕΣΩΝ 

3.2.0 Σελεςτζσ και εςωτερικό γινόμενο. 

      Ο ρόλοσ που παίηουν οι τελεςτζσ ςτθν κεωρθτικι Φυςικι, είναι 

μεγάλοσ. Ενδεικτικά αναφζρουμε ότι ςτθν Κβαντομθχανικι αντιςτοιχοφμε 

ςε κάκε φυςικό μζγεκοσ ζναν αυτοςυναφι (Hermitian) τελεςτι, του 

οποίου οι ιδιοτιμζσ είναι οι δυνατζσ τιμζσ του φυςικοφ μεγζκουσ. 

Βρίςκοντασ λοιπόν τισ ιδιοτιμζσ του αντίςτοιχου Hermitian τελεςτι από 

τθν εξίςωςθ ιδιοτιμϊν, ξζρουμε και τισ τιμζσ του φυςικοφ μεγζκουσ. 

Βλζπουμε λοιπόν ότι θ αναγκαιότθτα των τελεςτϊν ςτθν ςθμερινι 

Φυςικι είναι απαραίτθτθ. Αυτό το γεγονόσ οδιγθςε τθν επιςτιμθ των 

μακθματικϊν ςτθν δθμιουργία ενόσ νζου κλάδου, τθσ κεωρίασ τελεςτϊν. 

Οι τελεςτζσ κα μποροφςαν να κεωρθκοφν κάλλιςτα ωσ ζνα πολφ δυνατό 

εργαλείο ςε αυτόν που κατζχει τθν γνϊςθ τουσ αλλά και ςε αυτόν που 

κζλει να περιγράψει ζνα κακθμερινό πρόβλθμα φυςικισ με 

μακθματικοφσ όρουσ. 
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       Ζνασ τελεςτισ παριςτάνεται ςυνικωσ με ζνα ςφμβολο το οποίο 
τίκεται μπροςτά από μια ςυνάρτθςθ (με τθ γενικι ζννοια) και τθν 
αλλάηει ςε κάποια άλλθ ςυνάρτθςθ των ίδιων μεταβλθτϊν [2]. Οι 
τελεςτζσ ςυμβολίηονται ςυνικωσ με ζνα κεφαλαίο γράμμα με τθν 

προςκικθ του ςφμβολου "^" πάνω του, π.χ. :    . 

       Ζνα παράδειγμα τελεςτι είναι αυτόσ τθσ παραγϊγιςθσ    , ο οποίοσ 

για μια μονοδιάςτατθ ςυνάρτθςθ μεταβλθτισ x, ζχει τθ μορφι:     
 

  
. 

Γενικά μπορεί κανείσ να ορίςει μζςω τελεςτι οποιονδιποτε 
μεταςχθματιςμό. Για παράδειγμα, θ "πράξθ" τθσ μετατόπιςθσ του 
γραφιματοσ μιασ ςυνάρτθςθσ κατά 5 μονάδεσ προσ τα δεξιά κα 

ςυμβολίηεται ωσ:               , όπου     ο τελεςτισ τθσ 
ςυγκεκριμζνθσ πράξθσ και      τυχοφςα ςυνάρτθςθ, επί τθσ οποίασ 
δρα. Τον τελεςτι τθσ μετατόπιςθσ κα τον ςυναντιςουμε και κα τον 
χρθςιμοποιιςουμε παρακάτω αρκετζσ φορζσ. 

Οριςμόσ: 

Δοκζντων δφο γραμμικϊν διανυςματικϊν χϊρων    και    , καλοφμε 
τελεςτι ι μεταςχθματιςμό τθν απεικόνιςθ A που δρα ωσ εξισ: 

                

δθλαδι, ςε ςτοιχείο του υποςυνόλου    (πεδίο οριςμοφ) του χϊρου   , 
θ A αντιςτοιχεί ζνα και μ νο ζνα ςτοιχείο του υποςυνόλου    (πεδίο 
τιμϊν) του χϊρου   .  

■ 

      Συμβολικά γράφουμε :           , όπου τα βζλθ μποροφν να 
παραλείπονται χάριν απλότθτασ [3]. Θ ίδια ςχζςθ με το ςυμβολιςμό του 
Dirac που χρθςιμοποιείται ευρζωσ ςε προβλιματα κβαντομθχανικισ 

γράφεται:          . 

 

Οριςμόσ:   

Ζνασ τελεςτισ Τ λζγεται γραμμικόσ αν για οποιαδιποτε διανφςματα 

|x>, |y> του διανυςματικοφ χϊρου ςτον οποίο δρα ο τελεςτισ, και για 

κάκε αρικμοφσ l, m (πραγματικοφσ ι μιγαδικοφσ) ιςχφει:  
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Τ  (l|x> + m|y>) = l(T|x>) + m (T|y>)  

Επίςθσ κα μποροφςαμε να ποφμε και ότι εάν V=W θ γραμμικι 

απεικόνιςθ Τ: V → V λζγεται   γραμμικόσ τελεςτισ. 

■ 

π.χ. Θ παράγωγοσ είναι ζνασ γραμμικόσ τελεςτισ.  

Λδιότθτεσ: 

Αν Τ1, Τ2 γραμμικοί τελεςτζσ, τότε ιςχφουν οι ακόλουκεσ ιδιότθτεσ:  

1.(Τ1 + T2)|x> = T1 |x> + T2 |x>  

2.(Τ *   ) |x> =    * (T|x>)  

3.(Τ1 * T2) |x> = T1 * (T2|x>) 

■ 

      Θ αναγκαιότθτα χριςθσ των τελεςτϊν μασ οδιγθςε ζμμεςα ςτθν 

χρθςιμοποίθςθ του εςωτερικοφ γινομζνου. Το εςωτερικό γινόμενο που 

κα χρθςιμοποιοφμε ςε αυτιν τθν εργαςία κα είναι το ευκλείδειο 

εςωτερικό γινόμενο. 

Οριςμόσ: 

 Για χϊρουσ πεπεραςμζνων διαςτάςεων  με  a=(x1,x2,….,xn)  

b=(y1,y2,…,yn),  το ευκλείδειο εςωτερικό γινόμενο ορίηεται ωσ: 

            

 

   

     

 όπου ςτθ δεφτερθ ιςότθτα χρθςιμοποιιςαμε τθν ακροιςτικι ςφμβαςθ.  

■ 

            Τουσ διανυςματικοφσ χϊρουσ τουσ εφοδιάηουμε με κάποιο 

εςωτερικό γινόμενο όπου ςτθν περίπτωςι μασ είναι το ευκλείδειο 

εςωτερικό γινόμενο.  

Λδιότθτεσ: 
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Το εςωτερικό γινόμενο δφο διανυςμάτων  a,b  ικανοποιεί τισ 

ιδιότθτεσ: 

α)  a+b,c  =  a,c  +  b,c  

β)   λa,b  = λ* (a,b)  

γ)  a,b  =  b,a * 

δ)  a,a  > 0 εάν a 0    

οι οποίεσ μασ χρειάηονται παρακάτω. 

3.2.1 υηυγισ τελεςτισ (adjoint operator) 

       Ππωσ είπαμε και πριν υπάρχουν πάρα πολλά είδθ τελεςτϊν. Στθν 

καταςκευι ενόσ φράκταλ αντικειμζνου, τθν οποία και πραγματεφεται θ 

παροφςα εργαςία, μασ είναι απαραίτθτθ θ χριςθ ενόσ ειδικοφ τελεςτι 

πάνω ςτον οποίο κα βαςιςτεί θ καταςκευι του φράκταλ, ο οποίοσ 

αποκαλείται ςυηυγισ [2,4].  

Οριςμόσ: 

       Δεδομζνου του εςωτερικοφ γινομζνου ςε κάκε γραμμικό τελεςτι 

(μεταςχθματιςμό) Α μποροφμε να ορίςουμε με μοναδικό τρόπο το 

ςυηυγι του (ι ςυναφισ ι ςυηυγοανάςτροφοσ ι προςαρτθμζνοσ) από τθ 

ςχζςθ: 

                                       x, A y   =   A+ x , y   

■ 

 

 

 

Ρρόταςθ: 

Ο τελεςτισ Α+  που ορίηεται με αυτό τον τρόπο είναι ζνασ γραμμικόσ 

τελεςτισ και είναι μοναδικόσ.  

■ 
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Απόδειξη: Δουλεφοντασ τθν παραπάνω ςχζςθ για τυχαία x, y ζχουμε: 

  x + y, A z   =  x, Az  +  y, Az = A+x, z  +  A+y, z  = 

  A+x + A+y, z   

αποδεικνφουμε τθν μοναδικότθτα του ςυηυγι τελεςτι. 

▲ 

Λδιότθτεσ: 

 Βάςθ του οριςμοφ καταλιγουμε ςτισ εξισ βαςικζσ ιδιότθτεσ: 

 1.  A+x  + A+y = A+ (x + y )                                                                          (Α)   

  2. λ A+ x =A+ ( λ x )                                                                                    (Β)   

Δουλεφοντασ λοιπόν τισ (Α) και (Β) καταλιγουμε ςτισ εξισ ιδιότθτεσ: 

1.( Α + Β )+ = Α+ + Β+ 

2.(λ Α)+ = λ* Α+ 

3.(Α+)+ = Α 

4.Λ+ = Λ   (Λ θ μονάδα) 

5.(Α Β)+ = Β+ Α+ 

6.(Α-1)+ = (Α+)-1
 

■ 

        Για να καταλάβουμε περιςςότερο το τι ακριβϊσ κάνει ο ςυηυγισ 

τελεςτισ χρειαηόμαςτε τθν παρακάτω πρόταςθ. Κα πάρουμε μια τυχαία  

βάςθ.  

 

Ρρόταςθ: 

Ο πίνακασ που αντιςτοιχεί ςτο ςυηυγι τελεςτι είναι ο ερμιτιανόσ 

ανάςτροφοσ του πίνακα του αρχικοφ μασ τελεςτι.  

■ 
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Απόδειξη: 

Ραίρνουμε ωσ βάςθ του διανυςματικοφ χϊρου τθν    με             . 

Τότε θ δράςθ του τελεςτι  Α προςδιορίηεται από τον πίνακα     

         επειδι ξζρουμε ότι ιςχφει:          . Κεωροφμε τϊρα τθ 

δράςθ του A ωσ:            . Τότε: 

         
                      

     
 . 

▲ 

Οριςμόσ: 

Εάν      τότε ο τελεςτισ Τ ονομάηεται αυτοςυναφισ τελεςτισ ι 

αυτοπροςαρτθμζνοσ (self adjoint). Σε ζναν πραγματικό χϊρο 

εςωτερικοφ γινομζνου, ζνασ αυτοςυναφισ τελεςτισ ονομάηεται 

ςυμμετρικόσ.  

■ 

Ραρατθριςεισ 

 

α) Σε χϊρουσ απείρων διαςτάςεων δεν είναι αναγκαίο να υπάρχει 

ςυηυγισ τελεςτισ. π.χ. ο γραμμικόσ τελεςτισ τθσ διαφόριςθσ με μζτρο 

το    δεν ζχει ςυηυγι εκτόσ εάν ικανοποιοφνται κατάλλθλεσ ςυνοριακζσ 

ςυνκικεσ. Πταν ο τελεςτισ είναι φραγμζνοσ υπάρχει μοναδικόσ 

ςυηυγισ.   

 

β) Ο ςυηυγισ τελεςτισ δεν εξαρτάται μόνο από τον τελεςτι, εξαρτάται 

και από το εςωτερικό γινόμενο. 

3.2.2 Είδθ τελεςτϊν 

Ραρακάτω παρακζτουμε κάποια ιδθ τελεςτϊν τα οποία κεωροφνται 

τετριμμζνα και γι’ αυτό τον λόγο δεν γίνεται ιδιαίτερθ αναφορά ςε 

αυτά. Ραρόλα αυτά όμωσ απλϊσ παρουςιάηονται μιασ και εμφανίηονται 

μζςα ςτθν εργαςία. Ο πίνακασ που ακολουκεί μασ δίνει ςτθν δεξιά του 
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πλευρά τον τυχαίο τελεςτι Τ ο οποίοσ είναι οριςμζνοσ ςτον 

διανυςματικό χϊρο V. Από τθν αριςτερι πλευρά του πίνακα ζχουμε τον 

αντίςτοιχο πίνακα ςε κακεμία από τισ περιπτϊςεισ του τελεςτι. Με 

αυτόν τον πίνακα παρατθροφμε ότι θ ςχζςθ μεταξφ πίνακα και τελεςτι 

είναι αρμονικά ςυνδεδεμζνεσ και ότι μετάβαςθ από τθν μία περίπτωςθ  

ςτθν άλλθ γίνεται πολφ εφκολα είτε ευκζωσ είτε αντιςτρόφωσ. 

Πίνακασ        Σελεςτισ          

1. Ταυτοτικόσ (identical) 

              

Ταυτοτικόσ 

             

2. Ανάςτροφοσ (transpose) 

                     

         

Ανάςτροφοσ 

              
               

              
     

 

3. Συηυγισ   (conjugate) 

            
          

            

Συηυγισ 

 

        
       

     

4. Συναφισ  (adjoint) 

          

            

Συναφισ ι ςυηυγοανάςτροφοσ 

                 
           

 

 

5. Aυτοςυναφισ (self adjoint) 

                       

              

Αυτοςυναφισ 

 

                
            

 

6. Συμμετρικόσ (symmetric) 

                  

                      

 

Συμμετρικόσ 
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3.2.3 Οριςμόσ και δθμιουργία τελεςτϊν. 

      Θ καταςκευι του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ όπωσ ζχουμε ιδθ πει 

εξαρτάται πάρα πολφ από τθν επιλογι των τελεςτϊν. Για να το 

καταςκευάςουμε λοιπόν κα πρζπει να τοποκετιςουμε τθν μάηα του 

φράκταλ ςυςςωματϊματοσ αναλόγωσ με το μικοσ που ζχουμε διαλζξει. 

Από τθν ςτιγμι που τοποκετοφμε μάηεσ είναι αναμενόμενο το φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα μασ να μεγαλϊνει και να αυξάνεται το μικοσ του επ’ 

άπειρον. Αυτό το γεγονόσ ςυμβαίνει εξαιτίασ τθσ μετατόπιςθσ του 

φράκταλ ςυςςωματϊματοσ. Άρα ο τελεςτισ τθσ μετατόπιςθσ αναλόγωσ 

το ςτάδιο μετατοπίηει τθν ςυνάρτθςθ τθσ πυκνότθτασ κατά μία ςτακερά 

δεξιά, αριςτερά και αν ζχουμε ςυμμετρικότθτα, δθλαδι 

διπλευρικότθτα, κα το μετατοπίηει και προσ τισ 2 κατευκφνςεισ. Για να 

μπορζςουμε τϊρα να «ςυμμαηζψουμε» το φράκταλ ςυςςωμάτωμα 

ειςαγάγουμε τον τελεςτι τθσ ανακλιμάκωςθσ και πιο ςυγκεκριμζνα τον 

τελεςτι τθσ ςμίκρυνςθσ. Βάςθ αυτϊν των 2 τελεςτϊν μποροφμε να 

υλοποιιςουμε τθν δθμιουργία του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ.  

 

Οριςμόσ: 

Ο τελεςτισ τθσ μετατόπιςθσ δίνεται από τον τφπο: 

                                                                                                    (1) 

όπου      είναι τυχαία ςυνάρτθςθ και α είναι ο ςυντελεςτισ 

μετατόπιςθσ με    .  

Για τον ςυντελεςτι μετατόπιςθσ ιςχφει ότι:  

 αν     τότε ζχουμε μετατόπιςθ προσ τα αριςτερά ενϊ, 

 αν     ζχουμε μετατόπιςθ προσ τα δεξιά. 

■ 

Απόδειξθ:  

Ραίρνοντασ το δεφτερο μζλοσ τθσ (1) ζχουμε ότι: 
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,από τον οριςμό των ςειρϊν Taylor. Από τισ ιδιότθτεσ αυτϊν 

καταλιγουμε: 

 

        
  

  
       

 

   

   
  

  

  

   
 

 

   

             

▲                

Από τον παραπάνω οριςμό και με τθν χριςθ απλϊν ιδιοτιτων να 

καταλιξουμε ςε μια διαφορετικι μορφι του τφπου του τελεςτι 

μετατόπιςθσ από τον παραπάνω. 

 Δθλαδι:                                             
 

       

Επειδι παρακάτω χρθςιμοποιοφμε αρκετά τον ςυγκεκριμζνο τελεςτι 

κα τον ςυμβολίηουμε ωσ: 

                                                              
 

                                              (Α) 

      Κζλοντασ λοιπόν να δθμιουργιςουμε το φράκταλ ςυςςωμάτωμα 

παρατθροφμε ότι ναι μεν ζχουμε μετατόπιςθ αλλά από το προθγοφμενο 

ςτάδιο δεν κζλουμε να χάςουμε τθ μάηα που ζχουμε από πριν. Στθν 

ουςία λοιπόν μποροφμε να αποκαλοφμε τθν διαδικαςία που κάνουμε 

μετατόπιςθ αλλά δεν είναι και ακριβϊσ μετατόπιςθ. Θ μετατόπιςθ είναι 

θ μετακίνθςθ ενόσ αντικειμζνου, δθλαδι θ αλλαγι τθσ αρχικισ του 

κζςθσ.  

      Στθν περίπτωςι μασ εμείσ μετατοπίηουμε το αντικείμενό μασ ςε μια 

νζα κζςθ και ςτθν αρχικι του κζςθ τοποκετοφμε ζνα ίδιο αντικείμενο 

ακριβϊσ όπωσ το αρχικό μασ. Άρα λοιπόν αναμενόμενο είναι να 

προςαρμόςουμε αυτι τθν ιδιότθτα του φράκταλ ςυςςωμάτωμα μζςα 

ςτον τελεςτι μετατόπιςθσ. Στα μακθματικά όλθ αυτι θ διαδικαςία 

επιτυγχάνεται με τθν βοικεια του ταυτοτικοφ τελεςτι. Οπότε: 

Ρόριςμα: 
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 Με τθν χριςθ του ταυτοτικοφ τελεςτι μποροφμε για μια τυχαία 

ςυνάρτθςθ να μετατοπίςουμε το γράφθμα τθσ ςυνάρτθςθσ αλλά και 

ςυγχρόνωσ να παραμείνει ςτθν αρχικι τθσ κζςθ. 

Απόδειξθ:  Για τυχαία ςυνάρτθςθ      ζχουμε: 

(                                    

όπου   ζχουμε τον ταυτοτικό τελεςτι και    τον τελεςτι μετατόπιςθσ. 

▲ 

      Θ διαδικαςία τθσ ανακλιμάκωςθσ και πιο ςυγκεκριμζνα τθσ 

ςμίκρυνςθσ γίνεται και αυτι με τθν βοικεια των τελεςτϊν. Στθν αρχι 

μιλιςαμε για ανακλιμάκωςθ αλλά εμάσ μασ ενδιαφζρει κυρίωσ θ 

διαδικαςία τθσ ςμίκρυνςθσ και όχι τθσ μεγζκυνςθσ. Ακολοφκωσ κα 

μιλάμε για ανακλιμάκωςθ επειδι θ διαδικαςία που ακολουκοφμε είναι 

ίδια και για τισ 2 περιπτϊςεισ.  

Οριςμόσ: 

Ο τφπο τθσ ανακλιμάκωςθσ δίνεται από τθν ςχζςθ: 

        
 
   

■ 

Κζτουμε ότι 
 

  
  .Οπότε από τον παραπάνω οριςμό κα ζχουμε: 

 
 

  
        . Άρα ςφμφωνα με τον ςυμβολιςμό που δϊςαμε κα 

ζχουμε:            

      Γενικά ςτισ άλγεβρεσ των Τελεςτϊν ιςχφει ότι      . Στθν δικι 

μασ περίπτωςθ κζλουμε να ιςχφει:         .Ο χϊροσ πλζον που 

ζχουμε κα τον ονομάςουμε Άλγεβρα τελεςτϊν «Act» και όπωσ είναι 

αναμενόμενο διζπεται από ξεχωριςτζσ και ιδιαίτερεσ ιδιότθτεσ με κφριο 

εκφραςτι όλων αυτϊν τον οριςμό του χϊρου.  

 

Λιμμα:  
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Στθν Άλγεβρα τελεςτϊν «Act» ιςχφει ότι :  

                                                                                 (Β) 

■ 

Απόδειξη: Ζςτω ότι ιςχφει θ (Β) για μία τυχαία ςυνάρτθςθ     . Οπότε: 

                        

                       

                          

                                                                                                              

▲ 

Οριςμόσ       

Ο τελεςτισ τθσ ανακλιμάκωςθσ μζςω των ιδιοτιτων του χϊρου δίνεται 

από τθν ςχζςθ: 

             

όπου από τθν ςτιγμι που κζλουμε να ζχουμε ςμίκρυνςθ κα πρζπει να 

ιςχφει ότι: 

       

■ 

Για παράδειγμα εάν πάρουμε       τότε το διάςτθμα με μικοσ 1 το 

μικραίνει κατά το ιμιςυ και το διάςτθμα πλζον αφοφ ζχει δράςει πάνω 

του ο τελεςτισ ανακλιμάκωςθσ κα ζχει μικοσ ½. 
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Εικόνα 7: Η ςμίκρυνςθ ενόσ ευκυγράμμου τμιματοσ αρχικοφ μικουσ 1. 

Λιμμα:  

Από τον οριςμό του τελεςτι τθσ ανακλιμάκωςθσ και με τθν βοικεια των 

ςειρϊν Taylor ο τελεςτισ μασ μπορεί να γραφεί ωσ: 

    
      

  

 

   

      

■ 

Απόδειξθ: 

Αν κζλουμε λοιπόν μποροφμε να εμφανίςουμε τον τελεςτι ωσ ςειρά 

από τον τφπο: 

    
      

 
             

      

  

 

   

      

▲ 

Κα πρζπει να προςζξουμε το γεγονόσ ότι βριςκόμαςτε ςτθν άλγεβρα 

τελεςτϊν «Act» και θ ςχζςθ:       δίνεται από τισ ιδιότθτεσ που 

κζςαμε πρίν. Δθλαδι: 
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Και οφτω κακ’ εξισ. 

3.2.4 Σο πρόβλθμα του τελεςτι τθσ ανακλιμάκωςθσ από τθν ςκοπιά 

τθσ Φυςικισ. 

      Θ διαδικαςία τθσ ανακλιμάκωςθσ κάνει το γράφθμα τθσ ςυνάρτθςθσ 

τθσ πυκνότθτασ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ πολφ πιο περίπλοκο. 

Δθλαδι ναι μεν καταφζρνει να το ςυρρικνϊνει αλλά διάφορεσ 

καμπυλϊςεισ τθσ ςυνάρτθςθσ μασ δυςκολεφουν πάρα πολφ. Αν θ 

ςυνάρτθςι μασ είναι θ ςτακερι ευκεία τότε θ ςμίκρυνςθ δεν κα είχε 

κανζνα πρόβλθμα κακϊσ κα ζπαιρνε ζνα διάςτθμα τθσ ςυνάρτθςθσ και 

κα το ζκανε μικρότερο. Δθλαδι κα ζπαιρνε ζνα κομμάτι και απλϊσ κα 

του ζκοβε τισ άκρεσ, κα μποροφμε να φανταςτοφμε χοντρικά. Στθν 

περίπτωςθ όμωσ που ζχουμε και πραγματευόμαςτε εμείσ θ ςυνάρτθςθ 

τθσ πυκνότθτασ είναι καμπφλθ γραμμι με τοπικά ελάχιςτα και μζγιςτα. 

Θ ςμίκρυνςθ τθσ ςυνάρτθςθσ μποροφμε να φανταςτοφμε ότι γίνεται με 

τθν τοποκζτθςθ δυο τοφβλων αριςτερά και δεξιά από το κομμάτι τθσ 

ςυνάρτθςθσ και ξεκινάμε να ςπρϊχνουμε προσ το εςωτερικό τθσ 

ςυνάρτθςθσ. Αυτι θ διαδικαςία όμωσ ζχει ςαν επακόλουκο οι 

καμπυλωμζνεσ περιοχζσ τθσ ςυνάρτθςθσ να αποκτοφν απότομεσ 

καμπυλϊςεισ με κίνδυνο να αλλάξει πλιρωσ θ εμφάνιςθ τθσ 

ςυνάρτθςθσ.  

      Στθν εικόνα 8 παρακάτω παρατθροφμε ότι ζχουμε τθν ςυνάρτθςθ 

     ςτθν περίπτωςθ Α  Στθν περίπτωςθ Β ,όπου        παρατθροφμε 

τισ ομαλζσ καμπυλϊςεισ τθσ Α περίπτωςθσ να γίνονται πιο απότομεσ και 

γενικά θ διαδικαςία τθσ ςμίκρυνςθσ είναι ςαν διαδικαςία ςυμπίεςθσ. 

Από τθν ςτιγμι που ςυμπιζηουμε ζνα αντικείμενο κφριο χαρακτθριςτικό 

τθσ φλθσ είναι να κινθκεί προσ τθν κατεφκυνςθ όπου δεν τθσ αςκείται 

πίεςθ. Ζτςι λοιπόν και θ κίνθςθ που εκτελεί θ ςυνάρτθςι μασ είναι να 

κινθκεί προσ τα κάτω και προσ τα πάνω. Στθν εικόνα μασ αυτό γίνεται 

αντιλθπτό από τα τοπικά ελάχιςτα και τα τοπικά μζγιςτα όπου θ κίνθςθ 
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γίνεται πιο εφκολα αντιλθπτι.

 

Εικόνα 8: Για μια τυχαία καμπφλθ παρατθροφμε τθν μεταβολι ςτα ακρότατα. 

      Για να μπορζςουμε να αποφφγουμε τον ςκόπελο τθσ ςυμπίεςθσ και 

θ διαδικαςία να γίνει τελικά ςμίκρυνςθσ κάνουμε μια απλι κίνθςθ θ 

οποία μπορεί να είναι απλι αλλά αποτελεί ςωτθρία για εμάσ. Από τθν 

ςτιγμι όπου για τθν μετάβαςθ από τθν περίπτωςθ (Α) ςτθν (Β) κάνουμε 

τθν            κάνοντασ ζναν απλό πολλαπλαςιαςμό οδθγοφμαςτε 

από τθν (Β) ςτθν (C) (εικόνα 9), δθλαδι               Κάνοντασ αυτι 

τθν απλι κίνθςθ επιτυγχάνουμε όπωσ παρατθροφμε και από τθν 

παρακάτω εικόνα τθν ομαλοποίθςθ τθσ ςυνάρτθςθσ μασ. Δθλαδι τα 

τοπικά ελάχιςτα και μζγιςτα επιςτρζφουν ςτα φυςιολογικά αρχικά τουσ 

επίπεδα ανάλογα πάντα βζβαια με τθν αρχικι μασ ςυνάρτθςθ. Ππωσ 

άλλωςτε μποροφμε να παρατθριςουμε τισ περιπτϊςεισ (Α) και (C) 

μοιάηουν δθλαδι είναι όμοιεσ και διαφζρουν κατά ζναν λόγο 

ομοιότθτασ s. 

 

Εικόνα 9: Παρατθροφμε τθν επίτευξθ τθσ ομαλοποίθςθσ. 
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Καταφζρνοντασ λοιπόν να δθμιουργιςουμε τα κατάλλθλα 

αποτελζςματα ορίηουμε πλζον τον τελεςτι ανακλιμάκωςθσ ωσ εξισ: 

                            

 3.2.5. Η δθμιουργία του τελεςτι για τθ καταςκευι του φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ.     

       Ζχοντασ λοιπόν ορίςει τουσ τελεςτζσ μετατόπιςθσ και 

ανακλιμάκωςθσ με τισ κατάλλθλεσ ιδιότθτεσ που μασ χρειάηονται για 

τθν δθμιουργία του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ μποροφμε να ορίςουμε 

τον τελικό μασ τελεςτι. Ζχουμε ότι: 

       , τελεςτισ μετατόπιςθσ 

          , τελεςτισ ανακλιμάκωςθσ 

Οριςμόσ: 

Ο τελεςτισ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ με τθν βοικεια των 

παραπάνω δυο τελεςτϊν ορίηεται ωσ εξισ: 

            

■ 

π.χ. για μια τυχαία ςυνάρτθςθ      κα ζχουμε: 

                     

                   

                    

■ 

      Σε αυτό το ςθμείο πρζπει να γίνει μια διευκρίνιςθ. Ππωσ είπαμε ςτθ 

υποπαράγραφο 3.1.5 θ καταςκευι μασ μπορεί να δθμιουργθκεί βάςθ 2 

τρόπων. Ο πρϊτοσ είναι ο TD ενϊ ο δεφτεροσ ο BU. Θ διαδικαςία του 

πρϊτου από του δεφτερου είναι διαφορετικόσ όπωσ ιδθ ζχουμε 

εξθγιςει. Άρα λοιπόν γίνεται αντιλθπτό ότι αναλόγωσ τον τρόπο με τον 

οποίο διαλζγουμε να καταςκευάςουμε το φράκταλ ςυςςωμάτωμα κα 

μεταβάλουμε και τον τελικό μασ τελεςτι.  
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      Με τθν δθμιουργία λοιπόν του κατάλλθλου τελικοφ μασ τελεςτι 

επιτυγχάνουμε τθν καταςκευι του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ. Μζςω 

όμωσ αυτισ τθσ καταςκευισ επιτυγχάνουμε ζμμεςα και τθν δθμιουργία 

τθσ χαρακτθριςτικισ ςυνάρτθςθσ του φράκταλ.  

Ρρόταςθ:  

Για τον τελεςτι του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ ιςχφει πάντα ότι: 

     

 

  

                         

 

  

 

■ 

Απόδειξθ: 

Ξζρουμε ότι μζςω του μεταςχθματιςμοφ Fourier καταλιγουμε ςτθν 

ςχζςθ: 

            

 

  

         

Ραίρνοντασ λοιπόν το ολοκλιρωμα του δεφτερου μζλουσ ζχουμε:                                                                

     

 

  

                

 

  

                      

Ππου         και          . Από διαφορικό λογιςμό τθν ςχζςθ 

(Α) μπορϊ να γράψω ωσ εξισ: 

         

 

                                           

Και ςτθν ςχζςθ (Β) μπορϊ να γράψω τα           ωσ διανφςματα. Άρα 

{  }=     και ,  }=    . Οπότε τθν (Β) μπορϊ να τθν γράψω ωσ εςωτερικό 

γινόμενο. Δθλαδι: 
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Άρα ζχουμε ότι: 

     

 

  

                                                  

Από ιδιότθτεσ εςωτερικοφ γινομζνου ζχουμε ότι: 

              

 
      

 
                                     

Δθλαδι τθν (1) τθν γράφουμε ωσ γινόμενο πινάκων. 

Από ιδιότθτεσ τθσ κεωρίασ τελεςτϊν ζχουμε: 

             
     

   
     

  

 
    
 

   

   
     

   
     

  

 
    

 
  

 

 

 
    
 

   

                                

 

  

  

▲ 

      Στθν ουςία λοιπόν χρειάςτθκε να ειςαγάγουμε τον ανάςτροφο 

τελεςτι του τελικοφ μασ τελεςτι. Ο ανάςτροφοσ τελεςτισ όμωσ 

διζπεται από ςυγκεκριμζνεσ ιδιότθτεσ οι οποίεσ μεταφζρονται νοερά 

μζςα ςτον τφπο του και πιο ςυγκεκριμζνα ζχουμε για τουσ τελικοφσ μασ 

τελεςτζσ ότι: 

 Για τον τελικό μασ τελεςτι ζχουμε: 

      
 

  
   

 Ενϊ για τον ανάςτροφο τελικό τελεςτι μασ ζχουμε: 
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3.2.6. Εςωτερικά γινόμενα και ςυηυγείσ τελεςτζσ. 

      Το πρόβλθμά μασ λοιπόν μετατοπίηεται ςτο να μπορζςουμε να 

υπολογίςουμε τον ςυηυγι τελικό μασ τελεςτι. Αυτό μπορεί να 

επιτευχκεί με τθν βοικεια του εςωτερικοφ γινομζνου για να βροφμε τισ 

τιμζσ των μεταβλθτϊν    και   . 

       Στουσ χϊρουσ ςυναρτιςεων ζχουμε τθν βαςικι ιδιότθτα θ: 

                                                                   

 Θ ιδιότθτα αυτι είναι πάρα πολφ ςθμαντικι διότι μζςα ςε αυτιν 

βλζπουμε να περιζχεται ο ςυηυγοανάςτροφοσ του τελεςτι Α 

Ρόριςμα:  

Βάςθ τθσ ςχζςθσ     εάν ςτθ κζςθ του Α ζχουμε τον τελεςτι τθσ 

παραγϊγιςθσ D τότε ιςχφει ότι: 

                           

Δθλαδι ιςχφει ότι:  

       

■ 

Απόδειξθ:  

Από τθν ςχζςθ (α) ζχουμε ότι: 

                                      

 

  

  

                                        

 

  

    

 

  

 

  

 

Και αφοφ ιςχφει ότι κατά πρϊτον: 

                                

 και κατά δεφτερον:                     
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Κα ζχουμε τελικά ότι: 

                          

 

  

 

  

 

Άρα από τον οριςμό του εςωτερικοφ γινομζνου ζχουμε ότι: 

                                         

Από τθν ςχζςθ     και τθν παραπάνω ςχζςθ καταλιγουμε ςτο 

ςυμπζραςμα ότι:  

                                                                                                        

▲ 

Ρόριςμα:  

Βάςθ τθσ ςχζςθσ     εάν ςτθ κζςθ του Α ζχουμε το x τότε ιςχφει ότι: 

                          

Δθλαδι ιςχφει ότι:  

      

■ 

Απόδειξθ: 

      Ομοίωσ δουλεφοντασ όπωσ ςτθν απόδειξθ του προθγοφμενου 

πορίςματοσ αν ςτθν κζςθ του τελεςτι Α τοποκετιςουμε το x  τότε κα 

ζχουμε ότι: 

                                                     

Καταλιγουμε δθλαδι ςτθν ςχζςθ ότι: 

                                                                                                                  

   ▲    
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Ρρόταςθ:  

Ο τφποσ του ανάςτροφου τελεςτι μασ δίνεται από τθν ςχζςθ: 

                    

■ 

Απόδειξθ: 

Από τισ ιδιότθτεσ που ζχουμε ιδθ αναφζρει ςτισ υποπαραγράφουσ 

3.2.0 και 3.2.1 παίρνουμε τθν  ςχζςθ: 

               

Οπότε από τισ ςχζςεισ  

      και      

 ζχουμε ότι: 

                   

Οπότε επιςτρζφοντασ ςτθν ςχζςθ (R)  καταλιγουμε ότι: 

                    

▲ 

Άρα ςτθν γενικι ςχζςθ του τελικοφ μασ τελεςτι ζχουμε ότι: 

                                                                                         

Ρρόταςθ: 

Ο ανάςτροφοσ τελεςτισ του τελεςτι             δίνεται από τθν 

ςχζςθ: 

            
 
 

■ 

Απόδειξθ: 

 Αφοφ ξζρουμε ότι:              τότε κα ζχουμε:  



80 
 

              
   

                              
   

         
    

                            

Για τον ςυηυγι τελεςτι     
  ζχουμε ορίςει παραπάνω ότι: 

    
             

          

 

Ρροτοφ ςυνεχίςουμε τθν απόδειξθ μασ χρειάηεται το παρακάτω λιμμα: 

Λιμμα: 

 Για ζναν τελεςτι Τ και τυχαίο α ζχουμε ότι ιςχφει: 

    
    

Απόδειξη:  

Ραίρνοντασ το πρϊτο μζλοσ τθσ ςχζςθσ ζχουμε: 

    
                                      

    ▲ 

      Ζχοντασ βρει λοιπόν τον ανάςτροφο του τελεςτι μετατόπιςθσ 

προςπακοφμε να βροφμε τθν τιμι του ςυηυγι τελεςτι   
 . 

Ξζρουμε ότι:  

            

Οπότε κα ζχουμε ότι:  

  
                                                      

Άρα:  
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Οπότε λοιπόν επιςτρζφοντασ ςτθν ςχζςθ (2) πιο πάνω ζχουμε ότι: 

          
    

          
 

 
  

 
  

▲ 

Οπότε καταλιγουμε ςτισ δυο πιο βαςικζσ ςχζςεισ τθσ δθμιουργίασ του 

φράκταλ ςυςςωματϊματοσ οι οποίεσ είναι οι: 

            

 

  και              

Ζχοντασ λοιπόν αποδείξει τισ απαραίτθτεσ ςχζςεισ καταλιγουμε ςτθν 

αρχικι μασ ςχζςθ: 

                               

Θ παραπάνω ςχζςθ μασ δίνει το δικαίωμα να κινιόμαςτε πολφ άνετα 

μεταξφ ςυηυγι και κανονικοφ τελεςτι μζςα ςτον μεταςχθματιςμό 

Fourier. Μζχρι ςτιγμισ όμωσ μιλοφςαμε για μια ειδικι περίπτωςθ θ 

οποία δεν είναι άλλθ από τθν μονόπλευρθ μετατόπιςθ και τθσ 

ανακλιμάκωςθσ μαηί. Ππωσ όμωσ ζχουμε ιδθ πει το πϊσ κα 

δθμιουργθκεί το φράκταλ ςυςςωμάτωμα εμπίπτει κακαρά ςτισ 

απαιτιςεισ του καταςκευαςτι. Υπάρχουν περιπτϊςεισ όπου το φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα μπορεί να είναι δίπλευρο και να μθν ζχει ανακλιμάκωςθ 

ι άλλεσ περιπτϊςεισ.   

3.2.7 Δθμιουργία ενιαίου τελεςτι.     

      Για να μπορζςουμε λοιπόν να εξετάςουμε όλεσ τισ δυνατζσ 

περιπτϊςεισ μασ δθμιουργικθκε θ ανάγκθ για τθν δθμιουργία ενόσ 

ενιαίου τελεςτι. Ο τελεςτισ αυτόσ αποτελείται από κάποιεσ 

παραμζτρουσ τισ οποίεσ μπορεί να κακορίςει ο χριςτθσ και να πάρει το 

προςδοκϊμενο αποτζλεςμα. 

      Οι παράμετροι που κα ειςαγάγουμε ςτον ενιαίο τελεςτι, ζχουν να 

κάνουν με τισ παραμζτρουσ που ζχουμε ορίςει ςτισ υποπαραγράφουσ 

3.1.1 ζωσ 3.1.6. Θ πρϊτθ παράμετροσ που μασ ενδιαφζρει ζχει να κάνει 

με τθν ςυμμετρικότθτα. Δθλαδι μασ ενδιαφζρει αν το φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα μασ εκτείνεται προσ τισ δυο πλευρζσ ι προσ μια 



82 
 

κατεφκυνςθ. Αν ζχουμε επζκταςθ και προσ τισ δφο πλευρζσ 

(ςυμμετρικά ι όχι) τότε κζλουμε τθν χριςθ 2 τελεςτϊν μετατόπιςθσ 

ενϊ αν κζλουμε προσ τθ μια κατεφκυνςθ τότε χρειαηόμαςτε ζναν. Θ 

δεφτερθ παράμετροσ ζχει να κάνει με τθν ανακλιμάκωςθ και ειδικότερα 

τθν ςμίκρυνςθ. Στθν περίπτωςθ όπου κζλουμε ανακλιμάκωςθ πρζπει 

να ειςαγάγουμε τον τελεςτι τθσ ανακλιμάκωςθσ. Οι δφο τελευταίοι 

παράμετροι είναι ο τρόποσ καταςκευισ (TD-BU) και αν ο χϊροσ μασ 

είναι πεπεραςμζνοσ ι άπειροσ. Στθν περίπτωςθ όπου ζχουμε TD τότε 

ιςχφει ότι: 

                               

ενϊ ςτθν περίπτωςθ BU ζχουμε: 

                               

      Οι δυο πρϊτοι παράμετροι μπαίνουν μζςα ςτον τφπο του ενιαίου 

τελεςτι ενϊ τουσ άλλοι δυο τουσ διαλζγουμε ςτθν αρχι και 

εμφανίηονται ζμμεςα.  

Οριςμόσ: 

Ο ενιαίοσ τελεςτισ δίνεται από τθν ςχζςθ: 

     
 
    

    
  

,όπου           ακολουκίεσ. Στον τελεςτι τθσ ςμίκρυνςθσ βάηουμε ωσ 

ςυντελεςτι ανακλιμάκωςθσ τον 1/s. Αυτι μασ τθν κίνθςθ τθν κάνουμε 

για να αποφφγουμε τον περιοριςμό το        . Σε αυτιν τθν 

περίπτωςθ ζχουμε ότι 
 

 
       και άρα το            . Ππωσ 

γίνεται αντιλθπτό όταν το         τότε κα είμαςτε ςτθν περίπτωςθ τθσ 

μεγζκυνςθσ.  

■ 

Ραρατιρθςθ: 

      Θ καταςκευι του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ επιτυγχάνεται όπωσ 

ιδθ ζχουμε προαναφζρει με τθν χριςθ του ενιαίου τελεςτι. Ρροτοφ 

όμωσ τον χρθςιμοποιιςουμε κα πρζπει να κάνουμε μια διευκρίνιςθ. Το 
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φράκταλ ςυςςωμάτωμα μασ καταςκευάηεται από τον αναδρομικό τφπο 

τθσ πυκνότθτασ του φράκταλ. Δθλαδι θ καταςκευι μασ γίνεται από το 

παρακάτω ςφνολο: 

                      

Ππου με τθν χριςθ του ςυηυγοανάςτροφου τελεςτι    ιςχφει ότι: 

                                      

Καταλιγουμε δθλαδι ςτθν αναδρομικι ςχζςθ: 

                όπου:                        

Ζχοντασ λοιπόν επιλζξει τον τελεςτι: 

     
 
    

    
  

Από τθν παραπάνω αναδρομικι ςχζςθ και τον τφπο του τελεςτι μασ 

οδθγοφμαςτε ςτθν ςχζςθ: 

        
 
    

    
         

Από όπου καταλιγουμε ςτθν ςχζςθ: 

              
  

 
          

  

 
   

Ππωσ γίνεται αντιλθπτό το αρχικό μασ πρόβλθμα καταςκευισ του 

φράκταλ ςυςςωματϊματοσ μετατρζπεται ςτθν επίλυςθ τθσ παραπάνω 

ςχζςθσ τθσ οποίασ θ επίλυςθ γίνεται με τθν βοικεια του 

μεταςχθματιςμοφ Fourier. Θ παραπάνω ςχζςθ μετατρζπεται ςτον 

παρακάτω τφπο: 

Ρρόταςθ: 

Ο τφποσ του μεταςχθματιςμοφ Fourier δίνεται από τθν ςχζςθ: 

      
 

 
     

   

 
       

   

 
      

   

 
       

   

 
       

 

 
  

■ 
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Απόδειξθ: 

Από τθν ςχζςθ τθσ ςυνάρτθςθσ τθσ πυκνότθτασ μάηασ ζχουμε τθν 

ςχζςθ: 

        
 
    

    
         

Ολοκλθρϊνοντασ και πολλαπλαςιάηοντασ με      τθν παραπάνω ςχζςθ 

ζχουμε: 

         
             

 
    

    
         

     

 

  

 

  

 

 Οπότε: 

       
     

 

  

    
 
    

    
          

      

                                 

 

   
     

 

   
           

                                

Επιλζγουμε τθν περίπτωςθ BU. Οπότε ςφμφωνα με τα παραπάνω 

ζχουμε ότι: 
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Σφμφωνα με τον μεταςχθματιςμό Fourier καταλιγουμε ςτθν ςχζςθ: 

       
 

 
 
    

  
 

 
 
    

       
 

 
  

Ξζρουμε όμωσ ότι: 

 
    

      
   

 
       

   

 
  

και ομοίωσ: 

 
    

      
   

 
       

   

 
  

Οπότε: 

 
    

   
    

      
   

 
       

   

 
      

   

 
       

   

 
  

Άρα αντικακιςτϊντασ ςτον τφπο του μεταςχθματιςμοφ Fourier ζχουμε: 

      
 

 
     

   

 
       

   

 
      

   

 
       

   

 
       

 

 
         

▲ 

      Ζχοντασ λοιπόν καταλιξει ςτον τελευταίο τφπο μποροφμε να 

καταςκευάςουμε οποιοδιποτε φράκταλ ςυςςωμάτωμα με τον τρόπο 

BU. Ρροτοφ ςυνεχίςουμε κα κάνουμε μια μικρι διευκρίνιςθ. Για λόγουσ 

ελευκερίασ από αυτό το ςθμείο και ζπειτα τθν ακολουκία μαηϊν και 

μικουσ δεν κα τθν ακολουκεί θ ακολουκία   .  
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Ραράδειγμα 

Κζλουμε να καταςκευάςουμε ζνα φράκταλ ςυςςωμάτωμα δίπλευρο 

ςυμμετρικό χωρίσ ανακλιμάκωςθ. Ο τελεςτισ καταςκευισ του φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ κα δίνεται από τθν ςχζςθ: 

   
 
      

 
 
  

  
       

 
 
 

Οπότε θ ςυνάρτθςθ πυκνότθτασ κα δίνεται από τθν ςχζςθ: 

        
 
      

 
 
  

  
       

 
 
         

Για λόγουσ ευκολίασ κζτω:   
 
      

 
 
  

  
       

 
 
    

Άρα ζχουμε: 

       
                     

 

  

 

  

 

 Οπότε: 

       
     

 

  

            
      

Επιλζγουμε τθν περίπτωςθ BU. Οπότε ςφμφωνα με τα παραπάνω 

ζχουμε ότι: 

              
           

Για τον W ξζρουμε ότι ιςχφει: 

     

Οπότε:          
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Σφμφωνα με τον μεταςχθματιςμό Fourier καταλιγουμε ςτθν ςχζςθ: 

        
   

        
 

 
  

    
        

 
 
         

Από όπου καταλιγουμε ότι: 

           
     

 
                                         

▲ 

Αντί λοιπόν να κάνουμε όλθ τθν παραπάνω διαδικαςία μποροφμε να 

πάμε ςτον τφπο (z) να κζςουμε:  

        
      

 
      

      

 
 

Οπότε και καταλιγουμε ςτον τφπο (3) παραπάνω. 

3.2.8 Περιπτϊςεισ τελεςτϊν.    

1θ περίπτωςθ:  

Το φράκταλ ςυςςωμάτωμα να είναι μονόπλευρο και χωρίσ 

ανακλιμάκωςθ. Ο τφποσ καταςκευισ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ  

κα δίνεται από τον τφπο: 

                                                                                  

■ 

Απόδειξθ: 

Στθν περίπτωςθ μασ κζτουμε: 

                                            

Αντικακιςτϊντασ ςτον (z) ζχουμε: 
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▲ 

Ρρόταςθ:  

Ο  τφποσ του μεταςχθματιςμοφ Fourier του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ  

ςε ςχζςθ με τον μεταςχθματιςμό Fourier ςτο αρχικό μασ ςτάδιο δίνεται 

από τθν ςχζςθ: 

                                  

 

   

 

■ 

Απόδειξθ: 

Από τθν ςχζςθ: 

                         

ο αρχικόσ μασ τφποσ κα γίνει: 

                                    

Δουλεφοντασ τον παραπάνω τφπο ςε κάκε ςτάδιο κα ζχουμε: 

Στο πρϊτο ςτάδιο: 

                                  

Στο δεφτερο ςτάδιο: 

                                   

                                                

          

Οπότε καταλιγουμε: 
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Στο τρίτο ςτάδιο ζχουμε: 

                                   

                              

                                                  

Άρα: 

                                  

 

   

 

Οπότε γίνεται φανερό πωσ ςυνεχίηοντασ τθν ίδια διαδικαςία επ’ άπειρο 

καταλιγουμε ςτθν ςχζςθ: 

                                  

 

   

 

▲ 

 2θ Ρερίπτωςθ:  

Το φράκταλ ςυςςωμάτωμα να είναι δίπλευρο και χωρίσ ανακλιμάκωςθ. 

Ο τφποσ καταςκευισ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ κα δίνεται από τον 

τφπο: 

                                                                                                

■ 

Απόδειξθ: 

Στθν περίπτωςι μασ κζτουμε: 

                                              

Αντικακιςτϊντασ ςτον (z) ζχουμε: 
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▲ 

 

Ρρόταςθ:  

Ο  τφποσ του μεταςχθματιςμοφ Fourier του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ  

ςε ςχζςθ με τον μεταςχθματιςμό Fourier ςτο αρχικό μασ ςτάδιο δίνεται 

από τθν ςχζςθ: 

             
   

 
      

 

   

 

■ 

Απόδειξθ: 

Δουλεφοντασ τον τφπο (β) ςε κάκε ςτάδιο ζχουμε: 

Στο πρϊτο ςτάδιο: 

           
   

 
       

Στο δεφτερο ςτάδιο: 

           
   

 
            

   

 
      

   

 
        

Άρα : 

           
   

 
     

   

 
       

Οπότε καταλιγουμε: 
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Στο τρίτο ςτάδιο ζχουμε: 

      

      
   

 
            

   

 
       

   

 
     

   

 
       

Άρα: 

            
   

 
     

   

 
     

   

 
       

Οπότε: 

             
   

 
      

 

   

 

 

Οπότε γίνεται φανερό πωσ ςυνεχίηοντασ τθν ίδια διαδικαςία επ’ άπειρο 

καταλιγουμε ςτθν ςχζςθ: 

             
   

 
      

 

   

 

▲ 

3θ Ρερίπτωςθ:  

Το φράκταλ ςυςςωμάτωμα να είναι μονόπλευρο φράκταλ με 

ανακλιμάκωςθ. Ο τφποσ καταςκευισ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ  

κα δίνεται από τον τφπο: 

      
 

 
  

    
         

 

 
                           

■ 
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Απόδειξθ: 

Σε αυτιν τθν περίπτωςθ κζτουμε: 

                                            

Αντικακιςτϊντασ ςτον (z) ζχουμε: 

      
 

 
     

   

 
       

   

 
      

  

 
       

  

 
       

 

 
  

       
 

 
     

   

 
       

   

 
           

 

 
   

       
 

 
     

   

 
       

   

 
         

 

 
   

                                              
 

 
  

    
         

 

 
  

▲ 

Ρρόταςθ:  

Ο  τφποσ του μεταςχθματιςμοφ Fourier του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ  

ςε ςχζςθ με τον μεταςχθματιςμό Fourier ςτο αρχικό μασ ςτάδιο δίνεται 

από τθν ςχζςθ: 

      
 

  
  

        

      
 

         

      
      

 

  
 

 

   

 

■ 

Απόδειξθ: 

Από τον τφπο Euler ζχουμε: 

 
    

      
   

 
       

   

 
  

Οπότε ο τφποσ (γ) κα γίνει: 

      
 

 
     

   

 
       

   

 
         

 

 
  



93 
 

Δουλεφοντασ τον παραπάνω τφπο ςε κάκε ςτάδιο ζχουμε: 

Στο πρϊτο ςτάδιο: 

      
 

 
     

   

 
       

   

 
       

 

 
  

Στο δεφτερο ςτάδιο: 

      
 

 
     

   

 
       

   

 
       

 

 
  

Άρα: 

      
 

 
     

   

 
       

   

 
    

 

 
     

   

  
       

   

  
 

      
 

  
  

Καταλιγοντασ κα ζχουμε: 

      
 

  
     

   

 
       

   

 
         

   

  
       

   

  
 

      
 

  
  

Στο τρίτο βιμα: 

      
 

  
     

   

  
       

   

  
       

 

 
  

Άρα: 
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Οπότε γίνεται φανερό πωσ ςυνεχίηοντασ τθν ίδια διαδικαςία επ’ άπειρο 

καταλιγουμε ςτθν ςχζςθ: 

      
 

  
  

        

      
 

         

      
      

 

  
 

 

   

 

▲ 

4θ Ρερίπτωςθ:  

Το φράκταλ ςυςςωμάτωμα να είναι δίπλευρο φράκταλ με 

ανακλιμάκωςθ. Ο τφποσ καταςκευισ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ  

κα δίνεται από τον τφπο: 

                                  
 

 
     

   

 
      

 

 
                                 

■ 

Απόδειξθ: 

Σε αυτιν τθν περίπτωςθ κζτουμε: 

                                              

Αντικακιςτϊντασ ςτον (z) ζχουμε: 

      
 

 
     

   

 
       

   

 
       

   

 
        

   

 
       

 

 
   

       
 

 
     

   

 
       

   

 
      

   

 
       

   

 
       

 

 
   

       
 

 
     

   

 
      

   

 
       

 

 
   

                                           
 

 
     

   

 
      

 

 
   

▲ 
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Ρρόταςθ:  

Ο  τφποσ του μεταςχθματιςμοφ Fourier του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ  

ςε ςχζςθ με τον μεταςχθματιςμό Fourier ςτο αρχικό μασ ςτάδιο δίνεται 

από τθν ςχζςθ: 

      
 

  
       

   

      
    

 

  
 

 

   

 

■ 

Απόδειξθ: 

Δουλεφοντασ τον τφπο (δ) ςε κάκε ςτάδιο ζχουμε: 

Στο πρϊτο ςτάδιο: 

      
 

 
     

   

 
    

 

 
  

Στο δεφτερο ςτάδιο: 

      
 

 
     

   

 
    

 

 
  

      
 

 
     

   

 
 
 

 
     

   

  
    

 

  
  

Οπότε: 

      
 

  
      

   

  
     

   

 
    

 

  
  

Στο τρίτο ςτάδιο: 

      
 

 
     

   

 
    

 

 
  

Άρα: 
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Οπότε γίνεται φανερό πωσ ςυνεχίηοντασ τθν ίδια διαδικαςία επ’ άπειρο 

καταλιγουμε ςτθν ςχζςθ: 

      
 

  
       

   

      
    

 

  
 

 

   

 

▲ 

 

5θ Ρερίπτωςθ:  

Το φράκταλ ςυςςωμάτωμα να είναι δίπλευρο φράκταλ με 

ανακλιμάκωςθ αλλά κα ζχει μια πάρα πολφ ςθμαντικι ιδιαιτερότθτα 

πλζον ότι δεν είναι ςυμμετρικό. Ο τφποσ καταςκευισ του φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ κα δίνεται από τον τφπο: 

                                  
 

 
  

   
         

 

 
                               

Απόδειξθ: 

Σε αυτιν τθν περίπτωςθ κζτουμε: 

                  

Αντικακιςτϊντασ ςτον (z) ζχουμε: 

      
 

 
     

  

 
       

  

 
      

  

 
       

  

 
       

 

 
   

       
 

 
     

  

 
       

  

 
           

 

 
   

       
 

 
     

  

 
       

  

 
         

 

 
   

                                              
 

 
  

   

         
 

 
  

▲ 
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Ρρόταςθ:  

Ο  τφποσ του μεταςχθματιςμοφ Fourier του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ  

ςε ςχζςθ με τον μεταςχθματιςμό Fourier ςτο αρχικό μασ ςτάδιο δίνεται 

από τθν ςχζςθ: 

      
 

  
   

   

         

 

   

   
 

  
  

■ 

 

Απόδειξθ: 

Δουλεφοντασ τον τφπο (ε) ςε κάκε ςτάδιο ζχουμε: 

Στο πρϊτο ςτάδιο: 

      
 

 
  

  
       

 

 
  

Στο δεφτερο ςτάδιο: 

      
 

 
  

   
       

 

 
   

       
 

 
  

   
    

 

 
  

  
        

 

  
   

       
 

  
  

   
      

  
        

 

  
  

Στο τρίτο ςτάδιο: 
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Οπότε γίνεται φανερό πωσ ςυνεχίηοντασ τθν ίδια διαδικαςία επ’ άπειρο 

καταλιγουμε ςτθν ςχζςθ: 

      
 

  
   

   

         

 

   

   
 

  
  

▲ 

      Ζχοντασ λοιπόν αποδείξει κάποιεσ ςθμαντικζσ περιπτϊςεισ των 

φράκταλ ςυςςωματωμάτων τισ τοποκετοφμε όλεσ μαηί ςτουσ 

παρακάτω πίνακεσ: 

 

Δίπλευρο φράκταλ με ανακλιμάκωςη δίχωσ ςυμμετρία. 

Συνάρτθςθ πυκνότθτασ, αναδρομικι 

ςχζςθ του       
           

 

 
       

    

 
  

Ανάςτροφοσ Τελεςτισ 

   

      
 
     

      

Μεταςχθματιςμόσ Fourier, 

Αναδρομικι ςχζςθ του       
      

 

 
  

   
         

 

 
  

 

Λφςθ 
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Δίπλευρο φράκταλ με ανακλιμάκωςη. 

Συνάρτθςθ πυκνότθτασ, αναδρομικι 

ςχζςθ του                  
  

  

 
 

        
  

  

 
 

  

Ανάςτροφοσ Τελεςτισ 

   

           
     

  

Μεταςχθματιςμόσ Fourier, 

Αναδρομικι ςχζςθ του       
      

 

 
     

   

 
      

 

 
  

 

Λφςθ 

 

      
 

  
       

   

      
    

 

  
 

 

   

 

 

Δίπλευρο φράκταλ χωρίσ ανακλιμάκωςη. 

Συνάρτθςθ πυκνότθτασ, αναδρομικι 

ςχζςθ του       
             

  

 
         

  

 
  

Ανάςτροφοσ Τελεςτισ 

   

      
     

 

Μεταςχθματιςμόσ Fourier, 

Αναδρομικι ςχζςθ του       

                       

 

Λφςθ 
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Μονόπλευρο φράκταλ χωρίσ ανακλιμάκωςη. 

Συνάρτθςθ πυκνότθτασ, 

αναδρομικι ςχζςθ του       
             

  

 
  

Ανάςτροφοσ Τελεςτισ 

   

       
 

Μεταςχθματιςμόσ Fourier, 

Αναδρομικι ςχζςθ του       

                       

 

Λφςθ 

 

                             

 

   

      

 

Μονόπλευρο φράκταλ με ανακλιμάκωςη. 

Συνάρτθςθ πυκνότθτασ, 

αναδρομικι ςχζςθ του 

      

           
    

 
  

Ανάςτροφοσ Τελεςτισ 

   

          
 

Μεταςχθματιςμόσ Fourier, 

Αναδρομικι ςχζςθ του 

      

      
 

 
  

    
         

 

 
  

 

Λφςθ 
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      Ακολουκϊντασ αυτι τθν διαδικαςία καταφζρνουμε να 

δθμιουργιςουμε το φράκταλ αναλόγωσ τισ προτιμιςεισ μασ. 

Καταφζραμε και δείξαμε 5 περιπτϊςεισ με τον ίδιο τρόπο καταςκευισ, 

τον BU. Τθν ίδια ακριβϊσ διαδικαςία ακολουκάμε και ςτθν περίπτωςθ 

του TD μόνο που κα καταλιξουμε ςε διαφορετικά αποτελζςματα. Θ 

δθμιουργία του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ μασ δίνει πλζον τθν 

δυνατότθτα να υλοποιιςουμε το πείραμά μασ. Βλζπουμε λοιπόν ότι με 

τθν βοικεια των τφπων που φτιάξαμε για τον ενιαίο τελεςτι 

μπορζςαμε πολφ εφκολα να καταλιξουμε ςτουσ τφπουσ (α),(β),(γ),(δ) 

και (ε).  

      Αμζςωσ λοιπόν μετά τθν απόδειξθ όλων των αναγκαίων τφπων 

μποροφμε πλζον να αρχίςουμε τθν τοποκζτθςθ των μαηϊν. Βλζπουμε 

πωσ ςε αυτό το ςθμείο περνάμε από τον αλγεβρικό φορμαλιςμό ςτθν 

αςυμπτωτικι κλαςματικι διάςταςθ. Από το απόλυτο μακθματικό 

κεφάλαιο προςπακοφμε να κάνουμε τθν μετάβαςθ ςτον πειραματικό 

κόςμο. Τα αποτελζςματα αυτά προςπακοφμε να τα ελζγξουμε μζςω 

τθσ ζνταςθσ που διαπερνάει το φράκταλ. Θ ζνταςθ ζχει τθν ιδιότθτα να 

εξαρτάται άμεςα από τον μεταςχθματιςμό Fourier τθσ ςυνάρτθςθσ 

πυκνότθτασ τθσ μάηασ.  
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ΚΕΦΑΛΑΛΟ 4 

ΑΝΑΛΥΣΘ ΣΕ ΦΑΚΤΑΛ ΣΥΣΣΩΜΑΤΩΜΑΤΑ 
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ΕΙΑΓΩΓΗ  

      Σε αυτό το κεφάλαιο πραγματευόμαςτε τθν καταςκευι κάποιων 

φράκταλ ςυςςωματωμάτων των οποίων ορίηουμε εμείσ τισ 

παραμζτρουσ. Τθν καταςκευι τουσ τθν ζχουμε ςυηθτιςει ιδθ από το 

προθγοφμενο κεφάλαιο εκτενζςτατα. Σε αυτό το κεφάλαιο κα 

προςπακιςουμε μζςω τθσ ζνταςθσ που διαπερνάει τθ μάηα του 

φράκταλ ςυςςωματϊματοσ να βγάλουμε χριςιμα ςυμπεράςματα και 

διαπιςτϊςεισ. Λόγω του ότι τθν ζνταςθ τθν ςυναντάμε κυρίωσ ωσ 

μακθματικι ζννοια μζςα από πράξεισ και αποδείξεισ προςπακοφμε ςτο 

τζλοσ του κάκε παραδείγματοσ να δϊςουμε τθν φυςικι τθσ υπόςταςθ. 

Δθλαδι ςτθν αρχι ζχουμε το φορμαλιςτικό κομμάτι με τισ απαραίτθτεσ 

αποδείξεισ και μετζπειτα παρουςιάηεται το κεωρθτικό. 

4.1. Η Περίπτωςθ τθσ Ομοιόμορφθσ κατανομισ κυψελίδασ. 

4.1.1 Ειςαγωγι ςτθν καταςκευι τθσ Ομοιόμορφθσ κατανομισ 

κυψελίδασ. 

 

      Το πρϊτο μασ παράδειγμα είναι ζνα φράκταλ ςυςςωμάτωμα το 

οποίο αναλφουμε εκτενϊσ τθν καταςκευι του και μπαίνουμε ςτα χωρία 

τθσ ζνταςθσ τθν οποία εξετάηουμε κάτω από ποιεσ ςυνκικεσ ζχουμε 

ςυγκεκριμζνα αποτελζςματα [3].       

      Κα κζςουμε λοιπόν ωσ διάςταςθ D=1 δθλαδι τθν ευκεία των 

πραγματικϊν αρικμϊν χωρίσ περιοριςμό. Το πλικοσ των ςθμείων που 

κα πάρουμε είναι ανάλογο του ςταδίου καταςκευισ ςτο οποίο 

βριςκόμαςτε. Ππωσ γίνεται αντιλθπτό χρειάηεται να ορίςουμε μια 

ακολουκία κατά τθν οποία ςε κάκε ςτάδιο κα κακορίηουμε πόςα 

ςφνολα ςωματιδίων ζχουμε, κακϊσ επίςθσ και μια ακολουκία μθκϊν 

ζτςι ϊςτε να μποροφμε να κακορίηουμε τθν απόςταςθ μεταξφ των 

ςυνόλων των ςωματιδίων. Θ απόςταςθ φυςικά μπορεί να είναι 

ςτακερι ι να υπολογίηεται αναλόγωσ το ςτάδιο ι ακόμθ και ςε κάκε 

ςτάδιο να είναι τυχαία, δθλαδι να μθν ακολουκάει καμία λογικι 

ςυνζχεια. Πςο αφορά τθν 3θ μασ παράμετρο, τθν ςυμμετρία, το 

φράκταλ επιλζγουμε να είναι ςυμμετρικό. Οπότε λοιπόν καταλιγοντασ 
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ςτθν τελευταία παράμετρο διαλζγουμε να μθν υπάρχει ανακλιμάκωςθ 

παρά μόνο μετατόπιςθ. Οι τελεςτζσ μασ κα εκτελοφν μόνο τθν 

διαδικαςία τθσ μετατόπιςθσ [1]. 

      Το μοντζλο μασ καταςκευάηεται από διαδοχικζσ επαναλιψεισ 

τοποκζτθςθσ από ςφνολα ςωματιδίων ςε κακοριςμζνο μικοσ. Ορίηουμε 

λοιπόν αρχικό μικοσ    το μικοσ και    τθ μάηα του ςωματιδίου. Το 

ςωματίδιο ςτθν περίπτωςι μασ κα είναι μία κυψελίδα, δθλαδι ζνα 

μόριο. Εμείσ εδϊ κα το κεωροφμε ωσ μια πολφ μικρι ποςότθτα φλθσ θ 

οποία επειδι βριςκόμαςτε ςτον μονοδιάςτατο χϊρο κα ζχει τθν μορφι 

ενόσ διαςτιματοσ. Ζνα ςφνολο από κυψελίδεσ αποτελεί μία ςυςτάδα 

και ζνα ςφνολο από ςυςτάδεσ αποτελεί ζνα ςυςςωμάτωμα.  

Ξζρουμε ότι ο τφποσ τθσ πυκνότθτασ δίνεται από τον τφπο: 

     
 

 
                                                  

Από τθν ςτιγμι όμωσ που βριςκόμαςτε ςτον μονοδιάςτατο χϊρο ο 

όγκοσ δεν ζχει νόθμα. Άρα ςτθν κζςθ του τοποκετοφμε το μικοσ τθσ 

ςυςτάδασ ςτο εκάςτοτε βιμα. Δθλαδι ο νζοσ τφποσ μασ είναι: 

     
 

 
                                                  

      Θ πρϊτθ ςυςτάδα αποτελείται από 2 κυψελίδεσ οι οποίεσ απζχουν 

απόςταςθ      από τα κζντρα τουσ. Θ    είναι θ ακολουκία με τθν 

οποία αυξάνεται το μικοσ. Δθλαδι το μικοσ του ςυςςωματϊματοσ ςε 

κάκε βιμα αυξάνεται αναλογικά με το προθγοφμενο ςτάδιο. Για τθν    

ζχουμε ζναν ςθμαντικό περιοριςμό. Το ςυςςωμάτωμα μασ κα πρζπει 

ςτον χϊρο να μεγαλϊνει και όχι να μικραίνει γιατί ζτςι κα υπάρχει 

κίνδυνοσ οι μάηεσ μασ να πζφτουν θ μια πάνω ςτθν άλλθ. Άρα για να 

αποφφγουμε το λεγόμενο overlapping κα πρζπει                  . 

Στθν περίπτωςθ όπου                    τότε το ςυςςωμάτωμά 

μασ παραμζνει ςτάςιμο [3].  
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4.1.2 Κλαςματικι διάςταςθ ςυςςωματϊματοσ με ομοιόμορφθ 

επιμικυνςθ. 

      Θ μάηα διαςκορπίηεται ομοιόμορφα ςε μικοσ    ςτο n-ςτο βιμα. 

Συνεχίηοντασ ομοίωσ τθν ίδια διαδικαςία κα ζχουμε ςτο n-ςτο βιμα να 

ζχουμε το ςυςςωμάτωμα να ζχει αποκτιςει μικοσ    και να παράγεται 

από 2 ςυςτάδεσ (n-1) ςταδίου θ κακεμία με μικοσ      οι οποίεσ 

διαχωρίηονται από          απόςταςθ από τα κζντρα των μαηϊν τουσ. 

Οπότε καταλιγουμε ςτισ εξιςϊςεισ μικουσ και μάηασ αντίςτοιχα: 

Οριςμόσ: 

Ο τφποσ που μασ δίνει το μικοσ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ ςε κάκε 

βιμα είναι: 

                                             

   

   

                                              

■ 

Οριςμόσ: 

Ο τφποσ που μασ δίνει τθν μάηα του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ ςε κάκε 

βιμα από τθν ςτιγμι που ςε κάκε βιμα εκτόσ του πρϊτου τοποκετοφμε 

από 2 κυψελίδεσ είναι:                                      

                                           
                                                            

■ 

Για να εξειδικεφςουμε λίγο τθν κατάςταςθ κα κεωριςουμε ότι:  

                   Άρα: 
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Οριςμόσ: 

Ο τφποσ που μασ δίνει το μικοσ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ ςε κάκε 

βιμα κα είναι: 

 

       

   

   

          

   

   

         

■ 

       Σφμφωνα λοιπόν με αυτοφσ τουσ 2 ςτοιχειϊδθσ κανόνεσ και τισ 

προχποκζςεισ που ζχουμε αναφζρει κα προςπακιςουμε να 

καταςκευάςουμε ζνα αντικείμενο το οποίο διζπεται από τισ φράκταλ 

ιδιότθτεσ και άρα κα χαρακτθρίηεται από μία φράκταλ διάςταςθ D τθν 

οποία μποροφμε να βροφμε χρθςιμοποιϊντασ τθν μάηα του φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ      ςε κακοριςμζνο βιμα ςε ςυνάρτθςθ με το 

ςθμείο x. H φράκταλ διάςταςθ μπορεί να υπολογιςτεί από το 

διάγραμμα:  

                   

      Ο λόγοσ για τον οποίο λογαρικμίηουμε τισ ςυναρτιςεισ μάηασ και 

κζςθσ είναι επειδι είναι πολφ μεγάλοι αρικμοί και μασ δυςκολεφουν 

ςτθν αντιμετϊπιςι τουσ. Με αυτόν τον τρόπο λοιπόν καταφζρνουμε να 

τουσ μειϊςουμε και να τουσ φζρουμε ςε τζτοια επίπεδα ϊςτε να 

μποροφμε να τουσ μελετιςουμε [3,12].  

 

Ρρόταςθ 1:  

Για τθν ειδικι περίπτωςθ όπου ιςχφει ότι: 

                   

, τότε κα ζχουμε: 
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Θ ακολουκία των μαηϊν    ςε ςχζςθ με αυτιν των μθκϊν    ςυνδζεται 

βάςθ τθσ φράκταλ διάςταςθ D από τθν ςχζςθ: 

            
                        

■ 

Απόδειξη:  

Κα κάνουμε τθν απόδειξθ γενικεφοντασ για κάκε ςτακερι τιμι τθσ    

και δεν κα ειδικεφςουμε για τθν τιμι του παραδείγματόσ μασ. 

Ά τρόποσ 

 Ζχουμε ότι: 

  

  
        

   

   

        

 

 και ξζρουμε από ιδιότθτεσ λογαρίκμων ότι: 

                

Οπότε: 

           

 Άρα ζχουμε ότι:  

           

Κατά ςυνζπεια λοιπόν ζχουμε ότι:  

             

Από τον τφπο (1) ζχουμε:  

                                  
   

‘Β τρόποσ 

Από πριν ζχουμε ορίςει τισ ακολουκίεσ μασ ωσ εξισ:  
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    και       

 . 

Κζτουμε ότι: 

          και         . 

Οπότε ζχουμε:  

               . 

 Λογαρικμίηοντασ και τισ 2 προθγοφμενεσ ςχζςεισ ζχουμε:  

                            

Από τθν 2θ ςχζςθ λφνοντασ ωσ προσ n ζχουμε:              και 

αντικακιςτϊντασ ςτθν 1θ ςχζςθ καταλιγουμε ότι:  

       
     

    
             

    

    
   

Κζτοντασ λοιπόν ότι: 

  
    

    
 

ζχουμε              από τθν παραπάνω ςχζςθ.  

 

Από ιδιότθτεσ λογαρίκμων ζχουμε: 

            . 

 

Οπότε καταλιγουμε: 

      . 

Αντικακιςτϊντασ λοιπόν από τα αρχικά ζχουμε: 
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Άρα: 

      
  

  
 
 

                            
    

    
 

    

    
 

▲ 

      Ζτςι λοιπόν καταφζραμε να δείξουμε ότι το φράκταλ ςυςςωμάτωμα 

μασ ζχει φρακταλικζσ ιδιότθτεσ το οποίο πλζον ξεκινάμε να 

υποβάλλουμε ςε διάφορουσ πειραματιςμοφσ [3,2,12]. Ραίρνουμε μια 

ςτακερι πθγι φωτόσ και τθν τοποκετοφμε απζναντι από το φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα. Οπότε ξεκινάει μια διαδικαςία διάχυςθσ του φωτόσ 

μζςω του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ. Στθν εργαςία μασ δεν κα 

αςχολθκοφμε για το πϊσ παράγεται ο τφποσ τθσ διαςκορπιςμζνθσ 

ζνταςθσ αλλά κα τον χρθςιμοποιιςουμε εντελϊσ φορμαλιςτικά. 

Οριςμόσ:       

 Θ ζνταςθ του φωτόσ δίνεται από τον παρακάτω τφπο: 

             
  

όπου        είναι ο Fourier μεταςχθματιςμόσ τθσ πυκνότθτασ τθσ μάηασ 

του ςυςςωματϊματοσ και k το είναι ζνα διάνυςμα το οποίο 

προςδιορίηεται από τθν κυματικι μορφι του φωτόσ. 

■ 

Οριςμόσ:       

Ο       είναι ο Fourier μεταςχθματιςμόσ τθσ πυκνότθτασ τθσ μάηασ του 

ςυςςωματϊματοσ και δίνεται από τον παρακάτω τφπο: 

                                                              
 

  
                                   (3) 

■ 

Ρρόταςθ 2:  

Θ πυκνότθτα τθσ μάηασ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ ςε κάκε βιμα 

δίνεται από τον τφπο:  
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Τον οποίο παίρνουμε ζτοιμο από τθν ςελ. 99 από τουσ πίνακεσ των 

διαφόρων περιπτϊςεων [3,5]. Από τθν ςυνάρτθςθ τθσ πυκνότθτασ 

καταλιγουμε ςτον τφπο του μεταςχθματιςμοφ Fourier:  

           
     

 
          

■ 

Απόδειξη:  

Αντικακιςτϊντασ ςτον τφπο                   
 

  
 από τθν (4) 

ζχουμε:  

                   
    

 
         

    

 
    

 

  

  

             
    

 
                

    

 
    

 

  

 

  
=A 

Κάνω αλλαγι μεταβλθτισ για το πρϊτο ολοκλιρωμα:  

           

Και για το δεφτερο ολοκλιρωμα:  

           

Οπότε από τθν Α προκφπτει: 
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Και κακϊσ ξζρουμε ότι: 

 
      

      
     

 
       

     

 
  

  
      

       
     

 
        

     

 
   

     
     

 
       

     

 
   

Άρα κα ζχουμε ότι:  

 
      

    
      

       
     

 
       

     

 
      

     

 
  

     
     

 
 = 

     
     

 
      

     

 
       

     

 
   

Οπότε καταλιγουμε ςτθν ςχζςθ που κζλαμε να αποδείξουμε, ότι 

δθλαδι:  

           
     

 
        . 

▲ 

Επειδι παρακάτω κα μασ χρειαςτεί μια άλλθ μορφι αυτοφ του τφπου 

αποδεικνφουμε το παρακάτω πόριςμα. 

Ρόριςμα 1:  

Από τον τφπο            
     

 
         ζχουμε τον  

               
   

 
 

   

   

         

■ 
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Απόδειξη:   

Με τθν μζκοδο τθσ επαγωγισ ζχουμε: 

           
   

 
       

           
   

 
            

   

 
      

   

 
       

           
   

 
     

   

 
      . 

           
   

 
        

      
   

 
      

   

 
     

   

 
        

=      
   

 
     

   

 
     

   

 
        

Οπότε επαγωγικά καταλιγουμε ςτθν ηθτοφμενθ ςχζςθ: 

               
   

 
 

   

   

                             

όπου       είναι θ scattering amplitude τθσ κυψελίδασ.  

▲                      

Δθλαδι αν ζχουμε παραδείγματοσ χάριν μία κυψελίδα ςτο φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα μασ τότε         

Οπότε ο τφποσ (5) κα γίνει: 
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 4.1.3 Ανάλυςθ τθσ Ομοιόμορφθσ κατανομισ κυψελίδασ 

(ομοιόμορφθσ ςθμειακισ πυκνότθτασ) μζςω ςυνάρτθςθσ ζνταςθσ. 

      Θ περίπτωςθ που εξετάηουμε, δθλαδι να ζχουμε ορίςει το α=2, 

είναι πολφ ςυχνά φαινόμενθ καταςκευι για φράκταλ. Ζτςι λοιπόν τθν 

περίπτωςθ αυτι τθν ζχουμε ονομάςει Ομοιόμορφθσ κατανομισ 

κυψελίδασ  (Uniform density particle).  

      Υπάρχει όμωσ και άλλθ μια περίπτωςθ, αυτισ του  αρχικοφ 

μεταςχθματιςμοφ Fourier να δίνεται από τθν ςχζςθ: 

         
    

   

  

     
 

 
   

      Θ διαφοροποίθςθ μεταξφ των δφο περιπτϊςεων γίνεται με τθν 

διάκριςθ με βάςθ το ςτιριγμα. Στθν μεν πρϊτθ περίπτωςθ ζχουμε να 

κάνουμε με το ςθμειακό ςτιριγμα όπου θ ςυνάρτθςθ τθσ πυκνότθτασ 

δίνεται από τθν ςχζςθ: 

                

όπου    είναι το αρχικό μασ ςθμείο. 

Ρρόταςθ 3:  

Στθν περίπτωςθ του ςθμειακοφ ςτθρίγματοσ ο μεταςχθματιςμόσ Fourier 

δίνεται από τον τφπο: 

      

■ 

Απόδειξη:  

Από τθν ςτιγμι που ζχουμε ότι: 

                

Κα ιςχφει: 
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▲ 

Στθν δεφτερθ περίπτωςθ ζχουμε τθν περίπτωςθ του ςτθρίγματοσ πάνω 

ςε διάςτθμα.  

Οριςμόσ: 

Θ ςυνάρτθςθ τθσ πυκνότθτασ δίνεται από τον τφπο 

             
         
      

  

όπου        θ χαρακτθριςτικι εξίςωςθ. 

■ 

Με τον ίδιο τρόπο όπωσ δουλζψαμε και πριν μποροφμε να 

αποδείξουμε ότι ο μεταςχθματιςμόσ Fourier δίνεται από τθν ςχζςθ: 

                                

Ρρόταςθ 4:  

Στθν περίπτωςθ τθσ Ομοιόμορφθσ κατανομισ κυψελίδασ ςτο αρχικό 

μασ ςτάδιο ιςχφει ότι:  

                               . 

■ 

Απόδειξη: 

 Από τον μεταςχθματιςμό Fourier ζχουμε: 

                  

 

  

 

 

Πποτε για     και δουλεφοντασ ςτο διάςτθμα *          + ζχουμε: 
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            , όπου                       

▲ 

Ρρόταςθ 5:  

Ο μεταςχθματιςμόσ Fourier τθσ ςυνάρτθςθσ τθσ πυκνότθτασ ενόσ 

φράκταλ ςυςςωματϊματοσ ςτθν περίπτωςθ τθσ Ομοιόμορφθσ 

κατανομισ κυψελίδασ δίνεται από τον τφπο:     
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■ 

Απόδειξη:  

Από τα προθγοφμενα ζχουμε ιδθ αποδείξει ότι: 

                             

   

   

                          

Κακϊσ όμωσ από τον αναδρομικό τφπο του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ 

μασ όςον αφορά το μικοσ του ζχουμε ότι:  

       

   

   

                                                                 

Από τθν ςτιγμι όμωσ που ζχουμε κζςει: 

            

καταλιγουμε ότι: 

       

   

   

                                      

                                       

Οπότε ζχουμε τθν ςχζςθ:  

          

 

   

                   

 

Άρα λοιπόν με απλι αντικατάςταςθ ςτον τφπο (Β) ζχουμε ότι: 
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▲ 

      Για να μπορζςουμε λοιπόν να φτάςουμε μετά από όλουσ αυτοφσ 

τουσ τφπουσ ςτον τφπο τθσ ζνταςθσ κα πρζπει να κάνουμε ζνα 

τελευταίο βιμα. Κα πρζπει να φζρουμε τα νοφμερα ςτα μζτρα μασ. 

Αυτό επιτυγχάνεται με τθν κανονικοποίθςθ τθσ ζνταςθσ του φωτόσ ςτο 

ςθμείο    . Το μόνο κακό είναι ότι κα χάςουμε κάποιεσ πλθροφορίεσ 

εκτελϊντασ τθν κανονικοποίθςθ τθσ ζνταςθσ κακϊσ υψϊνουμε ςτο 

τετράγωνο για να γίνει θ διαδικαςία, αλλά θ απϊλεια δεν είναι τόςο 

μεγάλθ ςε ςφγκριςθ με τα αποτελζςματα που κερδίηουμε. Ζτςι λοιπόν: 

Ρρόταςθ 6:  

Ο τφποσ τθσ ζνταςθσ για ζνα τυχαίο φράκταλ ςυςςωμάτωμα δίνεται 

από τθν ςχζςθ: 

               

   

   

    

■ 

Απόδειξη:  

Από τον οριςμό τθσ ζνταςθσ ξζρουμε ότι: 

       
     

     
 

 

  

                     
                

   

   

   

   

    

   
              

     

   

   

 

 

          

   

   

    

▲ 
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      Από τον παραπάνω τφπο μποροφμε να καταλιξουμε ςε ζναν 

αναδρομικό τφπο τθσ ζνταςθσ ζτςι ϊςτε να μποροφμε να 

παρατθριςουμε κάποιεσ διαφορζσ από βιμα ςε βιμα. Δθλαδι ζχουμε: 

Ρρόταςθ 7:  

Ο αναδρομικόσ τφποσ τθσ ζνταςθσ του φωτόσ ςε ζνα φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα δίνεται από τθν ςχζςθ: 

                
        

■ 

Απόδειξη:  

Από τθν παραπάνω πρόταςθ είδαμε ότι: 

               

   

   

    

Υπολογίηοντασ λοιπόν τθν ζνταςθ ςε κάκε βιμα κα ζχουμε: 

                          

 

   

 

                            

 

   

                   
       

                            

 

   

                      

                    
        

Και ςυνεχίηοντασ με τον ίδιο τρόπο καταλιγουμε: 
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Οπότε: 

                                                     
       .                           

▲   

      Οι προτάςεισ που αποδεικνφουμε από εδϊ και πζρα ζχουν να 

κάνουν κυρίωσ με ιδιότθτεσ τθσ ζνταςθσ του φωτόσ 

Ρρόταςθ 8:  

Για    
 

 
 κα ιςχφει ότι:  

                  
      

■ 

Απόδειξη:  

Από τον τφπο τθσ ζνταςθσ ζχουμε: 

               

   

   

   

Οπότε πολλαπλαςιάηοντασ με β το z καταλιγουμε:  

                  

   

   

            

   

   

   

                 

   

   

                

κακϊσ ξζρουμε ότι:             

Άρα καταλιγουμε ςτον τφπο: 
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Οπότε: 

       
       

        
 

▲ 

Ρρόταςθ 9:  

Για    
 

 
                      οπότε κα ιςχφει ότι: 

               

■ 

Απόδειξη:  

Από τθν προθγοφμενθ πρόταςθ με αντικατάςταςθ ςτον παρανομαςτι 

ζχουμε:  

                

   

   

                                

                                                                                                     

■ 

Από τθν πρόταςθ αυτι μποροφμε να καταλάβουμε ότι θ ζνταςθ του 

φωτόσ ςτο επόμενο βιμα εξαρτάται από τθν μεταβλθτι β.  

Οριςμόσ:       

Ο τφποσ τθσ μζςθσ τιμισ τθσ ζνταςθσ δίνεται από τθν ςχζςθ: 

                
  

 

 

    

■ 

      Με βάςθ λοιπόν τθν μζςθ τιμι τθσ ζνταςθσ μποροφμε να βγάλουμε 

χριςιμα ςυμπεράςματα για τθν φφςθ και τθν ςυμπεριφορά του 

φράκταλ ςυςςωματϊματοσ. 
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Λδιότθτα 1:   

H μζςθ τιμι τθσ ζνταςθσ μεταβάλλεται από βιμα ςε βιμα. Θ μεταβολι 

αυτι δίνεται μζςω τθσ ςχζςθσ: 

          
       

 
   

 
   
 

 
    

   

 
      

■ 

Απόδειξη:  

Από τον τφπο  

                
  

 

 

    

και από τον τθν ςχζςθ: 

                
         

Ζχουμε:  

                             
  

 

 

     

                          
  

 

 

      

Κακϊσ από τθν τριγωνομετρία ζχουμε:  

                      

Οπότε:      
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Για δοςμζνο n, υπάρχουν πάρα πολλζσ ταλαντϊςεισ του             

μεταξφ του 0 και z. Σε μια τζτοια περίπτωςθ από τθν ςτιγμι όπου θ 

      είναι ζνασ κετικόσ αρικμόσ κα ζχουμε τθν ποςότθτα 
 

 
                   να είναι πάρα πολφ μικρι ςε ςφγκριςθ με το 

 

 
       .  

Οπότε: 

          
       

 
 

      Αν         τότε για κάποιο n θ πρόταςι μασ ικανοποιείται για 

όλα τα j.Επίςθσ ζχουμε από τον περιοριςμό ότι: 

                  

Ζτςι ϊςτε να ελαχιςτοποιείται το c                                   

▲ 

Λδιότθτα 2:  

Για τθν μζςθ ζνταςθ όταν ιςχφει ότι:          τότε: 

              +   
   

 
 . 

■ 

Απόδειξη: 

 Από τθν πρϊτθ παρατιρθςθ ζχουμε ότι: 

          
       

 
    

   

 
     

   

 
     

Οπότε παίρνοντασ τον αναδρομικό τφπο ζχουμε: 

        
       

 
    

   

 
  

 

 
   

   

 
     

   

 
             

κακϊσ ιςχφει από τον αρχικό μασ τφπο ότι: 



125 
 

                   
    

Δουλεφοντασ ομοίωσ ζχουμε ότι: 

        
       

 
    

   

 
  

 
 
  

 
   
 

 

 
   

   

 
  

 

  
   

   

 
  

        
       

 
    

   

 
  

 
     

   
  

 
   

   

 
 

 
 

  
   

   

 
  

… 

        
         

 
    

   

 
  

 
       

   
  

 
   

   

 
 

 
 

  
   

   

 
  

Οπότε:  

        
 

  
   

   

 
   

 

 
 
 

   
   

 
     

   

 
     

▲ 

Λδιότθτα 3:  

Για τθν μζςθ ζνταςθ όταν ιςχφει ότι:         τότε: 

         
       

 
    

   

 
 . 

■ 

Απόδειξη:  

Από προθγοφμενθ πρόταςθ ζχουμε αποδείξει ότι:  

Για    
 

 
                      οπότε κα ιςχφει ότι: 
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Οπότε: 

                   
       

 
    

   

 
  μόνο και μόνο όταν:  

                   1. 

▲ 

Λδιότθτα 4:  

Θ κλίςθ ςε ζνα διάςτθμα             είναι           
    

    
  

■ 

Απόδειξη:  

Θ τζταρτθ ιδιότθτα είναι μια άμεςθ ςυνζπεια τθσ τρίτθσ παρατιρθςθσ 

από αποδείξαμε. Στθν τρίτθ ιδιότθτα είδαμε ότι κακϊσ το z αυξάνεται 

γεωμετρικά κατά β τότε θ         υποδιπλαςιάηεται. Για να 

αποδείξουμε λοιπόν τθν (4) κα δουλζψουμε με γνϊμονα τα ςτοιχεία 

που ζχουμε πάρει από τθν (3). 

      Ξεκινάμε επιλζγοντασ τθν ακολουκία των πολλαπλαςιαςτϊν τθσ 

       . Από τθν τρίτθ μασ παρατιρθςθ ξζρουμε ότι: 

         
       

 
    

   

 
  

      Οπότε δθμιουργοφμε τθν ακολουκία: 

  
  

        

       
  

 

 
 
 

 

Ραίρνοντασ τισ ακολουκίεσ: 

  
     

           
    

 
  

    
  

    

    
                                                      

  
                                                                                                                       

Αντικακιςτϊντασ ςτθν (1) τθν ακολουκία    από τθν (2) ζχουμε: 
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Άρα θ κλίςθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ μζςθσ τιμισ τθσ ζνταςθσ 

είναι –D ςτο διάςτθμα              

▲ 

Λδιότθτα 5:  

Υπάρχουν πολλά διαςτιματα όπου θ κλίςθ τθσ ζνταςθσ είναι -1 ακόμα 

και αν ιςχφει ότι          

■ 

Απόδειξη:  

Ραίρνουμε τθν ςχζςθ: 

                

και τθν παραγωγίηουμε.  

Οπότε ιςχφει ότι: 

           

       
 

 

       

        

  
  

 
 

       

 

  
 
 

 
     

     

 

 

    

Από Διαφορικό λογιςμό ξζρουμε ότι: 

 

  
                  

               
    

     

     

 

Οπότε για τθν Α ζχουμε: 
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Άρα θ κλίςθ για κάκε διάςτθμα είναι -1 ανεξαρτιτωσ των περιοριςμϊν 

που ζχουμε.                                                                                                          

▲ 

      Στθν γενικι περίπτωςθ τοποκετοφμε αρχικά τθν    μάηα τθσ 

κυψελίδασ αναλόγωσ τθν δυικι κζςθ κ του x και το αρχικό μικοσ   . 

Στθν ειδικι περίπτωςι που παρουςιάςαμε δεν μασ ενδιαφζρει άμεςα θ 

κζςθ τθσ κυψελίδασ. Μπορεί αρχικά να μασ ακοφγεται λίγο 

διαφορετικι θ μια κατάςταςθ με τθν άλλθ αλλά παρόλα αυτά 

οδθγοφμαςτε ςτα ίδια ςυμπεράςματα [3,7]. Για του λόγου το αλθκζσ 

αποδεικνφουμε ξανά τισ 5 παραπάνω ιδιότθτεσ με τθν διαφορά ότι 

τϊρα κα ζχουμε τθν αρχικι τιμι του μεταςχθματιςμοφ Fourier να 

δίνεται από τθν ςχζςθ:   

      
        

 
  

Λδιότθτα 1’:   

H μζςθ τιμι τθσ ζνταςθσ μεταβάλλεται από βιμα ςε βιμα. Θ μεταβολι 

αυτι δίνεται μζςω τθσ ςχζςθσ: 

          
       

 
    

   

 
     

   

 
      

■ 
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Απόδειξη:  

Από τον τφπο  

                
  

 

 

    

Και από τον τθν ςχζςθ: 

                
         

Ρλζον θ ζνταςθ του φωτόσ όμωσ δίνεται από τον τφπο: 

       
     

     
 

 

  

                     
                

   

   

   

   

    

   
              

     

   

   

 

 

    
            

      
  

     
   

      
 

   

   

 

 

  

     Κακϊσ όμωσ ξζρουμε ότι: 

   
   

      

 
    

   
         

ι αλλιϊσ: 

      

 
 

         

 
                       

 

Κα ζχουμε ςτον παραπάνω τφπο ότι: 

   
            

      
  

     
   

      
 

   

   

 

 

             
      

 
 

   

   

 

 

  



130 
 

  
                 

  

   

   

 
       

  
          

   

   

 

      Από τον παραπάνω τφπο μποροφμε να καταλιξουμε ςε ζναν 

αναδρομικό τφπο τθσ ζνταςθσ ζτςι ϊςτε να μποροφμε να 

παρατθριςουμε κάποιεσ διαφορζσ από βιμα ςε βιμα. Δθλαδι ζχουμε: 

      
       

  
            

       

  
        

 

   

 

      
       

  
            

       

  
          

 

   

            

                    
          

                  
       

  
           

 

   

 
       

  
                               

                                
        

Και ςυνεχίηοντασ με τον ίδιο τρόπο καταλιγουμε: 

                
       

  
           

 

   

 
       

  
                                 

                                
         

Οπότε: 

                
       . 
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Άρα ζχουμε:  

                             
  

 

 

     

                          
  

 

 

      

Κακϊσ από τριγωνομετρία ζχουμε: 

                      

Οπότε:      

       
 

 
 

           

 
     

  

 

 

     

    
 

 
     

         
 

 
                

  
 

 

 

 

     

 
 

 
        

 

 
                    

Για δοςμζνο n, υπάρχουν πάρα πολλζσ ταλαντϊςεισ του             

μεταξφ του 0 και z. Σε μια τζτοια περίπτωςθ από τθν ςτιγμι όπου θ 

      είναι ζνασ κετικόσ αρικμόσ κα ζχουμε το 
 

 
                   να 

είναι πάρα πολφ μικρό ςε ςφγκριςθ με το 
 

 
       .  

Οπότε:  

          
       

 
 

Αν         τότε για κάποιο n θ πρόταςι μασ ικανοποιείται για όλα 

τα j.Επίςθσ ζχουμε από τον περιοριςμό ότι: 

                  

Ζτςι ϊςτε να ελαχιςτοποιείται το c                                              
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▲ 

Ιδι τητα 2’:  

Για τθν μζςθ ζνταςθ όταν ιςχφει ότι:          τότε: 

              + μικρζσ ταλαντϊςεισ. 

■ 

Απόδειξη:  

Από τθν πρϊτθ παρατιρθςθ ζχουμε ότι: 

          
       

 
    

   

 
      

   

 
     

Πμωσ θ ζνταςθ δίνεται από τον τφπο: 

      
       

  
          

   

   

                   

   

   

  

Οπότε παίρνοντασ τον αναδρομικό τφπο ζχουμε: 

        
       

 
    

   

 
       

   

 
            

κακϊσ ιςχφει από τον αρχικό μασ τφπο ότι: 

       
     

     
 

 

           
  

Οπότε καταλιγουμε ςτθν ςχζςθ: 

        
  

     
  

 
 

 

 
    

   

 
   

Δουλεφοντασ ομοίωσ ζχουμε ότι: 
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… 

        
         

 
    

   

 
  

  
     
  

 
 

 

       
   
  

 
   

   

 
  

        
  

     
  

 
 

 

  
   

   

 
  

Οπότε:  

        
  

     
  

 
 

 

  
   

   

 
  

Και άρα: 

         
 

 
 
 

  
     

  
 

 

    
   

 
      

   

 
    

 

Δθλαδι θ παραπάνω ςχζςθ ιςχφει ςφμφωνα με τουσ περιοριςμοφσ για 

πολφ μεγάλα z.                                                                                     

▲ 
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Ιδι τητα 3’:  

Για τθν μζςθ ζνταςθ όταν ιςχφει ότι:         τότε: 

         
       

 
    

   

 
 . 

■ 

Απόδειξη: 

 Από προθγοφμενθ πρόταςθ ζχουμε αποδείξει ότι:  

Για    
 

 
                      οπότε κα ιςχφει ότι: 

               

Οπότε: 

                   
       

 
    

   

 
  

μόνο και μόνο όταν: 

                   1. 

▲ 

Ιδι τητα 4’: 

 Θ κλίςθ ςε ζνα διάςτθμα             είναι           
    

    
  

■ 

Απόδειξη: 

 Θ παρατιρθςθ 4 είναι μια άμεςθ ςυνζπεια τθσ τρίτθσ παρατιρθςθσ 

από αποδείξαμε. Στθν Τρίτθ παρατιρθςθ είδαμε ότι κακϊσ το z 

αυξάνεται γεωμετρικά κατά β τότε θ         υποδιπλαςιάηεται. Για να 

αποδείξουμε λοιπόν τθν (4) με γνϊμονα τα ςτοιχεία που ζχουμε πάρει 

από τθν (3). 

Ξεκινάμε επιλζγοντασ τθν ακολουκία των πολλαπλαςιαςτϊν τθσ 

       . Από τθν τρίτθ μασ παρατιρθςθ ξζρουμε ότι: 



135 
 

         
       

 
    

   

 
  

Οπότε δθμιουργοφμε τθν ακολουκία   
  

        

       
  

 

 
 
 
  Ραίρνοντασ 

τισ ακολουκίεσ: 

  
     

           
    

 
  

    
  

    

    
                                                

  
                                                                                                                 

Αντικακιςτϊντασ ςτθν (1) τθν ακολουκία    από τθν (2) ζχουμε: 

        

       
           

        

       
          

Άρα θ κλίςθ τθσ γραφικισ παράςταςθσ τθσ μζςθσ τιμισ τθσ ζνταςθσ 

είναι –D ςτο διάςτθμα                                                                

▲ 

Ιδι τητα 5:  

Υπάρχουν πολλά διαςτιματα όπου θ κλίςθ τθσ ζνταςθσ είναι -1 ακόμα 

και αν ιςχφει ότι          

■ 

Απόδειξη: 

 Ραίρνουμε τθν ςχζςθ                 και τθν παραγωγίηουμε. Οπότε 

ιςχφει ότι: 

           

       
 

 

       

        

  
  

 
 

       

 

  
 
 

 
     

     

 

 

    

Από Διαφορικό λογιςμό ξζρουμε ότι: 
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Οπότε για τθν Α ζχουμε: 

  
 

       
    

 

  
     

      
 

 
     

     

 

 

 
 

 

   

 
 

       
  

 

 
        

 

 
         

            

 
 

       
  

       

 
 

     

 
   

        

        
 

      

        
  

    
     

       
  

Άρα θ κλίςθ για κάκε διάςτθμα είναι -1 ανεξαρτιτωσ των περιοριςμϊν 

που ζχουμε. 

▲ 

4.2. Η φυςικι υπόςταςθ του προβλιματοσ. 

      Ο λόγοσ  προςπακοφμε να αποδεικνφουμε τφπουσ που ζχουν ςχζςθ 

με τθν ζνταςθ του φωτόσ είναι ότι θ ζνταςθ είναι ζνα μεγάλο εργαλείο 

ςτα χζρια μασ για να μπορζςουμε να καταλάβουμε τθν καταςκευαςτικι 

δομι του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ μασ *2,3,12+.  

      H μόνθ παράμετροσ με τθν οποία δεν ζχουμε αςχολθκεί μζχρι 

ςτιγμισ είναι το k. Ο λόγοσ είναι ότι ναι μεν παίηει ςθμαντικό ρόλο ςτθν 

διαδικαςία που εκτελοφμε αλλά ξεφεφγει από τα όρια αυτισ τθσ 

εργαςίασ. Δθλαδι εμάσ δεν μασ απαςχολεί οι ιδιότθτεσ τθσ πθγισ του 

φωτόσ τθν οποία τοποκετοφμε απζναντι από το φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα. Ραρόλα αυτά μποροφμε να ποφμε πολφ περιλθπτικά 

ότι για μεγάλεσ τιμζσ του k το φωσ που παράγεται κα ζχει μικρό μικοσ 

κφματοσ. Σε μια τζτοια περίπτωςθ κυριαρχεί θ διάχυςθ του φωτόσ 

ανάμεςα από τισ κυψελίδεσ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ μασ και θ 
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διαςκόρπιςθ τθσ μάηασ μπορεί να ελεγχκεί ότι γίνεται ςε μεγάλο εφροσ. 

Σε αντίκετθ περίπτωςθ, όπου δθλαδι ζχουμε μικρζσ τιμζσ του k, τότε 

κα ζχουμε μεγάλο μικοσ κφματοσ οπότε από το φαινόμενο τθσ 

διάχυςθσ μποροφμε να καταλάβουμε ότι θ διαςκόρπιςθ τθσ μάηασ 

γίνεται ελεγχόμενα εξαιτίασ του γεγονότοσ ότι το αντικείμενό μασ 

λειτουργεί μακροςκοπικά. Τζλοσ εάν k=0 μποροφμε να υπολογίςουμε 

πόςο ζχουμε διαςκορπίςει τθν μάηα με τθν βοικεια μιασ 

δυναμοςειράσ. Θ δυναμοςειρά αυτι ζχει φυςικά άμεςθ ςυςχζτιςθ με 

τθν ζνταςθ του φωτόσ. 

      Ππωσ ζχουμε ιδθ γράψει ζνασ από τουσ πολλοφσ τφπουσ τθσ 

ζνταςθσ που ζχουμε αποδείξει δίνεται  από τθν ςχζςθ: 

               

      Από τον τφπο αυτόν μποροφμε να βγάλουμε το ςυμπζραςμα ότι θ 

ζνταςθ ςε ζνα τυχαίο ςτάδιο ακολουκεί μια ςυγκεκριμζνθ γραφικι 

παράςταςθ. Θ γραφικι παράςταςθ μζχρισ ενόσ ςθμείου είναι ίδια με 

αυτιν τθσ ζνταςθσ του προθγοφμενου ςταδίου. Θ μόνθ τουσ διαφορά 

είναι ζνασ όροσ ςυνθμίτονου παραπάνω ο οποίοσ προκαλεί τθν 

διαφορά αυτι. Από τον τελευταίο τφπο μποροφμε να καταλάβουμε ότι 

θ ζνταςθ του φωτόσ επθρεάηεται άμεςα από τισ ιδιότθτεσ του 

ςυνθμίτονου.  

      Ασ περάςουμε τϊρα ςτθν μελζτθ του γραφιματοσ τθσ ςυνάρτθςθσ 

τθσ ζνταςθσ. Θ ειςαγωγι τθσ μζςθσ ζνταςθσ μασ βοθκάει αρκετά ςτθν 

κατανόθςθ του γραφιματοσ. Εάν κάναμε το διάγραμμα ςε μια τυχαία 

περίπτωςθ τθσ ζνταςθσ      με τθν μεταβλθτι z κα παρατθροφςαμε ότι 

ζχουμε μια ςυνεχισ καμπφλθ με κλίςθ –D όπου D θ φράκταλ διάςταςθ 

του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ μασ. Θ ςυνζχεια όμωσ που ζχουμε δεν 

είναι πολφ βολικι, δθλαδι θ γραφικι μασ παράςταςθ παρουςιάηει 

πάρα πολλά ςθμεία ςτα οποία ζχουμε απότομθ μεταβολι τθσ γραφικισ 

παράςταςθσ είτε προσ τα πάνω είτε προσ τα κάτω. Αυτοφ του είδουσ θ 

ςυμπεριφορά δεν μασ βοθκάει ςτθν μελζτθ τθσ καμπφλθσ. Γι’ αυτό τον 

λόγο ειςαγάγαμε τθν ζννοια του μζςου όρου τθσ ζνταςθσ ςε ζνα 

διάςτθμα ζτςι ϊςτε να εξομαλυνκοφν οι απότομεσ αλλαγζσ τθσ 
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καμπφλθσ μασ. 

 

Εικόνα 18: Διάγραμμα ζνταςθσ ωσ προσ 2az/π 

       

 

      Σε αυτό το ςθμείο παρακζτουμε τα δυο διαγράμματα και νομίηω ότι 

οι διαφορζσ είναι εμφανισ. Στο μεν πρϊτο ζχουμε τθν ζνταςθ ωσ προσ 

τθν μεταβλθτι       αντί για   για λόγουσ δικισ μασ ευκολίασ ενϊ ςτο 

δεφτερο ζχουμε τθν μζςθ τιμι τθσ ζνταςθσ τθν οποία και κα 

ςυμβολίηουμε        ωσ προσ τθν μεταβλθτι         
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Εικόνα 2: Διάγραμμα ζνταςθσ <Ι(z)> ωσ προσ 2az/π 

 

      Στο πρϊτο διάγραμμα μποροφμε να διακρίνουμε 4 διαφορετικζσ 

καμπφλεσ με κοινι αρχι και κοινό τζλοσ αλλά μεταξφ τουσ αρκετά 

διαφορετικζσ. Ραρατθροφμε λοιπόν ότι και ςτισ τζςςερισ καμπφλεσ 

ζχουμε μια κλιμακωτι μείωςθ τθσ τιμισ τθσ ςυνάρτθςθσ. Δθλαδι ότι οι 

καμπφλεσ ςτθν ουςία είναι φκίνουςεσ. Ραρόλα αυτά αν εξαιρζςουμε 

τθν πρϊτθ όλεσ οι άλλεσ εμφανίηουν ςε κάποια διαςτιματα μια τάςθ να 

αυξθκοφν για λίγο προτοφ ξαναπάρουν τθν κατιοφςα. Το φαινόμενο 

αυτό εξθγείται από το γεγονόσ ότι όςο περιςςότερα ςθμεία 

τοποκετοφμε ςτο φράκταλ ςυςςωμάτωμα μασ τόςο πιο δφςκολα 

περνάει το φωσ με αποτζλεςμα θ ζνταςθ του να ελαττϊνεται μζχρισ 

ότου να μθδενιςτεί. Επίςθσ παρατθροφμε ότι ζχουν ζνα είδοσ 

περιοδικότθτασ με τθν ζννοια ότι ςε 2 ςθμεία που εμφανίηονται τοπικά 

μζγιςτα ζχουν μεταξφ τουσ τθν ίδια απόςταςθ αλλά δεν βρίςκονται ςτο 

ίδιο φψοσ. Αυτό οφείλεται από τισ ιδιότθτεσ του ςυνθμίτονου του 

οποίου οριςμζνεσ ιδιότθτεσ μεταφζρονται μζςα ςτθν καμπφλθ τθσ 

ζνταςθσ. Μπορεί λοιπόν θ περιοδικότθτα να εμφανίηεται αλλά 

ταυτοχρόνωσ ζχουμε μια ςταδιακι και περιοδικι μείωςθ τθσ ζνταςθσ 

του φωτόσ αναλόγωσ του βιματοσ ςτο οποίο βριςκόμαςτε.  
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      Στο δεφτερο διάγραμμα διακρίνουμε πάλι κάποιεσ καμπφλεσ οι 

οποίεσ ζχουν περίπου τθν ίδια τροχιά αλλά είναι μετατοπιςμζνεσ κατά 

μια ςτακερι τιμι προσ τα πάνω ι κάτω. Αυτζσ οι καμπφλεσ είναι ςτθν 

ουςία οι καμπφλεσ του πρϊτου διαγράμματοσ μετά τθν, αν μασ 

επιτραπεί θ ζκφραςθ, κανονικοποίθςθ. Θ διαδικαςία ςτθν οποία 

υποβάλλαμε τισ καμπφλεσ ιταν πολφ μεγάλθσ ςθμαςίασ γιατί τϊρα 

μποροφμε να μιλιςουμε για τθν κλίςθ τθσ καμπφλθσ για τθν οποία 

ζχουμε ιδθ γράψει ότι ιςοφται με –D. Θ κλίςθ των καμπυλϊν του 

δεφτερου διαγράμματοσ μπορεί να βρεκεί μόνο κατά προςζγγιςθ γιατί 

όπωσ μποροφμε να παρατθριςουμε κατά ζνα μεγάλο διάςτθμα ζχουμε 

μικρζσ ταλαντϊςεισ και εξάλλου μιλάμε για μια καμπφλθ γραμμι και 

όχι μια ευκεία. Οι πολφ μικρζσ ταλαντϊςεισ οι οποίεσ εμφανίηονται ςε 

πολφ μεγάλο βακμό είναι τόςο μικρζσ οι οποίεσ δεν είναι καν 

παρατθριςιμεσ αλλά αντί αυτοφ μασ δίνουν τθν αίςκθςθ ότι θ καμπφλθ 

μασ παρουςιάηει ζνασ είδοσ καμπφλθσ τζτοιο ϊςτε ςε κάποια κομμάτια 

του να μοιάηει με ευκεία. 

      Ππωσ ζχουμε ιδθ γράψει πιο πάνω θ ςυλλογι πλθροφορίασ 

μειϊνεται με μια τζτοια διαδικαςία αλλά και από τθν χριςθ των 

λογαρίκμων, ϊςτε να μθν ζχουμε μεγάλουσ αρικμοφσ, γιατί κάποια 

ςθμεία τθσ καμπφλθσ και κάποιεσ ιδιότθτεσ δεν μποροφμε να τισ δοφμε 

μζςω τθσ μζςθσ τιμισ. Ραρόλα αυτά όμωσ μζςω αυτισ 

αντιλαμβανόμαςτε ιδιότθτεσ όπωσ αυτι τθσ φρακταλικισ 

ςυμπεριφοράσ του ςυςςωματϊματοσ μασ και μασ δίνεται θ δυνατότθτα 

να παρατθριςουμε και να υπολογίςουμε τθν φράκταλ διάςταςθ του 

αντικειμζνου μασ. Μζςω του δεφτερου διαγράμματοσ μποροφμε να 

βγοφμε ςε χριςιμα ςυμπεράςματα κυρίωσ μζςω τθσ παρατιρθςθσ τουσ 

από τισ καμπφλεσ. 

      Εν κατακλείδι λοιπόν καταφζραμε να ορίςουμε όλα μασ τα εργαλεία 

και να παρατθριςουμε ότι το φράκταλ ςυςςωμάτωμα μασ ζχει 

ιδιότθτεσ φράκταλ κακϊσ επίςθσ και φράκταλ διάςταςθ. Το περίεργο 

όμωσ ςε αυτοφ του είδουσ τισ καταςκευζσ είναι ότι δεν παρουςιάηεται 

μόνο μια φράκταλ διάςταςθ. Στο παροφςα εργαςία αποδείξαμε ότι 

υπάρχει φράκταλ διάςταςθ μεταξφ τθσ ακολουκίασ των μαηϊν και 

αυτισ των μθκϊν του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ. Και ενϊ λοιπόν 
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κεωροφςαμε ότι τελειϊςαμε, μζςω τθσ ιδιότθτασ (4) βλζπουμε ότι μζςα 

ςτο φράκταλ ςυςςωμάτωμα υπάρχει και μια δεφτερθ φράκταλ 

διάςταςθ μεταξφ τθσ μζςθσ ζνταςθσ         και τθσ παραμζτρου k θ 

οποία είναι ςτθν ουςία θ δυικι κζςθ του x. 

       Ραρατθροφμε λοιπόν ότι θ ζνταςθ του φωτόσ που διαπερνάει το 

φράκταλ παρουςιάηει και αυτι με τθν ςειρά τθσ φρακταλικζσ ιδιότθτεσ. 

Μζςα δθλαδι ςε ζνα φράκταλ αντικείμενο μποροφμε να 

παρατθριςουμε πάνω από μια φράκταλ διάςταςθ, γεγονόσ το οποίο 

μασ βοθκάει ςτθν καλφτερθ αντίλθψθ τθσ καταςκευισ μασ.  

      Τθν ενότθτα αυτιν τθν κλείνουμε με τθν παρατιρθςθ των δυο 

φράκταλ διαςτάςεων ςτο ίδιο φράκταλ ςυςςωμάτωμα ανάμεςα 

φυςικά ςε διαφορετικζσ παραμζτρουσ. Τζτοιεσ ςχζςεισ μποροφμε να 

παρατθριςουμε ςε πολφ πιο ςφνκετεσ καταςκευζσ οι οποίεσ 

ονομάηονται πολφ - φράκταλ (multifractals). 
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4.3 Παραδείγματα από διάφορα Φράκταλ ςυςςωματϊματα. 

4.3.1 Σο Φράκταλ ςυςςωμάτωμα του ςυνόλου Καντόρ με 

ανακλιμάκωςθ και μετατόπιςθ.  

 

      Στο προθγοφμενο παράδειγμα δθμιουργιςαμε ζνα φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα με τθν χριςθ μόνο τελεςτϊν μετατόπιςθσ. Σε αυτό το 

παράδειγμα μελετάμε ζνα φράκταλ ςυςςωμάτωμα βαςιςμζνο πάνω 

ςτο ςφνολο Καντόρ και το δθμιουργοφμε και με τθν βοικεια και του 

τελεςτι ανακλιμάκωςθσ. Δθλαδι οι ακολουκίεσ μικουσ και μάηασ 

ακολουκοφν τισ ιδιότθτεσ που απορρζουν από τθν καταςκευι του 

ςυνόλου [8,10,12]. 

      Ππωσ και ςτο προθγοφμενο παράδειγμα κα ορίςουμε πρϊτα τισ 

παραμζτρουσ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ που κζλουμε να 

καταςκευάςουμε. Τθν χωρικι μασ διάςταςθ τθν ορίηουμε να είναι μια 

ευκεία γραμμι και το πλικοσ των ςθμείων με τα οποία αρχίηουμε είναι 

1. Δθλαδι δεν ζχουμε γεννιτορα αλλά μυθτι. Το φράκταλ μασ το 

κζλουμε να είναι δίπλευρο και ςυμμετρικό και είναι περιοριςμζνο ςτον 

χϊρο. Οπότε χρειαηόμαςτε και τα δυο είδθ τελεςτϊν που ζχουμε 

ορίςει, μετατόπιςθσ και ανακλιμάκωςθσ. Σε αυτιν τθν περίπτωςθ κα 

μασ βοθκιςει πάρα πολφ ο οριςμόσ του ςυνόλου Καντόρ και κα 

πάρουμε πολλζσ παραμζτρουσ ωσ δεδομζνεσ από τον οριςμό.  

Οριςμόσ: 

      Το ςφνολο Καντόρ ορίηεται με τθν βοικεια 2 ςυνόλων. Ζχουμε δυο 

μθ κενά κλειςτά ςφνολα ςτο   τα οποία ορίηονται ωσ εξισ: 

  
       

        

  
       

       
        

  
 

όπου n είναι το βιμα ςτο οποίο βριςκόμαςτε και πρζπει να ιςχφει ότι: 

   . 

■ 
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      Θ χριςθ των τελεςτϊν εμφανίηεται μζςα ςτουσ οριςμοφσ των 

ςυνόλων τόςο αυτοφ τθσ μετατόπιςθσ όςο και αυτοφ τθσ 

ανακλιμάκωςθσ.  

Οριςμόσ: 

Θ ζνωςθ λοιπόν αυτϊν των δυο ςυνόλων μασ δίνει το ςφνολο Καντόρ, 

δθλαδι: 

     
          

        

■ 

      Ζτςι ζχουμε το    να είναι διάςτθμα *1/2,-1/2+ και το    να είναι το 

μεςαίο κομμάτι του ςυνόλου Καντόρ το οποίο προκφπτει παίρνοντασ το 

   και αφαιρϊντασ του το μεςαίο τρίτο κομμάτι από κάκε διάςτθμα. 

Συνεχίηοντασ τθν ίδια διαδικαςία καταλιγουμε ςτο    το οποίο είναι τα 

ςθμεία -1/2  και 1/2. Ακολουκϊντασ τισ ακολουκίεσ του ςυνόλου 

Καντόρ και με τθν βοικεια των τελεςτϊν καταλιγουμε ςτθν δθμιουργία 

του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ. Το φράκταλ ςυςςωμάτωμα μασ και ςε 

αυτιν τθν περίπτωςθ, παρατθροφμε ότι ζχει φράκταλ ιδιότθτεσ. Άρα 

ςυνεπάγεται ότι το φράκταλ μασ χαρακτθρίηεται από μια φράκταλ 

διάςταςθ.  

Οριςμόσ: 

Από τον οριςμό τθσ φράκταλ διάςταςθσ, τθν οποία ζχουμε ορίςει ςτο 

κεφάλαιο 2, καταλιγουμε ότι: 

       
   

   
 

όπου        είναι θ διάςταςθ Hausdorff του ςυνόλου Καντόρ ςτο 

νιοςτό βιμα θ οποία κατ’ επζκταςθ είναι θ FD του φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ.  

■ 

      Θ κατανομι τθσ μάηασ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ    ορίηεται 

ωσ       και είναι το μζτρο τθσ Hausdorff διάςταςθσ περιοριςμζνο ςτο 

ςφνολο Καντόρ ςτο νιοςτό βιμα.  
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Λιμμα: 

Από τισ ιδιότθτεσ του μζτρου και λόγω τθσ κανονικοποίθςθσ τθσ       

ξζρουμε ότι ιςχφει: 

          

 

  

                                                       

■ 

Οριςμόσ: 

Ραίρνοντασ λοιπόν μια τυχαία ςυνάρτθςθ      και τοποκετϊντασ μζςα 

ςε αυτιν το ςφνολο Καντόρ βάςθ του οριςμοφ κα ζχουμε: 

     
 

 
    

        
 

 
    

        

Οπότε πολλαπλαςιάηοντασ τθν παραπάνω ςχζςθ με       και ζπειτα 

ολοκλθρϊνοντασ καταλιγουμε ςτθν ακόλουκθ ςχζςθ: 

             
 

 
      

            
                 

 
 

 
      

                    
                                        

■      

       Ζχοντασ λοιπόν ορίςει τισ ςχζςεισ (1) και (2) μποροφμε να ορίςουμε 

όλεσ τισ ιδιότθτεσ τθσ       με τθν βοικεια του Fourier 

μεταςχθματιςμοφ.  

Οριςμόσ: 

Ο μεταςχθματιςμόσ Fourier δίνεται από τθν ςχζςθ: 

                

 

  

   

■ 
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      Θ ζνταςθ του φωτόσ όπωσ και ςτο προθγοφμενο παράδειγμα δίνεται 

από τον τφπο:  

       
     

     
 

 

  

Οπότε ζχουμε ότι: 

Ρρόταςθ 1:  

Για τον μεταςχθματιςμό Fourier ιςχφει ότι: 

        

■ 

Απόδειξη:  

Με τθν βοικεια τθσ ςχζςθσ (1) και του οριςμοφ του μεταςχθματιςμοφ 

Fourier ζχουμε: 

                

 

  

         

 

  

     

▲ 

Ρρόταςθ 2:  

Για τον μεταςχθματιςμό Fourier ιςχφει ότι: 

          
      

  
    

 

 
  

■ 

Απόδειξη:  

Από τον οριςμό του μεταςχθματιςμοφ Fourier ζχουμε: 
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Και αντικακιςτϊντασ από τθν ςχζςθ (2) και από τον οριςμό του ςυνόλου 

Καντόρ ζχουμε:  

  
 

 
    

        
       

 

  

   
 

 
    

        
       

 

  

    

 
 

 
 
       

    
   
        

 

  

 
 

 
 
        

    
   
        

 

  

 

Κακϊσ όμωσ: 

   
     
       

      

  
       

      

  
  

Ζχουμε: 

      
 

 
     

      

  
       

      

  
    

   
        

 

  

 

 
 

 
      

      

  
        

      

  
    

   
        

 

  

 

Οπότε: 

      
 

 
     

      

  
       

      

  
     

 

 
  

 
 

 
     

      

  
        

      

  
     

 

 
  

Άρα: 

      
 

 
     

      

  
    

 

 
  

          
      

  
    

 

 
   

▲ 
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Ζχουμε λοιπόν καταλιξει ςτον τφπο του μεταςχθματιςμοφ Fourier 

     . Ρζραν όμωσ αυτοφ μασ χρειάηεται και ζνασ δεφτεροσ τφποσ ο 

οποίοσ δθμιουργείται βάςθ τθσ αναδρομικότθτασ. Ο λόγοσ που μασ 

χρειάηεται είναι επειδι παρακάτω μασ βοθκάει ςτον ακριβι 

υπολογιςμό τθσ ζνταςθσ.  

Ρρόταςθ 3:  

Ο αναδρομικόσ τφποσ του μεταςχθματιςμοφ Fourier δίνεται από τθν 

ςχζςθ: 

                      

 

   

           

■ 

Απόδειξη:  

Από τθν πρόταςθ (2) που ζχουμε αποδείξει ζχουμε ότι: 

          
      

  
    

 

 
  

Ξεκινϊντασ αντικακιςτοφμε το    
 

 
  από τον παραπάνω τφπο οπότε 

και κα ζχουμε: 

          
      

  
    

 

 
                  

όπου: 

   
 

 
      

 
 
     

  
    

 

  
      

      

   
    

 

  
  

Άρα θ (Γ) γίνεται: 
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Ακολουκϊντασ πάλι τθν ίδια διαδικαςία ςτθν κζςθ του    
 

    από τθν 

(Γ) αντικακιςτοφμε: 

   
 

  
      

 
       

  
    

 

  
      

      

   
    

 

  
  

Άρα: 

          
      

  
     

      

   
     

      

   
    

 

  
  

Συνεχίηοντασ ομοίωσ τθν ίδια διαδικαςία, θ οποία είναι μια αναδρομικι 

διαδικαςία  καταλιγουμε ότι: 

          
      

  
      

      

   
    

 

  
  

Οπότε: 

           
      

   
 

 

   

   
 

  
  

Κακϊσ όμωσ: 

   
 

            για     και     

ζχουμε: 

            
      

   
 

 

   

                                            

▲ 
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Ρρόταςθ 4: 

 Ο τφποσ του μεταςχθματιςμοφ Fourier βάςθ του προθγοφμενου 

βιματοσ δίνεται από τον τφπο: 

           
      

 
      

 

 
  

■ 

Απόδειξη:   

Από τον οριςμό του μεταςχθματιςμοφ Fourier ζχουμε: 

                

 

  

    

      

 

  

     
        

  
         

 

  

     
        

  
    

Κάνοντασ αλλαγι μεταβλθτισ ωσ: 

  
        

  
 

για το πρϊτο ολοκλιρωμα και ωσ: 

  
        

  
 

για το δεφτερο ζχουμε: 
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Και κακϊσ ιςχφει όμωσ ότι: 

 
       

      
      

 
       

      

 
  

και   

  
       

       
      

 
        

      

 
  

ζχουμε ότι: 

            
      

 
        

      

 
       

 

 
   

     
      

 
       

      

 
       

 

 
  

Οπότε: 

           
      

 
       

      

 
       

 

 
 

      
      

 
       

      

 
       

 

 
   

           
      

 
      

 

 
  

όπου: 

     
 

 
    

   
        

 

  

   

                                                                                                                            ▲ 

      Ζχοντασ λοιπόν υπολογίςει τισ απαιτοφμενεσ παραμζτρουσ και 

αντικακιςτϊντασ ςτον τφπο τθσ ζνταςθσ ζχουμε: 
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Ρρόταςθ 5:  

Θ ζνταςθ του φωτόσ που διαπερνάει το φράκταλ ςυςςωμάτωμα δίνεται 

από τον τφπο: 

           
        

            
  

 

   

 

   

 

■ 

Απόδειξη: 

 Από το τφπο τθσ ζνταςθσ ζχουμε: 

       
     

     
 

 

  
     

      
     

   

 
 

 

       
      

   
 

 

   

 

 

 

Το αρχικό μασ πρόβλθμα λοιπόν μεταμορφϊνεται ςε ζνα δευτερεφον 

πρόβλθμα το οποίο είναι ο υπολογιςμόσ του γινομζνου. Βάςθ ενόσ 

αποδειγμζνου τφπου από *4+ ζχουμε το αποτζλεςμα: 

         
   

         
 

 

   

 

κακϊσ όμωσ: 

            
      

   
 

 

   

 

 

 

Ζχουμε ότι: 
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▲ 

      Αναλόγωσ του n ζχουμε διαφορετικά αποτελζςματα ςτον 

μεταςχθματιςμό Fourier και ακολοφκωσ ςτθν ζνταςθ του φωτόσ.  

Οριςμόσ: 

Στθν περίπτωςθ που ζχουμε το n να είναι ακζραιοσ και το k ζνασ αρκετά 

μεγάλοσ αρικμόσ ο μεταςχθματιςμόσ Fourier ςφμφωνα με το (A) και 

από το [4,6+ δίνεται από τθν ςχζςθ: 

     
    

   
      

       
         

   
   
   

      

    
    

          

όπου m οποιοςδιποτε ακζραιοσ και l οποιοςδιποτε κετικόσ ακζραιοσ. 

■ 

Ρρόταςθ 6:  

Στο δεφτερο βιμα ο μεταςχθματιςμόσ Fourier για              

δίνεται από τθν ςχζςθ: 

      
    

 
  

 
 
  

 

■ 
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Απόδειξη:  

Στθν περίπτωςθ όπου                 τότε από τθν ςχζςθ (Β) 

αντικακιςτϊντασ ζχουμε: 

            
 

    
 

 

   

 

Κακϊσ όμωσ ιςχφει ότι *4+: 

           
 

  
 

 

   

 

Ζχουμε: 

    

 
      

 

  
 

 

   

 

Κζτοντασ:   
 

 
 ζχουμε: 

   
 
 

 
 

      

 
 
  

 

 

   

 

Άρα:  

        
    

 
  

 
 
  

  

▲ 
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Ρρόταςθ 7:  

Στο δεφτερο βιμα ο μεταςχθματιςμόσ Fourier για:  

                

  δίνεται από τθν ςχζςθ: 

          
 

 
  

■ 

Απόδειξη: Δουλεφοντασ με τον ίδιο τρόπο για: 

       

     
    

   
      

       
         

   
   

   
      

        
 

Δουλεφοντασ τθν παραπάνω ςχζςθ όπωσ δουλζψαμε τθν πρόταςθ 6 

καταλιγουμε ςτθν ςχζςθ: 

          
 

 
  

▲ 

       Ζχοντασ λοιπόν υπολογίςει τον τφπο τθσ ζνταςθσ μποροφμε να 

μελετιςουμε το φράκταλ ςυςςωμάτωμα όπωσ ακριβϊσ κάναμε και ςτο 

προθγοφμενο μασ παράδειγμα. Για να μελετιςουμε όμωσ τϊρα τθν 

ζνταςθ τα πράγματα δεν είναι απλά όπωσ ςτθν προθγοφμενθ 

καταςκευι μασ. Βλζπουμε ότι ζχουμε ζναν πιο ςφνκετο τφπο και τα 

αποτελζςματα που κζλουμε να βγάλουμε χρειαηόμαςτε τον 

μεταςχθματιςμό Mellin [6]. 

      Στα μακθματικά ο μεταςχθματιςμόσ Mellin είναι ζνασ 

ολοκλθρωτικόσ μεταςχθματιςμόσ ο οποίοσ μπορεί να οριςκεί ωσ μια 

πολλαπλαςιαςτικι ζκδοςθ του διπλοφ μεταςχθματιςμοφ Laplace. 
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Οριςμόσ: 

 Ο μεταςχθματιςμόσ Laplace για μια ςυνάρτθςθ                   

  είναι θ ςυνάρτθςθ                                

                      
 

  

      
    

         
 

  

   

■ 

Ο μεταςχθματιςμόσ Mellin ςυνδζεται άμεςα με τισ ςειρζσ Dirichlet, με 

τθν κεωρία αρικμϊν και με τθν κεωρία των αςυμπτωτικϊν ςειρϊν. 

Επίςθσ χρθςιμοποιείται ςυχνά για τον υπολογιςμό των 

μεταςχθματιςμϊν Fourier και Laplace κακϊσ και επίςθσ και με τισ 

ειδικζσ ςυναρτιςεισ. 

Οριςμόσ: 

      Ο μεταςχθματιςμόσ Mellin για μια τυχαία ςυνάρτθςθ f δίνεται από 

τον τφπο: 

                        
 

 

  

και ο αντίςτροφοσ Mellin από: 

               
 

   
        

    

    

   

■ 

        Θ απεικόνιςθ μιασ ςυνάρτθςθσ μζςω του μεταςχθματιςμοφ Mellin 

είναι ζνα ολοκλιρωμα ςτον μιγαδικό χϊρο το οποίο μπορεί να 

υπολογιςτεί από το κεϊρθμα του Cauchy. Οι ιδιότθτεσ του 

μεταςχθματιςμοφ Mellin είναι πολφ χριςιμεσ ςε πολλά πεδία τθσ 

φυςικισ όπου τα ςτοιχεία μασ είναι μόνο ζνα άκροιςμα ι ζνα γινόμενο, 

όπωσ δθλαδι ςτθν περίπτωςι μασ. 

      Ραίρνουμε λοιπόν τθν ςυνάρτθςθ               . Μζςω του 

μεταςχθματιςμοφ Mellin και λογαρικμίηοντασ τον τφπο τθσ ζνταςθσ από 

τθν ςελίδα 151 καταλιγουμε: 
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όπου Γ και η οι ςυναρτιςεισ Riemann.  

▲ 

      Ραρατθροφμε λοιπόν ότι βάςθ του μεταςχθματιςμοφ Mellin 

λογαρικμίηοντασ τθν ςυνάρτθςθ τθσ ζνταςθσ καταλιγουμε: 

Οριςμόσ: 

Ο τφποσ τθσ ζνταςθσ δίνεται από τθν ςχζςθ: 

         

  
 

   
 

           

 
 
     

     
    

  

 
              

    

    

   

,όπου         

■ 

      Ραρατθροφμε λοιπόν ότι θ ςυνάρτθςθ τθσ ζνταςθσ δίνεται από ζναν 

αρκετά περίπλοκο τφπο ςε ςχζςθ με το προθγοφμενο φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα. Από τον παραπάνω τφπο απλοποιϊντασ αρχικά τον 

τφπο και υπολογίηοντασ ςτθν ςυνζχεια το ολοκλιρωμα καταλιγουμε 

ςτο ςυμπζραςμα ότι το φράκταλ ςυςςωμάτωμα μασ ζχει όντωσ 

φρακταλικζσ ιδιότθτεσ. 

      Ζχοντασ φτάςει λοιπόν ςε αυτό το ςθμείο μποροφμε να 

αντιλθφκοφμε ότι θ ζνταςθ του φωτόσ ςυςχετίηεται άμεςα με το z. Με 

τθν χριςθ μακθματικϊν εργαλείων και ζχοντασ ωσ γνϊμονα τθν 

παραπάνω ςχζςθ καταλιγουμε ότι: 

        
    
    

Από τθν παραπάνω ςχζςθ μποροφμε να αντιλθφκοφμε τθν φράκταλ 

διάςταςθ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ ςτο παραπάνω παράδειγμα 

τθν οποία ζχουμε αποδείξει ςτθν αρχι τθσ ενότθτασ.  
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4.3.2 Tο Φράκταλ ςυςςωμάτωμα του ςυνόλου Καντόρ με 

ανακλιμάκωςθ, μετατόπιςθ και γεννιτορα. Διερεφνθςθ τθσ 

ςυνάρτθςθσ ζνταςθσ.  

      Μζχρι ςτιγμισ ζχουμε παρουςιάςει 2 παραδείγματα φράκταλ 

ςυςςωματωμάτων με το κάκε ζνα να ζχει τισ δικζσ του ιδιαιτερότθτεσ. 

Σε αυτιν τθν παράγραφο κα παρουςιάςουμε ζνα φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα το οποίο καταςκευάηεται ςφμφωνα με τισ ακολουκίεσ 

του ςυνόλου Καντόρ, αλλά ςε ςχζςθ με το προθγοφμενο, του 

αλλάηουμε μια ςυγκεκριμζνθ ιδιότθτα [9,11]. Θ παράμετροσ αυτι 

αναφζρεται ςτο πλικοσ των ςθμείων. Στα προθγοφμενα παραδείγματα 

κεωριςαμε ότι ξεκινάμε με ζνα ςθμείο και δουλζψαμε βάςθ αυτοφ. 

      Στθν περίπτωςθ αυτισ τθσ καταςκευισ του φράκταλ ςυςςωμάτωμα 

κα κεωριςουμε τθν χωρικι μασ διάςταςθ να είναι ίςθ με 3. Δθλαδι 

βγαίνουμε από τα ςτενά όρια τθσ μιασ διάςταςθσ και μπαίνουμε ςτον 

τριςδιάςτατο χϊρο. Είπαμε πριν ότι το πλικοσ των ςθμείων δεν είναι 1 

αλλά πολφ περιςςότερα, ζςτω Ν. Γίνεται λοιπόν αντιλθπτό ότι δεν 

μποροφμε να μιλάμε για ζνα ςθμείο μυθτι αλλά για ζνα ςφνολο 

ςθμείων που ονομάηεται γεννιτορασ. Από τθν ςτιγμι όμωσ που 

κζλουμε να ζχουμε N ςθμεία, μποροφμε το κάκε άκρο του γεννιτορα 

να το ορίςουμε ωσ ζνα διάνυςμα    όπου          . Οπότε το 

φράκταλ μασ αποτελείται ςτο πρϊτο ςτάδιο από N unit cells τα οποία 

ζχουμε κακορίςει ςτα    διανφςματα. Στο δεφτερο βιμα (n=2) ο 

γεννιτορασ μεγαλϊνει κατά ζναν ςυντελεςτι   . Άρα τα N πρϊτθσ 

τάξθσ φράκταλ κακορίηονται ςτα      διανφςματα. Συνεχίηοντασ όμοια 

αυτι τθν διαδικαςία καταλιγουμε ότι ο γεννιτορασ αυξάνεται επ’ 

άπειρο κατά,             ςτο νιοςτό ςτάδιο και οπότε και τα N (n-1) 

τάξθσ φράκταλ κακορίηονται ςτα               διανφςματα. Για 

ευκολία κζτουμε              και     . Οπότε λοιπόν ςτο νιοςτό 

βιμα τισ    μοναδιαίεσ κυψελίδεσ κακορίηονται από ζνα διάνυςμα τθσ 

μορφισ: 

                                    

Πςο αφορά τθν παράμετρο τθσ ςυμμετρικότθτασ το φράκταλ μασ είναι 

ςυμμετρικό και δίπλευρο ενϊ όςο αφορά τον τρόπο καταςκευισ είναι ο 
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BU. Κλείνοντασ με τισ παραμζτρουσ καταςκευισ του φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ πρζπει να τονίςουμε ότι για τθν καταςκευι του 

φράκταλ ςυςςωματϊματοσ χρειαηόμαςτε τουσ τελεςτζσ μετατόπιςθσ 

και ανακλιμάκωςθσ όπωσ ακριβϊσ ζχουν οριςτεί [8]. 

Οριςμόσ:       

Θ ζνταςθ του φωτόσ ςε αυτό το παράδειγμα δίνεται από τον τφπο: 

                  

όπου      είναι ζνασ ςυντελεςτισ καταςκευισ ο οποίοσ εξαρτάται από 

τθν ζνταςθ του φωτόσ που διαςκορπίηεται από μια μοναδιαία 

κυψελίδα. 

■ 

Το γινόμενο        είναι θ διαςκορπιςμζνθ ζνταςθ από    

ανεξάρτθτεσ μοναδιαίεσ κυψελίδεσ και όςο αφορά τον        είναι ο 

ςυντελεςτισ δόμθςθσ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ και μετράει τισ 

ςχζςεισ μεταξφ των άκρων των μοναδιαίων κυψελίδων.  

 

Οριςμόσ: 

Ο ςυντελεςτισ δόμθςθσ δίνεται από τθν ςχζςθ: 

      
 

  
        

      

όπου       ο μεταςχθματιςμόσ Fourier τθσ πυκνότθτασ τθσ μάηασ ςτο 

νιοςτό ςτάδιο και ο   
     ο ςυηυγο-ανάςτροφοσ πίνακασ του 

μεταςχθματιςμοφ Fourier.  

■ 
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Ρρόταςθ 1:  

Ο τφποσ του ςυντελεςτι δόμθςθσ μπορεί να γραφεί και ωσ: 

      
 

  
                        

 

     

 

   

 

   

   

 

■ 

Απόδειξη:  

Για τθν ςυνάρτθςθ τθσ πυκνότθτασ τθσ μάηασ του φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ ζχουμε ότι: 

                          

 

   

 

όπου   είναι θ πράξθ τθσ ςυνζλιξθσ και     είναι θ ςυνάρτθςθ Dirac. Για 

λόγουσ ευκολίασ κζτουμε: 

            

 

   

         

Άρα καταλιγουμε ςτθν ςχζςθ:  

                            

 

Αν πάρουμε τον μεταςχθματιςμό Fourier τθσ πυκνότθτασ ζχουμε ότι: 

                          

 

   

  

                            

 

   

  

Κζτοντασ:  
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Από τθν προθγοφμενθ ςχζςθ ζχουμε: 

                     

                                     

λειτουργϊντασ κάπωσ αντίςτροφα τθν διαδικαςία του Fourier 

μεταςχθματιςμοφ. Ζχοντασ λοιπόν αποδείξει τθν παραπάνω ςχζςθ 

ζχουμε: 

                                                          

   

   

                                          

Οπότε λοιπόν ςφμφωνα με τθν παραπάνω ςχζςθ ο ςφηυγο-ανάςτροφοσ 

μεταςχθματιςμόσ Fourier τθσ πυκνότθτασ τθσ μάηασ δίνεται από τθν 

ςχζςθ: 

   

                                                 
         

 
   

   

   

                                        

Οπότε αντικακιςτϊντασ ςτον τφπο του ςυντελεςτι δόμθςθσ τισ 

παραπάνω ςχζςεισ (Α) και (Β) κα ζχουμε: 

      
 

  
        

   

   

    
 
   

   

   

  

Και κακϊσ ιςχφει: 
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Οπότε καταλιγουμε ότι: 

      
 

  
                        

 

     

 

   

 

   

   

 

Στθν οποία ςχζςθ καταλιγουμε με το γενικευμζνο γινόμενο του Riesz. 

                                                                                                                          ▲ 

      Θ ςχζςθ ςτθν οποία καταλιξαμε είναι αρκετά γενικι με αρκετζσ 

παραμζτρουσ. Εμείσ κα ελζγξουμε τθν περίπτωςθ όπου θ καταςκευι 

γίνεται με ςτακεροφσ όρουσ, δθλαδι: 

      

Κάτω από αυτζσ τισ ςυνκικεσ κα ελζγξουμε τθν ςυμπεριφορά του 

ςυντελεςτι δόμθςθσ κακϊσ     και ξ ζνασ ςτακερόσ αρικμόσ 

εφόςον εμμζςωσ επθρεάηει τθν ζνταςθ του φωτόσ. 

      Ππωσ γίνεται αντιλθπτό θ ποςότθτα          
 
    παίηει πολφ 

ςθμαντικό ρόλο.  

Ραρατιρθςθ: 

Κανονικοποιϊντασ τον τφπο τθσ ζνταςθσ ζχουμε ότι: 

         
 
                           

 

     

 

   

 

         
 
       

Μπορεί λοιπόν να παρατθριςει κάποιοσ ότι: 
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κακϊσ όταν ζχουμε ότι: 

                             τότε 
         

 
   

         
 
   

    

ενϊ όταν: 

                             τότε 
         

 
   

         
 
   

  . 

■       

Ραρατθρϊντασ τον τφπο του ςυντελεςτι δόμθςθσ βλζπουμε ότι θ 

πλειονότθτα των παραμζτρων βρίςκονται μζςα ςτο ςυνθμίτονο. Οπότε 

θ ςυμπεριφορά του ςυνθμίτονου επθρεάηει άμεςα τθν ςυμπεριφορά 

του ςυντελεςτι δόμθςθσ. Για ευκολία λοιπόν κα κζςουμε: 

                          

Για να μπορζςουμε να μελετιςουμε καλφτερα τθν κατάςταςθ αυτι κα 

πάρουμε μια ειδικι περίπτωςθ του ςυντελεςτι δόμθςθσ. Κα 

προςπακιςουμε να φτιάξουμε ζνα ςυμμετρικό μονοδιάςτατο φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα. 

 Ρρόταςθ: 

Ο τφποσ του ςυντελεςτι δόμθςθσ ςτθν περίπτωςθ όπου: 

          και              

δίνεται από τθν ςχζςθ: 

                         

   

   

 

▲ 

 

 

 



163 
 

Απόδειξθ: 

Ο γενικευμζνοσ τφποσ του ςυντελεςτι δόμθςθσ είναι: 

  

      
 

  
                        

 

     

 

   

 

   

   

 

Στθν περίπτωςι μασ ζχουμε: 

          και             . 

αφοφ βριςκόμαςτε ςτθν περίπτωςθ του ςυμμετρικοφ φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ.  

 Οπότε:  

      
      

 
  

       

 
 

       

 
         

      Επίςθσ κα ιςχφει     για να μθν ζχουμε το φαινόμενο του 

overlapping.  

Άρα ςτον τφπο του ςυντελεςτι δόμθςθσ κα ζχουμε: 

                         

   

   

 

▲ 

      Ο λόγοσ που διαλζξαμε αυτιν τθν περίπτωςθ είναι επειδι κζλουμε 

να εξετάςουμε τον ςυντελεςτι δόμθςθσ ωσ προσ μια παράμετροσ ξ και 

να μθν μπλζξουμε και με τισ άλλεσ παραμζτρουσ. Οπότε ξεκινάμε να 

βλζπουμε ειδικζσ περιπτϊςεισ τθσ μεταβλθτισ ξ. Για χάρθ ευκολίασ 

κζτουμε: 

                     

■ 
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1θ περίπτωςθ:       

Κζτουμε ξ=2, οπότε: 

                 

Ουςιαςτικά αυτι θ περίπτωςθ είναι θ καταςκευι ενόσ φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ που κάναμε ςε προθγοφμενθ ενότθτα. 

 

 Άρα ζχουμε ότι: 

                    

   

   

 

και αφοφ μασ ενδιαφζρει θ ςυμπεριφορά του ςυντελεςτι δόμθςθσ για 

    παρατθροφμε ότι οι μοναδιαίεσ κυψελίδεσ κα διαςκορπιςτοφν 

με μια περιοδικότθτα με μια μικρά απόκλιςθ ε.  

      Επομζνωσ καταλιγουμε ςτο ςυμπζραςμα ότι λόγω του       κα 

ζχουμε τθν τοποκζτθςθ των μοναδιαίων κυψελίδων να γίνεται με μια 

άπειρθ επανάλθψθ ςτα ςθμεία               .  

      Μζςω τθσ καταςκευισ αυτισ απεικονίηεται θ μονοδιάςτατθ ευκεία 

ι θ καμπφλθ γραμμι πάνω ςτθν οποία τοποκετοφμε οι μοναδιαίεσ 

κυψελίδεσ. Γενικότερα αν αλλάξουμε τθν τιμι του ξ κα ζχουμε 

διαφορετικζσ περιπτϊςεισ αναλόγωσ τισ ιδιότθτεσ του ξ. 

2θ περίπτωςθ:       

Ζςτω ότι ξ ζνασ ακζραιοσ αρικμόσ. Ζςτω ότι διαλζγουμε τυχαία 2 

αρικμοφσ           οι οποίοι ικανοποιοφν τθν εξίςωςθ            . 

Οπότε κα ζχουμε: 

               

Από τθν ςτιγμι όπου ξ είναι ζνασ ακζραιοσ θ παραπάνω εξίςωςθ κα 

ιςχφει         Βάςθ του ςυντελεςτι δόμθςθσ       κα τοποκετοφμε 

unit cells ςτα ςθμεία                όπου    .  
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      Βλζπουμε λοιπόν ότι θ κάκε περίπτωςθ κα μασ οδθγεί ςε 

διαφορετικά ςυμπεράςματα. Θ τοποκζτθςθ των μοναδιαίων 

κυψελίδων είναι πάρα πολφ ςθμαντικι όςον αφορά τθν τιμι τθσ 

ζνταςθσ.  

4.3.3 Επίλογοσ   

      Στο 4ο κεφάλαιο παρατθριςαμε τισ διάφορεσ καταςκευζσ φράκταλ 

ςυςςωματωμάτων που καταςκευάςαμε από διάφορεσ οπτικζσ γωνίεσ. 

Ρροςπακιςαμε να αναλφςουμε τισ περιςςότερεσ ιδιότθτεσ τουσ μζςω 

του μεταςχθματιςμοφ Fourier τθσ ζνταςθσ.  

      Μζςα από τθν μελζτθ που κάναμε προςπακιςαμε και εμείσ με τθν 

ςειρά μασ να δθμιουργιςουμε ζνα φράκταλ ςυςςωμάτωμα το οποίο να 

διζπεται από τισ ιδιότθτεσ των φράκταλ. Ιταν ζνα αρκετά φιλόδοξο και 

δφςκολο εγχείρθμα το οποίο παρόλθ τθν προςπάκειά μασ κατζλθξε ςε 

αδιζξοδο.  

      Θ προςπάκειά μασ αυτι περιγράφεται ςτο Ραράρτθμα αυτισ τθσ 

εργαςίασ. Σκοπόσ μασ δεν ιταν να αςχολθκοφμε με τουσ τελεςτζσ 

καταςκευισ τόςο πολφ όςο με τισ ακολουκίεσ τθσ μάηασ και του 

μικουσ. Ζτςι λοιπόν προςπακιςαμε να βροφμε ςε ζνα δίπλευρο 

ςυμμετρικό χωρίσ ανακλιμάκωςθ μοντζλο τθν φράκταλ διάςταςθ. Μςωσ 

εάν αλλάηαμε τθν καταςκευι του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ να είχαμε 

πιο κεμιτά αποτελζςματα. 
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Προςπάκεια για δθμιουργία του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ με τθν 

ακολουκία Fibonacci δίπλευρθ μετατόπιςθ. 

      Μζχρι ςτιγμισ λοιπόν ζχουμε παρουςιάςει παραδείγματα 

καταςκευισ φράκταλ αντικειμζνων εκ των οποίων βγάλαμε πολφ 

χριςιμα ςυμπεράςματα. Με γνϊμονα τον τρόπο δθμιουργίασ των 

παραπάνω φράκταλ ςυςςωματϊματα ςε αυτιν τθν παράγραφο 

προςπακοφμε να φτιάξουμε το δικό μασ φράκταλ ςυςςωμάτωμα. 

      Κα πρζπει εξαρχισ να ορίςουμε δυο ακολουκίεσ οι οποίεσ κα 

προςδιορίηουν το μικοσ και τθν μάηα του ςυςςωματϊματοσ ςε κάκε 

βιμα.  

Θ ακολουκία των μθκϊν κα είναι θ ακολουκία Fibonacci [1], δθλαδι: 

    

    
    

             

            

και θ ακολουκία των μαηϊν να είναι θ ςτακερι ακολουκία:  

     . 

Από τθν ςτιγμι λοιπόν που ζχουμε ορίςει τισ ακολουκίεσ τθσ μάηασ και 

του μικουσ κα πρζπει να ορίςουμε τισ παραμζτρουσ που ζχουμε κζςει 

ςτο κεφάλαιο 3. 

      Θ πρϊτθ παράμετροσ θ οποία είναι θ χωρικι διάςταςθ κα οριςτεί 

ωσ μονοδιάςτατθ. Δεν κα είχαμε κανζνα πρόβλθμα να δουλεφαμε ςε 

περιςςότερεσ διαςτάςεισ απλϊσ μιασ και είναι θ πρϊτθ μασ απόπειρα 

για τθν δθμιουργία ενόσ φράκταλ ςυςςωματϊματοσ προτιμιςαμε να 

πάρουμε τθν απλι περίπτωςθ του μονοδιάςτατου ςυςςωματϊματοσ. 

Στθν δεφτερθ παράμετρο όπου κζτουμε το πλικοσ των ςθμείων κα 

επιλζξουμε τθν περίπτωςθ του μυθτι. Στθν περίπτωςθ αυτι παίρνουμε 

μόνο ζνα ςθμείο, δθλαδι μια κυψελίδα, και ακολουκϊντασ μια 

ςυγκεκριμζνθ διαδικαςία δθμιουργοφμε το φράκταλ. Στθν τρίτθ 

παράμετρο ζχουμε κζςει τθν ςυμμετρικότθτα του φράκταλ, δθλαδι εάν 

κζλουμε το φράκταλ μασ να είναι ςυμμετρικό, να απλϊνεται ομοίωσ και 

προσ τισ δυο κατευκφνςεισ, θ μθ ςυμμετρικό, να απλϊνεται προσ μια 
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κατεφκυνςθ. Στθν περίπτωςι μασ επιλζγουμε το φράκταλ μασ να είναι 

ςυμμετρικό.  

       Ππωσ γίνεται φανερό λοιπόν κα χρθςιμοποιιςουμε ζναν τελεςτι 

μετατόπιςθσ ο οποίοσ κα μετατοπίηει τισ ςυςτάδεσ ομοίωσ δεξιά και 

αριςτερά. Πςο αφορά τϊρα τισ παραμζτρουσ 4 και 5 δεν χρειάηεται να 

επιλζξουμε μιασ και εξαρχισ ζχουμε ορίςει ότι δθμιουργοφμε βάςθ 

αςυμπτωτικισ προςζγγιςθσ τθσ ςυνάρτθςθσ πυκνότθτασ του 

ςυςςωματϊματοσ και καταςκευάηουμε με τθν μζκοδο BU. Στθν 6θ 

παράμετρο, θ οποία αναφζρεται ςτθν ανακλιμάκωςθ και μετατόπιςθ 

του φράκταλ κα επιλζξουμε να μθν ζχουμε ανακλιμάκωςθ παρά μόνο 

μετατόπιςθ. Σφμφωνα λοιπόν με όλεσ αυτζσ τισ παραμζτρουσ 

προςπακοφμε να καταςκευάςουμε το φράκταλ ςυςςωμάτωμα το οποίο 

ονομάηουμε fibo - φράκταλ.  

      Ξεκινάμε τθν καταςκευι μασ με τθν τοποκζτθςθ των ςυςτάδων. Στο 

πρϊτο ςτάδιο λοιπόν τοποκετοφμε βάςθ τθσ ακολουκίασ των μαηϊν 2 

κυψελίδων τα οποία αποτελοφν τθν πρϊτθ μασ ςυςτάδα. Μετρϊντασ 

τθν απόςταςθ μεταξφ των κυψελίδων ζχουμε: 

 

Εικόνα 9: H δθμιουργία του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ ςτο πρϊτο βιμα 

Οπότε το μικοσ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ ςτο πρϊτο βιμα είναι: 

                     

Και όςο αφορά τθν μάηα του: 
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      Ραρατθροφμε λοιπόν ότι ςτθν ουςία βάςθ τθσ ακολουκίασ που 

ζχουμε διαλζξει για το μικοσ του ςυςςωματϊματοσ ςτο πρϊτο βιμα το 

μικοσ του διπλαςιάηεται. Στθν εικόνα 34 παρουςιάηουμε το φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα ωσ δυο κυψελίδεσ οι οποίεσ ζχουν μια απόςταςθ μεταξφ 

τουσ. Αυτι θ κίνθςθ μασ είναι ςκόπιμα λάκοσ γιατί με τα όςα ζχουμε 

υπολογίςει μζχρι τϊρα για τισ δυο κυψελίδεσ κα ζπρεπε να τισ 

ςχεδιάηαμε ενωμζνα. Θ απόςταςθ που τουσ ζχουμε βάλει μεταξφ τουσ 

είναι επίτθδεσ ζτςι ϊςτε να τονίςουμε το πϊσ υπολογίηουμε το μικοσ 

του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ. Άλλωςτε ςτο δεφτερο βιμα το 

παρουςιάηουμε ζτςι όπωσ είναι ςωςτά.   

      Το δεφτερο βιμα τθσ καταςκευισ μασ κα ζχει τθν μορφι τθσ εικόνασ 

35 θ οποία παράγεται βάςθ των ακολουκιϊν του φράκταλ 

ςυςςωματϊματοσ: 

 

Εικόνα 10:  H δθμιουργία του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ ςτο δεφτερο βιμα. 

To μικοσ λοιπόν του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ κα είναι: 

                                

και θ ςυνολικι του μάηα ςτο δεφτερο ςτάδιο κα είναι: 

                     

      Στο τρίτο ςτάδιο λειτουργοφμε με ακριβϊσ ίδιο τρόπο. Οπότε κα 

ζχουμε: 
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Εικόνα 11: H δθμιουργία του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ ςτο τρίτο βιμα 

To μικοσ λοιπόν του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ κα είναι: 

        
    

 
            

    

 
          

                     

και θ ςυνολικι του μάηα ςτο δεφτερο ςτάδιο κα είναι: 

                         

      Στο τζταρτο ςτάδιο ακολουκοφμε τθν διαδικαςία που μζχρι τϊρα 

καταςκευάηουμε το φράκταλ ςυςςωμάτωμα. Οπότε κα ζχουμε: 

 

Εικόνα 12:  H δθμιουργία του φράκταλ ςυςςωμάτωμα ςτο τζταρτο βιμα 

To μικοσ λοιπόν του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ κα είναι: 

        
    

 
 

    

 
        

        
    

 
     

  

 
           

                            

και θ ςυνολικι του μάηα ςτο δεφτερο ςτάδιο κα είναι: 

                              

ι αλλιϊσ αν εφαρμόςουμε τον ακολουκιακό τφπο τθσ μάηασ ζχουμε: 
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      Στο πζμπτο και τελευταίο ςτάδιο που εξετάηουμε ακολουκοφμε τθν 

διαδικαςία που μζχρι τϊρα καταςκευάηουμε το φράκταλ 

ςυςςωμάτωμα. Οπότε κα ζχουμε: 

 

Εικόνα 13:  H δθμιουργία του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ ςτο πζμπτο βιμα 

 To μικοσ λοιπόν του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ κα είναι: 

        
    

 
 

    

 
 

    

 
        

        
    

 
     

  

 
      

  

 
           

                                    

και θ ςυνολικι του μάηα ςτο πζμπτο ςτάδιο κα είναι: 

                               

ι αλλιϊσ αν εφαρμόςουμε τον ακολουκιακό τφπο τθσ μάηασ ζχουμε: 

             

Ραρατθροφμε λοιπόν ότι για το μικοσ πζραν από τον τφπο τθσ 

ακολουκίασ μποροφμε να ζχουμε και τον εξισ τφπο: 

              

   

   

 

Από τον αρχικό μασ τφπο για το μικοσ αλλά και τον παραπάνω 

μποροφμε να βγάλουμε ζναν καινοφριο τφπο για το μικοσ ο οποίοσ 

όμωσ κα μασ δίνει το μικοσ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ ςε κάκε 

βιμα ςε ςχζςθ με το αρχικό μικοσ   . Από τθν καταςκευι του fibo -

φράκταλ βγάλαμε τα εξισ αποτελζςματα: 
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                     … 

Ραρατθροφμε επίςθσ πωσ ςε όλεσ τισ ςχζςεισ που ςυνδζουν το ζνα 

βιμα με το επόμενο υπάρχει θ εξισ ομοιότθτα: 

  

  
  , 

  

  
        

  

  
      , …. , 

  

    
        

όπου    είναι θ ακολουκία του Fibonacci. 

Από τθν παραπάνω ςχζςθ καταλιγουμε ότι: 

                          

Οπότε: 

                      

Και από τθ ςτιγμι που κζλουμε να βγάλουμε μια ςχζςθ μεταξφ του 

μικουσ του φράκταλ ςυςςωματϊματοσ ςε κάκε βιμα με του αρχικοφ 

από τισ προθγοφμενεσ ςχζςεισ καταλιγουμε: 

              

   

   

   

Άρα: 

               

   

   

   

και κζτοντασ τζλοσ ότι: 

          

ζχουμε: 
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Για να μπορζςουμε πλζον να ςυγκρίνουμε τισ ακολουκίεσ μαηϊν και 

μικουσ του fibo - φράκταλ μετατρζπουμε τθν (α) ςε ακολουκία του n 

βιματοσ. Δθλαδι: 

           

   

   

                                         

Οπότε ζχουμε καταλιξει ςτισ εξισ δυο ακολουκίεσ: 

           

   

   

             

   

   

 

 

 

                                         

                                           
                                                           (B) 

 

Κζτουμε: 

  
  

  

   
    

  
  

  

  
           

   

   

 

 

 

 

Άρα διαιρϊντασ τισ δυο ςχζςεισ κατά μζλθ ζχουμε: 

  
 

  
 

 

 

 
 

         
   
   

 

 

 

 

 

Οπότε λογαρικμίηοντασ και τισ δυο ςχζςεισ ζχουμε: 
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Κζτοντασ   
     

            
   
   

 
 ζχουμε: 

    
  
 

  
 

   
     

 

     
 

        
        

  

      
       

  
  

   
    

  
 

■ 

      Το τελευταίο βιμα που μασ απομζνει να κάνουμε είναι να 

απαλείψουμε από το D τθν παράμετρο του βιματοσ που βριςκόμαςτε 

n. Οπότε: 
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■ 

      Ραρατθροφμε λοιπόν ότι αντιμετωπίηουμε πρόβλθμα κακϊσ δεν 

μποροφμε να απαλείψουμε τον ςυντελεςτι του βιματοσ n. Ο λόγοσ 

είναι ότι δεν μποροφμε να ξζρουμε το ακριβισ αποτζλεςμα τθσ ςειράσ. 

Ξζροντασ όμωσ ότι θ ακολουκία      που υπάρχει μζςα ςτο D είναι κατ’ 

ουςία θ ακολουκία Fibonacci κα προςπακιςουμε να κάνουμε μια 

τελευταία ανζλπιδθ προςπάκεια για να απαλειφτεί το n.  

      

Επίλυςθ τθσ ακολουκίασ Fibonacci με τθν χριςθ των εξιςϊςεων 

διαφορϊν. 

Από τθν ακολουκία Fibonacci επιλφουμε τθν εξίςωςθ διαφορϊν[2]: 

        
      

                

Ζςτω      και      

Τότε: 

                                                                                     (1) 

Ζχουμε κζςει τισ αρχικζσ ςυνκικεσ      και      

       Σε αυτό το ςθμείο να κάνουμε μια παρατιρθςθ που ζχει να κάνει 

με τισ αρχικζσ ςυνκικεσ. Αν      και      δεν οδθγοφμαςτε ςε 

λφςθ του προβλιματοσ επειδι ζχουμε     . 

Τθν (1) μποροφμε να τθν γράψουμε ωσ εξισ: 

                                                                                     (2) 

Θ χαρακτθριςτικι εξίςωςθ τθσ (2) είναι:  

       

θ οποία ζχει ρίηεσ: 
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Άρα θ γενικι λφςθ τθσ (2) δίνεται από τθν ςχζςθ: 

       
      

            

όπου       αυκαίρετεσ ςτακερζσ. 

Από τισ αρχικζσ τιμζσ όμωσ του προβλιματοσ ζχουμε: 

                 
 

 
                      

  

           
      

  
 

 
         

 
         

 
    

Από όπου επιλφοντασ το ςφςτθμα 2x2 ζχουμε: 

   
    

   
         

    

   
  

Επομζνωσ θ ηθτοφμενθ λφςθ είναι: 

   
 

  
 
    

 
 

   

 
 

  
 
    

 
 

   

 

Ραρατθροφμε ότι      και        . Οπότε θ    είναι θ κυρίαρχθ 

λφςθ και το μζγεκόσ τθσ είναι      
    

 
  . Άρα θ ακολουκία 

Fibonacci είναι αφξουςα. Άρα για πολφ μεγάλα n θ    είναι αμελθτζα 

και ζτςι ζχουμε προςεγγιςτικά ότι: 

   
 

  
    

    
 

  
 
    

 
 

   

            

■ 

Οπότε ςτισ ςχζςεισ (Α) και (Β) μποροφμε να ζχουμε: 
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                                                           (B) 

Από τθν (Α) όμωσ ζχουμε χρθςιμοποιϊντασ γνωςτοφσ τφπουσ *4+: 

    
 

  

   

   

 
    

 
 

   

     
 
          

 
 
        

                  
 
    

Οπότε κα ζχουμε από τον ςυνδυαςμό των (Α) και (Β): 

  
 

  
 

 
  

               
 
 

  

 
  
 

  
 

 

 

 
  

          
   

 
 
 
 

 

 
 

 

 

Άρα λογαρικμίηοντασ και τα δφο μζλθ κα ζχουμε: 
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Κζτοντασ    
    

             
   

 
 
 
 

 ζχουμε: 

    
  
 

  
 

   
     

 

     
 

        
        

   

      
       

   

Και από - λογαρικμίηοντασ τθν παραπάνω ςχζςθ ζχουμε: 

  
    

  
 

Ππου 

   
    

             
   

 
 
 
 

 
     

 
 

 
             

   
 
  

      

             
   

 
 

   
      

                   
  

      

                     
 

   
      

                             
 

■ 

      Δυςτυχϊσ κατάφερα να φτάςω τθν D μζχρι αυτό το ςθμείο. Αν 

καταφζρναμε να ςπάςουμε το κλάςμα ςε τρία διαφορετικά τότε κα 

μποροφςαμε να δουλζψουμε αςυμπτωτικά και να βροφμε μια τιμι τθσ 

φράκταλ διάςταςθσ θ οποία να μθν εξαρτάται από το βιμα n. Βζβαια 

ςτθν προκειμζνθ περίπτωςθ παρατθροφμε ότι θ D κα ζπαιρνε τθν τιμι 

  για n  . Ο λόγοσ είναι ότι ςτον μεςαίο όρο του παρανομαςτι ναι 

μεν κα απαλείφαμε το n αλλά ςτουσ άλλουσ δυο κα ιταν αρκετά 

δφςκολο. 

      Ο λόγοσ που το fibo - φράκταλ μασ οδιγθςε ςε αποτυχία είναι 

επειδι χρειάηεται μνιμθ. Δθλαδι ζχει ανάγκθ ςτον ακολουκιακό τφπο 

του μικουσ να ζχει τθν προθγοφμενθ τιμι και τθν προ - προθγοφμενθ 

τιμι τθσ ακολουκίασ Fibonacci. Θ ιδιότθτα αυτι τθσ ακολουκίασ 

Fibonacci οδιγθςε το fibo - φράκταλ ςε αποτυχία. Θ προςπάκεια που 

κάναμε να δθμιουργιςουμε ζνα φράκταλ ςυςςωμάτωμα με τισ 

απαραίτθτεσ ιδιότθτεσ απζτυχε.  
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