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Πρόλογοσ 
 

H αυτοματοποιθμζνθ παραγωγι και τροποποίθςθ μθ δομθμζνου πλζγματοσ 
αποτελεί ζνα πεδίο, το οποίο ανκεί τισ τελευταίεσ δεκαετίεσ ςτον τομζα τθσ 
ζρευνασ. Θα πρζπει να επιςθμανκεί θ διαφορά των δομθμζνων και μθ δομθμζνων 
πλεγμάτων: μία ςθμαντικι διαφορά τουσ ζγκειται ςτο γεγονόσ ότι τα δομθμζνα 
πλζγματα χαρακτθρίηονται από ςτακερό πλικοσ γειτονικϊν ςτοιχείων για κάκε 
εςωτερικό κόμβο τουσ. ΢ε αντίκεςθ με εκείνων των μθ δομθμζνων πλεγμάτων όπου 
είναι επιτρεπτό το μεταβλθτό πλικοσ των γειτονικϊν ςτοιχείων για κάκε κόμβο.  

Η καταςκευι μθ δομθμζνων πλεγμάτων δεν περιορίηεται μόνο ςε 
διδιάςτατα χωρία, περιλαμβάνοντασ μεκόδουσ τριγωνικϊν και τετραπλευρικϊν 
ςτοιχείων, αλλά επεκτείνεται και ςε τριδιάςτατα χωρία, με μεκόδουσ τετραεδρικϊν, 
πυραμιδικϊν, πριςματικϊν και εξαεδρικϊν ςτοιχείων. Πολλζσ εφαρμογζσ 
πραγματεφονται τθν καταςκευι επιφανειακϊν πλεγμάτων, ενϊ άλλεσ τθν μετζπειτα 
επεξεργαςία του πλζγματοσ και τθ βελτίωςι του μζςω εξομάλυνςθσ, εκκακάριςθσ 
και τοπικισ βελτίωςθσ. Τπάρχουν όμωσ και άλλα ςχετικά κζματα που αφοροφν ςτθν 
καταςκευι προςαρμόςιμων, ανιςοτροπικϊν και καρτεςιανϊν πλεγμάτων, κακϊσ 
και ηθτιματα δομϊν δεδομζνων και γεωμετρικισ αναπαράςταςθσ.  

΢κοπόσ τθσ παροφςθσ εργαςίασ αποτελεί θ αξιολόγθςθ τθσ μεκοδολογίασ 
παραμόρφωςθσ των πλεγμάτων με βάςθ τισ Radial Basis Functions (RBFs), ςτισ 
περιπτϊςεισ μεγάλων παραμορφϊςεων μθ δομθμζνων υβριδικϊν πλεγμάτων, που 
χρθςιμοποιοφνται για τθν επίλυςθ εξιςϊςεων ροισ. Η παραμόρφωςθ πλζγματοσ 
είναι ζνα βαςικό ςτοιχείο ςε διάφορεσ μεκοδολογίεσ βελτιςτοποίθςθσ 
(αεροδυναμικι) με χριςθ τθσ υπολογιςτικισ ρευςτοδυναμικισ (Computational Fluid 
Dynamics), κακϊσ και ςε μεκοδολογίεσ ρευςτό-δομικισ αλλθλεπίδραςθσ (Fluid 
Structure Interaction), όπου οι υπολογιςμοί μεταξφ υπολογιςτικισ μθχανικισ των 
καταςκευϊν (Computational Structural Mechanics) και CFD αλγορίκμων απαιτοφν 
τθν επαναλαμβανόμενθ παραμόρφωςθ του υπολογιςτικοφ πλζγματοσ. 

Από τθ ςτιγμι που κρίνεται απαγορευτικι θ ανακαταςκευι του 
υπολογιςτικοφ πλζγματοσ, είναι απαραίτθτθ θ χριςθ γριγορων εργαλείων 
παραμόρφωςθσ πλεγμάτων. Τπάρχουν διάφορεσ μζκοδοι που χρθςιμοποιοφνται 
ςιμερα, όπωσ είναι θ μζκοδοσ του ανάλογου ελατθρίου, απλζσ αλγεβρικζσ 
μζκοδοι, θ transfinite παρεμβολι (TFI), θ λφςθ μερικϊν διαφορικϊν εξιςϊςεων, 
κακϊσ και μζκοδοι που βαςίηονται ςτισ Radial Basis Functions. Οι μζκοδοι που 
βαςίηονται ςε RBFs παρουςιάηουν ςχετικά μικρό υπολογιςτικό κόςτοσ, ενϊ 
διατθροφν τθ γενικι ποιότθτα του αρχικοφ πλζγματοσ μετά τθν παραμόρφωςθ. 
Είναι ανεξάρτθτεσ από τισ ςυνδζςεισ πλεγμάτων και, ωσ εκ τοφτου, δομθμζνα, μθ 
δομθμζνα και υβριδικά πλζγματα μποροφν να αντιμετωπιςτοφν με τον ίδιο τρόπο. 

Η RBF παρεμβολι ζχει χρθςιμοποιθκεί για τον υπολογιςμό τθσ μετατόπιςθσ 
των εςωτερικϊν κόμβων ροισ λόγω τθσ μετατόπιςθσ των κόμβων ςτο ςτερεό όριο. 
Τπάρχουν διάφοροι τφποι RBF, οι οποίοι είναι κατάλλθλοι για παρεμβολι 
πολυμεταβλθτϊν δεδομζνων. Πζρα από τισ πολυωνυμικζσ υπάρχει και μια άλλθ 
κατθγορία θ οποία διαιρείται ςε δυο βαςικζσ υποκατθγορίεσ: ςυναρτιςεισ με 
τοπικι και με ολικι υποςτιριξθ (local και global support). ΢τθν πρϊτθ περίπτωςθ, οι 
κόμβοι του πλζγματοσ που βρίςκονται μζςα ςε ζνα κφκλο (2D) ι ςφαίρα (3D) με 
ακτίνα r γφρω από ζνα κζντρο τθσ RBF επθρεάηονται από τθν μετακίνθςθ του 
κζντρου αυτοφ. Αντίκετα, ςυναρτιςεισ με ολικι υποςτιριξθ δεν γίνονται ίςεσ με 
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μθδζν ζξω από μια οριςμζνθ ακτίνα, αλλά καλφπτουν όλο το χϊρο παρεμβολισ. ΢ε 
αυτιν τθν εργαςία χρθςιμοποιοφνται διάφοροι τφποι RBF, όπωσ θ Gaussian, 
Multiquadric, Inverse Multiquadric και Inverse quadric, κακϊσ και πολυωνυμικζσ, 
ενϊ παρουςιάηεται λεπτομερϊσ θ μεκοδολογία παραμόρφωςθσ μζςω RBF 
ςυναρτιςεων. 

Η μεκοδολογία παραμόρφωςθσ πλζγματοσ με RBF χρθςιμοποιικθκε για τθν 
επιβολι μεγάλων παραμορφϊςεων ςε 2D μθ δομθμζνα υβριδικά πλζγματα γφρω 
από αεροτομζσ, ςυμπεριλαμβανομζνθσ τθσ μετατόπιςθσ και περιςτροφισ τθσ 
αεροτομισ με βάςθ τθν αρχι των ςυντεταγμζνων τθσ αεροτομισ. Ζγινε αντιλθπτό 
ότι, για τόςο μεγάλεσ παραμορφϊςεισ, μερικζσ από τισ χρθςιμοποιοφμενεσ RBF 
απζτυχαν να παράγουν αποδεκτά παραμορφωμζνα πλζγματα. Προκειμζνου να 
βελτιωκεί θ ποιότθτα των πλεγμάτων, ςυνδυάςτθκε με τθ διαδικαςία τθσ Laplacian 
εξομάλυνςθσ. Τιοκετικθκε μια μετρικι ςυνάρτθςθ για τθν μζτρθςθ τθσ ποιότθτασ 
του πλζγματοσ, που χρθςιμοποιείται για τθν αξιολόγθςθ τθσ ποιότθτασ των 
παραμορφωμζνων, με και χωρίσ τθ Laplacian εξομάλυνςθ. Σα αποτελζςματα για τα 
μθ δομθμζνα τριγωνικά και υβριδικά πλζγματα παρουςιάηονται ςε ζνα πλικοσ 
διαγραμμάτων, οδθγϊντασ ςε χριςιμα ςυμπεράςματα. 

Θα πρζπει να επιςθμανκεί πωσ οι αλγόρικμοι κωδικοποιικθκαν ςε γλϊςςα 
προγραμματιςμοφ Fortran ςτο υπολογιςτικό περιβάλλον του Microsoft Visual Studio 
2008, ενϊ τα διαγράμματα καταςκευάςτθκαν με τθ βοικεια του λογιςμικοφ Tecplot 
9.0. 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 

   

   - 10 -    ΠΟΛΤΣΕΥΝΕΙΟ ΚΡΗΣΗ΢ – ΣΜΗΜΑ ΜΗΥΑΝΙΚΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΗ΢ ΚΑΙ ΔΙΟΙΚΗ΢Η΢          

Κευάλαιο 1: Εισαγωγή 

1.1       Διαμόρφωςη πλζγματοσ (CFD)  

 
Σο ενδιαφζρον τθσ υπολογιςτικισ ρευςτοδυναμικισ (CFD) για τθν 

μετακίνθςθ μεγάλων πλεγμάτων ζχει αυξθκεί κατά τθ διάρκεια τθσ τελευταίασ 
δεκαετίασ. Η ανάγκθ για προςομοίωςθ ροϊν  και / ι παραμόρφωςθ ςωμάτων 
αυξάνεται ςυνεχϊσ. Δφο βαςικά ςτοιχεία χαρακτθρίηουν αυτι τθν τεχνολογία. Από 
τθ μια χαρακτθρίηονται από ακριβι ςτο χρόνο διακριτοποιθμζνα ςυςτιματα για τθ 
μετακίνθςθ μεγάλων πλεγμάτων (γνωςτά ωσ δυναμικά ςυςτιματα), και εφρωςτουσ 
αλγορίκμουσ για τθν ενθμζρωςθ τθσ κζςθσ των ςθμείων του πλζγματοσ. Ο Charbel 
Farhat [1], ςτθν εργαςία του, παρουςιάηει, μερικζσ από τισ κεωρθτικζσ και 
υπολογιςτικζσ προόδουσ ςτον τομζα αυτό, όπου απλά δείγματα τζτοιων 
εφαρμογϊν ζχουν λάβει χϊρα ςτον τομζα τθσ αερο-ελαςτικότθτασ και ςτθν 
διεπιςτθμονικι βελτιςτοποίθςθ, καταλιγοντασ με μια ςφντομθ περιγραφι για τισ 
μελλοντικζσ τάςεισ και εφαρμογζσ. 

Η παραμόρφωςθ των πτερυγίων υπό τθν επίδραςθ του πεδίου ροισ πρζπει 
να λθφκεί υπ’ όψθ για τθν επίλυςθ του πεδίου ροισ, οπότε απαιτείται και θ 
αντίςτοιχθ αναδθμιουργία του υπολογιςτικοφ πλζγματοσ. Επειδι θ εκ νζου 
καταςκευι του υπολογιςτικοφ πλζγματοσ ςε κάκε βιμα τθσ υπολογιςτικισ 
διαδικαςίασ είναι υπολογιςτικά απαγορευτικι, απαιτείται θ φπαρξθ ενόσ γριγορου 
εργαλείου μετακίνθςθσ/παραμόρφωςθσ του υπολογιςτικοφ πλζγματοσ. Σα 
τελευταία χρόνια ζχουν προτακεί διάφορεσ μζκοδοι για τθν 
μετακίνθςθ/παραμόρφωςθ του πλζγματοσ. Η κλαςικι μζκοδοσ, που χρθςιμοποιεί 
τθ μζκοδο του ανάλογου ελατθρίου (analog spring) για τθν επαγωγι 
παραμορφϊςεων ςτισ ακμζσ του πλζγματοσ, προτάκθκε αρχικά από τον Batina *2+ 
για μθ δομθμζνα πλζγματα και επεκτάκθκε αργότερα από τουσ Robinson et al. *3+ 
για δομθμζνα πλζγματα. Η ςυγκεκριμζνθ μζκοδοσ μπορεί να διαχειριςτεί μεγάλεσ 
παραμορφϊςεισ, αλλά επειδι είναι μια επαναλθπτικι μζκοδοσ που προςομοιάηει 
τθ δθμιουργία πλζγματοσ με επίλυςθ ελλειπτικισ διαφορικισ εξίςωςθσ, 
αποδεικνφεται χρονοβόρα, ειδικά για πλζγματα μεγάλου μεγζκουσ. Ειδικζσ 
περιπτϊςεισ τθσ παραπάνω προςζγγιςθσ περιλαμβάνουν τθ χριςθ Laplacian και 
Biharmonic τελεςτϊν *4+. ΢τθ ςυγκεκριμζνθ εργαςία δίνεται ιδιαίτερθ ζμφαςθ ςτα 
πλεονεκτιματα, τα οποία ςυνοψίηονται ωσ εξισ: ότι οι δφο όροι μποροφν να 
κακορίηονται ςε κάκε ςφνορο/όριο του πλζγματοσ, και παράλλθλα θ ακεραιότθτα 
ενόσ πλζγματοσ ςε ζνα κινοφμενο οριακό ςτρϊμα μπορεί να διατθρθκεί ωσ οριακζσ 
μετακινιςεισ και θ μεγαλφτερθ επιφανειακι παραμόρφωςθ μπορεί να είναι ανεκτι 
από τθ χριςθ biharmonic εξιςϊςεων. Επίςθσ αναφζρεται και το κφριο μειονζκτθμα, 
το οποίο είναι το υπολογιςτικό κόςτοσ. 
  Οι Cizmas και Gargoloff [5] πρότειναν μια γενιά πλεγμάτων και αλγορίκμων 
παραμόρφωςθσ για πτερφγια με μεγάλεσ παραμορφϊςεισ. Πρϊτον, θ τεχνικι του 
ανάλογου ελατθρίου εφαρμόςτθκε για τθν παραμόρφωςθ των κόμβων ςε ζνα 
ςτρϊμα πλζγματοσ και κατά δεφτερο λόγο, τα ςτρϊματα ιταν παραμορφωμζνα, 
ζτςι ϊςτε να είναι κάκετα προσ τα όρια του χϊρου και ςτθν επιφάνεια τθσ 
πτζρυγασ. Όλεσ οι παραπάνω μζκοδοι απαιτοφν τθν επίλυςθ ενόσ αραιοφ (sparse) 
ςυςτιματοσ εξιςϊςεων, για όλουσ τουσ κόμβουσ του πλζγματοσ, που μπορεί να 
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λυκεί προςεγγιςτικά για μικρό αρικμό επαναλιψεων. Επιπλζον, είναι ςθμαντικό να 
αναφερκεί ότι ο αλγόρικμοσ για τθ διαμόρφωςθ του πλζγματοσ είχε το 
πλεονζκτθμα να διατθρεί τθν τοπολογία του πλζγματοσ αμετάβλθτθ, θ οποία είναι 
επωφελισ για τθν επίλυςθ τθσ ροισ. 

Οι Schuster et al. [6] και οι Bhardwaj et al. *7+ χρθςιμοποίθςαν μία απλι 
αλγεβρικι μζκοδο για να παραμορφϊςουν το πλζγμα, αναδιανζμοντασ τουσ 
κόμβουσ κατά μικοσ γραμμϊν του πλζγματοσ ςε διεφκυνςθ κάκετθ ςτο ςτερεό 
τοίχωμα. Η ςυγκεκριμζνθ μζκοδοσ μπορεί να προκαλζςει προβλιματα για 
πολφπλοκεσ γεωμετρίεσ ςτερεοφ τοιχϊματοσ, αφοφ ςτθ ςυγκεκριμζνθ περίπτωςθ 
είναι δφςκολο να προςδιοριςτεί θ κάκετθ διεφκυνςθ ςτθν οποία πραγματοποιείται 
θ παραμόρφωςθ. Επιπλζον, θ μζκοδοσ περιορίηεται για μικρζσ παραμορφϊςεισ, 
ενϊ ςε μεγάλεσ παραμορφϊςεισ οδθγεί ςε πολφ χαμθλι ποιότθτα πλζγματοσ και 
τομι των ακμϊν του. 

Ο Eriksson *8+ πρότεινε μια μζκοδο Transfinite παρεμβολισ (TFI) για τθν 
επαναδιακριτοποίθςθ υπολογιςτικϊν χωρίων, θ οποία όμωσ δεν είναι κατάλλθλθ 
για πολλαπλά υποχωρία. Οι Hartwich και Agrawal *9+ ςυνδφαςαν τθν μζκοδο των 
ελατθρίων με τθ μζκοδο TFI για τθν επαναδιακριτοποίθςθ πλεγμάτων που 
αποτελοφνται από πολλαπλά υποχωρία (multi-blocks). Η μζκοδοσ των ελατθρίων 
χρθςιμοποιικθκε για τθν μετακίνθςθ των οριακϊν ακμϊν κάκε υποχωρίου και ςτθ 
ςυνζχεια θ μζκοδοσ TFI εφαρμόςτθκε για να αναδθμιουργιςει τα πλζγματα ςτα 
παραμορφωμζνα υποχωρία. Η παραπάνω μζκοδοσ βελτιϊκθκε από τουσ Potsdam 
και  Guruswamy *10+, ενϊ εφαρμόςτθκε και παράλλθλθ επεξεργαςία. Οι Lian et al. 
*11+ πρότειναν ζναν ςυνδυαςμό μεκόδων TFI και ςτρατθγικϊν master/slave για τθν 
μετακίνθςθ του πλζγματοσ ςε πολλαπλά υποχωρία. Η ςτρατθγικι master/slave 
αφορά τθ ςχζςθ μεταξφ των κόμβων ςτθν επιφάνεια ενόσ υποχωρίου (master 
points) και των κόμβων ςε γειτονικά υποχωρία (slave points). Η μζκοδοσ εξελίχκθκε 
από τουσ Kamakoti and Shyy [10]. 

Οι Bijl et al. [12] διερευνοφν ςτθ μελζτθ τουσ τθν τοπικι προςαρμοςτικι 
βελτίωςθ των μθ δομθμζνων εξαεδρικϊν πλεγμάτων για υπολογιςμοφσ τθσ ροισ, 
ενϊ δοκιμάηεται παράλλθλα μια προςαρμοςτικι ςτρατθγικι που αναπτφχκθκε για 
μθ δομθμζνα εξαεδρικά πλζγματα για ςτακερζσ ςυνκικεσ ροισ. 

Μια διαφορετικι κατθγορία μεκόδων υιοκετεί τθν επίλυςθ μερικισ 
διαφορικισ εξίςωςθσ για τθν μετακίνθςθ των κόμβων του πλζγματοσ, φροντίηοντασ 
τθν πφκνωςθ των κόμβων ςε περιοχζσ με μεγάλεσ μεταβολζσ ςτθ ςυνάρτθςθ που 
επιλφεται ςτο εν λόγω πλζγμα *13+, *14+, *15+. Η μζκοδοσ είναι ιδιαίτερα  
χρονοβόρα για τριδιάςτατα πλζγματα. 
  

1.2     Παραμόρφωςη πλζγματοσ με χρήςη Radial Basis Functions (RBFs) 

 
Τπάρχουν αμζτρθτεσ περιπτϊςεισ όπου μια ςυνάρτθςθ κα πρζπει να 

παρεμβολθκεί χρθςιμοποιϊντασ μόνο ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο διακριτϊν τιμϊν. 
Οι Radial Basis Functions ανικουν ςτθν κατθγορία αυτι. ΢υνδυάηουν, ακτινικι 
ςυμμετρία, εφκολθ προςαρμογι κακϊσ προςαρμόηονται ομαλά ςτισ ζντονεσ 
ςυγκλίςεισ και πάντα παρζχουν μοναδικι λφςθ ςτο πρόβλθμα για ξεχωριςτά 
ςφνολα δεδομζνων [17]. 
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Τπάρχουν πολλζσ μελζτεσ οι οποίεσ βαςίηονται ςε RBF. Οι Armin Beckert και 
Holger Wendland [18] επικεντρϊκθκαν ςε ζνα ςυντθρθτικό ςχιμα ηεφξθσ για 
κϊδικα υπολογιςτικι ρευςτοδυναμικι (CFD) και υπολογιςτικισ μθχανικισ με 
πεπεραςμζνα ςτοιχείσ (FE) που βαςίηονται ςτθν πολυμεταβλθτι παρεμβολι 
χρθςιμοποιϊντασ Radial Basis Functions με ςτακερι υποςτυιριξθ. Σα 
αποτελζςματα ζδειξαν ότι το ςχιμα προςομοίωςθσ πολλϊν μεταβλθτϊν 
παρεμβολισ με χριςθ Radial Basis Functions φαίνεται να είναι πιο ςυμφζρων ςε 
ςφγκριςθ με τισ αντίςτοιχεσ RBF με ολικι υποςτιριξθ. 

Η μζκοδοσ των de Boer et al. [19] [20] [21] χρθςιμοποιεί Radial Basis 
Functions (RBF) για να υπολογίςει τθν μετακίνθςθ των κόμβων ςτο πλζγμα. Αρχικά, 
οι RBF χρθςιμοποιοφνται μόνο για τουσ κόμβουσ ςτο ςτερεό όριο, αλλά θ μζκοδοσ 
επεκτάκθκε ςε όλουσ τουσ κόμβουσ του πλζγματοσ. Η μζκοδοσ αυτι απαιτεί τθ 
λφςθ του ςυςτιματοσ μόνο για τουσ κόμβουσ ςτο ςτερεό τοίχωμα που 
παραμορφϊνεται, ενϊ θ μετακίνθςθ των εςωτερικϊν κόμβων μπορεί να γίνει 
εφκολα με παράλλθλθ επεξεργαςία. Η μζκοδοσ χρθςιμοποιικθκε επίςθσ από τουσ 
Jakobsson και Amoignon ςτο *22]. Οι μζκοδοι που βαςίηονται ςε RBF παρουςιάηουν 
μικρό υπολογιςτικό κόςτοσ, ενϊ διατθροφν τθ γενικι ποιότθτα του αρχικοφ 
πλζγματοσ μετά από τθν μετακίνθςθ. 

Μια άλλθ εργαςία ςτο ςυγκεκριμζνο αντικείμενο ζρχεται από τουσ Morris et 
al. [23]. Η χριςθ παραμετροποίθςθσ (RBFs) για παρεμβολι των ςυντεταγμζνων του 
πλζγματοσ παρζχει ταυτόχρονθ παραμόρφωςθ τθσ ςχεδίαςθσ τθσ επιφάνειασ και 
τθσ αντίςτοιχθσ του πλζγματοσ. 

Οι Rendall και Allen ςε ςφντομο χρονικό διάςτθμα ανζπτυξαν δφο μεκόδουσ 
με βάςθ τισ παραπάνω κεωρίεσ. Αρχικά [24+ παρουςιάηουν μια μζκοδο θ οποία 
είναι ανεξάρτθτθ από τθ ςυνδεςιμότθτα και παράγει υψθλισ ποιότθτασ πλζγματα, 
εκτόσ από το γεγονόσ ότι είναι υπολογιςτικά ακριβι για τα μεγάλα πλζγματα. Η 
αποτελεςματικότθτα τθσ τεχνικισ βελτιϊνεται με τθ μείωςθ του αρικμοφ των 
επιφανειακϊν ςθμείων, που χρθςιμοποιοφνταν για τον κακοριςμό των 
παραμορφϊςεων τθσ επιφάνειασ, ενϊ μια μικρι απόκλιςθ τθσ κζςθσ διορκϊκθκε 
με μια απλι διαταραχι, που ςυνδυάηει μια κφρια μζκοδο basis function και κατά 
δεφτερον μια τοπικι μζκοδο διόρκωςθσ. Είναι ςκόπιμο να αναφερκεί ότι θ 
ποιότθτα των πλεγμάτων ζχει αποδειχκεί ότι διατθρείται εξαιρετικά καλι για όλθ 
τθν περιοχι. Επιπλζον, [25] παρουςίαςαν μια πολφ αποτελεςματικι μζκοδο 
υψθλισ ποιότθτασ μετακίνθςθσ πλεγμάτων με Radial Basis Functions, οι οποίεσ 
είναι κατάλλθλεσ για τθν μετακίνθςθ των πλεγμάτων. 

Προθγοφμενθ εργαςία από τουσ ςυγγραφείσ είχε δείξει ότι θ βαςιηόμενθ ςε 
RBFs παραμόρφωςθ πλζγματοσ είναι εξαιρετικά αποτελεςματικι, διατθρϊντασ τθν 
ορκογωνικότθτα και τθν παραγωγι εξαιρετικά υψθλισ ποιότθτασ πλεγμάτων, αλλά 
είναι δυνθτικά ακριβι υπολογιςτικά, λόγω τθσ εξάρτθςθσ του ςυνολικοφ όγκου του 
πλζγματοσ από ζνα μεγάλο αρικμό ςθμείων επιφάνειασ. ΢ε αυτι τθ μελζτθ [26] θ 
ίδια ομάδα ζρευνασ πρότεινε μια μζκοδο, θ οποία χρθςιμοποιεί μια επιλεγμζνθ 
ςυνάρτθςθ ςφάλματοσ ςτθν επιφάνεια των πλεγμάτων για να επιλζξει ζνα 
μειωμζνο υποςφνολο επιφανειακϊν ςθμείων. Αυτό το υποςφνολο περιζχει ζναν 
αρκετά περιοριςμζνο αρικμό ςθμείων, οφτωσ ϊςτε να καταςτεί ο όγκοσ γριγορα 
παραμορφϊςιμοσ, ενϊ ςτθ ςυνζχεια χρθςιμοποιείται μία ςυνάρτθςθ διόρκωςθσ 
για να διορκϊςει τα επιφανειακά ςθμεία που δεν περιλαμβάνονται αρχικά ςτθ 
διαδικαςία. 
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Ο Lefrançois [27] πρότεινε τθ μζκοδο του "Moving Submesh Approach" 
(MSA), θ οποία υποκζτει τθν παραμόρφωςθ ενόσ ψευδο-υλικοφ, θ οποία 
πραγματοποιείται ςε ζνα αραιό πλζγμα και μειϊνει ςθμαντικά τον υπολογιςτικό 
χρόνο. Σο πλζγμα ανανεϊνεται χρθςιμοποιϊντασ μια τεχνικι παρεμβολισ που 
βαςίηεται ςτθ κεωρία των πεπεραςμζνων ςτοιχείων. Η μζκοδοσ μπορεί να 
εφαρμοςτεί τόςο για δομθμζνα όςο και για μθ δομθμζνα πλζγματα. ΢τθν [28] 
παρουςίαςε μια πολφ απλι αλγεβρικι μζκοδο για τθν παραμόρφωςθ μθ 
δομθμζνων πλεγμάτων, θ οποία απαιτεί χαμθλό υπολογιςτικό κόςτοσ. Η μζκοδοσ 
είναι ςε κζςθ να επιβάλλει μεγάλεσ παραμορφϊςεισ. Οι αλγεβρικζσ μζκοδοι, οι 
οποίεσ χρθςιμοποιοφν απλζσ ι πιο ςφνκετεσ τεχνικζσ παρεμβολισ, ζχουν ζνα 
ςθμαντικό πλεονζκτθμα χαμθλοφ υπολογιςτικοφ κόςτουσ, και εφκολα μποροφν να 
προςαρμοςτοφν ςε περιπτϊςεισ πολλαπλϊν επεξεργαςτϊν, που χρθςιμοποιοφνται 
ςτουσ παράλλθλουσ υπολογιςμοφσ. 
 

1.3      Υβριδικά πλζγματα 
 

Η χριςθ μθ δομθμζνων πλεγμάτων ςτον τομζα τθσ υπολογιςτικισ 
ρευςτοδυναμικισ (CFD) ζχει γίνει ευρζωσ διαδεδομζνθ κατά τθ διάρκεια των δφο 
τελευταίων δεκαετιϊν, όπωσ αναφζρκθκε ανωτζρω, λόγω τθσ ικανότθτάσ τουσ να 
διακριτοποιοφν αυκαίρετεσ πολφπλοκεσ γεωμετρίεσ και τθν ευελιξία ςτθν 
υποςτιριξθ τθσ λφςθσ με βάςθ τισ προςαρμογζσ πλζγματοσ προσ ενίςχυςθ τθσ 
ακρίβειασ και αποδοτικότθτασ τθσ λφςθσ [29-35+. ΢τθν αρχι τθσ ανάπτυξθσ των μθ 
δομθμζνων πλεγμάτων, τριγωνικά / τετραεδρικά πλζγματα εφαρμόςτθκαν κατά 
κφριο λόγο ςτθν αντιμετϊπιςθ πολφπλοκων γεωμετριϊν. Πρόςφατα, μικτά ι 
υβριδικά πλζγματα, ςυμπεριλαμβανομζνων πολλϊν διαφορετικϊν τφπων κελιϊν 
ζχουν κερδίςει ζδαφοσ, λόγω τθσ βελτιωμζνθσ απόδοςθσ και τθσ ακρίβειασ που 
δίνουν (υβριδικά πλζγματα με πριςματικά / τετραεδρικά ςτοιχεία [36], μικτά 
πλζγματα που περιλαμβάνουν πρίςματα / πυραμίδεσ / εξαεδρικά ςτοιχεία [37], 
προςαρμοςτικζσ μζκοδοι ςε καρτεςιανό πλζγμα [38-46] ). Διάφορεσ μζκοδοι 
επίλυςθσ ροϊν ςε υβριδικά πλζγματα παρουςιάηονται ςτισ εργαςίεσ *47+ ζωσ [54]. 
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Κευάλαιο 2: Βασική θεωρία 

2.1      Παρεμβολή με χρήςη Radial Basis Functions 

 
Η παρεμβολι των Radial Basis Function μπορεί να χρθςιμοποιθκεί για να 

υπολογίςει τθ μετατόπιςθ των εςωτερικϊν κόμβων ενόσ υπολογιςτικοφ πλζγματοσ, 
δοκείςθσ τθσ μετατόπιςθσ των κόμβων ςτα όρια του πλζγματοσ (θ οποία μπορεί να 
είναι μθ μθδενικι για κάποιουσ κόμβουσ και μθδενικι για κάποιουσ άλλουσ 
κόμβουσ του πλζγματοσ). Αν υπολογιςτεί θ μετατόπιςθ (διάνυςμα) των εςωτερικϊν 
κόμβων του πλζγματοσ και προςτεκεί ςτο αρχικό διάνυςμα κζςθσ του κάκε κόμβου 
του εν λόγω πλζγματοσ, προκφπτει θ τελικι του κζςθ. ΢τουσ οριακοφσ κόμβουσ που 
αντιςτοιχοφν ςτο παραμορφοφμενο ςτρερεό τοίχωμα (π.χ. αεροτομι, ι πτζρυγα) 
επιβάλουμε μθ μθδενικι μετατόπιςθ, ενϊ ςτουσ υπόλοιπουσ οριακοφσ κόμβουσ 
επιβάλουμε μθδενικι μετατόπιςθ. 

 
Η λειτουργία τθσ ςυνάρτθςθσ παρεμβολισ s, που δίδεται ςτθ ςυνζχεια, είναι 

να περιγράφει τθν μετατόπιςθ ςε όλο το πεδίο του πλζγματοσ: 

1

( ) ( ) || ||
N

i i

i

s px x x x    (1) 

Όπου: 

 s είναι θ ςυνάρτθςθ παρεμβολισ 

 P είναι ζνα πολυϊνυμο χαμθλοφ βακμοφ, ςυνικωσ γραμμικό ι τετραγωνικό 

(γραμμικό ςτθν περίπτωςθ που εξετάηουμε) 

 Φ είναι μια πραγματικι ςυνάρτθςθ, που καλείται basis function, θ οποία 

είναι ςυνάρτθςθ τθσ Ευκλείδιασ απόςταςθσ ενόσ ςθμείου από το κζντρο τθσ 

 ||x|| είναι θ ευκλείδια απόςταςθ ενόσ κόμβου από το αντίςτοιχο κζντρο τθσ 

RBF 

 x είναι το διάνυςμα κζςθσ ενόσ εςωτερικοφ κόμβου του πλζγματοσ 

 xi είναι τα διανφςματα κζςθσ των κζντρων των RBF ( xi=[xi, yi, zi] ), δθλαδι 

ςτο δικό μασ πρόβλθμα οι ςυντεταγμζνεσ των οριακϊν κόμβων του 

πλζγματοσ (όπου τοποκετοφνται τα κζντρα των RBFs), όπου είναι γνωςτζσ οι 

μετατοπίςεισ (επιβάλλονται). 

 Ν είναι το πλικοσ των κζντρων των RBF (το πλικοσ των οριακϊν κόμβων του 

πλζγματοσ ςτθν προκείμενθ περίπτωςθ). 

Η RBF αποτελείται από ζνα ςτακμιςμζνο άκροιςμα μιασ ςυμμετρικισ RBF Φ που 
τοποκετείται ςτα κζντρα xi και του χαμθλοφ βακμοφ πολυωνφμου p. Λαμβάνοντασ 
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υπόψθ ζνα ςφνολο N ςθμείων με διανυςματα κζςθσ xi και τισ τιμζσ fi, θ διαδικαςία 
τθσ εξεφρεςθσ τθσ s, ζτςι ϊςτε, 
 

s(xi) = fi ,  i = 1, 2, . . . , N      (2)  

                    

καλείται παρεμβολι. Η ςυνάρτθςθ παρεμβολισ ορίηεται από τα ιi (τουσ 
ςυντελεςτζσ του ακροίςματοσ), μαηί με τουσ ςυντελεςτζσ του πολυωνφμου p(x).  
Αυτοί είναι οι άγνωςτοι κατά τθν επίλυςθ του γραμμικοφ ςυςτιματοσ που 
προκφπτει.  Οι τιμζσ fi είναι οι μετατοπίςεισ που επιβάλονται από τον χριςτθ ςε 
όλουσ τουσ οριακοφσ κόμβουσ του πλζγματοσ (ςτα κζντρα των RBF), με τθν 
επιπρόςκετθ απαίτθςθ να ιςχφει: 
 

1

0
N

i i

i

q x         (2α) 

 
για όλα τα πολυϊνυμα q με βακμό μικρότερο ι ίςο με αυτόν του πολυωνφμου p. Ο 
ελάχιςτοσ βακμόσ του πολυωνφμου εξαρτάται από τθν επιλογι των basis functions.  

Εάν οι basis functions είναι υπό ςυνκικθ κετικά οριςμζνεσ με τάξθ 2m τότε 
μπορεί να χρθςιμοποιθκεί ζνα πολυϊνυμο πρϊτου βακμοφ (γραμμικό). 
 

Αν κεωρθκεί ότι ζνα ςφνολο {P1,. . . , PL} είναι μια μονϊνυμθ βάςθ για 
πολυϊνυμα p βακμοφ και c = (c1,..., cl), είναι οι ςυντελεςτζσ που δίνουν τουσ όρουσ 
του p(x) όςον αφορά αυτι τθ βάςθ, τότε οι ςυνκικεσ παρεμβολισ (ότι δθλαδι s(xi) 

= fi ) είναι δυνατόν να γραφτοφν ςε μορφι πίνακα ωσ ζνα γραμμικό ςφςτθμα,  
                                       

0 0T

A P f

P c       (3) 

 
όπου Α είναι ο πίνακασ παρεμβολισ (n x n) 

 

Aij =Φ(||xki - xkj||)  1 i, j N    (4)  
 

Και P είναι ο πίνακασ (n x 4), που κακορίηεται από τισ ςτακερζσ για να 
παρεμβάλει όλα τα πρϊτου βακμοφ πολυϊνυμα 

1 1 1

2 2 2

N N N

0 0 0

k k k

0 0 0

k k k

0 0 0

k k k

1 x y z

1 x y z
P=

... ... ... ...

1 x y z
      

 (5) 
 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 

   

   - 16 -    ΠΟΛΤΣΕΥΝΕΙΟ ΚΡΗΣΗ΢ – ΣΜΗΜΑ ΜΗΥΑΝΙΚΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΗ΢ ΚΑΙ ΔΙΟΙΚΗ΢Η΢          

Εδϊ ζχουν ειςαχκεί τα διανφςματα 
 

( )
1

ik
N

f f
i

x
       (6) 

 
Όπου το c είναι το διάνυςμα των ςυντελεςτϊν για το p πολυϊνυμο. 
Σελικά, το πολυϊνυμο p γίνεται 
 

1 2 3 4      p c c x c y c zx ,     (7) 

 
όπου x = (x, y, z)

T 

 
΢τθ ςυνζχεια εφαρμόηεται ο τφποσ του υπολογιςμοφ των μετατοπίςεων ςε 

κάκε κατεφκυνςθ ςυντεταγμζνων 

1 2 3 4

1

( ) (|| - ||)i

N
x x x x x

x ki

i

s c c x c y c zx x x    (8) 

1 2 3 4

1

( ) (|| - ||)i

N
y y y y y

y ki

i

s c c x c y c zx x x    (9) 

1 2 3 4

1

( ) (|| - ||)i

N
z z z z z

z ki

i

s c c x c y c zx x x    (10) 

 
No. Name Φ(μ) 

1 CP C
0
 (1-ξ)

2
 

2 CP C
2
 (1-ξ)

 4 
(4ξ+1)

 
 

3 CP C
4
 (1-ξ)

 6 
((35/3)ξ

2
+6ξ+1) 

4 CP C
6
 (1-ξ)

8
(32ξ

3
+25ξ

2
+8ξ+1) 

5 CTPS C
0
 (1-ξ)

5
 

6 CTPS C
1
 1+(80/3)ξ

2
-40ξ

3
+15ξ

4
-(8/3)ξ

5
+20ξ

2
log(ξ) 

7 CTPS C a
2
 1-30ξ

2
-10ξ

3
+45ξ

4
-6ξ

5
-60ξ

3
 log(ξ) 

8 CTPS C b
2
 1-20ξ

2
+80ξ

3
-45ξ

4
-16ξ

5
+60ξ

4
 log(ξ) 

Πίνακαρ 1: RBF με ηοπική ςποζηήπιξη 

 
Τπάρχουν διάφορεσ radial basis functions που διατίκεται ςτθ βιβλιογραφία 

και είναι κατάλλθλεσ για παρεμβολι πολυμεταβλθτϊν δεδομζνων. Μποροφν να 
χωριςτοφν ςε δφο ομάδεσ: με τοπικι και με ολικι υςποςτιριξθ. Όταν 
χρθςιμοποιείται μια radial basis function με τοπικι υποςτιριξθ, οι κόμβοι του 
πλζγματοσ μζςα ςε ζνα κφκλο (2D) ι ςε μια ςφαίρα (3D) με ακτίνα r γφρω από ζνα 
κζντρο xj επθρεάηονται από τθν κίνθςθ του κζντρου αυτοφ. ΢υναρτιςεισ με ολικι 
υποςτιριξθ δεν γίνονται ίςεσ με το μθδζν ζξω από μια οριςμζνθ ακτίνα, αλλά 
καλφπτουν όλο το χϊρο παρεμβολισ, ο οποίοσ οδθγεί ςε πυκνά ςυςτιματα 
πινάκων. Η μελζτθ αυτι περιλαμβάνει και τισ δφο περιπτϊςεισ. Από τθ μία πλευρά, 
ςτον Πίνακα 1 δίνονται διάφορεσ RBF με τοπικθ υποςτιριξθ. Όλεσ οι RBF με τοπικι 
υποςτιριξθ είναι διαβακμιςμζνεσ με τθν ακτίνα r, ζτςι ϊςτε να χρθςιμοποιείται ωσ 
μεταβλθτι του θ αδιάςτατθ μεταβλθτι μ = x / r, όπου το r παίρνει τιμζσ που 
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ορίηονται από τον χριςτθ. Οι τζςςερισ πρϊτεσ ςυναρτιςεισ βαςίηονται ςε 
πολυϊνυμα και οι τζςςερισ τελευταίεσ είναι μια ςειρά ςυναρτιςεων που 
βαςίηονται ςτο thin plate spline [20]. 

 

Οι ςυναρτιςεισ RBF με τοπικι  υποςτιριξθ ζχουν τθν ακόλουκθ ιδιότθτα: 
 

Φ(x) = f(x) ,  0 x 1      Φ(x) = 0 , x>1   (11) 
 

Από τθν άλλθ πλευρά, ςτον πίνακα 2 δίνονται διάφορεσ RBF με ολικι 
υποςτιριξθ. Ο Franke [55+, ςτθ ςφγκριςθ των πολυμεταβλθτϊν μεκόδων 
προςζγγιςθσ, κεϊρθςε μερικζσ radial basis functions ςυμπεριλαμβανομζνων τθσ 
thin plate spline. ΢τθ ςυνζχεια παρουςιάηουμε εν ςυντομία μερικζσ από αυτζσ τισ 
ςυναρτιςεισ. 
 
Multiquadric Biharmonics  

Εδϊ επιλζγεται θ(r) = (R
2

 + a
2
)
 1 / 2, όπου c είναι μια πραγματικι ςτακερά. Ο 

Franke βρικε ότι αυτι θ radial basis function παρζχει τθν πιο ακριβι παρεμβολι 
επιφανειϊν από όλεσ τισ μεκόδουσ που δοκιμάςτθκαν για παρεμβολι ςε δφο 
διαςτάςεισ. Επιπλζον, θ μζκοδοσ λειτοφργθςε καλφτερα όταν το c επιλζχκθκε να 
είναι κοντά ςτθ μζςθ απόςταςθ. 
 
Gaussian 

Τπάρχουν πολλοί λόγοι για να ςυμβουλεφςει τουσ χριςτεσ να αποφφγουν 
τθν Gaussian θ(r) = exp (-aR

2
). Ο Franke το (1982) διαπίςτωςε ότι είναι πολφ 

ευαίςκθτθ ςτθν επιλογι τθσ παραμζτρου c, όπωσ αναμενόταν. 
 
Inverse Multiquadric Biharmonics 

Εδϊ επιλζγεται θ(r) = (R
2
 + a

2
)
 -1 / 2. Και πάλι ο Franke βρικε ότι αυτι θ radial 

basis function μπορεί να παρζχει εξαιρετικζσ προςεγγίςεισ, ακόμα και όταν ο 
αρικμόσ των κζντρων είναι μικρόσ. 
 

No. Name Φ(μ) 

1 Multiquadric Biharmonics (a
2
+x

2
)
1/2

 

2 Gaussian exp(-ax)
2
 

3 Inverse Multiquadric Biharmonics (1/(a
2
+x

2
))

1/2
 

4 Inverse Quadric Biharmonics 1/(1+x
2
) 

Πίνακαρ 2: RBF with global support 

 

2.2      Laplacian εξομάλυνςη 
 

Η βαςικι Laplacian εξομάλυνςθ [56+ είναι μια επαναλθπτικι διαδικαςία που  
επανατοποκετεί κάκε κόμβο του πλζγματοσ ϊςτε να είναι ςτθ κζςθ τθσ μζςθσ τιμισ 
του κάκε ενόσ από τουσ κόμβουσ που ςυνδζονται με αυτόν. Αυτό λειτουργεί πολφ 
καλά για τισ κυρτζσ περιοχζσ τθσ γεωμετρίασ. Ωςτόςο, μπορεί να αποτφχει για 
ςτοιχεία κοντά ςε κοιλότθτεσ. Για να αποφευχκεί αυτό μποροφν να ειςαχκοφν 
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περιοριςμοί ςτθν εφαρμογι τθσ. ΢τθν ενότθτα αυτι δίνεται θ περιγραφι μιασ 
περιοριςμζνθσ εφαρμογισ Laplacian εξομάλυνςθσ. 

 
 Ο αλγόρικμοσ που χρθςιμοποιείται για κάκε κόμβο είναι ο ακόλουκοσ: 
 
• Τπολογιςμό τθσ κζςθσ όπου θ Laplacian εξομάλυνςθσ κα εφαρμοςτεί ςτον 
κόμβο και τθν  προβλεπόμενθ νζα κομβικι κζςθ για τθν αντίςτοιχθ καμπφλθ ι τθν 
περιοχι του. 
•  Loop (επανάλθψθ μζχρι αυκαίρετα τθν επιλεγμζνθ τιμι των 20 
επαναλιψεων). 
•  Τπολογιςμό μετρικισ παραμόρφωςθσ για τα γειτονικά ςτοιχεία. 
•  Αν θ νζα τοποκεςία είναι "αποδεκτι", τότε ζξοδοσ από το βρόχο. 
•  Αν θ νζα τοποκεςία δεν είναι "αποδεκτι", τότε μείωςθ των προτεινόμενων 
αποςτάςεων ςτο μιςό και κακοριςμό αυτισ ωσ τθ νζα κζςθ. 
 

2.3   Μετρική Συνάρτηςη παραμόρφωςησ 

 
Οι μετρικζσ των παραμορφϊςεων του πλζγματοσ [56] μποροφν να 

χρθςιμοποιθκοφν  για τον ποςοτικό κακοριςμό τθσ τελικισ ποιότθτασ του 
πλζγματοσ. Μποροφν επίςθσ να χρθςιμοποιθκοφν ωσ οδθγόσ εξομάλυνςθσ 
(smoothing), περιορίηοντασ τθν μετακίνθςθ κατά τθ διάρκεια εκτζλεςθσ τθσ 
Laplacian εξομάλυνςθσ, οδθγϊντασ ςε βελτιςτοποίθςθ ςτθριηόμενθ ςτθν 
εξομάλυνςθ. Η επιλογι τθσ κατάλλθλθσ μετρικισ είναι ςθμαντικι. ΢τθ ςυνζχεια 
παρουςιάηονται μερικά από τα κριτιρια με βάςθ τα οποία μια μετρικι μπορεί να 
επιλεγεί περιλαμβάνει: 
 

 Η απόδοςθ (επειδι χρθςιμοποιείται αρκετζσ φορζσ). 

 Η καταλλθλότθτα χριςθσ από ζναν αλγόρικμο εξομάλυνςθσ (smoothing). 

 Η ςυνζχεια, δεδομζνου ότι οι τιμζσ των παραγϊγων είναι απαραίτθτεσ για 
να κακορίςουν τθν κατεφκυνςθ ςτθν οποία ελαχιςτοποιείται θ μετρικι. 

 Ακρίβεια ςτθν περιγραφι (για το ποιά παραμόρφωςθ ςτοιχείου πρόκειται).  

 Κατά προτίμθςθ κα εξακολουκεί να προςδιορίηεται με αντιςτροφι του 
ςτοιχείου, ζτςι ϊςτε ελαφρϊσ ανεςτραμμζνα ςτοιχεία να μποροφν  να 
επιςκευαςτοφν. 

 Εφαρμογι ςε μεικτά πλζγματα. 
Οι μετρικζσ παραμορφϊςεων για τετράεδρα και πρίςματα πρζπει να είναι 

ςυμβατζσ μεταξφ τουσ, ζτςι ϊςτε εξομάλυνςθ των quad-dominant πλεγμάτων να 
μθν υπερτονίηει τθν ποιότθτα του ενόσ ςχιματοσ ζναντι του άλλου ςτοιχείου ςε ζνα 
ςυγκεκριμζνο κόμβο. 

Η μετρικι παραμόρφωςθ (για 2D πλζγματα) εφαρμόςτθκε μόνο για 
τριγωνικά ςτοιχεία. Η όλθ διαδικαςία παρουςιάηεται ςτθ ςυνζχεια. 

Αρχικά βρίςκεται θ κάκε πλευρά του κάκε τριγϊνου, από τισ ςυντεταγμζνεσ 
του κάκε κόμβου. Ο τφποσ ζχει ωσ εξισ: 
 

2 1 2 1
2 2

( - ) ( - )A X X Y Y      (12) 
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΢τθ ςυνζχεια υπολογίηονται οι ακτίνεσ του εγγεγραμμζνου (Rcirc) και 
περιγεγραμμζνου (Rinscribed) κφκλου αντίςτοιχα για κάκε τρίγωνο. Ο τφποσ 
παρουςιάηεται ςτθ ςυνζχεια: 
 

( )

( )( - )( - )( - )

abc
Rcirc

a b c b c a c a b a b c
   

 
  (13) 

 
Και 
 

1 ( - )( - )( - )

2 ( )
inscribed

b c a c a b a b c
R

a b c
  

   (14) 

 
Επιπλζον, υπολογίηεται και ο λόγοσ τουσ για το κάκε τρίγωνο: 
 

RcircRatio
R
inscribed

        (15) 

 
Ολοκλθρϊνοντασ, υπολογίηεται το ποςοςτό των ςτοιχείων του πλζγματοσ που 
ανικουν ςε ςυγκεκριμζνθ περιοχι τιμϊν τθσ μετρικισ, όπωσ παρουςιάηεται ςτον 
Πίνακα 3. 
 
 

Ratio % (Πξηλ ηελ Laplacian εμνκάιπλζε) % (Μεηά ηελ Laplacian εμνκάιπλζε) 

2.0   

2.0-2.1   

2.1-2.2   

2.2-2.3   

2.3-2.4   

2.4-2.5   

>2.5   
Πίνακαρ 3: Γιακύμανζη ποζοζηού μεηπικήρ ζςνάπηηζηρ 
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Κευάλαιο 3: Αλγόριθμος σπολογισμού παραμόρυωσης 
 

3.1       Αλγόριθμοσ 2D πλζγματοσ 

 
Για το διδιάςτατο τριγωνικό πλζγμα ο αλγόρικμοσ χαρακτθρίηεται από τρία 

τμιματα. Σο κυρίωσ πρόγραμμα, που αποτελεί τον κορμό του προγράμματοσ και 
επιπλζον τθ χριςθ δυο modules.  

3.1.1 Είςοδοσ δεδομζνων 

 
Από τα  δυο modules το ζνα αφορά τθν εφρεςθ των ακμϊν και το άλλο τθν 

επίλυςθ του γραμμικοφ ςυςτιματοσ που ςχθματίηεται. Βαςικι και πρωταρχικι 
κίνθςθ αποτελεί θ διαδικαςία ειςαγωγισ των αρχείων δεδομζνων. ΢τθ ςυνζχεια 
γίνεται θ διλωςθ τθσ Radial Basis Function που κα χρθςιμοποιθκεί, κακϊσ και 
γεωμετρικοί υπολογιςμοί και αρχικοί υπολογιςμοί.  Αυτοφ του είδουσ οι 
υπολογιςμοί γίνονται μια και μοναδικι φορά, προςφζροντασ ςτον επιλφτθ τισ 
αρχικζσ πλθροφορίεσ για τθν υπολογιςτικι διαδικαςία που ακολουκεί. 

Ο αλγόρικμοσ αρχικά προςπελαφνει το αρχείο που περιζχει το διδιάςτατο 
τριγωνικό πλζγμα, που διακριτοποιεί το χϊρο γφρω από τθν υπό εξζταςθ 
γεωμετρία. Σο αρχείο ειςόδου του πλζγματοσ περιζχει τον αρικμό των κόμβων και 
τον αρικμό των κελιϊν, κακϊσ και τουσ κόμβουσ που αποτελοφν το κάκε τρίγωνο, 
όπωσ και τθν τοπολογικι δομι αυτϊν. Δίνονται δθλαδι οι φυςικζσ ςυντεταγμζνεσ 
κάκε κόμβου του πλζγματοσ, ενϊ ςτθ ςυνζχεια κακορίηονται οι κόμβοι που 
αποτελοφν τθν υπό εξζταςθ γεωμετρία (αεροτομι) κακϊσ και τα όρια του 
πλζγματοσ.  

3.1.2 Δημιουργία και επίλυςη ςυςτήματοσ 

 
Με τθ χριςθ δυναμικϊν πινάκων διαβάηονται και ςχθματίηονται οι πίνακεσ 

με τον αρικμό των τριγωνικϊν κελιϊν, τον αρικμό των κόμβων του πλζγματοσ, 
κακϊσ και των οριακϊν κόμβων από τουσ οποίουσ αποτελείται θ αεροτομι. Θα 
πρζπει να επιςθμανκεί πωσ οι οριακοί κόμβοι αποτελοφνται από τουσ κόμβουσ τθσ 
αεροτομισ και τουσ οριακοφσ κόμβουσ του πλζγματοσ (περιοχζσ ειςόδου - εξόδου 
τθσ ροισ). Για τθν εφρεςθ τθσ νζασ κζςθσ των κόμβων, με τθν εφαρμογι μιασ 
γραμμικισ μετατόπιςθσ και μιασ περιςτροφισ, κα πρζπει να ςχθματιςτεί το 
κατάλλθλο ςφςτθμα. Με αφορμι αυτό, ςχθματίηουμε το ςφςτθμα που κα πρζπει να 
λυκεί γραμμικά, ζχοντασ ορίςει κάκε φορά και τον τφπο τθσ Radial Basis Function 
που επικυμοφμε. Ζχοντασ ορίςει το ςφςτθμα, δθλϊνουμε τθν μετατόπιςθ και τθν 
περιςτροφι που επικυμοφμε να ζχει θ αεροτομι και μόνο, ζχοντασ πακτϊςει όλουσ 
τουσ υπόλοιπουσ οριακοφσ κόμβουσ. Η γραμμικι επίλυςθ του ςυςτιματοσ, 
ςτθρίηεται ςτθ γνωςτι μζκοδο τθσ LU Decomposition. ΢το ςθμείο αυτό καλείται θ 
ςυνάρτθςθ αυτι, μζςα από το δθλωκζν module, που περιλαμβάνει τθ ςυνάρτθςθ 
LU Decomposition (LUDCMP) και τθν LU BACK SUBSTITUTION (LUBSKB). Με τον 
τρόπο αυτό, υπολογίηεται για τον κάκε κόμβο τθσ αεροτομισ θ μετατόπιςι του, θ 
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οποία προςτίκεται ςτθν αρχικι του κζςθ, προκειμζνου να προκφψει θ τελικι νζα 
κζςθ.  

3.1.3 Χρήςη Laplacian εξομάλυνςησ 

 
Για τθν βελτίωςθ τθσ ποιότθτασ του πλζγματοσ, γίνεται χριςθ τθσ γνωςτισ 

μεκόδου Laplacian εξομάλυνςθσ. Βαςικι προχπόκεςθ αποτελεί θ εφρεςθ των 
ακμϊν. Με αφορμι αυτό, καλοφμε το δεφτερο module, που ςκοπό ζχει αυτό 
ακριβϊσ. Ζχοντασ δθλϊςει τισ απαραίτθτεσ μεταβλθτζσ, όπωσ ο αρικμόσ των ακμϊν 
και των κελιϊν, τον αρικμό των ακμϊν κάκε κελιοφ και τον αρικμό κόμβου του 
πλζγματοσ, που αντιςτοιχεί ςτον αρικμό κόμβου τριγϊνου, καλοφμε τθν 
υπορουτίνα REFINIT, με τθν οποία κα βρεκοφν οι ακμζσ που ςχθματίηουν το 
πλζγμα. Η εφρεςθ ςτθρίηεται ςτθ ςάρωςθ όλων των τριγϊνων και των κορυφϊν 
κάκε τριγϊνου του πλζγματοσ. ΢τθ ςυνζχεια εφαρμόηεται θ διαδικαςία τθσ 
εξομάλυνςθσ ωσ εξισ: 
 

 Για κάκε εςωτερικό κόμβο εντοπίηονται τα κζντρα των τριγϊνων ςτα οποία 
ανικει.  

 Τπολογίηεται θ μζςθ τιμι των ςυντεταγμζνων των παραπάνω κζντρων. Η 
κζςθ που αντιςτοιχεί ςτισ ςυντεταγμζνεσ που υπολογίηονται ορίηει τθ κζςθ 
ςτθν οποία κα μετακινθκεί ο εςωτερικόσ κόμβοσ, αν αυτό είναι επιτρεπτό. 

 Ελζγχεται θ εγκυρότθτα του πλζγματοσ που κα προκφψει μετά τθν 
μετακίνθςθ του κόμβου. Η μετακίνθςθ του κόμβου πραγματοποιείται μόνο 
αν αυτι κρικεί επιτρεπτι, εφόςον δθλαδι δεν προκφπτουν τομζσ μεταξφ 
των ςτοιχείων του πλζγματοσ. 

 Επανάλθψθ των παραπάνω βθμάτων για κάκε εςωτερικό κόμβο του 
πλζγματοσ. 
 

Σα παραπάνω βιματα ςυνιςτοφν ζναν κφκλο τθσ διαδικαςίασ Laplacian 
εξομάλυνςθσ. Σο πλικοσ των κφκλων τθσ διαδικαςίασ κακορίηονται από το χριςτθ. 
΢τθν παροφςα εργαςία πραγματοποιικθκαν 5 επαναλιψεισ. 

3.1.4 Χρήςη μετρικήσ ςυνάρτηςησ 

 
             Ολοκλθρϊνοντασ τον αλγόρικμο πραγματοποιείται υπολογιςμόσ τθσ 
μετρικισ τθσ ποιότθτασ του πλζγματοσ. Ο υπολογιςμόσ γίνεται και πριν και μετά τθ 
διαδικαςία τθσ εξομάλυνςθσ, ϊςτε να φανεί θ επίδραςθ τθσ εξομάλυνςθσ ςτθν 
ποιότθατ του πλζγματοσ .  
             Αρχικά βρίςκονται οι πλευρζσ του κάκε τριγϊνου από τισ ςυντεταγμζνεσ των 
κορυφϊν τουσ. Τπολογίηονται οι ακτίνεσ των περιγεγραμμζνων και εγγεγραμμζνων 
κφκλων για κάκε τρίγωνο και υπολογίηεται ο λόγοσ για το κάκε τρίγωνο. 
Πραγματοποιϊντασ τον υπολογιςμό για όλα τα τρίγωνα του πλζγματοσ 
υπολογίηεται και το ποςοςτό των τριγϊνων ςε κάκε διαφορετικι περιοχι τιμϊν τθσ 
μετρικισ, που δίνει μια εικόνα τθσ ποιότθτασ του πλζγματοσ. 
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3.2    Αλγόριθμοσ υβριδικοφ (2D) πλζγματοσ 

 
Ο αλγόρικμοσ για το υβριδικό πλζγμα, βαςίηεται ςτον αλγόρικμο για το 

τριγωνικό πλζγμα με οριςμζνεσ διαφορζσ. Ο αλγόρικμοσ αρχικά προςπελαφνει το 
αρχείο που περιζχει το διδιάςτατο υβριδικό πλζγμα, που διακριτοποιεί το χϊρο 
γφρω από τθν υπό εξζταςθ γεωμετρία. Γενικά το αρχείο ειςόδου του πλζγματοσ 
περιζχει τον αρικμό των κόμβων, τον αρικμό των τριγωνικϊν κελιϊν, τον αρικμό 
των τετράπλευρων κελιϊν, κακϊσ και τουσ κόμβουσ που αποτελοφν το κάκε 
τρίγωνο και το κάκε τετράπλευρο, όπωσ και τθν τοπολογικι δομι αυτϊν. Δίνονται 
δθλαδι οι φυςικζσ ςυντεταγμζνεσ κάκε κόμβου του πλζγματοσ, ενϊ ςτθ ςυνζχεια 
κακορίηονται οι κόμβοι που αποτελοφν τθν υπό εξζταςθ γεωμετρία (αεροτομι), 
κακϊσ και τα όρια του πλζγματοσ. Η εφαρμογι τθσ Laplacian εξομάλυνςθσ γίνεται 
τόςο για τα τριγωνικά, όςο και για τα τετράπλευρα ςτοιχεία. Αντικζτωνσ, θ χριςθ 
τθσ μετρικισ αφορά μόνο τα τριγωνικά ςτοιχεία. 

 

3.3     Αλγόριθμοσ υβριδικοφ (3D) πλζγματοσ 

 
Για το υβριδικό τριδιάςτατο πλζγμα, ο αλγόρικμοσ χαρακτθρίηεται επίςθσ 

από τρία τμιματα: το κυρίωσ πρόγραμμα που αποτελεί τον κορμό τθσ διαδικαςίασ 
και επιπλζον δυο modules.  

3.3.1 Είςοδοσ δεδομζνων 

 
Αρχικά πραγματοποιείται θ διαδικαςία ειςαγωγισ δεδομζνων. ΢τθ ςυνζχεια 

γίνεται θ διλωςθ τθσ Radial Basis Function που κα χρθςιμοποιθκεί, κακϊσ και 
γεωμετρικοί υπολογιςμοί και αρχικοί υπολογιςμοί. Αυτοφ του είδουσ υπολογιςμοί, 
πραγματοποιοφνται για μια και μοναδικι φορά, προςφζροντασ ςτον επιλφτθ 
πλθροφορίεσ για τθν υπολογιςτικι διαδικαςία που κα ακολουκιςει. 

Ο αλγόρικμοσ κάνει χριςθ του πρϊτου module, όπου γίνεται και θ 
προςπζλαςθ του αρχείου που περιζχει το τριδιάςτατο πλζγμα, που διακριτοποιεί το 
χϊρο γφρω από τθν υπό εξζταςθ γεωμετρία. Ο αλγόρικμοσ ζχει τθ δυνατότθτα να 
δζχεται αρχείο με format “.cfx5”. Γενικά το αρχείο ειςόδου του πλζγματοσ περιζχει 
τον αρικμό των κόμβων, των τετραζδρων, των πριςμάτων και των πυραμίδων, που 
αποτελοφν το υβριδικό πλζγμα κακϊσ και τθν τοπολογικι δομι αυτϊν. Δίνονται 
δθλαδι οι φυςικζσ ςυντεταγμζνεσ κάκε κόμβου του πλζγματοσ, ενϊ ςτθ ςυνζχεια 
κακορίηονται οι τζςςερισ, πζντε και ζξι κορυφζσ του κάκε τφπου ςτοιχείου 
αντίςτοιχα. Σζλοσ, παρζχει και κατάλλθλεσ πλθροφορίεσ για τα όρια του χωρίου 
(εκεί όπου επιβάλλονται οι οριακζσ ςυνκικεσ). Με βάςθ τθ μορφι του αρχείου 
παρζχεται και ζνασ δείκτθσ (index) για κάκε κόμβο, που ουςιαςτικά δίνει άμεςθ 
πλθροφορία για το που εντοπίηεται, αν δθλαδι ανικει ςτθν επιφάνεια τθσ 
γεωμετρίασ, ςε πλαϊνά οριακά τοιχϊματα, ςτισ οριακζσ επιφάνειεσ ειςόδου και 
εξόδου, ςε οποιαδιποτε τομι των παραπάνω επιφανειϊν ι αν αποτελεί απλά ζναν 
εςωτερικό κόμβο του πλζγματοσ. Με τον παραπάνω τρόπο δομισ δεδομζνων 
κακίςταται δυνατι θ περιγραφι ενόσ τριδιάςτατου υβριδικοφ μθ-δομθμζνου 
πλζγματοσ γφρω από μια γεωμετρία. Επιπλζον ανοίγεται και ςαρϊνεται και ζνα 
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δεφτερο αρχείο ειςόδου, το οποίο περιζχει τον αρικμό των επιφανειϊν που 
απαρτίηουν το πλζγμα, κακϊσ και τον εκάςτοτε κωδικό που τισ χαρακτθρίηει. Οι 
υπόλοιποι υπολογιςμοί, που απαιτοφνται για να ολοκλθρωκεί ο αλγόρικμοσ με τα 
επικυμθτά αποτελζςματα, περιγράφονται ςτθ ςυνζχεια. 

3.3.2 Καθοριςμόσ τριγώνων   

 
  ΢τθ ςυνζχεια καλείται µια άλλθ υπορουτίνα, που ζχει ωσ ςκοπό να 
κακορίςει τον τφπο του κάκε κελιοφ (είτε είναι τρίγωνο είτε τετράπλευρο), που 
απαρτίηουν τα τετράεδρα, τα πρίςματα και τισ πυραμίδεσ του πλζγματοσ. Η 
μοναδικι δομι δεδομζνων του πλζγματοσ, που είναι διακζςιμθ μζχρι τϊρα για τον 
αλγόρικμο, είναι θ λίςτα µε τισ τζςςερισ, πζντε και ζξι κορυφζσ του κάκε 
τετραζδρου, πρίςματοσ και πυραμίδασ αντίςτοιχα. Γενικά θ ςυγκεκριμζνθ 
υπορουτίνα πρζπει να εξετάςει τα τζςςερα τρίγωνα που απαρτίηουν κάκε 
τετράεδρο αρχικά και είτε να τα αναγνωρίςει ωσ νζα τρίγωνα, δίνοντάσ τουσ µια 
αρίκμθςθ, είτε να τα αγνοιςει, ςε περίπτωςθ που ταυτοποιθκοφν µε άλλα που 
ζχουν ιδθ προςπελακεί. Παράλλθλα, πρζπει ςε κάκε νζο τρίγωνο να ορίςει τουσ 
τρεισ κόμβουσ που αποτελοφν τισ κορυφζσ του. ΢ε κάκε περίπτωςθ, θ αρίκμθςθ των 
εδρϊν των τετραζδρων και των κορυφϊν των τριγϊνων δεν είναι τυχαία. ΢φμφωνα 
µε τθν αρίκμθςθ των κορυφϊν κάκε τετραζδρου, που ζχει λθφκεί από το 
αντίςτοιχο αρχείο ειςόδου, απζναντι από τθν i κορυφι του τετραζδρου ορίηεται θ i 
ζδρα του. Η ςάρωςθ όλων των τετραζδρων και θ εξαντλθτικι ςφγκριςθ κάκε ζδρασ 
του µε τισ ιδθ αναγνωριςμζνεσ ζδρεσ κρίνεται απαγορευτικι, κακϊσ ο όγκοσ 
δεδομζνων που προκφπτει ζχει υπερβολικά μεγάλο μζγεκοσ, οπότε ςυνεπάγεται 
ιδιαίτερα αυξθμζνεσ υπολογιςτικζσ απαιτιςεισ. Η λειτουργία λοιπόν τθσ 
υπορουτίνασ πρζπει να βαςιςτεί ςε µια περιςςότερο αποδοτικι ιδζα.   

Η εφαρμογι τθσ εν λόγω υπορουτίνασ βαςίςτθκε ςε µια διαφορετικι αλλά 
εξίςου απλι δομι δεδομζνων, που καλείται «πίνακασ επαναδιατφπωςθσ» (hash 
table).  *Η χριςθ τθσ παραπάνω δομισ δεδομζνων κεωρείται από τθ βιβλιογραφία 
ιδανικι για τθν ςυγκεκριμζνθ λειτουργία και για τριςδιάςτατο µθ-δομθμζνο 
πλζγμα+.  

Ειδικότερα, ςαρϊνονται όλα τα τετράεδρα και εξετάηονται διαδοχικά οι 
τζςςερισ  ζδρεσ κάκε τετραζδρου. Για κάκε ζδρα, προςδιορίηεται ζνα κφριο κλειδί 
(KEY) και µια διατεταγμζνθ ςειρά από τρία κλειδιά (Κ1,Κ2,Κ3). ΢υγκεκριμζνα, ζςτω 
ότι µια ζδρα ζχει τρεισ κορυφζσ, τισ NC1, NC2, NC3. ΢τθν πραγματικότθτα, τα NC1, 
NC2, NC3 είναι απλά ακζραιεσ τιμζσ. Από τον οριςμό του κυρίωσ κλειδιοφ γίνεται 
αντιλθπτό ότι ςε ζνα πλζγμα από n κόμβουσ είναι δυνατό να βρεκοφν ζωσ και n 
διαφορετικά κφρια κλειδιά. ΢τθν πράξθ βζβαια δεν ςυμβαίνει αυτό, κακϊσ 
αναμζνεται να βρεκοφν ζδρεσ µε το ίδιο κφριο κλειδί. Ωςτόςο θ διατεταγμζνθ 
τριάδα των κλειδιϊν Κ1,Κ2,Κ3 είναι μοναδικι για κάκε ζδρα. Σο κφριο κλειδί (KEY) 
χρθςιμοποιείται για τθν ςυγκρότθςθ ενόσ πίνακα (hash table), ο οποίοσ αναφζρει 
για κάκε κφριο κλειδί πόςεσ ζδρεσ ζχουν εντοπιςτεί να χαρακτθρίηονται από αυτό. 
Εφ’  όςον μποροφν να βρεκοφν ζωσ και n διαφορετικά κλειδιά, ο πίνακασ κα ζχει n 
γραμμζσ, κακεμία εκ των οποίων κα αναφζρεται και ςε ζνα πικανό κφριο κλειδί. ΢ε 
όλεσ τισ γραμμζσ δεν παρουςιάηεται ο ίδιοσ αρικμόσ ςτθλϊν, αλλά τόςεσ όςεσ και οι 
ζδρεσ που χαρακτθρίηονται από το αντίςτοιχο κλειδί. Σο πλικοσ των εδρϊν που 
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ζχουν το ίδιο κφριο κλειδί i δίνεται από µια μεταβλθτι, ζςτω τθν hashindex(i). 
΢χθματικά: 

 
Πίνακαρ 4: Σσημαηική αναπαπάζηαζη ηος πίνακα επαναδιαηύπωζηρ. 

 
Η ςυγκρότθςθ του παραπάνω πίνακα γίνεται δυναμικά, κακϊσ ςαρϊνονται 

τα  τετράεδρα. Για κάκε ζνα, και για κάκε µία ζδρα του j µε j=1,..,4, υπολογίηονται 
τα KEY, Κ1, Κ2, Κ3. ΢τθ ςυνζχεια ελζγχεται αν ζχουν εντοπιςτεί ιδθ άλλεσ ζδρεσ µε 
το ςυγκεκριμζνο κφριο κλειδί, ζςτω το κλειδί i. Αν αυτό δεν ςυμβαίνει, τότε θ υπό 
εξζταςθ ζδρα αποτελεί µια νζα ζδρα, οπότε αυτι παίρνει αρίκμθςθ, ενθμερϊνεται  
ο πίνακασ ςτθν αντίςτοιχθ γραμμι, αποκθκεφονται ςε λίςτεσ οι τρεισ κορυφζσ τθσ 
και θ διατεταγμζνθ τριάδα Κ1,Κ2,Κ3, ενθμερϊνεται ότι θ j-οςτι ζδρα του 
τετραζδρου είναι θ ςυγκεκριμζνθ και αυξάνεται κατά ζνα το πλικοσ των εδρϊν, 
που  ζχουν αναγνωριςτεί. ΢τθν αντίκετθ περίπτωςθ, αν δθλαδι ζχουν ιδθ 
εντοπιςτεί και άλλεσ ζδρεσ µε το ίδιο κλειδί i (περίπτωςθ hashindex(i)>0), τότε θ 
υπό εξζταςθ ζδρα ςυγκρίνεται µε τισ ζδρεσ που αναφζρονται ςτθν αντίςτοιχθ 
γραμμι του πίνακα. Σο πλικοσ των ςυγκρίςεων που κα γίνουν κακορίηεται από τθν 
μεταβλθτι hashindex(i). Κατά τθ ςφγκριςθ ελζγχεται θ διατεταγμζνθ τριάδα των  
κλειδιϊν  Κ1,Κ2,Κ3.  Αν αυτι είναι ίδια για τισ δφο ζδρεσ, τότε ζχουμε ταυτοποίθςθ 
και απλά προςπελαφνεται µια ζδρα, που ζχει ιδθ αναγνωριςτεί και αρικμθκεί, 
οπότε απλά ενθμερϊνεται ότι θ ςυγκεκριμζνθ είναι θ j-οςτι ζδρα του τετραζδρου. 
Αν κατά τισ ςυγκρίςεισ δεν βρεκεί κάποια ζδρα τθσ αντίςτοιχθσ γραμμισ του πίνακα 
να ςυμπίπτει µε τθν υπό εξζταςθ ζδρα, τότε απλά εντοπίηεται µια νζα ζδρα, που 
τυχαίνει να ζχει ίδιο κφριο κλειδί µε άλλεσ ζδρεσ, οπότε γίνονται οι ίδιεσ ενζργειεσ 
που ζγιναν κατά τον εντοπιςμό νζασ ζδρασ.   
  Η υπορουτίνα, που μόλισ περιγράφτθκε, χαρακτθρίηεται από αξιοςθμείωτθ 
αποδοτικότθτα, αν ςυγκρικεί µε αυτι τθσ εξαντλθτικισ ςφγκριςθσ κάκε ζδρασ µε τισ 
ιδθ αναγνωριςμζνεσ. Για τθν ολοκλθρωμζνθ διαδικαςία αυτισ τθσ υπορουτίνασ, θ 
τακτικι αυτι εφαρμόηεται με τον ίδιο τρόπο για τισ πυραμίδεσ και τα πρίςματα με 
τον κατάλλθλο αρικμό τριγϊνων κάκε φορά. Η χριςθ του πίνακα και του κφριου 
κλειδιοφ, που μπορεί να είναι το ίδιο για περιςςότερεσ από µία ζδρεσ, μειϊνει 
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δραςτικά το πλικοσ των ςυγκρίςεων που απαιτοφνται για τθν αναγνϊριςθ μιασ 
νζασ ζδρασ και, κατά ςυνζπεια, μειϊνει αποτελεςματικά τθν υπολογιςτικι 
απαίτθςθ τθσ υπορουτίνασ.  ΢το τζλοσ τθσ λειτουργίασ τθσ ζχουν παραχκεί δφο νζεσ 
απαραίτθτεσ δομζσ δεδομζνων του πλζγματοσ: θ πρϊτθ περιζχει τισ τζςςερισ ζδρεσ 
κάκε τετραζδρου και θ δεφτερθ τισ τρεισ κορυφζσ κάκε ζδρασ (και τα αντίςτοιχα για 
τα υπόλοιπα ςχιματα). 

3.3.3 Καθοριςμόσ ακμών    

 
΢τθ ςυνζχεια καλείται μια υπορουτίνα, που ςκοπό ζχει τον κακοριςμό των 

ακμϊν του πλζγματοσ. Η λειτουργία τθσ βαςίηεται ςτθν αξιοποίθςθ τθσ δομισ των 
κορυφϊν των τριγϊνων και παραλλθλογράμμων. Ωσ αποτζλεςμα αποδίδει μια 
δομι, που περιζχει τουσ ακραίουσ κόμβουσ κάκε ακμισ και μια άλλθ, που κακορίηει 
τισ ακμζσ που ςυγκροτοφν κάκε τρίγωνο. Η λογικι ςτθρίηεται ςτθ ςάρωςθ όλων των 
τριγϊνων και παραλλθλογράμμων αντίςτοιχα και ςτθν απαρίκμθςθ των ακμϊν 
τουσ, αποδίδοντασ μια μόνο αρίκμθςθ ςε κάκε ακμι. Κατά τον κακοριςμό των 
ακμϊν κάκε τριγϊνου και παραλλθλογράμμου, απζναντι από τθν i κορυφι 
εντοπίηεται θ i ακμι του τριγϊνου. Η υλοποίθςθ τθσ υπορουτίνασ βαςίςτθκε ςε 
ζναν πίνακα «επαναδιατφπωςθσ» (hash table).  

΢φμφωνα με αυτόν, ςαρϊνονται όλα τα τρίγωνα και παραλλθλόγραμμα και 
εξετάηονται μια προσ μια οι ακμζσ, που ςχθματίηονται από τισ κορυφζσ τουσ ανά 
δυο. Για κάκε ακμι ορίηεται το κφριο κλειδί (KEY) και μια διατεταγμζνθ δυάδα 
κλειδιϊν (Κ1,Κ2) ςυναρτιςει των ακραίων κόμβων ΝΑ1 και ΝΑ2 τθσ ακμισ. 
  Όμοια µε τθν προθγοφμενθ υπορουτίνα κατά τθν ςάρωςθ των τριγϊνων 
αρχικά και των αντίςτοιχων ακμϊν που ςχθματίηουν, ςυγκροτείται ο πίνακασ 
επαναδιατφπωςθσ (hash table), χρθςιμοποιϊντασ το κφριο κλειδί κάκε ακμισ. 
Εξετάηοντασ τθν j-οςτι  ακμι κάκε τριγϊνου, αφοφ προςδιοριςτεί το κφριο κλειδί 
και θ διατεταγμζνθ δυάδα κλειδιϊν, εξετάηεται αν ζχουν ιδθ βρεκεί ακμζσ, που να 
ζχουν το ίδιο κφριο κλειδί και, αν υπάρχουν, ελζγχεται το πλικοσ τουσ. Αν δεν 
υπάρχει άλλθ ακμι µε το  ίδιο κφριο κλειδί, τότε θ ακμι κεωρείται νζα, οπότε 
λαμβάνει αρίκμθςθ, ορίηονται οι ακραίοι κόμβοι τθσ, ενθμερϊνεται ο πίνακασ, 
αποκθκεφεται θ διατεταγμζνθ δυάδα κλειδιϊν τθσ και αυξάνει κατά ζνα το πλικοσ 
των ακμϊν που ζχουν εντοπιςτεί. ΢τθν αντίκετθ περίπτωςθ, ςυγκρίνεται θ 
διατεταγμζνθ δυάδα κλειδιϊν τθσ ακμισ που εξετάηεται µε τισ αντίςτοιχεσ δυάδεσ 
των ακμϊν που υποδεικνφει ο πίνακασ. Επειδι ακριβϊσ κάκε δυάδα είναι μοναδικι 
για κάκε ακμι, ςε αντίκεςθ µε το κφριο κλειδί, θ εφρεςθ μιασ ακμισ του πίνακα µε 
ίδια δυάδα µε τθν αντίςτοιχθ τθσ ακμισ που εξετάηεται ςθμαίνει ότι θ ακμι 
προςπελαφνεται για τουλάχιςτον δεφτερθ φορά (ταυτοποίθςθ ακμϊν), οπότε απλά 
ενθμερϊνεται θ ταυτότθτα τθσ j-οςτισ ακμισ του τριγϊνου. Εάν ωςτόςο δεν 
υπάρξει ταυτοποίθςθ κατά τισ ςυγκρίςεισ, θ ακμι αντιμετωπίηεται ωσ νζα και 
διεξάγονται οι αντίςτοιχεσ ενζργειεσ. Με τον ίδιο τρόπο, περατϊνεται και θ 
διαδικαςία για τα παραλλθλόγραμμα. Η χριςθ τθσ ςυγκεκριμζνθσ δομισ (hash 
table) προςφζρει αξιοςθμείωτθ αποδοτικότθτα ςτθν υπορουτίνα μειϊνοντασ 
αιςκθτά το υπολογιςτικό κόςτοσ. 
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3.3.4 Ανάθεςη δεικτών (index)  

 
Επόμενο βιμα αποτελεί θ κλιςθ τθσ ςυνάρτθςθσ που ςχετίηεται με τθν 

ανάκεςθ των δεικτϊν (index) ςτον τφπο ςτοιχείων ι ςτουσ κόμβουσ του πλζγματοσ. 
Ζνασ δείκτθσ μπορεί να αναφζρεται είτε ςε κάποιο κόμβο είτε ςε κάποιο ςτοιχείο, 
υποδεικνφοντασ άμεςα τθν τοποκεςία του ςτο πλζγμα που εξετάηεται. Η 
ςυνάρτθςθ που καλείται εξαρτάται άμεςα από το format του αρχείου ειςόδου του 
πλζγματοσ. Αυτό οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι δφο αρχεία ειςόδου µε διαφορετικό 
format, που περιγράφουν το ίδιο πλζγμα, ζχουν διαφορετικι δομι, αλλά 
προςφζρουν και διαφορετικζσ πλθροφορίεσ. Ανάλογα λοιπόν µε το format του 
αρχείου ειςόδου καλείται και θ αντίςτοιχθ υπορουτίνα, που αξιοποιεί τα δεδομζνα 
ειςόδου και ανακζτει δείκτεσ ςτισ δομζσ δεδομζνων που αναπτφχκθκαν.  

Ζνα αρχείο ειςόδου πλζγματοσ με προκακοριςμζνο format παρζχει εκτόσ 
από τθ λίςτα των τετραζδρων που απαρτίηουν το τριςδιάςτατο πλζγμα, τουσ δείκτεσ 
των κόμβων και τισ ςυντεταγμζνεσ των κόμβων. Πρόκειται για μια αυκαίρετθ δομι. 
Χαρακτθρίηεται από το γεγονόσ ότι οι δείκτεσ είναι ουςιαςτικά προεπιλεγμζνεσ 
τιμζσ, που δίνουν άμεςθ πλθροφορία για τθ ςχετικι κζςθ του κάκε κόμβου ςτο 
πλζγμα. ΢τον ακόλουκο πίνακα δίνονται όλεσ οι ιςχφουςεσ τιμζσ, που μπορεί να 
πάρει ο δείκτθσ ενόσ κόμβου κακϊσ και θ αντίςτοιχθ κζςθ του: 
 

Τιμή δείκηη Θέζη κόμβου 

0 Εζωηεπικό πλέγμαηορ 

1 Επιθάνεια ηηρ ςπό εξέηαζη γεωμεηπίαρ 

2 Όπιο εξόδος ηηρ ποήρ (outlet) 

3 Όπιο ειζόδος ηηρ ποήρ (inlet) 

51 Σηεπεό ηοίσωμα (solid wall) 

91 Τομή γεωμεηπίαρ-ζηεπεού ηοισώμαηορ  

92 Τομή οπίος εξόδος ηηρ ποήρ-ζηεπεού ηοισώμαηορ 

93 Τομή οπίος ειζόδος ηηρ ποήρ-ζηεπεού ηοισώμαηορ 

23 
Τομή οπίος ειζόδος ηηρ ποήρ- οπίος εξόδος ηηρ ποήρ-ζηεπεού 

ηοισώμαηορ 

32 Τομή οπίος ειζόδος ηηρ ποήρ- οπίος εξόδος ηηρ ποήρ 

Πίνακαρ 5: Αναπαπάζηαζη δεικηών για κάθε κόμβο 

 
Με δεδομζνουσ τουσ δείκτεσ των κόμβων του πλζγματοσ από το αρχείο 

ειςόδου, θ υπορουτίνα αποδίδει αντίςτοιχουσ δείκτεσ ςτουσ τφπουσ των ςτοιχείων 
του πλζγματοσ. Οι δομζσ αυτζσ είναι απαραίτθτεσ για τον επιλφτθ, κακϊσ ςτθ 
ςυνζχεια κα ανατεκοφν οι οριακζσ ςυνκικεσ ςτα όρια του πεδίου τθσ ροισ, 
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χρθςιμοποιϊντασ τουσ δείκτεσ τόςο των ςτοιχείων, όςο και των κόμβων. ΢τθ 
ςυνζχεια παρατίκεται ο πίνακασ µε τισ ιςχφουςεσ τιμζσ που μπορεί να πάρει ο 
δείκτθσ ενόσ ςτοιχείου και θ αντίςτοιχθ ςχετικι κζςθ του: 
 

Τιμή δείκηη Θέζη ζηοιτείοσ 

0 Εζωηεπικό πλέγμαηορ 

1 Επιθάνεια ηηρ ςπό εξέηαζηρ γεωμεηπίαρ 

2 Όπιο εξόδος ηηρ ποήρ (outlet) 

3 Όπιο ειζόδος ηηρ ποήρ (inlet) 

51 Σηεπεό ηοίσωμα (solid wall) 

Πίνακαρ 6: Αναπαπάζηαζη δεικηών για κάθε κόμβο 

 
Για τθν ανάκεςθ των δεικτϊν των κόμβων των ςτοιχείων, ακολουκικθκε μια 

άλλθ διαδικαςία. Προσ διευκόλυνςθ τθσ όλθσ διαδικαςίασ, ζγιναν οριςμζνεσ 
μεταβολζσ ςτουσ δείκτεσ μερικϊν κόμβων ςφμφωνα με τον ακόλουκο πίνακα: 
 

Τιμή δείκηη Ανηίζηοιτη ηιμή δείκηη 

91 700 

51 500 

0 5000 

Πίνακαρ 7: Αναπαπάζηαζη δεικηών για κάθε κόμβο 

 
Και χρθςιμοποιικθκε μια υπορουτίνα κατά τθν οποία κακορίςτθκε με βάςθ 

τον εκάςτοτε δείκτθ ςε ποιο ςθμείο ανικει ο κάκε κόμβοσ και το κάκε ςτοιχείο του 
πλζγματοσ. Και αφοφ επιτεφχκθκε αυτό, θ προςωρινι μεταβολι των δεικτϊν αυτϊν 
αναιρζκθκε. 

΢τθ ςυνζχεια ορίςτθκε ζνασ μετρθτισ κόμβων, όπου με βάςθ τθν τιμι του 
δείκτθ, κακορίηεται ο αρικμόσ των κόμβων που ςτθν ουςία ανικει ςε κάκε περιοχι 
του πλζγματοσ. Αυτι θ κίνθςθ επεκτάκθκε και για τουσ οριακοφσ κόμβουσ, τουσ 
κόμβουσ δθλαδι που απαρτίηουν τθν υπό εξζταςθ γεωμετρία, 
ςυμπεριλαμβανομζνθσ και τουσ κοινοφσ κόμβουσ (τομζσ) με το περιεχόμενό τουσ. 
Προτοφ προβοφμε ςτθν πραγματοποίθςθ υπολογιςμϊν, χρθςιμοποιικθκε μια άλλθ 
υπορουτίνα, κατά τθν οποία γίνεται θ εξαγωγι των δεδομζνων για τθν απεικόνιςθ 
του όλου πλζγματοσ ςτο format του λογιςμικοφ tecplot.  

Επόμενο βιμα αποτελεί θ δθμιουργία του κατάλλθλου ςυςτιματοσ και θ 
επίλυςι του. Με χριςθ δυναμικϊν πινάκων και με τθν επιλογι τθσ εκάςτοτε Radial 
Basis Function, ςτθριηόμενοι ςτθ κεωρία των RBF, γίνεται εφικτι θ διαμόρφωςθ και 
θ επίλυςθ του γραμμικοφ ςυςτιματοσ. Αρχικά ορίηουμε τθ γραμμικι μετατόπιςθ 
των κόμβων τθσ ςτερεισ επιφάνειασ (τθσ πτζρυγασ), όπωσ είχε γίνει και ςτο 
διδιάςτατο πλζγμα (για τθν εαεροτομι). ΢τθ ςυνζχεια ορίηεται και θ περιςτροφι 
τθσ υπό εξζταςθ γεωμετρίασ. ΢τα τριδιάςτατα πλζγματα, θ περιςτροφι γίνεται ι 
κατά “x-y” ι κατά “x-z”. Πρϊτα υπολογίηεται θ γωνία περιςτροφισ: “tanζ=y-y0/x-

x0”. ΢τθν περίπτωςθ όπου “x-x0=0”, τότε κεωρείται ότι θ γωνία είναι 900. Ζπειτα 
υπολογίηεται το μζτρο τθσ απόςταςθσ των δυο διανυςμάτων “|r|=dsqrt[(x-x0)

2
+(y-

y0)
2
]”. ΢τον ακόλουκο Πίνακα 8 παρουςιάηεται αναλυτικά θ τυποποίθςθ τθσ 

περιςτροφισ και για τισ δυο διευκφνςεων περιςτροφϊν.  
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Διεύθσνζη περιζηροθής x-y 

Γωνία περιζηροθής tanθ=y-y0/x-x0, αν x-x0=0θ=90
0
 

Μέηρο απόζηαζης |r|=dsqrt[(x-x0)
2
+(y-y0)

2
 ] 

Φ X = Γπαμμική μεηαηόπιζη+ x0+  

|r| * cos(f +θ-x) 

Υ Υ= Γπαμμική μεηαηόπιζη+ y0+  

|r| * sin(f +θ-y) 

Ζ Z = Γπαμμική μεηαηόπιζη+ z0 

Διεύθσνζη περιζηροθής x-z 

Γωνία περιζηροθής tanθ=z-z0/x-x0, αν x-x0=0θ=90
0
 

Μέηρο απόζηαζης |r|=dsqrt[(x-x0)
2
+(z-z0)

2
 ] 

Φ X = Γπαμμική μεηαηόπιζη+ x0+  

|r| * sin(f +θ-x) 

Υ Υ= Γπαμμική μεηαηόπιζη+ y0 

Ζ Z = Γπαμμική μεηαηόπιζη+ z0+  

|r| * cos(f +θ-z) 
Πίνακαρ 8: Τςποποίηζη πεπιζηποθήρ και για ηιρ δςο διεςθύνζειρ πεπιζηποθών 

 
Ζχοντασ ορίςει τθ μετατόπιςθ και τθν περιςτροφι που επικυμοφμε να ζχει θ 

υπό εξζταςθ γεωμετρία και μόνο και ζχοντασ πακτϊςει όλουσ τουσ υπόλοιπουσ 
κόμβουσ, θ γραμμικι επίλυςθ του ςυςτιματοσ, ςτθρίηεται ςτθ γνωςτι μζκοδο τθσ 
LU Decomposition. ΢το ςθμείο αυτό καλείται θ ςυνάρτθςθ αυτι, μζςα από το 
δθλωκζν module που περιλαμβάνει τθ ςυνάρτθςθ LU Decomposition (LUDCMP) και 
τθν LU BACK SUBSTITUTION (LUBSKB). Με τον τρόπο αυτό, υπολογίηεται για τον 
κάκε κόμβο τθσ υπό εξζταςθ γεωμετρίασ θ μετατόπιςι του, θ οποία προςτίκεται 
ςτθν αρχικι του κζςθ, προκειμζνου να προκφψει θ τελικι νζα κζςθ. 
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Κευάλαιο 4: Πιστοποίηση τοσ αλγορίθμοσ 
 

΢το κεφάλαιο αυτό, παρουςιάηονται τα αποτελζςματα του αλγορίκμου, 
ξεκινϊντασ με το τριγωνικό διδιάςτατο πλζγμα, ςυνεχίηοντασ με το διδιάςτατο 
υβριδικό πλζγμα και καταλιγοντασ ςτο τριδιάςτατο υβριδικό πλζγμα. ΢κοπόσ είναι 
να παρουςιάςουμε τθν κάκε RBF και να αποτυπϊςουμε τθ ςυμπεριφορά όχι μόνο 
του πλζγματοσ αλλά και τθσ αεροτομισ, γι’αυτό το λόγο τα γραφιματα εςτιάηουν 
και ςτο ςυνολικό πλζγμα αλλά και ςτθν αεροτομι και τθ ςυμπεριφορά του 
πλζγματοσ κοντά ςε αυτιν. Αυτό επιτυγχάνεται, λαμβάνοντασ κάκε φορά οριςμζνεσ 
παραμζτρουσ όπωσ είναι ο ςυντελεςτισ “r” για τισ πολυωνυμικζσ ςυναρτιςεισ όπου 
οι τιμζσ που του ζχουν τεκεί με απϊτερο ςτόχο τθν ςφγκριςθ  είναι 2, 5 και 8, κακϊσ 
και ο ςυντελεςτισ “a” για τισ Multiquadric, Inverse Multiquadric και Gaussian, όπου 
ζχει κεωρθκεί ίςο με 1 και 0.8. Επίςθσ ςθμειϊνεται οτι ςτα διαγράμματα 
ακολουκικθκε ςυγκεκριμζνο format ονομαςίασ: (RBF,x,y,z,angle,r(const),axis-
rotation(3D)).  

 

4.1      Τριγωνικό πλζγμα 

 
Σο πλζγμα που χρθςιμοποιικθκε πρόκειται για ζνα μθ δομθμζνο πλζγμα 

(που καταςκευάςτθκε με το λογιςμικό Delaundo 5.4), το οποίο αποτελείται από 
2365 κόμβουσ και από 4580 τριγωνικά κελιά. Η αεροτομι που αποτζλεςε και μζροσ 
τθσ μελζτθσ πζρα από αυτι του πλζγματοσ, είναι θ NACA0012. Ο χρόνοσ περάτωςθσ 
τθσ κάκε περίπτωςθσ υπολογίςτθκε ςε περίπου 18 sec. Σο πλζγμα και θ αεροτομι 
που πρόκειται να επεξεργαςτοφν ζχουν τθν ακόλουκθ μορφι, που παρουςιάηεται 
ςτισ Εικόνεσ 4.1, 4.2. 

 
Δικόνα 4.1: Απεικόνιζη ηος ςπό εξέηαζη 2D ηπιγωνικού πλέγμαηορ. 
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Δικόνα 4.2: Απεικόνιζη ηος ςπό εξέηαζη 2D πλέγμαηορ ζηην πεπιοσή ηηρ αεποηομήρ. 

 
 
 ΢τθ ςυνζχεια παρατικενται οι απεικονίςεισ των αποτελεςμάτων τθσ 
μεκοδολογίασ που εφαρμόςτθκε, για όλεσ τισ διαφορετικζσ ςυναρτιςεισ που 
δοκιμάςτθκαν για μεταφορά και περιςτροφι τθσ αεροτομισ. Επίςθσ παρατίκενται 
και τα διαγράμματα τθσ μετρικισ ςυνάρτθςθσ τθσ ποιότθτασ του πλζγματοσ, πριν 
και μετά τθν εφαρμογι τθσ εξομάλυνςθσ. 
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Radial Basis Function με τοπικι υποςτιριξθ (with compact support) 
 
CP C0 περίπτωςθ (-1.5, 1.5, f=300, r=2) 

 
 Δικόνα 4.3: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0  

 

CP_C0_Trigwniko_2D_(-1.5,1.5,f=300,r=2)

3,8% 2,4% 1,9% 2,4%

13,9%

4,9% 3,5% 1,8% 2,6%

73,3%

16,1%

73,4%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.4: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0. 
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CP C0 περίπτωςθ (-1.5, 1.5, f=300, r=5) 

 
Δικόνα 4.5: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0 

 

CP_C
0
_Trigwniko_2D_(-1.5,1.5,f=30

0
,r=5)

6,7% 7,8% 7,9% 7,6% 6,9%8,2% 7,4% 7,7% 6,7% 6,2%

63,1% 63,8%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.6: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0 
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CP C0 περίπτωςθ (-1.5, 1.5, f=300, r=8) 

 
Δικόνα 4.7: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0 

 

CP_C
0
_Trigwniko_2D_(-1.5,1.5,f=30

0
,r=8)

9,4%10,3% 11,8%
9,2%

43,8%

13,8% 13,9% 11,3%
7,8%

45,2%

12,4% 11,1%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.8: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CP C2 περίπτωςθ (-1.5, 1.5, f=300, r=2) 
 

 
Δικόνα 4.9: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2 

 

CP_C
2
_Trigwniko_2D_(-1.5,1.5,f=30

0
,r=2)

6,1% 4,4% 4,3% 3,8%

20,0%

7,0% 5,2% 3,7% 4,3%

60,6%

20,9%

59,8%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.10: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CPC2
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CP C2 περίπτωςθ (-1.5, 1.5, f=300, r=5) 

 
Δικόνα 4.11: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2 

 

CP_C2_Trigwniko_2D_(-1.5,1.5,f=300,r=5)

9,4%
6,3% 5,0%

32,9%

10,0%
6,4% 4,8%

27,4%

15,8%

36,1%

30,7%

15,2%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.12: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CP C2 περίπτωςθ (-1.5, 1.5, f=300, r=8) 

 
Δικόνα 4.13: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2 

 

CP_C2_Trigwniko_2D_(-1.5,1.5,f=300,r=8)

9,1%
5,7% 3,4%

43,7%

18,5%

9,2%
5,6% 4,5%

50,7%

16,3% 14,7%
18,6%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.14: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2
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CP C4 περίπτωςθ (-1.5, 1.5, f=300, r=2) 

 
Δικόνα 4.15: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4 

 

CP_C
4
_Trigwniko_2D_(-1.5,1.5,f=30

0
,r=2)

6,4% 4,5% 3,5% 3,3%
6,9% 5,7% 4,4% 3,3%

23,1%

59,2%

21,9%

57,8%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.16: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CP C4 περίπτωςθ (-1.5, 1.5, f=300, r=5) 
 

 
Δικόνα 4.17: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4 

 

CP_C4_Trigwniko_2D_(-1.5,1.5,f=300,r=5)

6,1% 4,5%

10,2%
5,6% 5,0%

30,9%

38,2%

14,5%

8,6%

28,0%

34,3%

14,0%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.18: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4
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CP C4 περίπτωςθ (-1.5, 1.5, f=300, r=8) 

 
Δικόνα 4.19: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4 

 

CP_C4_Trigwniko_2D_(-1.5,1.5,f=300,r=8)

53,3%

8,0%
4,7% 3,6%

46,6%

8,0% 5,7% 4,0%

18,1%16,4%
13,9%

17,6%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.20: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CP C6 περίπτωςθ (-1.5, 1.5, f=300, r=2) 

 
Δικόνα 4.21: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6 

 

CP_C
6
_Trigwniko_2D_(-1.5,1.5,f=30

0
,r=2)

5,5%
3,5% 2,4%

37,6%

6,0%
3,8% 2,9%

41,0%

10,2%

37,4%

12,2%

37,6%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.22: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6
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CP C6 περίπτωςθ (-1.5, 1.5, f=300, r=5) 

 
Δικόνα 4.23: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6 

 

CP_C
6
_Trigwniko_2D_(-1.5,1.5,f=30

0
,r=5)

58,1%

6,0% 3,6% 2,6%

49,4%

7,0%
3,9% 3,7%

12,0%
17,7%15,6%

20,5%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.24: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6
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CP C6 περίπτωςθ (-1.5, 1.5, f=300, r=8) 

 
Δικόνα 4.25: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6 

 

CP_C6_Trigwniko_2D_(-1.5,1.5,f=300,r=8)

65,5%

6,4% 3,9% 2,1%

54,5%

16,4%

7,3%
4,1% 3,3%

12,0% 10,2%
14,3%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.26: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6
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CTPS C0 περίπτωςθ (-1.5, 1.5, f=300, r=2) 

 
Δικόνα 4.27: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CΤPS C0 

 

CTPS_C
0
_Trigwniko_2D_(-1.5,1.5,f=30

0
,r=2)

21,2%

4,0% 1,9% 1,0% 1,1%

70,8%

18,5%

4,4% 2,7% 1,5% 1,3%

71,6%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.28: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CΤPS C0



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CTPS C0 περίπτωςθ (-1.5, 1.5, f=300, r=5) 

 
Δικόνα 4.29: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CΤPS C0 

 

CTPS_C0_Trigwniko_2D_(-1.5,1.5,f=300,r=5)

3,0%
11,7%

3,8% 2,2% 2,8% 2,9%

76,4%

10,0% 5,0%
2,5% 2,6%

76,9%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.30: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CΤPS C0
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CTPS C0 περίπτωςθ (-1.5, 1.5, f=300, r=8) 

 
Δικόνα 4.31: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CΤPS C0 

 

CTPS_C0_Trigwniko_2D_(-1.5,1.5,f=300,r=8)

7,9% 5,0% 5,0% 4,8% 3,8%

73,5%

7,7% 6,4% 4,6% 4,3% 4,8%

72,2%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.32: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CΤPS C0



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Radial Basis Function with global support 
Gaussian περίπτωςθ (1.2, -1.7, f=150) 

 
Δικόνα 4.33: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ GS 

 

GS_Trigwniko_2D_(1.2,-1.7,f=150)

58,5%

11,8%

5,7%
3,3% 2,4%

18,2%

49,6%

15,8%

6,6% 4,0% 3,0%

21,2%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.34: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ GS
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Gaussian περίπτωςθ (2.1,-0.5,f=450) 

 
Δικόνα 4.35: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ GS 

 

GS_Trigwniko_2D_(2.1,-0.5,f=45
0
)

58,6%

48,9%

11,8%
5,7%

2,7% 2,1%

19,1%
15,6%

6,7%
4,1% 2,9%

21,7%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.36: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ GS



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Gaussian περίπτωςθ (-1.0, 1.0, f=300) 

 
Δικόνα 4.37: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ GS 

 

GS_Trigwniko_2D_(-1.0,1.0,f=300)

62,8%

53,2%

11,2%

5,7% 3,2% 1,7%

15,5%15,4%

6,4%
3,9% 2,8%

18,4%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.38: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ GS
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Inverse Quadric περίπτωςθ (1.2, -1.7, f=150 , a=1) 

 
Δικόνα 4.39: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IQΒ 

 

IQB_Trigwniko_2D_(1.2,-1.7,f=15
0
,a=1

 
)

51,2%

12,8%

6,9% 4,8% 3,1%

21,2%

43,0%

16,2%

7,7%
4,4% 3,8%

24,8%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.40: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IQΒ



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Inverse Quadric περίπτωςθ (2.1, -0.5, f=450, a=1) 

 
Δικόνα 4.41: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IQΒ 

 

IQB_Trigwniko_2D_(2.1,-0.5,f=450,a=1)

51,6%

13,2%

6,2%
4,0% 2,5%

22,4%

43,3%

16,0%

8,1%
4,5% 3,4%

24,8%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.42: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IQΒ
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Inverse Quadric περίπτωςθ (-1.0, 1.0, f=300, a=1) 

 
Δικόνα 4.43: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IQΒ 

 

IQB_Trigwniko_2D_(-1.0,1.0,f=300,a=1)

54,3%

14,0%

7,1%
4,1% 2,9%

17,2%

7,6%
4,7% 4,0%

20,6%
17,6%

45,9%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.44: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IQΒ



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Multiquadric περίπτωςθ (1.2, -1.7, f=150, a=1) 

 
Δικόνα 4.45: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ MQΒ 

 

MQB_Trigwniko_2D_(1.2,-1.7,f=150,a=1)

64,3%

7,4%
4,8% 4,0% 5,4%

52,7%

18,0%

8,9%
6,0% 4,7%

9,7%
14,1%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.46: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ MQΒ
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Multiquadric περίπτωςθ (2.1, -0.5, f=450, a=1) 

 
Δικόνα 4.47: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ MQΒ 

 

MQB_Trigwniko_2D_(2.1,-0.5,f=450,a=1)

62,2%

5,7% 3,2% 2,4%

50,9%

16,6%

6,9% 4,7% 3,5%

17,5%
12,1% 14,4%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.48: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ MQΒ



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Multiquadric περίπτωςθ (-1.0, 1.0, f=300, a=1) 

 
Δικόνα 4.49: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ MQΒ 

 

MQB_Trigwniko_2D_(-1.0,1.0,f=300,a=1)

66,8%

6,8% 3,6% 2,3%
6,8%

56,0%

17,4%

7,6% 4,5% 3,4%

11,1%13,7%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.50: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ MQΒ
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Inverse Multiquadric περίπτωςθ (1.2, -1.7, f=150, a=0.8) 

 
Δικόνα 4.51: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IMQΒ 

 

IMQB_Trigwniko_2D_(1.2,-1.7,f=15
0
,a=0.8)

49,6%

7,7% 5,7% 4,0%

42,3%

16,4%

8,7%
5,0% 4,7%

22,9%

14,2%
18,8%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.52: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IMQΒ



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Inverse Multiquadric περίπτωςθ (2.1, -0.5, f=450, a=0.8) 

 
Δικόνα 4.53: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IMQΒ 

 

IMQB_Trigwniko_2D_(2.1,-0.5,f=450,a=0.8)

51,3%

6,9%
4,1% 2,7%

43,0%

16,2%

7,8%
5,2% 3,5%

24,4%

13,1%

21,8%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.54: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IMQΒ
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Inverse Multiquadric περίπτωςθ (-1.0, 1.0, f=300, a=0.8) 

 
Δικόνα 4.55: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IMQΒ 

 

IMQB_Trigwniko_2D_(-1.0,1.0,f=30
0
,a=0.8)

54,4%

7,2%
4,5% 3,4%

46,5%

17,0%

8,2%
5,0% 4,5%

18,9%
15,1% 15,5%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.56: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IMQΒ



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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4.2     Υβριδικό πλζγμα (2D) 

 
Σο πλζγμα που χρθςιμοποιικθκε είναι ζνα μθ δομθμζνο πλζγμα, το οποίο 

αποτελείται από 6758 κόμβουσ 7492 τριγωνικά κελιά και από 2884 τετραεδρικά 
κελιά. Η αεροτομι που χρθςιμοποιικθκε είναι και εδϊ θ NACA0012. Ο χρόνοσ 
περάτωςθσ τθσ κάκε περίπτωςθσ υπολογίςτθκε ςε περίπου 50-60 sec. Σο πλζγμα 
παρουςιάηεται ςτισ Εικόνεσ 4.57 και 4.58. 

 
Δικόνα 4.57 Απεικόνιζη ηος ςπό εξέηαζη ςβπιδικού 2D πλέγμαηορ. 
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Δικόνα 4.58 Απεικόνιζη ηος ςπό εξέηαζη ςβπιδικού 2D πλέγμαηορ ζηην πεπιοσή ηηρ 

αεποηομήρ. 
 

 ΢τθ ςυνζχεια παρατικενται οι απεικονίςεισ των αποτελεςμάτων τθσ 
μεκοδολογίασ που εφαρμόςτθκε, για όλεσ τισ διαφορετικζσ ςυναρτιςεισ που 
δοκιμάςτθκαν για μεταφορά και περιςτροφι τθσ αεροτομισ. Επίςθσ παρατίκενται 
και τα διαγράμματα τθσ μετρικισ ςυνάρτθςθσ τθσ ποιότθτασ του πλζγματοσ, πριν 
και μετά τθν εφαρμογι τθσ εξομάλυνςθσ. 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Radial Basis Function with compact support 
CP C0_ περίπτωςθ (2.0,-2.0,f=450,r=2.0) 

 
Δικόνα 4.59: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0 

 

  
Δικόνα 4.60: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0 
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CP_C
0
_Hybrid_2D_(2.0,-2.0,f=45

0
,r=2)

3,5% 2,2% 2,5% 1,7%
9,8%

2,6% 2,8% 2,2% 2,4%
11,5%

78,5% 80,3%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.61: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0
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CP C0_ περίπτωςθ (2.0,-2.0,f=450,r=5.0) 

 
Δικόνα 4.62: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0 

 
Δικόνα 4.63: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0 
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CP_C
0
_Hybrid_2D_(2.0,-2.0,f=45

0
,r=5)

3,8% 6,6% 5,6% 6,3% 5,7%3,1% 5,4% 5,6% 7,6% 6,3%

72,0% 72,1%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.64: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CP C0_ περίπτωςθ (2.0,-2.0,f=450,r=8.0) 

 
Δικόνα 4.65: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0 
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Δικόνα 4.66: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0 

 

CP_C
0
_Hybrid_2D_(2.0,-2.0,f=45

0
,r=8)

4,6%
7,9% 8,9%

4,6% 6,3%
10,1% 10,3% 9,7%

59,0%

10,4%10,3%

57,9%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.67: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CP C2_ περίπτωςθ (2.0,-2.0,f=450,r=2.0) 

 
Δικόνα 4.68: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2 

 

 
Δικόνα 4.69: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2 
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CP_C
2
_Hybrid_2D_(2.0,-2.0,f=45

0
,r=2)

4,6% 3,9% 3,2% 2,9%

12,9%
4,2% 3,6% 3,6% 4,1%

71,7%

14,7%

70,7%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.70: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CP C2_ περίπτωςθ (2.0,-2.0,f=450,r=5.0) 

 
Δικόνα 4.71: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2 
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Δικόνα 4.72: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2 

 

 
Δικόνα 4.73: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CP_C
2
_Hybrid_2D_(2.0,-2.0,f=45

0
,r=5)

42,2%

7,8%
5,1% 4,1%

38,8%

14,4%
9,3%

5,1% 3,9%

28,5%

15,9%

24,9%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.74: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2
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CP C2_ περίπτωςθ (2.0,-2.0,f=450,r=8.0) 

 
Δικόνα 4.75: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Δικόνα 4.76: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2 

 

CP_C
2
_Hybrid_2D_(2.0,-2.0,f=45

0
,r=8)

59,3%

7,3% 4,9% 3,1%

53,2%

14,0%
7,1% 4,5% 4,2%

17,0%
11,9% 13,5%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.77: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2
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CP C4_ περίπτωςθ (2.0,-2.0,f=450,r=2.0) 

 
Δικόνα 4.78: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4 

 

CP_C
4
_Hybrid_2D_(2.0,-2.0,f=45

0
,r=2)

5,3% 3,6% 3,8% 3,3%5,5% 4,0% 3,2% 3,0%

69,8%

16,3%

67,8%

14,6%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.79: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CP C4_ περίπτωςθ (2.0,-2.0,f=450,r=5.0) 

 
Δικόνα 4.80: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4 

 
Δικόνα 4.81: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4 
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CP_C
4
_Hybrid_2D_(2.0,-2.0,f=45

0
,r=5)

17,0%

8,2%
4,9% 3,6%

38,5%

8,6%
5,3% 4,2%

28,8%

40,1%

26,2%

14,5%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.82: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CP C4_ περίπτωςθ (2.0,-2.0,f=450,r=8.0) 

 
Δικόνα 4.83: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4 
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Δικόνα 4.84: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4 

 

CP_C4_Hybrid_2D_(2.0,-2.0,f=450,r=8)

59,9%

7,0% 4,5% 2,4%

53,4%

14,5%
6,9% 4,2% 3,9%

17,2%
12,2% 13,9%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.85: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CP C6_ περίπτωςθ (2.0,-2.0,f=450,r=2.0) 

 
Δικόνα 4.86: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6 

 

CP_C6_Hybrid_2D_(2.0,-2.0,f=450,r=2)

32,6%

8,0% 6,3%
3,7% 3,1%

29,4%

10,0%
6,0% 4,5% 3,9%

46,3%46,3%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.87: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6
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CP C6_ περίπτωςθ (2.0,-2.0,f=450,r=5.0) 

 
Δικόνα 4.88: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Δικόνα 4.89: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6 

 

CP_C6_Hybrid_2D_(2.0,-2.0,f=450,r=5)

64,6%

9,2%
6,0% 3,2% 1,9%

56,9%

13,5%

4,9% 3,2% 3,8%

17,8%15,1%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.90: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6
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CP C6_ περίπτωςθ (2.0,-2.0,f=450,r=8.0) 

 
Δικόνα 4.91: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Δικόνα 4.92: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6 

 

CP_C
6
_Hybrid_2D_(2.0,-2.0,f=45

0
,r=8)

72,8%

8,0% 5,7% 2,3% 1,4%
9,7%

63,7%

13,3%

4,0% 2,9% 3,5%

12,6%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.93: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6
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CTPS C0_ περίπτωςθ (2.0,-2.0,f=450,r=2.0) 

 
Δικόνα 4.94: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CΤPS C0 
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CTPS_C0_Hybrid_2D_(2.0,-2.0,f=450,r=2)

2,6% 1,4% 1,5% 1,0%
11,9%

3,0% 1,8% 1,3% 1,2%

14,1%

79,5% 80,8%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.95: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CΤPS C0



________________________________________________Πνιπδώεο Κνπζθνπξήο__ 

 

ΠΟΛΤΣΕΥΝΕΙΟ ΚΡΗΣΗ΢ – ΣΜΗΜΑ ΜΗΥΑΝΙΚΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΗ΢ ΚΑΙ ΔΙΟΙΚΗ΢Η΢         - 85 - 

 
CTPS C0_ περίπτωςθ (2.0,-2.0,f=450,r=5.0) 

 
Δικόνα 4.96: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CΤPS C0 

 

CTPS_C0_Hybrid_2D_(2.0,-2.0,f=450,r=5)

8,2%
3,6% 2,7% 2,2% 2,2%6,2% 3,1% 3,2% 2,5% 2,8%

82,3%81,1%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.97: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CΤPS C0



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CTPS C0_ περίπτωςθ (2.0,-2.0,f=450,r=8.0) 

 
Δικόνα 4.98: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CΤPS C0 

 

CTPS_C
0
_Hybrid_2D_(2.0,-2.0,f=45

0
,r=8)

5,5% 4,6% 3,6% 3,8% 3,7%3,5% 4,1% 4,2% 4,2% 3,9%

78,8% 80,0%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

Δικόνα 4.99: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 
Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CΤPS C0 
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Radial Basis Function with global support 
Gaussian περίπτωςθ  (1.2,-1.7,f=150) 

 
Δικόνα 4.100: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ GS 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Δικόνα 4.101: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ GS 

 

GS_Hybrid_2D_(1.2,-1.7,f=15
0
)

59,7%

5,9% 3,3% 2,2%

54,4%

6,6%
3,9% 3,2%

18,5%
13,1% 15,8%13,4%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.102: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ GS
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Gaussian περίπτωςθ  (2.1,-0.5,f=450) 

 
Δικόνα 4.103: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ GS 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Δικόνα 4.104: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ GS 

 

GS_Hybrid_2D_(2.1,-0.5,f=450)

51,0%

5,9% 3,6% 3,1%

45,1%

14,3%

6,7% 4,7% 3,6%

25,6%

12,5%

23,9%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.105: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ GS
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Inverse Quadric περίπτωςθ (1.2,-1.7,f=150) 

 
Δικόνα 4.106: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IQΒ 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Δικόνα 4.107: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IQΒ 

 

IQB_Hybrid_2D_(1.2,-1.7,f=150)

5,9% 3,6% 2,0%
12,9%

5,1% 4,0% 3,5%

19,4%16,9%
10,5%

61,0%
55,1%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.108: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IQΒ
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Inverse Quadric περίπτωςθ (2.1,-0.5,f=450) 

 
Δικόνα 4.109: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IQΒ 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Δικόνα 4.110: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IQΒ 

 

IQB_Hybrid_2D_(2.1, -0.5,f=450)

61,6%

6,0% 3,3% 1,9%6,0% 3,2% 3,2%

19,6%16,8%
10,4% 13,1%

55,0%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.111: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IQΒ
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Inverse Multiquadric περίπτωςθ (1.2,-1.7,f=150,a=1) 

 
Δικόνα 4.112: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IMQΒ 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Δικόνα 4.113: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IMQΒ 

 

IMQB_Hybrid_2D_(1.2,-1.7,f=15
0
,a=1)

63,7%

7,7%
4,4% 2,8%

56,1%

13,7%
6,7% 5,0% 4,4%

14,1%11,0%10,4%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.114: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IMQΒ
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Inverse Multiquadric περίπτωςθ (2.1,-0.5,f=450,a=1) 

 
Δικόνα 4.115: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IMQΒ 
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Δικόνα 4.116: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IMQΒ 

 

IMQB_Hybrid_2D_(2.1,-0.5,f=45
0
,a=1)

64,9%

9,9%
6,6% 3,9% 1,9%

56,7%

14,1%

5,6% 4,3% 3,8%

15,4%12,9%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.117: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IMQΒ
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Multiquadric περίπτωςθ (1.2,-1.7,f=150,a=1) 

 
Δικόνα 4.118: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ MQΒ 
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Δικόνα 4.119: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ MQΒ 

 

MQB_Hybrid_2D_(1.2,-1.7,f=15
0
,a=1)

68,8%

7,7% 5,1% 2,6% 3,5%

59,2%

16,5%

7,2% 5,0% 4,0%
8,0%

12,3%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.120: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ MQΒ
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Multiquadric περίπτωςθ (2.1,-0.5 f=150,a=1) 

 
Δικόνα 4.121: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ MQΒ 
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Δικόνα 4.122: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ MQΒ 

 

MQB_Hybrid_2D_(2.1,-0.5,f=45
0
,a=1)

43,5%

6,7% 5,3%

18,8%

39,1%

15,4%
9,6%

6,7% 5,5%

23,7%

10,2%
15,4%

2.0-2.1 2.1-2.2 2.2-2.3 2.3-2.4 2.4-2.5 >2.5

With_Laplacian Without_Laplacian

 
Δικόνα 4.123: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ποιόηηηαρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ MQΒ 
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4.3      Υβριδικό πλζγμα (3D) 

 
Σο πλζγμα που χρθςιμοποιικθκε πρόκειται για ζνα μθ δομθμζνο πλζγμα  το 

οποίο αποτελείται από 28230 κόμβουσ ςτο ςφνολο και από 98844 τετράεδρα, 
17731 πριςματικά κελιά και 29 κελιά πριςματικϊν ςτοιχείων. Ο χρόνοσ περάτωςθσ 
τθσ κάκε περίπτωςθσ υπολογίςτθκε ςτα 18-20 min. Ο ςυντελεςτισ r ορίςτθκε να 
είναι ίςοσ με 1.0 . Σο πλζγμα που πρόκειται να επεξεργαςτεί ζχει τθν ακόλουκθ 
μορφι (Εικόνα 4.124). 
 

 
Δικόνα 4.124: Γπαθική παπάζηαζη ηος ςπό εξέηαζη πλέγμαηορ και αεποηομήρ 

 
 ΢τθ ςυνζχεια παρατικενται οι απεικονίςεισ των αποτελεςμάτων τθσ 
μεκοδολογίασ που εφαρμόςτθκε, για όλεσ τισ διαφορετικζσ ςυναρτιςεισ που 
δοκιμάςτθκαν για μεταφορά και περιςτροφι τθσ πτζρυγασ. Η αξιολόγθςθ είναι 
μόνο ποιοτικι διότι θ μετρικι ςυνάρτθςθ δεν μπορεί να εφαρμοςτεί για μθ 
τετραεδρικά ςτοιχεία. 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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Radial Basis Function with compact support  
 CP C0 (2.0,-1.5,-1.0) 

 
Δικόνα 4.125: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0 

 



________________________________________________Πνιπδώεο Κνπζθνπξήο__ 
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CP C0 (2.0,1.5,1.0,F=100,(X-Y)) 

 
Δικόνα 4.126: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0 (X-Y) 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 

   

   - 106 -    ΠΟΛΤΣΕΥΝΕΙΟ ΚΡΗΣΗ΢ – ΣΜΗΜΑ ΜΗΥΑΝΙΚΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΗ΢ ΚΑΙ ΔΙΟΙΚΗ΢Η΢          

 
CP C0 (2.0,1.5,1.0,F=100,(X-Z)) 

 
Δικόνα 4.127: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C0 (X-Z) 
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CP C2 (2.0,-1.5,-1.0) 

 
Δικόνα 4.128: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CP C2 (2.0,1.5,1.0,F=100,(X-Y)) 

 
Δικόνα 4.129: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2 (X-Y) 

 



________________________________________________Πνιπδώεο Κνπζθνπξήο__ 
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CP C2 (2.0,1.5,1.0,F=100,(X-Z)) 

 
Δικόνα 4.130: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C2 (X-Z) 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CP C4 (2.0,-1.5,-1.0)  

 
Δικόνα 4.131: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4 

 



________________________________________________Πνιπδώεο Κνπζθνπξήο__ 
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CP C4 (2.0,1.5,1.0,F=100,(X-Y)) 

 
Δικόνα 4.132: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4 (X-Y) 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CP C4 (2.0,1.5,1.0,F=100,(X-Z)) 

 
Δικόνα 4.133: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C4 (X-Z) 

 



________________________________________________Πνιπδώεο Κνπζθνπξήο__ 
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CP C6 (2.0,-1.5,-1.0) 

 
Δικόνα 4.134: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CP C6 (2.0,1.5,1.0,F=100,(X-Y)) 

 
Δικόνα 4.135: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6 (X-Y) 

 
 



________________________________________________Πνιπδώεο Κνπζθνπξήο__ 
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CP C6 (2.0,1.5,1.0,F=100,(X-Z)) 

 
Δικόνα 4.136: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CP C6 (X-Z) 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CTPS C0 (2.0,-1.5,-1.0) 

 
Δικόνα 4.137: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CΤPS C0 

 



________________________________________________Πνιπδώεο Κνπζθνπξήο__ 
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CTPS C0 (2.0,1.5,1.0,F=100,(X-Y)) 

 
Δικόνα 4.138: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CΤPS C0 (X-Y) 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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CTPS C0 (2.0,1.5,1.0,F=100,(X-Z)) 

 
Δικόνα 4.139: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ CΤPS C0 (X-Z) 

 



________________________________________________Πνιπδώεο Κνπζθνπξήο__ 
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Radial Basis Function with global support  
GAUSSIAN (2.0,-1.5,-1.0) 

 
Δικόνα 4.140: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ GS 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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GAUSSIAN (2.0,1.5,1.0,F=100,(X-Z)) 

 
Δικόνα 4.141: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ GS (X-Z) 

 



________________________________________________Πνιπδώεο Κνπζθνπξήο__ 
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INVERSE MULTIQUADRIC (2.0,1.5,1.0,const=0.1) 
 

 
Δικόνα 4.142: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IMQΒ 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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INVERSE_MULTIQUADRIC (2.0,1.5,1.0,const=0.1,F=100,(X-Y)) 

 
Δικόνα 4.143: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IΜQΒ (X-Y) 
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INVERSE_MULTIQUADRIC (2.0,1.5,1.0,const=0.1,F=100,(X-Z)) 

 
Δικόνα 4.144: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ IΜQΒ (X-Z) 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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MULTIQUADRIC (0.5,-0.5,0.2,const = 0.01) 

 
Δικόνα 4.145: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ ΜQΒ 
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MULTIQUADRIC (0.5,-0.5,0.2,const = 0.01,F=100,(X-Y)) 

 
Δικόνα 4.146: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ MQΒ (X-Y) 

 



__Μεζνδνινγίεο παξακόξθωζεο κε δνκεκέλωλ πβξηδηθώλ πιεγκάηωλ_________ 
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MULTIQUADRIC (0.5,-0.5,0.2,const = 0.01,F=100,(X-Z)) 

 
Δικόνα 4.147: Γπαθική παπάζηαζη ηηρ ζςμπεπιθοπάρ ηος πλέγμαηορ, με και σωπίρ σπήζη ηηρ 

Laplacian εξομάλςνζηρ ζηην πεπίπηωζη ηηρ ΜQΒ (X-Z) 
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Κευάλαιο 5: Ανακευαλαίωση και σσμπεράσματα 

5.1 Ανακεφαλαίωςη τησ εργαςίασ 

 
΢τθν παροφςα εργαςία αναπτφχκθκαν μεκοδολογίεσ παραμόρφωςθσ και 

τροποποίθςθσ μθ δομθμζνων υβριδικϊν υπολογιςτικϊν πλεγμάτων. Σο λογιςμικό 
που αναπτφχκθκε βαςίςτθκε ςτθ κεωρία των Radial Basis Functions με απϊτερο 
ςτόχο τθν αξιολόγθςθ τθσ καταλλθλότθτασ κάκε ςυνάρτθςθσ που εξετάςτθκε για 
τθν ομαλι παραμόρφωςθ του πλζγματοσ, μετά τθν μεταφορά και περιςτροφι τθσ 
αεροτομισ ι τθσ πτζρυγασ αντίςτοιχα. Η εφαρμογι τθσ διαδικαςίασ Laplacian 
εξομάλυνςθσ ςυνζβαλε κατά πολφ ςτθ βελτίωςθ τθσ ποιότθτασ του πλζγματοσ μετά 
τθ διαδικαςία τθσ παραμόρφωςθσ, ενϊ θ μετρικι ςυνάρτθςθ παρείχε μια 
ολοκλθρωμζνθ γραφικι κυρίωσ εικόνα τθσ όλθσ μεταβολισ τθσ ποιότθτασ του 
πλζγματοσ. Ο αλγόρικμοσ εφαρμόςτθκε ςε διαφορετικζσ περιπτϊςεισ γεωμετριϊν, 
παράγοντασ χωρικά πλζγματα ικανοποιθτικισ ποιότθτασ ςε μικρό χρονικό διάςτθμα 
για 2D γεωμετρίεσ, αλλά ςε αρκετά μεγάλο χρονικό διάςτθμα για 3D γεωμετρίεσ.  

 

5.2  Συμπεράςματα  
 

 Όςον αφορά το τριγωνικό πλζγμα και ςυγκεκριμζνα για τισ Radial Basis 
Function με Compact Support παρατθρείται ότι όςο ο ςυντελεςτισ "r" 
αυξάνεται τόςο βελτιϊνεται και θ ποιότθτα του πλζγματοσ, κακϊσ 
αποφεφγεται το ενδεχόμενο αναδίπλωςθσ του πλζγματοσ (και θ δθμιουργία 
κελιϊν με αρνθτικό όγκο). 

 Αυτό επιβεβαιϊνεται και από τα διαγράμματα που παρατίκενται, ενϊ με τθ 
χριςθ τθσ Laplacian εξομάλυνςθσ βελτιϊνεται θ ποιότθτα του πλζγματοσ (ςε 
μερικοφσ τφπουσ RBF ςυναρτιςεων περιςςότερο και ςε άλλουσ λιγότερο). 

 Πιό καλι ςυμπεριφορά διαπιςτϊνεται από τα γραφιματα για τισ Radial Basis 
Function με Global Support. Για τισ περιπτϊςεισ που δοκιμάςτθκαν με τον 
αλγόρικμο, παρατθρείται μια ςυμπεριφορά ομαλισ μετακίνθςθσ του 
πλζγματοσ μαηί με τθν μετακίνθςθ τθσ αεροτομισ, επιβεβαιϊνοντασ επίςθσ 
τθ βελτίωςθσ τθσ ποιότθτασ με τθν εφαρμογι τθσ Laplacian εξομάλυνςθσ. 

 Για το υβριδικό διδιάςτατο πλζγμα παρατθρείται θ ίδια τάςθ με τθν 
περίπτωςθ των τριγωνικϊν ςτοιχείων. Ότι δθλαδι για μικρζσ τιμζσ του 
ςυντελεςτι "r" θ ποιότθτα του πλζγματοσ παρεκκλίνει των επικυμθτϊν 
αποτελεςμάτων, όπωσ επιβεβαιϊνεται και από τισ κακζσ τιμζσ τθσ μετρικισ 
ςυνάρτθςθσ που προκφπτουν πριν και μετά τθν εφαρμογι τθσ Laplacian 
εξομάλυνςθσ. 

 Όςον αφορά τισ περιπτϊςεισ των ςυναρτιςεων των Radial Basis Function με 
Global Support, θ κατάςταςθ είναι λίγο διαφορετικι. Για τισ περιπτϊςεισ 
που δοκιμάςτθκαν παρατθρείται ότι ςτθν περίπτωςθ τθσ Gaussian RBF 
εμφανίηεται μια οριακι κατάςταςθ του πλζγματοσ, το οποίο ςε μερικζσ 
περιπτϊςεισ αναδιπλϊνεται, γεγονόσ που είναι μθ αποδεκτό (αρνθτικοί 
όγκοι). Αντικζτωσ ςτθν περίπτωςθ τθσ Inverse Multiquadric τα γραφιματα 
είναι ικανοποιθτικά. Οι γραφικζσ παραςτάςεισ τθσ Inverse Multiquadric 
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χαρακτθρίηονται από τοπικζσ αλλά ικανοποιθτικζσ παραμορφϊςεισ 
πλζγματοσ, χωρίσ αναδιπλϊςεισ, ενϊ οι αντίςτοιχεσ τθσ Multiquadric, 
αποτελοφν ίςωσ τθν καλφτερθ επιλογι, όπωσ μαρτυροφν τόςο τα 
γραφιματα των πλεγμάτων όςο και τα γραφιματα των μετρικϊν 
ςυναρτιςεων. Αυτό αναφζρεται επίςθσ και ςτθ βιβλιογραφία *55]. 

 Η κατάςταςθ περιπλζκεται ςτισ περιπτϊςεισ του υβριδικοφ τριδιάςτατου 
πλζγματοσ. Σο πλικοσ διαφορετικϊν τφπων κελιϊν ζχει ωσ αποτζλεςμα τθν 
κάκε φορά διαφορετικι ςυμπεριφορά του πλζγματοσ. ΢τισ περιπτϊςεισ των 
Radial Basis Function με Compact Support και ςυγκεκριμζνα ςτθν περίπτωςθ 
τθσ CP C0 παρατθρείται μια ομαλι παραμόρφωςθ τόςο γραμμικι όςο και 
περιςτροφικι του πλζγματοσ και τθσ γεωμετρίασ. Η ίδια ςυμπεριφορά 
ςυνεχίηεται και για τισ περιπτϊςεισ CP C2 και CP C4. Αντικζτωσ ςτθν 
περίπτωςθ τθσ CP C6 παρατθρείται μια διαφορετικι ςυμπεριφορά λιγότερο 
ομαλι, θ οποία ομαλοποιείται ςε κάποιο βακμό ςτθν περίπτωςθ τθσ CTPS 
C0. 

 Όςον αφορά τισ περιπτϊςεισ των ςυναρτιςεων των Radial Basis Function με 
Global Support, θ ςυμπεριφορά είναι διαφορετικι ςε κάκε περίπτωςθ. 
Αξιοςθμείωτθ είναι θ ςυμπεριφορά του πλζγματοσ ςτθν περίπτωςθ τθσ 
Gaussian.  

 Παρατθρϊντασ τα διαγράμματα που προζκυψαν από τθ μετρικι ςυνάρτθςθ, 
διαπιςτϊνεται ότι όταν οι τιμζσ κυμαίνονται (για 2D) κυρίωσ μεταξφ του 2.1 
μζχρι και του 2.4 τότε θ γραφικι αποτφπωςθ του πλζγματοσ κρίνεται 
ικανοποιθτικι, ενϊ όταν οι τιμζσ κυμαίνονται πάνω από το 2.5, τότε ςτισ 
περιςςότερεσ των περιπτϊςεων θ ςυμπεριφορά του πλζγματοσ δεν είναι 
αποδεκτι, κακϊσ το πλζγμα ςυνικωσ αναδιπλϊνεται (αρνθτικοί όγκοι). 

 Πρζπει να ςθμειωκεί πωσ, λόγω τθσ ιδιαιτερότθτασ τθσ κάκε ςυνάρτθςθσ, 
υπιρξαν περιπτϊςεισ κατά τισ οποίεσ το πλζγμα για ςυγκεκριμζνεσ 
μετατοπίςεισ ι υπό οριςμζνο εφροσ περιςτροφισ, το πλζγμα και θ 
γεωμετρία δεν μποροφςε να ςχθματιςτεί κακϊσ ζβγαινε εκτόσ ορίων. 

 Επιπλζον πρζπει να ςθμειωκεί πωσ ο ςυντελεςτισ "a" ςτθν Gaussian, Inverse 
Multiquadric και Multiquadric, αποδίδει και ξεχωριςτζσ κάκε φορά 
ςυμπεριφορζσ πλζγματοσ και γεωμετρίασ. 

Αυτό που πρζπει να λθφκεί υπόψιν είναι πωσ ςτισ περιπτϊςεισ τισ οποίεσ θ 
παραμόρφωςθ δεν είναι αποδεκτι, κακϊσ είτε το πλζγμα διπλϊνει, είτε βγαίνει 
εκτόσ ορίων, δε ςθμαίνει απαραιτιτωσ πωσ υπάρχει κάποιο λάκοσ. Απλά θ κάκε 
ςυνάρτθςθ ζχει και τθ δικι τθσ μοναδικι ςυμπεριφορά, θ οποία ςε οριςμζνεσ 
ςυνκικεσ και με τισ ςυγκεκριμζνεσ παραμζτρουσ απλά δεν ανταποκρίνεται ςτισ 
προςδοκίεσ μασ. 
 

5.3 Προτάςεισ 

 
Σο επιςτθμονικό πεδίο που εξετάςτθκε ζχει αναμφίβολα μεγάλο περικϊριο 

για περαιτζρω ζρευνα και βελτίωςθ των ζωσ τϊρα αποτελεςμάτων. Η μεκοδολογία 
που αναπτφχκθκε ςτθν παροφςα εργαςία ζχει αντίςτοιχα περικϊρια βελτίωςθσ και 
εξζλιξθσ. ΢υνοπτικά προτείνονται τα ακόλουκα κζματα μελζτθσ: 
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 Η εφαρμογι τθσ Laplacian εξομάλυνςθσ και τθσ μετρικισ ςυνάρτθςθσ για 
κάκε είδοσ ςτοιχείου ςτο τριδιάςτατο πλζγμα κα μποροφςε να αποτελζςει 
πικανό επόμενο βιμα. 

 Η δοκιμι και άλλων ςυναρτιςεων πζρα από αυτζσ που δοκιμάςτθκαν. 

 Πολφ ςθμαντικόσ ςτόχοσ είναι θ προςπάκεια μείωςθσ του υπολογιςτικοφ 
κόςτουσ τθσ διαδικαςίασ, είτε με εφαρμογι παράλλθλθσ επεξεργαςίασ είτε 
με εφαρμογι πιο γριγορων μεκόδων επίλυςθσ, είτε με εφαρμογι ζξυπνων 
τρόπων μείωςθσ του μεγζκουσ του ςυςτιματοσ (δθλαδι να μθν 
χρθςιμοποιοφνται όλοι οι κόμβοι για τον ςχθματιςμό του γραμμικοφ 
ςυςτιματοσ). Η επίλυςθ του ςυςτιματοσ είναι με διαφορά θ πιο χρονοβόρα 
διαδικαςία του αλγορίκμου και θ μείωςθ του ςυγκεκριμζνου χρόνου κα 
καταςτιςει τθ μζκοδο πρακτικά εφαρμόςιμθ για μεγάλα υβριδικά μθ 
δομθμζνα τριδιάςτατα πλζγματα. 
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