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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Η διατριβή αναφέρεται στα µιγαδικά δυναµικά συστήµατα και έχει ως κύριο αντικείµενο την ε-

πίλυση των ακόλουθων προβληµάτων:  

α) τον υπολογισµό της απόστασης ελκυστή από τo σύνολο Julia  του πολυωνυµικού δυναµικού 

συστήµατος και β) τον υπολογισµό του κέντρου βάρους των συνόλων Julia.  

Για την επίλυση των δυο αυτών προβληµάτων εισάγονται αντίστοιχα δύο νέες ερευνητικές προ-

σεγγίσεις-εργαλεία, η θεωρία των µοναδιαίων τοµών καθώς και τα πολυωνυµικά νέφη σηµείων. 

 Μέσω αυτών κατασκευάζονται κατάλληλες ακολουθίες συνόλων οι οποίες προσεγγίζουν  είτε το 

σύνολο Julia είτε κάποια συνεκτική συνιστώσα του συνόλου ευστάθειας.    

 

 

ABSTRACT 

This thesis refers to complex dynamical systems and has as its main object the solution of the fol-

lowing problems: 

a) the explicit computation of the distance of the attractor from Julia set of a polynomial dy-

namical system 

b) the explicit computation of the weight center of the Julia sets. 

The solution of the problems is achieved by introducing two novel theoretical tools, one is the 

so called unital cut and the other the so called polynomial point clouds.   

Utilizing both these tools appropriate sequences of sets are constructed which are shown to con-

verge either to the Julia set or to some connected components of the stability set. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
5 

ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

Α. Ερευνητικοί στόχοι της διατριβής 

Η διδακτορική διατριβή αναφέρεται στην περιοχή των Μιγαδικών ∆υναµικών Συστηµά-

των ή της Μιγαδικής ∆υναµικής.Tο πρωτογενές ερευνητικό ενδιαφέρον επικεντρώνεται στην α-

νάπτυξη Αναλυτικών και Υπολογιστικών µεθόδων για την επίλυση των παρακάτω προβληµά-

των: 

 Πρόβληµα 1:Υπολογισµός της απόστασης ελκυστή από τo σύνολο αστάθειας (ή σύνολο Julia) του 

δυναµικού συστήµατος.  

 Πρόβληµα 2: Υπολογισµός του κέντρου βάρους των συνόλων αστάθειας των Μιγαδικών ∆υναµι-

κών Συστηµάτων που παράγονται από µιγαδικά πολυώνυµα.  

Η ανάπτυξη της σχετικής µεθοδολογίας  έγινε από  µηδενική βάση διότι:   

1. Oι υπάρχουσες µέθοδοι του ∆ιαφορικού Λογισµού και της Υπολογιστικής Ανάλυσης, δεν 

µπορούν να εφαρµοστούν άµεσα σε µορφοκλασµατικούς γεωµετρικούς σχηµατισµούς, όπως 

είναι στη γενικότητά τους τα σύνολα Julia.  

2. Η υπάρχουσα µαθηµατική πληροφορία στην περιοχή των Μιγαδικών ∆υναµικών  Συστηµά-

των όσο και η  τρέχουσα ερευνητική τάση διεθνώς , κατευθύνεται  κυρίως σε ζητήµατα  µεί-

ζονος τοπολογικού ενδιαφέροντος. Για παράδειγµα η προσβασιµότητα του συνόλου αστάθει-

ας από την περιοχή του απείρου, η τοπολογική του υφή, η διασπασιµότητα του και άλλα. 

3. Επίσης, αν και υπάρχει σηµαντική πληροφορία για την τοπική συµπεριφορά του δυναµικού 

συστήµατος  σε  περιοχές σταθερών σηµείων,  η υπολογιστική της αξιοποίηση   παρουσιάζει 

δυσχέρειες, δεδοµένου ότι οι περιοχές αυτές παραµένουν γεωµετρικά ακαθόριστες.    

Η µεθοδολογία επίλυσης των παραπάνω προβληµάτων βασίστηκε σε δύο νέες έννοιες-

θεωρήσεις στη Μιγαδική ∆υναµική βάσει των οποίων κατασκευάζονται κατάλληλες ακολουθίες 

συνόλων οι οποίες προσεγγίζουν απεριόριστα, είτε κάποια συνεκτική συνιστώσα του συνόλου 

Ευστάθειας είτε το σύνολο Αστάθειας του δυναµικού συστήµατος. Η πρώτη  φέρει το όνοµα 

Θεωρία Μοναδιαίων Τοµών, για το 1
ο
 πρόβληµα και η δεύτερη Πολυωνυµικά νέφη σηµείων, για 

το 2ο πρόβληµα.    

Παρά το γεγονός ότι η  κατασκευή αυτών των εννοιών  έγινε µε αποκλειστικό γνώµονα 

την  επάρκειά τους  στην  αντιµετώπιση και επίλυση των παραπάνω  προβληµάτων,  η χρησιµό-

τητά τους φαίνεται να µην περιορίζεται στα στενά όρια αυτών, αλλά να επεκτείνεται και σε ζη-

τήµατα γενικότερου  ενδιαφέροντος στην περιοχή της Μιγαδικής ∆υναµικής. Για παράδειγµα η 

Θεωρία των Μοναδιαίων Τοµών αποτελεί ένα εργαλείο για τη διερεύνηση της Ελκτικής περιοχής  

ενός ελκυστή (βλ. Κεφάλαιο 3) αλλά και γενικότερα για τον προσδιορισµό του συνόλου Ευστά-

θειας του ∆υναµικού συστήµατος(βλ. Κεφάλαιο 5) 

Β. Συνοπτική παρουσίαση  της διατριβής ανά κεφάλαιο  

Η διδακτορική διατριβή αναπτύσσεται στα Κεφάλαια 2
ο
  έως  7

ο
 . Ειδικότερα  

Στο 1
ο
 κεφάλαιο µε τίτλο Βασικές έννοιες aπό τη Μιγαδική ∆υναµική δίνονται συνο-

πτικά τα απολύτως απαραίτητα στοιχεία της Μιγαδικής ∆υναµικής τα οποία χρησιµοποιούνται  

άµεσα ή έµµεσα στην εργασία. 

Στο 2ο  κεφάλαιο µε τίτλο Η Θεωρία των Μοναδιαίων Τοµών  εισάγεται η έννοια της  δυναµι-

κής αλληλεπίδρασης  η οποία αποτελεί την κεντρική έννοια πάνω στην οποία δοµείται η θεωρία 

αυτή. Ειδικότερα ενδιαφέρει, η αλληλεπίδραση που αναπτύσσεται µεταξύ ενός σταθερού σηµεί-

ου kz  και των υπολοίπων σηµείων z του δυναµικού συστήµατος. Η δυναµική αλληλεπίδραση,  η 

οποία µπορεί να είναι ελκτική, απωθητική ή ουδέτερη, εκφράζεται µέσω µιας ακολουθίας µιγαδι-
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κών συναρτήσεων  ( )
Nnzf k
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



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k
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k

k

k

k

on

zf

zzzf

zz
zz

zzf

zD
k

on

,)(

,
)(

)(
,

.  Ειδικότερα,  αν 

1)(
,

<zD
k

on zf
 τότε το σηµείο z  δέχεται  έλξη από το kz   σσττηηνν  n --εεππααννάάλληηψψηη,  αανν 1)(

,
>zD

k
on zf

 

δέχεται απώθηση κκααιι  αανν  1)(
,

=zD
k

on zf
 δέχεται ουδέτερη δράση .  

Ως µοναδιαία τοµή 
k

on zf
B

,
 −n τάξης του Μιγαδικού ∆υναµικού Συστήµατος στο σταθερό του 

σηµείο kz , ορίζεται ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων  z του επιπέδου τα οποία δέχονται  έλξη 

στην  −n επανάληψη, δηλαδή είναι το σύνολο { }1)(/
,,

</∈= zDCzB
k

on
k

on zfzf
,  ⋯,2,1=n  Ιδιαί-

τερη σηµασία για τη Μιγαδική ∆υναµική, έχει κύρια µοναδιαία τοµή
k

n ,zf
B ο

⌢
 του fk Xz ∈ , η ο-

ποία ορίζεται ως η συνεκτική συνιστώσα  
k

on
k

n zf,zf
BB

,
⊆ο

⌢
 στην οποία το kz  ανήκει στην κλειστή 

της θήκη. Από την µελέτη και  διερεύνηση των γεωµετρικών και  δυναµικών χαρακτηριστικών 

των συνόλων 
k

n zf
B

,ο και 
k

n ,zf
B ο

⌢
 µπορεί να ληφθεί µετρήσιµη πληροφορία για την κατάσταση του 

∆υναµικού Συστήµατος κοντά στο σταθερό σηµείο kz .Τα σύνολα 
k

n zf
B

,ο και 
k

n ,zf
B ο

⌢
 µπορούν να 

απεικονιστούν γραφικά µε την βοήθεια πακέτων µαθηµατικού λογισµικού ( ΜΑPLE, MATLAB  

κλπ) . Εφαρµογές της θεωρίας αυτής δίνονται στο 3
ο
 και 5

ο
  Κεφάλαιο . 

Στο 3ο κεφάλαιο µε τίτλο η Γεωµετρία της Έλξης γίνεται   εφαρµογή της παραπάνω θεωρί-

ας στην  ελκτική περιοχή ενός ελκυστή, µέσω της οποίας αναδεικνύονται δύο χαρακτηριστικές 

ακολουθίες κυκλικών περιοχών αυτής. Ειδικότερα: 

1. Αποδεικνύεται ότι στο εσωτερικό της ελκτικής περιοχή 
kzW ενός ελκυστή kz

 
υπάρχει µια 

ακολουθία οµόκεντρων κυκλικών περιοχών ⋯,2,1, =⊂ nW
kznS  µε κέντρο τον ελκυστή, οι 

οποίες ονοµάζονται πυρήνες έλξης και στις οποίες  οι τροχιές των σηµείων τους παρουσιά-

ζουν σπειροειδή ευταξία
1
 συγκεκριµένης τάξης. Κάθε πυρήνας ⋯,2,1, =nnS χαρακτηρίζεται 

από την ακτίνα του ⋯,2,1, =nrn  και από τον φυσικό αριθµό n , ο οποίος δηλώνει την τάξη 

του. Οι ακτίνες ⋯,2,1, =nrn  των πυρήνων έλξης είναι υπολογιστικά προσδιορίσιµοι και α-

ναπτύσσεται µέθοδος για τον υπολογισµό τους. Σε πρακτικό επίπεδο αυτό σηµαίνει ότι µπο-

ρούµε  να προσδιοριστεί   µια τουλάχιστον κυκλική περιοχή µε κέντρο τον ελκυστή, η οποία 

να περιέχεται µε απόλυτη βεβαιότητα στην ελκτική περιοχή του.  

2. Αποδεικνύεται ότι η απόσταση του ελκυστή kz  από το σύνολο αστάθειας fJ  είναι  το όριο 

της ακολουθίας των ακτίνων ⋯,2,1, =nrn   των πυρήνων έλξης, δηλαδή 

),(lim fkn
n

Jzdistr =
∞→

. Το αποτέλεσµα αυτό αξιοποιείται για τον υπολογισµό της απόστασης 

του ελκυστή από το σύνολο αστάθειας. 

3. Προσδιορίζεται µια ακολουθία κυκλικών περιοχών ⋯,2,1,* =nnS  µε κέντρο τον ελκυστή, η 

οποία λέγεται ακολουθία των περιοχών διασποράς του ελκυστή, όπου στο εσωτερικό κάθε 

                                                 

1
 Ο όρος αποσαφηνίζεται  στη σελ. 53  
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µιας περιέχεται ολόκληρη η ελκτική περιοχή του δηλαδή  ⋯,2,1,* =⊂ nW nzk
S  ενώ εκτός αυ-

της,  ο ελκυστής παραµένει ανενεργός. 

4. Αποδεικνύεται ότι η ένωση των άπειρων προεικόνων κάθε πυρήνα έλξης ⋯,2,1, =nnS  παρά-

γει ολόκληρη την ελκτική περιοχή του ελκυστή, δηλαδή  ( ),
0

∪
∞

=

−=
j

n
oj

z fW
k

S Nn /∈∀

 

 

5. Ορίζεται η έννοια της Ευτακτικής Έλξης. 

Στο 4ο κεφάλαιο µε τίτλο Βελτιστοποίηση επί  Πολυωνυµικών Τοµών  αναπτύσσεται αυτο-

δύναµα µέθοδος για τον υπολογισµό της ελάχιστης και µέγιστης απόστασης ενός σηµείου του 

µιγαδικού επιπέδου από καµπύλες της µορφής riyxf =+ )(  µε 0>r ,   όπου )(zf µιγαδικό πο-

λυώνυµο. Οι καµπύλες αυτές, οι οποίες γενικά έχουν εκτενή και πολύπλοκη έκφραση σε καρτε-

σιανές συντεταγµένες, ονοµάζονται ‘πολυωνυµικές τοµές’.  

.Παράδειγµα πολυωνυµικής τοµής είναι η καµπύλη µε εξίσωση: ……………………… 

2644264 22482362544268 =++−+−++++ yxxyyyxyxxyxyxx  , η οποία προέρχεται από 

το µιγαδικό πολυώνυµο zzzf += 4)(  µε 2=r . Το έναυσµα για την έρευνα και  την λύση του 

ζητήµατος, αποτέλεσε  η ανάγκη υπολογισµού των όρων της ακολουθίας των ακτίνων 

⋯,2,1, =nrn  
των πυρήνων έλξης στο 3

ο
 Κεφάλαιο το όριο των οποίων, όπως αναφέρθηκε, δίνει 

την απόσταση του ελκυστή από το σύνολο αστάθειας. 

Στο 5ο κεφάλαιο µε τίτλο  Μοναδιαίες Τοµές και Ευστάθεια αποδεικνύεται ότι, όλα τα 

είδη των Ευσταθών περιοχών (ελκτικές, τύπου Siegel και παραβολικού τύπου), αν και αναπτύσ-

σουν διαφορετική δυναµική,  παράγονται µε τον ίδιο τρόπο από την συνάρτηση f  του δυναµι-

κού συστήµατος. Ακριβέστερα αποδεικνύεται ότι, ο συνολοθεωρητικός τελεστής ∩∪
∞

=

∞

=

−=
0m mn

onfL   

παράγει όλα τα είδη των ευσταθών περιοχών ενός δυναµικού µιγαδικού συστήµατος όταν δρα 

στις κύριες µοναδιαίες τοµές του. Η αξία αυτού του αποτελέσµατος εντοπίζεται στην πληροφορία 

ότι, όλα τα διαφορετικά είδη των περιοχών ευστάθειας µπορούν να περιγραφούν µε ενιαίο µαθη-

µατικό συµβολισµό, µέσω του τελεστή L . 

Στο 6ο κεφάλαιο µε τίτλο Υποβιβασιµότητα Πολυωνύµου εισάγεται και επιλύεται το 

πρόβληµα της υποβιβασιµότητας  του πολυωνύµου που παράγει ένα Μιγαδικό ∆υναµικό Σύστη-

µα, δηλαδή το ζήτηµα της υποκατάστασής του από κάποιο άλλο πολυώνυµο, µικρότερου βαθ-

µού, το οποίο παράγει τα ίδια δυναµικά αποτελέσµατα. Είναι γνωστό από την θεωρία της Μιγα-

δικής ∆υναµικής ότι τα σύνολα αστάθειας των (διαφορετικών) πολυωνύµων f   και onf  ταυτί-

ζονται για κάθε Nn /∈ , δηλαδή )()( onfJfJ = .Το ερώτηµα το οποίο τίθεται και απαντάται στο 

κεφάλαιο αυτό είναι: 

Το πρόβληµα υποβιβασµού: ∆οθέντος πολυωνύµου g , να βρεθεί, αν υπάρχει πολυώνυ-

µο f   µικρότερου βαθµού, )deg()deg( gf <    τέτοιο ώστε, τα αντίστοιχα σύνολα αστάθειάς τους 

)()( gJfJ =  να συµπίπτουν. 

Το πρόβληµα της υποβιβασιµότητας, πέρα από το θεωρητικό ενδιαφέρον που παρουσιάζει, 

σχετίζεται άµεσα µε τα δύο κεντρικά προβλήµατα 1
ο
 και 2

ο
 που τέθηκαν αρχικά και που πραγµα-

τεύεται η διατριβή. Πράγµατι, ο υποβιβασµός του αρχικού πολυωνύµου  σε κάποιο άλλο µικρό-

τερου βαθµού (εφόσον είναι εφικτός), θα έχει ως συνέπεια  να µειωθεί σηµαντικά ο  υπολογιστι-

κός φόρτος πού απαιτείται για την επίλυση των δύο αυτών προβληµάτων.  
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Στο 7ο κεφάλαιο µε τίτλο Πολυωνυµικά Νέφη & Εφαρµογές  εισάγεται η έννοια του νέφους 

σηµείων, τα οποία γενικά είναι ακολουθίες υποσυνόλων του µιγαδικού επιπέδου  ( )
Nnn /∈Φ=Φ  

και των οποίων οι όροι Cn /⊂Φ έχουν πεπερασµένο πληθάριθµο, δηλαδή  Nncard n /∈∞<Φ ,)( . 

Ιδιαίτερο  ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα νέφη τα οποία παράγονται από την ακολουθία 0}{ ≥n
onf  

µιας πολυωνυµικής συνάρτησης f  (πχ ως ρίζες, ως σταθερά σηµεία ως κρίσιµα σηµεία και άλλα, 

κάθε όρου της onf ) τα οποία ονοµάζονται πολυωνυµικά νέφη σηµείων.  Ένα σηµαντικό πολυω-

νυµικό νέφος είναι το νέφος των περιοδικών κύκλων ( )
NnnXX /∈=  µε 

{ }NnzzfCzXX on

fn on /∈=/∈=≡ ,)(/
 
το οποίο εκ κατασκευής προσεγγίζει το σύνολο Julia 

του δυναµικού συστήµατος. Τα κυριότερα αποτελέσµατα αυτής της προσέγγισης είναι: 

1. Ο υπολογισµός του κέντρου βάρους )( fJM του συνόλου αστάθειας που δυναµικού συστή-

µατος που παράγεται από πολυώνυµο 01

1
1)( azazazazf m

m
m

m +++= −
− ⋯ και το οποίο απο-

δεικνύεται ότι είναι 
m

m

a

a

m
JM f

11
)( −−=

 

.∆ηλαδή το κέντρο βάρους διαµορφώνεται αποκλει-

στικά από το λόγο των δυο  µεγιστοβάθµιων συντελεστών και τον βαθµό του πολυωνύµου. 

Άµεση συνέπεια αυτού του αποτελέσµατος είναι ότι στα πολυώνυµα µεγάλου βαθµού  (δη-

λαδή µε βαθµό ∞→m ) το κέντρο βάρους του συνόλου αστάθειας τους, τείνει στην αρχή 

των αξόνων. 

2. Αποδεικνύεται ότι µέσω του συντελεστή ma  του µεγιστοβάθµιου όρου του πολυωνύµου  

01

1
1)( azazazazf m

m
m

m +++= −
− ⋯  το δυναµικό σύστηµα ορίζει ένα µέγιστο για την από-

σταση του ελκυστή από το σύνολο Julia. Ειδικότερα, η  απόσταση ενός ελκυστή ή ενός ση-

µείου Siegel 0z
 

από το σύνολο αστάθειας fJ  ενός µιγαδικού πολυωνύµου 

01

1
1)( azazazazf m

m
m

m +++= −
− ⋯ , δεν µπορεί να υπερβεί την ποσότητα

1

1

−m
ma

. δηλαδή 

1

1
),( 0

−
≤

m
m

f
a

Jzdist .  

3. Τέλος, κατασκευάζονται  ακολουθίες θετικών πραγµατικών αριθµών οι οποίες συγκλίνουν 

αντίστοιχα  προς το µέγιστο και το ελάχιστο µέτρο των ριζών πολυωνύµου, χωρίς να επιλυθεί 

το πολυώνυµο. Οι κατασκευές αυτές βασίζονται στους τύπους Vietta-Newton.  

Γ. Νέες έννοιες  της ∆ιδακτορικής ∆ιατριβής 

Οι λέξεις κλειδιά  της διατριβής, οι οποίες  εισάγουν  νέες έννοιες στη Μιγαδική ∆υναµική είναι: 

Σχετική τροχιά, δυναµική αλληλεπίδραση, µοναδιαία τοµή µιγαδικού δυναµικού συστήµατος, πο-

λυωνυµική τοµή, πυρήνας έλξης ελκυστή,  περιοχή διασποράς ελκυστή,  ευτακτική έλξη, προβολικό 

σύνολο σηµείου σε πολυωνυµική τοµή, τελεστής ευστάθειας, υποβιβασιµότητα πολυωνύµου, πολυ-

ωνυµικό νέφος, µέση ακτίνα αστάθειας. 

∆. Γραφικά της διατριβής -λογισµικό 

Για την γραφική απεικόνιση-σχεδίαση των επιφανειών µέτρου , των µοναδιαίων τοµών και των 

πολυωνυµικών νεφών χρησιµοποιήθηκε το λογισµικό  ΜAPLE 9,  ενώ για την  απεικόνιση των 

συνόλων Julia χρησιµοποιήθηκε το λογισµικό XaoS 3.1 . Τα υπόλοιπα σχήµατα και  διαγράµµα-

τα, ποιοτικού χαρακτήρα, έγιναν µε τo MS Word . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

 ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ ΑΠΟ ΤΗΝ ΜΙΓΑ∆ΙΚΗ ∆ΥΝΑΜΙΚΗ 

1.1 ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΙ 

Έστω µιγαδική αναλυτική συνάρτηση f .  Συµβολίζουµε ως:  

1.  })(/{X zzfCzf =/∈= , το σύνολο των σταθερών σηµε ίων  (fixed points) της f . 

2. }0)(/{ =′/∈=Ω zfCzf ,  το σύνολο των κρίσιµων σηµείων (critical points) του f .  

3. }0)(/{R =/∈= zfCzf , τις  ρίζες του πολυωνύµου f . 

4. ,...}2,1,)(/{)( =∈/∈=− nAzfCzAf onon , την   n-τάξης  προεικόνα  ενός συνόλου 

CA /⊂ .  

5. ,...}2,1,)(/{)( ==/∈=− nzzfCzzf k
on

k
on , την  n-τάξης  προεικόνα  του σταθερού ση-

µείου  kz .     

6. })(lim/{, k
on

n
zf zzfCzW

k
=/∈=

∞→
, την ελκτική περιοχή (basin of attraction) του ελκυστή kz . 

7. ),( 0 rzD . τον  ανοικτό κυκλικό δίσκο κέντρου 0z  και ακτίνας r  δηλαδή 

}/{),( 00 rzzCzrz <−/∈=D . 

8. )(Xcard , τον πληθάριθµο  του συνόλου X . 

9. fJ , το σύνολο Αστάθειας του Μιγαδικού ∆υναµικού Συστήµατος ή σύνολο Julia. 

10. fF  , το σύνολο Ευστάθειας του Μιγαδικού ∆υναµικού Συστήµατος σύνολο Fatou. 

11. fK  , την πλήρωση του συνόλου Αστάθειας  filled in Julia set. 

1.2  ΕΙΣΑΓΩΓΗ ΣΤΗ ΜΙΓΑ∆ΙΚΗ ∆ΥΝΑΜΙΚΗ 

1.2.1. Εισαγωγικά και γενικοί ορισµοί  από την Μιγαδική Ανάλυση 

Στο  κεφάλαιο αυτό  γίνεται µια συνοπτική παρουσίαση των απολύτως αναγκαίων εννοιών, ορι-

σµών και θεωρηµάτων της Μιγαδικής ∆υναµικής, χωρίς αποδείξεις, τα οποία είτε χρησιµοποιού-

νται στην ανάπτυξη της διατριβής είτε η αναφορά σε αυτά κρίνεται απαραίτητη για την  εννοιο-

λογική συνοχή της παρουσίασης. Η εργασία αναφέρεται αποκλειστικά σε αναλυτικές συναρτή-

σεις και ειδικότερα σε πολυωνυµικές συναρτήσεις. Υπενθυµίζονται οι ακόλουθοι ορισµοί: 

Μια συνάρτηση CCf /→/:  µιγαδικής µεταβλητής λέγεται αναλυτική ή ολόµορφη σε ένα ανοικτό 

σύνολο CA /⊂  αν είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο του συνόλου A . Αν επί πλέον  

είναι και 1-1  (ή ισοδύναµα Azzf ∈∀≠′ ,0)(  ), η συνάρτηση ονοµάζεται σύµµορφη.  

Έστω  µια ακολουθία Nnnf /∈}{  µιγαδικών συναρτήσεων µιας µεταβλητής η οποία ορίζεται σε ένα 

σύνολο CH /⊂ . Η ακολουθία Nnnf /∈}{  συγκλίνει οµοιόµορφα στο CH /⊂  εάν 

εεεε <−⇒∈∀>∀/∈∃>∀ )()(),(,,)(,0 zfzfHzNnmNN nm  .  
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Η ακολουθία Nnnf /∈}{  συγκλίνει  τοπικά οµοιόµορφα στο CH /⊂  εάν  για κάθε Hz∈  υπάρχει 

περιοχή HzU ⊂)( στην οποία ο περιορισµός της  ακολουθίας NnzUnf /∈}{ )(  συγκλίνει οµοιόµορ-

φα ,  δηλαδή η σύγκλιση της Nnnf /∈}{  είναι οµοιόµορφη επί των συµπαγών υποσυνόλων του H . 

Μια οικογένεια ℘~  µιγαδικών συναρτήσεων λέγεται  κανονική οικογένεια στο σύνολο CH /⊂  αν 

κάθε ακολουθία συναρτήσεων της ℘~  περιέχει µια υπακολουθία η οποία συγκλίνει τοπικά οµοιό-

µορφα στο H .  

Λέξεις κλειδιά Οι λέξεις κλειδιά της Μιγαδικής ∆υναµικής, µε την αγγλική ορολογία τους,  που 

χρησιµοποιούνται στην διατριβή είναι: ελκυστής(attractor), υπέρ-ελκυστής (super attractor),  

σταθερό σηµείο τύπου Siegel( Siegel fixed point), σταθερό σηµείο τύπου Cremer (Cremer fixed 

point), απωθητικό σταθερό σηµείο(repelling fixed point), παραβολικό σταθερό σηµείο(parabolic 

fixed point), σύνολο αστάθειας δυναµικού συστήµατος(unstable set ή Julia set), σύνολο Ευστάθει-

ας δυναµικού συστήµατος (stable set ή Fatou set),ελκτική περιοχή ελκυστή(basin of attraction), 

δίσκος Siegel(Siegel disk) 

1.2.2.Μιγαδικά ∆υναµικά Συστήµατα 

Με τον όρο ∆ιακριτό  ∆υναµικό Σύστηµα  εννοείται µία τριάδα ),,( δfΦ  όπου Φ  τοπολογικός 

χώρος , Φ→Φ:f  µία απεικόνιση και )(: 1 nn zfz =+δ  µία επαναληπτική διαδικασία παραγω-

γής τροχιών 0)( ≥nnz  στον χώρο Φ  µέσω της f . Αν ως Φ  επιλεγεί η σφαίρα του Riemann 

}{
~

∞∪/≡/=Φ CC  και f αναλυτική µιγαδική συνάρτηση, τότε η τριάδα ),,
~

( δfC/ συνιστά ένα 

Μιγαδικό ∆υναµικό Σύστηµα.  

Α. Τροχιές και Αναλλοίωτα υποσύνολα 

Έστω Cz
~
/∈ , τότε η n-επανάληψη ή η n-ε ικόνα  του z  κάτω από την f είναι  το σηµείο 

Czfffzfz

έn

on

n

~
)()( /∈==

−
�������
	⋯		

ςφορ

. H προς τα εµπρός τροχιά του Cz
~
/∈  (forward orbit) ορίζεται 

ως το σύνολο CNnzfzOrbit on

f /⊂/∈=+ }/)({)( .  

Ένα σύνολο CA
~
/⊂  θα λέγεται αναλλοίωτο(invariant set) κάτω από την f αν ισχύει AAf ⊂)(  

και πλήρως  αναλλοίωτο (completely invariant set) αν )()( 1 AfAAf −== .Είναι προφανές ότι 

κάθε τροχιά είναι αναλλοίωτη κάτω από την f . 

Β. Περιοδικά σηµεία- Σταθερά σηµεία- Κύκλοι  

Ένα σηµείο Cz /∈  θα λέγεται περιοδικό(periodic point)  µε περίοδο m , αν m είναι ο ελάχιστος 

φυσικός αριθµός για τον οποίο ισχύει η zzf om =)(  .Ιδιαίτερα αν η περίοδος 1=m  δηλαδή 

zzf =)( , τότε το z θα λέγεται σταθερό σηµείο.  Το σύνολο των σταθερών σηµείων του δυναµι-

κού συστήµατος ),,( δfC/  είναι το σύνολο των σταθερών σηµείων της f  δηλαδή 

})(/{X zzfCzf =/∈= . Η προς τα εµπρός τροχιά )( 0zOrbit f
+  ενός περιοδικού σηµείου  Cz /∈0  

µε περίοδο m  είναι πεπερασµένο σύνολο m στοιχείων και λέγεται κύκλος , δηλαδή το σύνολο  

)}(,),(,{},,,{)( 0
)1(

001100 zfzfzzzzzOrbit mo
mf

−
−

+ == ⋯⋯
 
είναι κύκλος. 

Γ. Ιδιοτιµή περιοδικού σηµείου 

Έστω περιοδικό σηµείο 0z  περιόδου m και ο κύκλος του  },,,{)( 1100 −
+ = mf zzzzOrbit ⋯ . Παρα-

τηρούµε ότι  για κάθε
 

)( 0zOrbitz fk
+∈ ο αριθµός )()()(

)(
)( 110 −

=

′′′== m

kzz

om

k zfzfzf
dz

zdf
z ⋯λ  
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είναι ανεξάρτητος από την επιλογή του kz .Αποδεικνύεται επίσης ότι είναι  και ανεξάρτητος από 

την επιλογή του συστήµατος συντεταγµένων. Ο αριθµός αυτός ονοµάζεται ιδιοτιµή του  0z  ή 

ιδιοτιµή του κύκλου.  Στην περίπτωση σταθερού σηµείου fXz ∈0  η ιδιοτιµή του είναι 

)()( 00 zfz ′=λ  . Οι ιδιοτιµές είναι ουσιώδεις παράµετροι του δυναµικού συστήµατος αφού κα-

θορίζουν πλήρως την δυναµική γύρω από τα περιοδικά ή σταθερά σηµεία. Στη συνέχεια θα γίνε-

ται αναφορά µόνο σε σταθερά σηµεία διότι αν  το σηµείο 0z  είναι περιοδικό µε περίοδο m  για 

το δυναµικό σύστηµα ),,
~

( δfC/ , τότε το 0z  είναι σταθερό σηµείο για το ισοδύναµο
2
 δυναµικό 

σύστηµα  ),,
~

( δomfC/   

∆. Συζυγή και τοπικά συζυγή  ∆υναµικά Συστήµατα 
Η έννοια της συζυγίας εκφράζει την  ισοδυναµία δύο δυναµικών συστηµάτων είτε σε καθολικό 

επίπεδο είτε σε τοπικό. Ειδικότερα 

Ορισµός: ∆υο  ∆υναµικά Συστήµατα ),,( δfU  και ),,( δgV  λέγονται σ ύ µ µ ο ρ φ α   σ υ ζ υ γ ή  αν 

υπάρχει σύµµορφη απεικόνιση VU →:ϕ   τέτοια ώστε ))(())(( zgzf ϕϕ = ή ισοδύναµα  
1−= ϕϕ 		 fg .Αν η  ιδιότητα της συζυγίας  δεν ισχύει σε ολόκληρους τους χώρους VU ,  αλλά ι-

σχύει  σε  υποσύνολα τους UU ⊂1  και VV ⊂1 , τότε  τα δυναµικά συστήµατα χαρακτηρίζονται ως 

τ ο π ι κ ά  σ υ ζ υ γ ή . Η απεικόνιση VU →:ϕ  ονοµάζεται α π ε ι κ ό ν ι σ η  σ υ ζ υ γ ί α ς�  

Η  VU →:ϕ καθιστά το ακόλουθο διάγραµµα αντιµεταθετικό 

 Η απεικόνιση συζυγίας VU →:ϕ  απεικονίζει τα σταθερά σηµεία της f στα σταθερά σηµεία 

της g , ενώ οι ιδιοτιµές στα αντίστοιχα σταθερά σηµεία είναι ίσες. Επίσης αποδεικνύεται ότι 

Nnfg onon /∈∀= − ,1ϕϕ 		  δηλαδή και οι τροχιές Nn

on zf /∈))(( και Nn

on zg /∈))(( στα δύο δυναµικά 

συστήµατα είναι συζυγείς. 

Ε. Γραµµικοποίηση ∆υναµικού Συστήµατος σε περιοχή σταθερού σηµείου 

Σηµαντική έννοια στην τοπική µελέτη δυναµικού συστήµατος σε περιοχή σταθερού σηµείου, εί-

                                                 

2
 Αποδεικνύεται ότι τα σύνολα αστάθειας των δύο δυναµικών συστηµάτων ταυτίζονται 

D  D  
wwg λ=)(  

ϕ  

1U  
0.z  

0.  

f  
0.z  

1U  

.0  

ϕ  

f  
 

V  V  
g  

ϕ  ϕ  

U  
f  

1U  

1V  1V  
g  

ϕ  ϕ  

1U  

VV

UU

⊂

⊂

1

1
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ναι αυτή της γραµµικοποίησης του. Έστω 0z σταθερό σηµείο µιας αναλυτικής συνάρτησης f  

και ⋯+−+−+= pzzzzzzf )()()( 000 αλ  , η ανάπτυξη σε σειρά Taylor της f µε κέντρο το 0z  

και 2≥p . Από το ανάπτυγµα προκύπτει ότι, για τιµές του z πολύ κοντά στο 0z  οι τιµές της f   

προσεγγίζουν τις τιµές της γραµµικής συνάρτησης wwg λ=)(  αν 0≠λ  ή της  pwwg α=)( , αν 

0=λ και 0≠α , όπου 0zzw −= . Το ερώτηµα που προκύπτει είναι αν υπάρχει σύµµορφη αλλα-

γή µεταβλητής η οποία καθιστά την f τοπικά συζυγή µε την γραµµική συνάρτηση wwg λ=)( . 

Ορισµός:
 
Μία αναλυτική συνάρτηση f  ορίζεται ως  τ ο π ι κ ά  γ ρ α µ µ ι κ ο π ο ι ή σ ι µ η  στο  0z , 

αν υπάρχει απεικόνιση συζυγίας D→1:Uϕ  (αλλαγή συντεταγµένων) η οποία  καθιστά τον περιο-

ρισµό της f σε µια περιοχή 1U  του 0z ,  τοπικά συζυγή µε την γραµµική συνάρτηση wwg λ=)(  

στον µοναδιαίο δίσκο, δηλαδή )())(( zzf ϕλϕ ⋅= .�  

Αν η f είναι γραµµικοποιήσιµη,  τότε η ϕ  µπορεί να επιλεγεί έτσι ώστε 0)( 0 =zϕ  

1.2.3.Ταξινόµηση σταθερών σηµείων 

Στο ακόλουθο διάγραµµα φαίνονται τα είδη των σταθερών σηµείων στα µιγαδικά δυναµικά  συ-

στήµατα. 

 

 

Εικόνα 1 Ταξινόµηση σταθερών σηµείων  

Έστω σταθερό σηµείο fXz ∈0  δηλαδή 00 )( zzf =  µε ιδιοτιµή )( 0zf ′=λ   

Το 0z  θα χαρακτηρίζεται: 

• Ελκυστής,  αν   1)(0 0 <′< zf  

•  Υπέρ-ελκυστής,  αν   0)( 0 =′ zf  

• Απωθητικό σταθερό σηµείο, αν 1)( 0 >′ zf  

• Ουδέτερο σταθερό σηµείο,  αν 1)( 0 =′ zf ή ισοδύναµα )1,0[,)( 2
0 ∈=′ tezf tiπ  

Κάθε ουδέτερο σταθερό σηµείο  µε  ιδιοτιµή )1,0[,)( 2
0 ∈=′ tezf tiπ  χαρακτηρίζεται ως:  

• Ρητό ή  παραβολικό,  ή  παραβολικός  ελκυστής    αν η ZQt //∈ / δηλαδή  η ιδιοτι-

µή )( 0zf ′ είναι ρίζα της µονάδας.
 
  

• Άρρητο τύπου Siegel,  αν ο ZQRt ///∈ /)\(   είναι άρρητος και η f  γραµµικοποιείται σε 

κάποια περιοχή του σταθερού σηµείου. 

Είδη Σταθερών Σηµείων 

Ελκυστές Υπέρ-Ελκυστές Απωθητικά  Ουδέτερα 

Ρητά ή Παραβολικά 

Άρρητα τύπου Siegel 

Άρρητα τύπου Cremer  
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• Άρρητο τύπου Cremer, αν ο ZQRt ///∈ /)\(   είναι άρρητος και η f δεν γραµµικοποιεί-

ται σε καµιά περιοχή του σταθερού σηµείου. 

Το ερώτηµα στην περίπτωση  άρρητου σταθερού σηµείου είναι: Για ποιες τιµές του 

ZQRt ///∈ /)\( , το σηµείο είναι τύπου Siegel (δηλαδή έχουµε γραµµικοποίηση )  και για ποιες, 

είναι τύπου Cremer. Ικανές συνθήκες έχουν δοθεί πρώτα από τον Siegel και αργότερα από τον 

Brjuno.  Πριν γίνει αναφορά σε αυτά τα θεωρήµατα είναι αναγκαίοι κάποιοι ορισµοί. 

Ορισµός .Το σύνολο k∆ των ∆ιοφαντικών αριθµών −k τάξης,   0>k  ορίζεται ως : 









//∈∀>−>=∃///∈=∆ ZQ
q

p

qq

p
ttZQRt

kk /,,0)(/)\(
ε

εε:  .  

Το σύνολο των ∆ιοφαντικών αριθµών ∆  ορίζεται  η ένωση ∪
0≥

∆=∆
k

k � 

Έστω   

⋱

1

1

1

1

3

2

1

+
+

+
=

a

a

a

t   το ανάπτυγµα του άρρητου t  σε συνεχές κλάσµα, όπου οι   

⋯,2,1,1 =≥ iai  είναι µονοσήµαντα ορισµένοι θετικοί ακέραιοι και  

n

n

n

n

a
a

a

a
q

p

1

1

1

1

1

2

1

+

+
+

=

−
⋱

  

η  ακολουθία των ρητών προσεγγίσεων του t  

 

Ορισµός. Το σύνολο των (άρρητων) αριθµών Brjuno ορίζεται ως  









+∞<///∈= ∑
∞

=

+

1

1ln
/)\(

k n

n

q

q
ZQRtBr : όπου Nnnq /∈)(  η ακολουθία των παρονοµαστών των ρητών 

προσεγγίσεων  
n

n

q

p
 του άρρητου t .� 

Αποδεικνύεται κάθε διοφαντικός αριθµός ότι είναι αριθµός Brjuno, δεν ισχύει όµως το αντίστρο-

φο δηλ Br⊂∆ .Το 1942 ο Siegel έδωσε την ακόλουθη ικανή συνθήκη για την τοπική γραµµικο-

ποίηση µιας αναλυτικής συνάρτησης γύρω από άρρητο σταθερό σηµείο. 

Θεώρηµα Siegel: Έστω 0z  σταθερό σηµείο της αναλυτικής συνάρτησης 

⋯+−+−+= 2

0200 )()()( zzzzzzf αλ  µε ιδιοτιµή itezf πλ 2

0 )( =′=  όπου t  άρρητος. Αν ο t  

είναι διοφαντικός,  ∆∈t  τότε  η f  γραµµικοποιείται στο 0z . ▄  

Μία πιο βελτιωµένη ικανή συνθήκη αποδείχθηκε  από τον Brjuno το 1965, διευρύνοντας το σύ-

νολο των άρρητων για τους οποίους η f  γραµµικοποιείται. 
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Θεώρηµα Brjuno: Έστω 0z  σταθερό σηµείο της αναλυτικής συνάρτησης 

⋯+−+−+= 2

0200 )()()( zzzzzzf αλ  µε ιδιοτιµή itezf πλ 2

0 )( =′=  όπου t  άρρητος. Αν ο   

Brt∈  δηλαδή   +∞<∑
∞

=

+

1

1ln

k n

n

q

q
 τότε το 0z  είναι σταθερό σηµείο τύπου Siegel. ▄ 

Το επόµενο θεώρηµα  δίνει µία ικανή συνθήκη ώστε ένα άρρητο σταθερό σηµείο ενός πολυωνύ-

µου να είναι τύπου Cremer.  

Θεώρηµα Έστω 0z  σταθερό σηµείο του πολυωνύµου )(zf  βαθµού 2≥d  µε ιδιοτιµή 

itezf πλ 2

0 )( =′=  όπου t  άρρητος. Αν  

1
1

1

−








<−

n

n

d

n
λ  για άπειρα n τότε το 0z  είναι τύπου 

Cremer .▄  (Για απόδειξη βλ [4] σελ 143) 

Αποδεικνύεται ότι κάθε αναλυτική συνάρτηση γραµµικοποιείται σε περιοχές σταθερών σηµείων 

0z
 
τύπου ελκυστή, απωθητικού και Siegel, δηλαδή είναι τοπικά συζυγής µε την zzfz )( 0

′→ . 

Στις υπόλοιπες περιπτώσεις δεν γραµµικοποιείται. 

1.2.4.Το σύνολο Αστάθειας και σύνολο Ευστάθειας ∆υναµικού Συστήµατος 

Κάθε  µιγαδικό δυναµικό σύστηµα ),,
~

( δfC/ διαχωρίζεται σε δύο ξένα µεταξύ τους σύνολα: το 

σύνολο Αστάθειας ή σύνολο Julia fJ
 
και το σύνολο Ευστάθειας ή σύνολο Fatou

3
 fF  , τέτοια 

ώστε CFJ ff

~
/=∪/  και ∅=∩/ ff FJ . 

Ορισµός: Έστω το µιγαδικό δυναµικό σύστηµα ),,
~

( δfC/  µε f µη σταθερή αναλυτική απεικόνιση 

CCf
~~

: /→/  και το σηµείο Cz
~

0 /∈ . Αν υπάρχει περιοχή U του 0z  στην οποία ο περιορισµός της  

ακολουθίας Nn

onf /∈}{  είναι  κανονική οικογένεια,   τότε λέµε ότι το fFz ∈0  δηλαδή ανήκει στο 

σύνολο Ευστάθειας της f .∆ιαφορετικά, αν δεν υπάρχει τέτοια περιοχή U του 0z ,   τότε λέµε ότι το 

fJz ∈0  δηλαδή ανήκει στο σύνολο Αστάθειας της f .� 

Το σύνολο fJ  είναι εξ ορισµού  κλειστό σύνολο, ενώ το συµπλήρωµά του ff JCF //= \
~

 ανοικτό. 

Από γεωµετρική άποψη το fJ  είναι γενικά ένα σύνολο  µορφοκλασµατικής δοµής (fractal) αν και 

υπάρχουν ορισµένες περιπτώσεις όπου το fJ  είναι λ ε ί ο ,  όπως πχ της 2)( zzf =  (το fJ  είναι ο 

µοναδιαίος κύκλος). Στο σύνολο Ευστάθειας ανήκουν τα σταθερά σηµεία τύπου ελκυστή, υπέρ-

ελκυστή και Siegel, ενώ στο σύνολο Αστάθειας τα απωθητικά, τα παραβολικά και τα τύπου 

Cremer.Ένα σηµαντικό θεώρηµα που καθορίζει το σύνολο αστάθειας και το οποίο χρησιµοποιεί-

ται στην διατριβή είναι το ακόλουθο: 

Θεώρηµα Το σύνολο αστάθειας για κάθε ρητή συνάρτηση βαθµού 2≥  είναι ίσο µε την κλει-

στή θήκη του συνόλου όλων των απωθητικών περιοδικών κύκλων της. ▄ 

Με άλλα λόγια το σύνολο των  απωθητικών περιοδικών κύκλων είναι πυκνό υποσύνολο του συ-

νόλου αστάθειας fJ (Για απόδειξη βλ. [3] σελ 11-1). 

 

 

                                                 
3
 Προς τιµήν των  Γάλλων µαθηµατικών Pierre Fatou (1878-1929) και Gaston Julia(1893-1978) για την συνεισφορά 

τους στην θεµελίωση της Μιγαδικής ∆υναµικής   
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Τα είδη των Ευσταθών Περιοχών, ∆υναµικών Συστηµάτων Μιγαδικών Πολυωνύµων 

 Στα δυναµικά συστήµατα µιγαδικών  πολυωνύµων διακρίνονται τέσσερα  είδη Ευσταθών  περι-

οχών:  

i) Οι περιοχές  έλξης  ελκυστών   

ii) Οι περιοχές έλξης  υπέρ-ελκυστών  

iii)  Οι (περιστροφικές) περιοχές ευστάθειας των  σηµείων Siegel  (Siegel disk)  και  

iv) Οι περιοχές ευστάθειας ή έλξης των παραβολικών σταθερών σηµείων.  

Σε κάθε ελκυστή ή υπέρ-ελκυστή kz αντιστοιχεί η ελκτική περιοχή του, 

})(lim/{ k

on

nkz zzfCzW =/∈=
∞→

 (basin of attraction) καθώς και η άµεση ελκτική περιοχή του
kzW
⌢

η 

οποία ορίζεται ως η συνεκτική  συνιστώσα της 
kzW η οποία περιέχει το kz . Ισχύει ότι 

)(
0

kz

j

oj

kz WfW
⌢

∪
∞

=

−= . Σε κάθε παραβολικό σταθερό σηµείο kz αντιστοιχεί η παραβολική ελκτική 

περιοχή του })(lim/{ k

on

nkz zzfCzP =/∈=
∞→

(parabolic basin of attraction) καθώς και η άµεση πα-

ραβολική ελκτική περιοχή του,
kzP
⌢

η οποία ορίζεται ως η συνεκτική  συνιστώσα της 
kzP η οποία 

περιέχει το kz στην κλειστή της θήκη. Ισχύει ότι )(
0

kz

j

oj

kz PfP
⌢

∪
∞

=

−= .Σε κάθε Siegel σταθερό ση-

µείο αντιστοιχεί µία µέγιστη περιοχή του, 
kzSd  (Siegel disk) στην οποία το δυναµικό σύστηµα 

είναι συζυγές µε την άρρητη γραµµική περιστροφή Brtzezr ti

t ∈= ,)( 2π  . Η συνιστώσα ευστά-

θειας του είναι )(
0

kz

j

oj Sdf∪
∞

=

− .  
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1.2.5. Παραδείγµατα τροχιών κοντά σε σταθερά σηµεία 
Στην ενότητα αυτή παρατίθενται χαρακτηριστικά παραδείγµατα τροχιών σηµείων τα οποία βρί-

σκονται κοντά σε σταθερά σηµεία. Οι τροχιές έχουν παραχθεί  µε το ΜΑPLE. Για µία πλήρη θε-

ωρητική προσέγγιση και τεκµηρίωση, ο αναγνώστης παραπέµπεται ενδεικτικά στα [3] , [4]  [5]    

Α. Τροχιά σηµείου κοντά σε Απωθητικό σταθερό σηµείο 

Στην εικόνα 2  αριστερά, φαίνεται η τροχιά του σηµείου iz 005.0005.0 +=  µε το πολυώνυµο 
2)1.00.1()( zzizf ++=  . Το σηµείο υφίσταται απώθηση από το (απωθητικού τύπου) σταθερό 

σηµείο 0=kz του πολυωνύµου ενώ ταυτόχρονα έλκεται από το ∞  το οποίο είναι ελκυστής του 

πολυωνύµου. ∆εξιά φαίνεται η τροχιά του iz 04.001.0 += , µέσω του πολυώνυµου 
2)2.01.1()( zzzf ++=  , το οποίο επίσης απωθείται από το  0=kz  ενώ ταυτόχρονα έλκεται από 

τον ελκυστή i2.01.0 −−  του πολυωνύµου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 2 Τροχιές κοντά στο απωθητικό σταθερό σηµείο 0. 

 

Από τα παραδείγµατα αυτά προκύπτει ότι,  όταν σε ένα σηµείο ασκείται  έλξη από κάποιο στα-

θερό σηµείο, ταυτόχρονα ασκείται και απώθηση από κάποιο άλλο σταθερό σηµείο, δηλαδή οι 

αλληλεπιδράσεις στα Μιγαδικά ∆υναµικά Συστήµατα βρίσκονται  πάντοτε σε κατάσταση ισορ-

ροπίας.   
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Β. Τροχιά σηµείου κοντά σε Ελκυστή 

Στην εικόνα 3 απεικονίζονται τρεις τροχιές, κοντά στον ελκυστή 0=kz .Αριστερά απεικονίζεται 

ή ελκτική τροχιά του σηµείου iz 04.001.0 +=  µέσω του πολυωνύµου 2)35.09.0()( zzizf ++= , 

δεξιά η ελκτική τροχιά του iz 07.002.0 += µε το πολυώνυµο 285.0)( zzzf +−=  και κάτω η ελ-

κτική τροχιά του iz 02.0002.0 += µε το πολυώνυµο 295.0)( zzzf +=  . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Εικόνα 3 Ελκτικές τροχιές σηµείων κοντά στον ελκυστή 0   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 3 Τροχιές κοντά στον ελκυστή 0 

 

 

 

 

 

Η τροχιές κοντά σε Ελκυστές είναι σπειρο-

ειδείς  µε  οριακή γωνία στροφής τον αριθ-

µό ))(())(( 00 zfArgzArg ′=λ . 

Στα παραδείγµατα η οριακή γωνία των 

σπειροειδών τροχιών  είναι αντίστοιχα 

0.37089 rad,  π rad   και 0 rad .Προφανώς 

οι τροχιές του 2
ου

 και 3
ου

  παραδείγµατος  

θεωρούνται, τετριµµένα, ως σπειροειδείς. 
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Γ. Τροχιά σηµείου κοντά σε Παραβολικό σταθερό σηµείο 

Στην εικόνα 4  απεικονίζονται δυο τροχιές, κοντά στο παραβολικό σταθερό σηµείο 0=kz . Αρι-

στερά απεικονίζεται η παραβολική τροχιά του σηµείου iz 08.0003.0 +=  (τα 500 πρώτα σηµεία 

της) µέσω του πολυωνύµου 2)( zzezf i += π και  δεξιά,  η παραβολική τροχιά του σηµείου 

iz 07.002.0 −=  µε το πολυώνυµο 25

3
2

2)( zzezf
i

+=
π

 (τα 1000 πρώτα σηµεία της). 

Εικόνα 4 Παραβολικές τροχιές 

 

Χαρακτηριστικό των παραβολικών τροχιών είναι ότι το αρχικό σηµείο υφίσταται αρχικά  ένα 

πεπερασµένο αριθµό απωθήσεων από το παραβολικό σταθερό σηµείο 0=kz  και στη συνέχεια 

έλκεται από αυτό. Επίσης η τροχιά αποτελείται από πεπερασµένο αριθµό κλάδων που έχουν τη 

διάταξη πετάλων λουλουδιού.  
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∆. Τροχιά σηµείου κοντά σε Siegel σταθερό σηµείο 

Στα εικόνα 5 απεικονίζεται η τροχιά του σηµείου iz 15.035.0 += , σε περιοχή Siegel, κάτω από 

την
2)15( 1.1)( zzezf i += −π

  (το 0 είναι σταθερό σηµείο τύπου  Siegel). 

Αριστερά,  έχουν αποτυπωθεί τα 100 πρώτα σηµεία της τροχιάς, ενώ δεξιά τα 600 πρώτα σηµεία 

της τροχιάς του ίδιου σηµείου. Τα  δύο σχήµατα επιβεβαιώνουν εποπτικά το γεγονός που απο-

δεικνύεται στην θεωρία, ότι οι τροχιές σε περιοχές Siegel είναι  π υ κ ν ά  σ ύ ν ο λ α .   

 

Εικόνα 5  Τροχιές Siegel 

 

 

 

 

Στο σχήµα αριστερά απεικονίζονται τα 120 

πρώτα σηµεία της τροχιάς του σηµείου. 

iz 1.01.0 += .κάτω από την ίδια συνάρτηση 

 Σηµεία πολύ κοντά στο σηµείο Siegel (το 

0=kz ) έχουν σχεδόν  κυκλικές τροχιές.  
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1.2.6 Παραδείγµατα Συνόλων Αστάθειας 

 

Στα σχήµατα που ακολουθούν, απεικονίζονται ενδεικτικά σύνολα Julia πολυωνύµων 2
ου

 βαθµού. 

Η σχεδίασή τους έγινε µε το λογισµικό XaoS v. 3.1 .Είναι εµφανής η µορφοκλασµατική δοµή 

των συνόλων αυτών. 

 

 

 

Εικόνα 6 Τα σύνολα αστάθειας των πολυωνύµων iz 35.035.02 ++  (αριστερά) και iz +2 (δεξιά) 

 

Εικόνα 7 Τα σύνολα αστάθειας των πολυωνύµων iz 15.075.02 +− και 12 −z  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 Η ΘΕΩΡΙΑ ΤΩΝ ΜΟΝΑ∆ΙΑΙΩΝ ΤΟΜΩΝ  

2.1  ΣΧΕΤΙΚΕΣ ΤΡΟΧΙΕΣ - ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΑΛΛΗΛΕΠΙ∆ΡΑΣΗ  ΣΗΜΕΙΩΝ   

2.1.1 Εισαγωγικά 

Στην ενότητα αυτή εισάγονται οι έννοιες της σχετικής τροχιάς και της δυναµικής αλληλε-

πίδρασης στο µιγαδικό επίπεδο οι οποίες εκφράζουν µια διαφορετική προσέγγιση-αντίληψη στην 

τοπική µελέτη ενός Μιγαδικού  ∆υναµικού Συστήµατος.  

Η έννοια της σχετικής τροχιάς η οποία προκύπτει από την ‘παρατήρηση’ των τροχιών του 

δυναµικού συστήµατος από κάποιο σταθερό σηµείο, παρέχει σηµαντική πληροφορία για την κα-

τάσταση του δυναµικού συστήµατος κοντά σε αυτό και οδηγεί φυσιολογικά στην έννοια της δυ-

ναµικής αλληλεπίδρασης. Αυτή αποτελεί την κεντρική έννοια πάνω στην οποία δοµείται και 

αναπτύσσεται η Θεωρία των Μοναδιαίων Τοµών.  

Η έννοια της δυναµικής αλληλεπίδρασης αποτυπώνει το γεγονός ή την αντίληψη, ότι η 

συνάρτηση f  του δυναµικού συστήµατος δηµιουργεί συνθήκες πεδίου στο µιγαδικό επίπεδο ή 

στη σφαίρα του Riemann µε αποτέλεσµα δύο σηµεία του µιγαδικού επιπέδου υπό την επίδραση 

της f , σε κάθε επανάληψη να αλληλεπιδρούν µεταξύ τους ελκτικά, απωθητικά ή ουδέτερα. 

Οι νέες έννοιες οι οποίες εισάγονται και αναλύονται στο κεφάλαιο αυτό είναι: σχετική 

τροχιά , δυναµική αλληλεπίδραση, δυναµικές συναρτήσεις σταθερού σηµείου  και µοναδιαίες τοµές 

µιγαδικού δυναµικού συστήµατος. 

2.1.2 Οι έννοιες της Σχετικής Τροχιάς και της ∆υναµικής αλληλεπίδρασης  

Θεωρούµε το µιγαδικό δυναµικό σύστηµα ),,
~

( δfC/  και fk Xz ∈ ένα σταθερό σηµείο του. Το 

ερώτηµα που τίθεται  αφορά την οπτική των τροχιών από το kz , συγκεκριµένα: Πως αντιλαµβά-

νεται τις τροχιές Nn
on zf /∈))((  Cz /∈ ,ένας παρατηρητής που βρίσκεται στο σταθερό ση-

µείο kz ; 

 

Εικόνα 8  Σχετική τροχιά ως προς σταθερό σηµείο. 

 

Είναι προφανές ότι ο παρατηρητής από το kz  (ιδιαίτερα αν 0≠kz ) , αντιλαµβάνεται την σχετική 

τροχιά Nnk

on zzf /∈− ))((  και όχι την (απόλυτη) Nn
on zf /∈))(( .∆ίνεται ο ακόλουθος ορισµός:  

)()1( zf no +  

)(zf on  

k

on zzf −)(  

kz  
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Ορισµός1:Έστω f αναλυτική  µιγαδική συνάρτηση, Nn

on zf /∈))(( , η τροχιά ενός Cz /∈  και  

fk Xz ∈  ένα σταθερό σηµείο του . Ως σχετική τροχιά του Cz /∈ ως προς το kz   ορίζεται η ακο-

λουθία Nnk

on zzf /∈− ))((   των  διανυσµάτων θέσης της τροχιάς από το kz Cz /∈0 � 

Από τον ορισµό είναι φανερό, ότι σε κάθε απόλυτη τροχιά αντιστοιχεί ένα πλήθος )( fXcard  

σχετικών τροχιών , δηλαδή όσα και τα σταθερά του σηµεία. Η έννοια της σχετικής τροχιάς, όπως 

θα φανεί στη συνέχεια, είναι άρρηκτα συνδεδεµένη µε την έννοια της δυναµικής αλληλεπίδρασης  

ενός σταθερού σηµείου fk Xz ∈  µε τα σηµεία του µιγαδικού επιπέδου. H δυναµική αλληλεπί-

δραση στη Μιγαδική ∆υναµική µπορεί να λάβει τρεις διαφορετικές µορφές:  έλξη, απώθηση,  και 

ουδέτερη δράση ή περιστροφή. Ο επόµενος ορισµός αποσαφηνίζει την έννοια αυτή. 

Ορισµός 2 :Έστω f αναλυτική µιγαδική συνάρτηση,  fk Xz ∈  ένα σταθερό σηµείο του και 

Cz /∈  Θα λέµε ότι το fk Xz ∈  ασκεί στο  σηµείο z , στην n - επανάληψη ⋯,2,1=n   

� έ λ ξ η  αν kk

on zzzzf −<−)( , 

� α π ώ θ η σ η  αν kk

on zzzzf −>−)(  και 

� ο υ δ έ τ ε ρ η  δ ρ ά σ η  ή  π ε ρ ι σ τ ρ ο φ ή   αν kk

on zzzzf −=−)(  � 

Παρατηρούµε τώρα ότι το διάνυσµα θέσης kzzf −)( , µέσω του θεωρήµατος του Taylor εκφρά-

ζεται ως …………………………………………………………………………… 

)()())((
!

1
))((

!2

1
)()()( ,

)(

1)(

,

zDzzzzzf
n

zzzfzfzzzzf
k

kzf

zfk

zD

n
kk

n
kkkkk ⋅−=







 +−+−′′+′−=− −

����������� ������������ ��

⋯⋯

όπου συµβολίσαµε µε )(, zD
kzf  

τη µιγαδική συνάρτηση 







=′

≠
=+−+−′′+′= −

−
−

kk

kzz

zzf
n

kk
n

kkkzf
zzzf

zz
zzzf

n
zzzfzfzD k

k

k αν

αν

),(

,
))((

!

1
))((

!2

1
)()(

)(
1)(

, ⋯⋯    

και την οποία θα ονοµάσουµε δυναµική συνάρτηση 1ης τάξης του σταθερού σηµείου kz . Επο-

µένως            )()()( , zDzzzzf
kzfkk −=−                                  (1) 

 .     

Εικόνα 9 Η  
kzfD , σε κάθε επανάληψη συµβάλλει πολλαπλασιαστικά  στη διαµόρφωση της σχετικής  τροχιάς 

 

( ))(, zDArg
kzf  

)(zf  

)()( , zDzzzzf
kzfkk ⋅−=−

 
kz  

z  
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Γενικεύοντας, οι συναρτήσεις 

( )







=′

≠
−
−

=

k

n

k

k

k

k

on

zf

zzzf

zz
zz

zzf

zD
k

on

,)(

,
)(

)(
,

… ⋯,2,1=n   είναι οι δυναµικές 

συναρτήσεις n -τάξης,  του fk Xz ∈  εποµένως η (1) γίνεται  

                                                 ⋯,2,1),()()(
,

=−=− nzDzzzzf
k

on zfkk

on      (2)         

Από τον ορισµό της ακολουθίας των δυναµικών συναρτήσεων  ( )
Nnzf k

onD
/∈,
 του σταθερού σηµεί-

ου kz και σε συνδυασµό µε τον Ορισµό 2, προκύπτει ότι η  δδυυννααµµιικκήή  ααλλλληηλλεεππίίδδρραασσηη  σσεε  έένναα  µµιι--

γγααδδιικκόό  δδυυννααµµιικκόό  σσύύσσττηηµµαα,,  ααννααφφοορριικκάά  µµεε  έένναα  σσττααθθεερρόό  σσηηµµεείίοο  fk Xz ∈   εεκκφφρράάζζεεττααιι  µµέέσσωω  ττηηςς    

αακκοολλοουυθθίίααςς  ( )
Nnzf k

onD
/∈,

ττωωνν  δδυυννααµµιικκώώνν  σσυυννααρρττήήσσεεωωνν  ττοουυ. Σεε  κκάάθθεε  σσηηµµεείίοο  z ττοουυ  µµιιγγααδδιικκοούύ  εεππιι--

ππέέδδοουυ,,   ηη  ττιιµµήή  ττηηςς )(
,

zD
k

on zf   
  µµααςς  ππααρρέέχχεειι  ππλληηρροοφφοορρίίαα  γγιιαα  ττοο  εείίδδοοςς  κκααιι  ττοο  µµέέττρροο  ττηηςς  δδυυννααµµιικκήήςς  

ααλλλληηλλεεππίίδδρραασσηηςς,,  ττοουυ  σσ ττ ααθθεε ρροούύ   σσηηµµεείίοουυ  kz   µµεε  ττοο  σσηηµµεείίοο  z ,,   σσττηηνν  n --εεππααννάάλληηψψηη..  ΕΕιιδδιικκόόττεερραα,  

ττοο  σσττααθθεερρόό  σσηηµµεείίοο  kz   αασσκκεείί  σσττοο  σσηηµµεείίοο  z ,,  έλξη  στην n - επανάληψη ⋯,2,1=n , αανν  

1)(
,

<zD
k

on zf
,  απώθηση  αανν 1)(

,
>zD

k
on zf

 κκααιι    ουδέτερη δράση ή περιστροφή,   αανν 

1)(
,

=zD
k

on zf
. 

Εποµένως η µελέτη της σχετικής τροχιάς ( )
0

)( ≥−
nk

on zzf  ως προς ένα σταθερό σηµείο kz  της 

συνάρτησης f ανάγεται ουσιαστικά στην µελέτη της  ακολουθίας των δυναµικών συναρτήσεων  

( )
Nnzf k

onD
/∈,
 του kz . 

 

Παράδειγµα 

Έστω το Μιγαδικό ∆υναµικό σύστηµα του πολυωνύµου 4.26.37.25.0)( 23 +−+−= zzzzf   

Το πολυώνυµο αυτό έχει δύο ελκυστές, τους 11 =z , 4.22 =z  και ένα απωθητικό σταθερό σηµείο 

το 23 =z .Οι αντίστοιχες δυναµικές συναρτήσεις 1
ης

 τάξης 
321 ,,, ,, zfzfzf DDD των σταθερών του 

σηµείων καθώς και το είδος των δυναµικών  αλληλεπιδράσεων των σηµείων iw 3.02.11 +=  και 

iw 66867.02.12 +=   µε τα σταθερά σηµεία 1z , 2z  και 3z  είναι: 

∆υναµικές συναρτήσεις: 4.12.25.0
)(

)( 2

1

1

1, −+−=
−
−

= zz
zz

zzf
zD zf  

zz
zz

zzf
zD zf 5.15.0

)(
)( 2

2

2

2, +−=
−
−

=  2.07.15.0
)(

)( 2

3

3

3, −+−=
−
−

= zz
zz

zzf
zD zf  

Αλληλεπιδράσεις του σηµείου iw 3.02.11 += µε τα σταθερά σηµεία . Επειδή 

=)( 11, wD zf 16397.03.0565.0 <=+ i  ασκείται έλξη  στο 1w από τον ελκυστή  1z  

=)( 12, wD zf 11285.109.0125.1 >=+ i  ασκείται  απώθηση στο 1w  από τον ελκυστή 2z  

=)( 13, wD zf 11746.115.0165.1 >=+ i  ασκείται απώθηση στο 1w  από το απωθητικό  3z  
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Αλληλεπιδράσεις του σηµείου iw 66867.02.12 +=  µε τα σταθερά σηµεία. Επειδή 

=)( 21, wD zf 0000.1668673.074356.0 =+ i ,ασκείται ουδέτερη δράση από τον ελκυστή  1z

 

=)( 22, wD zf 13189.12006.030356.1 >=+ i  ασκείται απώθηση  από τον ελκυστή  2z  

=)( 23, wD zf 13845.13343.034356.1 >=+ i   ασκείται απώθηση από το απωθητικό 3z .  

Στην Εικόνα 10 φαίνονται οι τρεις δυνατές  καταστάσεις του διανύσµατος kzzf −)(  σε κάθε εί-

δος  δυναµικής αλληλεπίδρασης (απώθηση, έλξη και ουδέτερη δράση)του σηµείου z  µε το στα-

θερό σηµείο kz .  

 

Εικόνα 10 Τα τρία είδη δυναµικής αλληλεπίδρασης  του σταθερού σηµείου zk  µε σηµείο z (Το z 

απωθείται, έλκεται ή  περιστρέφεται από το zk )  

Το ακόλουθο θεώρηµα αναφέρει ότι στα Μιγαδικά ∆υναµικά Συστήµατα η δυναµική αλληλεπί-

δραση διατηρεί  την µνήµη της  υπό την έννοια ότι η δυναµική αλληλεπίδραση στο παρόν  δια-

µορφώνεται  από όλες  τις παρελθούσες τιµές της και µάλιστα πολλαπλασιαστικά.   

Θεώρηµα 1  

Έστω f
 
η αναλυτική συνάρτηση ενός Μιγαδικού ∆υναµικού Συστήµατος, Cz /∈ και fk Xz ∈  

ένα σταθερό του σηµείο και
 Nnk

on zzf /∈− ))(( η σχετική τροχιά του, τότε   

1. ( )∏
−

=

−=−
1

0

, )()()(
n

m

om

zfkk

on zfDzzzzf
k

 

2. ( )∏
−

=

=
1

0

,,
)()(

n

m

om
zfzf

zfDzD
kk

on   

Απόδειξη 

1. Στη σχέση  ))(()( , kkzfk zzzDzzf −=− θέτουµε όπου z το )()1( zf no −  οπότε  
  

                               
( ) ( ))()()( )1(

,
)1( zfDzzfzzf no

zfk
no

k
on

k

−− ⋅−=−             (1) 

Από την  (1)  έχουµε διαδοχικά: 

kzz −  

kz  

Ουδέτερη δράση   1)(, =zD
kzf  

Έλξη 1)(, <zD
kzf  

z  

kzzf −)(  
Απώθηση 1)(, >zD

kzf  
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( ) ( ))()()( )1(
,

)1( zfDzzfzzf no
zfk

no
k

on

k

−− ⋅−=− =

( ) ( ) ( ) ==⋅⋅−= −−− ⋯)()()( )1(
,

)2(
,

)2( zfDzfDzzf no
zf

no
zfk

no

kk

( ) ( ) ( ) ( )=⋅⋅−= −− )()( )1(
,

)2(
,, zfDzfDzDzz no

zf
no

zfzfk kkk
⋯ ( )∏

−

=

−
1

0

, )()(
n

m

om

zfk zfDzz
k

 
δηλαδή αποδείχτηκε ότι 

                                    ( )∏
−

=

−=−
1

0

, )()()(
n

m

om

zfkk

on zfDzzzzf
k

  

                      (2) 

2. Αν στη σχέση ))(()( , kkzfk zzzDzzf −=− θέσουµε αντί για f η onf  προκύπτει  

                                      ( ) ( )zDzzzzf
k

on zfkk
on

,
)( ⋅−=−                                      (3) 

Εξισώνοντας τα δεύτερα µέλη των  σχέσεων (2) και (3)   προκύπτει          

…………………………… ( ) ( )∏
−

=

=
1

0

,,
)(

n

m

om
zfzf

zfDzD
kk

on                                            � 

Θεώρηµα 2  

Έστω η αναλυτική συνάρτηση  f   και 
kzfD , η  δυναµική συνάρτηση του 

nkXz fk ,2,1, ⋯=∈  Ισχύουν τα ακόλουθα: 

1. Το σύνολο των ριζών 
kzfDR

,
 της

kzfD , είναι οι προεικόνες του kz  







∅≠Ω∩∈

Ω∈
= −

−

ffkk

ffkkk

Xzzf

Xzzzf

kzfDR
αν

αν

)(

\}{\)(

1

1

,
 

2.  Το σύνολο 
kzfD ,

Ω των κρίσιµων  σηµείων  του )(, zD
kzf είναι   

{ }kzf zzzDzfCz
kkzfD ≠=′/∈=Ω ),()(/ ,,

 

Επίσης ισχύει ότι 0)(
,

=′′⇔∩Ω∈ kfk zfXz
kzfD  

3. Είναι  




∞
=

∞→ σηµείο σταθ. απωθητικόαν

ελκυστήςαν0
)(lim

,
k

k
kzfn z

z
zD

k
on      

4. Αν  fkm Xzz ∈,  µε km zz ≠ σταθερά σηµεία της f   τότε για κάθε Nn /∈  ισχύει                         

                                      1)()(
,,

== kzfmzf
zDzD

m
on

k
on                                                                                            

Απόδειξη 

1. Αν ffk Xz Ω∈ \  τότε 

⇔= 0)(, zD
kzf 0

)(
=

−

−

k

k

zz

zzf
⇔≠=⇔ kk zzzzf ,)( ( ) }{\1

kk zzfz −∈   

 Αν ffk Xz Ω∩∈  τότε 0)( =′ kzf  κατά συνέπεια 

)},)(( ή ,{0)(, kkkzf zzzzfzzzD
k

≠==⇔= δηλαδή  ( )kzfz 1−∈  
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2. Επειδή 










=
′′

≠
−

−−−′

=

k
k

k

k

kk

zf

zz
zf

zz
zz

zzfzzzf

zD
dz

d
k

  αν                                  
2

)(

  αν   
)(

))(())((

)(
2

,  

τα κρίσιµα σηµεία  της  )(, zD
kzf  είναι  =







 =/∈=Ω 0)(/ ,,

zD
dz

d
Cz

kkzf zfD     

{ }=≠=−−−′/∈= ),0))(())((/ kkk zzzzfzzzfCz { }kzf zzzDzfCz
k

≠=′/∈ ),()(/ ,  

Επίσης είναι φανερό  ότι 0)(
,

=′′⇔Ω∈ kDk zfz
kzf

   

3. Από τον κανόνα της αλυσίδας είναι  ( ) ( ) ( ) ( )zfzffzffzf noon ′′′=
′ − )()()( )1( ⋯ .  

Για fk Xzz ∈=   προκύπτει ( ) ( )( )nkk
on zfzf ′=

′
)(   εποµένως 
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

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zzzf
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zzf

zzzf
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αν,)]([

αν,
)(

)(

  κατά συνέπεια  είναι  

n
kkzf

zfzD
k

on )]([)(
,

′= εποµένως 




∞
=

∞→ σηµείο σταθ. απωθητικόαν

ελκυστήςαν0
)(lim

,
k

k
kzfn z

z
zD

k
on  

4. Πράγµατι, για κάθε Nn /∈  είναι  1
)(

)(
,

=
−

−
=

−

−
=

km

km

km

km
on

mzf zz

zz

zz

zzf
zD

k
on � 

2.2  ΕΠΙΦΑΝΕΙΕΣ ΜΕΤΡΟΥ ΜΙΓΑ∆ΙΚΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ   

 

2.2.1 Ορισµός και αναγκαιότητα της έννοιας αυτής 

Στην ενότητα αυτή γίνεται εισαγωγή και µελέτη της  επιφάνειας µέτρου µιγαδικής συνάρ-

τησης. Υπάρχουν δύο λόγοι για την µελέτη της έννοιας αυτής:  

1. Από την έκφραση της σχετικής τροχιάς στο Θεώρηµα 1,  

( )∏
−

=

−=−
1

0

, )()()(
n

j

oj
zfkk

on zfDzzzzf
k

  προκύπτει ότι το µέτρο 
kzf

D
,

της µιγαδικής συνάρ-

τησης 
kzfD ,  επηρεάζει πολλαπλασιαστικά σε κάθε επανάληψη την απόσταση k

on zzf −)(  

και κατά συνέπεια διαµορφώνει την πορεία της σχετικής τροχιάς, όπως παρατηρείται από το 

fk Xz ∈ .  

2. Ο δεύτερος λόγος είναι ότι, το γράφηµα της 
kzf

D
,

 , ως  πραγµατική συνάρτηση 2 µεταβλη-

τών, είναι µια επιφάνεια στον 3R/ , της οποίας η µελέτη παρουσιάζει δυνητικά ενδιαφέρον 

αφού αποτελεί µία προβολή του γραφήµατος της µιγαδικής 
kzfD ,  από τον χώρο 4RCC /≈/×/  

στο χώρο 3R/  

Ο ορισµός που ακολουθεί, αποσαφηνίζει την έννοια αυτή.  
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Ορισµός 3. Έστω  µιγαδική  συνάρτηση CCf /→/:  . Ως  επιφάνεια µέτρου της f  ορίζεται η  

απεικόνιση RRCf /→/≈/ 2: ,  µε 22 ),(),()()(),( yxyxuyixfzfyxf ν
ορ

+=+==  ,  όπου  

iyxz += , ( ))(Re),( yixfyxu += ,  ( ))(Im),( yixfyx +=ν  �. 

Είναι προφανές ότι το γράφηµα των επιφανειών µέτρου  ορίζει επιφάνειες στον 3R/  

Στην εικόνα 11 απεικονίζεται η επιφάνεια µέτρου του πολυωνύµου zzzzf 9.0)( 34 −−=   

η οποία σε καρτεσιανές συντεταγµένες έχει τύπο:  

232332234224 )9.0344()9.036(),( yyyxxyyxxxyxyyxxyxf −+−−+−+−+−=  

  

 

Εικόνα 11 Επιφάνεια µέτρου µιγαδικού πολυωνύµου 

 

2.2.2 Γενικές ιδιότητες  επιφανειών µέτρου 

Στην ενότητα αυτή, γίνεται µια αναφορά στις ιδιότητες και τα γενικά χαρακτηριστικά των επιφα-

νειών µέτρου των µιγαδικών συναρτήσεων και στην επόµενη θα γίνει εξειδίκευση στην επιφάνεια 

µέτρου της ∆υναµικής συνάρτησης 
kzf

D
,

 η οποία και ενδιαφέρει. Οι επιφάνειες αυτές είναι 

προφανώς µη αρνητικές και συνεχείς.  

Τα επόµενα δύο θεωρήµατα αναφέρονται στον προσδιορισµό των ριζών, των  ακρότατων και των 

σαγµατικών σηµείων της επιφάνειας µέτρου f . 

Θεώρηµα  3  

Έστω αναλυτική µιγαδική συνάρτηση CCf /→/:  µε ),(),()( yxiyxuzf ν+=  , iyxz +=  και 

22 ),(),()(),( yxyxuzfyxf ν+==  η επιφάνεια µέτρου αυτής, τότε:  

1. Το  ),( 00 yx  είναι ρίζα της επιφάνειας µέτρου ),( yxf  αν και µόνον αν το 

000 iyxz +=  είναι ρίζα του )(zf . ∆ηλαδή  ισχύει fRR iyxyx
f

∈+⇔∈ 0000 ),( . 
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2.  Το ),( 00 yx  είναι κρίσιµο4 σηµείο της  επιφάνειας µέτρου ),( yxf  αν και µόνον αν για 

το 000 iyxz +=  ισχύει 0)( 0 =zf  είτε 0)( 0 =′ zf    ή  ισοδύναµα ffRz Ω∪∈0  

 Ειδικότερα: 

Αν ffRz Ω∈ \0  δηλ  0)( 0 =zf  και 0)( 0 ≠′ zf   τότε  δεν ορίζονται οι µερικές παρά-

γωγοι, της  ),( yxf  και αντίστροφα. 

Αν  fz Ω∈0  τότε οι µερικές της παράγωγοι της  ),( yxf  µηδενίζονται και αντίστρο-

φα. 

Απόδειξη 

1. Ισχύει 

⇔∈
f

Ryx ),( 00

⇔==⇔=+⇔= 0),(),(0),(),(0),( 0000
2

00
2

0000 yxyxuyxyxuyxf νν

⇔=+ 0),(),( 0000 yxiyxu ν 0)( 00 =+ iyxf fRyx ∈⇔ ),( 00  

2. Από τις αναγκαίες συνθήκες για την ύπαρξη ακρότατου προκύπτει 

0

),(),(

),(
),(

),(
),(

0
),(

22
=

+

∂
∂

+
∂

∂

⇒=
∂

∂

yxyxu

x

yx
yx

x

yxu
yxu

x

yxf

ν

ν
ν

0

),(),(

),(
),(

),(
),(

0
),(

22
=

+

∂
∂

+
∂

∂

⇒=
∂

∂

yxyxu

y

yx
yx

y

yxu
yxu

y

yxf

ν

ν
ν

 

 ή  ισοδύναµα 

)1(0),(0),(

)1(0
),(

),(
),(

),(

)1(0
),(

),(
),(

),(

cyxyxu

b
y

yx
yx

y

yxu
yxu

a
x

yx
yx

x

yxu
yxu

≠≠

=
∂

∂
+

∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂

νκαι

ν
ν

ν
ν

 (1) 

Από την άλλη πλευρά είναι γνωστό από την Μιγαδική Ανάλυση  ότι 

y

u
i

yx
i

x

u
zf

∂
∂

−
∂
∂
=

∂
∂

+
∂
∂
=′

νν
)(   (2) 

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις: 

Περίπτωση 1  :Το 000 iyxz +=  είναι κρίσιµο σηµείο της )(zf :  

Από την (2)  προκύπτει ότι 

00)( ),(),(),(),(0 00000000
=

∂
∂
=

∂
∂
=

∂
∂
=

∂
∂

⇔=′ yxyxyxyx
y

u

yxx

u
zf

νν
 δηλαδή στα κρίσιµα 

σηµεία 000 iyxz +=  της )(zf  µηδενίζονται οι µερικές παράγωγοι, άρα ικανοποιούνται  

και οι αναγκαίες συνθήκες (1) για την ύπαρξη των ακρότατων στην επιφάνεια ),( yxf . 

Περίπτωση 2  :Αναζήτηση κρίσιµων σηµείων  000 iyxz += που  δεν είναι κρίσιµα σηµεία 

της )(zf : 

                                                 
4
 Κρίσιµα σηµεία είναι οι ρίζες των µερικών παραγώγων είτε σηµεία στα οποία δεν ορίζονται. Τα σηµεία αυτά απο-

τελούν θέσεις πιθανών τοπικών–ολικών ακρότατων  & σαγµατικών σηµείων της 
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Αν υπάρχει η )( 0zf ′  και είναι  0)( 0 ≠′ zf   τότε από την (2)  προκύπτει ότι µια τουλάχι-

στον εκ των µερικών παραγώγων είναι διάφορη του µηδενός. Χωρίς βλάβη της γενικότη-

τας υποθέτουµε  ότι οι µερικές παράγωγοι 0),(),( 0000
≠

∂
∂
=

∂
∂

yxyx
yx

u ν
   (3)  

Οι συνθήκες (1α)  ,(1b) λόγω των σχέσεων  (3) οδηγούν στο µηδενισµό των  

),(),,( yxyxu ν στο σηµείο ),( 00 yx  δηλαδή ⇒=⇔== 0)(0),(),( 00000 zfyxyxu ν 0z  

ρίζα του )(zf . 

Από τους περιορισµούς  (1c) προκύπτει  ότι στις ρίζες του )(zf  δεν ορίζονται οι µερικές 

παράγωγοι της ),( yxf ,  κατά συνέπεια οι ρίζες του )(zf αποτελούν κρίσιµα σηµεία της 

),( yxf   (δηλαδή είναι πιθανές θέσεις µη λείων ακρότατων της επιφάνειας) � 

Θεώρηµα  4  

Έστω αναλυτική µιγαδική συνάρτηση CCf /→/:  µε ),(),()( yxiyxuzf ν+=  , iyxz +=  και 

22 ),(),()(),( yxyxuzfyxf ν+==  η επιφάνεια µέτρου αυτής. Αν ),( 00 yx είναι ένα  κρίσι-

µο σηµείο της ),( yxf , µε 000 iyxz +=  τότε: 

1. Αν fRz0 ∈ δηλ αν 0)( 0 =zf  τότε το  ),( 00 yx είναι θέση του ολικού ελάχιστου µηδέν της 

),( yxf .  

Ειδικότερα αν: ff Ω∈ \Rz0  δηλαδή 0)( 0 =zf  και 0)( 0 ≠′ zf ,  η ),( yxf  είναι µ η  

λ ε ί α  στο ολικό της ελάχιστο, ενώ αν ff Ω∩∈Rz0  δηλαδή 0)( 0 =zf  και 0)( 0 =′ zf   η 

),( yxf  είναι λ ε ί α  στο ολικό της ελάχιστο 0. 

2. Αν  ff R\z0 Ω∈  δηλαδή 0)( 0 =′ zf  και  0)( 0 ≠zf    δηλαδή είναι κρίσιµο σηµείο αλλά 

όχι ρίζα  της )(zf  , τότε το  ),( 00 yx είναι σ α γ µ ατ ικ ό  σηµ ε ί ο   της ),( yxf . 

Απόδειξη 

Έστω ),(),()( yxiyxuzf ν+=  αναλυτική  συνάρτηση, 000 iyxz +=  κρίσιµο σηµείο  αυτής και 

),( yxf  η επιφάνεια µέτρου της, τότε  222
),(),(),( yxyxuyxf ν+=                    (1) 

1. Είναι προφανές ότι οι ρίζες είναι θέσεις ελάχιστου,  δεδοµένου ότι η επιφάνεια µέτρου εκ 

κατασκευής είναι µη αρνητική 0),( ≥yxf  και µηδενίζεται στις ρίζες της )(zf . 

 Το γεγονός ότι στις ρίζες δεν ορίζονται οι µερικές παράγωγοι (βλ. προηγούµενο θεώρη-

µα) καθιστά πιθανή την εµφάνιση µη λείου ολικού ελάχιστου σε αυτές.  

2. Έστω 000 iyxz +=  µε 0)( 0 =′ zg  και 0)( 0 ≠zf   

Από τις εξισώσεις Cauchy-Riemann 
yx

u

∂
∂
=

∂
∂ ν

 και 
xy

u

∂
∂
−=

∂
∂ ν

 µε παραγωγίσεις λαµβάνο-

νται οι σχέσεις: 

xyy

u

x

u

∂∂
∂

=
∂

∂
−=

∂

∂ ν2

2

2

2

2

 και 
xy

u

xy ∂∂
∂

=
∂

∂
−=

∂

∂ 2

2

2

2

2 νν
    

Έστω Α και Β οι τιµές αυτών  υπολογιζόµενες στο σηµείο ),( 00 yx  δηλαδή  

A
xyy

u

x

u
yxyxyx =

∂∂
∂

=
∂

∂
−=

∂

∂
),(

2

),(2

2

),(2

2

000000

ν
   και  
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B
xy

u

xy
yxyxyx =

∂∂
∂

=
∂

∂
−=

∂

∂
),(

2

),(2

2

),(2

2

000000

νν
       (2) 

Από την  (1) υπολογίζουµε τις  2
ες

 µερικές παραγώγους της ),( yxf στο κρίσιµο σηµείο 

000 iyxz +=   

Λαµβάνοντας υπόψη  ότι 0),(),(),(),( 00000000
=

∂
∂
=

∂
∂
=

∂
∂
=

∂
∂

yxyxyxyx
y

u

yxx

u νν
  

καταλήγουµε 
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Λαµβάνοντας υπόψη  και τις (2) τελικά γίνονται 
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Επειδή η διακρίνουσα ποσότητα 
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είναι αρνητική από το γνωστό κριτήριο της 2
ης

 παραγώγου του ∆ιαφορικού Λογισµού  

συνάγεται ότι στο κρίσιµο σηµείο 000 iyxz += η επιφάνεια έχει σαγµατικό σηµείο� 

2.2.3 Η επιφάνεια µέτρου ∆υναµικής συνάρτησης σταθερού σηµείου πολυωνύµου 

Στην ενότητα αυτή γίνεται εφαρµογή των προηγούµενων γενικών αποτελεσµάτων των επιφα-

νειών µέτρου στην επιφάνεια µέτρου 
kzf

D
,

της δυναµικής συνάρτησης  πολυωνύµου, της οποίας 

η γραφική παράσταση, όπως προαναφέρθηκε, είναι µια επιφάνεια στον 3R/ :  

)()(,: ,,

2

,
zDzDRRCD

kkk
zfzfzf

ορ
=/→/≈/  µε   yixz +=  ή ισοδύναµα   

 )(),( ,,
yixDyxD

kk
zfzf
+=   
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Στην εικόνα 12 απεικονίζεται η  επιφάνεια µέτρου της ∆υναµικής συνάρτησης )(, zD
kzf  του πο-

λυωνύµου zzzf 9)( 3 −=  στο 0=kz  η οποία σε καρτεσιανές συντεταγµένες εκφράζεται 

8118182),( 224224

,
++−++= yxyyxxyxD

kzf
 

Εικόνα 12 Επιφάνεια µέτρου της δυναµικής συνάρτησης πολυωνυµικού δυναµικού συστήµατος.  

 

Σύµβαση: Στη συνέχεια για λόγους απλότητας δεν θα γίνεται διάκριση µεταξύ του µιγαδικού 

yixz +=  και του ζεύγους ),( yx  πχ οι συµβολισµοί ≡)(
,

zD
kzf

),(
,

yxD
kzf

 θα θεωρούνται  

ταυτόσηµοι. 

Το επόµενο θεώρηµα αναφέρεται στις ιδιότητες της επιφάνειας µέτρου )(
,

zD
kzf

πολυωνύµου 

Θεώρηµα  5   

Έστω πολυώνυµο  f , fk Xz ∈ και  )()(,: ,,

2

,
zDzDRRCD

kkk
zfzfzf

ορ
=/→/≈/  η επιφά-

νεια µέτρου της  δυναµικής του συνάρτησης 

=
−

−
=

k

k
zf

zz

zzf
zD

k

)(
)(,

1)( ))((
!

1
))((

!2

1
)( −−+−′′+′ n

kk
n

kkk zzzf
n

zzzfzf ⋯ . 

 Ισχύουν τα ακόλουθα: 

1. Η
   

0)(
,

≥zD
kzf

 και συνεχής.  

2. Ρίζες: Το σύνολο των ριζών 

kzf
D

R
,

 της
kzf

D
,

είναι οι προεικόνες του σταθερού σηµείου 

kz  






Ω∩∈

Ω∈
== −

−

ffkk

ffkkk

Xzzf

Xzzzf

kzfD

kzf
D

RR
αν

αν

)(

\}{\)(

1

1

,
,

 

 



 
33 

3. Κρίσιµα σηµεία: Το σύνολο 
kzf

D
,

Ω των κρίσιµων  σηµείων του )(
,

zD
kzf

είναι   

{ }kzfDD zzzDzfCz
kkzf

kzf
≠=′/∈==ΩΩ ),()(/ ,,,

 

Επίσης  το  
kzf

Dkz
,

Ω∈ αν και µόνον αν 0)( =′′ kzf  

4. Ακρότατα:Αν  το 
kzfDRz

,0 ∈






Ω∩∈

Ω∈
= −

−

ffkk

ffkkk

Xzzf

Xzzzf

αν

αν

)(

\}{\)(

1

1

, τότε  το 0z  είναι θέση  

του ολικού ελάχιστου µηδέν, της    )(
,

zD
kzf

  

Ειδικότερα αν  
kzfkzf DDRz

,,
\0 Ω∈  τότε  το 0z  είναι θέση του (µη λείου) ολικού ελάχι-

στου µηδέν,  της    )(
,

zD
kzf

 

Αν  
kzfkzf DD Rz

,,
\0 Ω∈  τότε το 0z είναι θέση σαγµατικού σηµείου. 

5. Το  fk Xz ∈  είναι θέση: 

α) ολικού ελάχιστου,  αν ffk Xz Ω∩∈  δηλαδή  είναι υπέρ-ελκυστής 

β) σαγµατικού σηµείου5 αν 0)(0)(\
,,

≠′∧=′′⇔∩Ω∈ kkDDfk zfzfXz
kzfkzf

R ) 

6. Το όριο  ∞=
∞→

)(lim
,

zD
kzfz

 

7.  Το όριο 




∞
=

∞→ .

0
)(lim

, µείοσταθερό σηαπωθητικό zαν

ελκυστήςzαν
zD

k

k
kzfn k

on   

………………………….. ……… 

 Απόδειξη 

1. Προφανής από τον ορισµό 

2. Άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 2/πρόταση 1  και του Θεωρήµατος3/πρόταση1 

3. Άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 2/πρόταση 2   

4. Άµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 4.  

5. Aν ffk Xz Ω∩∈  τότε 0)(0)( =⇒=′ kfk zDzf δηλαδή είναι ρίζα της )(zD
f

εποµέ-

νως από το Θεώρηµα 4/πρόταση 1.προκύπτει ότι είναι θέση ολικού ελάχιστου. 

Αν 0)(0)(\
,,

≠′∧=′′⇔∩Ω∈ kkDDfk zfzfXz
kzfkzf

R  τότε όπως προκύπτει από το 

Θεώρηµα 4/πρόταση 2 είναι θέση σαγµατικού σηµείου. 

6. Έχουµε ότι =
∞→

)(lim
,

zD
kzfz

  

∞=−+−′′+′== −

∞→∞→

1)(
, ))((

!

1
))((

!2

1
)(lim)(lim n

kk
n

kkk
z

zf
z

zzzf
n

zzzfzfzD
k

⋯  

7. Άµεση συνέπεια από το Θεώρηµα2/πρόταση 3. ����   

                                                 
5
 Είναι φανερό ότι κάθε τύπος σταθερού σηµείου πλην υπέρ-ελκυστή (δηλ ουδέτερα σταθερά σηµεία, απλοί  ελκυ-

στές, απωθητικά σταθερά σηµεία) είναι θέση σαγµατικού σηµείου αν και µόνον αν 0)( =′′ kzf . 
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2.3   ΤΟΜΕΣ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟΥ ∆ΥΝΑΜΙΚΟΥ ΣΥΣΤΗΜΑΤΟΣ 

 

2.3.1  Μοναδιαίες Τοµές Μιγαδικού ∆υναµικού Συστήµατος 

Τα υποσύνολα του µιγαδικού επιπέδου τα οποία προκύπτουν ως τοµές των επιφανειών 

µέτρου
kzf

D
,

, fk Xz ∈ των ∆υναµικών συναρτήσεων µιας µιγαδικής συνάρτησης f µε το επί-

πεδο 1=z , παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον για την Μιγαδική ∆υναµική. 

Ο γενικός ορισµός της τοµής είναι ο ακόλουθος:  

Ορισµός 4 Έστω f
 
η επιφάνεια µέτρου της µιγαδικής αναλυτικής συνάρτησης f , και ο σταθε-

ρός θετικός αριθµός 0>r . Ως τοµή της επιφάνειας µέτρου f µε το επίπεδο rz =  ορίζεται το 

ανοικτό υποσύνολο του µιγαδικού επιπέδου })(/{ rzfCzBr </∈= .Αν η f  είναι πολυώνυµο, θα 

χρησιµοποιείται ο όρος πολυωνυµική τοµή ενώ αν 1=r  µοναδιαία τοµή. � 

Από την γεωµετρία των επιφανειών µέτρου προκύπτει ότι το σύνορο της τοµής 

)}2,0[,)(/{})(/{ πθθ ∈=/∈≡=/∈= i

r rezfCzrzfCzB είναι, είτε µία κλειστή καµπύλη είτε 

πεπερασµένο πλήθος κλειστών καµπύλων, ξένων µεταξύ τους. 

Παρατήρηση Όπως θα φανεί στη συνέχεια, σηµαντική πληροφορία για ένα Μιγαδικό ∆υναµικό 

Σύστηµα ),,( δfC/ , παρέχουν οι µοναδιαίες τοµές των επιφανειών µέτρου
kzf

D
,

των ∆υναµικών 

της συναρτήσεων )(, zD
kzf  fk Xz ∈∀, . Στις µοναδιαίες τοµές αυτές θα γίνεται αναφορά στη 

συνέχεια µε τον όρο Μοναδιαίες  Τοµές  του Μιγαδικού ∆υναµικού Συστήµατος  στα σταθερά 

του  σηµεία. Ακολουθεί ο ακριβής ορισµός της έννοιας αυτής: 

Ορισµός 5 Έστω Μιγαδικό ∆υναµικό Σύστηµα ),,
~

( δfC/   και fk Xz ∈ ένα σταθερό σηµείο του.  

Ως µοναδιαία τοµή n - τ ά ξ η ς ,  ⋯,2,1=n τ ο υ  µιγαδικού δυναµικού συστήµατος στο kz , ορίζε-

ται το ανοικτό υποσύνολο του µιγαδικού επιπέδου CB
k

on zf
/⊂

,
  που προκύπτει από την (γεωµετρι-

κή) τοµή της επιφάνειας µέτρου 
k

on zf
D

,
, ⋯,2,1=n της δυναµικής συνάρτησης 

k
on zf

D
,

 µε το επίπε-

δο  1=z  στον 3R/ , δηλαδή είναι το σύνολο: 

              { } { }kk

on

zfzf
zzzzfCzzDCzB

k
on

k
on −<−/∈=</∈= )(/1)(/

,,
,     ⋯,2,1=n �. 

Το σύνορο της µοναδιαίας τοµής n -τάξης είναι προφανώς το σύνολο: 

{ } { }kk

on

zfzf
zzzzfCzzDCzB

k
on

k
on −=−/∈==/∈=∂ )(/1)(/

,,
.  

Στην Εικόνα 13, παρουσιάζονται τρεις διαφορετικές όψεις της µοναδιαίας τοµής 1
ης

 τάξης του δυ-

ναµικού συστήµατος της zzzzf 6.05.0)( 24 −−=  στον ελκυστή του 0=kz .   
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Στην Εικόνα 14 έχει σχεδιαστεί  η προβολή της 

µοναδιαίας τοµής η οποία απεικονίζεται στην Ει-

κόνα 13 στο xy -επίπεδο. Η εξίσωση της είναι 

1)5.03()6.05.03( 232223 =−−+−−− yyyxxxyx  

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 13 : Μοναδιαία τοµή του δυναµικού συστήµατος της zzzzf 6.05.0)( 24 −−=  στο 0=kz  

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 14 Προβολή Μοναδιαίας τοµής στο µιγαδικό επίπεδο 

 

 

Οµοίως στην Εικόνα 15  απεικονίζονται όψεις της µη συνεκτικής µοναδιαίας τοµής  της δυναµι-

κής συνάρτησης ),(
,

yxD
kzf

 του πολυωνύµου zzzzf 25.0)( 24 −−=  στο απωθητικό σταθερό 

του σηµείο 0=kz . Η εξίσωση της τοµής είναι 1)5.03()25.03( 232223 =−−+−−− yyyxxxyx  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 15 Μοναδιαία τοµή του δυναµικού συστήµατος της zzzzf 25.0)( 24 −−=  στο 0=kz  

Είναι φανερό ότι οι τοµές δεν είναι στην γενικότητά τους συνεκτικά σύνολα. 

Το επόµενο θεώρηµα, µεταξύ άλλων, αναφέρεται στις σχετικές θέσεις των σταθερών σηµείων ως 

προς τις µοναδιαίες τοµές του δυναµικού συστήµατος.  
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Θεώρηµα  6 

Αν fk Xz ∈  τότε ισχύουν τα ακόλουθα 

1. Αν το kz  είναι ελκυστής, τότε βρίσκεται  στο ε σ ωτ ερ ικ ό  της µοναδιαίας τοµής του, 

αν είναι ουδέτερο σταθερό σηµείο,  βρίσκεται  επί του συ ν όρ ο υ  της µοναδιαίας το-
µής του και αν είναι  απωθητικό σταθερό σηµείο, βρίσκεται στο ε ξ ω τερ ι κό  της µο-
ναδιαίας τοµής τους. Γενικότερα ισχύει ότι: 

Για κάθε Nn /∈ ,  










/∈

∂∈

∈

µείοσταθερό σηαπωθητικό zανB\Cz

είοταθερό σηµουδέτερο σz    ανBz

ελκυστήςz   ανBz

k,zfk

k,zfk

k,zfk

k
on

k
on

k
on

   

2. Κάθε σταθερό σηµείο  ≠mz  kz δηλαδή }{\ kfm zXz ∈
 
βρίσκεται επ ί  το υ  συ ν όρ ο υ  

της µοναδιαίας τοµής 
kzfB , . Ειδικότερα ισχύει ότι 





∂⊂

∂⊂

 ερό σηµείοέτερο σταθ είναι ουδz   αν  το BX

ίοαθερό σηµεωθητικό στυστής ή απ είναι ελκαν το z,B}\{zX

kf,zf

kf,zkf

k

k

        ,
 

3. Αν δεν υπάρχουν «µη τετριµµένες κυκλικές τροχιές6»  µε κέντρο το kz  τότε ισχύει ότι 













∂=

∂=

∞

=

∞

=

 ερό σηµείοέτερο σταθ είναι ουδz   αν  το BX

ίοαθερό σηµεωθητικό στυστής ή απ είναι ελκαν το zB}\{zX

k

n
zff

k

n
zfkf

k
on

k
on

    ,

,

1
,

1
,

∩

∩
  

4. Οι γνήσιες προεικόνες του  kz περιέχονται στην µοναδιαία τοµή του, δηλαδή 

kzfkk Bzzf ,
1 }{\)( ⊂−  

Απόδειξη 

1. Για κάθε Nn /∈  ισχύουν:  

Αν το kz  είναι ελκυστής τότε 1)( <′ n
kzf 1)(

,
<⇔ kzf

zD
k

on
k

on zfk Bz
,

∈⇔   

Αν το kz ουδέτερο σταθερό σηµείο  τότε 

1)( =′ n
kzf 1)(

,
=⇔ kzf

zD
k

on
k

on zfk Bz
,

∂∈⇔              

 Αν το kz απωθητικό σταθερό σηµείο  τότε 

1)( >′ n
kzf 1)(

,
>⇔ kzf

zD
k

on
k

on zfk BCz
,

\/∈⇔  

2. Έστω }{\ kfm zXz ∈  τότε από το Θεώρηµα 2/προταση 4 προκύπτει ότι ,1)(, =mzf zD
k

 

οπότε ⇒=1)(
, mzf

zD
k kzfm Bz ,∂∈  εποµένως  

kzfkf BzX ,}{\ ∂⊂ .Αν το kz είναι ου-

                                                 

6
 Μία σχετική τροχιά είναι µη τετριµµένη κυκλική τροχιά µε κέντρο το  kz , εάν fXCz \/∈∃  τέτοιο ώστε να ισχύει 

.,)( Nnzzzzf kk
on /∈∀−=−  Αν }{\ kf zXz∈  τότε η κυκλική τροχιά είναι  τετριµµένη 
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δέτερο σταθερό σηµείο τότε από την προηγούµενη πρόταση προκύπτει ότι 
k

on zfk Bz
,

∂∈  

εποµένως ισχύει 
kzff BX ,∂⊂  

3. Περίπτωση 1.Το fk Xz ∈ είναι ελκυστής είτε απωθητικό σταθερό σηµείο.  

Έστω ⇒=
−

−
=/∈∀⇒∈ 1

)(
)(,}{\

,
kt

kt
on

tzfkft
zz

zzf
zDNnzXz

k
on  

∩
∞

=

∂∈⇒/∈∀∂∈
1

,,
,

n
zftzft

k
on

k
on BzNnBz

 

εποµένως  ∩
∞

=

∂⊂
1

,
}{\

n
zfkf

k
onBzX  (1)  

Από την άλλη πλευρά αν όλες οι κυκλικές τροχιές είναι τετριµµένες (αντιστοιχούν σε 

σταθερά σηµεία ) τότε:  

∩
∞

=

⇒=
−
−

/∈∀⇒=/∈∀⇒∂∈
1

,,
1

)(
,1)(,

n kt

kt
on

tzfzft
zz

zzf
NnzDNnBz

k
on

k
on

}{\ kft zXz ∈   άρα   }{\

1
, kf

n
zf

zXB
k

on∩
∞

=

⊂∂ (2) 

Από  (1) και (2)  έπεται ότι  

 fkkf

n
zf

XzzXB
k

on ∈∀=∂
∞

=

},{\

1
,∩ .  

Περίπτωση 2 Το fk Xz ∈ είναι ουδέτερο  σταθερό σηµείο. Όµοια αποδεικτική διαδικασία  

4. Έστω }{\)(1
kk zzfz −∈ τότε  kzzf =)(  και kzz ≠  εποµένως  

⇒<=
−

−
=

−

−
= 10

)(
)(

,
k

kk

k

k

zf zz

zz

zz

zzf
zD

k kzf
Bz

,
∈   άρα 

kzfkk Bzzf ,
1 }{\)( ⊂−

� 

Το επόµενο θεώρηµα αναφέρεται  στη ∆υναµική της µοναδιαίας τοµής 
k

on zf
B

,
 

Θεώρηµα  7  

Αν fk Xz ∈  τότε ισχύουν τα ακόλουθα: 

1. Η άπειρη τοµή των µοναδιαίων τοµών του kz περιέχεται στην πλήρωση fK του συνό-

λου αστάθειας fJ  του δυναµικού συστήµατος,  δηλαδή    f

n
zf

KB
k

on ⊂
∞

=
∩

1
,

  

2. Αν  fm Xz ∈  µε  ≠mz  kz   και Cz /∈  µε m
on

n
zzf =

∞→
)(lim τότε 1))((lim

,
=

∞→
zfD on

zfn k
   

3. Αν υπάρχει Cz /∈  του οποίου η τροχιά τελικά  βρίσκεται στη µοναδιαία τοµή του kz  

δηλαδή  
kzf

on BzfnnNn ,00 )(,, ∈≥∀/∈∃ ,  τότε:  

I. Είτε το kz  είναι ελκυστής (ή υπέρ ελκυστής) και  k
on

n
zzf =

∞→
)(lim   



 
38 

II.  Είτε στο σύνορο 
kzfB ,∂  της µοναδιαίας τοµής του kz , υπάρχουν  ελκυστές ή πα-

ραβολικοί ελκυστές fm Xz ∈  δηλαδή m

on

n
zzf =

∞→
)(lim ,  

4. Αν  
kzf

on BCzfnnNn ,00 \)(,, /∈≥∀/∈∃ και 1))((lim
,

≠
∞→

zfD on

zfn k
 τότε 

∞=
∞→

)(lim zf on

n
 

Απόδειξη 

1. Αν ∅=
∞

=
∩

1
,

n
zf k

onB  τότε προφανώς ισχύει η πρόταση. Έστω ότι ∅≠
∞

=
∩

1
,

n
zf k

onB και 

⇒∈
∞

=
∩

1
,

n
zf k

onBz   ⇒</∈∀⇒∈/∈∀ 1)(,,
,,

zDNnBzNn
k

on
k

on zfzf
 

kk
on zzzzfNn −<−/∈∀ )(,  δηλαδή η τροχιά Nn

on zf /∈))((  είναι φραγµένη εποµένως 

}{ fKz∈ . Άρα }{

1
,

fKB

n
zf k

on ⊂
∞

=
∩  

2. Πράγµατι επειδή m

on

n
zzf =

∞→
)(lim  ( ) kmk

on

n
zzzzf −=−⇔

∞→
)(lim οπότε από το  Θεώρηµα 

1 είναι  ( )∏
−

=

−=−
1

0

, )()()(
n

j

oj
zfkk

on zfDzzzzf
k

 . Στα όρια προκύπτει ότι 

( )∏
∞

=

−=−
0

, )()(
j

oj
zfkkm zfDzzzz

k
 δηλαδή το απειρογινόµενο 

( )∏
∞

= −

−
=

0

, )(
j k

kmoj
zf

zz

zz
zfD

k
 συγκλίνει και κατά συνέπεια (από γνωστή πρόταση στη σύ-

γκλιση  των απειρογινοµένων) προκύπτει ότι ( ) 1)(lim , =
∞→

zfD oj

zf
j k

 ή ισοδύναµα 

1))((lim
,

=
∞→

zfD on

zfn k
 

3. Από την υπόθεση ότι ⇒∈≥∀/∈∃
kzf

on BzfnnNn ,00 )(,,  ( ) 0,
,1)( nnzfD on

zf k
≥∀<  

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις: 

I.  Υπάρχει :1<t ,,1))(( 0,
nntzfD on

zf k

≥∀<< τότε ( ) 0)(

0

,
=∏

∞

=nj

oj

zf
zfD

k
 οπό-

τε από το Θεώρηµα 1 προκύπτει  ( ) 0)()()(
1

0
,

→−=− ∏
−

=

n

j

oj

zfkk
on zfDzzzzf

k
 δηλ 

k
on

n
zzf =

∞→
)(lim  

II. Το 1))((lim
,

=
∞→

zfD on

zfn k
 και επειδή τελικά   η τροχιά βρίσκεται εντός του 

kzfB , τότε υπάρχει συγκλίνουσα υπακολουθία της τροχιάς, εποµένως και ολόκληρη 

η τροχιά συγκλίνει προς κάποιο σταθερό σηµείο 
kzffm BXz ,∂∩∈  
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4. Από την υπόθεση ότι ⇒/∈≥∀/∈∃
kzf

on BCzfnnNn ,00 \)(,,  

( ) 0,
,1)( nnzfD on

zf k
≥∀>  και επειδή 1))((lim

,
≠

∞→
zfD on

zfn k
  από το Θεώρηµα 1 προ-

κύπτει ( ) ∞→−=− ∏
−

=

1

0
,

)()()(
n

j

oj

zfkk
on zfDzzzzf

k
 δηλ ∞=

∞→
)(lim zf on

n
� 

2.3.2  Η Κύρια Μοναδιαία Τοµή 

Όπως προαναφέρθηκε,  οι µοναδιαίες τοµές δεν είναι στην γενικότητά τους συνεκτικά σύνολα, 

αλλά αποτελούνται από µία πεπερασµένη ένωση, ξένων µεταξύ τους, συνεκτικών συνιστωσών.  

Ο ακόλουθος ορισµός εστιάζεται, σε µία συγκεκριµένη συνεκτική συνιστώσα της µοναδιαίας το-

µής, την Κύρια Μοναδιαία Τοµή … 

Ορισµός 6  Ως  Κ ύ ρ ι α  Μ ο ν α δ ι α ί α  Τ ο µ ή  
k

n ,zf
B ο

⌢
n -τάξης, της  µοναδιαίας τοµής 

k
n zf

B
,ο , 

,...2,1=n  ενός fk Xz ∈ , ορίζεται η συνεκτική συνιστώσα 
k

on
k

n zf,zf
BB

,
⊆ο

⌢
στην οποία το kz  είναι 

σηµείο επαφής, δηλαδή ανήκει στην κλειστή της θήκη 
k

on
k

n
k

n zf,zf,zfk BBBz
,

⌢⌢⌢
∂∪=∈ οο .� 

 Η κύρια µοναδιαία τοµή όπως θα δούµε στα επόµενα κεφάλαια αποτελεί το ουσιώδες τµήµα της 

µοναδιαίας τοµής, από πλευράς µαθηµατικής πληροφορίας.  

Στην Εικόνα 16 (επόµενη σελίδα) : 

1. Αριστερά απεικονίζεται η µοναδιαία τοµή 
kzfB , του ελκυστή 0=kz , του δυναµικού συστή-

µατος του πολυωνύµου zzzzf 92.04.03.0)( 24 ++−=  της οποίας το σύνορο είναι 

}192.04.03.0/{}1)(/{ 3

,, =++−/∈==/∈=∂ zzCzzDCzB
k

zfk
zf .Η µοναδιαία τοµή 

kzfB ,  

είναι ένωση δυο ξένων κλειστών και φραγµένων περιοχών του επιπέδου ενώ η κύρια µονα-

διαία τοµή είναι η (µεγάλη) συνεκτική συνιστώσα στην οποία ανήκει ο ελκυστής 0=kz . 

2. ∆εξιά απεικονίζεται η µοναδιαία τοµή 
kzgB , του ελκυστή 1=kz , του δυναµικού συστήµατος 

του πολυωνύµου izizizizzg 4.2)6.44.3(.)7.26.4(.)5.07.2(5.0)( 234 +−++−+−+−=  της 

οποίας το σύνορο είναι: 

}1)4.20.1(.)2.24.2(.)5.02.2(5.0/{}1)(/{ 23

,, =−++−+−+−/∈==/∈=∂ izizizCzzDCzB
k

zgk
zg

 Η µοναδιαία τοµή 
kzfB , είναι ένωση τριών ξένων κλειστών και φραγµένων περιοχών του ε-

πιπέδου. Η κύρια µοναδιαία τοµή   είναι η (µεγάλη)  συνεκτική συνιστώσα στην οποία ανήκει 

ο ελκυστής 1=kz . 
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•qz  
•kz  

 

fJ  

)2(B  

)1(B  

       

Εικόνα 16  Αριστερά, η µοναδιαία τοµή 
kzfB , στο 0=kz  και η Κύρια Μοναδιαία Τοµή της 

kzfB ,

⌢
. 

∆εξιά, η µοναδιαία τοµή 
kzgB ,

⌢
στο 1=kz  και η Κύρια Μοναδιαία Τοµή της 

kzgB ,

⌢
.            

Παρατήρηση. Από το Θεώρηµα 6 πρόταση1 προκύπτει ότι αν το fk Xz ∈  είναι ελκυστής ή  ου-

δέτερο σταθερό σηµείο (Siegel, Cremer ή παραβολικό) τότε ∅≠
kf,z

B
⌢

, ενώ ∅=
kf,z

B
⌢

 
αν το 

fk Xz ∈  είναι απωθητικό σταθερό σηµείο.    

Θεώρηµα  8 

Έστω πολυωνυµικό δυναµικό σύστηµα ),,
~

( δfC/  και fk Xz ∈  ένας ελκυστής του,  τότε υπάρ-

χει *Nm /∈ τέτοιο ώστε, στο σύνορο της κύριας  µοναδιαίας τοµής 
k

om zf
B

,

⌢
του  ελκυστή, να 

µην ανήκει άλλος ελκυστής,  ούτε σταθερό σηµείο σηµείο Siegel.
 
 

Απόδειξη 

Έστω ∩
⌢∞

=

=
1

,
n

zf k
onBB , προφανώς το ∅≠B  αφού ο ελκυστής Bzk ∈ . Αν υποθέσουµε ότι υπάρχει 

ελκυστής ή σταθερό σηµείο Siegel }{\ kfq xXz ∈  τέτοιο ώστε  ∈qz ∩
⌢∞

=

∂
1

,
n

zf k
onB

*Nn /∈∀  τότε το  

k
zfB ,

⌢
 

k
zfB ,  

k
zgB ,  

k
zgB ,

⌢
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∈qz  BB
n

zf k
on ∂=







∂

∞

=
∩
⌢

1
,

.Επίσης από το θεώρηµα 6  έχουµε ότι f

n
zf

KB
k

on ⊂
∞

=
∩

1
,

 και επειδή το 

kz είναι ελκυστής  θα είναι ∩
⌢∞

=

=∈
1

,
n

zfk BBz
k

on .Επιπρόσθετα, επειδή το σύνορο της Ελκτικής πε-

ριοχής κάθε ελκυστή ανήκει στο σύνολο αστάθειας 
fJ  του δυναµικού συστήµατος, τα σταθερά 

σηµεία kz  και mz θα πρέπει να βρίσκονται εκατέρωθεν κάποιου συνεκτικού υποσυνόλου του 

fJ (αφού ανήκουν σε διαφορετικές περιοχές Ευστάθειας). Άρα το fJ   διαµερίζει το συνεκτικό 

σύνολο B σε δύο υποσύνολα )1(B και )2(B . Από τον ορισµό του συνόλου ∩
⌢∞

=

=
1

,
n

zf k
onBB προκύπτει 

ότι   

                                 kk
on zzzzf −<−)( , Bz∈∀  και Nn /∈∀      (1) 

Από τις ιδιότητες του συνόλου fJ  και των συνθηκών αστάθειας που δηµιουργεί, ως απωθητικό 

σύνολο,  είναι προφανές ότι υπάρχουν σηµεία ( ) BBBJz f ⊂∪∩∈ )2( για τα οποία η  

k
on zzf <−)( kzz −>  εποµένως η  (1) είναι άτοπος και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.� 

Σύµβαση Στα επόµενα, για λόγους απλότητας και χωρίς βλάβη της γενικότητας, θα θεωρήσουµε 

ότι το m του θεωρήµατος 8 έχει την τιµή 1=m .Αν δεν συµβαίνει αυτό θα θεωρείται ως f  η 
omf .  

Σύµφωνα µε το προηγούµενο θεώρηµα ένας ελ-

κυστής ή ένα σταθερό σηµείο Siegel δεν µπορεί 

να ανήκει  στο σύνορο της κύριας µοναδιαίας 

τοµής άλλου ελκυστή. Αντίθετα ένας παραβολι-

κός ελκυστής  (ή παραβολικό σταθερό σηµείο) 

είναι δυνατόν (χωρίς αυτό να αποτελεί κανόνα) 

να ανήκει στο σύνορο της κύριας µοναδιαίας 

τοµής άλλου ελκυστή. Για παράδειγµα, δεξιά 

απεικονίζεται η µοναδιαία τοµή 

kzfB , του 2.14.15.13.0)( 23 +−+−= zzzzf  στον 

ελκυστή του 1=kz   

Η κύρια µοναδιαία τοµή  
kzfB ,

⌢
 , είναι η αριστε-

ρή συνεκτική συνιστώσα του σχήµατος, στην 

οποία ανήκει ο ελκυστής 1=kz .Το σταθερό 

σηµείο 2=mz  είναι παραβολικός ελκυστής και 

παρατηρούµε ότι ανήκει στο σύνορο της 
kzfB ,

⌢
Το θεώρηµα που ακολουθεί  αναφέρει, ότι όταν 

υπάρχει παραβολικός ελκυστής στο σύνορο της 
kzfB ,

⌢
ενός ελκυστή, αυτός δεν «ανταγωνίζεται» 

τον ελκυστή ή ισοδύναµα δεν ασκεί ελκτική δραστηριότητα στα σηµεία της  
kzfB ,

⌢
. 

Θεώρηµα  9 

Έστω fk Xz ∈  ελκυστής και 
kzfB ,

⌢
 η κύρια  µοναδιαία τοµή του. Αν στο σύνορο της 

kzfB ,

⌢
του  ελκυστή,  υπάρχει παραβολικός ελκυστής 

kzfp Bz ,

⌢
∂∈ , τότε δεν υπάρχει τροχιά ση-

kzfB ,

⌢
 

k
zfB ,  



 
42 

µείου της 
kzfB ,

⌢
 η οποία να συγκλίνει στο pz .  ∆ηλαδή 

                     Για κάθε   { }
kk zfNn

on

zf BzfBz ,, )( µε
⌢⌢

⊂∈ /∈  είναι 
 p

on

n
zzf ≠

∞→
)(lim

 

Απόδειξη 

Έστω ότι υπάρχει 
kzfBz ,

⌢
∈ µε  { }

kzfNn

on Bzf ,)(
⌢

⊂/∈  και τέτοιο ώστε p

on

n
zzf =

∞→
)(lim .Τότε προ-

φανώς το 
kzfBPz

pz ,

⌢
∩∈  όπου  

pzP η  (ευσταθής και προς τα εµπρός αναλλοίωτη) ελκτική περιο-

χή του παραβολικού ελκυστή pz  άρα { } ⊂/∈Nn

on zf )(
pzP  Αυτό σηµαίνει ότι το σύνορο 

fz JP
P
⊂∂  

θα διαµερίζει το 
kzfB ,

⌢
.  Επει-

δή το  
fJ  είναι απωθητικό 

σύνολο (είναι  η κλειστή 

θήκη όλων των απωθητικών 

περιοδικών κύκλων του δυ-

ναµικού συστήµατος), τα  

σηµεία 
kzfBPz

pz ,

⌢
∩∈ που είναι 

σε µία περιοχή του  

pzPBJ
kzff ∩∩ ,

⌢
  θα ωθού-

νται προς τον παραβολικό 

ελκυστή 
kzfp Bz ,

⌢
∂∈ . Το συ-

µπέρασµα αυτό έρχεται σε αντίθεση µε τον ορισµό του συνόλου  
kzfB ,

⌢
 το οποίο ως υποσύνολο 

της 
kzfB , , περιλαµβάνει τα σηµεία του µιγαδικού επιπέδου τα οποία kk zzzzf −<−)( . 

Θεώρηµα 10 

Έστω σταθερό σηµείο fk Xz ∈ .  Αν υπάρχει Nm /∈ τέτοιο ώστε η τροχιά { }
Nn

on zf /∈)( ενός  ση-

µείου z  να περιέχεται  εξ ολοκλήρου στην κύρια τοµή 
k

om zf
B

,

⌢
, δηλαδή { }

k
om zfNn

on Bzf
,

)(
⌢

⊂/∈  

τότε το fk Xz ∈ είναι ε λ κ υσ τ ής  και 
 k

on

n
zzf =

∞→
)(lim . 

Απόδειξη 

Για λόγους απλότητας η απόδειξη θα γίνει θεωρώντας ότι 1=m (αν το 1>m  θεωρούµε ως f την 
omf ).Έστω ότι η τροχιά { }

Nn

on zf /∈)( ενός  σηµείου 
kzfBz ,

⌢
∈ περιέχεται  εξ ολοκλήρου στο 

kzfB ,

⌢
 

δηλαδή { }
kzfNn

on Bzf ,)(
⌢

⊂/∈ .Εποµένως θα υφίσταται διαδοχικές έλξεις, οπότε θα ισχύουν 

kk zzzzf −<−)( , kk

o zzfzzf −<− )()(2  k

no

k

on zzfzzf −<− − )()( )1( . 

Όµως οι ανισοτικές αυτές σχέσεις συσχετίζονται διαδοχικά ως: 

kkk

o

k

no

k

on zzzzfzzfzzfzzf −<−<−<<−<−<< − )()()()(0 2)1( ⋯⋯  

από τις οποίες προκύπτει ότι η ακολουθία των θετικών πραγµατικών αριθµών ( )
0

)(
≥

−
n

k

on zzf  

είναι γνησίως φθίνουσα και φραγµένη, άρα συγκλίνει προς κάποιο σταθερό σηµείο. Επειδή από 

τα προηγούµενα θεωρήµατα 8 και 9 δεν υπάρχει στο σύνορο της 
kzfB ,

⌢
σταθερό σηµείο, µε ελκτι-

κή ικανότητα, αναγκαστικά το fk Xz ∈ είναι ελκυστής οπότε 
 k

on

n
zzf =

∞→
)(lim

 
�  

kzfB ,

⌢
∂  

•mz  

•kz  

 

z 

fz JP
P
⊂∂  

PzP  
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Το επόµενο θεώρηµα αναφέρει ότι δεν υπάρχει τροχιά η οποία να «µοιράζεται» σε δύο ή περισ-

σότερες, διακεκριµένες κύριες τοµές.  

Θεώρηµα  11 

Για κάθε fFz∈  υπάρχει τ ο  π ο λ ύ  µ ι α   κύρια µοναδιαία τοµή, στην οποία ανήκουν άπειρα 

σηµεία της τροχιάς του.  

Απόδειξη 

Έστω ότι η τροχιά ( )
Nn

no zf /∈)()(  έχει µια υπακολουθία ( )
Nn

npo
zf /∈)(

)(
 , όπου ( )

Nnnp /∈  µια αύξου-

σα ακολουθία δεικτών, η οποία ανήκει στην κύρια µοναδιαία τοµή 
p

zfB ,

⌢
 του σταθερού σηµείου 

fp Xz ∈   δηλαδή  

                                         ( )
Nn

npo
zf /∈)(

)(

p
zfB ,

⌢
⊂    (1) 

Ας υποθέσουµε τώρα, ότι υπάρχει και άλλη υπακολουθία της ( )
Nn

nqo
zf /∈)(

)(
 όπου ( )

Nnnq /∈   µια 

αύξουσα ακολουθία δεικτών µε Nnpq nn /∈≠ ,  καθώς και  µια κύρια µοναδιαία τοµή  
q

zfB ,

⌢
τέ-

τοια ώστε  

                                       ( )
Nn

npo
zf /∈)(

)(

q
zfB ,

⌢
⊂     (2) 

 όπου  fqp Xzz ∈≠ . Από τις (1) και (2) συµπεραίνουµε ότι η συνολική τροχιά ( )
Nn

no zf /∈)()(  έχει 

σηµεία συσσώρευσης σε αµφότερες τις κλειστές θήκες 
p

zfB ,

⌢
και 

q
zfB ,

⌢
  

∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

1. Η τροχιά ( )
Nn

no zf /∈)()(  είναι ελκτική ή παραβολική.  

Τέτοιες τροχιές έχουν προφανώς ένα µόνο σηµείο συσσωρεύσης, το σταθερό σηµείο προορι-

σµού τους έστω fk Xz ∈  . Σύµφωνα µε τα παραπάνω  το  
q

zf
p

zfk BBz ,,

⌢⌢
∩∈ .  

Η τελευταία όµως σχέση βάσει των Θεωρηµάτων 8 και 9 είναι άτοπος, αφού στις κλειστές 

θήκες κυρίων µοναδιαίων τοµών δεν υπάρχουν ελκυστές και αν υπάρχουν  παραβολικοί ελ-

κυστές, δεν εµφανίζουν ελκτική συµπεριφορά προς τα σηµεία των κυρίων τοµών.  

2. Η τροχιά ( )
Nn

no zf /∈)()(  είναι Siegel.  

Στο σχήµα απεικονίζεται ένας δίσκος Siegel 
pzSd  

κέντρου fp Xz ∈ , οι  κύριες µοναδιαίες τοµές 

p
zfB ,

⌢
, 

q
zfB ,

⌢
 και η πυκνή Siegel τροχιά 

( )
Nn

no zf /∈)()(  (η διάστικτη γραµµή) .  

Από την (2) συνεπάγεται ότι η τοµή 

∅≠∩
q

zfz BSd
p ,

⌢
,δηλαδή το σύνορο του δίσκου 

fz JSd
p
⊂∂  διαχωρίζει την κύρια µοναδιαία τοµή 

q
zfB ,

⌢
το οποίο είναι άτοπο, δεδοµένου ότι το fJ  είναι απωθητικό σύνολο � 

2.3.3  Συνεκτικότητα των Μοναδιαίων Τοµών 

Το ερώτηµα το οποίο προκύπτει είναι: Πότε η µοναδιαία τοµή 
kzfB ,  είναι συνεκτική, δηλαδή 

πότε ισχύει 
kk

zff,z
BB ,=

⌢
. Το επόµενο θεώρηµα δίνει την ζητούµενη πληροφορία   

•pz  

 

p
zfB ,

⌢
 

q
zfB ,

⌢
 

pzSd  
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Εικόνα 17  Συνεκτικότητα  τοµών και σαγµατικές  τιµές της επιφανείας µέτρου. 

 

Θεώρηµα  12 

Ισχύουν τα ακόλουθα: 

1.  Η µοναδιαία τοµή 
kzfB ,   είναι απλά συνεκτική αν και µόνον αν το σύνολο των σαγµα-

τικών7 της σηµείων 
kzfkzf

DD R
,,

\Ω   περιέχεται στην κλειστή της θήκη, δηλαδή  

kzfBR
kzfkzf

DD ,
,,

\ ⊂Ω 8   

2.  Η µοναδιαία πολυωνυµική τοµή 
kzfB ,  είναι απλά συνεκτική αν και µόνον αν  η µέγι-

στη σαγµατική τιµή της 
kzf

D
,

είναι µικρότερη ή ίση της µονάδας, δηλαδή    

……………………. 1\:)(max
,,,
≤






 Ω∈

kzfkzfk
DDzf

RwwD  

Απόδειξη 

1. Επειδή η τοµή
kzfB ,  δηµιουργείται µε το επίπεδο εξίσωσης 1=z  είναι φανερό ότι η 

kzfB ,  είναι  απλά συνεκτική, αν και µόνον αν, οι τιµές της  
kzf

D
,

 στα σαγµατικά της 

σηµεία είναι  µικρότερες ή ίσες της µονάδας δηλ  1)(
,

≤jzf
zD

k
όπου 

kzfkzf
DD Rjz

,,
\Ω∈ ή  ισοδύναµα όταν 

kzfBR
kzfkzf

DD ,
,,

\ ⊂Ω  

2. Άµεση συνέπεια του προηγούµενου   � 

 

 

 

                                                 
7
  Βλέπε  Θεώρηµα4/προταση2 

8
 Η συνθήκη ισχύει και στην  τετριµµένη περίπτωση ∅=Ω

kzfkzf DD R
,,

\  όπου δηλ δεν υπάρχουν σαγµατικά 

σηµεία  

Μέγιστη σαγµατική τιµή 

 

x-y 

Από το σχήµα γίνεται φανερό ότι η συνε-

κτικότητα των µοναδιαίων τοµών σχετίζε-

ται άµεσα µε τη µέγιστη  σαγµατική τιµή της 

επιφάνειας µέτρου.  
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Εφαρµογή 

Α) Να διερευνηθεί πότε η  µοναδιαία τοµή
kzfB ,  του Ccbaczbzazzf /∈++= ,,,)( 23  στο 

fk Xz ∈= 0  είναι απλά συνεκτική; 

Β)Το ίδιο ερώτηµα για το πολυώνυµο Ccbczbzzzf /∈++= ,,)( 24  

Λύση 

Α)Είναι ⇒++= cbzazzD
kzf

2
, )( bazzD

dz

d
kzf += 2)(,  εποµένως  το σύνολο των σαγµατικών 

σηµείων της  )(
,

zD
kzf

 είναι { })2/(\
,,,

ab
kzfkzfkzf DDD R −==ΩΩ  .Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 

12  ικανή και αναγκαία συνθήκη για την συνεκτικότητα της 
kzfB ,  είναι   

⇔≤






−⇔≤






 Ω∈ 1

2
1\),(max

,, ,, a

b
DRwwD

kkzfkzfk zfDDzf
 1

4

2

≤+− c
a

b
 (1)  

Αν το πολυώνυµο είναι κανονικοποιηµένο (monic and centered) δηλαδή 0,1 == ba  τότε η (1) 

απλοποιείται σε 1≤c  � 

Β)Οµοίως για το Ccbdzczzzf /∈++= ,,)( 24   το σύνολο των σαγµατικών σηµείων της  

)(
,

zD
kzf

 είναι 






 −±==ΩΩ c

kzfkzfkzf DDD R 3
3

1
\

,,,
 Από  το Θ8  προκύπτει ότι η ικανή και 

αναγκαία συνθήκη για την συνεκτικότητα της 
kzfB ,  είναι   

1
33

2
,

33

2
max

22

≤












−
−

−
+

c

c
d

c

c
d � 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3  

Η ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΤΗΣ ΕΛΞΗΣ 

3.1  ΟΙ ΠΥΡΗΝΕΣ  ΕΛΞΗΣ  & ΟΙ  ΠΕΡΙΟΧΕΣ ∆ΙΑΣΠΟΡΑΣ  ΕΛΚΥΣΤΗ  

3.1.1 Εισαγωγικά 

Μία  από τις σηµαντικές εφαρµογές της  Θεωρίας των Μοναδιαίων Τοµών  στη Μιγαδική ∆υνα-

µική  είναι ότι  παρέχει µετρήσιµη γεωµετρική πληροφορία  για την κατάσταση του δυναµικού 

συστήµατος κοντά σε ελκυστές. Με βάση αυτή αναδεικνύονται  νέα γεωµετρικά χαρακτηριστικά 

µεγέθη και έννοιες, όπως οι πυρήνες έλξης ελκυστή, οι περιοχές διασποράς ελκυστή, καθώς και η 

έννοια της ευτακτικής έλξης. Αυτές αποτυπώνουν µε ακρίβεια την Γεωµετρία και την ∆υναµική  

στην ελκτική περιοχή  ενός ελκυστή. 

3.1.2 Η Ελκτική Περιοχή Ελκυστή  

Έστω })(lim/{, k
on

n
zf zzfCzW

k
=/∈=

∞→
 η ελκτική περιοχή του ελκυστή kz . Το επόµενο θεώρη-

µα,  αναφέρει ότι, αν τα δυναµικά συστήµατα ),,
~

( δfC/  και ),,
~

( δonfC/  έχουν ελκυστές αυτοί θα 

συµπίπτουν, όπως επίσης και οι αντίστοιχες  ελκτικές περιοχές αυτών. Γενικότερα ισχύει ότι τα 

δυναµικά συστήµατα  ),,
~

( δfC/ και ),,
~

( δonfC/ ταυτίζονται, δηλαδή έχουν το ίδιο σύνολο αστά-

θειας, καθώς και τις ίδιες συνιστώσες ευστάθειας. 

Θεώρηµα 13   

Αν 
kzfW , και 

k
on zf

W
,

 είναι οι ελκτικές περιοχές του  ελκυστή kz  ως προς την  f  και την onf  

αντίστοιχα,  τότε NnWWW
kk

on
k zzfzf /∈∀=≡ ,

,, , δηλαδή η ελκτική περιοχή ελκυστή είναι α-

νεξάρτητη από  την τάξη ⋯,2,1=n  της  onf  

Απόδειξη  

Επειδή on
ff XX ⊂ , το kz  θα είναι ελκυστής του onf   µε ιδιοτιµή 1)( <′ n

kzf . Έστω 

⇒∈
kzfWz ,  

⇒=
∞→

k
oj

j
zzf )(lim

 
⇒=

∞→
k

onj

j
zzf )(lim

 k
on zf

Wz
,

∈  , εποµένως  

k
on

k zfzf WW
,, ⊆ . Αντιστρόφως,  θα δείξουµε ότι 

kk
on zfzf

WW ,,
⊆ .  

Έστω ⇒∈
k

on zf
Wz

, k
onj

j
zzf =

∞→
)(lim ,  για   1,2, , 1m n= −⋯ ,  από την τελευταία προκύπτει  

( ) ( ) ( )lim ( ) lim ( )om onj om o nj m

k k
j j

f f z f z f z z+

→∞ →∞
= ⇒ =  (1)   

∆ηλαδή οι n  υπακολουθίες   { }( )( )o nj m

j N
f z+

∈ /
, 0,1,2, , 1m n= −⋯  της { } ( )oj

j N
f z

∈ /
συγκλίνουν 

στο kz  καθώς ∞→j . Έστω τώρα µια τυχαία υπακολουθία )(zf ioa
της  { } ( )oj

j N
f z

∈ /
 όπου 

Niia /∈)(  µια τυχαία αύξουσα ακολουθία δεικτών. Από την Ευκλείδεια διαιρετότητα προκύπτει 

ότι  οι δείκτες ia  γράφονται i i ia nj m= +   µε 0,1,2, , 1im n= −⋯  και Nji /∈  οι οποίοι αντιστοι-

χούν σε όρους των υπακολουθιών  (1)  που συγκλίνουν στο kz  . Ειδικότερα από τις (1) προκύ-
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πτει ότι για ( )0, , ( )o nj m

m m kj N j j f z zε ε+∀ > ∃ ∈ > ⇒ − </  (2) . Λαµβάνοντας 0 max{ }mj j=  ισχύ-

ουν  ταυτόχρονα οι (2),  δηλαδή ( )

00, , ( )o nj m

m kj N j j f z zε ε+∀ > ∃ ∈ > ⇒ − </  (3)  

Εποµένως  για ⇒> 0jai
( )( ) ( )i i ioa o nj k

k kf z z f z z ε+− = − <  λόγω των (3) , κατά συνέπεια η τυ-

χαία υπακολουθία k
oa

zzf i →)(  δηλαδή ⇒=
∞→

k
oj

j
zzf )(lim

kk
on zfzf

WW ,,
⊆ � 

Πόρισµα  13 

Μία υπακολουθία τροχιάς είναι συγκλίνουσα αν και µόνον αν είναι συγκλίνουσα ολόκληρη η 

τροχιά. ∆ηλαδή αν kz ελκυστής και Niia /∈)(  µία  αύξουσα ακολουθία φυσικών αριθµών, τότε  

για κάθε 
kzWz∈ ισχύει η ισοδυναµία k

i
zzf =

∞→
)(lim ιοα

k
oj

j
zzf =⇔

∞→
)(lim .  

Απόδειξη 

Είναι άµεση συνέπεια του προηγούµενου θεωρήµατος, δηλαδή ότι NnWW
k

on
k zfzf /∈∀= ,

,, � 

3.1.3 Tα βασικά υποσύνολα της Ελκτικής  Περιοχής Ελκυστή 

Στο Θεώρηµα 6/πρόταση 2 αποδείχθηκε ότι ο ελκυστής kz  βρίσκεται πάντα στο εσωτερικό της 

µοναδιαίας τοµής του, δηλαδή NnBz
k

on zfk /∈∀∈ ,
,

. Υπενθυµίζεται ότι η µοναδιαία τοµή n- τά-

ξεως είναι το σύνολο })(/{}1)(/{
,, kk

on

zfzf
zzzzfCzzDCzB

k
on

k
on −<−/∈=</∈=  

⋯2,1=∀n Θεωρούµε ελκυστή }{\ ∞∈ fk Xz , και την αντίστοιχη µοναδιαία τοµή του 
k

on zf
B

,
. 

Είναι φανερό ότι για κάθε φυσικό *Nn /∈ , υπάρχουν δύο µοναδικοί θετικοί πραγµατικοί αριθµοί 

0>*
,nz,nz kk

r,r
 
που ορίζονται ως: { } 0/min

,
>∂∈/∈− ∗

+=
k

on
k zfk,nz BzRzzr   και 

{ } 0/max
,
>∂∈/∈−= ∗

+
k

on
k zfk

*
,nz BzRzzr . 

 

 

Εικόνα 18.Η µοναδιαία τοµή, ο πυρήνας, και η περιοχή διασποράς ελκυστή  

kz  

k
on zf ,

B  

nzk ,S  

*

nzk ,S  

*
r nzk ,  

nzk ,r  
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Εποµένως ορίζονται τα ακόλουθα γεωµετρικά στοιχεία  και βασικές περιοχές ελκυστή.  

Ορισµός 7.  Έστω ελκυστής }{\ ∞∈ fk Xz ,  
k

on zf
B

,
, *Nn /∈  οι  µοναδιαίες  τοµές του και οι 

θετικοί πραγµατικοί *
,nz,nz kk

r,r
 
που ορίζονται ως εξής:  

{ } 0/min
,
>∂∈/∈− ∗

+=
k

on
k zfk,nz BzRzzr   και { } 0/max

,
>∂∈/∈−= ∗

+
k

on
k zfk

*
,nz BzRzzr  

1. Οι ακολουθίες 
1

,
≥








n
n

k
z
r και ( )

1≥n
*

,nzk
r  ορίζουν τις  ακολουθίες  των ακτίνων έλξης &  δια-

σποράς του ελκυστή αντίστοιχα. 

2. Οι όροι της  ακολουθίας των ανοικτών κυκλικών περιοχών ( )
1≥n,nzk

S  µε  

k
on

kk zf,nzk,nz
B),r(z

,

oρ

⊆= DS   κέντρου kz  και ακτίνας ,nzk
r   ορίζουν τους   πυρήνες έλξης n-

τάξης  του ελκυστή. 

3. Οι όροι της  ακολουθίας των ανοικτών κυκλικών περιοχών ( )
1≥n

*
,nzk

S  µε  ),r(z *
,nzk

*
,nz kk

DS
ορ

=   

κέντρου kz  και ακτίνας *
,nzk

r , ορίζουν τις περιοχές διασποράς n-τάξης  του ελκυστή. � 

 

Σύµβαση: Όταν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης για τον ελκυστή στον οποίο αναφέρονται οι πα-

ραπάνω συµβολισµοί, αυτοί θα απλοποιούνται ως nS *

nS , *
nn r,r .  

 
 

Εικόνα 19 Μοναδιαίες τοµές -πυρήνες έλξης -περιοχές διασποράς  

Στην εικόνα 19, απεικονίζονται  οι µοναδιαίες τοµές  
kzfB , , οι πυρήνες έλξης 1S  (εσωτερικό µι-

κρών κύκλων) και  οι περιοχές διασποράς τους *
1S  (εσωτερικό των µεγάλων κύκλων), των πολυ-

ωνύµων izzzzf 8.04.0)( 24
1 ++=  (σχήµα. αριστερά) και  zzzzf 8.02.0)( 25

2 +−= (δεξιά) 

στον ελκυστή  0=kz  

Παρατήρηση Είναι φανερό από τον ορισµό ότι *

nzfn
k

onB SS ⊆⊆
,

  και 
*

nn rr ≤  ⋯,2,1=n  
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Θεώρηµα  14  

Ισχύουν τα ακόλουθα: 

1. Για κάθε Nn /∈  είναι    ( ) nn
onf SS ⊂  και ( ) **

nn
onf SS \C\C // ⊂   δηλαδή τα σύνολα nS  

και *

nS\C/  είναι προς τα εµπρός αναλλοίωτα (forward invariant)  κάτω από την onf      

2. Τα σύνολα n
n

Ssuplim  και *

n
n

Sinflim   φράσσουν την ελκτική περιοχή  του ελκυστή, δη-

λαδή  *inflimsuplim n
n

zn
n k

W SS ⊆⊆ ..    

Αποδείξεις  

1. α)Έστω ⇒=⊂∈ ,...2,1,
,

nBz
k

on zfnS
nk rzz <−  και 1)(

,
<zD

k
on zf

, εποµένως 

nk
on rkzfkk

on zzzDzzzzf <−<−=− )()(
,

 δηλαδή n
on zf S∈)(  οπότε αποδείχτηκε 

ότι  ( ) nn
onf SS ⊂    

β) Έστω ⇒∈ / *

nz S\C *
nk rzz >−  και 1)( >zD onf

, εποµένως 

*

,
)()( nkzfkk

on rzzzDzzzzf
k

on >−>−=−  δηλαδή *

n
on zf S\C)( /∈  οπότε αποδεί-

χτηκε ( ) **

nn
onf SS \C\C // ⊂  

2. Απόδειξη του 
kzn W

n

⊆Ssuplim .   Έστω  
k

on zfn Bz
,

⊂∈S , τότε  ισχύουν : 
n

rkzz <− ,  

1)(
,

<zD
k

on zf
 καθώς επίσης και jzfD onj

zf k
on ∀< ,1))((

,
 , επειδή ( ) nn

onf SS ⊂ . 

Από το Θεώρηµα 1  προκύπτει, 

( ) ( ) 0)()()()(
1

0
,

1

0
,

→<−=− ∏∏
−

=

⋅

−

=

j

i

onj

zfn

j

i

onj

zfkk
onj zfDzfDzzzzf

k
on

k
on r  δηλαδή 

kkk
on zzfzfk

onj

j
WWWzzzf ≡≡∈⇒=

∞→
,,

)(lim  δυνάµει του  Θεωρήµατος 9 . Κατά συ-

νέπεια NnW
kzn /∈⊆ ,S  , εποµένως 

kzn W

n

⊆
∞→

Ssuplim  

Απόδειξη του *

nz
n

k
W Sinflim⊆  ή ισοδύναµα ότι NnW nzk

/∈⊆ ,*S  ή ισοδύναµα αρκεί να 

δειχτεί ότι  ( ) NnCW nzk
/∈∅=/∩ ,\ *S .  

Υποθέτοντας ότι  ( )
kk znz WzCWz ∈⇔∅≠/∩∈ *S\  και ⇔/∈ *

nCz S\  k
onj

j
zzf =

∞→
)(lim  

και { } *

nNj
onj Czf S\)( /⊆/∈  διότι το *

nC S\/  είναι προς τα εµπρός αναλλοίωτο.  

Εποµένως θα είναι και *

nk
onj

j
Czzf S\)(lim /∈=

∞→
 το οποίο είναι άτοπο διότι *

nk Cz S\/∉ , 

κατά συνέπεια ( ) ⇔∅=/∩ *

nz CW
k

S\ *

nzk
W S⊆ . 

Αποδείχθηκε  λοιπόν ότι *

nzn k
W SS ⊆⊆  Nn /∈ κατά συνέπεια 

*

nzn
nn

k
W SS inflimsuplim ⊆⊆ . � 
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Θεώρηµα  15  

Έστω kz  ελκυστής  τότε, 

1.   Για κάθε nz S∈  και για κάθε Nn /∈  η  ακολουθία των αποστάσεων της τροχιάς 

από τον ελκυστή  kz ,   ( )
Ni

k
ion zzf

/∈
−)( είναι γνησίως φθίνουσα. 

2.   Για κάθε *\ nSCz /∈
 
 και για κάθε Nn /∈  η  ακολουθία των αποστάσεων της τρο-

χιάς από τον ελκυστή  kz ,   ( )
Ni

k
ion zzf

/∈
−)( είναι  γνησίως αύξουσα. 

3. Για κάθε Nmn /∈,  ισχύουν nmn SSS ⊆⊆1   ή ισοδύναµα  nmn rrr ≤≤
1

 και τέλος 

4. Για κάθε Nmn /∈,  ισχύουν  ***

1SSS ⊆⊆ nnm ή ισοδύναµα    **

n

*

mn
rrr
1

≤≤ . 

Αποδείξεις  

1. Έστω nz S∈ , Nn /∈  , τότε επειδή το nS είναι προς τα εµπρός αναλλοίωτο(βλ. προηγού-

µενο θεώρηµα 14), τα )()1( zf ion + και )(zf ion θα ανήκουν στο 
k

on zfn B
,

⊆S , i∀  ,  επο-

µένως από τον ορισµό της τοµής 
k

on zf
B

,
 προκύπτει k

ion
k

ion zzfzzf −<−+ )()()1( , 

δηλαδή αποδείχτηκε ότι η ακολουθία των αποστάσεων είναι γνησίως φθίνουσα. 

2. Έστω *

n
z S∈ , Nn /∈  , τότε επειδή (βλ. προηγούµενο θεώρηµα 14) το 

k
on zfn B

,
\C\C // ⊆*S είναι προς τα εµπρός αναλλοίωτο, τα )()1( zf ion + και )(zf ion θα 

ανήκουν στο
k

on zfn B
,

\C\C // ⊆*S , i∀ , εποµένως  k
ion

k
ion zzfzzf −>−+ )()()1( , δη-

λαδή αποδείχτηκε ότι η ακολουθία των αποστάσεων είναι γνησίως αύξουσα. 

3. Θα αποδειχθεί πρώτα ότι Nnn /∈⊆ ,1 SS  .  Επειδή 
kzn W⊆S  έχουµε  

k
onj

j
zzf =

∞→
)(lim k

oj

j
zzf =⇔

∞→
)(lim (βλ. Πόρισµα 13) . 

Έστω  1S∈z  , τότε ισχύουν      k
oj

j
zzf =

∞→
)(lim  και επίσης 

⇒>−>>−>>−>−>− ⋯⋯⋯ k
onj

k
on

k
o

kk zzfzzfzzfzzfzz )()()()( 2  

nk
onj

k
no

k
on

k zzzfzzfzzfzz S∈⇒>−>>−>−>− ⋯⋯ )()()( 2  

Στη συνέχεια αποδεικνύεται ότι nmn SS ⊆  

Έστω nz S∈  , τότε ισχύουν  k
oj

j
zzf =

∞→
)(lim  και    

⋯⋯⋯⋯ >−>>−>>−>−>− k
mno

k
omn

k
no

k
on

k zzfzzfzzfzzfzz )()()()( 22

mnk
mno

k
omn

k zzzfzzfzz S∈⇒>−>−>−⇒ ⋯⋯)()( 2  εποµένως mnn SS ⊆  

Επειδή οι πυρήνες είναι οµόκεντρες κυκλικές περιοχές, από την αποδειχθείσα σχέση διά-

ταξης των πυρήνων έλξης mnn SSS ⊆⊆1  προκύπτει άµεσα Nmnmnn rrr /∈∀≤≤ ,,
1

� 
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4. Αρκεί να δειχθεί ισοδύναµα ότι NmnCC
nmn

/∈∀/⊆/ ,,\\ ** SS   

Έστω *\
n

Cz S/∈   τότε ισχύουν:      

⋯⋯⋯⋯ <−<<−<<−<−<− k
mno

k
omn

k
no

k
on

k zzfzzfzzfzzfzz )()()()( 22

*2 \)()(
nmk

mno
k

omn
k Czzzfzzfzz S/∈⇒<−<−<−⇒ ⋯⋯  , εποµένως **

nnm
SS ⊆  

Από την τελευταία σχέση για 1, == nnm προκύπτει *

1

* SS ⊆
n

 οπότε 

Nmn
nnm

/∈∀⊆⊆ ,,*

1

** SSS  και κατ’ επέκταση   Nmnrrr
nmn

/∈∀≤≤ ,*

1

**
� 

 

3.1.4 Ελκτική Περιοχή  και Μοναδιαίες  Τοµές   

Μέσω των  µοναδιαίων τοµών και των στοιχείων αυτής (πυρήνων, ακτίνων έλξης κλπ) µπορούµε 

να πάρουµε πληροφορία για την ελκτική περιοχή  του ελκυστή, καθώς και για την απόσταση του  

ελκυστή από το σύνολο αστάθειας. 

Θεώρηµα  16 

Αν kz ελκυστής,  τότε ισχύει ότι ( ),
0

∪
∞

=

−=
j

n
oj

z fW
k

S Nn /∈∀  

Απόδειξη  

Θα δειχθεί πρώτα ότι  ( )
kz

j

n

oj Wf ⊂
∞

=

−∪
1

S (i) 

Έστω ( )∪
∞

=

−∈
1j

n
ojfz S , τότε υπάρχει  

∈/∈ )(: zfNm om ⇒nS ( ) ⇒== +

∞→
k

mnjoomonj

j
zzfzff )()(lim )(

kzWz∈  εποµένως 

( )
kz

j

n
oj Wf ⊂

∞

=

−∪
1

S . 

Αντίστροφα θα δειχθεί ότι  ( )∪
∞

=

−⊂
1n

n
on

z fW
k

S  (ii)  

Έστω ⇒∈
kzWz k

onj

j
zzf =

∞→
)(lim  οπότε,  

για =ε 0>
n

r , υπάρχει Nj /∈0  τέτοιο ώστε, ⇒>∀ 0jj  <− k
onj zzf )(

n
r . 

Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι ( ) njj
onj zf S⊂> 0

)( , εποµένως το  z ανήκει στην 0j -

τάξεως  προεικόνα του nS , δηλαδή ( )n
oj

fz S0−∈ ( )∪
∞

=

−⊂
1n

n
ojf S � 

O ακόλουθος ορισµός εισάγει την έννοια της οριακής µοναδιαίας τοµής ελκυστή, κατ΄ επέκταση 

των αντίστοιχων εννοιών που ορίστηκαν προηγουµένως. 
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Ορισµός 8. Σε κάθε ελκυστή }{\ ∞∈ fk Xz  ορίζουµε το  σύνολο , kzB∞  της  οριακής µοναδιαίας 

τοµής του ελκυστή ως , ,,
lim { / lim ( ) 1}onon

k kk
z f zf zn n

B B z C D z
ορ

∞
→∞ →∞

= = ∈ / <   

Παρατήρηση Το σύνολο 
k

on
k zfn

z BB
,, lim

∞→
∞ = είναι µη κενό αφού περιέχει τον ελκυστή. Η σύ-

γκλιση εννοείται µε την Hausdorff µετρική. 

Θεώρηµα  17 

Έστω kz ελκυστής, 
kzB ,∞ η οριακή µοναδιαία τοµή του και fF  το σύνολο ευστάθειας του δυ-

ναµικού συστήµατος, τότε  
kk zz BW ,∞⊆ fF⊆

 
και 

kk zz BW ,∞∂⊆∂ fJ⊆  .   

Απόδειξη  

Είναι γνωστό ότι, αν υπάρχει το όριο )(lim zf on

n ∞→
, τότε η τιµή του είναι κάποιο σταθερό σηµείο 

mz ,τύπου ελκυστή είτε παραβολικού τύπου,  δηλαδή  m
on

n
zzf =

∞→
)(lim .  

Είναι =<
−

−
/∈=</∈==

∞→∞→∞→
∞ }1

)(
lim/{}1)(lim/{lim

,,,
k

k
on

nzfnzfn
z

zz

zzf
CzzDCzBB

k
on

k
on

k
 

=<
−

−
=/∈=

∞→
}1και  )(lim/{

k

km
m

on

n zz

zz
zzfCz

=−>−≠=/∈∪=/∈=
∞→∞→

} ,z)(lim/{})(lim/{ k kmkm
on

n
k

on

n
zzzzzzfCzzzfCz

( )∪
kzmz

kmkmzkz zzzzCzEW
≠

−>−/∈∩∪= } /{   όπου  

m mz z
E W= αν 

m
z   ελκυστής ή 

mz
P αν 

m
z   παραβολικού τύπου, δηλαδή 

( )∪
kzmz

kmkmzkzkz zzzzCzEWB
≠

∞ −>−/∈∩∪=  /{,  (1) 

Από την (1) προκύπτει ότι το σύνολο 
kzB ,∞  είναι ένωση ξένων συνόλων, υποσυνόλων του συνό-

λου ευστάθειας (ως τµήµατα  ελκτικών περιοχών ελκυστών και παραβολικών ελκυστών τα οποία 

είναι  ξένα µεταξύ τους). Άρα
kk zz BW ,∞⊆ fF⊆  και 

kk zz BW ,∞∂⊆∂ fJ⊆ �  

Το επόµενο θεώρηµα  µας παρέχει την δυνατότητα για τον υπολογισµό της απόστασης 

),( fk Jzdist  ενός ελκυστή από το σύνολο αστάθειάς fJ .Στο επόµενο κεφάλαιο   αναπτύσσεται 

µια  αναλυτική-υπολογιστική µέθοδος για τον υπολογισµό του ),( fk Jzdist  η οποία βασίζεται 

στο αποτέλεσµα αυτό. 

 

Θεώρηµα  18 

Αν kz ελκυστής, τότε η απόσταση του ),( fk Jzdist  από το σύνολο Julia fJ  είναι το όριο της  

ακολουθίας ( )
1≥nn

r των ακτίνων έλξης του  ,δηλαδή  

                                                       ),(lim fkn
n

Jzdistr =
∞→
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Απόδειξη  

Στο  Θεώρηµα 14 αποδείχτηκε ότι 
kzn

n

W⊆Ssuplim .∆ηλαδή η ακολουθία των πυρήνων 

( )
1≥nnS είναι φραγµένη, οπότε και η αντίστοιχη ακολουθία των ακτίνων 

1
)(
≥nnr θα  είναι φραγ-

µένη από τον αριθµό ( , )
kk zdist z W∂ , δηλαδή ( , )

kn k zr dist z W< ∂ , 1,2,...n∀ = . Επίσης, επειδή από 

το προηγούµενο θεώρηµα 17  είναι  
kk zz BW ,∞∂⊆∂ fJ⊆ , έχουµε   

                   ),(),(),( , fkzkzk JzdistBzdistWzdist
kk
=∂=∂ ∞     (1)  

Από τον ορισµό της οριακής µοναδιαίας τοµής του kz
 
είναι  ,,

lim on
kk

zf zn
B B∞

→∞
=  .Εποµένως θα εί-

ναι  ,,
lim ( , ) ( , )on

kk
k k zf zn

dist z B dist z B∞
→∞

∂ = ∂ ,lim ( , )
kn k z

n
r dist z B∞

→∞
⇔ = ∂  η οποία λόγω της (1) γίνεται 

lim ( , )n k f
n

r dist z J
→∞

=  .� 

Τετριµµένο Παράδειγµα Εφαρµογής. 

 Υπολογισµός της απόστασης του υπέρ-ελκυστή 00 =z  του δυναµικού συστήµατος  

),,( δfC/ µε 2)( zzf =  από το σύνολο αστάθειάς του,  µε βάση το προηγούµενο Θεώρηµα 18 

Λύση 

Η ακολουθία των µοναδιαίων τοµών του δυναµικού συστήµατος ( )
Nn

onf
B

/∈0,
στο σηµείο 00 =z  

είναι: ⋯,2,1),1,0(}1/{}1/{})(/{
12

0,
==</∈=</∈=</∈=

−
nzCzzCzzzfCzB

n
on

onf
D  

∆ηλαδή είναι σταθερή και ίση µε τον µοναδιαίο δίσκο )1,0(D . Κατά συνέπεια και η ακολουθία 

των  ακτίνων έλξης ( )
1≥nn

r  θα είναι σταθερή και ίση µε την µονάδα ⋯,2,1,1 == nrn Εποµένως 

βάσει του Θεωρήµατος 18  προκύπτει 1lim),( ==
∞→ n

n
fk rJzdist .  

Το αποτέλεσµα είναι έγκυρο αφού είναι  γνωστό, ότι το σύνολο αστάθειας fJ του δυναµικού συ-

στήµατος 2)( zzf = είναι ο µοναδιαίος κύκλος, κατά συνέπεια η απόσταση 1),0( =fJdist . 

Παρατήρηση. Στο επόµενο κεφάλαιο αναπτύσσεται αναλυτική-υπολογιστική µέθοδος για τον 

υπολογισµό των ⋯,2,1, =nrn  ,  και κατά συνέπεια του ),( fk Jzdist
 

3.2 ΕΥΤΑΚΤΙΚΗ  ΕΛΞΗ    

Έστω kz  ελκυστής και σηµείο 
kzWz∈  «πολύ κοντά»  στον ελκυστή. Τότε  k

on

n
zzf =

∞→
)(lim  και 

επίσης  για κάθε Nn /∈  ισχύει  Nnzzfzzf k
on

k
no /∈∀−<−+ ,)()()1( .Είναι φανερό ότι την 

τελευταία συνθήκη µπορεί να µην την ικανοποιούν όλα τα 
kzWz∈ .∆ίνεται ο ακόλουθος ορισµός 

Ορισµός 9:  Έστω kz  ελκυστής, 
kzWz∈ και Nn

on zf /∈))(( , η συγκλίνουσα προς το kz τροχιά του. 

Θα λέµε ότι η τροχιά του z  παρουσιάζει  σπειροειδή  ευταξία τάξεως 1m ≥ , αν m είναι ο ελάχι-

στος φυσικός για τον οποίo ισχύει ( 1)( ) ( ) ,om j omj

k kf z z f z z j N+ − < − ∀ ∈ / .Ο αριθµός αυτός θα 

συµβολίζεται µε ( )f zε , δηλαδή { }* ( 1)( ) min / ( ) ( ) ,om j omj

f k k
m

z m N f z z f z z j Nε += ∈ − < − ∀ ∈/ /  � 
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Εποµένως η ευταξία είναι µια απεικόνιση NW
kf z /→:ε . Είναι προφανές ότι σηµεία 

kzWz∈  

‘πολύ κοντά’ στον ελκυστή θα έχουν ( ) 1f zε =  ενώ σηµεία 
kzWz∈  απείρως κοντά στο σύνολο 

Julia του µιγαδικού δυναµικού συστήµατος, ενδέχεται να έχουν ∞→)(zfε . Αυτό δεν ισχύει πά-

ντα καθώς  στο δυναµικό σύστηµα  της 2)( zzf =  , όλα τα σηµεία  0=∈
kzWz  = )1,0(D  στην ελ-

κτική περιοχή  του ελκυστή 0=kz  έχουν ( ) 1f zε = . 

 

 

Εικόνα 20  Ευτακτικές έλξεις µε ( ) 1f zε =  (αριστερά ) και µε ( ) 2f zε =  (δεξιά) 

Θεώρηµα  19 

Ισχύουν τα ακόλουθα:  

1)Αν 
kzWz∈  µε  ( )f z nε = , τότε ( ) 1onf

zε =  

2) Αν nz S∈ , τότε ( )f z nε ≤  

Απόδειξη  

1. Επειδή, ( )f z nε = ⇒  

{ }* ( 1)min / ( ) ( ) ,om j omj

k k
m

m N f z z f z z j N n+∈ − < − ∀ ∈ = ⇒/ /

( 1)( ) ( ) ,on j onj

k kf z z f z z j N+ − < − ∀ ∈ ⇒/ ( ) ( )( 1)

( ) ( ) ,
o j ojon on

k kf z z f z z j N
+
− < − ∀ ∈ ⇒/

( ) 1onf
zε = . 

2. Έστω 
k

on zfn Bz
,

⊂∈S .Επειδή 
kzn W⊆S  θα είναι  k

onj

j
zzf =

∞→
)(lim

 
 

k
oj

j
zzf =⇔

∞→
)(lim

  
(βλ. Πόρισµα 13 ) .  

Έχουµε  ( ) k
onjonj

zfk
onj

k
jon zzfzfDzzfzzf

k
−<⋅−=−+ )()()()(

,

)1(  , διότι ο πυ-

ρήνας nS  είναι προς τα εµπρός αναλλοίωτος (forward invariant) και επειδή 

( ) 1)(
,

<zfD onj

zf k
. 

Αποδείχτηκε λοιπόν ότι ⇔=−<−+ ,..2,1,0,)()()1( jzzfzzf k
onj

k
jon ( )f z nε ≤ � 

Από το προηγούµενο θεώρηµα καθώς και από τον ορισµό του πυρήνα έλξης προκύπτει ότι ο πυ-

ρήνας έχει δύο βασικές ιδιότητες: 

 

 

z  

kz  

z  

( )f z  

7 ( )of z  

2( )of z  
4 ( )of z  

2( )of z  

( )f z  
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Ιδιότητες του πυρήνα έλξης nS ελκυστή 

1. Για κάθε *Nn /∈ και για κάθε nz S∈  είναι k
oj

j
zzf =

∞→
)(lim  και 

2. Για κάθε nz S∈ ( )f z nε ≤     

Είναι φανερό ότι, τα σηµεία του συνόλου NnB nzf k
on /∈,\

,
S  δεν ικανοποιούν γενικά και τις 

δύο ιδιότητες του n-πυρήνα,  ενώ τα σηµεία της NnW nzk
/∈,\ S  δεν ικανοποιούν την 2

η
 συν-

θήκη γενικά. 

3.3  ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟI  

Το  θεώρηµα που ακολουθεί δίνει µια αναλυτική µέθοδο  περιορισµένης εφαρµογής  για τον υ-

πολογισµό της πρώτης ακτίνας έλξης { } 0/min ,1 >∂∈/∈− ∗
+=

kzfk BzRzzr και της  ακτίνας δια-

σποράς { } 0/max ,1 >∂∈/∈−= ∗
+ kzfk

* BzRzzr  του ελκυστή.  

Μία ολοκληρωµένη αναλυτική-υπολογιστική λύση  του ζητήµατος παρουσιάζεται στο επόµενο 

κεφάλαιο.     

Θεώρηµα  20  

Έστω fk Xz ∈  ελκυστής ενός πολυωνύµου f . Τότε η πρώτη ακτίνα έλξης 1r  και η πρώτη α-

κτίνα διασποράς *r1  υπολογίζονται από τις σχέ-

σεις:   

{ })1,0[,1)(/min 2

,1 ∈=+/∈ ∗
+= trezDRrr it

kzf
r k

π  

και 

{ })1,0[,1)(/max 2

,

*
1 ∈=+/∈ ∗

+= trezDRrr it
kzf

r k

π  

Απόδειξη  

Θεωρούµε  την µοναδιαία τοµή 
kzfB , και οµόκε-

ντρους κύκλους κέντρου kz  (στο σχήµα το 

0=kz ) και µεταβλητής ακτίνας r  . 

Τα σηµεία τοµής ενός κύκλου ακτίνας  0>r και 

του 
kzfB ,∂ (αν υπάρχουν) προκύπτουν από την λύ-

ση του συστήµατος των εξισώσεων 






=

=−

1)(
,

zD

rzz

kzf

k
 ή  






=+

∈+=

1)(

)1,0[,
2

,

2

it
kzf

it
k

rezD

trezz

k

π

π

. Κατά συνέπεια 

για δεδοµένη ακτίνα 0>r   τα σηµεία τοµής προσδιορίζονται από τις πραγµατικές λύσεις  

)1,0[∈t   της εξίσωσης 1)(
2

,
=+ it

kzf
rezD

k

π      (1)    

Από το σχήµα προκύπτει ότι, αν η ακτίνα r  επιλεγεί 1rr <   είτε *
1rr > τότε η εξίσωση  (1) είναι 

αδύνατη. Επειδή οι δύο ακτίνες του ελκυστή αντιστοιχούν στις ακραίες τιµές του r  για τις οποίες 
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η (1) έχει πραγµατικές λύσεις θα είναι : { })1,0[,1)(/min 2

,1 ∈=+/∈ ∗
+= trezDRrr it

kzf
r k

π  και 

{ })1,0[,1)(/max 2

,

*
1 ∈=+/∈ ∗

+= trezDRrr it
kzf

r k

π
� 

Εφαρµογή 1: Υπολογισµός ακτίνων ελκυστή πολυωνύµου 2ου βαθµού 

∆ίνεται το δευτεροβάθµιο πολυώνυµο cbzazzf ++= 2)( µε Ccba /∈,,  και 

14)1(1 2 <−−− acb  . Να υπολογισθούν οι ακτίνες 1r , *
1r του ελκυστή 1z  του πολυωνύµου.   

Λύση 

Τα σταθερά σηµεία του πολυωνύµου είναι 
a

acbb
z

2

4)1(1 2

2,1

−−±+−
=  και οι ιδιοτιµές τους 

είναι αντίστοιχα   

acbbazzf 4)1(12)( 2
111 −−−=+=′=λ    και acbbazzf 4)1(12)( 2

222 −−+=+=′=λ   

Εξ ορισµού  το 1z  είναι ελκυστής αν και µόνον αν  

                                           14)1(1)( 2
11 <−−−=′= acbzfλ  (1) 

το οποίο ισχύει ως δεδοµένο. 

Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 20, οι ακτίνες του ελκυστή  προκύπτουν ως η ελάχιστη και µέγιστη τι-

µή του   0>r  για το οποίο η εξίσωση   

                         11)(
!2

)(
)( 2

1
21

1 =+⇔=
′′

+′ itit arere
zf

zf ππ λ  (2) 

 έχει λύση στο [0,1).  

Θέτοντας )1,0[,
2

11 ∈= λϕλλ λϕπ i
e  και )1,0[,

2 ∈= a
ai

ea a ϕϕπ η (2) γίνεται 

⇔=+ 1
222

1
itii

eeare
πϕπϕπ λλλ   

( ) ( ) ⇔=+++++⇔ 1)(2sin)2sin()(2cos)2cos( 11 taritar αλαλ ϕππϕλϕππϕλ  

( ) ( ) ⇔=+++++⇔ 1)(2sin)2sin()(2cos)2cos(
2

1
2

1 tartar αλαλ ϕππϕλϕππϕλ  

)3(
2

1
)(2cos01)(2cos2

1

222
2

11
22

ar

ra
ttarar aa λ

λ
ϕϕπλϕϕπλ λλ

−−
=−+⇔=−+−++   

Από την (3) προκύπτει ότι η (2) έχει πραγµατικές λύσεις )1,0[∈t  αν και µόνον αν 

a
r

aarra

arra

ar

ra 11

1
2

1
22

1
2

1
22

1

2
1

22
11

021

021
1

2

1 λλ

λλ

λλ
λ

λ +
≤≤

−
⇔







≥+−−

≤−−−
⇔≤

−−
 δηλαδή 

a

zf
r

a

zf )(1)(1 11 ′+
≤≤

′−
    εποµένως     

a

zf
r

)(1 1

1

′−
=    και  

a

zf
r

)(1 1*

1

′+
=   µε   1)( 1 <′ zf   (4)  

 

Τέλος κάνοντας χρήση της (1) , οι (4) γράφονται και ως 
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14)1(1 µε

4)1(11

,

4)1(11
2

22

*

11
<−−−

−−−+
=

−−−−
= acb

a

acb

a

acb

rr  

Εφαρµογή 2: Υπολογισµός ακτίνων ελκυστή, ειδικών πολυωνύµων βαθµού >2 

∆ίνεται το πολυώνυµο 2,1)0(,,,)( ≥<′=/∈+= nfCazazzf n λλλ . 

Να υπολογισθούν οι ακτίνες 1r , *
1r του ελκυστή 0=kz  του πολυωνύµου 

Λύση 

Θεωρούµε την εξίσωση   

11)(
!3

)0(
)(

!2

)0(
)0( )1(2112

)(
2 =+⇔=++

′′
+′ −−− itnnnit

n
it earre

f
re

f
f πππ λ⋯  (1)   

Θέτοντας )1,0[,
2 ∈= λ
ϕπ ϕλλ λi

e  και )1,0[,
2 ∈= a

i aeaa ϕϕπ η (1) γίνεται 

⇔=+ +−− 1
))1((212 atnini

eare
ϕπϕπ λλ   

( ) ( ) ⇔=+−+++−+⇔ −− 1))1((2sin)2sin())1((2cos)2cos( 11
a

n
a

n tnaritnar ϕππϕλϕππϕλ λλ  

( ) ( ) ⇔=+−+++−+⇔ −− 1))1((2sin)2sin())1((2cos)2cos(
2121

a
n

a
n tnartnar ϕππϕλϕππϕλ λλ

⇔=−+−+−+ −− 01))1((2cos2
21222 λϕϕπλ λa

nn tnarar  

)2(
2

1
))1((2cos

1

2222

ar

ar
tn

n

n

a
λ

λ
ϕϕπ λ −

− −−
=−+−⇔  

Από την (2) προκύπτει ότι η (1) έχει πραγµατικές λύσεις )1,0[∈t  αν και µόνον αν 

a
r

arara

rara

ar

ar n

nn

nn

n

n λλ

λλ

λλ

λ

λ +
≤≤

−
⇔







≤−+−

≥−++
⇔≤

−− −
−−

−−

−

− 11

012

012
1

2

1 1
21222

21222

1

2222

 δηλαδή 

1

1

1

1

11 −−










 +
≤≤









 − nn

a
r

a

λλ
    Επειδή 1)0()( <′=′= fzf kλ  οι ακτίνες είναι     

1

1

)(1

1

−










 ′−
=

nk

a

zf
r    και  

1

1

)(1
*

1

−










 ′+
=

nk

a

zf
r        (5)  

Παρατηρήσεις  

1. Είναι φανερό, ότι για πολυώνυµα βαθµού >2 η ανωτέρω αναλυτική µέθοδος υπολογισµού 

των ακτίνων ενός ελκυστή  παρουσιάζει  δυσχέρειες. Πρακτικά ο υπολογισµός τους µπορεί 

να γίνει µόνο µε  υπολογιστικές  µεθόδους.   

2. Από τους τύπους (5) προκύπτει ότι *

11
rr ≤  και ότι 0)(*

11
=′⇔=

k
zfrr  

3. Επίσης από τις κλειστές εκφράσεις των ακτίνων  στις (4) και (5), προκύπτει ότι  η ιδιοτιµή 

του ελκυστή kz  , 1)( <′ kzf  καθορίζει και το µέγεθος των *

11
,rr . Όσο µειώνεται η ιδιοτιµή 

του ελκυστή, αυξάνεται η 
1

r  και µειώνεται η *

1
r .   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4   

ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΕΠΙ  ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΩΝ ΤΟΜΩΝ 

4.1  ΑΠΟΣΤΑΣΗ  ΣΗΜΕΙΟΥ ΑΠΟ ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΗ  ΤΟΜΗ    

 

4.1.1 Εισαγωγικά 

Στο Θεώρηµα 18, του προηγούµενου κεφαλαίου  αποδείχτηκε ότι η απόσταση ενός ελκυ-

στή kz από το σύνολο αστάθειας του δυναµικού συστήµατος, ),( fk Jzdist  µπορεί να υπολογι-

στεί ως το όριο της ακολουθίας των ακτίνων έλξης καθώς το ∞→n  , δηλαδή ότι 

),(lim fkn
n

Jzdistr =
∞→

. Ένα ερώτηµα που προκύπτει είναι: 

 Πως µπορούν να υπολογιστούν οι  ακτίνες { }
k

on zfkn BzRzzr
,

/min ∂∈/∈− ∗
+=   και 

{ }
k

on zfk
*
n BzRzzr

,
/max ∂∈/∈−= ∗
+

 
⋯,2,1, =n

 
ενός ελκυστή kz  ;   

Υπενθυµίζεται ότι: 

Γεωµετρικά το σύνορο ⋯,2,1,
,

=∂ nB
k

on zf
 είναι είτε µία απλή κλειστή καµπύλη είτε πεπερασµέ-

νη ένωση απλών κλειστών καµπύλων µε παραµετρική εξίσωση 

]}2,0[,)(/{}1)(/{
,,,

πθθ ∈=/∈≡=/∈=∂ i

zfzfzf
ezDCzzDCzB

k
on

k
on

k
on και επίσης ότι ο ελκυ-

στής kz  ανήκει στο  
k

on zf
B

,
 , δηλαδή είναι στο εσωτερικό της καµπύλης 

k
on zf

B
,

∂  

Το πρόβληµα όπως τέθηκε παραπάνω, είναι ουσιαστικά η εύρεση της «µέγιστης και ελάχιστης 

απόστασης ενός σηµείου από µία καµπύλη» , δηλαδή είναι ένα τυπικό πρόβληµα Βελτιστοποίη-

σης. Επειδή δεν  υπάρχει κάποια µέθοδος στην βιβλιογραφία  η οποία να επιλύει ή να συµβάλει 

στην επίλυσή του και επειδή  το πρόβληµα αυτό παρουσιάζει αυτοτελώς ενδιαφέρον, θα αντιµε-

τωπιστεί σε ένα γενικότερο πλαίσιο και όχι µόνον για ελκυστές.  

Το πρόβληµα γενικά τίθεται ως εξής: 

∆ιατύπωση του προβλήµατος:  

∆ίνεται το  µιγαδικό πολυώνυµο 0 µε )( 01 ≠++= n

n

n aazazazf ⋯ , ο πραγµατικός 

αριθµός  0>r , ο µιγαδικός αριθµός Cz /∈0   και το σύνορο  πολυωνυµικής  τοµής  

]}2,0[,)(/{})(/{, πθθ ∈=/∈≡=/∈=∂ i
rf rezfCzrzfCzB  . 

Να βρεθεί η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή της απόστασης 0zz −  µε rfBz ,∂∈ , δηλαδή ζητεί-

ται ο προσδιορισµός των αριθµών ),(min ,00 rf
Bz

Bzdistzz ∂≡−
∂∈

και 0max zz
Bz
−

∂∈
���� 

Παράδειγµα προβλήµατος: Για το τριτοβάθµιο µιγαδικό πολυώνυµο  1)( 23 +−= zzzf  η αντί-

στοιχη πολυωνυµική τοµή µε 1=r είναι 1)( =+ iyxf  ή ισοδύναµα: 

02262232432: 642422224232342456

, =+++−−−+++−++−∂ yyyxyxyxyxyxxyxxyxxxB rf  

 

 

 



 
59 

Το γράφηµα της τοµής εικονίζεται στο ακόλουθο σχήµα:   

 

 

Εικόνα 21  H µέγιστη (ΜΒ)  και η ελάχιστη (ΜΑ) απόσταση σηµείου από πολυωνυµική τοµή 

 

Έστω  Μ η εικόνα ενός µιγαδικού αριθµού 0z  στο επίπεδο. Στο σχήµα έχουν σχεδιαστεί µε διά-

στικτη γραµµή η ζητούµενη µέγιστη ΜΒ= 0max zz
Bz
−

∂∈
  και ελάχιστη ΜΑ= 0min zz

Bz
−

∂∈
 απόστασή 

του από το σύνορο της πολυωνυµικής τοµής. 

Είναι προφανές, ότι η υπάρχουσα µεθοδολογία  του ∆ιαφορικού Λογισµού, δεν µπορεί να βοη-

θήσει για την εύρεση των ΜΒ και ΜΑ λόγω της πολύπλοκης  έκφρασης του συνόρου της πολυ-

ωνυµικής τοµής σε καρτεσιανές συντεταγµένες.  

Για το λόγο αυτό, στη συνέχεια επιχειρείται µια διαφορετική προσέγγιση  η οποία επιλύει  το 

πρόβληµα αποφεύγοντας τις καρτεσιανές εκφράσεις των πολυωνυµικών τοµών και αξιοποιώντας  

την µιγαδική έκφραση των πολυωνυµικών τοµών  ]}2,0[,)(/{, πθθ ∈=/∈=∂ i

rf rezfCzB . 

Η  ιδέα της λύσης βασίζεται στον εντοπισµό των ακρότατων της απόστασης  0zz − ,   Bz∈ µε 

χρήση οµόκεντρων κύκλων κέντρου Cz /∈0 , εφαπτόµενων στην καµπύλη ή ισοδύναµα µε  την 

εύρεση  του συνόλου των  προβολών ενός  σηµείου πάνω στην καµπύλη. Η έννοια αυτή αποσα-

φηνίζεται στη συνέχεια.  

4.1.2 Προβολές σηµείου σε καµπύλη.  

∆ίνεται ο ακόλουθος ορισµός  σχετικά µε τις προβολές ενός  σηµείου πάνω σε  καµπύλη . 

Ορισµός 10:Έστω  λεία καµπύλη C  (ανοικτή ή κλειστή) επί του µιγαδικού επιπέδου και σηµείο 

Cz /∈0 .Το σύνολο των µιγαδικών διανυσµάτων 0zz −  µε C∈z  τα οποία είναι κάθετα στην κα-

µπύλη C  , δηλαδή C⊥− )( 0zz  ( κάθετα στο  εφαπτόµενο διάνυσµα της C  στο C∈z ),  θα α-

ποκαλείται  προβολικό σύνολο του Cz /∈0  επί της καµπύλης Cκαι θα δηλώνεται  συµβολικά ως 

),(z0 CΠροβ . Εποµένως },)(/{),(z 000 CCC ∈⊥−/∈−= zzzCzzΠροβ � 

 
Μ(z0) 

Β 

Α 
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Εικόνα 22  Η έννοια της προβολής σηµείου σε καµπύλη.  

Στα σχήµατα της εικόνας 23 τα σύνολα ),(z0 CΠροβ  είναι αντίστοιχα   

},,{),(z 000 32110 zzzzzz −−−=CΠροβ και  

),,,{),(z 0000 432120 zzzzzzzz −−−−=CΠροβ  

 

Εικόνα 23 Προβολικά σύνολα σηµείου σε ανοικτή και κλειστή καµπύλη. 

 

Είναι προφανές ότι η ελάχιστη και µέγιστη απόσταση σηµείου από καµπύλη δίνεται  

από τις σχέσεις ≡−
∈

0min zz
Bz

 ),(zmin 0 CΠροβ     και ≡−
∈

0max zz
Bz

),(zmax 0 CΠροβ  

όπου µε τον συµβολισµό ),(z 0 CΠροβ  δηλώνεται το σύνολο των µέτρων των στοιχείων του 

προβολικού συνόλου. ∆ηλαδή  )},(z/{),(z 00 CC ΠροβΠροβ ∈/∈= + zRz . 

Επειδή το ενδιαφέρον εστιάζεται σε καµπύλες οι οποίες είναι σύνορα πολυωνυµικών τοµών  δη-

λαδή rfB ,∂=C ,  για τον λόγο αυτό είναι αναγκαίος ο αναλυτικός προσδιορισµός του συνόλου 

),(z ,0 rfB∂Προβ . Στη διαδικασία προσδιορισµού  θα γίνει χρήση του γνωστού Θεωρήµατος του 

Sylvester. 

 

C 

0z  

z  

. 0z  

z2 

z1 

z3 

1B  

. 0z  

z2 

z1 

z3 

z4 

2B  

 

1C  

2C  
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Θεώρηµα (Sylvester) 

Έστω τα πολυώνυµα βαθµού n ,   01)( azazazP n
n ++= ⋯ ,  0≠na  και  

01)( bzbzbzQ n

n ++= ⋯  µε 0≠nb  και ο )2()2( nn ×  πίνακας 


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










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


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




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aaaaa

aaaaa

QP

3210

1230

1210
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),(

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯

S  

 

Τα πολυώνυµα )(zP  και )(zQ   έχουν κοινή ρίζα εάν και µόνον εάν ο τετραγωνικός πίνακας 

),( QPzS  είναι µη οµαλός,  δηλαδή ( ) 0),(det =QPzS .� 

(Για απόδειξη βλ. [8] ενότητα Πολυώνυµα σελ 25)  

Συµβολισµός (Μετασχηµατισµός  Τaylor  πολυωνύµου στο Cz /∈0 ) 

Αν 01)( azazazf n
n ++= ⋯  πολυώνυµο και Cz /∈0  , τότε µε 

0zf   συµβολίζουµε το πολυώνυµο  

∑
=

=
n

m

m
m

z w
m

zf
wf

0

0
)(

!

)(
)(

0
 

Με τον µετασχηµατισµό αυτό του πολυωνύµου η αρχή των αξόνων µεταφέρεται στο  Cz /∈0  

Το επόµενο Θεώρηµα  προσδιορίζει αναλυτικά το προβολικό σύνολο ),(z ,0 rfB∂Προβ   πολυω-

νυµικής τοµής. 

Θεώρηµα 21 

Έστω  πολυώνυµο 01)( azazazf n
n ++= ⋯ , ο µιγαδικός Cz /∈0  ,  ο 0>r  και η πολυωνυµι-

κή τοµή ]}2,0[,)(/{})(/{, πθθ ∈=/∈≡=/∈=∂ i
rf rezfCzrzfCzB   

Ισχύουν τα ακόλουθα:  

1. Το   ∈−= 0)()( zzw θθ ),(z ,0 rfB∂Προβ  µε ]2,0[ πθ ∈  εάν και µόνον  

Το n-βαθµού  παραµετρικό9   πολυώνυµο µεταβλητής  k : 








 −−= θθ
θ

i
z

i
zz kewf

dw

d
wrewf

w
kP )(,)(

000
det)(, S    έχει  πραγµατική ρίζα στο *R/  

                                                 

9  Οι µιγαδικοί συντελεστές του πολυωνύµου είναι  της µορφής naa ii ,...,1,0),( == ιθ ,  µε ]2,0[ πθ ∈ . 

   Το πολυώνυµο  )(,0
kPz θ θα αποκαλείται χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ό  π ο λ υ ώ ν υ µ ο  της πολυωνυµικής τοµής στο σηµείο 

0z  ενώ η 

εξίσωση ( ) 0))(Im()),(Re( ,, 00
det =kk zz PP

k θθS  χ α ρ α κ τ η ρ ι σ τ ι κ ή  ε ξ ί σ ω σ η  
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2.  Το   ∈−= 0)()( zzw θθ ),(z0 BΠροβ  µε ]2,0[ πθ ∈  εάν και µόνον το θ   ανήκει στο σύνολο 

ριζών )2,0[ π⊂Θ   της  πραγµατικής  εξίσωσης          

                                  ( ) 0))(Im()),(Re( ,, 00
det =kk zz PP

k θθS    

3.  Το προβολικό σύνολο προσδιορίζεται αναλυτικά ως:          
















=














 ′⋅
∈∀=/∈∂ = 0

)(

)(

Imκαι    Θθ  ,)(   /),(z

0

0

0
,0

wzf

wzfw
irewzfCwB rf
θΠροβ  

Αποδείξεις 

Απόδειξη  του 1  

Η ανάπτυξη του πολυωνύµου σε Taylor µε κέντρο το  Cz /∈0  δίνει  

n
n

zz
n

zf
zz

zf
zz

zf
zfzf )(

!

)(
)(

!2

)(
)(

!1

)(
)()( 0

0
)(

2
0

0
0

0
0 −++−

′′
+−

′
+= ⋯  

Το σύνολο })(/{, rzfCzB rf =/∈=∂ περιγράφεται ισοδύναµα από την  πολυωνυµική παραµε-

τρική εξίσωση θin
n

rezz
n

zf
zz

zf
zz

zf
zf =−++−

′′
+−

′
+ )(

!

)(
)(

!2

)(
)(

!1

)(
)( 0

0
)(

2
0

0
0

0
0 ⋯ . 

 Έστω ]2,0[),( πθθ ∈= zz  η παραµετρική εξίσωση της καµπύλης,  τότε  προφανώς είναι 

θθθθ in
n

rezz
n

zf
zz

zf
zz

zf
zf =−++−

′′
+−

′
+ ))((

!

)(
))((

!2

)(
))((

!1

)(
)( 0

0
)(

2
0

0
0

0
0 ⋯ . 

Με το µετασχηµατισµό  )()( 0 θθ wzz =−  (µεταφορά του  0z  στο 0), η τελευταία  γίνεται 

θθθθ in
n

rew
n

zf
w

zf
w

zf
zf =++

′′
+

′
+ )(

!

)(
)(

!2

)(
)(

!1

)(
)( 0

)(
200

0 ⋯ ή ισοδύναµα 

                                                   θθ i
z rewf =))((

0
   (1)  

όπου ∑
=

=
n

m

m
m

z w
m

zf
wf

0

0
)(

!

)(
)(

0
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 24  Η καθετότητα των διανυσµάτων )(θw  και )(θw′  

Το εφαπτόµενο µιγαδικό διάνυσµα 
θ
θ

θ
d

dw
w

)(
)( =′  της καµπύλης προσδιορίζεται, παραγωγίζο-

ντας την (1)  η οποία δίνει  

θ
θ

d

dw )(

)(θw  

0  
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⇔=′ θθθ i
z riewwf

dw

d
)())((

0
     )2(

))((

)(

0
θ

θ
θ

wf
dw

d

rie
w

z

i

=′  

Προφανώς οι τιµές της παραµέτρου ]2,0[ πθ ∈  αντιστοιχούν στα σηµεία  της καµπύλης στα ο-

ποία οµόκεντροι κύκλοι κέντρου 0
 
και κατάλληλης ακτίνας, εφάπτονται στην καµπύλη. 

Εποµένως   αναγκαία και ικανή συνθήκη, για τον προσδιορισµό του ελάχιστου, είναι προφανώς η 

καθετότητα των µιγαδικών διανυσµάτων
10

   )(,)( θθ ww ′   (βλ. εικόνα 24) 

⇔=−⇔=′+′⇔′⊥
−

0

))((

)(

))((

)(0)()()()()()(

00 θ

θ
θ

θθθθθθθ
θθ

wf
dw

d
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w

wf
dw

d

rie
wwwwwww

z

i

z

i

 

 

))(()())(()(
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⇔=



















⇔
θθ

θθθθ

i

z

i

z

e

wf
dw

d
w

e

wf
dw

d
w

 

  αριθµός µατικόςείναι πραγ     

))(()(

 µιγαδικός  o   0 

))(()(

Im
00

θθ

θθθθ

i

z

i

z

e

wf
dw

d
w

e

wf
dw

d
w

⇔=



















⇔  

κατά συνέπεια υπάρχει πραγµατικός      R/∈k (εξαρτώµενος από το θ)   έτσι ώστε να ισχύει  

 

     (3)0))(()(

))(()(

0

0

=−⇔= θ
θ

θθ
θθ

i
zi

z

kewf
dw

d
wk

e

wf
dw

d
w

 

 

Συνοψίζοντας ισχύουν ταυτόχρονα οι (1) και (3) δηλαδή  








=−

=−

0))(()(

0))((

0

0

θ

θ

θθ

θ

i
z

i
z

kewf
dw

d
w

rewf
 (5) 

Επειδή οι πολυωνυµικές εξισώσεις  (5)  έχουν κοινή ρίζα  το )(θw  σύµφωνα µε  το Θεώρηµα 

του Sylvester προκύπτει ότι ο (2n x 2n) πίνακας των πολυωνύµων  (5) είναι µη οµαλός  κατά συ-

νέπεια  

 

                  *],2,0[,0,)(,)(
00

det Rkkewf
dw

d
wrewf i

z
i

zw
/∈∈=







 −− πθθθS  

ή ισοδύναµα  το  πολυώνυµο µεταβλητής  k : 








 −−= θθ
θ

i
z

i
zz kewf

dw

d
wrewf

w
kP )(,)(

000
det)(, S   έχει  πραγµατική ρίζα στο *R/ .� 

Απόδειξη  του 2 
Επειδή το πολυώνυµο 

                                 






 −−= θθ
θ

i
z

i
zz kewf

dw

d
wrewf

w
kP )(,)(

000
det)(, S   

                                                 

10
 Η καθετότητα δύο µιγαδικών εκφράζεται από την 0=+⇔⊥ zwzwzw  
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έχει ρίζα  *Rk /∈  ισχύει ότι 

0))(Im(και 0))(Re(  0))(Im())(Re(0)( ,,,,, 00000
==⇔=+⇔= kPkPkPikPkP zzzzz θθθθθ  . 

∆ηλαδή τα πολυώνυµα ))(Im( και  ))(Re( kPkP θθ
 έχουν κοινή (πραγµατική) ρίζα εποµένως   

( ) 0)Im(),Re( )()(det ,, 00
=kPkP zzk θθS . Από την τελευταία,   η οποία είναι µη γραµµική εξί-

σωση ηµιτόνων και συνηµιτόνων του θ,  υπολογίζεται  το σύνολο λύσεων Θ αυτής � 

Απόδειξη  του 3 

Το σύνολο προβολών του  ),(z ,0 rfB∂Προβ   προσδιορίζεται από την  λύση του συστήµατος των 

(5) δηλαδή 

⇔
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⇔











=

Θ∈=−

r

k

wf

wf
dw

d
w

rewf

z

z

i
z

))((

))(()(

,0))((

0

0

0

θ

θθ

θθ θ













=



















Θ∈=−

0
))((

))(()(

Im

,0))((

0

0

0

θ

θθ

θθ θ

wf

wf
dw

d
w

rewf

z

z

i
z

 

εποµένως  



















=



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












 ⋅
∈∀=/∈∂ = 0
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Imκαι    Θθ  ,)(   /),(z
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0
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wf

wf
dw

d
w

irewzfCwB

z

z

rf
θΠροβ � 

 

Από το θεώρηµα 21 προκύπτει ο ακόλουθος αλγόριθµος. 

 

Αλγόριθµος  

Βήµα 1 :Μεταφορά της αρχής του συστήµατος συντεταγµένων στο 0z    

 Από το πολυώνυµο  01)( azazazf n
n ++= ⋯ σχηµατίζουµε το πολυώνυµο  κέντρου  0z :     

                                            ∑
=

=
n

m

m
m

z w
m

zf
wf

0

0
)(

!

)(
)(

0
  

 

Βήµα 2 :Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου        

                  Rkkewf
dw

d
wrewf i

z
i

zz w
kP /∈∈







 −−= ],2,0[,)(,)(
000

det)(, πθθθ
θ S     

 Βήµα 3  :Επίλυση της χαρακτηριστικής εξίσωσης-εύρεση του συνόλου Θ 

Θεωρούµε την  τριγωνοµετρική εξίσωση  ως προς θ 

                                             ( ) 0)Im(),Re( )()(det ,, 00
=kPkP zzk θθS   

από την οποία προσδιορίζεται το σύνολο ριζών της },...,2,1,{ mjj ==Θ θ    

Βήµα 4  :Εύρεση του συνόλου ),(z ,0 rfB∂Προβ  

Για κάθε  ρίζα Θ∈jθ   επιλύεται η  ji
z rewf

θ
=)(

0
  , δηλαδή η   
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zf n

n θ
⋯ (1) 

H (1) επιλυόµενη δίνει n-ρίζες  njj www j ,...,, 21  για κάθε mj ,...,2,1=  

και από αυτές επιλέγεται αυτή (ή αυτές) για την οποία το 0
)(

)(

Im

0

0 =

















 ⋅

wf

wf
dw

d
w

z

z

   

Βήµα 5  :max-min   

 ≡−
∈

0min zz
Bz

 ),(zmin ,0 rfB∂Προβ     και ≡−
∈

0max zz
Bz

),(zmax ,0 rfB∂Προβ  

.  

Τέλος αλγορίθµου  

4.2 ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ    

Εφαρµογή  1  

∆ίνεται το πολυώνυµο     14z-2z-z)( 23 +=zf  µε 00 =z  και η µοναδιαία πολυωνυµική τοµή 

καµπύλη ]}2,0[,)(/{ πθθ ∈=/∈=∂ i
f ezfCzB .Να βρεθεί η χαρακτηριστική εξίσωση.  

Λύση 

Επειδή 00 =z   και 1=r  είναι   

θθ ii
z ecewf −+=− 14w-2w-w)( 23

0
 και  

θθ ii
z kiekewf

dw

d
w −=− 4w-4w-w3)( 23

0
 κατά συνέπεια  
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 95-27-591469-)k27469-(122)k9-(-31 233223233 θθθθθθθθθ iiiiiiiii eeeeeeeeke ++++=  

Από τον πίνακα Sylvester   είναι φανερό, ότι το χαρακτηριστικό πολυώνυµο )(,0
kPz θ  για ένα 

πολυώνυµο n βαθµού, είναι επίσης πολυώνυµο n βαθµού µε µιγαδικούς συντελεστές 
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                           )(,0
kPz θ =  )()()()( 01

1
1 θθθθ akakaka n

n
n

n ++++ −
− ⋯  

Η χαρακτηριστική εξίσωση ( ) 0)Im(),Re( )()(det ,, 00
=kPkP zzk θθS  είναι  µια πολύπλοκη και  

εκτενής  τριγωνοµετρική εξίσωση ηµιτόνων και συνηµιτόνων. 

Παράδειγµα: για το τριτοβάθµιο πολυώνυµο του παραδείγµατος  η χαρακτηριστική εξίσωση 

προκύπτει από την ανάπτυξη µιας ορίζουσας (6x6) 

      ( ) ⇔= 0)Im(),Re( )()(det ,, 00
kPkP zzk θθS  

0

)(Im()(Im()(Im()(Im(00

0)(Im()(Im()(Im()(Im(0

00)(Im()(Im()(Im())(Im(

))(Re())(Re())(Re())(Re(00

0))(Re())(Re())(Re())(Re(0

00))(Re())(Re())(Re())(Re(

3210

3210

3210

3210

3210

3210

=⇔

θθθθ
θθθθ

θθθθ
θθθθ

θθθθ
θθθθ

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

 

όπου  
θθ iea 3

3 )( = ,  θθθ ii eea 32
2 9--31)( = ,  θθθθ iii eeea 32

1 27469-122)( +=  

 95-27-591-469)( 23
0

θθθθ iii eeea += . 

Με αντικατάσταση στην ορίζουσα και την ανάπτυξη  της, γίνεται  φανερή η πολυπλοκότητα και 

η  έκταση της χαρακτηριστικής εξίσωσης.   

Εφαρµογή 2. Βελτιστοποίηση σε τοµές πρωτοβαθµίου πολυώνυµου 

Το συγκεκριµένο πρόβληµα είναι τετριµµένο και ήδη λυµένο  µε κλασικές µεθόδους. Όµως η 

αναφορά σε αυτό γίνεται για  να καταδειχθούν τα βήµατα της  µεθόδου αλλά και διότι είναι η 

µόνη περίπτωση που δεν απαιτείται η χρήση Η/Υ.  

∆ίνεται το    πρωτοβάθµιο µιγαδικό  πολυώνυµο 0,z)( 101 ≠+= aaazf .  

Να υπολογιστεί η µέγιστη και ελάχιστη απόσταση του σηµείου 0z  από την  πολυωνυµική τοµή 

]}2,0[,)(/{})(/{, πθθ ∈=/∈≡=/∈=∂ i
rf rezfCzrzfCzB  

 

Λύση 
 

Η πολυωνυµική τοµή στην περίπτωση πρωτοβαθµίου πολυω-

νύµου είναι προφανώς κύκλος εξίσωσης 
11

0

a

r

a

a
z =+     

 

Βήµα 1 (Μεταφορά της αρχής του συστήµατος συντεταγµένων στο 0z )   

Μεταφέροντας το σύστηµα συντεταγµένων στο  0z   είναι  wzfzfwf z )()()( 000
′+=   

µε  )()( 00
zfwf

dw

d
z ′=    

 

Βήµα 2 (Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου)        

B z0 
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Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναι  

 =






 −−= θθ
θ

i
z

i
zz kewf

dw

d
wrewfkP )(,)(
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det)(, S     
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zfrezf ii

i

i
θθ

θ

θ
)(])()[(

)(

)()(
00

0

0
0

0 ′+−′=
′−

′−
 

 Βήµα 3  Επίλυση της χαρακτηριστικής εξίσωσης-εύρεση του συνόλου Θ 
Η χαρακτηριστική εξίσωση  είναι 

                  ( ) ⇔= 0)Im(),Re( )()(det ,, 00
kPkP zzk θθS    

0
)Im(])(Im[

)Re(])(Re[
)(0

])(Im[)])()((Im[

])(Re[)])()((Re[
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0
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0 2
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ezfrezfzf
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−

−
θ

θ
θ
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 (1) 

Η (1) στο διάστηµα ]2,0[ π  έχει σύνολο λύσεων   

} ))(( )),(({
))(Re(

))(Im(
tan,

))(Re(

))(Im(
tan 00
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0 zfArgzfArg
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=Θ −− ππ  

Βήµα 4  Εύρεση του συνόλου ),(z0 BΠροβ  

Αντικαθιστώντας  ))((θ 0zfArg= στην  ⇔= θi
z rewf )(

0
 

⇔=′+⇔=′+ ))((
0

))((
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))((
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rewzfezfrewzfzf    
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Οµοίως αντικαθιστώντας   ))((θ 0zfArg+= π στην  θi
z rewf =)(

0
  λαµβάνεται  
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0
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)(

)( zfiArg
e
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zfr
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και για τις δυο ρίζες 1w  και 2w  ισχύει ο περιορισµός 2,1,0
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Πράγµατι για την 1w  είναι  
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οµοίως και για την 2w  κατά συνέπεια  
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Βήµα 5  (max-min) 

   

)(

)(
),(zmin

0

0
0min zf

zfr
Bw

′

−
== Προβ                

)(

)(
),(zmax

0

0
0max zf

zfr
Bw

′

+
== Προβ   

Εφαρµογή 3 (Πλήρης εφαρµογή της µεθόδου) 

∆ίνεται το πολυώνυµο     1)z(0.3-0.6i)z(1.3-z)( 23 +++= izf .  

Να υπολογιστούν τα ακρότατα της απόστασης του σηµείου iz 5.05.00 −=  από την τοµή
11

 

]}2,0[,)(/{}1)(/{ πθθ ∈=/∈≡=/∈= i
f ezfCzzfCzB   

Λύση 

Ακολουθώντας τα βήµατα του αλγορίθµου είναι 

Βήµα 1 (Μεταφορά της αρχής του συστήµατος συντεταγµένων στο 0z )   

Η πολυωνυµική τοµή απεικονίζεται στο εικόνα 25  αριστερά. Μεταφέροντας το σύστηµα συντε-

ταγµένων στο  iz 5.05.00 −= ,  έχουµε την εικόνα δεξιά.   

Εικόνα 25 Μεταφορά του συστήµατος αξόνων 

 

Επίσης έχουµε == ∑
=

n

m

m
m

z w
m

zf
wf

0

0
)(

!

)(
)(

0

32 w+2.1i)w-(0.2+1.8i)w-(-2.2+0.05i)+(-0.2  

µε παράγωγο 23w+4.2i)w-(0.4+1.8i)-(-2.2)(
0

=wf
dw

d
z    

 

                                                 
11

 ¨Ας σηµειωθεί ότι  η εξίσωση της τοµής(καµπύλης) Β  σε καρτεσιανές συντεταγµένες ς είναι 

1.3y)-1.x-2.6xy-.6y+.6x-y-y(3x+1)+1.y+.3x-1.2xy+1.3y+1.3x-3xy-(x
2223222223 =  

           



 
69 

Βήµα 2 (Εύρεση του χαρακτηριστικού πολυωνύµου)        

Θεωρούµε  το χαρακτηριστικό πολυώνυµο (το 1=r )   
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Βήµα 3  (Επίλυση της χαρακτηριστικής εξίσωσης-εύρεση του συνόλου Θ)  

Η χαρακτηριστική εξίσωση είναι   ( ) ⇔= 0)Im(),Re( )()(det ,, 00
kPkP zzk θθS   
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)(Im()(Im()(Im()(Im(00
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όπου 
θθ iea 3

3 )( = ,   

θθθ ii eea 32
2 9-7.581i)-(12.442)( = ,  

θθθθ iii eeea 32
1 2737.944i)(-54.60834.4024i)-33.2463()( +++=  

 27-36.594i)-(49.20824.0832i)(-24.22198.542795i-4.92914)( 32
0

θθθθ iii eeea ++++=  

To σύνολο λύσεων της χαρακτηριστικής εξίσωσης στο ]2,0[ π  είναι  

Θ={ 2.457743348,  2.855375935,  2.944237433,  5.454781945} 

 

Βήµα 4  Εύρεση του συνόλου ),(z0 BΠροβ  
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Η διαδικασία προσδιορισµού του  ),(z0 BΠροβ  φαίνεται στον πίνακα που ακολουθεί   

Το σύνολο 

λύσεων  Θ  

Οι ρίζες 321 ,, jjj www  

της ji
z cewf

θ
=)(

0
 )(

)(

0

0

wf

wf
dw

d
w

z

z⋅
 ,0(zΠροβ ),0(z BΠροβ  

11w  -1.456397430+ 

0.5452400859i 

7.450035248+ 

2.138686647i 

  

12w  0.03940148506-

0.2394285630i 

0.9506983837-

0.154476002i 

  
θ1=2.457743348 

13w  1.216995945+ 

1.794188477i 

15.03317508+ 

1.02*10
-8

i 
13w  2.160992486 

21w  -1.493532970+ 

0.4772589799i 

8.189645648+ 

0.4178056198i 

  

22w  0.1289001311-

0.1959043484i 

0.9330879598- 

6.0*10
-9

i 
22w  0.2345074786 

θ2=2.855375935  

23w  1.164632830+ 

1.818645368i 

13.95341649- 

4.177715677i 

  

31w  -1.499008324+ 

0.4612431970i 

8.261183757+ 

2.0*10
-6

i 
31w  1.568365787 

32w  0.1472202741- 

-0.1830706640i 

0.9306724807+ 

0.03452703075i 

  
θ3= 2.944237433 

33w  1.151788050+ 

1.821827467i 

13.49508350- 

5.028786816i 

  

41w  -1230850377+ 

0.08822184764i 

0.3594172336-

4.334024988i 

  

42w  0.03622027176+ 

0.5346222495i 

0.0227752401+ 

0.2912598662i 

  
θ4= 5.454781945 

43w  0.9946301053+ 

1.477155903i 

-6.279727079 

-2.0*10
-8

i 
43w  1.780808414 

 Στην πρώτη στήλη καταχωρούνται οι λύσεις της χαρακτηριστικής εξίσωσης. 

Στην δεύτερη καταχωρούνται οι ρίζες  321 ,, jjj www  της ji
z cewf

θ
=)(

0
 για κάθε 4,3,2,1=j . 

Στην τρίτη στήλη εντοπίζονται οι ρίζες για τις οποίες 0
)(

)(

Im

0

0

=




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










 ⋅

wf

wf
dw

d
w

z

z

. 

Στην τέταρτη στήλη καταχωρούνται οι ρίζες οι οποίες αποτελούν το σύνολο ),0(z BΠροβ . 

Στην πέµπτη στήλη, υπολογίζονται τα µέτρα των στοιχείων του προβολικού συνόλου, δηλαδή το 

),0(z BΠροβ  και προσδιορίζεται η µικρότερη καθώς και η µεγαλύτερη απόσταση. 
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Βήµα 5 Εύρεση max-min    
Από την τελευταία στήλη του πίνακα προκύπτει ότι    

6.234507478 0
min
=w     62.16099248

max
=w    

και οι οποίες αντιστοιχούν στις ακτίνες του ενδότερου εσωτερικού και του εξωτερικού κύκλου 

        

Εικόνα 26 Η πολυωνυµική τοµή και οι εφαπτόµενοι οµόκεντροι κύκλοι 

                          

Τέλος διαδικασίας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5    

ΜΟΝΑ∆ΙΑΙΕΣ ΤΟΜΕΣ  ΚΑΙ  ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ 

5.1  ΟΙ  ΠΡΟΕΙΚΟΝΕΣ ΤΩΝ  ΚΥΡΙΩΝ ΜΟΝΑ∆ΙΑΙΩΝ ΤΟΜΩΝ   

 

5.1.1 Εισαγωγικά 

Είναι γνωστό από την  Θεωρία της Μιγαδικής ∆υναµικής ότι σε σταθερά σηµεία τύπου 

ελκυστή, Siegel ή  παραβολικού, αντιστοιχούν συνιστώσες ευστάθειας του δυναµικού συστήµα-

τος, ενώ δεν ισχύει αυτό για σταθερά σηµεία απωθητικού τύπου ή Cremer.  

Στο Κεφάλαιο 2 αποδείχτηκε επίσης ότι σε κάθε τύπο σταθερού σηµείου (ελκυστή, 

Siegel, παραβολικού απωθητικού και Cremer) αντιστοιχεί µια µοναδιαία τοµή 

}1)(/{
,, </∈= zDCzB

kzfkzf
k

 και ειδικότερα η κύρια µοναδιαία τοµή 
 k

zfB ,

⌢
.Υπενθυµίζεται ότι 

η κύρια µοναδιαία τοµή 
k

zfB ,

⌢
 ορίζεται ως η  συνεκτική συνιστώσα ή η ένωση των συνεκτικών 

συνιστωσών   της µοναδιαίας τοµής }1)(/{
,, </∈= zDCzB

kzfkzf
k

 , στην οποία το kz  είναι 

σηµείο επαφής, δηλαδή ανήκει στην κλειστή της θήκη   
kf,zk Bz

⌢
∈  .  

Αντικείµενο του κεφαλαίου είναι, η εύρεση συνολοθεωρητικών εκφράσεων των συνι-

στωσών Ευστάθειας ενός δυναµικού συστήµατος , συναρτήσει των κύριων µοναδιαίων τοµών 

k
zfB ,

⌢
πού αντιστοιχούν στα σταθερά σηµεία τους. Παρακάµπτοντας την αυστηρότητα στη δια-

τύπωση, τα κύρια συµπεράσµατα της ενότητας αυτής, είναι: 

1. Οι κύριες µοναδιαίες τοµές αποτελούν την δοµικά στοιχεία για τον σχηµατισµό και την οργά-

νωση των συνιστωσών Ευστάθειας του δυναµικού συστήµατος. 

2. Το πολυώνυµο, «ακολουθεί» την ίδια  διαδικασία δόµησης - σχηµατισµού των συνιστωσών 

Ευστάθειας του δυναµικού συστήµατος, ανεξάρτητα από το από το είδος της, δηλαδή αν πρό-

κειται για  ελκτική περιοχή ή δίσκο Siegel ή παραβολική περιοχή.   

Συγκεκριµένα αποδεικνύεται ότι ο συνολοθεωρητικός τελεστής  ∩ ∪
∞

=

∞

=

−− ≡
0m mn

onon

n

fflimsup

 

όταν δρα επί των κυρίων τοµών 
k

zfB ,

⌢
, fk Xz ∈ , παράγει την αντίστοιχη στο kz  συνιστώσα Ευ-

στάθειας του δυναµικού συστήµατος.  

 

5.1.2  Ακολουθίες Συνόλων 

Στην παράγραφο αυτή υπενθυµίζονται οι γνωστές έννοιες, του ανώτερου οριακού συνόλου 

n
n

Asuplim  και του κατώτερου οριακού συνόλου n
n

Ainflim   µιας  ακολουθίας συνόλων.  

Έστω ακολουθία υποσυνόλων NnnA /∈}{ , ενός συνόλου X . 

Η ακολουθία χαρακτηρίζεται ως αύξουσα αν 1+⊂ nn AA
 
και  φθίνουσα αν NnAA nn /∈∀⊂+ ,1 . 

Σε κάθε ακολουθία συνόλων ορίζονται δύο οριακά σύνολα, τα εξής: 
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n} απειρα για,:{suplim

0

n

mn

nn
n

AxXxAA

m

∈∈=≡
∞

=

∞

=
∩ ∪   και 

n}   κάθε γιατελικά,:{inflim

0

nnn
n

AxXxAA

m mn

∈∈=≡
∞

=

∞

=
∪∩  για τα οποία  ισχύει  ότι 

n
n

n
n

AA supliminflim ⊆  ή ισοδύναµα   ∩ ∪∪∩
∞

==

∞

=

∞

=

∞

⊆
00 mm mn mn

nn AA . Επίσης είναι γνωστό, ότι, αν η α-

κολουθία NnnA /∈}{  είναι αύξουσα, τότε  ισχύει  ∪
∞

=

==
0

supliminflim

n

nn
n

n
n

AAA , ενώ,  αν είναι 

φθίνουσα, ισχύει  ∩
∞

=

==
0

supliminflim

n

nn
n

n
n

AAA . Όµως δεν ισχύει  το αντίστροφο, δηλαδή 

µπορεί να συµπίπτουν τα δύο οριακά αυτά σύνολα χωρίς να είναι µονότονη η ακολουθία. 

 

5.1.3  Η Ακολουθία των προεικόνων της Κύριας Μοναδιαίας Τοµής σταθερού σηµείου 

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον για την Μιγαδική ∆υναµική  παρουσιάζει η ακολουθία των  προει-

κόνων ( )
Nnkzf

on Bf
/∈

− )( ,

⌢
της κύριας µοναδιαίας τοµής 

k
zfB ,

⌢
ενός σταθερού σηµείου 

fk Xz ∈  .Στις εικόνες 27,28 και 29  απεικονίζονται στο ίδιο σύστηµα αξόνων η  µοναδιαία τοµή 

kk
zfB , (κόκκινο),  η  1

η
 προεικόνα της, )( ,

1

k
zf

o Bf −  (πράσινο)  και  η 2
η
 προεικόνα της , 

)( ,
2

k
zf

o Bf − (µπλε ),  στο σταθερό σηµείο 0=kz  για διάφορες πολυωνυµικές  συναρτήσεις. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 27 Η 
kk

zfB , και οι προεικόνες της, )( ,
1

k
zf

o Bf − , )( ,

2

k
zf

o Bf − , στον  ελκυστή 0=kz  για    

τις, )
5

3
2exp(8.0,)(

3

1 izzzf πλλ =+=  (αριστερά) και )
5

2
2exp(7.0,)(

32

2 izizzzf πλλ =−+=  (δεξιά) 
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Εικόνα 28  Η 
kk

zfB ,  και οι )( ,
1

k
zf

o Bf − , )( ,
2

k
zf

o Bf −  στο παραβολικό σταθερό σηµείο  0=kz   

για  τις )
2

1
2exp(,)( 3

3 izzzf πλλ =+=   (αριστερά) και     )
4

1
2exp(,)( 3

4 izzzf πλλ =+=  (δεξιά)                                              

 

 

Εικόνα 29 Η 
kk

zfB , και οι  )( ,
1

k
zf

o Bf −  )( ,
2

k
zf

o Bf −  στο  σταθερό σηµείο Siegel 0=kz για τις 

))15(exp(,)( 2
5 −=+= izzzf πλλ  (αριστερά) και ))15(exp(,6.0)( 32

6 −=++= izizzzf πλλ  (δεξιά) 

 

Για ένα δεδοµένο σταθερό σηµείο fk Xz ∈ ,το βασικό ερώτηµα είναι:  Ποιες είναι οι τιµές των 

⌢− )( , kzf
on

n

Bflimsup   και 
⌢− )( , kzf

on

n
Bfliminf   και πότε αυτές συµπίπτουν;  
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Τα θεωρήµατα που ακολουθούν απαντούν στο ερώτηµα.  

Θεώρηµα  22 

Έστω πολυώνυµο f , fk Xz ∈   σταθερό σηµείο  και 
k

zfB ,

⌢
 η κύρια µοναδιαία τοµή του. Τότε 

το ανώτερο οριακό σύνολο της ακολουθίας των προεικόνων  
⌢− )( , kzf

on

n

Bflimsup   είναι ίσο µε:   























∅

∅

≡

≡

=
∞

=

−

∞

=

−

∞

=

−

−

Cremer

απωθητικό

Siegel

παραβολικό

ελκυστής

limsup

 ,

  ι ,

 ),(

  ι ,)(

  ,)(

)(
0

0

0

,

 τύπουερό σηµείοείναι σταθzαν το

µείοσταθερό ση είναzαν το

µείο τύπουσταθερό σηείναι zαν τοSdf

ηµείοσταθερό. σ είναzαν PPf

είναιzαν  WWf

Bf

k

k

j

k
oj

j

k
oj

j

k
oj

kzf
on

n
kz

kzkz

kzkz

∪

∪

∪

⌢

⌢

⌢

 

 όπου  
k

zW , ˆ
k

Wz  , είναι η  ελκτική  περιοχή του ελκυστή  και η άµεση συνεκτική του συνιστώσα 

αντίστοιχα 
k

Pz , ˆ
k

Pz  η περιοχή ευστάθειας του παραβολικού σταθερού σηµείου και άµεση συ-

νεκτική του συνιστώσα αντίστοιχα  και 
kzSd το  Siegel disk χωρίς το κέντρο του.  

Αποδείξεις 

Περίπτωση 1: Αν το  fk Xz ∈  είναι ελκυστής , θα αποδειχθεί ότι  

kz

m

WBfBf

mn
k

zf
on

k
zf

on

n

=≡
∞

=

∞

=

−− ∩ ∪
⌢⌢

0

)()( ,,limsup . 

 Αρχικά θα δειχθεί  ότι 
kz

m

WBf

mn
k

zf
on ⊂

∞

=

∞

=

−∩ ∪
⌢

0

)( , . 

Έστω ⇒∈≥∃≥∀⇒∈ −
∞

=

−
∞

=

)(,,0)( ,,

0
k

zf
on

mn
k

zf
on BfzmnmBfz

m

⌢⌢
∩ ∪

 

)1()(,,0 , kzf
on Bzfmnm

⌢
∈≥∃≥∀  

Από την (1) συνάγεται ότι υπάρχει αύξουσα υπακολουθία φυσικών αριθµών-δεικτών Nnni /∈}{  για 

τους οποίους ισχύει : NnBzf
k

zf
oin /∈∀∈ ,)( ,

⌢
. ∆ηλαδή ένα άπειρο πλήθος σηµείων της προς τα 

εµπρός τροχιάς (forward orbit), )(zOrbit f
+  ανήκει στην φραγµένη περιοχή 

k
zfB ,

⌢
 του ελκυστή. 

Εποµένως ισχύει k
oi

zzf n →)(  , οπότε και το σύνολο της τροχιάς του z  θα συγκλίνει στον ελ-

κυστή, δηλαδή 
kzWzzzf k

on

n
∈⇒=

∞→
)(lim  (βλ. Πόρισµα 13 Κεφ.3). 

Αντιστρόφως  θα δειχθεί ότι ∩ ∪
⌢∞

=

∞

=

−⊂
0

)( ,

m
kz

mn
k

zf
on BfW  
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Έστω k
on

n
zzfWz

kz =⇒∈
∞→

)(lim  

εποµένως για  κάθε )3()(,,10 εε <−⇒≥/∈∃<< k
on zzfmnNm  

Αν )deg( fp =  ο βαθµός του πολυωνύµου, τότε 

( ) ( ) ≤−++−′′+′=
−1)(

,
)()(

!

1
)()(

!2

1
)())((

p

kk
p

kkk
k

zf
zzfzf

p
zzfzfzfzfD ononon ⋯  

≤−+−′′+′≤
−1

)( )()(
!

1
)()(

!2

1
)(

p

kk
p

kkk zzfzf
n

zzfzfzf onon ⋯       (λόγω των (3)) 

≤+′′+′≤ −1)( )(
!

1
)(

!2

1
)( p

k
p

kk zf
n

zfzf εε ⋯ 






 +′′+′ )(
!

1
)(

!2

1
)( )(

k
p

kk zf
n

zfzf ⋯ε . 

∆ηλαδή ισχύει ότι ≤))((
,

zfD on

k
zf 0

)( ,)(
!

1
)(

!2

1
)( nnzf

n
zfzf k

p
kk ≥







 +′′+′ ⋯ε  (4) 

Επιλέγοντας  στην (4)   



















+′′

′−
< 1,

)(
!

1
)(

!2

1

)(1
min

)(
k

p
k

k

zf
n

zf

zf

⋯

ε  προκύπτει ότι 

,, mnNm ≥∀/∈∃ ⇒< 1))((
,

zfD on

k
zf

   

⇒∈≥∀/∈∃⇒∈≥∀/∈∃ − )(,,)(,, ,,
k

zf
k

zf BfzmnNmBzfmnNm onon
⌢⌢

  

∩ ∪∪∩∩
⌢⌢⌢ ∞

==

∞

=

−
∞

=

−
∞

−
∞

=

⊂∈⇒∈/∈∃
00

)()()(, ,,,

mm nm

on

mn
k

zf
on

k
zf

on

nm
k

zf BfBfzBfzNm  (βλ. ενοτ. 5.1.2) 

δηλαδή αποδείχτηκε ότι  ∩ ∪
⌢∞

=

∞

=

−⊂
0

)( ,

m
kz

mn
k

zf
on BfW  και η απόδειξη ολοκληρώθηκε. 

Περίπτωση 2:Αν τo  fk Xz ∈  είναι παραβολικό σταθερό σηµείο, θα αποδειχθεί ότι  

kz

m

PBfBf

mn
k

zf
on

k
zf

on

n

=≡
∞

=

∞

=

−− ∩ ∪
⌢⌢

0

)()( ,,limsup . 

 Αρχικά θα δειχθεί  ότι 
kz

m

PBf

mn
k

zf
on ⊂

∞

=

∞

=

−∩ ∪
⌢

0

)( , .  

Έστω ⇒∈/∈∀⇒∈
∞

=

−
∞

=

−
∞

=
∪∩ ∪

⌢⌢

mn
k

zf
on

mn
k

zf
on BfzNmBfz

m

)(,)( ,,

0  

)()(:,)(:, ,, kzf
on

kzf
on

BzfmnNmBfzmnNm
⌢⌢

∈≥∃/∈∀⇒∈≥∃/∈∀⇒ − . 

 Εποµένως υπάρχει αύξουσα υπακολουθία δεικτών 
kzf

on
ii Bzfn i

,0 )(:)(
⌢

∈≥ . 

∆ιακρίνουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 

a. Αν το παραβολικό σταθερό σηµείο fk Xz ∈  έχει αριθµό περιστροφής (rotation number) 

RQ
q

p
zk //∈= /)(ρ   ή ισοδύναµα ιδιοτιµή )2exp()(

q

p
izf k πλ =′= , τότε η υπακολουθία  

0)( ≥iin   είναι αριθµητική πρόοδος µε βήµα  q , δηλαδή Nsssiiqni /∈+== ⋯,1,,  . Κατά 

συνέπεια  
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siBzfzsiBzf
kzf

oqi

kzf
oni ≥∀∈∈⇒≥∀∈ ,)()( ,,

⌢⌢ ( ) siBzfz
kzf

oioq ≥∀∈∈⇒ ,)( ,

⌢

  

εποµένως ( ) k
oqi

i

oioq

i
zzfzf ==

∞→∞→
)(lim)(lim , δηλαδή µια υπακολουθία της τροχιάς του z , 

συγκλίνει στο παραβολικό σταθερό σηµείο, οπότε και το σύνολο της τροχιάς του z θα συ-

γκλίνει  στο  fk Xz ∈ , δηλαδή  
k

zk
on

n
Pzzzf ∈⇒=

∞→
)(lim . 

b. Αν το παραβολικό σταθερό σηµείο έχει αριθµό περιστροφής  0)( =kzρ   ή ισοδύναµα  ι-

διοτιµή 1)( =′= kzfλ , τότε η υπακολουθία δεικτών 0)( ≥iim
 
ταυτίζεται µε την φυσική 

ακολουθία δεικτών, δηλαδή   ⋯,1,, +== ssiini  για κάποιο Ns /∈ .  

Έστω  k
oi

ik
zf

oi

k
zf

on
zzfiBzfziBzfz i =⇒∀∈∈⇒∀∈∈

∞→
)(lim,)(,)( ,,

⌢⌢

 

kzk
oi

i
Pzzzf ∈⇒=⇒

∞→
)(lim  

Αντιστρόφως θα δειχτεί ότι ∩ ∪
⌢∞

=

∞

=

−⊆
0

)( ,

m
kz

mn
k

zf
on BfP . 

Έστω lim ( ) (1)
k

on
z k

n
z P f z z

→∞
∈ ⇒ =  

Αν )deg( fp =  ο βαθµός του πολυωνύµου τότε από την (1)  έχουµε 

( ) ( ) 1)()()(
!

1
)()(

!2

1
)())((

1)(

,
=′→−++−′′+′=

−
k

p

kk
p

kkk
k

zf
zfzzfzf

p
zzfzfzfzfD ononon ⋯

δηλαδή 1))((lim
,

=
∞→

zfD on

kzfn
. Εποµένως υπάρχει υπακολουθία δεικτών 0)( ≥iin  για τους οποί-

ους η ακολουθία ...2,1)),((
,

=izfD ion

k
zf

 λαµβάνει τιµές µικρότερες της µονάδας, 
12

 

δηλαδή   

          1))((:)(
,0 <≥ zfDn ion

k
zfii iBfziBzf

k
zf

n

k
zf

n
ioio ∀∈⇒∀∈⇒ −

),(,)( ,,

⌢⌢
 (1) 

Εποµένως το z ανήκει σε ένα άπειρο πλήθος προεικόνων )( ,
k

zf
n Bf o
⌢−

 οπότε ανήκει στο 

∩ ∪
⌢⌢ ∞

=

∞

=

−− ≡
0

)()( ,,

m mn
k

zf
on

k
zf

on

n

BfBflimsup . 

 

Περίπτωση 3: Αν τo  fk Xz ∈  είναι σταθερό σηµείο τύπου Siegel, θα αποδειχθεί ότι  

∪∩ ∪
⌢⌢ ∞

=

−
∞

=

−− =≡
∞

= 0

,, )()()(

0 j

oj

mn
kzf

on

kzf
on

n
kz

m

SdfBfBflimsup    

                                                 

12
 Η περίπτωση να ίσχυε τελικά 

,
( ( )) 1

f z
k

okD f z > για 0kk >  αποκλείεται διότι τότε,  είτε 

το lim ( )on

n
f z

→∞
= ∞ , είτε  το kr

om

m
zzzf ≠=

∞→
)(lim , γεγονός που συγκρούεται µε την υπόθεση ότι 

lim ( )on
k

n
f z z

→∞
=  
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Αρχικά θα δειχθεί  ότι ∪∩ ∪
⌢ ∞

=

−
∞

=

− ⊆
∞

= 0

, )()(

0 j

oj

mn
kzf

on

kz

m

SdfBf .  

Έστω  ⇒∈
∞

=

∞

=

−∩ ∪
⌢

0

)( ,

m mn
k

zf
on Bfz

 

⇒∈≥∃≥∀ − )(:,0 ,
k

zf
on Bfzmnm
⌢

        

                                          k
zf

on Bzfmnm ,)(:,0
⌢

∈≥∃≥∀ −
 (6) 

Από την (6) συνάγεται ότι,  υπάρχει µία  αύξουσα  ακολουθία δεικτών Nnin /∈}{   για την οποία 

k
zf

on
BzfNi i

,)(,
⌢

∈/∈∀ , δηλαδή ένα  άπειρο υποσύνολο, της προς τα εµπρός τροχιάς(forward 

orbit) του σηµείου z, )(zOrbit f
+

 
βρίσκεται στην 

k
zfB ,

⌢
. Κατά συνέπεια, επειδή το fk Xz ∈  δεν 

είναι ελκυστής ούτε παραβολικό σταθερό σηµείο αλλά Siegel, το άπειρο σύνολο πρέπει να είναι 

πυκνό, άρα ∅≠∩
kzfkz BSd ,

⌢
. Εποµένως  το z, είτε ανήκει στο Siegel disk , είτε ανήκει σε κά-

ποια προεικόνα  του Siegel disk,  δηλαδή ∪
∞

=

−∈
0

)(

j

oj

kzSdfz  οπότε αποδείχθηκε ότι 

∪∩ ∪
⌢ ∞

=

−
∞

=

− ⊆
∞

= 0

, )()(

0 j

oj

mn
kzf

on

kz

m

SdfBf . 

Αντιστρόφως.  Θα δειχτεί  ότι ∩ ∪∪
⌢∞

=

∞

=

−
∞

=

− ⊆
0

)()( ,

0 m
kz

mn
kzf

on

j

oj BfSdf . Εστω 

kzkzkz SdzfSdfzNjSdfz ojoj

j

oj ∈⇒∈/∈∃⇒∈ −
∞

=

− )()(:)(

0

∪ .Εποµένως χωρίς βλάβη της γενι-

κότητας µπορεί να υποτεθεί ότι 
kzSdz∈ . Επειδή  ο περιορισµός  της 

kzSdf γραµµικοποιείται 

σε  µια άρρητη περιστροφή, δηλαδή είναι συζυγής µε την zezr iθπ
θ

2)( =  , όπου θ  είναι άρρητος  

διοφαντικού τύπου ή ακριβέστερα αριθµός Brjuno,  η τροχιά του z, )(zOrbit f
+  είναι πυκνό σύνο-

λο. Κατά συνέπεια, επειδή ∅≠∩
kzfkz BSd ,

⌢
 (το σύνορο του , kf zB∂ διέρχεται από κέντρο του 

Siegel disk ,
kzfk Bz ,∂∈  ), υπάρχει άπειρο πλήθος σηµείων της )(zOrbit f

+  στο 
kzfkz BSd ,

⌢
∩  και 

επίσης ένα άπειρο πλήθος στο 
kzfkz BSd ,\

⌢
 . Εποµένως, υπάρχει µια αύξουσα υπακολουθία φυ-

σικών αριθµών-δεικτών Nnni /∈}{  για τους οποίους ισχύουν: 

∈/∈∀⇒∈/∈∀ −
)(,)(, ,,

k
zf

oi

k
zf

oi
BfzNnBzfNn nn
⌢⌢

,  δηλαδή το z ανήκει σε ένα άπειρο πλή-

θος προεικόνων )( ,
k

zf
n Bf o
⌢−

, εποµένως  ανήκει στο  
⌢− )( ,

k
zf

on

n

Bflimsup    

ή ισοδύναµα   ∩ ∪∪
⌢∞

=

∞

=

−
∞

=

− ⊆
0

)()( ,

0 m
kz

mn
k

zf
on

j

oj Bff Sd  γεγονός που ολοκληρώνει την απόδειξη. 

Περίπτωση 4: To  fk Xz ∈  είναι απωθητικό σταθερό σηµείο. 

Ισχύει προφανώς , αφού στην περίπτωση του απωθητικού σταθερού σηµείου η κύρια µοναδιαία 

τοµή είναι ∅=
k

zfB ,

⌢
 κατά συνέπεια ∅=≡

∞

=

∞

=

−− ∩ ∪
⌢⌢

0

)()( ,,

m mn
kzf

on

kzf
on

n

BfBflimsup   
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Περίπτωση 5: To  fk Xz ∈  είναι  σταθερό σηµείο τύπου Cremer . 

Η περίπτωση αυτή αποδεικνύεται ξεχωριστά στο  Θεώρηµα 30 � 

Από το προηγούµενο θεώρηµα προκύπτει άµεσα το ακόλουθο σηµαντικό πόρισµα 

Πόρισµα 23 

Το ανώτερο όριο,

 

⌢− )( ,
k

zf
on

n

Bflimsup  της ακολουθίας των προεικόνων της  κύριας τοµής 

k
zfB ,

⌢
  σταθερού σηµείου, τύπου ελκυστή, παραβολικού ή  Siegel, είναι η συνιστώσα  του συ-

νόλου Ευστάθειας fF   που αντιστοιχεί στο kz , FBf
kzf

on

n

/⊂−
)( ,

⌢
limsup . 

Με άλλα λόγια ενώ η τοµή )(, fJB
k

zf ∩
⌢

 µπορεί να είναι µη κενή το ανώτερο όριο της ακολου-

θίας των προεικόνων της κύριας τοµής ανήκει πάντοτε στο σύνολο Fatou . 

 

Θεώρηµα  24 

Έστω πολυώνυµο f , fk Xz ∈   σταθερό του σηµείο και 
k

zfB ,

⌢
 η κύρια µοναδιαία τοµή του. 

Τότε το κατώτερο οριακό σύνολο της ακολουθίας των προεικόνων  

∪ ∩
⌢⌢ ∞

=

−−
∞

=

≡
0

,, )()(

m
k

zf
on

k
zf

on

n
nm

BfBfliminf  είναι ίσο µε:   























∅

∅

∅

≡

≡

=

∞

=

−

∞

=

−

−

Cremer

απωθητικό

Siegel

παραβολικό

ελκυστής

liminf

 ,

   ,

 

  ι ,)(

  ,)(

)(

0

0

,

 τύπουερό σηµείοείναι σταθzαν το

µείοσταθερό ση είναιzαν το

µείο τύπουσταθερό σηείναι zαν το

ίοσταθ. σηµε είναzαν PPf

είναιzαν  WWf

Bf

k

k

k

j

k
oj

j

k
oj

kzf
on

n

kzkz

kzkz

∪

∪

⌢

⌢

⌢  

Απόδειξη 
Ανάλογη µε του θεωρήµατος 22 � 

 

Θεώρηµα 25 (Το αντίστροφο) 

Έστω πολυώνυµο f  και fk Xz ∈  σταθερό σηµείο του, τότε: 

1. Αν το  σύνολο  ∅≠=
∞

=

∞

=

−− ∪∩
⌢⌢

0

)()( ,,

n nm
k

zf
om

k
zf

on

n
BfBfliminf ,τότε το kz ∈ είτε είναι ελκυστής 

είτε είναι παραβολικού  τύπου.   



 
80 

2. Αν   ∅≠=
∞

=

∞

=

−− ∩∪
⌢

0

)()( ,,

n nm
kzf

om

kzf
on BfBf

n

limsup   τότε το kz  είτε είναι ελκυστής είτε  είναι 

παραβολικού  τύπου, είτε είναι τύπου Siegel. 

Αποδείξεις 

1.   Από την υπόθεση  έχουµε  ότι ∅≠
∞

=

∞

=

−∪∩
⌢

0

)( ,

n nm
k

zf
om Bf  .   

Αν ⇒∈/∈∃⇒∈
∞

=

∞

=

∞

=

−− ∩∪∩
⌢⌢

nmn nm
k

zf
om

k
zf

om BfzNnBfz )(,)( ,,

0

 

⇒∈≥∀/∈∃⇒ − )(,, ,
k

zf
om BfznmNn
⌢

⇒∈≥∀/∈∃
k

zf
om BzfnmNn ,)(,,

⌢
  

k
om

k
mo zzfzzfnmNn −<−≥∀/∈∃⇒ + )()(,, )1(   

εποµένως η αριθµητική ακολουθία ( )
nm

k
om zzf

≥
−)(  ως  φθίνουσα  και φραγµένη  συγκλίνει, 

οπότε η  k
om zzf →)(  .Το   

k
zfk Bz ,

⌢
∈   , εποµένως  το kz  είτε είναι ελκυστής είτε είναι παρα-

βολικού τύπου.  

2. Από την υπόθεση  έχουµε  ότι    ∅≠
∞

=

∞

=

−∩∪
⌢

0

)( ,

n nm
k

zf
om Bf  .   

Έστω   ⇒∈/∈∀⇒∈
∞

=

∞

=

∞

=

−− ∪∩∪
⌢⌢

nmn nm
k

zf
om

k
zf

om BfzNnBfz )(,)( ,,

0

   

)(:, ,
k

zf
om BfznmNn
⌢−∈≥∃/∈∀⇒  

δηλαδή υπάρχει µία  αύξουσα  ακολουθία δεικτών Nnnm /∈}{   για την οποία 

k
zf

om
BzfNn n

,)(, ∈/∈∀  (6) 

Από την (6)  συνάγεται ότι,  ένα  άπειρο υποσύνολο της forward orbit του σηµείου z, 

)(zOrbit f
+ βρίσκεται στην 

kzfB , .Εποµένως  το kz  είναι ελκυστής  ή παραβολικού τύπου ή  τύ-

που Siegel.  � 

 5.2 ΠΡΟΣ∆ΙΟΡΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΣΥΝΟΛΟΥ ΕΥΣΤΑΘΕΙΑΣ   

Από τα αποτελέσµατα της προηγούµενης ενότητας, γίνεται φανερό ότι ο συνολοθεωρητικός τε-

λεστής  ∩ ∪
∞

=

∞

=

−− ≡
0m mn

onon

n

fflimsup  καθορίζει πλήρως τα υποσύνολα ευστάθειας του δυναµικού 

συστήµατος όταν δρα επί των κύριων τοµών στα σταθερά του σηµεία. 

Ο τελεστής αυτός, θα ονοµαστεί ως  τελεστής ευστάθειας. ∆ίνεται ο ακόλουθος ορισµός:  

Ορισµός 11 Έστω  ),,
~

( δfC/    δυναµικό σύστηµα µιγαδικού πολυωνύµου f , βαθµού 2)deg( ≥f . 

Ορίζεται ο τελεστής ευστάθειας )
~

()
~

(: CCL /℘→/℘   ως   ∩ ∪
∞

=

∞

=

−− ≡=
0m mn

onon

n

ffL limsup    
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όπου )
~

(C/℘  το δυναµοσύνολο του C
~
/  . ∆ηλαδή στο CA

~
/⊂  αντιστοιχίζεται το  

)()()(
0

1 AfAfAL
m mn

onon

n
∩∪
∞

=

∞

=

−− ≡= limsup   � 

Όταν ο τελεστής L  δρα σε µία κύρια µοναδιαία τοµή, δίνει το υποσύνολο  του συνόλου Ευστά-

θειας fF   που της αντιστοιχεί. Ειδικότερα βάσει του Θεωρήµατος  22 είναι 
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  τύπουσηµείο σταθερόείναι  τοαν),(

σηµείο σταθ.  είναι   αν,)(

 είναι   αν,)(

)(
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z

zSdf

zPPf

zWWf
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Το επόµενο θεώρηµα δίνει µια ισοδύναµη  έκφραση για το )()( ,, kzf
on

n
kzf BfBL

⌢⌢ −= limsup  

χρήσιµη για τα επόµενα. 

Θεώρηµα 26 

Έστω  αναλυτική συνάρτηση CCf
~~

: /→/    και CA
~
/⊂  τότε  

∩ ∪∩∪
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AffAfAfAL limsup  

Απόδειξη 

Είναι γνωστό ότι ισχύουν σχέσεις: 

 )()()( 111 BfAfBAf −−− ∪=∪  και )()()( 111 BfAfBAf −−− ∩=∩  

εποµένως θα ισχύουν και οι  

)()()( BfAfBAf okokok −−− ∪=∪     και NkBfAfBAf okokok /∈∩=∩ −−− ),()()(  

Κατά συνέπεια είναι:  
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
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0 0
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m n

onom Aff  το οποίο αποδεικνύει το ζητούµε-

νο.  �  
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Οι κύριες µοναδιαίες τοµές
q

zfp
zf onBB

,, ,
⌢⌢

 δύο διακεκριµένων σταθερών σηµείων µπορεί να έ-

χουν κενή τοµή ∅=∩
q

zfp
zf onBB

,,

⌢⌢
, είτε διάφορη του κενού ∅≠∩

q
zfp

zf onBB
,,

⌢⌢
, όµως σε 

κάθε περίπτωση ισχύει το ακόλουθο θεώρηµα.  

Θεώρηµα 27  

Για κάθε ζεύγος κύριων τοµών  
q

zf
p

zf BB ,, ,
⌢⌢

 που αντιστοιχούν σε διακεκριµένα σταθερά 

σηµεία qp zz ≠  (ελκυστών, παραβολικών,Siegel) ισχύει 

                                                     ,)(
0

,, ∅=∩
∞

=

−∩
⌢⌢

n
q

zf
p

zf

on BBf  

Απόδειξη 

Έστω ότι η τοµή είναι µη κενή ,)(
0

,, ∅≠∩
∞

=

−∩
⌢⌢

n
q

zf
p

zf

on BBf  

 αν  ⇒∩∈/∈∀⇒∩∈ −
∞

=

− )(,)( ,,

0

,,
q

zf
p

zf

on

n
q

zf
p

zf

on BBfzNnBBfz
⌢⌢⌢⌢

∩  

⇒∩∈/∈∀⇒ −− )()(, ,,
q

zf

on

p
zf

on BfBfzNn
⌢⌢

⇒∈∧∈/∈∀⇒ −− )()(, ,,
q

zf

on

p
zf

on BfzBfzNn
⌢⌢

⇒/∈∀∈∧∈⇒ NnBzfBzf
q

zf

on

p
zf

on ,)()( ,,

⌢⌢
( βάσει του Θεωρήµατος 10) 

q

on

n
p

on

n
zzfzzf =∧=⇒ )(lim)(lim qp zz =⇒  Άτοπο, αφού από την υπόθεση qp zz ≠ . 

 Άρα ∅=∩
∞

=

−∩
⌢⌢

0
,, )(

n
q

zfp
zf

on
onBBf  � 

 

Θεώρηµα 28 (Η γραµµικότητα του τελεστή L ως προς  τη ένωση και την τοµή) 

Έστω  σταθερά σηµεία fqp Xzz ∈,  µε qp zz ≠ και 
q

zf
p

zf BB ,, ,
⌢⌢

οι κύριες µοναδιαίες τοµές 

τους, τότε για τον τελεστή L ισχύει: 

I. )()()( ,,,,
q

zf
p

zf
q

zf
p

zf BLBLBBL
⌢⌢⌢⌢

∪=∪   

II. ∅=∩=∩ )()()( ,,,,
q

zf
p

zf
q

zf
p

zf BLBLBBL
⌢⌢⌢⌢

  

Απόδειξη 

I. Γραµµικότητα  ως προς την ένωση  
Έστω  

⇔∪∈ )( ,,
q

zf
p

zf BBLz
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{ }⇔∈/∈∃∈/∈∃/∈∀ −− )()(,  είτε)()(,, ,,
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zf
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p
zf

okom BfzfNBfzfNkNm
⌢⌢ λλ  

{ }⇔∈/∈∃∈/∈∃/∈∀
q

zf

omo

p
zf

omok BzffNBzffNkNm ,, ))((,  είτε))((,,
⌢⌢ λλ  
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q
zf
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p
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kmo BzfNBzfNkNm
⌢⌢

∈/∈∃∈/∈∃/∈∀ ++ λλ  

Από την (1) προκύπτει ότι, οι δυνατές περιπτώσεις για την τροχιά ( )
Nn

mo zf /∈)()(  είναι δύο: 

Περίπτωση1: Είτε,  υπακολουθίες της τροχιάς  ( )
Nn

no zf /∈)()(  ανήκουν  στις διαφορετικές κύριες 

τοµές
q

zf
p

zf BB ,, ,
⌢⌢

. 

Περίπτωση 2:Είτε  ολόκληρη η τροχιά ( )
Nn

no zf /∈)()( (µε εξαίρεση ίσως ένα  πεπερασµένο πλή-

θος σηµείων) ανήκει σε µία από τις δύο κύριες µοναδιαίες τοµές
q

zf
p

zf BB ,, ,
⌢⌢

.  

 Όπως αποδείχτηκε στο Θεώρηµα 11  τελικά ισχύει µόνο η περίπτωση 2 εποµένως η (1) είναι 

ισοδύναµη µε την   
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II. Γραµµικότητα  ως προς την τοµή 
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limsuplimsup )()( ,,
q

zf
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zf BLBL
⌢⌢

∩  

Επειδή τα )(),( ,,
q

zf
p

zf BLBL
⌢⌢

είναι συνιστώσες ευστάθειας, ισχύει επιπλέον ότι 

∅=∩ )()( ,,
q

zf
p

zf BLBL
⌢⌢

 και η απόδειξη ολοκληρώθηκε � 

 

Θεώρηµα 29  

Έστω η κύρια µοναδιαία τοµή 
k

zfB ,

⌢
σταθερού σηµείου µε   ∅≠)( ,

p
zfBL

⌢
, τότε η οικογένεια 

{ } Nn
onf /∈  είναι κανονική (normal family) επί του )( ,

p
zfBL

⌢
 

Απόδειξη 

Σύµφωνα µε  το Θεώρηµα του Montel για τις κανονικές οικογένειες,  η οικογένεια { } Nn
onf /∈  εί-

ναι κανονική  επί του ανοικτού συνόλου CB
p

zf /⊂∆ )( ,

⌢
 αν το σύνολο των αναλυτικών συναρτή-

σεων  { } Nn
onf /∈  είναι οµοιόµορφα φραγµένο

13
 επί των κλειστών δίσκων D 

∩ ∪
⌢⌢ ∞

=










=⊂

∞

=

−−

0 0

,, )()(

m n
q

zf
onom

p
zf BffBLD . 

                                                 

13
 Μία οικογένεια συναρτήσεων ℑ που ορίζεται σε ένα σύνολο G , ονοµάζεται οµοιόµορφα φραγµένη επί των 

κλειστων δίσκων του G , εάν για κάθε κλειστό δίσκο GD ⊂  υπάρχει ένας αριθµός 0)( >DM  τέτοιος ώστε 

)()( DMzf ≤  για κάθε Gz∈ και για κάθε ℑ∈f . 
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Έστω ⇒∈≥∃≥∀⇒⊂∈
p

zf
onom

z
p

zf BzffnmBLDz z
,, )))((:0,0)(
⌢⌢

 

)1()(:0 ,
p

zf
on

z Bzfnn
⌢

∈≥≥∀  

Επειδή το D είναι κλειστός δίσκος υπάρχει ο φυσικός NnN z
Dz

D /∈=
∈

)(max  οπότε η (1) θα ισχύει 

p
zf

on BzfNn D ,)(:
⌢

∈≥∀ .Εποµένως η οικογένεια { }
DNn

onf ≥  είναι οµοιόµορφα φραγµένη επί 

του CBL
p

zf /⊂)( ,

⌢
 και κατά συνέπεια  ολόκληρη η οικογένεια { } Nn

onf /∈ � 

Θεώρηµα  30  

Αν το fk Xz ∈  είναι σταθερό σηµείο τύπου Cremer, τότε το 

∅== − )()( ,,
k

zf
on

nk
zf BfBL

⌢⌢
limsup  

Απόδειξη  

Έστω ότι ∅≠)( ,
k

zfBL
⌢

 τότε από το προηγούµενο θεώρηµα 29 προκύπτει ότι η οικογένεια 

{ } Nn
onf /∈  είναι κανονική  επί του )( ,

k
zfBL

⌢
. Άρα είναι  υποσύνολο του συνόλου Ευστάθειας. 

∆ιακρίνονται οι περιπτώσεις: 

Περίπτωση 1:Το fk Xz ∈  ανήκει στην  )( ,
k

zfBL
⌢

.  

Αν ίσχυε η περίπτωση αυτή, τότε το kz θα ήταν ελκυστής ή τύπου Siegel, άτοπο.  

Περίπτωση 2:Το fk Xz ∈  ανήκει στο σύνορο )( ,
k

zfBL
⌢

∂  και  στο οποίο συµβάλλει πεπερασµένος 

αριθµός περιοχών ευστάθειας. 

 Αν ίσχυε η περίπτωση αυτή τότε το kz θα ήταν παραβολικού τύπου, άτοπο. 

Περίπτωση 3: Το fk Xz ∈  ανήκει στο σύνορο )( ,
k

zfBL
⌢

∂ και στο οποίο συµβάλλει άπειρος αριθ-

µός περιοχών ευστάθειας (σε  ακτινική µορφή µε το kz στο ‘κέντρο’) . 

Στη περίπτωση αυτή, θα υπάρχουν άπειρες «πολύ λεπτές»  περιοχές ευστάθειας ακτινικά του 

σταθερού σηµείου το οποίο βρίσκεται  επί του συνόλου Julia. Εφόσον αυτές οι περιοχές ευστά-

θειας είναι µη κενές, θα είναι µη µηδενικού µέτρου (δηλαδή θα έχουν εµβαδόν), άρα δεν µπορεί 

να είναι άπειρες, αλλά πεπερασµένες. Εποµένως  το σταθερό σηµείο είναι παραβολικού τύπου το 

οποίο είναι άτοπο, αφού από την υπόθεση είναι τύπου Cremer. Εποµένως ∅=)( ,
k

zfBL
⌢

, όταν το 

fk Xz ∈  είναι τύπου Cremer � 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6     

 ΥΠΟΒΙΒΑΣΙΜΟΤΗΤΑ   ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ 

6.1 ΥΠΟΒΙΒΑΣΜΟΣ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ  

Είναι γνωστό από την Μιγαδική ∆υναµική ότι, τα σύνολα αστάθειας των (διαφορετικών) 

πολυωνύµων f  και onf  ταυτίζονται για κάθε Nn /∈ , δηλαδή NnfJfJ on /∈∀= ),()(  (βλ [4] 

σελ 83 και [10]).Είναι δυνατόν δηλαδή, διαφορετικού βαθµού πολυώνυµα να δίνουν ταυτόσηµα 

δυναµικά αποτελέσµατα Εποµένως για ένα πολυώνυµο, που παράγει ένα Μιγαδικό ∆υναµικό 

Σύστηµα, προκύπτει το πρόβληµα της υποβιβασιµότητας του,  δηλαδή το ζήτηµα της υποκατά-

στασής του, από κάποιο άλλο πολυώνυµο µικρότερου βαθµού, το οποίο  παράγει τα ίδια δυναµι-

κά αποτελέσµατα.  

Το πρόβληµα του υποβιβασµού: ∆οθέντος ενός πολυωνύµου g , να βρεθεί (αν υπάρχει) 

πολυώνυµο f  µικρότερου βαθµού, )deg()deg( gf <  τέτοιο ώστε, τα αντίστοιχα σύνολα αστάθειάς 

τους )()( gJfJ =  να συµπίπτουν. 

Είναι προφανές ότι το πρόβληµα του υποβιβασµού έχει λύση, εφόσον το g µπορεί να τεθεί στη 

µορφή omfg =  για κάποιο πολυώνυµο f και κάποιο φυσικό αριθµό m . Το πρόβληµα του υπο-

βιβασµού εισάγει τις ακόλουθες έννοιες: 

Ορισµός 12 ∆ύο πολυώνυµα gf ,  µε )deg()deg( gf <  θα λέγονται δυναµικώς ισοδύναµα, εάν 

υπάρχει φυσικός Nm /∈ , 1≠m   έτσι ώστε να ισχύει gf om = . Στην περίπτωση αυτή,  το πολυώ-

νυµο g  είναι υποβιβάσιµο,  ο φυσικός Nm /∈  δηλώνει την τάξη του υποβιβασµού και το πολυώ-

νυµο f είναι  η ρίζα του υποβιβασµού. Αν Nm /∈ είναι η µέγιστη τάξη υποβιβασµού, τότε ως βαθ-

µός υποβιβασµού )(gDeg  του πολυωνύµου g , ορίζεται ο βαθµός του πολυωνύµου f , δηλαδή 

)deg()( fgDeg
ορ

=  όπου )deg(g  ο συνήθης βαθµός του πολυωνύµου . Αν 1=m τότε το πολυώνυµο 

g  ονοµάζεται  µη υποβιβάσιµο ή πρωτογενές.� 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι, το πρόβληµα του υποβιβασµού µπορεί να διατυπωθεί ισοδύνα-

µα ως ακολούθως:  

 

Το πρόβληµα του υποβιβασµού (ισοδύναµη διατύπωση):Να διερευνηθεί και να επιλυθεί η  συ-

ναρτησιακή  εξίσωση αναδροµής gf om =  για δεδοµένο πολυώνυµο g  και µε άγνωστο το ζεύγος 

ℑ×/∈ Nfm ),( ,   όπουℑ  ο χώρος των πολυωνύµων. 

 

Παρατηρήσεις 

1. Ο βαθµός υποβιβασµού δίνεται από την σχέση Ng
m

gDeg /∈= ))deg(ln
1

exp()( .   (1)   

Πράγµατι, αν το g  είναι υποβιβάσιµο, τότε gf om =  ή  ( )mfg )deg()deg( = . 

Από το 2
ο
 µέλος της  (1)  έχουµε 

( ) )()deg())deg(ln
1

exp())deg(ln
1

exp( gDegff
m

g
m

m
ορ

===  

Είναι φανερό ότι )deg()( fgDeg ≤ . Το ‘=’ ισχύει για πρωτογενή πολυώνυµα.  



 
87 

2. Είναι προφανές ότι ο Ορισµός 12,  εισάγει µια σχέση ισοδυναµίας στο χώρο των πολυω-

νύµωνℑ . όπου το ζητούµενο είναι να προσδιοριστεί το πολυώνυµο αντιπρόσωπος κάθε 

κλάσης ισοδυναµίας, µε το µικρότερο βαθµό. 

3. Τα οφέλη που προκύπτουν από την επίλυση του συγκεκριµένου προβλήµατος είναι ότι, 

αφενός η µελέτη περιορίζεται πλέον σε κλάσεις ισοδυναµίας πολυωνύµων όπου µελετά-

ται ο αντιπρόσωπος µε τον µικρότερο βαθµό και αφετέρου ο υποβιβασµός συνεπάγεται 

µείωση του υπολογιστικού φόρτου. 

Το Θεώρηµα 31 που ακολουθεί λύνει το πρόβληµα του υποβιβασµού. ∆ίνεται ο ορισµός του  

γραµµικού διαφορικού τελεστή )( ⋅hT , ο οποίος χρησιµοποιείται στην διαδικασία. 

Ορισµός 13. Για δεδοµένη αναλυτική συνάρτηση h , ορίζεται ο γραµµικός διαφορικός τελεστής 

)( ⋅hT , µε δράση 
h

f

dz

df

h
fTf h

′
==→

1
 , όπου f αναλυτική συνάρτηση  

Επίσης ορίζεται  NmfTTfT m

hh

m

h /∈= − ),( )1(  και ffTh =0
� 

Πχ  hhhhhffTTTTTfT
hhhhhh /)/)/)/)/(((())))((((5 ′′′′′== .  

Θεώρηµα 31  

Έστω πολυώνυµο g  βαθµού 2)deg( >g  και η εξίσωση αναδροµής… … … … … … … …  

… … … … … … … … … … … … … … … .. gf om = …………………(1) 

 µε άγνωστο το ζεύγος ℑ×/∈ Nfm ),( ,   όπουℑ  ο χώρος των πολυωνύµων, τότε: 

A. Ικανές και αναγκαίες συνθήκες για την επιλυσιµότητα της (1) ή ισοδύναµα για την υποβι-

βασιµότητα του g  είναι οι ακόλουθες: 

1. Το σύνολο }1),deg(/),{( ≠=/×/∈= mgnNNmnA m  είναι µη κενό ∅≠A  

2. Υπάρχει ζεύγος Amn ∈),(  για το οποίο η αλγεβρική παραγοντοποίηση14 του )(zg ′ , 

)()()()( 21 zgzgzgzg m⋯=′ , µε )deg()deg()deg( 21 mggg <<< ⋯   έχει m πολυωνυµι-

κούς παράγοντες mggg ⋯,, 21
15, µε βαθµούς  ,,)1()deg(,1)deg( 21 ⋯nngng −=−=  

1)1()deg( −−= m
m nng   

3. Οι παράγοντες  mggg ⋯,, 21   του g ′  ικανοποιούν το σύστηµα των 1−m  διαφορι-

κών εξισώσεων:  

 

( )
( )

( )

( )

















−=−

−

−≤≤−=+
−

−=−

−=−

)1(
1

1

121

11,
)1(

11
1

21

)1(
13

1

21

)1(
12

1

1

n
g

m
gn

m
ggg

T

mr
n

g
r

gn

r
ggg

T

n
ggn

gg
T

n
ggn

g
T

⋯

⋮

⋯

⋮
 

 

                                                 
14

 Παραγοντοποίηση στο πεδίο ακεραιότητας των συντελεστών του πολυωνύµου.  

15
 Τα πολυώνυµα mggg ⋯,, 21  δεν είναι κατ’ ανάγκην ανάγωγα. 
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µε αρχικές συνθήκες:
  ( ) 1,,12,,0,)0())( )(

101(
21

−=−===+ mrnkfgzgT ork

zr

k

rggg ⋯⋯⋯ και )0()0( omfg =  

όπου f  το πολυώνυµο 

                             ( )
)0(

)0(
)(

)0(

1
)(

)1(
1

)2(
12

)1(
1

21 −

−
−

−
−=

n

n
n

n
g

g
zgT

g
zf

g

  

µε επαναλήψεις   ( ) 1,,2,1,
)0(

)0(
)(

)0(

1
)(

)1(

1

)2(

1

1

2

21)1(

1

−=−=
−

−

+

−
−

mr
g

g
zgT

g
zf

n

n

r

n

rgggn

or ⋯⋯
 

B. Το πολυώνυµο  ( )
)0(

)0(
)(

)0(

1
)(

)1(
1

)2(
12

)1(
1

21 −

−
−

−
−=

n

n
n

n
g

g
zgT

g
zf

g
είναι η  ρίζα της εξίσωσης 

αναδροµής )()( zgzf om =  εάν και µόνον εάν πληρούνται οι προηγούµενες συνθήκες    

Απόδειξη 

A. Τ ο  Α ν α γ κ α ί ο . Έστω ότι το g  είναι υποβιβάσιµο µε ρίζα υποβιβασµού το f , δηλαδή 

υπάρχει πολυώνυµο f µε )deg()deg( gnf <=  τέτοιο ώστε  

                                                      )()( zgzf om =              (1) 

1) Από την (1) είναι φανερό ότι ικανοποιείται η σχέση )deg()deg( gf m = δηλαδή 

)deg(gnm = , κατά συνέπεια το σύνολο }1),deg(/),{( ≠=/×/∈= mgnNNmnA m είναι µη 

κενό.  

2) Επίσης από την (1)  προκύπτει ότι το πολυώνυµο  )(zg ′ αναλύεται σε γινόµενο m-

πολυωνυµικών παραγόντων, µε βαθµούς αντίστοιχα 1)1(,,)1(,1 −−−− mnnnnn ⋯ . 

Πράγµατι, παραγωγίζοντας την (1) προκύπτει ))(())(()()( )1( zffzffzfzg mo −′′′=′ ⋯ , στην 

οποία αν τεθεί:  

…………………………….. 
















=′

+=′

=′

=′

−

+

).2()())((

)1.2()())((

)2.2()())((

)1.2()()(

)1(

1

2

1

mzgzff

rzgzff

zgzff

zgzf

m

mo

r

or

⋮

⋮
 

το )(zg′ γράφεται )()()()( 21 zgzgzgzg m⋯=′  

3) Ικανοποιούνται οι διαφορικές εξισώσεις ( ) 1,,2,1,
)1(

11

1

21
−== −

+
− mrggT

n
r

n

rggg
⋯

⋯
  

Πράγµατι, µε διαδοχική εφαρµογή, (n-1)-φορές  των διαφορικών τελεστών  

1g
T , 

21gg
T , …

rggg
T

⋯21
,…. 

121 −mggg
T

⋯
 αντίστοιχα  στις σχέσεις  (2.2) έως (2.m) προκύπτει 

( ) ( ) ⇔−=′= −

+

− 1,,2,1,)(1

211

1

21
mrffTgT orn

rgggr

n

rggg ⋯⋯⋯

( ) ( ) ==′′=






 ′′′
=





 





 ′= −−−

+

− ⋯
⋯ ⋯⋯⋯⋯ )(

))((
)( 2

21
21

2

21

2

211

1

21

orn

rggg

r

oror
n

rggg

orn

rgggr

n

rggg ffT
ggg

fff
TffTTgT

( ) 1,,2,1),()( )(

21

)( −==== − mrffffT ornornn

rggg
n ⋯⋯ ⋯  

δηλαδή  

( ) 1,,2,1,)( )1(

1

)(

1

1

21
−==== −

+

− mrconstgffgT norn

r

n

rggg ⋯⋯  
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(το constzg n =− )( )1(

1 διότι  1)deg( 1 −= ng ) 

Αποδείχθηκε εποµένως ότι ( ) }1,,2,1{,)1(

11

1

21
−∈∀= −

+

− mrggT n

r

n

rggg ⋯⋯  

Όσον αφορά τις αρχικές συνθήκες: Με διαδοχική εφαρµογή, k-φορές  k=0,1,…,n-1 των δια-

φορικών τελεστών  
1g

T , 
21gg

T , …
rggg

T
⋯21

,…. 
121 −mggg

T
⋯

 αντίστοιχα  στις σχέσεις  (2.2) έως 

(2.m)    προκύπτει  

( ) 1,,2,1,)())((
121

)1( −==
+

+
mrzgTzff

r

k

rggg

ork ⋯⋯  ή 

( ) 1,,2,1,)())((
121

)(

1 −==
+

mrzgTzfg
r

k

rggg

ork ⋯⋯ . 

Θέτοντας 0=z  και στα 2 µέλη λαµβάνεται 

( ) 1,,2,1,)())0((
0

)(
1 121

−==
=+

mrzgTfg
z

kork
rrggg

⋯
⋯  

Επίσης είναι )0()0(
om

fg = , δηλαδή ικανοποιείται  το σύνολο των αρχικών συνθηκών. 

Μένει να αποδειχτεί ότι ( )
)0(

)0(
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1
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1)1(
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n
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g
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g
zf  και γενικότερα 

…………………. ( ) 1,,2,1,
)0(
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1
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g
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g
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rgggn

or ⋯⋯
………

Όντως, από την  (2.2) εφαρµόζοντας διαδοχικά τον  τελεστή 
1gT είναι: 
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zgTTzgT
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zfzff
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zffzg

n
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n
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n

g

ggg

g

⋮

Άρα  

                                                       ))(()( )1(

2

2

1
zffzgT nn

g

−− = (3) 

Επειδή  ο βαθµός του πολυωνύµου f  είναι nf =)deg(  , το πολυώνυµο f γράφεται ως 

)0(
)!1(

)0(

!

)0(
)( 1

)1()(

fz
n

f
z

n

f
zf n

n
n

n

++
−

+= −
−

⋯  .Οπότε το πολυώνυµο  )()1( zf n− είναι πρω-

τοβάθµιο και ίσο µε )0()0()( )1()()1( −− += nnn fzfzf  

Εποµένως η (3) γίνεται  

)0()()0())(()( )1()()1(

2

2

1

−−− +== nnnn

g fzffzffzgT ή ισοδύναµα 

)0()()0()( )2()1(

12

2

1

−−− += nnn

g gzfgzgT  

και επιλύνοντας  την τελευταία ως προς )(zf  αποδεικνύεται το ζητούµενο       

……………………….. ( )
)0(

)0(
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1
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2

1)1(
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−
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−

−
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n

n
n

gn g

g
zgT

g
zf  

Για την απόδειξη της ( ) 1,,2,1,
)0(

)0(
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)0(

1
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21)1(

1

−=−=
−

−

+

−
−

mr
g

g
zgT

g
zf

n

n

r

n

rgggn

or ⋯⋯
ακο-

λουθείται η ίδια διαδικασία, εφαρµόζοντας τον τελεστή 
rgggT ⋯21
  στις σχέσεις  (2.r+1)  

1,,2,1 −= mr ⋯ . 

Τ ο  Ι κ α ν ό .  Έστω ότι για το πολυώνυµο g  ισχύουν οι προϋποθέσεις 1. 2. και 3. του 
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Θεωρήµατος, θα δειχθεί ότι η συνάρτηση f  µε τύπο 

( )
)0(

)0(
)(

)0(

1
)(

)1(

1

)2(

1

2

2

1)1(

1

−

−
−

−
−=

n

n
n

gn g

g
zgT

g
zf είναι η ρίζα της )()( zgzf om =  

Θα αποδειχθεί αρχικά ότι ))(())(()( )1()1(
1 zffzfgzg roro

r
−− ′==  για mr ,,2,1 ⋯= . 

 

Απόδειξη για 1=r  δηλ ότι )()(1 zfzg ′= .  

Πράγµατι, από την ( )
)0(

)0(
)(

)0(

1
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)1(
1

)2(
12

)1(
1

21 −

−
−

−
−=

n

n
n

n
g

g
zgT

g
zf

g
 παραγωγίζοντας προκύπτει 
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( ) )()()0(
)0(

1
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1
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)(

)(
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1
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)0(

1
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1

1

1
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1
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1
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d

g
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g
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n

n

n
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n

g

n

n
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=



















==′

−
−

−
−

−

−
−

−

 

 

(διότι από την υπόθεση είναι ( ) )1(
12

1

1

−=− n
gg

n
g

T ) 

Αποδείχθηκε εποµένως ότι  

                                                     )()(1 zfzg ′=                                     (4) 

Απόδειξη για 2=r  δηλαδή  ότι ))(())(()( 12 zffzfgzg ′==   

Από την  υπόθεση ισχύει ότι:    

( ) ⇒= −− )0()( )1(

12

1

1

nn

g gzgT  

 ( ) ( )( )
⇒=

′

⇒=









−

−

−− )0(
)(

)(
)0()( )1(

1

1

2

2

1)1(

1
2

2

1

n

n

gn g
zg

zgT
gzgTT n

g
(λόγω της (4)) 

 ( )( ) ⇒′=
′ −− )()0()( )1(

12

2

1
zfgzgT nn

g         

                                                    ( ) 1

)1(

12

2

1
)()0()( czfgzgT nn

g += −−                 (5) 

Από την (5) για 0=z  και λόγω των αρχικών συνθηκών (για )1  και  2 =−= rnk , προκύπτει             

              ( )( ) 1

)1(

1

)2(

11

)1(

102

2

1
)0()0())0(()0()0()( cfgfgcfgzgT nnn

z

n

g +=⇔+= −−−
=

−          (6)
 

και επειδή η
 

)()2(

1 zg n− είναι το πρωτοβάθµιο πολυώνυµο βάσει του αναπτύγµατος Τaylor 

γράφεται )0()0()( )2(

1

)1(

1

)2(

1

−−− += nnn gzgzg ,  οπότε από την (6) προκύπτει 

1

)1(

1

)2(

1

)1(

1 )0()0()0()0()0( cfggfg nnn +=+ −−− )0()2(

11

−=⇒ ngc  

και αντικαθιστώντας στην (5) γίνεται  

 ( )( ) )0()()0()(
)2(

1
)1(

12

2

1

−− +=− nn
gzfgzgT n

g
  (7)   

 Ολοκληρώνοντας εκ νέου την (7), όπως και προηγουµένως, είναι: 

( )( ) [ ] [ ] )0()()0()(
2

)0(
)(

)3(
1

)2(
1

2
)1(

1
2

3

1

−−
−

++=− nn
n

gzfgzf
g

zgT n

g
   

συνεχίζοντας οµοίως, µετά από n-1 ολοκληρώσεις τελικά λαµβάνεται 

))(()0()(
!1

)0(
)]([

)!2(

)0(
)]([

)!1(

)0(
)( 11

12
)2(

11
)1(

1
2 zfggzf

g
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n

g
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n

g
zg n

n
n

n

≡′+
′
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+
−

= −
−

−
−

⋯   



 
91 

Άρα  αποδείχτηκε ότι )()(12 fffgg ′==   (8) 

Απόδειξη για  3=r  και 3>r . Εργαζόµενοι οµοίως  και  λαµβάνοντας υπόψη τα προηγού-

µενα αποτελέσµατα καταλήγουµε 

))(()0()(
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)0(
)]([
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)0(
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112
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g
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n
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n
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′
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−

+
−

= −
−

−
−

⋯

Και γενικά για mr ,,2,1 ⋯=  µε όµοια διαδικασία αποδεικνύεται  

))(()0()(
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)0(
)]([

)!2(
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)2(
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1
1 zfggzf

g
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g
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g
zg orornor

n
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′
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−

+
−
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−

−
−

+ ⋯

Β.  Με βάση τα προηγούµενα αποτελέσµατα έχουµε ότι 

( ) )9()()()()()()(

)()()()(

)1(

)1(
111121

czfzgfffffffzf

fgfgfgzgggggg

omommoor
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m
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′
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===′

−

−
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⋯⋯

⋯⋯⋯⋯

 

Από την (9) για 0=z   : cfg
om += )0()0( οπότε σε συνδυασµό µε την  αρχική συνθήκη  

)0()0(
om

fg =  προκύπτει 0=c δηλαδή αποδείχτηκε ότι το πολυώνυµο f ικανοποιεί 

την εξίσωση αναδροµής  )()( zfzg
om=  

Υπολογισµός της  1,,2,1, −= mrf or ⋯ : Από την ( ) 1,,2,1,
)1(
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1

21
−== −

+
− mrggT

n
r

n

rggg
⋯

⋯
 

µε µια ολοκλήρωση  λαµβάνεται 
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Για 0=z  από την  (10)  είναι ( ) cfggT orn
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n
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− )0()0(
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101
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21 ⋯
 και λόγω της αρχι-

κής συνθήκης  ( ))0())(
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101(
2
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zr fgzgT n

rggg

−
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⋯
προκύπτει 
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cfgfg ornorn
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1
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g
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g
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n
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rrggg

⋯
⋯

� 

Παρατηρήσεις 

1. Αν  η  ρίζα υποβιβασµού είναι δευτεροβάθµιο πολυώνυµο 2=n  τότε οι τύποι: 

( ) 1,,2,1,
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121
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mr

g

g
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g
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rrggg
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 απλοποιούνται σε 

1,,2,1,
)0(

)0(
)(

)0(

1
)(

1

1
1

1

−=
′

−
′

= + mr
g

g
zg

g
zf r

or ⋯  

2. Από το Θεώρηµα 31, είναι φανερό ότι ένα πολυώνυµο g  δεν είναι υποβιβάσιµο  εφόσον 

ο βαθµός του δεν µπορεί να τεθεί στην µορφή δύναµης δηλαδή 

2,1 ,)deg( ≥≠= nmng m  
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6.2   ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ  

Εφαρµογή 1: ∆ίνεται το πολυώνυµο  ),(zg  µε 27)deg( =g

   

1424616897225861434612010527

1512166568937118921342829949540

1512398715961008642144144918)(

23456789

10111213141516

17181920212223242527

++−++−+−−+

++−++−−+

+−−++−−++−=

zzzzzzzzz

zzzzzzz

zzzzzzzzzzzg

 

Να εξεταστεί αν είναι υποβιβάσιµο και στην καταφατική περίπτωση να βρεθεί η ρίζα υποβιβασµού 

ή  ισοδύναµα να λυθεί η εξίσωση gf om =
 

µε άγνωστους τα fm,  

Λύση  

Το σύνολο )}3,3{(}1,27/),{( =≠=/×/∈= mnNNmnA m , δηλαδή 3,3 == mn . 

Η ανάλυση του )(zg ′  σε γινόµενο παραγόντων δίνει 3=m  παράγοντες 
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112126123
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Όπου 23)( 2

1 −= zzg   µε  βαθµό    21)deg( 1 =−= ng  

          112126123)( 2346

2 +−++−= zzzzzzg

         

µε βαθµό   6)1()deg( 2 =−= nng       

και   
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891011121314151618

3
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zzzzzz

zzzzzzzzzzzg

 

                         

µε βαθµό  18)1()deg( 2

2 =−= nng  

Ο έλεγχος για την ισχύ των 21 =−m διαφορικών εξισώσεων δίνει: 
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το οποίο ισχύει  

Υπολογίζουµε τη συνάρτηση  

( ) =−=
−

−
−

− )0(
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g
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g
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1
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zgTg

( ) 12
6

1
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6

1 3

1

2 61236 +−=
′

= =+− zz
zg
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zz  

Άρα 12)(
3 +−= zzzf   οπότε     zzzzzzzzzf o 2127121236)( 23456792 −+−−++−=  

Ελέγχουµε τις αρχικές συνθήκες των διαφορικών εξισώσεων:  

( ) ⇔==== )1,0(,)0())( 1)0(

102(
0

1
rkfgzgT o

zg ( ) 11,)0()( 1

102 =⇔==
o

z fgzg ισχύει 

( ) )2,0(,)0())( 2)0(

103(
0

21
==== rkfgzgT o

zgg ( ) 22,)0())( 2

103 −=−⇔=⇔ =
o

z fgzg ισχύει 

( ) )11(,)0())( 1

102(
1

1
==′== rkfgzgT o

zg ( ) 66,)0(
)(

)( 1

10

1

2 =⇔′=
′

⇔ =
o

z fg
zg

zg
ισχύει 

( ) )21(,)0())( 2

103(
1

21
==′== rkfgzgT o

zgg ( ) 00,)0(
)()(

)( 2

10

21

3 =⇔′=
′

⇔ =
o

z fg
zgzg

zg
 ισχύει  

Τέλος 11)))0((()0()0()0( =⇔=⇔= fffgfg om  ισχύει. 

Εποµένως το πολυώνυµο  g , υποβιβάζεται  µε ρίζα υποβιβασµού το πολυώνυµο  

12)(
3 +−= zzzf   και τάξη υποβιβασµού 3=m . 

Είναι απλό να διαπιστωθεί ότι η )(zf  είναι ρίζα της gf o =3  

Παρατήρηση 

Στην πράξη ο έλεγχος της υποβιβασιµότητας µπορεί να γίνει άµεσα υπολογίζοντας για κάθε 

Amn ∈),(  την συνάρτηση  ( )
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1
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1)1(
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gn g

g
zgT

g
zf (και αποφεύγοντας τον έ-

λεγχο των διαφορικών εξισώσεων και των αρχικών συνθηκών τους). Εφόσον η συνάρτηση 
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g
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g
zf είναι πολυώνυµο( και όχι ρητή) ελέγχεται απλά, αν ικα-

νοποιεί την εξίσωση gf om = .  
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Η απλοποιηµένη αυτή µέθοδος  ακολουθείται στην επόµενη εφαρµογή 

 

Εφαρµογή 2: ∆ίνεται το πολυώνυµο  ),(zg  µε 8)deg( =g

   
                          39156625905212)( 2345678 +−−++−+−= zzzzzzzzzg  

Να ελεγχθεί  η υποβιβασιµότητά του. 

Λύση  

Παρατηρούµε ότι το σύνολο )}3,2{(}1,8/),{( =≠=/×/∈= mnNNmnA m  είναι µη κενό µε 

3,2 == mn . 

Η ανάλυση του )(zg ′  σε γινόµενο παραγόντων δίνει 3=m  παράγοντες 

( ) ( ) )3616122(16232)( 2342 −++−⋅−−⋅−=′ zzzzzzzzg

 
Όπου 32)(1 −= zzg   µε  βαθµό    11)deg( 1 =−= ng  

          162)( 2

2 −−= zzzg

         

µε βαθµό   2)1()deg( 2 =−= nng       και   

          3616122)( 234

3 −++−= zzzzzg

   

µε βαθµό  4)1()deg( 2

2 =−= nng  

Αν το αρχικό πολυώνυµο υποβιβάζεται, τότε η ρίζα υποβιβασµού θα είναι η συνάρτηση  

( ) =−=
−

−
−

− )0(

)0(
)(

)0(

1
)(

)1(

1

)2(

1

2

2

1)1(

1

n

n

n

gn g

g
zgT

g
zf ( ) =−

)0(

)0(
)(

)0(

1
)1(

1

)0(

1

2

0

1)1(

1 g

g
zgT

g
g

( ) =−
)0(

)0(
)(

)0(

1
)1(

1

1

2)1(

1 g

g
zg

g
13

2

3
)162(

2

1 22 +−=+−− zzzz  

Άρα 13)(
2 +−= zzzf    

Αλλά  το 13)(
2 +−= zzzf  δεν ικανοποιεί την εξίσωση gf o =3

 
Πράγµατι, )(515317823905212)(

23456783
zgzzzzzzzzzf

o ≠+−−++−+−=   

Εποµένως το πολυώνυµο  g  είναι πρωτογενές.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 

  ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΑ ΝΕΦΗ & ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

7.1   ΟΙ ΣΧΕΣΕΙΣ  VIETTA-NEWTON  ΤΩΝ  ΡΙΖΩΝ ΠΟΛΥΩΝΥΜΟΥ  

Στην  ενότητα αυτή, γίνεται αναφορά στις γνωστές σχέσεις µεταξύ συµµετρικών µορφών 

των ριζών ενός πολυωνύµου και των συντελεστών του, δηλαδή στους τύπους του Vietta καθώς 

και στους αναδροµικούς τύπους του Newton. Βάσει αυτών: 

• Γίνεται εφικτός ο υπολογισµός του ελάχιστου και µέγιστου µέτρου των ριζών πολυωνύµου, 

συναρτήσει των συντελεστών του, χωρίς να γίνει υπολογισµός του συνόλου των ριζών του. 

• Σε συνδυασµό µε την έννοια του πολυωνυµικού νέφους, η οποία εισάγεται στην επόµενη ε-

νότητα, γίνεται εφικτός ο υπολογισµός του κέντρου βάρους του συνόλου αστάθειας ενός πο-

λυωνύµου και τέλος  

• Οριοθετείται η µέγιστη δυνατή  απόσταση που µπορεί να έχει ένας ελκυστής, είτε ένα σταθε-

ρό σηµείου τύπου Siegel, από το σύνολο αστάθειας του δυναµικού συστήµατος.    

Οι τύποι του Vietta 

n

n
nn

n

knk

iii

iiikk

n

n

ji

jinn

n

n

i

in

a

a

a

a

a

a

a

a

k

k

0
21

21

2
1212

1
211

)1(

.............................................................................

)1(

.......................................................................

21

21

−==

−==+=

==++=

−==+++=

−

<<<

−

<
−

−

∑

∑

∑

ρρρσ

ρρρρρρσ

ρρρρρρσ

ρρρρσ

⋯

⋯⋯⋯

⋯

⋯

⋯

 

Αν τεθεί ⋯⋯⋯ ,1,,,2,1,21 +=+++= nnmS m
n

mm
m ρρρ  τότε ισχύουν οι αναδροµικοί  τύποι: 

(βλ. [8] ενότητα Πολυώνυµα σελ 16)  

Αναδροµικοί τύποι του Newton 

⋯⋯⋯

⋯⋯⋯

,2,,1 για,0

,,2,1  για,0

01111

1111

++==++++++

==++++++

−+−−−−−

−+−−−−−

nnmSaSaSaSaSa

nmmaSaSaSaSa

nmnmkmknmnmn

mnmnkmknmnmn
 

οι οποίοι για  ⋯⋯ 2,1,,,3,2,1 ++= nnnm  δίνουν αντίστοιχα: 

.............................................................................

03:3

02:2

0:1

312213

2112

11

=+++=

=++=

=+=

−−−

−−

−

nnnn

nnn

nn

aSaSaSam

aSaSam

aSam
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............................................................................................

0:2

,0:1

0:

.............................................................................

20312112

1021111

01111

=+++++++=

=+++++++=

=++++++=

−+−+−+

−+−−+

−−−−

SaSaSaSaSanm

SaSaSaSaSanm

naSaSaSaSanm

knknnnnn

knknnnnn

knknnnnn

⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯

 

Από τις τελευταίες σχέσεις είναι εύκολο να βρεθούν οι εκφράσεις  των  

,21
m
n

mm
mS ρρρ +++= ⋯ συναρτήσει των συντελεστών του πολυωνύµου. Είναι π.χ. 

.................................................................

33

2

3

3
2

21
3

1
3

2

2
2

1
2

1
1

n

nnnnnn

n

nnn

n

n

a

aaaaaa
S

a

aaa
S

a

a
S

−−−−

−−

−

−+−
=

−
=

−=

 

Αναγκαίο  για τα επόµενα, είναι να βρεθούν εκφράσεις για την ακολουθία    

m
n

mmmS
ρρρ

111

21

* +++= ⋯ . 

Το επόµενο θεώρηµα  µας παρέχει την δυνατότητα χρήσης των αναδροµικών τύπων του Newton 

για τoν υπολογισµό των *
mS .  

Θεώρηµα 32  

Αν nρρ ,,1 ⋯  οι ρίζες του  πολυωνύµου 0 µε ,)( 001 ≠++= n
n

n aaazazazf ⋯  τότε  

1. Το πολυώνυµο, µε  ανάστροφη διάταξη συντελεστών   

nn
nn azazazazf ++= −
−

1
1

10
* )( ⋯ έχει ρίζες 

nρρρ

1
,,

1
,

1

21

⋯  

2. H ακολουθία των 
m
n

mmmS
ρρρ

111

21

* +++= ⋯ υπολογίζεται  εφαρµόζοντας τους αναδρο-

µικούς τύπους του Newton στο ανάστροφο πολυώνυµο )(* zf  . 

Απόδειξη 

1. Έστω ότι 01
* )( bzbzbzf n

n ++= ⋯  

Για  nk ,,2,1 ⋯=   τα k
*σ  υπολογίζονται από το 01)( azazazf n

n ++= ⋯  ως ε-

ξής:

)1()1(

)1(

)1(
111111

00

)(

21

*

21 21
a

a

a

a

a

a

kk

n

n

n

knnkn

n

kn

iii iiik
k

k k

−=
−

−

===+=

−−−

−

<<<
∑ σ

σ
ρρρρρρ

σ
⋯

⋯⋯⋯

από την άλλη πλευρά, από το 01
* )( bzbzbzf n

n ++= ⋯  είναι 
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)1(
111111

21 2121

*

n

knk

iii iiik

k
b

b

k k

−

<<<

−===+= ∑
⋯

⋯⋯⋯
ρρρρρρ

σ         (2) 

Εξισώνοντας τις (1) και (2) προκύπτει n
k

kn
k

n

kn b
a

a
b

a

a

b

b

00

=⇔= −
−  (3) 

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, αν στην (3) επιλέξουµε το 0abn = , τότε 

nkab kkn ⋯,2,1,0, ==− .Κατά συνέπεια αποδείχθηκε ότι 01
* )( bzbzbzf n

n ++= ⋯  

nn
nn azazaza ++= −
−

1
1

10 ⋯  

2. Άµεση συνέπεια του 1.� 

Στο θεώρηµα που ακολουθεί κατασκευάζονται ακολουθίες πραγµατικών αριθµών οι οποίες συ-

γκλίνουν στο ελάχιστο και µέγιστο µέτρο των ριζών  ενός πολυωνύµου. 

Θεώρηµα 33  

Έστω µιγαδικό πολυώνυµο 0 µε ,)( 001 ≠++= n
n

n aaazazazf ⋯
 
µε σύνολο ριζών 

{ }nfR ρρ ,,1 ⋯= . Αν }{max ρ
ρ fR∈

 και }{min ρ
ρ fR∈

το µεγαλύτερο και το µικρότερο µέτρο στο σύνο-

λο fR τότε    

………………… }{max ρ
ρ fR∈

= m
m

m
S

∞→
lim     και  }{min ρ

ρ fR∈ m
m

m
S *

1
lim
∞→

=    

όπου οι ακολουθίες mS  και *
mS  , υπολογίζονται από τους αναδροµικούς τύπους του Νewton. 

Απόδειξη  

1. Από την τριγωνική ανισότητα προκύπτουν 

)max{2121
m

i
m
n

mmm
n

mm
m nS ρρρρρρρ ⋅≤+++≤+++= ⋯⋯  (1) 

Έστω ότι ki
i

ρρ =max  τότε, 

)(max1max

1

)(

1121

1121

11211121

21

m

S

m
i

i

m

k

n

m

k

k

m

k

k

m

k

m

k

m
i

i

m
k

m
n

m
k

m
k

mm
m
k

m
n

m
k

m
k

mmm
k

m
n

m
k

m
k

mmm
k

m
n
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m

ϕρ
ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

ρ

ρρρρρ
ρ

ρρρρρρρρρρρρ

ρρρ

=







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






+





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
++
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
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
+
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




−=

=
++++++

−⋅=

=++++++−≥+++++++=

=+++=

+−

+−

+−+−

⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯⋯⋯

⋯

όπου 

m

k

n

m

k

k

m

k

k

m

k

m

k

m 




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
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




++




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


+








−= +−

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ϕ ⋯⋯ 11211)(   

προφανώς 1)(lim =
∞→

m
m
ϕ   .   (1) 

Συνοψίζοντας, αποδείχθηκε ότι 
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i
mm

m
m

i
i

m
im

m
i

i

nSm

nSm

ρϕρ

ρϕρ

max)(max

)max{)(max

⋅≤≤

⇔⋅≤≤
 

από την τελευταία σχέση µε βάση το θεώρηµα των ισοσυγκλινουσών ακολουθιών και την (1) 

προκύπτει ότι  =
∞→

m
m

m
Slim }{max

,2,1
i

ni
ρ

⋯=
 

2. Αποδεικνύεται µε όµοια διαδικασία. Οντως, από την τριγωνική ανισότητα προκύπτει: 

m
i

m
n

mmm
n

mmm

n
S

ρρρρρρρ min

111111

2121

* ≤+++≤+++= ⋯⋯  (1) 

Έστω ότι si
i

ρρ =min , τότε  από την άλλη πλευρά είναι 

)4()(
min

1
1

min

1

1
1

11111
)

1111
(

1

111

111

111

111111
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*

m

S

m
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i

m

n

s

m
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s

s

m

s

m
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m
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m
s

m
s

m
s

m
s

m
s

m

m
s

m
s

m
n

m
s

m
s
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s

m
n

m
s

m
s
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s

m
n

mmm

θ
ρρ

ρ
ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

ρρρρρρρρρρ

ρρρ

=







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




+


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



++








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=+++++−⋅=

=+++++−≥++++++=

=+++=
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+−
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⋯⋯

⋯⋯

⋯⋯⋯⋯

⋯

ό
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m

n

s

m

s

s

m

s

s

m

sm 







++








+








++








−=

+− ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

ρ
ρ

θ ⋯⋯
111

1)(   

προφανώς 1)(lim =
∞→

m
m
θ    (5) 

Συνοψίζοντας,  από (3) και (4) αποδείχθηκε ότι 

 
i

m
m

m
m

i
i

m
i

mm
i

i

n
Sm

n
Sm

ρ
θ

ρρ
θ

ρ min
)(

min

1

min
)(

min

1 ** ≤≤⇔≤≤ . 

 

Από την τελευταία σχέση και την (5), µε βάση το θεώρηµα των ισοσυγκλινουσών ακολου-

θιών,  προκύπτει ότι  i
im

m
m

S

ρmin
1

lim
*
=

∞→
� 
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7.2  ΠΟΛΥΩΝΥΜΙΚΑ ΝΕΦΗ  ΣΗΜΕΙΩΝ ΣΤΟ ΜΙΓΑ∆ΙΚΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο 

7.2.1 Βασικές έννοιες και ορισµοί 

Στην ενότητα αυτή εισάγεται η έννοια του πολυωνυµικού νέφους. Τα πολυωνυµικά νέφη είναι 

ακολουθίες υποσυνόλων του C/ , µε πεπερασµένο πληθάριθµο, τα οποία παράγονται µέσω του 

πολυωνύµου. Το ενδιαφέρον για την µελέτη αυτών των ακολουθιών  πηγάζει από το γεγονός ότι,  

ορισµένα εξ αυτών προσεγγίζουν ή σχετίζονται µε το σύνολο Julia του δυναµικού συστήµατος. 

Κατά συνέπεια αναµένεται ότι η µελέτη αυτών, µπορεί να δώσει πρόσθετη πληροφορία. Ένα ση-

µαντικό αποτέλεσµα αυτής της ενότητας  είναι ότι γίνεται εφικτός ο υπολογισµός των κέντρων 

βάρους των συνόλων αστάθειας, τα οποία γενικώς είναι σύνολα µορφοκλασµατικού τύπου (frac-

tals). 

Ορισµός 14. Με τον όρο νέφος σηµείων, εννοείται κάθε ακολουθία ( )
Nnn /∈Φ=Φ  υποσυνόλων 

του µιγαδικού επιπέδου  της οποίας οι όροι Cn /⊂Φ έχουν πεπερασµένο πληθάριθµο δηλαδή 

Nncard n /∈∞<Φ ,)( . Κάθε όρος nΦ  τoυ νέφους, αποτελεί ένα στιγµιότυπο του νέφους.  

Με τον όρο πολυωνυµικά νέφη σηµείων,  εννοούνται νέφη σηµείων τα οποία  παράγονται από 

τους όρους της ακολουθίας  { } Nn
onf /∈   ενός πολυωνύµου f (ως ρίζες, σταθερά σηµεία, κριτικά ση-

µεία και άλλα) � 

Για ένα πολυωνυµικό νέφος, αναζητώνται στατιστικές-γεωµετρικές συµµετρίες και αναλλοίωτες 

ποσότητες, καθώς και η οριακή τους κατάληξη για µεγάλες τιµές του n . 

Παραδείγµατα  πολυωνυµικών νεφών. είναι οι ακολουθίες των : 

1. Περιοδικών κύκλων  ( )
NnnXX /∈=  µε { }NnzzfCzXX on

fn on /∈=/∈=≡ ,)(/  

2. Κριτικών σηµείων   ( )
Nnn /∈Ω=Ω  µε 







 /∈=/∈=Ω=Ω Nnzf

dz

d
Cz on

fn on ,0)(/  

3. Ριζών ( )
NnnRR /∈=  µε { }NnzfCzRR on

fn on /∈=/∈== ,0)(/  

4. Προεικόνων σταθερού σηµείου  ( ) { }NnXzzzfCzzf
f

onon /∈∈=/∈=− ,)(/ 0,00   

 

Εικόνα 30 Τα στιγµιότυπα, 4X  του περιοδικού νέφους  και 4Ω του κριτικού  νέφους  του 13 −z  
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Εικόνα 31 Το στιγµιότυπα 3X ,των πολυωνύµων   izz 23.005.0 4 −−  και 2.03.05.0 4 −− zz    

 

Α. Βασικές συνολοσυναρτήσεις,  ορισµένες σε νέφη. 

Έστω  ένα σύνολο CA /⊂ µε πεπερασµένο πληθάριθµο, ∞<)(Acard . Εκτός από τον πληθάριθ-

µο )(Acard , σηµαντικές συνολοσυναρτήσεις ορισµένες στο σύνολο A είναι: 

1. Το άθροισµα των στοιχείων του A , ∑
∈

=
Aa

aAsum )(  

2. Το κέντρο βάρους  CAM /∈)( , που ορίζεται ως  
)(

)(

)(

1
)(

Acard

Asum
a

Acard
AM

Aa

== ∑
∈  

(βλέπε 

και Ορισµό 16 σελ 101) 

3. Ο γεωµετρικός µέσος των µέτρων των στοιχείων του  A , 0)( ≥AG   που ορίζεται ως 

..
)(

1

)(
Acard

Aa

aAG 









= ∏

∈

    

Σε κάθε πολυωνυµικό νέφος ( )
Nnn /∈Φ  , µπορούν να οριστούν  ακολουθίες πραγµατικών ή µιγα-

δικών αριθµών οι οποίες παρέχουν πληροφορία για την συµπεριφορά του όπως:  

1. Η ακολουθία των κέντρων βάρους  ( )
NnnM /∈Φ )(  των στιγµιότυπων του νέφους.    

2. Η ακολουθία   γεωµετρικών µέσων  ( )
NnnG /∈Φ )(  του νέφους.  

3. Οι ακολουθίες   ( )
Nnncard /∈Φ )( ,  ( )

Nnnsum /∈Φ )(  

Β. Επαγόµενα νέφη-Αθροιστικό νέφος-Οριακά  σύνολα  νέφους.  

Από ένα νέφος ( )
Nnn /∈Φ=Φ  µπορούν να οριστούν και άλλα νέφη, όπως το αθροιστικό νέφος 

( )n n N∈ /
Φ = Φɶ ɶ  µε 

1

n

n k

k=

Φ = Φɶ ∪ , καθώς και το νέφος ( )n n N∈ /
Φ = Φ
ɶ ɶ

 µε 
1

n

n k

k=

Φ = Φ
ɶ
∩ . Κατά συνέπεια 

  



 
101 

ορίζονται τα σύνολα 
1

k

k

∞

∞
=

Φ = Φɶ ∪  και 
1

k

k

∞

∞
=

Φ = Φ
ɶ
∩ .Επίσης είναι προφανές ότι, αν NnnAA /∈= )(  και 

NnnBB /∈= )(  είναι νέφη σηµείων, τότε ορίζονται τα νέφη, ένωση =∪ BA ( )
Nnnn BA /∈∪ , τοµή 

=∩ BA ( )
Nnnn BA /∈∩ , διαφορά =BA \ ( )

Nnnn BA /∈\  κλπ. Επίσης, κάθε σύνολο G µε 

+∞<)(Gcard  µπορεί να θεωρηθεί ως σταθερό νέφος  NnnG /∈)(  όπου GGn ≡ για κάθε n .   

Ορισµός15 (Ορισµός κέντρου βάρους νέφους ) Έστω ( )
Nnn /∈Φ=Φ  νέφος στο µιγαδικό επίπε-

δο. Το  όριο της ακολουθίας  )(lim n
n

M Φ
∞→

 (αν υπάρχει) ορίζεται ως το  κέντρο βάρους του νέφους 

( )
Nnn /∈Φ=Φ , δηλαδή )(lim)( n

n
MM Φ=Φ
∞→

� 

Ορισµός 16. (Ορισµός κέντρου βάρους φραγµένων υποσυνόλων του µιγαδικού επιπέδου) 

Έστω  CBA /⊂, µη κενά φραγµένα υποσύνολα του µιγαδικού επιπέδου τότε: 

1. Αν +∞<)(Acard , το κέντρο βάρους του ορίζεται ως 
)(

)(
)(

Acard

Asum
AM
ορ

=    

2. Αν +∞=)(Acard , δηλαδή το A είναι αριθµήσιµα άπειρο, τότε )(lim)( n
n

MAM Φ=
→∞

ορ

,  

όπου  ( )
Nnn /∈Φ=Φ  αυθαίρετο  νέφος µε  An

n
=Φ

∞→
lim  (η σύγκλιση ορίζεται µε την Hausdorff 

µετρική) 

3.  Αν η  Hausdorff απόσταση των BA,  είναι µηδέν, τότε τα κέντρα βάρους τους ταυτίζονται δη-

λαδή, αν 0),( =BAdH  τότε )()( BMAM
oρ

= . � 

Στην επόµενη πρόταση αποδεικνύεται ότι,  το κέντρο βάρους στην περίπτωση 2 του ορισµού 16 

είναι καλά ορισµένο, δηλαδή είναι ανεξάρτητο από την επιλογή του νέφους ( )
Nnn /∈Φ=Φ . Επί-

σης αποδεικνύονται κάποιες βασικές ιδιότητες του κέντρου βάρους οι οποίες απορρέουν από τον 

ορισµό 16. 

 

Πρόταση 34 

Έστω  CBA /⊂, , φραγµένα και µη κενά υποσύνολα του µιγαδικού επιπέδου, τότε: 

1. Αν +∞=)(Acard ,τότε το κέντρο βάρους στον ορισµό 16 είναι ανεξάρτητο από την ε-

πιλογή του νέφους. 

2. )()( AMAM =  

3. Αν το A είναι πυκνό σύνολο στο B , δηλαδή BA =  τότε  )()( BMAM = . 

4. Αν +∞=)(Acard  και +∞<)(Bcard  τότε  α) )()( AMBAM =∪   β) )()\( AMBAM =  

Απόδειξη 

1. Έστω δύο νέφη ( )
Nnn /∈Φ=Φ  και Nnn /∈Θ=Θ )(  µε An

n
n

n
=Θ=Φ

∞→∞→
limlim .  

Από την τριγωνική ιδιότητα της Hausdorff απόστασης,  έχουµε  ότι 

0),(),(),( →Θ+Φ≤ΘΦ AdAdd nHnHnnH  για ∞→n . Εποµένως ⇒=ΘΦ
∞→

0),(lim nnH
n

d  

⇒=Θ−Φ
∞→

0)()(lim nn
n

MM )()()( AMMM =Θ=Φ , δηλαδή το )(AM είναι ανεξάρτητο της 

επιλογής του νέφους. 
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2. Προκύπτει άµεσα, από την προφανή ισότητα AA = , την 2
η
 ιδιότητα του ορισµού 16  και την 

ιδιότητα της µετρικής Ηausdorff , δηλαδή ότι BABAdH =⇔= 0),(    

3. Πράγµατι  ⇒=⇒=⇒= BABABA ⇒= 0),( BAdH )()( BMAM =  

4.  α) Έστω αυθαίρετο νέφος ( )
Nnn /∈Φ=Φ  µε  An

n
=Φ

∞→
lim , τότε θα είναι  ∞=Φ

∞→
)(lim n

n
card   

και  BABn
n

∪=∪Φ
∞→

)(lim . Από τον Ορισµό 16 προκύπτει:  

     )()( Φ= MAM      και    )()( BMBAM ∪Φ=∪                                           (1)  

 Επειδή, τα CBsumBsum n /∈Φ∩ )(),(  είναι πεπερασµένοι µιγαδικοί,  τα 

)(),( nBcardBcard Φ∩  είναι πεπερασµένοι φυσικοί αριθµοί και το ∞=Φ
∞→

)(lim n
n

card ,  από 

τις σχέσεις (1) προκύπτει:  

=
∪Φ
∪Φ

=∪Φ=∪Φ=∪
∞→∞→ )(

)(
lim)(lim)()(

Bcard

Bsum
BMBMBAM

n

n

n
n

n
 

 )()(
)(

)(
lim

)()()(

)()()(
lim AMM

card

sum

BcardBcardcard

BsumBsumsum

n

n

n
nn

nn

n
=Φ=

Φ
Φ

=
Φ∩−+Φ
Φ∩−+Φ

=
∞→∞→

. 

β) οµοίως 

=Φ=Φ=
∞→

)\(lim)\()\( BMBMBAM n
n

)()(
)(

)(
lim

)()(

)()(
lim AMM

card

sum

Bcardcard

Bsumsum

n

n

n
nn

nn

n
=Φ=

Φ
Φ

=
Φ∩−Φ
Φ∩−Φ

∞→∞→
�  
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Για κάθε 2≥n  , ισχύουν οι σχέσεις 

∑ ∑
= ≤<<<≤

+

=

∩∩∩∩−=
n

m
mkkkk

nkkk

m
n

k

k XXXXcardXcard

m1 1

1

1

)()1()(
321

21

⋯
⋯

∪  

και  

∑ ∑
= ≤<<<≤

+

=

∩∩∩∩−=
n

m
mkkkk

nkkk

m
n

k

k XXXXsumXsum

m1 1

1

1

)()1()(
321

21

⋯
⋯

∪   

Απόδειξη 

Επειδή ο πληθάριθµος και το άθροισµα των στοιχείων πεπερασµένων συνόλων αποτελούν προ-

φανώς  µέτρα αυτών, από την ιδιότητα της προσθετικότητας  του µέτρου  ισχύουν, 
)()()()( YXcardYcardXcardYXcard ∩−+=∪  

)()()()( YXsumYsumXsumYXsum ∩−+=∪       για κάθε CYX /⊂,  µε ∞<)(Xcard  και 

∞<)(Ycard . 

Οι προς απόδειξη σχέσεις του θεωρήµατος, οι οποίες σε εκτενέστερη µορφή  είναι αντίστοιχα 

)()1()()1(

)()()()(

21
1

1

1

1
21

1
1

11

321

321

21

321211

n
n

mkkkk

nkkk

m

kkk

nkkk

kk

nkk

k

nk

n

k

k

XXXcardXXXXcard

XXXcardXXcardXcardXcard

m

∩∩∩−++∩∩∩∩−+

−∩∩+∩−=

+

≤<<<≤

+

≤<<≤≤<≤≤≤=

∑

∑∑∑

⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

∪

και 
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)()1()()1(

)()()()(

21
1

1

1

11
1

11

321

32121

21

321211

n
n

mkkkk

nkkk

m

kkk

nkkk

kk

nkk

k

nk

n

k

k

XXXsumXXXXsum

XXXsumXXsumXsumXsum

m

∩∩∩−++∩∩∩∩−+

−∩∩+∩−=

+

≤<<<≤

+

≤<<≤≤<≤≤≤=

∑

∑∑∑

⋯⋯⋯⋯

⋯

⋯

∪

αποτελούν γενίκευση των σχέσεων αυτών για ένωση n  συνόλων και αποδεικνύονται απλά µε 

µαθηµατική επαγωγή�  

7.2.2 Το Νέφος των Περιοδικών Κύκλων 

Το νέφος των περιοδικών κύκλων ( )
NnnXX /∈=   ενός  πολυωνύµου f ,  ορίστηκε στην προη-

γούµενη ενότητα, ως η ακολουθία των συνόλων { }NnzzfCzXX on

fn on /∈=/∈=≡ ,)(/ . Είναι  

γνωστό από την θεωρία της Μιγαδικής ∆υναµικής, ότι το άπειρο πλήθος των περιοδικών κύκλων 

ενός δυναµικού συστήµατος,  περιέχεται σχεδόν όλο στο σύνολο Julia fJ  , εκτός  από ένα πεπε-

ρασµένο αριθµό ελκτικών και τύπου Siegel κύκλων. Ειδικότερα, αν το fJ  είναι σύνολο Cantor, 

τότε ( ) fNnn JX ⊂/∈  ενώ αν το fJ  συνεκτικό, τότε
 
( ) fNnn KX ⊂/∈ . Από τα προηγούµενα, δηµι-

ουργείται σηµαντικό κίνητρο για την µελέτη του νέφους των περιοδικών κύκλων, αφού προσεγ-

γίζουν «αρκετά καλά» το σύνολο αστάθειας fJ . Είναι φανερό επίσης ότι το πλήθος των σηµείων 

του −n στιγµιότυπου nX του νέφους , είναι ( )nn fXcard )deg()( = . 

       

 

 

Εικόνα 32To  σύνολο αστάθειας του iz 1.07.02 +− (αριστερά)  και το στιγµιότυπο 6X   (µε 64 ση-

µεία) του νέφους των περιοδικών κύκλων. 
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Συµβολισµός Έστω ∑
=

−
− =+++=

m

k

km
m

m
m zaazazazazf k

0

1
1 11)( ⋯  πολυώνυµο βαθµού m>1 

µε συντελεστές mkak ⋯,2,1, = .Συµβολίζουµε µε nmka kn ⋯,2,1,, =  και ⋯,2,1=n  τους συντε-

λεστές του  πολυωνύµου )(zf on , δηλαδή  ∑
=

=
n

kn

m

k

kon zazf
0

,)(  .         

Στο επόµενο θεώρηµα  διατυπώνονται χρήσιµοι για τα επόµενα τύποι, οι οποίοι υπολογίζουν 

τους συντελεστές του πολυωνύµου  )(zf on

 συναρτήσει των συντελεστών του  )(zf  
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Έστω πολυώνυµο 01

1
1)( azazazazf m

m
m

m +++= −
− ⋯  βαθµού mf =)deg( , τότε οι συντελε-

στές nmka kn ⋯,2,1,, = του πολυωνύµου      

                                   ∑
=

−
−

=+++=
n

k

n

n

n

n

m

k

k
nnn

m

mn

m

mn

on zaazazazazf
0

1

1,, ,0,1,)( ⋯   

 υπολογίζονται από τις σχέσεις: 

1. 
( ) ( )

0

1

0,

)(

!

1)(

!

1
1

,1 =
=

= ∑
−

−== zk

pkm

p

zk

onk

kn
dz

zfd
a

kdz

zfd

k
a

n

pn
nmk ⋯,1,0, =  

2. ( ) fpz
onk

fkn RpzfT
k

a ∈= =′− ,)(
!

1
,1

nmk ⋯,1,0, =  

3. Ειδικότερα, ο σταθερός όρος 0,na , ο µεγιστοβάθµιος συντελεστής nmn
a

,
  και ο 

1, −nmn
a

 

του )(zf on  είναι αντίστοιχα:  

 )0(0,
on

n fa =  ,     1

1

,
−
−

= m

m

mn

n

mn aa    και  1
1

1

1,
−
−

−
−

−
⋅⋅= m

mm

m
n

mn

n

mn aama . 

Απόδειξη 

1. Αναπτύσσοντας το πολυώνυµο )(zf on  σε σειρά Taylor γύρω από το µηδέν, έχουµε  

( )
∑∑
=

=
=











==

nn

k

m

k

k
zk

onkm

k

k
n

on z
dz

zfd

k
zazf

0

0

0

)(

!

1
)( ,   

οπότε εξισώνοντας τους συντελεστές των οµοβάθµιων όρων αποδεικνύεται η  

( )
0,

)(

!

1
== zk

onk

kn
dz

zfd

k
a . 

Η δεύτερη σχέση για τους συντελεστές kna ,  
προκύπτει από την  σχέση 

∑∑
−

=
−

−

=

===
1

,

0

,1
)1(

0

)())(()(

nn

k

m

p

p
pn

no
m

k

k
n

on zfazffzazf   

παραγωγίζοντας διαδοχικά και θέτοντας z=0. 
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2. Η σχέση ( ) fpz
onk

fkn RpzfT
k

a ∈= =′− ,)(
!

1
,1  προκύπτει από την ∑

−

=
−=

1

0

,1 )()(

nm

q

q
qn

on zfazf  

δρώντας διαδοχικά µε τον διαφορικό τελεστή fT ′  και θέτοντας όπου fRppz ∈= ,  

3. Προκύπτουν µε εφαρµογή των προηγούµενων τύπων.� 
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Έστω πολυώνυµο 01

1
1)( azazazazf m

m
m

m +++= −
− ⋯ ,  βαθµού 2)deg( ≥= mf  και το νέφος 

των περιοδικών του κύκλων, ( )
NnnXX /∈= , τότε ισχύουν:  

1. Η ακολουθία των κέντρων βάρους ( )
NnnXM /∈)( του νέφους X είναι σταθερή. Ειδικότε-

ρα    Nn
a

a

m
XMXM

m

m
n /∈∀−== − ,

1
)()( 1 , όπου  )(XM  κέντρο βάρους  του νέφους.  

2. Αν ∞→))(( XMf
on  για  ∞→n  τότε  το fJ

 
είναι σύνολο Cantor. 

Απόδειξη 

1. Από τον ορισµό, οι περιοδικοί κύκλοι n-τάξης είναι οι ρίζες της εξίσωσης 

0)1()( 0,1,

1

1,,
=+−++⇔= −

− nn
m

mn

m

mn

on azazazazzf
n

n

n

n ⋯     

Εποµένως το κέντρο βάρους είναι: 

const
am

a

am

aam

am

a

m

a

a

m

z

Xcard

Xsum
XM

m

m

m

m

n

m
m

mm

n

mn

n

mn

n

mn

mn

n

Xz

n

n
n n

m

n

m

n

nn

n

nk

k

=
⋅

−=
⋅⋅

−=−=

−

=== −

−

−

−
−

−
−

−

−

∈
∑

1

1

1

1
11

,

1,,

1,

)(

)(
)(

 

 δηλαδή είναι ανεξάρτητο του n. Άρα  XMXM n
n

==
∞→

)(lim)(
a

a

m m

m− −1 1 

2. Έστω ότι το )( fJ  είναι συνεκτικό, τότε υπάρχει η πλήρωσή του, δηλαδή το σύνολο )( fK . 

Επειδή προφανώς ισχύουν ( ) ⇒⊂/∈ )( fKX
Nnn )( fKM X ∈  , θα είναι ∞→/)( x

on
Mf , το 

οποίο είναι άτοπο. � 
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Έστω πολυώνυµο f και  ( )
NnnXX /∈=   το νέφος των περιοδικών κύκλων του δυναµικού συ-

στήµατος, τότε ισχύουν:  

1. Το νέφος είναι κλειστό ως προς την τοµή, δηλαδή  

   XXXX mmMKnm ∈=∩ ∆ ),( , Nnm /∈∀ ,   

2. Αν nm  τότε  nm XX ⊂ . 

3.  
1

1

XX
n

n =
∞

=
∩ . 

4. )()( XMXXM nm =∩ , για κάθε Nnm /∈, . 

5.  )()( XMXXM nm =∪ , για κάθε Nnm /∈, . 
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Απόδειξη 

1. Έστω 

{ }⇔==/∈∈⇔∩∈ zzfzzfCzzXXz onom
nm )()(/ και

{ }⇔==/∈∈⇔ ∆⋅∆⋅ zzfzzfCzz nmMKonmMKok )()(/ ),(),( λκαι

( ) ( ){ }⇔==/∈∈⇔ ∆∆ zzfzzfCzz
onmoMKoknmoMK )()(/ ),(),( λ

και

{ }⇔=/∈∈⇔ ∆ zzfCzz nmoMK )(/ ),(
),( mmMKXz ∆∈  

2. Αφού  nm  τότε  mnm =ΜΚ∆ ),( , οπότε από την προηγούµενη πρόταση 1. είναι 

nmmmmMKnm XXXXXX ⊂⇒==∩ ∆ ),(  

3. Επειδή 1),1( =ΜΚ∆ n , είναι NnXXXXXX nnMKn /∈∀⊂⇒==∩ ∆ ,, 11),1(1 , εποµένως 

1

1

XXX
n

n ==
∞

=
∩  

4. Από την πρόταση 1. και  την πρόταση 1. του Θεωρήµατος 37 προκύπτει άµεσα ότι 

)()()( ),( XMXMXXM mmMKnm ==∩ ∆  

5. Επειδή, όπως αποδείχτηκε,  τα σύνολα mX , nX   και nm XX ∩  έχουν κοινό κέντρο βά-

ρους, το )(XM   θα είναι 

=
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XXcard
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XXcard

XXcardXM

XXcard

XXcardXcardXcardXM
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mnmn =
∪

∪
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∪

∩−+
=  � 

Παρατήρηση. Με βάση το τελευταίο θεώρηµα, οι γενικοί τύποι του Θεωρήµατος 35 για το νέ-

φος των περιοδικών κύκλων, µπορούν να γραφούν:    
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Έστω πολυώνυµο 01

1
1)( azazazazf m

m
m

m +++= −
− ⋯   βαθµού mf =)deg( , τότε το κέντρο 

βάρους )( fJM ,  του συνόλου Julia, είναι 

                                                    
m

m

a

a

m
JM f

11
)( −−=  
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Απόδειξη 

Έστω  ( )
NnnXX /∈=  το νέφος των περιοδικών κύκλων του πολυωνύµου f  και ( ) NnnX ∈  το α-

θροιστικό  νέφος των περιοδικών κύκλων  του, δηλαδή ∪
n

k

kn XX

1=

= . 

Η απόδειξη θα γίνει σε δύο στάδια. 

Αρχικά  θα αποδειχτεί  ότι το αθροιστικό νέφος έχει το ίδιο κέντρο βάρους µε το νέφος των περι-

οδικών κύκλων, δηλαδή: 

                                Nn
a

a

m
XMXMXM

m

m
n

n
/∈∀−=== −

∞→
,

1
)()(lim)( 1      

και στη συνέχεια  θα αποδειχτεί το ζητούµενο 
m

m

a

a

m
JM f

11
)( −−=  

Πράγµατι, από τους τύπους (1) και (2) της προηγούµενης παρατήρησης και για  κάθε  ⋯,2,1=n   

έχουµε: 
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Εποµένως,  =
∞→

)(lim n
n

XM =
∞

=

)(

1

∪
n

nXM
m

m

a

a

m
XM 11

)( −−=              (1) 

Στη συνέχεια θα αποδειχθεί ότι 
m

m
f

am

a
XMJM

⋅
−== −1)()( . 

Έστω ∪
∞

=1n

nX   το σύνολο όλων των περιοδικών κύκλων και ∪
∞

=

⊂
1n

ns XX  το σύνολο των ευσταθών 

περιοδικών κύκλων (ελκυστών και Siegel) του δυναµικού συστήµατος. Επειδή ο πληθάριθµος 

( )scard X < +∞  και το σύνολο αστάθειας fJ
 
του πολυωνυµικού δυναµικού συστήµατος είναι η 

κλειστή θήκη των όλων των απωθητικών περιοδικών κύκλων, από το θεώρηµα 34  προκύπτει: 
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∪
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=∪
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nsf XXJ  ,οπότε ( ) ( ) 







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
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


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∞
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=
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nsff XMXMXJMJM
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m
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) −−=    

άρα  
m

m
f

a

a

m
JM 11

)( −−= � 

 

7.2.3 Η  Μέση Ακτίνα Αστάθειας  και η Απαγορευτική Αρχή της  

Το επόµενο θεώρηµα εισάγει µία νέα γεωµετρική έννοια στην Μιγαδική ∆υναµική, η οποία θα 

οριστεί παρακάτω ως µέση ακτίνα αστάθειας.  

Θεώρηµα 40   

Έστω πολυώνυµο 01

1
1)( azazazazf m

m
m

m +++= −
− ⋯   βαθµού 2)deg( ≥= mf  , µε συνεκτικό 

σύνολο αστάθειας fJ  και fK η πλήρωση του fJ  .  

1. Για κάθε  ∪
∞

=

∈
1

\

n

nf XKz ,  ο γεωµετρικός µέσος των αποστάσεων nkk Xzzz ∈− ,  είναι 

α ν ε ξ ά ρ τ η τ ο ς  τ ο υ  z και τείνει στην ποσότητα
1

1

−m
ma

 καθώς το ∞→n  δηλαδή 

                                 
1

1
lim

)(

1

−
=














−∏

∈∞→ m
m

Xcard

z

k
n a
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n

k nX

,  ∪
∞

=

∈∀
1

\

n

nf XKz  

2.  Ο γεωµετρικός µέσος 
)(

1

lim)(
n

k

Xcard

z

k
n

nX

zXG













= ∏

∈∞→
 του νέφους ( )

NnnXX /∈=
 
είναι  

………………………………..  

                                             
nm on

nm
m

f
a

XG )0(lim
1

)(
1 ∞→−

=   

Ειδικότερα, αν το  ∪
∞

=

∈
1

\0

n

nf XK  τότε   
1

1
)(

−
=

m
ma

XG  

Απόδειξη 

1. Τα  n
nk mkXz ,...,2,1, =∈  εξ ορισµού είναι ρίζες του πολυωνύµου zzf on −)(  εποµένως 

από το θεµελιώδες θεώρηµα της Άλγεβρας θα είναι  

                                              =− zzf on )( ∏
∈

−
−

−
nXk

n

m

z

k
m

m

zza )(1

1

          (1) 

Επειδή από την υπόθεση ∪
∞

=

∈
1

\

n

nf XKz , η τροχιά του z   ( ) Nn
on zf /∈)(  θα είναι φραγµένη 
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εποµένως το 1)(lim =−
∞→

n
m on

n
zzf  οπότε από την (1) λαµβάνοντας τα όρια προκύπτει 
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2. Θέτοντας 0=z  στην ταυτότητα (1)  προκύπτει ότι 

1

1

)0(
)1(

−
−

−=∏
∈

m

m
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m

k n

m

n

a

f
z

nXkz

   

Εποµένως ο γεωµετρικός µέσος είναι, 

1

1
1

1

1

)(

1

)0(lim
)0(

)1(limlim)(
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∈
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k
n a
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nXkz
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n

m
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 ,  

δηλαδή  αποδείχτηκε ότι  
nm on

nm
m

f
a

XG )0(lim
1

)(
1 ∞→−

= . 

Αν το  ∪
∞

=

∈
1

\0

n

nf XK τότε η τροχιά του 0 θα είναι φραγµένη. Εποµένως 1)0(lim =
∞→

n
m on

n
f  

και κατά συνέπεια  
1

1
)(

−
=

m
ma

XG �    

Ορισµός 17 Η ποσότητα
1

1

−m
ma

 προς την οποία συγκλίνει η ακολουθία
)(

1

n

k

Xcard

z

k

nX

zz













−∏

∈

για 

∪
∞

=

∈∀
1

\

n

nf XKz

 

και η οποία είναι ανεξάρτητη του z , αποτελεί µια χαρακτηριστική γεωµετρική  

ιδιοτιµή  του συνόλου Julia του µιγαδικού δυναµικού συστήµατος την οποία θα ονοµάσουµε µέση 

ακτίνα αστάθειας� 

Η  µέση  ακτίνα αστάθειας θέτει περιορισµό  στις αποστάσεις των  ελκυστών και των σηµείων 

Siegel,  από το σύνολο Julia. Το γεγονός αυτό αποτυπώνεται στο ακόλουθο θεώρηµα το οποίο 

εκφράζει την απαγορευτική αρχή της µέσης ακτίνας αστάθειας.  

Θεώρηµα 41   

Έστω πολυώνυµο 01

1
1)( azazazazf m

m
m

m +++= −
− ⋯   βαθµού 2)deg( ≥= mf  και  10 Xz ∈  

ένα σταθερό σηµείο του, τύπου  ελκυστή, είτε  τύπου Siegel.Τότε η απόσταση ),( 0 fJzdist  του 

10 Xz ∈   από το σύνολο Julia fJ  του δυναµικού συστήµατος ),( fC/  δεν µπορεί να υπερβεί 

την  µ έ σ η  α κ τ ί ν α  α σ τ ά θ ε ι α ς  
1

1
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ma

 δηλαδή     
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−
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m
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Απόδειξη 

Έστω ( )
NnnXX /∈= το πολυωνυµικό νέφος των περιοδικών κύκλων  του πολυωνύµου. 

Θεωρούµε  την ακολουθία ( ) Nnzz
zXz
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/∈−= ∏
∈

,
}{\

0,

0

0
ϖ . 

Θα αποδειχθεί αρχικά ότι  
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Εποµένως, οι µιγαδικές αποστάσεις 1,,2,1),( 0 −=− n
k mkzz ⋯  είναι ρίζες της εξίσωσης 
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οπότε από τις σχέσεις του Vietta  προκύπτει: 
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Έστω ότι η απόσταση dJzdist f =),( 0 , τότε για κάθε fJz∈
 
θα είναι dzz ≥−0 .Εποµένως  

για κάθε περιοδικό σηµείο nfk XJz ∩∈ θα είναι dzz k ≥−0  και κατά µείζονα λόγο  για κάθε 

}{\ 0zXz nk ∈ θα ισχύει  dzz k ≥−0 , αφού δεν υπάρχουν άλλα σταθερά σηµεία σε απόσταση 

µικρότερη του d . Επειδή ( ) 1}{\ 0 −= n
n mzXcard  από την σχέση dzz k ≥−0  , την σχέση (1)  

και το  γεγονός ότι για ελκυστές & σταθερά σηµεία τύπου Siegel ισχύει 1)( 0 ≤′ zf
 
προκύπτει 

διαδοχικά   
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δηλαδή  
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 ∆ηλαδή αποδείχτηκε ότι  
1
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−
≤=

m
m

f
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Jzdistd  αν το 0z  είναι τύπου Siegel ή ελκυστής.� 
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