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Περίληψη 
 Σε αυτή τη διατριβή µελετώνται προβλήµατα συνδυασµένου ελέγχου παραγωγής και 

αποδοχής παραγγελιών σε συστήµατα παραγωγής. Στόχος είναι η µεγιστοποίηση του κέρ-

δους, ήτοι των εσόδων από πωλήσεις πλην κόστους λειτουργίας, διατήρησης αποθεµάτων, 

απώλειας και καθυστερήσεων πελατών. Συνήθης πρακτική ελέγχου παραγωγής και πωλήσε-

ων είναι η παύση της παραγωγής όταν το απόθεµα φθάσει ένα άνω όριο, γνωστό ως βασικό 

απόθεµα, ενώ όταν δεν υπάρχει απόθεµα οι αφικνούµενες παραγγελίες είτε γίνονται δεκτές 

είτε απορρίπτονται. Σε αυτή την εργασία προτείνεται µία πρωτότυπη πολιτική µερικής ικανο-

ποίησης όπου οι αφικνούµενες παραγγελίες γίνονται δεκτές µέχρις ενός ορίου, το οποίο ονο-

µάζουµε βασικό έλλειµµα. Εξετάζονται οι περιπτώσεις συστηµάτων µίας µηχανής, δικτύων 

παραγωγής καθώς και δικτύων όπου γίνεται έλεγχος ποιότητας. Εφαρµόζοντας τη θεωρία ου-

ρών αναµονής εκφράζεται το κέρδος του συστήµατος συναρτήσει του βασικού αποθέµατος 

και του βασικού ελλείµµατος. Για κάθε περίπτωση, αποδεικνύονται συνθήκες υπό τις οποίες 

το κέρδος, µολονότι δεν είναι κοίλη συνάρτηση των παραµέτρων ελέγχου, έχει µοναδικό α-

κρότατο. Με την χρήση αυτής της ιδιότητας αναπτύσσονται αποτελεσµατικοί αλγόριθµοι 

βελτιστοποίησης. Τα αριθµητικά παραδείγµατα επιβεβαιώνουν την υπεροχή της προτεινόµε-

νης µεθόδου έναντι άλλων δηµοφιλών πολιτικών ελέγχου σε όλες τις περιπτώσεις. 
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1 Εισαγωγή 
 

1.1 Αντικείµενο της διατριβής 

 

 Στο σύγχρονο επιχειρηµατικό περιβάλλον ο αποτελεσµατικός έλεγχος των συστηµάτων 

παραγωγής αποτελεί καθοριστικό παράγοντα για την ανταγωνιστικότητα και τη βιωσιµότητα 

κάθε βιοµηχανίας. Ο έλεγχος συστηµάτων παραγωγής περιλαµβάνει τον χρονικό προγραµµα-

τισµό της λειτουργίας κάθε µηχανής του συστήµατος (πότε ξεκινά η παραγωγή, µε τι ρυθµό 

και πότε διακόπτεται) και τον έλεγχο των πωλήσεων (πότε γίνεται δεκτή µία αφικνούµενη 

παραγγελία και πότε απορρίπτεται ή ανατίθεται σε υπεργολάβους). Ο έλεγχος παραγωγής εί-

ναι ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης κάποιου µέτρου απόδοσης όπως το καθαρό κέρδος, το 

κόστος λειτουργίας, το µέσο απόθεµα, το επίπεδο εξυπηρέτησης πελατών κ.α. Τέτοια προ-

βλήµατα έχουν µελετηθεί εκτενώς στο παρελθόν πλην όµως αποσπασµατικά. 

 Στην παρούσα διατριβή εξετάζουµε το πρόβληµα του δυναµικού ελέγχου των ρυθµών 

παραγωγής και της αποδοχής των παραγγελιών συναρτήσει των αποθεµάτων σε κάθε στάδιο 

παραγωγής και του πλήθους των εκκρεµών παραγγελιών κάθε χρονική στιγµή. Για τον έλεγ-

χο του ρυθµού παραγωγής χρησιµοποιείται η πολιτική αποθέµατος βάσης. Σύµφωνα µε αυτήν 

την πολιτική, το σύστηµα παραγωγής παράγει στο µέγιστο ρυθµό όταν το απόθεµα ετοίµων 

προϊόντων είναι µικρότερο από ένα κατώφλι, που ονοµάζεται απόθεµα βάσης, και διακόπτει 

την παραγωγή όταν το απόθεµα γίνει ίσο µε το απόθεµα βάσης. Για τον έλεγχο αποδοχής πα-

ραγγελιών προτείνουµε την πολιτική µερικής αποδοχής της µη ικανοποιηµένης ζήτησης. Η 

πολιτική αυτή απορρίπτει όλες τις παραγγελίες, όταν η µη ικανοποιηµένη ζήτηση γίνει ίση µε 

ένα κατώφλι που ονοµάζεται έλλειµµα βάσης. Στόχος του ελέγχου είναι ο από κοινού καθορι-

σµός του αποθέµατος βάσης και ελλείµµατος βάσης που βελτιστοποιούν ένα µέτρο απόδοσης 

του συστήµατος. Ως µέτρο απόδοσης του συστήµατος χρησιµοποιούµε το κέρδος ανά µονάδα 

χρόνου, το οποίο προκύπτει από τα έσοδα των πωλήσεων µείον το κόστος αποθεµάτων και το 

κόστος εκκρεµών παραγγελιών. Η προτεινόµενη πολιτική µερικής αποδοχής της µη ικανο-

ποιηµένης ζήτησης περιλαµβάνει τις δηµοφιλείς πολιτικές πλήρους αποδοχής της µη ικανο-

ποιηµένης ζήτησης (όπου το έλλειµµα βάσης είναι ∞) και πλήρους απόρριψης της µη ικανο-

ποιηµένης ζήτησης (όπου το έλλειµµα βάσης είναι 0), όταν δεν υπάρχει ετοιµοπαράδοτο προϊ-

όν, ως ειδικές περιπτώσεις. Κατά συνέπεια σε όλες τις περιπτώσεις η προτεινόµενη πολιτική 

εγγυάται µεγαλύτερα κέρδη από τις δύο τελευταίες. 
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1.2 Βιβλιογραφική ανασκόπηση 

  

 Για την εύρεση της βέλτιστης πολιτικής ελέγχου των ρυθµών παραγωγής εφαρµόζονται 

συνήθως ο δυναµικός προγραµµατισµός και ο βέλτιστος έλεγχος. Για συστήµατα παραγωγής 

που αποτελούνται από µία µηχανή και παράγουν ένα τύπο προϊόντος, οι Akella and Kumar 

[1] αποδεικνύουν ότι οι βέλτιστες πολιτικές ελέγχου του ρυθµού παραγωγής είναι τύπου κα-

τωφλίου (threshold-type): όταν το απόθεµα ετοίµων προϊόντων υπερβεί κάποιο κατώφλι, ο 

βέλτιστος ρυθµός παραγωγής είναι ίσος µε το µηδέν, όταν το απόθεµα είναι µικρότερο του 

κατωφλίου η µηχανή παράγει µε τον µέγιστο ρυθµό ενώ όταν η στάθµη αποθέµατος αγγίξει 

το κατώφλι αυτό τότε η µηχανή παράγει συγχρονισµένα µε τη ζήτηση ώστε το απόθεµα να 

διατηρείται σε εκείνη τη στάθµη. 

 Οι Veatch and Wein [41] εξετάζουν γραµµές παραγωγής µε δύο µηχανές και οδηγού-

νται σε µία αρκετά σύνθετη πολιτική. Σε συστήµατα παραγωγής µε περισσότερες από δύο 

µηχανές η βέλτιστη πολιτική ελέγχου γίνεται εξαιρετικά πολύπλοκη. Υπάρχουν διάφοροι λό-

γοι για τους οποίους οι βέλτιστες, πλην όµως πολύπλοκες πολιτικές ελέγχου δεν είναι πρα-

κτικά εφαρµόσιµες. Καταρχήν απαιτείται δαπανηρός εξοπλισµός και λογισµικό για τη συγκέ-

ντρωση και επεξεργασία των αναγκαίων για τη λειτουργία του συστήµατος πληροφοριών. 

Ένα ακόµη µειονέκτηµα που µπορεί να προκύψει από την εφαρµογή µίας τέτοιας πολιτικής 

ελέγχου είναι η σύγχυση και η δυσπιστία των χειριστών και εργατών προς την προτεινόµενη 

πολιτική, αφού αδυνατούν να κατανοήσουν τη λογική της. Τα παραπάνω µειονεκτήµατα στις 

περισσότερες περιπτώσεις είναι σηµαντικότερα από το όφελος που θα προέκυπτε αν εφαρµο-

ζόταν η βέλτιστη πολιτική, αντί µιας απλής υποβέλτιστης πολιτικής ελέγχου. Για τους παρα-

πάνω λόγους, ο δυναµικός προγραµµατισµός και ο βέλτιστος έλεγχος χρησιµοποιούνται σχε-

δόν αποκλειστικά για την αναγνώριση των δοµικών ιδιοτήτων της βέλτιστης πολιτικής ελέγ-

χου. Για παράδειγµα είδαµε ότι σε συστήµατα µε µία µηχανή ο βέλτιστος ρυθµός παραγωγής 

είναι µία συνάρτηση του αποθέµατος που έχει τη µορφή κατωφλίου, ενώ σε άλλες περιπτώ-

σεις αποδεικνύεται ότι η βέλτιστη πολιτική είναι εν γένει µονότονη συνάρτηση του αποθέµα-

τος. Τέτοιες ιδιότητες σε συστήµατα παραγωγής µε πολλές µηχανές εξετάζονται στις εργασί-

ες Lou and Van Ryzin [25], Van Ryzin et al. [39], Veatch and Wein [40] και Weber and Stid-

ham [42].  

 Ένας άλλος πρακτικός τρόπος για την αντιµετώπιση του προβλήµατος του ελέγχου πα-
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ραγωγής είναι η αναζήτηση της βέλτιστης πολιτικής µέσα σε µία οικογένεια απλών πολιτι-

κών, που υλοποιούνται εύκολα και εξαρτώνται από ένα µικρό αριθµό παραµέτρων. Εδώ, η 

γνώση των δοµικών ιδιοτήτων της βέλτιστης πολιτικής µπορεί να βοηθήσει στην εύρεση τέ-

τοιων απλών πολιτικών. 

 Υπάρχουν αρκετές κατηγορίες απλών πολιτικών ελέγχου για συστήµατα παραγωγής: οι 

πολιτικές αποθέµατος βάσης (base stock), οι πολιτικές ΚΑΝΒΑΝ, CONWIP καθώς και  συν-

δυασµοί των (γενικευµένες πολιτικές ΚΑΝΒΑΝ, οι εκτεταµένες πολιτικές ΚΑΝΒΑΝ, κ.α.). 

Λεπτοµέρειες σχετικά µε τις παραπάνω οικογένειες πολιτικών παρουσιάζονται στις εργασίες 

Liberopoulos and Dallery [24] καθώς και Buzacott and Shanthikumar [7]. Μία εξαιρετική βι-

βλιογραφική επισκόπηση των διαφόρων οικογενειών πολιτικών ελέγχου συστηµάτων παρα-

γωγής παρουσιάζεται στην εργασία Buzacott and Shanthikumar [6]. 

 Στις εργασίες Veatch and Wein [41] και Karaesmen and Dallery [21] εξετάζονται 

γραµµές παραγωγής µε δύο µηχανές και συγκρίνονται µερικές απλές αλλά διαδεδοµένες πο-

λιτικές ελέγχου µε τη βέλτιστη πολιτική που προκύπτει εφαρµόζοντας δυναµικό προγραµµα-

τισµό. Τα αποτελέσµατα δείχνουν ότι σχεδόν πάντα υπάρχει µία απλή πολιτική ελέγχου που 

είναι σχεδόν βέλτιστη, δηλαδή η απόδοση της προσεγγίζει εκείνη της βέλτιστης πολιτικής. 

∆εν υπάρχει όµως κάποια οικογένεια πολιτικών που να υπερέχει έναντι των άλλων σε όλες 

τις περιπτώσεις. Για κάποιες τιµές των παραµέτρων του συστήµατος κάποια οικογένεια πολι-

τικών µπορεί να δίνει υψηλότερο κέρδος ενώ για διαφορετικές τιµές των παραµέτρων κάποια 

άλλη κατηγορία πολιτικών είναι καλύτερη.  

 Σε αυτή την εργασία εξετάζουµε τα λεγόµενα συστήµατα παραγωγής προς αποθήκευση 

(make-to-stock) που παράγουν ένα προϊόν του οποίου η ζήτηση είναι στοχαστική. Τα συστή-

µατα αυτά αποτελούνται από µία µονάδα παραγωγής µε µηχανές και ενδιάµεσες αποθήκες 

και µία αποθήκη ετοίµων προϊόντων. Μια συνηθισµένη πρακτική ελέγχου αποθεµάτων σε 

συστήµατα παραγωγής προς αποθήκευση συνίσταται στον καθορισµό ενός κατωφλίου για το 

πλήθος των ετοίµων προϊόντων. Το κατώφλι αυτό ονοµάζεται απόθεµα βάσης (base stock). 

Όταν το απόθεµα ετοίµων προϊόντων γίνει ίσο µε το απόθεµα βάσης τότε η παραγωγή σταµα-

τά και επανεκκινεί όταν το απόθεµα πέσει κάτω από το απόθεµα βάσης. Η πολιτική αυτή εγ-

γυάται ότι το κόστος αποθέµατος είναι φραγµένο. Οι πολιτικές αποθέµατος βάσης, καθώς και 

κάποιες επεκτάσεις τους, αναπτύχθηκαν αρχικά για αποθεµατικά συστήµατα στα τέλη της 

δεκαετίας του 1950 (π.χ. βλ. Clark and Scarf [10]). Αν το απόθεµα βάσης επιλεγεί µηδέν τότε 

έχουµε τη λεγόµενη πολιτική µηδενικού αποθέµατος βάσης, ή πολιτική παραγωγής κατά πα-

ραγγελία (make-to-order). Τα αποθεµατικά συστήµατα µπορούν να θεωρηθούν ως ειδική πε-
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ρίπτωση συστηµάτων παραγωγής, στα οποία η µονάδα παραγωγής είτε έχει άπειρη παραγω-

γικότητα είτε η διάρκεια παραγωγής µίας παρτίδας προϊόντων δεν εξαρτάται από το µέγεθος 

της παρτίδας. Συνεπώς τα προβλήµατα αποθεµατικών συστηµάτων είναι απλούστερα από ε-

κείνα των συστηµάτων παραγωγής.  

 Στη βιβλιογραφία του στοχαστικού ελέγχου, υπάρχουν αρκετές εργασίες που εξετάζουν 

τη δοµή της βέλτιστης πολιτικής ελέγχου αποδοχής πελατών σε αναµονητικά συστήµατα. Τα 

αναµονητικά συστήµατα χρησιµοποιούνται συχνά για τη µαθηµατική περιγραφή συστηµάτων 

παραγωγής. Βιβλιογραφική επισκόπηση του ελέγχου αποδοχής παραγγελιών γίνεται στις ερ-

γασίες Stidham [33] και Stidham and Weber [35]. Παρόλο που η βιβλιογραφία είναι αρκετά 

εκτενής, δεν υπάρχουν αποτελέσµατα σχετικά µε τον συνδυασµένο έλεγχο αποθεµάτων και 

αποδοχής παραγγελιών. Εξαίρεση αποτελεί η περίπτωση συστήµατος µε έναν εξυπηρετούντα, 

για το οποίο αποδεικνύεται ότι η βέλτιστες πολιτικές παραγωγής και αποδοχής παραγγελιών 

είναι τύπου κατωφλίου (Altman and Stidham [3] και Stidham and Weber [34]). Ωστόσο, ο 

ακριβής προσδιορισµός των βέλτιστων κατωφλίων ελέγχου αποτελεί ανοικτό πρόβληµα. 

 Σε προβλήµατα συστηµάτων παραγωγής και αποθεµατικών συστηµάτων, υιοθετούνται 

συνήθως απλές πολιτικές αποδοχής σύµφωνα µε τις οποίες, όταν δεν υπάρχει έτοιµο προϊόν, 

οι παραγγελίες είτε απορρίπτονται όλες είτε γίνονται όλες αποδεκτές (βλ., π.χ., Hadley and 

Whitin [14], Smith [32], Zipkin [45]). Η αποδοχή όλων των παραγγελιών σε περιόδους που 

δεν υπάρχει απόθεµα καλείται πολιτική πλήρους αποδοχής (CB, complete backordering), ενώ 

η απόρριψη όλων των παραγγελιών όταν δεν είναι δυνατόν να ικανοποιηθούν άµεσα ονοµά-

ζεται πολιτική πλήρους απόρριψης (LS, lost sales). Όταν ο ρυθµός παραγωγής της µονάδας 

παραγωγής είναι µικρότερος της ζήτησης η πολιτική πλήρους αποδοχής καθίσταται ζηµιογό-

νος για µία επιχείρηση αφού το πλήθος των παραγγελιών σε αναµονή θα τείνει να µεγαλώνει 

χωρίς φραγµό. Μία εναλλακτική πολιτική ελέγχου όταν δεν υπάρχει απόθεµα είναι η αποδο-

χή ή απόρριψη παραγγελιών µε τυχαίο τρόπο (π.χ. πραγµατοποιώντας ένα πείραµα Bernoulli) 

ανεξαρτήτως από το πλήθος των παραγγελιών που ήδη εκκρεµούν (Moinzadeh [26]). Αυτή η 

πολιτική ονοµάζεται πολιτική τυχαίας αποδοχής (RAC, randomized admission control) και 

µέχρι τώρα χρησιµοποιείται µόνο σε συστήµατα µίας µηχανής. 

 Οι πολιτικές CB και LS είναι εκ διαµέτρου αντίθετες. Με την πλήρη αποδοχή της µη 

άµεσα ικανοποιηµένης ζήτησης δεν τίθεται φραγµός στο πλήθος των καθυστερηµένων πα-

ραγγελιών ενώ αντίθετα µε την πολιτική πλήρους απόρριψης το πλήθος των εκκρεµών πα-

ραγγελιών είναι µηδέν. Μια ενδιάµεση πολιτική ελέγχου των παραγγελιών είναι η πολιτική 

µερικής αποδοχής της µη ικανοποιηµένης ζήτησης (PLS, partly lost sales). Η πολιτική αυτή 



 5

είναι τύπου κατωφλίου και απορρίπτει όλες τις παραγγελίες όταν η µη ικανοποιηµένη ζήτηση 

γίνει ίση µε ένα κατώφλι που ονοµάζεται έλλειµµα βάσης. Η συνολική πολιτική του συστήµα-

τος καθορίζεται πλήρως από δύο µη αρνητικούς αριθµούς, το απόθεµα βάσης και το έλλειµµα 

βάσης. Η πολιτική µερικής αποδοχής παραγγελιών είναι γενικότερη των CB και LS αφού για 

τις ακραίες τιµές ∞ και 0 του ελλείµµατος βάσης εκφυλίζεται σε µία από αυτές. Η πολιτική 

αυτή εξετάζεται για πρώτη φορά στις εργασίες Caldentey [9] και Kouikoglou and Phillis [22]. 

Οι Kouikoglou και Phillis εξετάζουν το πρόβληµα του συνδυασµένου ελέγχου αποθεµάτων, 

παραγγελιών και χαρακτηριστικών ποιότητας σε συστήµατα παραγωγής µε µία µηχανή και 

εκθετικούς χρόνους παραγωγής και αφίξεων πελατών. Το πρόβληµα περιγράφεται µαθηµατι-

κά µε τη χρήση της θεωρία αναµονητικών συστηµάτων. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα που 

παρουσιάζουν δείχνουν ότι η πολιτική µερικής αποδοχής της µη ικανοποιηµένης ζήτησης εί-

ναι αποδοτικότερη από τις διαδεδοµένες πολιτικές CB και LS. Ο Caldentey χρησιµοποιεί 

ροϊκές προσεγγίσεις αναµονητικών συστηµάτων και τη θεωρία βέλτιστου ελέγχου για να επι-

λύσει το πρόβληµα του συνδυασµένου ελέγχου αποθεµάτων και παραγγελιών σε παρόµοια 

συστήµατα µε αυτά που εξετάζουν οι Kouikoglou και Phillis. 

 

1.3 ∆οµή της διατριβής, µεθοδολογία, αποτελέσµατα 

  

 Στην παρούσα εργασία επεκτείνουµε και γενικεύουµε τα αποτελέσµατα των εργασιών 

Caldentey [9] και Kouikoglou and Phillis [22] για συστήµατα παραγωγής µε χρόνους παρα-

γωγής και αφίξεων πελατών που έχουν γενικές κατανοµές και για δίκτυα παραγωγής µε πολ-

λές µηχανές. Στόχος της εργασίας είναι η ανάλυση των πολιτικών τυχαίας (RAC) και µερικής 

(PLS) αποδοχής πελατών,  η εύρεση για τη συνάρτηση κέρδους ιδιοτήτων δεύτερης τάξεως οι 

οποίες διευκολύνουν τη βελτιστοποίηση και, τέλος, η σύγκριση της απόδοσης των πολιτικών 

αυτών σε σχέση µε τις ευρέως εφαρµοζόµενες πολιτικές CB και LS. 

 Για τη µαθηµατική περιγραφή των εξεταζόµενων προβληµάτων χρησιµοποιήθηκε η 

θεωρία ουρών ή αναµονής. Πρώτος χρησιµοποίησε τη θεωρία ουρών σε προβλήµατα συστη-

µάτων παραγωγής και αποθεµατικών συστηµάτων ο Morse [27]. Έκτοτε έχει χρησιµοποιηθεί 

κατά κόρον σε προβλήµατα παραγωγής µε σηµαντική επιτυχία. Μια εκτενής βιβλιογραφική 

επισκόπηση των εφαρµογών της θεωρίας ουρών στα συστήµατα παραγωγής παρουσιάζεται 

από τους Govil and Fu [11]. Ένας λόγος που προτιµήθηκε το συγκεκριµένο πλαίσιο µαθηµα-

τικής µοντελοποίησης είναι ότι περιγράφει µε ξεκάθαρο και ακριβή τρόπο τη λειτουργία συ-
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στηµάτων όπως αυτά που εξετάζονται εδώ.  

 Η παρούσα διατριβή αποτελείται από τρία επιπλέον κεφάλαια: 

 Στο Κεφάλαιο 2 εξετάζονται συστήµατα παραγωγής µε µία µηχανή και γενικά κατανε-

µηµένους χρόνους παραγωγής και αφίξεων παραγγελιών. Το σύστηµα µοντελοποιείται ως 

ένα αναµονητικό σύστηµα G/G/1/m. Το κέρδος του συστήµατος προκύπτει από το κέρδος 

πωλήσεων προϊόντων µείον το κόστος αποθέµατος ετοίµων προϊόντων και το κόστος µη ικα-

νοποιηµένης ζήτησης. Αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση κέρδους της πολιτικής PLS είναι σχε-

δόν κοίλη (ή οιονεί κοίλη, quasiconcave). Με βάση αυτή την ιδιότητα αναπτύσσεται ένας α-

πλός αλγόριθµος για τον προσδιορισµό του βέλτιστου αποθέµατος βάσης και του βέλτιστου 

ελλείµµατος βάσης από κοινού. Τα αριθµητικά παραδείγµατα δείχνουν ότι η προτεινόµενη 

πολιτική υπερτερεί άλλων διαδεδοµένων πολιτικών ελέγχου. 

 Στο Κεφάλαιο 3 εξετάζουµε δίκτυα παραγωγής αυθαίρετης γεωµετρίας και εκθετικούς 

χρόνους παραγωγής και αφίξεων πελατών. Για κάθε µία από τις πολιτικές PLS και RAC πε-

ριγράφουµε το σύστηµα ως ένα κλειστό δίκτυο αναµονής και καταλήγουµε σε τύπους κλει-

στής µορφής για το υπολογισµό του µέσου ρυθµού κέρδους. Επί πλέον, αποδεικνύουµε µερι-

κές ιδιότητες δεύτερης τάξης της συνάρτησης κέρδους για την πολιτική PLS και αναπτύσ-

σουµε αλγορίθµους βελτιστοποίησης των παραµέτρων και των δύο πολιτικών. Και σε αυτό 

το κεφάλαιο γίνεται σύγκριση της απόδοσης των προτεινόµενων πολιτικών µε άλλες πολιτι-

κές που εφαρµόζονται συνήθως στην πράξη.  

 Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζουµε µία εφαρµογή και µία επέκταση της πολιτικής µερικής 

αποδοχής (PLS). Εξετάζουµε πρώτα τα οφέλη από το συνδυασµένο έλεγχο ποιότητας, απο-

θεµάτων και πωλήσεων σε δίκτυα παραγωγής. Στο δεύτερο µέρος του κεφαλαίου µελετάµε 

ως προς την κυρτότητα τη συνάρτηση κέρδους σε δίκτυα παραγωγής µε γενικά κατανεµηµέ-

νους χρόνους παραγωγής και αφίξεων πελατών και δυνατότητα παραγωγής κατά παρτίδες.  

 Τέλος, στο Κεφάλαιο 5 παρουσιάζονται συµπεράσµατα και κατευθύνσεις για µελλοντι-

κή έρευνα. 
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2 Συνεργαζόµενες Πολιτικές Ελέγχου Αποθεµάτων και 
Αποδοχής Παραγγελιών σε Συστήµατα Παραγωγής Μίας 
Μηχανής 

 

2.1 Εισαγωγή 

 

 Σε αυτό το κεφάλαιο εξετάζουµε το πρόβληµα του συνδυασµένου ελέγχου αποθεµάτων 

και αποδοχής παραγγελιών σε συστήµατα µίας µηχανής. Όπως αναφέραµε στο προηγούµενο 

κεφάλαιο, το πρόβληµα αυτό έχει µελετηθεί από τους Caldentey [9] και Kouikoglou and 

Phillis [22] για συστήµατα µε εκθετικούς χρόνους αφίξεων πελατών και παραγωγής. Εδώ ε-

ξετάζουµε συστήµατα µε γενικά κατανεµηµένους χρόνους παραγωγής και αφίξεων παραγγε-

λιών. Οι Kouikoglou and Phillis [22] εξετάζουν επίσης συστήµατα µίας µηχανής, στα οποία 

οι χρόνοι των γεγονότων ακολουθούν κατανοµές τύπου φάσεων* (phase-type distributions).  

 Είναι γνωστό ότι οι κατανοµές αυτού του τύπου µπορούν να προσεγγίσουν µε οσοδή-

ποτε µεγάλη ακρίβεια οποιαδήποτε κατανοµή (Altiok [2]). Για την εκτίµηση των πιθανοτή-

των µόνιµης κατάστασης χρησιµοποιούνται διάφορες αριθµητικές τεχνικές (Νeuts [28], 

Yeralan and Muth [44]), οι οποίες όµως εφαρµόζονται µόνο σε συστήµατα σχετικά µικρών 

διαστάσεων. Οι Kouikoglou and Phillis [22] απέδειξαν ότι η συνάρτηση κέρδους είναι κοίλη 

ως προς τη µία από τις δύο παραµέτρους ελέγχου, αν η άλλη παραµένει σταθερή. Είναι πολύ 

δύσκολο όµως να µελετηθούν οι ιδιότητες δεύτερης τάξης της συνάρτησης κέρδους και ως 

προς τις δύο µεταβλητές ελέγχου, λόγω της αλγεβρικής πολυπλοκότητας του µοντέλου. Για 

να αντιµετωπίσουµε αυτά τα προβλήµατα, προτείνουµε ένα σχετικά απλό προσεγγιστικό 

σχήµα για τις πιθανότητες µόνιµης κατάστασης. Στο σχήµα αυτό οι πιθανότητες µόνιµης κα-

τάστασης είναι όροι γεωµετρικής προόδου εκτός από έναν αριθµό πιθανοτήτων συνοριακών 

καταστάσεων. Αποδεικνύεται ότι το σχήµα αυτό περιλαµβάνει ως υποπεριπτώσεις έναν αριθ-

µό γνωστών συστηµάτων. 

                                                 

* Στις κατανοµές τύπου φάσεων ο χρόνος µεταξύ διαδοχικών αφίξεων ή η διάρκεια µίας κατεργασίας αντιστοι-

χεί στο χρόνο µέχρι την µετάβαση σε απορροφητική κατάσταση µίας αλυσίδας Markov µε πεπερασµένο πλήθος 

µεταβατικών καταστάσεων και µία µοναδική απορροφητική κατάσταση που περιγράφει την άφιξη πελάτη ή το 

τέλος της κατεργασίας, αντίστοιχα. 
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 Το κεφάλαιο είναι διαρθρωµένο ως εξής. Στην Παράγραφο 2.2 το σύστηµα παραγωγής 

µοντελοποιείται ως µία ουρά τύπου G/G/1/m, ήτοι µε γενικές και ανεξάρτητες κατανοµές 

χρόνων αφίξεων και παραγωγής και πεπερασµένη χωρητικότητα m, η οποία ισούται µε το 

άθροισµα του αποθέµατος βάσης και του ελλείµµατος βάσης. Παρουσιάζονται οι υποθέσεις 

που έχουν γίνει σχετικά µε τη µορφή των πιθανοτήτων µόνιµης κατάστασης του συστήµατος, 

οι οποίες ισχύουν τόσο για το σύστηµα Μ/Μ/1/m, το οποίο έχει εκθετικούς χρόνους αφίξεων 

και παραγωγής, όσο και για συστήµατα µε γενικότερες κατανοµές. Στην Παράγραφο 2.3 

προσδιορίζεται το απόθεµα βάσης που µεγιστοποιεί το συνολικό κέρδος για οποιαδήποτε τι-

µή του m. Τέλος αποδεικνύεται ότι το συνολικό κέρδος είναι µια κατά τµήµατα σχεδόν κοίλη 

συνάρτηση ως προς m και παρουσιάζεται ένας αλγόριθµος για τον προσδιορισµό των βέλτι-

στων τιµών για το απόθεµα και το έλλειµµα βάσης. Στην Παράγραφο 2.4 γίνεται σύγκριση 

της προτεινόµενης πολιτικής µε άλλες πολιτικές και στην Παράγραφο 2.5 παρουσιάζονται τα 

συµπεράσµατα.  

 

2.2 Περιγραφή του συστήµατος 

 

 Εξετάζουµε το σύστηµα παραγωγής του Σχ. 2.1, το οποίο παράγει ένα προϊόν, οι πελά-

τες έρχονται σε τυχαίους χρόνους και ο καθένας ζητάει µία µονάδα προϊόντος. Οι χρόνοι µε-

ταξύ διαδοχικών αφίξεων των πελατών είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε µέσο 1/λ. Οι 

χρόνοι παραγωγής είναι επίσης ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µε µέσο 1/µ. Τα παραγόµενα 

κοµµάτια αποθηκεύονται σε µία αποθήκη ετοίµων προϊόντων. Μία αφικνούµενη παραγγελία 

που βρίσκει άδεια την αποθήκη ετοίµων είτε απορρίπτεται είτε τοποθετείται στην αναµονή. 

Αν αντίθετα υπάρχει απόθεµα στην αποθήκη ετοίµων τότε εξυπηρετείται αµέσως. 

 

Πωλήσεις 

Εκκρεµείς 
Παραγγελίες

 

Έτοιµα 
προϊόντα 

 

Μονάδα 
Παραγωγής, 

µ 

 
Ζήτηση,  

λ 

 

 
Σχήµα 2.1. Σύστηµα παραγωγής 
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 Η λειτουργία του συστήµατος σχετίζεται µε τρία οικονοµικά µεγέθη: 

p το κέρδος από την πώληση µίας µονάδας προϊόντος (τιµή πώλησης µείον κόστος 

πρώτων υλών και επεξεργασίας), 

h το µοναδιαίο κόστος αποθέµατος, που είναι το κόστος διατήρησης αποθέµατος µίας 

µονάδας τελικού προϊόντος για µία χρονική µονάδα, 

b το µοναδιαίο κόστος µη ικανοποιηµένης ζήτησης, που είναι το κόστος καθυστέρησης 

της ικανοποίησης µίας εκκρεµούσας παραγγελίας στη µονάδα του χρόνου. 

Το κόστος αποθέµατος h περιλαµβάνει δύο συνιστώσες κόστους. Η πρώτη είναι το χρηµατο-

οικονοµικό κόστος, που προκύπτει από τη δέσµευση κεφαλαίου για την αγορά πρώτων υλών. 

Η δεύτερη περιλαµβάνει όλα τα είδη κόστους που σχετίζονται µε τη φυσική διαδικασία συ-

ντήρησης αποθεµάτων, όπως το κόστος των αποθηκευτικών χώρων, το κόστος λειτουργίας 

ενός συστήµατος διαχείρισης υλικών, το κόστος κατάψυξης για κάποια είδη προϊόντων κλπ. 

Το κόστος µη ικανοποιηµένης ζήτησης b µπορεί να περιλαµβάνει επίσης δύο είδη κόστους. 

Το ένα κόστος είναι χρηµατοοικονοµικό και συνίσταται στην απώλεια της ευκαιρίας επένδυ-

σης του κέρδους από την πώληση ενός προϊόντος για το χρονικό διάστηµα που µια παραγγε-

λία µένει ανικανοποίητη. Η δεύτερη συνιστώσα του b απαρτίζεται από το τυχόν κόστος δυ-

σφήµισης και τις ρήτρες καθυστέρησης, για την περίπτωση που ο πελάτης δεν ικανοποιηθεί 

αµέσως αλλά υποχρεωθεί να περιµένει. 

 Για τον έλεγχο του αποθέµατος ετοίµων προϊόντων και των εκκρεµών παραγγελιών 

χρησιµοποιείται µία απλή πολιτική. Η παραγωγή διακόπτεται όταν η αποθήκη ετοίµων περιέ-

χει s τεµάχια και µία νέα παραγγελία απορρίπτεται όταν εκκρεµούν ήδη c παραγγελίες. Το 

κατώφλι s του αποθέµατος είναι το απόθεµα βάσης, ενώ c είναι το έλλειµµα βάσης. Το πρό-

βληµα που πρέπει να επιλυθεί είναι ο προσδιορισµός των s και c που µεγιστοποιούν το µέσο 

ρυθµό κέρδους του συστήµατος σε µία άπειρη περίοδο λειτουργίας, ήτοι στη µόνιµη κατά-

σταση. Το κέρδος του συστήµατος ισούται µε το αναµενόµενο κέρδος από τις πωλήσεις 

προϊόντων µείον το αναµενόµενο κόστος αποθέµατος και το αναµενόµενο κόστος µη ικανο-

ποιηµένης ζήτησης. Για τον υπολογισµό των ποσοτήτων αυτών αναλύεται ένα ισοδύναµο α-

ναµονητικό σύστηµα. 

 Η κατάσταση του αναµονητικού συστήµατος περιγράφεται από έναν ακέραιο αριθµό n, 

τέτοιον ώστε 0 ≤ n ≤ m, όπου έχουµε ορίσει 

m =∆  s + c 
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 Όταν n ≤ s στο αναµονητικό σύστηµα, τότε στο σύστηµα παραγωγής δεν εκκρεµούν παραγ-

γελίες και υπάρχουν s − n µονάδες προϊόντος στην αποθήκη ετοίµων προϊόντων. Όταν n ≥ s 

στο αναµονητικό σύστηµα, τότε στο σύστηµα παραγωγής δεν υπάρχουν προϊόντα στην απο-

θήκη ετοίµων και εκκρεµούν n − s παραγγελίες. Οι χρόνοι αφίξεων και εξυπηρετήσεων στο 

αναµονητικό σύστηµα ταυτίζονται µε τους χρόνους αφίξεων παραγγελιών και παραγωγής 

αντίστοιχα στο σύστηµα παραγωγής. Όταν n = 0 το αναµονητικό σύστηµα είναι άδειο και ο 

εξυπηρετών αδρανής. Αντίστοιχα στο αρχικό σύστηµα παραγωγής, η αποθήκη ετοίµων είναι 

πλήρης και η παραγωγική µονάδα αδρανής. Όταν n = m το αναµονητικό σύστηµα είναι γεµά-

το και όλες οι νέες αφίξεις απορρίπτονται. Κατ’ αντιστοιχία στο σύστηµα παραγωγής η απο-

θήκη ετοίµων είναι άδεια, εκκρεµούν c = m − s παραγγελίες και όλες οι νέες παραγγελίες α-

πορρίπτονται. Το ισοδύναµο αναµονητικό σύστηµα είναι τύπου G/G/1/m µε χωρητικότητα 

m = s + c. Στη συνέχεια αναλύουµε το σύστηµα G/G/1/m στη µόνιµη κατάσταση λειτουργίας. 

 Έστω P(n) η πιθανότητα ώστε στη µόνιµη κατάσταση το αναµονητικό σύστηµα να βρί-

σκεται στην κατάσταση n, n = 0, 1, …, m. Για τα συστήµατα G/G/1/m δεν υπάρχουν γενικοί 

τύποι κλειστής µορφής για τον υπολογισµό των P(n). Για συστήµατα Μ/Μ/1/m, στα οποία οι 

χρόνοι εξυπηρέτησης είναι εκθετικοί και οι αφίξεις γίνονται κατά Poisson, είναι γνωστό (βλ., 

π.χ., Buzacott and Shanthikumar [7]) ότι οι καταστάσεις ακολουθούν γεωµετρική κατανοµή 

µε P(n) = Gmρ n, n = 0, 1, …, m, όπου Gm = (1 + ρ +… + ρ m)−1 και το ρ είναι το πηλίκο του 

µέσου ρυθµού αφίξεων προς τον µέσο ρυθµό παραγωγής. Η γεωµετρική κατανοµή διευκολύ-

νει τους υπολογισµούς αλλά δεν είναι πάντα ρεαλιστική. Για γενικότερες κατανοµές, ωστόσο, 

υπάρχει ένα πλήθος συστηµάτων αναµονής στα οποία οι πιθανότητες ακολουθούν γεωµετρι-

κή πρόοδο µε εξαίρεση τις πιθανότητες των συνοριακών καταστάσεων n = 0 και n = m, ή α-

κόµη και των γειτονικών τους n = 1 και n = m−1. Λύσεις γεωµετρικής µορφής έχουν ευρεθεί 

για πολλά συστήµατα παραγωγής µε χρόνους παραγωγής που περιγράφονται από αλυσίδες 

Markov (βλ. Yeralan and Muth [44], Buzacott and Shanthikumar [7] και τις βιβλιογραφικές 

αναφορές τους). Επί πλέον, προσεγγίσεις που βασίζονται στη γεωµετρική κατανοµή προσφέ-

ρουν πολύ ακριβείς εκτιµήσεις για τον µέσο ρυθµό παραγωγής (Buzacott and Shanthikumar 

[7]). Από αυτήν την παρατήρηση προχωρούµε υποθέτοντας ότι οι πιθανότητες µόνιµης κατά-

στασης έχουν τη µορφή 
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για m ≥ 4, όπου τα Gm, α, β, γ, δ και σ είναι κατάλληλες παράµετροι που συνδέονται µε τη 

λειτουργία του αρχικού συστήµατος παραγωγής. Στις παραπάνω εκφράσεις, οι πιθανότητες 

µόνιµης κατάστασης των εσωτερικών καταστάσεων n, 2 ≤ n ≤ m − 2, σχηµατίζουν µία γεω-

µετρική πρόοδο µε παράµετρο σ. Οι παράµετροι α, β, γ και δ εξαρτώνται από τη στατιστική 

των ενδοαφιξιακών χρόνων και των χρόνων εξυπηρέτησης, αλλά είναι ανεξάρτητες από τα s, 

c και m. Τέλος, το Gm είναι µία σταθερά η οποία προκύπτει από την εξίσωση κανονικοποίη-

σης P(0) + P(1) + … + P(m) = 1. Στo εξής υποθέτουµε ότι σ ≠ 1. Συνεπώς 
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γδ  (2.2) 

 Η Εξ. (2.1) µπορεί να µην ισχύει για τιµές του m µικρότερες από 4, αφού τότε δεν υ-

πάρχουν εσωτερικές καταστάσεις. Αυτές οι περιπτώσεις µπορούν να αναλυθούν χωριστά µε 

τη χρήση αλυσίδων Markov. Τέλος, για σ = 1 ευρίσκουµε Gm = [α + β + (m−3) +γ + δ ]−1.  

 Υπάρχει ένας αριθµός συστηµάτων των οποίων οι πιθανότητες µόνιµης κατάστασης 

έχουν τη µορφή της Εξ. (2.1). Θέτοντας α = β = γ = δ = 1 και ρ = λ/µ στην Εξ. (2.1) προκύ-
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πτουν οι πιθανότητες µόνιµης κατάστασης του αναµονητικού συστήµατος Μ/Μ/1/m µε µέσο 

ρυθµό αφίξεων λ και µέσο ρυθµό εξυπηρέτησης µ. Μία άλλη ειδική περίπτωση του µοντέλου 

πιθανοτήτων µόνιµης κατάστασης, που παρουσιάζεται εδώ, είναι το προσεγγιστικό µοντέλο 

ενός συστήµατος G/G/1/m που προτείνουν οι Buzacott and Shanthikumar [7], για το οποίο 

ισχύει ότι 

 










=
−
−

=
−
−

= −

mn

n
nP

m

n

m

 , ,1 ,
1

)1(

0 ,
1

1

)( 1

K
ρσ
σσρ

ρσ
ρ

 (2.3) 

όπου ρ =λ/µ και  
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Το Ν είναι µία προσέγγιση του αναµενόµενου πλήθους πελατών σε ένα σύστηµα G/G/1 για 

ρ < 1 και το Ν' είναι το αναµενόµενο πλήθος πελατών σε ένα ανεστραµµένο σύστηµα G/G/1 

µε ρυθµό αφίξεων µ και ρυθµό εξυπηρετήσεων λ, όταν ρ > 1. Για λ = µ οι πιθανότητες µόνι-

µης κατάστασης προκύπτουν από το όριο της Εξ. (2.3) όταν το σ → 1. Θέτοντας 

)1(
)1(

σρ
ρσα

−
−

=  και β = γ = δ = 1 στην Εξ. (2.1) προκύπτει η Εξ. (2.3). 

 Μία ακόµη ειδική περίπτωση του µοντέλου που προτείνουµε αποτελεί µία γραµµή πα-

ραγωγής µε δύο µηχανές που έχουν ίσους χρόνους παραγωγής και γεωµετρικά κατανεµηµέ-

νους χρόνους βλαβών και επισκευών. Το µοντέλο αυτό παρουσιάζεται στο βιβλίο Buzacott 

and Shanthikumar [7]. Σε αυτό το σύστηµα, τα γεγονότα (παραγωγή, βλάβες, επισκευές) ε-

κτελούνται σε διακριτές χρονικές στιγµές 1, 2, … Για το σύστηµα παραγωγής που εξετάζου-

µε, η δεύτερη µηχανή αντιστοιχεί στην µονάδα παραγωγής και η πρώτη µηχανή στη ζήτηση. 

Η λειτουργία της πρώτης µηχανής περιγράφεται από µία εναλλασσόµενη ανανεωτική διαδι-

κασία, δηλαδή, µία ακολουθία από εναλλασσόµενες περιόδους θετικής ζήτησης και µηδενι-

κής ζήτησης. Η εναλλαγή των περιόδων περιγράφεται από µία αλυσίδα Markov διακριτού 

χρόνου. Κατά τη διάρκεια µίας περιόδου θετικής ζήτησης το σύστηµα δέχεται µία παραγελία 

ανά µονάδα χρόνου ενώ στις περιόδους µηδενικής ζήτησης δεν γίνονται παραγγελίες. Οι πε-

ρίοδοι θετικής ζήτησης αντιστοιχούν στις περιόδους βλάβης της πρώτης µηχανής, σύµφωνα 

µε το µοντέλο των Buzacott and Shanthikumar [7], ενώ οι περίοδοι θετικής ζήτησης αντιστοι-
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χούν σε περιόδους όπου η πρώτη µηχανη είναι λειτουργική. Όταν το n = m στις περιόδους 

θετικής ζήτησης, τότε όλες οι εισερχόµενες παραγγελίες απορρίπτονται αλλά η στοχαστική 

διαδικασία που περιγράφει τη ζήτηση δεν επηρεάζεται. Αυτό σηµαίνει ότι οι αλλαγές κατα-

στάσεων για την πρώτη µηχανή είναι ανεξάρτητες από την στάθµη n. Αντιθέτως, όταν n = 0 

τότε η δεύτερη µηχανή διακόπτει τη λειτουργία της λόγω αποστέρησης και δεν είναι δυνατόν 

να υποστεί βλάβη. Συνεπώς οι βλάβες της δεύτερης µηχανής εξαρτώνται από τη στάθµη n 

ενώ οι βλάβες της πρώτης δεν εξαρτώνται. Οι πιθανότητες µόνιµης αυτού του µοντέλου κα-

τάστασης παρουσιάζονται στην Παράγραφο 6.6.1 του βιβλίου Buzacott and Shanthikumar [7] 

και έχουν τη µορφή της Εξ. (2.1). 

 

2.3 Μεγιστοποίηση του αναµενόµενου κέρδους 

 

 Σε αυτή την παράγραφο µε τη χρήση των πιθανοτήτων µόνιµης κατάστασης της Εξ. 

(2.1) εκφράζεται µαθηµατικά το αναµενόµενο κέρδος ως συνάρτηση του αποθέµατος βάσης s 

και της χωρητικότητας του συστήµατος m, όπου m = s + c. Επίσης προκύπτουν µαθηµατικές 

εκφράσεις για το βέλτιστο απόθεµα βάσης για οποιαδήποτε τιµή του m. Ακόµη αποδεικνύου-

µε ότι κάτω από µία σχετικά χαλαρή συνθήκη η συνάρτηση κέρδους είναι σχεδόν κοίλη ως 

προς m. Αυτή η ιδιότητα εγγυάται ότι το ολικό βέλτιστο είναι δυνατό να εκτιµηθεί µε τη χρή-

ση ενός απλού αλγόριθµου βελτιστοποίησης. Τέλος αναπτύσσουµε έναν απλό αλγόριθµο για 

τον υπολογισµό των βέλτιστων τιµών των s και m. 

 Αφού στην κατάσταση n = 0 η µονάδα παραγωγής διακόπτει τη λειτουργία της, το πο-

σοστό του χρόνου που η µονάδα παραγωγής λειτουργεί είναι 1 − P(0). Μία λειτουργική περί-

οδος ορίζεται ως το χρονικό διάστηµα µεταξύ µίας εκκίνησης και της επόµενης διακοπής λει-

τουργίας της µονάδας. Όταν το επίπεδο του αποθέµατος ετοίµων προϊόντων πέσει από s σε 

s − 1 η µονάδα τίθεται σε λειτουργία και ξεκινά την παραγωγή νέου προϊόντος. Στην περί-

πτωση που ολοκληρώνεται ένα νέο προϊόν και το απόθεµα ετοίµων προϊόντων γίνεται ίσο µε 

τα απόθεµα βάσης η παραγωγή διακόπτεται. Από την παραπάνω ανάλυση προκύπτει ότι κάθε 

λειτουργική περίοδος περιλαµβάνει έναν ακέραιο αριθµό ολοκληρωµένων κύκλων παραγω-

γής. Κάθε κύκλος παραγωγής είναι µία ανεξάρτητη τυχαία µεταβλητή µε µέση τιµή 1/µ. Εύ-

κολα γίνεται αντιληπτό ότι ο µέσος ρυθµός παραγωγής του συστήµατος είναι [1 − P(0)]µ. 

Στην µόνιµη κατάσταση, αυτός ο ρυθµός πρέπει να είναι ίσος µε το µέσο ρυθµό άφιξης των 

αποδεκτών παραγγελιών και συνεπώς και µε το µέσο ρυθµό πωλήσεων. Άρα το αναµενόµενο 
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κέρδος από τις πωλήσεις πρέπει να είναι p[1 − P(0)]µ. Το αναµενόµενο κέρδος του συστήµα-

τος είναι pµ − pP(0)µ − hH − bB, όπου Η είναι το µέσο απόθεµα ετοίµων προϊόντων και Β 

είναι το µέσο πλήθος εκκρεµών παραγγελιών. 

 Αφού οι παράµετροι p, λ και µ είναι σταθερές, η µεγιστοποίηση του αναµενόµενου 

κέρδους είναι ισοδύναµη µε την ελαχιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης 

C(s, m) = pP(0)µ + hH + bB 

για m = 0, 1, ... και s = 0, 1, ..., m. Από την Εξ. (2.1) προκύπτει ότι 

 H =∑
−

=

−
1

0
)()(

s

n
nPns = Gm[sα + (s − 1)σβ + (s − 2)σ 2 + …+ 1σ s−1] (2.5) 

                   B = ∑
+=

−
m

sn
nPsn

1
)()( = 

                      = Gm[1σ s+1+ ...+(m − s − 2)σ m−2 +(m − s − 1)σ m−1γ +(m − s)σ mδ ] (2.6) 

και η αντικειµενική γράφεται 

   C(s, m) = Gm [pµα + h[1σ s−1 + …+ (s − 2)σ 2 + (s − 1)σβ +sα ] 

                   + b[1σ s+1 + ...+ (m − s − 2)σ m−2 + (m − s − 1)σ m−1γ  + (m − s)σ mδ ]] (2.7) 

 Επειδή το πρόβληµα είναι δισδιάστατο το επιλύουµε σειριακά. Πρώτα ελαχιστοποιούµε 

τη συνάρτηση C(s, m) ως προς το s για σταθερό m και στη συνέχεια υπολογίζουµε τη βέλτι-

στη τιµή του m. 

 Για κάθε σταθερή τιµή του m αναζητούµε την τιµή sm του s για την οποία ικανοποιού-

νται συγχρόνως οι ακόλουθες ανισότητες 

       C(sm, m) ≤ C(s', m), για κάθε s' τέτοιο ώστε 0 ≤ s' < sm (2.8) 

 C(sm, m) < C(s', m), για κάθε s' τέτοιο ώστε s' > sm (2.9) 

Λόγω της ειδικής µορφής των πιθανοτήτων των συνοριακών καταστάσεων, οι οποίες περιέ-

χουν τις παραµέτρους α, β, γ και δ, οι εκφράσεις της συνάρτησης C(sm, m) για sm = 0, 1, m−1, 

και m διαφέρουν από αυτές για 2 ≤ sm ≤ m−2. Το ακόλουθο θεώρηµα παρέχει εκφράσεις 

κλειστής µορφής για το sm. 

Θεώρηµα 2.1. Για σταθερό m, m ≥ 4, η συνάρτηση C(s, m) ελαχιστοποιείται στο σηµείο sm  
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 (2.10) 

όπου x συµβολίζει το ακέραιο µέρος του αριθµού x. Όταν σ → 1, το sm προκύπτει από το 

όριο της Εξ. (2.10). 

 

Απόδειξη 

 Έστω m σταθερό. Θέτοντας sm = s και s' = s − 1 στην ανισότητα (2.8) προκύπτει ότι 

C(s, m) ≤ C(s − 1, m). Από την ανισότητα αυτή χρησιµοποιώντας την Εξ. (2.7) καταλήγουµε 

στην παρακάτω σχέση  

      h[1σ s−1 + …+ (s − 1)σβ  + sα] + b[1σ s+1 + ... + (m − s − 1)σ m−1γ + (m − s)σ mδ ] 

       ≤ h[1σ s−2 + … + (s − 2)σβ + (s − 1)α] + b[1σ s+ ... + (m − s)σ m−1γ + (m − s + 1)σ mδ ] 

∆ιαγράφοντας τους κοινούς όρους η παραπάνω ανισότητα γίνεται 

h(σ s−1 + …+ σβ +α) ≤ b(σ s + …+ σ m−1γ +σ mδ ) 

Προσθέτοντας h(σ s + …+ σ m−1γ +σ mδ ) και στις δύο πλευρές και αντικαθιστώντας µε 1/Gm 

την παράσταση α + σβ + … + σ m−1γ +σ mδ  προκύπτει ότι 

 Gm(σ s−1 + …+ σβ +α) ≤ 
bh

b
+

 (2.11) 

Θέτοντας sm = s και s' = s + 1 στην ανισότητα (2.9) και ακολουθώντας παρόµοια διαδικασία 

προκύπτει ότι 

 Gm(σ s + σ s−1 + …+ σβ +α) >
bh

b
+

 (2.12) 

Όλοι οι όροι των παραπάνω ανισοτήτων είναι µη αρνητικοί. Αυτό σηµαίνει ότι οι αριστερές 

παραστάσεις των ανισοτήτων αυτών είναι αύξουσες συναρτήσεις ως προς s και υπάρχει το 
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πολύ µία µη αρνητική τιµή του s έστω η sm, που ικανοποιεί και τις δύο ανισότητες ταυτόχρο-

να. Συγκεκριµένα, αν Gmα > b/(h + b) τότε η µοναδική µη αρνητική λύση της (2.12) είναι η 

sm = 0 και όταν Gmα ≤ b/(h + b) < Gm(α + σβ ) τότε sm = 1. Έτσι αποδεικνύονται οι δύο πρώ-

τοι κλάδοι της Εξ. (2.10). Με όµοιο τρόπο αποδεικνύονται οι δύο τελευταίοι κλάδοι της Εξ. 

(2.10), για τους οποίους ισχύει ότι sm = m − 1 και sm = m. 

 Στη συνέχεια αποδεικνύουµε τον τρίτο κλάδο της Εξ. (2.10). Έστω ότι οι ανισότητες 

(2.11) και (2.12) ισχύουν για κάποιο s τέτοιο ώστε 2 ≤ s ≤ m − 2. Αθροίζοντας όλους τους 

γεωµετρικούς όρους σ k στην αριστερή πλευρά της (2.11) καταλήγουµε στη σχέση (να ση-

µειωθεί ότι σ ≠ 1) 
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που είναι ισοδύναµη µε 

 
bh

hAbD ms

+
−≤

−
σ

σ
σ

1
 

Εργαζόµενοι όµοια µε την ανισότητα (2.12) σε συνδυασµό µε το παραπάνω αποτέλεσµα κα-

ταλήγουµε στις ανισότητες 

bh
hAbD

bh
hAbD msm

+
−≤

−
<

+
− σ

σ
σσ

σ 1
1  

Οι ανισότητες αυτές έχουν µία µοναδική ακέραιη λύση sm για την οποία ισχύει 

 

( ) ( )

σ

σσ

σ

σσ

ln

)1(ln
1

ln

)1(ln
bh

hAbD

sbh
hAbD m

m

m

+
−−

≤<−+
−−

 (2.13) 

Με αυτή την εξίσωση ολοκληρώνεται η απόδειξη της Εξ. (2.10). ΟΕ∆ 

 

 Μετά τον προσδιορισµό της βέλτιστης τιµής sm για οποιαδήποτε τιµή του m ακολουθεί 

η βελτιστοποίηση της C(sm, m) ως προς το m, όπου m∈{0, 1, …}. Είναι προφανές ότι στην 

περίπτωση που το m = 0 το σύστηµα δεν λειτουργεί και συνεπώς s0 = 0 και P(0) = 1. Σε αυτή 

την περίπτωση η αντικειµενική συνάρτηση γίνεται C(0, 0) = pµ και το αναµενόµενο κέρδος 

του συστήµατος είναι ίσο µε pµ − C(0, 0) = 0. Για m = 1, 2, ή 3 η βέλτιστη τιµή του sm και η 

αντίστοιχη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης µπορουν να εκτιµηθούν µε εξαντλητική ανα-
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ζήτηση επειδή το πλήθος των υποψήφιων λύσεων (s, m) είναι µικρό (s ≤ m). Αποµένει να ε-

λαχιστοποιήσουµε την αντικειµενική συνάρτηση C(sm, m) στο σύνολο M = {4, 5, ...}. Εφόσον 

η ελάχιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης είναι µικρότερη από pµ, το σύστηµα παρα-

γωγής είναι επικερδές, αλλιώς είναι ασύµφορη η λειτουργία του. 

 Αρχικά το σύνολο M χωρίζεται σε πέντε, ενδεχοµένως κενά, υποσύνολα τα οποία ορί-

ζονται ως εξής 

     M0 = {m∈M: sm = 0} 

     M1 = {m∈M: sm = 1} 

     M2 = {m∈M: 2 ≤ sm ≤ m − 2} 

     M3 = {m∈M: sm = m − 1} 

     M4 = {m∈M: sm = m} 

Το πρόβληµα ελαχιστοποίησης της αντικειµενικής συνάρτησης διαµορφώνεται ως εξής 

 ][ ),(minmin),(min
4,,0 ,

msCmsC m
MmimsMm i∈=≤∈

=
K

 (2.14) 

 Στη συνέχεια, αποδεικνύεται ότι η C(sm, m) είναι σχεδόν κυρτή σε κάθε σύνολο Mi. Για 

να δειχθεί αυτή η ιδιότητα γίνεται η υπόθεση ότι ισχύει η συνθήκη 

 A(1−σ ) ≥ 0 and D(σ −1) ≥ 0 (2.15) 

όπου τα A και D δίδονται από την Εξ. (2.2).  

 Προφανώς, όταν σ →1 η ανωτέρω συνθήκη ικανοποιείται οριακά. Επαληθεύεται επί-

σης και για τα τρία συστήµατα που παρουσιάστηκαν στην Παράγραφο 2.2. Για το M/M/1/m 

και το προσεγγιστικό µοντέλο ενός αναµονητικού συστήµατος G/G/1/m των Buzacott and 

Shanthikumar [7], που περιγράφεται από την Εξ. (2.3), η επαλήθευση είναι εύκολη. Για τη 

γραµµή παραγωγής µε τις δύο µηχανές των Buzacott and Shanthikumar [7], αποδείχθηκε α-

ναλυτικά η πρώτη ανισότητα της συνθήκης (2.15), ενώ η δεύτερη ανισότητα επαληθεύτηκε 

µε εξαντλητικά αριθµητικά πειράµατα για διάφορους συνδυασµούς των παραµέτρων του συ-

στήµατος. 

 Το παρακάτω λήµµα αναφέρεται σε δύο σηµαντικές ιδιότητες των συνόλων Mi και του 

βέλτιστου αποθέµατος βάσης sm. 
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Λήµµα 2.1. Εάν ισχύει η συνθήκη (2.15) τότε 

(α) τα σύνολα Mi είναι ξένα µεταξύ τους και κυρτά και συγκεκριµένα ισχύει ότι 

Mi = {mi−1, mi−1 + 1, … mi − 1} 

όπου mi είναι οι ακρότατες λύσεις των ανισοτήτων της Εξ. (2.10) 

(β) αν οι τιµές m και m + 1 ανήκουν στο σύνολο M2, τότε ισχύει ότι sm ≤ sm+1 ≤ sm + 1. 

 

Απόδειξη 

 (α) Από τον πρώτο κλάδο της Εξ. (2.10), φαίνεται ότι το σύνολο M0 περιέχει τα στοι-

χεία του συνόλου M = {4, 5, …}, για τα οποία ισχύει 

Gmα >
bh

b
+

 

Θέτοντας Gm = (A + Dσ m)−1 η παραπάνω ανισότητα γίνεται  

Dσ m < A
b

bh −+ α  

Όταν σ > 1 η συνθήκη D(σ − 1) ≥ 0 εξασφαλίζει ότι το D είναι µη αρνητικό και συνεπώς  

m < 
σln

ln 0A  

όπου  

A0 = 
bD

bAbh −+ α)(  

Εάν σ < 1 το D και το lnσ είναι µη θετικοί και προκύπτει το ίδιο φράγµα για το m. Αν όµως 

A0 ≤ 0 (αυτό είναι εφικτό µόνο όταν το σ < 1) αποδεικνύεται εύκολα ότι M0 = M και συνεπώς 

σε αυτή την περίπτωση η πολιτική µηδενικού αποθέµατος είναι βέλτιστη, δηλαδή sm = 0 για 

κάθε m. Συνοψίζοντας  

M0 = 




≤
>−

0 αν }, 5, {4,
0 αν },1 , 5, {4,

0

00

A
Am

K

K  

όπου 

m0 = 












 4 ,

ln
lnmin 0

σ
A  
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Αν m0 ≤ 4 τότε M0 = ∅. 

 Στη συνέχεια εξετάζουµε το σύνολο M1, που ορίζεται από το δεύτερο κλάδο της Εξ. 

(2.10). Η πρώτη ανισότητα του κλάδου αυτού είναι η αντίστροφη από τη δεύτερη ανισότητα 

του προηγούµενου κλάδου. Οπότε πρέπει να ισχύει ότι m ≥ m0. Με τη χρήση παρόµοιων επι-

χειρηµάτων όπως προηγουµένως µπορεί να δειχθεί ότι η δεύτερη ανισότητα 

bh
b
+

< Gm(α +σβ) 

ικανοποιείται για κάθε στοιχείο του συνόλου  

M1 = 




≤+
>−+

0 if }, ,1 ,{
0 if },1 , ,1 ,{

100

1100

Amm
Ammm

K

K  

όπου 

A1 = 
bD

bAbh −++ ))(( σβα ,   m1 = 














0
1  ,

ln
lnmin mA
σ

 

Αν m1 ≤ m0 τότε M1 = ∅. 

 Τα υπόλοιπα σύνολα Mi καθορίζονται µε παρόµοιο τρόπο και έχουν τη µορφή 

Mi = 




≤=+
>−+

−−

−−

0or  4 if }, ,1 ,{
0 if },1 , ,1 ,{

11

11

iii

iiii

Aimm
Ammm

K

K  

όπου m4 = ∞, 

A2 = 

)1( −
+−
σσ

bhbD

hA  A3 = 
γ

σσσ
bhbhbD

hA
+−

−
+−

)1(

 

και 

mi = 














−1 ,
ln
lnmin i

i mA
σ

, i = 2, 3 

Αν mi ≤ mi−1, τότε Mi = ∅. Έτσι ολοκληρώνεται η απόδειξη της πρότασης (α) του Λήµµατος 

2.1. 

 (β) Τώρα αποδεικνύουµε ότι, αν τα m και m + 1 ανήκουν στο M2, τότε 

sm ≤ sm+1 ≤ sm + 1. Για χωρητικότητες m και m + 1 οι ανισότητες (2.13) γίνονται  
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( ) ( )

σ

σσ

σ

σσ

ln

)1(ln
1

ln

)1(ln
bh

hAbD

sbh
hAbD m

m

m

+
−−

≤<−+
−−

 (2.16) 

 

( ) ( )

σ

σσ

σ

σσ

ln

)1(ln
1

ln

)1(ln
1

1

1

bh
hAbD

sbh
hAbD m

m

m

+
−−

≤<−+
−− +

+

+

 (2.17) 

Για να είναι το sm+1 µικρότερο ή ίσο µε sm + 1 θα πρέπει το δεξί µέλος της ανισότητας (2.17) 

να είναι µικρότερο ή ίσο µε το δεξί µέλος της (2.16). Συνεπώς πρέπει  

( ) ( )
1

ln

)1(ln

ln

)1(ln
1

++
−−

≤+
−−+

σ

σσ

σ

σσ
bh

hAbD
bh
hAbD mm

 

Μετά από λίγη άλγεβρα αποδεικνύεται ότι η παραπάνω παράσταση απλοποιείται στη συνθή-

κη A(σ − 1) ≥ 0, που είναι το πρώτο µέρος της συνθήκης (2.15). Οπότε ισχύει ότι 

sm+1 ≤ sm + 1. Με όµοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι η συνθήκη D(1 − σ ) ≥ 0 συνεπάγεται 

sm+1 ≥ sm. ΟΕ∆ 

 

 Το δεύτερο µέρος του λήµµατος συνιστά έναν εναλλακτικό τρόπο για τον υπολογισµό 

του βέλτιστου αποθέµατος βάσης για κάθε m. Από τον ορισµό των συνόλων Mi είναι γνωστό 

ότι, για m∈Mi, i = 0, 1, 3, ή 4, το βέλτιστο απόθεµα βάσης είναι sm = 0, 1, m − 1, ή m, αντί-

στοιχα. Για το σύνολο M2, εάν sm−1 είναι το βέλτιστο απόθεµα βάσης όταν η χωρητικότητα 

του συστήµατος είναι m − 1, τότε το sm εκτιµάται συγκρίνοντας τις τιµές της αντικειµενικής 

συνάρτησης για s = sm−1 και s = sm−1 + 1. Αυτή η ιδιότητα µειώνει τον υπολογιστικό φόρτο για 

τον προσδιορισµό του sm. Το Λήµµα 2.1 χρησιµοποιείται για να δειχθεί το επόµενο αποτέλε-

σµα, το οποίο διασφαλίζει ότι κάθε τοπικό βέλτιστο m ενός υποπροβλήµατος είναι και ολικό 

βέλτιστο στο αντίστοιχο υποσύνολο Mi. 

 

Θεώρηµα 2.2. Αν η συνθήκη (2.12) ικανοποιείται, τότε η αντικειµενική συνάρτηση C(sm, m) 

είναι σχεδόν κυρτή σε κάθε υποσύνολο Mi, i = 0, …, 4. Πιο συγκεκριµένα ας υποτεθεί ότι 

υπάρχει ένα σηµείο m∈Mi τέτοιο ώστε 

C(sm, m) ≤ C(sk, k) 

για κάθε k < m, k∈Mi, και 
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C(sm, m) ≤ C(sm+1, m + 1) 

τότε 

C(sm+1, m + 1) ≤ C(sk, k) 

για κάθε k > m + 1, k∈Mi. 

 

Απόδειξη 

 Θα αποδείξουµε ότι αν το m είναι τοπικό βέλτιστο της αντικειµενικής συνάρτησης στο 

υποσύνολο Mi, i = 0, …, 4, τότε το m είναι και ολικό βέλτιστο γι’ αυτό το υποσύνολο. Για να 

εντοπίσουµε ένα τοπικό βέλτιστο ξεκινάµε από τη µικρότερη τιµή ενός υποσυνόλου, υπολο-

γίζουµε το βέλτιστο απόθεµα βάσης και το αντίστοιχο κόστος και συνεχίζουµε αυξάνοντας 

κατά µία µονάδα κάθε φορά τη χωρητικότητα του συστήµατος µέχρις ότου η αντικειµενική 

συνάρτηση παραµείνει σταθερή ή αρχίσει να αυξάνει. Πιο συγκεκριµένα για κάθε Mi αναζη-

τούµε τη µικρότερη τιµή της χωρητικότητας του συστήµατος, m, για την οποία 

 C(sm, m) ≤ C(sm+1, m + 1) (2.18) 

Όπως θα δείξουµε στη συνέχεια η παραπάνω ανισότητα εγγυάται ότι C(sk, k) ≤ C(sk+1, k + 1) 

για κάθε k∈Mi, τέτοιο ώστε k > m, και συνεπώς το m είναι και ολικό βέλτιστο στο Mi. 

 Αρχικά µελετάµε τη σχέση µεταξύ των Gm+1 και Gm. Χρησιµοποιώντας την Εξ. (2.2) η 

σταθερά Gm+1 γράφεται ως εξής 

                                  
1

1
+mG

 = α + βσ  +… + σ m−1 +γσ m + δσ m+1  

                                             = 
mG

1
− γσ  m−1 − δσ m + σ m−1 + γσ m + δσ m+1 

                                             = 
mG

1 + σ m−1[1 + γ (σ − 1) + δσ (σ − 1)] 

                                             = 
mG

1 + D(σ − 1)σ m 

Εφόσον D(σ − 1) ≥ 0, η Gm είναι φθίνουσα ως προς m. Επιπλέον ισχύει ότι 

 
1+m

m

G
G

= 1 + GmD(σ − 1)σ m (2.19) 
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 Από το Λήµµα 2.1 είναι γνωστό ότι τα υποσύνολα Mi είναι κυρτά ενώ τα ακραία ση-

µεία τους µπορούν να υπολογιστούν µε τους τύπους που δίνονται στην απόδειξη του Λήµµα-

τος 2.1. Στη συνέχεια αποδεικνύουµε ότι η αντικειµενική συνάρτηση έχει ένα µοναδικό ελά-

χιστο σε κάθε υποσύνολο Mi. Ξεκινάµε από το Μ2. 

 Υποσύνολο Μ2: Εξετάζουµε τις ιδιότητες δεύτερης τάξης της συνάρτησης C(sm, m) στο 

σύνολο M2. Υποθέτουµε ότι sm = s και ότι C(sm+1, m + 1) ≥ C(s, m). Θα δείξουµε ότι 

C(sm+2, m + 2) ≥ C(sm+1, m + 1). Από το Λήµµα 2.1(β) προκύπτει ότι αρκεί να εξεταστούν 

τέσσερις περιπτώσεις για τα sm, sm+1, sm+2, όπου sm = s, sm+1 = s + d, και sm+2 = s + d + g, όπου 

d, g ∈ {0, 1}. 

 Θέτοντας sm = s και sm+1 = s + d στην την Εξ. (2.7) ευρίσκουµε 

     C(s, m) = Gm[pµα + h[1σ s−1 + …+ (s − 2)σ 2 + (s − 1)σβ + sα ] 

                 + b[1σ s+1 + ...+ (m − s − 2)σ m−2 + (m − s − 1)σ m−1γ + (m − s)σ mδ ]] 

C(s + d, m + 1) = Gm+1[pµα + h[1σ s+d−1 +…+ (s + d− 2)σ 2 + (s +d − 1)σβ +(s + d)α] 

                             + b[1σ s+d+1 + ...+ (m − s − d− 1)σ m−1 + (m − s − d)σ mγ  

                             + (m − s − d+ 1)σ m+1δ ]] 

Με τη χρήση των παραπάνω εξισώσεων µετά από λίγη άλγεβρα προκύπτει ότι 

 
1

)1,(),(
+

++
−

mm G
mdsC

G
msC = − h d(σ s + …+ σ 2 + σβ + α ) 

                                                     + b d(σ s+1 + ...+ σ m−1 + σ mγ + σ m+1δ ) 

                                                     + b[(m − s − 1)σ m−1γ + (m − s)σ mδ − (m − s − 1)σ m−1 

                                                     − (m − s)σ mγ − (m − s +1)σ m+1δ ] 

Από την παραπάνω σχέση µε τη βοήθεια της Εξ. (2.19) η C(s, m) εκφράζεται συναρτήσει της 

C(s + d, m + 1) ως εξής 

    C(s, m) = C(s + d, m + 1) + Gm[Dσ m (σ − 1)[C(s + d, m + 1) − b(m − s − 1)] 

                    + d[b(σ s+1 + ...+ σ m−1 + σ mγ + σ m+1δ ) − h(σ s + …+ σ 2 + σβ + α )] 

                    + bσ m (δ − γ − 2σ δ )] 

                 = C(s + d, m + 1) + Gm(Em+1 + Fm+1 + dLm+1) (2.20) 
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όπου έχουµε ορίσει 

 Em+1 = Dσ  m (σ − 1)[C(s + d, m + 1) − b(m − s − 1)] 

 Fm+1 = bσ m (δ − γ − 2σ δ ) 

 Lm+1 = b(σ s+1 + ...+ σ m−1 + σ mγ + σ m+1δ ) − h(σ s + …+ σ 2 + σβ + α ) 

Αφού C(s, m) ≤ C(s + d, m + 1) και Gm θετικό θα πρέπει να ισχύει 

   Dσ  m (σ − 1)[C(s + d, m + 1) − b(m − s − 1)] + d[b(σ s+1 + ...+ σ m−1 + σ mγ + σ m+1δ ) 

      − h(σ s + …+ σ 2 + σβ + α )] + bσ m (δ − γ − 2σ δ ) 

   = Em+1 + F m+1 + dL m+1 ≤ 0 (2.21) 

 Τώρα συγκρίνουµε το κόστος για m + 1 και m + 2. Για sm+2 = s + d + g πάλι από την Εξ. 

(2.7) προκύπτει 

      C(s + d + g, m + 2) = Gm+2[pµα + h[1σ s+d+g−1 +… 

              + (s + d + g − 2)σ 2 + (s +d + g − 1)σβ +(s + d + g)α ]  

              + b[1σ s+d+g+1 + ... + (m − s − d − g + 1)σ m+1γ + (m − s − d − g + 2)σ m+2δ ]] 

Μετά από λίγη άλγεβρα καταλήγουµε στην 

   
21

)2,()1,(
++

+++
−

++

mm G
mgdsC

G
mdsC = − h g(σ s+d + …+ σβ + α ) 

                                                   + b g(σ s+d+1 + ... + σ m + σ m+1γ + σ m+2δ ) 

                                                   + b[(m − s − d)σ mγ + (m − s − d +1)σ m+1δ  

                                                          − (m − s − d)σ m − (m − s − d + 1)σ m+1γ  

                                                          − (m − s − d + 2)σ m+2δ ] 

Όµοια µε πριν εκφράζουµε την C(s + d + g, m + 2) συναρτήσει της C(s + d, m + 1) 

      C(s + d + g, m + 2) = C(s + d, m + 1) − Gm+2[Dσ  m+1 (σ − 1)[C(s + d, m + 1) 

                                         − b(m − s − d)] + bσ m+1 (δ − γ − 2σ δ ) 

                                         + g[b(σ s+d+1 + ...+ σ m + σ m+1γ + σ m+2δ ) 

                                         − h(σ s+d + … + σ 2 + σβ + α )]] 
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                                     = C(s + d, m + 1) − Gm+2σ (Em+2 + Fm+2 + gLm+2/σ ) (2.22) 

όπου  

 Em+2 = Dσ  m (σ − 1)[C(s + d, m + 1) − b(m − s − d)] 

 Fm+2 = Fm+1 = bσ m (δ − γ − 2σ δ ) 

 Lm+2 = b(σ s+d+1 + ...+ σ m−1 + σ mγ + σ m+2δ ) − h(σ s+d + …+ σ 2 + σβ + α ) 

Τώρα θα αποδείξουµε τον ισχυρισµό του θεωρήµατος δια της εις άτοπον απαγωγής. Εάν ί-

σχυε ότι C(s + d + g, m + 2) < C(s + d, m + 1), τότε, µε αντικατάσταση της Εξ. (2.22), θα έ-

πρεπε να ισχύει και 

              Dσ  m+1 (σ − 1)[C(s + d, m + 1) − b(m − s − d)] + bσ m+1 (δ − γ − 2σ δ ) 

                 + g[b(σ s+d+1 + ...+ σ m + σ m+1γ + σ m+2δ ) − h(σ s+d + … + σ 2 + σβ + α )] 

              = σ [Em+2 + Fm+2 + gLm+2/σ ] > 0 (2.23) 

Θα αποδείξουµε ότι αυτό δεν ισχύει. Προς τούτο, εν όψει της ανισότητας (2.21), 

Em+1 + Fm+1 + dLm+1 ≤ 0, αρκεί να δείξουµε ότι 

 Em+1 + Fm+1 + dLm+1 ≥ Em+2 + Fm+2 + gLm+2/σ 

ή, επειδή Fm+1 = Fm+2,  

 Em+1 − Em+2 + dLm+1 − gLm+2/σ  ≥ 0 (2.24) 

∆ιακρίνουµε τέσσερις περιπτώσεις.  

Περίπτωση 1: sm+1 = sm+2 = s, δηλαδή d = g = 0. Τότε επειδή 

  Em+1 = Dσ  m (σ − 1)[C(s + d, m + 1) − b(m − s − 1)] 

                           ≥ Dσ  m (σ − 1)[C(s + d, m + 1) − b(m − s)] = Em+2 

η (2.24) ισχύει, άρα υπάρχει άτοπο. 

Περίπτωση 2: sm+1 = s, sm+2 = s + 1, δηλαδή d = 0 και g = 1. Τώρα επειδή Em+1 = 

Em+2 + bDσ m (σ − 1) έχουµε 

 Em+1 − Em+2 + dLm+1 − gLm+2/σ = bDσ  m (σ − 1)  

             − [b(σ s+1 + ...+ σ m + σ m+1γ + σ m+2δ ) − h(σ s + …+ σ 2 + σβ + α )]/σ  

         = [h(σ s + …+ σ 2 + σβ + α ) − b(σ s+1 + ...+ σ m−1 + σ mγ + σ m+1δ )]/σ  
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Επειδή sm+1 = s, ισχύει C(s, m + 1) < C(s + 1, m + 1), που µετά από λίγη άλγεβρα µας οδηγεί 

στο h(σ s + …+ σ 2 + σβ + α ) > b(σ s+1 + ...+ σ m−1 + σ mγ + σ m+1δ ) και συνεπώς ικανοποιεί-

ται η (2.24). 

Περίπτωση 3: sm+1 = sm+2 = s + 1, δηλαδή d = 1 και g = 0. Σε αυτή την περίπτωση 

Em+1 = Em+2. Επίσης αφού sm+1 = s + 1 πρέπει C(s, m + 1) < C(s − 1, m + 1) που οδηγεί στο 

h(σ s + … + σ 2 + σβ + α ) ≤ b(σ s+1 + ...+ σ m−1 + σ mγ + σ m+1δ ). Από τα παραπάνω προκύπτει  

 Em+1 − Em+2 + dLm+1 − gLm+2/σ = Lm+1 

         = b(σ s+1 + ...+ σ m−1 + σ mγ + σ m+1δ ) − h(σ s + … + σ 2 + σβ + α ) ≥ 0 

Περίπτωση 4: sm+1 = s + 1, sm+2 = s + 2, δηλαδή d = 1 και g = 1. Επειδή Em+1 = Em+2, αρκεί να 

αποδείξουµε ότι Lm+1 − Lm+2/σ ≥ 0. Η διαφορά Lm+1 − Lm+2/σ  γίνεται 

  Lm+1 − Lm+2/σ = b(σ s+1 + ...+ σ m−1 + σ mγ + σ m+1δ ) − h(σ s + …+ σ 2 + σβ + α ) 

                           − [b(σ s+2 + ...+ σ m−1 + σ mγ + σ m+2δ ) − h(σ s+1 + …+ σ 2 + σβ + α )]/σ 

                        = (h/σ )(σ 2 + σβ + α − σ 2β − σα ) = (h/σ )Α(1 − σ ) ≥ 0  

λόγω του πρώτου µέρους της συνθήκης (2.15). 

 Συνοψίζοντας τις παραπάνω περιπτώσεις, έχουµε αποδείξει ότι αν m, m + 1 και m + 2 

ανήκουν στο σύνολο Μ2 και C(sm+1, m + 1) ≥ C(s, m) τότε C(sm+2, m + 2) ≥ C(sm+1, m + 1). Με 

ανάλογα επιχειρήµατα µπορούµε να δείξουµε ότι η τελευταία ανισότητα συνεπάγεται 

C(sm+3, m + 3) ≥ C(sm+2, m + 2) και µε επαγωγή C(sk+1, k + 1) ≥ C(sk, k) για κάθε k > m. Συνε-

πώς το m είναι το ολικό βέλτιστο της αντικειµενικής συνάρτησης στο σύνολο Μ2. Στη συνέ-

χεια εξετάζουµε τα υπόλοιπα υποσύνολα του χώρου καταστάσεων m. 

 Υποσύνολο Μ0: Για το υποσύνολο M0 = {4, 5, …, m0 − 1}, ένα τοπικό βέλτιστο είναι 

το µικρότερο m για το οποίο C(0, m + 1) ≥ C(0, m). Θα αποδειχθεί ότι C(0, k + 1) ≥ C(0, k) 

για κάθε k στο M0 τέτοιο ώστε k > m. Ισχύει ότι 

C(0, m) = Gm [pµα + b[σβ + σ 2 + ... + (m − 1)σ m−1γ  + mσ mδ ]] 

και 

C(0, m + 1) = Gm+1[pµα + b[σβ + σ 2 + ... + (m − 1)σ m−1 + mσ mγ  + (m + 1)σ m+1δ ]] 

Η C(0, m) γράφεται συναρτήσει της C(0, m + 1) ως εξής 
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     C(0, m) = [ ]DmbG
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σσδσσγσδσ  

                 = C(0, m + 1) + Gmσ m(σ − 1)D[C(0, m + 1) − b(m − 1)] 

                    + Gmσ mb(δ − γ − 2σ δ ) 

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από την Εξ. (2.19). Η διαφορά C(0, m) − C(0, m + 1) 

είναι ίση µε 

C(0, m) − C(0, m + 1) = Gmσ m(σ − 1)D[C(0, m + 1) − b(m − 1)] 

                                                     + Gmσ mb(δ − γ − 2σ δ ) 

Συνεπώς αφού C(0, m) ≤ C(0, m + 1) θα πρέπει  

D(σ − 1)[C(0, m + 1) − b(m − 1)] + b(δ − γ − 2σ δ ) ≤ 0 

 Όµοια αποδεικνύεται ότι η διαφορά C(0, m + 1) − C(0, m + 2) είναι ίση µε  

C(0, m + 1) − C(0, m + 2) = Gm+2σ m+1(σ − 1)D[C(0, m + 1) − bm] 

                                                                     + Gm+2σ m+1b(δ − γ − 2σ δ ) 

Ας υποτεθεί ότι C(0, m + 2) < C(0, m + 1) ή, ισοδύναµα, 

D(σ − 1)[C(0, m + 1) − bm] + b(δ − γ − 2σ δ ) ≥ 0 

Όµως ισχύει ότι 

0 ≥ D(σ − 1)[C(0, m + 1) − b(m − 1)] + b(δ − γ − 2σ δ ) 

                    ≥ D(σ − 1)[C(0, m + 1) − bm] + b(δ − γ − 2σ δ ) 

που οδηγεί σε άτοπο, συνεπώς η υπόθεση ότι C(0, m + 2) < C(0, m + 1) είναι εσφαλµένη. Ε-

παγωγικά αποδεικνύεται ότι C(0, k + 1) ≥ C(0, k), για κάθε k > m. 

 Υποσύνολο Μ1: Εδώ M1 = {m0 , m0 + 1, …, m1 − 1}. Έστω ότι καθώς εξετάζονται ένα 

προς ένα όλα τα στοιχεία του M1, εντοπίζεται τοπικό ελάχιστο της συνάρτησης κόστους στο 

σηµείο m, δηλαδή C(1, m) ≤ C(1, m + 1). Όµοια µε την προηγούµενη περίπτωση αποδεικνύε-

ται ότι  

C(1, m) − C(1, m + 1) = Gmσ m(σ − 1)D[C(1, m + 1) − b(m − 2)] + Gmσ mb(δ − γ − σ δ) 

Άρα D(σ −1)[C(1, m+1) − b(m − 2)] + b(δ − γ − 2σ δ ) ≤ 0. Η διαφορά C(1, m+1) − C(1, m+2) 

γράφεται 
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 C(1, m + 1) − C(1, m + 2) = Gm+2σ m+1 (σ − 1)D[C(1, m + 1) − b(m − 1)]  

                                                          + Gm+2σ m+1b(δ − γ − 2σ δ ) 

Αν τώρα ίσχυε ότι C(1, m + 1) > C(1, m + 2), τότε θα έπρεπε το δεύτερο µέλος της προηγού-

µενης εξίσωσης να ήταν αρνητικό, ήτοι  

D(σ − 1)[C(1, m + 1) − b(m − 1)] + b(δ − γ − 2σ δ ) > 0 

Όµως υπάρχει άτοπο αφού  

 0 ≥ D(σ − 1)[C(1, m + 1) − b(m − 2)] + b(δ − γ − 2σ δ ) 

                            ≥ D(σ − 1)[C(1, m + 1) − b(m − 1)] + b(δ − γ − 2σ δ ) 

Συνεπώς C(1, m) ≤ C(1, m + 1). Εύκολα αποδεικνύεται επαγωγικά ότι C(1, k + 1) ≥ C(1, k), 

για κάθε k > m. 

Υποσύνολο Μ3: Στο υποσύνολο M3 ένα τοπικό βέλτιστο είναι το µικρότερο m για το οποίο 

C(m, m + 1) ≥ C(m − 1, m). Η C(m − 1, m) γράφεται συναρτήσει της C(m, m + 1) ως εξής  

 C(m − 1, m) = δσ 1

1

)1,( +

+

−
+ m

m
m

m bG
G

mmCG  

                                                          + Gm[bσ mδ − h(σ m−1 + ... + σ 2 + σ β + α )] 

                                                     = C(m, m + 1) + Gmσ m[(σ − 1)D C(m, m + 1) − bσ δ] 

                                                         + Gm[bσ mδ − h(σ m−1 + ... + σ 2 + σ β + α )] 

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει από την Εξ. (2.19). Η διαφορά 

C(m − 1, m) − C(m, m + 1) είναι ίση µε 

  C(m − 1, m) − C(m, m + 1) = Gmσ m[(σ − 1)D C(m, m + 1) − bσ δ] 

                                                               + Gm[bσ mδ − h(σ m−1 + ... + σ 2 + σ β + α )] 

Συνεπώς, αφού C(m − 1, m) ≤ C(m, m + 1),  

σ m[(σ − 1)D C(m, m + 1) − bσ δ] + bσ mδ − h(σ m−1 + ... + σ 2 + σ β + α ) ≤ 0 

Με παρόµοιο τρόπο υπολογίζεται η διαφορά C(m, m + 1) − C(m + 1, m + 2): 

 C(m, m + 1) − C(m + 1, m + 2) = Gm+2σ m+1[(σ − 1)D C(m, m + 1) −bσ δ] 

                                                          + Gm+2[bσ m+1δ − h(σ m + ... + σ 2 + σ β + α )] 
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Αν τώρα ίσχυε ότι C(m, m + 1) > C(m + 1, m + 2), τότε επίσης θα έπρεπε 

σ m[(σ − 1)D C(m, m + 1) − bσ δ] + [bσ m+1δ − h(σ m + ... + σ 2 + σ β + α )]/σ ≥ 0 

Όµως 

[bσ mδ − h(σ m−1 + ... + σ 2 + σ β + α )] − [bσ m+1δ − h(σ m + ... + σ 2 + σ β + α )]/σ 

= h(σ 2 + σ β + α − σ 2β − σ α )/σ = (h/σ )A(1 − σ ) 

Λόγω της συνθήκης (2.12), έχουµε (h/σ )A(1 − σ ) ≥ 0, οπότε  

σ m[(σ − 1)DC(m, m + 1) − bσ δ] + bσ mδ − h(σ m−1 + ... + σ 2 + σ β + α ) 

        ≥ σ m[(σ − 1)DC(m, m + 1) − bσ δ] + [bσ m+1δ − h(σ m + ... + σ 2 + σ β + α )]/σ  

Έχουµε ήδη αποδείξει ότι το πρώτο µέλος είναι ≤ 0. Συνεπώς και το δεύτερο µέλος θα έπρεπε 

να είναι επίσης ≤ 0, πράγµα άτοπο. Συνεπώς C(m, m + 1) ≤ C(m + 1, m + 2). Επαγωγικά απο-

δεικνύεται ότι C(k, k + 1) ≥ C(k − 1, k), για κάθε k > m. Κατά συνέπεια το m είναι και ολικό 

βέλτιστο στο Μ3. 

 Υποσύνολο Μ4: Έστω το µικρότερο m για το οποίο C(m + 1, m + 1) ≥ C(m, m). Όµοια 

µε την προηγούµενη περίπτωση αποδεικνύεται ότι 

            C(m, m) − C(m + 1, m + 1) = Gmσ m−1[σ (σ − 1)D C(m + 1, m + 1) − h(1 − γ)] 

                                                      − Gm
 h(σ mγ + σ m−1 + ... + σ 2 + σ β + α ) 

Οπότε ισχύει ότι 

σ m−1[σ (σ − 1)D C(m + 1, m + 1) − h(1 − γ)] − h(σ mγ + σ m−1 + ... + σ 2 + σ β + α ) ≤ 0 

Αντίστοιχα υπολογίζεται ότι 

   C(m + 1, m + 1) − C(m + 2, m + 2) = Gm+2σ m[σ (σ − 1)DC(m + 1, m + 1) − h(1 − γ)] 

                                                          − Gm+2
 h(σ m+1γ + σ m + ... + σ 2 + σ β + α ) 

Αν υποτεθεί ότι C(m + 1, m + 1) ≥ C(m + 2, m + 2), τότε θα έπρεπε να ισχύει  

σ m−1[σ (σ − 1)D C(m + 1, m + 1) − h(1 − γ)] 

                                − h(σ m+1γ + σ m + ... + σ 2 + σ β + α )/σ ≥ 0 

Όµως όµοια µε την προηγούµενη περίπτωση αποδεικνύεται ότι  

h(σ m+1γ + σ m + ... + σ 2 + σ β + α )/σ − h(σ mγ + σ m−1 + ... + σ 2 + σ β + α ) 
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= (h/σ )A(1 − σ ) ≥ 0 

∆ηλαδή  

σ m−1[σ (σ − 1)D C(m + 1, m + 1) − h(1 − γ)] − h(σ mγ + σ m−1 + ... + σ 2 + σ β + α ) 

≥ σ m−1[σ (σ − 1)D C(m + 1, m + 1) − h(1 − γ)]− h(σ m+1γ + σ m + ... + σ 2 + σ β + α )/σ 

Αυτό είναι άτοπο και σηµαίνει ότι C(m, m + 1) ≤ C(m + 1, m + 2). Επαγωγικά αποδεικνύεται 

ότι C(k + 1, k + 1) ≥ C(k, k), για κάθε k > m. ∆ηλαδή το m είναι ολικό βέλτιστο. ΟΕ∆ 

 

 Το προηγούµενο θεώρηµα έχει σηµαντικές αλγοριθµικές συνέπειες. Η βέλτιστη λύση 

(s*, m* ) του αρχικού προβλήµατος µπορεί να ανιχνευθεί µε τη χρήση του παρακάτω αλγόριθ-

µου. 

 

Βήµα 1. Υπολόγισε τα ακρότατα σηµεία των συνόλων Mi = {mi − 1, …, mi − 1} (από τους 

τύπους που παρουσιάζονται στην απόδειξη του Λήµµατος (2.1) και θέσε m−1 = 4. 

Θέσε i = 0, C* = ∞ και προχώρησε στο Βήµα 4. 

Βήµα 2. Εάν Ci
* < C*, τότε ενηµέρωσε τις τιµές των ολικών βελτίστων: C* = Ci

*, s* = si
*, 

and m* = mi
*. 

Βήµα 3. Θέσε i = i + 1. 

Βήµα 4. Αν Mi = ∅ πήγαινε στο Βήµα 3, αλλιώς θέσε m = mi − 1. 

Βήµα 5. Υπολόγισε το sm από την Εξ. (2.10) και στη συνέχεια υπολόγισε την τιµή της αντι-

κειµενικής συνάρτησης C(sm, m). Αν το m > mi − 1 και C(sm, m) ≥ Ci
*, τότε εγκατά-

λειψε το σύνολο Mi και πήγαινε στο βήµα 2 αφού το m − 1 είναι το βέλτιστο από-

θεµα βάσης για το Mi. Αν m = mi − 1 ή C(sm, m) < Ci
*, ενηµέρωσε τις βέλτιστες τιµές 

των παραµέτρων του συνόλου Mi: Ci
* = C(sm, m), mi

* = m, και si
* = sm. 

Βήµα 6. Θέσε m = m + 1. Αν m ≤ mi − 1 πήγαινε στο Βήµα (5), διαφορετικά πήγαινε στο 

Βήµα 2. 

 

 Στην επόµενη παράγραφο, επιβεβαιώνεται µε τη βοήθεια αριθµητικών παραδειγµάτων 

ότι η προτεινόµενη πολιτική επιτυγχάνει υψηλότερο κέρδος από τις πολιτικές που εφαρµόζο-
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νται συνήθως σε συστήµατα παραγωγής. 

 

2.4 Αριθµητικά αποτελέσµατα 

 

 Η προτεινόµενη πολιτική µερικής αποδοχής της µη ικανοποιηµένης ζήτησης (PLS) συ-

γκρίνεται µε την πολιτική πλήρους αποδοχής της µη ικανοποιηµένης ζήτησης (CB), την πολι-

τική πλήρους απόρριψης της µη ικανοποιηµένης ζήτησης (LS) και την πολιτική τυχαίας απο-

δοχής της µη ικανοποιηµένης ζήτησης (RAC). 

 Έστω (s, c)PLC µία πολιτική µερικής αποδοχής παραγγελιών µε απόθεµα βάσης s και 

έλλειµµα βάσης c. Αποδεικνύεται ότι η πολιτική CB είναι ισοδύναµη µε την πολιτική 

(s, ∞)PLC και η LS ισοδυναµεί µε την (s, 0)PLC. Μία ακόµη διαδεδοµένη πολιτική είναι εκείνη 

του µηδενικού αποθέµατος βάσης, η οποία συµβολίζεται ως (0, c)PLC. Το αναµενόµενο κό-

στος µίας τέτοιας πολιτικής είναι ίσο µε το κόστος του ανεστραµµένου συστήµατος που λει-

τουργεί µε βάση την πολιτική πλήρους απόρριψης παραγγελιών (c, 0)PLC και συνεπώς αρκεί 

να µελετήσει κανείς την απόδοση της LS. 

 Εξετάζονται δύο συστήµατα παραγωγής. Το πρώτο µοντελοποιείται ως ένα σύστηµα 

M/M/1/m και το δεύτερο ως ένα σύστηµα G/G/1/m. Οι τιµές των παραµέτρων και των δύο 

συστηµάτων είναι λ = 8, µ = 10, h = b = 5 και p = 10. 

 Στο δεύτερο σύστηµα, οι συντελεστές µεταβλητότητας* των ενδοαφιξιακών χρόνων και 

των χρόνων εξυπηρέτησης είναι ίσοι µε 0.5. Χρησιµοποιώντας τις τιµές των παραπάνω πα-

ραµέτρων και την προσεγγιστική µέθοδο, που προτείνεται από τους Buzacott and 

Shanthikumar [7], είναι δυνατό να εκτιµηθεί η παράµετρος σ και από την Εξ. (2.4) οι πιθανό-

τητες µόνιµης κατάστασης του συστήµατος. 

 Η προηγούµενη µεθοδολογία δεν µπορεί να εφαρµοστεί σε συστήµατα µε γενικά κατα-

                                                 

* Για µία τυχαία µεταβλητή X µε πεπερασµένη µέση τιµή Ε(Χ) και πεπερασµένη διασπορά Var(X), ο συντελε-

στής µεταβλητότητας ορίζεται Var(X)/[Ε(Χ)]2. Στα συστήµατα Μ/Μ/1/m, οι χρόνοι µεταξύ αφίξεων και οι διάρ-

κειες κατεργασίας είναι εκθετικοί και έχουν συντελεστή µεταβλητότητας 1. Συχνά, η αδυναµία τέτοιων συστη-

µάτων να περιγράψουν µε ικανοποιητική ακρίβεια ένα σύστηµα παραγωγής οφείλεται στο ότι, στα συστήµατα 

παραγωγής, οι αντίστοιχοι χρόνοι έχουν συντελεστές µεταβλητότητας µικρότερους από 1. Για το λόγο αυτό, στο 

αριθµητικό πείραµα θεωρήσαµε ένα γενικό σύστηµα αναµονής G/G/1/m µε συντελεστές < 1. 
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νεµηµένους χρόνους αφίξεων και παραγωγής, στα οποία εφαρµόζεται η RAC. Γι’ αυτό το 

λόγο η RAC εξετάζεται µόνο στην περίπτωση του συστήµατος M/M/1/m, που το αναµενόµε-

νο κόστος µπορεί να εκφρασθεί σε κλειστή µορφή µε την επίλυση ένα απλού µοντέλου 

Markov. Το µοντέλο αυτό εξαρτάται από το απόθεµα βάσης και την πιθανότητα απόρριψης 

σε περιόδους έλλειψης ετοίµων προϊόντων. Οι βέλτιστες τιµές των παραµέτρων αυτών υπο-

λογίζονται µε εξαντλητική αναζήτηση. 

 Εξετάζεται η επίδραση της µεταβολής των παραµέτρων λ, b και h στο αναµενόµενο 

κόστος. Στα Σχ. 2.2 έως 2.4 φαίνονται τα αποτελέσµατα για το σύστηµα M/M/1/m και στα 

Σχ. 2.5 έως 2.7 φαίνονται τα αποτελέσµατα για το σύστηµα G/G/1/m. Στα Σχ. 2.2 και 2.5 φαί-

νεται το αναµενόµενο κέρδος κάθε πολιτικής συναρτήσει της ποσότητας ρ = λ/µ, η οποία εί-

ναι γραµµική συνάρτηση του ρυθµού αφίξεων λ. Παρόµοια αποτελέσµατα µε αυτά των Σχ. 

2.2 και 2.5 προκύπτουν αν αντί του λ µεταβληθεί το µ. 
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Σχήµα 2.2. Αναµενόµενο κέρδος συστήµατος M/M/1/m ως προς το ρ 
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Σχήµα 2.3. Αναµενόµενο κέρδος συστήµατος M/M/1/m ως προς το b 
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Σχήµα 2.4. Αναµενόµενο κέρδος συστήµατος M/M/1/m ως προς το h 
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Σχήµα 2.5. Αναµενόµενο κέρδος συστήµατος G/G/1/m ως προς το ρ 
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Σχήµα 2.6. Αναµενόµενο κέρδος συστήµατος G/G/1/m ως προς το b 
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Σχήµα 2.7. Αναµενόµενο κέρδος συστήµατος G/G/1/m ως προς το h 

 

 Από τα παραπάνω σχήµατα φαίνεται ότι η πολιτική PLS επιτυγχάνει το υψηλότερο α-

ναµενόµενο κέρδος. Για τις πολιτικές LS και CB, αυτό το αποτέλεσµα είναι διαισθητικά ανα-

µενόµενο αφού οι πολιτικές αυτές είναι ειδικές περιπτώσεις της PLS. Όταν το ρ είναι κοντά 

στο 1, τα κέρδη των LS and CB είναι χαµηλότερα από το κέρδος της PLS κατά 50%. Όταν το 

ρ είναι µικρότερο από 1 η απόδοση της LS χειροτερεύει σηµαντικά όσο αυξάνει το h και η 

απόδοση της CB χειροτερεύει όσο αυξάνει το b. Στην περίπτωση που το ρ→0 η πολιτική PLS 

αποδίδει το ίδιο αναµενόµενο κέρδος µε την CB. Αυτό συµβαίνει γιατί τότε το µέσο πλήθος 

εκκρεµών παραγγελιών είναι πολύ µικρό και οποιαδήποτε προσπάθεια να περιοριστεί δεν 

συµβάλλει σηµαντικά στην αύξηση του κέρδους.  

 Για τιµές του ρ πολύ µεγαλύτερες της µονάδας το κέρδος που επιτυγχάνει η PLS είναι 

περίπου ίδιο µε το κέρδος της LS. Σε αυτή την περίπτωση οι αφίξεις των πελατών είναι πολύ 

συχνές µε αποτέλεσµα η απώλεια κέρδους λόγω απόρριψης πελατών να είναι αµελητέα σε 

σχέση µε το κόστος εκκρεµών παραγγελιών και συνεπώς το βέλτιστο έλλειµµα βάσης για την 

PLS να τείνει στο 0. Γενικά όσο αυξάνει το µέσο κόστος εκκρεµών παραγγελιών σε σχέση µε 

το συνολικό αναµενόµενο κέρδος, το αναµενόµενο κέρδος της LS συγκλίνει µε το αναµενό-

µενο κέρδος της PLS και όσο αυτό µειώνεται σε σχέση µε το συνολικό κέρδος, οι αποδόσεις 

των PLS και CB συγκλίνουν. 
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 Τέλος από τα Σχ. 2.2–2.4 φαίνεται ότι οι PLS και RAC επιτυγχάνουν τα ίδια αναµενό-

µενα κέρδη όταν b→0, ρ→0 ή ρ >> 1. Στις υπόλοιπες περιπτώσεις η PLS υπερέχει της RAC 

κατά 5–15%. 

 

2.5 Σύνοψη 

 

 Στο κεφάλαιο αυτό εξετάσαµε το πρόβληµα του συνδυασµένου ελέγχου αποθεµάτων 

και αποδοχής παραγγελιών σε συστήµατα παραγωγής µίας µηχανής, που παράγουν ένα τύπο 

προϊόντος. Όταν δεν υπάρχουν παραγγελίες το σύστηµα παράγει µέχρι το απόθεµα να φτάσει 

ένα συγκεκριµένο κατώφλι, το απόθεµα βάσης. Κατ’ ένα δυαδικό τρόπο, όταν δεν υπάρχει 

απόθεµα ετοίµων προϊόντων, οι νέες παραγγελίες γίνονται δεκτές εφ’ όσον το πλήθος των 

εκκρεµών παραγγελιών είναι µικρότερο από ένα συγκεκριµένο κατώφλι, το έλλειµµα βάσης, 

διαφορετικά απορρίπτονται ή ικανοποιούνται από υπεργολάβους. Το ζητούµενο σε αυτού του 

είδους τις πολιτικές είναι να εκτιµηθούν οι τιµές των δύο αυτών παραµέτρων που µεγιστο-

ποιούν το αναµενόµενο κέρδος του συστήµατος, το οποίο προκύπτει από τα κέρδη των πω-

λήσεων µείον το κόστος αποθέµατος και το κόστος µη ικανοποιηµένης ζήτησης. 

 Μοντελοποιήσαµε το σύστηµα ως ένα αναµονητικό σύστηµα G/G/1 µε πεπερασµένη 

χωρητικότητα. Μελετήσαµε τη περίπτωση που οι πιθανότητες µόνιµης κατάστασης έχουν 

βαθµωτή γεωµετρική µορφή. Σε αυτή την κατηγορία ανήκουν τα συστήµατα Μ/Μ/1/m και 

άλλα αναµονητικά συστήµατα, που έχουν χρησιµοποιηθεί στο παρελθόν για τη µοντελοποίη-

ση διαφόρων συστηµάτων παραγωγής. Το πρόβληµα της από κοινού εκτίµησης των βέλτι-

στων τιµών, για το απόθεµα βάσης και το έλλειµµα βάσης, αποσυντίθεται σε απλούστερα υ-

ποπροβλήµατα, των οποίων η αντικειµενική συνάρτηση είναι σχεδόν κοίλη. Τα αριθµητικά 

αποτελέσµατα έδειξαν ότι ο συνδυασµένος έλεγχος αποθεµάτων και αποδοχής παραγγελιών 

επιτυγχάνει υψηλότερα κέρδη από τρεις διαδεδοµένες πολιτικές ελέγχου συστηµάτων παρα-

γωγής, µε τις οποίες συγκρίθηκε. 

 Η ιδέα του συνδυασµένου ελέγχου αποθεµάτων και αποδοχής παραγγελιών θα µπορού-

σε να εφαρµοστεί σε συστήµατα παραγωγής µε χρόνους προετοιµασίας και πολλές κατηγορί-

ες πελατών. Σε συστήµατα, που υπάρχει κόστος προετοιµασίας ή χρόνος προετοιµασίας της 

µονάδας παραγωγής, µία ενδιαφέρουσα πολιτική ελέγχου θα ήταν ο συνδυασµός της πολιτι-

κής ελέγχου αποθεµάτων (s, S ) (βλ. π.χ. Iglehart [17] και Sethi and Cheng [30]) και της προ-

τεινόµενης πολιτικής µερικής αποδοχής της µη ικανοποιηµένης ζήτησης. Σε µία πολιτική (s, 
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S ) η µονάδα παραγωγής ξεκινάει να παράγει όταν το απόθεµα ετοίµων προϊόντων πέσει κάτω 

από s και διακόπτει την λειτουργία της όταν το απόθεµα γίνει ίσο µε S (η πολιτική αποθέµα-

τος βάσης µπορεί να θεωρηθεί ως µια πολιτική (S − 1, S)). Ο συνδυασµός της πολιτικής (s, S ) 

µε την PLS, οδηγεί σε µία πολιτική τριών παραµέτρων s, S, και c. Η αύξηση του αριθµού των 

παραµέτρων ελέγχου αυξάνει την πολυπλοκότητα του προβλήµατος και καθιστά την προ-

σπάθεια διερεύνησης των ιδιοτήτων δευτέρου βαθµού της αντικειµενικής συνάρτησης ιδιαί-

τερα δύσκολη υπόθεση. 

 Ο Ha στις εργασίες [12] και [13] µελέτησε συστήµατα µε πολλούς τύπους πελατών, στα 

οποία χρησιµοποιούνται οι πολιτικές CB ή LS για τον έλεγχο της µη ικανοποιηµένης ζήτη-

σης. Κάθε τύπος προϊόντος έχει διαφορετικό µοναδιαίο κέρδος πωλήσεων και µοναδιαίο κό-

στος µη ικανοποιηµένης ζήτησης. Στις εργασίες του πρότεινε πολιτικές τέτοιες ώστε σε κάθε 

τύπο προϊόντος αντιστοιχεί ένα κατώφλι αποθέµατος πάνω από το οποίο είτε γίνεται αποδε-

κτή µία νέα παραγγελία του προϊόντος, αν εφαρµόζεται η πολιτική LS, είτε ικανοποιείται µία 

εκκρεµής παραγγελία αν εφαρµόζεται η CB. Τέτοιου είδους πολιτικές θα µπορούσαν να επε-

κταθούν σε µία παραλλαγή της πολιτικής PLS. 

 Μία άλλη επέκταση των αποτελεσµάτων του παρόντος κεφαλαίου παρουσιάζεται στο 

επόµενο κεφάλαιο, όπου εξετάζουµε δίκτυα παραγωγής µε ελεύθερη γεωµετρία. 
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3 Συνεργαζόµενες Πολιτικές Ελέγχου Αποθεµάτων και 
Αποδοχής Παραγγελιών σε ∆ίκτυα Παραγωγής 
Ελεύθερης Γεωµετρίας 

 

3.1 Εισαγωγή 

 

 Εξετάζουµε το πρόβληµα του συνδυασµένου ελέγχου αποθεµάτων και αποδοχής πα-

ραγγελιών σε δίκτυα παραγωγής τυχαίας γεωµετρίας που παράγουν ένα προϊόν. Ακολουθού-

µε µία απλή πολιτική ελέγχου αποθεµάτων ενός σταδίου. ∆ηλαδή όταν το απόθεµα ετοίµων 

φτάσει ένα όριο, που καλείται απόθεµα βάσης, τότε η παραγωγή διακόπτεται. Στις πολιτικές 

πολλών σταδίων (multi-stage inventory control policies), κάθε µηχανή έχει το δικό της από-

θεµα βάσης. Οι Karaesmen and Dallery [21] αποδεικνύουν ότι σε συστήµατα δύο µηχανών σε 

σειρά, όταν το µοναδιαίο κόστος αποθέµατος είναι το ίδιο για τα δύο στάδια παραγωγής, οι 

πολιτικές ελέγχου ενός σταδίου έχουν την ίδια απόδοση µε τις πολιτικές ελέγχου των αποθε-

µάτων και στα δύο στάδια. Γενικά φαίνεται ότι, όταν το κόστος αποθέµατος είναι ανεξάρτητο 

των σταδίων παραγωγής, οι πολιτικές ελέγχου ενός σταδίου, που είναι απλούστερες, είναι 

εξίσου καλές µε τις πολιτικές ελέγχου πολλών σταδίων. Για τον έλεγχο των παραγγελιών 

χρησιµοποιείται η πολιτική µερικής αποδοχής των εκκρεµών παραγγελιών. Η µαθηµατική 

περιγραφή του συστήµατος πραγµατοποιήθηκε µε τη χρήση της θεωρίας αναµονητικών συ-

στηµάτων. Όπως είδαµε στην εισαγωγή, η θεωρία αναµονητικών συστηµάτων έχει χρησιµο-

ποιηθεί ευρύτατα για τη µοντελοποίηση συστηµάτων παραγωγής. Οι πρώτοι ερευνητές που 

χρησιµοποίησαν τη θεωρία ουρών αναµονής για τη µαθηµατική περιγραφή συστηµάτων πα-

ραγωγής προς αποθήκευση µε πολλές µηχανές ήταν οι Lee and Zipkin [23]. Παρόµοια µοντε-

λοποίηση µε αυτή που χρησιµοποιούµε εδώ παρουσιάζεται από τους Rubio and Wein [29]. 

Τα θεωρητικά αποτελέσµατα του κεφαλαίου αυτού απαντούν και σε ένα ανοικτό πρόβληµα 

που ετέθη από τους δύο τελευταίους ερευνητές. 

 Στην Παράγραφο 3.2 περιγράφεται µαθηµατικά ένα δίκτυο παραγωγής µε µερική απο-

δοχή παραγγελιών. Το σύστηµα µοντελοποιείται µε τη χρήση ενός ισοδύναµου κλειστού δι-

κτύου αναµονής (Κ∆). Εκτιµάται το βέλτιστο απόθεµα βάσης όταν η χωρητικότητα του συ-

στήµατος είναι σταθερή. Επίσης µελετώνται οι ιδιότητες δεύτερης τάξης της συνάρτησης α-

ναµενόµενου κέρδους και αναπτύσσεται αλγόριθµος για τον προσδιορισµό των βέλτιστων 
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παραµέτρων της πολιτικής µερικής αποδοχής παραγγελιών. Στην Παράγραφο 3.3 το εξεταζό-

µενο σύστηµα περιγράφεται µαθηµατικά, όταν εφαρµόζεται η πολιτική τυχαίας αποδοχής πα-

ραγγελιών, µε τη βοήθεια ενός Κ∆. Αναπτύσσεται ένας προσεγγιστικός αλγόριθµος για τον 

προσδιορισµό των βέλτιστων παραµέτρων της προτεινόµενης πολιτικής. Στην Παράγραφο 

3.4 συγκρίνονται οι αποδόσεις των προτεινόµενων πολιτικών PLS και RAC µε αυτές των συ-

νήθως χρησιµοποιούµενων πολιτικών CB και LS για µία γραµµή παραγωγής. Τέλος στην 

Παράγραφο 3.5 παρουσιάζονται τα συµπεράσµατα. 

 

3.2 Μαθηµατική περιγραφή δικτύου παραγωγής µε µερική αποδοχή της µη 
ικανοποιηµένης ζήτησης 

 

 Εξετάζουµε δίκτυα παραγωγής που παράγουν ένα προϊόν. Το µέτρο απόδοσης του συ-

στήµατος είναι και πάλι το µέσο κέρδος ανά µονάδα χρόνου για άπειρο χρονικό ορίζοντα λει-

τουργίας του συστήµατος. Όπως έχουµε ήδη αναφέρει στο Κεφάλαιο 2, το κέρδος είναι το 

κέρδος πωλήσεων των προϊόντων µείον το κόστος αποθέµατος και το κόστος εκκρεµών πα-

ραγγελιών, ήτοι 

J = pΤΗ− hH − bB 

όπου TH είναι ο µέσος ρυθµός παραγωγής του δικτύου, H είναι το µέσο συνολικό απόθεµα 

και B είναι το µέσο πλήθος εκκρεµών παραγγελιών, ενώ p, h και b είναι τα αντίστοιχα µονα-

διαία κέρδη ή κόστη όπως έχουν οριστεί στο προηγούµενο κεφάλαιο. Εδώ πρέπει να σηµειώ-

σουµε, ότι το µοναδιαίο κόστος αποθέµατος είναι το ίδιο σε όλους τα στάδια της παραγωγής. 

Υπάρχουν βέβαια περιπτώσεις που αυτή η υπόθεση δεν ισχύει. Μια τέτοια περίπτωση αποτε-

λούν για παράδειγµα οι βιοµηχανίες παγωτού. Η πρώτη ύλη συνήθως είναι γάλα σκόνη, που 

δεν έχει ιδιαίτερες απαιτήσεις για τη συντήρηση της, ενώ το τελικό προϊόν πρέπει να διατη-

ρηθεί σε πολύ χαµηλές θερµοκρασίες και συνεπώς απαιτείται επιπλέον κόστος για την ψύξη 

του αποθέµατος ετοίµων προϊόντων. Αντιθέτως, στη βιοµηχανία κονσερβοποίησης αγροτι-

κών προϊόντων, οι πρώτες ύλες (φρούτα, λαχανικά) είναι πιο ευπαθείς από τα τελικά προϊό-

ντα (κονσέρβες) τα οποία έχουν µακρά διάρκεια ζωής και συνεπώς µικρότερο κόστος συντή-

ρησης. 

 Για το σύστηµα που εξετάζουµε υποθέτουµε ότι το κόστος συντήρησης, αν υπάρχει, 

είναι ίσο για όλα τα στάδια παραγωγής ή είναι αµελητέο σε σχέση µε το χρηµατοοικονοµικό 
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κόστος αποθέµατος (κόστος αγοράς πρώτων υλών) που είναι ανεξάρτητο του σταδίου. Συνε-

πώς ο ρυθµός κόστους αποθέµατος ανά κοµµάτι είναι σταθερός σε κάθε στάδιο της κατεργα-

σίας και  το συνολικό κόστος αποθέµατος εξαρτάται µόνο από το µέσο απόθεµα Η σε όλο το 

σύστηµα. Μία ακόµη παραδοχή που κάνουµε είναι ότι µία µονάδα προϊόντος προκύπτει από 

µία µονάδα πρώτης ύλης. Με άλλα λόγια, υποθέτουµε ότι το τελικό προϊόν δεν προκύπτει 

από τη συναρµολόγηση πρώτων υλών ή ηµιτελών κοµµατιών. Στο επόµενο κεφάλαιο θα εξε-

τάσουµε συστήµατα παραγωγής µε οµαδική ζήτηση και µηχανές που παράγουν κατά παρτί-

δες. Αυτή η επέκταση επιτρέπει την ανάλυση αρκετών συστηµάτων συναρµολόγησης (as-

sembly systems). Για παράδειγµα, αν το τελικό προϊόν προκύπτει από την συναρµολόγηση 

δύο κοµµατιών, τότε µπορούµε να θεωρήσουµε ότι σε κάθε κύκλο παραγωγής η µηχανή που 

συναρµολογεί παράγει µία παρτίδα δύο κοµµατιών και σε κάθε παραγγελία που γίνεται δεκτή 

αντιστοιχούν δύο εικονικά προϊόντα που αντιστοιχούν σε µία µονάδα τελικού προϊόντος. 

 Σε αυτή την παράγραφο παρέχονται µαθηµατικές εκφράσεις για τα TH, H και B. Ο τύ-

πος των συστηµάτων παραγωγής που εξετάζονται εδώ παρουσιάζεται στο Σχ. 3.1. Το εν λόγω 

σύστηµα αποτελείται από µία µονάδα παραγωγής µε πολλές µηχανές και ενδιάµεσες αποθή-

κες, µια τυχαία διαδικασία ζήτησης και τρεις εξωτερικές αποθήκες (συµβολίζονται στο Σχ. 

3.1 µε µεγάλους κύκλους): µία αποθήκη πρώτων υλών, µία αποθήκη ετοίµων προϊόντων και 

µία εικονική αποθήκη εκκρεµών παραγγελιών, η οποία καταγράφει όλες τις παραγγελίες, που 

βρίσκονται σε αναµονή.  

 

 Μονάδα παραγωγής 

Ζήτηση, 
λ Με την αποδοχή µίας παραγγελίες, εισάγεται µία 

νέα πρώτη ύλη στην αποθήκη πρώτων υλών 

Πρώτες 
ύλες 

 

Πωλήσεις
M1 

 M2 p12 

 Mi 

pij 

 Mj 

 MN 

Εκκρεµείς 
Παραγγελίες, 

nΒ

Έτοιµα 
προϊόντα, 

nF

 

 
Σχήµα 3.1. Σύστηµα παραγωγής 

 

 Οι χρόνοι µεταξύ διαδοχικών αφίξεων πελατών είναι ανεξάρτητες, εκθετικά κατανεµη-

µένες τυχαίες µεταβλητές µε αναµενόµενη τιµή 1/λ και κάθε πελάτης ζητάει µία µονάδα 

προϊόντος. Σχετικά µε τη µονάδα παραγωγής έχει γίνει η παραδοχή ότι µοντελοποιείται ως 

ένα αναµονητικό δίκτυο τύπου Jackson, µε Ν κόµβους i = 1, 2,…, N. Κάθε κόµβος i αποτε-
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λείται από µία αποθήκη και µία µηχανή Mi, που τροφοδοτείται από την αποθήκη. Τα προϊό-

ντα που αναχωρούν από τη µηχανή Mi, αποστέλλονται στην αποθήκη της µηχανής Mj, για την 

επόµενη κατεργασία, µε πιθανότητα pij. Οι χρόνοι κατεργασίας κάθε µηχανής Mi είναι ανε-

ξάρτητες, εκθετικά κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές µε αναµενόµενη τιµή 1/µi. Η µηχανή 

M1 εκτελεί την πρώτη κατεργασία και η µηχανή MΝ παράγει τα έτοιµα προϊόντα. Στο επόµενο 

κεφάλαιο θα εξετάσουµε συστήµατα µε γενικότερες κατανοµές χρόνων αφίξεων και κατερ-

γασιών. 

 Ό έλεγχος των αποθεµάτων και των παραγγελιών πραγµατοποιείται µε βάση τους πα-

ρακάτω κανόνες: 

 (α) Όταν αρχίζει η λειτουργία του συστήµατος υπάρχουν στην αποθήκη πρώτων υλών s 

κοµµάτια από τα οποία θα προκύψουν s τελικά προϊόντα. Η ποσότητα αυτή αναφέρεται ως 

απόθεµα βάσης. Οι πρώτες ύλες ξεκινούν την επεξεργασία τους από τη µηχανή M1 και στη 

συνέχεια µεταφέρονται σε άλλες µηχανές της µονάδας παραγωγής σύµφωνα µε τις πιθανότη-

τες µετάβασης pij. 

 (β) Όταν αφιχθεί ένας πελάτης η παραγγελία του γίνεται αποδεκτή ή απορρίπτεται ανά-

λογα µε τον αριθµό των εκκρεµών παραγγελιών. Αν εκκρεµούν c παραγγελίες η νέα παραγ-

γελία είτε απορρίπτεται είτε ικανοποιείται από υπεργολάβους. Το c είναι το έλλειµµα βάσης. 

Μία αφικνούµενη παραγγελία που βρίσκει στην εικονική αποθήκη λιγότερες από c εκκρεµείς 

παραγγελίες γίνεται αµέσως δεκτή και αυτοµάτως µία µονάδα πρώτης ύλης εισέρχεται στην 

αποθήκη πρώτων υλών, από την οποία θα προκύψει µια µονάδα προϊόντος για να ικανοποιη-

θεί η παραγγελία που έφθασε. 

 (γ) Όταν στο σύστηµα υπάρχουν τουλάχιστον ένα έτοιµο προϊόν και τουλάχιστον µία 

παραγγελία που εκκρεµεί, τότε το προϊόν πωλείται χωρίς καθυστέρηση στον πελάτη που πε-

ριµένει. Συνεπώς, δεν είναι δυνατόν να υπάρχουν συγχρόνως  αποθέµατα και στην αποθήκη 

ετοίµων προϊόντων και στην αποθήκη εκκρεµών παραγγελιών. 

 Ας υποτεθεί ότι σε κάποια χρονική στιγµή το πλήθος των προϊόντων στον κόµβο i (α-

ποθήκη και µηχανή Mi) είναι ni, i = 1, 2,…, N, το πλήθος των ετοίµων προϊόντων είναι nF και 

εκκρεµούν nB παραγγελίες. Αφού οι χρόνοι αφίξεων πελατών και οι χρόνοι κατεργασιών εί-

ναι ανεξάρτητες, εκθετικά κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές, η εξέλιξη του συστήµατος εί-

ναι ανεξάρτητη των παλαιοτέρων καταστάσεων και εξαρτάται µόνο από την τρέχουσα κατά-

σταση του συστήµατος (nF, nB; ni, i = 1,…,N). Συνεπώς το σύστηµα µπορεί να περιγραφεί 

από µία αλυσίδα Markov. Στη συνέχεια θα δειχθεί ότι το σύστηµα παραγωγής είναι ισοδύνα-
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µο µε ένα κλειστό δίκτυο αναµονής µε N + 1 κόµβους.  

 Ο συνολικός αριθµός κοµµατιών (έτοιµα προϊόντα + πρώτες ύλες + ηµιτελή κοµµάτια) 

στο σύστηµα δίνεται από τη σχέση 

nH =nF + ∑
=

N

i
in

1
 

Μία εναλλακτική σχέση για το nH µπορεί να προκύψει από την εξίσωση διατήρησης της ροής 

του συστήµατος: 

 nH = (αρχικό απόθεµα, s) + (πλήθος εισερχόµενων πρώτων υλών) − (αθροιστικές πωλήσεις) 

Από τους κανόνες λειτουργίας του συστήµατος είναι γνωστό ότι, όταν γίνει αποδεκτή µία πα-

ραγγελία εισάγεται µία νέα πρώτη ύλη στην αποθήκη πρώτων υλών (κανόνας (β)) και όταν 

ολοκληρώνεται µία πώληση αναχωρούν από το σύστηµα µία παραγγελία και ένα έτοιµο 

προϊόν (κανόνας (γ)). ∆ηλαδή  

(πλήθος εισερχόµενων πρώτων υλών) − (αθροιστικές πωλήσεις) = nB 

και συνεπώς ισχύει ότι 

nH = s + nB 

 Για να διευκολυνθεί η ανάλυση του συστήµατος παραγωγής, χρησιµοποιείται το ισοδύ-

ναµο κλειστό δίκτυο αναµονής (Κ∆) του Σχ. 3.2. Το παραπάνω Κ∆ έχει ένα σταθερό συνολι-

κό πλήθος προϊόντων m = s + c και η λειτουργία του είναι παρόµοια µε αυτή του αρχικού συ-

στήµατος παραγωγής. Το δίκτυο αυτό αποτελείται από τους i = 1, 2,…, N κόµβους της αρχι-

κής µονάδας παραγωγής και έναν επιπλέον κόµβο 0, που αποτελείται από µία εικονική µηχα-

νή M0 και µία εικονική αποθήκη B0. Οι κόµβοι i = 1, 2,…, N έχουν το ίδιο πλήθος προϊόντων 

ni, και τους ίδιους ρυθµούς κατεργασιών µi που έχουν οι κόµβοι της µονάδας παραγωγής. Η 

µηχανή M0 αντιστοιχεί στην ζήτηση του αρχικού συστήµατος και συνεπώς οι χρόνοι κατερ-

γασιών είναι ίδιοι µε τους ενδοαφιξιακούς χρόνους του συστήµατος παραγωγής. ∆ηλαδή ο 

µέσος ρυθµός κατεργασιών της M0 είναι µ0 = λ. 

 Αποµένει να εξεταστεί µε ποιο τρόπο οι µεταβλητές nF, nΒ και nH, του αρχικού συστή-

µατος αντιστοιχούν στη µεταβλητή κατάστασης n0, της εικονικής αποθήκης B0. Οι αντιστοι-

χίες παρουσιάζονται στον Πίνακα 3.1. 
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Ζήτηση =  
εικονική µηχανή 

M0 

 

Πρώτες 
ύλες M1 

 
p12

 Mi 

pij 
 MN

M2
 Mj 

Εικονική 
αποθήκη 

B0
 

Σχήµα 3.2. Ισοδύναµο κλειστό δίκτυο αναµονής 

 

Πίνακας 3.1. Αντιστοιχία µεταξύ του αρχικού συστήµατος και του ισοδύναµου Κ∆ 

Αν nF 
είναι  

και nB 
είναι τότε το συνολικό πλήθος nH των προϊό-

ντων στο αρχικό σύστηµα είναι 
και το n0 στο ισοδύναµο Κ∆ 

είναι 
0 0  s c 
1 0  s c+1 

… …  … … 
s 0  s s+c = m 
0 1  s+1 c−1 

… …  … … 
0 c  s+c = m 0 

 

 Στη συνέχεια παρέχονται µαθηµατικές εκφράσεις για τα TH, H, και B χρησιµοποιώντας 

τις πιθανότητες µετάβασης pij και τους ρυθµούς κατεργασιών µi των µηχανών. Με Π συµβο-

λίζεται ο πίνακας των πιθανοτήτων µετάβασης, Π = [pij] και U = [U0 U1 … UN] οποιαδήποτε 

µη αρνητική λύση του συστήµατος γραµµικών εξισώσεων U = Π. Για παράδειγµα µπορεί κα-

νείς να θέσει U0 = 1 και να λύσει το σύστηµα εξισώσεων για τα υπόλοιπα στοιχεία του δια-

νύσµατος U. Τότε στη µόνιµη κατάσταση η πιθανότητα το ισοδύναµο σύστηµα να βρίσκεται 

στην κατάσταση (n0, …, nN) δίδεται από (βλ. Buzen [8]) 

 P(n0, …, nN) = ∏
=








N

i iii

n
i

n
U

mG

i

0 )((1)...)(
1

µµ
 (3.1) 

όπου 

G(m) = ∑ ∏
=++ =


















mnn

N

i iii

n
i

N

i

n
U

... 00
)((1)...µµ

 

είναι µία σταθερά κανονικοποίησης, η οποία επιλέγεται έτσι ώστε το άθροισµα όλων των πι-

θανοτήτων να είναι ίσο µε τη µονάδα και µi(n) είναι ο µέσος ρυθµός παραγωγής του κόµβου i 

όταν υπάρχουν n > 0 προϊόντα στον κόµβο. Για το σύστηµα υπό εξέταση µi(n) = µi, οπότε η 

(3.1) γίνεται 
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 P(n0, …, nN) = 
inN

i i

iU
mG ∏

=









0)(
1

µ
 (3.2) 

Ο µέσος ρυθµός παραγωγής του συστήµατος είναι ίσος µε το µέσο ρυθµό αποδοχής παραγγε-

λιών, και δίδεται από τη σχέση (Yao and Buzacott [43]) 

TH = µ0 P(n0 > 0) = U0
)(

)1(
mG

mG −  

Με τη βοήθεια του Πίνακα 3.1 εκφράζονται µαθηµατικά το µέσο συνολικό απόθεµα H και το 

µέσο πλήθος εκκρεµών παραγγελιών B ως εξής 

 H =∆  E [nH ] = sP(n0 ≥ c) + (s+1)P(n0 = c−1) +…+ mP(n0 = 0) (3.3) 

 B =∆  E [nB ] = 1P(n0 = c−1) + 2P(n0 = c−2) +…+ cP(n0 = 0) (3.4) 

Οι παραπάνω εκφράσεις χρησιµοποιούν πιθανότητες της µεταβλητής κατάστασης του συ-

στήµατος n0, που υπολογίζονται από τις πιθανότητες µόνιµης κατάστασης του συστήµατος 

P(n0, …, nN). Από την Εξ. (3.2) προκύπτει  

 P(n0) = ∑∑ ∑
1 2

),  ,( 0
n n n

N
N

nnP KK  = 0
0

00

)(
)( n

mG
nmG ρ−  (3.5) 

όπου ρ0 = U0/µ0 = U0/λ. Το G0(m) είναι η σταθερά κανονικοποίησης ενός νέου Κ∆ που προ-

κύπτει αφαιρώντας από το Κ∆ του Σχ. 3.2 τον κόµβο 0 και στέλνοντας όλα τα κοµµάτια που 

εξέρχονται από την MN πίσω στην αποθήκη πρώτων υλών, ήτοι για pN1 = 1. 

 Έχοντας αναλυτικές εκφράσεις για τα διάφορα µέτρα απόδοσης και κόστη του συστή-

µατος είναι δυνατό να εξεταστεί το πρόβληµα µεγιστοποίησης του αναµενόµενου κέρδους 

του συστήµατος J(s, m) = pTH − hH − bB. Τώρα θέτουµε c = m−s στις Εξ. (3.3) και (3.4) και 

επιλέγουµε, αφού υπάρχει ένας βαθµός ελευθερίας, U0 = λ και ρ0 = 1. Με λίγη άλγεβρα προ-

κύπτει 

 J(s, m) = ))((
)(

)1( smbhhs
mG

mGp −+−−
−λ  

                                               +
)(

)1()()(
mG

mGsGbh −++
+

K  (3.6) 

 Εφόσον το πρόβληµα βελτιστοποίησης είναι δισδιάστατο το επιλύουµε σταδιακά. Πρώ-

τα µεγιστοποιείται η J(s, m) ως προς το s για κάθε σταθερή τιµή του m και στη συνέχεια ανα-

ζητείται η βέλτιστη τιµή του m. Για σταθερό m αναζητείται η τιµή sm του s, που ικανοποιεί 
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συγχρόνως τις ακόλουθες ανισότητες 

   J(sm, m) ≥ J(s', m), για κάθε s' τέτοιο ώστε 0 ≤ s' < sm 

   J(sm, m) > J(s', m), για κάθε s' τέτοιο ώστε s' > sm 

Το ακόλουθο θεώρηµα παρέχει δύο εναλλακτικούς τρόπους για τον προσδιορισµό του sm. 

 

Θεώρηµα 3.1. (α) Η συνάρτηση J(s, m) είναι κοίλη ως προς το s αν το m είναι σταθερό και 

λαµβάνει τη µέγιστη τιµή της στο σηµείο sm, που ικανοποιεί την παρακάτω συνθήκη 

 
)(
)(

)(
)1(

mG
sG

bh
b

mG
sG mm <

+
≤

−  (3.7) 

(β) Επιπλέον ισχύει ότι sm ≤ sm+1 ≤ sm+1. 

 

Απόδειξη 

 Έστω ότι m είναι σταθερό. Αφού το TH εξαρτάται µόνο από το m, αρκεί να δειχθεί ότι 

η συνάρτηση κόστους  

Cs =∆  hHs + bBs 

είναι κυρτή, όπου Hs και Bs είναι το µέσο απόθεµα και το µέσο πλήθος εκκρεµών παραγγε-

λιών συναρτήσει του s. Θέτοντας c = m − s στις Εξ. (3.3) και (3.4), µετά από λίγη άλγεβρα 

προκύπτει ότι 

Cs = hs + (h+b)[1P(n0 = m−s−1) + 2P(n0 = m−s−2) +…+ (m−s)P(n0 = 0)] 

Όµοια προκύπτει ότι 

Cs+1 = h(s+1) + (h+b)[1P(n0 = m−s−2) + 2P(n0 = m−s−3) +…+ (m−s−1)P(n0 = 0)] 

           = Cs + h − (h+b)P(n0 ≤ m−s−1) (3.8) 

Cs−1 = h(s−1) + (h+b)[1P(n0 = m−s) + 2P(n0 = m−s−1) +…+ (m−s+1)P(n0 = 0)] 

             = Cs − h + (h+b)P(n0 ≤ m−s) (3.9) 

Συνδυάζοντας τις παραπάνω εξισώσεις καταλήγουµε στη σχέση 

Cs+1 + Cs−1 = 2Js + (h+b)P(n0 = m−s) ≥ 2Cs 

Η αντικατάσταση του s µε s ± 1, s ± 2, ..., στην παραπάνω ανισότητα οδηγεί στη σχέση 
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Cs+i + Cs−i ≥ 2Cs 

για κάθε s και i ≤ s, που λόγω του Λήµµατος 1 των Anantharam and Tsoucas [4] συνεπάγεται 

ότι η Cs είναι κυρτή. 

 Για να είναι το s βέλτιστο όταν το m είναι σταθερό πρέπει να ικανοποιούνται οι ακό-

λουθες ανισότητες συγχρόνως 

 Cs ≥ Cs+1 (3.10) 

 Cs > Cs−1 (3.11) 

 Η ανισότητα (3.10), χρησιµοποιώντας την Εξ. (3.8), γίνεται 

Cs − Cs+1 = (h+b)P(n0 ≤ m−s−1) – h > 0 

που τελικά οδηγεί 

bh
b
+

 > P(n0 > m−s−1) 

Με τη βοήθεια της Εξ. (3.5) και την ιδιότητα 

 G(m) = G(m – 1)ρ0 + G0(m) = G(m – 1) + G0(m) (3.12) 

αφού ρ0 = 1, η προηγούµενη ανισότητα µετά από λίγη άλγεβρα γίνεται 

)(
)1(

mG
sG

bh
b −

≥
+

 

Με παρόµοιο τρόπο η ανισότητα (3.11) δίδει 

)(
)(

mG
sG

bh
b

<
+

 

Έτσι ολοκληρώνεται η απόδειξη των ανισοτήτων (3.7). 

 Στο δεύτερο µέρος του Θεωρήµατος 3.1 ισχυριζόµαστε ότι sm ≤ sm+1 ≤ sm + 1. Αρκεί, 

προς τούτο, να αποδείξουµε ότι G(sm−1)/G(m+1) ≤ b/(h+b) < G(sm+1)/G(m+1). Από το αρι-

στερό σκέλος της ανισότητας (3.7) προκύπτει ότι 

)1(
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)1(
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++
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+ mG
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mGmG
sG
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Επειδή ο µέσος ρυθµός παραγωγής ΤΗ του Κ∆ είναι αύξουσα συνάρτηση ως προς m 

(Shanthikumar and Yao [31]) και sm ≤ m, συνεπάγεται ότι 
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TH(sm+1) =
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Από την παραπάνω ανισότητα και το αριστερό σκέλος της (3.7) προκύπτει ότι 

 
)1(
)1(

)(
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+
+

≤<
+ mG

sG
mG
sG

bh
b mm  (3.13) 

και η απόδειξη του Θεωρήµατος 3.1 ολοκληρώνεται. ΟΕ∆ 

 

 Το Θεώρηµα 3.1(β) προσφέρει έναν εναλλακτικό τρόπο προσδιορισµού του βέλτιστου 

αποθέµατος βάσης για κάθε τιµή του m. Αν sm είναι το βέλτιστο απόθεµα βάσης όταν η χω-

ρητικότητα του συστήµατος είναι m, τότε το sm+1 είναι µία από τις δύο τιµές s = sm ή sm + 1 

που δίνει το µεγαλύτερο µέσο κέρδος . 

 Έχοντας υπολογίσει τη βέλτιστη τιµή του αποθέµατος βάσης sm για κάθε τιµή της χω-

ρητικότητας του συστήµατος m, η συνάρτηση αναµενόµενου κέρδους J(sm, m) µπορεί να µε-

γιστοποιηθεί ως προς m, όπου m = {0, 1, …}. Προφανώς όταν το m = 0 το σύστηµα δε λει-

τουργεί και συνεπώς s0 = 0 και J(0, 0) = 0. Αν η τιµή maxm>0J(sm, m) είναι µεγαλύτερη από 

την J(0, 0) το σύστηµα είναι κερδοφόρο, διαφορετικά είναι ασύµφορη η λειτουργία του. Σε 

προβλήµατα βελτιστοποίησης είναι πολύ σηµαντικό να υπάρχει ένα ολικό βέλτιστο και όχι 

πολλά τοπικά ακρότατα. Στη δεύτερη περίπτωση οι υπάρχοντες αλγόριθµοι βελτιστοποίησης 

δεν παρέχουν καµία εγγύηση ότι η λύση, στην οποία καταλήγουν, είναι το ολικό βέλτιστο. 

Μία συνάρτηση που είναι σχεδόν κοίλη (ή κυρτή) αποδεικνύεται ότι έχει ένα ολικό ακρότα-

το. Το θεώρηµα που παρουσιάζεται στη συνέχεια εξετάζει τις προϋποθέσεις υπό τις οποίες η 

συνάρτηση αναµενόµενου κέρδους είναι σχεδόν κοίλη και προσφέρει τα θεωρητικά εργαλεία 

για την ανάπτυξη ενός αλγόριθµου ολικής βελτιστοποίησης. 

 

Θεώρηµα 3.2. Έστω ένα σηµείο m τέτοιο ώστε  

J(sm, m) ≥ J(sm+1, m + 1) 

και 
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τότε J(sk+1, k + 1) ≥ J(sk+2, k + 2) για κάθε k ≥ m. 

 

Απόδειξη 

 Έστω ότι sm = s και J(sm, m) ≥ J(sm+1, m+1). Θα δείξουµε ότι αν ικανοποιείται η συνθή-

κη (3.14) τότε J(sm+1, m+1) ≥ J(sm+2, m+2). Από το Θεώρηµα 3.1(β) συνεπάγεται ότι αρκεί να 

εξεταστούν τέσσερις συνδυασµοί των sm+1 και sm+2, όπου sm+1 = sm, sm+1 και 

sm+2 = sm+1, sm+1+1. Για απλούστευση στο συµβολισµό ορίζουµε s =∆ sm. 

 Περίπτωση Α: sm+1 = sm+2 = s. Από την Εξ. (3.6) προκύπτει ότι 
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Στη συνέχεια η J(s, m) εκφράζεται ως συνάρτηση της J(s, m+1). Χρησιµοποιώντας την ιδιό-

τητα (3.12) καταλήγουµε στην ακόλουθη εξίσωση 
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και συνεπώς 

  J(s, m) − J(s, m+1) = 
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όπου 
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F(s, m) = )1)((
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Με παρόµοιο τρόπο είναι δυνατό να εκφραστεί η J(s, m+1) σαν συνάρτηση της J(s, m+2) και 

µετά από λίγη άλγεβρα οδηγούµαστε στο 

J(s, m+1) − J(s, m+2) = 
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Αφού J(s, m) ≥ J(s, m+1), η F(s, m) είναι µεγαλύτερη ή ίση του µηδενός. Εάν η J(s, m+2) ή-

ταν µεγαλύτερη από την J(s, m+1) θα έπρεπε να είναι 

J(s, m+2) + hs + (h + b)(m – s + 1) + b > J(s, m+1) + hs + (h + b)(m – s + 1) 

Τότε από τη συνθήκη (3.14) προκύπτει ότι F(s, m+1) > F(s, m) ≥ 0 και συνεπώς 

J(s, m+1) − J(s, m+2) = )1,(
)(

)1(0 +
+ msF

mG
mG

> 0 

που είναι άτοπο. Συνεπώς J(s, m+1) ≥ J(s, m+2). 

 Περίπτωση Β: sm+1 = s και sm+2 = s+1. Θα δείξουµε ότι αν J(s, m) ≥ J(s, m+1) και η 

συνθήκη (3.14) ικανοποιείται τότε J(s, m+1) ≥ J(s+1, m+2). Ισχύει ότι 
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Τότε 
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Ας υποτεθεί ότι J(s, m+1) − J(s+1, m+2) < 0, ήτοι 
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Θα αποδείξουµε ότι αυτή η ανισότητα δεν είναι αληθής. Εφόσον sm+1 = s η ανισότητα (3.7) 

συνεπάγεται ότι (h + b)G(s)/G(m + 1) – b > 0. Συνεπώς, αν ήταν αληθής η υπόθεση 

J(s, m+1) − J(s+1, m+2) < 0 θα έπρεπε η παράσταση F(s+1, m+1)G0(m+2)/G(m+1) να είναι 

αρνητική και επίσης κατ’ απόλυτη τιµή µεγαλύτερη από (h + b)G(s)/G(m + 1) – b. Εξ υποθέ-

σεως ισχύει ότι J(s, m) − J(s, m+1) ≥ 0 που οδηγεί 

F(s, m) = 0)1)((
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)()1,(
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0 ≥+−+++
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−+ smbhhs
mG

mGpmsJ λ  

Τότε όµως αν J(s, m+1) < J(s+1, m+2), και αφού η συνθήκη (3.14) ικανοποιείται, θα έπρεπε  
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mGpmsJmsF λ  
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−+> smbhhs
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mGpmsJ λ  

                                 = F(s, m) ≥ 0 

που είναι άτοπο και συνεπώς ισχύει ότι J(s, m+1) ≥ J(s+1, m+2). 

 Περίπτωση Γ: sm+1 = s+1 and sm+2 = s+1. Τότε έχουµε ότι  
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J(s, m) − J(s+1, m+1) = J(s, m) − J(s, m+1) + J(s, m+1) − J(s+1, m+1) ≥ 0 

Από την Εξ. (3.8) αντικαθιστώντας το s µε s + 1 και επειδή sm+1 = s+1, µετά από λίγη άλγε-

βρα προκύπτει 

J(s, m+1) − J(s+1, m+1) = (h+b)G(s)/G(m+1) − b ≤ 0 

Συνδυάζοντας το παραπάνω αποτέλεσµα και την Εξ. (3.16) η διαφορά J(s, m) − J(s+1, m+1) 

γίνεται 

J(s, m) − J(s+1, m+1) = ),(
)(
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sGbh +
+−

+
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Αντικαθιστώντας το s µε s + 1 και το m µε m + 1 στην Εξ. (3.16) προκύπτει η ακόλουθη έκ-

φραση της διαφοράς J(s+1, m+1) − J(s+1, m+2) 

J(s+1, m+1) − J(s+1, m+2) = )1,1(
)1(
)2(0 ++

+
+ msF

mG
mG  

Αφού ισχύει ότι J(s, m+1) − J(s+1, m+1) ≤ 0 και η διαφορά J(s, m) − J(s+1, m+1) είναι µη 

αρνητική, πρέπει η διαφορά J(s, m+1) − J(s, m+1) να είναι µη αρνητική. Αυτό σηµαίνει ότι 

F(s, m) ≥ 0. Ας υποτεθεί ότι J(s+1, m+1) < J(s+1, m+2). ∆εδοµένου ότι J(s, m+1) ≤ 

J(s+1, m+1) θα πρέπει να ισχύει, λόγω της προηγούµενης υπόθεσης, ότι J(s, m+1) < 

J(s+1, m+2). Αυτή η ανισότητα σε συνδυασµό µε την συνθήκη (3.14) µας οδηγεί στο παρα-

κάτω αποτέλεσµα 
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                               = F(s, m) ≥ 0 

Αυτό συνεπάγεται ότι J(s+1, m+1) − J(s+1, m+2) > 0, που είναι βέβαια άτοπο και σηµαίνει 

ότι η υπόθεση J(s+1, m+1) − J(s+1, m+2) < 0 είναι εσφαλµένη. 

 Περίπτωση ∆: sm+1 = s+1 and sm+2 = s+2. Όµοια µε τις προηγούµενες περιπτώσεις η 

διαφορά J(s, m) − J(s+1, m+1) γίνεται 

J(s, m) − J(s+1, m+1) = 

 ++
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                                                 ≥ 0 

Ας υποτεθεί ότι J(s+1, m+1) − J(s+2, m+2) < 0. Αντικαθιστώντας το s µε s + 1 και το m µε 

m + 1 στην Εξ. (3.17) προκύπτει ότι 

       J(s+1, m+1) − J(s+2, m+2) )1,2(
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                                                   < 0 

Από την ανισότητα (3.7) µιας και sm+1 = s+1 ισχύει ότι (h + b)G(s+1)/G(m+1) – b > 0 και συ-

νεπώς πρέπει να είναι F(s+2, m+1) < 0. Η συνθήκη (3.14) σε συνδυασµό µε την υπόθεση ότι 

J(s+1, m+1) < J(s+2, m+2) οδηγεί στο 

F(s+2, m+1) = ))(()2(
)2(
)1()2,2(
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−++> λ = F(s+1, m) (3.19) 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί ο µέσος ρυθµός παραγωγής ενός Κ∆ είναι αύξουσα συνάρτηση του 

m. Η ιδιότητα αυτή σε συνδυασµό µε την Εξ. (3.12) οδηγεί στο 
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Από τις ανισότητες (3.19) και (3.20) προκύπτει ότι 
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Χρησιµοποιώντας τη σχέση G(s)/G(m) ≤ G(s+1)/G(m+1) (ανισότητα (3.13)), η ανισότητα 

(3.21) γράφεται 
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                                                    = J(s, m) − J(s+1, m+1) ≥ 0 

Για µία ακόµη φορά οδηγούµαστε σε άτοπο, γεγονός που αποδεικνύει ότι 

J(s+1, m+1) ≥ J(s+2, m+2). 

 Έτσι αποδείξαµε ότι αν J(sm, m) ≥ J(sm+1, m+1) και η συνθήκη (3.14) ικανοποιείται τότε 

J(sm+1, m+1) ≥ J(sm+2, m+2). Έστω το Κ∆ που προκύπτει µετά την αφαίρεση του κόµβου 0. 

Έχουµε δει ότι ο ρυθµός παραγωγής ενός Κ∆ είναι αύξουσα και κοίλη συνάρτηση ως προς m. 

Αυτό σηµαίνει ότι η συνάρτηση G0(m − 1)/G0(m) είναι επίσης αύξουσα και κοίλη ως προς m. 

Από αυτό συνεπάγεται ότι, αν η συνθήκη (3.14) ικανοποιείται για κάποια τιµή της χωρητικό-

τητας του συστήµατος m, τότε ικανοποιείται και για κάθε k ≥ m. Αφού η συνθήκη (3.14) ικα-

νοποιείται για κάθε k ≥ m µπορούµε, µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο που αποδείξαµε ότι 

J(sm+1, m+1) ≥ J(sm+2, m+2), να αποδείξουµε ότι J(sm+2, m+2) ≥ J(sm+3, m+3) και, επαγωγικά, 

J(sk+1, k+1) ≥ J(sk+2, k+2) για κάθε k ≥ m. 

 ΟΕ∆ 

 

 Το προηγούµενο θεώρηµα δεν εγγυάται πάντα ότι η J(sm, m) είναι σχεδόν κοίλη. Για να 

ισχύει αυτή η ιδιότητα πρέπει η συνθήκη (3.14) να ικανοποιείται από το πρώτο σηµείο m, που 

η J(sm, m) γίνεται φθίνουσα, γεγονός που δεν συµβαίνει πάντα. Ακόµη κι έτσι όµως το Θεώ-

ρηµα 3.2 προσφέρει µία ικανοποιητική συνθήκη τερµατισµού της αναζήτησης του βέλτιστου 

m. Η χωρητικότητα του συστήµατος που µεγιστοποιεί το αναµενόµενο κέρδος δεν µπορεί να 

είναι µεγαλύτερη από το m για το οποίο ικανοποιούνται πρώτη φορά οι συνθήκες του Θεω-

ρήµατος 3.2. Εδώ πρέπει να σηµειωθεί ότι, σε όλα τα αριθµητικά παραδείγµατα που εξετά-

στηκαν, η J(sm, m) ήταν σχεδόν κοίλη ως προς m ανεξαρτήτως της συνθήκης (3.14). 

 Με βάση το Θεώρηµα 3.2 αναπτύσσουµε τον αλγόριθµο αναζήτησης των βέλτιστων 

παραµέτρων (s*, m*) της πολιτικής PLS που περιγράφεται στη συνέχεια. 

 

Βήµα 1. Θέσε m* = m = 0, s* = sm = 0 and J*= J(sm, m) = 0. 

Βήµα 2. Θέσε m = m + 1. 

Βήµα 3. Υπολόγισε τις τιµές των J(sm–1, m) και J(sm–1 + 1, m). Αν J(sm–1, m) ≥ 
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J(sm–1 + 1, m), τότε θέσε sm = sm–1, αλλιώς θέσε sm = sm–1 + 1. 

Βήµα 4. Αν J(sm, m) > J*, ενηµέρωσε το µέχρι στιγµής βέλτιστο σχέδιο. ∆ηλαδή θέσε 

J* = J(sm, m), m* = m, s* = s, c* = m − s*, διαφορετικά αν ισχύει η συνθήκη (3.14) 

σταµάτα ενώ αν δεν ικανοποιείται πήγαινε στο Βήµα 2. 

 

 Όταν c = 0 η PLS εκφυλίζεται στην πολιτική LS. Στην περίπτωση αυτή η συνάρτηση 

αναµενόµενου κέρδους απλοποιείται ως ακολούθως 

JLS (m) = hm
mG

mGp −
−
)(

)1(λ  

που είναι κοίλη αφού ο µέσος ρυθµός παραγωγής του Κ∆ του Σχ. 3.2 είναι κοίλη συνάρτηση 

του m (βλ. Shanthikumar and Yao [31]). 

 

3.3 Μαθηµατική περιγραφή δικτύου παραγωγής µε τυχαία αποδοχή της µη 
ικανοποιηµένης ζήτησης 

 

 Εδώ αναπτύσσουµε ένα µοντέλο του εξεταζόµενου συστήµατος όταν εφαρµόζεται τυ-

χαία αποδοχή παραγγελιών σε περιόδους µηδενικού αποθέµατος (πολιτική  RAC). Το σύστη-

µα σε αυτή την περίπτωση είναι παρόµοιο µε το Κ∆ του Σχ. 3.2. Υπάρχουν όµως δύο καίριες 

διαφορές µεταξύ των δύο συστηµάτων. 

 Πρώτον, η RAC σε περιόδους έλλειψης ετοίµων προϊόντων κάθε νέα παραγγελία γίνε-

ται δεκτή µε πιθανότητα q ή απορρίπτεται µε πιθανότητα 1 − q. Αυτό σηµαίνει ότι ο ρυθµός 

κατεργασίας της M0 είναι συνάρτηση του n0 και είναι ίσος µε 

µ0(n0) = 




≤
>

cnq
cn

0

0

 ,
 ,

λ
λ

 

Η σταθερά κανονικοποίησης G(m) δίδεται από (Buzen [8]) 

G(m) = G0(m) + ρ0(1)G0(m−1) +…+ ρ0(m)G0(0) 

όπου ρ0(n0) = U0/µ0(n0) και G0(m) είναι η σταθερά κανονικοποίησης του Κ∆ που προκύπτει 

αν αφαιρεθεί ο κόµβος 0. Θέτοντας U0 = λq η προηγούµενη εξίσωση γίνεται 

 G(m) = G0(m)+…+G0(m−c)+qG0(m−c−1)+…+qm−cG0(0) (3.22) 
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Το Κ∆ που προκύπτει µετά την αφαίρεση του κόµβου 0 αποτελείται από κόµβους των οποίων 

οι ρυθµοί κατεργασιών είναι ανεξάρτητοι από την κατάσταση του συστήµατος. Συνεπώς το 

G0(m) µπορεί να γραφεί ως εξής (Harel et al. [15]) 

 G0(m) = ∑
=

N

i

m
iiA

1

ρ  (3.23) 

όπου ρi = Ui /µi, Ui, i > 0 είναι οι λύσεις του συστήµατος εξισώσεων U = UΠ µε U0 = λq και 
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Έχει γίνει η υπόθεση ότι ρi ≠ ρj. Όταν η προηγούµενη υπόθεση δεν ισχύει τότε το ανάπτυγµα 

της σταθεράς κανονικοποίησης G0(m) και τα Ai δίδονται από τύπους που έχουν ευρεθεί στο 

άρθρο Harel et al. [15]. Από τις δύο τελευταίες εξισώσεις, µε λίγη άλγεβρα, η Εξ. (3.22) γίνε-

ται τελικά 
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 Η δεύτερη διαφορά της RAC από την PLS είναι ότι δεν έχει κατώφλι απόρριψης για τις 

εισερχόµενες παραγγελίες. Συνεπώς η παράµετρος c καθώς και το m της Εξ. (3.24) τείνουν 

στο άπειρο. Κάθε κερδοφόρος πολιτική ελέγχου αποδοχής παραγγελιών πρέπει να εξασφαλί-

ζει ότι το πλήθος των προϊόντων σε κάθε κόµβο i είναι πεπερασµένο µε πιθανότητα 1, αλλιώς 

το αναµενόµενο κέρδος θα τείνει στο −∞. Η συνθήκη γι’ αυτό είναι G(∞) < ∞, που ισχύει εάν 

και µόνο εάν η πιθανότητα αποδοχής q επιλεγεί έτσι ώστε maxi>0ρi < 1, όπου ρi = Ui/µi. Τότε 

ρi
c→0 και qc→0, οπότε η Εξ. (3.24) γίνεται 
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 Από τους ορισµούς των TH, H, και B και λίγη άλγεβρα µε τις Εξ. (3.1), (3.23) και 

(3.25) προκύπτουν οι παρακάτω εκφράσεις 

 TH = λqP(n0 ≤ c) + λP(n0 > c) 
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 hH + bB = 
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 Με τη βοήθεια των παραπάνω εξισώσεων υπολογίζουµε το αναµενόµενο κέρδος του 

συστήµατος JRAC (s, q).  

 Εδώ πρέπει να σηµειώσουµε ότι όταν q = 1 η εφαρµοζόµενη πολιτική ελέγχου παραγ-

γελιών είναι η CB και όταν q = 0 εφαρµόζεται ουσιαστικά η πολιτική LS. 

 Οι βέλτιστες τιµές των παραµέτρων της RAC υπολογίζονται µε εξαντλητική έρευνα 

όπως παρουσιάζεται στον παρακάτω αλγόριθµο: 

 

Βήµα 1. Καθόρισε το άνω όριο έρευνας s – για το s, το άνω όριο έρευνας q – για το q (που 

µπορεί να είναι οποιαδήποτε τιµή για την οποία maxi>0ρi < 1) και το βήµα µεταβο-

λής του q, δq. Θέσε J*= −∞ και q = 0. 

Βήµα 2. Εκτίµησε την JRAC(s, q) για s = 0, 1, …, s –: Αν JRAC(s, q) > J*, ενηµέρωσε τις τιµές 

των παραµέτρων της καλύτερης µέχρι τώρα πολιτικής, δηλαδή J* = JRAC(s, q), 

q* = q, s* = s. 

Βήµα 3. Θέσε q = q + δq. Εάν q ≤ q – πήγαινε στο Βήµα 2, διαφορετικά σταµάτα. 

 

 Από τη στιγµή που δεν είναι γνωστό αν η συνάρτηση JRAC(s, q) είναι σχεδόν κοίλη ως 

προς s και q, υποχρεωτικά πρέπει να χρησιµοποιηθεί ένας αλγόριθµος εξαντλητικής έρευνας, 

όπως ο προηγούµενος. Ωστόσο, σε όλα τα αριθµητικά  παραδείγµατα που πραγµατοποιήσα-

µε, η JRAC(s, q) ήταν σχεδόν κοίλη. Η απόδειξη µιας τέτοιας ιδιότητας θα συνέβαλε σηµαντι-

κά στην ανάπτυξη υπολογιστικά οικονοµικών αλγορίθµων εκτίµησης των βέλτιστων παραµέ-

τρων της πολιτικής RAC σε δίκτυα παραγωγής. 

 

3.4 Αριθµητικά αποτελέσµατα 

 

 Θα παρουσιάσουµε ορισµένα πειραµατικά αποτελέσµατα για την σύγκριση των προτει-



 56

νόµενων πολιτικών ελέγχου αποδοχής παραγγελιών, RAC και PLS, µε τις πολιτικές CB και 

LS οι οποίες, εξ όσων γνωρίζουµε από την σχετική βιβλιογραφική έρευνα, εφαρµόζονται σε 

όλα τα συστήµατα παραγωγής.  

 Εξετάζουµε ένα σύστηµα του οποίου η µονάδα παραγωγής είναι µία γραµµή παραγω-

γής µε έξι µηχανές Mi, i = 1,…, 6. Οι παράµετροι του συστήµατος έχουν τις εξής τιµές: 

λ = 4.0, µ1 = 6.0, µ2 = 7.0, µ3 = 5.0, µ4 = 5.5 µ5 = 6.5, µ6 = 5.25, p = 100.0, h = 8.0 και b = 8.0. 

∆ιερευνούµε την επίδραση της µεταβολής διαφόρων παραµέτρων του συστήµατος, όπως η 

ζήτηση λ, το µοναδιαίο κόστος αποθέµατος h και το µοναδιαίο κόστος µη ικανοποιηµένης 

ζήτησης b, στο αναµενόµενο κέρδος. Στα Σχ. 3.3 έως 3.5 και στον Πίνακα 3.2 παρουσιάζο-

νται τα αντίστοιχα αριθµητικά αποτελέσµατα. 

Πίνακας 3.2. Αναµενόµενο κέρδος και τιµές των παραµέτρων ελέγχου για διάφορες τιµές 

του ρυθµού ζήτησης 

 Ζήτηση 
 λ = 3 λ = 4.95 λ = 6.95 

Πολιτική s c q J s c q J s c q J 
PLS 6 9  224 12 2  282 13 1  295 
RAC 6 ∞ 1.0 223 13 ∞ 0.44 278 14 ∞ 0.067 293 
CB 6 ∞ 1.0 223 – – – −∞ – – – −∞ 
LS 9 0 0.0 202 14 0 0.0 275 14 0 0.0 293 
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Σχήµα 3.3. Αναµενόµενο κέρδος της γραµµής παραγωγής ως προς το λ 
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Σχήµα 3.4. Αναµενόµενο κέρδος της γραµµής παραγωγής ως προς το b 
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Σχήµα 3.5. Αναµενόµενο κέρδος της γραµµής παραγωγής ως προς το h 

 

 Από τα παραπάνω αποτελέσµατα φαίνεται ότι οι προτεινόµενες πολιτικές RAC και PLS 

επιτυγχάνουν τα υψηλότερα κέρδή. Όταν το λ→0 η πολιτική CB επιτυγχάνει το ίδιο αναµε-

νόµενο κέρδος µε τις RAC και PLS. Στην περίπτωση αυτή το µέσο πλήθος εκκρεµών παραγ-
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γελιών είναι πολύ µικρό και ο περιορισµός του δεν οδηγεί σε σηµαντική αύξηση του αναµε-

νόµενου κέρδους. Όταν το λ είναι κοντά στο µmin, το ρυθµό κατεργασίας της πιο αργής µηχα-

νής, το αναµενόµενο κέρδος της πολιτική LS χειροτερεύει σηµαντικά όσο αυξάνει το h και το 

αναµενόµενο κέρδος της CB χειροτερεύει όσο αυξάνει το b. Στην περίπτωση που το λ είναι 

πολύ µεγαλύτερο από το µmin, η απόδοση των πολιτικών RAC και PLS είναι παρόµοια µε την 

απόδοση της LS. Τότε οι αφίξεις των πελατών είναι πολύ συχνές µε αποτέλεσµα το µέσο 

πλήθος εκκρεµών παραγγελιών να είναι αυξηµένο. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα η απώλεια κέρ-

δους λόγω απόρριψης πελατών να είναι αµελητέα σε σχέση µε το κόστος εκκρεµών παραγγε-

λιών και συνεπώς το βέλτιστο έλλειµµα βάσης για την PLS να τείνει στο 0, όπως και η πιθα-

νότητα αποδοχής παραγγελιών για την RAC. Αυτό φαίνεται καθαρότερα στον Πίνακα 3.2 

όπου για λ = 6.0 > 5.0 = µmin, οι PLS, LS και RAC επιτυγχάνουν σχεδόν το ίδιο αναµενόµενο 

κέρδος ενώ οι τιµές των c και q για τις PLS και RAC, αντίστοιχα είναι κοντά στο µηδέν. Σε 

γενικές γραµµές όσο αυξάνει η συνεισφορά του κόστους εκκρεµών παραγγελιών στο συνολι-

κό κόστος, τόσο η απόδοση της LS συγκλίνει σε αυτή των PLS και RAC, ενώ όταν b→0 η 

πολιτική CB συµπεριφέρεται παρόµοια µε τις PLS και RAC. Όσον αφορά τις προτεινόµενες 

πολιτικές ελέγχου, οι PLS και RAC έχουν παρόµοια απόδοση όταν b→0, λ→0 ή λ >> µmin. 

Στις υπόλοιπες περιπτώσεις η PLS υπερτερεί της RAC µε κέρδος ως 5% υψηλότερο. 

 

3.5 Σύνοψη 

 

 Στο κεφάλαιο αυτό µελετήσαµε το πρόβληµα του συνδυασµένου ελέγχου αποθεµάτων 

και αποδοχής παραγγελιών σε δίκτυα παραγωγής ενός τύπου προϊόντος. Όταν δεν υπάρχουν 

παραγγελίες το σύστηµα παράγει µέχρι το απόθεµα ετοίµων προϊόντων να γίνει ίσο µε το α-

πόθεµα βάσης. Όταν η αποθήκη ετοίµων προϊόντων είναι άδεια οι εισερχόµενες παραγγελίες 

είτε γίνονται δεκτές µε µία συγκεκριµένη πιθανότητα (RAC) είτε γίνονται δεκτές µέχρις ότου 

το πλήθος των εκκρεµών παραγγελιών να φτάσει το έλλειµµα βάσης (PLS). Το ζητούµενο 

είναι να προσδιοριστούν οι τιµές των αντίστοιχων παραµέτρων ελέγχου που µεγιστοποιούν το 

αναµενόµενο κέρδος του συστήµατος για κάθε πολιτική.  

 Το σύστηµα παραγωγής µοντελοποιήθηκε ως ένα κλειστό δίκτυο αναµονής. Το πρό-

βληµα της από κοινού εκτίµησης του αποθέµατος βάσης και του ελλείµµατος βάσης διαιρέ-

θηκε σε δύο υποπροβλήµατα τα οποία επιλύθηκαν µε την βοήθεια ενός απλού αλγορίθµου. 

Παρουσιάσαµε επίσης αναλυτικές εκφράσεις για την εκτίµηση της απόδοσης της πολιτικής 
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RAC. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα έδειξαν ότι οι προτεινόµενες πολιτικές RAC και PLS ε-

πιτυγχάνουν υψηλότερα κέρδη απ’ ότι οι διαδεδοµένες πολιτικές CB και LS.  

 Ο συνδυασµένος έλεγχος αποθεµάτων και αποδοχής παραγγελιών είναι δυνατό να επε-

κταθεί σε δίκτυα παραγωγής πολλών προϊόντων. ∆ίκτυα παραγωγής πολλών προϊόντων, πα-

ρόµοια µε αυτά που εξετάζονται σε αυτό το κεφάλαιο, µελετούν οι Rubio and Wein [29] χρη-

σιµοποιώντας για τον έλεγχο αποδοχής πελατών τις παραδοσιακές πολιτικές CB και LS. Στο 

επόµενο κεφάλαιο θα εξετάσουµε δίκτυα παραγωγής µε γενικά κατανεµηµένους χρόνους κα-

τεργασιών και αφίξεων παραγγελιών καθώς και δυνατότητα κατεργασίας κατά παρτίδες. 
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4 Επεκτάσεις και Εφαρµογές 

 

4.1 Εισαγωγή 

 

 Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάζονται εφαρµογές της προτεινόµενης πολιτικής ελέγχου 

αποδοχής παραγγελιών σε βιοµηχανίες που ασκούν έλεγχο ποιότητας ή παράγουν κατά παρ-

τίδες και έχουν οµαδική ζήτηση. 

 Αρχικά εξετάζουµε τα οφέλη που προκύπτουν από το συνδυασµό ελέγχου παραγωγής 

και ποιοτικού ελέγχου. Όπως έχουµε ιδεί, ο έλεγχος παραγωγής απαντά στα ερωτήµατα «πό-

τε πρέπει να παράγεται ένα προϊόν» και «πότε πρέπει να γίνεται δεκτή µία αφικνούµενη πα-

ραγγελία». Ο ποιοτικός έλεγχος ασχολείται µε την επιλογή της καταλληλότερης διαδικασίας 

επιθεώρησης των προϊόντων. Μια αρκετά συνηθισµένη πρακτική ποιοτικού ελέγχου είναι η 

πολιτική ολικής επιθεώρησης. Σε αυτή την πολιτική κάθε παραγόµενο προϊόν επιθεωρείται 

για κάποιο ποιοτικό χαρακτηριστικό. Το προϊόν θεωρείται µη αποδεκτό αν η τιµή του χαρα-

κτηριστικού ποιότητας είναι εκτός των ορίων µιας περιοχής αποδοχής. Η περιοχή αποδοχής 

είναι ένα κλειστό διάστηµα γύρω από την ιδανική τιµή του χαρακτηριστικού ποιότητας. Αν 

αντίθετα η τιµή του χαρακτηριστικού ποιότητας ενός προϊόντος είναι εντός των ορίων της 

περιοχής αποδοχής, αυτό κατατάσσεται ως αποδεκτό. Μια λεπτοµερή βιβλιογραφική επισκό-

πηση των σχεδίων ολικής επιθεώρησης παρουσιάζεται από τους Tang and Tang [38]. Οι 

Kouikoglou and Phillis [22] ασχολήθηκαν µε το πρόβληµα της συνεργασίας των τµηµάτων 

ελέγχου παραγωγής και ποιοτικού ελέγχου σε συστήµατα παραγωγής µε µία µηχανή που πα-

ράγουν ένα προϊόν. Εδώ εξετάζεται το ίδιο πρόβληµα για τα δίκτυα παραγωγής που παρου-

σιάστηκαν στο προηγούµενο κεφάλαιο.  

 Στη συνέχεια προσπαθούµε να διερευνήσουµε τις ιδιότητες δεύτερης τάξης σε δίκτυα 

παραγωγής µε χρόνους κατεργασιών και αφίξεων πελατών που ακολουθούν κατανοµές τύπου 

φάσεων. Επίσης είναι δυνατό οι αφίξεις παραγγελιών και η παραγωγή να υλοποιούνται κατά 

παρτίδες. Ένα από τα πλεονεκτήµατα των κατανοµών τύπου φάσεων είναι ότι µπορούν να 

προσεγγίσουν µε οσοδήποτε µεγάλη ακρίβεια οποιαδήποτε κατανοµή (Altiok [2]). Τα συστή-

µατα αυτού του τύπου µπορούν να περιγραφούν από µία αλυσίδα Markov και ως εκ τούτου οι 

πιθανότητες µόνιµης κατάστασης µπορούν να εκτιµηθούν µε τη χρήση διαφόρων αριθµητι-

κών τεχνικών.  
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 Το Κεφάλαιο 4 είναι οργανωµένο ως εξής. Στην Παράγραφο 4.2 εξετάζεται το πρόβλη-

µα της συνεργασίας των τµηµάτων παραγωγής και ποιοτικού ελέγχου σε δίκτυα παραγωγής. 

Πρώτα περιγράφεται µαθηµατικά το πρόβληµα µε τη βοήθεια του ισοδύναµου κλειστού δι-

κτύου αναµονής και αναπτύσσεται ένας προσεγγιστικός αλγόριθµος βελτιστοποίησης. Στη 

συνέχεια παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα από τη σύγκριση διαφόρων στρατηγικών 

συνεργασίας των τµηµάτων παραγωγής, πωλήσεων και ποιοτικού ελέγχου. Στην Παράγραφο 

4.3 περιγράφεται µαθηµατικά άλλο πρόβληµα συνδυασµένου ελέγχου αποθεµάτων και πα-

ραγγελιών για δίκτυα παραγωγής µε χρόνους αφίξεων πελατών και κατεργασιών που ακο-

λουθούν κατανοµές τύπου φάσεων και δυνατότητα παραγωγής κατά παρτίδες. Αποδεικνύεται 

ότι η συνάρτηση αναµενόµενου κέρδους είναι κοίλη ως προς το απόθεµα βάσης αν η χωρητι-

κότητα του συστήµατος είναι σταθερή. Τέλος στην Παράγραφο 4.4 παρουσιάζονται τα συ-

µπεράσµατα και ανοικτά προβλήµατα που χρήζουν περαιτέρω έρευνας. 

 

4.2 Συνεργαζόµενες στρατηγικές παραγωγής και ποιοτικού ελέγχου σε δίκτυα 
παραγωγής 

 

4.2.1 Περιγραφή του συστήµατος 

 

 Εξετάζεται ένα δίκτυο παραγωγής, που παράγει ένα τύπο προϊόντος µε ποιοτικές προ-

διαγραφές. Κάθε έτοιµο προϊόν επιθεωρείται και ταξινοµείται ως ποιοτικά αποδεκτό ή µη α-

ποδεκτό ανάλογα µε την τιµή Y ενός χαρακτηριστικού ποιότητας. Αν η τιµή του Y βρίσκεται 

εντός των ορίων µιας περιοχής αποδοχής [t−δ, t+δ ] γύρω από µία ιδανική τιµή t του χαρα-

κτηριστικού ποιότητας, τότε η µονάδα προϊόντος γίνεται αποδεκτή διαφορετικά απορρίπτεται 

ή προωθείται προς επανακατεργασία. 

 Το µέτρο απόδοσης είναι και πάλι το αναµενόµενο κέρδος. Το µέγεθος αυτό εξαρτάται 

από τα κέρδη των πωλήσεων και από τα κόστη αποθεµάτων, µη ικανοποιηµένης ζήτησης 

(εκκρεµείς παραγγελίες) και ποιότητας. ∆ιακρίνονται έξι διαφορετικές οικονοµικές παράµε-

τροι: 

p το κέρδος από την πώληση µίας µονάδας προϊόντος (τιµή πώλησης µείον κόστος 

πρώτων υλών και επεξεργασίας), 

h το µοναδιαίο κόστος αποθέµατος, που είναι το κόστος διατήρησης αποθέµατος µίας 
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µονάδας τελικού ή ενδιαµέσου προϊόντος για µία χρονική µονάδα, 

b το µοναδιαίο κόστος µη ικανοποιηµένης ζήτησης, που είναι το κόστος καθυστέρησης 

της ικανοποίησης µίας εκκρεµούσας παραγγελίας στη µονάδα του χρόνου, 

iC κόστος επιθεώρησης ανά µονάδα προϊόντος 

rC κόστος απόρριψης/επανακατεργασίας ανά µονάδα µη αποδεκτού προϊόντος, 

k παράµετρος απόκλισης ποιότητας. 

Η παράµετρος απόκλισης ποιότητας σχετίζεται µε το κόστος λόγω της απόκλισης της τιµής Y 

του χαρακτηριστικού ποιότητας, από την ιδανική του τιµή t. Όσο µεγαλύτερη είναι η απόκλι-

ση αυτή για κάποιο προϊόν που έχει πωληθεί, τόσο µεγαλύτερη είναι η πιθανότητα αστοχίας 

του, οπότε η επιχείρηση επιβαρύνεται άµεσα µε το κόστος επιστροφής και αντικατάστασής 

του και έµµεσα µε την δυσφήµιση και την πιθανή απώλεια καταναλωτικής πίστης. Μια συ-

νάρτηση που συνήθως χρησιµοποιείται για την εκτίµηση του κόστους απόκλισης ποιότητας 

είναι η τετραγωνική συνάρτηση k(Y–t) 2, που έχει προταθεί από τον Taguchi (βλ., π.χ., 

Taguchi et al. [36]). 

 Έστω q η πιθανότητα παραγωγής ενός αποδεκτού προϊόντος, δηλαδή q = 

P(t−δ ≤ Y ≤ t+δ ). Τότε το µέσο κόστος ποιότητας ανά εξερχόµενη µονάδα προϊόντος δίδεται 

από 

Q = iC + rC (1 − q) + k E{(Y − t)2 |Y∈[t−δ, t+δ ]} 

όπου E[.| .] είναι ο τελεστής µέσης τιµής υπό συνθήκη. 

 Η απόδοση του συστήµατος εξαρτάται από τον µέσο ρυθµό παραγωγής TH, το µέσο 

συνολικό απόθεµα H, το µέσο πλήθος εκκρεµών παραγγελιών B, και το Q. Αν ΤΗ είναι ο µέ-

σος ρυθµός παραγωγής ποιοτικά αποδεκτών προϊόντων, ο συνολικός ρυθµός εξερχόµενων 

προϊόντων (αποδεκτών και µη) είναι TH/q και το µέσο κόστος ποιότητας είναι Q TH/q. Τελι-

κά, το αναµενόµενο κέρδος του συστήµατος δίδεται από 

J = pTH − hH − bB − Q TH/q 

 Το πρόβληµα εδώ είναι η µεγιστοποίηση του κέρδους µε ταυτόχρονο έλεγχο ποιότητας, 

αποθεµάτων και πωλήσεων. 

 Αν εξαιρέσει κανείς τον ποιοτικό έλεγχο, το σύστηµα είναι ίδιο µε εκείνο του προηγού-

µενου κεφαλαίου και παρουσιάζεται στο Σχ. 4.1. Έχουµε µία µονάδα παραγωγής, µία αποθή-

κη ετοίµων προϊόντων και µία εικονική αποθήκη, όπου καταχωρούνται οι εκκρεµείς παραγ-

γελίες. Όπως πριν, υποθέτουµε ότι η µονάδα παραγωγής είναι ένα αναµονητικό δίκτυο τύπου 
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Jackson µε N κόµβους i = 1, …, N. Επίσης οι ενδοαφιξιακοί χρόνοι και οι χρόνοι κατεργασίας 

κάθε µηχανής Mi είναι εκθετικά κατανεµηµένοι και κάθε πελάτης παραγγέλλει µία µονάδα 

προϊόντος. Η µηχανή M1 εκτελεί την πρώτη κατεργασία και η µηχανή MN παράγει τα έτοιµα 

προϊόντα. Η διαφορά µε τα συστήµατα του Κεφαλαίου 3 είναι ότι κάθε έτοιµο προϊόν µπορεί 

να είναι ποιοτικά αποδεκτό (µε πιθανότητα q) ή µη αποδεκτό. Τα αποδεκτά προϊόντα απο-

στέλλονται στην αποθήκη ετοίµων. Τα µη αποδεκτά προϊόντα είτε απορρίπτονται είτε επανα-

κατεργάζονται. Κάθε µία από τις δύο παραπάνω περιπτώσεις είναι ισοδύναµη µε τη µεταφο-

ρά ενός προϊόντος από την MN στην αποθήκη πρώτων υλών M1, γεγονός που συµβαίνει µε 

πιθανότητα pN1 = 1−q. 

 

 
Μονάδα παραγωγής 

Ζήτηση, λ 
Με την αποδοχή µίας παραγγελίας, εισάγεται 
µια νέα πρώτη ύλη στην αποθήκη πρώτων υλών

 
Έτοιµα 
προϊόντα 

nF 
Πωλήσεις

τα µη αποδεκτά προϊόντα είτε 
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Σχήµα 4.1 Σύστηµα παραγωγής 

 

 Επιπλέον, υποθέτουµε ότι ο έλεγχος των αποθεµάτων και των παραγγελιών διεξάγεται 

µε τον ίδιο τρόπο που περιγράφεται στην Παράγραφο 3.2.  
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Σχήµα 4.2. Ισοδύναµο κλειστό δίκτυο αναµονής 
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 Για την ανάλυση του συστήµατος, χρησιµοποιείται το ισοδύναµο κλειστό δίκτυο ανα-

µονής του Σχ. 4.2. Το δίκτυο αυτό έχει σταθερό συνολικό πλήθος προϊόντων m = s + c και 

δεν έχει καµία ουσιαστική διαφορά από το Κ∆ που περιγράφεται στην Παράγραφο 3.2. ∆η-

λαδή τα δύο Κ∆ λειτουργούν µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο και συνεπώς προκύπτουν οι ίδιες 

µαθηµατικές εκφράσεις για τα διάφορα µέτρα απόδοσης του συστήµατος, όπως ο µέσος ρυθ-

µός παραγωγής TH, το µέσο συνολικό απόθεµα H και το µέσο πλήθος εκκρεµών παραγγε-

λιών B. Έχοντας αναλυτικές εκφράσεις για τις διάφορες παραµέτρους κέρδους ή κόστους 

µπορούµε να προχωρήσουµε στη µεγιστοποίηση της συνάρτησης αναµενόµενου κέρδους του 

συστήµατος 

J(δ, m, s) = pTH − hH − bB − Q TH/q 

 Το πρόβληµα τώρα είναι τρισδιάστατο αφού εκτός από το απόθεµα βάσης s και το έλ-

λειµµα βάσης c πρέπει να προσδιοριστεί και η µέγιστη επιτρεπόµενη απόκλιση δ της τιµής Y 

του χαρακτηριστικού ποιότητας, από την ιδανική του τιµή t. Για δ σταθερό έχουµε 

J(δ, m, s) = JPR(m, s) − Q TH/q 

όπου JPR(m, s) = pTH − hH − bB , δηλαδή είναι το αναµενόµενο κέρδος του συστήµατος πα-

ραγωγής για συγκεκριµένες προδιαγραφές ποιότητας χωρίς όµως να περιλαµβάνεται το κό-

στος ποιότητας. Εφόσον το υπό µελέτη σύστηµα περιγράφεται µαθηµατικά όπως το σύστηµα 

της Παραγράφου 3.2 ισχύουν και εδώ τα αποτελέσµατα της συγκεκριµένης παραγράφου. Αυ-

τό σηµαίνει ότι για m σταθερό η JPR(m, s) είναι κοίλη ως προς s και επίσης ισχύει ότι 

sm ≤ sm+1 ≤ sm+1, όπου sm είναι η βέλτιστη τιµή του αποθέµατος βάσης αν m και δ σταθερά. 

Ακόµη αν m είναι το πρώτο σηµείο για το οποίο ισχύει ότι JPR(sm, m) ≥ J PR(sm+1, m + 1) και 

ικανοποιείται η συνθήκη (3.14), τότε JPR(sk+1, k + 1) ≥ JPR(sk+2, k + 2) για κάθε k ≥ m. Οι ιδιό-

τητες αυτές ισχύουν και για την συνάρτηση αναµενόµενου κέρδους του συστήµατος 

J(δ, m, s), όταν το δ είναι σταθερό. Αυτό συµβαίνει επειδή ο µέσος ρυθµός παραγωγής TH 

είναι ανεξάρτητος του s, ενώ είναι επίσης αύξουσα και κοίλη συνάρτηση ως προς m, κατά 

συνέπεια το µέσο κόστος ποιότητας Q TH/q είναι κι αυτό αύξουσα και κοίλη συνάρτηση ως 

προς m. 

 Οι παραπάνω ιδιότητες βοηθούν στην εξοικονόµηση υπολογιστικού φόρτου κατά την 

αναζήτηση του µεγίστου της J(δ, m, s). Οι τιµές των παραµέτρων της βέλτιστης πολιτικής 

µπορούν να προσεγγιστούν µε τη χρήση του παρακάτω αλγορίθµου:  
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Βήµα 1. Καθόρισε το µέγεθος του βήµατος δ1 και ένα άνω όριο αναζήτησης δ  
–
 για το δ. 

Θέσε m* = m = 0, s* = sm = 0, δ* = δ = 0 και J*= J(δ, sm, m) =0. 

Βήµα 2. Θέσε δ = δ + δ1 και υπολόγισε την πιθανότητα αποδοχής q = P(t−δ ≤ Y ≤ t+δ ). 

Βήµα 3. Θέσε m = m + 1. 

Βήµα 4. Υπολόγισε τις τιµές των J(δ, sm–1, m) και J(δ, sm–1 + 1, m). Αν J(δ, sm–1, m) 

≥ J(δ, sm–1 + 1, m), τότε θέσε sm = sm–1, αλλιώς θέσε sm = sm–1 + 1. 

Βήµα 5. Αν J(δ, sm, m) > J*, ενηµέρωσε το µέχρι στιγµής βέλτιστο σχέδιο. ∆ηλαδή θέσε 

J* = J(δ, sm, m), m* = m, s* = sm, c* = m − s*, δ * = δ. ∆ιαφορετικά αν ισχύει η συν-

θήκη (3.14) και δ = δ  
–
 σταµάτησε, αλλιώς αν δ < δ  

–
 και ισχύει η συνθήκη (3.14) πή-

γαινε στο Βήµα 2, ενώ αν δεν ικανοποιείται η συνθήκη  (3.14) πήγαινε στο Βήµα 3. 

 

 Από τη στιγµή που δεν γνωρίζουµε αν η συνάρτηση J(δ, sm, m) είναι σχεδόν κοίλη, δεν 

υπάρχει εγγύηση ότι ο παραπάνω αλγόριθµος υπολογίζει τις βέλτιστες τιµές των παραµέ-

τρων. Στα αριθµητικά πειράµατα που πραγµατοποιήθηκαν παρατηρήσαµε ότι σε όλες τις πε-

ριπτώσεις η συνάρτηση αναµενόµενου κέρδους ήταν σχεδόν κοίλη. Η θεωρητική απόδειξη 

αυτής της ιδιότητας θα επιτρέψει την ανάπτυξη ακόµη οικονοµικότερων υπολογιστικά αλγο-

ρίθµων για τον προσδιορισµό της βέλτιστης λύσης. 

 

4.2.2 Αριθµητικά αποτελέσµατα 

 

 Σε αυτή την παράγραφο συγκρίνουµε τις αποδόσεις που επιτυγχάνονται από την πλήρη 

συνεργασία µεταξύ των τµηµάτων παραγωγής και ποιοτικού ελέγχου, µε τις αποδόσεις δύο 

άλλων στρατηγικών, στις οποίες έχουµε µερική ή καθόλου συνεργασία µεταξύ των δύο τµη-

µάτων. Οι τρεις στρατηγικές που εξετάζονται είναι οι ακόλουθες: 

•  FC (Full coordination - πλήρης συνεργασία): Σε αυτή τη στρατηγική αναζητούνται οι 

τιµές των δ, m, και s που µεγιστοποιούν το αναµενόµενο κέρδος του συστήµατος. 

•  PC (Partial coordination - µερική συνεργασία): Εδώ το τµήµα ποιοτικού ελέγχου αποφα-

σίζει την τιµή του δ που ελαχιστοποιεί το µέσο κόστος ποιότητας ανά εξερχόµενη µονά-

δα προϊόντος Q. Η τιµή αυτή υπολογίζεται από τον τύπο (Tang and Tang [37]) 
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 δ = 
k
rC  (4.1) 

Ακολούθως, το τµήµα παραγωγής χρησιµοποιεί αυτή την τιµή του δ, υπολογίζει την πι-

θανότητα αποδοχής q και το επαγόµενο ρυθµό παραγωγής αποδεκτών προϊόντων της τε-

λευταίας του µηχανής, qµN. Στη συνέχεια επιλέγει τα m και s έτσι ώστε να µεγιστοποιεί-

ται η συνάρτηση JPR(m, s), που είναι το αναµενόµενο κέρδος χωρίς το κόστος ποιότητας. 

•  NC (No coordination - καθόλου συνεργασία): Το τµήµα ελέγχου ποιότητας εκτιµά την 

τιµή του δ µε βάση την Εξ. (4.1) αλλά το τµήµα παραγωγής αγνοεί αυτή την πληροφορία 

και, υποθέτοντας ότι δ = ∞ ή ισοδύναµα ότι q = 1, υπολογίζει τις τιµές των m και s, που 

µεγιστοποιούν το αναµενόµενο κέρδος JPR(m, s) χωρίς το κόστος ποιότητας.  

 Για κάθε µία από τις παραπάνω στρατηγικές εφαρµόσαµε τις πολιτικές PLS, CB και 

LS, οι οποίες παρουσιάστηκαν στα προηγούµενα κεφάλαια.  

 Η σύγκριση έγινε για µία γραµµή παραγωγής µε έξι µηχανές Mi, i = 1,…, 6. Οι τιµές 

των παραµέτρων του συστήµατος επιλέγονται ως εξής: λ = 4.0, µ1 = 6.0, µ2 = 7.0, µ3 = 5.0, µ4 

= 5.5 µ5 = 6.5, µ6 = 5.0, t = 9.2, p = 100.0, h = 5.0, b = 6.0, k = 25.0, rC = 20.0, iC = 1.0, και η 

τιµή του χαρακτηριστικού ποιότητας Y είναι κανονικά κατανεµηµένη µε µέση τιµή y– = 10.0 

και διασπορά σ 2 = 0.5. 

 Για κανονικά κατανεµηµένο Y και περιοχή αποδοχής [t–δ, t+δ ], το µέσο κόστος από-

κλισης ποιότητας ανά µονάδα αποδεκτού προϊόντος δίδεται από την εξίσωση (Kouikoglou 

and Phillis [22]) 

                      k E {(Y−t)2 |Y∈[t−δ, t+δ ]} = kq[( y– – t)2 + σ 2]  
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 Μελετάµε τρεις περιπτώσεις όπου εξετάζουµε την επίδραση της µεταβολής µίας εκ των 

παραµέτρων λ, h και σ 2 κάθε φορά. Σε κάθε περίπτωση εξετάζονται όλοι οι συνδυασµοί των 

πολιτικών αποδοχής εκκρεµών παραγγελιών (PLS, CB και LS) µε τις στρατηγικές συνεργα-

σίας των τµηµάτων παραγωγής και ποιοτικού ελέγχου (FC, PC και NC). 

 Το Σχ. 4.3 παρουσιάζει την απόδοση των πολιτικών αποδοχής εκκρεµών παραγγελιών 

PLS, CB και LS για διάφορες τιµές της ζήτησης, όταν χρησιµοποιείται η στρατηγική πλήρους 

συνεργασίας (FC) για τον προσδιορισµό του αποθέµατος βάσης, του ελλείµµατος βάσης και 
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της µέγιστης επιτρεπόµενης απόκλισης του χαρακτηριστικού ποιότητας. Όταν η ζήτηση είναι 

χαµηλή οι PLS και CB έχουν παρόµοια απόδοση και το κέρδος που επιτυγχάνουν είναι κατά 

20% πάνω από το κέρδος της LS. Όσο η ζήτηση αυξάνει η µονάδα παραγωγής τείνει να προ-

σεγγίσει τη µέγιστη παραγωγικότητά της (οι µηχανές 3 και 6, που είναι οι πιο αργές µηχανές 

του συστήµατος έχοντας ρυθµό κατεργασίας 5 προϊόντα στη µονάδα του χρόνου, καθορίζουν 

την παραγωγικότητα του συστήµατος). Στην περίπτωση αυτή η απόδοση της πολιτικής CB 

χειροτερεύει σηµαντικά επειδή το πλήθος των εκκρεµών παραγγελιών αυξάνει ανεξέλεγκτα. 

Τέλος όταν η ζήτηση υπερβαίνει τη δυναµικότητα της µονάδας παραγωγής οι PLS και LS 

έχουν παρόµοια απόδοση. Σε όλες τις περιπτώσεις η προτεινόµενη πολιτική PLS υπερέχει 

έναντι των άλλων πολιτικών. 
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Σχήµα 4.3. Αναµενόµενο κέρδος της FC ως προς το λ. 

 

 Στο Σχ. 4.4 παρουσιάζεται η απόδοση των δύο άλλων στρατηγικών συνεργασίας PC και 

NC. Όταν η ζήτηση είναι µικρή οι δύο αυτές στρατηγικές επιτυγχάνουν το ίδιο αναµενόµενο 

κέρδος µε την FC. Όσο όµως αυξάνει η ζήτηση η απόδοση τους χειροτερεύει και φθάνει µέ-

χρι και στο 50% του κέρδους της FC. 
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Σχήµα 4.4. Αναµενόµενο κέρδος των στρατηγικών PC και NC ως προς το λ. 

 

 Είναι σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι χωρίς συνεργασία µεταξύ των τµηµάτων παρα-

γωγής και ποιοτικού ελέγχου (Σχ. 4.4β), η CB αποδίδει καλύτερα από την PLS, για µικρές 

τιµές του λ, και η πολιτική LS υπερέχει της PLS, όταν το λ είναι µεγάλο. Στην περίπτωση 

αυτή το τµήµα ποιοτικού ελέγχου επιλέγει την καλύτερη περιοχή αποδοχής [t−δ, t+δ ] και το 

τµήµα παραγωγής ακολουθεί την PLS, που είναι η καλύτερη πολιτική ελέγχου αποθεµάτων 

και αποδοχής παραγγελιών. Η εφαρµογή αυτών των πολιτικών ανεξάρτητα και χωρίς συντο-

νισµό αποδίδει χειρότερα από την εφαρµογή της LS ή CB, παρά το ότι γενικά αυτές οι πολι-

τικές έχουν αποδειχθεί κατώτερες από την PLS. Από τα αποτελέσµατα του Σχ. 4.4β καταλή-

γουµε στην ακόλουθη διαπίστωση:  

Εάν δεν υπάρχει συντονισµός µεταξύ των τµηµάτων ελέγχου ποιότητας, παραγωγής και πω-

λήσεων, τότε είναι επιζήµιο να εφαρµόζονται τοπικά ή µυωπικά βέλτιστες πολιτικές επειδή 

δρουν ανταγωνιστικά. 
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Σχήµα 4.5. Αναµενόµενο κέρδος του συστήµατος ως προς τα h και σ 2. 

 

 Στο Σχ. 4.5 φαίνεται ότι ο συνδυασµός της προτεινόµενης στρατηγικής συνεργασίας FC 

µε την προτεινόµενη πολιτική ελέγχου αποδοχής παραγγελιών PLS επιτυγχάνει υψηλότερα 

κέρδη από τους συνδυασµούς άλλων πολιτικών, για διάφορες τιµές του µοναδιαίου κόστους 

αποθέµατος h και της διασποράς σ 2 της Y. 

 Ο Πίνακας 4.1 παρουσιάζει τις βέλτιστες τιµές των παραµέτρων ελέγχου για τις τρεις 

στρατηγικές συνεργασίας όταν εφαρµόζεται η πολιτική PLS, για διάφορες τιµές της παραµέ-

τρου απόκλισης ποιότητας k. Όταν η τιµή της k είναι µικρή, η απόδοση και οι τιµές των πα-

ραµέτρων ελέγχου της στρατηγικής FC είναι πολύ κοντά σε αυτές των άλλων στρατηγικών. 

Όσο όµως αυξάνει η k, οι αποδόσεις των στρατηγικών PC και NC αποκλίνουν από αυτή της 

FC και τείνουν να µετατρέψουν το σύστηµα σε µη κερδοφόρο.  

 

Πίνακας 4.1. Τιµές παραµέτρων ελέγχου και αναµενόµενο κέρδος των τριών στρατηγικών 

συνεργασίας για διάφορες τιµές του k 

 παράµετρος απόκλισης ποιότητας 
 k = 5 k = 25 k = 50 
 δ s c J δ s c J δ s c J 

FC 4.00 13 6 275 2.00 13 5 195 1.50 14 3 127 
PC 2.00 13 5 265 0.89 13 13 95 0.63 10 0 33 
NC 2.00 13 6 264 0.89 13 6 59 0.63 13 6 −22 

 

 Από τα παραπάνω αποτελέσµατα βλέπουµε ότι η συνεργασία των τµηµάτων παραγω-

γής και ποιοτικού ελέγχου συµβάλλει στη βελτίωση της κερδοφορίας ειδικά όταν η ζήτηση λ 
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είναι υψηλή ή όταν οι τιµές των παραµέτρων h, b, σ 2 και k είναι µεγάλες. Ακόµη είναι φανε-

ρό ότι η προτεινόµενη πολιτική PLS υπερέχει των CB και LS στη συντριπτική πλειοψηφία 

των περιπτώσεων. 

 

4.3 ∆ίκτυα παραγωγής µε γενικές κατανοµές χρόνων αφίξεων και 
κατεργασιών και παραγωγή κατά παρτίδες 

 

4.3.1 Θεωρητική ανάλυση του συστήµατος 

 

 Εξετάζουµε τώρα ένα σύστηµα παρόµοιο µε εκείνο του Κεφαλαίου 3. Αποτελείται από 

µία µονάδα παραγωγής, µία αποθήκη ετοίµων προϊόντων και µία εικονική αποθήκη, όπου 

καταχωρούνται οι εκκρεµείς παραγγελίες. Όπως και στο σύστηµα παραγωγής του προηγού-

µενου κεφαλαίου, υποθέτουµε ότι η µονάδα παραγωγής είναι ένα αναµονητικό δίκτυο µε N 

κόµβους i = 1, …, N, αλλά µε τις ακόλουθες τρεις γενικεύσεις: 

(α) Οι ενδοαφιξιακοί χρόνοι και οι χρόνοι κατεργασιών των µηχανών ακολουθούν γενικές 

κατανοµές που περιγράφονται από αλυσίδες Markov (όπως οι κατανοµές τύπου φάσεων που 

αναφέρθηκαν στην Παράγραφο 2.1). Οι κατανοµές αυτές επιτρέπουν την περιγραφή µηχανών 

που υπόκεινται σε βλάβες. 

(β) Είναι δυνατόν να έχουµε παραγωγή κατά παρτίδες σε κάθε µηχανή. ∆ηλαδή, µε την ολο-

κλήρωση ενός κύκλου παραγωγής µπορεί να παράγονται περισσότερα από ένα κοµµάτια ή 

τελικά προϊόντα. 

(γ) Κάθε πελάτης µπορεί να παραγγείλει περισσότερες από µία µονάδες προϊόντος ή να έχουµε 

οµαδικές αφίξεις πελατών. 

 Τα προϊόντα µε την ολοκλήρωση της κατεργασίας τους σε µία µηχανή i µεταφέρονται 

σε µία µηχανή j µε πιθανότητα pij. Επιπλέον, υποθέτουµε ότι για τον έλεγχο των αποθεµάτων 

και των παραγγελιών εφαρµόζονται οι πολιτικές βασικού αποθέµατος και βασικού ελλείµµα-

τος που έχουµε περιγράψει στην Παράγραφο 3.2.  

 Θα αποδείξουµε ότι, για καθορισµένο επίπεδο πωλήσεων TH, το πρόβληµα του ελέγ-

χου παραγωγής ισοδυναµεί µε ένα πρόβληµα κυρτού µαθηµατικού προγραµµατισµού. 

 Το σύστηµα παραγωγής µετασχηµατίζεται κατά τα γνωστά σε ένα ισοδύναµο κλειστό 
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δίκτυο αναµονής. Το δίκτυο αυτό έχει σταθερό συνολικό πληθυσµό (προϊόντα + κοµµάτια 

προς κατεργασία) ίσο µε m = s + c και η λειτουργία του είναι παρόµοια µε εκείνη του αρχι-

κού συστήµατος παραγωγής. Το ισοδύναµο κλειστό δίκτυο αποτελείται από τους κόµβους i = 

1, …, N που αντιστοιχούν στις µηχανές της µονάδας παραγωγής και τον κόµβο 0 που αντι-

στοιχεί στη ζήτηση. Το συνολικό απόθεµα nH, το απόθεµα ετοίµων προϊόντων nF και το πλή-

θος εκκρεµών παραγγελιών nB του αρχικού συστήµατος παραγωγής προκύπτουν από τη µε-

ταβλητή κατάστασης n0 του εικονικού κόµβου 0 στο ισοδύναµο κλειστό δίκτυο αναµονής 

σύµφωνα µε τις αντιστοιχίες που περιγράφονται στον Πίνακα 3.1 του Κεφαλαίου 3.  

 Στο ισοδύναµο δίκτυο, η κατάσταση κάθε κόµβου σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή πε-

ριγράφεται από το πλήθος ni των κοµµατιών που υπάρχουν στον κόµβο και από την κατά-

σταση ai της αλυσίδας Markov, που περιγράφει το τρέχον στάδιο ή φάση κατεργασίας στον 

κόµβο i. Για παράδειγµα, αν στον κόµβο i υπάρχουν πέντε µηχανές από τις οποίες κατά τη 

συγκεκριµένη χρονική στιγµή λειτουργούν οι ai, τότε ai = 0, 1, …, 5. Επίσης, έστω ότι στον 

κόµβο i υπάρχει µία µηχανή και η κατεργασία ολοκληρώνεται σε 7 στάδια τότε ai = 1, 2, …, 

7. Οι µεταβάσεις από µία κατάσταση ai του κόµβου i σε µία κατάσταση ai  ΄ ακολουθούν την 

ιδιότητα Markov: 

P(κατάσταση τη στιγµή t + δ = ai  ΄ | κατάσταση τη στιγµή t = ai
 ) = λi(ai, ai  ΄)δ + ο(δ ) 

για γνωστούς ρυθµούς µετάβασης λi(ai, ai  ΄), οι οποίοι µπορεί να εξαρτώνται και από το τρέχον 

απόθεµα ni του κόµβου i. Με αυτήν την γενίκευση, συµβολίζουµε λi(ni, ai, ni  ΄, ai  ΄) το ρυθµό 

µετάβασης από την κατάσταση (ni, ai) στην κατάσταση (ni  ΄, ai  ΄) για κάποιον κόµβο i. Για πα-

ράδειγµα, αν ni = 5 και ni  ΄ = 2, τότε η µετάβαση συµβολίζει την παραγωγή µίας παρτίδας τρι-

ών κοµµατιών που φεύγουν από τον κόµβο i και ταυτόχρονη µεταβολή, εφ’ όσον αυτό επι-

βάλλεται, της λειτουργικής κατάστασης του κόµβου i από ai σε ai  ΄. Ο συνολικός ρυθµός εξό-

δου από την κατάσταση (ni, ai) δίδεται από τη σχέση 

λi(ni, ai) = ∑
≠′′

′′
)()(

)(
iiii a,na,n

iiiii a,n,a,nλ  

 Λόγω της ιδιότητας Markov, οι πιθανότητες µόνιµης κατάστασης του συστήµατος ικα-

νοποιούν ένα σύστηµα εξισώσεων ροής πιθανότητας Chapman-Kolmogorov (βλ., πχ., 

Buzacott and Shanthikumar [7]) που έχουν τη µορφή ισοζυγίου µάζας πιθανοτήτων: 

[ρυθµός µεταβολής της πιθανότητας P(Α)] 

= − [ρυθµός µείωσης της P(Α)] + [ρυθµός αύξησης της P(Α)] 
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για κάθε επιτρεπτή κατάσταση Α = (n0, a0, …, nΝ, aΝ) του συστήµατος, ήτοι ni ≥ 0 και n0 + 

…+ nΝ = m. Για το συγκεκριµένο δίκτυο, το πλήθος των καταστάσεων είναι πεπερασµένο 

αφού m < ∞, οπότε υπάρχει µόνιµη κατάσταση. Στη µόνιµη κατάσταση ο ρυθµός µεταβολής 

της πιθανότητας P(Α) είναι 0 για κάθε επιτρεπτή κατάσταση Α. Τότε οι εξισώσεις Chapman-

Kolmogorov γίνονται αλγεβρικές και διαµορφώνονται ως εξής 

P(n0, a0, …, ni, ai, …, nΝ, aΝ)∑ ∑
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για κάθε επιτρεπτή κατάσταση (n0, a0, …, nΝ, aΝ). Το αριστερό µέλος της ισότητας είναι ο 

ρυθµός µείωσης της πιθανότητας ώστε το σύστηµα να ευρίσκεται στην κατάσταση (n0, a0, …, 

nN, aN). Στο δεξί µέλος, το πρώτο άθροισµα είναι ο ρυθµός µετάβασης στην κατάσταση (n0, 

a0, …, nN, aN) από άλλες καταστάσεις ως αποτέλεσµα γεγονότων που δεν συνδέονται µε άφι-

ξη πελάτη ή παραγωγή παρτίδας από κάποια µηχανή αλλά σχετίζονται µε µεταβολές των ai 

(πχ. βλάβη, επισκευή µηχανής i), για κάθε κόµβο i. Το δεύτερο άθροισµα είναι ο ρυθµός µε-

τάβασης στην κατάσταση (n0, a0, …, nN, aN) από άλλες καταστάσεις. Τέτοιες µεταβάσεις 

συµβαίνουν είτε µε την άφιξη πελάτη (για i = 0) είτε µε την ολοκλήρωση ενός κύκλου παρα-

γωγής από κάποια µηχανή (για i > 0). Στις περιπτώσεις αυτές η στάθµη του κόµβου i µειώνε-

ται από ni  ΄ σε ni και τα ni  ΄ − ni κοµµάτια µεταφέρονται από τον κόµβο i στον j µε πιθανότητα 

pij. 

 Τώρα συµβολίζουµε Pn0 το διάνυσµα στήλης που περιέχει τις πιθανότητες όλων των 

καταστάσεων στις οποίες ο κόµβος 0 έχει στάθµη n0. Τότε οι εξισώσεις ροής πιθανότητας 

µπορούν να συµπτυχθούν ως εξής: 

 ∑
≠′

′′=
00

00000
nn

n,nnnn PΛPΛ , για n0 = 0, 1, 2, …, m (4.2) 

όπου Λn0 είναι ένας διαγώνιος πίνακας µε τους ρυθµούς µεταβάσεων έξω από κάθε κατάστα-

ση για την οποία η στάθµη του κόµβου 0 είναι n0 και Λn0’,n0 είναι οι πίνακες µεταβάσεων από 

όλες τις καταστάσεις µε στάθµη n0  ΄ προς καταστάσεις για τις οποίες η στάθµη του κόµβου 0 

είναι n0. Από την επίλυση των Εξ. (4.2) προκύπτουν οι πιθανότητες µόνιµης κατάστασης του 
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συστήµατος και από αυτές µπορούµε να εκτιµήσουµε τα διάφορα µέτρα απόδοσης του συ-

στήµατος όπως το TH, H και B. Για την επίλυση του συστήµατος Εξ. (4.2) χρησιµοποιούνται 

διάφορες αριθµητικές τεχνικές (π.χ. βλ. Νeuts [28], Yeralan and Muth [44]). 

 Το µέτρο απόδοσης του συστήµατος είναι το αναµενόµενο κέρδος J ανά µονάδα χρό-

νου όπως το ορίσαµε στην Παράγραφο 3.2, ήτοι J = pTH − hH − bB. Ο µέσος ρυθµός παρα-

γωγής του συστήµατος TH ισούται µε το µέσο αριθµό παραγγελιών που γίνονται δεκτές ανά 

µονάδα χρόνου. Η ποσότητα αυτή ισούται µε τον µέσο ρυθµό παραγωγής του κόµβου 0, για 

το ισοδύναµο κλειστό δίκτυο αναµονής, και υπολογίζεται ως εξής 

TH =∑ ∑ ∑
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Το πρώτο άθροισµα λαµβάνεται για κάθε στάθµη n0 τέτοια ώστε m > n0 > 0, γιατί µόνο τότε ο 

κόµβος 0 µπορεί να παραγάγει. Πράγµατι, ο κόµβος 0 είναι η ζήτηση και, από τον Πίνακα 

3.1, οι καταστάσεις n0 > 0 ισοδυναµούν µε nB < c οπότε γίνονται δεκτές νέες παραγγελίες και, 

συνεπώς, έχουµε νέες πωλήσεις. Το δεύτερο άθροισµα λαµβάνεται για όλες τις επιτρεπτές 

στάθµες ni όταν το n0 είναι καθορισµένο, ήτοι n1 + … + nN = m − n0. Τέλος, το τρίτο άθροι-

σµα περιλαµβάνει όλες τις επιτρεπτές οµαδικές αφίξεις που µειώνουν την στάθµη n0 σε n0  ΄

 < n0. 

 Όπως φαίνεται από τις Εξ. (4.2) και την εξίσωση του ΤΗ, οι πιθανότητες µόνιµης κα-

τάστασης και το ΤΗ εξαρτώνται από το m (αφού n0 = 0, 1, 2, …, m) αλλά δεν εξαρτώνται από 

το απόθεµα βάσης s. Συνεπώς, για σταθερό m, η συνάρτηση J µεγιστοποιείται στο σηµείο s το 

οποίο ελαχιστοποιεί τη συνάρτηση κόστους 

Cs = hHs + bBs 

όπου Hs και Bs είναι το µέσο απόθεµα και το µέσο πλήθος εκκρεµών παραγγελιών συναρτή-

σει του s. Όπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, οι ποσότητες αυτές δίδονται από τις Εξ. 

(3.3) και (3.4) που εδώ τις γράφουµε µε τη µορφή 

 H = 021 000
)1( =−−=−−= ++++ nsmnsmn mss PPP 111 K  (4.3) 

 B = 021 000
)(2 =−−=−−= −+++ nsmnsmn sm PPP 111 K  (4.4) 

όπου 1 είναι ένα διάνυσµα γραµµής που όλα του τα στοιχεία είναι ίσα µε τη µονάδα και Pn0 = i 

είναι το διάνυσµα στήλης µε τις πιθανότητες όλων των καταστάσεων (n0 = i, a0, …, nN, aN).  
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 Τώρα αποδεικνύουµε η Cs είναι κυρτή συνάρτηση. Από τις Εξ. (4.3) και (4.4) προκύ-

πτουν  

Cs = hs + ][ 021 000
)(2)( =−−=−−= −++++ nsmnsmn smbh PPP 111 K  

Cs+1 = h(s + 1) + ][ 032 000
)1(2)( =−−=−−= −−++++ nsmnsmn smbh PPP 111 K  

Cs−1 = h(s − 1) + ][ 01 000
)11(2)( =−−=−= +−++++ nsmnsmn smbh PPP 111 K  

και από αυτές 

Cs+1 + Cs−1 = 2Cs + (h + b)1 smn −=0
P > 2Cs 

Θέτοντας s ± 1, s ± 2, … αντί για s στην ανισότητα αυτή προκύπτουν  

Cs+i + Cs−i > 2Cs 

για κάθε s και κάθε i ≤ s. Οι σχέσεις αυτές, λόγω του Λήµµατος 1 των Anantharam and 

Tsoucas [4], συνεπάγονται ότι η Cs είναι κυρτή ή, ισοδύναµα, ότι τo µέσο κέρδος J ανά µονά-

δα χρόνου είναι κοίλη συνάρτηση του s. Η χρήση αυτού του αποτελέσµατος επιφέρει σηµα-

ντική µείωση του υπολογιστικών απαιτήσεων για τον προσδιορισµό του αποθέµατος βάσης 

για συστήµατα παραγωγής µε οµαδικές παραγγελίες και γενικούς χρόνους κατεργασιών. Οι 

τιµές των βέλτιστων παραµέτρων της πολιτικής PLS προσδιορίζονται σύµφωνα µε τον παρα-

κάτω αλγόριθµο:  

 

Βήµα 1. Καθόρισε ένα άνω όριο αναζήτησης m— για το m. Θέσε m* = m = 0, s* = s = 0 και 

J*= J(s, m) = 0. 

Βήµα 2. Υπολόγισε τις τιµές των J(s, m) για s = 0, 1, …, m µέχρις ότου είτε 

J(s, m) ≥ J(s+1, m) είτε s = m, ο,τιδήποτε συµβεί πρώτα. Θέσε sm = s. Από την 

προηγούµενη ανάλυση προκύπτει ότι το sm είναι η βέλτιστη τιµή του αποθέµατος 

βάσης, για χωρητικότητα του συστήµατος ίση µε m. 

Βήµα 3. Αν J(sm, m) > J*, ενηµέρωσε το µέχρι στιγµής βέλτιστο σχέδιο. ∆ηλαδή θέσε 

J* = J(sm, m), m* = m, s* = sm, c* = m − s*. Αν m = m— σταµάτησε.  

Βήµα 4. Θέσε m = m + 1. Πήγαινε στο Βήµα 2. 

 

 Ο αλγόριθµος αυτός προσδιορίζει τις βέλτιστες παραµέτρους m  και sm για m ≤ m—. Ε-
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πειδή δεν γνωρίζουµε αν η συνάρτηση J(sm, m) είναι σχεδόν κοίλη, δεν υπάρχει εγγύηση ότι ο 

παραπάνω αλγόριθµος υπολογίζει το βέλτιστο m ακόµη και αν έχει εντοπίσει ένα τοπικό α-

κρότατο. Ωστόσο, στα αριθµητικά πειράµατα που πραγµατοποιήθηκαν παρατηρήσαµε ότι σε 

όλες τις περιπτώσεις η συνάρτηση αναµενόµενου κέρδους ήταν σχεδόν κοίλη. 

 

4.3.2 Αριθµητικό παράδειγµα 

 

 Σε αυτή την παράγραφο παρουσιάζουµε ένα αριθµητικό παράδειγµα για ένα σύστηµα 

παραγωγής που εµπίπτει στην κατηγορία συστηµάτων που περιγράψαµε στην προηγούµενη 

παράγραφο. Το σύστηµα αποτελείται από µία µηχανή η οποία υφίσταται βλάβες και επισκευ-

άζεται σε τυχαίους χρόνους. Οι χρόνοι παραγωγής, οι χρόνοι µεταξύ βλαβών και οι διάρκειες 

επισκευών είναι εκθετικά κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές µε µέσες τιµές 1/µ, 1/f και 1/r 

αντίστοιχα. Υποθέτουµε ότι όταν ο έλεγχος παραγωγής επιβάλει τη διακοπή της λειτουργίας 

της µηχανής, τότε η µηχανή δεν φθείρεται και δεν υπόκειται σε βλάβες. Οι χρόνοι µεταξύ α-

φίξεων διαδοχικών πελατών είναι εκθετικά κατανεµηµένοι µε µέσο ρυθµό λ. Ένας πελάτης 

µπορεί να ζητήσει µία µονάδα προϊόντος µε πιθανότητα q ή δύο µονάδες προϊόντος µε πιθα-

νότητα q – = 1 − q. Για τον έλεγχο του συστήµατος χρησιµοποιούµε την πολιτική PLS. Υπάρ-

χει ένας υπεργολάβος ο οποίος µπορεί να ικανοποιήσει όλη τη ζήτηση που απορρίπτεται. Ό-

ταν η ζήτηση ικανοποιείται από το σύστηµα παραγωγής, τότε το κέρδος µας ανά µονάδα πω-

λούµενου προϊόντος είναι Α + p, ενώ όταν την αναθέτουµε σε υπεργολάβο τότε το κέρδος µας 

είναι µικρότερο και ισούται µε Α. 

 Το κέρδος του συστήµατος ανά µονάδα χρόνου υπολογίζεται ως εξής 

J = (ρυθµός πωλήσεων προϊόντων από παραγωγή)(A + p) 

                                + (ρυθµός πωλήσεων προϊόντων από υπεργολάβο)A − hH − bB 

                                = (συνολικός ρυθµός πωλήσεων προϊόντων)A + pTH − hH − bB 

                                = Aλ(1q + 2 q –) + pTH − hH − bB 

Αφού η ποσότητα Aλ(1q + 2 q –) είναι ανεξάρτητη των m και s, η µεγιστοποίηση του αναµενό-

µενου κέρδους είναι ισοδύναµη µε τη µεγιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης  

JΟBJ = pTH − hH − bB 

 Το σύστηµα παραγωγής µετασχηµατίζεται σε ένα ισοδύναµο κλειστό δίκτυο αναµονής 
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µε δύο κόµβους. Το δίκτυο αυτό έχει σταθερό συνολικό πληθυσµό ίσο µε m = s + c και η λει-

τουργία του είναι παρόµοια µε τη λειτουργία του αρχικού συστήµατος. Ο κόµβος 0 αντιστοι-

χεί στη ζήτηση και ο κόµβος 1 στη µηχανή. Η κατάσταση του συστήµατος περιγράφεται από 

το ζέυγος (n, a), όπου n = 0, …, m είναι το πλήθος προϊόντων που περιέχονται στην αποθήκη 

του κόµβου 0 και a = 0, 1 είναι η κατάσταση της µηχανής (0 αν έχει υποστεί βλάβη και 1 αν 

είναι λειτουργική). Εφόσον ο συνολικός πληθυσµός του συστήµατος είναι σταθερός και ίσος 

µε m το πλήθος των προϊόντων στον κόµβο 1 είναι n1 = m − n. Κατά συνέπεια η γνώση του 

πλήθους προϊόντων στον κόµβο 0 και της κατάστασης της µηχανής αρκεί για να περιγράψει 

την κατάσταση του συστήµατος. Οι εξισώσεις ροής πιθανότητας του συστήµατος διαµορφώ-

νονται ως εξής 

P(m, 0) = 0 

P(m, 1)λ = P(m − 1, 1)µ  + P(m, 0)r 

P(m − 1, 0)(r + λ ) = P(m − 1, 1) f + P(m, 0)λq 

P(m − 1, 1)(µ + f + λ ) = P(m − 1, 0) r + P(m − 2, 1)µ + P(m, 1)λq 

P(m − 2, 0)(r + λ ) = P(m − 2, 1) f + P(m − 1, 0)λq + P(m, 0)λ q – 

P(m − 2, 1)(µ + f + λ ) = P(m − 2, 0) r + P(m − 3, 1)µ + P(m − 1, 1)λq + P(m, 1)λ q – 

… 

P(n + 1, 1)(µ + f + λ ) = P(n + 1, 0) r + P(n, 1)µ + P(n + 2, 1)λq + P(n + 3, 1)λq – 

P(n, 0)(r + λ ) = P(n, 1) f + P(n + 1, 0)λq + P(n + 2, 0)λ q – 

… 

P(0, 1)(µ + f ) = P(0, 0) r + P(1, 1)λ + P(2, 1)λq – 

P(0, 0) r = P(0, 1) f + P(1, 0)λ + P(2, 0)λ q – 

Στις εξισώσεις ροής πιθανότητας το αριστερό µέλος της ισότητας είναι ο ρυθµός µείωσης της 

πιθανότητας ώστε το σύστηµα να ευρίσκεται στην κατάσταση (n, a), ενώ στο δεξί µέλος πε-

ριγράφεται ο συνολικός ρυθµός µετάβασης στην κατάσταση (n, a) από τις άλλες καταστά-

σεις. Η πρώτη εξίσωση είναι ιδιόµορφη. Επειδή έχουµε υποθέσει ότι η µηχανή δεν υπόκειται 

σε βλάβες όταν διακόπτεται η λειτουργία της λόγω του ελέγχου παραγωγής, η κατάσταση 

(m, 0) είναι ανέφικτη και συνεπώς η πιθανότητα P(m, 0) είναι 0. Στη δεύτερη εξίσωση εξετά-

ζεται η ροή από και πρoς την κατάσταση (m, 1). Επειδή η λειτουργία της µηχανής διακόπτε-
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ται για n = m η κατάσταση του συστήµατος αλλάζει µόνο µε την άφιξη νέων πελατών, οι ο-

ποίοι φθάνουν µε ρυθµό λ. Στο δεξί µέλος περιγράφεται ο συνολικός ρυθµός µετάβασης στην 

κατάσταση (m, 1) από τις άλλες καταστάσεις. Εν προκειµένω µπορούµε να µεταβούµε στην 

κατάσταση (m, 1) από την κατάσταση (m − 1, 1), µε ρυθµό µ και από την κατάσταση (m, 1) 

(που όµως είναι πρακτικά ανέφικτη) µε ρυθµό r. Με όµοιο τρόπο προκύπτουν και οι υπόλοι-

πες εξισώσεις ροής πιθανότητας. 

 Για την επίλυση του συτήµατος, εκφράζουµε όλες τις πιθανότητες µόνιµης κατάστασης 

συναρτήσει της P(m, 1). Ξεκινάµε από την εξίσωση P(m, 1)λ = P(m − 1, 1)µ και ευρίσκουµε 

µία έκφραση για το P(m − 1, 1). Ακολούθως επιλύουµε την επόµενη εξίσωση ως προς 

P(m − 1, 0). Εν γένει, επιλύουµε τις εξισώσεις  

P(n + 1, 1)(µ + f + λ ) = P(n + 1, 0) r + P(n, 1)µ + P(n + 2, 1)λq + P(n + 3, 1)λq – 

ως προς P(n, 1) και τις εξισώσεις 

P(n, 0)(r + λ ) = P(n, 1) f + P(n + 1, 0)λq + P(n + 2, 0)λ q – 

ως προς P(n, 0) και προκύπτουν εκφράσεις που περιέχουν µόνον την πιθανότητα P(m, 1). Η 

τελευταία υπολογίζεται από την επίλυση της εξίσωσης κανονικοποίησης 

∑
∀

=
),(

1),(
an

anP  

Έχοντας υπολογίσει τις πιθανότητες µόνιµης κατάστασης του συστήµατος µπορούµε να εκτι-

µήσουµε τα διάφορα µέτρα απόδοσης του συστήµατος όπως ο µέσος ρυθµός παραγωγής TH, 

το µέσο απόθεµα H και το µέσο πλήθος εκκρεµών παραγγελιών B. Ο µέσος ρυθµός παραγω-

γής δίδεται από την εξίσωση 

TH = [P(1, 1) + P(1, 0)]λ + [1 − P(0, 1) − P(0, 0) − P(1, 1) − P(1, 0)]λ (q + 2 q – ) 

Το µέσο απόθεµα και το µέσο πλήθος εκκρεµών παραγγελιών δίδονται από τις Εξ. (4.3) και 

(4.4) που εδώ τις γράφουµε µε τη µορφή 

H = s[P(m − s −1, 0) + P(m − s −1, 1)] + … + m[P(0, 0) + P(0, 1)] 

B = 1[P(m − s −1, 0) + P(m − s −1, 1)] + … + (m − s)[P(0, 0) + P(0, 1)] 

 Στη συνέχεια θεωρούµε ένα σύστηµα µε παραµέτρους λ = 2.0, µ = 6.67, f = 1.0, r = 3.0, 

q = 0.5, p = 10.0, h = 1.0, b = 2.0. Εξετάζουµε τις τρεις πολιτικές, PLS, CB και LS. Για διά-

φορες τιµές του m, υπολογίζουµε τις πιθανότητες µόνιµης κατάστασης του συστήµατος και 

την αντικειµενική συνάρτηση JOBJ συναρτήσει του s, χρησιµοποιώντας τους προηγούµενους 
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τύπους. Με s = m, η πολιτική PLS γίνεται LS ενώ για m→∞ και c→∞ έχουµε την πολιτική 

CB. Στο Σχήµα 4.6 φαίνεται η JOBJ συναρτήσει του αποθέµατος βάσης s για τιµές της χωρη-

τικότητας m = 5, 9 και 20, ενδεικτικά. Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση αυτή είναι κοίλη, όπως 

ήδη έχουµε αποδείξει. Η αντικειµενική συνάρτηση µεγιστοποιείται για m = 9 και s = 2. Για 

τις τιµές αυτές, η πολιτική PLS έχει υψηλότερο κέρδος κατά 10% έναντι της LS και 2% ένα-

ντι της CB. 
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Σχήµα 4.6. Αντικειµενικές συναρτήσεις διάφορων πολιτικών ως προς s 

 

 Η βέλτιστη τιµή της χωρητικότητας για κάθε πολιτική προσδιορίσθηκε δοκιµάζοντας 

όλες τις τιµές του m έως το 200 µε βάση τον αλγόριθµο της Παραγράφου 4.3.1. Ωστόσο, από 

αυτά και από άλλα αριθµητικά πειράµατα φαίνεται ότι η αντικειµενική συνάρτηση είναι σχε-

δόν κοίλη ως προς s και m από κοινού. Η απόδειξη αυτής της ιδιότητας αποτελεί αντικείµενο 

µελλοντικής έρευνας αφού, εάν ισχύει, τότε µπορούµε να διακόπτουµε µε ασφάλεια την ε-

κτέλεση του αλγορίθµου στο σηµείο που εντοπίζεται ένα τοπικό βέλτιστο κάθε φορά, πράγµα 

που µειώνει σηµαντικά τους υπολογισµούς. 
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4.4 Σύνοψη 

 

 Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάστηκαν δύο εφαρµογές των θεωρητικών αποτελεσµάτων 

του προηγούµενου κεφαλαίου.  

 Στο πρώτο µέρος εξετάσαµε το πρόβληµα του συνδυασµένου ελέγχου αποθεµάτων, πα-

ραγγελιών και χαρακτηριστικών ποιότητας σε δίκτυα παραγωγής ενός προϊόντος. Οι παραδο-

χές που αφορούν τη λειτουργία του συστήµατος είναι ίδιες µε εκείνες που έγιναν στο Κεφά-

λαιο 3 οπότε το σύστηµα µοντελοποιείται ως ένα κλειστό δίκτυο αναµονής µε έναν βρόγχο 

ανατροφοδότησης που περιγράφει την απόρριψη ή επανακατεργασία των ποιοτικά µη αποδε-

κτών προϊόντων. Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα του προηγούµενου κεφαλαίου αναπτύ-

χθηκε προσεγγιστικός αλγόριθµος για τον προσδιορισµό των βέλτιστων παραµέτρων της 

στρατηγικής συνεργασίας. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα τεκµηριώνουν την υπεροχή των συ-

νεργαζόµενων πολιτικών ελέγχου έναντι άλλων πρακτικών που εφαρµόζονται συνήθως. 

 Τα αποτελέσµατα αυτά µπορούν να επεκταθούν σε συστήµατα παραγωγής πολλών 

προϊόντων, σε προϊόντα που φέρουν περισσότερα του ενός χαρακτηριστικά ποιότητας ή σε 

συστήµατα των οποίων τα προϊόντα απευθύνονται σε διαφορετικές αγορές µε διαφορετικές 

απαιτήσεις ποιότητας και διαφορετικές τιµές πώλησης. Σε τέτοιου είδους συστήµατα, τα προ-

βλήµατα του ελέγχου παραγωγής και ποιοτικού ελέγχου έχουν µελετηθεί χωριστά στο 

παρελθόν (βλ. π.χ. Baskett et al. [5], Ha [12], Hong and Elsayed [16], Tang and Tang [37]). 

Αντικείµενο µελλοντικής έρευνας αποτελεί η µελέτη των ιδιοτήτων δεύτερης τάξης της συ-

νάρτησης αναµενόµενου κέρδους ως προς τις πολιτικές ποιότητας και παραγωγής από κοι-

νού, µε στόχο την ανάπτυξη αποδοτικότερων αλγορίθµων για τον προσδιορισµό των παραµέ-

τρων της βέλτιστης πολιτικής. 

 Στο δεύτερο µέρος του κεφαλαίου εξετάσθηκε ένα πρόβληµα ελέγχου αποθεµάτων και 

αποδοχής παραγγελιών σε δίκτυα παραγωγής µε χρόνους κατεργασιών και αφίξεων πελατών 

που ακολουθούν γενικές κατανοµές και δυνατότητα παραγωγής κατά παρτίδες. Το σύστηµα 

περιγράφηκε µαθηµατικά ως µία αλυσίδα Markov και αποδείχθηκε µία ιδιότητα δεύτερης τά-

ξης της συνάρτησης αναµενόµενου κέρδους η οποία διευκολύνει τη βελτιστοποίηση. Τα α-

ριθµητικά αποτελέσµατα επιβεβαιώνουν και πάλι την υπεροχή των συνεργαζόµενων πολιτι-

κών έναντι των πολιτικών πλήρους αποδοχής και πλήρους απόρριψης που εφαρµόζονται συ-

νήθως. 

 Με παρόµοιο τρόπο είναι εφικτό να περιγραφούν µαθηµατικά συστήµατα που παρά-
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γουν πολλά προϊόντα, έχουν παράλληλες µηχανές στα διάφορα στάδια κατεργασίας και χρό-

νους προετοιµασίας. Εν τούτοις, η διερεύνηση των ιδιοτήτων δεύτερης τάξης για την συνάρ-

τηση αναµενόµενου κέρδους ως προς όλες τις µεταβλητές ελέγχου από κοινού θα είναι πολύ 

πιο απαιτητική σε αυτή την περίπτωση. 
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5 Συµπεράσµατα 

 

 Η εργασία αυτή είχε ως στόχο την επίλυση προβληµάτων συνδυασµένου ελέγχου απο-

θεµάτων και πωλήσεων σε συστήµατα παραγωγής προς αποθήκευση. Εξετάσαµε τέσσερα 

προβλήµατα: 

• έλεγχος αποθεµάτων και πωλήσεων (αποδοχής παραγγελιών) σε συστήµατα µίας 

µηχανής µε χρόνους κατεργασιών και χρόνους µεταξύ αφίξεων διαδοχικών παραγγε-

λιών που ακολουθούν γενικές κατανοµές, 

• έλεγχος αποθεµάτων και πωλήσεων σε δίκτυα παραγωγής µε εκθετικούς χρόνους 

κατεργασιών και αφίξεις κατά Poisson, 

• έλεγχος αποθεµάτων σε δίκτυα παραγωγής µε οµαδικές αφίξεις  και κατεργασίες κα-

τά παρτίδες, σε χρόνους που ακολουθούν γενικές κατανοµές, και 

• έλεγχος ποιότητας, αποθεµάτων και πωλήσεων σε δίκτυα παραγωγής µε εκθετικούς 

χρόνους κατεργασιών και αφίξεις κατά Poisson.  

 Για τον έλεγχο αποθεµάτων και πωλήσεων, προτείναµε τον συνδυασµό της γνωστής 

πολιτικής αποθέµατος βάσης µε µία νέα πολιτική πωλήσεων, αυτή της µερικής αποδοχής πα-

ραγγελιών που εξαρτάται από µία παράµετρο, το έλλειµµα βάσης. Το πρόβληµα του ελέγχου 

διατυπώθηκε ως πρόβληµα µεγιστοποίησης του µέτρου απόδοσης του συστήµατος συναρτή-

σει των παραµέτρων αποθέµατος βάσης και ελλείµµατος βάσης. Ένα θεµελιώδες ερώτηµα 

για την επίλυση τέτοιων προβληµάτων είναι το εάν η αντικειµενική συνάρτηση έχει ένα µόνο 

σηµείο για το οποίο να ικανοποιούνται οι συνθήκες τοπικού ακροτάτου. Για να ισχύει αυτό 

θα πρέπει η συνάρτηση να είναι σχεδόν κοίλη (quasiconcave).  

 Το σύστηµα µίας µηχανής µοντελοποιήθηκε ως ένα σύστηµα G/G/1/m, ενώ το δίκτυο 

παραγωγής περιγράφηκε µε τη βοήθεια ενός ισοδύναµου κλειστού δικτύου αναµονής. Για την 

µέτρηση της απόδοσης των συστηµάτων αυτών χρησιµοποιήσαµε το αναµενόµενο κέρδος, 

που είναι το κέρδος πωλήσεων µείον το κόστος αποθέµατος και το κόστος εκκρεµών παραγ-

γελιών. Μελετώντας τις ιδιότητες δεύτερης τάξης του αναµενόµενου κέρδους ως προς τις πα-

ραµέτρους ελέγχου βρήκαµε ικανές συνθήκες υπό τις οποίες οι συναρτήσεις αναµενόµενου 

κέρδους είναι σχεδόν κοίλες και αναπτύξαµε υπολογιστικά αποδοτικούς αλγορίθµους εκτί-

µησης των βέλτιστων τιµών των παραµέτρων της προτεινόµενης πολιτικής. Πραγµατοποιή-

σαµε αριθµητικά πειράµατα για να συγκρίνουµε την απόδοση της προτεινόµενης πολιτικής 
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µε άλλες πολιτικές ελέγχου που εφαρµόζονται σήµερα στα περισσότερα συστήµατα παραγω-

γής. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα τεκµηρίωσαν την υπεροχή των συνεργαζόµενων πολιτικών 

ελέγχου αποθεµάτων και πωλήσεων.  

 Στη συνέχεια εφαρµόσαµε και επεκτείναµε την προτεινόµενη πολιτική σε δίκτυα παρα-

γωγής. Εξετάσαµε πρώτα ένα πρόβληµα συνδυασµένου ελέγχου ποιότητας, αποθεµάτων και 

πωλήσεων. Προτείναµε µια απλή στρατηγική συνεργασίας µεταξύ των τµηµάτων παραγωγής 

και ποιοτικού ελέγχου, για την από κοινού εκτίµηση των παραµέτρων ελέγχου αποθεµάτων, 

παραγγελιών και χαρακτηριστικών ποιότητας. Από τα αριθµητικά πειράµατα που παρουσιά-

ζονται φάνηκε ότι η προτεινόµενη στρατηγική συνεργασίας επιτυγχάνει υψηλότερη κερδο-

φορία από τις στρατηγικές ελέγχου της παραγωγής και ποιοτικού ελέγχου που εφαρµόζονται 

στην πράξη. Τέλος εξετάσαµε δίκτυα παραγωγής µε γενικά κατανεµηµένους χρόνους αφίξε-

ων πελατών και κατεργασιών, που έχουν τη δυνατότητα παραγωγής κατά παρτίδες. Για τα 

συστήµατα αυτά διερευνήσαµε τις ιδιότητες δεύτερης τάξης της συνάρτησης αναµενόµενου 

κέρδους ως προς το απόθεµα βάσης µόνον.  

 Σε όλα τα αριθµητικά πειράµατα η εφαρµογή της προτεινόµενης πολιτικής απέδωσε τα 

προσδοκώµενα. Στις χειρότερες των περιπτώσεων η κερδοφορία της προτεινόµενης πολιτικής 

ήταν παρόµοια µε αυτές των ανταγωνιστικών πολιτικών, ενώ στις υπόλοιπες η απόδοση της 

ήταν σηµαντικά καλύτερη. Αυτό εξηγείται από το γεγονός ότι οι περισσότερες από τις δηµο-

φιλείς ανταγωνιστικές πολιτικές, όπως φάνηκε από την ανάλυσή µας, αποτελούν υποπερι-

πτώσεις της προτεινόµενης πολιτικής. Η επιτυχία της πολιτικής µερικής αποδοχής παραγγε-

λιών µας ενθαρρύνει να την επεκτείνουµε και να την εφαρµόσουµε σε άλλα συστήµατα κα-

θώς, µέχρι σήµερα, είναι ελάχιστες οι εφαρµογές της (Caldentey [9], Kouikoglou and Phillis 

[22]) και αυτές εξετάζουν πολύ ειδικές κατηγορίες συστηµάτων (συστήµατα µίας µηχανής 

που παράγουν ένα προϊόν). Οι επεκτάσεις που προτείναµε στις τελευταίες παραγράφους κάθε 

κεφαλαίου αυτής της διατριβής αναφέρονται µόνο σε συστήµατα παραγωγής προς αποθή-

κευση στα οποία εφαρµόζεται η πολιτική αποθεµάτων βάσης. Η πολιτική µερικής αποδοχής 

παραγγελιών µπορεί να συνδυαστεί µε άλλες πολιτικές αποθεµάτων, όπως οι πολιτικές τύπου 

ΚΑΝΒΑΝ και η πολιτική (s, S) (Clark and Scarf [10], Inglehart [17], Sethi and Chen [30], 

Zipkin [45], Liberopoulos and Dallery [24]), ή ακόµη και σε συστήµατα παραγωγής προς ι-

κανοποίηση της ζήτησης (make-to-order, assemble-to-order) όπου δεν επιτρέπονται αποθέµα-

τα έτοιµων προϊόντων. Τέλος, τα θεωρητικά αποτελέσµατα της διατριβής είναι εφαρµόσιµα 

και στις περιπτώσεις όπου η εκτίµηση του µέσου κέρδους γίνεται µε προσοµοίωση όταν η 

ανάλυση Markov είναι αδύνατη για τις δυνατότητες των σηµερινών υπολογιστών. 
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 Τα αποτελέσµατα της διατριβής αυτής περιλαµβάνονται και στις εργασίες Ioannidis and 

Kouikoglou [18], [20] και Ioannidis et al. [19]. 
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