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Kef�laio 1
Genik  Eisagwg 
1.1 Eisagwg Se aut n thn ergas�a ja g�nei prosp�jeia ep�lush
 Tetragwnik¸n Problhm�twnSakid�ou megèjou
 n, ìpou oi suntelestè
 kaj¸
 kai oi metablhtè
 pa�rnountuqa�e
 timè
 metaxÔ tou 0 kai tou 1, en¸ h tim  th
 qwrhtikìthta
 prokÔpteiomo�w
 tuqa�a metaxÔ tou 0 kai n, k�nonta
 qr sh tropopoihmènwn algor�jmwnpou prìteinan oi Bitran kai Hax [13℄, Nou [48℄ kai Bru
ker [16℄. Oi trei
 au-to� algìrijmoi k�noun qr sh th
 Qal�rwsh
 Lagrange, m�a
 euretik 
 teqnik 
pou analÔetai ekten¸
 sto Kef�laio 2. O skopì
 th
 ergas�a
 aut 
 e�nai hparous�ash th
 jewr�a
 p�nw sthn opo�a sthr�zetai o k�je algìrijmo
, geni-k� kai eidik�, h parous�ash se yeudok¸dika tou k�je algor�jmou xeqwrist�, hparous�ash teqnik¸n taxinìmhsh
 pou qrhsimopoioÔntai se k�je algìrijmo (anqrhsimopoioÔntai), h parous�ash twn diafor¸n, twn pleonekthm�twn kai twnmeionekthm�twn tou ek�stote algor�jmou kai tèlo
 h sÔgkrish th
 apìdosh
twn tri¸n aut¸n algor�jmwn kat� thn ep�lush tou TetragwnikoÔ Probl mato
Sakid�ou. H ergas�a e�nai organwmènh w
 akoloÔjw
. Sto 1o mèro
 g�netai m�aeisagwg  sto Tetragwnikì Prìblhma Sakid�ou, sto 2o mèro
 g�netai an�lushth
 teqnik 
 th
 Qal�rwsh
 Lagrange pou qrhsimopoi jhke kai apì tou
 trei
algor�jmou
 gia thn eÔresh apotelesm�twn gia ta paraqjènta Tetragwnik� Pro-bl mata Sakid�ou kai tèlo
 sto 3o mèro
 g�netai qarakthrismì
 th
 bèltisth
lÔsh
 tou probl mato
 (3.1) me qr sh twn ant�stoiqwn sunjhk¸n Kuhn-Tu
ker,2



an�lush algorijmik¸n prosegg�sewn gia thn ep�lush tou probl mato
 (3.1) kaiparous�ash jewrhtik¸n apotelesm�twn. Tèlo
, sto 3o mèro
 g�netai parous�a-sh twn tri¸n algor�jmwn pou qrhsimopoi jhkan. Sto 4o mèro
 g�netai anafor�twn upologistik¸n apotelesm�twn kai, tèlo
, sto 5o mèro
 parousi�zontai tasumper�smat� ma
.1.2 Tetragwnikì Prìblhma Sakid�ou (Quadrati
Knapsa
k Problem)To Tetragwnikì Prìblhma Sakid�ou (QKP) èqei san skopì (apaite�) thn me-gistopo�hsh m�a
 tetragwnik 
 antikeimenik 
 sun�rthsh
 h opo�a upìkeitai seènan periorismì tÔpou sakid�ou (knapsa
k 
onstraint), ìpou ìloi oi suntelestè
jewroÔntai mh arnhtiko� kai ìle
 oi metablhtè
 e�nai duadikè
. To prìblhmaautì br�skei efarmogè
 ston prosdiorismì jèsh
 (lo
ation) kai sthn udrolog�-a (hydrology) kai apotele� gen�keush tou probl mato
 elègqou gia to e�n ènagr�fhma perièqei m�a kl�ka (
lique) dedomènou megèjou
.Dedomènwn n antikeimènwn, to j-ostì antike�meno diajètei èna jetikì akèraiob�ro
 wj , m�a jetik  akèraia qwrhtikìthta sakid�ou c kai ènan n×n mh arnhtikìakèraio p�naka P = (pij), ìpou pij apotele� èna kèrdo
 pou antistoiqe� sthnepilog  tou antikeimènou j, kai, gia j > i, pij + pji apotele� èna kèrdo
 pouantistoiqe� sthn epilog  tìso tou antikeimènou i ìso kai tou antikeimènou j.To Tetragwnikì Prìblhma Sakid�ou (QKP) èqei san skopì thn epilog  enì
uposunìlou antikeimènwn tou opo�ou to sunolikì b�ro
 den uperba�nei thn qw-rhtikìthta tou sakid�ou, ètsi ¸ste na megistopoi sei to sunolikì kèrdo
. Giaeukol�a ston sumbolismì, èstw ìti me N = {1, ..., n}sumbol�zoume to sÔnolo an-tikeimènwn kai me qj = pjj sumbol�zoume ta stoiqe�a th
 diagwn�ou tou p�naka P .An eis�goume m�a duadik  metablht  xij pou pa�rnei thn tim  1 an g�nei epilog tou antikeimènou j kai 0 alli¸
, to prìblhma diatup¸netai majhmatik� w
 ex 
:Megistopo�hsh z(QKP ) =
∑

i∈N

∑

j∈N pijxixjupì ∑

j∈N wjxj ≤ c

xj ∈ {0, 1}, j ∈ N.

(1.1)3



Upojètoume, qwr�
 ap¸leia th
 genikìthta
, ìti isqÔeimaxj∈Nwj ≤ c <
∑

j∈N wjkai ìti o p�naka
 kèrdou
 e�nai summetrikì
,  toi, pij = pji, ∀i, j ∈ N, j > i.To QKP apotele� gen�keush tou Probl mato
 Sakid�ou (Knapsa
k Problem,KP), to opo�o prokÔptei an isqÔei pij = 0 gia ìla ta i 6= j. Epiprosjètw
, toQKP diajètei thn akìloujh �mesh grafo-jewrhtik  ermhne�a. Dedomènou enì
pl rou
, mh diatetagmènou graf mato
 p�nw sto sÔnolo kìmbwn N , ìpou k�jekìmbo
 j diajètei èna kèrdo
 qj kai èna b�ro
 wj kai k�je akm  (i, j) èqei ènakèrdo
 pij +pji, prèpei na g�nei epilog  enì
 uposunìlou kìmbwn S ⊆ N tètoiou¸ste to sunolikì b�ro
 na mhn uperba�nei to c kai to sunolikì kèrdo
 na e�naimègisto. To sunolikì kèrdo
 prokÔptei apì to �jroisma twn kerd¸n twn kìmbwnsto S kai twn akm¸n, twn opo�wn kai oi dÔo �kre
 an koun sto S. Sunep¸
,e�nai eÔkolo na parathrhje� ìti to QKP e�nai ep�sh
 m�a gen�keush tou probl -mato
 Kl�ka
 (Clique problem). Autì to teleuta�o prìblhma, sthn ekdoq  tousan prìblhma anagn¸rish
, èqei san skopì ton èlegqo e�n, gia èna dedomènojetikì akèraio k, èna dedomèno mh diatetagmèno gr�mhma G = (V, E) perièqeièna pl re
 upogr�fhma me k kìmbou
. M�a pijan  ekdoq  beltistopo�hsh
 touprobl mato
 Kl�ka
 d�detai apì to legìmeno Prìblhma PuknoÔ Upograf mato
(Dense Subgraph Problem), sto opo�o e�nai epijumht  h epilog  enì
 uposunìloukìmbwn K ⊆ V me arijmì stoiqe�wn |K| = k tètoio ¸ste to upogr�fhma tou Gpou prokÔptei apì to K na perièqei ìso to dunatìn perissìtere
 akmè
. Autìto prìblhma mpore� na diatupwje� majhmatik� ìpw
 to (1.1) jètonta
 n = |V |,
c = k, wj = 1 gia j ∈ N , pij = pji = 1 e�n (i, j) ∈ E kai pij = pji = 0 sediaforetik  per�ptwsh, gia i, j ∈ N . Prèpei na shmeiwje� ìti se aut n thn per�-ptwsh o periorismì
 sakid�ou ekful�zetai se periorismì arijmoÔ stoiqe�wn, kaija ikanopoie�tai me isìthta kat� thn bèltisth lÔsh. Profan¸
, h ap�nthsh stoprìblhma Kl�ka
 e�nai jetik  an kai mìno an h bèltisth lÔsh autoÔ tou QKP èqeitim  k(k − 1). H pio gnwst  ekdoq  beltistopo�hsh
 tou probl mato
 Kl�ka
,to Max Clique, èqei san skopì èna pl re
 upogr�fhma me èna mègisto arijmìkìmbwn. Autì to teleuta�o prìblhma mpore� na epiluje� mèsw enì
 algor�jmouQKP k�nonta
 qr sh duadik 
 anaz thsh
.To prìblhma Max Clique, ektì
 tou ìti e�nai (isqur�) NP-hard (Mh Aitiokrati-kì PoluwnumikoÔ Qrìnou dÔskola epilÔsimo), apotele� èna apì ta duskolìteraprobl mata sunduastik 
 beltistopo�hsh
 pou melet�tai sthn bibliograf�a, tì-so apì thn pleur� th
 jewrhtik 
 proseggisimìthta
 ìso kai apì thn pleur�th
 praktik 
 epilusimìthta
. Oi �die
 idiìthte
 emfan�zontai kai sto QKP, me4



apotèlesma na e�nai pio dÔskolo sthn ep�lus  tou apì to klasikì tetragwnikìprìblhma. Sugkekrimèna, h eÔresh m�a
 proseggistik 
 lÔsh
 tou probl mato
QKP me tim  megalÔterh apì thn tim  th
 bèltisth
 diairemènh me nǫ e�nai NP-hard gia opoiod pote ǫ < 1
4 [5℄. Pa�rnonta
 upìyin aut� ta apotelèsmata, ja tan anamenìmeno ìti opoiod pote �nw fr�gma, to opo�o mpore� na prokÔyei meapodotikì trìpo, ja  tan exairetik� kakì gia orismène
 peript¸sei
.To QKP melet jhke gia pr¸th for� apì tou
 Gallo, Hammer kai Simeone [13℄,oi opo�oi prìteinan akribe�
 algor�jmou
 ìpou ta �nw fr�gmata upolog�zontanme qr sh twn an¸terwn epipèdwn (upper planes), ta opo�a e�nai grammikè
 su-nart sei
 aut¸n twn duadik¸n metablht¸n pou den e�nai mikrìtere
 apì apì thnantikeimenik  sun�rthsh tou QKP p�nw sto sÔnolo efikt¸n lÔsewn tou en lì-gw QKP. Fa�netai pw
, mèqri kai prin apì l�ga qrìnia, to prìblhma den e�qemelethje� ektetamèna, all� èqei prosf�tw
 proselkÔsei meg�lo ereunhtikì en-diafèron. Oi Billionnet kai Calmels [6℄ akoloujoÔn m�a prosèggish diakl�dwsh
kai tom 
 (bran
h-and-
ut) sto en lìgw prìblhma, k�nonta
 qr sh m�a
 klasi-k 
 diatÔpwsh
 ILP (akera�ou grammikoÔ programmatismoÔ) me O(n2) metablhtè
kai periorismoÔ
. Prosegg�sei
 pou k�noun qr sh th
 Qal�rwsh
 Lagrange pe-rigr�fontai apì tou
 Chaillou, Hansen kai Mahieu [9℄, Mi
helon kai Veilleux[24℄, Hammer kai Rader [14℄ kai Billionnet, Faye kai Soutif [7℄. Oi Helmberg,Rendl kai Weismantel [17℄ pa�rnoun m�a pio genik  ekdoq  tou probl mato
 ìpouta stoiqe�a tou p�naka P mporoÔn na p�roun arnhtikè
 timè
, kai prote�nounm�a sunduastik  prosèggish pou k�nei qr sh epipèdwn tom 
 (
utting planes)kai hmiorismènou programmatismoÔ (semide�nite programming) kai epitrèpei tonupologismì polÔ isqur¸n �nw fragm�twn. To Akèraio QKP, ìpou oi metablhtè
mporoÔn na l�boun m�a akèraia tim  metaxÔ enì
 k�tw kai �nw fr�gmato
, me-let jhke apì tou
 Bretthauer, Shetty kai Syam [8℄, all� perior�sthkan apì togegonì
 ìti oi p�nake
 kèrdou
 P e�nai diag¸nioi,  toi na isqÔei pij = 0 gia i 6= j.Prèpei na shmeiwje� ìti to genikì akèraio QKP mpore� eÔkola na diatupwje�w
 èna QKP efarmìzonta
 ton �dio metasqhmatismì pou perigr�fhke apì tou
Martello kai Toth [21℄, gia thn metatrop  tou Fragmènou Probl mato
 Sakid�ouse Prìblhma Sakid�ou.'Opw
 e�nai anamenìmeno, lìgw th
 genikìtht�
 tou, to QKP diajètei èna eurÔped�o efarmog¸n. O Witzgall [27℄ parous�ase èna prìblhma pou prokÔptei sti
thlepikoinwn�e
 ìtan prèpei na epilege� èna
 arijmì
 topojesi¸n gia dorufori-koÔ
 stajmoÔ
, tètoio
 ¸ste h pagkìsmia kuklofor�a yhfiak¸n shm�twn metaxÔ5



aut¸n twn stajm¸n na megistopoie�tai upì ènan periorismì pro�pologismoÔ. Au-tì to prìblhma fa�netai pw
 apotele� QKP. Parìmoie
 diatup¸sei
 problhm�twnprokÔptoun kat� thn epilog  topojes�a
 aerodrom�wn, sidhrodromik¸n stajm¸n  stajm¸n diaqe�rish
 fort�wn [26℄. Oi Johnson, Mehrotra kai Nemhauser [18℄anafèroun èna prìblhma sqed�ash
 metaglwttist  (
ompiler) pou mpore� na dia-tupwje� san èna QKP, ìpw
 perigr�fetai sto [17℄. Oi Dijkhuizen kai Faigle [11℄kai oi Park, Lee kai Park [25℄ jewroÔn èna stajmismèno prìblhma maximumb-
lique. 'An ìla ta b�rh twn akm¸n e�nai mh arnhtik�, tìte autì to prìblh-ma apotele� eidik  per�ptwsh tou QKP kai prokÔptei ìtan wj = 1 gia j ∈ Nkai b = c. Tèlo
, to QKP emfan�zetai san to upoprìblhma paragwg 
 sthl¸n(
olumn generation) kat� thn ep�lush tou probl mato
 diaqwrismoÔ graf mato
pou perigr�fetai apì tou
 Johnson, Mehrotra kai Nemhauser [18℄.

6



Kef�laio 2
Qal�rwsh Lagrange
2.1 Basik  IdèaJewroÔme to genikì prìblhma

(P) min z = f(x) (2.1)upì g(x) ≤ 0 (2.2)
h(x) = 0 (2.3)
x ∈ X (2.4)ìpou g(x) = [g1(x), g2(x), ..., gp(x)]T , h(x) = [h1(x), h2(x), ..., hq(x)]T , x =

[x1, x2, ..., xn]T kai m = p + q.Ja upojèsoume ìti to sÔnolo Q e�nai tètoio pou h ex�leiyh twn periorism¸n(2.2)-(2.3) apì to prìblhma (P) ja kajistoÔse to enapome�non prìblhma
(P1) min z1 = f(x) (2.5)upì x ∈ X (2.6)7



<áÔkolo>> pro
 ep�lush, ìpou h eukol�a anafèretai e�te sthn Ôparxh gnwstoÔ al-gor�jmou gia thn ep�lush tou (P1) e�te sthn parous�a idiot twn pou ja epètrepanthn an�ptuxh nèou eidikoÔ algor�jmou gia thn ep�lush tou (P1).To prìblhma (P1) lamb�netai w
 qal�rwsh (relaxation) tou probl mato
 (P),diìti ìpw
 kai sthn per�ptwsh th
 grammik 
 qal�rwsh
 tou akèraiougrammikoÔ programmatismoÔ (th
 antikat�stash
 dhlad  periorism¸n tou tÔpou
x ∈ {0, 1}   x ∈ {0, 1, ..., u} apì tou
 periorismoÔ
 0 ≤ x ≤ 1 kai 0 ≤ x ≤ uant�stoiqa), h ex�leiyh twn periorism¸n odhge� se qal�rwsh twn apait sewnpou oi efiktè
 lÔsei
 tou (P1), prèpei na ikanopoioÔn. Sugkekrimèna, e�n sum-bol�soume me F (P) kai F (P1) ≡ X ta sÔnola twn efikt¸n lÔsewn twn (P) kai(P1) ant�stoiqa, me x∗ kai x∗

1 ti
 bèltiste
 lÔsei
 twn (P) kai (P1) ant�stoiqa,kai me z∗ kai z∗1 ti
 bèltiste
 antikeimenikè
 timè
 f(x∗) kai f(x∗
1) twn (P) kai(P1) ant�stoiqa, tìte, ìpw
 fa�netai kai apì to Sq ma 2.1, isqÔoun oi akìlouje
sqèsei
:

F (P) ⊆ F (P1) (2.7)
x∗ ∈ F (P1) (2.8)
z∗ ≥ z∗1 (2.9)Genik¸
 anamènoume na isqÔei ìti
x∗

1 /∈ F (P), (2.10)an kai h pijanìthta na e�nai x∗
1 ∈ F (P) den mpore� na parablefje� pl rw
, p.q.ìtan h sqèsh (2.7) isqÔei w
 tautìthta diìti oi exaleifjènte
 periorismo� e�naiìloi tou
 pleon�zonte
 (redundant). Se mia tètoia per�ptwsh anagkastik� èqome

z∗ = z∗1 opìte to x∗
1 apotele� enallaktik  bèltisth lÔsh tou (P)   taut�zetaime to x∗. Me �lla lìgia, ìtan h sqèsh (2.10) den isqÔei, to qalarwmènoprìblhma (P1) mpore� na antikatast sei to (P) qwr�
 oiad pote ap¸leia. Toqalarwmèno prìblhma (relaxed problem) dÔnatai na antikatast sei pl rw
 toarqikì (P) kai sthn per�ptwsh pou h sqèsh (2.7) isqÔei men all� oi exaleifjènte
periorismo� e�nai ìloi anenergo� (ina
tive, unbinding) sthn bèltisth lÔsh x∗. H8



ex�leiyh mh-pleonazìntwn periorism¸n oi opo�oi e�nai energo� (a
tive, binding)sth bèltisth lÔsh tou (P) sunep�getai en gènei tìso thn sqèsh (2.10) ìso kaiausthrè
 anisìthte
 sti
 sqèsei
 (2.7) kai (2.9).Sth qal�rwsh enì
 probl mato
 dÔnatai epiprìsjeta na summetèqei kai h tro-popo�hsh th
 antikeimenik 
 sun�rthsh
. Ja lègetai ìti to prìblhma
(Pθ) min zθ = θ(x) (2.11)upì x ∈ Fθ (2.12)e�nai m�a qal�rwsh tou (P) e�n kai mìno e�n oi akìlouje
 sqèsei
 isqÔoun:

F (P) ⊆ Fθ (2.13)
f(x) ≥ θ(x), ∀x ∈ F (P) (2.14)ParathroÔme ìti h sqèsh (2.14) sunep�getai anagkastik� thn anisìthta

z∗ ≥ z∗θ (2.15)h opo�a analoge� sthn (2.9).H qal�rwsh Lagrange efarmozìmenh sto (P) e�nai h eidik  per�ptwsh tou(2.11)-(2.12), ìpou
θ(x) = f(x) + λT g(x) + πT h(x), (2.16)

Fθ ≡ X, (2.17)kai h sun�rthsh θ(x) or�zetai gia auja�rete
 pagiwmène
 timè
 sti
 paramètrou

λ = [λ1, λ2, ..., λp]

T ≥ 0 kai π = [π1, π2, ..., πq]
T , ìpou to π e�nai eleÔjero apìperiorismoÔ
 projèmato
. 9



To oÔtw
 lambanìmeno qalarwmèno prìblhma
(LSUB) θ(λ, π) = minθ(x) = f(x) + λT g(x) + πT h(x) (2.18)upì x ∈ X (2.19)anafèretai sun jw
 w
 upoprìblhma Lagrange (Lagrangian sub-problem),oi par�metroi λ ≥ 0 kai π w
 pollaplasiastè
 Lagrange (Lagrangianmultipliers), en¸ to θ(λ, π) antiproswpeÔei thn bèltisth antikeimenik  tim  touupoprobl mato
. H sun�rthsh

L(x, λ, π) = f(x) + λT g(x) + πT h(x) (2.20)me sÔnolo orismoÔ to X×R
p
0+×R

q onom�zetai sun�rthsh Lagrange. Para-throÔme ìti e�n oi timè
 twn pollaplasiast¸n Lagrange stajeropoihjoÔn seefiktè
 timè
 tìte θ(x) ≡ L(x, λ, π).H basik  idèa ep�lush
 tou (P) pou h qal�rwsh Lagrange sunep�getai e�nai naaneureje� h bèltisth lÔsh tou (P) mèsw ep�lush
 mia
 akolouj�a
 <áÔkolwn>>upoproblhm�twn (LSUB) gia diaforetikè
 twn paramètrwn λ kai π me tètoiotrìpo ¸ste autè
 na energoÔn w
 poinè
 pou prospajoÔn na epib�lloun thnikanopo�hsh twn qalarwmènwn periorism¸n apì ti
 diadoqikè
 bèltiste
 lÔsei
twn ant�stoiqwn (LSUB), e�n kai efìson beba�w
 up�rqoun timè
 λ∗ kai π∗ gia ti
opo�e
 to (LSUB) dÔnatai na par�xei thn bèltisth lÔsh x∗ tou (P). Sunj ke
 upìti
 opo�e
 autì e�nai dunatìn ja melethjoÔn se parak�tw upoenìthte
. Akìmhìmw
 kai ìtan oi sunj ke
 autè
 den ikanopoioÔntai, h basik  idèa ep�lush
tou (P) prosfèretai gia thn dhmiourg�a euretik¸n algor�jmwn proseggistik 
ep�lush
 tou (P).Apomènei na apode�xoume ìti to upoprìblhma (LSUB) e�nai ìntw
 qal�rwsh tou(P), dhlad  ìti ikanopoie� ti
 sqèsei
 (2.13)-(2.14). H ikanopo�hsh th
 pr¸th
sqèsh
 e�nai epakìloujo th
 prohghje�sa
 suz thsh
 (dè
 kai Sq ma 2.1). Giathn apìdeixh th
 anisìthta
 (2.14) jewroÔme gia auja�reta λ ≥ 0 kai π thnbèltisth lÔsh x̂ ∈ X tou (LSUB). 'Eqoume sunep¸
 f(x̂) + λT g(x̂) + πT h(x̂),
∀x ∈ X . Apì thn �llh pleur� a
 e�nai x∗ h bèltisth lÔsh tou (P). Tìte isqÔei10



g(x∗) ≤ 0 kai h(x∗) = 0, kai epeid  λ ≥ 0, èqoume λT g(x∗) ≤ 0 kai fusik�
f(x∗)+λT g(x∗)+πT h(x∗) = f(x∗)+λT g(x∗)+0 ≤ f(x∗). Ep�sh
 anagkastik�
x∗ ∈ X kai sunep¸
 apì thn pr¸th anisìthta èqoume f(x̂)+λT g(x̂)+πT h(x̂) ≤

f(x∗) + λT g(x∗) + πT h(x∗) ≤ f(x∗). Tèlo
, epeid  f(x∗) ≤ f(x), ∀x ∈ F (P), hanisìthta (2.14) ikanopoie�tai˙ 'Eqoume apode�xei to akìloujo apotèlesma:Je¸rhma 2.1 A
 e�nai θ(λ, π) h bèltisth antikeimenik  tim  tou (LSUB) giaauja�rete
 timè
 λ ≥ 0 kai π, kai z∗ h bèltisth antikeimenik  tim  tou (P). TìteisqÔei h anisìthta
z∗ ≥ θ(λ, π).To upoprìblhma Lagrange (LSUB) ma
 parèqei sÔmfwna me to Je¸rhma 2.1 ènak�tw fr�gma (lower bound, LBD) sthn zhtoÔmenh bèltisth antikeimenik tim  tou arqikoÔ probl mato
 (P). M�lista e�n oi pollaplasiastè
 LagrangeepileqjoÔn ètsi ¸ste autì to k�tw fr�gma na e�nai to mègisto dunatìn, tìte,sti
 peript¸sei
 kur�ou endiafèronto
, autì to fr�gma e�nai <<kalÔtero>> apì tofr�gma pou ja edÔnato na paraqje� epilÔonta
 to qalarwmèno prìblhma (P1),agno¸nta
 dhlad  pantel¸
 tou
 exaleifjènte
 periorismoÔ
. Me �lla lìgia,sti
 peript¸sei
 autè
, to mègisto k�tw fr�gma apì to upoprìblhma Lagrangeparemb�lletai tou k�tw fr�gmato
 apì to qalarwmèno prìblhma (P1) kai thnbèltisth antikeimenik  tim  tou arqikoÔ probl mato
 (P) kai sunep¸
 e�nai toisqurìtero apì ta dÔo.E�n k�poia efikt  lÔsh x̄ tou arqikoÔ probl mato
 e�nai gnwst    dÔnatai naparaqje� me k�poion trìpo, tìte anagkastik� z̄ = f(x̄) ≥ f(x∗) apotele� èna�nw fr�gma (upper bound, UBD) sthn zhtoÔmenh bèltisth antikeimenik  tim 

z∗. Sundu�zonta
 sunep¸
 me thn anisìthta (2.21), m�a efikt  all� auja�rethlÔsh tou (P) ma
 parèqei thn dunatìthta na perior�soume thn zhtoÔmenh bèltisthantikeimenik  tim  tou (P) sto di�sthma [θ(λ, π), z̄]:
θ(λ, π) ≤ z∗ ≤ z̄. (2.21)To upoprìblhma Lagrange dÔnatai dhlad  na qrhsimopoihje� tìso gia thn pa-ragwg  k�tw fr�gmato
 θ(λ, π) ìso kai - mèsw kat�llhlwn metasqhmatism¸n -�nw fr�gmato
 z̄. 11



'Opw
 ja g�nei emfanè
 sto upokef�laio §2.2, h qal�rwsh Lagrange e�nai m�-a genik  mejodolog�a gia thn ep�lush problhm�twn beltistopo�hsh
, h opo�aprosfèrei sobar� pleonekt mata:
• H genikìtht� th
 epitrèpei thn efarmog  th
 se ple�sta ìsa probl ma-ta anex�rthta apì ti
 epimèrou
 idiìthtè
 twn. E�nai dhlad  efarmìsimhanex�rthta apì thn grammikìthta   mh-grammikìthta, thn kurtìthta   mh-kurtìthta, thn sunèqeia   asunèqeia, thn akeraiìthta kai thn duadikìthtatwn metablht¸n kai twn sqèse¸n tou
 sto arqikì prìblhma.
• H efarmog  th
 se dedomèno prìblhma dÔnatai na g�nei poikilotrìpw
 kaisunep¸
 èqei èmfuth thn idiìthta ti
 euelix�a
.
• H efarmog  th
 epitrèpei na ekmetalleujoÔme ti
 eidikè
 domè
 pou ana-gnwr�zoume sta di�fora probl mata epitugq�nonta
 thn aposÔndesh touarqikoÔ probl mato
 se upoprobl mata gia ta opo�a e�te up�rqoun  dhapotelesmatiko� kai apodotiko� algìrijmoi e�te dÔnantai na anaptuqjoÔnnèoi.
• 'Opw
  dh èqei anaferje�, h qal�rwsh Lagrange epitrèpei thn taqe�a para-gwg  k�tw fr�gmato
 ep� th
 bèltisth
 antikeimenik 
 tim 
 tou arqikoÔprobl mato
. Ja doÔme sto upokef�laio §2.3 ìti h idiìthta aut  epi-trèpei thn an�ptuxh th
 jewr�a
 duikìthta
 Lagrange kai thn an�ptuxhduikoÔ pro
 to arqikì prìblhma. 'Eqoun anaptuqje� mèjodoi ep�lush
 touduikoÔ probl mato
 pou odhgoÔn sthn peraitèrw isquropo�hsh tou k�twfr�gmato
, sthn kalÔterh dhlad  prosèggish ek twn k�tw th
 zhtoÔmenh
bèltisth
 antikeimenik 
 tim 
 tou arqikoÔ probl mato
.
• H qal�rwsh Lagrange epitrèpei suqn� thn an�ptuxh euretik¸n algor�jmwngia thn apotelesmatik  eÔresh <<kal¸n>> - an ìqi bèltistwn - lÔsewn touarqikoÔ probl mato
 kai thn paragwg  �nw fr�gmato
 sthn zhtoÔmenhbèltisth antikeimenik  tim  tou arqikoÔ probl mato
.
• H an�ptuxh tìso k�tw ìso kai �nw fragm�twn ep� th
 zhtoÔmenh
 bèlti-sth
 antikeimenik 
 tim 
 tou arqikoÔ probl mato
 epitrèpei ton egklwbi-smì th
 teleuta�a
 kai sunep¸
 thn paroq  eggu sewn gia thn paraqje�saeuretik  lÔsh se morf  sqetikoÔ sf�lmato
. Ektì
 toÔtou, h idiìthta tou12



egklwbismoÔ th
 bèltisth
 antikeimenik 
 tim 
 tou arqikoÔ probl mato
d�dei thn dunatìthta an�ptuxh
 algor�jmwn diakl�dwsh
 kai fr�gmato
(bran
h-and-bound) gia thn epakrib  ep�lush dÔskolwn sunduastik¸n kaiakera�wn problhm�twn beltistopo�hsh
.
2.2 Trìpoi Qr sh
 th
 Qal�rwsh
 LagrangeH idèa th
 qal�rwsh
 Lagrange dÔnatai na qrhsimopoihje� poikilotrìpw
 sek�je dedomèno prìblhma odhg¸nta
 se qalarwmèna upoprobl mata me diafore-tikè
 idiìthte
 ìson afor� sthn dunatìthta ep�lus 
 twn kai sthn poiìthta twnlÔsewn pou dÔnantai na par�xoun. Epeid  sun jw
 h poiìthta twn lÔsewn sqet�-zetai me thn eukol�a   duskol�a aneÔres 
 twn, h telik  epilog  tou qalarwmènouupoprobl mato
 apaite� to swstì st�jmisma twn dÔo aut¸n paragìntwn. SthnparoÔsa upoenìthta ja g�nei an�lush dÔo ek twn basik¸n trìpwn efarmog 
 th
qal�rwsh
 Lagrange exet�zonta
 m�a seir� apì exeidikeumèna probl mata.2.2.1 Olik  Qal�rwshSthn olik  qal�rwsh ìloi oi periorismo� plhn twn aploÔsterwn antistoiq�zontaise pollaplasiastè
Lagrange kai prost�jentai sthn antikeimenik  sun�rthsh giaton sqhmatismì tou upoprobl mato
 Lagrange. Me anafor� sto genikì prìblh-ma (2.1)-(2.4), to sÔnolo X pou kajor�zei tou
 periorismoÔ
 tou qalarwmènouprobl mato
 (2.18)-(2.19) or�zetai apì polÔ aplè
 sqèsei
, ìpw
 anisìthte
 mh-arnhtikìthta
 twn metablht¸n, �nw   k�tw ìria sti
 timè
 twn metablht¸n, kaiapait sei
 duadikìthta
   akeraiìthta
 twn lÔsewn.Par�deigma 2.1 Grammikì
 Programmatismì
JewroÔme to grammikì prìblhma beltistopo�hsh
:

(LP) min z = cT x (2.22)upì A(x) ≥ b (2.23)
x ≥ 0. (2.24)13



Gia na efarmìsoume olik  qal�rwsh, antistoiq�zoume stou
 periorismoÔ
 (2.23)tou
 pollaplasiastè
 λ ≥ 0 afoÔ prohgoumènw
 jèsoume tou
 periorismoÔ
 se
≤- morf . To apotèlesma th
 olik 
 qal�rwsh
 e�nai to k�twji upoprìblhmaLagrange:

θ(λ) = λT b + min(cT − λT A)x (2.25)upì x ≥ 0 (2.26)To prìblhma autì epilÔetai me apl  episkìphsh afoÔ e�n o suntelest 
 mia
metablht 
 xj e�nai jetikì
, h elaqistopo�hsh apaite� na teje� h metablht  stokat¸tato ìriì th
, na th
 apodoje� dhlad  h tim  0. Antijètw
, e�n o sunte-lest 
 th
 metablht 
 e�nai arnhtikì
, tìte anagkastik� xj → +∞. 'Eqomeepomènw
:
θ(λ) =

{

λT b, e�n cT − λT A ≥ 0

−∞ alli¸
 . (2.27)To qalarwmèno prìblhma (2.25)-(2.26) èqei dhlad  nìhma mìnon efìson oi pol-laplasiastè
 Lagrange λ ikanopoioÔn ti
 sunj ke
:
AT λ ≤ c. (2.28)H bèltisth antikeimenik  tim  tou qalarwmènou probl mato
 èqei tìte thn tim 

bT λ pou e�nai èna k�tw fr�gma (LBD) sthn bèltisth antikeimenik  tim  touarqikoÔ probl mato
 (LP).Par�deigma 2.2 Akèraio
 Programmatismì
JewroÔme to grammikì prìblhma beltistopo�hsh
 me metablhtè
 duadik 
 mor-f 
:
(BP) min z = cT x (2.29)14



upì A(x) ≥ b (2.30)
x ∈ {0, 1}n (2.31)Gia na efarmìsoume olik  qal�rwsh, antistoiq�zoume stou
 periorismoÔ
 (2.30)

A(x) ≥ b tou
 pollaplasiastè
 λ ≥ 0 afoÔ prohgoumènw
 jèsoume tou
 pe-riorismoÔ
 se ≤- morf . To apotèlesma th
 olik 
 qal�rwsh
 e�nai to k�twjiupoprìblhma Lagrange:
θ(λ) = λT b + min(cT − λT A)x (2.32)upì x ∈ {0, 1}n (2.33)Par�deigma 2.3 Mh-Grammikì
 Programmatismì
JewroÔme to mh-grammikì prìblhma beltistopo�hsh
:

(LP) min z =

n
∑

j=1

fj(xj) (2.34)upì A(x) ≥ b (2.35)
x ≥ 0 (2.36)Gia na efarmìsoume olik  qal�rwsh, antistoiq�zoume stou
 periorismoÔ
 (2.35)

A(x) ≥ b tou
 pollaplasiastè
 λ ≥ 0 afoÔ prohgoumènw
 jèsoume tou
 pe-riorismoÔ
 se ≤- morf . To apotèlesma th
 olik 
 qal�rwsh
 e�nai to k�twjiupoprìblhma Lagrange:
θ(λ) = λT b + min n

∑

j=1

fj(xj) − λT Ax (2.37)upì x ≥ 0 (2.38)Jètonta
 d(λ) = AT λ, parathroÔme ìti to upoprìblhma diaqwr�zetai se n pro-bl mata m�a
 metablht 
: 15



θ(λ) = minfj(xj) − d(λ)jxj (2.39)upì x ≥ 0 (2.40)Upì thn pro�pìjesh ìti oi sunart sei
 fj(·) katèqoun orismène
 idiìthte
, taprobl mata aut� epilÔontai sqetik� eÔkola e�te me mejìdou
 grammik 
 anaz -thsh
 (line sear
h) e�te akìmh kai analutik�.To k�tw fr�gma pou par�getai apì thn qal�rwsh e�nai:
θ(λ) = λT b +

n
∑

j=1

θj(λ). (2.41)Par�deigma 2.4 Aplì Prìblhma Qwrojèthsh
JewroÔme to k�twji prìblhma qwrojèthsh
:
(SPL) min z =

n
∑

i=1

m
∑

j=1

cijxij +

n
∑

i=1

fiyi (2.42)upì n
∑

i=1

xij = 1, ∀j (2.43)
xij − yi ≤ 0, ∀i, ∀j (2.44)
xij ≥ 0, ∀i, ∀j (2.45)
yi ∈ {0, 1}, ∀i. (2.46)Gia na efarmìsoume olik  qal�rwsh, antistoiq�zoume stou
 periorismoÔ
 (2.43)

∑n

i=1 xij = 1, ∀j tou
 pollaplasiastè
 π ≥ 0 afoÔ prohgoumènw
 jèsoumetou
 periorismoÔ
 se ≤- morf . To apotèlesma th
 olik 
 qal�rwsh
 e�nai tok�twji upoprìblhma Lagrange:
θ(π) =

∑m

j=1 πi +min n
∑

i=1

m
∑

j=1

(cij − πj)xij +

n
∑

i=1

fiyi (2.47)16



upì xij − yi ≤ 0, ∀i, ∀j (2.48)
xij ≥ 0, ∀i, ∀j (2.49)
yi ∈ {0, 1}, ∀i. (2.50)ParathroÔme ìti to upoprìblhma e�nai ajroistik� diaqwr�simo me to i se n upo-probl mata, èna gia k�je i, th
 morf 
:

θi(π) = min m
∑

j=1

(cij − πj)xij + fiyi (2.51)upì xij − yi ≤ 0, ∀j (2.52)
xij ≥ 0, ∀j (2.53)
yi ∈ {0, 1}. (2.54)Fusik� k�tw fr�gma upolog�zetai apì thn sqèsh:

θ(π) =

n
∑

i=1

πi +

n
∑

i=1

θi(π). (2.55)Gia thn ep�lush twn upoproblhm�twn parathroÔme ìti e�n to fi+
∑n

j=1 min{0, (cij−

πj)} < 0 tìte to yi = 1 kai to xij = 1 e�n to cij − πi ≤ 0, diaforetik� yi = 0kai xij = 0.2.2.2 Diat rhsh GnwstoÔ Upoprobl mato
Suqn� anagnwr�zoume stou
 periorismoÔ
 enì
 probl mato
 k�poio uposÔnoloperiorism¸n pou perigr�foun ti
 idiìthte
 pou prèpei na èqei h lÔsh gnwstoÔprobl mato
. Lègetai tìte ìti to teleuta�o emfan�zetai w
 upoprìblhma stoarqikì prìblhma. Se tètoie
 peript¸sei
 e�nai sun jw
 epijumhtì na epiteu-qje� h qal�rwsh me tètoio trìpo ¸ste to gnwstì upoprìblhma na emfanisje�sthn jèsh tou upoprobl mato
 Lagrange (2.18)-(2.19). Gia thn ep�teuxh au-toÔ tou skopoÔ, jewroÔme ìti to X antistoiqe� sto anagnwr�simo upoprìblhma,en¸ antistoiq�zoume pollaplasiastè
 Lagrange stou
 upìloipou
 periorismoÔ
17



kai tou
 prosjètoume sthn antikeimenik  sun�rthsh gia na diamorf¸soume toupoprìblhma Lagrange.E�nai dunatìn na emfan�zontai stou
 periorismoÔ
 enì
 probl mato
 domè
 pouantistoiqoÔn se diaforetik� gnwst� probl mata. H epilog  enì
 ex aut¸n giathn diamìrfwsh tou upoprobl mato
 Lagrange bas�zetai sto st�jmisma twn ex 
paragìntwn:
• thn prìsbash se   thn eukol�a an�ptuxh
 k¸dika ep�lush
 tou upoprobl -mato
,
• thn poluplokìthta, apa�thsh dhlad  se qrìno ektèlesh
, tou algor�jmouep�lush
 tou upoprobl mato
,
• thn diat rhsh   mh th
 spoudaiìterh
 idiìthta
 pou prèpei na èqei h lÔshtou arqikoÔ probl mato
, kai
• thn poiìthta tou k�tw fr�gmato
 pou dÔnatai na paraqje� apì to upoprì-blhma.Suqn� oi par�gonte
 auto� e�nai allhlosugkrouìmenoi kai gia ton lìgo autì hgn¸sh kai h empeir�a upeisèrqontai sthn diamìrfwsh tou stajm�smato
 kai thntelik  epilog  upoprobl mato
. Ta parade�gmata pou akoloujoÔn ja diafwt�-soun ti
 ptuqè
 autoÔ tou problhmatismoÔ.Par�deigma 2.5 Periorismèna Probl mata Elaq�stwn Diadro-m¸nProbl mata aneÔresh
 diadrom¸n upì di�forou
 periorismoÔ
 emfan�zontai su-qn� sthn pr�xh, p.q. sti
 epikoinwn�e
 h diadrom  prèpei na e�nai h suntomìterhìson afor� ton qrìno all� tautoqrìnw
 kai h pio axiìpisth   na qrhsimopoie�periorismèno arijmì tìxwn gia lìgou
 axiopist�a
 kai poiìthta
, en¸ sti
 diano-mè
 h dianom  prèpei na e�nai h fjhnìterh apì �poyh kìstou
 all� tautìqronana mhn uperba�nei k�poio qronikì ìrio egguoÔmenh ètsi uyhlì ep�pedo uphresi¸npro
 tou
 pel�te
. 18



JewroÔme èna d�ktuo G = (N, A) me dÔo diakekrimènou
 kìmbou
 s, t ∈ N kaista tìxa (i, j) ∈ A tou opo�ou èqoun kataqwrhje� dÔo b�rh cij kai tij pouantistoiqoÔn sto kìsto
 kai ton qrìno di�nus 
 twn. Anazhte�tai h diadrom elaq�stou sunolikoÔ kìstou
 apì to s sto t pou o sunolikì
 qrìno
 di�nus 
th
 den uperba�nei èna dedomèno qronikì ìrio T .To prìblhma diatup¸netai majhmatik� w
 ex 
:
(CSP) min z =

∑

(i,j)∈A

cijxij (2.56)upì ∑

j:(i,j)∈A

xij −
∑

j:(j,i)∈A

xji =











1, e�n i = s

0, e�n i 6= s, t

−1, e�n i = t

, ∀i ∈ N(2.57)
∑

(i,j)∈A

tijxij ≤ T (2.58)
xij ∈ {0, 1}, ∀(i, j) ∈ A. (2.59)Parathr¸nta
 to majhmatikì prìtupo mporoÔme na diapist¸soume ìti h apou-s�a tou periorismoÔ (2.58) ja to kajistoÔse èna aplì prìblhma el�qisth
 dia-drom 
 (shortest path problem) to opo�o epilÔetai se qrìno O(|N |2) kai ìtih apous�a twn periorism¸n (2.57) ja to metètrepe sto gnwstì prìblhma sa-kid�ou (knapsa
k problem) to opo�o epilÔetai me dunamikì programmatismì seyeudopoluwnumikì qrìno O(T |A|)   me thn mèjodo diakl�dwsh
 kai fr�gmato
(bran
h-and-bound). Anagnwr�zoume dhlad  dÔo gnwstè
 domè
 tou
 periori-smoÔ
 tou (CSP) kai epomènw
 h qal�rwsh Lagrange dÔnatai na efarmosje� medÔo diaforetikoÔ
 trìpou
: qalar¸nonta
 e�te ton perorismì (2.58) e�te tou
periorismoÔ
 (2.57). Sthn pr�xh, h telik  epilog  ja exarthje� apì thn prosba-simìthta   thn eukol�a an�ptuxh
 k¸dika ep�lush
 gia to èna   to �llo prìblhmakai apì ton prosdok¸meno qrìno ektèlesh
 tou k¸dika ep�lush
 gia thn sug-kekrimènh efarmog . Amfìteroi oi par�gonte
 sunhgoroÔn sthn diat rhsh touupoprobl mato
 el�qisth
 diadrom 
 kai sthn qal�rwsh tou periorismoÔ (2.58).Epiprosjètw
, h diat rhsh twn periorism¸n (2.57) eggu�tai thn sunektikìthtath
 lÔsh
, eggu�tai dhlad  thn spoudaiìterh idiìthta mia
 diadrom 
 - �sqetaapì to e�n mia tètoia diadrom  ikanopoie�   ìqi ton qalarwmèno periorismì (2.58).Apì thn �llh pleur�, m�a lÔsh pou ikanopoie� ton periorismì (2.58) all� ìqi tou
19



periorismoÔ
 (2.57) den e�nai kat� an�gkh sunektik  kai sunep¸
 oÔte apotele�diadrom .Eis�gonta
 ton pollaplasiast  Lagrange λ ≥ 0 gia ton periorismì (2.58), toupoprìblhma Lagrange lamb�nei thn morf :
θ(λ) = −λT + min ∑

(i,j)∈A

(cij + λtij)xij (2.60)upì ∑

j:(i,j)∈A

xij −
∑

j:(j,i)∈A

xji =











1, e�n i = s

0, e�n i 6= s, t

−1, e�n i = t

, ∀i ∈ N(2.61)
xij ≥ 0, ∀(i, j) ∈ A. (2.62)Gia dedomèno λ ≥ 0, to ginìmeno −λT e�nai stajerì kai to prìblhma elaqi-stopo�hsh
 diex�gei anaz thsh sto d�ktuo G gia m�a diadrom  pou ekkine� apìton kìmbo s kai termat�zei ston kìmbo t me el�qisto sunolikì kìsto
 ìtan sek�je tìxo (i, j) tou diktÔou èqei kataqwrhje� èna kìsto
 dièleush
 cij + λtij .Sthn per�ptwsh aut  o pollaplasiast 
 Lagrange λ dÔnatai na ermhneuje� w
suntelest 
 metatrop 
 twn mon�dwn qrìnou se qrhmatikè
 mon�de
.Par�deigma 2.6 Prìblhma Planìdiou Pwlht To prìblhma tou planìdiou pwlht  (traveling salesman problem) afor� thneÔresh th
 suntomìterh
 (se qrìno, apìstash   k�poio �llo kìsto
) diadrom 
gia èna ìqhma (  pwlht ) me afethr�a k�poio shme�o, p.q. èna kèntro dianom 
,kai epistrof  sto �dio shme�o afoÔ episkefje� ènan stajerì arijmì pelat¸nakrib¸
 m�a for� ton kajèna. H ant�lhyh pou èqoume gia aut n th diadrom e�nai epomènw
 èna
 kÔklo
 pou dièrqetai apì tou
 kìmbou
 pou antistoiqoÔnsto shme�o afethr�a
 kai tou
 pel�te
 akrib¸
 m�a for�. Gia thn diamìrfwshenì
 majhmatikoÔ protÔpou ja upojèsoume ìti oi kìmboi an koun se èna mh-diatetagmèno, pl re
 gr�fhma. A
 e�nai i = 2, ..., n oi kìmboi twn pelat¸n kai

i = 1 o kìmbo
 afethr�a
. Apì thn upìjesh, k�je mh-diatetagmèno zeÔgo
 {i, j}me i 6= j, i = 1, ..., n, j = 1, ..., n, antistoiqe� se èna sÔndesmo   akm  tougraf mato
. Se k�je tètoio sÔndesmo antistoiq�zoume èna b�ro
 cij pou e�nai�so me to kìsto
 (ìpw
 kai an noe�tai autì) th
 diadrom 
 tou oq mato
 apì to
i sto j   ant�strofa. An or�soume ti
 duadikè
 metablhtè
20



xij =

{

1, e�n to ìqhma k�nei qr sh tou sundèsmou {i, j},

0, alli¸
, ∀i, ∀j, i 6= jtìte to prìtupo diamorf¸netai w
 ex 
:
(TSP) min z =

n
∑

i=1

n
∑

j=1i6=j

cijxij (2.63)upì n
∑

j=1

xij = 2, i = 1, ..., n (2.64)
∑

i∈C

∑

j∈C̄

xij ≥ 1, ∀C ⊂ {1, ..., n}, C 6= ∅ (2.65)
xij ∈ {0, 1}, ∀i, ∀j, i 6= j (2.66)Oi periorismo� (2.64) epib�lloun sthn lÔsh na diajètei dÔo sundèsmou
 se k�jekìmbo, ètsi ¸ste to ìqhma na eisèljei kat� m ko
 tou enì
 kai na exèljei kat�m ko
 tou �llou, en¸ oi periorismo� (2.65) apoblèpoun sthn ex�leiyh kuklik¸ndiadrom¸n (upokÔklwn) pou den dièrqontai apì ìlou
 tou
 kìmbou
 apait¸nta
apì k�je en dun�mei upìkuklo, pou antiproswpeÔetai apì èna kat�llhlo mh-kenìuposÔnolo C twn kìmbwn, na diajètei sthn lÔsh tou toul�qiston ènan sÔndesmopou odhge� sto sumplhrwmatikì tou uposÔnolo C̄ = {1, ..., n}\C.Se probl mata planìdiou pwlht , o skopì
 e�nai h metatrop  tou
 se èna eu-kolìtero prìblhma ¸ste h na dieukolunje� ep�lus  tou. Pio sugkekrimèna, ang�nei eisagwg  tou pollaplasiast  Lagrange λ ≥ 0 gia ton periorismì (2.64),to upoprìblhma Lagrange pou prokÔptei lamb�nei thn morf  enì
 probl mato
MST (Minimum Spanning Tree to opo�o epilÔetai saf¸
 pio eÔkola kai ètsi jaèqoume:

θ(λ) =

n
∑

i=1

2 · λi + min n
∑

i=1

n
∑

j=1i6=j

(cij − λi)xijupì ∑

i∈C

∑

j∈C̄

xij ≥ 1, ∀C ⊂ {1, ..., n}, C 6= ∅21



xij ∈ {0, 1}, ∀i, ∀j, i 6= j

2.3 Duikì Prìblhma LagrangeDiapist¸sme sto Je¸rhma 2.1 th
 upoenìthta
 §2.1 ìti gia auja�rete
 timè
twn pollaplasiast¸n λ ≥ 0 kai π, h bèltisth antikeimenik  tim  θ(λ, π) tou qa-larwmènou upoprobl mato
 (LSUB) apotele� èna k�tw fr�gma gia thn bèltisthantikeimenik  tim  tou arqikoÔ probl mato
 (P). E�nai epomènw
 epijumhtì ant�gia thn auja�reth epilog  tim¸n na g�nei suneidht  tètoiwn tim¸n pou ja isqu-ropoi soun, ìso e�nai dunatì, to k�tw fr�gma, pou ja to fèroun dhlad  ìso todunatì eggÔtera sthn bèltisth antikeimenik  tim  tou arqikoÔ probl mato
. Hskèyh aut  ma
 odhge� sthn diatÔpwsh tou k�twji probl mato
:
(D) max θ(λ, π) (2.67)upì λ ≥ 0 (2.68)To prìblhma autì ìpou anazhtoÔntai oi timè
 twn pollaplasiast¸n pou kaji-stoÔn to k�tw fr�gma θ(λ, π) mègisto kale�tai duikì (dual) prìblhma La-grange tou (P), pou me thn seir� tou anafèretai w
 to prwtarqikì (primal)prìblhma.ParathroÔme ìti h sun�rthsh θ(λ, π) den d�detai se analutik  morf  (expli
itform) all� se peplegmènh morf  (impli
it form) kaj¸
 or�zetai w
 h bèl-tisth antikeimenik  tim  enì
 probl mato
 beltistopo�hsh
, tou (LSUB).E�n epanafèroume thn sun�rthsh (2.20), to duikì prìblhma (D) dÔnatai na teje�se morf  probl mato
 maxmin   sagmatikoÔ probl mato
 (saddlepoint problem):

(SPP) max minλ≥0 x∈X L(x, λ, π) = f(x) + λT g(x) + πT h(x) (2.69)22



Sto prìblhma autì h sun�rthsh L(x, λ, π) elaqistopoie�tai w
 pro
 to x ∈ Xkai megistopoie�tai w
 pro
 to λ ≥ 0 kai to π. H elaqistopo�hsh antistoiqe� stoupoprìblhma (LSUB) kai h megistopo�hsh sto duikì prìblhma (D).
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Kef�laio 3
Algìrijmoi gia thnep�lush k�tw fragmènou,tetragwnikoÔ probl mato
sakid�ou me ènanperiorismì
3.1 Eisagwgik�Se aut  thn ergas�a, jewroÔme to akìloujo tetragwnikì prìgrammaElaqistopo�hsh n

∑

i=1

1
2gix

2
i + hixiupì n

∑

i=1

bixi = b0,

xi ≥ 0, i = 1, ..., n,

(3.1)ìpou gi, bi > 0 gia i = 0, ..., n. Ta k�tw fr�gmata, li, twn metablht¸n denprosjètoun k�poia epiplèon poluplokìthta, efìson mporoÔn na apaleifoÔn me24



m�a allag  twn metablht¸n (upojètonta
 ìti to prìblhma e�nai efiktì,  toi,
∑n

i=1 bili ≤ b0). To prìblhma (3.1) emfan�zetai suqn� san upoprìblhma sedi�forou
 tome�
 efarmog¸n: Se probl mata mègisth
 ro 
 pollapl¸n agaj¸n(multi
ommodity maximum �ow problems), [31℄, kai probl mata exisorrìphsh
kuklofor�a
 (tra�
 equilibrium) kai probl mata oikonom�a
 diktÔwn (networke
onomi
s), [47℄, gia na anafèroume merik�. Ep�sh
 emfan�zetai san upoprìblhmasthn beltistopo�hsh upokl�tou (subgradient optimization), [14℄. 'Eqoun prota-je� di�foroi algìrijmoi gia thn ep�lush tou probl mato
 (3.1). MporoÔme naanafèroume gia par�deigma tou
 [20, 31℄. Arketo� suggrafe�
 èqoun jewr sei topio genikì prìblhma ìpou up�rqoun ep�sh
 kai �nw fr�gmata gia ti
 metablhtè
,de
 p.q. [13, 16, 32, 39, 49, 54℄. Oi ant�stoiqoi algìrijmoi mporoÔn, bèbaia, naefarmosjoÔn sto prìblhma (3.1) san m�a eidik  per�ptwsh.3.2 Basikè
 'Ennoie
To prìblhma (3.1) mpore� na epanadiatupwje� sanElaqistopo�hsh n
∑

i=1

1
2gix

2
i + hixi (3.2)upì b0 −

n
∑

i=1

bixi = 0, (3.3)
−xi ≤ 0, i = 1, ..., n, (3.4)'Estw ìti λ kai ui, i = 1, ..., n e�nai oi pollaplasiastè
 Kuhn-Tu
ker gia tou
periorismoÔ
 (3.3) kai (3.4) ant�stoiqa. Oi sunj ke
 Kuhn-Tu
ker gia to prì-blhma (3.2)-(3.4) diatup¸nontai w


gixi + hi − vi − λbi = 0, ∀ i (3.5)
vixi = 0, ∀ i (3.6)

vi ≥ 0, ∀ i (3.7)maz� me tou
 periorismoÔ
 (3.3) kai (3.4). Prèpei na shmeiwje� ìti oi sunj ke
25



Kuhn-Tu
ker e�nai anagka�e
 kai ikanè
 sunj ke
 gia èna olikì bèltisto stoprìblhma (3.2)-(3.4). Gia dedomèno λ prokÔptei h akìloujh lÔsh:
xi(λ) = max{(λbi − hi)/gi, 0},

vi(λ) = max{hi − λbi, 0}.
(3.8)Je¸rhma 3.1. H lÔsh (3.8) ikanopoie� ìle
 ti
 sunj ke
 Kuhn-Tu
ker ektì
pijanìn apì thn (3.3).Apìdeixh. Elègqetai eÔkola.'Etsi, gia thn ep�lush tou probl mato
 (3.2)-(3.4) prèpei na breje� èna kat�llhlo

λtètoio ¸ste o periorismì
 (3.3) na ikanopoie�tai. An jèsoume
x̃i(λ) = (λbi − hi)/gi, ∀ i (3.9)
yi(λ) = hi/bi. ∀ i (3.10)Epomènw
, to y apotele� èna di�nusma tim¸n jl�sh
 (breakpoint values), efìsonisqÔei

xi(λ) =

{

0

x̃i(λ)

, an λ < yi,

, an λ ≥ yi,
(3.11)Prèpei na shmeiwje� ìti h xi(λ) e�nai tmhmatik� grammik , aÔxousa kai kurt .'Estw t¸ra

b(λ) = b0 −
n
∑

i=1

bixi(λ).H b(λ) e�nai profan¸
 tmhmatik� grammik , fj�nousa kai ko�lh. Pa�rnei ìle
 ti
timè
 metaxÔ tou b0 kai −∞, epomènw
 (efìson b0 > 0) up�rqei m�a monadik  tim gia ton pollaplasiast  λ∗tètoia ¸ste b(λ∗) = 0, pou upodhl¸nei ikanopo�hsh26



tou periorismoÔ (3.3). Prèpei na shmeiwje� ìti ìle
 oi metablhtè
 xigia ti
 opo�e
isqÔei yi > λ∗, e�nai mhdèn sth bèltisth lÔsh. O arijmì
 twn mh mhdenik¸nmetablht¸n sth bèltisth lÔsh ekfr�zetai me to s∗,  toi,
s∗ = |{i ∈ {1, ..., n}|xi(λ

∗) > 0}| .An h tim  tou s∗  tan gnwst  ek twn protèrwn, tìte ja mporoÔse na g�nei ep�lushtou probl mato
 (3.2)-(3.4) me tautopo�hsh twn deikt¸n twn s∗ mikrìterwn tim¸njl�sh
 (blèpe p.q. [55℄), kai metèpeita ja ginìtan epilog  tou λ ètsi ¸ste naikanopoie�tai o periorismì
 (3.3).3.3 An�lush bibliograf�a
M�a pijan  prosèggish gia eÔresh lÔsh
 tou probl mato
 (3.1) ja  tan na g�neitaxinìmhsh twn tim¸n jl�sh
 (breakpoints) kat� aÔxousa seir� kai met� anaz -thsh tou s∗. Oi algìrijmoi [20, 31, 32, 39℄ akoloujoÔn aut n thn prosèggish.H diafor� metaxÔ tou
 ègkeitai sthn teqnik  anaz thsh
 gia thn eÔresh tou s∗.K�nonta
 qr sh enì
 apodotikoÔ algor�jmou taxinìmhsh
 èqei san apotèlesmah poluplokìthta twn en lìgw algor�jmwn na g�netai O(n log n).O Bru
ker, [16℄, antikajist� thn taxinìmhsh, pou apaite�tai apì tou
 parap�nwalgor�jmou
, me ton upologismì th
 diamèsou (median) enì
 meioÔmenou sunìloutim¸n jl�sh
 (breakpoints) se k�je epan�lhyh, me apotèlesma ènan algìrijmopoluplokìthta
 O(n). Oi Pardalos kai Kovoor, [49℄, prote�noun m�a tuqa�a kata-nemhmènh (tuqopoihmènh) ekdoq  tou algor�jmou [16℄ me qeirìterh upologistik poluplokìthta all� grhgorìterou
 qrìnou
 ep�lush
.To koinì pou èqoun ìloi oi parap�nw algìrijmoi e�nai ìti, sthn epan�lhyh k,jètoun λk = hs/bs, gia k�poio s ∈ {1, ..., n}. B�sei tou pros mou tou b(λk)mei¸noun to sÔnolo deikt¸n sto opo�o prèpei na br�sketai to s∗. Tèlo
, oprosdiorismì
 tou λ∗ e�nai aplì
, afoÔ èqei breje� to s∗.Oi Bitran kai Hax, [13℄, prote�noun ènan algìrijmo pou diafèrei ousiastik� apìtou
 proanaferjènte
 algor�jmou
, efìson den apaite�tai taxinìmhsh   upolo-gismì
 , akrib¸n   proseggistik¸n, diamèswn. O algìrijmo
 èqei sthn qe�risth27



per�ptwsh poluplokìthta O(n2), all� sthn pr�xh apod�dei polÔ kal�. Ja g�neisÔgkrish tou proteinìmenou algor�jmou me mia apodotik  ekdoq  tou algor�jmouBitran-Hax, ton opo�o perigr�foume parak�tw sthn upopar�grafo 3.1.Tèlo
, oi Robinson et al., [54℄, prote�noun ènan algìrijmo pou bas�zetai sthngewmetr�a tou probl mato
. EpilÔoun m�a seir� apl¸n problhm�twn probol 
(met� th qr sh enì
 kat�llhla epilegmènou metasqhmatismoÔ) kai anafèrouneunoðk� upologistik� apotelèsmata (se sqèsh me tou
 algor�jmou
 [16, 32, 49℄thn efarmog  th
 mejìdou Newton sto duikì prìblhma tou probl mato
 (3.1)me �nw fr�gmata). An ekfr�soume ta megèjh tou
 se metablhtè
 tou arqikoÔprobl mato
, prokÔptei o algìrijmo
 Bitran-Hax.3.3.1 O algìrijmo
 Bitran-HaxEn suntom�a, o algìrijmo
 Bitran-Hax mpore� na perigrafe� w
 akoloÔjw
. G�ne-tai qal�rwsh twn periorism¸n fragm�twn sti
 metablhtè
 (sthn per�ptws  tou
,tìso sta �nw ìso kai sta k�tw fr�gmata) kai epilÔoun bèltista to prokÔptonqalarwmèno prìblhma. 'Epeita, e�te gia ìle
 ti
 metablhtè
 pou parabi�zoun tak�tw fr�gmat� tou
, e�te gia ìle
 ti
 metablhtè
 pou parabi�zoun ta �nw fr�g-mat� tou
, oi timè
 tou
 diorj¸nontai (sta ant�stoiqa fr�gmata), me apotèlesmathn apaloif  tou
 apì to prìblhma. Gia thn apìfash tou poio apì ta dÔo sÔno-la metablht¸n mpore� na diorjwje� prèpei na upologistoÔn sugkekrimène
 timè
(de
 [13℄). H diadikas�a epanalamb�netai mèqri ìle
 oi metablhtè
 na ikanopoioÔntou
 periorismoÔ
 fragm�twn tou
.Je¸rhma 3.2. An upojèsoume ìti me y ekfr�zetai to di�nusma tim¸n jl�sh
(breakpoints) pou antistoiqe� sto (3.1), kai ìti to λ d�detai apì
λ = (b0 +

n
∑

i=1

bixi

gi

)/
n
∑

i=1

b2
i

gi

. (3.12)Tìte ìle
 oi metablhtè
 xitètoie
 ¸ste na isqÔei yi > λ, i = 1, ..., n, ja èqountim  mhdèn sth bèltisth lÔsh.Apìdeixh. ProkÔptei apì [13℄.Den e�nai apara�thto
 o upologism¸n ìlwn twn megej¸n apì thn arq  se k�jeepan�lhyh, k�ti pou apokalÔptetai ston akìloujo algìrijmo.28



Algìrijmo
 1. Bitran-HaxB ma 0. (Initialization)Jèse k = 1, kai F = {1, ..., n}.Gia ìla ta i ∈ F jèse yi = hi/bi,kai g̃i = b2
i /gi.Jèse N = b0 +

∑

i∈F yi · g̃i, kai D =
∑

i∈F g̃i (
f. (12)).B ma 1. (Multiplier 
al
ulation)Jèse λk = N/D, kai L′ = {}.B ma 2. (Pegging)Gia ìla ta i ∈ F DoIf yi ≥ λk (pou sunep�getai ìti xi(λ
k) ≤ 0) then L′ = L′ ∪ {i}, x∗

i = 0.End DoB ma 3. (Convergen
e 
he
k)If L′ = {} thenP gaine sto B ma 4.ElseJèse F = F \ L′, N = N −
∑

i∈L′ yi · g̃i kai D = D −
∑

i∈L′ g̃i.Jèse k = k + 1. P gaine sto B ma 1.End IfB ma 4. (Optimal solution)Gia ìla ta i ∈ F Do
x∗

i = (λkbi − hi)/giEnd DoPrèpei na shmeiwje� ìti oi pollaplasiastè
, λk, den e�nai sun jw
 �soi me opoia-d pote apì ti
 timè
 jl�sh
 (breakpoints) yi, i = 1, ...., n.
29



3.4 Jewr�a gia ton algìrijmo proseggisti-k 
 diamèsouSe aut  thn par�grafo jemeli¸netai o proteinìmeno
 algìrijmo
 tou Nou [48℄parèqonta
 orismèna jewrhtik� apotelèsmata. Anakefalai¸nonta
, o λ∗ ekfr�-zei ton bèltisto pollaplasiast  Kuhn-Tu
ker pou sqet�zetai me ton periorismì(3.3), kai ta x̃∗
i , i = 1, ...., n kai y d�dontai apì ti
 (3.9) kai (3.10) ant�stoiqa.Je¸rhma 3.3. 'Estw s ∈ {1, ..., n}. An upojèsoume ìti to di�nusma tim¸njl�sh
 (breakpoints) y diaqwr�zetai kat� tètoio trìpo ¸ste (met� apì allag deikt¸n) max{y1, ..., ys} < min{ys+1, ..., yn},kai ìti o λ(s) d�detai apì

λ(s) = (b0 +
s
∑

i=1

bixi

gi

)/
s
∑

i=1

b2
i

gi

. (3.13)Tìte ja isqÔei ∑s

i=1 bix̃i(λ(s)) = b0kai λ(s) ≥ λ∗, me thn anisìthta na g�netaiausthr  ìpote to s < s∗.Apìdeixh. Dedomènh
 th
 (3.13) mpore� eÔkola na epalhjeuje� ìti∑s
i=1 bix̃i(λ(s)) =

b0. K�nonta
 qr sh th
 (3.11) pa�rnoume
s
∑

i=1

bixi(λ(s)) ≥
s
∑

i=1

bix̃i(λ(s)) = b0. (3.14)JewroÔme dÔo peript¸sei
: (i) 'Estw ìti s < s∗. An s∗ > s tìte autì shma�neiìti λ∗ > max{y1, ..., ys}, pou sunep�getai ìti ìle
 oi metablhtè
 xi, i = 1, ..., s,ja e�nai mh mhdenikè
 sthn bèltisth lÔsh. K�nonta
 qr sh th
 (3.14) pa�rnoume
s
∑

i=1

bixi(λ
∗) = {s < s∗} <

s∗

∑

i=1

bixi(λ
∗) = b0 ≤

s
∑

i=1

bixi(λ(s)). (3.15)30



(ii) 'Estw ìti s ≥ s∗.
s
∑

i=1

bixi(λ
∗) =

s∗

∑

i=1

bixi(λ
∗) = b0 ≤

s
∑

i=1

bixi(λ(s)). (3.16)Efìson h xi(λ) e�nai suneq 
, monotonik� aÔxousa kai isqÔei bi > 0 gia ìla ta
i, prokÔptei apì ti
 (3.15) kai (3.16) ìti isqÔei λ(s) ≥ λ∗, me thn anisìthta nag�netai austhr  ìpote to s < s∗.Pìrisma 3.4. 'Estw s < s∗, tìte max{y1, ..., ys} < λ∗ < λ(s).Apìdeixh. To k�tw fr�gma prokÔptei apì ton orismì tou s∗, en¸ to �nw fr�gmaapì to Je¸rhma 3.3.T¸ra ja deiqje� ìti gia s = s∗, ..., n−1, h λ(s) d�dei èna austhrìtero ìrio ston λ∗se sqèsh me thn λ(n). Arqik� ja apodeiqjoÔn k�poia bohjhtik� apotelèsmata.L mma 3.5. 'Estw s ∈ {s∗ + 1, ..., n}. Tìte isqÔei max{y1, ..., ys} > λ(s).Apìdeixh. 'Estw ìti max{y1, ..., ys} ≤ λ(s). Autì sunep�getai ìti x̃i(λ(s)) ≥ 0,gia i = 1, ..., s. K�nonta
 qr sh tou Jewr mato
 3.3, pa�rnoume

b0 =

s∗

∑

i=1

bix̃i(λ
∗) ≤

s∗

∑

i=1

bix̃i(λ(s)) = {s∗ < s} <

s
∑

i=1

bix̃i(λ(s)) = b0,k�ti pou e�nai �topo.L mma 3.6. 'Estw s ∈ {s∗, ..., n}. Tìte isqÔei x̃j(λ(s)) < 0 gia j = s+1, ..., n.Apìdeixh. 'Estw ìti s = s∗. Sunep�getai apì ton orismì tou s∗ìti isqÔei
x̃j(λ(s)) < 0 gia j = s+1, ..., n. 'Estw ìti s > s∗. Qrhsimopoi¸nta
 to Je¸rhma3.3 kai to L mma 3.5 prokÔptei ìti yj > max{y1, ..., ys} > λ(s), epomènw
 isqÔeiìti x̃j(λ(s)) < 0 gia j = s + 1, ..., n mèsw th
 (3.9).T¸ra dÔnatai na apodeiqje� ìti h λ(s) e�nai monotonik� fj�nousa gia s ∈ {1, ..., s∗−

1} kai monotonik� aÔxousa gia s ∈ {s∗, ..., n − 1}.31



Je¸rhma 3.7. (i) 'Estw s ∈ {1, ..., s∗ − 1}. Tìte λ(s) > λ(s + 1).(ii) 'Estw s ∈ {s∗, ..., n − 1}. Tìte λ(s) < λ(s + 1).Apìdeixh. (i) 'Estw ìti isqÔei λ(s) ≤ λ(s + 1). Efìson s < s∗ sunep�getai ìti
x̃s+1(λ(s)) > 0 kai k�nonta
 qr sh tou Jewr mato
 3.3, prokÔptei

b0 =

s+1
∑

i=1

bix̃i(λ(s + 1)) >

s
∑

i=1

bix̃i(λ(s + 1)) >

s
∑

i=1

bix̃i(λ(s)) = b0,k�ti pou e�nai �topo.(ii) 'Estw ìti isqÔei λ(s) ≥ λ(s+1). Tìte, k�nonta
 qr sh tou Jewr mato
 3.3kai tou L mmato
 3.6, prokÔptei
b0 =

s+1
∑

i=1

bix̃i(λ(s + 1)) ≤
s+1
∑

i=1

bix̃i(λ(s)) = b0 + bs+1x̃s+1(λ(s)) < b0,k�ti pou e�nai �topo.Pìrisma 3.8. An s ∈ {s∗, ..., n − 1}, tìte λ(s) < λ(n).Apìdeixh. Sunep�getai apì to Je¸rhma 3.7.To akìloujo je¸rhma dhl¸nei ìti h λ(s) mpore� na ma
 kajodhg sei sthn ana-z thsh gia to s∗.Je¸rhma 3.9. (i) 'Estw ìti λ(s) < max{y1, ..., ys}. Tìte s∗ < s.(ii) 'Estw max{y1, ..., ys} ≤ λ(s) ≤ min{ys+1, ..., yn}. Tìte s∗ = s.(iii) 'Estw ìti λ(s) > min{ys+1, ..., yn}. Tìte s∗ > s.Apìdeixh. (i) ProkÔptei apì [13℄.(ii) Efìson∑n
i=1 bixi(λ(s)) =

∑s
i=1 bix̃i(λ(s)) = b0, prokÔptei apì to Je¸rhma3.1 ìti s∗ = s. 32



(iii) Apì thn anisìthta λ(s) > min{ys+1, ..., yn} sunep�getai ìti x̃j(λ(s)) > 0gia toul�qiston j = 1, ..., s + 1. 'Estw ìti s∗ = s. ProkÔptei,
n
∑

i=1

bixi(λ(s)) ≥
s
∑

i=1

bix̃i(λ(s)) + bs+1x̃s+1(λ(s)) > b0,pou e�nai �topo gia bèltisth lÔsh. 'Estw ìti s∗ < s. Mèsw tou Jewr mato
3.7, λ∗ < λ(s) kai ètsi prokÔptei
b0 =

s∗

∑

i=1

bix̃i(λ
∗) <

s∗

∑

i=1

bix̃i(λ(s)) <

s
∑

i=1

bix̃i(λ(s)) = b0pou e�nai �topo.3.5 'Ena
 algìrijmo
 proseggistik 
 diamè-souAut  h par�grafo
 e�nai organwmènh w
 akoloÔjw
. Sthn upopar�grafo 3.5.1g�netai ermhne�a twn algor�jmwn [13, 16℄ se ìrou
 orismènwn megej¸n (ontot -twn) sk, pou sugkl�noun sto s∗. 'Epeita, sthn upopar�grafo 3.5.2 prote�netaièna
 algìrijmo
 proseggistik 
 diamèsou gia thn ep�lush tou probl mato
 (3.1).3.5.1 K�nhtro'Opw
 proanafèrjhke sthn par�grafo 3.2, h apodotik  ep�lush tou probl mato
(3.1) isoduname� me apodotik� mèsa prosdiorismoÔ th
 tim 
 tou s∗. 'Estwsan
s kai s ta opo�a ekfr�zoun ta k�tw kai �nw fr�gmata, ant�stoiqa, tou s∗. M�adunat  ermhne�a twn algor�jmwn th
 paragr�fou 3.3 e�nai ìti proqwr�ne epana-lhptik�, upolog�zonta
 se k�je epan�lhyh dokimastikè
 timè
 tou sk, me sune-pakìloujh me�wsh tou diast mato
 {s, s}. H diafor� tou
 ègkeitai ston trìpome ton opo�o prokÔptei h seir� {sk}K

k=1, ìpou sK = s∗. Kat� thn sqed�ash enì
algor�jmou gia thn ep�lush tou probl mato
 (3.1), e�nai shmantikì na up�rqei m�a33



isorrop�a metaxÔ tou upologistikoÔ fìrtou kat� ton diaqwrismì tou dianÔsma-to
 tim¸n jl�sh
 (breakpoints) (me thn pl rh taxinìmhsh na apotele� to akra�o)kai to m ko
 th
 seir�
 {sk}K
k=1, pou or�zetai san: L({sk}) =

∑K

k=1

∣

∣sk − sk−1
∣

∣,ìpou s0 ≡ 0.Se k�je epan�lhyh tou algor�jmou Bitran-Hax, [13℄, èstw ìti to sk ekfr�zei tonarijmì twn stoiqe�wn me tim  mikrìterh   �sh th
 tim 
 tou pollaplasiast  λk.Oi pollaplasiastè
 apoteloÔn �nw fr�gmata gia ton bèltisto pollaplasiast 
λ∗, dhlad  sk ≥ s∗. Efìson isqÔei ep�sh
 ìti sk+1 < sk, o algìrijmo
 par�geim�a seir� {sk} tètoia ¸ste n = s1 > ... > sK ≡ s∗. Prèpei na shmeiwje� ìti oalgìrijmo
 upojètei ìti ìle
 oi metablhtè
 e�nai mh mhdenikè
 sthn arqik  bèlti-sth lÔsh (s1 = n), en¸ sti
 epìmene
 epanal yei
 to sk mei¸netai diadoqik� èw
ìtou na sugkl�nei sto s∗. Ep�sh
, prèpei na shmeiwje� ìti o upologistikì
 fìr-to
 tou upologismoÔ tou {λk}K

k=1 (Algìrijmo
 1, B mata 0 kai 3) e�nai an�logo
tou m kou
 L({sk}).O algìrijmo
 tou Bru
ker, [16℄, upolog�zei diamèsou
 m�a
 allhlouq�a
 dianu-sm�twn tim¸n jl�sh
 (breakpoints), meioÔmenwn megej¸n. K�nonta
 qr sh twndiamèswn san dokimastik� shme�a λk kai b�sei th
 tim 
 tou b(λk) g�netai me�wshtou sunìlou twn enapome�nouswn tim¸n jl�sh
 (breakpoints). 'Etsi, par�getaim�a seir� {sk} tètoia ¸ste [ 12 (1 + n)] = s1, ..., sk = s∗. Se sqèsh me ton algì-rijmo twn Bitran kai Hax, h arqik  upìjesh gia thn tim  tou s∗ e�nai pio logik ,all� o upologistikì
 fìrto
 tou upologismoÔ twn diamèswn apotrèpei ton enlìgw algìrijmo apì to na apod�dei ikanopoihtik�, ìson afor� tou
 qrìnou
ep�lush
.O algìrijmo
 Bitran-Hax elaqistopoie� ton fìrto lìgw diaqwrismoÔ, all� pro-kÔptei megalÔtero m ko
 seir�
 (p�nta megalÔtero tou n), en¸ o algìrijmo
 touBru
ker elaqistopoie� to anamenìmeno m ko
 th
 seir�
 {sk}, (p�nta mikrìterotou n), all� autì g�netai me sobarì upologistikì kìsto
 kat� ton upologismìtwn diamèswn. Dedomènwn twn Jewrhm�twn 3.3 kai 3.9, kaj¸
 kai aut¸n pousuzht jhkan parap�nw, prote�netai o upologismì
 m�a
 proseggistik 
 diamèsou(approximate median) sth jèsh th
 akriboÔ
 diamèsou.3.5.2 Perigraf  algor�jmou proseggistik 
 diamèsouArqik� èqoume s = 1 kai s = n. Den dialègoume m�a tim  gia to s1, all�prote�noume thn akìloujh upologistik� fjhnìterh prosèggish. 'Estw ìti to s134



e�nai �so me ton arijmì twn stoiqe�wn sto y twn opo�wn h tim  e�nai mikrìterh  �sh m�a
 proseggistik 
 diamèsou, yappr. H yappr jewroÔme ìti e�nai �sh meth di�meso tri¸n tuqa�a epilegmènwn stoiqe�wn tou dianÔsmato
 tim¸n jl�sh
(breakpoints), gÔrw apì ti
 opo�e
 diaqwr�zetai to di�nusma y (Median-of-Threepartitioning 
f. [55℄).Dedomènou tou s1, g�netai upologismì
 tou λ(s1) sÔmfwna me thn (3.13) kaiefìson o λ(s1) apotele� �nw fr�gma gia ton λ∗, apale�foume ìla ta stoiqe�a
yi > λ(s1) kai enhmer¸noume to s kat�llhla. An s1 < s∗ enhmer¸noume to k�twfr�gma sto s∗ (s = s1+1). 'Otan s1 > s∗ prote�noume thn qr sh tou algor�jmouBitran-Hax gia na elaqistopoi soume to m ko
 th
 enapome�nousa
 seir�
. 'Otan
s1 < s∗ e�maste ousiastik� p�sw sthn arqik  kat�stash (all� me mikrìterodi�sthma {s, s}), kai ja mporoÔsame na epanal�boume thn parap�nw diadikas�a.MporoÔme ìmw
 na proqwr soume kai k�nonta
 qr sh tou algor�jmou Bitran-Hax epilègonta
 s2 = s. Autì prèpei na e�nai upologistik� apodotikì ìpote o
λ(s1) apotele� èna kalì �nw fr�gma gia ton λ∗. Autì akrib¸
 prote�netai, ìpw
diafa�netai kai apì thn parak�tw leptomer  perigraf  tou algor�jmou.Algìrijmo
 2. 'Ena algìrijmo
 proseggistik 
 diamèsouB ma 0. (Initialization)Jèse k = 1, kai F = {1, ..., n}.Gia ìla ta i ∈ F jèse yi = hi/bi.B ma 0.5. (Approximate median partitioning)Epèlexe yappr, kai diaq¸rise to sÔnolo F se dÔo nèa sÔnola, F≤ kai F>, tètoia¸ste maxi∈F≤

{yi} = yappr < mini∈F>
{yi}.Jèse N = b0 +

∑

i∈F≤
yi · g̃i, kai D =

∑

i∈F≤
g̃i , ìpou g̃i = b2

i /gi.Jèse λ1 = N/D.If yappr > λ1 thenJèse F = F≤, kai F 1 = {}. P gaine sto B ma 2.Else If yi < λ1 gia k�poio i ∈ F> thenJèse F = F>, kai F 1 = F≤.Gia ìla ta i ∈ F Do 35



If yi ≥ λ1 then F = F \ {i}.End DoJèse N = N +
∑

i∈F≤
yi · g̃i, kai D = D +

∑

i∈F≤
g̃i , ìpou g̃i = b2

i /gi.Jèse k = k + 1. P gaine sto B ma 1.ElseP gaine sto B ma 4.End IfB ma 1. (Multiplier 
al
ulation)Jèse λk = N/D, kai L′ = {}.B ma 2. (Pegging)Gia ìla ta i ∈ F DoIf yi ≥ λk (pou sunep�getai ìti xi(λ
k) ≤ 0) then L′ = L′ ∪ {i}, x∗

i = 0.End DoB ma 3. (Convergen
e 
he
k)If L′ = {} thenP gaine sto B ma 4.ElseJèse F = F \ L′, N = N −
∑

i∈L′ yi · g̃i kai D = D −
∑

i∈L′ g̃i.Jèse k = k + 1. P gaine sto B ma 1.End IfB ma 4. (Optimal solution)Gia ìla ta i ∈ F 1 ∪ F Do
x∗

i = (λkbi − hi)/giEnd DoAn gnwr�zoume ek twn protèrwn thn tim  tou s∗ (gia par�deigma s∗ ≤ 0.3n), aut h plhrofor�a mpore� na qrhsimopoihje� sto B ma 0.5 jètonta
 epiplèon sunj ke
36



sto s1. Prèpei na shmeiwje� ìti ta B mata 1-3 stou
 Algor�jmou
 1 kai 2 e�naipanomoiìtupa kai ìti up�rqei mìno m�a mikr  diafor� sto B ma 4.3.5.3 Taxinìmhsh me Diaqwrismì (Partition Sort)Se aut  thn upoenìthta ja g�nei peraitèrw an�ptuxh th
 ènnoia
 th
 Taxinìmhsh
DiaqwrismoÔ (Partition Sort) pou qrhsimopoi jhke ston algìrijmo proseggisti-k 
 diamèsou gia ton diaqwrismì tou sunìlou F se dÔo nèa sÔnola, F≤ kai F>,tètoia ¸ste maxi∈F≤
{yi} = yappr < mini∈F>

{yi} gia èna kat�llhla epilegmèno
yappr. H diadikas�a mpore� na perigrafe� me ton akìloujo algìrijmo: Epèlexeme kat�llhlo trìpo èna stoiqe�o tou sunìlou (èstw to stoiqe�o yappr) . S�-rwse apì ta arister� ta stoiqe�a tou sunìlou èw
 ìtou na breje� èna stoiqe�o
yi > yappr kai èpeita s�rwse apì ta dexi� ta stoiqe�a tou sunìlou èw
 ìtou nabreje� èna stoiqe�o yj < yappr. T¸ra k�ne antallag  twn jèsewn twn dÔo aut¸nstoiqe�wn kai sunèqise aut  thn diadikas�a << s�rwsh
 kai antallag 
 >> èw
 ìtouoi dÔo sar¸sei
 (ex arister¸n kai ek dexi¸n) sunanthjoÔn k�pou sth mèsh tousunìlou. Autì èqei san apotèlesma ton diaqwrismì tou sunìlou se èna aristerìtm ma me stoiqe�a ta opo�a e�nai mikrìtera tou yappr (all� ìqi apara�thta taxi-nomhmèna kat� aÔxousa seir�) kai se èna dexiì tm ma me stoiqe�a ta opo�a e�naimegalÔtera tou yappr (all� ìqi apara�thta taxinomhmèna kat� aÔxousa seir�).Aut  h diadikas�a diaqwrismoÔ e�nai dunatìn na diatupwje� sthn akìloujh morf uporout�na
uporout�na: diaqwrismì
B ma 0. (Variable de
laration)Jèse metablht  diamèsou yapprJèse proswrin  metablht  tempB ma 1. (Sele
tion of mean and Initialization)Epèlexe tuqa�a 3 stoiqe�a tou sunìlou kai jèse w
 yappr to stoiqe�o tou opo�ouh tim  br�sketai an�mesa sti
 timè
 twn �llwn 2 (Median-Of-Three)Jèse i = 1, j = nB ma 2. (Partitioning)Do 37



While yi < yappr then Jèse i = i + 1While yappr < yj then Jèse j = j − 1If i ≤ j thenJèse temp = yiJèse yi = yjJèse yj = tempJèse i = i + 1Jèse j = j − 1End IfWhile i > jSan èna par�deigma, an to mesa�o stoiqe�o 42 epileqje� san to yappr tìte tosÔnolo stoiqe�wn
44 55 12 42 94 6 18 67apaite� dÔo antallagè
 gia na prokÔyei to diaqwrismèno sÔnolo
18 6 12 |42| 94 55 44 67oi telikè
 timè
 deikt¸n e�nai i = 5 kai j = 3. Ta stoiqe�a y1, ..., yi−1 e�nai mikrì-tera   �sa tou stoiqe�ou yappr = 42, en¸ ta stoiqe�a yj+1, ..., yn e�nai megalÔtera  �sa tou stoiqe�ou yappr. Sunep¸
, up�rqoun dÔo tm mata,  toi,

yk ≤ yappr, gia k = 1, ..., i − 1

yk ≥ yappr, gia k = j + 1, ..., nkai sunepakìlouja,
yk = yappr, gia k = j + 1, ..., i− 1 38



Autì
 o algìrijmo
 e�nai arket� saf 
 kai apodotikì
 diìti ta apara�thta stoi-qe�a sÔgkrish
 yi, yj kai yappr mporoÔn na kataqwrhjoÔn se gr gora mhtr¸a(katalìgou
) kat� th di�rkeia th
 s�rwsh
 tou sunìlou. 'Opw
, ìmw
, mpore�na fane� kai sthn per�ptwsh n �diwn stoiqe�wn, pou èqei na apotèlesma n/2 an-tallagè
, mpore� na g�nei polÔ argì
. Parìla taÔta, h aplìthta twn sunjhk¸ntou algor�jmou uperisqÔei tou kìstou
 twn epiplèon epanal yewn pou, oÔtw
  �llw
, sumba�noun sqetik� sp�nia sthn sun jh <<tuqa�a>> per�ptwsh.3.6 Jewr�a gia ton algìrijmo Bru
ker'Opw
 anafèrjhke kai parap�nw, o Bru
ker, [16℄, upolog�zei th di�meso (median)enì
 meioÔmenou sunìlou tim¸n jl�sh
 (breakpoints) se k�je epan�lhyh k,jètonta
. λk = hs/bs, gia k�poio s ∈ {1, ..., n}. B�sei tou pros mou tou b(λk)mei¸netai to sÔnolo deikt¸n sto opo�o prèpei na br�sketai to s∗. Tèlo
, oprosdiorismì
 tou λ∗ e�nai aplì
, afoÔ èqei breje� to s∗. 'Etsi, prokÔptei èna
algìrijmo
 poluplokìthta
 O(n).'Estw to akìloujo tetragwnikì prìgrammamin n
∑

i=1

1
2gix

2
i − hixi (3.17)upì n

∑

i=1

bixi = b0, (3.18)
ui ≥ xi ≥ 0, i = 1, ..., n (3.19)3.6.1 M�a parametrik  prosèggishGia k�je tim  th
 paramètrou t ∈ R jewroÔme to prìblhmaP(t) min n
∑

i=1

1
2gix

2
i + (bit − hi)xiupì ui ≥ xi ≥ 0, i = 1, ..., n.

(3.20)To parap�nw prìblhma èqei thn monadik  lÔsh x(t)39



xi(t) =











0, e�n (hi − bit)/gi ≤ 0,

ui e�n (hi − bit)/gi ≥ ui,

(hi − bit)/gi alli¸
. (3.21)'Estw ìti z : R → R e�nai h sun�rthsh pou or�zetai apì
z(t) =

n
∑

i=1

bixi(t). (3.22)An or�soume ti
 kr�sime
 paramètrou
 tUi ≤ tLi w
 tLi = hi/bi kai tUi = (hi −

uigi)/bi gia i = 1, ..., n kai èstw ìti oi t1 < t2 < ... < tr apoteloÔn diakritè
timè
 twn kr�simwn paramètrwn. Ep�sh
, èstw ìti t0 = −∞, tr+1 = +∞. Tìteh dom  tou x(t) den all�zei mèsa se k�je di�sthma (ti, ti+1), i = 0, ..., r. Toakìloujo je¸rhma dhl¸nei orismène
 qr sime
 idiìthte
 th
 sun�rthsh
 z.Je¸rhma 3.10. H sun�rthsh z : R → R pou or�zetai apì thn (3.22) diajèteiti
 akìlouje
 idiìthte
:(a) H z e�nai monotonik� fj�nousa.(b) E�n z(t) = b0 tìte h x(t) apotele� bèltisth lÔsh tou probl mato
.(
) E�n z(t) > b0   z(t) < b0 tìte ∀t ∈ R den up�rqei efikt  lÔsh tou probl -mato
.Apìdeixh. Gr�foume
f(x) =

n
∑

i=1

(1
2gix

2
i − hixi), bx =

n
∑

i=1

bixikai
f(x, t) = f(x) + tbx.(a) 'Estw ìti t ∈ R, t∗ = t + ∆t ìpou ∆t > 0, kai z(t) = bx(t) < bx(t∗) = z(t∗).Tìte, h beltistìthta tou x = x(t) (x∗ = x(t∗)) gia to P(t) (P(t∗)) upodhl¸neiìti 40



f(x) + tbx ≤ f(x∗) + tbx∗(f(x∗) + (t + ∆t)bx∗ ≤ f(x) + (t + ∆t)bx).'Etsi prokÔptei h ant�fash
f(x∗) + (t + ∆t)bx∗ ≤ f(x) + (t + ∆t)bx < f(x∗) + (t + ∆t)bx∗.(b) 'Estw ìti x′ e�nai m�a auja�reth efikt  lÔsh tou probl mato
. Tìte h x′ apo-tele� efikt  lÔsh gia to P(t) kai h beltistìthta th
 x(t) gia to P(t) upodhl¸neiìti
f(x(t)) + bx(t) ≤ f(x′) + bx′to opo�o shma�nei ìti f(x(t)) ≤ f(x′) diìti b(x(t)) = b(x′) = b0.(
) 'Estw ìti isqÔei z(t) = bx(t) > b0, ∀t ∈ R kai ìti to prìblhma diajètei m�aefikt  lÔsh x. Tìte bx = b0. Epiprosjètw
, up�rqei m�a tim  paramètrou t∗tètoia ¸ste h x(t∗) na e�nai bèltisth gia ìla ta P(t) efìson t ≥ t∗ (de
 (3.21}.'Etsi, gia ìla ta t ≥ t∗ èqoume
f(x(t∗)) + tbx(t∗) ≤ f(x) + tbx,
f(x(t∗)) − f(x) ≤ t(bx − bx(t∗)) = t(b0 − bx(t∗))to opo�o gia meg�la t ≥ t∗ odhge� se ant�fash diìti b0 − bx(t∗) < 0.An ant� gia z(t) > b0 upojèsoume ìti z(t) < b0, ∀t ∈ R, to epijumhtì apotèlesmaprokÔptei kat� ìmoio trìpo.An z(t1) ≥ b0 kai z(tr) ≤ b0 tìte up�rqei èna
 de�kth
 j ¸ste na isqÔei z(tj) ≥ b0kai z(tj+1) ≤ b0. H kataskeu  m�a
 bèltisth
 lÔsh
 e�nai dunat  me th qr shautoÔ tou de�kth j w
 akoloÔjw
. Or�zoume ta sÔnola deikt¸n
IL = {i|tLi ≤ tj},
IU = {i|tj+1 ≤ tUi },
IM = {i|tLi > tj ; tj+1 > tUi }. 41



Tìte, gia k�je t ∈ [tj , tj+1] ta stoiqe�a th
 lÔsh
 x(t) mporoÔn na ekfrasjoÔnw
 ex 

xi(t) =











0, e�n i ∈ IL,

ui e�n i ∈ IU ,

(hi − bit)/gi e�n i ∈ IM .

(3.23)H bèltisth lÔsh x(topt) tou probl mato
 prokÔptei upokajist¸nta
 sthn (3.23)thn parametrik  tim 
topt =

(

∑

i∈IU

biui +
∑

i∈IM

(

bihi

gi

)

− b0

)

/
∑

i∈IM

b2
i

gi

. (3.24)Prèpei na shmeiwje� ìti h topt apotele� lÔsh th
 ex�swsh
 bx(t) = b0.Lìgw th
 monotonikìthta
 th
 sun�rthsh
 z, o de�kth
 j mpore� na breje� mèswduadik 
 anaz thsh
. tou sunìlou deikt¸n twn kr�simwn tim¸n.3.7 O algìrijmo
 Bru
kerH kÔria idèa tou algor�jmou perigr�fetai w
 akoloÔjw
. 'Estw ìti z(t1) ≥ b0kai z(tr) ≤ b0. An jèsoume tmin = t1 kai tmax = tr, tìte mporoÔme na e�mastes�gouroi ìti isqÔei h idiìthta
topt ∈ [tmin, tmax] (3.25)Se k�je epan�lhyh tou algor�jmou front�zoume na ikanopoie�tai h idiìthta (3.25)kai mei¸noume stadiak� to di�sthma [tmin, tmax] èw
 ìtou fj�sei sthn morf 

[tj , tj+1]. Autì epitugq�netai epilÔonta
 to P(t) gia diaforetikè
 timè
 t = ti.'Estw ìti tmin < ti < tmax. An z(ti) > b0 tìte mpore� na g�nei antikat�stashtou tmin me ti. 'Allw
, an z(ti) < b0 tìte to tmax antikaj�statai apì to ti. An,tèlo
, z(ti) = b0 ja èqoume topt = ti.To shmantikì shme�o e�nai ìti tautìqrona, ta sqetik� sÔnola kr�simwn paramè-trwn 42



T U = {tUi |i = 1, ..., n} (T L = {tLi |i = 1, ..., n})mei¸nontai apale�fonta
 ta �kra twn diasthm�twn [tUi , tLi ]. EpilÔonta
 to polÔdÔo apì ta probl mata P(tL) kai P(tU ), k�je sÔnolo apì ta T U , T L mei¸netaikat� toul�qiston ⌈1
4

∣

∣T U
∣

∣

⌉ (⌈1
4

∣

∣T L
∣

∣

⌉) stoiqe�a. Epiprìsjeta, ìtan apale�foumeta tUi , tLi , gnwr�zoume thn dom  twn xi(topt) ( toi, gnwr�zoume e�n xi(topt) = ui  
xi(topt) = 0   xi(topt) = (hi−bitopt)/gi). 'Etsi h poluplokìthta gia thn ep�lushtwn problhm�twn P(t) mei¸netai analìgw
. Gia thn sunolik  poluplokìthta toualgor�jmou pa�rnoume to �nw fr�gma
cn + 3

4cn + (3
4 )2cn + ... = 4cn = O(n)ìpou c e�nai k�poia stajer�. Epilègoume ta tU , tL kat� tètoion trìpo ¸ste

tL = di�meso
(T L) kai tU = di�meso
({tUi |tLi ∈ T L; tLi ≥ tL})ìpou w
 di�mesos(S) sumbol�zetai h di�meso
 enì
 sunìlou S.To P(tL) (P(tU )) epilÔetai mìno ìtan tmin < tL < tmax (tmin < tU < tmax)kai g�netai anane¸sh twn tim¸n twn tmin kai tmax. 'Ena tètarto twn sunìlwn
T Ukai T L mpore� na apaleifje� kai h dom  twn xi(t) ja e�nai gnwst  gia ti
ant�stoiqe
 metablhtè
 gia k�je t ∈ [tmin, tmax]. Gia autì prèpei na jewr soumetrei
 peript¸sei
.Per�ptwsh 1 : tL ≤ tmin. Tìte tLi ≤ tmin ≤ topt gia toul�qiston ⌈1

2

∣

∣T L
∣

∣

⌉diast mata [tUi , tLi ]. Gia aut� ta i mporoÔme na apale�youme to tUi (tLi ) apì tosÔnolo T U (T L) kai na jèsoume xi(t) = 0, ∀t ∈ [tmin, tmax].Per�ptwsh 2 : tL > tmin kai z(tU ) ≤ b0 ( toi, tU ≥ tmax). Tìte topt ≤ tmax ≤

tUi kai kataskeu�zonta
 to tU gia toul�qiston ⌈1
4

∣

∣T L
∣

∣

⌉ diast mata [tUi , tLi ] jaèqoume topt ≤ tU ≤ tUi . Gia aut� ta i mporoÔme na apale�youme to tUi (tLi ) apìto sÔnolo T U (T L) kai na jèsoume xi(t) = ui, ∀t ∈ [tmin, tmax].Per�ptwsh 3 : tL > tmin kai z(tU ) > b0. Tìte tU < topt kai topt ≤ tL diìtidiaforetik� ja �sque topt > tL > tmin pou antit�jetai sto gegonì
 ìti to tminanane¸jhke kat� thn ep�lush tou P(tL). T¸ra h sqèsh tU ≤ topt ≤ tL upodh-l¸nei ìti gia toul�qiston ⌈1
4

∣

∣T L
∣

∣

⌉ diast mata [tUi , tLi ] ja èqoume tUi ≤ tmin ≤

topt ≤ tmax ≤ tLi . Gia aut� ta i mporoÔme na apale�youme to tUi (tLi ) apì tosÔnolo T U (T L) kai na jèsoume xi(t) = hi − bit)/gi, ∀t ∈ [tmin, tmax].43



Leptomèreie
 th
 diadikas�a
 perigr�fontai apì ton akìloujo algìrijmo. Printhn efarmog  tou algor�jmou upolog�zontai ìle
 oi kr�sime
 timè
 tUi , tLi . Upo-jètoume ìti amèsw
 met� th
 qr sh
 th
 z(t) g�netai ep�lush tou P(t). Ep�sh
,to sÔnolo I sumbol�zei to sÔnolo twn deikt¸n twn metablht¸n xi(t) pou denèqoun p�rei stajer  tim . Prèpei na shmeiwje� ìti ta T U = {tUi |i ∈ I} kai
T L = {tLi |i ∈ I} e�nai ta trèqonta sÔnola twn tim¸n twn paramètrwn.Algìrijmo
 3. O algìrijmo
 Bru
kerB ma 0. (Optimality Che
k)If z(t1) = b0 OR z(tr) = b0 thenJèse xi = (hi − bit1ORr)/gi, ∀i. (Bèltisth LÔsh)Else If z(t1) < b0 OR z(tr) > b0 then'Exodo
 (Den uf�statai Efikt  LÔsh)End IfB ma 1. (Initialization)Jèse tmin = t1, tmax = tr kai I = {1, ..., n}B ma 2. (Median Sele
tion)Gia ìla ta i ∈ I DoJèse tL = di�meso
({tLi |i ∈ I})Jèse tU = di�meso
({tUi |i ∈ I; tLi ≥ tL})Gia t = tL, tU If tmin < t < tmax thenDo If z(t) = b0 thenJèse xi = (hi − bit)/gi, ∀i. (Bèltisth LÔsh)Else If z(t) > b0 then

tmin = max{tmin, t}Else
tmax = min{tmax, t}End If 44



End DoGia ìla ta i ∈ I DoIf tLi ≤ tmin thenJèse I = I\{i} kai xi = 0End IfIf tmax ≤ tUi thenJèse I = I\{i} kai xi = uiEnd IfIf tUi ≤ tmin ≤ tmax ≤ tLi thenJèse I = I\{i} kai xi = (hi − bit)/giEnd IfEnd DoEnd DoB ma 3. (Convergen
e 
he
k)If I = {} thenP gaine sto B ma 4ElseP gaine sto B ma 2.End IfB ma 4. (Optimal solution)Gia ìla ta i DoIf xi = ui thenJèse m�a proswrin  metablht  ttemp = 0Jèse ttemp =
∑

biuiEnd IfIf xi 6= 0 OR xi 6= ui thenJèse topt =
∑

(

bihi

gi

)

/
∑ b2i

gi 45



Jèse topt = topt +
(

(ttemp − b0) /
∑ b2i

gi

)End IfEnd DoGia ìla ta i DoIf xi 6= 0 OR xi 6= ui thenJèse xi = (hi − bitopt)/giEnd IfEnd DoSe k�je B ma tou algor�jmou, o upologismì
 tou z(t) g�netai w
 akoloÔjw

z(t) =

∑

i∈I

bixi(t) +
∑

i∈IU

biui +
∑

i∈IM

hibi/gi −
∑

i∈IM

(b2
i /gi)t, ∀t ∈ [tmin, tmax].'Opw
 fa�netai kai sto B ma 4, gia thn eÔresh th
 bèltisth
 lÔsh
 ègine qr shth
 ex�swsh
 (3.24) ¸ste pr¸ta na breje� m�a bèltisth tim  gia thn par�metro

t = topt.Prèpei na shmeiwje� ìti, lìgw tou gegonìto
 ìti oi prohgoÔmenoi dÔo algìrijmoiepilÔoun k�tw fragmèna tetragwnik� probl mata sakid�ou ta opo�a upìkein-tai se ènan periorismì, ègine tropopo�hsh tou �nwjen algor�jmou ¸ste kai autì
na epilÔei mìno k�tw fragmèna tetragwnik� probl mata sakid�ou me ènanperiorismì,  toi, oi sqèsei
, oi periorismo� kai oi sunj ke
 pou emperièqoun ta�nw fr�gmata ui agnooÔntai pantel¸
.
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Kef�laio 4
Apotelèsmata
4.1 ApotelèsmataGia m�a sqolastik  upologistik  exètash algor�jmwn gia to prìblhma (3.1) me�nw kai k�tw fr�gmata prèpei na g�nei anafor� stou
 [54℄. H upologistik  er-gas�a ègine se ènan proswpikì upologist  me epexergast  Athlon64 +3400. Hulopo�hsh twn anwtèrw algor�jmwn ègine se gl¸ssa programmatismoÔ C kai toleitourgikì pou qrhsimopoi jhke  tan to GNU/Linux Ubuntu. Ta progr�mmataètrexan ston metaglwttist  (
ompiler) g

. Ta probl mata pou qrhsimopoi jh-kan gia thn sÔgkrish twn algor�jmwn pro ljan apì genn tria tuqa�wn arijm¸n.H en lìgw genn tria  tan m�a grammik  pollaplasiastik  genn tria upolo�pwn(linear multipli
lative 
ongruential generator), h opo�a bas�zetai sthn forht genn tria tuqa�wn arijm¸n UNIRAN twn Marse kai Roberts ( H ulopo�hs  th
se gl¸ssa programmatismoÔ C ègine apì ton kajhght  B. Kouikìglou sta pla�-sia tou proptuqiakoÔ maj mato
 Prosomo�wsh). Pio sugkekrimèna, oi suntele-stè
 twn problhm�twn e�nai omoiìmorfa katanemhmènoi sto di�sthma [0, 1]. Giathn tim  tou b0 to ant�stoiqo di�sthma  tan [0, n], ìpou n to mègejo
 tou pro-bl mato
. Gia thn sÔgkrish twn tri¸n algor�jmwn qrhsimopoi jhke h entol tou UNIX, time �lename.exe
utable h opo�a epistrèfei trei
 qrìnou
: tou
 real,user, sys pou aforoÔn to ek�stote ektelèsimo arqe�o. To �jroisma twn qrìnwnuser kai sys ma
 d�dei to legìmeno CPU Time to opo�o metr�tai se deuterìlepta.Gia k�je algìrijmo tèjhkan dèka diaforetikè
 arqikè
 timè
 (seeds) gia thn gen-47



n tria tuqa�wn arijm¸n, me apotèlesma thn dhmiourg�a dèka tuqa�a paraqjèntwnproblhm�twn me mègejo
 n = 1000. Ep�sh
, gia k�je arqik  tim  èginan dèkaepanal yei
 th
 entol 
 time. Ston p�naka pou akolouje� parat�jentai oi mèse
timè
 twn CPU Time gia ti
 dèka sunolik� epanal yei
 gia k�je prìblhma.Mèso
 CPU Time (s)Prìblhma Bitran-Hax Alg. Pr. Diamèsou Bru
ker1. 0.0072 0.0136 0.11362. 0.0056 0.0168 0.07923. 0.0056 0.0128 0.07124. 0.0096 0.0288 0.16645. 0.0128 0.0280 0.16406. 0.0096 0.0296 0.16407. 0.0120 0.0312 0.18088. 0.0112 0.0296 0.17529. 0.0120 0.0336 0.176010. 0.0096 0.0344 0.1804'Opw
 fa�netai kai apì ta dedomèna tou parap�nw p�naka, o tropopoihmèno
 algì-rijmo
 Bitran-Hax èqei tou
 pio gr gorou
 qrìnou
 ep�lush
, k�ti pou sun�deikai me ta jewrhtik� dedomèna, efìson o en lìgw algìrijmo
 elaqistopoie� tonfìrto lìgw diaqwrismoÔ   sthn genikìterh per�ptwsh, taxinìmhsh
. Ant�jeta,o tropopoihmèno
 algìrijmo
 Bru
ker èqei tou
 megalÔterou
 qrìnou
 ep�lush
an�mesa stou
 trei
 algor�jmou
, k�ti pou ep�sh
 sun�dei me ta jewrhtik� de-domèna, efìson prokÔptei meg�lo
 upologistikì
 fìrto
 kat� thn eÔresh m�a
diamèsou tou suneq¸
 meioÔmenou sunìlou. Tèlo
, o algìrijmo
 proseggisti-k 
 diamèsou e�nai ìpw
 fa�netai 5 me 8 forè
 grhgorìtero
, ìson afor� tou
qrìnou
 ep�lush
, se sqèsh me ton algìrijmo Bru
ker, all� kat� 2 me 4 forè
pio argì
 apì ton algìrijmo Bitran-Hax. Autì, ep�sh
, epibebai¸netai apì thjewr�a pou anaptÔqjhke sto Kef�laio 3.4.2 Sumper�smataLìgw tou gegonìto
 ìti to prìblhma (3.1) apotele� koinì upoprìblhma se di�-fora sq mata aposÔndesh
 (de
omposition s
hemes), ìpw
 ep�sh
 kai se sqèsh48



me probl mata beltistopo�hsh
 upokl�tou (subgradient optimization), opoiad -pote belt�wsh sthn apìdosh twn uparqìntwn algor�jmwn e�nai polÔ shmantik .'Opw
 fa�netai kai apì ta upologistik� apotelèsmata, o algìrijmo
 Bru
kerèqei thn qeirìterh apìdosh sta sugkekrimèna probl mata pou exet�sthkan, en¸o algìrijmo
 Bitran-Hax apod�dei kalÔtera apì tou
 �llou
 dÔo algor�jmou
.Prèpei, ìmw
, na shmeiwje� ìti autì mpore� na e�nai sunèpeia tou trìpou epi-log 
 twn sugkekrimènwn tuqa�a paraqjèntwn problhm�twn kai ìti se diafore-tikè
 peript¸sei
 problhm�twn, (de
 [48℄), upologistik� dedomèna èqoun de�xeiìti o algìrijmo
 proseggistik 
 diamèsou apod�dei kalÔtera apì ton algìrijmoBitran-Hax. Tèlo
, prèpei na parathrhje� ìti, ektì
 th
 Qal�rwsh
 Lagrange,mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn kai �lle
 prosegg�sei
 gia thn ep�lush tou tetra-gwnikoÔ probl mato
 sakid�ou. Gia par�deigma, mpore� na g�nei qr sh Uperqa-l�rwsh
 (Over-relaxation),  toi, sthn epan�lhyh k, ant� na g�netai qr sh tou
λk san stoiqe�o diaqwrismoÔ (partitioning element) ìpw
 fa�netai sto B ma 3tou Algor�jmou 2, na g�nei qr sh tou λk

over = fover · λ + (1 − fover) · λ
k, ìpou

fover ∈ [0, 1] m�a par�metro
 qal�rwsh
 kai λ èna k�tw fr�gma sto λ∗. En¸ h enlìgw prosèggish d�dei megalÔtero m ko
 seir�
 L({sk}), o arijmì
 twn epana-l yewn mei¸netai arket� se sqèsh me ton algìrijmo proseggistik 
 diamèsou.
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