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Η παρούσα εργασία εξετάζει την εφαρµογή των ασαφών συνόλων στην ανάλυση 
αποφάσεων υπό καθεστώς αβεβαιότητας. Ως ανάλυση απόφασης θεωρούµε κάθε 
διαδικασία που αποβλέπει αφενός στο να περιγράψει και να αποδώσει το πρόβληµα 
απόφασης και αφετέρου στο να υποδείξει στον αποφασίζοντα µία πορεία η οποία θα 
τον οδηγήσει στην επιλογή «ορθολογικής» και συνάµα ικανοποιητικής λύσης.  Η 
ανάλυση µίας απόφασης αποκτά ιδιαίτερη σηµασία όταν η λήψη της απόφασης 
γίνεται υπό καθεστώς αβεβαιότητας. Η αβεβαιότητα στερεί γενικά από το 
αποφασίζοντα τη δυνατότητα να καθορίσει, να προβλέψει ή να ελέγξει τις 
παραµέτρους του προβλήµατος που καλείται να αντιµετωπίσει.  
 
Παραδοσιακά, για την ανάλυση αποφάσεων υπό καθεστώς αβεβαιότητας 
χρησιµοποιείται η θεωρία των πιθανοτήτων. Η συνεισφορά της τελευταίας στο θέµα 
αυτό είναι οπωσδήποτε αναµφισβήτητη. Εντούτοις, η µελέτη σύγχρονων 
πολύπλοκων συστηµάτων, όπως π.χ. µίας χρηµαταγοράς, αποδεικνύει ότι η θεωρία 
των πιθανοτήτων αδυνατεί να µοντελοποιήσει όλες τις µορφές αβεβαιότητας που  
πηγάζουν από τη λειτουργία αυτών, και ιδιαίτερα την ασάφεια. Η τελευταία έχει το 
νόηµα της αδυναµία απόδοσης µίας ακριβούς περιγραφής σε µία κατάσταση ή ένα 
γεγονότος. Η ασάφεια, όπως γίνεται αντιληπτή, είναι έµφυτο χαρακτηριστικό της 
ανθρώπινης επικοινωνίας. Ασαφείς εκφράσεις του τύπου «πολύ πιθανό» ή «αρκετά 
ικανοποιητικό» χρησιµοποιούνται συχνά για τη µετάδοση πληροφορίας και 
δύνανται να αποτελέσουν βάση για την ανάληψη δράσης.  
 
Η θεωρία των ασαφών συνόλων επινοήθηκε για να µοντελοποιήσει αυτού του είδους 
τις ασαφείς λεκτικές περιγραφές. Η ενσωµάτωση των ασαφών συνόλων στην κλασική 
επιχειρησιακή έρευνα δύναται να διευρύνει το πεδίο εφαρµογής της δεύτερης στην 
επίλυση προβληµάτων των οποίων οι παράµετροι περιγράφονται µε ανακριβείς, 
ποιοτικούς όρους. Χαρακτηριστική είναι η φράση του L.A. Zadeh: «from computing 
with numbers to computing with words».  
 
Το κείµενο της εργασίας που ακολουθεί είναι δοµηµένο κατά τον εξής τρόπο:  
 
Στο κεφάλαιο 1 γίνεται µία ανασκόπηση στοιχείων της θεωρίας των ασαφών 
συνόλων καθώς και των τριών βασικών ερµηνειών που αποδίδονται σε αυτά στις 
εκάστοτε εφαρµογές. Στο κεφάλαιο 2 εξετάζονται εναλλακτικές µέθοδοι µε τις οποίες 
µπορεί κανείς να µοντελοποιήσει προβλήµατα αποφάσεων µε τη χρήση ασαφών 
συνόλων.  Στο κεφάλαιο 3 δίνεται έµφαση στην εφαρµογή της ασαφούς λογικής στην 
επίλυση πολυκριτήριων προβληµάτων µαθηµατικού προγραµµατισµού. Τέλος, στο 
κεφάλαιο 4, ως µία επίδειξη του τρόπου εφαρµογής της ασαφούς µεθοδολογίας, 
θεωρούµε τη ρεαλιστική περίπτωση ενός επενδυτή που καλείται να επιλέξει ένα 
χαρτοφυλάκιο από οµόλογα ελληνικού δηµοσίου.  Οι στόχοι του επενδυτή για τα 
διάφορα σενάρια της αγοράς διατυπώνονται µε τρόπο ασαφή, ενώ ένα µοντέλο 
ασαφούς βελτιστοποίησης καλείται να «µεταφράσει» τους στόχους αυτούς σε 
σύνθεση χαρτοφυλακίου. Η αξιοπιστία των αποτελεσµάτων τη µεθόδου ελέγχεται µε 
τη βοήθεια προσοµοίωσης κατά την οποία δηµιουργούνται πιθανά σενάρια της 
αγοράς.  

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουµε βασικά στοιχεία της θεωρίας των ασαφών 
συνόλων και της ασαφούς λογικής, θεωρία της λογικής που βασίζεται σε ασαφή 
σύνολα. Τον όρο «ασαφή λογική» (fuzzy logic) εισήγαγε το 1962 µε άρθρο του ο L.A. 
Zadeh, ο οποίος αναφέρθηκε στην αναγκαιότητα για τη δηµιουργία µίας 
µαθηµατικής θεωρίας που θα επεξεργάζεται ασαφείς-ανακριβείς έννοιες, οι οποίες 
δεν είναι δυνατό να µοντελοποιηθούν µε τη θεωρία των πιθανοτήτων [Ζadeh, 
(1962)]. Η µαθηµατική θεµελίωση της ασαφούς λογικής δηλ. η θεωρία των ασαφών 
συνόλων (fuzzy sets) ακολούθησε κάποια χρόνια αργότερα σε οµώνυµο άρθρο του 
ιδίου συγγραφέα [Ζadeh, (1965)]. 

1.1. Ορισµοί 

1.1.1. Ασαφή σύνολα και συναρτήσεις συµµετοχής 

Έστω Χ ένα µη κενό σύνολο πραγµάτων, µε την κλασική έννοια του όρου, το οποίο 
αποτελεί το σύνολο αναφοράς (universe of discourse ή referential). Θεωρούµε ένα 
υποσύνολο Α του Χ. Τότε υπάρχει µία συνάρτηση µΑ:Χ→{0,1}, η οποία ονοµάζεται 
συνάρτηση συµµετοχής κάθε στοιχείου x στο υποσύνολο Α και ορίζεται ως: 
 





∉
∈

=Α Ax
Ax

x
,0
,1

)(µ  (1.1)

 
Αν επεκτείνουµε το πεδίο τιµών της µ στο διάστηµα [0 1] τότε ορίζουµε ένα ασαφές 
υποσύνολο Α του συνόλου Χ. Συµβολικά γράφουµε Α⊆~ Χ. Χαρακτηριστικό των 
ασαφών υποσυνόλων είναι ότι κάθε στοιχείο του υπό θεώρηση συνόλου Χ δύναται 
να ανήκει σε αυτά, αλλά µε διαφορετικό βαθµό συµµετοχής. Συνεπώς, ένα ασαφές 
υποσύνολο ορίζεται ως ένα σύνολο διατεταγµένων ζευγών Xxxx ∈Α )),(,( µ . Ένας 
εναλλακτικός συµβολισµός προτείνεται στο [Zadeh, (1972)]:  
 
Όταν το σύνολο X είναι πεπερασµένο δηλ. X ={x1, x2,�, xn} τότε ένα ασαφές 
υποσύνολο Α µπορεί να γραφεί ως:      
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i
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Ο συµβολισµός αυτός επεκτείνεται στην περίπτωση µη πεπερασµένου συνόλου 
αναφοράς στον:  
 

∫ Α=
X

xxA /)(µ  (1.3)

 
Στη συνέχεια παραθέτουµε µερικούς ορισµούς: 

 AΣΑΦΗ ΣΥΝΟΛΑ ΚΑΙ ΑΣΑΦΗΣ ΛΟΓΙΚΗ  
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! Ισότητα ασαφών συνόλων 

∆ύο ασαφή σύνολα1 Α και Β είναι ίσα όταν:  
 

µΑ(x)=µB(x), ∀x∈X.   (1.4)

! Υποστήριγµα (support) ενός ασαφούς συνόλου. 

Το «υποστήριγµα» ενός ασαφούς συνόλου είναι το µη ασαφές υποσύνολο του X το 
οποίο ορίζεται από τη σχέση: 
 

}0)(|{ >∈= Α xXxsuppA µ  (1.5)

! α-τοµή ασαφούς συνόλου 

Ως α-τοµή (α-cut) ενός ασαφούς συνόλου Α ορίζουµε το  µη ασαφές σύνολο: 
  

Αα={ x∈X| µΑ(x)≥α }, 0 ≤ α ≤ 1 (1.6)

 
Η έννοια της α-τοµής αποµονώνει από το σύνολο αναφοράς εκείνο το υποσύνολο 
του οποίου τα στοιχεία έχουν βαθµό συµµετοχής στο Α µεγαλύτερο του α. 
Παρατηρούµε ότι Α0=suppA.  

! Ασαφές δυναµοσύνολο (power set)  

Στην κλασική θεωρία συνόλων, µε τον όρο δυναµοσύνολο (power set) χαρακτηρίζουµε 
το σύνολο όλων των δυνατών υποσυνόλων του X.  Το δυναµοσύνολο συµβολίζεται 
συνήθως ως P(Χ). Η έννοια του δυναµοσυνόλου µπορεί να επεκταθεί για να 
περιγράψει το σύνολο όλων των δυνατών ασαφών υποσυνόλων του Χ. Το µη ασαφές 
αυτό σύνολο αναφέρεται συχνά και ως ασαφές δυναµοσύνολο (fuzzy power set) του Χ 
και συµβολίζεται ως )(~ XP .  

! 
   

Εξαιτίας των διαβαθµίσεων που υποθέτουν στη συµµετοχή, τα ασαφή σύνολα 
µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να περιγράψουν έννοιες των οποίων το 
«νοηµατικό σύνορο» δεν είναι ιδιαίτερα σαφές. Παραδείγµατα τέτοιων εννοιών 
είναι π.χ. ο ψηλός άνδρας, το µεγάλο αυτοκίνητο κ.α. Σε αυτές τις περιπτώσεις η 
έννοια από µόνη της δεν υπονοεί τα άτοµα, τα πράγµατα ή τις καταστάσεις στις 
οποίες αναφέρεται. Έτσι το αν ένα άτοµο π.χ. θα χαρακτηριστεί ως ψηλός ή όχι 
εξαρτάται από πολλούς παράγοντες όπως δηµογραφικά χαρακτηριστικά του τόπου 
στον οποίο γεννήθηκε, υποκειµενική αντίληψη κ.α.   
                                                      
1 Όπως αντιλαµβανόµαστε ένα ασαφές σύνολο δεν είναι αυθύπαρκτο µε την έννοια ότι ορίζεται πάντα 
επί ενός συνόλου αναφοράς.  Γι� αυτό το λόγο θα είχε πιο πολύ νόηµα να µιλάµε για ασαφή υποσύνολα. 
Εντούτοις, στο υπόλοιπο αυτού του κειµένου χρησιµοποιείται ο χαρακτηρισµός ασαφές σύνολο 
αναφερόµενοι όµως πάντα στο σύνολο αναφοράς.  
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Παράδειγµα 1.1. 
Θεωρούµε το ασαφές σύνολο των ψηλών2 ανδρών. Το ασαφές αυτό σύνολο µπορεί να 
ορισθεί επί του υποσυνόλου [1.30 3.00] των πραγµατικών αριθµών, το οποίο 
αντιπροσωπεύει όλα τα δυνατά ύψη που µπορεί να έχει ένας άνδρας.  Συνεπώς, 
Χ=[1.30 3.00]. Η έννοια του ψηλού άνδρα αναπαρίσταται µε τη συνάρτηση 
συµµετοχής του σχ.1.1.  

Χαρακτηριστικές µορφές συναρτήσεων συµµετοχής στις διάφορες εφαρµογές 
ασαφών συνόλων είναι οι s,z και π, όπως χαρακτηριστικά ονοµάζονται, και 
ορίζονται αντίστοιχα από τις σχέσεις: 
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)},,(),,,(min{),,,,( 43214321 xxxzxxxsxxxxx =π  

(1.7)

 
Η καµπύλη του σχ.1.1 π.χ. είναι s (1.65,2.00,x).  

                                                      
2 Ο αναγνώστης θα έχει παρατηρήσει ότι στις λεκτικές περιγραφές που αντιστοιχούν σε ασαφή σύνολα, 
τυπώνουµε µε πλάγια γράµµατα το τµήµα εκείνο της περιγραφής που προσδίδει ασάφεια.  
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Σχήµα 1.1 Συνάρτηση συµµετοχής για την έννοια «ψηλός» 
άνδρας. 
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1.1.2. Tελεστές επί ασαφών συνόλων 

Οι παρακάτω ορισµοί προϋποθέτουν ότι τα ασαφή σύνολα ορίζονται στο ίδιο 
σύνολο αναφοράς Χ. 

! Τοµή και ένωση ασαφών συνόλων 

Η τοµή Α∩Β και η ένωση Α∪Β δύο ασαφών συνόλων Α, Β αποτελεί ασαφές σύνολο 
µε συνάρτηση συµµετοχής: 
 

µΑ∩Β(x)=min{µΑ(x), µΒ(x)} και 
 
µΑ∪Β(x)=max{ µΑ(x), µΒ(x)}, ∀x∈X 

(1.8)

 
 
αντιστοίχως. Επιπλέον, αποδεικνύεται ότι (Α∩Β)α= Αα ∩Βα και (Α∪Β)α= Αα ∪Βα.  
 

! Συµπλήρωµα (complement) ασαφούς συνόλου 

Το συµπλήρωµα 
_

,Α ενός ασαφούς συνόλου Α είναι ένα νέο ασαφές σύνολο µε 
συνάρτηση συµµετοχής: 
 
 

∀x∈X, )(1)( xx ΑΑ
−= µµ . (1.9)

 

! Yποσύνολο ασαφές συνόλου  

Το ασαφές σύνολο Α λέµε ότι είναι υποσύνολο του ασαφούς συνόλου Β και  
γράφουµε Α⊆Β όταν: 
 

∀x∈X, µΑ(x) ≤ µΒ(x). (1.10)

! 
 
Μία γενική παρατήρηση που αφορά τους παραπάνω ορισµούς είναι ότι αποτελούν 
ουσιαστικά επέκταση των αντίστοιχων τελεστών που ισχύουν στα κλασικά σύνολα. 

1.1.3. Η «Αρχή της Επέκτασης» 

Η Αρχή της Επέκτασης, που προτάθηκε από τον Zadeh [Zadeh, (1975)], αποτελεί ένα 
σηµαντικό εργαλείο που επιτρέπει την ενσωµάτωση των ασαφών συνόλων στην 
κλασική µαθηµατική ανάλυση. Με τη βοήθεια της Αρχής της Επέκτασης έχουµε τη 
δυνατότητα να ορίσουµε αριθµητικούς τελεστές �+�, �-�, �*� και �\� επί ασαφών 
συνόλων όπως και συναρτήσεις που δέχονται ασαφή ορίσµατα. Η Αρχή της 
Επέκτασης εφαρµόζεται ιδιαίτερα σε προβλήµατα µαθηµατικού προγραµµατισµού 
των οποίων οι παράµετροι δίνονται ως ασαφή σύνολα. Η επέκταση αυτή του 
µαθηµατικού προγραµµατισµού ονοµάζεται προγραµµατισµός δυνατότητας 
(possibilistic programming) και θα αναλυθεί στην § 3.5.     
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Ορισµός 1.1. 
Έστω X ένα καρτεσιανό γινόµενο συνόλων αναφοράς, X=X1 × X2 ×...× Xn και Α1, Α2,..., Αn 
ασαφή υποσύνολα των X1, X2,...,Xn αντίστοιχα. Το καρτεσιανό γινόµενο των Α1, Α2,..., Αn 
είναι ένα ασαφές σύνολο Α το οποίο δίνεται από τη σχέση: 
 

∫
×××

ΑΑΑ=×××
n

n

XXX
nnn xxxxxxAAA

L

KKL
21

21
),,,/()}(,),(),(min{ 212121 µµµ  

ή διαφορετικά 
 

)}(,),(),(min{),,,( 2121 2121 nn xxxxxx
nn ΑΑΑΑ××Α×Α = µµµµ KKL  

(1.11)

 
Ας θεωρήσουµε µία απεικόνιση f από το X1 × X2 ×...× Xn στο Y τ.ω. y=f (x1, x2,�,xn). Η 
Αρχής της Επέκτασης µας δίνει τη δυνατότητα να απεικονίσουµε µέσω της f το 
ασαφές σύνολο Α σε ένα ασαφές υποσύνολο Β του Υ.  
 
Ορισµός 1.2. ( Αρχή της Επέκτασης). 
Έστω Α⊆~ Χ και µία απεικόνιση f :Χ→Υ. Τότε υπάρχει Β⊆~ Υ το οποίο αποτελεί την 
«εικόνα» του Α στο Υ. Συγκεκριµένα Β= Yyyy B ∈)},(,{ µ  και  
      

,
)(όταν ,0

)(  τ.ω.  όταν ,)(sup
)(

1

1

)( : 1







∅=

=∃
=

−

−

=∈ −

yf

yfxxx
y

A
yfxXx

B

µ
µ  (1.12)

 
Συνήθως γράφουµε Β=f (Α).  
 
 
Προκειµένου να αντιληφθούµε τη σηµασία της Αρχής της Επέκτασης, την 
εφαρµόζουµε στην περίπτωση της πρόσθεσης δύο ασαφών πραγµατικών αριθµών.  
 
Ως ασαφή πραγµατικό αριθµό µπορούµε να θεωρήσουµε κάθε ασαφές υποσύνολο 
του ℜ. Τον τελεστή πρόσθεσης ασαφών συνόλων συµβολίζουµε µε ⊕ . Προφανώς, 

)(~)(~: 2 ℜ→ℜ⊕ PP . Έστω Ν1 και Ν2 δύο ασαφείς πραγµατικοί αριθµοί µε συναρτήσεις 
συµµετοχής )(

1
xΝµ ,x∈ℜ και )(

2
yΝµ , y∈ℜ. Αν Ν= Ν1⊕Ν2, τότε µε βάση την Αρχή της 

Επέκτασης το Ν είναι ασαφές υποσύνολο του ℜ µε συνάρτηση συµµετοχής: 
 

)},(),(min{sup)(
212  :),(

yxz NN
yxzyx

N µµµ
+=ℜ∈

=  z∈ℜ (1.13)
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Παράδειγµα 1.2 
Έστω δύο ασαφείς πραγµατικοί αριθµοί Ν1:«περίπου ίσο µε 3» και Ν2:«αρκετά 
µεγαλύτερο του 1». Προς απλοποίηση των υπολογισµών θεωρούµε ένα διακριτό 
σύνολο αναφοράς Χ={0 1 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 6}. Οι Ν1 και Ν2 µπορούν να ορισθούν 
µέσω συναρτήσεων π και s µορφής αντίστοιχα όπως φαίνεται στον πίνακα 1.1. 
 

Χ 0 1 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 6 
µΝ1 0 0 0 0.7 1 0.7 0 0 0 0 
µΝ2 0 0 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1 1 1 

Πίνακας 1.1  Συναρτήσεις συµµετοχής των ασαφών αριθµών Ν1 & Ν2. 

Με βάση την αρχή της επέκτασης η πρόσθεση των δύο αριθµών θα δώσει έναν νέο 
ασαφή αριθµό Ν. Η συνάρτηση συµµετοχής του τελευταίου υπολογίζεται βάσει της 
σχέσης 1.13 και παρουσιάζεται στον πίνακα 1.2. 
 

Χ 0 1 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 6 
µΝ 0 0 0 0 0 0 0 0 0.1 0.5 

Πίνακας 1.2  Το αποτέλεσµα της πρόσθεσης των ασαφών αριθµών Ν1 & Ν2. 

! 
 
Καθ� όµοιο τρόπο µπορούµε να επεκτείνουµε τους τελεστές �-�, �*� και �/� καθώς και 
συνήθεις συναρτήσεις όπως e, sin, cos κ.α. Πάντως, οι υπολογισµοί είναι κατά κανόνα 
δύσκολοι και για πολύπλοκα προβλήµατα απαιτείται η χρήση ειδικών αλγορίθµων, 
όπως αυτός που περιγράφεται στο [Dubois & Prade, (1978)]. 

1.1.4. Ασαφείς σχέσεις 

Σχέση (relation) στην κλασική θεωρία συνόλων θεωρείται κάθε απεικόνιση  
R: X2 →{0,1}, 

όπου Χ οποιοδήποτε σύνολο. Όταν  R{x,y)=1 για κάποια x, y∈X, τότε λέµε ότι 
«υπάρχει σχέση µεταξύ x και y». Το αντίθετο συµβαίνει στην περίπτωση που 
R{x,y)=0. Οι σχέσεις χωρίζονται γενικώς σε δύο κατηγορίες: σχέσεις διάταξης �≤ � (order 
relations) και σχέσεις ισοδυναµίας �~ � (equivalence relation).  Θα αναφερθούµε µόνο σε 
σχέσεις διάταξης λόγω της ευρείας χρήσης τους στη θεωρία ανάλυσης αποφάσεων. 
Παραθέτουµε µερικούς χρήσιµους ορισµούς [Maddox, (1992)].  
 
Σχέση µερικής διάταξης (partial-order relation). 
Έστω ένα σύνολο Χ. Κάθε σχέση διάταξης �≤� στο Χ µε ιδιότητες: 
1. x ≤ x ,∀x∈X (ανακλαστική) 
2. x ≤ y και y ≤ x ⇒ x ~ y, ∀ x, y∈X (αντισυµµετρική) 
3. x ≤ y και y ≤ z ⇒ x ≤ z , ∀ x, y,z∈X (µεταβατική) 
ονοµάζεται σχέση µερικής διάταξης. 

 
Σχέση ολική ή γραµµικής διάταξης (total /linear- order relation). 
Κάθε σχέση µερικής διάταξης µε την επιπλέον ιδιότητα: 
4. ∀ x, y∈X,x ≠ y ⇒ είτε x ≤ y είτε y ≤ x.   
ονοµάζεται σχέση ολικής ή γραµµικής διάταξης. 

 
Βάσει των παραπάνω ορισµών µπορούµε να ορίσουµε τα ακόλουθα υποσύνολα 
(κλάσεις). 
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Κυριαρχούσα κλάση (dominating class) 
Έστω (Χ, ≤)  ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο. Κυριαρχούσα κλάση P≥  - επί ενός στοιχείου 
x του συνόλου Χ- ονοµάζεται το υποσύνολο του Χ που ορίζεται από τη σχέση: P≥(x)={y| 
y∈X και x≤ y}. 

  
Κυριαρχούµενη κλάση (dominated class) 
Έστω (Χ, ≤)  ένα µερικώς διατεταγµένο σύνολο. Κυριαρχούµενη κλάση P≤ -από ένα στοιχείο 
x του συνόλου Χ- ονοµάζεται το υποσύνολο του Χ που ορίζεται από τη σχέση: P≤(x)={y| 
y∈X και y≤ x}. 

 
Οι παραπάνω έννοιες χρησιµοποιούνται ευρέως από θεωρίες ανάλυσης αποφάσεων. 
Στις τελευταίες οι σχέσεις διάταξης εκφράζουν την προτίµηση που δείχνεται µεταξύ 
των εναλλακτικών λύσεων ενός προβλήµατος. Έτσι, η πρόταση �x ≤ y� µεταφράζεται 
ως «το  y είναι λιγότερο προτιµητέο ή ισοδύναµο του x».   
 
Ασαφής σχέση (fuzzy relation). 
Έστω X=X1 × X2 ×...× Xn το καρτεσιανό γινόµενο που προκύπτει από τα σύνολα αναφοράς 
X1,X2,...,Xn. Κάθε ασαφές υποσύνολο R του καρτεσιανού γινοµένου X=X1 × X2 ×...× Xn 
ονοµάζεται ασαφής σχέση n-τάξεως. 

 
Παρατηρούµε ότι η έννοια των σχέσης όπως γίνεται αντιληπτή από την κλασική 
λογική αποτελεί υποπερίπτωση του παραπάνω ορισµού για n=2 και µR(x, y)∈{0,1}. 
Χάριν απλότητας θεωρούµε δυαδικές ασαφείς σχέσεις, δηλ. ασαφή υποσύνολα του 
X2.   
 
Με την χρήση της ασαφούς λογικής µπορούµε να επεκτείνουµε έννοιες όπως 
αντανακλαστικότητα, µεταβατικότητα κ.α. Εντούτοις, δεν υπάρχουν καθολικά 
αποδεκτοί ορισµοί και οι παραπάνω έννοιες µεταφράζονται διαφορετικά σε κάθε 
εφαρµογή.  Ενδεικτικά αναφέρουµε τους ακόλουθους ορισµούς:   
 
Ασαφή σχέση µερικής διάταξης (fuzzy partial-order relation). 
Έστω ένα σύνολο Χ. Κάθε ασαφές υποσύνολο R του Χ2 µε ιδιότητες: 
1. µR(x, x)=1,∀x∈X (ανακλαστική) 
2. ∀ x, y∈X  αν µR(x, y)=µR(y, x)≠0 ⇒ x~y, ( αντισυµµετρική) 
3. min{µR(x, y),µR(y, z)} ≤ µR(x, z), ∀ x, y,z∈X (max-min µεταβατικότητα) 
ονοµάζεται ασαφής σχέση µερικής διάταξης. 

        
Ασαφής σχέση ολική ή γραµµικής διάταξης (fuzzy total /linear- order relation). 
Κάθε ασαφής σχέση µερικής διάταξης R µε την επιπλέον ιδιότητα: 
4. ∀ x, y∈X,x ≠ y ⇒ είτε µR(x, y)>0 είτε µR(y, x)>0.   
ονοµάζεται ασαφής σχέση ολικής ή γραµµικής διάταξης. 

 
Οι ορισµοί των ιδιοτήτων 1 & 3 δίνονται στο [Zadeh, (1971)] και  ο ορισµός της 2 στο 
[Kaufmann, (1975)].    

 
Aσαφής κυριαρχούσα κλάση (fuzzy dominating class) 

Aσαφής κυριαρχούσα κλάση P≥  - επί ενός στοιχείου x του συνόλου X και ως προς µία 
ασαφή σχέση µερικής διάταξης R- ονοµάζεται το ασαφές υποσύνολο του Χ, P≥(x)={y, µR(y, 
x)>0}. 
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Aσαφής κυριαρχούµενη κλάση (fuzzy dominated class) 
Ασαφής κυριαρχούµενη κλάση P≤ -από ένα στοιχείο x του συνόλου X και ως προς µία 
ασαφή σχέση µερική διάταξης R- ονοµάζεται το ασαφές υποσύνολο του Χ, P≤(x)={y, µR(x, 
y)>0}. 

 
Εύκολο είναι να αποδείξει κανείς ότι οι παραπάνω ορισµοί καλύπτουν και την 
περίπτωση εκείνων της κλασικής λογικής. ∆ύνανται όµως, επιπλέον, να 
ενσωµατώσουν ασαφείς περιγραφές του είδους: «το x προτιµάται κατά πολύ του y». 
Περισσότερες λεπτοµέρειες αναφέρονται στην § 2.2.2 του επόµενου κεφαλαίου.   

1.2. Τρεις βασικές ερµηνείες των ασαφών συνόλων. 

Συνεχίζουµε την παρουσίαση της θεωρίας των ασαφών συνόλων αναφέροντας τρεις 
βασικές σηµασίες που αποδίδονται σε αυτά στις διάφορες εφαρµογές τους. Η 
πολλαπλότητα των εννοιολογικών ερµηνειών των ασαφών συνόλων επιτρέπει την 
εφαρµογή τους σε ποικιλία γνωστικών αντικειµένων όπως π.χ. η αναγνώριση 
προτύπου (pattern recognition), η ταξινόµηση (clustering), η θεωρία ελέγχου (control 
theory), η ανάλυση αποφάσεων (decision analysis) και η τεχνητή νοηµοσύνη 
(artificial intelligence). Από την άλλη όµως, απαιτεί τη συµµετοχή του ανθρώπινου 
παράγοντα σε µεγάλο µέρος της διαδικασίας εφαρµογής οποιασδήποτε µεθόδου που 
βασίζεται σε ασαφή λογική. Πάντως, όπως θα διαπιστώσουµε και στη συνέχεια η µία 
εκ των τριών εννοιολογικών σηµασιών δύναται να ενσωµατώσει υπό κάποιες 
προϋποθέσεις τις άλλες δύο.  
 
Στο παρακάτω κείµενο υποθέτουµε την ύπαρξη ενός ασαφούς συνόλου F µε  
συνάρτηση συµµετοχής µF που παίρνει τιµές σε ένα σύνολο  U (σύνολο αναφοράς). 
Μεγάλος µέρος της συζήτησής µας βασίζεται στο [Dubois & Prade, (1997)].      

1.2.1. Τα ασαφή σύνολα ως µέτρα οµοιότητας 

Αν υποθέσουµε ότι το F αντιπροσωπεύει µία ιδιότητα που δύνανται να λάβουν τα 
στοιχεία του U τότε η συνάρτηση συµµετοχής µF δηλώνει το βαθµό συµµετοχής κάθε 
στοιχείου του U στην ιδιότητα αυτή. Πώς όµως µπορούµε να εκτιµήσουµε το βαθµό 
συµµετοχής σε µία ιδιότητα;  Μια συνήθης τακτική είναι να επιλέξουµε κάποιο (ή 
κάποια) στοιχεία του U χαρακτηριστικά αυτής της ιδιότητας ως πρότυπο και στη 
συνέχεια, υιοθετώντας κάποια µετρική3 d στο σύνολο U, να συγκρίνουµε κάθε 
στοιχείο το U µε τα πρότυπο αυτό. Από την παραπάνω διαδικασία και µε 
κατάλληλους µετασχηµατισµούς είναι δυνατό να συνάγουµε µία συνάρτηση 
συµµετοχής µF ως βαθµό οµοιότητας του εκάστοτε u µε το πρότυπο u*.  
 
Έστω π.χ. ότι µας ζητείται να ταξινοµήσουµε  ένα αυτοκίνητο γνωστών διαστάσεων 
στη κλάση των «µεγάλων αυτοκινήτων». Στην περίπτωση αυτή, ως U θεωρούµε το 
σύνολο των αυτοκινήτων που κυκλοφορούν στην αγορά, ενώ F≡«µεγάλο αυτοκίνητο» 
είναι το χαρακτηριστικό-ιδιότητα που πρέπει να πληρούν τα αυτοκίνητα αυτά. Για 
πρότυπο σύγκρισης µπορούµε να επιλέξουµε ένα οποιοδήποτε αυτοκίνητο µεγάλων 
διαστάσεων, ενώ µία µετρική συνάρτηση θα εκτιµά την νοητή απόσταση του 
                                                      
3 Ως µετρική εννοούµε κάθε συνάρτηση d:U×U→R, η οποία έχει τις ακόλουθες ιδιότητες ∀u, v, w ∈U: α) 
d(u, v)≥0, β) d(u, v)=0 όταν και µόνο όταν u~v γ) d(u, v)=d(v, u) και δ) d(u,w)≤ d(u, v)+ d(v,w). [Maddox, 
(1992)] 
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προτύπου από το προς ταξινόµηση αυτοκίνητο συγκρίνοντας τις διαστάσεις τους. 
Γενικά, όσο µεγαλύτερη η νοητή απόσταση τόσο µικρότερη η συµµετοχή στην 
ιδιότητα F. Εποµένως, η µF είναι µία φθίνουσα συνάρτηση της απόστασης. 
 
Παραδείγµατα εφαρµογών στις οποίες η µF εκφράζει βαθµό οµοιότητας µπορεί να 
αναζητήσει κανείς σε προβλήµατα ταξινόµησης, ελέγχου, αναγνώρισης προτύπου 
κ.α. [Dubois & Prade, (1980)]. 

1.2.2. Τα ασαφή σύνολα ως µέτρα ικανοποίησης. 

To F εδώ αναπαριστάνει µία επιθυµητή κατάσταση και το U εναλλακτικές λύσεις. Η 
µF(u) εκφράζει την ικανοποίηση που απορρέει από την υιοθέτηση της λύσης u.  
 
Έστω, για παράδειγµα, ότι θέλουµε να αγοράσουµε ένα µεγάλο αυτοκίνητο. Με U 
συµβολίζουµε το σύνολο εναλλακτικών προς αγορά αυτοκινήτων ενώ F ≡«µεγάλο 
αυτοκίνητο» είναι ο στόχος µας. Εισάγοντας και αυτή τη φορά ένα πρότυπο µεγάλου 
αυτοκινήτου καθώς και µία µετρική που θα υπολογίζει τη νοητή απόσταση του 
προτύπου από το προς ταξινόµηση αυτοκίνητο είναι δυνατό να ορίσουµε τη 
συνάρτηση συµµετοχής µF ως φθίνουσα συνάρτηση της απόστασης. 
 
Η ικανοποίηση σε πολλές εφαρµογές εκτιµάται συνήθως στη βάση µίας κλίµακας 
χρηµατικού κέρδους ή ζηµίας. Παραδείγµατα τέτοιων εφαρµογών θα εξετάσουµε στα 
κεφάλαια 2 & 3.  

1.2.3. Τα ασαφή σύνολα ως µέτρα αβεβαιότητας. 

Τη δυνατότητα χρήσης των ασαφών συνόλων ως µέτρα αβεβαιότητας διέκρινε 
αρχικά ο Zadeh στο άρθρο του «Fuzzy Sets as a Basis for a Theory of Possibility� 
[Ζadeh, (1978)]. Το βασικό κίνητρο που οδήγησε στη δηµιουργία µίας τέτοιας 
Θεωρίας της ∆υνατότητας είναι, όπως αναφέρει και ο ίδιος, το ότι �...σε αντίθεση µε 
ότι πιστεύεται, µεγάλο µέρος της πληροφορίας βάσει της οποίας ανθρώπινες 
αποφάσεις λαµβάνονται έχει περισσότερο τον χαρακτήρα της δυνατότητας 
(possibility) παρά της πιθανότητας (probability)...� [στο ίδιο, σελ. 10]. Το τελευταίο 
είναι άµεση συνέπεια της ασάφειας που εµπεριέχεται στην ανθρώπινη γλώσσα. 
 
Υιοθετώντας µαθηµατικό φορµαλισµό, έστω Χ µία µεταβλητή που λαµβάνει τιµές 
στο σύνολο U. Συµβολίζουµε µε � Χ=u � την απόδοση της τιµής u στη µεταβλητή Χ. 
Υποθέτουµε ότι F είναι µία ασαφής πληροφορία που αφορά τη µεταβλητή Χ καθαυτή 
ή κάποιο χαρακτηριστικό της. Η πληροφορία αυτή περιορίζει εν µέρει το πεδίο 
τιµών που µπορεί να λάβει η Χ. Έχοντας, λοιπόν, την πληροφορία «η Χ είναι F» 
µπορούµε να αντιστοιχίσουµε ένα µέτρο δυνατότητας (possibility)  σε κάθε πρόταση  
�Χ=u � το οποίο θα φανερώνει τη βεβαιότητα µε την οποία η Χ µπορεί να πάρει την 
τιµή u, δεδοµένου ότι «η Χ είναι F».  
 
Για παράδειγµα, έστω ότι διαθέτουµε µία ασαφή πληροφορία του τύπου: «εθεάθη 
ένα µεγάλο αυτοκίνητο». Με βάση αυτή θέλουµε να εκτιµήσουµε τη δυνατότητα το 
αυτοκίνητο που εθεάθη να ήταν µίας συγκεκριµένης µάρκας, έστω ΑΒΓ. Στην 
περίπτωσή µας η µεταβλητή Χ αντιπροσωπεύει το αυτοκίνητο και παίρνει τιµές στο 
σύνολο U όλων των αυτοκινήτων που κυκλοφορούν στην αγορά. Το πρόβληµα µας, 
λοιπόν, ανάγεται στην εκτίµηση της δυνατότητας να συνέβη το γεγονός «το Χ ήταν 
ΑΒΓ», δεδοµένης της ασαφούς πληροφορίας « το Χ είναι F≡µεγάλο». 
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Ο Zadeh πρότεινε ως µέτρο δυνατότητας τη συνάρτηση συµµετοχής µF του ασαφούς 
συνόλου F. Έτσι, όσο µεγαλύτερος είναι ο βαθµός συµµετοχής του ΑΒΓ στην έννοια 
«µεγάλο αυτοκίνητο» τόσο περισσότερο δύναται να εµφανίστηκε ένα αυτοκίνητο 
µάρκας ΑΒΓ τη στιγµή που έγινε η παρατήρηση. Αντιθέτως, η δυνατότητα να εθεάθη 
ένα αυτοκίνητο µε µικρότερο βαθµό συµµετοχής είναι µικρότερη. Καταλήγουµε 
συνεπώς στον ακόλουθο ορισµό:  
 

Poss{�X=u�/F}≡πΧ(u/F)≡µF (u) (1.14)

 
όπου η πΧ(u/F) ονοµάζεται συνάρτηση κατανοµής δυνατότητας. Σηµειωτέον ότι 
στην ίδια πρόταση �Χ=u� θα µπορούσαµε να αντιστοιχήσουµε και ένα µέτρο 
πιθανότητας (probability). Αντιλαµβανόµαστε όµως τη δυσκολία που θα συναντούσαµε 
στο να υπολογίσουµε την κατανοµή πιθανότητας pΧ(u/F) εξαιτίας του ασαφούς 
χαρακτήρα της πληροφορίας F.  
 
Η Θεωρία ∆υνατοτήτων βρίσκει µεγάλη εφαρµογή στην ανάλυση αποφάσεων σε 
περιβάλλον µε ασαφή πληροφόρηση. Το θέµα εξετάζεται µε περισσότερη 
λεπτοµέρεια στην § 2.2.3. 

! 
 
 
Μελετώντας τις παραπάνω ερµηνείες που επιδέχονται τα ασαφή σύνολα, θα 
µπορούσε να καταλήξει κανείς στο συµπέρασµα ότι η έννοια της οµοιότητας δύναται 
να συµπεριλάβει τις υπόλοιπες δύο έννοιες: προτίµηση και δυνατότητα ([Dubois & 
Prade, (1997)] . Πράγµατι, η προτίµηση σε µία κατάσταση δύναται να εκφραστεί ως 
βαθµός οµοιότητας της κατάστασης αυτής µε µία ιδανική κατάσταση ή αλλιώς ένα 
πρότυπο κατάστασης. Επιπλέον, η δυνατότητα να παρατηρηθεί µία κατάσταση υπό 
συγκεκριµένες συνθήκες µπορεί να εκφραστεί ως βαθµός οµοιότητας της κατάστασης 
αυτής µε µία χαρακτηριστική δεδοµένων των συνθηκών κατάσταση. Στην 
πραγµατικότητα όµως κοινός παρανοµαστής των τριών προαναφερθέντων 
ερµηνειών των ασαφών συνόλων είναι η πρωταρχική τους σηµασία της σταδιακής 
µετάπτωσης από την κατάσταση συµµετοχής στην κατάσταση µη συµµετοχής.   
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Στο κεφάλαιο αυτό θα εξετάσουµε τον τρόπο µε τον οποίο η ασαφής λογική 
εφαρµόζεται στην ανάλυση αποφάσεων. Η τελευταία εννοείται ως κάθε διαδικασία 
που προηγείται της ανάληψης οποιασδήποτε δράσεως και έχει σαν στόχο να 
κατευθύνει αυτή [French, (1984)]. Η ανάλυση αποφάσεων αποκτά ιδιαίτερη σηµασία 
όταν η λήψη µίας απόφασης γίνεται υπό καθεστώς αβεβαιότητας. Για την 
επιτυχηµένη εφαρµογή όµως οποιασδήποτε θεωρίας ανάλυσης αποφάσεων είναι 
απαραίτητη η αποσαφήνιση της έννοιας της αβεβαιότητας. Η επιστηµονική 
µεθοδολογία, όπως παρατηρούν και οι Bellman και Zadeh, παραδοσιακά ταυτίζει 
την αβεβαιότητα µε την τυχαιότητα, κάτι που φαίνεται εξάλλου και από την ευρεία 
χρήση της θεωρίας των πιθανοτήτων [Bellman & Zadeh (1970)].  Ταυτόχρονα, οι 
ποσοτικές µέθοδοι management δέχονται σοβαρή κριτική για το ότι αντιµετωπίζουν 
αποσπασµατικές και απλοποιηµένες περιπτώσεις προβληµάτων, δίνοντας 
µεγαλύτερη έµφαση στη µαθηµατική τεκµηρίωση των µεθόδων από ότι στην 
κατανόηση της φύσης του επιχειρησιακού προβλήµατος [Carlsson, (1984)], [Ackoff, 
(1974)]. Μεγάλη πρόκληση για την επιστήµη του management, όπως υποστηρίζει ο C. 
Carlsson, είναι «να µπορεί να αναπαριστά επαρκώς πολύπλοκα και υποκειµενικώς 
αντιληπτά προβλήµατα management, διατηρώντας ταυτόχρονα τον επιστηµονικό 
τρόπο επίλυσης προβληµάτων» [Carlsson, (1984)], σελ.12]. Με την εισαγωγή της 
θεωρίας των ασαφών συνόλων παρουσιάζεται µία νέα ευκαιρία συµβιβασµού των 
δύο παραπάνω επιδιώξεων. Προτού όµως προχωρήσουµε στην µελέτη της 
εφαρµογής των ασαφών συνόλων στην ανάλυση αποφάσεων, θα ήταν σκόπιµο να 
αναφερθούµε στις πιθανές µορφές αβεβαιότητας που ενυπάρχουν στη διαδικασία 
λήψης µιας απόφασης ούτως ώστε να µπορέσουµε να αντιληφθούµε µε ποίον τρόπο 
η ασαφής λογική συνεισφέρει στη διαχείριση της αβεβαιότητας αυτής.  

2.1. Αβεβαιότητα στην διαδικασία λήψης µίας απόφασης 

2.1.1. Το «πρόβληµα» της αβεβαιότητας 

Στην επιστηµονική µεθοδολογία δεν φαίνεται να υπάρχει καθολικός ορισµός της 
έννοιας της αβεβαιότητας. Κάθε θεωρία αντιλαµβάνεται και επιχειρεί να 
µοντελοποιήσει συγκεκριµένες µορφές αβεβαιότητας που πηγάζει από διάφορες 
καταστάσεις. Έτσι, η θεωρία των πιθανοτήτων του Kolmogoroff ενδιαφέρεται κυρίως 
για την πτυχή της αβεβαιότητας που αφορά στην τυχαιότητα (randomness) των 
φαινοµένων, ενώ η θεωρία πληροφοριών του Shannon για την πτυχή της 
αβεβαιότητας που αναφέρεται στην αµφιβολία (ambiguity) στην αποκωδικοποίηση 
µυνηµάτων. Κοινή υπόθεση, πάντως, των «θεωριών της αβεβαιότητας» είναι ότι η 
τελευταία επιβάλλει κάποιου είδους περιορισµό: είτε στο να καθορίσουµε την έκβαση 
ενός φαινοµένου (θεωρία των πιθανοτήτων), είτε στο να µεταδώσουµε ένα µήνυµα µε 
µηδενικό σφάλµα (θεωρία πληροφοριών). Επιχειρώντας, λοιπόν, να ορίσουµε την 
αβεβαιότητα σε ένα λειτουργικό επίπεδο, κάνοντας αναφορά, ουσιαστικά, στις 
συνέπειές της, δανειζόµαστε τον ακόλουθο ορισµό από το [Zimmermann, (2000)]: 

«Η αβεβαιότητα µίας κατάσταση εµποδίζει τους φορείς που εµπλέκονται σε αυτή από να 
έχουν στη διάθεσή τους ποιοτικές και ποσοτικές πληροφορίες ικανές να τους δώσουν τη 
δυνατότητα να περιγράψουν, να καθορίσουν ή ακόµα και να προβλέψουν ντετερµινιστικά 
και αριθµητικά τη συµπεριφορά ενός συστήµατος ή χαρακτηριστικών που αναφέρονται σε 
αυτό.» 
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Συνοπτικά, λοιπόν, η αβεβαιότητα συνεπάγεται αδυναµία ελέγχου και η αύξηση (ή 
µείωση) της αβεβαιότητας, µείωση (ή αύξηση) της δυνατότητας ελέγχου. Με αυτή τη 
λογική, θα ήταν σκόπιµο να εξετάσουµε τη διαδικασία λήψης µιας απόφασης, 
προκειµένου να αντιληφθούµε τις µορφές της αβεβαιότητας που εµφανίζονται σε 
κάθε τµήµα αυτής της διαδικασίας και το πως αυτές στερούν από τον αποφασίζοντα 
τη δυνατότητα καθορισµού των πραγµάτων.  

2.1.2. Η διαδικασία λήψης µίας απόφασης  

Μία περιγραφή της διαδικασίας λήψης αποφάσεων, που εν µέρει οφείλεται και στο 
[Zimmermann, (2000)], φαίνεται στο σχ.2.1. Παρόλο που εναλλακτικές περιγραφές 
της διαδικασίας αυτής έχουν προταθεί κατά καιρούς, η συγκεκριµένη προσφέρει τη 
δυνατότητα συσχέτισης των τµηµάτων της διαδικασίας µε συγκεκριµένες πτυχές της 
αβεβαιότητας.  
 
Όπως φαίνεται στο σχ.2.1,  η διαδικασία λήψης µιας απόφασης περιλαµβάνει τις 

ακόλουθες συνιστώσες: 
 
− Σύστηµα. Αποτελεί ουσιαστικά το αντικείµενο µελέτης. Μπορεί να είναι τµήµα 

της φυσικής, οικονοµικής ή κοινωνικής πραγµατικότητας, ανθρώπινο 
κατασκεύασµα, ή άλλου είδους φαινόµενο. 

− Περιβάλλον. «Περιβάλλει»  το σύστηµα, επηρεάζει και καθορίζει τη συµπεριφορά 
του. 

− Αποφασίζων-Παρατηρητής. Ο ανθρώπινος παράγοντας που καλείται να 
δραστηριοποιηθεί δεδοµένης της κατάστασης του συστήµατος. Μπορεί να 
αποτελεί και ο ίδιος µέρος του συστήµατος. 

− Μοντέλο διαχείρισης αβεβαιότητας. Αποτελεί το εργαλείο που επιλέγει ο αποφασίζων 
προκειµένου να διαχειριστεί την αβεβαιότητα (θεωρία πιθανοτήτων, ασαφής 
λογική, rough sets κ.α.) 

− Αισθητήρες (Α). Συλλέγουν δεδοµένα τόσο από το σύστηµα όσο και από το 
περιβάλλον του, τροφοδοτώντας τα στο µοντέλο διαχείρισης αβεβαιότητας. 

 
Ας προσπαθήσουµε να περιγράψουµε το πρόβληµα επιλογής χαρτοφυλακίου 
µετοχών υιοθετώντας την παραπάνω ταξινόµηση.  
 

Περιβάλλον 

ΣΥΣΤΗΜΑ 

ΠληροφορίαΑ 
δεδοµένα

∆ράση

 
Μοντέλο 
διαχείρισης 
αβεβαιότητας 

 
Επεξεργασία 
πληροφοριών 

Απόκριση

Πληροφορία
 

Αποφασίζων- 
Παρατηρητής

Αντίληψη Φαινόµενο ∆ίαυλος

Σχήµα 2.1  Τα τµήµατα της διαδικασίας λήψης µίας αποφασης. 
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�Σύστηµα� στην περίπτωση του προβλήµατος επιλογής χαρτοφυλακίου είναι η υπό 
θεώρηση χρηµαταγορά και �περιβάλλον του συστήµατος� το οικονοµικό, κοινωνικό 
και πολιτικό πλαίσιο στο οποίο εντάσσεται. Ο παρατηρητής του συστήµατος αυτού 
καλείται να πάρει µία απόφαση για τη σύνθεση του χαρτοφυλακίου του. Γι� αυτό το 
σκοπό συλλέγει δεδοµένα από τη συγκεκριµένη χρηµαταγορά (τιµές κλεισίµατος, 
δείκτες τιµών κ.α.) καθώς και από το περιβάλλον αυτής (δείκτες οικονοµικής 
ανάπτυξης, εκτιµήσεις της πολιτικής κατάστασης κ.α.). Χαρακτηριστικό είναι το 
γεγονός ότι ο παρατηρητής σπάνια έχει εποπτεία όλου του συστήµατος. Στην 
περίπτωση µας ο επενδυτής συµβουλεύεται δεδοµένα που προέρχονται από τους 
υπολογιστές της χρηµαταγοράς (π.χ. τιµές µετοχών) ή πληροφορία που 
κοινοποιείται από τα µέσα ενηµέρωσης (τύπος, ραδιόφωνο κ.α.).  Είναι αδύνατο να 
γνωρίζει γενικά τις προθέσεις των συντελεστών της αγοράς ή του περιβάλλοντος 
µέσα στο οποίο αυτή εντάσσεται. Γι΄ αυτό ακριβώς εστιάζει την προσοχή του ή 
αλλιώς «τοποθετεί αισθητήρες» σε συγκεκριµένα «κοµβικά» σηµεία του συστήµατος ή 
του περιβάλλοντος. Η πληροφορία που λαµβάνεται από τους αισθητήρες συνήθως 
«φιλτράρεται» και επεξεργάζεται από µοντέλα διαχείρισης της που επιλέγει ο 
αποφασίζων. Τα µοντέλα αυτά καθορίζουν σε σηµαντικό βαθµό το είδος της 
πληροφορίας που συλλέγεται από τους αισθητήρες (ποιοτική/ποσοτική, 
τακτική/αριθµητική κ.α.). Στην περίπτωση της επιλογής χαρτοφυλακίου ο 
αποφασίζων θα µπορούσε να επιλέξει ως µοντέλο διαχείρισης πληροφοριών ένα 
εργαλείο τεχνικής-στατιστικής ανάλυσης, µε τη βοήθεια του οποίου δύναται να 
υπολογίσει µέσους όρους, διακυµάνσεις τιµών κ.α.. Τα στοιχεία αυτά παρέχουν µία 
δευτερογενή πηγή πληροφόρησης πιο «εκλεπτυσµένης» µορφής, σε αντίθεση µε 
εκείνη που πηγάζει από πρωτογενή δεδοµένα οπως π.χ. οι τιµές των µετοχών. Στην 
συνέχεια ο επενδυτής «µεταφράζει» τις προτιµήσεις και πεποιθήσεις του σε επίπεδο 
εργαλείου, το οποίο αποφαίνεται τελικά για τη σωστή δράση (π.χ. λύνοντας ένα 
πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού). Η παραπάνω διαδικασία 
επαναλαµβάνεται µέχρις ότου αποκατασταθεί, εαν είναι δυνατόν, µία ισορροπία 
µεταξύ επιθυµητής και πραγµατικής κατάστασης ή αφού προκύψουν νέες ευκαιρίες 
ή απειλές . 
 
Η διαδικασία λήψης µίας απόφασης όπως παρουσιάζεται στο σχ.2.1. περιλαµβάνει 
το αντικειµενικό και το υποκειµενικό τµήµα της. Το πρώτο αναφέρεται στο «φαινόµενο» 
καθαυτό δηλ. τις διαδικασίες που συντελούνται στο σύστηµα και το περιβάλλον του, 
ενώ το δεύτερο στην «αντίληψη του φαινοµένου» και συνεπώς περιλαµβάνει 
στοιχεία ανθρωπίνων θεωριών, «µοντέλα του κόσµου», υποκειµενικές πεποιθήσεις 
και προτιµήσεις. Μεταξύ αυτών µεσολαβεί ο «δίαυλος επικοινωνίας», που φέρνει σε 
επαφή το υποκειµενικό µε το αντικειµενικό τµήµα. Η παρουσία του διάυλου είναι 
καταλυτική, µε τη έννοια ότι µπορεί να δηµιουργήσει παρεµβολές στην όλη 
διαδικασία µεταφοράς πληροφοριών (π.χ. παρεµβολές από το «θόρυβο» των 
αισθητήρων).    
 
Ο ανθρώπινος παράγοντας που εµπλέκεται στη διαδικασία λήψης µίας απόφασης 
διαθέτει συνήθως κάποια πληροφορία τόσο για το σύστηµα όσο και για το 
περιβάλλον του. Συνήθως είναι κάποιος ειδικός (expert) του γνωστικού πεδίου στο 
οποίο εντάσσεται το σύστηµα π.χ. αναλυτής αγοράς ή ένας απλός χειριστής του 
συστήµατος (περίπτωση ελέγχου µίας εγκατάστασης µηχανηµάτων). Ο αποφασίζων 
έχει τη δυνατότητα να ανατρέξει σε γνώση που αφορά στη φύση και στη λειτουργία 
του συστήµατος, γνώση η οποία έχει ήδη καταγραφεί και τεκµηριωθεί επιστηµονικά. 
Αυτό το είδος γνώσης µπορεί να χαρακτηρισθεί ως αντικειµενική, προκειµένου να 
διαχωριστεί από τις διάφορες αντιλήψεις, δοξασίες και πεποιθήσεις που διαθέτει ο 
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αποφασίζων τις οποίες µπορούµε αρχικά να συνοψίσουµε στον όρο υποκειµενική 
γνώση. Ο διαχωρισµός αυτός, βέβαια, δεν υπονοεί ότι η υποκειµενική γνώση είναι 
υποδεέστερη της αντικειµενικής και εποµένως άνευ επιστηµονικής σηµασίας. Οι 
άνθρωποι υποβάλλουν συνεχώς την υποκειµενική τους γνώση σε εµπειρική 
επαλήθευση, προσπαθώντας να υιοθετήσουν όλο και πιο έγκυρα «µοντέλα του 
κόσµου», όπως αναφέρει η γνωστική ψυχολογία [Tamborini, (1997)]. Ο διαχωρισµός 
της υποκειµενικής από την αντικειµενική γνώση στην περίπτωσή µας συντελείται για 
να τονισθεί η σηµασία του παράγοντα αποφασίζων στη λήψη µίας απόφασης. Η 
τελευταία εξαρτάται άµεσα από τις προτιµήσεις και τις πεποιθήσεις του πρώτου. 
 
Ο τρόπος µε τον οποίο ο υποκειµενισµός λειτουργεί ως «φίλτρο» στην πρόσληψη 
αντικειµενικής γνώσης αποδίδεται γραφικά στο σχ.2.2.  
 

2.1.3. Παράγοντες αβεβαιότητας στη διαδικασία λήψης αποφάσεων  

Έπειτα από την περιγραφή της διαδικασίας λήψης µίας απόφασης, προχωρούµε 
αναφερόµενοι στις πιθανές µορφές αβεβαιότητας που προκύπτουν στα διάφορα 
τµήµατα αυτής.  
 
Εκκινώντας από το σύστηµα, εύκολα αντιλαµβανόµαστε ότι ανασταλτικός 
παράγοντας για τον έλεγχο ή την πρόβλεψη της συµπεριφοράς του είναι η τυχαία 
φύση κάποιων διαδικασιών που συντελούνται µέσα σ� αυτό. Με τον όρο τυχαιότητα 
αναφερόµαστε στην απουσία κάποιου παράγοντα ή νόµου που καθορίσει την 
έκβαση ενός φαινοµένου. Η έννοια του τυχαίου υπερβαίνει την υποκειµενική 
αντίληψη και κυβερνάται από δικούς της νόµους, όπως π.χ. αυτός των µεγάλων 
αριθµών. Σύµφωνα µε το νόµο αυτό, κάθε δυνατό ενδεχόµενο έχει σχετική συχνότητα 
εµφάνισης που συγκλίνει ασυµπτωτικά σε ένα και µοναδικό όριο, την πιθανότητα 
εµφάνισης του ενδεχοµένου αυτού. H τυχαιότητα, λόγω της ύπαρξης ισχυρών 
νόµων, δεν συνεπάγεται αναρχία, και εποµένως είναι µερικά ελέγξιµη. Αυτή είναι 
µία υπόθεση που κρύβεται πίσω από τις διάφορες στοχαστικές θεωρίες. 
 
Ένας επιπλέον παράγοντας που καθιστά δύσκολο τον καθορισµό της έκβασης µίας 
διαδικασίας είναι η πολύπλοκη δυναµική της. Η δυναµική αυτή είναι το αποτέλεσµα 
της εµπλοκής πολλών φορέων στη διαδικασία, των οποίων όµως η συµπεριφορά δεν 
είναι τυχαία. Αντιθέτως, µπορεί να βασίζεται σε νόµους ή ακόµα και να είναι 
αποτέλεσµα συνειδητής επιλογής. Οι νόµοι αυτοί ή αλλιώς νόρµες συµπεριφοράς 
αφορούν το ίδιο το υποκείµενο και σε καµία περίπτωση δεν το υπερβαίνουν. Τυπικό 
παράδειγµα συστήµατος πολύπλοκης δυναµικής αποτελεί µία χρηµαταγορά. Εκεί, 
τα µέλη της πραγµατοποιούν συνειδητές επιλογές που κατευθύνονται µάλιστα από 
την αρχή µεγιστοποίησης της ωφέλειας. Παρόλα αυτά, η αδυναµία να προβλέψει 
κανείς επακριβώς την πορεία των τιµών είναι έκδηλη. Ένα σύστηµα πολύπλοκης 
δυναµικής παρόλη την αβεβαιότητα που το χαρακτηρίζει, διαθέτει νόµους αιτίου-
αιτιατού, κάτι που αντίκειται φυσικά στην έννοια της τυχαιότητας. 

Αντικειµενική γνώση του 
συστήµατος και του 
περιβάλλοντός του 

Υποκειµενική αντίληψη 
του συστήµατος και του 
περιβάλλοντός του 

Υπ
οκ
ει

µε
νι
σµ
ός
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Μέχρι στιγµής αναφερθήκαµε στην αβεβαιότητα που αφορά το σύστηµα ή/και το 
περιβάλλον του. Η διαδικασία λήψης µίας απόφασης όµως σχετίζεται άµεσα όµως µε 
το υποκείµενο που καλείται να λάβει την απόφαση, και συγκεκριµένα µε τις 
πεποιθήσεις, και τις προτιµήσεις του. Πράγµατι, κάθε αποφασίζων έχει µία εικόνα 
για τον τρόπο που λειτουργεί τόσο το υπό εξέταση σύστηµα όσο και το περιβάλλον 
του, δηλ. για το φαινόµενο συνολικά. Η εικόνα αυτή εκφράζεται συνήθως µε τη 
διατύπωση δοξασιών (beliefs) για αναµενόµενες εξελίξεις στο υπό θεώρηση σύστηµα 
και περιβάλλον καθώς και για τις συνέπειες κάποιων αποφάσεων.  Τα «µοντέλα του 
κόσµου», όπως χαρακτηριστικά ονοµάζονται, στερούνται συχνά ακρίβειας και 
σαφήνειας αφού εξυπηρετούν περισσότερο την δράση παρά την παρατήρηση 
[Tamborini, (1997), σελ. 57].  Συνήθως δε αποτελούνται από λεκτικές περιγραφές του 
είδους: «καλή κατάσταση της υγείας», «υγιείς οικονοµία» κ.τ.λ. Ανάλογα ισχύουν και 
για τις προτιµήσεις του αποφασίζοντα σχετικά µε τη συµπεριφορά ενός συστήµατος. 
Οι προτιµήσεις αυτές εκφράζονται συνήθως υπό την έννοια της νοητής απόστασης 
της δεδοµένης συµπεριφοράς από ένα πρότυπο συµπεριφοράς που έχει θέσει εκ των 
προτέρων ο αποφασίζων.  Τόσο οι πεποιθήσεις όσο και οι προτιµήσεις του 
αποφασίζοντα χαρακτηρίζονται από αβεβαιότητα, µε την έννοια όµως της 
ανακρίβειας (imprecision) ή της ασάφειας (fuzziness). 
 
Στην όλη αβεβαιότητα που εµπεριέχει µία διαδικασία λήψης απόφασης προστίθεται 
και αυτή που οφείλεται στο δίαυλο. Η συγκεκριµένη έχει περισσότερο την έννοια της 
ανακρίβειας στη µετάδοση πληροφοριών από και προς το σύστηµα και αποτελεί 
αντικείµενο µελέτης της θεωρίας πληροφοριών. 

2.1.4. Τα ασαφή σύνολα ως µέσα διαχείρισης της αβεβαιότητας 

Όπως παρουσιάστηκαν στο κεφάλαιο 1, τα ασαφή σύνολα χρησιµοποιούνται για να 
περιγράψουν σύνολα από καταστάσεις, παρατηρήσεις ή δραστηριότητες των οποίων 
τα όρια δεν είναι απολύτως καθορισµένα. Η ασάφεια, όπως γίνεται αντιληπτή εδώ, 
διαχωρίζεται από [Carlsson, (1984)]: 
a) τη γενικότητα (generality), υπό την έννοια της υιοθέτησης µίας περιγραφής για ένα 
καλώς ορισµένο σύνολο καταστάσεων ή δραστηριοτήτων. 

b) την αµφιβολία (ambiguity), υπό την έννοια της ύπαρξης πολλών ανταγωνιστικών 
περιγραφών για το ίδιο σύνολο.  

c) την ανακρίβεια (imprecision), υπό την έννοια της ύπαρξης πολλών ισοδύναµων 
ερµηνειών για την ίδια κατάσταση. 

Ένα ασαφές σύνολο µπορεί όπως είδαµε να αποκτήσει και διαφορετικές σηµασίες 
ανάλογα µε το πλαίσιο εφαρµογής του και να εκφράσει αντίστοιχα οµοιότητα, 
προτίµηση ή και δυνατότητα. 
 
Με βάση την ανάλυση που έγινε στην προηγούµενη παράγραφο γίνεται αντιληπτή 
η δυνατότητα εφαρµογής των ασαφών συνόλων, ως ένα µέσο µοντελοποίησης 
ασαφών λεκτικών προτιµήσεων και πεποιθήσεων. Παρέχουν κατά αυτόν τον τρόπο 
µία ευκαιρία επανεξέτασης και επέκτασης των είδη υπάρχουσων θεωριών ανάλυσης 
αποφάσεων (ανάλυση Bayes, θεωρίες βασισµένες στην ωφέλεια, δένδρα αποφάσεων 
κ.α.) µε σκοπό την εφαρµογή τους σε ένα «ασαφές» περιβάλλον. Ευκαιρίες και 
περιορισµοί που προκύπτουν από την παραπάνω θεώρηση θα συζητηθούν στη 
συνέχεια. 
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2.2. Ανάλυση αποφάσεων σε ένα ασαφές περιβάλλον 

Στις επόµενες παραγράφους εξετάζουµε διάφορες προσεγγίσεις ασαφούς λογικής 
στην ανάλυση αποφάσεων.  

2.2.1. Η προσέγγιση των Bellman και Zadeh  

Την πρώτη απόπειρα δηµιουργίας ενός µεθοδολογικού πλαισίου λήψης αποφάσεων 
σε ένα ασαφές περιβάλλον παρουσίασαν οι Bellman και Zadeh σε άρθρο τους µε 
τίτλο �Decision-Making in a Fuzzy Environment� [Bellman & Zadeh, (1970)]. Η 
περίπτωση που εξετάστηκε αφορούσε τη διατύπωση ασαφών στόχων από τον 
αποφασίζοντα και την ύπαρξη ασαφών περιορισµών του περιβάλλοντος.  
 
Βασική ιδέα της προτεινόµενης µεθόδου είναι ότι το σύνολο των λύσεων που 
ικανοποιούν ένα στόχο ή έναν περιορισµό δεν µπορεί να καθοριστεί επακριβώς και 
να διαχωριστεί από το σύνολο των δυνατών λύσεων ενός προβλήµατος. Κάθε δυνατή 
λύση θεωρείται άλλοτε περισσότερο και άλλοτε λιγότερο ικανοποιητική.  Γι� αυτό θα 
είχε νόηµα να θεωρούσαµε ότι κάθε δυνατή λύση ενός προβλήµατος ικανοποιεί έναν 
δεδοµένο περιορισµό του περιβάλλοντος ή έναν στόχο που θέτει ο αποφασίζων µε 
διαφορετικό όµως βαθµό. Συνεκτιµώντας στόχους και περιορισµούς είναι δυνατό να 
καταλήξουµε τελικά στις πλέον ικανοποιητικές λύσεις. Υιοθετώντας µαθηµατικό 
φορµαλισµό µπορούµε να εκφράσουµε τα παραπάνω ως εξής: 
 
Έστω X ο µη ασαφής χώρος των δυνατών αποφάσεων που µπορούµε να λάβουµε σε 
ένα πρόβληµα. Κάθε στόχος G ή περιορισµός C του προβλήµατος δύναται να ορισθεί 
µέσω ενός ασαφούς υποσυνόλου του χώρου X, δηλ. G,D⊆~ X. Το σύνολο των 
ικανοποιητικών αποφάσεων S του προβλήµατος αποτελεί ένα νέο ασαφές σύνολο 
που ορίζεται από την τοµή των G και D. Για την γενική περίπτωση m στόχων και n 
περιορισµών γράφουµε: 
 

)......()......( 2121 njmi CCCCGGGGS ∩∩∩∩∩∩∩∩∩∩∩= , 
i=1,2,�m, j=1,2,�,n 

(2.1)

 
ή διαφορετικά  
 

)},(,{ xxS Sµ=  όπου x∈X και  
 

)}(),...(),...,(),(),(),...(),...,(),(min{)(
2121

xxxxxxxxx
njmi CCCCGGGGS µµµµµµµµµ =  

 

(2.2)

( )(x
iGµ , )(x

jCµ οι συναρτήσεις συµµετοχής που αντιστοιχούν στα ασαφή σύνολα Gi 
και Cj).  
 
Στην περίπτωση που ένας στόχος Gi ορίζεται σε πεδίο αναφοράς (referencial) Υ≠X, 
για το οποίο όµως γνωρίζουµε ότι Υ=f(X), τότε µπορούµε να «µεταφράσουµε» τον 
στόχο Gi στo χώρο X, χρησιµοποιώντας την Αρχή της Επέκτασης του Zadeh (βλ. § 
1.1.3). Έτσι αν συµβολίσουµε µε iG τη µεταφορά του στόχου Gi στο χώρο Χ, τότε το 

iG  ορίζει το ασαφές υποσύνολο του Χ του οποίου η συνάρτηση συµµετοχής δίνεται 
από τη σχέση: 
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Ανάλογα ισχύουν και για περιορισµούς. 
 
Συνυπολογίζοντας στόχους και περιορισµούς, προκύπτει ένα ασαφές σύνολο 
«ικανοποιητικών» λύσεων τις οποίες µπορεί να εφαρµόσει ο αποφασίζων. Συνήθως 
όµως σε ένα πρόβληµα απόφασης απαιτείται να υιοθετήσουµε µία συγκεκριµένη 
πολιτική. Έτσι προκύπτει το πρόβληµα του ποία θα είναι η τελική µας επιλογή από 
το ασαφές σύνολο λύσεων. Στο ερώτηµα αυτό οι Bellman και Zadeh απάντησαν 
προτείνοντας ως πλέον ικανοποιητική λύση του προβλήµατος κάθε x*∈X τ.ω. 
µS(x*)=max{µS(x)}, ∀ x∈X. Το µη ασαφές σύνολο όλων των x* που ικανοποιούν την 
παραπάνω ιδιότητα ονοµάζεται σύνολο αποφάσεων µέγιστης ικανοποίησης (maximizing 
decision set) DΜ..  Προς επίδειξη της παραπάνω µεθοδολογίας παραθέτουµε το 
ακόλουθο παράδειγµα: 
 
Παράδειγµα 2.1. 
Έστω µία εταιρεία που θέλει να προγραµµατίσει τη συνολική της παραγωγή για µία 
δεδοµένη χρονική περίοδο. Η εταιρεία αυτή θέτει ως στόχο «η παραγωγή της να 
κυµαίνεται γύρω στις 170 µονάδες προϊόντος». Συνεπώς, ο στόχος αυτός µπορεί να 
µοντελοποιηθεί µε τη βοήθεια µίας συνάρτησης συµµετοχής µορφής π ως εξής: 

 
Ωστόσο, η δυναµικότητα των εγκαταστάσεων της εταιρείας όπως και διάφορες 
περιβαλλοντικές διατάξεις θέτουν περιορισµούς στο ύψος της συνολικής παραγωγής. 
Υποθέτουµε ότι οι περιορισµοί αυτοί έχουν µεταφραστεί σε µονάδες προϊόντος και 
είναι οι εξής:  
 
Περιορισµός δυναµικότητας C1: 
«η παραγωγή δεν µπορεί να ξεπερνά κατά πολύ τις 160 µονάδες προϊόντος» 
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Περιβαλλοντικός περιορισµός C2: 
«η παραγωγή δεν πρέπει να υπερβαίνει σηµαντικά τις 170 µονάδες προϊόντος» 
 
Οι περιορισµοί αυτοί δύνανται να αναπαρασταθούν µε συναρτήσεις συµµετοχής 
µορφής z ως εξής: 
 

Εφαρµόζοντας τη µεθοδολογία που αναφέραµε προηγουµένως υπολογίζουµε το 
ασαφές σύνολο S των λύσεων του προβλήµατος από τη σχέση 

)}(),(),(min{)(
21

xxxx CCGS µµµµ = , x∈ℜ+, και βρίσκουµε το x* για το οποίο 
ισχύει )(max*)( xx SxS µµ

+ℜ∈
= . Η διαδικασία αυτή παριστάνεται γραφικά στο σχ.2.5.  

Σχήµα 2.5  Γραφική επίλυση του προβλήµατος του παραδείγµατος  
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Σχήµα 2.4.  Οι συναρτήσεις συµµετοχής των ασαφών περιορισµών του προβλήµατος. 
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Η πλέον ικανοποιητική λύση του προβλήµατος προκύπτει για παραγωγή ύψους 157 
µονάδων προϊόντων περίπου. Η συνολική ικανοποίηση της εταιρείας από τη λύση 
αυτή είναι περίπου 0.944. 

!    
 
Μία πρώτη παρατήρηση που αφορά την παραπάνω µεθοδολογία είναι ότι η χρήση 
των τελεστών min για τον συνυπολογισµό στόχων και περιορισµών και max για την 
επιλογή της ικανοποιητικότερης λύσης καταλήγει εξ ορισµού στη λήψη µίας µάλλον 
«συντηρητικής» απόφασης (όπως άλλωστε και κάθε κριτήριο maxmin στην ανάλυση 
αποφάσεων). Εξάλλου, γίνεται «σιωπηλά» και η υπόθεση ότι όλοι οι στόχοι και οι 
περιορισµοί έχουν την ίδια βαρύτητα για το πρόβληµα. Τα συµπεράσµατα αυτά 
έδωσαν το έναυσµα για τη µελέτη εναλλακτικών τρόπων συνυπολογισµού των 
συναρτήσεων συµµετοχής των ασαφών στόχων και περιορισµών. Λόγω της 
ιδιαίτερης του σηµασίας το θέµα αυτό θα εξεταστεί στη § 2.2.4. 
 
Ένα άλλο ζήτηµα που προκύπτει κατά την εφαρµογή της προαναφερθείσας 
µεθοδολογίας είναι η εύρεση του συνόλου των λύσεων µέγιστης ικανοποίησης DΜ.. Η 
διαδικασία αυτή στην περίπτωση που ο χώρος των δυνατών λύσεων X του 
προβλήµατος είναι µονοδιάστατος ή δισδιάστατος (όπως συµβαίνει π.χ. στο 
παράδειγµα 2.1) είναι σχεδόν τετριµµένη, αφού η εύρεση των βέλτιστων λύσεων 
µπορεί να γίνει µε τη βοήθεια ενός γραφήµατος. Όταν όµως ο X έχει άνω των δύο 
διαστάσεων τότε καλούµαστε να λύσουµε γενικά ένα πρόβληµα µαθηµατικού 
προγραµµατισµού. Η περίπτωση αυτή εξετάζεται στο επόµενο κεφάλαιο. 
  
Αξιοσηµείωτο είναι, µολαταύτα, το γεγονός ότι στόχοι και περιορισµοί 
αντιµετωπίζονται από τη  παραπάνω µεθοδολογία ισοδύναµα, κάτι που 
διαπιστώνεται εύκολα από τον  τρόπο µε τον οποίο συνεκτιµώνται. Από ότι φαίνεται 
κατά τη λήψη µίας απόφασης σε ένα ασαφές περιβάλλον, όπως αυτό εννοείται 
παραπάνω, µεγαλύτερο ρόλο παίζει η µορφή παρά η σηµασία (προέλευση) των 
ασαφών συνόλων. Η έννοια των ασαφών συνόλων δύναται να συµπεριλάβει πολλές 
διαφορετικές έννοιες. 

2.2.2. Ασαφής διάταξη εναλλακτικών (Fuzzy Rank-Ordering) 

Η προσέγγιση αυτή υιοθετήθηκε αρχικά από τους [Baas & Kwakernaak, (1977)], ενώ 
µε το θέµα έχουν ασχοληθεί και οι [Shimura, (1973)] και [Orlovsky, (1978)]. Βασική 
υπόθεση των µεθόδων που εµπίπτουν σε αυτή την κατηγορία είναι ότι σε ένα 
πρόβληµα απόφασης είναι γενικά δύσκολο να προβεί κανείς σε µία «γραµµική» 
κατάταξη των εναλλακτικών λύσεων βάσει µίας συνάρτησης ικανοποίησης. 
Αντιθέτως, συγκρίσεις εναλλακτικών πραγµατοποιούνται πιο εύκολα ανά δύο. Οι 
µέθοδοι ασαφούς κατάταξης εναλλακτικών βασίζονται σε ασαφείς δυαδικές σχέσεις, 
που περιγράφονται στην § 1.1.4. Αναφέρουµε ενδεικτικά τη µέθοδο των Dubois και 
Prade  [Dubois &  Prade, (1980)].  
 
Έστω X ο χώρος των εναλλακτικών λύσεων ενός προβλήµατος.  Υποθέτουµε ότι επί 
του χώρου αυτού ορίζεται µία ασαφής δυαδική σχέση προτίµησης: R: X×X→ [0 1].  Η 
σχέση αυτή έχει την ακόλουθη ερµηνεία: ∀ x,y∈X αν µR(x,y)>0.5, η x προτιµάται της 
y, ενώ αν µR(x,y)=0.5, οι x και  y είναι ισοδύναµες ή δεν επιδέχονται σύγκριση. 
Ορίζουµε το ασαφές σύνολο P≤(x) των κυριαρχούµενων από το x εναλλακτικών ως 
εξής:  
 

P≤(x)={y, µ(x,y)}, y∈X (2.4)
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Το P≤(x) αποτελεί µε άλλα λόγια το ασαφές σύνολο των εναλλακτικών που είναι 
λιγότερο προτιµητέες σε σχέση µε το x. Εκφράζει δε ένα καθολικό µέτρο της 
προτίµησης υπέρ του x. Χρησιµοποιώντας την έννοια του υποσυνόλου ενός ασαφούς 
συνόλου (βλ.  § 1.1.2) ορίζουµε τις ακόλουθες προτάσεις:      

  
1. «Η συνολική προτίµηση για το x είναι µεγαλύτερη από εκείνη για το y» ⇔ P≤(y) 
⊆  P≤(x) και P≤(x) ⊄  P≤(y).  

2. «Είναι αδύνατη η επιλογή µεταξύ των x και y» ⇔ P≤(x) ⊆ P≤(y) και P≤(y) ⊆  P≤(x). 
 
Με αυτούς τους ορισµούς, είναι εύκολο να αποδείξει κανείς ότι ο τελεστής �⊆� 
πραγµατοποιεί µία (µη ασαφή) µερική κατάταξη (partial ordering) των στοιχείων 
του συνόλου Χ. Ικανή και αναγκαία συνθήκη, βέβαια, για να ισχύει το παραπάνω 
είναι: 

 
∀ x, y∈X είτε P≤(x) ⊆ P≤(y) είτε P≤(y) ⊆  P≤(x) (2.5)

 
Η τελευταία ικανοποιείται εξ� ορισµού του τελεστή   �⊆�. 

!  
  
Πλεονέκτηµα των µεθόδων αυτής της κατηγορίας είναι ότι προσφέρουν µεγάλη 
ευελιξία αφού δεν απαιτούν από τον αποφασίζοντα να είναι σε θέση να διατυπώσει 
µία ακριβή σχέση προτίµησης µεταξύ δύο οποιωνδήποτε εναλλακτικών x και y. 
Επίσης, πολλές από παραπάνω µέθοδοι µπορούν να επεκταθούν ενσωµατώνοντας 
λεκτικές περιγραφές της µορφής: «το x προτιµάται περισσότερο σε σχέση µε το y» ή «το 
x είναι περίπου ισοδύναµο του y» κ.τ.λ.        

2.2.3. Λήψη αποφάσεων υπό συνθήκες αβεβαιότητας και τυχαιότητας 

Αποτελεί την πλέον γενική περίπτωση λήψης µίας απόφασης. Θα λέγαµε ότι είναι 
µία  επέκταση του γενικού µοντέλου ανάλυσης αποφάσεων (βλ. ενδεικτικά [Keeney 
& Raiffa, (1976) κεφ. 1]. Σύµφωνα µε το τελευταίο, ο αποφασίζων επιλέγει από ένα 
σύνολο εναλλακτικών δράσεων A και η φύση από ένα σύνολο πιθανών καταστάσεων 
S. Κάθε ζεύγος (α, s)∈A×S επιφέρει µε δεδοµένη πιθανότητα p(α,s) ένα αποτέλεσµα C 
που είναι συνάρτηση των α, s. Υποθέτουµε ότι ο αποφασίζων διαθέτει µία συνάρτηση 
u που απεικονίζει κάθε C σε ένα πραγµατικό αριθµό, ο οποίος µετρά την ωφέλεια που 
αποκοµίζει ο αποφασίζων από το αποτέλεσµα C. Η δράση που επιλέγει ο 
αποφασίζων είναι αυτή που επιφέρει τη µέγιστη αναµενόµενη ωφέλεια.  
 
Στη γενική περίπτωση που εξετάζουµε εδώ, οι καταστάσεις της φύσης, η πιθανότητα 
εµφάνισης κάθε κατάστασης, το σύνολο των εφικτών και αποδεκτών ενεργειών, η 
απορρέουσα ωφέλεια και η διαθέσιµη πληροφορία δύνανται να καθοριστούν τόσο 
µε ασαφή όσο και µε ακριβή τρόπο. Το πρόβληµα απόφασης µπορεί να ιδωθεί ως ένα 
διάνυσµα τεσσάρων συνιστωσών >< upAS ,,~,~ 1. }~,...,~,~{~

21 rSSSS = είναι το διάνυσµα 

των ασαφών καταστάσεων της φύσης. Κάθε ασαφής κατάσταση iS~  αποτελεί ασαφές 
υποσύνολο του χώρου των καταστάσεων της φύσης S={S1,S2,�,Sq}. Θεωρούµε ότι το 
σύνολο S~  είναι εφοδιασµένο µε µία κατανοµή πιθανότητας P( iS~ ), i=1,2..,r, έτσι ώστε 

                                                      
1 Χρησιµοποιούµε το σύµβολο �~� για να χαρακτηρίσουµε  ασαφή σύνολα.  
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σε κάθε ασαφή κατάσταση iS~ να αντιστοιχεί και µία πιθανότητα εµφάνισης Pi.. 
Επίσης, ορίζουµε }~,...,~,~{~

21 nAAAA =  το σύνολο των ασαφών εναλλακτικών ενεργειών 
τις οποίες έχει στη διάθεσή του ο αποφασίζων και θεωρούµε ότι είναι δυνατή µία 
απεικόνιση u της µορφής ℜ→× AS ~~ (συνάρτηση ωφέλειας του αποφασίζοντα). 
Εφαρµόζοντας παρόµοια συλλογιστική µε αυτή του γενικού µοντέλου ανάλυσης 
αποφάσεων, ορίζουµε την αναµενόµενη ωφέλεια από µία ασαφή ενέργεια jA~ ως 
εξής: 
 

∑
=

=
r

i
ijiA

SPASuuE
j

1
~ )~()~,~(}{  (2.6)

 
Ο υπολογισµός, βέβαια, των )~( iSP  δεν είναι και τόσο προφανής αφού ουσιαστικά 
αναφερόµαστε σε πιθανότητα ασαφούς ενδεχοµένου. Είναι όµως µία φυσική 
προέκταση της θεωρίας των πιθανοτήτων να υποθέσουµε ότι: 
  

∑
=

=
q

k
kkSi SPSSP

i
1

~ )()()~( µ 2 (2.7)

 
Με βάση την προηγούµενη εξίσωση µπορούµε να υπολογίσουµε την ενέργεια jA~  µε τη 
µεγαλύτερη αναµενόµενη ωφέλεια, η οποία είναι και η βέλτιστη για τον αποφασίζοντα.   
 
Επεκτάσεις της προηγούµενης µεθοδολογίας µπορούν να πραγµατοποιηθούν µε την 
εισαγωγή ασαφών ωφελειών (fuzzy utilities), ασαφών πιθανοτήτων (fuzzy 
probabilities) και άλλων µέτρων αβεβαιότητας (possibility, δοµή Dempster-Shafer 
κ.α.).  Οι ενδιαφερόµενοι αναγνώστες µπορούν να ανατρέξουν στα συγγράµµατα: 
[Dubois & Prade, (1980)] για µία γενική επισκόπηση όλων των µεθόδων, 
[Freiling,(1980)] για ανάλυση αποφάσεων µε ασαφείς πιθανότητες, [Yager, (1979)] 
για ανάλυση αποφάσεων χρησιµοποιώντας µέτρα δυνατότητας και [Yager, (1992)] 
για ανάλυση αποφάσεων χρησιµοποιώντας τη δοµή Dempster - Shafer.      

2.2.4. Το πρόβληµα της σύνθεσης ασαφών συνόλων 

Επανερχόµαστε στη συζήτηση που είχαµε ξεκινήσει στην § 2.2.1, σχετικά µε το 
πρόβληµα συνυπολογισµού ασαφών στόχων και περιορισµών. Είδαµε ότι η έννοια 
των ασαφών συνόλων επιτυγχάνει να ενσωµατώσει διαφορετικές έννοιες όπως: 
προτίµηση, περιορισµός, δυνατότητα κ.α.. Συνεπώς, το πρόβληµα συνυπολογισµού 
ασαφών στόχων και περιορισµών εµπίπτει ουσιαστικά στο πρόβληµα εύρεσης ενός 
«κατάλληλου» τελεστή σύνθεσης ασαφών συνόλων. Γράφουµε «κατάλληλου» διότι 
εύκολα αντιλαµβάνεται κανείς ότι είναι πολύ δύσκολο, έως αδύνατο, να βρεθεί 
τελεστής που να αποδίδει το ίδιο σε όλες τις περιπτώσεις εφαρµογών. Ωστόσο, ειδικά 
για την περιοχή της ανάλυσης αποφάσεων δύνανται να διατυπωθούν κάποια γενικά 
χαρακτηριστικά (αξιώµατα) που πρέπει να ικανοποιεί ένας τελεστής συνένωσης 

                                                      
2 Στην πραγµατικότητα κάτι τέτοιο µπορεί να ορισθεί µε τη βοήθεια ολοκληρωµάτων Lebesgue-Stieltjes 
[Dubois & Prade, (1980), σελ. 141]. Πρέπει όµως η επιλογή των )(~ kS

S
i

µ να γίνει έτσι ώστε να διασφαλίσει 

κανείς ότι βασικά αξιώµατα της θεωρίας των πιθανοτήτων (όπως π.χ. το ότι∑
=

=
r

i
iSP

1
1)~( ) δεν 

παραβιάζονται.   
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ασαφών συνόλων προκειµένου να συµβαδίζει µε το πνεύµα της λήψης µιας 
απόφασης.  
 
Το πρόβληµα της συνένωσης ασαφών συνόλων έγκειται στην εύρεση µίας 
συνάρτησης R τ.ω.: 
 

)}(),...,(),...,(),({ 21 xxxxR ni µµµµµ = , i=1,2,�,n, x∈X (2.8)
 
Η µ είναι η συνάρτηση συµµετοχής του ασαφούς συνόλου των λύσεων του 
προβλήµατος και τα µi(x), i=1,2,�,n, στόχοι ή περιορισµοί ανάλογα µε τη φύση του 
προβλήµατος.  
 
Οι Dubois & Prade [Dubois & Prade, (1984)] αναγνώρισαν έξι ιδιότητες που πρέπει 
να πληροί η συνάρτηση R σε ένα πρόβληµα απόφασης. Οι ιδιότητες αυτές µπορούν 
να τεθούν υπό την µορφή αξιωµάτων ως εξής: 
 
Αξίωµα 1.  
Η συνολική ικανοποίηση που αποφέρει η εναλλακτική x εξαρτάται µόνο από τη x και όχι 
από τις επιµέρους συναρτήσεις συµµετοχής µi. ∆ηλ. µ=µ(x). 

 
Κάτι τέτοιο είναι φυσιολογικό αν σκεφτεί κανείς ότι οι µi λειτουργούν µόνο 
βοηθητικά προκειµένου να γίνει η τελική επιλογή στο επίπεδο της µ.   
 
Αξίωµα 2. 

R{1,1,�,1}=1. 
 
Το αξίωµα 2 θεµελιώνει απλά το γεγονός ότι αν µία απόφαση ικανοποιεί πλήρως όλα 
τους στόχους και τους περιορισµούς πρέπει να ανήκει µε βαθµό συµµετοχής 1 στο 
σύνολο των λύσεων ενός προβλήµατος.  
 
Αξίωµα 3.  

R{0,0,�,0}=0. 
 
Το αξίωµα 3 αποκλείει από το σύνολο των ικανοποιητικών λύσεων κάθε εναλλακτική 
που δεν ικανοποιεί τους επιµέρους στοχους και περιορισµούς. 
 
Αξίωµα 4.  
Έστω α=(α1, α2,�,αn) και β=(β1, β2,�,βn) τέτοια ώστε αi ≥ βi ∀ i=1,2...,n. Τότε πρέπει 
R{α}≥ R{β}. 

 
Το αξίωµα 4 θέτει µία άλλη ιδιότητα για την R. Σύµφωνα µε αυτή, η R πρέπει να 
είναι τέτοια ώστε να διατηρεί τη διάταξη (order preserving). Πράγµατι, εάν 
υπάρχουν δύο εναλλακτικές x και y του συνόλου Χ τέτοιες ώστε η x υπερέχει 
ξεκάθαρα ή είναι τουλάχιστον ισότιµη της y (δηλ. µi(x)≥ µi(y) ∀ i) τότε θα πρέπει και 
R{x} ≥ R{y}. 
 
Αξίωµα 5.  
Όταν όλοι οι στόχοι και οι περιορισµοί ενός προβλήµατος έχουν ίδια σηµασία για τον 
αποφασίζοντα τότε η R πρέπει να είναι συµµετρική ως προς αυτούς. 
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Η συµµετρικότητα επιβάλλει ότι π.χ. για την περίπτωση δύο ισοδύναµων στόχων ή 
περιορισµών α, β, R{α,β}=R{β,α}. 
 
Αξίωµα 6.  
Η R είναι συνεχής συνάρτηση των µi. 

 
Πράγµατι, σε πραγµατικά προβλήµατα σπάνια µία απειροελάχιστη µεταβολή στην 
ικανοποίηση ενός στόχου ή περιορισµού επιφέρει δραµατική αλλαγή στην συνολική 
ικανοποίηση.   

!  
 

Μία επισκόπηση των σηµαντικότερων τελεστών συνάθροισης ασαφών συνόλων που 
έχουν προταθεί κατά καιρούς και ικανοποιούν3 τα αξιώµατα 1-6 γίνεται στον πίνακα 
2.1. Περισσότερους µπορεί να βρει κανείς στο [Lai & Hwang, (1992), σελ. 54]. Στη 
συνέχεια του κειµένου, χάριν απλότητας περιοριζόµαστε στην περίπτωση δύο 
ασαφών στόχων ή περιορισµών4.  
 

Τελεστές σύζευξης 
Τελεστής min µS(x)=min{ µ1(x), µ2(x)} 
Αλγεβρικό 
γινόµενο 

)()()( 21 xxxS µµµ =  

Οροθετηµένο 
γινόµενο 

}1)()(,0max{)( 21 −+= xxxS µµµ  

Min τελεστής του 
Hamacher 

]1,0[,
)]()()()()[1(

)()(
)(

2121

21 ∈
−+−+

= γ
µµµµγγ

µµ
µ

xxxx
xx

xS  

Τελεστές διάζευξης 
Τελεστής max µS(x)=max{ µ1(x), µ2(x)} 
Αλγεβρικό 
άθροισµα 

)()()()()( 2121 xxxxxS µµµµµ −+=  

Οροθετηµένο 
άθροισµα 

)}()(,1min{)( 21 xxxS µµµ +=  

Max τελεστής του 
Hamacher 

]1,0[,
)()(

)]()([)()()1(
)(

21

2121 ∈
+

++−
= γ

µµγ
µµγµµγ

µ
xx

xxxx
xS  

Πίνακας 2.1.Τελεστές σύνθεσης ασαφών συνόλων 

Οι τελεστές της πρώτης κατηγορίας (τελεστές σύζευξης) έχουν την ιδιότητα ότι R{α,β}≤ 
min{α,β}, α,β∈[0 1]. Εµπεριέχουν λοιπόν την υπόθεση ότι ο συνολικός βαθµός 
αποδοχής µίας λύσης δεν µπορεί να είναι µεγαλύτερος των επιµέρους βαθµών 
αποδοχής. ∆εν επιτρέπουν λοιπόν καµία αντιστάθµιση (trade-off) µεταξύ των 
επιµέρους στόχων ή περιορισµών. Αντιστρόφως, οι τελεστές της δεύτερης κατηγορίας 
(τελεστές διάζευξης) επιτρέπουν πλήρη συµβιβασµό µεταξύ των επιµέρους στόχων ή 
περιορισµών αφού R{α,β}≥ max{α,β}, α,β∈[0 1]. Πάντως, κοινή υπόθεση και στις δύο 

                                                      
3 Βλ. [Dubois & Prade, (1984)]. 

4 Η γενική περίπτωση σύνθεσης n ασαφών συνόλων παρουσιάζει δυσκολίες. Συνήθως δε γίνεται χρήση 
επιπλέον αξιωµάτων. Μια ενδιαφέρουσα απόπειρα προσέγγισης του θέµατος µπορεί να βρεί κανείς στο 
[Dubois & Prade, (1984)]. 
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περιπτώσεις είναι ότι η σύνθεση δύο συναρτήσεων συµµετοχής αντιστοιχεί σε µία 
τρίτη που παίρνει τιµές εκτός της περιοχής που καλύπτουν οι δυο πρώτες.     
 
Οι Zimmermann & Zysno επιχείρησαν να ελέγξουν την βασιµότητα της υπόθεσης 
αυτής πραγµατοποιώντας κάποιο πείραµα [Zimmermann& Zysno, (1980)]. Σύµφωνα 
µε το πείραµα αυτό, υποκείµενα κλήθηκαν να αποφανθούν σχετικά µε την ποιότητα 
συνδεσµολογιών από ειδικά πλακίδια (tiles) που χρησιµοποιούνται για την 
επένδυση αγωγών υψηλής θερµότητας. Η ολική ποιότητα της συνδεσµολογίας 
καθορίζεται αφενός µεν από το πόσο καλά συνεργάζονται τα πλακίδια µεταξύ τους 
(devotailing) και αφετέρου από τη στερεότητα (solidity) των πλακιδίων της 
συνδεσµολογίας. Με βάση τα παραπάνω κριτήρια, θεωρήθηκαν δύο ασαφή 
υποσύνολα στο σύνολο των πλακιδίων:  
 
1. D≡«άριστη συνεργασία του πλακιδίου µε τα γειτονικά του» και  
2. S≡ «άριστη στερεότητα πλακιδίου». 
 
Έτσι, η συνολική ποιότητα ενός πλακιδίων καθορίζεται από το βαθµό συµµετοχής 
του στο ασαφές σύνολο S∩D, όπου �∩� ένας γενικός τελεστής σύνθεσης.   
 
Κάθε υποκείµενο του πειράµατος κλήθηκε να αξιολογήσει σε πρώτο στάδιο τη 
συνολική ποιότητα κάθε πλακιδίου και στη συνέχεια το βαθµό συµµετοχής του στα 
επιµέρους κριτήρια S και D. Αποτέλεσµα του πειράµατος ήταν η απόκτηση τιµών για 
τις συναρτήσεις µS, µD και µS∩D.  Έπειτα από επεξεργασία των τιµών αυτών τα 
ακόλουθα συµπεράσµατα προέκυψαν: 
 
a) Τόσο οι τελεστές σύζευξης όσο και οι τελεστές διάζευξης δεν είναι κατάλληλοι για 
τη σύνθεση  ασαφών κριτηρίων στη λήψη µίας απόφασης. 

b) Αντιθέτως, τελεστές που επιτρέπουν κάποια αντιστάθµιση (compensation) µεταξύ 
των ασαφών κριτηρίων (δηλ. που απεικονίζουν στο διάστηµα µεταξύ ελάχιστου 
βαθµού συµµετοχής και µέγιστου βαθµού συµµετοχής) φαίνεται να αναπαριστούν 
καλύτερα τον ανθρώπινο µηχανισµό συνεκτίµησης πολλαπλών κριτηρίων κατά 
τη λήψη µίας απόφασης.  

 
Τα συµπεράσµατα αυτά οδήγησαν τους συγγραφείς στο να εισάγουν µία νέα 
συνάρτηση R , η οποία ορίζεται από τη σχέση: 
 

γγ µµµµ 21
1

2121 .},{ ∪
−
∩=R , γ∈[0 1] (2.9)

 
Στη θέση του �∩� µπορούµε να τοποθετήσουµε οποιονδήποτε τελεστή σύζευξης και 
στη θέση του �∪� οποιονδήποτε τελεστή διάζευξης του πίνακα 2.1. Η παράµετρος γ 
καθορίζει τον βαθµό αντιστάθµισης µεταξύ των ασαφών κριτηρίων 1 και 2. Έτσι, για 
γ=0 παίρνουµε τελεστής σύζευξης ενώ γ=1 τελεστή διάζευξης. Είναι εύκολο να 
αποδείξει κανείς ότι η συνάρτηση R που ορίζεται από τη σχέση 2.9 ικανοποιεί τα 
αξιώµατα 1-6 που αναφέρθηκαν παραπάνω. 
 
Παράδειγµα 2.2. 
Θεωρούµε την περίπτωση δύο ασαφών στόχων 1 και 2. Ως τελεστές σύζευξης και 
διάζευξης χρησιµοποιούµε τους τελεστές �min�και �max� αντίστοιχα. Θέτοντας µ1=0.3, 
µ2=0.8 και διαδοχικές τιµές για την παράµετρο γ παίρνουµε τις τιµές της µ που 
αναφέρονται στον πίνακα 3.2.  
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γ 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 
µ 0.300 0.365 0.444 0.540 0.658 0.800 

max{µ1, µ2} 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 
min{µ1, µ2} 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 

Πίνακας 2.2. Η επίδραση της αντισταθµιστικής παραµέτρου γ στη 
διαµόρφωση της συνολικής ικανοποίησης. 

Η επίδραση του αντισταθµιστικού όρου είναι χαρακτηριστική.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

Στο Κεφάλαιο 2 αναφερθήκαµε στη µέθοδο Bellmann-Zadeh για την εύρεση 
ικανοποιητικών λύσεων ενός προβλήµατος σε ένα ασαφές περιβάλλον. Το τελευταίο 
νοείται ως ένα περιβάλλον απόφασης στο οποίο τόσο οι στόχοι που θέτει ο 
αποφασίζων όσο και οι περιορισµοί που επιβάλλει το πρόβληµα διατυπώνονται ως 
ασαφή υποσύνολα του χώρου των εναλλακτικών λύσεων του προβλήµατος. Η 
εύρεση του συνόλου των αποφάσεων µέγιστης ικανοποίησης DM γίνεται µε την 
επίλυση του παρακάτω γενικού προβλήµατος: 
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όπου  

iGµ , i=1,2,�,m οι ασαφείς στόχοι του αποφασίζοντα, 
jCµ j=1,2,�,n οι ασαφείς 

περιορισµοί του προβλήµατος και R µία οποιαδήποτε συνάρτηση που ικανοποιεί τα 
αξιώµατα 1-6 της § 2.2.4. Το πρόβληµα 3.1 αποτελεί εν γένει ένα πρόβληµα 
µαθηµατικού προγραµµατισµού, το οποίο εξαιτίας του ασαφούς τρόπου µε τον 
οποίο εκφράζονται οι στόχοι και οι περιορισµοί, ονοµάζεται πρόβληµα ασαφούς 
µαθηµατικού προγραµµατισµού (fuzzy mathematical programming). Ο ασαφής 
µαθηµατικός προγραµµατισµός προτείνεται ως µία εναλλακτική προσέγγιση 
προβληµάτων µε πολλαπλά κριτήρια αξιολόγησης των επιµέρους λύσεων 
(πολυκριτήρια προβλήµατα). Η επίλυση των τελευταίων στη περίπτωση που τα 
επιµέρους κριτήρια είναι ανταγωνιστικά µεταξύ τους δεν είναι προφανής. Για αυτόν 
τον λόγο, ειδικές έννοιες λύσης ενός πολυκριτήριου προβλήµατος εισάγονται. 
Προτού εξετάσουµε τη µορφοποίηση ενός πολυκριτήριου προβλήµατος µε όρους 
ασαφούς λογικής θεωρούµε σκόπιµο να αναφερθούµε σε στοιχεία της θεωρίας 
πολυκριτήριας βελτιστοποίησης. Κατά αυτόν τον τόπο ο αναγνώστης θα έχει την 
ευκαιρία να αξιολογήσει καλύτερα τα πλεονεκτήµατα και τα µειονεκτήµατα της 
προτεινόµενης µεθοδολογίας.               

3.1. Πολυκριτήριος µαθηµατικός προγραµµατισµός 

Ο όρος πολυκριτήριος µαθηµατικός προγραµµατισµός αφορά τη βελτιστοποίηση 
πολλαπλών αντικειµενικών συναρτήσεων υπό περιορισµούς. Το γενικό µοντέλο 
βελτιστοποίησης έχει τη µορφή: 
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όπου x το n×1 διάνυσµα των µεταβλητών απόφασης, f(x) το k×1 διάνυσµα των 
αντικειµενικών συναρτήσεων f1(x), f2(x),�, fk(x) και g(x) το m×1 διάνυσµα των 
περιορισµών. Ειδική περίπτωση του παραπάνω αποτελεί το γραµµικό µοντέλο: 
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όπου zi(x), i=1,�,k γραµµικές συναρτήσεις του x (zi(x)=ciΤx), A ο m×n πίνακας των 
συντελεστών και b το m×1 διάνυσµα των σταθερών όρων. Το σύνολο των nℜ∈x  που 
ικανοποιούν τους περιορισµούς του προβλήµατος (3.2) αποτελεί το σύνολο ℑ των 
εφικτών λύσεων του προβλήµατος.    
 
Σε περιπτώσεις προβληµάτων πολυκριτήριου προγραµµατισµού όπου ο αποφασίζων 
έχει αντικρουόµενες επιδιώξεις, όπως π.χ. τη µεγιστοποίηση κέρδους και την 
ελαχιστοποίηση των περιβαλλοντικών επιπτώσεων, δεν είναι δυνατή η ταυτόχρονη 
βελτιστοποίηση όλων των αντικειµενικών συναρτήσεων. Κάθε λύση συνεπώς του 
προβλήµατος αποτελεί «συµβιβασµό» µεταξύ των διαφόρων αντικειµενικών.  
 
Για τη επίλυση προβληµάτων πολυκριτήριου προγραµµατισµού εισήχθη η έννοια 
της βέλτιστης λύσης Pareto (Pareto optimal solution) [Sakawa, (1993)]. 
 
Ορισµός 3.1 
Ένα x*∈ℑ ονοµάζεται βέλτιστη λύση Pareto ενός προβλήµατος πολυκριτήριου 
προγραµµατισµού (3.3) όταν και µόνο όταν δεν υπάρχει άλλο x∈ℑ  τέτοιο ώστε zi(x)≥ zi(x*) 
για όλα τα  i=1,2,�,k και zj(x)>zj(x*) για ένα τουλάχιστον j∈ {1,2,�,k}. 

 
Από τον ορισµό συµπεραίνουµε ότι η µετακίνηση από µία βέλτιστη λύση Pareto σε 
οποιαδήποτε άλλη εφικτή λύση συνεπάγεται ταυτόχρονα και τη µείωση της τιµής 
µίας τουλάχιστον αντικειµενικής συνάρτησης. Γι ΄αυτό το λόγο µία βέλτιστη λύση 
Pareto θεωρείται ως γενικά αποδεκτή λύση ενός προβλήµατος γραµµικού 
προγραµµατισµού.   Το σύνολο των βέλτιστων λύσεων Pareto ονοµάζεται βέλτιστο 
σύνολο Pareto (Pareto optimal set-POS) και συµβολίζεται µε ℑP. Επέκταση του 
προηγούµενου ορισµού αποτελεί η έννοια της ασθενής βέλτιστης λύσης Pareto (weak 
Pareto optimal solution).     
 
Ορισµός 3.2 
Ένα x*∈ℑ ονοµάζεται ασθενής βέλτιστη λύση Pareto ενός προβλήµατος πολυκριτήριου 
προγραµµατισµού (3.3) όταν και µόνο όταν δεν υπάρχει άλλο x∈ℑ  τέτοιο ώστε 
zi(x)>zi(x*),∀ i=1,2,�,k.  

  
Το σύνολο των ασθενών βέλτιστων λύσεων Pareto ονοµάζεται ασθενές βέλτιστο σύνολο 
Pareto (weak Pareto optimal set) και συµβολίζεται µε ℑWP.  Είναι εύκολο να αποδείξει 
κανείς ότι ℑP⊆ℑWP.   
 
Παράδειγµα 3.1 [Sakawa, (1993)]  

Μία εταιρεία παράγει δύο προϊόντα Α και Β, για την κατασκευή των οποίων 
απαιτούνται τριών ειδών πρώτες ύλες M1, M2 και M3. Η ποσότητα των πρώτων υλών 
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που χρειάζεται για την παραγωγή ενός τεµαχίου του εκάστοτε προϊόντος 
παρουσιάζεται στον πίνακα  
 

Α� ύλες
Προϊόντα 

Μ1 Μ2 
 

Μ3 
 

Α 2 8 3 
Β 6 6 1 

Πίνακας 3.1  Η ποσότητα πρώτων υλών για 
την παραγωγή ενός τεµαχίου από το 

εκάστοτε προϊόντος. 

Οι ποσότητες των πρώτων υλών είναι περιορισµένες και η συνολική διαθεσιµότητα 
για τα M1, M2 και M3  είναι 27, 45 και 15 τεµάχια αντίστοιχα. Επιπλέον, το προϊόν Α 
επιφέρει κέρδος 2 χρηµατικές µονάδες (χ.µ.) ανά τεµάχιο ενώ το προϊόν Β  1 χ.µ. ανά 
τεµάχιο. Η παραγωγή των προϊόντων, όµως, έχει δυσµενείς επιπτώσεις για το 
περιβάλλον. Συγκεκριµένα, η παραγωγή µίας µονάδας προϊόντος Α αντιστοιχεί σε 3 
µονάδες ρύπανσης και η παραγωγή µίας µονάδας προϊόντος Β σε 2 µονάδες 
ρύπανσης.  Αν συµβολίσουµε µε x1 και x2 τον συνολικό αριθµό κοµµατιών προϊόντος 
Α και Β αντίστοιχα που παράγονται και υποθέτοντας ότι η συνολική ρύπανση του 
περιβάλλοντος είναι γραµµική συνάρτηση των x1, x2 τότε το πρόβληµα που 
αντιµετωπίζει η εταιρεία µπορεί να µοντελοποιηθεί ως εξής: 
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ο χώρος των εφικτών λύσεων του προβλήµατος (3.4) είναι το εσωτερικό του κυρτού 
πολυγώνου ABCDEA του σχ.3.1. Στα σηµεία Α και D µεγιστοποιείται η τιµή των 
αντικειµενικών συναρτήσεων z2 και z1 αντίστοιχα.  Βάσει του ορισµού 3.1 τα σηµεία 
Α, D ανήκουν στο σύνολο των βέλτιστων λύσεων Pareto του προβλήµατος, αφού 
οποιαδήποτε αποµάκρυνση από αυτά θα σήµαινε και µείωση της τιµής των z1 και z2. 
Για τον ίδιο λόγο, κάθε σηµείο των ακµών AE και ED ανήκει στο βέλτιστο σύνολο 
Pareto. Αντιθέτως, ένα εσωτερικό σηµείο F του πολύγωνου ABCDEA δεν αποτελεί 
βέλτιστη λύση Pareto αφού η µετακίνηση σε οποιοδήποτε σηµείο στην έντονα 
χρωµατισµένη περιοχή µεταξύ των δύο ευθειών επιφέρει αύξηση της τιµής των z1 και 
z2. 



3.1 Πολυκριτήριος µαθηµατικός προγραµµατισµός 

3-4 

 

Υπάρχουν διάφορες µέθοδοι για τον εντοπισµό του βέλτιστου συνόλου Pareto ενός 
προβλήµατος πολυκριτήριου προγραµµατισµού. Μεταξύ αυτών αναφέρεται 
ενδεικτικά η µέθοδος στάθµισης (weighting method) [Kuhl & Tucker, (1951)].  

3.1.1. Η µέθοδος στάθµισης  

Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή για να βρεί κανείς µία βέλτιστη λύση Pareto αρκεί να 
σταθµίσει -να «αναµείξει»- τις διάφορες αντικειµενικές µε κατάλληλη κατανοµή 

βαρών ω=[ω1 ω2 ... ωk]T (ωi≥0 και∑
=

=
k

1i
i 1ω ) ή ισοδύναµα να επιλύσει το πρόβληµα 

γραµµικού προγραµµατισµού µίας αντικειµενικής:    
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Την αντιστοιχία µεταξύ κατανοµής βαρών ω και βέλτιστης λύσης Pareto 
εξασφαλίζουν τα ακόλουθα θεωρήµατα: 
 
 

0 1 2 3 4 5 6
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
Feas ible region & Pareto optimal set

x
1

x 2

B (5,0)

C(4.5,1.5)

A(0,0)

E(0,4.5)

D(3,3.5)

F (2.5,2.25)

z
1

z
2

Σχήµα 3.1 Το σύνολο των εφικτών λύσεων και το βέλτιστο σύνολο Pareto του προβλήµατος 
3.1 

2

1 



3 ΑΣΑΦΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ 

3-5 

Θεώρηµα 3.1 
Έστω x*∈ℑ η βέλτιστη λύση του προβλήµατος (3.5) για µία κατανοµή βαρών ω. Η x* είναι 
επίσης µία βέλτιστη λύση Pareto του προβλήµατος (3.3). 

 
Θεώρηµα 3.2 
Έστω x*∈ℑ µία βέλτιστη λύση Pareto του προβλήµατος (3.3). Τότε η x* είναι βέλτιστη 
λύση του προβλήµατος (3.5) µε κατάλληλη επιλογή κατανοµής ω.  

 
Αποδείξεις των θεωρηµάτων µπορεί να βρει κανείς στο [Sakawa, (1993)]. 
 
Θεωρώντας το παράδειγµα 3.1, παρατηρούµε ότι επιλέγοντας διαδοχικά ω=[1 0] T 
και ω=[0 1]T το πρόβληµα (3.4) δίνει ως λύση τα σηµεία D και A αντίστοιχα. 
Αποδίδοντας τιµές στα ωi µεταξύ 0 και 1 είναι δυνατό να κινηθούµε επί των ακµών 
AE και ED προς οποιαδήποτε κατεύθυνση. 
 
Ένα βασικό χαρακτηριστικό της µεθόδου στάθµισης είναι ότι τα βάρη ωi παρέχουν 
πληροφορία για το πως αντισταθµίζονται οι διάφορες αντικειµενικές του 
προβλήµατος.  Συγκεκριµένα, φανερώνουν πόσες µονάδες αξίας µίας αντικειµενικής 
συνάρτησης πρέπει να παραχωρηθούν προκειµένου να αυξηθεί η τιµή µίας άλλης 
κατά µία µονάδα αξίας.   
 
Πράγµατι, έστω η αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος (3.5): 
 

σταθερά) (   )(...)()( 2211 cczzzv kk =+++= xxx ωωω  (3.6) 

 
Για µία απειροστή µεταβολή ∆υ έχουµε από την (3.6) ότι ∆υ =0 και εποµένως 
  

(3.6)⇒  0)(...)()( 2211 =∆++∆+∆ xxx kk zzz ωωω  (3.7) 

 
Επιλέγουµε τυχαία δύο αντικειµενικές συναρτήσεις i, j∈{1,2,�,k} και θεωρούµε ότι  
∆zm(x)=0, ∀m∈{1,2,�,k}\{i, j}. Εποµένως, η (3.7) γίνεται 
   

   ),()( 0)()( xxxx i
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! 

Ο λόγος 
j

i

ω
ω
ονοµάζεται λόγος αντιστάθµισης (trade-off ratio) των αντικειµενικών 

συναρτήσεων i και j .   
 

3.2. Εναλλακτικές προσεγγίσεις στο πρόβληµα του πολυκριτήριου προγραµµατισµού 

Στη συνέχεια κάνουµε µία συνοπτική παρουσίαση των πλέον δηµοφιλών µεθόδων 
επίλυσης πολυκριτήριων προβληµάτων:  
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! Μέθοδοι βασιζόµενοι στην ωφέλεια (utility-based approaches) [Keeney & 
Raiffa, (1976)] 

Οι µέθοδοι αυτής της κατηγορίας βασίζονται στη Θεωρία Ωφέλειας (Utility Theory) 
των Von Neumann & Morgenstern [Von Neumann & Morgenstern, (1948)]. Βασική 
υπόθεση της θεωρίας αυτής είναι ότι κάθε άνθρωπος που έρχεται σε επαφή µε ένα 
πρόβληµα δύναται να αντιστοιχίσει στο αποτέλεσµα κάθε δυνατού ενδεχοµένου του 
προβλήµατος έναν πραγµατικό αριθµό που αντιπροσωπεύει την ωφέλεια που 
αποκοµίζει από την πραγµατοποίηση του ενδεχοµένου αυτού. Η απόδοση τιµών 
ωφέλειας γίνεται µε σύγκριση έκαστου δυνατού ενδεχοµένου µε µία «λοταρία» 
γεγονότων1. Οι Keeney & Raiffa προτείνουν µία µεθοδολογία απόδοσης κατάλληλων 
συναρτήσεων ωφέλειας για κάθε πρόβληµα βάσει της στάσης του αποφασίζοντα 
απέναντι στο  πρόβληµα (φιλικός προς τον ρίσκο, εχθρικός προς το ρίσκο κ.α.). Με 
τη βοήθεια της µεθοδολογίας αυτής δύναται να µετατρέψουµε ένα πολυκριτήριο 
πρόβληµα προγραµµατισµού σε πρόβληµα βελτιστοποίησης µιας αντικειµενικής της 
συνολικής ωφέλειας του αποφασίζοντα.   

!  Προγραµµατισµός στόχων (Goal programming) [Charnes & Cooper, (1961)] 

Αποτελεί µία µεθοδολογία επίλυσης πολυκριτήριων προβληµάτων µέσω καθορισµού 
στόχων για κάθε αντικειµενική του προβλήµατος. Οι στόχοι αυτοί εκφράζονται 
θέτοντας µία τιµή για κάθε αντικειµενική συνάρτηση στην οποία αποβλέπει ο 
αποφασίζων. Το πρόβληµα πολυκριτήριας βελτιστοποίησης µετατρέπεται σε 
πρόβληµα µεγιστοποίησης της συνολικής ικανοποίησης του αποφασίζοντα. Η 
τελευταία αποτιµάται βάσει τις απόκλισης της εκάστοτε τιµής της αντικειµενικής 
συνάρτησης από την τιµή-στόχο. Εναλλακτικοί τρόποι φορµαλισµού ενός 
προβλήµατος  προγραµµατισµού στόχων αναφέρονται στο [Sakawa, (1993)]. 

! Αλληλεπιδραστικές µέθοδοι (Interactive approaches) [Benayoun et al. (1971)]. 

Χαρακτηριστικό των µεθόδων αυτών είναι η αλληλεπίδραση αποφασίζοντα-
υπολογιστή µε στόχο την εύρεση λύσης που να ικανοποιεί κατά το µέγιστο δυνατό 
τις επιδιώξεις του πρώτου. Έτσι, κατά την εφαρµογή αυτών των µεθόδου 
παρατηρείται µία διαρκής διαδοχή φάσεων υπολογισµού (εύρεση εναλλακτικών 
λύσεων, εκτίµηση των λύσεων αυτών βάσει των κριτηρίων) και φάσεων διαλόγου 
υπολογιστή-χρήστη (αξιολόγηση λύσης, εκκίνηση διαδικασίας εύρεσης νέας ή 
τερµατισµός). Η επικοινωνία αποφασίζοντα-µηχανής βοηθά τον πρώτο στην 
βαθύτερη κατανόηση της φύσης του προβλήµατος. Εφαρµογές αλληλεπιδραστικών 
µεθόδων µπορεί να βρει κανείς στα [Wierzbicki, (1979)] και [Steuer & Choo, (1983)]. 

                                                      
1 Ως λοταρία γεγονότων χαρακτηρίζουµε κάθε τυχαία διαδικασία η οποία καταλήγει σε διαφορετικό 
γεγονός µε δεδοµένη πιθανότητα.  
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3.3. Μοντέλα ασαφούς πολυκριτήριου προγραµµατισµού 

Την πρώτη εφαρµογή ασαφούς λογικής σε µοντέλα βελτιστοποίησης παρουσίασε ο  
H.J.Zimmerman σε άρθρο του µε τίτλο �Description and Optimization of Fuzzy 
Systems� [Zimmermann, (1976)]. Αποτελεί, ουσιαστικά, µία γενίκευση του κλασικού 
µοντέλου γραµµικού προγραµµατισµού και προγραµµατισµού στόχων που 
επιτρέπει την ενσωµάτωση ασαφών στόχων και περιορισµών. ∆ύο χρόνια αργότερα 
σε άρθρο του ίδιου συγγραφέα η προτεινόµενη «ασαφής» µεθοδολογία επεκτείνεται 
και σε προβλήµατα πολυκριτήριου προγραµµατισµού. 
 
Για να αντιληφθούµε τη φιλοσοφία αυτής της µεθόδου θεωρούµε το γενικό 
πρόβληµα πολυκριτήριου γραµµικού προγραµµατισµού της µορφής (3.3): 
 

0x
bAx

xxxxz

≥
≤
=

υπό
)](),...,(),([)(max 21

T
kzzz

 (3.9)

Θεωρούµε ότι ο αποφασίζων θέτει κατώτερο κατώφλι z0 για τις τιµές των 
αντικειµενικών συναρτήσεων µε την έννοια ότι αποδέχεται εκείνες τις εφικτές λύσεις 
του προβλήµατος (3.9) για τις οποίες ισχύει zi(x)≥z0i(x), ∀ i=1,2,�,k.  Το πρόβληµα 
λοιπόν θα µπορούσε να επαναδιατυπωθεί υπό τη µορφή περιορισµών ως εξής: 
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 (3.10)

 

Θέτοντας    







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
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0
b
xz

b το πρόβληµα (3.10) γίνεται:  

nℜ∈

′≥

x
bBx

 (3.11)

Λύση του προβλήµατος (3.11) θεωρείται κάθε x*∈{x|Bx≥b�, x∈ℜn}. Υιοθετώντας 
ασαφείς στόχους και περιορισµούς το παραπάνω πρόβληµα µπορεί να γραφεί στην 
ασαφή του µορφή: 

~
nℜ∈

′≥

x
bBx  (3.12α)

όπου το σύµβολο � ≥~ � αποτελεί γενίκευση του �≥� και αντιστοιχεί στο ασαφές σύνολο  
«αρκετά µεγαλύτερο ή ίσο του b�». Ως συνάρτηση συµµετοχής αυτού του ασαφούς 
συνόλου µπορεί να ορισθεί κάθε µη φθίνουσα απεικόνιση µ: 1×++ℜ nmk → [0 1] για την 
οποία ισχύει µ(y)=0, ∀ y≤b�. Κατά αναλογία µε την §2.2.1, βέλτιστη λύση του 
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προβλήµατος (3.12α) θεωρείται κάθε x* για το οποίο ισχύει 0)}({max*)( >=
ℜ∈

ΒxΒx
x

µµ
n

.  

Το πρόβληµα (3.12α) γράφεται ισοδύναµα: 

nℜ∈x
Bx)(max µ

 (3.12β)

Η µ(Bx) εκφράζεται ως συνάρτηση των συνιστωσών µi, i=1,2,�, k+m+n κάθε µία από 
τις οποίες αναφέρεται σε έναν περιορισµό (i=1,2,�,k) ή σε ένα στόχο (i= k+1, k+2,..., 
k+m+n). Γενικά ισχύει: 

)))((),...,)((),)((()( 2211 nmknmkR ++++= ΒxΒxΒxΒx µµµµ  (3.13) 

Όπου R η συνάρτηση συνεκτίµησης ασαφών στόχων και περιορισµών για την οποία 
έγινε λόγος στην § 2.2.4.  
 
Χρησιµοποιώντας για R τη συνάρτηση min και υιοθετώντας γραµµικές συναρτήσεις 
συµµετοχής µi παίρνουµε  την πιο απλή περίπτωση κατά την οποία: 
 

)})(({min)(
,...,2,1 iinmki

BxBx µµ
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≡ και 
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(3.14) 

 
Η µορφή των µi απεικονίζεται στο σχ. 3.2. 
 

 
Από το σχήµα παρατηρούµε ότι ο αποφασίζων ουσιαστικά απορρίπτει λύσεις x για 
τις οποίες ισχύει (Bx)i≤bi�, ενώ η προτίµησή του αυξάνεται γραµµικά και 
κορυφώνεται για τιµές του x τ.ω. (Bx)i=bi�+di. Ο αποφασίζων παραµένει αδιάφορος 
για x τα οποία δίνουν (Bx)i>bi�+di. Τα γωνιακά σηµεία bi� και bi�+di της συνάρτησης µi  
αντιστοιχούν σε «κατώφλια προτίµησης» εκατέρωθεν των οποίων η προτίµηση του 
αποφασίζοντα αλλάζει ριζικά µορφή.   

(Bx)i 

µ 

1

bi� bi�+di

Σχήµα 3.2. Η γραφική απεικόνιση του ασαφή γραµµικού 
στόχου της σχέσης (3.14)
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Εισάγοντας τη συνάρτηση (3.14) στο ασαφές πρόβληµα (3.12) παίρνουµε: 
 

n
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 (3.15) 

 
το τελευταίο πρόβληµα γράφεται ισοδύναµα: 
 

n

iii

λ
nmkidb

ℜ∈

≤<
++=≥′−

x

Bx

      
10      

,...,2,1     ,)(υπό
max

λ
λ

 (3.16) 

 
Ο περιορισµός λ≤1 αφορά την περίπτωση προβληµάτων µε αρκετά χαµηλούς 
στόχους και εξαιρετικά χαλαρούς περιορισµούς. Σ� αυτή την κλάση προβληµάτων 
είναι δυνατό να βρεθεί µία λύση x* που υπέρ-ικανοποιεί τους στόχους και τους 
περιορισµούς και η οποία δίνει ((Bx*)i -bi� )/di >1, ∀i∈{1,2,�,k+m+n}. Κάτι τέτοιο θα 
οδηγούσε σε λύση λ* του προβλήµατος (3.16) µεγαλύτερη του 1, πράγµα παράλογο.  

! 
 

Μέσω της εισαγωγής ασαφών περιορισµών και στόχων επιτύχαµε, συνεπώς, τη 
µετατροπή ενός προβλήµατος πολυκριτήριου προγραµµατισµού σε πρόβληµα 
προγραµµατισµού µε µία αντικειµενική συνάρτηση το οποίο λύνεται εύκολα π.χ. µε 
µία µέθοδο Simplex. Προτού επιχειρήσουµε τη διασύνδεση του ασαφούς 
προγραµµατισµού µε στοιχεία της θεωρίας του πολυκριτήριου προγραµµατισµού θα 
ήταν σκόπιµο να αναφερθούµε σε ένα παράδειγµα. 
 
Παράδειγµα 3.2. [Sakawa, (1993)] 
 
Θεωρούµε το πρόβληµα προγραµµατισµού παραγωγής του παραδείγµατος 3.1 το 
οποίο µοντελοποιήθηκε ως πρόβληµα πολυκριτήριου προγραµµατισµού ως εξής: 
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 (3.17) 

 
Για το πρόβληµα αυτό προφανώς ισχύουν k=2, m=3, n=2 και 
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Χάριν απλότητας θεωρούµε ότι η ασάφεια έγκειται µόνο στη διατύπωση στόχων ενώ 
οι περιορισµοί διαθεσιµότητας πρώτων υλών είναι ακριβείς. Από την ανάλυση του 
προβλήµατος είναι εύκολο να καθοριστούν οι µέγιστες και οι ελάχιστες τιµές των 
αντικειµενικών συναρτήσεων. Λόγω των αντικρουόµενων  επιδιώξεων η 
µεγιστοποίηση µίας αντικειµενικής συνεπάγεται την ελαχιστοποίηση της άλλης. 
Συνεπώς αναφερόµενοι και στο σχ. 3.1 µπορούµε να υπολογίσουµε ότι: 
 

0    ,16   ,10   ,0 max
2

min
2

max
1

min
1 =−=== zzzz  

 
Οι στόχοι που τίθενται για το παράδειγµα αυτό φαίνονται στο σχ.3.3 και 
αντιστοιχούν σε b1�=8, d1=2, b2�=-14, d1=5. Οι παράµετροι του προβλήµατος 
παρουσιάζονται αναλυτικά στον πίνακα 3.2.  
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Σχήµα 3.3: Οι ασαφείς στόχοι του 
προβλήµατος του παραδείγµατος 3.2. 
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Αντικειµενικές
συναρτήσεις 

Περιορισµοί  
διαθεσιµότητας 

Περιορισµοί  
µη αρνητικότητας 

Στόχοι και 
περιορισµοί 

 
 
Συναρτήσεις 
συµµετοχής 

z1 z2 1 2 3 1 2 

bi� 8 -14 -27 -45 -15 0 0 
di 2 5 0 0 0 0 0 

Πίνακας 3.2 Οι παράµετροι της ασαφούς µοντελοποίησης του παραδείγµατος 3.2    

Καταλήγουµε συνεπώς στο ακόλουθο πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού:  
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 (3.18) 

 
του οποίου η βέλτιστη λύση είναι: 
 

x1*=0.7895, x2*=4.2368,  λ*=0.6316 
 
Το συνολικό κέρδος (z1*) ανέρχεται στις 9.2632 χ.µ. ενώ η ρύπανση του 
περιβάλλοντος (-z2*) αντιστοιχεί σε  10.8421 µονάδες ρύπανσης. Η λύση αυτή 
ικανοποιεί και τους δύο στόχους κατά 63.16% και βρίσκεται πάνω στην ακµή ED του 
πολυγώνου του σχ.3.1. Συνεπώς, ανήκει στο βέλτιστο σύνολο Pareto του 
προβλήµατος του παραδείγµατος 3.1. 

3.4. Βέλτιστες λύσεις και ασαφής προγραµµατισµός 

Στο παράδειγµα 3.2. η εφαρµογή της µεθόδου που παρουσιάστηκε στη προηγούµενη 
παράγραφο οδήγησε σε βέλτιστη λύση Pareto. ∆εδοµένου ότι τo βέλτιστο σύνολο 
Pareto θεωρείται γενικά ως το σύνολο των ικανοποιητικών (sufficient) λύσεων ενός 
προβλήµατος πολυκριτήριου προγραµµατισµού, θα είχε ενδιαφέρον να εξετάσει 
κανείς υπό ποίες προϋποθέσεις η εισαγωγή ασαφούς λογικής στον πολυκριτήριο 
προγραµµατισµό οδηγεί σε βέλτιστη λύση Pareto.  
 
Στο [Feng, (1987)] αποδεικνύεται ότι µία µοντελοποίηση ασαφούς λογικής µε τα εξής 
χαρακτηριστικά: 
 

1. Οι ασαφείς στόχοι και περιορισµοί εκφράζονται µε γραµµικές ή µη 
συναρτήσεις συµµετοχής. 

2. Ειδικά, ο εκάστοτε ασαφής στόχος fi(x) µοντελοποιείται µε µία αυστηρώς 
αύξουσα συνάρτηση συµµετοχής στο διάστηµα [mi, Mi], όπου )(inf x

x ii fm
ℑ∈

=  

και )(sup x
x

ii fM
ℑ∈

=  (ℑ το σύνολο των εφικτών λύσεων του προβλήµατος). Για 

fi(x)≤mi η συνάρτηση συµµετοχής παίρνει την τιµή 0. 
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3. Για το συνυπολογισµό ασαφών στόχων και περιορισµών χρησιµοποιείται ο 
τελεστής min. 

 
οδηγεί σε ασθενή βέλτιστη λύση Pareto του πολυκριτήριου προβλήµατος. 
 
Ας εξετάσουµε όµως µερικές ειδικές περιπτώσεις: 

3.4.1. Μaxmin ασαφής προγραµµατισµός 

Η περίπτωση αυτή είναι όµοια µε εκείνη του παραδείγµατος 3.2. Θεωρούµε το γενικό 
πρόβληµα πολυκριτήριου γραµµικού προγραµµατισµού (3.3) και υποθέτουµε ότι η 
ασάφεια έγκειται αποκλειστικά στη διατύπωση στόχων. Επιλύουµε k προβλήµατα 
συνήθους γραµµικού προγραµµατισµού επιλέγοντας κάθε φορά ως αντικειµενική 
συνάρτηση µία εκ των zi(x). Κατά αυτόν τον τρόπο µπορούµε να καθορίσουµε εκείνα 
τα σηµεία xi* του βέλτιστου συνόλου Pareto τα οποία µεγιστοποιούν την εκάστοτε 
αντικειµενική συνάρτηση zi, i=1,2,�,k. Ορίζουµε  
 

)(max*)(�max xx
x iiii zzz

ℑ∈
==  και   (3.19) 

*)}(*),...,(*),(*),...,(*),(min{� 1121 kiiiiiii
m
i zzzzzz xxxxx +−= , i=1,2,�,k (3.20) 

 
Οι τιµές των m

iz  θεωρούνται οι λιγότερο αποδεκτές µεταξύ των υπολοίπων τιµών της 
zi στο βέλτιστο σύνολο Pareto. Ο Zimmermann στο [Zimmermann, (1978)] 
υποστηρίζει ότι στο διάστηµα [ m

iz , max
iz ] µπορεί κανείς να αναζητήσει «λογικές» 

λύσεις ενός προβλήµατος πολυκριτήριου προγραµµατισµού. Προτείνει συνεπώς την 
ακόλουθη γραµµική συνάρτηση συµµετοχής για ασαφείς στόχους: 
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Η µορφή της (3.21) είναι ίδια µε εκείνη της (3.14) αν πραγµατοποιήσουµε την 
αντιστοιχία: 
 

(Bx)i ↔ zi(x) 

bi� ↔ m
iz  

di ↔ max
iz - m

iz  
 
Το πρόβληµα ασαφούς γραµµικού προγραµµατισµού που προκύπτει παίρνει τη 
µορφή:  
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και µετατρέπεται στο ακόλουθο πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού µίας 
αντικειµενικής συνάρτησης: 
 

0 ,
,...,2,1,))((

max

≥≤
=≥

xbAx
x kizii λµ

λ
 (3.23) 

 
Στη συνέχεια παραθέτουµε ένα σηµαντικό θεώρηµα που ισχύει για προβλήµατα της 
µορφής (3.23). 
 
Θεώρηµα 3.3 
Αν η λύση του προβλήµατος (3.23) είναι µοναδική και οι µi(zi(x)), i=1,2,�,k είναι µη 
φθίνουσες γραµµικές συναρτήσεις των  zi(x)), i=1,2,�,k τότε η λύση αυτή ανήκει στο 
βέλτιστο σύνολο Pareto.  

 
Απόδειξη 
Έστω x*∈ℑ  η λύση του προβλήµατος (3.23). Υποθέτουµε ότι η λύση αυτή δεν ανήκει 
στο βέλτιστο σύνολο Pareto. Τότε βάσει του ορισµού 3.1 ∃ x�∈ℑ  διάφορο του x* για 
το οποίο ισχύει zi(x�)≥zi(x*),∀i=1,2,�,k. Επειδή η µi είναι µη φθίνουσα συνάρτηση του 
zi τότε:  
 

i)(z)(z)(z)(z iiiiii ∀≥′⇒≥′  ),*()( xxxx µµ  
 
και συνεπώς: 
 

)*(min)(min
,...,2,1,...,2,1

)(z)(z iikiiiki
xx µµ

==
≥′  

 
Το τελευταίο συµπέρασµα είναι άτοπο για δύο λόγους. Πρώτον, αν η ανισότητα 
ίσχυε τότε η x* θα έπαυε να είναι βέλτιστη λύση του προβλήµατος (3.23).  ∆εύτερον, 
αν η ισότητα ίσχυε τότε αυτό θα σήµαινε ότι υπάρχει και άλλο x�∈ℑ τέτοιο ώστε 

*},{\ ))},((minmax{))((min
,...,2,1,...,2,1

xxxxx ′ℑ∈∀=′
== iikiiiki

zz µµ . Με άλλα λόγια το x� είναι 

µία επιπλέον λύση του προβλήµατος (3.23), κάτι που δε συµφωνεί µε την υπόθεση 
µας περί µοναδικότητας της λύσης.  Αποδεικνύουµε λοιπόν ότι η x* ανήκει στο 
βέλτιστο σύνολο Pareto.       

! 
 
  
Παράδειγµα 3.3 
Θεωρούµε το παράδειγµα (3.2) και εισάγουµε ασαφείς στόχους µε βάση τη 
µεθοδολογία που περιγράφηκε παραπάνω. Για το παράδειγµα προγραµµατισµού 
παραγωγής ισχύει:  
 

0    ,16   ,10   ,0 max
22

max
11 =−=== zzzz mm  

 
Έχουµε συνεπώς τις ακόλουθες συναρτήσεις συµµετοχής: 
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Το γραµµικό πρόβληµα στο οποίο καταλήγουµε έχει ακριβώς την ίδια µορφή µε 
εκείνο του παραδείγµατος (3.2). Το µόνο που αλλάζει είναι οι συντελεστές των δύο 
πρώτων περιορισµών. Η επίλυση του προβλήµατος δίνει ως βέλτιστη λύση τη x1*=0 
και x2*=3.0769. Το συνολικό κέρδος (z1*) ανέρχεται στις 6.1538 χ.µ. ενώ η ρύπανση 
του περιβάλλοντος (-z2*) αντιστοιχεί σε  6.1539 µονάδες ρύπανσης Η λύση αυτή 
ανήκει στην ακµή ΑΕ του πολυγώνου του σχ. 3.1 και ικανοποιεί κατά 61.54% και 
τους δύο στόχους: κέρδους και περιορισµού της ρύπανσης του περιβάλλοντος.  

3.4.2. Ασαφής γραµµικός προγραµµατισµός κάνοντας χρήση του τελεστή γινοµένου 

Στο [Zimmermann, (1978)]  εξετάζεται η ειδική περίπτωση του γενικού προβλήµατος 
ασαφούς προγραµµατισµού (3.12β): 
 

nℜ∈x
Bx)(max µ

 (3.24) 

 
στην οποία αφενός µεν οι περιορισµοί του προβλήµατος διατυπώνονται επακριβώς 
αφετέρου δε η µ(Bx) = µ(z(x)) υπολογίζεται ως: 
 

)))((...))(())(())(( 2211 xxxxz kk zzz µµµµ ×××=  (3.25)

 
Οι µi είναι γραµµικές συναρτήσεις των zi της µορφής: 
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όπου τα m

iz  δίνονται από τη σχέση (3.20) και di>0.  
 
Με αυτές τις υποθέσεις το γενικό πρόβληµα ασαφούς προγραµµατισµού (3.24) 
παίρνει τη µορφή: 
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το οποίο αποτελεί εν γένει πρόβληµα µη γραµµικού (τετραγωνικού) 
προγραµµατισµού. 
 
Παράδειγµα 3.4 
Θεωρούµε ξανά το πρόβληµα προγραµµατισµού παραγωγής του παραδείγµατος 
(3.1) µε ασαφείς στόχους: 
 

102,
1020,

02,

1
10

2
0

))((

21

21

21
21

11

≥+
<+≤

<+
 








+

=
xx

xx
xx

xxz xµ  

023,
02316,

1623,

1
16

1623
0

))((

21

21

21
21

22

≥−−
<−−≤−

−<−−
 








+−−

=
xx

xx
xx

xxz xµ  

 
Το πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού γράφεται αυτή τη φορά ως εξής: 
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 (3.28) 

 
Η επίλυσή του δίνει x1*=0 και x2*=4.5. Το συνολικό κέρδος (z1*) ανέρχεται στις 9 χ.µ. 
ενώ η ρύπανση του περιβάλλοντος (-z2*) αντιστοιχεί σε  9 µονάδες ρύπανσης Η λύση 
αυτή είναι το σηµείο E του πολυγώνου του παραδείγµατος 3.1 και ικανοποιεί κατά 
90% το στόχο κέρδους και κατά 43.75% το στόχο περιορισµού της ρύπανσης του 
περιβάλλοντος. Η συνολική ικανοποίηση στόχων ανέρχεται σε 39.38%. 

!  
 
Στη συνέχεια παραθέτουµε δύο θεωρήµατα που ισχύουν για το πρόβληµα ασαφούς 
προγραµµατισµού (3.27) [Zimmermann,(1978)]. 
 
Θεώρηµα 3.4 
Έστω ℑP το βέλτιστο σύνολο Pareto του προβλήµατος (3.3). Τότε ∀x*∈ℑP υπάρχουν d1*, 
d2*,�, dk* τ.ω.  η βέλτιστη λύση του µη γραµµικού προβλήµατος (3.27) να είναι ίση µε x. 

 
Απόδειξη 
Πράγµατι αν θέσουµε di*= zi(x*)- m

iz , i=1,2,�,k στην εξίσωση (3.27) παίρνουµε ότι     
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 ⇒ µi(zi(x*))=1. 

 
Επιπλέον, ∀x∈ℑP\{x*}, 
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Συνεπώς, µi(zi(x*))= )(max )(zii x

x
µ

ℑ∈
και η x* είναι βέλτιστη λύση του προβλήµατος 

(3.27). 
! 

 
Θεώρηµα 3.5 
Για τιµές di*≥ max

iz - m
iz >0 η βέλτιστη λύση x* του προβλήµατος (3.27) παραµένει η ίδια. 

Εκείνο που µεταβάλλεται µόνο είναι η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης.   
 
Απόδειξη 
Η απόδειξη είναι ιδιαίτερα απλή. Για τιµές di*≥ max

iz - m
iz >0 έχουµε ότι: 
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Όµως,  
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 και εποµένως η βέλτιστη λύση του προβλήµατος δεν επηρεάζεται από τον 

όρο∏
=

k

i id1 *
1

. 

! 
 
Το θεώρηµα 3.4 εξασφαλίζει την ισοδυναµία µεταξύ βέλτιστης λύσης Pareto ενός 
προβλήµατος πολυκριτήριου γραµµικού προγραµµατισµού και βέλτιστης λύσης του 
προβλήµατος (3.27). Η ειδική περίπτωση ασαφούς µοντελοποίησης (3.4.2) αποτελεί 
µία επιπλέον µέθοδο εύρεσης βέλτιστων λύσεων Pareto. Το τελευταίο 
πραγµατοποιείται µε µεταβολή της τιµής των di. Βάσει όµως του θεωρήµατος 3.5, 
τιµές των di* µεγαλύτερες της διαφοράς max

iz - m
iz δεν δίνουν νέα λύση.  Το 

συµπέρασµα αυτό έχει ιδιαίτερη σηµασία όταν ενδιαφέρεται κανείς για την 
ευστάθεια της λύσης του προβλήµατος (3.27). 
 
Επιχειρώντας µία σύγκριση των δύο εναλλακτικών υποπεριπτώσεων πολυκριτήριας 
µοντελοποίησης µε τη χρήση ασαφούς λογικής, δύσκολα µπορούµε να αποφανθούµε 
για το ποία είναι η πιο αποτελεσµατική. Εντούτοις µία πρώτη σύγκριση θα µπορούσε 
να γίνει στο επίπεδο της ευαισθησία που παρουσιάζει η λύση του εκάστοτε 
προβλήµατος στις µεταβολές των παραµέτρων των ασαφών συνόλων («γωνιακά» 
σηµεία, di).  
 
Συγκεκριµένα, η περίπτωση του maxmin πολυκριτήριου προγραµµατισµού φαίνεται 
να παρουσιάζει µεγαλύτερη ευαισθησία αφού η µετακίνηση των «γωνιακών» 
σηµείων επιφέρει µεταβολές στις τιµές των παραµέτρων του γραµµικού προβλήµατος 
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(3.23). Για µία ανάλυση ευαισθησίας του προβλήµατος αυτού µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν τεχνικές που βασίζονται τόσο στη θεωρία µη γραµµικού 
προγραµµατισµού (π.χ. πολλαπλασιαστές Langange) όσο και στη µέθοδο Simplex. 
Εντούτοις, η γενίκευση των αποτελεσµάτων είναι αρκετά δύσκολη. Κάτι τέτοιο 
βέβαια δεν ισχύει στην περίπτωση του ασαφούς γραµµικού προγραµµατισµού µε τη 
χρήση του τελεστή γινοµένου, όπου η ύπαρξη του θεώρηµα 3.5 βοηθά στην 
διατύπωση γενικών συµπερασµάτων, διευκολύνοντας έτσι µία µελέτη ευαισθησίας.   
 
Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα των δύο µεθόδων µοντελοποίησης παρατηρούµε ότι 
οι λύσεις x* που δίνονται αφενώς µεν ανήκουν στο βέλτιστο σύνολο Pareto του 
προβλήµατος αφετέρου δε διαφέρουν ουσιαστικά µεταξύ τους. Βέβαια, η 
πολλαπλασιαστική αντικειµενική συνάρτηση επηρεάζεται ιδιαίτερα από χαµηλές 
τιµές ικανοποίησης ασαφών στόχων µε αποτέλεσµα να εµφανίζει χαµηλότερο 
συνολικό βαθµό ικανοποίησης, 39.38% έναντι του 61.54% που δίνει η πρώτη 
περίπτωση. 
      
Πάντως, πολλά πορίσµατα της συζήτησης που έγινε στο 2ο κεφάλαιο σχετικά µε τους 
τελεστές σύνθεσης ασαφών συνόλων ισχύουν και στις δύο υποπεριπτώσεις ασαφούς 
προγραµµατισµού.  Η καταλληλότητα της εφαρµογής των τελεστών �min� και  �•� σε 
πρακτικά προβλήµατα είναι αµφισβητήσιµη, αφού και οι δύο δεν επιτρέπουν 
κάποιου είδους συµβιβασµό µεταξύ των επιµέρους στόχων και περιορισµών.  
 

3.5. Επεκτάσεις 

Κλείνουµε το κεφάλαιο του ασαφή µαθηµατικού προγραµµατισµού αναφερόµενοι 
σε επεκτάσεις των παραπάνω µοντέλων οι οποίες έχουν δηµοσιευθεί κατά καιρούς. 
 
Μία πρώτη επέκταση που αφορά το ασαφές maxmin µοντέλο προγραµµατισµού 
ήταν η εισαγωγή γενικής µορφής συναρτήσεων συµµετοχής για την αναπαράσταση 
ασαφών στόχων. Όπως αποδεικνύεται (βλ. ενδεικτικά [Sakawa, (1993)]), για τρεις 
τύπους συναρτήσεων συµµετοχής: εκθετική (exponential), υπερβολική (hyperbolic) 
και κατά τµήµατα γραµµική (piecewise linear), το πρόβληµα προγραµµατισµού 
(3.23) δύναται να µετατραπεί µε κατάλληλους µετασχηµατισµούς σε ισοδύναµο 
πρόβληµα γραµµικού προγραµµατισµού. Το αποτέλεσµα αυτό είναι ιδιαίτερα 
χρήσιµο αφού µας δίνει τη δυνατότητα να θεωρήσουµε πολύπλοκες συναρτήσεις 
προτίµησης διατηρώντας όµως ταυτόχρονα πλεονεκτήµατα του γραµµικού 
προγραµµατισµού, όπως ύπαρξη βέλτιστης λύσης, δυνατότητα για ανάλυση 
ευαισθησίας, ανάλυση ευστάθειας κ.α. 
 
Μία επόµενη εφαρµογή ήταν η θεώρηση ασαφών στόχων και περιορισµών για µη 
γραµµικά προβλήµατα της µορφής (3.2). Η περίπτωση αυτή, που περιγράφεται 
αναλυτικά στο  [Sakawa, (1993)], αντιµετωπίζεται παρόµοια µε εκείνη του 
γραµµικού υποδείγµατος. Πολλά πορίσµατα του κεφαλαίου αυτού µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν και στην περίπτωση του ασαφούς µη γραµµικού 
προγραµµατισµού. 
 
Τελευταία αναφέρουµε µία ενδιαφέρουσα περίπτωση ασαφούς προγραµµατισµού 
κατά την οποία οι παράµετροι του προβλήµατος διατυπώνονται µε τρόπο ασαφή. 
Για παράδειγµα, η διαθέσιµη ποσότητα µίας πρώτης ύλης µπορεί να είναι «περίπου 
100 µονάδες» ή το κέρδος ανά µονάδα προϊόντος να είναι «περίπου 200 δρχ.». Η 
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περίπτωση αυτή, αν και µοιάζει µε ανάλυση ευαισθησίας, είναι ένα βήµα παραπάνω 
αφού δεν χρησιµοποιεί απλά και µόνο το εύρος των τιµών µίας παραµέτρου αλλά, 
επιπλέον, τη δυνατότητα (possibility) της παραµέτρου αυτής να πάρει µία δεδοµένη 
τιµή. Η περίπτωση αυτή του ασαφούς προγραµµατισµού ονοµάζεται 
προγραµµατισµός δυνατότητας (possibilistic programming). Ο προγραµµατισµός 
δυνατότητας βρίσκει εφαρµογή σε προβλήµατα αριστοποίησης σε δίκτυα στα οποία 
οι τιµές που αναγράφονται στα τόξα είναι ασαφείς αριθµοί. Για την επίλυση αυτών 
των προβληµάτων χρησιµοποιούνται κλασικοί αλγόριθµοι της θεωρίας δικτύων 
(Kruskal, Ford & Fergusson) οι οποίοι επεκτείνονται κάνοντας χρήση της Αρχής της 
Επέκτασης (§1.1.3).        
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

Στο Κεφάλαιο 2 της εργασίας µελετήσαµε της διάφορες µορφές αβεβαιότητας µε τις 
οποίες ενδέχεται να έρθει κανείς αντιµέτωπος κατά τη λήψη µίας απόφασης. Η µελέτη 
αυτή βέβαια δεν είναι δυνατό να καλύψει όλους τους τύπους προβληµάτων απόφασης. 
Ωστόσο, το µοντέλο της § 2.1.2 βρίσκει εφαρµογή στις περιπτώσεις λήψης αποφάσεων σε 
οικονοµικά και ιδιαίτερα χρηµατοοικονοµικά θέµατα. Τα χρηµατοοικονοµικά 
συστήµατα όπως π.χ. οι χρηµαταγορές περιλαµβάνουν όλες τις µορφές αβεβαιότητας 
που αναφέρονται στην παράγραφο § 2.1.3, κάτι που φαίνεται εξάλλου και από το 
παράδειγµα του επενδυτή. Υπό το καθεστώς της αβεβαιότητας, οι δρώντες σε µία 
χρηµαταγορά καλούνται να αξιολογήσουν πληροφορίες που προκύπτουν από τις 
διάφορες οικονοµικές διαδικασίες προκειµένου να εξαγάγουν χρήσιµα συµπεράσµατα 
για την πορεία της αγοράς.   
 
Εντούτοις, η φύση των πληροφοριών που πηγάζουν από τις διάφορες οικονοµικές 
διεργασίες δυσχεραίνει το έργο τους. Η ύπαρξη ακριβών, ποσοτικών και συνάµα 
σηµαίνουσων περιγραφών σπανίζει, κάτι που στερεί σχεδόν τη δυνατότητα για εξαγωγή 
συγκεκριµένων-ποσοτικών συµπερασµάτων για την πορεία της αγοράς. Οι ειδικοί 
υιοθετούν επί το πλείστον λεκτικές και ασαφείς περιγραφές όπως π.χ. «ανοδική αγορά», 
«σταθερή οικονοµία», «ώριµη αγορά» κ.α. Οι εκτιµήσεις και αναλύσεις αυτού του είδους 
δύσκολα ενσωµατώνονται από ένα κλασικό επιχειρησιακό µοντέλο βελτιστοποίησης: 
 

max (ή min) συνάρτησης κέρδους (ή κόστους) 
υπό περιορισµούς 

.... 
 
Γεννάται εποµένως η ανάγκη για τη δηµιουργία νέων ή την επέκταση παλιότερων 
µεθόδων µε σκοπό την ενσωµάτωση του είδους πληροφόρησης που αναφέρθηκε. Στη 
συνέχεια θα περιοριστούµε σε ένα τυπικό πρόβληµα της χρηµατοοικονοµικής, το 
πρόβληµα της επιλογής χαρτοφυλακίου. 

4.1. Το πρόβληµα της επιλογής χαρτοφυλακίου 

Η επιλογή χαρτοφυλακίου αποτελεί ένα από τα θεµελιώδη προβλήµατα της 
χρηµατοοικονοµικής ανάλυσης. Με τη σύνθεση χαρτοφυλακίου ο επενδυτής προσπαθεί 
ουσιαστικά να µειώσει τον κίνδυνο ζηµίας, κάτι που δε θα ήταν εφικτό αν επένδυε σε 
ένα αποκλειστικά περιουσιακό στοιχείο. Η σύνθεση ή η «ανάµειξη» περιουσιακών 
στοιχείων διαφόρων µορφών (µετοχές, οµόλογα, παράγωγα κ.α.) περιορίζει τον κίνδυνο 
ζηµίας και δύναται να οδηγήσει υπό συνθήκες σε κερδοφορία. Προκειµένου όµως ο 
επενδυτής να πετύχει αποδόσεις άνω του επιτοκίου χωρίς ρίσκο (risk-free rate), πρέπει 
να αναλάβει τον κίνδυνο της αγοράς (market risk) δηλ. να κατέχει περιουσιακά 
στοιχεία υψηλού κινδύνου (risky assets). Το πρόβληµα συνεπώς έγκειται στην επιλογή 
της κατάλληλης επένδυσης, η οποία θα συµβιβάσει την επιδίωξη για κερδοφορία µε την 
προστασία έναντι του κινδύνου.   
 

 ΑΣΑΦΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΚΑΙ ΛΗΨΗ ΑΠΟΦΑΣΕΩΝ ΣΕ 
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Οι επενδυτές διαθέτουν συνήθως κάποια εµπειρία τόσο για το µέγεθος όσο και για την 
κατεύθυνση κάποιων αλλαγών στην αγορά. Με άλλα λόγια είναι σε θέση να καθορίσουν 
δυνητικά σενάρια της αγοράς και ένα εύρος αποδόσεων που αναµένονται για καθένα 
από αυτά τα σενάρια. Η γνώση όµως αυτή παραµένει στη βάση της ποιοτική και µάλλον 
ανακριβής. Η περιγραφή της πορείας της αγοράς γίνεται συνήθως µε λεκτικούς όρους 
όπως «ανοδική», «σταθερή», «καθοδική», ενώ οι στόχοι που τίθενται είναι επί το 
πλείστον ασαφείς: «υψηλές απολαβές για το x σενάριο της αγοράς», «µέτριες απολαβές 
για το y σενάριο της αγοράς» κ.α..  
 
Μεταξύ των µεθόδων που επινοήθηκαν προς επίλυση του προβλήµατος επιλογής 
χαρτοφυλακίου ιδιαίτερα δηµοφιλείς είναι εκείνες που βασίζονται στη θεωρία της 
στατιστικής και των πιθανοτήτων. Ενδεικτικά αναφέρουµε τις µεθόδους 
βελτιστοποίησης µέσου όρου-διακύµανσης (mean-variance optimization), µέσης 
«ανεκπλήρωσης» στόχου (average shortfall approach) [Morgan, (1993)] και ασύµµετρων 
µέτρων ρίσκου (asymmetric risk measures) [King, (1993)]. Οι παραπάνω µέθοδοι 
υποθέτουν την ύπαρξη της κοινής κατανοµής πιθανότητας απολαβών (joint probability 
distribution) για τα περιουσιακά στοιχεία που συνιστούν εναλλακτικές επενδυτικές 
επιλογές του αποφασίζοντα (investment universe). Βάσει όµως της συλλογιστικής που 
αναπτύχθηκε παραπάνω αντιλαµβανόµαστε ότι δύσκολα µπορεί κάποιος επενδυτής να 
µεταφράσει τόσο τις ποιοτικές του εκτιµήσεις για την πορεία της αγοράς όσο και τις 
ασαφείς του επιδιώξεις σε όρους κατανοµής πιθανοτήτων [Ramaswamy, (1998)]. 
Εξάλλου, όπως αναλύθηκε και στην § 2.1.3, τα εργαλεία της στατιστικής και των 
πιθανοτήτων αδυνατούν να ενσωµατώσουν άλλες µορφές αβεβαιότητας πλην της 
τυχαιότητας. Η τυχαιότητα αν και σηµαντική πτυχή µίας αγοράς δεν αποτελεί τη µόνη 
πηγή αβεβαιότητας.    

4.1.1. Μοντελοποίηση του προβλήµατος  

Κάνοντας χρήση του µοτίβου «σενάρια της αγοράς-αποδόσεις» µπορούµε να 
µοντελοποιήσουµε το πρόβληµα επιλογής χαρτοφυλακίου ως ένα γραµµικό πρόβληµα 
πολυκριτήριας βελτιστοποίησης [Ramaswamy, (1998)]: 
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όπου xi το ποσοστό του χαρτοφυλακίου που επενδύεται στο περιουσιακό στοιχείο i,  rik η 
απόδοση (ανά χρηµατική µονάδα) του περιουσιακού στοιχείου i στο τέλος της 
επενδυτικής περιόδου για το σενάριο k της αγοράς, )(xP

kR η συνολική απόδοση του 
χαρτοφυλακίου για το k σενάριο της αγοράς και min

ix  και max
ix  το ελάχιστο και µέγιστο 

αντίστοιχα ποσοστό του χαρτοφυλακίου που επενδύεται στο περιουσιακό στοιχείο i.   
 
Η λύση του παραπάνω προβλήµατος σπάνια είναι τετριµµένη λόγω του ότι οι επιδιώξεις 
για µεγιστοποίηση των απολαβών σε κάθε σενάριο αντικρούονται µεταξύ τους. Για την 
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επίλυση του παραπάνω προβλήµατος µπορούµε να ανατρέξουµε σε µεθόδους που 
περιγράφονται στο κεφάλαιο 3. Έτσι κάνοντας χρήση π.χ. της µεθόδου στάθµισης 
(weighting method) και επιλέγοντας µία κατανοµή βαρών , ω=[ω1 ω2�ωk...ωΜ]T το 
πρόβληµα (4.1) µετατρέπεται στο ακόλουθο γραµµικό πρόβληµα βελτιστοποίησης µίας 
αντικειµενικής:  
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όπου x=[x1 x2�xΝ]T η κατανοµή του χαρτοφυλακίου στα περιουσιακά στοιχεία 1,2,...,Ν  
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ο πίνακας των αποδόσεων των περιουσιακών στοιχείων 1,2,...,Ν για τα διάφορα σενάρια 
της αγοράς 1,2,...,Μ.  

 
Η κατανοµή των βαρών ωk γίνεται µε βάση την εκτίµησή του αποφασίζοντος για το 
πλέον πιθανό σενάριο της αγοράς. Για το σενάριο που ο αποφασίζων θεωρεί πιο πιθανό 
επιδιώκονται τα µεγαλύτερα κέρδη. Η ω αποτελεί ένα είδος υποκειµενικής κατανοµής 
πιθανοτήτων στα διάφορα σενάρια της αγοράς, όπως αυτή περιγράφεται στο [Raiffa, 
1968].  
 
Με βάση την ανάλυση όµως που έγινε παραπάνω σχετικά µε την φύση της 
πληροφόρησης που είναι διαθέσιµη σε µία χρηµαταγορά, αντιλαµβανόµαστε τη 
δυσκολία που συναντά ο αποφασίζων στο να µεταφράσει τις πεποιθήσεις και τους 
στόχους του σε κατάλληλη κατανοµή βαρών. Εξάλλου, µπορεί να επιθυµεί την 
µεγιστοποίηση των κερδών για δεδοµένα σενάρια της αγοράς σε συνδυασµό όµως µε 
προστασία του χαρτοφυλακίου του έναντι κάποιων άλλων δυσµενών σεναρίων. Το 
τελευταίο επιτυγχάνεται µε την εξασφάλιση ενός minimum απολαβών για τα δυσµενή 
σενάρια της αγοράς.       
 
Η θεωρία των ασαφών συνόλων δύναται να εκφράσει τις παραπάνω επιδιώξεις και 
κυρίως να ενσωµατώσει τις ασαφείς προτιµήσεις και πεποιθήσεις του αποφασίζοντα. 
Συγκεκριµένα, καθορίζοντας ένα ελάχιστο και ένα µέγιστο επίπεδο επιθυµητών 
απολαβών min

kp και max
kp για κάθε σενάριο k της αγοράς της, µπορεί ο αποφασίζων να 
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εκφράσει τους στόχους του υιοθετώντας µία γραµµική συνάρτηση συµµετοχής µk(Rk(x)) 
όπως φαίνεται και στο σχ.4.1. 

 
Η παραπάνω συνάρτηση εκφράζει την προτίµηση που δείχνει ο αποφασίζων σε κάθε 
απόδοση του χαρτοφυλακίου αν το σενάριο k της αγοράς παρουσιαστεί. Στην 
περίπτωση της ασαφούς µοντελοποίησης κάθε δυνατός σχηµατισµός χαρτοφυλακίου 
συµµετέχει µε διαφορετικό βαθµό στην έννοια των ικανοποιητικών λύσεων του 
προβλήµατος.  Υιοθετώντας τον παραπάνω φορµαλισµό το πρόβληµα (4.1) δύναται να 
εκφραστεί ως ένα πρόβληµα γραµµικού maxmin ασαφούς προγραµµατισµού της 
µορφής (3.23): 
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Για σενάρια της αγοράς τα οποία ο αποφασίζων θεωρεί ως τα πλέον πιθανά θέτει 
υψηλούς στόχους ενώ για τα υπόλοιπα προσπαθεί να εξασφαλίσει ένα minimum 
απολαβών. Η maxmin κατάστρωση του προβλήµατος εγγυάται την εύρεση κατανοµής 
χαρτοφυλακίου που καλύπτει τις παραπάνω απαιτήσεις.  

(Bx)i 

µk 

1 

pkmin pkmax

Σχήµα 4.1  Η ικανοποίηση του αποφασίζοντα ανάλογα µε την 
απόδοση του χαρτοφυλακίου για το σενάριο k της αγοράς  
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4.2. Οµολογίες1  

Στην προσπάθεια να επιδείξουµε την εφαρµογή της ασαφούς λογικής στο πρόβληµα της 
επιλογής χαρτοφυλακίου επιλέξαµε την περίπτωση ενός χαρτοφυλακίου που συντίθεται 
από οµόλογα του ελληνικού δηµοσίου, τα οποία εκδίδει η Τράπεζα της Ελλάδος. Βασικό 
κίνητρο για την επιλογή αυτού του τύπου χρεογράφου προς υλοποίηση της ασαφούς 
µεθοδολογίας είναι ο µικρός αριθµός µελετών που έχουν δηµοσιευθεί πάνω σε αυτά. Οι 
µετοχές και άλλα χρεόγραφα υψηλού κινδύνου φαίνεται να προσελκύουν το 
ενδιαφέρον της πλειοψηφίας των µελετητών στον ελλαδικό χώρο. Στη συνέχεια 
παραθέτουµε ορισµένα στοιχεία θεωρίας των οµολόγων προκειµένου να βοηθήσουµε 
τον αναγνώστη να κατανοήσει και να αξιολογήσει καλύτερα την εφαρµογή που 
ακολουθεί. 

4.2.1. Γενικά. 

Οµολογία (Bond) είναι ένας γενικός όρος για ασφαλισµένο ή ανασφάλιστο εµπορεύσιµο 
πιστωτικό εργαλείο, το οποίο αποφέρει τόκους ή έκπτωση (δηλ. διατίθεται σε 
χαµηλότερη τιµή (discount)) και δηλώνει την υποχρέωση αυτού που το εκδίδει να 
πληρώσει στον κάτοχό του α) τόκο για τα δανεισµένα κεφάλαια, συνήθως περιοδικά, και 
β) την ονοµαστική αξία του ή άρτιο (par value) στη λήξη. Στην περίπτωση των 
ελληνικών κρατικών οµολόγων εκδίδουσα αρχή είναι το ελληνικό δηµόσιο. Κάθε 
οµολογία χαρακτηρίζεται από τα εξής: 

! Ονοµαστική αξία ή άρτιο (par /redemption  value). 

Η ονοµαστική αξία της οµολογίας είναι το ποσό που πληρώνεται από τον εκδότη της 
στο κάτοχό της, κατά την εξόφληση (redemption) της οµολογίας στη λήξη αυτής. 

! Τοκοµερίδιο (coupon) 

Το ποσό του τόκου που καταβάλλεται ανά τακτά χρονικά διαστήµατα στον κάτοχο µίας 
οµολογίας. Εκφράζεται συνήθως ως ποσοστό της ονοµαστικής αξίας της οµολογίας 
(coupon rate). 

! Περίοδοι πληρωµής τοκοµεριδίου (coupon rate periods) 

Το χρονικό διάστηµα που µεσολαβεί µεταξύ δύο διαδοχικών πληρωµών τοκοµεριδίου. 
Το διάστηµα αυτό είναι συνήθως έξι µήνες ή ένας χρόνος. Η πληρωµή τοκοµεριδίου 
γίνεται στις περισσότερες περιπτώσεις στο τέλος του διαστήµατος. Η τελευταία πληρωµή 
τοκοµεριδίου συµπίπτει µε τη λήξη της οµολογίας.  

                                                      
1 Η συγγραφή αυτού του τµήµατος του κειµένου έγινε βάσει σηµειώσεων που εκδίδονται από το 
Χρηµατιστήριο Παραγώγων Αθηνών Α.Ε..      
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! ∆ιάρκεια ζωής οµολογίας (maturity period) 

Ο χρόνος που µεσολαβεί από την ηµεροµηνία έκδοσης (issue date) µέχρι και την 
ηµεροµηνία λήξης (maturity date) της οµολογίας. 

! Τιµή οµολογίας (market price) 

Η τιµή διαπραγµάτευσης µίας οµολογίας στην αγορά. Εκφράζεται ως ποσοστό (%) της 
ονοµαστικής αξίας. Αναφέρεται συνήθως και ως καθαρή τιµή (clean price) της οµολογίας. 
 
Η οµολογίες χωρίζονται σε οµολογίες σταθερού (fixed) και κυµαινόµενου (floating) 
επιτοκίου. Η πρώτη κατηγορία οµολογιών (fixed-rate bonds) πληρώνει σταθερό τόκο 
µέχρι τη λήξη της οµολογίας. Ο τόκος αυτός υπολογίζεται ως ποσοστό της ονοµαστικής 
αξίας της οµολογίας και πληρώνεται είτε στο τέλος της καθορισµένης περιόδου (coupon 
rate period) είτε στη λήξη της οµολογίας (περίπτωση οµολογιών µηδενικού 
τοκοµεριδίου).  Στη περίπτωση οµολογιών κυµαινόµενου επιτοκίου (floating-rate bonds) 
το ποσό του τόκου µεταβάλλεται και επαναπροσδιορίζεται (refixed) περιοδικά σύµφωνα 
µε ένα τύπο. Οι πληρωµές τοκοµεριδίου µίας οµολογίας κυµαινόµενου επιτοκίου 
γίνονται στις ηµεροµηνίες επαναπροσδιορισµού (refix dates) κατά της οποίες η 
οµολογία δύναται να εξαγοραστεί.  
 
Από εδώ και στο εξής αναφερόµαστε σε οµολογίες σταθερού επιτοκίου µε ετήσια 
πληρωµή τοκοµεριδίου (1 έτος ≡ 360 ηµέρες)..   

4.2.2. Αποτίµηση µίας οµολογίας 

Στη συνέχεια περιγράφουµε στοιχεία που χρησιµοποιούνται για την αποτίµηση της 
απόδοσης µίας οµολογίας. 

! Ακαθάριστη τιµή οµολογίας (dirty price) 

Η ακαθάριστη τιµή µίας οµολογίας υπολογίζεται ως η καθαρή τιµή της οµολογίας συν 
τους δεδουλευµένους τόκους από τότε που έγινε η τελευταία πληρωµή τοκοµεριδίου. Η 
ακαθάριστη τιµή είναι το ποσό που ο αγοραστής µίας οµολογίας πληρώνει και ο 
πωλητής µίας οµολογίας εισπράττει σε µία αγοραπωλησία.  Εκφράζεται και αυτή ως 
ποσοστό (%) της ονοµαστικής αξίας.  
 
Παράδειγµα 4.1. 
Υποθέτουµε ότι επιθυµούµε να αγοράσουµε σε κάποια χρονική στιγµή t µία οµολογία 
σταθερού επιτοκίου, της οποίας η τιµή στην αγορά (καθαρή τιµή) είναι 93.95% και το 
τοκοµερίδιο 6%.  Θεωρούµε ότι το τοκοµερίδιο πληρώνεται ετησίως. Αν η τελευταία 
πληρωµή τοκοµεριδίου έγινε 158 µέρες πριν τη χρονική στιγµή t τότε η τιµή αγοράς 
(ακαθάριστη τιµή) της οµολογίας θα είναι: 
 

%58.96
360
158695.93 =+=DP  
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! Απόδοση στη λήξη (yield to maturity)  

Απόδοση στη λήξη ονοµάζουµε την απόδοση µίας οµολογίας αν αγοραστεί την παρούσα 
χρονική στιγµή και κρατηθεί µέχρι τη λήξη της. Η απόδοση στη λήξη αντιστοιχεί στην 
εσωτερική απόδοση (internal rate of return-IROR) της επένδυσης σε µία οµολογία, η 
οποία υπολογίζεται λαµβάνοντας υπόψη την τρέχουσα τιµή της οµολογίας στην αγορά 
και τις µελλοντικές ταµειακές εισροές λόγω της καταβολής των τοκοµεριδίων. Η 
απόδοση στη λήξη είναι, κατά κάποιο τρόπο, ένα δυνητικό µέτρο απόδοσης αφού 
προϋποθέτει ότι α) η οµολογία κρατείται µέχρι τη λήξη της και β) οι πληρωµές 
τοκοµεριδίων δύναται να επανεπενδυθούν µε επιτόκιο ίσο µε την απόδοση στη λήξη.      
 
Η απόδοση στη λήξη µίας οµολογίας µπορεί να υπολογιστεί από τον τύπο του 
εσωτερικού βαθµού απόδοσης για την περίπτωση µίας επένδυσης σε οµολογία. (σχ. 4.2, 
εξίσωση (4.4)). 

Σχήµα 4.2 Ταµιακές ροές για µία επένδυση σε οµολογία σταθερού 
επιτοκίου 
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όπου f οι ηµέρες που πέρασαν από την πληρωµή του τελευταίου τοκοµεριδίου 
(διαιρεµένες δια 360), n τα έτη που υπολείπονται µέχρι τη λήξη της οµολογίας από την 
πληρωµή του επόµενου τοκοµεριδίου, C το τοκοµερίδιο, r η απόδοση στη λήξη , M η 
ονοµαστική αξία της οµολογίας, CP και DP η καθαρή και η ακαθάριστη τιµή της.     
 
Παράδειγµα 4.2. 
Έστω η οµολογία του παραδείγµατος 4.1. Υποθέτουµε ότι λήξη της είναι σε τρία έτη από 
την επόµενη πληρωµή τοκοµεριδίου. Συνεπώς, f=158/360=0.44 και n=3. Με 
αντικατάσταση στην εξίσωση 4.4 προκύπτει µε τη βοήθεια Η/Υ ότι η απόδοση στη λήξη 
της οµολογίας  είναι r=8%. 

! 
 
Από τη µελέτη της εξίσωσης 4.4. µπορούν να εξαχθούν µερικά χρήσιµα πορίσµατα που 
αφορούν τη σχέση τιµής (CP) και απόδοσης στη λήξη (r) µίας οµολογίας. 

DP=CP+fC

� 
f 1-f

C

1

C 

0 

C

2

C+M 

n+1 
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Πόρισµα 1. 
Η τιµή και η απόδοση στη λήξη µίας συγκεκριµένης οµολογίας έχουν σχέση 1-1. Γνωρίζοντας 
τη µία µπορούµε κάλλιστα να υπολογίσουµε την άλλη. 

 
Πόρισµα 2. 
Αύξηση της τιµής µίας οµολογίας συνεπάγεται µείωση της απόδοσής της στη λήξη και 
αντίστροφα. 

 
Πόρισµα 3 
Μία µεταβολή της τιµής της οµολογίας επιφέρει µικρότερη κατά απόλυτη τιµή µεταβολή στην 
απόδοση στη λήξη.   

   
Πόρισµα 4 
Όσο αυξάνεται το τοκοµερίδιο τόσο περισσότερο επηρεάζεται η απόδοση στη λήξη από µεταβολές 
στην τιµή µίας οµολογίας. 

 

! Τρέχουσα απόδοση (current yield) 

Η τρέχουσα απόδοση µίας οµολογίας ορίζεται ως το τοκοµερίδιο προς την καθαρή τιµή 
της οµολογίας. Φανερώνει συνεπώς την ετήσια απόδοση από την κατοχή µίας οµολογίας 
που οφείλεται αποκλειστικά στο τοκοµερίδιο.  

! Καµπύλη απόδοσης (yield curve) 

Παριστάνει την απόδοση στη λήξη µίας οµάδας οµολογιών συναρτήσει της διάρκειάς 
τους.  Μία καµπύλη απόδοσης που στρέφει τα κοίλα προς τα άνω παρουσιάζει 
µεγαλύτερα βραχυπρόθεσµα από µακροπρόθεσµα επιτόκια και ονοµάζεται αρνητική 
καµπύλη απόδοσης (negative yield curve). Αντίστροφα, µία καµπύλη απόδοσης που 
στρέφει τα κοίλα προς τα κάτω παρουσιάζει µεγαλύτερα µακροπρόθεσµα από 
βραχυπρόθεσµα επιτόκια και ονοµάζεται θετική καµπύλη απόδοσης (positive yield 
curve). 

! Συνολική απόδοση µίας οµολογίας. 

Η συνολική απόδοση µίας οµολογίας εξαρτάται από τρεις παράγοντες: 
1. Περιοδικές πληρωµές τοκοµεριδίου που ενδεχοµένως καταβάλλονται κατά το 

διάστηµα κατοχής της οµολογίας.  
2. Επανεπένδυση των πληρωµών αυτών. 
3. Μεταπωλήση της οµολογίας. Ανάλογα µε το αν η τιµή της οµολογίας βρίσκεται 

πάνω ή κάτω από την τιµή αγοράς της η πώληση της επιφέρει αντίστοιχα κέρδη ή 
ζηµίες.  

 
Παράδειγµα 4.3. 
Υποθέτουµε ότι κατέχουµε την οµολογία του παραδείγµατος 4.1 για ένα έτος (360 
ηµέρες) και θέλουµε να αξιολογήσουµε την απόδοση αυτής της επένδυσης. Κέρδη από 
ενδεχόµενη επανεπένδυση του τόκου δεν λαµβάνονται υπόψη.  Η τιµή αγοράς της 
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οµολογίας τη χρονική στιγµή t�=t+360 είναι  95.64%. Εφόσον η πληρωµή τοκοµεριδίου 
γίνεται ετησίως η ακαθάριστη τιµή της οµολογίας τη χρονική στιγµή  t� θα είναι: 
 

%27.98
360
158664.95)'( =+=tDP  

Μεταξύ όµως του χρονικών στιγµών t και t� πραγµατοποιείται πληρωµή τοκοµεριδίου 
6%.  Συνεπώς, η απόδοση της επένδυσης θα είναι: 
 

08.0
58.96

58.96627.98
)(

)()'(
=

−+
=

−+
=

tDP
tDPCtDPr   

4.3. Εφαρµογή2 

Για τη σύνθεση του χαρτοφυλακίου επιλέχθηκαν πέντε οµόλογα σταθερού τοκοµεριδίου 
(από εδώ και στο εξής FXD) διάρκειας 3, 5, 7, 10 και 15 ετών αντίστοιχα και ένα έντοκο 
γραµµάτιο ελληνικού δηµοσίου (από εδώ και στο εξής TRB) διάρκειας 12 µηνών.3 Τα 
χαρακτηριστικά των τίτλων αυτών παρουσιάζονται στον πίνακα 4.1. 
 

Τύπος  
προϊόντος TRB FXB FXB FXB FXB FXB 

Ηµεροµηνία 
 έκδοσης 22/12/2000 22/01/1999 21/03/1997 21/03/1997 19/06/1997 20/05/1998 

Ηµεροµηνία  
λήξης 22/12/2001 22/01/2002 21/03/2002 21/03/2004 19/06/2007 20/05/2013 

∆ιάρκεια  
(έτη) 1 3 5 7 10 15 

Τοκοµερίδιο  
(%) 4.59 7.60 9.20 8.90 8.80 7.50 

Πίνακας 4.1 Χαρακτηριστικά των τίτλων που χρησιµοποιούνται για τη σύνθεση του 
χαρτοφυλακίου της εφαρµογής 

Τιµές αποτίµησης αυτών των προϊόντων συλλέχθηκαν για το διάστηµα από την 
ηµεροµηνία έκδοσής τους µέχρι και τις 10/04/2001. Βάσει αυτών υπολογίσαµε την 
απόδοση στη λήξη κάθε τίτλου (από εδώ και στο εξής ΑΣΛ) για κάθε ηµεροµηνία. 
Υποθέτουµε ότι ο επενδυτικός ορίζοντας είναι 3 µήνες. Ως ηµεροµηνία έναρξης και 
λήξης της επενδυτικής περιόδου θεωρήθηκε αντίστοιχα η 27/12/2000 και η 27/3/2001. 
Η καµπύλη απόδοσης για τις 27/12/2000 φαίνεται στο σχ.4.3.   

                                                      
2 Για την κατάστρωση της εφαρµογής ακολουθήσαµε παρόµοια µεθοδολογία µε εκείνη που 
παρουσιάζεται στο [Ramaswamy, (1998)].  

3 Στην πράξη η µόνη διαφορά του έντοκου γραµµάτιου από τα οµόλογα είναι ότι στη λήξη του ο 
κάτοχός του εισπράττει µόνο την ονοµαστική αξία του γραµµάτιου και όχι το τοκοµερίδιο.  
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Σχήµα 4.3 Η καµπύλη απόδοσης στις 27/12/2000.  

Για την επιλογή του χαρτοφυλακίου θεωρούµε τρία δυνητικά σενάρια της αγοράς για 
τις 27/3/2001: «αισιόδοξο» (bullish), «ουδέτερο»(neutral) και «απαισιόδοξο» (bearish). 
Τα σενάρια αυτά δύναται να «µεταφραστούν» σε µετακινήσεις της καµπύλης απόδοσης, 
που αντιστοιχεί στις 27/12/2000, προς ανάλογη κατεύθυνση. Συγκεκριµένα, ένα 
αισιόδοξο για την πορεία της αγοράς σενάριο θα σήµαινε πτώση των επιτοκίων (άνοδο 
της καθαρής τιµής) και συνεπώς µετακίνηση της τρέχουσας καµπύλης απόδοσης προς τα 
κάτω. Αντιθέτως, ένα απαισιόδοξο για την πορεία της αγοράς σενάριο θα σήµαινε 
άνοδο των επιτοκίων (πτώση της καθαρής τιµής) και µετακίνηση της καµπύλης 
απόδοσης προς τα πάνω.  Το ουδέτερο σενάριο µεταφράζεται σε «ελαφρά»  παράλληλη 
µετατόπιση της καµπύλης απόδοσης. Στην εφαρµογή µας για κάθε σενάριο της αγοράς 
υποθέσαµε τρεις δυνητικές καµπύλες αποδόσεις για τις 27/3/2001.  Οι καµπύλες αυτές 
υπολογίστηκαν ως ακολούθως: 
 
Με βάση τα δεδοµένα για τις τιµές αποτίµησης και κάνοντας χρήση ενός «κυλιόµενου 
παραθύρου» (moving window) εύρους τριών µηνών βρήκαµε τη µέγιστη και τη 
ελάχιστη 3-µηνιαία µεταβολή της ΑΣΛ για κάθε προϊόν ξεχωριστά. Τα αποτελέσµατα 
αυτής της διαδικασίας φαίνονται στον πίνακα 4.2. 
 

∆ιάρκεια προϊόντος 
(έτη) 1 3 5 7 10 15 

∆ymax (%) +0.700 4 1.180 1.460 1.340 1.240 1.100 
∆ymin(%) -0.700 -1.560 -1.540 -1.230 -0.940 -0.810 

Πίνακας 4.2  

                                                      
4 Οι τιµές του έντοκου γραµµατίου ακολουθούσαν συνεχώς ανοδική πορεία στο χρονικό 
διάστηµα στο οποίο εξετάστηκε, µε αποτέλεσµα ∆y≤0. Απουσία λοιπόν άλλης τιµής κάναµε την 
παραδοχή ότι ∆ymax= - ∆ymin.   
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Οι καµπύλες απόδοσης υπολογίστηκαν στη συνέχεια ενεργοποιώντας γεννήτρια 
τυχαίων οµοιόµορφων αριθµών διαδοχικά στα διαστήµατα: [y*, y*+∆ymax], [y*-0.02%, 
y*+0.02%] και [y*, y*+∆ymin], ανάλογα µε το αν πρόκειται για απαισιόδοξο, ουδέτερο ή 
αισιόδοξο σενάριο της αγοράς (y* η καµπύλη απόδοσης στην αρχή της επενδυτικής 
περιόδου). Οι καµπύλες απόδοσης που προέκυψαν για κάθε σενάριο φαίνονται στα 
σχ.4.4. 
 

Το χαρτοφυλάκιο της εφαρµογής µας επιλέγεται µε βάση τις τιµές των τίτλων στην αρχή 
της επενδυτικής περιόδου. Στη λήξη της επενδυτικής περιόδου η αξία του αποτιµάται εκ 
νέου για κάθε ενδεχόµενο σενάριο. Για τον υπολογισµό της απόδοσης της επένδυσης 
λαµβάνονται υπόψη µόνο οι πληρωµές τοκοµεριδίων και τα κέρδη ή οι ζηµίες λόγω 
ανόδου ή πτώσης των τιµών των τίτλων. Ενδεχόµενες ευκαιρίες επανεπένδυσης των 
ποσών από την πληρωµή τοκοµεριδίων δεν εξετάζονται. Για µία καλύτερη εκτίµηση της 
απόδοσης του χαρτοφυλακίου αφαιρούµε από τη συνολική απόδοση το επιτόκιο χωρίς 
κίνδυνο (risk-free rate). Ως επιτόκιο χωρίς κίνδυνο λαµβάνεται η τιµή διαπραγµάτευσης 

Σχήµα 4.4: Οι καµπύλες απόδοσης για µία απαισιόδοξη, ουδέτερη και αισιόδοξη  αντίστοιχα 
πρόβλεψη για την πορεία της αγοράς. 
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του 3-µηνιαίου Athibid5 στις 27/12/2000. Για εκείνη την ηµεροµηνία η τιµή του 3-
µηνιαίου Athibid ήταν 4.79% ετησίως.  
 
Έχοντας τα παραπάνω στοιχεία δύναται κανείς να υπολογίσει κανείς την απόδοση άνω 
του επιτοκίου χωρίς κίνδυνο που επιφέρει η επένδυση µίας χρηµατικής µονάδας σε 
καθένα από τους παραπάνω τίτλους για κάθε µία από τις παραπάνω καµπύλες 
απόδοσης. Τα αποτελέσµατα φαίνεται στον πίνακα 4 .3. Οι αποδόσεις αναφέρονται σε 
ετήσια βάση και %. 
 

∆ιάρκεια
τίτλου 
(έτη) 

 
Σενάρια  

1 3 5 7 10 15 

Bearish 1 2.09 -3.72 -4.90 -12.83 -21.99 -31.75 
Bearish 2 3.18 -3.48 -3.33 -2.70 -18.50 -20.04 
Bearish 3 3.79 -0.96 -2.95 -8.10 -8.11 -18.29 
Neutral 1 3.99 -0.30 0.05 -0.15 0.03 0.23 
Neutral 2 4.05 -0.25 0.12 0.05 0.41 0.86 
Neutral 3 4.10 -0.19 0.19 0.24 0.78 1.49 
Bullish 1 6.00 3.44 2.51 6.12 4.19 17.68 
Bullish 2 4.67 4.26 4.07 5.12 13.86 7.86 
Bullish 3 6.02 4.44 5.57 12.44 18.61 27.49 

Πίνακας 4.3 Η (%) απόδοση του κάθε τίτλου για τα επιµέρους 
σενάρια της αγοράς. 

Το σύµβολο (-) στην απόδοση αναφέρεται σε ζηµία. Από τη µελέτη των τιµών του 
πίνακα 4.3 συµπεραίνουµε ότι το έντοκο γραµµάτιο είναι ο µοναδικός τίτλος που 
επιφέρει κέρδη για κάθε σενάριο της αγοράς. Οι υπόλοιποι τίτλοι δείχνουν µεγαλύτερη 
ευαισθησία στις διακυµάνσεις της ΑΣΛ. Έχοντας τα παραπάνω στοιχεία µπορούµε να 
προχωρήσουµε στην κατάστρωση του πολυκριτήριου προβλήµατος βελτιστοποίησης. 
 
Οι τιµές των rki δίνονται από τον πίνακα 4.3 (τα σενάρια αριθµούνται µε τη σειρά που 
παρουσιάζονται). Επιπλέον, θέτουµε για i=1,2,�,N, min

ix =0 και max
ix =0.5, µε σκοπό να 

περιορίσουµε τον κίνδυνο που συνεπάγεται η «µονοπώληση» του χαρτοφυλακίου από 
ένα χρεόγραφο. Έτσι, το πρόβληµα βελτιστοποίησης (4.3) παίρνει στην προκειµένη 
περίπτωση τη µορφή: 
 
 
 

                                                      
5 Το Athibid είναι το επιτόκιο δανεισµού που εκδίδει η Τράπεζα της Ελλάδος, αντίστοιχο του 
Libor που εκδίδει η Τράπεζα της Αγγλίας. Η τιµή του Athibid διαπραγµατεύεται ηµερησίως και 
ποικίλει ανάλογα µε το χρόνο δανεισµού. Ο τελευταίος κυµαίνεται από 1 εώς και 12 µήνες 
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Αποµένει ο καθορισµός των min

kp και max
kp , δηλ. της ελάχιστης και της µέγιστης 

επιθυµητής απόδοσης του χαρτοφυλακίου. Στην § 3.4.1 περιγράφεται ένας τρόπος 
απόδοσης «λογικών» τιµών στα min

kp και max
kp  σύµφωνα µε τον οποίο: 
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(4.6)

 
όπου xk* η βέλτιστη λύση του γραµµικού προβλήµατος που προκύπτει αν θεωρήσουµε 
µία µόνο αντικειµενική συνάρτηση, την *)( k

P
kR x και ℑ το σύνολο των εφικτών λύσεων 

του προβλήµατος 4.5. Επιλύνοντας καθένα από αυτά τα προβλήµατα για το µοντέλο 4.5 
παίρνουµε τα αποτελέσµατα του πίνακα 4.4.  
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∆ιάρκεια 
Τίτλου (έτη) 

 
Σενάρια 

Ελάχιστη αποδεκτή απόδοση 
(%) 

Μέγιστη απόδοση 
(%) 

Bearish 1 -26.87 -0.82 
Bearish 2 -19.27 0.24 
Bearish 3 -13.20 1.42 
Neutral 1 0.04 2.11 
Neutral 2 0.45 2.45 
Neutral 3 0.87 2.80 
Bullish 1 4.72 11.90 
Bullish 2 4.46 10.86 
Bullish 3 5.23 23.05 

Πίνακας 4.4 

Παρατηρούµε ότι στην περίπτωσή µας η µέθοδος των «λογικών» τιµών δεν µπορεί να 
εφαρµοστεί εξαιτίας του ότι οι στόχοι που τίθενται πρέπει να είναι κοινοί για όλες τις 
επιµέρους περιπτώσεις των διαφόρων σεναρίων. Εξάλλου, ένας επενδυτής θα 
επιθυµούσε όχι µόνο υψηλές αποδόσεις αλλά και κάλυψη απέναντι στον κίνδυνο. Όσο 
περισσότερο αρνητική είναι η εικόνα του επενδυτή για την αγορά τόσο µεγαλύτερη 
κάλυψη ζητά. Στην εφαρµογή µας θεωρούµε δύο περιπτώσεις αποφασιζόντων, µε 
«αισιόδοξη» και «απαισιόδοξη» εικόνα για την πορεία της αγοράς αντίστοιχα. Οι δύο 
διαφορετικές οπτικές µπορούν να µετατραπούν στους στόχους απόδοσης που 
παρουσιάζονται στους πίνακες 4.5 & 4.6.                   
 

Γωνιακά 
Σηµεία ΑΣ 

 
Σενάρια 

min
kp (%) max

kp (%) 

Bearish  -1 2 
Neutral  0 3 
Bullish  0 3 

Πίνακας 4.5 Τα «γωνιακά» σηµεία των συναρτήσεων 
συµµετοχής για µία απαισιόδοξη πρόβλεψη. 

Γωνιακά 
Σηµεία ΑΣ 

 
Σενάρια 

min
kp (%) max

kp (%) 

Bearish  -5 0 
Neutral  0 5 
Bullish  0 10 

Πίνακας 4.6 Τα «γωνιακά» σηµεία των συναρτήσεων 
συµµετοχής για µία αισιόδοξη πρόβλεψη. 

Η σύνθεση του χαρτοφυλακίου και τα αποτελέσµατα της µεθόδου για τις δύο 
διαφορετικές οπτικές παρουσιάζονται στους ακόλουθους πίνακες 4.7 & 4.8. 
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Σενάρια Αποδόσεις 

(%) 
Βαθµός  

ικανοποίησης 
Bearish 1 -0.82 0.061 
Bearish 2 -0.15 0.282 
Bearish 3 1.42 0.806 
Neutral 1 1.84 0.614 
Neutral 2 1.90 0.633 
Neutral 3 1.96 0.653 
Bullish 1 4.72 1.000 
Bullish 2 4.46 1.000 
Bullish 3 5.23 1.000 

Σύνθεση χαρτοφυλακίου 
1 έτους TRB 0.5 
3 ετών FXB 0.5 
5 ετών FXB 0 
7 ετών FXB 0 

10 ετών FXB 0 
15 ετών FXB 0 

Πίνακας 4.7 Η σύνθεση του χαρτοφυλακίου και τα αποτελέσµατα 
της µεθόδου για την απαισιόδοξη πρόβλεψη. 

 
Σενάρια Αποδόσεις 

(%) 
Βαθµός  

ικανοποίησης 
Bearish 1 -2.97 0.406 
Bearish 2 -1.05 0.790 
Bearish 3 -0.47 0.905 
Neutral 1 2.03 0.406 
Neutral 2 2.13 0.425 
Neutral 3 2.22 0.445 
Bullish 1 5.13 0.514 
Bullish 2 4.59 0.459 
Bullish 3 7.07 0.707 

Σύνθεση χαρτοφυλακίου 
1 έτους TRB 0.500 
3 ετών FXB 0.000 
5 ετών FXB 0.442 
7 ετών FXB 0 

10 ετών FXB 0 
15 ετών FXB 0.058 

Πίνακας 4.8 Η σύνθεση του χαρτοφυλακίου και τα αποτελέσµατα 
της µεθόδου για την αισιόδοξη πρόβλεψη. 

Προκειµένου να ελέγξουµε την αξιοπιστία των παραπάνω αποτελεσµάτων 
πραγµατοποιήσαµε προσοµοίωση κατά την οποία δηµιουργήθηκαν 1000 συνολικά 
σενάρια καµπυλών απόδοσης. Τα τελευταία υποθέσαµε ότι ακολουθούν κανονική 
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κατανοµή Ν(y*+µ, σ2), όπου µ και σ η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση των 3-µηνιαίων 
µεταβολών της ΑΣΛ των χρησιµοποιηθέντων τίτλων και y* το διάνυσµα των ΑΣΛ στις 
27/12/2000 (ηµεροµηνία έναρξης της επενδυτικής περιόδου). Οι τιµές των µ και σ 
παρουσιάζονται στον πίνακα 4.9.   
 

∆ιάρκεια τίτλου 
(έτη) 

 
Κατανοµή 

1 3 5 7 10 15 

Μέση τιµή  
 - 0.0057 - 0.0034 - 0.0033 - 0.0021 - 0.0014 - 0.0008 

Τυπική απόκλιση  
 0.0010 0.0032 0.0030 0.0026 0.0023 0.0016 

Πίνακας 4.9 

Η κατανοµές των αποδόσεων που προέκυψαν από την προσοµοίωση για τις δύο 
παραπάνω συνθέσεις χαρτοφυλακίου φαίνονται στο σχ.4.5.    
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Σχήµα 4.5 Η κατανοµή της απόδοσης του χαρτοφυλακίου για µία απαισιόδοξη και µία 
αισιόδοξη εικόνα για την πορεία της αγοράς. 
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Από τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης υπολογίσαµε ότι η σύνθεση του 
χαρτοφυλακίου εγγυάται, µε βαθµό εµπιστοσύνης 95%, απόδοση άνω του Athibid ίση 
µε: 
α) 2.40% για την απαισιόδοξη   και 
β) 2.65% για την αισιόδοξη πρόβλεψη για την πορεία της αγοράς. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

Στο σηµείο αυτό θα ήταν σκόπιµo να κάνουµε µία αξιολόγηση της εφαρµογής της 
θεωρίας του ασαφούς προγραµµατισµού στο πρόβληµα επιλογής χαρτοφυλακίου.  
 
Αρχικά, αντιλαµβανόµαστε πως βασικό πλεονέκτηµα της µεθόδου είναι ότι αξιοποιεί 
ποιοτικής µορφής πληροφορία. Πράγµατι, το µόνο που ζητείται από τον  
αποφασίζοντα είναι να δηλώσει τα όρια ικανοποίησης για κάθε σενάριο της αγοράς. 
Ανάλογα µε τους στόχους που θέτει δύναται να αντισταθµίσει την πραγµατοποίηση 
κερδών µε την προστασία έναντι του κινδύνου.  Έτσι, υψηλοί στόχοι για κάποιο 
σενάριο δηλώνουν την πεποίθηση του αποφασίζοντα ότι το σενάριο αυτό είναι και 
το πλέον πιθανό και «ωθούν» τη σύνθεση του χαρτοφυλακίου προς εκείνη της 
κατεύθυνση κατά την οποία επιτυγχάνονται µεγαλύτερες αποδόσεις για το δεδοµένο 
σενάριο. Για παράδειγµα, η σύνθεση του χαρτοφυλακίου που παρουσιάζεται στον 
πίνακα 4.8 αποδίδει υψηλά σε αισιόδοξα σενάρια. Εντούτοις, δεν παρέχει 
ικανοποιητική προστασία για το ενδεχόµενο εµφάνισης ενός δυσµενούς σεναρίου. 
Εν αντιθέσει, το χαρτοφυλάκιο του πίνακα 4.7 παρουσιάζει µικρότερες διακυµάνσεις 
στην απόδοση. Τα αποτελέσµατα των πινάκων 4.7 & 4.8 συµβαδίζουν σε κάθε 
περίπτωση µε τις επιδιώξεις του αποφασίζοντα. 
 
Ενδιαφέρον θα είχε να µελετήσει κανείς την ευαισθησία των αποδόσεων του 
χαρτοφυλακίου ως προς τη µεταβολή των τιµών των κατωφλίων ικανοποίησης του 
αποφασίζοντα,  min

kp και max
kp . Είναι βέβαιο ότι η µεταβολή αυτή επιφέρει αλλαγές 

στις παραµέτρους του µοντέλου (4.5) και εποµένως επηρεάζει τη διαµόρφωση του 
χαρτοφυλακίου. Πάντως, για µία ανάλυση ευαισθησίας θα πρέπει κανείς να 
διαχωρίσει τις περιπτώσεις στόχων που ικανοποιούνται πλήρως από εκείνες που 
ικανοποιούνται µερικώς και να εντοπίσει το στόχο που διαµορφώνει τη συνολική 
ικανοποίηση.   
 
Εναλλακτικές της maxmin προσεγγίσεις ασαφούς προγραµµατισµού που 
αναφέρονται στο κεφάλαιο 3, θα µπορούσαν επίσης να χρησιµοποιηθούν στην 
παρούσα εφαρµογή. Τέτοιες είναι ο ασαφής προγραµµατισµός µε χρήση του τελεστή 
του γινοµένου, η υιοθέτηση µη γραµµικών ασαφών στόχων και ο προγραµµατισµός  
δυνατότητας. Επιπλέον, ενδιαφέρον θα είχε να εξετάσει κανείς την εφαρµογή ενός 
αντισταθµιστικού τελεστή, όπως εκείνου που παρουσιάζεται στην § 2.2.4, για τη 
συνεκτίµηση των επιµέρους στόχων. Πάντως, η χαρακτηριστική προσήλωση της 
maxmin µεθόδου στην απαισιόδοξη οπτική του προβλήµατος, γεγονός που αποτελεί 
µειονέκτηµα για άλλες εφαρµογές, εδώ φαίνεται να ταιριάζει µε τη φιλοσοφία της 
σύνθεσης του χαρτοφυλακίου που είναι η ταυτόχρονη επίτευξη κέρδους και 
προστασίας έναντι του κινδύνου.      
  
Αναφορικά µε τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης, µία γενική παρατήρηση που 
µπορούµε να κάνουµε είναι ότι και οι δύο συνθέσεις του χαρτοφυλακίου επιφέρουν 
µεγαλύτερη απόδοση από το επιτόκιο χωρίς κίνδυνο. Επιπλέον, επιτυγχάνουν να 
εξασφαλίσουν ένα minimum απολαβών για τα διάφορα σενάρια της αγοράς 
Εντούτοις, η κατανοµή των αποδόσεων για µία απαισιόδοξη πρόβλεψη έχει 
µικρότερη διασπορά από εκείνη που αντιστοιχεί σε µία αισιόδοξη πρόβλεψη για την 
πορεία της αγορά. Το τελευταίο ήταν αναµενόµενο αν αναλογιστούµε τις επιδιώξεις 
του αποφασίζοντα στην κάθε περίπτωση..  

 ΑΝΑΚΕΦΑΛΑΙΩΣΗ 
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Ωστόσο, στη βάση και µόνο των αποτελεσµάτων της προσοµοίωσης λίγα µπορούν να 
ειπωθούν για την αποτελεσµατικότητα της προτεινόµενης µεθόδου. Οι αποδόσεις 
που επιτυγχάνονται εξαρτώνται από πολλούς παράγοντες όπως η φύση των τίτλων 
που επιλέχθηκαν για τη σύνθεση του χαρτοφυλακίου, η µέθοδος επιλογής των 
καµπυλών απόδοσης που χρησιµοποιούνται για την σύνθεση του χαρτοφυλακίου, η 
κατανοµή των καµπυλών απόδοσης στην προσοµοίωση, η χρονική περίοδος στην 
οποία πραγµατοποιείται η επένδυση κ.α. Όπως προκύπτει από τους πίνακες 4.7 & 
4.8, οι παραπάνω τίτλοι δε δύνανται να εξασφαλίσουν βέλτιστη αντιστάθµιση 
κινδύνου (hedging) για όλα τα σενάρια της αγοράς. Για µία αποτελεσµατική 
σύνθεση χαρτοφυλακίου, είναι απαραίτητη η υιοθέτηση στρατηγικών αντιστάθµισης 
κινδύνου. Ενδεικτικές στρατηγικές που θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν στην 
παρούσα εφαρµογή είναι: 
 
α) η ενσωµάτωση και άλλων τίτλων στο χαρτοφυλάκιο και η διαρκής 
αναπροσαρµογή τους - περίπτωση δυναµικής αντιστάθµισης κινδύνου (dynamic 
hedging) [Michalopoulos & Zopounidis, (1997)]  

β) η χρήση παραγώγων επί των οµολογιών-συνδυασµός συµβολαίων µελλοντικής 
εκπλήρωσης (future) και οµολογιών ή συνδυασµός δικαιωµάτων αγοράς, 
διακαιωµάτων πώλησης(call option και put option) και οµολογιών.  

 
Στις περιπτώσεις (α) και (β) η προστασία έναντι του κινδύνου µπορεί να συνδυαστεί 
µε την επίτευξη µεγαλύτερων αποδόσεων. Πάντως, η σύνθεση χαρτοφυλακίου µε 
στόχο την κερδοφορία αποτελεί δύσκολο έργο αφού απαιτεί καλή γνώση των 
διαθέσιµων σε µία αγορά τίτλων και προσεκτική παρακολούθηση της πορείας των 
τιµών τους. Κάτι τέτοιο όµως θα ήταν πέρα από τη σκοπιµότητα της παρούσας 
εργασίας. Στόχος της εφαρµογής δεν ήταν να προτείνει την ασαφή λογική ως 
αποκλειστικό εργαλείο επιλογής χαρτοφυλακίου αλλά, κυρίως, να επιδείξει τη 
δυνατότητα της µεθόδου να «µεταφράζει» τις επιδιώξεις και τις πεποιθήσεις του 
αποφασίζοντα σε όρους κατανοµής τίτλων στο χαρτοφυλάκιο.  
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Το βασικό κοµµάτι της εφαρµογής του κεφάλαιου 4 υλοποιήθκε στο περιβάλλον του 
Matlab©5.2.1 της Mathworks. Μία σειρά από υπορουτίνες (M-files) που 
προγραµµατίστηκαν σε γλώσσα Matlab (Μ-files) ανέλαβαν την πραγµατοποίηση 
των υπολογισµών που αναφέρονται. Στον πίνακα Π.1 παρατίθεται o κατάλογος των 
υπορουτίνων που χρησιµοποιήθηκαν στην εφαρµογή, ενώ περιγράφονται συνοπτικά 
η λειτουργία της κάθε µίας καθώς και τα δεδοµένα εισόδου και εξόδου.  
 
Τα δεδοµένα της εφαρµογής (χαρακτηριστικά τίτλων, τιµές αποτίµησης κ.α.) 
δόθηκαν σε µορφή Excel.  Μία πρώτη επεξεργασία των δεδοµένων αυτών 
(υπολογισµοί µέσων όρων, διακυµάνσεων τιµών, τυπικών αποκλίσεων κ.α) έγινε µε 
το πρόγραµµα αυτό.  
 
Η προσοµοίωση πιθανών σεναρίων της αγοράς έγινε στο Simulink© 2.2.1 της 
Mathworks.  Στο σχήµα Π-1 φαίνεται το λογικό διάγραµµα της προσοµοίωσης. 
Simout 1 και Simout 2 είναι η απόδοση του χαρτοφυλακίου που δοµείται µε βάση 
µία αισιόδοξη και µία απαισιόδοξη αντίστοιχα πρόβλεψη για την πορεία της 
αγοράς.    
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Ρουτίνα Λειτουργία ∆εδοµένα εισόδου ∆εδοµένα εξόδου 

current_yield 
Η απόδοση των  τίτλων στην 
ηµεροµηνία έναρξης της 
επενδυτικής περιόδου  

current_date 
Ηµεροµηνία έναρξης της 
επενδυτικής περιόδου 

end_date 
Ηµεροµηνία λήξης της 
επενδυτικής περιόδου 

dmax 
Μέγιστη µεταβολή της 
απόδοσης των τίτλων  

rscenarios.m 
 

Γεννήτρια σεναρίων για 
την επιλογή του 
χαρτοφυλακίου 

dmin 
Ελάχιστη µεταβολή της 
απόδοσης των τίτλων 

bearish_yield 
neutral_yield 
bullish_yield 

Τα  σενάρια καµπυλών απόδοσης  

retcalc.m 

Υπολογίζει την ετήσια 
αποδόση άνω του 

επιτοκίου χωρίς κίνδυνο 
για την επένδυση µίας 
χρηµατικής µονάδας σε 
κάθε τίτλο και για κάθε 

σενάριο  

Τα δεδοµένα εξόδου της rscenarios και η τιµή 
του επιτοκίου χωρίς κίνδυνο (athibid) Οι πίνακες C, Α και b του πολυκριτήριου προβλήµατος (4.5) 

C,A,b Τα C, A και b όπως ορίζονται στο 
πρόβληµα 3.23 

fglp.m 

Επιλύει το γραµµικό 
πρόβληµα maxmin 

ασαφούς 
προγραµµατισµού (3.23) param 

Τα γωνιακά σηµεία των ασαφών 
στόχων 

lambda 
 

Η συνολική ικανοποίηση των στόχων 
 

w Το διάνυσµα κατανοµής των τίτλων στο 
χαρτοφυλάκιο portselect.m 

Υπολογίζει τη σύνθεση 
χαρτοφυλακίου κάνοντας 
χρήση επιπλέον της fglp  

param 
Τα γωνιακά σηµεία των ασαφών 

στόχων 
lambda Η συνολική ικανοποίηση 

simout Tα αποτελέσµατα της 
προσοµοίωσης 

a βαθµός εµπιστοσύνης histogram.m 
Yπολογίζει την κατανοµή 
των αποδόσεων του 
χαρτοφυλακίου 

nbins 
Αριθµός υποδιαιρέσεων του 
διαστήµατος των δυνατών 

αποδόσεων 

y 
Η απόδοση του χαρτοφυλακίου που 

αντιστοιχεί σε a% βαθµό 
εµπιστοσύνης 

Πίνακας  Π.1 Περιγραφή των ρουτινών που χρησιµοποιήθηκαν για την υλοποίηση της εφαρµογής.  
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