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Πρόλογος 

Πρόλογος 
 

Στην παρούσα εργασία θα παρουσιαστεί µια διαδικασία, που 

αναπτύχθηκε προκειµένου να βελτιστοποιεί αεροδυναµικά αεροτοµές, 

βασιζόµενη σε Εξελικτικούς Αλγορίθµους. Επιπλέον θα παρουσιαστεί µια 

µέθοδος για ταχύτερη σύγκλιση της διαδικασίας αυτής. Μια σύντοµη 

περιγραφή των κεφαλαίων που ακολουθούν δίδεται στη συνέχεια, για την 

καλύτερη κατανόηση του πεδίου της έρευνας. 

Στο Πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζονται οι βασικές έννοιες της 

αεροδυναµικής και των αεροτοµών. Περιγράφονται οι δύο βασικές διαδικασίες 

βελτιστοποίησης για το ευθύ και το αντίστροφο πρόβληµα. ∆ίνονται οι αρχικές 

κατευθύνσεις στο πρόβληµα που εξετάζεται, καθώς και οι τεχνικές που 

πρόκειται να εφαρµοστούν. Παρατίθενται επίσης αρκετές µελέτες άλλων 

επιστηµών, πάνω στο πεδίο της βέλτιστης σχεδίασης, ώστε να γίνουν 

γνωστές κάποιες από τις διαθέσιµες µεθόδους, που χρησιµοποιούνται για την 

επίλυση τέτοιων προβληµάτων. 

Στο ∆εύτερο κεφάλαιο γίνεται µία παρουσίαση των βασικών αρχών που 

διέπουν τη λειτουργία των Εξελικτικών Αλγορίθµων. Οι Εξελικτικοί Αλγόριθµοι 

αποτελούν µια σύγχρονη µέθοδο βελτιστοποίησης δύσκολων προβληµάτων, 

που προσοµοιώνουν τη φυσική εξέλιξη. Τα τελευταία χρόνια παρατηρείται µια 

µεγάλη ανάπτυξη γύρω από τις συγκεκριµένες µεθόδους, µιας και η εξέλιξή 

τους συµβαδίζει µε την εξέλιξη των Η/Υ. 

Στο Τρίτο κεφάλαιο γίνεται αναφορά στην παραµετρική περιγραφή των 

αεροτοµών και των πτερύγων µε χρήση καµπυλών B-Spline καθώς και 

καµπυλών και επιφανειών NURBS. Αυτός ο τρόπος της παραµετρικής 

αναπαράστασης των καµπυλών και επιφανειών χρησιµοποιείται από τα πιο 

σύγχρονα σχεδιαστικά προγράµµατα (CAD). Οι καµπύλες NURBS είναι αυτές 

που χρησιµοποιούνται για την παραµετρική απεικόνιση των αεροτοµών και τη 

διασύνδεσή τους µε τον Εξελικτικό Αλγόριθµο. 

Στο Τέταρτο κεφάλαιο περιγράφεται και εφαρµόζεται η µέθοδος 

βελτιστοποίησης. Παρουσιάζονται αρκετές εφαρµογές της διαδικασίας, µε 

αλλαγή των αρχικών συνθηκών. Επίσης προτείνονται κάποιες τροποποιήσεις, 

που µπορούν να επιταχύνουν τη διαδικασία. Παρατίθενται αρκετά 
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Πρόλογος 

σχεδιαγράµµατα, τα οποία βοηθούν στην καλύτερη κατανόηση των 

αποτελεσµάτων. 

Στο Πέµπτο κεφάλαιο αναλύεται η µέθοδος ταχύτερης σύγκλισης της 

διαδικασίας βελτιστοποίησης. Τα αποτελέσµατα αυτής της µεθόδου είναι πολύ 

ικανοποιητικά και ελπιδοφόρα. Επιτυγχάνεται µια σηµαντική αύξηση στην τιµή 

της αντικειµενικής συνάρτησης σε σχέση µε τη συµβατική µέθοδο. 

Παρουσιάζονται συγκεκριµένα παραδείγµατα εφαρµογής της µεθόδου, ώστε 

να γίνει αισθητή η αποτελεσµατικότητά της. 

Στο Έκτο και τελευταίο κεφάλαιο αξιολογούνται οι µέθοδοι που 

προτάθηκαν και γίνεται αναφορά σε πιθανά µελλοντικά πεδία έρευνας. 

Στο Παράρτηµα τέλος, δίνεται ψευδοκώδικας, για την αναπαράσταση 

των καµπυλών B-Spline και κάποιων βασικών ιδιοτήτων τους, που 

χρησιµοποιήθηκαν στην παρούσα εργασία.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 - Εισαγωγή 

1. Εισαγωγή 
 

1.1. Γενικά 

Οι Εξελικτικοί Αλγόριθµοι αποτελούν µία κατηγορία µεθόδων που 

προσοµοιώνουν διαδικασίες οι οποίες αντιγράφουν τη φυσική εξέλιξη, για την 

λύση δύσκολων προβληµάτων βελτιστοποίησης, στα οποία οι συµβατικές 

µεθοδολογίες δεν µπορούσαν να εφαρµοστούν ικανοποιητικά. Στην παρούσα 

εργασία οι Εξελικτικοί Αλγόριθµοι χρησιµοποιούνται για την επίλυση 

προβληµάτων βέλτιστης αεροδυναµικής σχεδίασης αεροτοµών σε πτέρυγες 

και σε µηχανές αεροσκαφών. Τα οφέλη από τη βελτιστοποίηση της 

αεροδυναµικής σχεδίασης µιας πτέρυγας µπορούν να µεταφραστούν σε 

οικονοµία καυσίµων, αύξηση της ταχύτητας πλεύσης, αύξηση του χρόνου 

πτήσης, βελτιωµένα αεροδυναµικά χαρακτηριστικά κ.λπ.  

Οι µέθοδοι που βασίζονται σε πληθυσµιακά µοντέλα αλγορίθµων 

απαιτούν υπερβολικούς χρόνους επεξεργασίας δεδοµένων, αφού κάθε 

υποψήφια λύση του πληθυσµού χρειάζεται να αξιολογηθεί µε διάφορα 

αριθµητικά µοντέλα (π.χ. κώδικες CFD), τα οποία απαιτούν συνήθως µεγάλο 

υπολογιστικό χρόνο. Αν για παράδειγµα η αξιολόγηση µίας αεροτοµής απαιτεί 

10 λεπτά και απαιτούνται 500 αξιολογήσεις µέχρι τον τερµατισµό του 

Εξελικτικού Αλγορίθµου, τότε απαιτούνται περίπου 5000 λεπτά (δηλαδή 

περίπου 83 ώρες) για την εύρεση της βελτιστοποιηµένης αεροτοµής. Για το 

λόγο αυτό, ειδικά στις περιπτώσεις χρήσης Εξελικτικών Αλγορίθµων, είναι 

κεφαλαιώδους σηµασίας η µείωση των αναγκαίων αξιολογήσεων των 

υποψήφιων λύσεων. Προς την κατεύθυνση αυτή κινείται και η παρούσα 

εργασία, προτείνοντας µία τεχνική για την επιτάχυνση της σύγκλισης του 

Εξελικτικού Αλγορίθµου και τη µείωση των αναγκαίων αξιολογήσεων.  

 

1.2. Αεροδυναµική & Υδροδυναµική 

Οι διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν σε γενική µορφή την κίνηση 

των ρευστών, αναπτύχθηκαν κατά πρώτον από τον Navier το 1820 και 

αργότερα τελειοποιήθηκαν από τον Stokes το 1845. Αυτές οι εξισώσεις που 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 - Εισαγωγή 

τώρα καλούνται εξισώσεις Navier-Stokes, συνδέουν την ταχύτητα, την 

πυκνότητα, την πίεση και το ιξώδες του ρευστού σε κάθε θέση στο χώρο του 

πεδίου ροής. Επειδή δεν έχει βρεθεί γενική αναλυτική λύση για τις 

συγκεκριµένες διαφορικές εξισώσεις  παρά µόνο για πολύ ειδικές περιπτώσεις 

(µε βάση απλοποιητικές παραδοχές), η επίλυσή τους µπορεί να επιτευχθεί 

µόνο προσεγγιστικά, µε τη χρήση αριθµητικών µεθόδων. Ο κλάδος της 

ρευστοµηχανικής που ασχολείται µε την επίλυση των εξισώσεων µε χρήση 

αριθµητικών µεθόδων ονοµάζεται Υπολογιστική Ρευστοµηχανική 

(Computational Fluid Dynamic – CFD). Λόγω της ραγδαίας εξάπλωσης των 

υπολογιστών και της αύξησης της ισχύος τους, ο συγκεκριµένος κλάδος 

εµφανίζει ραγδαία ανάπτυξη τα τελευταία χρόνια και έχει επιτρέψει την 

(προσεγγιστική) επίλυση δύσκολων προβληµάτων ροής, τα οποία πριν µερικά 

χρόνια φάνταζαν ακατόρθωτα.  

Η αεροδυναµική άρχισε να αναπτύσσεται στην αρχή του 20ού αιώνα, 

ωθούµενη από την προσπάθεια του ανθρώπου για πτήση. Αρχικά, οι 

προσπάθειες για πτήση στηρίχθηκαν περισσότερο στην παρατήρηση της 

πτήσης των πουλιών, παρά στην επιστήµη της µηχανικής των ρευστών. Στη 

συνέχεια όµως η αεροδυναµική, κάνοντας χρήση των υπαρχόντων θεωριών 

της υδροδυναµικής, γρήγορα ξεπέρασε τον πρόγονό της.  

Ξεκίνησε µε τις ίδιες απλοποιητικές υποθέσεις, όπως η υδροδυναµική 

(π.χ. ατριβή ροή και ασυµπίεστο ρευστό). Ενώ όµως η τελευταία υπόθεση 

είναι πολύ κοντά στην πραγµατικότητα για τα υγρά, δεν ισχύει για τα αέρια, 

παρά µόνο για µικρές ταχύτητες πτήσης. Αυτό όµως ήταν αρκετό για τα 

πρώτα χρόνια εξέλιξης της αεροναυτικής. Όσον αφορά στην πρώτη υπόθεση 

του ατριβούς ρευστού, ο Prandtl έδειξε ότι η επίδραση του ιξώδους σε ροή 

γύρω από λεία σώµατα, περιοριζόταν σ’ ένα λεπτό στρώµα προσκολληµένο 

στο σώµα. Η περιοχή αυτή καλείται οριακό στρώµα. Έξω από το οριακό 

στρώµα οι δυνάµεις τριβής είναι αµελητέες και εποµένως εκεί µπορούν να 

εφαρµοστούν οι θεωρίες της δυναµικής ροής (potential flow), οι οποίες 

αφορούν σε ατριβές ασυµπίεστο ρευστό. Η ανάπτυξη των σχετικών θεωριών 

και η ανάλυση των αεροδυναµικών σωµάτων έδωσε τη δυνατότητα της 

ταχείας εξέλιξης του σχεδιασµού των αεροτοµών. 

Ενώ τα λεπτά αεροδυναµικά σώµατα (όπως π.χ. οι άτρακτοι και οι 

πτέρυγες των αεροπλάνων) έχουν ένα συνεχές και σταθερό οριακό στρώµα, 
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τα µη αεροδυναµικά σώµατα (όπως π.χ. η σφαίρα, ο κύλινδρος, τα πρίσµατα 

κ.λπ.) δεν έχουν. Στις περιοχές κατάντη της ροής, όπου το σώµα αρχίζει να 

στενεύει απότοµα (π.χ. στο πίσω τµήµα µιας σφαίρας), η ροή αρχίζει να 

αποκολλάται από το σώµα, δηµιουργώντας περιοχές ανακυκλοφορίας, µη 

µόνιµης ροής (σχηµατίζονται δηλαδή δίνες, οι οποίες µπορεί να 

αποκολλώνται περιοδικά από το σώµα). Στις περιπτώσεις αυτές, οι λύσεις της 

δυναµικής ροής γίνονται ανακριβείς ακόµα και µακριά από το σώµα. Μέχρι 

σήµερα δεν υπάρχει πλήρης αναλυτική θεωρία για ροή χαµηλής ταχύτητας 

γύρω από µη αεροδυναµικά σώµατα, αλλά είναι µόνο ποιοτικά γνωστό το τί 

συµβαίνει στη ροή. 

 
Σχήµα 1.1. – Απεικόνιση των δυνάµεων που ασκούνται σε αεροτοµή. V: το διάνυσµα της 

ταχύτητας πτήσης, L: το διάνυσµα της άνωσης, D: το διάνυσµα της αντίστασης. 

 
Σχήµα 1.2. – Σχηµατισµός πτέρυγας από διαδοχικές αεροτοµές. 
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1.3. Σχηµατισµός αεροτοµών 

Μια αεροτοµή είναι ένα δισδιάστατο σχήµα µορφοποιηµένο κατά τέτοιο 

τρόπο, ώστε να παράγει «άνωση» καθώς αυτό κινείται µέσα στον αέρα, αλλά 

µε πολύ µικρή τιµή της αντίστασης (σχήµα 1.1). Το ζητούµενο δηλαδή από 

µία αεροτοµή είναι η µεγάλη τιµή του λόγου άνωση προς αντίσταση. Το πιο 

συνηθισµένο παράδειγµα µιας αεροτοµής είναι η τοµή µιας πτέρυγας 

αεροπλάνου (σχήµα 1.2). Η ίδια όµως αρχή σχεδίασης ακολουθείται για τη 

σχεδίαση των πτερυγίων των συµπιεστών, των ελίκων, των αντλιών, των 

υδροστροβίλων και των αεριοστροβίλων. Η εφαρµογή τους δεν περιορίζεται 

στην αεροναυτική αλλά είναι χαρακτηριστική η χρήση αεροτοµών σε 

αυτοκίνητα αγώνων, οι οποίες παράγουν αρνητική άνωση για αύξηση της 

πρόσφυσης σε υψηλές ταχύτητες.  

Μία αεροτοµή παραδοσιακά σχηµατίζεται από µία µέση γραµµή και µία 

διανοµή πάχους γύρω από αυτή (σχήµα 1.3). Η µέση γραµµή της αεροτοµής 

έχει συνήθως µορφή παρόµοια µε τόξο. Η καµπυλότητα της µέσης γραµµής 

είναι αυτή που παράγει την άνωση. Η άνωση στην ουσία οφείλεται στην 

καµπύλωση των γραµµών ροής του ρευστού γύρω από την αεροτοµή. Η 

διανοµή πάχους γύρω από τη µέση γραµµή εξασφαλίζει στατική και δυναµική 

αντοχή, οµαλή ροή και λειτουργία σε διαφορετικές γωνίες προσβολής. Η 

αεροτοµή στην ουσία παράγεται µε την τοποθέτηση διαδοχικών κύκλων, µε 

κέντρο στη µέση γραµµή και ακτίνα τη διανοµή πάχους στη συγκεκριµένη 

θέση (σχήµα 1.4). Προφανώς, µία µέση γραµµή χωρίς καµπυλότητα 

(ευθύγραµµο τµήµα) παράγει µία συµµετρική αεροτοµή. Η αεροτοµή αυτή δεν 

παράγει καθόλου άνωση για µηδενική γωνία προσβολής. 

Το µπροστινό σηµείο της αεροτοµής, στο οποίο η µέση γραµµή τέµνει 

την αεροτοµή, ονοµάζεται χείλος προσβολής. Αντίστοιχα το πίσω τµήµα της 

αεροτοµής στο οποίο ενώνονται τα δύο ρεύµατα και στο οποίο η µέση γραµµή 

τέµνει την αεροτοµή, ονοµάζεται χείλος εκφυγής. Η περιοχή του χείλους 

προσβολής είναι αρκετά καµπυλωµένη, ώστε η αεροτοµή να λειτουργεί υπό 

διαφορετικές γωνίες προσβολής, χωρίς να υπάρχει κίνδυνος αποκόλλησης 

της ροής. Το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει το χείλος προσβολής και το 

χείλος εκφυγής ονοµάζεται χορδή (chord) της αεροτοµής (σχήµα 1.3). Η γωνία 

µεταξύ του διανύσµατος της ροής και της χορδής της αεροτοµής ονοµάζεται 

 
ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ ΚΡΗΤΗΣ – ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ ΚΑΙ ∆ΙΟΙΚΗΣΗΣ 

9



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 - Εισαγωγή 

γωνία πρόσπτωσης. Με την αύξηση της συγκεκριµένης γωνίας (µέσα σε 

ορισµένα πλαίσια) επιτυγχάνεται αύξηση της άνωσης. Πέρα από κάποια όρια, 

η ροή στο επάνω τµήµα της αεροτοµής αποκολλάται, αυξάνοντας την 

αεροδυναµική αντίσταση και µειώνοντας δραστικά την άνωση. Η κατάσταση 

αυτή ονοµάζεται απώλεια στήριξης και είναι εξαιρετικά επικίνδυνη για ένα 

αεροσκάφος. Όσο η ταχύτητα πτήσεως ενός αεροπλάνου είναι µικρότερη, 

τόσο πρέπει να αυξάνεται η γωνία πρόσπτωσης των πτερύγων του για την 

παραγωγή ικανού ποσού άνωσης που θα το διατηρήσουν στον αέρα. Είναι 

πολλές φορές αξιοσηµείωτη η ανύψωση του ρύγχους των αεροπλάνων 

καθώς προσεγγίζουν αργά το έδαφος για να προσγειωθούν. 

 

 
Σχήµα 1.3. – Κατασκευή της αεροτοµής µε χρήση διανοµής µέσης γραµµής και διανοµής 

πάχους. 

 

 

 

 
Σχήµα 1.4. – Ο σχηµατισµός της αεροτοµής αντιστοιχεί σε τοποθέτηση κύκλων µε κέντρο επί 

της µέσης γραµµής και διάµετρο ίση µε το πάχος στο συγκεκριµένο σηµείο. Η περιβάλλουσα 

των κύκλων σχηµατίζει την αεροτοµή. Η χορδή C συνδέει την ακµή προσβολής Β1 µε την 

ακµή φυγής Β. 

 

 
ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ ΚΡΗΤΗΣ – ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ ΚΑΙ ∆ΙΟΙΚΗΣΗΣ 

10



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 - Εισαγωγή 

1.4. Το ευθύ και το αντίστροφο  πρόβληµα βελτιστοποίησης 
αεροτοµής 

Το ευθύ πρόβληµα βελτιστοποίησης αεροτοµής συνίσταται στο 

συνδυασµό µίας αριθµητικής µεθόδου βελτιστοποίησης µε µία µέθοδο 

αεροδυναµικής ανάλυσης και αξιολόγησης αεροτοµών, µε βάση 

συγκεκριµένες συνθήκες και περιορισµούς. Στην ουσία, ο αλγόριθµος 

βελτιστοποίησης κατευθύνει την αναζήτηση σε συγκεκριµένες µορφές 

αεροτοµών, οι οποίες αξιολογούνται µε τη χρήση της αντίστοιχης αριθµητικής 

µεθόδου. Έτσι, τροποποιείται το σχήµα της αεροτοµής, ώστε να 

ικανοποιούνται αποτελεσµατικά συγκεκριµένες απαιτήσεις για τη διανοµή της 

πίεσης, ή για την άνωση και την αντίσταση του αέρα. 

Μία από τις προσεγγίσεις που ακολουθούνται για το ευθύ πρόβληµα, 

είναι ο συνδυασµός µεθόδων υπολογιστικής ρευστοµηχανικής (CFD) µε 

εξελικτικούς αλγόριθµους. Πάντως οι µέθοδοι υπολογιστικής ρευστοµηχανικής 

έχουν µεγάλες υπολογιστικές απαιτήσεις, ακόµη και για την αξιολόγηση µίας 

µόνο αεροτοµής, πόσο µάλλον για την αξιολόγηση ολόκληρου πληθυσµού 

αεροτοµών σε διαδοχικές γενιές. Για το λόγο αυτό είναι ουσιαστική η 

προσπάθεια επιτάχυνσης της όλης διαδικασίας.  

Η επίλυση µε χρήση της αντίστροφης διαδικασίας έχει το πλεονέκτηµα 

της πολύ ταχύτερης σύγκλισης. Το αντίστροφο πρόβληµα σχεδίασης 

αεροτοµής ορίζεται ως η σχεδίαση µιας αεροτοµής µε δεδοµένη διανοµή 

πίεσης στις πλευρές υποπίεσης και υπερπίεσης για δεδοµένες συνθήκες 

λειτουργίας. Όσο πιο κοντά πλησιάζουµε στο στόχο (σχηµατισµός κλειστής 

αεροτοµής) τόσο καλύτερη είναι η τεχνική. Για το πρόβληµα αυτό έχουν 

αναπτυχθεί διάφορες µέθοδοι, οι οποίες δεν θα µας απασχολήσουν 

εκτεταµένα, αφού η παρούσα εργασία ασχολείται µε το ευθύ πρόβληµα. 

 

1.5. Περιγραφή του αντικειµένου µελέτης 

Στην παρούσα εργασία αναλύονται δύο διαδικασίες. Η πρώτη αφορά στο 

βέλτιστο σχεδιασµό αεροτοµών µέσω Εξελικτικών Αλγορίθµων (ΕΑ) και ο 

τρόπος που οι παράµετροι του ΕΑ επηρεάζουν την διαδικασία. Η δεύτερη 

αφορά σε µια µέθοδο ταχύτερης σύγκλισης της διαδικασίας. 
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Για πρακτικούς λόγους, που έχουν να κάνουν µε τον χρόνο σύγκλισης 

της πραγµατικής διαδικασίας, θεωρούµε ένα πιο απλό πρόβληµα από το 

πραγµατικό. Το πρόβληµα που αντιµετωπίζουµε είναι η προσέγγιση µίας 

υπάρχουσας αεροτοµής µε χρήση ΕΑ και όχι η προσέγγιση µιας δεδοµένης 

διανοµής πιέσεως. Έτσι αποφεύγεται η χρησιµοποίηση µεθόδων CFD για την 

αξιολόγηση της κάθε αεροτοµής, αλλά παραµένουν οι δυσκολίες του 

προβλήµατος της γεωµετρικής απεικόνισης και της διαδικασίας της σύγκλισης 

του ΕΑ. Αφού πετύχουµε, µετά από ένα αριθµό επαναλήψεων, να 

προσεγγίσουµε την δεδοµένη αεροτοµή  - στόχο, τότε έχουµε ισχυρές 

ενδείξεις ότι η διαδικασία λειτουργεί κανονικά και µπορεί να εφαρµοστεί για 

την εύρεση καλύτερων αεροδυναµικά αεροτοµών επιλύνοντας το πραγµατικό 

πρόβληµα. Στην ουσία χτίστηκε ένα τεχνητό πρόβληµα, το οποίο όµως 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την ανάπτυξη συγκεκριµένης µεθοδολογίας, 

χωρίς να απαιτούνται οι εξαντλητικές χρονικά απαιτήσεις του πραγµατικού 

προβλήµατος. 

Η κλασική προσέγγιση (συµβατική µέθοδος) που ακολουθείται για το 

συγκεκριµένο πρόβληµα σχεδίασης µε χρήση ΕΑ περιγράφεται ως 

ακολούθως. Η αεροτοµή που θέλουµε να προσεγγίσουµε περιγράφεται 

συνήθως από ένα συγκεκριµένο πλήθος σηµείων. Κάθε άλλη αεροτοµή, που 

ελέγχεται για πιθανή λύση από την επαναληπτική διαδικασία, περιγράφεται µε 

καµπύλες NURBS. Για να ξεκινήσει η διαδικασία του Εξελικτικού Αλγορίθµου 

πρέπει να εισαχθεί στον αλγόριθµο ένα αρχικός πληθυσµός αεροτοµών 

(υποψήφιων λύσεων). Αυτός παράγεται µε τυχαίο τρόπο, δίνοντας το 

(σταθερό) πλήθος των σηµείων ελέγχου που επιθυµούµε να περιγράψουν 

κάθε αεροτοµή και τα διαστήµατα στα οποία θέλουµε να κυµαίνονται οι 

συντεταγµένες κάθε σηµείου. ∆ηµιουργούµε δηλαδή συγκεκριµένα παράθυρα 

στον χώρο xy, µέσα στα οποία επιτρέπεται να κινούνται οι συντεταγµένες 

κάθε σηµείου ελέγχου της καµπύλης. 

Για την ταχύτερη σύγκλιση της παραπάνω διαδικασίας στην παρούσα 

εργασία προτείνεται µια παραλλαγή της µεθόδου. Με δεδοµένο ότι κάθε 

επανάληψη του ΕΑ εξαρτάται κατά ένα µεγάλο ποσοστό από την 

προηγούµενή της, είναι εύκολο να αντιληφθεί κάποιος την σηµαντικότητα της 

πρώτης επανάληψης για την εύρεση του πρώτου τυχαίου πληθυσµού. Πρέπει 

να σηµειωθεί επίσης ότι όσο περισσότερα είναι τα σηµεία ελέγχου και όσο 
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µεγαλύτερα είναι τα διαστήµατα των ορίων τους τόσο η διαδικασία απαιτεί 

περισσότερο υπολογιστικό χρόνο για την λύση του προβλήµατος. 

Με αυτό το σκεπτικό επινοήθηκε η διαδικασία ταχύτερης σύγκλισης, στην 

οποία εφαρµόζουµε την διαδικασία βελτιστοποίησης σε δύο διαδοχικά στάδια. 

Κατά το πρώτο στάδιο εκτελούµε τη διαδικασία βελτιστοποίησης, 

περιγράφοντας τις υποψήφιες αεροτοµές µε σχετικά λίγα σηµεία ελέγχου και 

µεγάλα διαστήµατα ορίων σε καθένα από αυτά. Μετά από ένα µικρό αριθµό 

επαναλήψεων η διαδικασία σταµατά και επιλέγεται η καλύτερη λύση. Με βάση 

αυτή (και των ιδιοτήτων των καµπυλών NURBS που περιγράφονται σε 

επόµενο κεφάλαιο) αυξάνονται τα σηµεία ελέγχου, που περιγράφουν την 

βέλτιστη αεροτοµή του πρώτου σταδίου. Με βάση τα νέα αυξηµένα σηµεία 

ελέγχου της εν λόγω αεροτοµής κατασκευάζονται νέα παράθυρα γύρω από 

αυτά µε µειωµένα διαστήµατα για κάθε γονίδιο. Η διαδικασία βελτιστοποίησης 

ξεκινάει εκ νέου, αποτελώντας το δεύτερο στάδιο, παράγοντας τυχαίες λύσεις 

µέσα στα νέα πολύ µικρότερα όρια. Με τον τρόπο αυτό επιτυγχάνεται µια 

αισθητή επιτάχυνση, αφού µειώνεται σηµαντικά το πεδίο πιθανών λύσεων. 

Το σκεπτικό της όλης διαδικασίας είναι να βρεθεί µια σχετικά καλή 

πρώτη λύση, µε λιγότερα σηµεία ελέγχου απ’ ότι στην κανονική διαδικασία. 

Κατόπιν αυξάνουµε τα σηµεία ελέγχου για να δοθεί µεγαλύτερη ευκαµψία στα 

σχήµατα των αεροτοµών και µειώνουµε τα διαστήµατα των ορίων τους, αφού 

ξέρουµε πλέον πως περίπου θα µοιάζει η τελική αεροτοµή. Αφού δηλαδή ο 

αλγόριθµος έχει «καταλάβει» την πορεία προς την οποία πρέπει να κινηθεί, 

αυξάνεται η ευελιξία στην περιγραφή της αεροτοµής, µε την εισαγωγή 

περισσότερων σηµείων ελέγχου, ενώ περιορίζεται το εύρος κίνησης του 

καθενός από αυτά, προκειµένου να µειωθεί ο χώρος λύσεων και να 

διατηρηθεί χαµηλά ο χρόνος σύγκλισης. Η ιδέα βασίζεται στο γεγονός ότι οι 

ΕΑ συγκλίνουν ταχύτατα κοντά στη βέλτιστη λύση, αλλά απαιτούν πολύ 

χρόνο για να φτάσουν στο ολικό βέλτιστο.  

 

1.6. Βιβλιογραφική επισκόπηση 

Στη συνέχεια περιγράφονται µελέτες ερευνητών για τον βέλτιστο 

σχεδιασµό αεροτοµών και πτερυγίων µε επαναληπτικές µεθόδους 
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βελτιστοποίησης. Οι περισσότερες χρησιµοποιούν εξελικτικούς αλγορίθµους 

σε συνδυασµό µε ή και χωρίς άλλες τεχνικές, όπως νευρωνικά δίκτυα. 

Σε µια ενδιαφέρουσα µελέτη ο I. De Falco [De Falco,1997] παρουσιάζει 

εξελικτικούς αλγορίθµους βελτιστοποίησης, τους οποίους εφαρµόζει σε 

προβλήµατα σχεδιασµού αεροτοµών. Η µελέτη του χωρίζεται σε δύο µέρη. 

Στο πρώτο αναλύονται οι πιο γνωστοί εξελικτικοί αλγόριθµοι και 

περιγράφεται η αποτελεσµατικότητά τους σε προβλήµατα βελτιστοποίησης. 

Στο δεύτερο µέρος της εργασίας εφαρµόζει τους εξελικτικούς αλγορίθµους, 

που περιγράφτηκαν στο πρώτο µέρος, για να λύσει προβλήµατα βέλτιστου 

αεροδυναµικού σχεδιασµού αεροτοµών. Εφαρµόζει αυτούς τους αλγορίθµους 

για το ευθύ και το αντίστροφο πρόβληµα σχεδίασης. Στο πρώτο µέρος της 

εργασίας παρατίθενται οι βασικές ιδέες για την κατανόηση των εξελικτικών 

αλγορίθµων, καθώς και οι διάφορες εκδοχές τους, ενώ γίνεται αναφορά στις 

οµοιότητες και διαφορές που εµφανίζουν. Παρουσιάζονται µε λεπτοµέρεια οι 

γενετικοί αλγόριθµοι, οι εξελικτικές στρατηγικές, ο γενετικός αλγόριθµος 

Breeder και ο εξελικτικός προγραµµατισµός. Αφού γίνει η αναλυτική 

περιγραφή των µεθόδων, ο συγγραφέας παρουσιάζει τη δική του εκδοχή 

εξελικτικού αλγορίθµου, τον δυαδικό αλγόριθµο M-EA, και εκθέτει τα 

πλεονεκτήµατα του, έναντι των άλλων διαδικασιών. Στο τέλος υπάρχει µία 

σύγκριση όλων των αλγορίθµων, βγάζοντας γενικά συµπεράσµατα για τις 

µεθόδους που περιγράφτηκαν. 

 
Σχήµα 1.5. – Περιγραφή της αεροτοµής µε χρήση δύο καµπυλών B-Spline για το τµήµα 

υπερπίεσης και υποπίεσης. 
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Στο δεύτερο τµήµα της εργασίας του ο De Falco θέτει σε εφαρµογή τρεις 

από τους πάνω αλγορίθµους για να λύσει το ευθύ και το αντίστροφο 

πρόβληµα σχεδίασης. Οι τρεις εξελικτικοί αλγόριθµοι είναι ένας δυαδικός 

γενετικός αλγόριθµος, ο δυαδικός M-EA και ο γενετικός αλγόριθµος Breeder 

µε πραγµατικές µεταβλητές. Στο ευθύ πρόβληµα σχεδίασης, δίνεται το σχήµα 

µιας τυχαίας αεροτοµής και µία ή περισσότερες συνθήκες λειτουργίας. Η 

µέθοδος πρέπει να αλλάξει το σχήµα της αεροτοµής έτσι ώστε να ικανοποιεί 

τις απαιτήσεις µεγιστοποίησης του λόγου άνωσης προς αντίσταση, στα 

διαφορετικά σηµεία λειτουργίας. Στο αντίστροφο πρόβληµα, ξεκινάει από µια 

τυχαία αεροτοµή και ο σκοπός είναι να ξαναφτιαχτεί η αεροτοµή από τη 

δεδοµένη διανοµή της πίεσης για συγκεκριµένες συνθήκες ροής. Στο 

αντίστροφο πρόβληµα ο De Falco αναπαριστά την αεροτοµή µε δύο 

καµπύλες B-Spline 4ου βαθµού, από 9 σηµεία ελέγχου η κάθε µία (σχήµα 1.5). 

Στο τέλος της εργασίας του ο De Falco κάνει χρήση µοντέλων παράλληλης 

επεξεργασίας για την επιτάχυνση της διαδικασίας.  

Ο A. Demeulenaere [Demeulenaere,1997] στην µελέτη του, πρότεινε µια 

µέθοδο για σχεδίαση πτερυγίων συµπιεστών και στροβίλων. Η µέθοδος 

λειτουργεί επαναληπτικά, αλλάζοντας το αρχικό γεωµετρικό σχήµα ενός 

πτερυγίου, µέχρι η επιφάνειά του να αποκτήσει µια καθορισµένη διανοµή 

πίεσης. Η µέθοδος επιλύει τη χρονικά µεταβαλλόµενη µορφή των εξισώσεων 

Euler και Navier-Stokes, µε τα χωρικά όρια της αεροτοµής να µετακινούνται 

σε κάθε επανάληψη. 

Η µέθοδος κατ’ αρχήν χρησιµοποιείται για να αναπαράγει τρισδιάστατα 

πτερύγια στροβίλων. Επίσης παρουσιάζεται η σχεδίαση αξονικών και 

ακτινικών πτερυγίων συµπιεστών, καθώς και η περίπτωση ενός λεπτού 

αξονικού πτερυγίου στροβίλου. Η πίεση είναι προκαθορισµένη µόνο σε ένα 

κοµµάτι της επιφάνειας του πτερυγίου, ώστε να παρέχεται περισσότερη 

ευκαµψία, και να εξασφαλίζει ότι το νέο πτερύγιο θα βρίσκεται σε συµφωνία 

µε τους µηχανικούς περιορισµούς (αντοχής).  

Στην εργασία τους οι S. Obayashi και S. Takanashi [Obayashi & 

Takanashi] εφάρµοσαν ένα γενετικό αλγόριθµο που βελτιστοποιεί την 

διανοµής της πίεσης για το αντίστροφο πρόβληµα. Όταν επιτυγχάνεται ο 

στόχος της διανοµής της πίεσης, τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά του πτερυγίου 
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µπορούν να βρεθούν από τον αντίστροφο σχεδιασµό µε αντίστροφη επίλυση 

των εξισώσεων Navier-Stokes. Οι εφαρµογές που παρουσιάζονται στην 

εργασίας αυτή δείχνουν ότι ο συγκεκριµένος αλγόριθµος βελτιστοποίησης 

µπορεί να εφαρµοστεί αποτελεσµατικά για να αναπαραχθούν πτερύγια 

υπερηχητικής ροής. 

Ο S. Obayashi [Obayashi,1997] δηµοσίευσε µια µελέτη για εφαρµογή 

εξελικτικών αλγορίθµων στην αεροδυναµική βελτιστοποίηση. Σ’ αυτήν 

δείχνεται πως σε τέτοια προβλήµατα η αντικειµενική συνάρτηση είναι αρκετά 

πολύπλοκη ακόµα και στο πιο απλό πρόβληµα. Ο εξελικτικός αλγόριθµος που 

εφαρµόζεται είναι ένας γενετικός αλγόριθµος. Παρουσιάζεται µια σύγκριση του 

γενετικού αλγορίθµου µε δύο άλλα µοντέλα, ενώ τα αποτελέσµατα 

αναδεικνύουν τον γενετικό ως την καλύτερη επιλογή για προβλήµατα 

αεροδυναµικής βελτιστοποίησης. Στη συνέχεια γίνεται λόγος για την επέκταση 

του γενετικού αλγορίθµου σε προβλήµατα µε περισσότερες από µία 

αντικειµενικές συναρτήσεις. Προτείνονται οι πολυκριτήριοι γενετικοί 

αλγόριθµοι (Multi Objective Genetic Algorithms - MOGAs) οι οποίοι βασίζονται 

στην ιδέα του µετώπου Pareto. Επίσης αποδεικνύεται πως οι πολυκριτήριοι 

γενετικοί αλγόριθµοι (MOGAs) είναι αρκετά καλοί και σταθεροί για 

παράλληλες διαδικασίες.  

Σε µια επόµενη επιστηµονική δηµοσίευση ο S. Obayashi 

[Obayashi,1997b] ασχολείται µε το αντίστροφο πρόβληµα σχεδίασης, µε 

σκοπό τη µείωση του υπολογιστικού χρόνου. Κατά τη διαδικασία αξιολόγησης 

της κάθε αεροτοµής απαιτείται η χρησιµοποίηση κωδίκων CFD, που 

αυξάνουν υπέρµετρα το υπολογιστικό κόστος και αυτός είναι ο λόγος που 

προτείνεται η ενασχόληση µε το αντίστροφο πρόβληµα, δηλαδή αυτό της 

εύρεσης της βέλτιστης διανοµής πιέσεως. Αφού αυτή βρεθεί µε τη χρήση του 

γενετικού αλγορίθµου, στη συνέχεια η γεωµετρία της αεροτοµής 

προσδιορίζεται µε µεθόδους αντίστροφης σχεδίασης. Ο γενετικός αλγόριθµος 

εφαρµόζεται για να βρει σε µια επιφάνεια, τη διανοµή της πίεσης, η οποία 

ελαχιστοποιεί την αντίσταση του αέρα για δεδοµένη άνωση και πάχος 

αεροτοµής.  

Οι D. Quagliarella και A. Della Cioppa [Quagliarella & Della Cioppa, 

1994] ανέπτυξαν µια µέθοδο σχεδιασµού υπερηχητικών πτερυγίων που 

βασίζεται στους γενετικούς αλγορίθµους σε συνδυασµό τους µε µεθόδους 
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CFD. Στην εργασία τους επισηµαίνουν την αποτελεσµατικότητα τέτοιων 

µεθόδων βελτιστοποίησης, τόσο για µία όσο και για περισσότερες 

αντικειµενικές συναρτήσεις. 

Ο S. Pierret [Pierret, 1999] ανέπτυξε µια µέθοδο σχεδίασης πτερυγίων 

για στροβιλοµηχανές. Ο σκοπός είναι να δηµιουργηθεί ένα ολοκληρωµένο 

υπολογιστικό σύστηµα, που να σχεδιάζει βέλτιστα πτερύγια για στροβίλους 

και συµπιεστές µε πολύ µικρό υπολογιστικό κόστος. 

Η προτεινόµενη µέθοδος είναι πλήρως αυτοµατοποιηµένη, παρέχοντας 

αποτελεσµατικά σχέδια πτερυγίων (διαφόρων τύπων) σε πολύ µικρό 

υπολογιστικό χρόνο, χρησιµοποιώντας µεθόδους τεχνητής νοηµοσύνης, 

όπως οι αρχικές συναρτήσεις προσεγγίσεως, τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα, οι 

γενετικοί αλγόριθµοι (σε συνδυασµό µε κώδικες CFD). Οι µέθοδοι αυτές 

εφαρµόστηκαν στη σχεδίαση δισδιάστατων και τρισδιάστατων  πτερυγίων για 

στροβιλοµηχανές. 

Σύµφωνα µε την εργασία του Pierret δύο θέµατα είναι σηµαντικά. Πώς να 

µειωθεί όσο το δυνατόν περισσότερο η ανθρώπινη µεσολάβηση, η οποία 

γίνεται εµπόδιο για την πλήρη εκµετάλλευση τέτοιων ισχυρών υπολογιστικών 

εργαλείων, και πώς να διατηρηθεί και να χρησιµοποιηθεί η υπάρχουσα 

ανθρώπινη γνώση. Η λύση σε αυτό το πρόβληµα δόθηκε µε τη 

χρησιµοποίηση τεχνικών τεχνητής νοηµοσύνης. 

Με την εισαγωγή προσεγγιστικών συναρτήσεων, ο χώρος λύσεων 

προσεγγίζεται χρησιµοποιώντας δεδοµένα από προηγούµενες επιλύσεις της 

ροής γύρω από υπάρχουσες αεροτοµές. Χρησιµοποιώντας έτσι ένα 

προσεγγιστικό µοντέλο, δεν απαιτείται η επαναληπτική χρήση κωδίκων CFD, 

οπότε η διαδικασία της βελτιστοποίησης απαιτεί πολύ λιγότερο χρόνο. Στη 

συνέχεια εφαρµόζεται ένας αλγόριθµος βελτιστοποίησης, µε σκοπό να βρει 

την βέλτιστη γεωµετρία. Κατά την διάρκεια της διαδικασίας βελτιστοποίησης, η 

αεροδυναµική συµπεριφορά του πτερυγίου εκτιµάται χρησιµοποιώντας το 

προσεγγιστικό µοντέλο. 

Για την περιγραφή των πτερυγίων χρησιµοποιείται ένα µοντέλο που 

κάνει χρήση καµπυλών Bezier, µε το οποίο καθίσταται δυνατή η περιγραφή 

διαφορετικών τύπων πτερυγίων συµπιεστών και στροβίλων, σε 2 ή 3 

διαστάσεις.   
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Αρκετοί αλγόριθµοι βελτιστοποίησης υλοποιούνται και δοκιµάζονται στην 

εργασία αυτή, ενώ µε κριτήριο το χρόνο σύγκλισης, ο γενετικός αλγόριθµος 

και η εξοµοιωµένη ανόπτηση δείχνουν  να είναι οι καλύτερες. 

Ένα µεγάλο µειονέκτηµα των µεθόδων βελτιστοποίησης, που κάνουν 

χρήση εξελικτικών αλγορίθµων, είναι ο χρόνος επεξεργασίας και 

υπολογισµού. Μια πολύ καλή µελέτη για επιτάχυνση των εξελικτικών 

αλγορίθµων κατά την εφαρµογή τους στην αεροδυναµική, παρουσίασε ο K. C. 

Giannakoglou [Giannakoglou, 2002]. Ο σκοπός αυτής της εργασίας είναι να 

παρουσιάσει αρχές και αλγορίθµους οι οποίοι µπορούν να µειώσουν τον 

χρόνο εύρεσης λύσης, σε προβλήµατα σχεδιασµού στην αεροναυπηγική. 

Αυτά τα είδη βελτιστοποίησης, επειδή διαχειρίζονται πληθυσµούς λύσεων σε 

διαδοχικές γενιές, απαιτούν ένα αξιοσηµείωτο αριθµό αξιολογήσεων µε χρήση 

κωδίκων CFD. Σε αυτή την µελέτη, δίνεται έµφαση στη χρήση υπολογιστικά 

φθηνών προσεγγιστικών µοντέλων. Ο ρόλος των προσεγγιστικών µοντέλων 

είναι να υποστηρίξουν τη διαδικασία της έρευνας του χώρου των πιθανών 

λύσεων, µε το να αντικατασταθεί ένας µεγάλος αριθµός από ακριβούς και 

δαπανηρούς υπολογισµούς αποτιµήσεων µε λιγότερους ακριβούς και 

συνεπώς λιγότερους χρονοβόρους υπολογισµούς, που όµως θα παρέχουν 

καθαρές ενδείξεις για την ποιότητα της κάθε λύσης (χωρίς όµως να 

υπολογίζουν ακριβώς τη λύση). 

Μία από τις αρχικές επιλογές που πρέπει να γίνουν για τα προσεγγιστικά 

µοντέλα είναι η επιλογή ανάµεσα σε άµεσα ή έµµεσα συνδεδεµένα µοντέλα. 

Τα έµµεσα µοντέλα κατασκευάζονται ξεχωριστά και πριν από την εφαρµογή 

τους στην διαδικασία της βελτιστοποίησης. Η επιλογή του αριθµού των 

υποψήφιων λύσεων που πρέπει να αποτιµηθούν µε σκοπό να πετύχουµε τα 

δεδοµένα για την κατασκευή του προσεγγιστικού µοντέλου είναι κρίσιµης 

σηµασίας. Στην εργασία δείχνεται ότι τα τοπικά άµεσα συνδεδεµένα µοντέλα 

προσφέρουν αυξανόµενη ευκαµψία και τα δεδοµένα για την κατασκευή τους 

µπορούν εύκολα να αναπαραχθούν. 

Η προτεινόµενη µέθοδος κάνει χρήση τεχνητών νευρωνικών δικτύων για 

τη δηµιουργία του προσεγγιστικού µοντέλου. Το τεχνητό νευρωνικό δίκτυο 

κάνει χρήση ενός τµήµατος των προηγούµενων λύσεων που έχουν 

αξιολογηθεί, και εξασφαλίζει ισχυρή επιτάχυνση της διαδικασίας, αφού ένα 

µικρό µόνο τµήµα των νέων λύσεων απαιτείται να αξιολογηθεί επακριβώς, 
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ενώ όλες οι υπόλοιπες αξιολογούνται µε τη χρήση του προσεγγιστικού 

µοντέλου 
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2. Εξελικτικές διαδικασίες βελτιστοποίησης 
 

2.1. Εισαγωγή 

Σχεδόν από το ξεκίνηµα της ιστορίας των Η/Υ, οι ερευνητές 

ενδιαφέρονταν να αναπτύξουν υπολογιστικές µεθόδους που θα αντέγραφαν 

τις λειτουργίες και δυνατότητες των φυσικών οργανισµών. Επιστήµονες, όπως 

ο Alan Turing και ο John von Neumann, ενδιαφέρονταν να αναπτύξουν αυτό 

που συχνά αναφέρεται στις µέρες µας ως τεχνητή νοηµοσύνη (artificial 

intelligence). Στην τεχνητή νοηµοσύνη οι µηχανές είναι ικανές να 

καταλαβαίνουν, να ελέγχουν και να προσαρµόζονται στο περιβάλλον που 

βρίσκονται και λειτουργούν. Πολλές από αυτές τις σύγχρονες πρωτοποριακές 

τεχνικές έχουν υπόβαθρο στη βιολογία, την ψυχολογία, την ιατρική και έτσι τα 

φυσικά συστήµατα γίνονται οδηγοί στη δηµιουργία πιο «έξυπνων» 

υπολογιστικών συστηµάτων. Με τα χρόνια αυτές οι προσπάθειες έχουν 

παράγει τεχνικές και συστήµατα ποικίλης αποτελεσµατικότητας και φήµης 

όπως είναι: έµπειρα συστήµατα (expert systems), τεχνητά νευρωνικά δίκτυα 

(artificial neural networks), ασαφής λογική (fuzzy logic), προσαρµοζόµενοι 

πράκτορες (adaptive agents) και εξελικτικοί αλγόριθµοι (evolutionary 

systems). 

Οι εµπνευσµένες από την βιολογική εξέλιξη υπολογιστικές µέθοδοι 

µπορούν να οµαδοποιηθούν σε µία οικογένεια που ονοµάζεται εξελικτικοί 

αλγόριθµοι. Τα τρία κύρια στοιχεία των εξελικτικών αλγορίθµων είναι τα 

ακόλουθα: 

  

¾ Οι Εξελικτικές Στρατηγικές 

¾ Ο Εξελικτικός Προγραµµατισµός 

¾ Οι Γενετικοί Αλγόριθµοι 

 

Κάθε µία από τις πάνω τεχνικές, µιµήται τη διαδικασία που παρατηρείται 

στη φυσική εξέλιξη των έµβιων οργανισµών. Χρησιµοποιεί πληθυσµούς από 

υποψήφιες λύσεις του προβλήµατος, οι οποίοι «εξελίσσονται» αναζητώντας 

τη βέλτιστη λύση µέσα από δεδοµένο χώρο λύσεων. Οι συγκεκριµένες 
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τεχνικές έχουν αποδείξει ότι είναι ικανές για τη λύση δύσκολων προβληµάτων 

σε διάφορους επιστηµονικούς τοµείς όπως στην ιατρική, στη µηχανική, την 

αεροδυναµική, τη χηµεία κ.λπ. Οι Γενετικοί Αλγόριθµοι είναι γενικά η πιο 

γνωστή και διαδεδοµένη τεχνική στο πεδίο των Εξελικτικών Αλγορίθµων. 

 

2.2. Εξελικτικοί Αλγόριθµοι (ΕΑ) 

Οι Εξελικτικοί Αλγόριθµοι είναι βασισµένοι στη µίµηση της φυσικής 

διαδικασίας της εξέλιξης των ζώντων οργανισµών. Σύµφωνα µε τη θεωρία του 

Darwin για την εξέλιξη των βιολογικών ειδών, αν λάβουµε ένα πληθυσµό από 

άτοµα και τον αφήσουµε να εξελιχθεί για αρκετές γενεές, ο πληθυσµός θα 

εξελιχθεί, προσαρµοζόµενος στο περιβάλλον που ζει, µε βάση την γενική 

αρχή ότι τα καλύτερα προσαρµοσµένα άτοµα έχουν περισσότερες 

πιθανότητες να επιβιώσουν και συνεπώς να αναπαραχθούν. Αυτό όµως 

επιπλέον σηµαίνει ότι ένα άτοµο όσο πολλαπλασιάζεται τόσο θα εξαπλώνει τα 

γονίδια του σε επόµενες γενεές. Όσο ο αριθµός των γενεών αυξάνει, τα 

χειρότερα άτοµα βαθµιαία χάνονται για να αυξηθεί ο αριθµός των ατόµων µε 

τα πιο ελκυστικά χαρακτηριστικά. Ένα ζεύγος ατόµων δηµιουργεί ένα 

απόγονο, του οποίου τα γενετικά χρωµοσώµατα θα περιέχουν µερικά µέρη 

κληρονοµηµένα από κάθε γονέα (συνδυασµός ή διασταύρωση γονιδίων). 

Επιπλέον κατά τη διαδικασία της διασταύρωσης µπορούν να συµβούν (µε 

µικρή πιθανότητα) µερικά «λάθη», µε αποτέλεσµα το νέο άτοµο να είναι 

σχεδόν ίδιο αλλά όχι αναγκαία ταυτόσηµο µε το αρχικό (µετάλλαξη). Αυτό 

βοηθά να εισαχθεί ποικιλία στον πληθυσµό.  

Μπορούµε να θεωρήσουµε τη διαδικασία της εξέλιξης σε δύο στάδια, το 

πρώτο της µικροεξέλιξης και το δεύτερο της µακροεξέλιξης. Στο πρώτο 

στάδιο, ξεκινώντας από ένα άτοµο, µε τροποποίηση των χαρακτηριστικών του 

προκύπτει ένας απόγονος. Όταν µε παρόµοια διαδικασία θεωρήσουµε τον 

απόγονο του απογόνου κ.ο.κ., τότε µιλάµε για µακροεξέλιξη. ∆ηλαδή στην 

µακροεξέλιξη η αξία της τροποποίησης των χαρακτηριστικών ενός 

πληθυσµού διαπιστώνεται στο τέλος, στο σύνολο του πληθυσµού και µετά το 

πέρας της διαδικασίας. Τα δύο αυτά στάδια αντιστοιχούν στις γενετικές 

λειτουργίες τις αλλαγής των γονιδίων (µικροεξέλιξη) και στο φυσικό µηχανισµό 

της επιλογής (µακροεξέλιξη) που οδηγεί τον πληθυσµό προς τη διεύθυνση της 
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καλύτερης προσαρµογής στο φυσικό περιβάλλον. Τα δύο στάδια είναι εξίσου 

σηµαντικά διότι κάθε γενεά εξαρτάται από την προηγούµενη γενεά 

(µικροεξέλιξη), συνεπώς και η τελευταία γενεά (λύση του προβλήµατος) θα 

εξαρτάται από την πρώτη γενεά (µακροεξέλιξη).  

Ξεκινώντας από αυτές τις ιδέες της φυσικής επιλογής, έγινε µια 

προσπάθεια να δηµιουργηθούν υπολογιστικά µοντέλα, τα οποία µπορούν να 

εφαρµοστούν για τη λύση πρακτικών προβληµάτων. Η λύση σε ένα 

πρόβληµα µπορεί εν γένει να παρασταθεί µε µία σειρά αριθµητικών 

µεταβλητών. Οι µεταβλητές αυτές µπορεί να είναι ακέραιοι, πραγµατικοί, 

δυαδικοί αριθµοί, ή µπορούν να πάρουν τη µορφή γενικότερων συµβόλων. Το 

σύνολο των παραπάνω παραµέτρων αποτελεί το χρωµόσωµα της υποψήφιας 

λύσης. Με βάση τις παραµέτρους µιας λύσης µπορεί να «κατασκευαστεί» η 

λύση και να αξιολογηθεί, δηλαδή να της δοθεί µία τιµή που να εκφράζει την 

ποιότητά της, ουσιαστικά το βαθµό προσαρµογής της στο τεχνητό περιβάλλον 

που εµείς δηµιουργούµε. Η τιµή που θα αποδοθεί στη συγκεκριµένη λύση 

ονοµάζεται «συνάρτηση προσαρµογής». 

Στη συνέχεια µπορούµε να κάνουµε χρήση του παραπάνω σχήµατος µε 

τη δηµιουργία ενός αρχικού πληθυσµού υποψήφιων λύσεων και να τις 

αφήσουµε να εξελιχθούν σύµφωνα µε τις αρχές τις επιβίωσης, της 

αναπαραγωγής και της µετάλλαξης. Όσο ο αριθµός των γενεών µεγαλώνει, 

όλο και καλύτερες λύσεις του προβλήµατος βρίσκονται από τον αλγόριθµο. 

Από το σηµείο αυτό και στο εξής θα υποθέτουµε ότι έχουµε να 

επιλύσουµε ένα πρόβληµα που εξαρτάται από ένα σύνολο  ελευθέρων 

παραµέτρων 

N

),...,( 1 Nxxx = , και ένα ποιοτικό κριτήριο  (η 

ονοµαζόµενη αντικειµενική συνάρτηση)  που πρέπει να 

ελαχιστοποιείται (η ελαχιστοποίηση και όχι η µεγιστοποίηση της συνάρτησης 

δεν µειώνει τη γενικότητα της ανάπτυξης, αφού το ένα µπορεί να προκύψει 

από το άλλο). Πρέπει να σηµειωθεί ότι η επιβολή περιορισµών στις 

επιτρεπόµενες τιµές των παραµέτρων του προβλήµατος µπορούν να 

προκαλέσουν το σύνολο των εφικτών λύσεων να είναι µόνο ένα υποσύνολο 

του κύριου χώρου των µεταβλητών 

ℜ→Mf :

NM ℜ⊆

M . Συνεχίζοντας τη βιολογική αλληγορία, 

µία υποψήφια λύση x  συχνά αναφέρεται ως χρωµόσωµα ή άτοµο, ενώ κάθε 

µία από τις µεταβλητές των συστατικών της αναφέρεται ως γονίδιο. 
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Ξεκινώντας από µία αντικειµενική συνάρτηση , µπορούµε να 

γράψουµε µία κατάλληλη συνάρτηση πρασαρµογής 

f

Φ , τέτοια ώστε η τελική 

µορφή της, να αποκτάται από την εφαρµογή µίας συνάρτησης Γ πάνω στην 

προηγούµενη. 

 

))(()( xfx Γ=Φ  (2.1) 

 

 Για µερικούς Εξελικτικούς Αλγορίθµους, όπως οι Εξελικτικές 

Στρατηγικές, η συνάρτηση  είναι αναγκαία για τους ακόλουθους λόγους: Γ

Μειώνει την οµοιότητα της συνάρτησης ώστε να µην είναι . 

Αρκετές φορές ο µηχανισµός της επιβίωσης λειτουργεί καλύτερα, ή µόνο έτσι, 

εάν οι πληθυσµοί παίρνουν µόνο θετικές ή µόνο αρνητικές τιµές της 

συνάρτησης προσαρµογής. Ο µόνος τρόπος για να γίνει αυτό είναι η 

εφαρµογή της συνάρτησης  πάνω στην αντικειµενική συνάρτηση, για τη 

δηµουργία της συνάρτησης προσαρµογής. Έτσι ως παράδειγµα, σε ένα 

πρόβληµα ελαχιστοποίησης, στο οποίο η βέλτιστη λύση είναι γνωστή, 

θέτουµε: 

)()( xfx =Φ

Γ

 

min)()( −=Φ xfx  (2.2) 

 

και το γενικό ελάχιστο για τη συνάρτηση προσαρµογής Φ  θα είναι τώρα το 0. 

Εάν όµως το ελάχιστο δεν είναι ακριβώς γνωστό, µπορούµε να θέσουµε ένα  

κάτω όριο (LB) ώστε να έχουµε: 

 

LBxfx −=Φ )()(  (2.3) 

 

έτσι έχουµε . 0)( ≥Φ x

Το βασικό διάγραµµα για έναν Εξελικτικό Αλγόριθµο, πληθυσµού Ρ και Ν 

ατόµων (χρωµοσωµάτων) είναι: 

 

ΑΡΧΗ 

t=0 

Τυχαίες αρχικές τιµές P(t) 
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Αποτίµηση  P(t) µε χρήση της συνάρτησης προσαρµογής 

 Όσο δεν τερµατίζεται εκτέλεσε τα ακόλουθα 

  P’(t)= ∆ιασταύρωση P(t) 

  P’’(t)= Μετάλλαξη P’(t) 

  Αποτίµηση του P’’(t) 

  P(t+1)= Επιλογή (P(t)∨P’’(t)) 

  t=t+1 

Τέλος Όσο 

ΤΕΛΟΣ 

 

Το κριτήριο σύγκλισης συνήθως τίθεται από τον χρήστη, είτε όταν η 

καλύτερη γενική λύση έχει προσεγγισθεί (αν είναι εκ των προτέρων γνωστή), 

είτε όταν µια αποδεκτή λύση έχει βρεθεί, είτε όταν ένας µέγιστος αριθµός 

γενεών έχει εκτελεστεί. Η επιλογή, η διασταύρωση και η µετάλλαξη 

εξαρτώνται από τον συγκεκριµένο εξελικτικό αλγόριθµο που εκτελείται. Η 

διαδικασία της αποτίµησης των λύσεων, αντίθετα είναι ορισµένη από τον 

χρήστη, σύµφωνα µε το συγκεκριµένο πρόβληµα που λύνεται και λαµβάνεται 

υπόψη η συνάρτηση προσαρµογής.  

Όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως, οι Εξελικτικοί Αλγόριθµοι 

διακρίνονται σε Γενετικούς Αλγορίθµους, Εξελικτικές Στρατηγικές και 

Εξελικτικό Προγραµµατισµό. Τα χαρακτηριστικά τους δίνονται στις 

παραγράφους που ακολουθούν. Το βασικό σχήµα πάντως σε όλες τις 

περιπτώσεις είναι αυτό που αναφέρθηκε πιο πάνω και οι διαφορές 

εντοπίζονται κυρίως στα επιµέρους σχήµατα της επιλογής των 

χρωµοσωµάτων, στην απεικόνιση κάθε υποψήφιας λύσης και στους τελεστές 

που χρησιµοποιούνται για την αλλαγή του γενετικού υλικού. 

 

2.3. Εξελικτικές Στρατηγικές (ΕΣ) 

Αναπτύχθηκαν στην Γερµανία στη δεκαετία του ‘60 από τους Hans-Paul 

Schwefel [Schwefel,1981] και Ingo Rechenberg [Rechenberg,1973]. 

∆ιαφέρουν από τους Γενετικούς Αλγόριθµους επειδή οι µεταβλητές τους 

ελέγχονται από την ίδια την διαδικασία. Οι Εξελικτικές Στρατηγικές έχουν 
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υποστεί διαφοροποίηση από την αρχική τους µορφή, χρησιµοποιώντας 

ειδικούς τελεστές διασταύρωσης και µετάλλαξης. 

Οι τιµές των µεταβλητών του προβλήµατος αλλάζουν µε βάση τη 

διαδικασία της µετάλλαξης µε τρόπο που εξαρτάται από τις τιµές των 

αποκλίσεων των µεταβλητών. Η µετάλλαξη προκαλεί τυχαίες µεταβολές στις 

τιµές των µεταβλητών (γονιδίων) επιτρέποντας τον απεγκλωβισµό από τοπικά 

βέλτιστα.  

Έστω ότι επιθυµούµε τη  λύση ενός προβλήµατος που καθορίζεται από 

 µεταβλητές. Η διαδικασία ξεκινά µε έναν τυχαίο πληθυσµό N P  λύσεων, µ  

διανυσµάτων. Κάθε διάνυσµα x  αποτελείται από τρία µέρη, ασν ,,  µε µήκη 

αντίστοιχα ίσα µε . Το συνολικό µήκος για κάθε στοιχείο του 

πληθυσµού 

ασ NNN ,,

P  είναι ασ NNNN P ++= . Σε πρώτο στάδιο οι πραγµατικές 

µεταβλητές  αποθηκεύονται, σε δεύτερο καθορίζονται οι βασικές αποκλίσεις 

και σε τρίτο στάδιο καθορίζονται οι συνδιακυµάνσεις. Αν είναι 

iu

2
N=Nσ , η 

µεταβολή στο πρώτο στάδιο θα επηρεάσει τα  και iu
1

2
+

Nu  κ.ο.κ. Αν όλες οι 

µεταβλητές θέλουµε να συσχετισθούν, τότε είναι 
2

( )1−
=

NNNα . Για πολλά 

πραγµατικά προβλήµατα µε σχετικά µεγάλο , αυτός ο αριθµός θα δώσει 

αποτελέσµατα σε πολλά υποδιανύσµατα 

N

α , έτσι συχνά το  είναι µικρότερο 

από αυτή την ποσότητα. 

αN

 

Επιβίωση 
Αυτά τα µ στοιχεία έχουν την ίδια πιθανότητα να επιλεχθούν για να 

αναπαραχθούν σε επόµενη γενιά. Η διαδικασία της επιβίωσης, της 

αναπαραγωγής και της µετάλλαξης λαµβάνει µέρος λ (>µ) φορές, έτσι από τα 

µ άτοµα, δηµιουργείται ένας αριθµός λ ατόµων. Εφόσον λ>µ, κάποια στοιχεία 

θα επιλεγούν για να γίνουν τα µ µέλη του επόµενου πληθυσµού. Υπάρχουν 

δύο κύριες στρατηγικές επιβίωσης, η στρατηγική κόµµα «,» και η στρατηγική 

άθροισµα «+». Η πρώτη στρατηγική επιλέγει τα καλύτερα µ άτοµα (σύµφωνα 

µε τις τιµές της συνάρτησης πρασαρµογής) από τον πληθυσµό λ, για να 

συνθέσει το νέο πληθυσµό. Η δεύτερη στρατηγική επιλέγει τα καλύτερα µ 
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άτοµα µεταξύ του παλιού πληθυσµού του µ και του λ. Και οι δύο µηχανισµοί 

της επιβίωσης που περιγράφθηκαν είναι ντετερµινιστικοί, δηλαδή δεν 

βασίζονται σε τιµές πιθανότητας ανάµεσα στο 0.0 και στο 1.0, αλλά επιλέγουν 

τα στοιχεία τους σύµφωνα µε τις τιµές της συνάρτησης προσαρµογής. 

Επιπλέον, αυτοί οι µηχανισµοί είναι εξαλειπτικοί, δηλαδή απορρίπτουν (µε 

πιθανότητα 1.0) τα χειρότερα στοιχεία. 

Η επιλογή της στρατηγικής επιβίωσης έχει µία άµεση συνέπεια στο 

χαρακτήρα κατά την διάρκεια της έρευνας. Στην (µ,λ) στρατηγική, όλα τα 

στοιχεία στη γενεά t+1 µπορεί να είναι χειρότερα από τα καλύτερα στοιχεία 

στην γενεά t. Αυτό επιτρέπει µία µεγαλύτερη πιθανότητα να φεύγουµε από 

τοπικά βέλτιστα. Από την άλλη µεριά η (µ+λ) στρατηγική επιτρέπει σε πιο 

«συνεχή» έρευνα µε το πέρας των γενεών. Σύµφωνα µε τον Schwefel 

[Schwefel,1981] η (µ,λ) στρατηγική είναι προτιµητέα από την (µ+λ), αν και 

πειραµατικές µελέτες έδειξαν ότι οι δύο στρατηγικές είναι ισοδύναµες σε 

πολλά πρακτικά προβλήµατα. Πρόσφατα πάντως, σε θεωρητικό σηµείο 

παρουσιάστηκε µια θεωρία που δίνει προτερήµατα για την στρατηγική (µ,λ) 

υπό υποθέσεις και περιορισµούς.  

 

∆ιασταύρωση 
Όταν οι δύο γονείς x=(x1,…,xNp) και y=(y1,…,yNp) έχουν επιλεχθεί, 

µπορούν να διασταυρωθούν για να δηµιουργήσουν τον απόγονο z=(z1,…,zNp). 

Στη συνέχεια παραθέτονται εναλλακτικοί τρόποι µε τους οποίους 

δηµιουργούνται τα στοιχεία zi του z από τα στοιχεία xi, yi των x, y. 

 

Ξεχωριστή ∆ιασταύρωση 

 

iii yxz ∨=  (2.4) 

 

Η επιλογή είναι ισοπίθανη. 

 

Ενδιάµεση ∆ιασταυρωση 

 

)( iiii xyxz −⋅+= γ  (2.5) 
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όπου γ  είναι µια σταθερά που παίρνει τιµές στο διάστηµα [0.0 - 1.0] 

 

Οι δύο τελεστές που περιγράφτηκαν πιο πάνω µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν είτε στην κανονική τους µορφή (δηλαδή, όλα τα στοιχεία zi 

δηµιουργούνται µέσω της αντιστοίχισης των x, y), είτε µε την ονοµαζόµενη 

γενική µορφή. Σε αυτή, για κάθε στοιχείο zi πρέπει να επιλεχθεί ένα νέο 

ζευγάρι γονέων x και y, έξω από το πεδίο ρ (2≤ ρ≤ µ) ατόµων, ενώ παράγονται 

τιµές του γ  διαφορετικές για κάθε zi. 

Εµπειρικά έχει βρεθεί ότι πρέπει να χρησιµοποιείται η Ξεχωριστή 

∆ιασταύρωση σε αντικειµενικές µεταβλητές και η Ενδιάµεση ∆ιασταύρωση σε 

παραµέτρους στρατηγικής. 

 

Μετάλλαξη 
Η µετάλλαξη είναι η κύρια µέθοδος τροποποίησης του γενετικού υλικού 

στις Εξελικτικές Στρατηγικές. Στη γενική της µορφή ξεκινάει µε ένα ξεχωριστό 

άτοµο x=(ν,σ,α) και πρώτα µεταλλάσσει την απόκλιση σi και τη γωνία 

περιστροφής αi, και στη συνέχεια µεταλλάσσει τις αντικειµενικές µεταβλητές ui, 

σύµφωνα µε την πρόσφατη συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας. Η έκφραση 

της σχέσης δίδεται στη συνέχεια 

 

)))1,0()1,0(((' '
DiD NN

ii
⋅+⋅= ττσσ  (2.6) 

)1,0('
Diii N⋅+= βαα  (2.7) 

),,0(' ασDNuu +=  (2.8) 

 

όπου ΝD(0,1) είναι µια κανονική κατανοµή που έχει µέση τιµή 0 και τυπική 

απόκλιση 1. Το ΝD(0,σ,α) είναι ένα τυχαίο διάνυσµα κατανεµηµένο σύµφωνα 

µε τη γενικευµένη Ν-διαστάσεων κανονική κατανοµή, έχοντας µέση τιµή 0, 

τυπική απόκλιση σ και γωνία περιστροφής α. Προτεινόµενες τιµές για τους 

παραµέτρους των πάνω σχέσεων είναι: 
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N2

1
=τ  (2.9) 

N2
1' =τ  (2.10) 

0873,0=β  (2.11) 

 

Ο γενικός αλγόριθµος των Εξελικτικών Στρατηγικών παρατίθεται στη 

συνέχεια: 

 

ΑΡΧΗ 

t=0 

Τυχαίες αρχικές τιµές P(t) µε µ άτοµα 

Αποτίµηση  P(t) µε χρήση της συνάρτησης προσαρµογής 

 Όσο δεν τερµατίζεται εκτέλεσε τα ακόλουθα 

  Για j=1 ως το λ 

   Τυχαία επιλογή δύο γονέων από τους µ του P(t) 

   ∆ιασταύρωση 

   Μετάλλαξη του απογόνου 

   Αποτίµηση του απογόνου 

   Τοποθέτηση του απογόνου στο νέο P’(t) 

  Τέλος Για 

  Αν στρατηγική «+» τότε 

    Επιλογή µ στοιχείων από P(t) P’(t) και τοποθέτηση στο P(t+1) ∨

  Αλλιώς στρατηγική «,» 

    Επιλογή µ στοιχείων από το λ στο P’(t) και τοποθέτηση στο 

P(t+1) 

  Τέλος Αν 

  t=t+1 

Τέλος Όσο 

ΤΕΛΟΣ 

 

Πρόσφατα προτάθηκε στις Εξελικτικές Στρατηγικές η ιδέα της ηλικίας του 

ατόµου. Κάθε άτοµο µπορεί να παραµένει στον πληθυσµό µόνο για ένα 
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µέγιστο αριθµό γενεών κ, µετά πρέπει να απορριφθεί, ακόµη και αν αυτό το 

άτοµο µπορεί να επιβιώσει. Αυτό έχει ως θετικό αποτέλεσµα την αποφυγή 

τοπικών βέλτιστων. 

Εφ’ όσον έχει γίνει η περιγραφή της διαδικασίας στη γενική µορφή, είναι 

πλέον εύκολο να περιγραφούν κάποιες τροποποιήσεις της. Μία τροποποίηση 

που προτάθηκε από τον Schwefel [Schwefel,1981] συνίσταται σε µία (1+1) – 

εξελικτική στρατηγική µε µόνο τελεστή τη µετάλλαξη, θέτοντας ίσες όλες τις 

τυπικές αποκλίσεις σε όλα τα στοιχεία των διανυσµάτων. Μια επιτυχηµένη 

ιδέα προτάθηκε από τον Rechenberg [Rechenberg,1973] έχοντας µία (µ+1) – 

εξελικτική στρατηγική, στην οποία χρησιµοποιείται ένας νέος τελεστής 

διασταύρωσης, ο οποίος είναι ικανός να δηµιουργήσει έναν απόγονο από 

τους µ, ο οποίος αργότερα µπορεί να αντικαταστήσει τον χειρότερο γονέα. 

Οι Εξελικτικές Στρατηγικές έχουν βρει εφαρµογή στη σχεδίαση επίπεδων 

µεταλλικών πλαισίων, στη σχεδίαση ηλεκτρικών δικτύων και αστικών και 

περιφερειακών δικτύων παροχής νερού, στην ελαχιστοποίηση των απωλειών 

δικτύων ηλεκτρικής ενέργειας κ.ά. 

 

2.4. Εξελικτικός Προγραµµατισµός (ΕΠ) 

Ο Εξελικτικός Προγραµµατισµός αναπτύχθηκε από τον L.J. Fogel 

[Fogel,1966] στις ΗΠΑ στην δεκαετία του ’60 και χρησιµοποιεί ένα απλό 

µοντέλο βασισµένο στην δυαδική αναπαράσταση των µεταβλητών και ως 

µοναδικό τελεστή τη µετάλλαξη. Κάθε άτοµο σχηµατίζεται από n πεδία 

δυαδικών αριθµών. Ξεκινώντας από ένα πληθυσµό Ρ ατόµων, κάθε ένα 

άτοµο του πληθυσµού δίνει γέννηση σε έναν απόγονο και τα καλύτερα 

επιβιώνουν και δηµιουργούν τη νέα γενιά.  

Πλέον ο Εξελικτικός Προγραµµατισµός χειρίζεται απευθείας και 

πραγµατικές µεταβλητές. Κάθε συστατικό του πληθυσµού αναπαραστάται 

από Ν πραγµατικές τιµές ui και Ν διακυµάνσεις vi, µία για κάθε µεταβλητή, έτσι 

ώστε x=(v,u). Η συγκεκριµένη απεικόνιση είναι παρόµοια µε αυτή στις 

Εξελικτικές Στρατηγικές, εκτός από το γεγονός ότι εδώ αντιµετωπίζουµε 

διακυµάνσεις ( ) σε αντίθεση µε τις τυπικές αποκλίσεις (2
iσ iσ ). Επιπλέον δεν 

υπάρχει η ιδέα της συνδιακύµανσης στον Εξελικτικό Προγραµµατισµό. Όπως 
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στην αρχική µορφή, έτσι και στις επόµενες εκδόσεις του Εξελικτικού 

Προγραµµατισµού απουσιάζει τελείως ο τελεστής της διασταύρωσης. 

 

Επιβίωση 
Στις τελευταίες εκδοχές του Εξελικτικού Προγραµµατισµού το σχήµα της 

επιβίωσης βασίζεται σε q-επίπεδα επιβίωσης, όπου q είναι µία παράµετρος 

της διαδικασίας (q 1). Αυτό σηµαίνει ότι αρχίζουµε µε Ρ άτοµα, δηµιουργούµε 

άλλα Ρ άτοµα µε µετάλλαξη κάθε γονέα από µία φορά, στη συνέχεια για κάθε 

άτοµο x σε αυτό το πιο ευρύ πεδίο επιλέγουµε τυχαία q άτοµα από τον παλιό 

και τον νέο πληθυσµό και προσδιορίζουµε πόσα από αυτά είναι χειρότερα 

από το x, όπως αυτά εκτιµούνται από τη συνάρτηση προσαρµογής. Έστω ότι 

ο αριθµός αυτός είναι w. Αφού το κάνουµε αυτό για όλα τα στοιχεία, 

επιλέγουµε τα Ρ καλύτερα από αυτά ως µέλη για την επόµενη γενεά. Το 

σχήµα της επιβίωσης στον Εξελικτικό Προγραµµατισµό είναι πιθανολογικό και 

εξαλειπτικό. 

≥

 

Μετάλλαξη 

Μια τυπική απόκλιση για µετάλλαξη του i-στού στοιχείου  

επιτυγχάνεται σαν µια συνάρτηση της αντικειµενικής τιµής του x  Φ(x) όπως 

ακολουθεί: 

iu

 

)1,0('
iiii Nuu ⋅+= σ  (2.12) 

 

όπου iiii βγχβσ ,)( +Φ⋅=  και iγ  είναι 2Ν εξωγενείς παράγοντες, που 

πρέπει να συντονιστούν για ένα συγκεκριµένο σκοπό, συνήθως είναι 1=iβ  

και 0=iγ , έτσι ώστε 

 

)1,0()('
iii Nuu ⋅Φ+= χ  (2.13) 

 

Τις περισσότερες φορές αυτή η προσέγγιση µπορεί να έχει πρακτικές 

δυσκολίες και συνήθως αυτό που χρησιµοποιείται είναι το ακόλουθο: 
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)1,0('
iiii Nvuu ⋅+=  (2.14) 

)1,0('
iiii Nvvv ⋅⋅+= α  (2.15) 

 

όπου α είναι µία εξωγενής παράµετρος που ασφαλίζει ότι τα vi 

παραµένουν θετικά. Αν µια διακύµανση γίνεται αρνητική ή µηδέν τότε παίρνει 

µια µικρή τιµή ε>0. Χρησιµοποιώντας αυτή την προσέγγιση το διάνυσµα 

αναπαριστά µία λύση αποτελούµενη από 2Ν πραγµατικά πεδία. 

 

Ο γενικός αλγόριθµος για τον Εξελικτικό Προγραµµατισµό δίδεται στη 

συνέχεια: 

 

ΑΡΧΗ 

t=0 

Τυχαίες αρχικές τιµές P(t) µε Ρ άτοµα 

Αποτίµηση  P(t) µε χρήση της συνάρτησης προσαρµογής 

 Όσο δεν τερµατίζεται εκτέλεσε τα παρακάτω 

  Για j=1 ως το Ρ 

   Τυχαία επιλογή ενός στοιχείου του P(t) 

   Μετάλλαξη αυτού 

   Αποτίµηση του απογόνου 

   Τοποθέτηση του απογόνου στο νέο P’(t) 

  Τέλος Για 

  Επιλογή Ρ στοιχείων από P(t)∨P’(t) µε q-επίπεδα 

  Τοποθέτησε αυτά στο Ρ(t+1) 

  t=t+1 

Τέλος Όσο 

ΤΕΛΟΣ 

 

 

Ο Εξελικτικός Προγραµµατισµός τυπικά χρησιµοποιείται για την εξέλιξη 

των πεπερασµένων καταστάσεων µηχανών µε σκοπό να λύσουν προβλήµατα 

πρόβλεψης. 
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2.5. Γενετικοί Αλγόριθµοι (ΓΑ) 

Οι Γενετικοί Αλγόριθµοι είναι υπολογιστικές τεχνικές αναζήτησης, που 

αντιγράφουν τους βιολογικούς µηχανισµούς των οργανισµών. Σχεδιάστηκαν 

από τον John Holland [Holland,1975, Goldberg,1989] στη δεκαετία του ’70, µε 

επιτυχή εφαρµογή σε προβλήµατα από ποικίλα πεδία µελέτης. Οι 

δηµοτικότητά τους συνεχίζει να αυξάνεται από την αποτελεσµατικότητα που 

έχουν σε εφαρµογές για κάθε περίπτωση που χρησιµοποιούνται. Σε αυτό το 

γεγονός συµβάλει και η ραγδαία ανάπτυξη των Η/Υ. 

 

Κωδικοποίηση 
Μια πιθανή λύση ενός προβλήµατος µπορεί να αναπαρασταθεί από ένα 

σύνολο παραµέτρων γνωστών ως γονίδια. Τα γονίδια οµαδοποιούνται για να 

δώσουν µια αλυσίδα τιµών, το χρωµόσωµα. Το σύνολο των χρωµοσωµάτων 

µιας γενιάς δίνει ένα πληθυσµό. Κάθε χρωµόσωµα µπορεί να επιβιώσει ή να 

καταστραφεί, δίνοντας έναν νέο πληθυσµό. 

 

 

Χρωµόσωµα 

Γονίδιο
 

 

 

 

 

 

 

Το χρωµόσωµα µπορεί να αποκωδικοποιηθεί, σύµφωνα µε µια 

συνάρτηση, που εκφράζει την ποιότητα της υποψήφιας λύσης. Το σχήµα της 

κωδικοποίησης µπορεί να διαφέρει δραµατικά από µία εφαρµογή Γενετικών 

Αλγορίθµων σε µία άλλη. Στις πρώτες εφαρµογές τους τα περισσότερα 

σχήµατα κωδικοποίησης σχεδιάζονταν για να παράγουν χρωµοσώµατα µε 

δυαδική (binary) µορφή. 

 

0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 0 1    (δυαδικό χρωµόσωµα) 
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Στους δυαδικούς γενετικούς αλγόριθµους ανέκυψαν δύο προβλήµατα: 

 

¾ Ο µεγάλος όγκος κωδικοποίησης των χρωµοσωµάτων. Για σχετικά 

µικρά προβλήµατα, (µεταβλητές λίγες, µία ή δύο) ο δυαδικός γενετικός 

αλγόριθµος είναι επαρκής. Για προβλήµατα µε δέκα ή περισσότερες 

µεταβλήτές, τότε τα γονίδια των χρωµοσωµάτων φτάνουν τις εκατοντάδες. 

¾ ∆εν γίνεται άµεσα αντιληπτή η τιµή της µεταβλητής καθώς πρέπει να 

γίνει µετατροπή της δυαδικής µορφής σε δεκαδική. 

 

Για αυτούς τους λόγους, διάφοροι ερευνητές κινήθηκαν προς σχήµατα 

κωδικοποίησης, όπου οι παράµετροι των µεταβλητών αναπαριστώνται µε 

χρωµοσώµατα κινητής υποδιαστολής (floating point). Πλέον οι τιµές των 

µεταβλητών γίνονται εύκολα αντιληπτές αφού είναι σε δεκαδική µορφή. 

 
Συνάρτηση Προσαρµογής 

Η λύση που αναπαριστάται από κάθε χρωµόσωµα µίας γενιάς 

(πληθυσµού), εκτιµάται σύµφωνα µε µια συνάρτηση προσαρµογής (fitness 

function). Η συνάρτηση αυτή είναι συνώνυµη µε την παραδοσιακή 

αντικειµενική συνάρτηση βελτιστοποίησης, η οποία ποσοτικοποιεί την 

ποιότητα µιας δυναµικής λύσης. Η συνάρτηση προσαρµογής σε τελική 

ανάλυση καθορίζει ποια χρωµοσώµατα επιλέγονται για να µεταφέρουν τις 

τιµές των παραµέτρων τους (τα γονίδιά τους) στις επόµενες γενεές. 

Όπως η κωδικοποίηση του σχήµατος των χρωµοσωµάτων, έτσι και η 

συνάρτηση προσαρµογής παίζει κυρίαρχο ρόλο στην επιτυχή εφαρµογή της 

δαδιικασίας (ή στην αποτυχή). Ένας Γενετικός Αλγόριθµος θα κατευθυνθεί 

προς λύσεις που καθορίζονται από τη συνάρτηση προσαρµογής. Οι νέοι 

πληθυσµοί (γενεές) των υποψήφιων λύσεων παράγονται µε εφαρµογή 

κάποιων τελεστών, εµπνευσµένων από τη γενετική µεταβολή της φύσης. 

Τρεις είναι οι πιο δηµοφιλείς τελεστές που χρησιµοποιούνται σε όλους σχεδόν 

τους Γενετικούς Αλγορίθµους: 

 

1. Επιλογή ή επιβίωση (selection) 

2. Ανασυνδυασµός γονιδίων (συχνά αναφέρεται ως διασταύρωση 

γονιδίων - crossover) 
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3. Μετάλλαξη (mutation) 

 

Πιο αναλυτικά για τους γενετικούς τελεστές έχουµε: 

 
Επιλογή 

Η επιλογή είναι µια διαδικασία µέσω της οποίας επιλέγονται τα πιο 

ποιοτικά χρωµοσώµατα (υποψήφιες λύσεις) µε σκοπό να πολλαπλασιαστούν 

στην επόµενη γενεά. Οι γονείς επιλέγονται τυχαία από τον πληθυσµό των 

υποψήφιων λύσεων, χρησιµοποιώντας ένα µηχανισµό που ευνοεί τα άτοµα 

µε τη µεγαλύτερη καταλληλότητα. Τα καλά άτοµα έχουν πιθανότητες να 

επιλεγούν αρκετές φορές σε µια γενιά, ενώ αυτά που έχουν κακή 

προσαρµογή µπορεί να µην επιλεγούν καθόλου. Ο µηχανισµός της επιβίωσης 

ονοµάζεται και µηχανισµός ρουλέτας. 

 

∆ιασταύρωση 
Η διασταύρωση είναι η διαδικασία κατά την οποία δύο ποιοτικά 

χρωµοσώµατα (σχετικά καλές λύσεις), συνδυάζονται για να δώσουν δύο νέα 

χρωµοσώµατα, συχνά καλύτερα από τα προηγούµενα. Ο µηχανισµός της 

διασταύρωσης δεν εφαρµόζεται συνήθως σε όλα τα ζευγάρια των ατόµων 

που έχουν επιλεγεί για αναπαραγωγή. Γίνεται µια τυχαία επιλογή, όπου η 

πιθανότητα να εφαρµοστεί ο τελεστής της διασταύρωσης κυµαίνεται µεταξύ 

0,6 – 0,9. Εάν δεν εφαρµοστεί η µέθοδος αυτή, οι απόγονοι γεννιούνται µε 

απλή αντιγραφή των γονιών. Αυτό δίνει τη δυνατότητα σε κάθε άτοµο να 

περάσει τα γονίδιά του στην επόµενη γενεά χωρίς την παρεµβολή της 

διασταύρωσης. Υπάρχουν πολλές παραλλαγές του τελεστή αυτού και οι 

κυριότερες παρουσιάζονται στη συνέχεια. 

 
∆ιασταύρωση ενός σηµείου 

Η µέθοδος αυτή παίρνει δύο χρωµοσώµατα και κόβει τις αλυσίδες τους 

στο ίδιο, κατά αριθµό, γονίδιο ώστε να παραχθούν δυο τµήµατα. 

Ανταλλάσουµε τις θέσεις των δυο τελευταίων (ή πρώτων) τµηµάτων για να 

δηµιουργηθούν νέα, πλήρη χρωµοσώµατα. Οι δύο απόγονοι κληρονοµούν ο 

καθένας γονίδια από κάθε γονέα. Η µέθοδος αυτή είναι γνωστή ως 
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διασταύρωση ενός σηµείου (single point crossover) και για δυαδικά 

χρωµοσώµατα αναπαρίσταται στο σχήµα 2.1. 

 

 

 

 

 

 001010 1101010101111011           001010  0110101010101010 

 

 101011 0110101010101010                     101011  1101010101111011 

 

Σηµείο διασταύρωσης

Σχήµα 2.1. - ∆ιασταύρωση ενός σηµείου. 

 

∆ιασταύρωση δυο σηµείων 

Η διασταύρωση δυο σηµείων χρησιµοποιείται για να γίνει ανταλλαγή των 

εσωτερικών γονιδίων σε ένα ζεύγος χρωµοσωµάτων. Σε αυτή την περίπτωση 

πρέπει να επιλεγούν δυο σηµεία διασταύρωσης. Στο σχήµα 2.2. 

παρουσιάζεται αυτός ο µηχανισµός της διασταύρωσης µε δυαδική 

κωδικοποίηση των χρωµοσωµάτων. 

 

 

 
 
 
 
 001010 11010 10101111011           001010  01101 10101111011 
 
 
 101011 01101 01010101010                     101011  11010 01010101010 
 
 

Σηµεία διασταύρωσης 

Σχήµα 2.2. - ∆ιασταύρωση δυο σηµείων. 

 
 
 Εκτός των παραπάνω τελεστών διασταύρωσης έχει προταθεί ένα 

πλήθος διαφορετικών τελεστών. 
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Μετάλλαξη 
Η µετάλλαξη είναι η διαδικασία που παρέχει µια τυχαία µεταβολή ενός 

γονιδίου. Για κάθε νέο απόγονο, µε χαµηλή πιθανότητα, κάθε γονίδιο 

µεταλλάσεται σε ένα άλλο σύµβολο (πραγµατικός αριθµός όταν το σύνολο 

είναι το  και 0 ή 1 αν έχουµε δυαδικά χρωµοσώµατα). Έχουν γραφτεί 

αρκετές εργασίες πάνω στο πρόβληµα καθορισµού της πιθανότητας 

µετάλλαξης που θα οδηγήσει στη βέλτιστη λύση. Όµως αυτό είναι ακόµα 

ανοικτό προβλήµα, αφού η τιµή της εξαρτάται από το είδος του προβλήµατος 

που επιλύεται. Τυπικές τιµές είναι 0,10 - 0,15. Στο σχήµα 2.3. παρουσιάζεται 

η διαδικασία της µετάλλαξης για ένα δυαδικό χρωµόσωµα. 

ℜ

 

 

0110100111011110    0110110111011110  

 
Σχήµα 2.3. – Μετάλλαξη ενός χρωµοσώµατος. 

 

 

Μαζί αυτοί οι τρεις τελεστές παράγουν έναν αποτελεσµατικό µηχανισµό 

έρευνας που συγκλίνει γρήγορα σε ολικά βέλτιστες λύσεις. 

 

∆ιάγραµµα ροής της διαδικασίας 
∆ίνοντας το σχήµα της κωδικοποίησης, τη συνάρτηση προσαρµογής και 

καθορίζοντας τους γενετικούς τελεστές, µπορούµε απλά να αναπτύξουµε ένα 

Γενετικό Αλγόριθµο που θα µιµήται αποτελεσµατικά την φυσική εξέλιξη και θα 

µας οδηγήσει σχετικά γρήγορα σε βέλτιστες λύσεις. Παρόλο το γεγονός ότι 

στις λεπτοµέρειες κάθε γενετικός αλγόρθµος διαφέρει, η βασική προσέγγιση 

είναι η ίδια. Η θεµελειώδης µορφή της διαδικασίας συνοψίζεται στο διάγραµµα 

ροής που ακολουθεί. 
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ΟΧΙ

ΝΑΙ

ΤΕΛΟΣ

ΑΡΧΗ

(;) Υπάρχει κάποιο χρωµόσωµα που να δίνει µια
ικανοποιητική λύση στο πρόβληµα;

Εκτιµούνται τα νέα χρωµοσώµατα και εισέρχονται στο νέο
πληθυσµό. 

∆ιαγράφονται τα παλιά χρωµοσώµατα για να υπάρξει χώρος
για τα νέα. 

Εφάρµοσε τον τελεστή επιβίωσης για να παραχθούν νέα
χρωµοσώµατα. Ο τελεστής της επιβίωσης διαφοροποιεί στη
νέα γενεά τα χρωµοσώµατα που δίνουν πιο ποιοτικές λύσεις.
Μερικά χρωµοσώµατα γίνονται ζευγάρι και οι τελεστές της
διασταύρωσης και κατόπιν της µετάλλαξης χρησιµοποιούνται
για να δώσουν νέες υποψήφιες λύσεις.

Εκτίµησε κάθε χρωµόσωµα του πληθυσµού, σύµφωνα µε την
συνάρτηση προσαρµογής. 

∆ηµιούργησε ένα τυχαίο αρχικό πληθυσµό υποψήφιων
λύσεων στη µορφή της κωδικοποίησης των χρωµοσωµάτων. 
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Πλεονεκτήµατα των Γενετικών Αλγορίθµων 
Η προσέγγιση που χρησιµοποιούν οι Γενετικοί Αλγόριθµοι για επίλυση 

προβληµάτων, µπορεί να θεωρηθεί ασυνήθιστη. Όµως έχουν τρία 

τουλάχιστον χαρακτηριστικά που αποδεικνύουν ότι µπορούν να δρουν µε 

επιτυχία σε δύσκολο περιβάλλον. Πρώτον οι Γενετικοί Αλγόριθµοι θεωρούν 

ένα πληθυσµό λύσεων ταυτόχρονα. Συνεπώς τείνουν να διατηρούν µια 

γενικότητα, λόγω της παράλληλης µελέτης των λύσεων. Το αποτέλεσµα είναι 

να αντιλαµβάνονται και να αποφεύγουν σχετικά εύκολα τα τοπικά βέλτιστα 

ψάχνοντας για την γενική λύση, κάτι που οι παραδοσιακές µέθοδοι έρευνας 

δεν το καταφέρνουν µε την ίδια ευκολία. ∆εύτερον δεν βασίζονται σε 

πληροφορίες παραγώγων. Έτσι δεν µπλέκονται µε πολύπλοκες τεχνικές 

εύρεσης παραγώγων, οι οποίες εφαρµόζονται κατά κόρον στα περισσότερα 

πεδία βελτιστοποίησης. Τρίτον οι Γενετικοί Αλγόριθµοι δεν εξαρτώνται από τη 

συνέχεια του πεδίου λύσεων. Έτσι χρησιµοποιούνται για την λύση 

προβληµάτων που έχουν «εµπόδια» και ασυνέχειες, όπου οι παραδοσιακές 

ρουτίνες µπορούν να καταρρεύσουν. 

 

Εφαρµογές των Γενετικών Αλγορίθµων 
Παρόλο που οι Γενετικοί Αλγόριθµοι χρησιµοποιούνται για τη λύση 

ποικίλων προβληµάτων, οι περισσότερες εφαρµογές εντάσσονται σε µία από 

τις τρεις κατηγορίες: 

 

1. Βελτιστοποίηση (optimization) 

2. Εκπαίδευση µηχανών (machine learning) 

3. Γενετικός προγραµµατισµός (genetic programming) 

 

Οι εφαρµογές βελτιστοποίησης χαρακτηρίζονται από τη συνάρτηση 

προσαρµογής που είναι ενδεικτική για το επιθυµητό αποτέλεσµα. Κλασσικά 

παραδείγµατα βελτιστοποίησης είναι εκείνα που κάποιο κέρδος πρέπει να 

µεγιστοποιηθεί ή κάποιο σφάλµα πρέπει να ελαχιστοποιηθεί. Πάντως οι 

Γενετικοί Αλγόριθµοι έχουν επεκτείνει τους ορίζοντές τους πολύ πέρα από την 

παραδοσιακή βελτιστοποίηση. Μια δεύτερη χρήση τους είναι στην εκπαίδευση 

µηχανικών συστηµάτων. Εδώ ο Γενετικός Αλγόριθµος καλείται να αναπτύξει 

αποτελεσµατικούς λογικούς κανόνες (if→ then) για επίλυση συγκεκριµένων 
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προβληµάτων εκπαίδευσης µηχανών.  Μια τρίτη χρήση είναι ο Γενετικός 

Προγραµµατισµός. Εδώ ο Γενετικός Αλγόριθµος χρησιµοποιείται για να 

αναπτύσει προγράµµατα υπολογιστών, διασταυρώνοντας υπάρχοντα 

προγράµµατα µε σκοπό να αναπτυχθούν νέα πιο αποτελεσµατικά. Όπως σε 

όλες τις περιπτώσεις έτσι και εδώ απαιτείται η ύπαρξη συνάρτησης 

προσαρµογής. 

Οι Γενετικοί Αλγόριθµοι και γενικά όλων των τύπων οι Εξελικτικοί 

Αλγόριθµοι κερδίζουν συνεχώς σε δηµοτικότητα και έχουν εξαιρετικό 

ενδιαφέρον. Παρόλο που είναι νέα τεχνολογία, η ιστορία τους είναι πολύ 

πλούσια µε πολλές επιτυχείς εφαρµογές. Έχουν καλό θεωρητικό υπόβαθρο 

και οι εµπειρικές µελέτες έχουν δείξει ότι σε αρκετά προβλήµατα υπερτερούν 

από τις παραδοσιακές µεθόδους. 

Σε ένα βαθµό, η επιτυχία της εφαρµογής τους απαιτεί έναν 

εµπειρογνώµονα ο οποίος πρέπει να έχει λεπτοµερή γνώση της θεωρίας 

τους. Αν και µία εξοικείωση για το πώς λειτουργεί ένας Γενετικός Αλγόριθµος 

είναι βεβαίως πολύτιµη σε σύνθετα προβλήµατα, τέτοια γνώση δεν απαιτείται 

για τη χρήση τους στις περισσότερες εφαρµογές. Αντίθετα, αυτό που 

επιβάλλεται είναι η λεπτοµερή γνώση του πεδίου του προβλήµατος, 

πρόσβαση στον κώδικα του αλγορίθµου και κατανόηση του πώς 

σχηµατοποιείται το πρόβληµα. 

 

 
ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ ΚΡΗΤΗΣ – ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ ΚΑΙ ∆ΙΟΙΚΗΣΗΣ 

39



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 – Εξελικτικές διαδικασίες βελτιστοποίησης 

 

Πληθυσµός 
Επιβίωση

Υπολογισµός της 
συνάρτησης 
προσαρµογής 

∆ιασταύρωση
Μετάλλαξη

1 0 0 1 0 1
11 0 1 1 1

1 1 0 1 1 1

Σχήµα 2.4. – Σχηµατική αναπαράσταση της λειτουργίας ενός ΓΑ. 

 

2.6. Ιστορικά δεδοµένα 

Όπως στις περισσότερες νέες τεχνολογίες, η λεπτοµερή παρουσίαση της 

ιστορίας των Εξελικτικών Αλγορίθµων είναι ανοικτή για αντιπαραθέσεις. Αυτό 

συµβαίνει λόγω των δυσκολιών που υπάρχουν στη διάκριση των συνοριακών 

γραµµών ανάµεσα στους διάφορους τύπους Εξελικτικών Αλγορίθµων. 

Ίσως το πρώτο παράδειγµα µιας τεχνικής βασισµένης στην εξέλιξη, που 

συνδέεται µε τους µοντέρνους Εξελικτικούς Αλγορίθµους προτάθηκε τη 

δεκαετία του ’70 από τον Rechenberg [Rechenberg,1973]. Αυτός εισήγαγε τις 

Εξελικτικές Στρατηγικές, που αρχικά χρησιµοποιήθηκαν στη σχεδίαση 

αεροδυναµικών σωµάτων. Η εργασία αυτή συνεχίστηκε αργότερα από τον 

Schwefel [Schwefel,1981].  

Οι Γενετικοί Αλγόριθµοι έχουν αναπτυχθεί ανεξάρτητα από τις 

Εξελικτικές Στρατηγικές και µόνο πρόσφατα έχουν αρχίσει να αλληλεπιδρούν 

σηµαντικά. 

Ο Εξελικτικός Προγραµµατισµός είναι µια τεχνική που αναπτύχθηκε από 

τους Fogel [Fogel,1966], και Walsh [Walsh,1923] που συµφωνεί σε πολλά 

σηµεία µε τους µοντέρνους Γενετικούς Αλγορίθµους. Ο Εξελικτικός 
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Προγραµµατισµός προσπαθεί να διερευνήσει τη δυνατότητα εξέλιξης τεχνητής 

νοηµοσύνης µε την έννοια η µηχανή να µπορεί να προβλέπει αλλαγές στο 

περιβάλλον της και να αντιδρά κατάλληλα. Οι υποψήφιες λύσεις, σε ένα 

πρόβληµα, αντιπροσωπεύουν τις αντιδράσεις των µηχανών στο δυναµικό 

περιβάλλον. Οι νέες λύσεις εξελίσσονται µε µετάλλαξη των προηγούµενων 

υποψηφίων και οδηγούνται από µια συνάρτηση προσαρµογής. Αντίθετα ο 

Εξελικτικός Προγραµµατισµός χρησιµοποιεί µόνο τον τελεστή της µετάλλαξης 

για να παράγει νέο πληθυσµό υποψήφιων λύσεων. 

Αρκετοί άλλοι ερευνητές στη δεκαετία του ’50 και ’60 εµπνεύστηκαν και 

ανέπτυξαν εξελικτικές τεχνικές σε υπολογιστικούς αλγορίθµους. Αυτές οι 

προσπάθειες δεν έχουν λάβει την προσοχή ή την συνέχιση που είχαν ο 

Εξελικτικός Προγραµµατισµός και οι Γενετικοί Αλγόριθµοι, αλλά αξίζει να 

αναφερθούν. Οι Box [Box,1957], Martin & Cockerham [Martin & Cockerham, 

1960] και Bledsoe [Bledsoe,1961] ανέπτυξαν αλγορίθµους που βασίζονται σε 

φαινοµενικές ικανότητες έρευνας και εξέλιξης σε φυσικά συστήµατα. Επιπλέον 

υπάρχει και ένας αριθµός από φυσικούς βιολόγους όπως οι Barricelli 

[Barricelli,1957], Fraser [Fraser,1960] οι οποίοι χρησιµοποιούσαν τον 

ηλεκτρονικό υπολογιστή για να προσοµοιάσουν την εξέλιξη σε ελεγχόµενα 

πειράµατα. Πάντως αυτές οι προσπάθειες δεν απευθύνονται στη γενική 

βελτιστοποίηση και στους σκοπούς έρευνας των Γενετικών Αλγορίθµων. 

Οι Γενετικοί Αλγόριθµοι εφευρέθηκαν από τον John Holland [Holland, 

1975] κατά τη δεκαετία του ’60. Αυτός και οι φοιτητές του στο πανεπιστήµιο 

του Μίτσιγκαν ανέπτυξαν µια λεπτοµερή προσέγγιση στο µοντέλο της φυσικής 

εξέλιξης µε τη µορφή αλγορίθµου. Στη µονογραφία του, ο Holland, το 1975 µε 

τίτλο Adaptation in Natural and Artificial systems [Holland,1975] περιγράφει τη 

βασική προσέγγιση των χαρακτηριστικών της πληθυσµιακής µεθόδου, 

δηλαδή των σηµερινών Γενετικών Αλγορίθµων. Το βιβλίο του παρουσιάζει 

τους περισσότερους γενετικούς τελεστές που χρησιµοποιούνται σ΄αυτούς. Το 

αρχικό κίνητρο του Holland δεν ήταν η βελτιστοποίηση, αλλά η µεθοδική 

µελέτη των µηχανισµών της προσαρµογής που υπάρχουν στη φύση και η 

ενσωµάτωση αυτών των µηχανισµών σε υπολογιστικά συστήµατα 

προσοµοίωσης. Επίσης στο βιβλίο του Holland υπάρχει η πιο δηµοφιλή 

θεωρία που εξηγεί την επιτυχία των γενετικών αλγορίθµων καθώς και γιατί 

αυτοί λειτουργούν. 
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Η έκδοση του βιβλίου του Holland αποτελεί σηµείο αναφοράς στην 

ιστορία των Γενετικών Αλγορίθµων. Ήταν το πρώτο επίσηµο έγγραφο το 

οποίο διατύπωνε την ιδέα να χρησιµοποιηθεί ένας πληθυσµός υποψηφίων 

λύσεων και µε βάση γενετικής εξέλιξης να προκύψουν καλύτερες λύσεις (νέος 

πληθυσµός). Ένα δεύτερο σηµείο αναφοράς στην ιστορία έρχεται µε την 

έκδοση του βιβλίου του David Goldberg µε τίτλο Genetic Algorithms in search 

optimization and machine learning [Goldberg,1989]. Αυτό το βιβλίο 

παρουσιάζει τους Γενετικούς Αλγορίθµους ως ακριβή προσέγγιση στη λύση 

προβληµάτων έρευνας ποικίλων ειδών. Η έκδοση του βιβλίου του Goldberg 

επιτάχυνε σηµαντικά την εφαρµογή τους. 
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3. Καµπύλες & Επιφάνειες B-Spline - NURBS 
 

3.1. Καµπύλες B-Spline 
 
Εισαγωγή 

Οι πιο διαδεδοµένες µέθοδοι για την παράσταση καµπυλών ή 

επιφανειών είναι µε χρήση πεπλεγµένων σχέσεων και µε χρήση 

παραµετρικών σχέσεων. Έτσι µία καµπύλη στο επίπεδο xy µπορεί να 

παρασταθεί µε µία πεπλεγµένη σχέση της µορφής f(x,y)=0. Αντίστοιχα, στην 

παραµετρική µορφή της, η αναπαράσταση της καµπύλης µπορεί να γίνει στη 

µορφή 

 

C(u)=(x(u),y(u)) (3.1) 

 

µε την ανεξάρτητη παράµετρο u να παίρνει τιµές σε συγκεκριµένο διάστηµα. 

Για παράδειγµα, ένας κύκλος µοναδιαίας ακτίνας σε παραµετρική µορφή 

γράφεται ως 

 

x(u)=cos(u) (3.2) 

y(u)=sin(u) (3.3) 

 

µε την παράµετρο u να παίρνει τιµές στο διάστηµα [0, 2π]. 

Στην παραµετρική αναπαράσταση καµπυλών, η περισσότερο δηµοφιλής 

µέθοδος είναι οι καµπύλες B-Spline. Οι καµπύλες B-Spline χρησιµοποιούνται 

ευρύτατα, καθώς έχουν ορισµένα πλεονεκτήµατα απέναντι σε άλλες 

παραµετρικές αναπαραστάσεις καµπυλών. Τα κυριότερα από αυτά είναι τα 

ακόλουθα: 

 

¾ ∆υνατότητα τοπικού ελέγχου καµπύλης. 

¾ Προσθήκη σηµείων ελέγχου χωρίς να αλλάξουµε το βαθµό της 

καµπύλης. 

¾ Ο βαθµός της καµπύλης είναι ανεξάρτητος από τα σηµεία ελέγχου και 

επιλέγεται από τις βασικές συναρτήσεις. 
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Εφευρέθηκαν από τους Gordon [Gordon,1974] και Riesenfeld 

[Riesenfeld,1973] και διαθέτουν όλες τις ιδιότητες των καµπυλών Bezier αλλά 

επιπλέον έχουν και τη δυνατότητα τοπικού ελέγχου της καµπύλης. Η 

εφαρµογή τους λύνει το πρόβληµα της αναπαράστασης δύσκολων και 

πολύπλοκων καµπυλών, παρέχοντας και ορισµένες σπουδαίες ιδιότητες που 

αναφέρονται αναλυτικά παρακάτω.  

Αρχικά θα δοθεί η παραµετρική αναδροµική σχέση των καµπυλών B-

Spline, µε βάση την οποία θα εξηγήσουµε ολόκληρη τη διαδικασία 

κατασκευής τους. Μία p-βαθµού καµπύλη B-Spline µε παράµετρο u 

κατασκευάζεται από τη σχέση: 

 

∑
=

=
n

i
ipi PuNuC

0
, )()(          bua ≤≤  (3.4) 

 

όπου τα  είναι τα  n+1 σηµεία ελέγχου (τα διανύσµατα θέσης τους), και τα 

 είναι οι p-βαθµού βασικές συναρτήσεις B-Spline, που καθορίζονται 

από το ανοικτό οµοιόµορφο διάνυσµα κόµβων: 

}{ iP

)}({ , uN pi

 

},,,,,,,,{ 11 bbuuaaU pmp LLL −−+=  (3.5) 

 

Ο αριθµός των κόµβων είναι ( )1+m  και ισχύει η σχέση: 

 
(Βαθµός της καµπύλης + 1) + (Αριθµός Σηµείων Ελέγχου) = (Αριθµός κόµβων)  ⇒

 

)1()1()1( +=+++ mnp  (3.6) 

 

Στις καµπύλες B-Spline, ο βαθµός  p είναι ανεξάρτητος από το πλήθος 

n+1 των σηµείων ελέγχου (σε αντίθεση µε τις Bezier) και έχει άµεση σχέση 

µόνο µε την τάξη k των καµπυλών. 

 

Τάξη της καµπύλης  =  Βαθµός της καµπύλης + 1    ⇒      

 

 
ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ ΚΡΗΤΗΣ – ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ ΚΑΙ ∆ΙΟΙΚΗΣΗΣ 

44



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 – Καµπύλες & Επιφάνειες B-Spline - NURBS 

1+= pk  (3.7) 

 

Σηµεία Ελέγχου 
Ο έλεγχος των καµπυλών B-Spline επιτυγχάνεται µε την τροποποίηση 

των σηµείων ελέγχου (τη µετακίνησή τους δηλαδή στο δισδιάστατο ή στον 

τρισδιάστατο χώρο). Συχνά τα σηµεία ελέγχου ενώνονται µεταξύ τους για την 

πιο εύκολη αναγνώρισή τους, σχηµατίζοντας το πολύγωνο ελέγχου. Στο 

σχήµα 3.1 που ακολουθεί παρουσιάζεται η επίδραση που έχει στην καµπύλη 

B-Spline, η µεταβολή ενός σηµείου ελέγχου. Επίσης στο σχήµα φαίνεται πως 

η αλλαγή στο σχήµα της καµπύλης δεν πραγµατοποιείται σε ολόκληρο το 

µήκος της αλλά µόνο σε µια περιοχή της, κοντά στο µετακινούµενο σηµείο 

ελέγχου. 

 

 
Σχήµα 3.1. - Μετακίνηση ενός σηµείου ελέγχου, µιας ανοικτής δευτεροβάθµιας B-Spline 

καµπύλης µε 8 σηµεία ελέγχου. 

 

Αυτή είναι µια πολύ δηµοφιλή ιδιότητα των B-Spline, αφού µας επιτρέπει 

να προκαλούµε αλλαγές σε ένα µικρό τµήµα της καµπύλης, χωρίς να 

επηρεάζεται η γενικότερη µορφή της. Κάθε σηµείο ελέγχου επηρεάζει µόνο το 

τµήµα της καµπύλης που βρίσκεται πιο κοντά σε αυτό, αλλά έχει µικρή ή 

καθόλου επίδραση σε τµήµατα της καµπύλης που απέχουν σηµαντικά από το 

εν λόγω σηµείο. 
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Στο δίκτυο στην διεύθυνση www.people.nnov.ru/fractal/Splines/Intro.htm 

παρουσιάζεται παραστατικά η επίδραση της µετακίνησης των σηµείων 

ελέγχου πάνω στην καµπύλη, ενώ είναι επίσης επιτρεπτό να εκτελέσει ο 

χρήστης τις συγκεκριµένες αλλαγές σε πραγµατικό χρόνο, για την καλύτερη 

κατανόηση της διαδικασίας.  

 

Βασικές συναρτήσεις 

Η συνάρτηση , η οποία καθορίζει πόσο ισχυρά το σηµείο ελέγχου 

 επηρεάζει την καµπύλη για δεδοµένο , καλείται βασική συνάρτηση του 

συγκεκριµένου σηµείου ελέγχου. Εξάλλου, στον όρο B-Spline το “B” 

αναπαριστά την λέξη Βασική (Basic). Το ερώτηµα που τίθεται τώρα είναι πώς 

µπορούµε να καθορίσουµε κάθε βασική συνάρτηση; Κάθε µικρή περιοχή στην 

καµπύλη την επηρεάζουν τα σηµεία ελέγχου που βρίσκονται κοντά σε αυτήν 

την περιοχή. Όταν το τµήµα της καµπύλης που αναφερόµαστε βρίσκεται 

µακριά από το δεδοµένο σηµείο ελέγχου, αυτό το σηµείο ελέγχου έχει µικρή 

επίδραση στο τµήµα. Όσο το τµήµα της καµπύλης πλησιάζει στο σηµείο 

ελέγχου, τότε η επιρροή του γίνεται συνέχεια και µεγαλύτερη, µέχρι να αρχίσει 

να ελαττώνεται πάλι όταν το τµήµα της καµπύλης αρχίσει να αποµακρύνεται 

και να ξεπερνάει το σηµείο ελέγχου. 

)(, uN pi

iP u

Επειδή οι καµπύλες B-Spline ορίζονται παραµετρικά, µε παράµετρο u, 

µπορούµε να θεωρήσουµε ένα µικρό τµήµα από αυτές, σε ένα µικρό διάστηµα 

µεταβολής του u. Εφόσον κάθε σηµείο ελέγχου έχει τη δική του βασική 

συνάρτηση, σε µια καµπύλη µε 4 σηµεία ελέγχου θα υπάρχουν 4 τέτοιες 

βασικές συναρτήσεις. Κάθε µία από αυτές θα καλύπτει ένα ορισµένο τµήµα 

της καµπύλης. Στο σχήµα 3.2. στον οριζόντιο άξονα απεικονίζεται η τιµή της 

παραµέτρου u και στον κατακόρυφο η τιµή των Βασικών συναρτήσεων. Για 

, το σηµείο ελέγχου  έχει ένα βάρος (επίδραση πάνω στην καµπύλη) 

περίπου 0.2, το  περίπου 0.75 και το  περίπου 0.1. Συνεπώς όσο το  

µεταβάλλεται από την τιµή 0.0 έως την τιµή 6.0, κάθε ένα από τα σηµεία 

ελέγχου θα έχει µια επίδραση πάνω στο σχήµα της καµπύλης που θα ξεκινάει 

από 0, θα αυξάνεται µέχρι µια µέγιστη τιµή και στη συνέχεια θα µειώνεται 

µέχρι να φθάσει πάλι στην τιµή 0. 

3.2=u 0P

1P 2P u
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 – Καµπύλες & Επιφάνειες B-Spline - NURBS 

 
Σχήµα 3.2. - Βασικές συναρτήσεις µιας τετραγωνικής οµοιόµορφης καµπύλης µε 4 σηµεία 

ελέγχου. 

 

 
 
Σχήµα 3.3. - Κυβική καµπύλη µε 4 σηµεία ελέγχου. (a) Παρουσιάζεται µια συγκέντρωση της 

περιοχής ορισµού της καµπύλης στο σηµείο ελέγχου  (b) Η ίδια καµπύλη µε συγκέντρωση 

στο τρίτο σηµείο ελέγχου . 

1P

2P
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∆ιάνυσµα Κόµβων 
Από τα παραπάνω γίνεται αντιληπτό ότι η επιλογή του διανύσµατος 

κόµβων είναι πολύ σηµαντικός παράγοντας, επειδή επηρεάζει τις βασικές 

συναρτήσεις και κατά συνέπεια την τελική καµπύλη. Η µόνη απαίτηση για το 

διάνυσµα κόµβων είναι . Χρησιµοποιούνται τρεις τύποι διανυσµάτων 

κόµβων, το οµοιόµορφο, το ανοικτό οµοιόµορφο και το ανοµοιόµορφο.  

1+≤ ii uu

Στο οµοιόµορφο διάνυσµα κόµβων, οι επιµέρους κόµβοι ισαπέχουν 

µεταξύ τους. Για παράδειγµα έχουν την µορφή: 

 

 [0  1  2  3  4  5]  ή  [0  0.25  0.5  0.75  1.0] 

 

Ο γενικός τύπος ορισµού του διανύσµατος κόµβων είναι: 

 

ju j =           0  1−+≤≤ pnj (3.8) 

 

Το χρήσιµο διάνυσµα κόµβων, όπου δηλαδή ορίζεται η καµπύλη 

φαίνεται στα σχήµατα 3. 4 και 3.5 και είναι η γραµµή που ενώνει τους 

κόµβους πάνω από τις βασικές συναρτήσεις. 

 

1)2( +≤≤− njp  (3.9) 

 

 
Σχήµα 3.4. - Μία τετραγωνική οµοιόµορφη καµπύλη B-Spline µε 4 σηµεία ελέγχου. Αριστερά 

απεικονίζεται η καµπύλη και δεξιά παρουσιάζονται οι βασικές συναρτήσεις της. Πάνω από 

αυτές διακρίνονται η διάταξη των κόµβων καθώς και το διάστηµα ορισµού της καµπύλης από 

τον 3ο µέχρι τον 5ο κόµβο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 – Καµπύλες & Επιφάνειες B-Spline - NURBS 

 
Σχήµα 3.5. - Κυβική οµοιόµορφη B-Spline µε 4 σηµεία ελέγχου αριστερά και οι βασικές 

συναρτήσεις της δεξιά. Είναι προφανές πως το διάστηµα ορισµού είναι µικρότερο από αυτό 

της καµπύλης του προηγούµενου σχήµατος (από τον 4ο έως τον 5ο κόµβο ή αλλιώς από το 2ο 

σηµείο ελέγχου έως το 3ο περίπου). 

 

 

Στο ανοικτό οµοιόµορφο διάνυσµα κόµβων, υπάρχει µια πολλαπλότητα 

στους ακραίους κόµβους, η οποία ισούται µε την τάξη  (p+1) των βασικών 

συναρτήσεων B-Spline. Οι εσωτερικοί κόµβοι είναι οµοιόµορφα διατεταγµένοι. 

Παραδείγµατα ανοικτών οµοιόµορφων διανυσµάτων κόµβων για διαφορετικές 

τιµές της τάξης k, δίδονται στη συνέχεια: 

k

 

1=p  :  [0  0  1  2  3  4  4] 

2=p  :  [0  0  0  1  2  3  3  3] 

3=p   :  [0  0  0  0  1  2  2  2  2] 
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Σχήµα 3.6. - Μία τετραγωνική ανοικτή καµπύλη B-Spline µε 4 σηµεία ελέγχου. Αριστερά 

παρουσιάζεται η µορφή της καµπύλης µε τα σηµεία ελέγχου και δεξιά απεικονίζονται οι 

βασικές συναρτήσεις. Όπως φαίνεται στο σχήµα, η καµπύλη ξεκινάει από το αρχικό σηµείο 

ελέγχου και τερµατίζει στο τελικό. Αυτό φαίνεται επίσης και στο πεδίο ορισµού της καµπύλης 

(πάνω από τις βασικές συναρτήσεις) που καλύπτει όλο το φάσµα των κόµβων. 

 

 
Σχήµα 3.7. - Κυβική ανοικτή καµπύλη B-Spline µε 4 σηµεία ελέγχου. Μία ιδιότητα των 

ανοικτών B-Spline καµπυλών που φαίνεται από τα σχήµατα είναι πως όσο αυξάνει ο βαθµός 

της καµπύλης τόσο αυτές αποµακρύνονται από τα σηµεία ελέγχου. Στην ειδική περίπτωση 

των τετραγωνικών καµπυλών η καµπύλη τέµνει (ή εφάπτεται µε) το πολύγωνο ελέγχου 

ακριβώς στην µέση κάθε πλευράς. 

 

Οι καµπύλες B-Spline µε ανοικτό οµοιόµορφο διάνυσµα κόµβων έχουν 

την πολύ βασική ιδιότητα η καµπύλη να παρεµβάλει το αρχικό και τελικό 

σηµείο ελέγχου. Αυτό είναι αρκετά σηµαντικό, διότι επιλέγοντας κατάλληλα το 

αρχικό και τελικό σηµείο ελέγχου, ξέρουµε που ξεκινάει και που τελειώνει η 

καµπύλη µας. 

Στη γενική του περίπτωση, το ανοικτό οµοιόµορφο διάνυσµα τιµών 

προσδιορίζεται από τη σχέση: 
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Το ανοµοιόµορφο διάνυσµα κόµβων µπορεί να παίρνει τιµές 

ανοµοιόµορφα κατανεµηµένες ή να έχει πολλαπλούς εσωτερικούς κόµβους 

και µπορεί να είναι περιοδικό ή ανοικτό. Ένα τέτοιο διάνυσµα κόµβων 

παρουσιάζεται στη συνέχεια. 

 

[0  0  0  1  1  2  2  2]  ή  [0  1  2  2  3  4] 

 

 

 

 
Σχήµα 3.8. - Ο µοναδικός τρόπος να σχηµατίσουµε κύκλους ή άλλες κωνικές τοµές µε B-

Spline είναι µε χρήση NURBS. Στο σχήµα παρουσιάζονται δύο κυβικές NURBS. Η πρώτη 

σχηµατίζεται µε 6 σηµεία ελέγχου και διάνυσµα κόµβων }1,1,1,3
2,3

2,3
1,3

1,0,0,0{=U  

ενώ η δεύτερη σχηµατίζεται µε 8 σηµεία ελέγχου και διάνυσµα κόµβων 

}1,1,1,4
3,4

3,2
1,2

1,4
1,4

1,0,0,0{=U  
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Καθορισµός των Βασικών Συναρτήσεων B-Spline 
Υπάρχουν αρκετοί µέθοδοι για να καθοριστούν οι βασικές συναρτήσεις 

B-spline. Κάθε µέθοδος παρουσιάζει τις δικές της σηµαντικές ιδιότητες. Η πιο 

διαδεδοµένη µέθοδος, η οποία χρησιµοποιείται και στην παρούσα εργασία, 

είναι µε µία επαναληπτική σχέση που οφείλεται στους DeBoor [DeBoor,1972], 

Cox [Cox,1972]. 

Σύµφωνα µε αυτή τη µεθοδολογία, η -στή βασική συνάρτηση B-Spline, 

βαθµού 

i

p , (τάξης ), καθορίζεται ως: 1+p
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Πρέπει να σηµειώσουµε τα ακόλουθα: 

 

¾ Η  είναι µια βηµατική συνάρτηση, ίση µε µηδέν παντού εκτός 

από το εσωτερικό διάστηµα όπου 

)(0, uNi

),[ 1+∈ ii uuu  

¾ Για , η  είναι ένας γραµµικός συνδυασµός δύο βασικών 

συναρτήσεων βαθµού 

0>p )(, uN pi

)1( −p . 

¾ Ο υπολογισµός των βασικών συναρτήσεων απαιτεί καθορισµό ενός 

διανύσµατος κόµβων, U , και του βαθµού p . 

¾ Η εξίσωση (2) µπορεί να οδηγήσει σε πηλίκο 
0
0 . Σε αυτή την 

περίπτωση το πηλίκο ορίζεται ίσο µε 0. 

¾ Τα  είναι πολυώνυµα καθορισµένα σε όλο το σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών. Συνήθως όµως, µόνο το εσωτερικό διάστηµα 

 είναι το ενδιαφέρον. 

)(, uN pi

]mu,[ 0u

¾ Το εσωτερικό διάστηµα  καλείται το -στό ζεύγος κόµβων. 

Μπορεί να έχει µηδενικό εύρος, αφού οι κόµβοι δεν είναι ανάγκη να 

είναι διαφορετικοί. 

),[ 1+ii uu i
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¾ Ο υπολογισµός της συνάρτησης βαθµού p , παράγει ένα τριγωνικό 

πίνακα. 

 

 

0,0N  

    1,0N

     0,1N 2,0N

      1,1N 3,0N

     0,2N 2,1N

      1,2N 3,1N

      M  0,3N 2,2N

     M  1,3N

    M  0,4N

   M  

 

Ιδιότητες των Βασικών Συναρτήσεων B-Spline 
¾ Έχουν άθροισµα συναρτήσεων ίσο µε τη µονάδα, που σηµαίνει ότι η 

καµπύλη και το πολύγωνο ελέγχου δεν αλλάζουν µε τους 

µετασχηµατισµούς. 

 

1)(
0

, =∑
=

n

i
pi uN  

 

¾ Κάθε βασική συνάρτηση παίρνει µόνο θετικές τιµές, , που 

σηµαίνει ότι ισχύει η ιδιότητα του κυρτού περιβλήµατος. 

0)(, ≥uN pi

¾ Κάθε σηµείο ελέγχου επηρεάζει )1( +p  τµήµατα, αφού οι βασικές 

συναρτήσεις είναι µηδενικές σε ορισµένες περιοχές για  εκτός 

διαστήµατος [ . 

u

), )1( ++ pii uu

¾ Κάθε βασική συνάρτηση  διαφοροποιείται )(, uN pi )1( −p  φορές, συνεπώς 

έχει και αντίστοιχη συνέχεια, εφόσον δεν έχουµε πολλαπλότητα τιµών στο 
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διάνυσµα κόµβων. Εάν η πολλαπλότητα ενός εσωτερικού κόµβου είναι , 

τότε η συνέχεια είναι . 

q
1−−qpC

2 >+

1=p

 

Ιδιότητες Καµπυλών B-Spline 
¾ Ο βαθµός της καµπύλης επιλέγεται από το χρήστη, αλλά επειδή πρέπει να 

ισχύει η σχέση: 010 >+−⇔− pnKn , τότε 2,3 και 4 σηµεία ελέγχου 

απαιτούνται για τον προσδιορισµό πρώτου, δεύτερου ή τρίτου βαθµού 

καµπύλης B-Spline. 

¾ Τοπικός έλεγχος, που επιτυγχάνεται µετακινώντας ένα σηµείο ελέγχου, ή 

έχοντας πολλαπλότητα σε ένα σηµείο ελέγχου, ή αλλάζοντας το βαθµό της 

καµπύλης. Εν γένει σε µια καµπύλη επηρεάζονται µόνο  από τα 

τµήµατά της. 

)1( +p

¾ Η ανοικτή καµπύλη περνάει από τα ακραία σηµεία ελέγχου και εφάπτεται 

στα ακραία τµήµατα του πολυγώνου ελέγχου. 

¾ Η µορφή της καµπύλης εξαρτάται από το βαθµό της. Για  παίρνουµε 

τα σηµεία ελέγχου, για  το πολύγωνο ελέγχου. 

0=p

¾ Η καµπύλη δευτέρου βαθµού εφάπτεται του πολυγώνου ελέγχου στο µέσο 

του κάθε τµήµατος. Αυτό δεν συµβαίνει για καµπύλες µεγαλύτερου 

βαθµού. 

¾ Πολλαπλά σηµεία ελέγχου µας δίνουν υψηλή τιµή καµπυλότητας στο 

σηµείο εκείνο. 

¾ Αύξηση του βαθµού της καµπύλης έχει ως αποτέλεσµα δυσκολία ελέγχου 

της µορφής της, καθώς και της πολυπλοκότητας των υπολογισµών. 

 

Αλγόριθµος 
Τρία βήµατα απαιτούνται για τον υπολογισµό ενός σηµείου σε µια 

καµπύλη B-Spline για µια δεδοµένη τιµή της παραµέτρου u: 

 

1. Βρες το ζεύγος των κόµβων για το οποίο το u βρίσκεται ανάµεσα τους. 

2. Υπολόγισε τις µη-µηδενικές βασικές συναρτήσεις. 

3. Πολλαπλασίασε τις τιµές των µη-µηδενικών βασικών συναρτήσεων µε 

τα αντίστοιχα σηµεία ελέγχου. 
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Σχήµα 3.9. - Μία κυβική καµπύλη B-spline µε 4 σηµεία ελέγχου. 

 

 

3.2. Εισαγωγή κόµβου (Knot Insertion) 
Όσα περισσότερα σηµεία ελέγχου καθορίζουν µία καµπύλη B-Spline, 

τόσο περισσότερο έλεγχο µπορούµε να έχουµε στη µορφή της. Φαίνεται 

λοιπόν λογικό να θέλουµε να προσθέσουµε σηµεία ελέγχου χωρίς να 

αλλάζουµε το σχήµα της. Πρέπει να σηµειωθεί ότι υπάρχει άµεση σχέση 

µεταξύ των κόµβων µιας καµπύλης B-Spline, των σηµείων ελέγχου και την 

τάξη της – ο αριθµός των κόµβων ισούται µε το πλήθος των σηµείων ελέγχου 

συν την τάξη. Για παράδειγµα µία κυβική καµπύλη (4ης τάξης) µε 9 σηµεία 

ελέγχου απαιτεί 13 κόµβους. Έτσι κάθε φορά που θέλουµε να προσθέσουµε 

ένα σηµείο ελέγχου, επίσης προσθέτουµε και έναν επιπλέον κόµβο. Φυσικά 

πρέπει τα νέα σηµεία ελέγχου να είναι στις σωστές θέσεις, ούτως ώστε η 

καµπύλη να µην αλλάζει, ούτε γεωµετρικά, ούτε παραµετρικά. 

Στην πράξη ακολουθούµε την αντίστροφη διαδικασία. ∆ηλαδή 

αποφασίζουµε τη θέση που θέλουµε να προσθέσουµε έναν νέο κόµβο, και 

στη συνέχεια υπολογίζουµε τη θέση του αντίστοιχου νέου σηµείου ελέγχου, 

καθώς επίσης και τις νέες θέσεις µερικών από τα ήδη υπάρχοντα σηµεία 

ελέγχου. 
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Σχήµα 3.10. - Εισαγωγή επιπλέον σηµείου ελέγχου σε καµπύλη B-Spline. Τα σηµεία ελέγχου 

Q2 και Q3 αντικαθιστούν το προηγούµενο P2. 

 
Αν και δεν είναι άµεσα φανερό, η εισαγωγή κόµβου είναι ένας από τους 

θεµελιώδεις αλγορίθµους για τις καµπύλες B-Spline. Μερικές από τις χρήσεις 

του παρατίθενται στη συνέχεια: 

 

¾ Υπολογίζει σηµεία και παραγώγους σε καµπύλες και επιφάνειες. 

¾ Υποδιαιρεί καµπύλες και επιφάνειες. 
¾ Προσθέτει σηµεία ελέγχου, µε σκοπό να αυξήσει την ευκαµψία της 

καµπύλης. 
 
Αλγόριθµος εισαγωγής κόµβου 

Έστω  µία ανοικτή καµπύλη B-Spline, που ορίζεται 

από το διάνυσµα κόµβων 

∑
=

⋅=
n

i
ipi uNu

0
, )()( PC

{ },,0 muu L=U . Έστω ),[ 1+∈ kk uuu

U

, είναι ένας νέος 

κόµβος που θέλουµε να προσθέσουµε στο . Η µορφή πλέον του 

διανύσµατος κόµβων είναι  

 

},,,,,,{ 112100 mmkkkkk uuuuuuuuuu ====== ++++ LLU  (3.13) 
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Πλέον η καµπύλη  έχει µια αναπαράσταση µε το )(uC U  ως εξής: 

 

∑
+

=

⋅=
1

0
, )()(

n

i
ipi uNu QC  (3.14) 

 

όπου )}(, uN pi{  οι βασικές συναρτήσεις βαθµού p . 

 

Ο όρος εισαγωγή κόµβου, αναφέρεται στη διαδικασία καθορισµού των 

νέων σηµείων ελέγχου {  της εξίσωσης (1).  }iQ

Στη συνέχεια πρέπει να υπολογισθεί όχι µόνο η θέση του νέου σηµείου 

ελέγχου, αλλά και η αναπροσαρµογή κάποιων υπαρχόντων σηµείων ελέγχου, 

για να παραµείνει το σχήµα της καµπύλης αναλλοίωτο. Η διαδικασία 

υπολογισµού των νέων σηµείων ελέγχου Q  φαίνεται στη σχέση (2) i

 

1)1( −⋅−+⋅= iiiii PaPaQ  (3.15) 

 

όπου  καθορίζεται από τη σχέση a

 


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kipk
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(3.16) 

 

3.3. Ραφινάρισµα κόµβων (Knot Refinement) 
Ραφινάρισµα κόµβων είναι η διαδικασία κατά την οποία εισάγονται 

αρκετοί κόµβοι µε µία µόνο κίνηση (εννοώντας ότι ο αλγόριθµος τρέχει µόνο 

µία φορά χωρίς να χρειάζεται να ορίζουµε τις θέσεις εισαγωγής στο διάνυσµα 

κόµβων).  

 

Έστω ότι έχουµε την ανοικτή καµπύλη B-Spline: 
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∑
=

⋅=
n

i
ipi uNu

0
, )()( PC  (3.17) 

 

Το διάνυσµα κόµβων που ορίζεται η καµπύλη είναι },,{ 0 muu L=U

1+≤ ii xx

 και 

έστω  ένα διάνυσµα που ικανοποιεί  και 

. 

},,{ 0 rxxX L=

ium ∀≤xu i≤0

Τα στοιχεία του διανύσµατος X  θέλουµε να τα εισάγουµε στο  και τα 

αντίστοιχα νέα σηµεία ελέγχου {

U

1,,0}, ++= rnQi Li  πρέπει να υπολογισθούν. 

Οι νέοι κόµβοι , πρέπει να επαναλαµβάνουν τις πολλαπλότητές τους στο 

διάνυσµα κόµβων 

ix

X . Έτσι αν  και , µε y z )( zy < ,  πρέπει να προστεθούν 

σαν κόµβοι µε πολλαπλότητες 2 και 3 αντίστοιχα, τότε έχουµε 

. Ουσιαστικά το ραφινάρισµα κόµβων είναι µία ακολουθία από 

πολλαπλές εφαρµογές της διαδικασίας εισαγωγής κόµβου που περιγράφτηκε 

προηγουµένως. Πάντως η διάκριση των δύο µεθόδων υπάρχει, επειδή 

υπάρχουν πιο αποδοτικοί αλγόριθµοι για το ραφινάρισµα κόµβων. 

},,,,{ yyyxxX =

 

Οι εφαρµογές «ραφινάρισµα κόµβων» περιλαµβάνουν: 

 

¾ Ένωση από δύο ή περισσότερα διανύσµατα κόµβων µε σκοπό να 

πετύχουν ένα σύνολο από καµπύλες, όπου θα καθορίζονται από ένα 

κοινό διάνυσµα κόµβων. 

¾ ∆ηµιουργία πολυγωνικών και πολυεδρικών προσεγγίσεων σε 

καµπύλες. Το νέο «ραφιναρισµένο» διάνυσµα κόµβων, φέρνει το 

πολύγωνο ελέγχου πιο κοντά στην καµπύλη και στο όριο τείνει να 

προσεγγίσει την καµπύλη. Στο σχήµα 3.11(b) παρουσιάζεται ένα 

ραφινάρισµα κόµβων που έχει εφαρµοσθεί στην κυβική καµπύλη του 

σχήµατος 3.11(a), ενώ στο σχήµα 3.11(c) έχει γίνει και δεύτερο 

ραφινάρισµα. Ένας νέος κόµβος προστέθηκε στο µέσο κάθε 

διαστήµατος δύο διαδοχικών κόµβων. 
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(a) 

 

 
(b) 
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(c) 

 
Σχήµα 3.11. – ∆ιαδοχικό ραφινάρισµα κόµβων. (a) Μια κυβική καµπύλη. (b) Πρώτο 

ραφινάρισµα κόµβων που γίνεται στη µέση κάθε διαστήµατος δύο διαδοχικών κόµβων. (c) 

∆εύτερο ραφινάρισµα κόµβων. 

 
Αλγόριθµος για το ραφινάρισµα των κόµβων 

∆εν απαιτούνται πολύπλοκα µαθηµατικά για να αναπτυχθεί ο 

αλγόριθµος για το ραφινάρισµα κόµβων. Είναι ένα απλό υπολογιστικό 

πρόβληµα, τα βήµατα του οποίου δίδονται στη συνέχεια: 

 

1. Βρες τους δείκτες  και  τέτοιους ώστε a b bia uxu ≤≤ , για όλα τα i . 

2. Τα σηµεία ελέγχου  και  δεν αλλάζουν. Συνεπώς αυτά 

πρέπει να αντιγραφούν στις κατάλληλες θέσεις , αφήνοντας χώρο για τα 

 καινούρια σηµεία ελέγχου. 

paPP −,,0 L nb PP ,,1 L−

iQ

1−−++ abpr

3. Το νέο διάνυσµα κόµβων είναι ,U (συγχώνευση του  µε το U X ). Οι 

κόµβοι που δεν αλλάζουν πρέπει να προσθεθούν. 

4. Πήγαινε σε ένα βρόχο και  

4.1.  υπολόγισε τα νέα σηµεία ελέγχου. 
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4.2.  Ένωσε τα στοιχεία από τα U  και X  στο U  

Ο βρόχος µπορεί να δουλέψει προς τα µπρος (αρχίζοντας από ), ή 

προς τα πίσω (αρχίζοντας από ). 

1+− paQ

1−+rbQ

 

3.4. Ανοµοιόµορφες Ρητές B-Spline Καµπύλες & Επιφάνειες 
Η περισσότερο δηµοφιλής µορφή αναπαράστασης καµπυλών και 

επιφανειών από άποψη αποθήκευσης, υπολογισµού και ελέγχου, είναι οι 

NURBS (Ανοµοιόµορφες Ρητές B-Spline Καµπύλες & Επιφάνειες). Ένα από 

τα µειονεκτήµατα που έχουν οι οµοιόµορφες καµπύλες B-Spline που 

παρουσιάστηκαν σε προηγούµενες παραγράφους, είναι ότι δεν µπορούν να 

αναπαραστήσουν όλα τα γεωµετρικά σχήµατα, όπως για παράδειγµα οι 

κωνικές τοµές. Με τις Ανοµοιόµορφες Ρητές Καµπύλες B-Spline µπορούµε να 

αναπαραστήσουµε και σχεδιάσουµε κάθε γεωµετρικό σχήµα στον Η/Υ. Οι 

NURBS προσφέρουν µία γενική µαθηµατική µορφή σχεδίασης, είτε πρόκειται 

για τυπικά αναλυτικά σχέδια (όπως κωνικές τοµές), είτε πρόκειται για 

ελεύθερα σχέδια. Παρέχουν ευκαµψία για σχεδίαση µεγάλου και ποικίλου 

αριθµού µορφών. Το όνοµά τους δείχνει και την φύση τους: 

 

¾ NU (Non Uniform) : Ανοµοιόµορφες, επειδή το διάνυσµα των κόµβων 

περιέχει κόµβους που δεν είναι αναγκαίο να κατανέµονται οµοιόµορφα 

στο διάστηµά τους. 

 

¾ R (Rational) : Ρητές, επειδή έχουµε την ρητή µορφή )( b
a , όπου  και 

 είναι πολυώνυµα. Ένα πλεονέκτηµα για τη χρησιµοποίηση της ρητής 

µορφής είναι ότι γίνεται πλέον επιτρεπτή η αναπαράσταση µερικών 

δηµοφιλών σχηµάτων (όπως είναι οι κωνικές τοµές), που δεν 

µπορούσαν να δηµιουργηθούν από τις καµπύλες B-Spline. Αυτός είναι 

και ο λόγος που εισάγουµε τα βάρη. 

a

b

 

¾ BS (B-Spline) : B-Spline επειδή οι NURBS βασίζονται στους βασικούς 

B-Spline προσδιορισµούς, µε πολυωνυµικές βασικές συναρτήσεις, που 

υπολογίζουν τα σηµεία της καµπύλης ή της επιφάνειας σταδιακά. 
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Οι Ανοµοιόµορφες Ρητές B-Spline Καµπύλες & Επιφάνειες που 

αναφέρονται σαν NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline) έχουν γίνει εκ των 

πραγµάτων ισχυρό βιοµηχανικό εργαλείο για την αναπαράσταση, σχεδίαση 

και ανταλλαγής γεωµετρικών δεδοµένων στους ηλεκτρονικούς υπολογιστές. 

Πολλά ισχυρά διεθνή πρότυπα σχεδίασης όπως IGES, STEP και PHIGS 

κάνουν χρήση τωνς NURBS ως ένα ισχυρό εργαλείο για γεωµετρική 

σχεδίαση. Η τεράστια επιτυχία των καµπυλών NURBS είναι γεγονός για τους 

παρακάτω κυρίως λόγους: 

 

¾ Οι NURBS εξασφαλίζουν την αναπαραγωγή αναλυτικών σχηµάτων 

(όπως είναι κωνικές τοµές) και τετραγωνικών επιφανειών καθώς και 

ελευθέρων µορφών σχηµάτων, όπως για σχεδίαση µοντέλων 

αυτοκινήτων ή της γάστρας ενός πλοίου. 

 

¾ Η σχεδίαση µε NURBS είναι διαισθητική. Σχεδόν κάθε εργαλείο και 

αλγόριθµος των καµπυλών και επιφανειών έχει έναν εύκολο τρόπο για 

την γεωµετρική κατανόηση. 

 

¾ Οι αλγόριθµοι των NURBS είναι γρήγοροι και αριθµητικά σταθεροί. 

 

¾ Οι καµπύλες και επιφάνειες NURBS είναι σταθερές υπό συνηθισµένους 

γεωµετρικούς µετασχηµατισµούς, όπως περιστροφές και προοπτικές 

προβολές. 

 

¾ Παρέχουν ένα πολύ καλό έλεγχο της µορφής του σχήµατος, κάνοντας 

χρήση ενός αριθµού από σηµεία ελέγχου, κόµβων και βαρών, που 

οδηγούν το σχήµα της καµπύλη και της επιφάνειας στο επιθυµητό, µε 

τον πλέον οµαλό τρόπο. 

 

¾ Οι NURBS αναπαριστούν πολύπλοκα σχήµατα καταλαµβάνοντας λίγο 

χώρο δεδοµένων. Για παράδειγµα για να αναπαραστήσουµε γραφικά 

ένα κύκλο διαµέτρου ενός µέτρου µε ευθύγραµµα τµήµατα, θα 

απαιτούνταν µερικές χιλιάδες από τέτοια τµήµατα για να µοιάζει το 
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σχήµα µας µε κύκλο αντί για πολύγωνο. Αναπαριστώντας τον ίδιο 

κύκλο µε NURBS θα απαιτούνταν µόνο 6 σηµεία ελέγχου (σχήµα 3.8). 

 

¾ Οι NURBS αποτελούν την γενίκευση των οµοιόµορφων καµπυλών και 

επιφανειών B-Spline και ρητών – πολυωνυµικών καµπυλών και 

επιφανειών Bezier (σχήµα 3. 11). 

 

 

 
Σχήµα 3.11. – Η γενίκευση των καµπυλών NURBS, σε σχέση µε τους υπόλοιπους τύπους 

παραµετρικών καµπυλών (και επιφανειών). 

 
Ιστορικά δεδοµένα 

Πριν την εξέλιξη των Ηλεκτρονικών Υπολογιστών, οι αρχιτέκτονες και οι 

µηχανικοί παρήγαγαν τα σχέδιά τους για οικοδοµικά κτίρια, δρόµους και 

µηχανικά µέρη χρησιµοποιώντας χαρτί, µολύβι και διάφορα άλλα απλά 

εργαλεία. Αυτά τα εργαλεία συµπεριλάµβαναν χάρακες και ορθογώνια για 

σχεδίαση ευθειών, διαβήτες για σχεδίαση κύκλων και τόξων και τρίγωνα και 

µοιρογνωµόνια για σχεδίαση γωνιών. Φυσικά αρκετά ενδιαφέροντα σχήµατα 

αντικειµένων δεν µπορούσαν να σχεδιαστούν µόνο µε αυτά τα απλά εργαλεία, 

επειδή τα καµπύλα τµήµατά τους δεν αποτελούνταν από κύκλους ή ελλείψεις. 

Συχνά, µία καµπύλη έπρεπε να περάσει οµαλά από ένα αριθµό 

προκαθορισµένων σηµείων. Αυτό το πρόβληµα πρακτικά ήταν περισσότερο 

έντονο στην ναυπηγική. Παρόλο που ένας ικανός καλλιτέχνης µπορεί 

αξιόπιστα να σχεδιάσει µε το χέρι καµπύλες σε ένα τραπέζι σχεδίασης, στην 

ναυπηγική συχνά απαιτούνταν να κατασκευαστούν τεράστια σχέδια. Για το 

λόγο του τεράστιου µεγέθους, τέτοια σχέδια συχνά κατασκευαζόταν σε 
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τεράστιους χώρους µεγάλων κτιρίων από τους ειδικούς γνωστούς σαν 

loftsman. Αυτοί, για να βοηθηθούν, τοποθετούσαν µακριά, λεπτά, εύκαµπτα 

δοκάρια από ξύλο, πλαστικό, ή µέταλλο που ονοµάζονταν splines. Τα splines 

συγκρατούνταν στη θέση τους µε βαρίδια, τα ονοµαζόµενα ducks, για το λόγο 

της οµοιότητάς τους µε φτερωτά πλάσµατα (σχήµα 3.12). 

 

 
 

splines
ducks  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 3.12. – Η παραδοσιακή µέθοδος σχεδίασης καµπυλών στη ναυπηγική, µε χρήση 

εύκαµπτων δοκών. 

 

Το αποτέλεσµα της καµπύλης ήταν οµαλό ενώ η καµπύλωση προέκυπτε 

από τη θέση των ducks. Με την εξέλιξη των Η/Υ και την εισαγωγή της 

σχεδίασης µε χρήση Η/Υ, ανακαλύφθηκαν οι φυσικές ιδιότητες των splines και 

έτσι µπόρεσαν να µοντελοποιηθούν µαθηµατικά. 

 
Καθορισµός και Ιδιότητες των καµπυλών NURBS 

Μία p  βαθµού καµπύλη NURBS ορίζεται από τη σχέση 

 

bua
wuN

PwuN
uC n

i
ipi

n

i
iipi

≤≤=

∑

∑

=

= ,
)(

)(
)(

0
,

0
,

 (3.18) 

 

όπου τα { P } είναι τα σηµεία ελέγχου (που σχηµατίζουν το πολύγωνο 

ελέγχου), τα { w } είναι τα βάρη και τα { N } είναι οι p-βαθµού βασικές 

i

i )(, upi
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συναρτήσεις, που καθορίζονται από το µη περιοδικό (ή αλλιώς µη 

οµοιόµορφο) διάνυσµα κόµβων: 

 

},...,,,...,,,...,{ 11 bbuuaaU pmp −−+=  (3.19) 

 

Αν δεν ορισθεί κάτι διαφορετικό, υποθέτουµε ότι 0=a , 1=b  και  για 

όλα τα i . 

0>iw

Αν θέσουµε 

 

∑
=

= n

j
jpj

ipi
pi

wuN

wuN
uR

0
,

,
,

)(

)(
)(  

(3.20) 

 

µπορούµε να γράψουµε την πάνω εξίσωση στη µορφή: 

 

∑
=

=
n

i
ipi PuRuC

0
, )()(  (3.21) 

 

Οι { R } είναι οι ρητές βασικές συναρτήσεις, µε το {u } να παίρνει τιµές στο 

διάστηµα [0,1]. Τα { R } έχουν τις ακόλουθες ιδιότητες, δανειζόµενες από 

τις ιδιότητες των βασικών συναρτήσεων { } 

)(, upi

)(, upi

)(, uN pi

 

� Μη αρνητικότητα 

0)(, ≥uR pi , για όλα τα pi,  και u  που ανήκουν στο [0,1] 

 

� Το άθροισµα όλων των ρητών βασικών συναρτήσεων είναι σταθερό 

∑
=

=
n

i
pi uR

0
, 1)( , για όλα τα  που ανήκουν στο [0,1] u

 

� Ισχύει: 1)1()0( ,,0 == pnp RR  

 

� Ακρότατο 
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Για , όλα τα  φτάνουν σε ακριβώς ένα µέγιστο στο 

διάστηµα u  ∈ [0,1] 

0>p )(, uR pi

 

� Τοπικός έλεγχος 

Ισχύει  για 0)(, =uR pi ).,[ 1++∉ pii uuu  Συνεπώς, σε κάθε δεδοµένο 

διάστηµα κόµβων, όλες σχεδόν οι Rk,p (p+1 το πλήθος) µε το k στο 

διάστηµα [i-p, i] είναι µη µηδενικές.  

 

� ∆ιαφορησιµότητα 

Όλες οι παράγωγοι των  υπάρχουν στο δεδοµένο εσωτερικό 

διάστηµα των κόµβων. Σε ένα κόµβο η  είναι  φορές 

διαφορήσιµη, όπου k  είναι η πολλαπλότητα του κόµβου. 

)(, uR pi

)(, uR pi )( kp −

 

� Αν είναι  για όλα τα , τότε 1=iw i )()( ,, uNuR pipi =  για όλα τα . 

Συνεπώς τα  είναι ειδικές περιπτώσεις των . Στην 

πραγµατικότητα, για κάθε 

i

)(, upiN )(, uR pi

0≠a , αν awi =  για όλα τα , τότε 

 για όλα τα i . 

i

)(, uN pi)(, uR pi =

 

Οι παραπάνω ιδιότητες αποδίδουν τα παρακάτω ιδιαίτερα γεωµετρικά 

χαρακτηριστικά για τις καµπύλες NURBS. 

 

� C  και C  (Αυτό προκύπτει από την 3oP=)0( nP=)1( η ιδιότητα) 

 

� Σταθερή τοπική µεταβολή. 

Κάθε τµήµα της καµπύλης επηρεάζεται από συγκεκριµένο αριθµό 

σηµείων ελέγχου. Το τµήµα της καµπύλης που είναι ήδη σχεδιασµένο 

παραµένει σταθερό µε την εισαγωγή νέων σηµείων ελέγχου για την 

επιµήκυνσή της. 

 

� Ιδιότητα κυρτού πολυγώνου. 
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Η καµπύλη περιέχεται στο κυρτό πολύγωνο που ορίζουν τα σηµεία 

ελέγχου της καµπύλης. Αν ),[ 1+∈ ii uuu , τότε το  κυµαίνεται µεταξύ 

του κυρτού πολυγώνου  των σηµείων ελέγχου , όπως φαίνεται 

στο σχήµα 3.13. Οι διακεκοµµένες γραµµές του  είναι για 

)(uC

piP ,...,− iP

)(uC

)2
1,4

1[∈u  και µεταβάλλονται από το κυρτό πολύγωνο { P }. 

Αυτό απορρέει από την 1

432 ,,, PPP1

η , 2η και 5η ιδιότητα. 

 

 

 
 

Σχήµα 3.13. - Η ιδιότητα του κυρτού πολυγώνου σε ρητές καµπύλες B-Spline. (a) Το κυρτό 

πολύγωνο για )2
1,4

1[∈u  ορίζεται από τα σηµεία ελέγχου . (b) Οι 

αντίστοιχες βασικές συναρτήσεις 

},,,{ 4321 PPPP
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� Η καµπύλη  είναι απείρως διαφορίσιµη στα εσωτερικά διαστήµατα 

των κόµβων της και p-k φορές διαφορίσιµη στους κόµβους της, µε k 

την πολλαπλότητα του κόµβου. 

)(uC

 

� Ο αριθµός τοµών επιπέδου (ή ευθείας για την περίπτωση δύο 

διαστάσεων) µε την καµπύλη είναι µικρότερος ή ίσος από τον αριθµό 

τοµών του επιπέδου µε το πολύγωνο ελέγχου. 

 

� Μία καµπύλη NURBS χωρίς εσωτερικούς κόµβους είναι µια ρητή 

καµπύλη Bezier. Από αυτό συνεπάγεται ότι οι πολυωνυµικές καµπύλες 

B-Spline και οι ρητές ή µη-ρητές καµπύλες Bezier είναι ειδικές 

περιπτώσεις των καµπυλών NURBS. 

 

� Τοπική µεταβολή 

Αν ένα σηµείο ελέγχου  µετακινηθεί, ή ένα βάρος  µεταβληθεί, τότε 

η αλλαγή αυτή επηρεάζει µόνο το τµήµα της καµπύλης στο διάστηµα 

 (Αυτό απορρέει από την 5

iP iw

),[ 1++∈ pii uuu η ιδιότητα). 

 

 
 

Σχήµα 3.14. - Μία ρητή κυβική καµπύλη B-Spline, µε το βάρος  να µεταβάλλεται. 3w
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Σχήµα 3.15. - Οι βασικές κυβικές συναρτήσεις της καµπύλης του σχήµατος 3.14.     (a) 

. (b) 13 =w 10
3

3 =w . (c) . 03 =w

 

 
 

Σχήµα 3.16. - Μία ρητή δευτεροβάθµια καµπύλη, µε το βάρος  να µεταβάλλεται. 1w
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Σχήµα 3.17. - Οι βασικές δευτεροβάθµιες συναρτήσεις της καµπύλης του σχήµατος 3.16 (a) 

. (b) 41 =w 10
3

1 =w . (c) . 01 =w

 

Η τελευταία ιδιότητα είναι πολύ σηµαντική. Μας παρέχει τη δυνατότητα 

της τοπικής αλλαγής του σχήµατος της καµπύλης µε την µεταβολή των 

σηµείων ελέγχου και των βαρών, για την επίτευξη του επιθυµητού σχήµατος 

της καµπύλης. Τα σχήµατα 3.14. έως 3.17. παρουσιάζουν τα αποτελέσµατα 

της αλλαγής ενός βάρους. Υποθέτουµε ότι ),[ 1++∈ pii uuu

)(uC

iP

, τότε αν το βάρος  

αυξηθεί (ελαττωθεί), το σηµείο της καµπύλης  θα µετακινηθεί πιο κοντά 

(πιο µακριά) στο σηµείο ελέγχου  και συνεπώς η καµπύλη πλησιάζει 

(αποµακρύνεται) από το σηµείο ελέγχου . Ακόµα η κίνηση του σηµείου 

 για σταθερή τιµή του  είναι ευθεία γραµµή (σχήµα 3.18). Στο ίδιο 

iw

iP

)(uC u
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σχήµα η τιµή του  παραµένει σταθερή και το βάρος  µεταβάλλεται. Έστω 

ότι  

u 3w

, 3wu

 

)1,(
)0,(

3

3

==
==

wuCN
wuCB

 
(3.22) 

(3.23) 

 

Τότε η ευθεία γραµµή που καθορίζεται από το B  και  περνάει από το 

. Για τιµές του βάρους 

N

3P ∞<< 30 w  το σηµείο )3 CB (= , κινείται πάνω στο 

ευθύγραµµο τµήµα των σηµείων B  και . 3P

 

 

 
 

Σχήµα 3.18. - Μεταβολή της καµπύλης σε συνάρτηση µε τη µεταβολή του βάρους .3w
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3.5. Μη Οµοιόµορφες Ρητές Επιφάνειες B-Spline – NURBS 
 

Εισαγωγή 
Οι επιφάνειες NURBS αποτελούν ένα ισχυρό εργαλείο για την 

παραµετρική αναπαράσταση πολύπλοκων επιφανειών. Σε µια επιφάνεια 

NURBS µπορούµε να έχουµε εύκολα τοπικό έλεγχο και αλλαγή στη µορφή 

της µε τρόπο κατανοητό, είτε µεταβάλλοντας το πλέγµα σηµείων της (σηµεία 

ελέγχου), είτε τα βάρη της, είτε το βαθµό του πολυωνύµου της. Εφόσον οι 

NURBS αποτελούνται από ρητά πολυώνυµα, µας επιτρέπουν την ακριβή 

αναπαράσταση σχηµάτων, που σε σχέση µε τις απλές επιφάνειες B-Spline 

είναι αδύνατο  να γίνουν (σφαίρα, κώνος κτλ). Επίσης, η µεγάλη χρησιµότητα 

που έχουν, είναι ότι µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την ίδια αναπαράσταση 

σχηµάτων για όλες τις επιφάνειες στερεών µοντέλων χωρίς να απαιτείται να 

γράψουµε ξεχωριστές συναρτήσεις για κάθε µία. 

 

Καθορισµός των επιφανειών NURBS 
Για την παραµετρική περιγραφή µίας επιφάνειας απαιτούνται δύο 

ανεξάρτητες παράµετροι, π.χ. u και v. Μία επιφάνεια NURBS, p  βαθµού κατά 

την διεύθυνση  και  βαθµού κατά την διεύθυνση v, είναι ένα ρητό διάνυσµα 

δύο µεταβλητών που υπολογίζεται από τη σχέση: 

u q

 

∑∑

∑∑

= =

= == n

i

m

j
jiqjpi

n

i

m

j
jiqjpi

wvNuN

jPiwvNuN
vuS

0 0
,,,

0 0
,,,

)()(

,)()(
),(           1,0 ≤≤ vu  (3.24) 

 

Τα { P } αποτελούν το πλέγµα ελέγχου δύο µεταβλητών, τα { w } είναι 

τα βάρη και τα { } , { } είναι οι µη ρητές βασικές συναρτήσεις B-

Spline που καθορίζονται από τα διανύσµατα κόµβων: 

ji, ji ,

)(, uN pi )(, vN qj

 

}1,...,1,,...,,0,...,0{ 11 −−+= prp uuU  (3.25) 
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}1,...,1,,...,,0,...,0{ 11 −−+= qsq vvV  (3.26) 

 

όπου 1++= pnr  και 1++= qms  

 

 
 

 

 
 
Σχήµα 3.19. - (a) Το πλέγµα ελέγχου (b) Η δύο µεταβλητών επιφάνεια NURBS µε 

 και τα υπόλοιπα βάρη ίσα µε 1. 102,21,22,11,1 ==== wwww

}1,1,1,3
2,3

1,0,0,0{==VU . (c) Η ίδια επιφάνεια µε }1,1,1,1,2
1,0,0,0,0{==VU  και µε 

τα ίδια βάρη. 
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Μπορούµε να υποθέσουµε τις ρητές βασικές συναρτήσεις ως 

 

∑∑
= =

= n

k

m

l
lkqlpk

jiqjpi
ji

wvNuN

wvNuN
vuR

0 0
,,,

,,,
,

)()(

)()(
),(  

(3.27) 

 

και να γράψουµε την συνάρτηση της επιφάνειας ως εξής 

 

∑∑
= =

=
n

i

m

j
jiji PvuRvuS

0 0
,, ),(),(  (3.28) 

 

Ιδιότητες των επιφανειών NURBS 

Οι σηµαντικές ιδιότητες που έχουν οι ρητές συναρτήσεις είναι 

περίπου ίδιες µε αυτές των πολυωνυµικών βασικών συναρτήσεων. 

),(, vuR ji

 

� Μη αρνητικότητα 

0),(, ≥vuR ji  για όλα i  vuj ,,,

 

� Άθροισµα συναρτήσεων ίσο µε µονάδα 

∑∑
= =

=
n

i

m

j
ji vuR

0 0
, 1),(  για όλα τα ]1,0[]1,0[),( ×∈vu  

 

� Τοπικός έλεγχος 

0),(, =vuR ji

[),[ 1++

 αν τα  είναι έξω από την περιοχή που δίνεται ),( vu

), 1++× qjj vpii vuu  

 

� Σε κάθε δεδοµένη περιοχή της µορφής  οι 

περισσότερες 

),[),[ 11 ++ × jojoioio vvuu

)1)(1( ++ qp

0),(,

 βασικές συναρτήσεις είναι µη µηδενικές. 

Πρακτικά είναι ≠vuR ji  για 00 iipi ≤≤−  και 00 jjqj ≤≤−  

 

� Ακρότατο 

Αν  και , τότε τα  έχουν ακριβώς µία µέγιστη τιµή 0>p 0>q ),(, vuR ji
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(a) 

 
 

Σχήµα 3.20. - Οι βασικές συναρτήσεις  µε ),(2,4 vuR }1,1,1,1,4
3,2

1,4
1,0,0,0,0{=U  και 

}1,1,1,5
4,5

3,5
3,5

2,5
1,0,0,0{=V . Είναι 1, =jiw  για όλα τα .   (a) )2,4(),( ≠ji

5
2

2,4 =w 62,4 =w, (b)  
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� 1)1,1()1,0()0,1()0,0( ,,00,0,0 ==== mnmn RRRR  

 

� ∆ιαφορησιµότητα 

Εσωτερικά της περιοχής που σχηµατίζεται από τις γραµµές κόµβων, 

όλες οι µερικές παράγωγοι των  υπάρχουν. Σε ένα κόµβο  

(αντίστοιχα κόµβο ) είναι 

),(, vuR ji u

v kp − , ( )kq −  φορές διαφορήσιµες κατά την 

διεύθυνση  (αντίστοιχα ), όπου  είναι η πολλαπλότητα του 

κόµβου. 

u v k

 

� Αν είναι όλα βάρη aw ji =,  για ni ≤≤0  , mj ≤≤0  και , τότε είναι 

 για όλα τα i . 

0≠a

)(, vqj)(),( ,, NuNvuR piji = j,

 

Οι παραπάνω ιδιότητες έχουν µερικά σηµαντικά γεωµετρικά 

χαρακτηριστικά για τις επιφάνειες NURBS. 

 

� Γωνιακά σηµεία παρεµβολής 

0,0)0,0( PS =  ,  , 0,)0,1( nPS = mPS ,0)1,0( =  , mnPS ,)1,1( =  

 

� Σταθερή συγγένεια 

Σε κάθε µετατροπή των σηµείων ελέγχου υπάρχει αλληλεπίδραση στο 

σχήµα της επιφάνειας. 

 

� Ιδιότητα κυρτού πολυγώνου 

Υποθέτουµε  για όλα τα . Αν 0, ≥jiw ji, ),[),[),( 11 ++ ×∈ jojoioio vvuuvu

0iip

, 

τότε όλα τα σηµεία του  βρίσκονται στο κυρτό πολύγωνο που 

σχηµατίζουν τα σηµεία ελέγχου  , µε i

),( vuS

jiP , 0 ≤≤−  και  00 jjqj ≤≤−

 

� Τοπική µεταβολή 

Αν µεταβάλλονται τα σηµεία ελέγχου , ή αλλάζουν τα βάρη , 

αυτό επηρεάζει την µορφή της επιφάνειας µόνο στην περιοχή που 

ορίζεται από [

jiP , jiw ,

),[), 11 ++++ × qjjpii vvuu  
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� Οι πολυωνυµικές επιφάνειες B-Spline, οι πολυωνυµικές ή οι ρητές 

Bezier αποτελούν ειδικές περιπτώσεις των ρητών επιφανειών NURBS. 

 

� ∆ιαφορησιµότητα 

Οι  είναι  (αντίστοιχα ),( vuS kp − kq − ) φορές διαφορήσιµες κατά την 

διεύθυνση  (αντίστοιχα ) σε ένα κόµβο  (αντίστοιχα ), όπου  

είναι η πολλαπλότητα του κόµβου. 

u v u v k

 

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την µετακίνηση των σηµείων ελέγχου 

και την αλλαγή των βαρών για να πετύχουµε την τοπική µεταβολή της 

επιφάνειας NURBS. Στα σχήµατα 3.19 και 3.20 φαίνεται η επίδραση που έχει 

πάνω στις βασικές συναρτήσεις  και στη µορφή της επιφάνειας, όταν 

ένα βάρος  µεταβάλλεται. Ποιοτικά για αυτήν την επίδραση µπορούµε να 

πούµε το εξής: Υποθέτοντας 

),(, vuR ji

,[),

jiw ,

),[)( 11 ++++ ×∈ qjjpi vvuiuvu

),( vuS

, τότε αν το βάρος 

 αυξάνει (µειώνεται), το σηµείο  πλησιάζει (αποµακρύνεται) από το 

σηµείο ελέγχου  και επιπλέον η επιφάνεια πλησιάζει προς (αποµακρύνεται 

από) το . Όπως και στην περίπτωση των καµπυλών, έτσι και στις 

επιφάνειες η κίνηση του  είναι πάνω σε µία ευθεία γραµµή.  

jiw ,

jiP ,

jiP ,

),( vuS
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4. Περιγραφή και εφαρµογή της µεθόδου 

4.1. Γενική περιγραφή της διαδικασίας 

Στο παρόν κεφάλαιο περιγράφεται η γενική µορφή της διαδικασίας που 

ακολουθήθηκε για τη βελτιστοποίηση αεροτοµών µε χρήση Εξελικτικών 

Αλγορίθµων (ΕΑ). Όπως αναφέρθηκε σε προηγούµενα κεφάλαια, οι ΕΑ είναι 

µηχανές αναζήτησης βέλτιστων λύσεων. Κάθε γενεά του ΕΑ αποτελείται από 

ένα πληθυσµό υποψηφίων λύσεων (τα χρωµοσώµατα). Κάθε λύση έχει 

συγκεκριµένο αριθµό γονιδίων που µπορεί είναι ο ίδιος για όλες τις λύσεις ή 

µεταβαλλόµενος (χρωµόσωµα µεταβλητού µήκους). Ο αρχικός ΕΑ που 

χρησιµοποιήθηκε είχε σταθερό µήκος χρωµοσώµατος και σε αυτόν 

βασίστηκαν οι τροποποιήσεις που προτείνονται στην παρούσα εργασία. 

Όπως αναφέρθηκε σε προηγούµενο κεφάλαιο, στην παρούσα εργασία 

ασχολούµαστε µε ένα απλοποιηµένο πρόβληµα και όχι το πραγµατικό 

πρόβληµα βελτιστοποίησης µιας αεροτοµής. Θεωρούµε µια αεροτοµή που 

περιγράφεται από ένα πλήθος σηµείων. Αυτή αποτελεί το στόχο µας και εµείς 

θέλουµε να την προσεγγίσουµε µε µία παραµετρική καµπύλη (π.χ. B-Spline), 

όσο γίνεται καλύτερα και όσο το δυνατόν πιο γρήγορα. Το συγκεκριµένο 

πρόβληµα δεν περιλαµβάνει την αεροδυναµική αποτίµηση της αεροτοµής, 

αλλά περιλαµβάνει όλα τα υπόλοιπα στοιχεία, όπως την παραµετρική 

περιγραφή της αεροτοµής, την συµπεριφορά του ΕΑ κ.λπ. 

Η συνολική διαδικασία αποτελείται από τέσσερα στάδια. Το πρώτο 

στάδιο λαµβάνει χώρα µόνο µία φορά και χρησιµοποιείται για να παραχθεί 

τυχαία ο πρώτος πληθυσµός υποψηφίων λύσεων. Κάθε υποψήφια λύση 

(χρωµόσωµα) αποτελείται από σταθερό, και ίδιο για όλες τις λύσεις, αριθµό 

µεταβλητών (γονίδια). Τα γονίδια κάθε χρωµοσώµατος αντιπροσωπεύουν 

συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου από µία ανοικτή B-Spline καµπύλη, µε το 

αρχικό και τελικό σηµείο να συµπίπτουν µε την ακµή εκφυγής της αεροτοµής. 

Ο ρόλος φυσικά της καµπύλης B-Spline είναι να αναπαριστά το περίγραµµα 

µιας αεροτοµής µε την ελάχιστη δυνατή πληροφορία, ούτως ώστε να µην 

χρειάζεται να περιγράφονται όλα τα σηµεία αυτής της αεροτοµής αλλά µόνο 

τα σηµεία ελέγχου. 
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Στο δεύτερο στάδιο της διαδικασίας αναπαράγουµε το περίγραµµα της 

καµπύλης B-Spline (της αεροτοµής) από τα σηµεία ελέγχου (δηλαδή από 

κάθε χρωµόσωµα) µε σκοπό να εκτιµηθεί κάθε πιθανή λύση. 

Η εκτίµηση του κάθε χρωµοσώµατος γίνεται στο τρίτο στάδιο µε τον 

υπολογισµό της αντικειµενικής συνάρτησης για κάθε χρωµόσωµα. Η 

αντικειµενική συνάρτηση υπολογίζεται µε βάση τη διαφορά της εξεταζόµενης 

αεροτοµής µε την δεδοµένη που θέλουµε να προσεγγίσουµε. Η διαφορά αυτή 

υπολογίζεται ως το άθροισµα των αποστάσεων των δύο καµπυλών (στην 

κατακόρυφη διεύθυνση) για συγκεκριµένες αξονικές θέσεις. Στη συνέχεια 

λαµβάνεται ο αντίστροφος του αθροίσµατος, αφού ο ΕΑ που χρησιµοποιείται 

είναι κατασκευασµένος για µεγιστοποίηση και όχι ελαχιστοποίηση. 

Το τέταρτο στάδιο περιλαµβάνει τις λειτουργίες του ΕΑ. Μετά την 

εκτίµηση κάθε χρωµοσώµατος της πρώτης γενιάς, ακολουθεί η επιλογή της 

ενδιάµεσης γενιάς, η οποία πραγµατοποιείται µε τη µέθοδο της ρουλέτας. 

Ακολουθεί η διαφοροποίηση των χρωµατοσωµάτων της ενδιάµεσης γενιάς. 

Στον εξελικτικό αλγόριθµο που χρησιµοποιήθηκε στην παρούσα εργασία, οι 

τελεστές διαφοροποίησης είναι η κλασσική διασταύρωση µονού σηµείου, και 

η κλασσική µετάλλαξη (αναφορά). Με το πέρας της εφαρµογής των τελεστών 

διαφοροποίησης έχει παραχθεί η δεύτερη γενιά χρωµοσωµάτων και 

επαναλαµβάνεται η ίδια διαδικασία (2ο, 3ο, 4ο στάδιο). 

Οι παράµετροι του αλγορίθµου (που επιλέγονται µε βάση πειραµατικές 

δοκιµές) είναι ο αριθµός των χρωµοσωµάτων σε ένα πληθυσµό, ο αριθµός 

των γενεών, τα όρια µέσα στα οποία παίρνουν τιµές τα γονίδια του 

χρωµοσώµατος, η πιθανότητα κλασικής διασταύρωσης, η πιθανότητα 

µετάλλαξης και ο αριθµός των γονιδίων κάθε χρωµοσώµατος (παραµένει ο 

ίδιος σε ολόκληρο των πληθυσµό). 

  

4.2. Εφαρµογή της µεθόδου 

Στη συνέχεια αναλύεται η εφαρµογή της διαδικασίας που περιγράφτηκε 

σε διαφορετικές περιπτώσεις. Στον πίνακα 4.1 δίδονται, για κάθε περίπτωση 

που εξετάστηκε, οι τιµές των παραµέτρων που χρησιµοποιήθηκαν.  

Κατά την πρώτη εφαρµογή οι γενεές που αφήσαµε να εξελιχθεί ο 

γενετικός αλγόριθµος είναι 200 µε το πλήθος των χρωµοσωµάτων σε κάθε 
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γενiά να είναι 100. Οι πιθανότητες διασταύρωσης και µετάλλαξης είναι 0,85 

και 0,15 αντίστοιχα. Μία πολύ βασική αρχική συνθήκη που παίζει µεγάλο 

ρόλο στην ταχύτητα σύγκλισης του αλγορίθµου είναι το διάστηµα τιµών κάθε 

σηµείου ελέγχου της καµπύλης, το οποίο ορίζεται από τον χρήστη. Αυτό το 

διάστηµα µπορεί να είναι µικρό, οπότε αυξάνεται η ταχύτητα της σύγκλισης, 

αλλά περιορίζονται οι βαθµοί ελευθερίας της καµπύλης, οπότε µπορούν να 

προκύψουν υποβέλτιστες λύσεις. Στην περίπτωση που το διάστηµα για κάθε 

συντεταγµένη είναι µεγάλο, αυξάνεται ο απαιτούµενος χρόνος, αφού 

µεγαλώνει ο χώρος των λύσεων. Στη πρώτη εφαρµογή αυτό το σύνολο τιµών 

κάθε σηµείου ελέγχου επιλέγεται να είναι σχετικά µικρό. Μετά από 200 γενεές 

η µέθοδος παρέχει µία λύση, στην οποία η τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης είναι ίση µε 2600. Στο σχήµα 4.1 παρουσιάζονται συγκριτικά η 

αεροτοµή – στόχος και η βέλτιστη προσέγγισή της µε χρήση του ΕΑ. Ο 

κατακόρυφος άξονας σχεδίασης έχει διαφορετική κλίµακα από τον οριζόντιο, 

ώστε να µεγεθύνονται οι διαφορές µεταξύ των δύο καµπυλών. Με γκρι χρώµα 

σχεδιάζεται η αεροτοµή – στόχος, ενώ µε κόκκινο η αεροτοµή που προκύπτει 

µε τη χρήση του ΕΑ. 

 

 

 
Σχήµα 4.1. – Σύγκριση µεταξύ της αεροτοµής – στόχου και αυτής που προέκυψε µε τη χρήση 

του ΕΑ. 
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Το αποτέλεσµα κρίνεται αρκετά ικανοποιητικό. Βέβαια υπάρχουν 

κάποιες περιοχές στην αεροτοµή που δεν επιτυγχάνεται άριστη προσέγγιση. 

Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι ο αριθµός των σηµείων ελέγχου (γονίδια) που 

επιλέξαµε δεν ήταν αρκετός για να πετύχουµε άριστα αποτελέσµατα. 

Στη δεύτερη εφαρµογή χρησιµοποιήθηκαν οι ίδιες παράµετροι όπως 

φαίνεται και στον πίνακα 4.1, µε µόνη διαφορά ότι επιλέξαµε τα όρια στο 

διάστηµα τιµών για κάθε σηµείο ελέγχου να είναι σχετικά µεγάλα σε σύγκριση 

µε την πρώτη εφαρµογή της µεθόδου. Με το πέρας των 200 γενεών η τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης που µπόρεσε να φτάσει ένα χρωµόσωµα είναι 

µόλις 1754. Η σύγκριση µεταξύ των δύο αεροτοµών δίδεται στο σχήµα 4.2. 

 

 

 
Σχήµα 4.2. – Σύγκριση της αεροτοµής – στόχου και αυτής που προέκυψε µε τη χρήση ΕΑ, για 

µεγαλύτερα διαστήµατα τιµών για κάθε σηµείο ελέγχου (δεύτερη εφαρµογή). 

 

Το αποτέλεσµα είναι αρκετά λογικό και αναµενόµενο. Για ίδιο αριθµό 

γενεών µε την πρώτη εφαρµογή αυξάνουµε τον χώρο των λύσεων, οπότε 

επιτυγχάνεται µικρότερη σύγκλιση. Καλύτερα αποτελέσµατα θα µπορούσαν 

να επιτευχθούν, για τα συγκεκριµένα διαστήµατα, µε µεγαλύτερο αριθµό 

γενεών. Το θετικό στοιχείο που εµφανίζεται στη δεύτερη εφαρµογή είναι η 

καλύτερη προσέγγιση στην περιοχή της ακµής προσβολής. Στην ουσία 

µεγαλώνοντας τα όρια µεγαλώνουµε τους βαθµούς ελευθερίας της καµπύλης 
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B-Spline. Έτσι δεν απαιτείται να γνωρίζουµε εκ των προτέρων ποια περίπου 

θα είναι τα όρια των γονιδίων, αφού αυτά επιλέγονται να είναι αρκετά µεγάλα 

και συνεπώς δεν περιορίζουµε την διαδικασία µε τις αρχικές επιλογές µας. 

Στην τρίτη εφαρµογή αυξήσαµε των αριθµό των σηµείων ελέγχου, µε 

στενά όµως όρια στα διαστήµατα που παίρνουν τιµές τα γονίδια. Το 

χρωµόσωµα της καλύτερης λύσης µετά από 200 γενεές βρέθηκε να έχει τιµή 

αντικειµενικής συνάρτησης ίση µε 2869. Στο σχήµα 4.3 που παρουσιάζει τον 

βαθµό της προσέγγισης µεταξύ της επιθυµητής και της τελικής αεροτοµής. Η 

προσέγγιση που επιτυγχάνεται είναι αρκετά καλή και σχεδόν ταυτίζεται µε την 

αεροτοµή - στόχο. 

 

 
Σχήµα 4.3. - Σύγκριση της αεροτοµής – στόχου και αυτής που προέκυψε µε τη χρήση ΕΑ, για 

µικρά διαστήµατα τιµών για κάθε σηµείο ελέγχου και µεγαλύτερο αριθµό σηµείων ελέγχου, 

δηλαδή µεγαλύτερο µήκος χρωµοσώµατος (τρίτη εφαρµογή). 

 

Στη συνέχεια εφαρµόσαµε την µέθοδο για ίδιο αριθµό σηµείων ελέγχου 

µε την τρίτη εφαρµογή, µε την διαφορά ότι θέσαµε µεγαλύτερα όρια στο 

διάστηµα τιµών των σηµείων ελέγχου. Το καλύτερο χρωµόσωµα στην 200ή 

επανάληψη της διαδικασίας έδωσε τιµή για την αντικειµενική συνάρτηση ίση 

µε µόλις 1448. Στο σχήµα 4.4 παρουσιάζεται η σύγκριση των δύο αεροτοµών. 
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Σχήµα 4.4 - Σχηµατική αναπαράσταση της αεροτοµή που φτιάξαµε µε την αεροτοµή που 

θέλαµε να φτιάξουµε στην τέταρτη εφαρµογή της µεθόδου. 

 

Στη συγκεκριµένη εφαρµογή δεν προκύπτει καλή προσέγγιση, κάτι που 

φυσικά οφείλεται στις λίγες επαναλήψεις του αλγορίθµου, γα τον µεγαλύτερο 

αριθµό γονιδίων και το µεγαλύτερο εύρος τιµών τους. Η διαδικασία θα 

απαιτούσε τουλάχιστον 300 γενεές για να φτάσει σε ένα αποδεκτό 

αποτέλεσµα. Ουσιαστικά δηλαδή η διαδικασία δεν έχει ακόµη συγκλίνει. 

Οι παραπάνω εφαρµογές της διαδικασίας πραγµατοποιήθηκαν ώστε να 

εξαχθούν κάποια χρήσιµα συµπεράσµατα και να γίνουν προτάσεις που θα 

µπορούσαν να βελτιώσουν την διαδικασία. Επίσης δεν µας ενδιαφέρει τόσο η 

τελική τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης όσο το πως φτάσαµε σ’ αυτήν. 

Είναι σίγουρο πως σε όλες τις περιπτώσεις αν αφήσουµε τις διαδικασίες να 

εξελιχθούν σε µεγάλο αριθµό γενεών τότε θα είχαµε πολύ καλύτερη 

προσέγγιση στο στόχο. ∆ιατηρήθηκε όµως σταθερός ο αριθµός των γενεών 

ώστε να φανεί η συµπεριφορά της διαδικασίας και να εξαχθούν 

συµπεράσµατα χρήσιµα για την επιτάχυνσή της. Στο σχήµα 4.5 δίδεται 

συγκριτικά για τις 4 εφαρµογές η εξέλιξη της αντικειµενικής συνάρτησης στις 

διάφορες γενιές.  
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Σχήµα 4.5. – Συγκριτική παρουσίαση για τις 4 εφαρµογές της εξέλιξης της αντικειµενικής 

συνάρτησης στις διάφορες γενιές. 

 

Είναι γνωστό πως το κυριότερο βάρος της εξέλιξης ανατίθεται στους 

τελεστές του γενετικού αλγορίθµου, της µετάλλαξης και της διασταύρωσης. 

Αυτοί οι τελεστές δεν εφαρµόζονται σε όλα τα χρωµοσώµατα ενός πληθυσµού 

αλλά σε κάποια από αυτά, σύµφωνα µε τις τιµές των πιθανοτήτων µετάλλαξης 

και διασταύρωσης. Η πιθανότητα της διασταύρωσης έχει κατά κύριο λόγο 

µεγάλη τιµή, ενώ η πιθανότητα της µετάλλαξης έχει µικρότερη τιµή, αφού 

µεγάλες τιµές της οδηγούν σε αστάθεια τη σύγκλιση. Κατά τη διάρκεια της 

σύγκλισης εµφανίζονται διαδοχικές γενιές στις οποίες δεν παρατηρείται 

βελτίωση της αντικειµενικής συνάρτησης, αλλά µία στασιµότητα. Για την 

βελτίωση της σύγκλισης και την µείωση αυτής της στασιµότητας, σαν σκέψη 

προτείνεται η τροποποίηση του αλγορίθµου ως εξής: Όταν υπάρξουν δύο 

ίδιες τιµές στην αντικειµενική συνάρτηση (µεταξύ δύο διαδοχικών γενεών) να 

µεταβάλλεται η πιθανότητα µετάλλαξης ή η πιθανότητα διασταύρωσης ή και οι 

δύο πιθανότητες. Οι τροποποιήσεις που προτείνονται συγκρίνονται µε τα 

αποτελέσµατα της 1ης εφαρµογής, που έδωσε µια τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης ίση µε 2600. 

Η πρώτη τροποποίηση στον αλγόριθµο έχει ως εξής: όταν βρεθούν δύο 

ίδιες συνεχόµενες τιµές στην αντικειµενική συνάρτηση, τότε η πιθανότητα 
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µετάλλαξης να αυξάνεται σε 0,25, ώστε να δίδεται η δυνατότητα στον 

αλγόριθµο να ξεφεύγει από τοπικά βέλτιστα. Μόλις η µέθοδος ξεφεύγει από το 

τοπικό βέλτιστο και αυξάνεται η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης, τότε 

επανέρχεται η παράµετρος στην αρχική τιµή της για να συνεχιστεί η 

διαδικασία. Μετά την εφαρµογή αυτής της τροποποίησης, δυστυχώς τα 

αποτελέσµατα που προέκυψαν ήταν απογοητευτικά. Η διαδικασία όχι µόνο 

δεν κατάφερε να ξεκολλήσει αλλά παρέµεινε κολληµένη σε τοπικό βέλτιστο 

όσες γενεές και αν περνούσαν στην ίδια τιµή. Η υπερβολική αύξηση της 

τυχαιότητας οδήγησε στην απουσία σύγκλισης της διαδικασίας. Στο σχήµα 4.6 

δίδονται τα συγκριτικά αποτελέσµατα για τις δύο αεροτοµές. 

 

 
Σχήµα 4.6. – Πρώτη τροποποίηση της διαδικασίας. Αύξηση της πιθανότητας µετάλλαξης αν η 

µέθοδος κολλάει σε τοπικό βέλτιστο. 

 

Στη συνέχεια αποφασίστηκε να χρησιµοποιηθεί η τακτική για µεταβολή 

της πιθανότητας διασταύρωσης σαν τεχνική για την αποφυγή της 

στασιµότητας της αντικειµενικής συνάρτησης. Πιο συγκεκριµένα, εάν η 

διαδικασία βρίσκει δύο ίδιες διαδοχικές τιµές στην αντικειµενική συνάρτηση 

τότε η πιθανότητα διασταύρωσης αυξάνεται από 0,85 σε 0,95, ενώ η 

πιθανότητα µετάλλαξης παραµένει ίδια, µε τιµή 0,15. Η εφαρµογή αυτής της 

τροποποίησης έδωσε λίγο καλύτερα αποτελέσµατα από την 1η εφαρµογή. Η 

αντικειµενικής συνάρτησης έφτασε στην τιµή 2872 µετά από 200 γενιές. Στο 
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σχήµα 4.7 δίδεται η σύγκριση µεταξύ των δύο αεροτοµών, της αεροτοµής 

στόχου και αυτής που προέκυψε από την εφαρµογή του ΕΑ. 

 
Σχήµα 4.7. – ∆εύτερη τροποποίηση της διαδικασίας. Αύξηση της πιθανότητας διασταύρωσης 

µετά από στασιµότητα της αντικειµενικής συνάρτησης. 

 

Η επόµενη τροποποίηση που εξετάστηκε είναι η µεταβολή και των δύο 

πιθανοτήτων µετάλλαξης και διασταύρωσης. Μόλις παρουσιάζεται 

στασιµότητα στις τιµές της αντικειµενικής συνάρτησης δίνουµε πιθανότητα 

µετάλλαξης ίση µε 0,35 (µεγάλη αύξηση) και πιθανότητα διασταύρωσης ίση µε 

0,15 (µεγάλη µείωση). Το σκεπτικό ήταν να αυξηθεί υπερβολικά η τυχαιότητα 

όπως στην πρώτη τροποποίηση που έγινε και να µην χρησιµοποιηθεί σχεδόν 

καθόλου ο τελεστής της διασταύρωσης. ∆υστυχώς και σ’ αυτήν την 

περίπτωση δεν βελτιώθηκαν τα αποτελέσµατα αφού αυτή η τροποποίηση δεν 

κατάφερε να βελτιώσει τη σύγκλιση, αλλά η συµπεριφορά ήταν ίδια µε την 1η 

τροποποίηση. 

Η τέταρτη τροποποίηση του αλγορίθµου είναι η εξής: µε την εµφάνιση 

στασιµότητας στην αντικειµενική συνάρτηση, µειώνεται η πιθανότητα 

διασταύρωσης στο ελάχιστο και παίρνει τιµή 0,15 από 0,85 που είχε πριν. 

Αυτό έγινε για να χρησιµοποιείται κυρίως ο τελεστής της µετάλλαξης. Η 

τροποποίηση αυτή φάνηκε στην αρχή να δίνει καλά αποτελέσµατα, αφού οι 

πρώτες στασιµότητες της αντικειµενικής ξεπεράστηκαν µε ευκολία, οπότε 

άρχισε να αυξάνει την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης µε υψηλό ρυθµό.  
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Σχήµα 4.8. – Σύγκριση των δύο αεροτοµών, για την περίπτωση που υιοθετείται µείωση της 

πιθανότητας διασταύρωσης κατά την εµφάνιση στασιµότητας στην αντικειµενική συνάρτηση.  
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Σχήµα 4.9. – Ιστορικό της σύγκλισης για τις 4 εφαρµοζόµενες τροποποιήσεις. Η 1η 

τροποποίηση έχει το ίδιο ιστορικό µε την 3η. 

 

Στα µέσα περίπου των επαναλήψεων της διαδικασίας όµως είχαµε και 

εδώ εµφάνιση στασιµοτήτων, στις οποίες και αυτή η τροποποίηση δεν φάνηκε 
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να δίνει κάποια ουσιαστική λύση. Η αντικειµενική συνάρτηση έφτασε την τιµή 

2505, σχεδόν την τιµή της 1ης εφαρµογής. Το αποτέλεσµα της διαδικασίας 

παρουσιάζεται στο σχήµα 4.8. 

Σε όλες τις τροποποιήσεις που προταθήκανε δεν υπήρξε ουσιαστική 

λύση στο πρόβληµα της στασιµότητας των τιµών της αντικειµενικής 

συνάρτησης, αν και επιτεύχθηκαν και καλύτερες λύσεις σε σχέση µε την 

αρχική. Στο σχήµα 4.9 δίδεται η σύγκλιση του αλγορίθµου για κάθε µία από τις 

τροποποιήσεις που εφαρµόστηκαν. 

Όλες οι τροποποιήσεις στην αρχή ταυτίζονται, µέχρι που έχουµε το 

πρώτο πάγωµα τιµών στην αντικειµενική συνάρτηση στην 11η επανάληψη της 

διαδικασίας. Κατόπιν φαίνεται ποιες από αυτές κατάφεραν να το ξεπεράσουν. 

Παρόλο που δεν δόθηκε ουσιαστική λύση στο πρόβληµα, µπορούν να 

εξαχθούν κάποια συµπεράσµατα. Όπως φαίνεται και στο σχήµα 4.9, οι 

τροποποιήσεις που αφορούν στη µεταβολή της πιθανότητας µετάλλαξης και 

συγκεκριµένα στην αύξησή της, δεν κατάφεραν να δώσουν λύση και 

χειροτέρευσαν δραστικά τη σύγκλιση. Βελτιωµένα αποτελέσµατα πήραµε όταν 

µεταβάλλαµε την πιθανότητα διασταύρωσης, είτε όταν την αυξήσαµε είτε όταν 

την µειώσαµε. Όταν την αυξήσαµε µάλιστα πετύχαµε και µεγαλύτερη τιµή 

στην αντικειµενική συνάρτηση απ’ ότι αν δεν χρησιµοποιούσαµε καθόλου 

αυτήν την µεταβολή της πιθανότητας. 

Επιστρέφοντας στις αρχικές εφαρµογές του αλγορίθµου, βελτιωµένα 

αποτελέσµατα επιτεύχθηκαν στην 3η εφαρµογή (σε οµαλή αύξηση). Στη 

συγκεκριµένη εφαρµογή χρησιµοποιήθηκαν 10 σηµεία ελέγχου, δύο 

περισσότερα από ότι στην πρώτη. Συνεπώς, επειδή έχουµε δύο διαστάσεις 

για κάθε σηµείο, προκύπτουν τέσσερις επιπλέον µεταβλητές στο πρόβληµα (4 

επιπλέον γονίδια για κάθε χρωµόσωµα). Αυτό οδήγησε στην ιδέα για 

χρησιµοποίηση µεταβαλλόµενου αριθµού γονιδίων για κάθε χρωµόσωµα.  

 

4.3. Μεταβαλλόµενος αριθµός γονιδίων στα χρωµοσώµατα 

Ο αλγόριθµος που χρησιµοποιεί η διαδικασία, που περιγράφτηκε 

προηγουµένως, χειρίζεται χρωµοσώµατα µε σταθερό αριθµό γονιδίων. Ο 

χρήστης έχει τη δυνατότητα να µεταβάλλει τον αριθµό αυτό των γονιδίων σε 
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κάθε χρωµόσωµα προτού ξεκινήσει η διαδικασία, αλλά αυτός θα παραµείνει ο 

ίδιος για όλα τα χρωµοσώµατα σε όλες τις γενεές. 

Όπως παρατηρήθηκε στις προηγούµενες εφαρµογές της διαδικασίας, 

εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο για 8 γονίδια σε κάθε χρωµόσωµα επιτεύχθηκε 

διαφορετικό αποτέλεσµα απ’ ό,τι για 10 γονίδια. Όταν χρησιµοποιήθηκαν 

µικρά όρια στο σύνολο τιµών η διαδικασία έδωσε καλύτερα αποτελέσµατα 

όταν χρησιµοποιήθηκαν 10 γονίδια (ή αλλιώς σηµεία ελέγχου). Όταν 

χρησιµοποιήθηκαν µεγάλα όρια στο σύνολο τιµών, τότε τα 8 γονίδια έδωσαν 

µεγαλύτερη τιµή στην αντικειµενική συνάρτηση. 

Παρατηρώντας τα παραπάνω θα ήταν αναπόφευκτο να σκεφτεί κάποιος 

να φτιάξει µια διαδικασία στην οποία θα υπάρχουν χρωµοσώµατα 

διαφορετικού αριθµού γονιδίων και θα γίνεται επιλογή από την ίδια την 

διαδικασία ποιο θα επιβιώσει. Κάτι τέτοιο δεν είναι εύκολη υπόθεση και 

πρέπει να τροποποιηθούν κάποιες υπορουτίνες για να επιτευχθεί. Στις 

προηγούµενες εφαρµογές τα όρια που θέσαµε στα σύνολα τιµών των 

γονιδίων ήταν µικρά ή µεγάλα. Στην προκειµένη περίπτωση για να 

πραγµατοποιηθεί η µέθοδος που προτάθηκε πρέπει αυτά τα όρια να 

µεγαλώσουν περισσότερο, ώστε να µπορεί η διαδικασία να προσθέτει ή να 

αφαιρεί κάποιο γονίδιο (σηµείο ελέγχου) από τα χρωµοσώµατα. 

 
Σχήµα 4.10 – Αεροτοµή που περιγράφεται από καµπύλη B-Spline, τα σηµεία ελέγχου της, 

καθώς και τα διαστήµατα µέσα στα οποία επιτρέπεται αυτά να κινούνται (ορθογώνια). 
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Στο σχήµα 4.10 δίδεται αεροτοµή, που περιγράφεται από καµπύλη B-

Spline, καθώς και τα σηµεία ελέγχου της. Επίσης απεικονίζονται και τα 

διαστήµατα µέσα στα οποία επιτρέπεται αυτά να κινούνται (ορθογώνια). Για 

την πραγµατοποίηση του συγκεκριµένου αλγορίθµου πρέπει αυτά τα 

ορθογώνια να µεγαλώσουν περισσότερο από κάθε άλλη εφαρµογή που 

πραγµατοποιήθηκε στην παρούσα διπλωµατική εργασία. Μόνο µε αυτή την 

προϋπόθεση µπορεί να γίνει πραγµατοποιήσιµη η ιδέα του µεταβλητού 

αριθµού γονιδίων στα χρωµοσώµατα. 

Ο στόχος µας στην προκειµένη περίπτωση είναι να συγκρίνουµε την 

διαδικασία µεταβλητού αριθµού γονιδίων σε σχέση µε την συµβατική. Επειδή, 

όπως αναφέρθηκε, τα όρια στο σύνολο τιµών έχουν µεγαλώσει, πρέπει να 

εφαρµόσουµε πάλι την συµβατική µέθοδο για να µπορεί να γίνει η σύγκριση 

µε κάποια όρια αναφοράς σταθερά. Θα εφαρµόσουµε την συµβατική µέθοδο 

για 8 χρωµοσώµατα, κατόπιν για 9 χρωµοσώµατα και στη συνέχεια θα 

εφαρµοστεί η µεθοδολογία που προτείνεται η οποία επιλέγει από µόνη της 

ποιος θα είναι ο βέλτιστος αριθµός των χρωµοσωµάτων 8 ή 9. 

Τα αποτελέσµατα µπορούν να φανούν στον πίνακα 4.2 που ακολουθεί 

ενώ στο σχήµα 4.11 δίδεται το ιστορικό της σύγκλισης για τις τρεις 

περιπτώσεις. 

Από τον πίνακα 4.2 φαίνεται ότι οι τιµές των δύο πιθανοτήτων 

µετάλλαξης και διασταύρωσης έχουν µεγαλώσει, το οποίο κρίθηκε απαραίτητο 

µε την αύξηση των ορίων των γονιδίων. Η µέθοδος του µεταβλητού αριθµού 

γονιδίων έγινε για να επιλέγει ανάµεσα σε 8 ή 9 γονίδια. Φυσικά µπορεί 

εύκολα να τροποποιηθεί και να περιλαµβάνει µεγαλύτερο πεδίο. Ο σκοπός 

που επιλέξαµε 8 ή 9 γονίδια είναι διότι αναζητούµε την σύγκριση των 

αποτελεσµάτων. Τελικά η µέθοδος που προτάθηκε έδωσε καλύτερα 

αποτελέσµατα από τις άλλες δύο. Σύµφωνα µε το σχήµα 4.11, η µέθοδος είχε 

ένα ξέσπασµα στις πρώτες 50 επαναλήψεις που δεν κατάφερε να το 

ακολουθήσει και στις απόµενες, µε αποτέλεσµα µόλις να καταφέρει να 

υπερισχύσει έναντι της συµβατικής µεθόδου των 9 γονιδίων. Πρέπει να 

σηµειωθεί ένα παράξενο γεγονός που παρατηρήθηκε. Η συµβατική 

µεθοδολογία των 9 γονιδίων έδωσε καλύτερα αποτελέσµατα από αυτή µε 8 

γονίδια. Η µεθοδολογία µε τον µεταβλητό αριθµό γονιδίων ενώ στην αρχή 
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υπήρχε µια αντιµετάθεση ανάµεσα στα 8 και 9 γονίδια που έδιναν την 

καλύτερη λύση σε κάθε επανάληψη, στις τελευταίες επαναλήψεις του 

αλγορίθµου επέλεξε χρωµόσωµα που είχε 8 γονίδια, δίνοντας ταυτόχρονα 

καλύτερα αποτελέσµατα από τις άλλες δύο. 

 

Α/Α 
Πιθανότητα 
µετάλλαξης 

Πιθανότητα 
∆ιασταύρωσης

Αριθµός 
Χρωµοσωµάτων

Αποτίµηση 

1 0,20 0,95 8 1427 

2 0,20 0,95 9 1712 

3 0,20 0,95 8 & 9 1735 
 

Πίνακας 4.2. – Αποτελέσµατα των δοκιµών µε µεταβλητό αριθµό γονιδίων 
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Σχήµα 4.11. – Ιστορικό σύγκλισης για τις τρεις διαφορετικές περιπτώσεις αριθµού 

χρωµοσωµάτων. 

 

4.4. Συγκεντρωτικά αποτελέσµατα των µεθόδων που 
χρησιµοποιήθηκαν και συµπεράσµατα 

Ο σκοπός που έγιναν οι παραπάνω εφαρµογές και τροποποιήσεις στη 

διαδικασία είναι για να βρεθεί µεθοδολογία να επιτυγχάνει ταχύτερη σύγκλιση. 

Είδαµε πως αυτό δεν είναι καθόλου εύκολη υπόθεση, εφόσον τα 
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αποτελέσµατα που είχαµε ήταν λίγο καλύτερα όχι όµως πραγµατικά καλά. Η 

ανάγκη της εύρεσης µια διαδικασίας που να δίνει αποτελέσµατα γρήγορα 

παραµένει. Η µεταβολή των πιθανοτήτων µετάλλαξης και διασταύρωσης 

έδειξαν να δίνουν λίγο καλύτερα αποτελέσµατα από ότι η συµβατική µέθοδος 

αλλά πρέπει αυτές να τροποποιούνται κατάλληλα σε σχέση µε το εκάστοτε 

εξεταζόµενο πρόβληµα. Επίσης εφαρµόστηκε µέθοδος που χρησιµοποιεί 

µεταβλητό αριθµό γονιδίων σε κάθε χρωµόσωµα. Το αποτέλεσµα ήταν 

καλύτερο σε σχέση µε τη συµβατική µέθοδο αλλά όχι πολύ διαφορετικό. Όλες 

οι προηγούµενες εφαρµογές και τα αποτελέσµατα που πήραµε έδειξαν πως 

υπάρχει µια σχέση ανάµεσα στα όρια του συνόλου τιµών και στον αριθµό των 

γονιδίων σε κάθε χρωµόσωµα. Τα µεγάλα όρια σηµαίνουν µεγαλύτερη 

γενικότητα στο σχήµα της αεροτοµής αλλά και µεγαλύτερος ο χρόνος της 

σύγκλισης. Από την άλλη µεριά, µικρά όρια συνεπάγονται µικρό χρόνο 

υπολογισµών και σύγκλισης αλλά και µπορεί να µην επαρκούν για να 

επιτύχουµε τη ζητούµενη αεροτοµή. Πολλά σηµεία ελέγχου πετυχαίνουν 

µεγαλύτερη ευκαµψία στο σχήµα και απαιτούν µεγάλο χρόνο υπολογισµών. 

Λίγα σηµεία ελέγχου χρειάζονται λιγότερους υπολογισµούς αλλά µικρή 

ευκαµψία στο σχήµα της αεροτοµής. Η προσπάθεια που έγινε ήταν να βρεθεί 

µια χρυσή τοµή ανάµεσα στα όρια του συνόλου τιµών και στα σηµεία ελέγχου 

του προβλήµατος.  

Η λύση µπορεί να δοθεί όχι µε την εύρεση της χρυσής τοµής ανάµεσά 

τους αλλά µε την εφαρµογή δύο διακριτών κανόνων. Στην αρχή της 

διαδικασίας χρησιµοποιούµε µεγάλα όρια και λίγα σηµεία ελέγχου για να 

πετύχουµε την αρχική κατεύθυνση της λύσης και στη συνέχεια µικραίνουµε 

αρκετά τα όρια και αυξάνουµε τα σηµεία ελέγχου, αφήνοντας την διαδικασία 

να εξελιχθεί. Η µια τόσο απλή σε πρώτη σκέψη µέθοδο επιφέρει ένα πλήθος 

δυσκολιών και εξ’ αιτίας των τόσο σηµαντικών αποτελεσµάτων εξετάζεται στο 

επόµενο κεφάλαιο. 
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Α/Α Γενεές Πληθυσµός 
Γονίδια σε 

κάθε 
χρωµόσωµα 

∆ιάστηµα 
τιµών κάθε 
γονιδίου 

Πιθανότητα 
∆ιασταύρωσης

Πιθανότητα 
Μετάλλαξης

Αποτίµηση της 
λύσης 

1        200 100 8 Μικρό 0,85 0,15 2600

2        200 100 8 Μεγάλο 0,85 0,15 1754

3        200 100 10 Μικρό 0,85 0,15 2869

4        200 100 10 Μεγάλο 0,85 0,15 1448

5    200 100 8 Μικρό 0,85 0,15 – 0,25 - 

6    200 100 8 Μικρό 0,85 – 0,95 0,15 2872 

7    200 100 8 Μικρό 0,85 – 0,15 0,15 – 0,35 - 

8    200 100 8 Μικρό 0,85 – 0,15 0,15 2505 

9       200 100 8 Πολύ Μεγάλο 0,95 0,20 1427

10       200 100 9 Πολύ Μεγάλο 0,95 0,20 1712

11 200 100 8 - 9 Πολύ Μεγάλο 0,95   0,20 1735

 
Πίνακας 4.1. – Συγκεντρωτικός πίνακας που παραθέτει τις παραµέτρους της διαδικασίας βελτιστοποίησης για κάθε µία εφαρµογή, καθώς και την τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης 
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5. ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 – Μέθοδος ταχύτερης σύγκλισης 

5.1. Εισαγωγή 
Η υπόθεση που εξετάζεται στο κεφάλαιο αυτό βασίζεται σε µια απλή 

ιδέα. Αντί να εφαρµόσουµε την διαδικασία µία φορά µε σταθερά όρια του 

συνόλου τιµών για ορισµένο αριθµό σηµείων ελέγχου, γίνεται εφαρµογή δύο 

φορές της διαδικασίας. Στην πρώτη φάση παίρνουµε µια γενική κατεύθυνση, 

όσον αφορά στο σχήµα της αεροτοµής, εφαρµόζοντας τη διαδικασία για λίγες 

σχετικά επαναλήψεις µε πολύ µεγάλα όρια στα διαστήµατα τιµών των 

γονιδίων και µικρό αριθµό σηµείων ελέγχου. Στην δεύτερη φάση αυξάνουµε 

τα σηµεία ελέγχου, διπλασιάζοντας αυτά, ενώ εκλείπει η ανάγκη µεγάλων 

διαστηµάτων, αφού ο αλγόριθµος έχει προσεγγίσει το τελικό σχήµα της 

αεροτοµής. Αυτή η µείωση των διαστηµάτων επιφέρει µια µείωση στο πεδίο 

που ψάχνει η διαδικασία, µε αποτέλεσµα να έχουµε µια ταχύτερη σύγκλισή 

της. Όσο απλή και αν φαίνεται σε πρώτη σκέψη αυτή η µέθοδος, τόσο 

δύσκολα µπορεί να υλοποιηθεί προγραµµατιστικά. Επίσης πρέπει να τονιστεί 

πως κάτι τέτοιο θα ήταν ουσιαστικά αδύνατο αν δεν υπήρχαν οι πολύ 

σηµαντικές ιδιότητες των καµπυλών B-Splines και ιδιαίτερα το ραφινάρισµα 

των κόµβων που αναλύθηκε στο 3ο κεφάλαιο της εργασίας. 

 

5.2. Περιγραφή της προτεινόµενης διαδικασίας 
Η κλασσική µέθοδος βελτιστοποίησης µε ΕΑ ξεκινάει καθορίζοντας και 

εισάγοντας στη διαδικασία τις πιθανότητες µετάλλαξης και διασταύρωσης, το 

πλήθος του πληθυσµού, τον µέγιστο αριθµό των γενεών ή επαναλήψεων, τον 

αριθµό των σηµείων ελέγχου και το ελάχιστο και µέγιστο όριο που µπορούν 

να έχουν καθένα από τα σηµεία ελέγχου. Για να καταλήξουµε στην 

τροποποιηµένη µορφή της διαδικασίας βελτιστοποίησης, που προτείνεται σ’ 

αυτό το κεφάλαιο, πρέπει να σκεφτούµε αντίστροφα. Αν γνωρίζαµε πως 

περίπου είναι το σχήµα της αεροτοµής που θέλουµε να προσεγγίσουµε, τότε 

θα µπορούσαµε να εισάγουµε στην αρχή της διαδικασίας του γενετικού 

αλγορίθµου πολλά σηµεία ελέγχου (για να έχουµε µεγάλη ευκαµψία), 

µικραίνοντας ταυτόχρονα αρκετά τα όρια των σηµείων ελέγχου (για να 

ελαττωθεί ο χώρος που η διαδικασία απαιτεί). Για να γίνει όµως αυτό θα 
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πρέπει να γνωρίζουµε πως περίπου είναι η αεροτοµή που θέλουµε να 

προσεγγίσουµε. Όµως, επειδή δεν γνωρίζουµε  το τελικό σχήµα, πρέπει να 

εφαρµόσουµε πρώτα τον ΕΑ εισάγοντας µεγάλα όρια, ώστε να έχουµε 

γενικότητα στην µορφή της αεροτοµής και λίγα σχετικά σηµεία ελέγχου, ώστε 

να µειωθούν οι υπολογισµοί της µεθόδου. Αλλιώς περιορίζουµε πολύ το χώρο 

λύσεων και αφαιρούµε τη δυνατότητα από τον αλγόριθµο να ψάξει σε 

περιοχές µη αναµενόµενες. 

Η υλοποίηση της διαδικασίας περιγράφεται στη συνέχεια. Τα σηµεία 

ελέγχου επιλέγονται να είναι 8 σε πλήθος και η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή 

που µπορούν να πάρουν καθένα από αυτά καθορίζεται να έχει µεγάλο εύρος. 

Ο αριθµός που επιλέγεται για να εξελιχθεί η διαδικασία είναι µικρός (συνήθως 

15 επαναλήψεις), για το λόγο ότι θέλουµε να πάρουµε µόνο µια πρώτη και 

γενική άποψη για το σχήµα της αεροτοµής που θέλουµε να προσεγγίσουµε. 

Με το πέρας των 15 επαναλήψεων της διαδικασίας, αποµονώνεται το 

καλύτερο χρωµόσωµα, δηλαδή αυτό που έδωσε τη µεγαλύτερη τιµή στην 

αντικειµενική συνάρτηση. Αυτό το χρωµόσωµα αποτελείται από 8 σηµεία 

ελέγχου που αναπαριστούν µια καµπύλη B-Spline. Εφαρµόζουµε µια πολύ 

σηµαντική ιδιότητα των καµπυλών B-Spline πάνω στο καλύτερο χρωµόσωµα, 

το ραφινάρισµα των κόµβων, η οποία αναλύθηκε στο 3ο κεφάλαιο. Έτσι 

δηµιουργούµε την ίδια καµπύλη που είχαµε και προηγουµένως, µε τη µόνη 

διαφορά ότι αυτή αποτελείται πλέον από 16 σηµεία ελέγχου και όχι 8 που είχε 

αρχικά. Αφού έχουµε αυξήσει πολύ τον αριθµό των σηµείων ελέγχου και κατά 

συνέπεια τους υπολογισµούς που πρέπει να κάνει η διαδικασία σε κάθε 

επανάληψη (όµως αυξήθηκε και η ευκαµψία της καµπύλης), µειώνουµε τα 

όρια των σηµείων ελέγχου (εφόσον τώρα ξέρουµε που κυµαίνεται το σχήµα 

της αεροτοµής). Εφαρµόζουµε πάλι την διαδικασία βελτιστοποίησης µε ΕΑ, 

για πλήρη αριθµό γενεών και µε τα νέα όρια των γονιδίων. Το αποτέλεσµα 

είναι να έχουµε µια πολύ γρήγορη σύγκλιση, µε πολύ αυξηµένες τιµές 

αντικειµενικών συναρτήσεων, όπως θα φανεί στις εφαρµογές που 

παρουσιάζονται στη συνέχεια. 
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5.3. Εφαρµογή της διαδικασίας 
Θα εφαρµόσουµε την διαδικασία που περιγράφθηκε προηγουµένως µε 

τιµές παραµέτρων αυτές που χρησιµοποιήθηκαν στη δεύτερη εφαρµογή του 

προηγούµενου κεφαλαίου. Υπενθυµίζεται ότι στη συγκεκριµένη εφαρµογή 

επιτεύχθηκε ανώτερη τιµή για την αντικειµενική συνάρτηση ίση µε 1754. Οι 

τιµές στις πιθανότητες µετάλλαξης και διασταύρωσης είναι 0,15 και 0,85 

αντίστοιχα, ο πληθυσµός είναι ίσος µε 100 και ο µέγιστος αριθµός γενεών 

είναι ίσος µε 15 (για µια πρώτη εκτίµηση της αεροτοµής). Η κυριότερη όµως 

παράµετρος που εισάγεται είναι τα ανοικτά σχετικά όρια στις τιµές που 

µπορούν να πάρουν τα σηµεία ελέγχου. Σ’ αυτά οφείλεται και η κακή τιµή 

στην αντικειµενική συνάρτηση κατά την συµβατική διαδικασία, που όµως στην 

προκειµένη περίπτωση, µας ταιριάζει µε την προτεινόµενη διαδικασία. 

Αφήνουµε την διαδικασία να εξελιχθεί για 15 γενεές και φτάνουµε σε τιµή 

αντικειµενικής της αντικειµενικής συνάρτησης ίση µε 572. Το συγκεκριµένο  

χρωµόσωµα παράγει την αεροτοµή του σχήµατος 5.1. 

 

 
Σχήµα 5.1. – Η αεροτοµή µετά από 15 επαναλήψεις του αλγορίθµου ( µε κόκκινο) και ο 

στόχος που θέλουµε να προσεγγίσουµε (µε γκρι). 

 

Εφαρµόζουµε στο εν λόγω χρωµόσωµα ραφινάρισµα των κόµβων του 

και αυτό µετατρέπεται από χρωµόσωµα 16 γονιδίων (2 συντεταγµένες για 

κάθε κόµβο) σε χρωµόσωµα 32 γονιδίων. Το σχήµα της αεροτοµής παραµένει 
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αναλλοίωτο. Στη συνέχεια δηµιουργούνται τα νέα όρια του κάθε γονιδίου, 

προσθέτοντας ένα ∆x και ένα ∆y, γύρω από τις συντεταγµένες των νέων 

κόµβων της βέλτιστης λύσης που προέκυψε από την πρώτη φάση. 

Εφαρµόζουµε πάλι την διαδικασία βελτιστοποίησης, για 200 γενεές αυτή τη 

φορά, µε αριθµό γονιδίων 32 και τα όρια µεταξύ των γονιδίων στενά. Τα 

αποτελέσµατα που έδωσε η µέθοδος ήταν πολύ καλύτερα από ότι 

περιµέναµε. Μόλις στη 17 επανάληψη, η µέθοδος κατάφερε να ξεπεράσει την 

τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης της συµβατικής εφαρµογής. Τελικά η 

µέθοδος έδωσε µια µέγιστη τιµή αντικειµενικής συνάρτησης ίση µε 4901. Η 

προσέγγιση της αεροτοµής – στόχου ήταν εντυπωσιακή, όπως φαίνεται στο 

σχήµα 5.2. 

 

 
Σχήµα 5.2. – Με την εφαρµογή της προτεινόµενης µεθόδου, η προσέγγιση µεταξύ των δύο 

αεροτοµών είναι πολύ καλή. 

 

Στο σχήµα 5.3 δίνεται η συγκριτική εξέλιξη της σύγκλισης µεταξύ των δύο 

µεθόδων της αρχικής και της προτεινόµενης.  

Με στόχο να βελτιώσουµε όσο µπορούµε την τιµή της αντικειµενικής 

συνάρτησης χωρίς να σκεφτούµε τον παράγοντα χρόνο, όπως αυτός 

εκτιµήθηκε στην προηγούµενη εφαρµογή, αποφασίστηκε να πάρουµε µια ήδη 

καλή λύση που είχε βρεθεί µε τη συµβατική διαδικασία. Η πρώτη εφαρµογή 
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του προηγούµενου κεφαλαίου είχε δώσει τιµή στην αντικειµενική συνάρτηση 

2600. Το χρωµόσωµα που την έδωσε αποτελείται από 8 γονίδια. 
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Σχήµα 5.3. – Ιστορικό της σύγκλισης για τις δύο µεθόδους, τη συµβατική και την βελτιωµένη. 
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Σχήµα 5.4. – Ιστορικό της σύγκλισης για τις δύο µεθόδους, τη συµβατική και την βελτιωµένη, 

η οποία εκκίνησε από αρχική αεροτοµή που προέκυψε από τη συµβατική µέθοδο. 

 
ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ ΚΡΗΤΗΣ – ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΠΑΡΑΓΩΓΗΣ ΚΑΙ ∆ΙΟΙΚΗΣΗΣ 

98



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 – Μέθοδος ταχύτερης σύγκλισης 

 

Εφαρµόζουµε πάνω του τον αλγόριθµο του ραφιναρίσµατος κόµβων και 

παίρνουµε την ίδια καµπύλη µε 16 γονίδια. Βάση αυτού του γονιδίου 

δηµιουργούµε ένα νέο αρχικό πληθυσµό. Εφαρµόζουµε την διαδικασία 

βελτιστοποίησης του γενετικού αλγορίθµου και πράγµατι το αποτέλεσµα 

δικαίωσε την υπόθεσή µας. Επιτεύχθηκε σηµαντική αύξηση στην αντικειµενική 

συνάρτηση, φτάνοντας σε τελική τιµή ίση µε 6009. Στο σχήµα 5.4 

παρουσιάζεται το ιστορικό της σύγκλισης, καθώς και η σηµαντική αύξηση σε 

σχέση µε την συµβατική µέθοδο βελτιστοποίησης. 

Παρατηρώντας τα αποτελέσµατα που επιτεύχθηκαν σε σχέση µε αυτά 

που είχαµε µε τη συµβατική µέθοδο, παρατηρούµε τη σηµαντική αύξηση στην 

τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης. Στη συνέχεια αποφασίστηκε να 

εφαρµοστεί η ίδια διαδικασία στο γονίδιο που έδωσε το καλύτερο 

αποτέλεσµα, ίσο µε 6009. ∆ηµιουργήθηκε από αυτό ένας νέος αρχικός 

πληθυσµός µε πιο στενά όρια ανάµεσα στα γονίδια. Εφαρµόζουµε την 

διαδικασία και πράγµατι επιτεύχθηκε νέα αύξηση στη αντικειµενική συνάρτηση 

µε τελική τιµή να φτάνει τις 7053 µονάδες. Φυσικά αυτή η βελτίωση ήταν 

αρκετά επιβαρυµένη από πλευράς χρόνου υλοποιήσεως και επεξεργασίας, 

εφόσον για να επιτευχθεί το αποτέλεσµα χρειάστηκε να εφαρµοστεί η 

διαδικασία τρεις φορές. Στο σχήµα 5.5 παρουσιάζεται το ιστορικό της 

σύγκλισης σε σχέση µε την προηγούµενη επανάληψη της διαδικασίας. 
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Σχήµα 5.5. - Το ιστορικό της σύγκλισης της 3ης επανάληψης της διαδικασίας, σε σχέση µε την 

προηγούµενη επανάληψη. 

 

Τα αποτελέσµατα της µεθόδου είναι σηµαντικά. Η βελτίωση που 

επιτυγχάνεται ξεπερνάει το 100%. Όµως αυτή η µέθοδος δουλεύει για όλα τα 

προβλήµατα βέλτιστης σχεδίασης; Η απάντηση αυτού του ερωτήµατος µπορεί 

να δοθεί µόνο από την εφαρµογή της µεθόδου σε όσο το δυνατόν 

περισσότερα προβλήµατα.  

Στη συνέχεια εφαρµόζουµε την µέθοδο για 10 σηµεία ελέγχου (που ήταν 

η 3η εφαρµογή της συµβατικής διαδικασίας του προηγούµενου κεφαλαίου). Η 

τροποποιηµένη µέθοδος τώρα πλέον σχηµατίζει χρωµοσώµατα µε 20 σηµεία 

ελέγχου. Η συµβατική διαδικασία είχε δώσει µια µέγιστη τιµή για την 

αντικειµενική συνάρτηση ίση µε 2869. Με το πέρας της εφαρµογής η 

βελτιωµένη µέθοδος έδωσε τελική τιµή ίση µε 6150. Πάλι η διαφορά που 

προέκυψε µε την σύγκριση των διαδικασιών είναι σηµαντική. Η σύγκριση 

µεταξύ των δύο µεθόδων, όσον αφορά στο ιστορικό της σύγκλισης, 

παρουσιάζεται στο σχήµα 5.6. 
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Σχήµα 5.6. – Ιστορικό της σύγκλισης για τις δύο µεθόδους, τη συµβατική και την βελτιωµένη, 

για αρχική αεροτοµή µε 10 σηµεία ελέγχου. 

 

Στη συνέχεια, για να διαπιστωθούν οι δυνατότητες της προτεινόµενης 

διαδικασίας, γίνεται εφαρµογή της σε θεωρητικά άγνωστο χώρο λύσεων, που 

απαιτεί µεγάλα διαστήµατα γονιδίων. Τα όρια που τίθενται για κάθε γονίδιο 

καλύπτουν όλο το χώρο λύσεων, δηλαδή τα όρια των γονιδίων είναι ίδια για 

όλες τις y συντεταγµένες και αντίστοιχα για όλες τις x συντεταγµένες. Η 

εισαγωγή των ανοικτών ορίων είχε ως αποτέλεσµα να αποφασισθεί να 

µεγαλώσουν λίγο οι πιθανότητες µετάλλαξης και διασταύρωσης για να 

υπάρξει λίγο µεγαλύτερη τυχαιότητα στη διαδικασία. ∆όθηκαν οι τιµές 0,20 και 

0,95 αντίστοιχα. Πραγµατοποιήθηκε η εκτέλεση δύο προβληµάτων. Στο 

πρώτο χρησιµοποιήθηκαν 6 σηµεία ελέγχου µε ανοικτά όρια. Αφήσαµε την 

διαδικασία να εξελιχθεί και µετά από 200 επαναλήψεις έδωσε τιµή για την 

αντικειµενική συνάρτηση ίση µε 2513 µονάδες. Οι 200 επαναλήψεις κρίνονται 

σαν ο ελάχιστος αριθµός για το συγκεκριµένο πρόβληµα, όπως προέκυψε 

από µεγάλο αριθµό δοκιµών. Στο καλύτερο χρωµόσωµα της διαδικασίας 

εφαρµόζεται ραφινάρισµα κόµβων για να αποκτήσει 12 σηµεία ελέγχου. Βάση 

αυτού του χρωµοσώµατος φτιάχνονται στενά όρια και εφαρµόζεται πάλι η 

διαδικασία. Με το πέρας των 200 γενεών παρατηρήθηκε µια αύξηση στην 

αντικειµενική συνάρτηση στις 4221 µονάδες.  
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Σχήµα 5.6. – Ιστορικό της σύγκλισης για τις δύο περιπτώσεις µε 6 αρχικά, και µε 5 αρχικά 

σηµεία ελέγχου. Το ιστορικό αφορά την 2η φάση της διαδικασίας.  

 

Με τις ίδιες παραµέτρους όπως προηγουµένως, εφαρµόστηκε η 

διαδικασία σε 5 σηµεία ελέγχου µε ανοικά όρια. Στις πρώτες 200 επαναλήψεις 

η αντικειµενική συνάρτηση πήρε τιµή 2219. Εφαρµόστηκε πάλι η ιδιότητα του 

ραφιναρίσµατος των κόµβων στο καλύτερο χρωµόσωµα που απέκτησε 10 

σηµεία ελέγχου. Με νέα πλέον στενά όρια οι γενετικοί αλγόριθµοι έδωσαν 

µετά από 200 επαναλήψεις 4760 µονάδες στην αντικειµενική συνάρτηση. Στο 

σχήµα 5.7 δίδονται τα αντίστοιχα ιστορικά σύγκλισης. 

5.4. Συµπεράσµατα 
Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάστηκε µία µέθοδος ταχύτερης σύγκλισης 

προβληµάτων βέλτιστης σχεδίασης µε χρήση ΕΑ. Τα αποτελέσµατα της 

εφαρµογής της µεθόδου αποδείχθηκαν ιδιαίτερα ελπιδοφόρα. Σε όλες τις 

εφαρµογές πετύχαµε µια βελτίωση σε σύγκριση µε τη συµβατική µέθοδο, που 

ξεπερνούσε το 100%. Τα προβλήµατα βέλτιστης σχεδίασης µε χρήση ΕΑ 

απαιτούν ένα µεγάλο αριθµό υπολογισµών. Ο χρήστης καθορίζει τον χώρο 

που βρίσκονται οι υποψήφιες λύσεις. Αν ο χρήστης θέσει µεγάλα όρια για τις 

υποψήφιες λύσεις τότε η διαδικασία θα συγκλίνει σε µεγάλο χρονικό 
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διάστηµα, εξ’ αιτίας των πολύπλοκων υπολογισµών. Αν ο χρήστης θέσει 

µικρά όρια στις υποψήφιες λύσεις τότε υπάρχει κίνδυνος η διαδικασία να µην 

συγκλίνει στο ολικό αλλά σε τοπικό βέλτιστο, διότι είναι δυνατόν η βέλτιστη 

λύση να βρίσκεται εκτός ορίων. Η διαδικασία που περιγράφθηκε στο παρόν 

κεφάλαιο επιλύει ακριβώς αυτό το πρόβληµα. Με την εφαρµογή της µεθόδου 

επιτεύχθηκε επίλυση προβληµάτων σε µικρότερο χρόνο και µε µεγαλύτερη 

τιµή στην αντικειµενική συνάρτηση. 
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6. ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 – Τελικά συµπεράσµατα & 
αξιολόγηση των µεθόδων 

 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία παρουσιάστηκε µια διαδικασία 

βέλτιστου σχεδιασµού αεροτοµών που στηρίζεται στους ΕΑ και κάποιες 

τροποποιήσεις της διαδικασίας για ταχύτερη σύγκλιση. Οι ΕΑ αποτελούν µία 

σύγχρονη µέθοδο εύρεσης βέλτιστων λύσεων. Η ραγδέα εξέλιξή τους 

συµβαδίζει µε την ανάπτυξη των Η/Υ. Εφαρµόζονται σε προβλήµατα δύσκολα 

που οι συµβατικές µέθοδοι δεν µπορούν να εφαµοστούν. Ένα πεδίο 

εφαρµογής τέτοιων µεθόδων είναι στην αεροδυναµική σχεδίαση αεροτοµών 

και πτερυγίων.  

Στην παρούσα εργασία προτείνονται κάποιες µεθόδους για ταχύτερη 

σύγκλιση της διαδικασίας βελτιστοποίησης. Στο 4ο κεφάλαιο έγινε 

προσπάθεια να αντιµετωπιστεί αυτό το πρόβληµα ελέγχοντας είτε τις 

πιθανότητες µετάλλαξης και διασταύρωσης, είτε µεταβάλλοντας µεµονοµένα 

πότε τον αριθµο των χρωµοσωµάτων και πότε τα όρια σε κάθε γονίδιο. 

Τέτοιου είδους τροποποιήσεις δεν κατάφεραν να δώσουν πολύ καλά 

αποτελέσµατα. Κάποιες φορές έδωσαν καλύτερα από ότι η συµβατική 

µέθοδος και κάποιες φορές έδωσαν χειρότερα αποτελέσµατα. Για να γίνουν 

αποδοτικές τέτοιου είδους τροποποιήσεις, επειδή είναι διαφορετικές για κάθε 

πρόβληµα που εξετάζεται, πρέπει να χρησιµοποιηθεί η διαδικασία δοκιµή και 

σφάλµα.  

Παρόλο που τα αποτελέσµατα των εφαρµογών του κεφαλαίου 4 δεν 

ήταν πολύ ικανοποιητικά, παρατηρώντας τα εξήχθησαν αρκετά χρήσιµα 

συµπεράσµατα, που βοήθησαν για να αναπτυχθεί µία νέα µέθοδος ταχύτερης 

σύγκλισης. Από τις προηγούµενες εφαρµογές παρατηρήθηκε ότι έχοντας 

πολλά γονίδια στα χρωµοσώµατα, η διαδικασία αργούσε σχετικά να δώσει 

καλό αποτέλεσµα, εφόσον είχε περισσότερες υπολογιστικές πράξεις να κάνει 

αλλά ήταν ο µόνος αρχικά τρόπος για να υπάρχει στο σχήµα της αεροτοµής 

µεγαλύτερη ευκαµψία. Επίσης όταν τα όρια στα γονίδια ήταν σχετικά µεγάλα, 

η διαδικασία πάλι αργούσε να δώσει καλό αποτέλεσµα, διότι είχε µεγαλύτερο 

εύρος πεδίου για να ψάξει. ∆εν ήταν όµως εφικτή η υπερβολική ελάττωση των 

ορίων, εφόσον ήταν δυνατόν η βέλτιστη λύση να βγει εκτός ορίων. Η 
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συµβατική µέθοδος προσπαθούσε να βρει µια χρυσή τοµή ανάµεσα σε 

αυτούς τους παράγοντες, µε αποτέλεσµα να µην είναι εφικτή µια γρήγορη 

σύγκλιση. 

Η µέθοδος που προτάθηκε στο 5ο κεφάλαιο, για την παράκαµψη αυτού 

του προβλήµατος, στηρίχθηκε σε απλές σκέψεις. Σύµφωνα µε αυτή τη µέθοδο 

γίνεται εφαρµογή της διαδικασίας βελτιστοποίησης σε δύο στάδια. Στο πρώτο 

στάδιο χρησιµοποιούνται λίγα γονίδια σε κάθε χρωµόσωµα (ή αλλιώς λίγα 

σηµεία ελέγχου σε κάθε λύση) µε σχετικά ανοικτά όρια. Η ιδέα ήταν να 

εφαρµοστούν αυτές οι συνθήκες για λίγες επαναλήψεις, ώστε να προκύπτει 

ένα πρώτο αρχικό σχήµα της αεροτοµής. Σε αυτό το αρχικό σχήµα στηρίζεται 

η δεύτερη φάση της µεθόδου, µε τη διαφορά ότι αυξάνονται πλέον τα γονίδια 

(διπλασιάζονται) µε την βοήθεια των ιδιοτήτων των καµπυλών B-Spline. Νέα 

όρια εισάγονται αρκετά στενά, εφόσον είναι πλέον γνωστό περίπου το σχήµα 

της αεροτοµής. Μετά το πέρας των επαναλήψεων της δεύτερης φάσης, είναι 

ορατή µια σηµαντική βελτίωση στην τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης. Η 

νέα µέθοδος έδωσε πολύ καλά αποτελέσµατα σε όσα προβλήµατα 

εφαρµόστηκε σε σχέση µε τη συµβατική µέθοδο. Η βελτίωση ξεπερνούσε το 

100% στην τιµή της αντικειµενικής συναρτήσεως, όπως µπορεί να 

παρατηρηθεί στα σχήµατα του 5ου κεφαλαίου. 

Ένας τοµέας που µπορεί να ερευνηθεί ως συνέχεια της εργασίας είναι η 

εισαγωγή ενός επιπλέον βαθµού ελευθερίας στο πρόβληµα, του βαθµού της 

καµπύλης. Είναι γνωστό από το 3ο κεφάλαιο ότι όσο αυξάνεται ο βαθµός µιας 

καµπύλης B-Spline, αυξάνεται η οµαλότητά της. Αυτό µπορεί να βοηθήσει την 

διαδικασία κατά την πρώτη φάση της µεθόδου ταχύτερης σύγκλισης. Το 

αρχικό σχήµα που ψάχνει η διαδικασία πρέπει να είναι απαλλαγµένο από 

ιδιόµορφα σηµεία. Αυτό µπορεί να επιτευχθεί αυξάνοντας τον βαθµό αρχικά 

της καµπύλης. Στην δεύτερη φάση (και εφόσον θέλουµε πλέον να έχουµε 

µεγαλύτερη ευκαµψία) πρέπει να µειωθεί ο βαθµός για την ίδια καµπύλη 

φυσικά, ώστε να µειωθεί ο υπολογιστικός φόρτος. Ένας άλλος τοµέας που 

είναι άξιος προς µελέτη πάνω στο συγκεκριµένο πεδίο είναι η σχεδίαση 

πτερυγίων σε τρεις διαστάσεις, µε χρήση επιφανειών B-Splines και NURBS. 

Επίσης επαφίεται σε µελλοντική εργασία η µελέτη του κατά πόσον τα 

συµπεράσµατα που εξήχθησαν στην παρούσα εργασία µπορούν να 
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εφαρµοστούν στο πραγµατικό πρόβληµα βελτιστοποίησης αεροτοµών, όπου 

οι αεροτοµές θα αξιολογούνται µε χρήση κωδίκων CFD. 
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Παράρτηµα 

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 
 

Στη συνέχεια παρατίθενται τα διαγράµµατα ροής σε ψευδοκώδικα (βασισµένο 

σε εντολές της Basic), για τα κυριότερα προγράµµατα που αναπτύχθηκαν στα 

πλαίσια της παρούσας εργασίας. 

 
Α. Υπολογισµός των καµπυλών B-Spline 
 
∆εδοµένα:  uPUpn ,,,,

όπου: 

n : Αριθµός σηµείων ελέγχου 

p : Βαθµός της καµπύλης 

U : ∆ιάνυσµα κόµβων 

P : Σηµεία ελέγχου 

u : Παραµετρική µεταβλητή της καµπύλης 

 

ΑΡΧΗ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΣ 

 

(Εύρεση του διανύσµατος κόµβων για ανοικτές B-Spline καµπύλες) 

 

For j=0 To p  

0=ju  

Next j 

For j=  To  1+p n

pju j −=  

Next j 

For j=n  To 1+ 1++ pn  

1+−= pnu j  

Next j 

 

Span = FindSpan ( ) Uupn ,,,

Basis = BasisFuns(Span,u )  (Εύρεση των βασικών συναρτήσεων) NSRUp ,,,
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0=uC  

For j=0 To p  

jpspanjuu PNSRCC +−⋅+=  

Next j 

 

(Συνάρτηση που υπολογίζει τις βασικές συναρτήσεις) 

Function BasisFuns( i ) Nupv ,,,,

10 =N  

For j=1 To p  

jij uvleft −+−= 1  

vuright jij −= +  

saved=0 

For r=o To j-1 

rjr

r

leftright
Ntemp

−+ +
=

1

 

temprightsavedN rr 1++=  

templeftsaved rj−=  

Next r  

savedN j =  

Next j 

 

End Function 

 

(Συνάρτηση που υπολογίζει το δείκτη στο εσωτερικό διάνυσµα κόµβων που 

αναφερόµαστε) 

Function FindSpan ( uvpn ,,, ) 

 

If v  then FindSpan = n  1+= nu

plow =  

1+= nhigh  
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2
highlowmid +

=  

Do While  OR  miduv < 1+≥ miduv

If v  then midu<

midhigh =  

Else 

midlow =  

End If 

2
highlowmid +

=  

Loop 

FindSpan =  mid

 

End Function 

 

ΤΕΛΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΣ 

 

 

Β. Υπολογισµός προσθήκης κόµβου 
 

∆εδοµένα: uUPnp ,,,,  

Όπου: 

u : Κόµβος που εισάγεται 

 

ΑΡΧΗ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΣ 

 

(Βρίσκουµε που πρέπει να εισάγουµε τον νέο κόµβο στο διάνυσµα κόµβων) 

 

foundindex = False 

m = n + p - 1   (Είναι η διάσταση του διανύσµατος κόµβων) 

For  j = 0 to m  (Σάρωση των κόµβων του διανύσµατος κόµβων) 

Ιf uj <u   and  1+≤ juu   then 

I = j 
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foundindex = True 

End if 

Next j 

 

(Εύρεση του νέου διανύσµατος κόµβων)  

For j = 0  to  m+1 

If  j≤ I  then 

jj uNEWu =  

ElseΙf  j=I+1  then 

uNEWu j =  

Else 

1−= jj uNEWu  

End If 

Next j 

 

(Υπολογισµός των νέων θέσεων των σηµείων ελέγχου) 

 

For  j = 0  To  n+1  (Τα νέα σηµεία ελέγχου θα είναι n+2 στο πλήθος) 

If  then pIj −≤

1=ja  

Else Ιf  and  then jpI ≤+− 1 Ij ≤

If u  then 02 =−−+ jpj u

0=ja  

Else 

jpj

j
j uu

uu
a

−

−
=

−+ 2

 

End If 

Else 

0=ja  

End Ιf 

Next j 
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For  j = 1  To  n+1 

If    then 0=ja

1−= jj PQ  

Else If  then 1=ja

jj PQ =  

Else 

jjjjj PaPaQ +−= −1)1(  

End If 

Next  j 

 

(Τοποθέτηση των νέων κόµβων στο παλιό διάνυσµα κόµβων) 

 

For j = 0  To  pn +  

jj NEWuu =  

Next j 

(Τα σηµεία ελέγχου έχουν πλέον αυξηθεί κατά ένα σηµείο) 

1+= nn  

 

ΤΕΛΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΣ 

 

 

Γ. Υπολογισµός «Ραφινάρισµα Κόµβων» 
 
∆εδοµένα:  rXPupn ,,,,,

Όπου: 

X : ∆ιάνυσµα των κόµβων που θέλουµε να εισάγουµε 

r : Πλήθος των κόµβων που θέλουµε να εισάγουµε 

 

ΑΡΧΗ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΣ 

 

2+−= pnr  

For ii=0 To r  
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5.0+= iiX ii  

Next ii 

 

1++= pnm  

a = FindSpan ( ) uXpn ,,, 0

b = FindSpan ( ) uXpn r ,,,

b=b+1 

 

For j=0 To a- p  

jj PQ =  

Next j 

 

For j=b-1 To n  

jrj PQ =++ 1  

Next j 

 

For j=0 to a 

jj uUbar =  

Next j 

 

For j=b+ p  To m 

jrj uUbar =++ 1  

Next j 

 

1−+= pbi  

rpbk ++=  

 

For j=r To 0 Step –1 

Do While  and a ij uX ≤ >i

11 −−−− = pipk PQ  

ik uUbar =  
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1−= kk  

1−= ii  

Loop 

pkpk QQ −−− =1  

For L=1 To p  

Lpkind +−=  

jLk XUbaralpha −= +  

If ABS( alpha ) = 0 Then 

indind QQ =−1  

Else 

LpiLk uUbar
alphaalpha

+−+ −
=  

indindind QalphaalphaQQ )1(11 −+= −−  

End If 

Next L 

jk XUbar =  

1−= kk  

Next j 

 

(Τοποθέτησε το νέο διάνυσµα κόµβων στο παλιό) 

For j=0 To 1++ rm  

jj Ubaru =  

Next j 

 

(Το πλήθος των σηµείων έχει γίνει τώρα…) 

1++= rnn  

 

 

Function FindSpan ( uvpn ,,, )  

(Υπολογίζει το δείκτη στο εσωτερικό διάνυσµα κόµβων που αναφερόµαστε) 
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If v  then FindSpan = n  1+= nu

plow =  

1+= nhigh  

2
highlowmid +

=  

Do While  OR  miduv < 1+≥ miduv

If v  then midu<

midhigh =  

Else 

midlow =  

End If 

2
highlowmid +

=  

Loop 

FindSpan =  mid

 

End Function 

 

ΤΕΛΟΣ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΟΣ 
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