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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Το αντικείµενο της εργασίας αυτής είναι ένα πρόβληµα το οποίο έχει 

άµεσες οικονοµικές προεκτάσεις κι αυτό το γεγονός κάνει την επίλυση του, 

άµεσου ενδιαφέροντος. Το πρόβληµα αυτό έχει να κάνει µε τη µεταφορά 

φορτίων µέσω γερανού. Για παράδειγµα σε ένα λιµάνι, ο γερανός να πρέπει να 

πάρει κάποια πράγµατα από ένα φορτηγό σε ένα πλοίο. Συνήθως αυτά τα 

φορτία που πρέπει να µεταφερθούν είναι πολλά οπότε η κίνηση του γερανού 

να πάρει τα πράγµατα π.χ. από το όχηµα και να τα αφήσει στο πλοίο πρέπει να 

γίνει πολλές φορές που σηµαίνει ότι απαιτείται πολύς χρόνος. Αυτή η 

καθυστέρηση λοιπόν µας οδηγεί στην ανάπτυξη όσο το δυνατόν µεγαλύτερης 

ταχύτητας της κίνησης αυτής. Παρατηρείται όµως ότι όταν αυτή η κίνηση 

πραγµατοποιείται γρήγορα, τότε εµφανίζεται ταλάντωση στην κίνηση και 

µάλιστα όσο µεγαλύτερη η ταχύτητα µε την οποία κινείται το φορτίο, τόσο 

µεγαλύτερο πλάτος ταλάντωσης έχουµε. Προφανώς αυτή η ταλάντωση είναι 

ανεπιθύµητη διότι επιβραδύνει τη µεταφορά. Συνεπώς, θέλουµε να επιτύχουµε 

και όσο το δυνατόν µικρότερο χρόνο µεταφοράς (µεγαλύτερη ταχύτητα) και 

όσο το δυνατόν µικρότερο πλάτος ταλάντωσης. Το πρόβληµα είναι ότι τα δύο 

προαναφερθέντα είναι αντικρουόµενα µεταξύ τους και η εµφάνιση του ενός 

παρεµποδίζει την ανάπτυξη του άλλου. Η δουλειά µας λοιπόν είναι να 

καταφέρουµε να αναπτύξουµε τις κατάλληλες µεθόδους που θα εξασφαλίζουν 

το δυνατόν µικρότερο πλάτος ταλάντωσης και το δυνατόν µικρότερο χρόνο 

διεκπεραίωσης της κίνησης. 

 

 

1.1  ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΕΣ ΓΙΑ ΤΗΝ ΑΝΤΙΤΑΛΑΝΤΕΥΣΗ 

 

Ένα βάρος κρεµασµένο σε ένα µακρύ σκοινί ή καλώδιο µοιάζει πολύ 

µε ένα θεωρητικό εκκρεµές. Σε ένα περιβάλλον χωρίς τριβές, µόλις το βάρος 

αντισταθµιστεί από την κάθετο, θα επιστρέψει σε σηµείο από την άλλη µεριά, 

το ίδιο µακρυά και θα συνεχίσει αυτή την κίνηση για πάντα.  
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Ο χρόνος που απαιτείται για να επιστρέψει κάθε φορά το βάρος στο ίδιο 

σηµείο ονοµάζεται περίοδος του εκκρεµούς. Ο χρόνος αυτός εξαρτάται µόνο 

από το µήκος του σκοινιού και δεν έχει να κάνει µε το βάρος που 

προσαρτίζεται σε αυτό. 

 

Όσον αφορά τους γερανούς τώρα αν το υποµόχλιο σταµατήσει ξαφνικά, τότε 

θα υπάρξει παραµένουσα ταλάντωση. Το σώµα αυτό θα κινείται για πολλή 

ώρα εκτός αν υπάρχει µεγάλη τριβή για να το σταµατήσει. Με σωστές κινήσεις 

του υποµοχλίου, είναι δυνατό να σταµατήσουµε αυτή την παραµένουσα 

ταλάντωση αλλά απαιτείται αρκετός χρόνος. 

 

Αν η κίνηση του υποµόχλιου ελεγχθεί κατάλληλα, τότε η ταλάντωση µπορεί να 

εξαφανιστεί από τις επιταχύνσεις και από τις δύο µεριές. Η µέθοδος 

αποκαλείται ‘bang bang’ και σηµαίνει ότι αρχικά το υποµόχλιο επιταχύνεται 

στη µισή ταχύτητα, και µισή περίοδο αργότερα επιταχύνεται σε πλήρη 

ταχύτητα. Αν αυτό γίνει µε ακρίβεια, τότε το βάρος θα κρέµεται ακριβώς κάτω 

από το υποµόχλιο. Η όλη κίνηση φαίνεται στην παρακάτω εικόνα: 

 

 
 

Το σταµάτηµα χωρίς ταλάντωση είναι ακριβώς η αντίστροφη διαδικασία: 

χαµηλώνουµε στη µισή ταχύτητα και µετά να περιµένουµε µισή περίοδο µέχρι 

να σταµατήσει. Το βάρος δε θα ταλαντώνεται. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 
 

2.1  ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Η ανάγκη για ταχύτερο χειρισµό του φορτίου, συγκεκριµένα στη 

φόρτωση και στην εκφόρτωση πλοίων κοντέινερ των οποίων ο χρόνος 

εξυπηρέτησης πρέπει να ελαχιστοποιηθεί, απαιτεί τον έλεγχο της κίνησης του 

γερανού ώστε η δυναµική του απόδοση να βελτιστοποιηθεί. 

Ένας διδιάστατης εφαρµογής κύκλος ταλάντωσης µπορεί να διαιρεθεί 

σε τρεις θεµελιώδεις κινήσεις: η ανύψωση του φορτίου από ένα δοσµένο 

σηµείο, η µεταφορά του µε µια συνήθως σταθερή ταχύτητα για το καροτσάκι, 

το χαµήλωµα στο τέλος της µεταφοράς. Το πρόβληµα είναι αυτό της µείωσης 

της ταλάντωσης του φορτίου κατά τη διάρκεια της κίνησής του στην 

επιθυµητή θέση όσο το δυνατόν πιο γρήγορα. 

∆ιάφοροι συγγραφείς έχουν αναπτύξει τεχνικές ελέγχου 

βελτιστοποίησης είτε στον ολοκληρωµένο κύκλο είτε σε µία από τις κινήσεις 

που τον αποτελούν. Οι Auernig και Troger [2] και Hippe [3] έχουν 

χρησιµοποιήσει τεχνικές ελέγχου ελαχίστου χρόνου˙ οι Sakawa και Shindo [6] 

έχουν χρησιµοποιήσει βέλτιστο έλεγχο για να ελαχιστοποιήσουν την 

ταλάντωση του φορτίου. Από τη στιγµή που το φορτίο βασίζεται στην 

επιτάχυνση του καροτσιού, η ελαχιστοποίηση του χρόνου κύκλου και η 

ελαχιστοποίηση της ταλάντωσης του φορτίου είναι µερικώς αντιµαχόµενες 

απαιτήσεις. 

Σε αυτό το έγγραφο λοιπόν έχουµε να κάνουµε µε ένα πρόβληµα 

ελέγχου. Στόχος µας είναι να δηµιουργήσουµε µία κατάλληλη ανάδραση 

u=f(x) για να περιορίσουµε την κίνηση του αιωρούµενου σχοινιού σε 

επιθυµητά πλαίσια (να µη δηµιουργείται ταλάντωση). 

Μία εταιρεία που έχει ασχοληθεί µε αυτό ακριβώς το πρόβληµα είναι η 

SmartCrane η οποία έχει εγκαταστήσει 5 ‘αντιταλαντευτικά’ συστήµατα σε 

γερανούς στο Λιµάνι του New Jersey και της Νέας Υόρκης. Το σύστηµα 

χρησιµοποιεί την τεχνολογία SmartCamera για να ανιχνεύει ταλάντωση και 
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έναν διακόπτη για να σταµατά την ταλάντωση σε ένα βήµα. Η SmartCrane 

έκανε επίδειξη του πρώτου αυτόµατου φορτώµατος πλοίων σε ένα πρωτότυπο 

αντιταλαντευτικό σύστηµα στο Λιµάνι του Freeport στο Texas. Η πρώτη 

επίδειξη µε έµπειρους χειριστές στο τιµόνι διήρκησε 45 λεπτά και κατέγραψε 

ρυθµούς φορτώµατος της τάξης των 24 κοντέινερ την ώρα 

Το νέο και βελτιωµένο αντιταλαντευτικό σύστηµα εξετάστηκε 

πρώτη φορά στο New Jersey το Φεβρουάριο του 2001 και περιέχει ένα 

διακόπτη ο οποίος επιτρέπει στο χειριστή να καταγράψει µία θέση όσο το 

φορτίο κινείται. Ο υπολογιστής του SmartCrane έπειτα τοποθετεί αµέσως το 

καροτσάκι του γερανού πάνω από εκείνο το σηµείο και εξαλείφει την 

ταλάντωση. 

Το σύστηµα SmartCrane παρουσιάζει τα παρακάτω πλεονεκτήµατα. 

• Μπορεί να δεχτεί εξωτερικές µετρήσεις ταλάντωσης για να 

συµψηφίσει τη µη κάθετη ανύψωση και την επίδραση του 

ανέµου. Αν ο εξωτερικός αισθητήρας αποτύχει, η βασική 

αντιταλάντευση συνεχίζει να αποτρέπει την ταλάντωση που 

προκαλείται από το χειριστή 

• Παραµονεύει για ταλάντωση κατά τη διάρκεια της κίνησης, 

έτσι ώστε να σταµατήσει οποιαδήποτε στιγµή, δίχως 

παραµένουσα ταλάντωση 

• Εξαλείφει όλη την ταλάντωση που έχει προκληθεί, ακόµα και 

κατά την ανύψωση 

• Μπορεί να λειτουργεί σε πλήρη ταχύτητα για το καροτσάκι 

• ∆εν απαιτεί περαιτέρω τροποποίηση για µηχανοκίνητους 

ελεγκτές γερανών 

• Λειτουργεί και για χειροκίνητες καταστάσεις και για πλήρως 

αυτοµατοποιηµένες 
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Σχήµα 1. Μοντέλο του γερανού 

 

2.2  ΧΡΟΝΙΚΑ ΜΕΤΑΒΑΛΛΟΜΕΝΟ ΜΟΝΤΕΛΟ  

 

Θα θεωρήσουµε ένα διδιάστατο γερανό, του οποίου το µοντέλο 

φαίνεται στο Σχήµα 1. Τα σύµβολα έχουν ως εξής: 

 mT, mL  Μάζα του καροτσιού και του φορτίου, αντίστοιχα 

 L  Μήκος του αιωρούµενου σχοινιού 

 xT, xL  Μετατόπιση του καροτσιού και του φορτίου, αντίστοιχα 

 xC=( mT xT+mL xL)/ 

(mL+ mT) Μετατόπιση του κέντρου βαρύτητας όλου του 

συστήµατος  

φ Γωνία µεταξύ του αιωρούµενου σχοινιού και της καθέτου 

που δίνεται ως θετική µε την κατεύθυνση του ρολογιού 

 xφ= xT-xL=  

 Lsinφ  Μετατόπιση του φορτίου 

 f  ∆ύναµη ελεγκτή που εφαρµόζεται στο καροτσάκι  
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 g  Σταθερά βαρύτητας 

 

 Αν το φορτίο είναι πολύ βαρύ, είναι δυνατό να θεωρήσουµε το 

αιωρούµενο σχοινί ως άκαµπτη ράβδο. Με τις προϋποθέσεις που θεωρούνται 

(µικρές γωνίες και δύναµη ασκούµενη από το σχοινί ίση µε το βάρος του 

σχοινιού) επιλέγουµε τις παρακάτω καταστατικές µεταβλητές: 

 

x1(t)=xφ(t), x2(t)=xC(t)  

x3(t)= , x( )txφ& 4(t)= ( )txC&         (1) 

και 

( )( ) ( ) 5.0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
==

Lm
mmg

tL
T

LT
tt ωω        (2) 

και παίρνουµε την παρακάτω εξίσωση 

                         Α=tx& txt+Βtf                           (3) 

µε 

xt=   ,          A

( )
( )
( )
( )⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

tx
tx
tx
tx

4

3

2

1

t=    , 
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
0000
000
1000
0100

2
tω

  

Bt=   

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+ LT

T

mm

m
1

1
0
0

 . 

Ο δείκτης t έχει χρησιµοποιηθεί για να δείξει ότι οι µεταβλητές είναι 

συναρτήσεις του χρόνου. Το µοντέλο που δίνεται από την (3) είναι χρονικά 

µεταβαλλόµενο επειδή το ωt είναι συνάρτηση του L(t). 

 

Η δυναµική του συστήµατος στο Σχήµα 1, περιγράφεται από τις 

ακόλουθες εξισώσεις    
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φ

φ
φ

cos
sin

sin

Fgmym
Fxm

Ffxm

LLL

LL

TT

−=
=

−=

&&

&&

&&

   (4) 

όπου F είναι η δύναµη στη διεύθυνση του σχοινιού 

    xL= xT – Lsinφ    (5) 

είναι η µετατόπιση του φορτίου στην οριζόντια διεύθυνση 

        yL= Lcosφ     (6) 

είναι η µετατόπιση του φορτίου στην κατακόρυφη διεύθυνση 

  Με τους µετασχηµατισµούς xC=(mTxT+ mLxL)/(mL+mT) και xφ= Lsinφ= 

xT- xL, οι πρώτες δύο εξισώσεις της (4) µπορούν να ξαναγραφτούν ως 

( )
TLT m
fx

mmL
LFx =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ φφ

φ 11,
rr

&&    
LT

C mm
fx
+

=&&   (7) 

 όπου η δύναµη του σχοινιού ( )LF
rr

,φ  είναι µία συνάρτηση του και 

του  οπότε η τρίτη εξίσωση της (4) γίνεται µε τη βοήθεια της (6): 

),,(: φφφφ &&&
r

),,(: LLLL &&&
r

 ( ) φφφφφφφ cossincossin2cos 2 FgmLLLLm LL −−=−−− &&&&&&   (8) 

  Γραµµικοποιώντας γύρω από το σηµείο ισορροπίας 

 είναι ισοδύναµο µε ( 0,0,0:* === φφφφ &&&
r )

   sinφ=φ, cosφ=1, sinφ=0 φ&

    , sinφ=0 02 =φ& φ&&

 και υποθέτοντας ότι  και ( ) 0=tL&& ( )( ) gmtLF L== 0,* &&
r
φ , δηλαδή η δύναµη κατά 

µήκος του σχοινιού είναι ίση µε το βάρος του φορτίου. Αντικαθιστώντας αυτή 

την τιµή της F στην (27) επιτυγχάνουµε το γραµµικοποιηµένο µοντέλο 

                        ( )
TT

LT

m
fx

Lm
mmg

x =
+

+ φφ&&   
LT

C mm
fx
+

=&& . (9)  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΤΟΥ 

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 
 

Για τη λύση του προβλήµατος έχουν αναπτυχθεί διάφορες µέθοδοι 

από τις οποίες άλλες ήταν αποτελεσµατικότερες και άλλες δεν είχαν 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Παρακάτω παραθέτουµε τρεις από αυτές 

συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα που προκύπτουν. 

 

3.1 ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ ΚΑΙ ΣΚΟΠΟΣ  ΑΥΤΟΜΑΤΟΥ ΕΛΕΓΧΟΥ 

 

Εµείς θέλουµε το σύστηµά µας να είναι ασυµπτωτικά ευσταθές. Ένα σύστηµα 

 καλείται ασυµπτωτικά ευσταθές γύρω από το σηµείο 

ισορροπίας x

( ) ( )( ) ( ){ 00 xtx,txftx ==& }
*=0 αν υπάρχει µια περιοχή δ έτσι ώστε για αρχικές συνθήκες 

εντός αυτής της περιοχής το σύστηµα να τείνει πάντα να επιστρέψει στο x*=0, 

δηλαδή  

  ( ) 0txx
t

0 =ορ⇒δ<
∞→

  

  Επίσης, ένα γραµµικό χρονικά αµετάβλητο σύστηµα είναι 

ευσταθές εάν Re(λ(Α))<0, δηλαδή αν οι πραγµατικές τιµές των ιδιοτιµών του 

πίνακα Α είναι όλες αρνητικές. 

Axx =&

Όταν λέµε συστήµατα αυτοµάτου ελέγχου εννοούµε βασικά συστήµατα 

αυτοµάτου ελέγχου µε ανατροφοδότηση.  

Τα συστήµατα αυτοµάτου ελέγχου αναπαρίστανται γραφικά µε τη 

χρήση των δοµικών διαγραµµάτων. Τα δοµικά διαγράµµατα απεικονίζουν 

την ακολουθία των διαδικασιών και τις σχέσεις µεταξύ των υποσυστηµάτων 

που απαρτίζουν το συνολικό σύστηµα.  

Τα δοµικά διαγράµµατα απαρτίζονται από επιµέρους τµήµατα 

συνδεδεµένα µεταξύ τους µε διάφορους τρόπους. Το απλούστερο τµήµα 

φαίνεται στο παρακάτω σχήµα 
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Σχήµα 2:   Βασικό δοµικό στοιχείο δοµικών διαγραµµάτων 

 

Η συνάρτηση G(s) καλείται συνάρτηση µεταφοράς, η R(s) είσοδος και η 

Y(s) έξοδος. Αυτό λοιπόν που δείχνει ουσιαστικά το δοµικό στοιχείο είναι το τι 

θα συµβεί (Y(s)) σ’ ένα σύστηµα (G(s)) αν διεγερθεί από την R(s). 

Τα βήµατα που πρέπει αν ακολουθήσει ένας µηχανικός αυτοµάτου 

ελέγχου (ή καλύτερα µια οµάδα σχεδίασης) είναι: 

 Κατάστρωση φυσικού µοντέλου και εύρεση µαθηµατικών 

εξισώσεων που το περιγράφουν. Πιθανές απλοποιήσεις λόγω µη 

γραµµικότητας. Το βήµα αυτό χρειάζεται ειδικές γνώσεις επί της 

ελεγχόµενης διαδικασίας, για παράδειγµα γνώση χηµείας αν 

πρόκειται για χηµικές διεργασίες, γνώση βιολογίας αν πρόκειται 

για βιολογικές διεργασίες κ.ο.κ.  

 Τυποποίηση προδιαγραφών συµπεριφοράς και σχεδίαση ελεγκτή 

που να τις ικανοποιεί. Το βήµα αυτό είναι µια διαδικασία 

δοκιµής-σφάλµατος (trial and error) αφού οι προδιαγραφές είναι 

συνήθως αντικρουόµενες και πρέπει να βρεθεί µια διάταξη µε 

αµοιβαίες παραχωρήσεις. Στην περίπτωσή µας έχουµε εισάγει 

δύο µεγέθη στη 2η µέθοδο των οποίων οι µεταβολές είναι 

αντικρουόµενες. Τα µεγέθη αυτά είναι: 

 το overshoot που δείχνει τη µέγιστη απόλυτη τιµή του 

µεγέθους  έστω x, αφού περάσει το 0 µία φορά 

 το settling time που δείχνει τη χρονική στιγµή που 

0x%3x <  και παραµένει εντός  του διαστήµατος 

[ ]00 x%3,x%3 +−  για πάντα. 

 

3.2    1Η  ΜΕΘΟ∆ΟΣ  

 

3.2.1  ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
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Για να βελτιώσουµε τη λειτουργικότητα του χειρισµού φορτίου µε 

γερανούς είναι απαραίτητο να ελέγχουµε τη θέση για το καροτσάκι του 

γερανού ώστε η ταλάντωση του κρεµάµενου φορτίου να ελαχιστοποιηθεί. Σ’ 

αυτή τη µέθοδο θεωρούµε ένα χρονικά µεταβαλλόµενο γραµµικό µοντέλο του 

γερανού, όπου ο χρονικά µεταβαλλόµενος συντελεστής είναι το µήκος του 

αιωρούµενου σχοινιού. Θεωρούµε το σύνολο των µοντέλων που δίνεται από 

τις ‘παγωµένες’* τιµές του µήκους του σχοινιού και δείχνουµε πώς όλα αυτά τα 

µοντέλα µπορούν να αναχθούν σε ένα απλό, αµετάβλητο χρονικά µοντέλο 

χρησιµοποιώντας µία κατάλληλη κλίµακα χρόνου. Η χρονική κλίµακα µπορεί 

να χρησιµοποιηθεί για να εξαχθεί ένας κανόνας ελέγχου για το χρονικά 

µεταβαλλόµενο σύστηµα που εφαρµόζει έναν εν δυνάµει προγραµµατισµό 

κέρδους. Είναι επίσης δυνατό να βρούµε σχετικό άνω όριο για το ρυθµό της 

µεταβολής  της µεταβαλλόµενης παραµέτρου που εξασφαλίζει τη σταθερότητα 

του χρονικά µεταβαλλόµενου συστήµατος. 

Εδώ λοιπόν θεωρούµε µία προσέγγιση που βασίζεται στην 

ελαχιστοποίηση της ταλάντωσης του φορτίου και χρησιµοποιεί ένα γραµµικό, 

µεταβαλλόµενων παραµέτρων µοντέλο γερανού για να θέσει σε εφαρµογή 

έναν ελεγκτή. Ο µεταβαλλόµενος παράγοντας είναι το µήκος του σχοινιού στο 

οποίο αιωρείται το φορτίο.  

Θεωρούµε το σύνολο των ‘παγωµένων’ µοντέλων που δίνεται από 

διαφορετικές σταθερές τιµές του µήκους του σχοινιού. Χρησιµοποιώντας µία 

κατάλληλη χρονική κλίµακα [4], όλα αυτά τα µοντέλα µπορούν να αναχθούν 

σε ένα απλό αµετάβλητο µε το χρόνο µοντέλο το οποίο να µην εξαρτάται από  

την τιµή του µήκους του σχοινιού. 

 
* σταθερές µε το χρόνο τιµές 

 

Η χρονική κλίµακα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να εξαχθεί ένας 

κανόνας ελέγχου για το χρονικά µεταβαλλόµενο σύστηµα που εφαρµόζει έναν 

εν δυνάµει προγραµµατισµό κέρδους [1]. 
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Έχουµε επίσης µελετήσει τη σταθερότητα του συστήµατος κλειστού 

βρόχου µε τον προγραµµατισµό κέρδους. Πρόσφατες δουλειές [7]-[9] 

παρουσιάζουν διάφορες µεθοδολογίες που µπορούν να χρησιµοποιηθούν για 

την εύρεση άνω ορίων στο ρυθµό µεταβολής της µεταβαλλόµενης παραµέτρου 

για την εξασφάλιση της σταθερότητας ενός δοσµένου µεταβαλλόµενων 

παραµέτρων συστήµατος. Αυτές οι µεθοδολογίες δίνουν αρκετές συνθήκες που 

είναι συνήθως συντηρητικές µε την έννοια ότι συχνά απαιτούν ρυθµούς 

µεταβολής της µεταβαλλόµενης παραµέτρου, τόσο µικρούς ώστε να είναι 

πρακτικά µηδαµινοί. Αυτό το άνω όριο, στην ουσία, εξαρτάται σηµαντικά από 

τη διαδικασία η οποία ακολουθείται για να τις προσδιορίσει και απέχει 

συνήθως πολύ από το πραγµατικό όριο του προβλήµατος. 

Εντούτοις, µία κλασσική µεθοδολογία [8] µπορεί να εφαρµοστεί σε αυτή 

την περίπτωση που θεωρούµε, για να εξασφαλίσουµε τη σταθερότητα του 

χρονικά µεταβαλλόµενου συστήµατος για τον ονοµαστικό ρυθµό της 

µεταβολής του µήκους του σχοινιού. 

Ένα σηµαντικό ζήτηµα που χρειάζεται σχολιασµό αφορά την πρακτική 

εφαρµογή της µεθοδολογίας που περιγράφουµε. Η προσέγγισή µας απαιτεί η 

µάζα του φορτίου να είναι γνωστή για να επαναπροσδιοριστεί η θέση του 

κέντρου βάρους. Αυτή είναι µία ρεαλιστική υπόθεση σε πολλές εφαρµογές, 

όπως ο χειρισµός των πλοίων κοντέινερ, στα οποία οι πληροφορίες για τη 

φυσική (αρχική και τελική) θέση και το βάρος του κάθε κοντέινερ είναι 

γνωστές, πριν αρχίσει η επιχείρηση φόρτωσης/εκφόρτωσης. Η θέση του 

καροτσιού, η θέση του φορτίου, η γωνία του σχοινιού και το µήκος του 

σχοινιού µπορούν εύκολα να µετρηθούν από κατάλληλους αισθητήρες όπως 

σχολιάζεται στα [5], [10] και [11], ενώ ο ρυθµός µεταβολής της θέσης του 

καροτσιού και της γωνίας του φορτίου µπορεί να επαναπροσδιορισθεί από 

έναν παρατηρητή που µπορεί επίσης να σχεδιαστεί. Συνεπώς, η θέση του 

κέντρου βάρους και η παράγωγός της (που έχουµε υποθέσει σαν µεταβλητές 

κατάστασης) µπορούν επίσης πολύ εύκολα να υπολογιστούν. 

Υπάρχουν πολλές βιοµηχανικές εφαρµογές στις οποίες η τιµή της µάζας 

του φορτίου είναι γνωστή εκ των προτέρων. Παρ’ όλα αυτά, σε διάφορες από 
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αυτές τις εφαρµογές η µάζα του φορτίου είναι πολύ µικρότερη από τη µάζα 

του καροτσιού. Σ’ αυτή την περίπτωση, µπορούµε απλά να αγνοήσουµε τη 

µάζα του φορτίου και να θεωρήσουµε εκ του ασφαλούς τη θέση του κέντρου 

βαρύτητας να συµπέφτει µε τη θέση του καροτσιού. Αυτή είναι µία 

συγκεκριµένη περίπτωση της προσέγγισής µας στην οποία  παίρνουµε mL=0, 

και οι προσοµοιώσεις που έχουν εκτελεστεί έδειξαν ότι η µεθοδολογία ελέγχου 

που περιγράφουµε δίνει καλές αποδόσεις και σ’ αυτή την περίπτωση. 

 

3.2.2 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΥΠΟΒΑΘΡΟ 

 

Στη µέθοδο αυτή θεωρήθηκε µια δοσµένη σταθερή τιµή του ωt, π.χ. αν 

θεωρήσουµε το σύστηµα για µια σταθερή τιµή του L, µπορούµε να 

θεωρήσουµε τον παρακάτω µετασχηµατισµό: 

    τ=ωtt    (10) 

Αυτός ο µετασχηµατισµός ορίζει µια κλίµακα που µετατρέπει την (1) ως 

εξής: 

x1(t)=xφ(t) =xφ(τ)= x1(τ) 

x2(t)=xC(t) =xC(τ)= x2(τ) 

 

x3(t)=
( )

dt
tdxφ = 

( )( )
dt

tdx τφ =ωt
( )
τ
τφ

d
dx

=ωtx3(τ) 

x4(t)=
( )

dt
tdxC = ( )( )

dt
tdxC τ =ωt

( )
τ
τ

d
dxC =ωtx4(τ).    (11) 

Σύµφωνα µε την (11), οι µεταβλητές xC και xφ µπορούν να θεωρηθούν ως 

συναρτήσεις του t ή του τ, ενώ οι παράγωγοί τους αλλάζουν µε τη χρονική 

κλίµακα. Μπορούµε να γράψουµε την (11) ως 

                                            xt=Nxτ      (12) 

όπου 
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⎢
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⎢

⎣

⎡

τ
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τ

4
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2

1

x
x
x
x

ύµφωνα µε την (11) µπορούµε επίσης να γράψουµε 

   

Σ

 

 τω xNx tt && =        (14) 

αι η παράγωγος του xτ ως προς τ. 

ρησιµοποιώντας τις (12) και (14), είναι δυνατό να ξαναγράψουµε το 

=Ατxτ+Βτuτ      (15) 

µε 

Ατ=        (16) 

 

=  

όπου 

τx&  είν

 

Χ

σύστηµα (3) ως 

τx&

 

=ΝΑΝ−−
tt

11ω
⎥
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⎤
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⎡
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Τ
− ΒΝ= mB tt

1ωτ

⎥
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⎦

⎤

⎢
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⎢
⎢

⎣

⎡

+ µ1
1
1
0
0

   ,      ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

T

L

m
m

µ       (17) 

uτ=
Τm

f

t
2ω

            (18) 

 

 παράσταση που δίνεται από την (15) είναι αµετάβλητη µε το χρόνο και δεν Η

εξαρτάται από τη σταθερή τιµή του L στην (3). Είναι επίσης δυνατό να 

εκφράσουµε τις σχέσεις µεταξύ των ιδιοτιµών και των ιδιοδιανυσµάτων των 
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πινάκων Αt και Ατ. Έστω Λt (Λτ) οι διαγώνιοι πίνακες των ιδιοτιµών των Αt , 

Ατ˙ έπειτα από τη (16) παίρνουµε 

Λt=ωtΛτ                                            (19) 

ενώ για τους πίνακες ιδιοδιανυσµά

   (20) 

Ένας ευνοϊκότερος ελεγκτής µπ σ οποι θεί για να  το 

∫   (21)  

όπου και είναι κατάλληλοι πίνακες βάρους. Ο τελικός 

ας ελέγχου τη µορφή 

uτ=-Κτxτ       (22)  

τις 

(12) κα

            (24) 

ης (22) και (23 υ 

των Vt και Vτ έχουµε  

Vt=NVτ        

ορεί να χρη ιµ η ελέγξει

σύστηµα (15) ελαχιστοποιώντας το γραµµικό τετραγωνικό κόστος 

    τΤ
∞

Τ +=   ττττττ duRuxQxJ )(
0

 0≥= Τ
ττ QQ  0>= Τ

ττ RR

κανόν έχει 

     

όπου Κτ είναι ένας σταθερός πίνακας και δεν εξαρτάται από την τιµή του L. 

Η παραπάνω εξίσωση µπορεί να µετασχηµατιστεί, χρησιµοποιώντας 

ι (18), σε έναν αντίστοιχο κανόνα για το σταθερό σύστηµα (3) που δίνει 

     f(t)= Κtxt       (23) 

όπου 

  12 −ΝΚ=Κ τω tTt m

Οι κανόνες ανατροφοδότησ ) οδηγούν σε κλειστού βρόχο

συστήµατα των οποίων οι χαρακτηριστικοί πίνακες είναι  

ττττ ΚΒ−Α=A   ttttA ΚΒ−Α=      (25) 

Οι εξισώσεις (16), (19) και αµµένες για τα συστήµατα τού  (20), γρ   ανοιχ

βρόχου, απαντούν και στα αντίστοιχα συστήµατα κλειστού βρόχου. 

Χρησιµοποιώντας τις (10),(12) και (18), η συνάρτηση κόστους (21) µπορεί να 

ξαναγραφτεί για το σταθερό σύστηµα του t ως 

∫
∞ −⎜
⎛

+= 21 f
R

xNxJ T τ
⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎝0 24 dt

m t
Tt

tt ω
ω

         (26) 

Συνεπώς µπορούµε να πούµε ότι ο κανόνας ελέγχου (23) είναι βέλτιστος για το 

σταθερό σύστηµα (3) αν επιλεχθούν οι ακόλουθοι πίνακες βαρών: 
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Qt= N-1QτN-1ωt, 23
Tt

t m
R

R
ω

τ=          (27) 

 

3.2.3 ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΙΣΜΟΣ ΚΕΡ∆ΟΥΣ ΚΑΙ ΣΤΑΘΕΡΟΤΗΤΑ 

 

Έστω L(t) µία χρονικά µεταβαλλόµενη παράµετρος (θεωρούµε πάντα 

ότι ). Έπειτα οι (23) και (24) µπορούν να χρησιµοποιηθούν για 

να εφαρµοστεί ένας µεταβλητός µε το χρόνο κανόνας ελέγχου ανάδρασης που 

µπορεί να θεωρηθεί ως προγραµµατισµός ελέγχου. Στην πραγµατικότητα, στην 

(24) το ω

( ) ( ) 0,0 =≠ tLtL &&&

t και το N-1 είναι και τα δύο συναρτήσεις του L(t). Από τη στιγµή που 

το σταθερό σύστηµα (3) µε σταθερό κανόνα ελέγχου (23) είναι βέλτιστο, τότε 

όλες οι ρίζες του tA  έχουν αρνητικό πραγµατικό µέρος για όλες τις σταθερές 

τιµές του L(t). Αυτό παρ’ όλ’ αυτά, δεν έιναι επαρκές για να εξασφαλίσει τη 

σταθερότητα του χρονικά µεταβαλλόµενου συστήµατος. 

 Νέα θεωρητικά αποτελέσµατα αναλύουν την περίπτωση των 

συστηµάτων ελέγχου προγραµµατισµού κέρδους και δίνουν άνω όρια για το 

ρυθµό µεταβολής της χρονικά µεταβαλλόµενης παραµέτρου έτσι ώστε να 

εξασφαλιστεί σταθερότητα. Στην περίπτωσή µας, αυτές οι µέθοδοι µπορούν να 

εφαρµοστούν για να βρεθεί ένα άνω όριο για το | ( )tL& | τέτοιες ώστε για τις 

ονοµαστικές τιµές του , το χρονικά µεταβαλλόµενο κλειστού βρόχου 

σύστηµα να είναι σίγουρα σταθερό. Αυτές οι µέθοδοι µπορούν µόνο να 

δώσουν επαρκείς συνθήκες και στην περίπτωσή µας, έχουν δείξει να είναι 

πολυ ‘συντηρητικές’ µε την έννοια ότι δίνουν άνω όρια πολύ µικρά για να 

είναι πρακτικού ενδιαφέροντος.  

( )tL&

 Βελτιωµένα όρια σταθερότητας έχουν επιτευχθεί χρησιµοποιώντας µία 

κλασσική διαδικασία βασισµένη στο θεώρηµα του Lyapunov. 

Θεώρηµα: ∆οθέντος του χρονικά µεταβαλλόµενου συστήµατος 

     ( ) ( ) ( )txtAtx =&           (28) 

όπου Α(t) είναι ορισµένη και ολικά Lipschitz συνεχής, έστω ότι υπάρχουν 

πίνακες P(t) και Q(t) συµµετρικοί και θετικά ορισµένοι, έτσι ώστε  
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1) ο P(t) να είναι συνεχώς διαφορήσιµος για όλα τα t>0, 

2)  να υπάρχουν σταθερές α1,α2 και α3>0 τέτοιες ώστε για όλα τα  0≥t

α1 ≤σmin{P(t)}≤σmax{P(t)}≤α2 

( ) 3min })({ atPtQ ≥− &λ ,            (29) 

3) P(t)A(t)+AT(t)P(t)=-Q(t) ( 0≥∀t ), 

  

Σχήµα 3. Ιδιοτιµές του πίνακα tA για διάφορες τιµές του L 

 
Σχήµα 4. Γράφηµα του ( ) ( ){ }LdLdPLQ &−minλ  για διάφορες τιµές του  L&

 

όπου σmin (αντίστοιχα, σmax) δηλώνουν τη µικρότερη (αντίστοιχα, µεγαλύτερη) 

ιδιάζουσα τιµή και λmin δηλώνει τη µικρότερη ιδιοτιµή. 

Κάτω από αυτές τις συνθήκες, το γραµµικό σύστηµα του (28) είναι 

ασυµπτωτικά ευσταθές. Τη µέθοδο αυτή την αναπτύξαµε σε κώδικα µέσω του 

προγράµµατος Matlab. Το πρόγραµµα στο οποίο υπάρχει ο κώδικας αυτής της 

µεθόδου περιλαµβάνει και τον κώδικα της επόµενης µεθόδου. Επίσης, και τα 

γραφήµατα των δύο αυτών µεθόδων παρατίθενται µαζί. Τα γραφήµατα αυτά 

µπορούµε να τα δούµε στην ενότητα 3.3 ενώ ο κώδικας των δύο µεθόδων 

παρατίθεται στο παράρτηµα. 
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 3.2.4 ΤΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΤΩΝ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΕΩΝ  

  

 Η παραπάνω περιγραφείσα προσέγγιση αναφερόταν σε ένα γερανό 

κοντέινερ του οποίου το µοντέλο φαίνεται στο Σχήµα 1. Οι τιµές των 

παραµέτρων είναι mT=6*103 kg, mL=42.5*103. Αυτές οι τιµές αναφέρονται σε 

ένα γερανό κοντέινερ στο λιµάνι του Kobe στην Ιαπωνία. 

 Υποθέτουµε το µήκος του αιωρούµενου σχοινιού να είναι: 

L(t) , όπου L[ maxmin L,L∈ ] min=2 m και Lmax=10 m. Σε ονοµαστικές συνθήκες 

λειτουργίας ≤L&  1m/s.  

 Τα βάρη του πίνακα απόδοσης είναι  

 ,  R
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

−

=τ

0000
0000
002.05.0
005.016

Q τ=40. 

 

 Αυτές οι τιµές επιτεύχθηκαν µε τη διαδικασία δοκιµή-σφάλµα. Ο 

αντίστοιχος πίνακας ελέγχου είναι 

 Κτ = [0,2611  0,0707  0,5760  1,2821]. 

 Το Σχήµα 2 δείχνει το πως κινούνται οι ιδιοτιµές του πίνακα tA  όταν το 

L µεταβάλλεται από Lmin σε Lmax.  

 Για να µελετήσουµε τη σταθερότητα του χρονικά µεταβαλλόµενου 

συστήµατος µε τον πίνακα συστήµατος tA , δοκιµάσαµε διάφορες 

προσεγγίσεις. 

 Προσπαθήσαµε να εφαρµόσουµε το θεώρηµα που αναπτύχθηκε 

παραπάνω. Συγκεκριµένα, έστω ότι τΛ  και τV  οι πίνακες ιδιοτιµών και 

ιδιοδιανυσµάτων για τον τA . Έπειτα χρησιµοποιώντας τη µετατροπή της (16), 

είναι πιθανό να δείξουµε ότι οι τΛω=Λ tt   και τ
−= VNV 1

t  είναι οι πίνακες 

ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων για τον 
T

tA . Έπειτα επιλέγουµε τον πίνακα 

P(t) στο θεώρηµα ως  
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   ( ) 1H1H
tt NVVNVVtP −

ττ
−==    

όπου το Η υποδεικνύει τη σύνθετη συζυγή µετατροπή. Εποµένως, ο αντίστοιχος 

πίνακας Q(t) που ικανοποιεί το θεώρηµα θα είναι  

  ( ) ( )( ) ( ) H
t

H
ttt VVtLQtQ Λ+Λ−=≡ . 

 Είναι επίσης δυνατό να υπολογίσουµε αναλυτικά τον πίνακα . Έστω  ( )tP&

 
( )( ) ( )( )

L
L1g2

1,
L1g2

1,0,0diagN 5.05.0
1 &&

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

µ+µ+
=−  

Έπειτα έχουµε ότι: 

 ( ) L
dL
dPNVVNNVVNtP 1H11H1 &&&& ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+= −

ττ
−−

ττ
− . 

 Το Σχήµα 3 δείχνει το γράφηµα του ( ) ( ){ }LdLdPLQ &−minλ  µε το L για 

διάφορες τιµές του L . Σύµφωνα µε το Θεώρηµα, το άνω όριο του & L&  είναι η 

τιµή που αντιστοιχεί στην πρώτη καµπύλη η οποία όσο το L&  αυξάνεται, πάει 

σε αρνητικές τιµές. Όπως µπορεί να φανεί από το σχήµα, αυτό συµβαίνει για 

=1.2 m/s, γι’ αυτό µπορούµε να καταλήξουµε στο γεγονός ότι το χρονικά 

µεταβαλλόµενο σύστηµα µε πίνακα συστήµατος 

L&

tA είναι σταθερό αν 

L& <1.2m/s. Εφόσον σε κανονικές συνθήκες L& <1 m/s, αυτό το αποτέλεσµα 

εξασφαλίζει τη σταθερότητα του χρονικά µεταβαλλόµενου συστήµατος. 

 Τα Σχήµατα 2 και 3 απαιτούν σχολιασµό. Το Σχήµα 2 δείχνει ότι όσο το 

L αυξάνεται τα παγωµένα συστήµατα µε πίνακα συστήµατος tA πάντα έχουν 

ιδιοτιµές µε αρνητικό πραγµατικό µέρος και πιο κοντά στο φανταστικό άξονα. 

Αυτό προϋποθέτει ότι αυξάνοντας το L µπορεί να οδηγήσει το χρονικά 

µεταβαλλόµενο σύστηµα προς την αστάθεια. 

 Αντιθέτως, από το Σχήµα 3 µπορούµε να δούµε ότι η σταθερότητα είναι 

δύσκολο να αποδειχθεί για µικρές τιµές του L. Στην πραγµατικότητα είναι 

πολύ καλά γνωστό ότι όταν χρησιµοποιείται ο προγραµµατισµός κέρδους, η 

σταθερότητα των παγωµένων συστηµάτων εξασφαλίζει τη σταθερότητα του 

χρονικά µεταβαλλόµενου συστήµατος για πολύ µικρές σχετικά αλλαγές της 

µεταβαλλόµενης παραµέτρου. Στην περίπτωσή µας, για δοσµένο L& , ο 
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σχετικός ρυθµός µεταβολής του L θα είναι υψηλότερος για µικρές τιµές του L. 

Αυτό επίσης δείχνει ότι παρόλο που έχουµε θεωρήσει ότι , 

αυτά τα αποτελέσµατα σταθερότητας ισχύουν επίσης και για υψηλότερες τιµές 

του L

m10LL max =≤

max. Όσον αφορά τα αποτελέσµατα και τις γραφικές για τα xC, xφ και u, 

αυτά θα τα δούµε στην επόµενη ενότητα σε σύγκρισή τους µε τα αντίστοιχα 

µεγέθη της επόµενης µεθόδου. 

 

 

3.3  2Η  ΜΕΘΟ∆ΟΣ 

  

 3.3.1  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΥΠΟΒΑΘΡΟ  

 

 Η µέθοδος αυτή σκοπό έχει να δηµιουργήσει το σύστηµα ελέγχου που 

προσπαθήσαµε να κατασκευάσουµε και µε την προηγούµενη µέθοδο. Εδώ η 

διαφορά έγκειται στο µαθηµατικό πρότυπο που χρησιµοποιήσαµε.  

 Αυτό που επιθυµούµε είναι να έχουµε ένα σύστηµα ασυµπτωτικά 

ευσταθές. Το σύστηµά µας είναι της µορφής  

    ( ) ( ) 00 xtx,xfx ==&  

 Ο κανόνας ελέγχου έχει και πάλι τη µορφή u = - Kx. Κ είναι και πάλι 

ένας πίνακας του οποίου οι τιµές αυτή τη φορά προκύπτουν από τη συνάρτηση 

του Ackermann. Περαιτέρω σχολιασµός της συνάρτησης αυτής παρατίθεται 

παρακάτω. Με τη βοήθεια της συνάρτησης αυτής, βρίσκουµε τον κατάλληλο 

κανόνα ελέγχου. Επίσης, για τη βελτίωση του συστήµατος χρησιµοποιούµε τη 

µέθοδο trade-off µεταξύ δύο µεγεθών. Τα µεγέθη αυτά είναι τα overshoot και 

settling time. Όταν λέµε trade-off µεταξύ των δύο αυτών µεγεθών εννοούµε ότι 

προσπαθούµε να βελτιώσουµε και τα δύο µόνο που η επίτευξη αυτού του 

στόχου είναι δύσκολη διότι βελτίωση της τιµής του ενός συνεπάγεται 

αυτόµατη επιδείνωση της τιµής του άλλου. Πρέπει λοιπόν να επιλέξουµε το 

κατάλληλο ζευγάρι τιµών ώστε να επιτύχουµε το καλύτερο δυνατό 

αποτέλεσµα. Ο ορισµός των δύο αυτών µεγεθών γίνεται στην ενότητα 3.1. 
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 Ορίζουµε κι εδώ έναν πίνακα P ο οποίος είναι ένας πίνακας βαρών του 

συστήµατος. Εάν στον πίνακα Ρ, βάλουµε τα κατάλληλα στοιχεία, τότε αυτός 

µπορεί να βελτιώσει τη δράση του ελεγκτή εποµένως είναι πολύ σηµαντική η 

επιλογή του κατάλληλου Ρ για την καλή λειτουργία του ελεγκτή. Ο πίνακας Ρ 

είναι ο πίνακας ιδιοτιµών του πίνακα Α. Εποµένως οι τιµές των στοιχείων του 

Ρ θέλουµε να είναι αρνητικές για να επιτύχουµε σταθερότητα του συστήµατος. 

Έτσι λοιπόν προκύπτουν οι επιλογές για τον πίνακα που παρουσιάζονται στην 

παρακάτω ενότητα. 

 

 3.3.2 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΕΩΝ 

 

 Αρχικά είχαµε θεωρήσει τον πίνακα Ρ=[-2 -2 -2 -2]. Με τον πίνακα 

αυτόν, είχαµε ικανοποιητικά αποτελέσµατα. ∆οκιµάσαµε και τους εξής 

πίνακες Ρ=[-1 -1 -1 -1] και Ρ=[-3 -3 -3 -3]. Η δοκιµή αυτή έγινε σε συνδυασµό 

µε τις δοκιµές των άλλων µεγεθών. Παρατηρήσαµε λοιπόν ότι για τον πίνακα 

Ρ, η καλύτερη από τις τρεις προαναφερθείσες περιπτώσεις είναι η Ρ=[-2 -2 -2 -

2]. Ας συγκρίνουµε τρεις περιπτώσεις για τα ίδια xC, xφ, L και  για τις τρεις 

περιπτώσεις πινάκων για να γίνει πιο εµφανής η υπεροχή της περίπτωσης του 

Ρ=[-2 -2 -2 -2] σε σχέση µε τις άλλες δύο. Στις περιπτώσεις που θα 

συγκρίνουµε, τα µεγέθη που συγκρίνονται είναι τα x

L&

C, xφ και N όπου Ν είναι ο 

πίνακας στον οποίο αποθηκεύονται οι τιµές του u κάθε φορά. Εµείς θέλουµε 

[ ]55 10,10u −∈  ώστε ο ελεγκτής να περιορίζει την κίνηση του γερανού σε  

ικανοποιητικά πλαίσια. Αυτό το διάστηµα για το u προκύπτει από τα δεδοµένα 

του προβλήµατος όπως και οι τιµές των xC και xφ. 

 Έστω Ρ=[-2 -2 -2 -2], xC=-5, xφ=1.5, L=10, =0. Οι µεταβολές των xL& C, 

xφ και Ν φαίνονται παρακάτω: 
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Σχήµα 5: Μεταβολή του xC µε το χρόνο για xC=-5, xφ=1.5, L=10 και =0 και Ρ=[-2 -2 -2 -2]. L&

 

 

Σχήµα 6: Μεταβολή του xφ µε το χρόνο για xC=-5, xφ=1.5, L=10 και =0 και Ρ=[-2 -2 -2 -2]. L&
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Σχήµα 7: Μεταβολή του u µε το χρόνο για xC=-5, xφ=1.5, L=10 και L =0 και Ρ=[-2 -2 -2 -2]. &

 

Έστω Ρ=[-1 -1 -1 -1], xC=-5, xφ=1.5, L=10, L =0. Οι µεταβολές των x& C, xφ και 

Ν φαίνονται παρακάτω: 
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Σχήµα 8: Μεταβολή του xC µε το χρόνο για xC=-5, xφ=1.5, L=10 και =0 και Ρ=[-1 -1 -1 -1]. L&

 

Σχήµα 9: Μεταβολή του xφ µε το χρόνο για xC=-5, xφ=1.5, L=10 και =0 και Ρ=[-1 -1 -1 -1]. L&
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Σχήµα 10: Μεταβολή του u µε το χρόνο για xC=-5, xφ=1.5, L=10 και L =0 και Ρ=[-1 -1 -1 -1]. &

Έστω Ρ=[-3 -3 -3 -3], xC=-5, xφ=1.5, L=10, L =0. Οι µεταβολές των x& C, xφ και 

Ν φαίνονται παρακάτω: 
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Σχήµα 11: Μεταβολή του xC µε το χρόνο για xC=-5, xφ=1.5, L=10 και =0 και Ρ=[-3 -3 -3 -3]. L&

 

 

Σχήµα 12: Μεταβολή του xφ µε το χρόνο για xC=-5, xφ=1.5, L=10 και =0 και Ρ=[-3 -3 -3 -3]. L&
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Σχήµα 13: Μεταβολή του u µε το χρόνο για xC=-5, xφ=1.5, L=10 και L =0 και Ρ=[-3 -3 -3 -3]. &

 

 Στις παραπάνω γραφικές παραστάσεις, η διακεκοµµένη γραµµή δείχνει 

τη µεταβολή των µεγεθών σύµφωνα µε την 1η µέθοδο και η συνεχής, τη 

µεταβολή των µεγεθών σύµφωνα µε τη 2η µέθοδο . Οπότε η σύγκριση σε αυτή 

τη φάση επικεντρώνεται στην πορεία της συνεχούς γραµµής κάθε φορά αφού η 

σύγκριση για κάθε Ρ, αφορά µόνο τη 2η µέθοδο.  

           Συγκρίνοντας λοιπόν τις περιπτώσεις των P=[-2 -2 -2 -2] και P=[-1 -1 -1 

-1] παρατηρούµε για όλα τα µεγέθη ότι έχουµε µεγαλύτερη διακύµανση στην 

περίπτωση του πίνακα P=[-1 -1 -1 -1] και µάλιστα στην περίπτωση του u 

(γραφική παράσταση του πίνακα Ν), ο ελεγκτής φεύγει γρηγορότερα εκτός 

ορίων και µάλιστα σε µεγαλύτερο βαθµό από ότι για τον πίνακα P=[-2 -2 -2 -2] 

(Σχήµα 9). Στην περίπτωση του πίνακα P=[-3 -3 -3 -3], για το xC έχουµε 

περίπου την ίδια µεταβολή όπως και µε του πίνακα P=[-2 -2 -2 -2], για το xφ 

έχουµε λίγο µεγαλύτερη διακύµανση αλλά εκεί που φαίνεται εµφανώς ότι ο 

πίνακας P=[-2 -2 -2 -2] είναι καλύτερος, είναι στη γραφική παράσταση του u 
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που βλέπουµε κι εδώ ότι ο ελεγκτής ξεφεύγει γρήγορα και πολύ σχετικά µε 

αυτόν της περίπτωσης του πίνακα P=[-2 -2 -2 -2] (Σχήµα 12). Εποµένως όπως 

είναι κατανοητό, αρχικά επιλέγουµε τον πίνακα P=[-2 -2 -2 -2] για το 

πρόγραµµά µας. 

 Ανατρέχοντας στο πρόγραµµα, θα παρατηρήσουµε ότι υπολογίζουµε 

στη 2η µέθοδο, τις µεταβλητές overshoot1, overshoot2 και settling_time. Αυτά 

τα µεγέθη είναι χρήσιµα για να κάνουµε µερικές συγκρίσεις σε αυτή τη µέθοδο 

όπως αυτή της επιλογής του καλύτερου πίνακα Ρ. Σε µία γραφική παράσταση:  

• το overshoot δείχνει τη µέγιστη απόλυτη τιµή του µεγέθους  έστω x, 

αφού περάσει το 0 µία φορά και  

• το settling time δείχνει τη χρονική στιγµή που 0x%3x <  και 

παραµένει εντός  του  διαστήµατος [ ]00 x%3,x%3 +−  για πάντα. 

Ουσιαστικά το overshoot δείχνει πόσο µεγάλη διασπορά µπορούν να 

έχουν τα x, ενώ το settling time φανερώνει πόσο µεγάλο είναι το διάστηµα του 

χρόνου στο οποίο το x βρίσκεται σε ένα ικανοποιητικό διάστηµα τιµών που 

εµείς επιλέγουµε  ( [ ]00 x%3,x%3 +−  ). 

Συνεπώς, εµείς σε κάθε περίπτωση για τα x, θέλουµε να έχουµε το 

δυνατόν µικρότερο overshoot και το δυνατόν µικρότερο settling time. Άρα, τα 

συµπεράσµατα που βγάζουµε για τον καλύτερο πίνακα Ρ, µπορούν να 

προκύψουν και µε συγκρίσεις των overshoot και settling time. To overshoot1 

είναι το overshoot του xC και το overshoot2 είναι το overshoot του xφ. 

Αντίστοιχα και για τα settling time, µε τη διαφορά ότι εδώ συγκρίνουµε τα    

settling_time1 και settling_time2 και βρίσκουµε ένα ολικό settling_time το 

οποίο είναι το µέγιστο εκ των settling_time1 και settling_time2. 

• Για Ρ=[-2 -2 -2 -2], xC=-5, xφ=1.5, L=10, =0 έχουµε: L&

 overshoot1 = 1.8509    

 overshoot2 = 0      

 settling_time =3.9600 

• Για Ρ=[-1 -1 -1 -1], xC=-5, xφ=1.5, L=10, =0 έχουµε: L&

 overshoot1 = 1.7048 
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 overshoot2 = 1.3977  

 settling_time = 9.2500 

• Για Ρ=[-3 -3 -3 -3], xC=-5, xφ=1.5, L=10, =0 έχουµε: L&

 overshoot1 = 2.2854 

 overshoot2 = 0 

 settling_time =3.3900 

 

Όπως βλέπουµε λοιπόν, συγκρίνοντας τα παραπάνω µεγέθη, προκύπτει ότι ο 

πίνακας Ρ=[-2 -2 -2 -2] είναι ο καλύτερος που σηµαίνει ότι και αυτή η µέθοδος 

είναι αξιόπιστη.  

 Έχοντας καταλήξει στον πίνακα Ρ=[-2 -2 -2 -2], θελήσαµε να 

βελτιώσουµε περαιτέρω τα αποτελέσµατα της µεθόδου αλλάζοντας κάποια 

πράγµατα. Έτσι λοιπόν, προσπαθήσαµε να βρούµε κάποιον καλύτερο πίνακα Ρ 

για τον οποίο θα επιτύχουµε µικρότερα overshoots και settling times και 

ελεγκτές όσο το δυνατόν εντός των ορίων που έχουµε θέσει. Κάναµε λοιπόν 

στο πρόγραµµα κάποιες δοκιµές µέσω της συνάρτησης randn. Η randn είναι 

µία συνάρτηση που επιλέγει τυχαία τιµές από κανονική κατανοµή µε µέση τιµή 

µ=0 και διασπορά σ2=1. Συνεπώς, για να πάρουµε τιµές ικανοποιητικές για την 

περίπτωσή µας είπαµε ότι P= -abs(2*randn(4,1)) στο πρόγραµµα. Έτσι από τη 

µία εξασφαλίζουµε την αρνητικότητα των στοιχείων του Ρ και από την άλλη 

παίρνουµε τιµές στην περιοχή τιµών που είδαµε ότι  έχουµε ικανοποιητικά 

αποτελέσµατα. Κάναµε λοιπόν γύρω στις 30 προσοµοιώσεις και συγκρίνοντας 

µεταξύ τους τις γραφικές παραστάσεις καθώς και τα overshoots και τα settling 

times, καταλήξαµε στις τρεις καλύτερες περιπτώσεις οι οποίες έχουν η κάθε 

µία το θετικό τους στοιχείο, κάτι που θα αναλύσουµε παρακάτω. Οι 

περιπτώσεις αυτές είναι: 

 P = [-1.6312   -1.4238   -2.5805   -1.3372] µε 

overshoot1 = 1.6642    overshoot2 = 0.0565 settling_time = 3.64 και γραφικές 

παραστάσεις 
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Σχήµα 14: Μεταβολή του xC µε το χρόνο για P = [-1.6312   -1.4238   -2.5805   -1.3372] 

 

 
Σχήµα 15: Μεταβολή του xφ µε το χρόνο για P = [-1.6312   -1.4238   -2.5805   -1.3372] 

_____________________________________________________________ 
Ανάλυση 3 διαφορετικών µεθόδων αυτόµατου ελέγχου γερανών 29



 

 
Σχήµα 16: Μεταβολή του u µε το χρόνο για P = [-1.6312   -1.4238   -2.5805   -1.3372] 

 

 P = [-1.6332,-1.43,-2.58,-1.4732] µε 

overshoot1 =  1.6642 overshoot2 = 0.0565 settling_time = 3.6400 και γραφικές 

παραστάσεις  
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Σχήµα 17: Μεταβολή του xC µε το χρόνο για  P = [-1.6332,-1.43,-2.58,-1.4732]. 

 

 
Σχήµα 18: Μεταβολή του xφ µε το χρόνο για P = [-1.6332,-1.43,-2.58,-1.4732]. 
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Σχήµα 19: Μεταβολή του µε το χρόνο για P = [-1.6332,-1.43,-2.58,-1.4732]. 

 

 P = [-1.2465,-1.5981,-1.8818,-1.9842] µε 

 overshoot1 =1.6548 overshoot2 = 0.1013 settling_time = 4.2800 και γραφικές 

παραστάσεις 
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Σχήµα 20: Μεταβολή του xC µε το χρόνο για P = [-1.2465,-1.5981,-1.8818,-1.9842] 

 
Σχήµα 21: Μεταβολή του xφ µε το χρόνο για P = [-1.2465,-1.5981,-1.8818,-1.9842] 
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Σχήµα 22: Μεταβολή του u µε το χρόνο για P = [-1.2465,-1.5981,-1.8818,-1.9842] 

 

Αναφέραµε προηγουµένως ότι εµείς χρειαζόµαστε όσο το δυνατόν 

µικρότερο overshoot και settling time. Η 1η περίπτωση έχει πολύ µικρά 

overshoots (και τα δύο) και πολύ µικρό settling time. Προφανώς αυτή είναι µία 

πολύ ικανοποιητική περίπτωση έχοντας πολύ ευνοϊκά αποτελέσµατα και για  

τα δύο overshoots και για το settling time. Η 2η περίπτωση έχει πολύ µικρά 

overshoots (και τα δύο) και το πιο µικρό settling time. Εποµένως αυτή είναι 

µία περίπτωση που έχουµε πολύ ικανοποιητικές τιµές και για τα τρία µεγέθη. 

Η 3η περίπτωση είναι αυτή για την οποία επιτύχαµε το καλύτερο overshoot για 

το xC µε ικανοποιητικές τιµές και για τα άλλα δύο µεγέθη. 

 Εµείς, στο πρόγραµµά µας, έχουµε θέσει τον πίνακα Ρ να παίρνει κάθε 

φορά διαφορετικές τυχαίες τιµές σύµφωνα µε τη συνάρτηση randn. Όµως αυτό 

έγινε για να µπορέσουµε να επιλέξουµε τελικά τον καλύτερο Ρ. Η επιλογή του 

καλύτερου Ρ λοιπόν εξαρτάται από το τι θέτουµε ως προτεραιότητα (µικρό 

overshoot, µικρό settling time ή ένας καλός συνδυασµός µεταξύ των δύο) 

οπότε θέτουµε και στο πρόγραµµα τον ανάλογο πίνακα.   
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 Σ’ αυτήν όπως και στην προηγούµενη µέθοδο, για τις τιµές των xC, xφ, 

L και παίρνουµε αρχικά διάφορες περιπτώσεις ώστε να δούµε τη 

συµπεριφορά των µεθόδων σε διάφορες τιµές εντός των διαστηµάτων που µας 

ενδιαφέρουν. Οπότε έχουµε: 

L&

 xC ∈[1,2] m xφ ∈[-4.5,-5.5] m L∈  [9,11] m L& ∈  [-1,1] m/s 

Συγκεκριµένα πήραµε τις τιµές  

xC: 1, 1.5, 2 

xφ: -4.5, -5, -5.5 

L: 9, 10, 11 

L& : -1, 0, 1  

και τους διάφορους συνδυασµούς τους. Παρατηρήσαµε από τα αποτελέσµατα 

και για τις δύο µεθόδους ότι σε όλες αυτές τις περιπτώσεις είχαµε 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Σε καµία από όλες αυτές τις περιπτώσεις δεν 

προέκυψε αποτέλεσµα που να µη µας ικανοποιεί. Οπότε καλύπτουµε ένα 

αρκετά µεγάλο εύρος περιπτώσεων σε περιοχές τιµών που µας ενδιαφέρουν.  

 

3.4   3Η  ΜΕΘΟ∆ΟΣ 

 

3.4.1 ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΥΠΟΒΑΘΡΟ 

 

Θεωρούµε το γραµµικό δυναµικό σύστηµα διακριτού χρόνου 

  =A(t)x+B(t)u, x(0)=xx& 0     (1)  

µε τα διανύσµατα κατάστασης  και ελέγχου και τους χρονικά 

µεταβλητούς  πίνακες συστήµατος 

nx ℜ∈ mu ℜ∈

( ) nxntA ℜ∈ και εισόδου ( ) nxmtB ℜ∈ . Στόχος 

µας είναι να βρούµε το βέλτιστο κανόνα ελέγχου για την ελαχιστοποίηση του 

κριτηρίου κόστους  

 ( ) ( ) ( ) ( )[∫ ++=
T

0

2

tR

2

tQ

2

S
dttu)t(x

2
1Tx

2
1J ]    (2) 

µε δεδοµένο τελικό χρόνο T και συµµετρικούς πίνακες βαρών 

όπου οι δύο τελευταίοι πίνακες µπορούν να ( ) ( ) 0tR,0tQ,0S ≥≥≥
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µεταβάλλονται µε το χρόνο t. Χάριν συντοµίας, η µεταβλητή t θα παραλείπεται 

εν µέρει στο επόµενο κεφάλαιο. 

 

∆ιευκρινίζουµε τον ορισµό της τετραγωνικής µορφής 

 ( ) QxxxxT T2

Q
==           (3) 

µε συµµετρικό πίνακα Q. Ονοµάζουµε τον πίνακα  Q  

 θετικά ορισµένο,   αν Τ(x)>0  0x ≠∀  

 θετικά ηµιορισµένο  αν ( ) 0xT ≥   x∀  

 αρνητικά ορισµένο   αν  Τ(x)<0  0x ≠∀  

 αρνητικά ηµιορισµένο   αν ( ) 0xT ≤   x∀  

και συµβολίζουµε τις περιπτώσεις αυτές µε Q>0, , Q<0, 

αντίστοιχα. 

0Q ≥

0Q ≤

 

Με το κριτήριο κόστους (2) επιχειρείται προφανώς η βέλτιστη µεταφορά της 

αρχικής κατάστασης x0 σε τιµές κοντά στο µηδέν. Η βέλτιστη αυτή µεταφορά 

λαµβάνει όµως υπόψη και το κόστος του ελέγχου µέσω του τελευταίου όρου 

στο κριτήριο (2). Η τελική κατάσταση x(T) είναι ελεύθερη, τιµωρούνται όµως 

αποκλίσεις από το µηδέν µέσω του τελικού κόστους. 

Για την επίλυση του προβλήµατος θεωρούµε την εξίσωση Hamilton-Jacobi-

Bellman* και έχουµε µε την (1)  

 ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

∂
∂

+++
∂
∂

=
∈

BuAx
x

Vu
2
1x

2
1min

t
V0

T
2

R

2

QRu m
 (4) 

Η παραπάνω ελαχιστοποίηση δίνει  

 
x
VBRu T1*

∂
∂

−= −     (5)  

Με την υπόθεση  

 ( ) ( )
2

tP
x

2
1t,xV =      (6) 

* ( )
( )

( ) ( ) ( ) .t,u,xf
x

t,xVt,u,xmin
t

t,xV0
T

t,xUu
⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡

∂
∂

+ϕ+
∂

∂
=

∈
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όπου P(t) συµµετρικός πίνακας, έχουµε  

 ( )
2

tP
x

2
1

t
V

&=
∂
∂       (7) 

 ( )xtP
t
V
=

∂
∂       (8) 

∆ι’ αντικαταστάσεως των (5),(7),(8) στην (4) έχουµε  

( ) 0PxBBRPxAxPxAxPxPxBR
2
1x

2
1x

2
1 T1TTTTTT2

R
T12

Q

2

tP
=−−+++ −−

&   (9) 

Λόγω συµµετρίας του πίνακα P έχουµε 

 xPAx
2
1PAxx

2
1AxPx TTTTT +=    (10) 

που µπορεί να αντικατασταθεί στην (9). Η ισότητα (9) πρέπει να ισχύει για 

κάθε x και άρα ο πίνακας P πρέπει να ικανοποιεί την ακόλουθη µη γραµµική 

διαφορική εξίσωση 

     (11) QPBPBRPAPAP T1T −+−−= −&

που φέρει το όνοµα διαφορική εξίσωση Ricatti.  

Ο πίνακας nxnRP∈ φέρει το όνοµα πίνακας Ricatti. Ο αριθµητικός 

υπολογισµός του P µέσω της διαφορικής εξίσωσης (11) είναι εύκολος ακόµη 

και για συστήµατα µεγάλων διαστάσεων. Να σηµειωθεί ότι, λόγω συµµετρίας 

του P, η επίλυση της (11) απαιτεί  ολοκλήρωση ενός συστήµατος 

αποτελούµενου από n(n+1)/2 (και όχι n2) εξισώσεις. Μετά τον υπολογισµό του 

P(t) και αντικατάστασή του στις (8) και (5) έχουµε το βέλτιστο κανόνα 

ελέγχου 

 u(t)=-R-1(t)B(t)TP(t)x(t)=-K(t)x(t) (12) 

όπου Κ(t) είναι ο πίνακας ελέγχου του γραµµικού κανόνα (12) , έχουµε 

δηλαδή 

 K(t)=R(t)-1B(t)TP(t)   (13)  

Παρατηρούµε ότι οι P(t) και K(t) εξαρτώνται από τα µεγέθη του προβλήµατος 

A,B,Q,R και T όχι όµως από τις µετρήσεις πραγµατικού χρόνου x. Κατά 

συνέπεια ο υπολογισµός των P(t) και K(t) µέσω (11), (13) µπορεί να γίνει εκ 
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των προτέρων, στη φάση ανάπτυξης του κανόνα ελέγχου ενώ οι υπολογισµοί 

στη φάση εφαρµογής του κανόνα ελέγχου περιορίζονται στην εκτέλεση της 

(12). 

  

 

3.4.2 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΕΩΝ 

 

 Ενώ η µέθοδος θεωρητικά φαίνεται να έχει υπόβαθρο, δυστυχώς στην 

πράξη αποδείχθηκε ότι δεν είχαµε ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Όπως 

µπορούµε να δούµε στο πρόγραµµα οι πίνακες Q και P ορίζονται ως 

P=300*eye(4) και Q=12*eye(4). ∆ηλαδή οι πίνακες είναι οι εξής: 

   και  
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

300300300300
300300300300
300300300300
300300300300

P

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

12121212
12121212
12121212
12121212

Q

 Αυτό συµβαίνει επειδή επιθυµούµε αυτοί οι δύο πίνακες να είναι θετικά 

ορισµένοι. Οι γραφικές παραστάσεις που προκύπτουν για τα xC, xφ και u είναι 

οι εξής:  
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Σχήµα 23: Μεταβολή του xC µε το χρόνο για τη µέθοδο Ricatti 

 

 
Σχήµα 24: Μεταβολή του xφ µε το χρόνο για τη µέθοδο Ricatti 
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 Σχήµα 25: Μεταβολή του u µε το χρόνο για τη µέθοδο Ricatti 

 

 Παρατηρώντας κανείς τις γραφικές παραστάσεις, είναι εύκολο να 

καταλάβει γιατί είπαµε προηγουµένως ότι τα αποτελέσµατα δεν είναι τα 

αναµενόµενα. Στο Σχήµα 22, παρατηρούµε ότι το xC µεταβάλλεται συνεχώς 

και µάλιστα όσο περνάει ο χρόνος αυτό παίρνει συνεχώς µεγαλύτερες τιµές. 

Προφανώς αυτό το γεγονός κάθε άλλο παρά µας ικανοποιεί αφού αυτό που 

εµείς επιθυµούµε είναι  το xC µε την  πάροδο του χρόνου να γίνει 0 και να 

σταθεροποιηθεί εκεί. Έπειτα στο Σχήµα 23, παρατηρούµε ότι το xφ στην ουσία 

µένει αµετάβλητο (έχει ανεπαίσθητη µεταβολή) αλλά κυρίως δεν πλησιάζει 

στο µηδέν, αντιθέτως αυξάνεται συνεχώς. Αυτό το γεγονός όπως και για το xC, 

προφανώς δεν είναι ικανοποιητικό για µας. Εποµένως, δεν έχει νόηµα να 

συζητάµε για το u αφού τα x δεν είναι τα αναµενόµενα. 

 Στη συνέχεια αλλάξαµε τιµές για τους P και Q πίνακες όµως 

παρατηρήσαµε ότι δεν υπήρξε καµιά µεταβολή στις γραφικές παραστάσεις 

ούτε των x αλλά ούτε και του u. ∆οκιµάσαµε διάφορες τιµές και για τον έναν 
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και για τον άλλο πίνακα όµως το αποτέλεσµα παρέµενε αµετάβλητο. Συνεπώς 

η µέθοδος δε µπορούσε να βελτιωθεί εφ’ όσον η µοναδική αλλαγή που 

µπορούσε να γίνει ήταν στις τιµές αυτών των δύο πινάκων και αυτή δεν 

απέδωσε. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4: ΣΥΓΚΡΙΣΕΙΣ 

  
Ενδιαφέρον παρουσιάζει η σύγκριση των αποτελεσµάτων των τριών 

µεθόδων. Κατ’ αρχήν, οι δύο πρώτες µέθοδοι στην ουσία έχουν παρουσιαστεί 

συγκρινόµενες διότι οι γραφικές παραστάσεις των µεγεθών τους 

παρουσιάζονται µαζί. Από τις διάφορες περιπτώσεις που πήραµε, 

παρατηρήσαµε ότι στις περισσότερες των περιπτώσεων, τα αποτελέσµατα της 

2ης µεθόδου είναι καλύτερα από αυτά της 1ης µεθόδου. Ειδικά, στις 

περιπτώσεις των τριών πινάκων Ρ που επιλέχθηκαν τελικά για τη 2η µέθοδο, τα 

αποτελέσµατα είναι σαφώς καλύτερα στη 2η µέθοδο. Το µόνο σηµείο στο 

οποίο υπερτερεί η 1η µέθοδος είναι στην περίπτωση του u, το οποίο δεν 

ξεπερνά ποτέ το διάστηµα [-105, 105]. Από κει και πέρα όµως, στη 2η µέθοδο 

στις τρεις τουλάχιστον περιπτώσεις που επιλέξαµε, το u ‘ηρεµεί’ πιο γρήγορα. 

Εποµένως, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η 2η µέθοδος παρά τη µικρή 

αδυναµία την οποία παρουσιάζει, είναι  γενικά καλύτερη από την 1η µέθοδο. 

Όσον αφορά την 3η µέθοδο, η µέθοδος όπως αναφέραµε και παραπάνω δεν 

είχε ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Προφανώς, είναι δύσκολο να κάνουµε 

κάποια σύγκριση µε τις άλλες µεθόδους εφ’ όσον αυτή δεν απέδωσε. Αυτό που 

µπορούµε να πούµε  µε σιγουριά είναι ότι η µέθοδος αυτή δεν ενδείκνυται για 

την αντιµετώπιση του προβλήµατός µας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5: ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 

Τελικά αυτό που προκύπτει από τη µελέτη του προβλήµατος είναι ότι 

η 2η µέθοδος είναι ενδεδειγµένη για τη δηµιουργία του ελεγκτή που 

χρειαζόµαστε. Αυτό προκύπτει από το γεγονός ότι αυτές δεν είναι οι µοναδικές 

µέθοδοι που έχουν αναπτυχθεί για το συγκεκριµένο πρόβληµα. Έχουν 

αναπτυχθεί και άλλες οι οποίες όµως δεν είχαν καλύτερα αποτελέσµατα. Επί 

της παρούσης λοιπόν η 2η µέθοδος είναι η καλύτερη δυνατή µε την επιλογή 

φυσικά του καλύτερου πίνακα Ρ (ενός από τους τρεις που προέκυψαν) και 

µπορεί να αποδειχθεί ένα καλό εργαλείο για την περίπτωση των γερανών που 

εξετάζουµε. Η επιλογή αυτού του πίνακα όπως προαναφέρθηκε, εξαρτάται από 

το που επικεντρώνεται το ενδιαφέρον µας (overshoot/settling time). Βεβαίως, η 

µέθοδος έχει δοκιµαστεί µόνο θεωρητικά κι εποµένως δε µπορούµε να 

µιλήσουµε για αποτελέσµατα στην πράξη.  

Η 1η µέθοδος είχε και αυτή θετικά αποτελέσµατα. Όµως είναι γεγονός 

ότι µε τη 2η µέθοδο έχουµε σαφή βελτίωση των αποτελεσµάτων αυτών.  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ  

 
Ο παρακάτω κώδικας είναι γραµµένος στο πρόγραµµα Matlab. 

 
clear all; 

close all; 

% 2Η   METHODOS 

dt=0.01; 

Max_l=2000; 

ZZ=zeros(Max_l,6); 

P=-abs(2*randn(4,1))                       %P = eig(A-B*K) 

m1=6000; 

m2=42500; 

st1=zeros(Max_l,1); 

st2=zeros(Max_l,1); 

settling_time=0; 

settling_time1=0; 

settling_time2=0; 

OV1=zeros(Max_l,1); 

OV2=zeros(Max_l,1); 

dt1=0; 

dt2=0; 

lo1=0;                                   %lo1:loop gia to overshoot tou x1=xc   

lo2=0;                                   %lo2:loop gia to overshoot tou x2=xph 

lo3=0; 

lo4=0; 

overshoot1=0; 

overshoot2=0; 

X=zeros(Max_l,4); 
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x=zeros(4,1); 

x1s=-5;                                  %x1s=arxiko x1   

x2s=1.5;                                %x2s=arxiko x2  

x(1)=x1s; 

x(2)=x2s; 

dx=zeros(4,1); 

ph=0; 

dph=0; 

ddph=0; 

B=[0;0;1/m1;1/(m1+m2)]; 

for loop=1:Max_l, 

X(loop,:)=x';            

L=10; 

dL=0; 

ddL=0; 

sph=x(2)/L;                                 %   sph:sinφ=xph/L 

cph=sqrt(1-sph^2); 

dph=(x(4)-dL*sph)/(L*cph);                       

ddph=((dx(4)-(dL*sph)-(ddL*dph*cph))*(L*cph)-(x(4)-

L*sph)*(dL*cph-L*dph*sph))/(L^2*cph^2); 

z=[cph,dph,ddph,L,dL,ddL]';                   

ZZ(loop,:)=z'; 

F=(m2*10-m2*(ddL*cph-2*dL*dph*sph-L*dph*dph*cph-

L*ddph*sph))/cph;    

F=abs(F); 

gg=-(1/L)*(1/m1+1/m2)*F;              

GG(loop,1)=gg;                               

A=[0,0,1,0; 

0,0,0,1; 
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gg, 0,0,0; 

0,0,0,0]; 

Ki=acker(A,B,P); 

KK(loop,:)=Ki; 

u=-Ki*x; 

if abs(u)>1e+05 

u=sign(u)*1e+05; 

end 

x=x+dt*(A*x+B*u); 

dx=(A*x+B*u); 

U(loop,1)=u; 

T(loop,1)=(loop-1)*dt; 

if abs(X(loop,1))<0.03*abs(x1s)              %Ypologismos pinaka st1 

st1(loop,1)=T(loop,1); 

end 

if abs(X(loop,2))<0.03*abs(x2s)              %Ypologismos pinaka st2 

st2(loop,1)=T(loop,1); 

end 

end  

for loop=1:Max_l-1                 

    if st1(loop,1)==0                           %Ypologismos settling_time1 

          if st1(loop+1,1)>0 

          lo3=loop; 

          settling_time1=st1(lo3+1,1); 

          end 

    end 

end 

for loop=1:Max_l-1                 

      if (st2(loop+1,1)-st2(loop,1)~=0) & (st2(loop,1)==0)    
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%Ypologismos  

       lo4=loop;             % settling_time2 

settling_time2=st2(lo4+1,1); 

      end 

end 

for loop=lo4:Max_l-1 

      if  abs(X(loop+1,2))>0.03*abs(x2s) 

      settling_time2=0; 

      end 

end 

settling_time=max(settling_time1,settling_time2); 

for loop=Max_l:(-1):1                    

     if (X(loop,1)>=0)                            

     lo1=loop; 

     dt1=T(loop,1); 

     end 

end 

if lo1>0 

for loop=lo1:Max_l                          %Ypologismos overshoot1 

OV1(loop,1)=abs(X(loop,1)); 

overshoot1=max(OV1); 

end 

else 

overshoot1=0; 

end 

for loop=Max_l:(-1):1 

    if (X(loop,2)<=0)                            

    lo2=loop; 

    dt2=T(loop,1); 
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    end 

end 

if lo2>0 

for loop=lo2:Max_l                         %Ypologismos overshoot2 

   OV2(loop,1)=abs(X(loop,2)); 

   overshoot2=max(OV2); 

end 

else 

   overshoot2=0;   

end 

                               % 1Η METHODOS  

X1=zeros(Max_l,4); 

KG=[0.2611, 0.0707, 0.5760, 1.2821];  

x=zeros(4,1); 

x1s=-5;          

x2s=1.5;          

x(1)=x1s; 

x(2)=x2s; 

dx=zeros(4,1); 

ph=0; 

dph=0; 

ddph=0; 

B=[0;0;1/m1;1/(m1+m2)]; 

for loop=1:Max_l, 

X1(loop,:)=x'; 

L=10; 

dL=0; 

ddL=0; 

sph=x(2)/L; 
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cph=sqrt(1-sph^2); 

dph=(x(4)-dL*sph)/(L*cph); 

ddph=((dx(4)-(dL*sph)-(ddL*dph*cph))*(L*cph)-(x(4)-

L*sph)*(dL*cph-L*dph*sph))/(L^2*cph^2); 

z=[cph,dph,ddph,L,dL,ddL]'; 

ZZ(loop,:)=z'; 

F=(m2*10-m2*(ddL*cph-2*dL*dph*sph-L*dph*dph*cph-

L*ddph*sph))/cph; 

F=abs(F); 

gg=-(1/L)*(1/m1+1/m2)*F; 

A=[0,0,1,0; 

0,0,0,1; 

gg, 0,0,0; 

0,0,0,0]; 

NG=eye(4); 

omega=sqrt(10*(m1+m2)/(L*m1)); 

NG(3,3)=omega;                              %NG: pinakas N 

NG(4,4)=NG(3,3); 

u=-m1*omega*omega*KG*inv(NG)*x; 

if abs(u)>1e+05 

    u=sign(u)*1e+05; 

end 

x=x+dt*(A*x+B*u); 

dx=(A*x+B*u); 

U1(loop,1)=u; 

end 

figure(1) 

plot(T,X(:,1)) 

hold; 
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plot(T,X1(:,1), '-.') 

hold;                                            

grid;                                            

xlabel('Time (seconds)'); 

ylabel('Crane state (meters)'); 

title('Crane state x_C trajectories --- No hoisting'); 

print -depsc fig1a.ps 

figure(2) 

plot(T,X(:,2) ); 

hold; 

plot(T,X1(:,2), '-.'); 

hold;                                    

grid;                                    

xlabel('Time (seconds)'); 

ylabel('Crane state (meters)'); 

title('Crane state x_{\phi} trajectories --- No hoisting'); 

print -depsc fig1b.ps 

figure(3); 

plot(T,U); 

hold; 

plot(T, U1, '-.'); 

hold; 

grid; 

xlabel('Time (seconds)'); 

ylabel('Control input (N)'); 

title('Control input trajectory --- No hoisting'); 

print -depsc fig1c.ps 

overshoot1 

overshoot2 
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settling_time1 

settling_time2 

settling_time 

 

 

                                       %   3Η   METHODOS  

clear all; 

close all; 

dt=0.01; 

Max_l=2000; 

ZZ=zeros(Max_l,6); 

P=300*eye(4); 

Q=12*eye(4); 

m1=6000; 

m2=42500; 

dt1=0; 

dt2=0; 

X=zeros(Max_l,4); 

x=zeros(4,1); 

x1s=-5;         %x1s=arxiko x1   

x2s=1.5;        %x2s=arxiko x2  

x(1)=x1s; 

x(2)=x2s; 

dx=zeros(4,1); 

ph=0; 

dph=0; 

ddph=0; 

B=[0;0;1/m1;1/(m1+m2)]; 

for loop=1:Max_l, 
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X(loop,:)=x';            

L=10; 

dL=0; 

ddL=0; 

sph=x(2)/L;                                 %   sph:sinφ=xc/L 
cph=sqrt(1-sph^2); 

dph=(x(4)-dL*sph)/(L*cph);                       

ddph=((dx(4)-(dL*sph)-(ddL*dph*cph))*(L*cph)-(x(4)-

L*sph)*(dL*cph-L*dph*sph))/(L^2*cph^2); 

z=[cph,dph,ddph,L,dL,ddL]';                   

ZZ(loop,:)=z'; 

F=(m2*10-m2*(ddL*cph-2*dL*dph*sph-L*dph*dph*cph-

L*ddph*sph))/cph;    

F=abs(F); 

gg=-(1/L)*(1/m1+1/m2)*F;              

GG(loop,1)=gg;                               

A=[0,0,1,0; 

0,0,0,1; 

gg, 0,0,0; 

0,0,0,0]; 

dP=-P*A-A'*P+P*B*B'*P-Q; 

P=P+dt*dP; 

u=-B'*P*x; 

if abs(u)>1e+05 

  u=sign(u)*1e+05; 

end 

x=x+dt*(A*x+B*u); 

dx=(A*x+B*u); 

U(loop,1)=u; 

_____________________________________________________________ 
Ανάλυση 3 διαφορετικών µεθόδων αυτόµατου ελέγχου γερανών 52



T(loop,1)=(loop-1)*dt; 

end 

figure(1) 

plot(T,X(:,1)) 

hold; 

grid;                                            

xlabel('Time (seconds)'); 

ylabel('Crane state (meters)'); 

title('Crane state x_C trajectories --- No hoisting'); 

print -depsc fig1a.ps 

figure(2) 

plot(T,X(:,2) ); 

hold; 

grid;                                    

xlabel('Time (seconds)'); 

ylabel('Crane state (meters)'); 

title('Crane state x_{\phi} trajectories --- No hoisting'); 

print -depsc fig1b.ps 

figure(3); 

plot(T,U); 

hold; 

grid; 

xlabel('Time (seconds)'); 

ylabel('Control input (N)'); 

title('Control input trajectory --- No hoisting'); 

print -depsc fig1c.ps 

 
        Παρατηρούµε στο πρόγραµµα ότι για την 1η µέθοδο παίρνουµε έτοιµο 

τον πίνακα Κ ο οποίος έχει προκύψει όπως αναφέραµε παραπάνω µέσω της 
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µεθόδου δοκιµή-σφάλµα. Με δεδοµένο τον πίνακα Κ λοιπόν και τις τιµές των 

 να δίνονται από συνδυασµούς τύπων που αναφέρονται στο 

Κεφάλαιο 2 προκύπτει ο παραπάνω κώδικας. Άρα έχουµε σαν input τους 

πίνακες  Α, Β και Κ (αναφέρονται στο Κεφάλαιο 2) και παίρνουµε σαν output 

τις τιµές των x και u και τις µεταβολές αυτών µε το χρόνο σε γραφικές 

παραστάσεις. 

u,x,x,,, &&&& ϕϕϕ

Για τη 2η µέθοδο βλέπουµε στο πρόγραµµα ότι παίρνουµε έτοιµους τους 

πίνακες Α, Β και Ρ µε τον Ρ να παίρνει τυχαίες τιµές κάθε φορά για να 

επιλέξουµε τις καλύτερες περιπτώσεις όπως είπαµε παραπάνω. Ο πίνακας Κ 

εδώ υπολογίζεται µέσα στο πρόγραµµα µέσω της συνάρτησης Ackermann. 

Εποµένως για κάθε µεταβολή του Ρ, µεταβάλλεται και ο πίνακας Κ άρα και η 

τιµή του u, ώστε να µεταβάλλεται συνεχώς και ο κανόνας ελέγχου. Συν τοις 

άλλοις, στη µέθοδο αυτή υπολογίζουµε και δύο µεγέθη που αναφέρθηκαν και 

παραπάνω, το overshoot και το settling time. Υπολογίζουµε κάθε φορά δύο 

overshoot, ένα για το xC και ένα για το xφ. Οµοίως συµβαίνει και για το settling 

time, όµως για το settling time συγκρίνουµε τα δύο που βρίσκουµε µεταξύ τους 

και βρίσκουµε το settling time του συστήµατος που είναι το µεγαλύτερο από 

τα δύο. Εποµένως εδώ έχουµε σαν input τους πίνακες Α, Β και Ρ. Το output 

που παίρνουµε είναι και πάλι οι τιµές των x και u και οι µεταβολές αυτών µε 

το χρόνο σε γραφικές παραστάσεις καθώς και οι τιµές των overshoot και 

settling time.  

Όσον αφορά τώρα την 3η µέθοδο, οι πίνακες Α και Β είναι και πάλι οι 

ίδιοι και δεδοµένοι. Αυτό που µεταβάλλεται είναι ο πίνακας Ρ και µαζί µ’ 

αυτόν και το u εποµένως µεταβάλλεται και ο κανόνας ελέγχου. ∆ηλαδή τα 

inputs είναι οι Α και Β πίνακες ενώ outputs είναι ο πίνακας Ρ και οι τιµές των x 

και u καθώς και οι γραφικές παραστάσεις αυτών. 
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