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Προσοµοίωση σύνθετων ευφυών µηχανικών συστηµάτων µε αισθητήρες και διεγέρτες 
από πιεζοηλεκτρικά υλικά Σύνδεση µε ευφυείς µεθόδους ελέγχου 

 

1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Τα ευφυή συστήµατα που περιλαµβάνουν αισθητήρες και διεγέρτες αλληλεπιδρούν 
µε το περιβάλλον µέσω κάποιου ενεργού µηχανισµού ελέγχου. Σε τέτοιου είδους 
προβλήµατα υπάρχει πάντα κάποιος βαθµός αβεβαιότητας δεδοµένου ότι το υπό 
εξέταση µηχανικό µοντέλο καθώς και οι αισθητήρες και οι διεγέρτες δεν είναι τέλειοι. 
Ο κλασικός έλεγχος είναι γενικά ευαίσθητος στην ύπαρξη αβεβαιότητας, η απόδοσή 
του ωστόσο µειώνεται δραµατικά. 
 
Η απόδοση αλγορίθµων εύρωστου ελέγχου για την µείωση των ταλαντώσεων µπορεί 
να ελεγχθεί µε χρήση σύνθετων µηχανικών κατασκευών, όπως δοκοί και πλάκες σε 
κάµψη, σε συνδυασµό µε αισθητήρες και διεγέρτες από πιεζοηλεκτρικά υλικά. 
 
Η σχεδίαση κανόνων ελέγχου µη γραµµικής ανάδρασης µε χρήση κλασικών µεθόδων 
είναι δύσκολο εγχείρηµα. Ακόµη και στον κλασικό εύρωστο έλεγχο, η επιλογή 
κατάλληλων αριθµητικών παραµέτρων, όπως τα βάρη στον H∞ έλεγχο, δεν είναι απλή 
υπόθεση. Για όλους του ανωτέρω λόγους προτείνεται η  χρήση τεχνικών ευφυούς 
ελέγχου, που περιλαµβάνει ασαφή, νευρωνικό και υβριδικό έλεγχο. Στην παρούσα 
διπλωµατική εργασία µελετάται η χρήση  µηχανισµών βασισµένων σε τεχνικές 
ευφυούς ελέγχου. Πιο συγκεκριµένα εξετάζουµε τεχνικές ασαφούς ελέγχου. 
 
Οι τεχνικές που παρουσιάζονται στην παρούσα εργασία είναι κατάλληλες για επίλυση 
τόσο γραµµικών όσο και µη γραµµικών συστηµάτων και µπορούν να εφαρµοστούν 
σε πλήθος διαφορετικών εφαρµογών, όπως για παράδειγµα, στον αντισεισµικό έλεγχο 
κατασκευών. 
 
Στόχος της παρούσης εργασίας ήταν η ανάπτυξη αξιόπιστου συστήµατος ασαφούς 
ελέγχου και η σύνδεσή του µε αλγόριθµο αριθµητικής ολοκλήρωσης για τη µελέτη 
δυναµικών συστηµάτων στη µηχανική µε ασαφή έλεγχο. Το πρόβληµα-µοντέλο που 
χρησιµοποιήθηκε ήταν µια ελαστική δοκός µε πιεζοηλεκτρικούς αισθητήρες και 
διεγέρτες, η οποία διακριτοποιήθηκε µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων. 
Στην δοκό εφαρµόστηκαν ασαφείς ελεγκτές, µε σκοπό τον έλεγχο των ταλαντώσεών 
της και την επιβολή δυνάµεων ελέγχου ώστε αυτή να παραµένει κατά το δυνατόν 
πλησιέστερα στη θέση ισορροπίας. Το σύνολο των προγραµµάτων που αναπτύχθηκαν 
είναι εφαρµόσιµα για τον έλεγχο οποιασδήποτε µηχανικής κατασκευής. 
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2 ΠΙΕΖΟΗΛΕΚΤΡΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

2.1 Ευφυή υλικά 

Τα πιεζοηλεκτρικά υλικά ανήκουν στην κατηγορία των ευφυών υλικών. Τα υλικά 
αυτά διακρίνονται για την ικανοποιητική τους απόκριση σε ερεθίσµατα διαφορετικής 
φύσης. Στον παρακάτω πίνακα φαίνονται τα διάφορα φαινόµενα που παρατηρούνται 
στα υλικά αυτά σε σχέση µε διάφορες εισόδους. 
 

Έξοδος 
 
Είσοδος 

Ένταση 
Ηλεκτρική 
φόρτιση 

Μαγνητική 
ροή 

Θερµοκρασία Φως 

Τάση Ελαστικότητα 
Πιεζο-

ηλεκτρισµός 
Μαγνητο-
συστολή 

 
Φωτο-

ελαστικότητα 

Ηλεκτρικό 
πεδίο 

Πιεζο-
ηλεκτρισµός 

∆ιηλεκτρική 
σταθερά 

  
Ηλεκτρο-
οπτικό 

φαινόµενο 

Μαγνητικό 
πεδίο 

Μαγνητο-
συστολή 

Μαγνητο-
ηλεκτρικό 
φαινόµενο 

∆ιαπερατότητα   

Θερµότητα 
Θερµική 
διαστολή 

Πυρο-
ηλεκτρισµός 

 
Ειδική 

θερµότητα 
 

Φως Φωτοσυστολή 
Φωτοβολταϊκό 
φαινόµενο 

  
∆είκτης 

διάθλασης 

Πίνακας 1: Φαινόµενα που παρατηρούνται σε υλικά σε σχέση µε διάφορα ερεθίσµατα 

 
Η σύζευξη µεταξύ διάφορων φυσικών πεδίων εκφράζεται από τα στοιχεία του πίνακα 
εκτός της κύριας διαγωνίου. Εάν τα µεγέθη είναι κατάλληλα, η σύζευξη µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί στη κατασκευή διακριτών ή κατανεµηµένων διατάξεων µετατροπής, 
οι οποίες µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως αισθητήρες και διεγέρτες. 
 
Οι µηχανικές ιδιότητες κάποιων ευφυών υλικών, που χρησιµοποιούνται σε εφαρµογές 
ελέγχου, φαίνεται στα παρακάτω σχήµατα. 
 
Στο σχήµα 1(a) αναπαρίσταται η µέγιστη τάση σε συνάρτηση µε την µέγιστη ένταση. 
Οι διαγώνιες γραµµές υποδεικνύουν τις διάφορες τάξεις σταθερής ενεργειακής 
πυκνότητας. Στο σχήµα 1(b) φαίνεται η ειδική ενεργειακή πυκνότητα σε συνάρτηση 
µε την µέγιστη συχνότητα. Οι διαγώνιες γραµµές στο σχήµα αυτό υποδεικνύουν τις 
διάφορες τάξεις σταθερής ειδικής πυκνότητας ισχύος. Τα χαρακτηριστικά των υλικών 
ποικίλουν ανάλογα µε τις διάφορες τάξεις των µεγεθών. Τα πιεζοηλεκτρικά υλικά 
είναι τα πλέον ώριµα, καθώς και αυτά µε το µεγαλύτερο εύρος εφαρµογών.  
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Σχήµα 1: Μηχανικές ιδιότητες ευφυών υλικών (µε κόκκινο τα πιεζοηλεκτρικά υλικά) 

2.2 Πιεζοηλεκτρισµός (Πιεζοηλεκτρικό φαινόµενο) 

Το πιεζοηλεκτρικό φαινόµενο ανακαλύφθηκε από τους Pierre και Jacques Curie το 
1880. Συνίσταται στην ιδιότητα κάποιων υλικών (κυρίως κρυσταλλικών αλλά και 
µερικών κεραµικών) να παράγουν ηλεκτρική τάση όταν δέχονται κάποια µηχανική 
τάση ή ταλάντωση. Ο πιεζοηλεκτρισµός µπορεί να εξηγηθεί ποιοτικά µε τη µεταφορά 
ελεύθερων φορτίων στα άκρα του κρυσταλλικού πλέγµατος. 
 
Το ευθύ πιεζοηλεκτρικό φαινόµενο χρησιµοποιείται ευρέως για την έναυση 
διατάξεων µετατροπής. Κατά το αντίστροφο φαινόµενο, το υλικό υπόκειται σε 
µηχανική παραµόρφωση, όταν βρεθεί κάτω από ηλεκτρική τάση. 
 
Γενικά, το πιεζοηλεκτρικό φαινόµενο είναι ανισοτροπικό, παρουσιάζεται, δηλαδή, σε 
υλικά µε κρυσταλλική δοµή χωρίς κέντρο συµµετρίας, και αποτελεί φαινόµενο 
πρώτης τάξης. Στην περίπτωση κάποιων κεραµικών υλικών κάτω από µια κρίσιµη 
θερµοκρασία, γνωστή και ως θερµοκρασία Curie, δηµιουργούνται µέσα στον 
κρύσταλλο ηλεκτρικά δίπολα τυχαίου προσανατολισµού, τα οποία µακροσκοπικά 
είναι µηδενικά. Κατά την διαδικασία πόλωσης, µε την παρουσία ισχυρού ηλεκτρικού 
πεδίου, τα δίπολα αυτά τείνουν να ευθυγραµµιστούν οδηγώντας µακροσκοπικά σε 
ένα ηλεκτρικό δίπολο. Μετά την διαδικασία ψύξης και την αποµάκρυνση του πεδίου 
πόλωσης, τα ηλεκτρικά δίπολα δεν µπορούν να επιστρέψουν στις αρχικές τους θέσεις 
και το υλικό γίνεται µόνιµα πιεζοηλεκτρικό, µε την δυνατότητα να µετατρέπει την 
µηχανική ενέργεια σε ηλεκτρική και αντίστροφα. Η ιδιότητα αυτή χάνεται µόνο όταν 
η θερµοκρασία υπερβεί την θερµοκρασία Curie, ή όταν η διάταξη µετατροπής 
υποβληθεί σε πολύ ισχυρό ηλεκτρικό πεδίο. 
 
Το πιεζοηλεκτρικό φαινόµενο εφαρµόζεται ευρέως σε διάφορες εφαρµογές της 
ακουστικής. Στο σχήµα 2 βλέπουµε την εφαρµογή του σε ένα απλό ακουστικό. 
 



Προσοµοίωση σύνθετων ευφυών µηχανικών συστηµάτων µε αισθητήρες και διεγέρτες 
από πιεζοηλεκτρικά υλικά Σύνδεση µε ευφυείς µεθόδους ελέγχου 

 10 

 
Σχήµα 2: Εφαρµογή του πιεζοηλεκτρικού φαινοµένου στην ακουστική 

 
Τα πιο σηµαντικά διεθνή πρότυπα για τον πιεζοηλεκτρισµό είναι τα ακόλουθα: 
� ANSI-IEEE 176 (1987) (Standard on piezoelectricity) 
� IEC 302 (1969) (Standard definitions and methods of measurement for 

piezoelectric vibrators operating over the frequency range up to 30MHz) 
� IEC 444 (1973) (Basic method for the measurement of resonance freq & equiv 

series resistance of quartz crystal units by zero-phase technique in a pi-network) 
� IEEE 177 (1976) (Standard definitions and methods of measurement for 

piezoelectric vibrators) 

2.3 Πιεζοηλεκτρικά υλικά 

Παραδείγµατα υλικών µε πιεζοηλεκτρικές ιδιότητες είναι ο χαλαζίας (SiO2), το αλάτι 
Rochelle ή Seignette, το ADP (ammonium dihydrogen phosphate NH4H2PO4), το 
θειϊκό λίθιο (lithium sulphate Li2SO4), ο τουρµαλίνης, το συνθετικό πολυµερές PVDF 
(polyvinylidene difluoride (CH2CF2)n) και το κεραµικό PZT (lead zirconate titanate 
PbZrxTi1-xO3 για 0 < x < 1). 
 
Τα πιο γνωστά από αυτά είναι το PVDF και το PZT. Για την εφαρµογή που µελετάται 
στην παρούσα εργασία, καταλληλότερο υλικό για την κατασκευή των διατάξεων των 
αισθητήρων και των διεγερτών είναι το κεραµικό υλικό PZT. 
 
Το PZT (lead zirconate titanate) είναι ένα κεραµικό υλικό µε µοριακό τύπο της 
µορφής PbZrxTi1-xO3 όπου το x λαµβάνει τιµές στο (0,1). Αναπτύχθηκε από τους 
φυσικούς Yutaka Takagi, Gen Shirane και Etsuro Sawaguchi στο Ινστιτούτο 
Τεχνολογίας του Τόκιο το 1952. 
 
Το συγκεκριµένο υλικό, όντας πιεζοηλεκτρικό, έχει την ιδιότητα να αναπτύσσει 
διαφορά δυναµικού όταν δέχεται µηχανικές τάσεις. Το γεγονός αυτό το καθιστά 
κατάλληλο για την κατασκευή αισθητήρων. Αντίστοιχα, µπορεί να χρησιµοποιηθεί 
και για την κατασκευή διεγερτών λόγω της ιδιότητάς του να αλλάζει το σχήµα του µε 
φυσικό τρόπο σε περίπτωση που του εφαρµοστεί ένα εξωτερικό ηλεκτρικό πεδίο. 
 
Επιπρόσθετα το υλικό PZT είναι και πυροηλεκτρικό, δηλαδή αναπτύσσει διαφορά 
δυναµικού σε περιπτώσεις αλλαγής της θερµοκρασίας του, καθώς και φεροηλεκτρικό, 
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δηλαδή έχει την ιδιότητα αυτογενούς ηλεκτρικής πόλωσης (ηλεκτρικά δίπολα), η 
οποία µπορεί να αναστραφεί µε τη παρουσία ενός ηλεκτρικού πεδίου. 
 
Το PZT χαρακτηρίζεται από την εξαιρετικά µεγάλη διηλεκτρική σταθερά του στο 
όριο MPB (morphotropic phase boundary) όταν x ≈ 0.52 δηλαδή όταν ο µοριακός του 
τύπος είναι της µορφής PbZr0.52Ti0.48O3. Το γεγονός αυτό το καθιστά ένα από τα 
σηµαντικότερα και πιο χρήσιµα ηλεκτροκεραµικά υλικά. 
 
Τα µείγµατα µε PZT συντίθενται από µόλυβδο, ζιρκόνιο και µείγµα τιτανικού οξέος 
τα οποία αναµειγνύονται κάτω από πολύ υψηλές θερµοκρασίες και κατόπιν 
φιλτράρονται µε χρήση µηχανικών φίλτρων. 
 
Το PZT χρησιµοποιείται στην κατασκευή µετατροπέων υπερήχων και άλλων 
αισθητήρων και διεγερτών, καθώς και κεραµικών πυκνωτών και ολοκληρωµένων 
κυκλωµάτων φεροηλεκτρικής µνήµης τυχαίας προσπέλασης FRAM (Ferroelectric 
Random Access Memory). Χρησιµοποιείται επίσης στην κατασκευή κεραµικών 
διεγερτών (ceramic resonators) για τον συγχρονισµό ηλεκτρονικών κυκλωµάτων. 
Ένας τέτοιος διεγέρτης φαίνεται στο σχήµα 3. 
 

 
Σχήµα 3: Κεραµικός διεγέρτης από PZT 

2.4 Πιεζοηλεκτρικά ελάσµατα 

Θεωρούµε την πιεζοηλεκτρική δοκό του σχήµατος 4(a). Έστω ότι καλύπτεται από 
ένα µονό στρώµα πιεζοηλεκτρικού υλικού οµοιόµορφου πάχους hp, πολωµένου κατά 
τον άξονα z. Η γραµµοσκιασµένη περιοχή φαίνεται λεπτοµερώς στο σχήµα 4(b). Η 
υποστηρικτική δοµή ενεργεί ως ηλεκτρόδιο στην µια πλευρά, ενώ στην άλλη υπάρχει 
ένα ηλεκτρόδιο µεταβλητού πλάτους bp(x). Η διαφορά δυναµικού µεταξύ των 
ηλεκτροδίων µπορεί να ελεγχθεί, έτσι ώστε το πιεζοηλεκτρικό υλικό που βρίσκεται 
ανάµεσά τους να υποβληθεί σε ένα ηλεκτρικό πεδίο E3 παράλληλο της διεύθυνσης 
της πόλωσης. Ως w(x,t) σηµειώνονται οι κάθετες µετακινήσεις της δοκού. 
 
Στις εφαρµογές συστηµάτων ελέγχου µε πιεζοηλεκτρικά υλικά, στόχος είναι η 
µείωση φαινοµένων κάµψης. Η διαδικασία είναι εξαιρετικά απλή. Η ηλεκτρική 
διέγερση στην οποία υποβάλλεται το υλικό, έχει ως αποτέλεσµα την δηµιουργία 
ροπών κάµψης. Οι ροπές αυτές χρησιµοποιούνται σαν εξισορροπητικές δυνάµεις στο 
υπό εξέταση σύστηµα. 
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Σχήµα 4: Πιεζοηλεκτρική δοκός µονού στρώµατος µε ηλεκτρόδιο µεταβλητού πάχους 

 
Στο σχήµα 5 φαίνονται κάποια παραδείγµατα ηλεκτροδίων διαφόρων σχηµάτων µε τα 
αντίστοιχα πιεζοηλεκτρικά φορτία. Το ορθογωνικό ηλεκτρόδιο του σχήµατος 5(a) 
είναι ισοδύναµο µε ένα ζεύγος ροπών κάµψης Mp που εφαρµόζεται στα άκρα του. Το 
τριγωνικό ηλεκτρόδιο του σχήµατος 5(b) είναι ισοδύναµο µε ένα ζεύγος σηµειακών 
δυνάµεων P και µια ροπή κάµψης Mp. Σε περίπτωση που η δοκός είναι πακτωµένη 
στο αριστερό της άκρο, τα φορτία προκύπτουν από την στήριξη και την µοναδική 
δύναµη που αποµένει, δηλαδή την σηµειακή φόρτιση στο δεξί άκρο. Τέλος, ένα 
παραβολικό ηλεκτρόδιο, όπως αυτό του σχήµατος 5(c), είναι ισοδύναµο µε ένα 
οµοιόµορφα κατανεµηµένο φορτίο p και ένα ζεύγος σηµειακών δυνάµεων P στα 
άκρα του. Σε κάθε περίπτωση τα πιεζοηλεκτρικά φορτία είναι αυτό-εξισορροπούµενα. 
 

 
Σχήµα 5: Παραδείγµατα ηλεκτροδίων (a) ορθογωνικό, (b) τριγωνικό, (c) παραβολικό 

2.5 Ενεργός και παθητική απόσβεση µε χρήση πιεζοηλεκτρικών διατάξεων 

Η απόσβεση είναι απαραίτητη για τον περιορισµό των καταστρεπτικών επιπτώσεων 
του µηχανικού συντονισµού. Ας θεωρήσουµε έναν ταλαντωτή µε έναν βαθµό 
ελευθερίας. Στο σχήµα 6(a) φαίνεται η επίδραση της κρίσιµης απόσβεσης ξ στην 
δυναµική ενίσχυση σε συντονισµό, εκφρασµένη σε dB. Αντίστοιχα, στο σχήµα 6(b) 
φαίνεται η επίδραση αυτή στον αριθµό των κύκλων N που απαιτούνται για την 
µείωση του πλάτους της απόκρισης διέγερσης στο 50%. Όλα τα παραπάνω, µαζί µε 
κάποιες τυπικές τιµές απόσβεσης για διάφορους κλάδους της µηχανικής κατασκευών, 
φαίνονται στο σχήµα 7. 
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Σχήµα 6: Η επίδραση της απόσβεσης (a) στην δυναµική ενίσχυση και (b) στους κύκλους που 

απαιτούνται για την µείωση της απόκρισης διέγερσης στο 50% 
 

 
Σχήµα 7: Τιµές απόσβεσης στους κλάδους της µηχανικής κατασκευών 

 
Μια κατασκευή µε έναν ή περισσότερους πιεζοηλεκτρικούς µετατροπείς µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί  προκειµένου να εισάγουµε απόσβεση στο υπό εξέταση σύστηµα είτε 
µε ενεργητικό είτε µε παθητικό τρόπο. 
 
Η ενεργός απόσβεση προϋποθέτει την εισαγωγή ενός αισθητήρα και ενός βρόχου 
ελέγχου ανάδρασης, εγείροντας όλα τα ζητήµατα του κλασικού ελέγχου όπως η 
σταθερότητα, η ευρωστία, κλπ. Η εφαρµογή που αναπτύσσεται στη παρούσα εργασία 
εµπίπτει στην κατηγορία προβληµάτων ενεργούς απόσβεσης. Τα σηµεία της 
µέτρησης των µετακινήσεων και τα σηµεία της εφαρµογής των δυνάµεων ελέγχου 
ταυτίζονται (collocated sensor/actuator pairs), προκειµένου να επωφεληθούµε από το 
εναλλασσόµενο σχήµα πόλων/µηδενικών (pole/zero pattern) της συνάρτησης 
µεταφοράς ανοιχτού βρόχου. Χάρη σε αυτή την ιδιότητα µπορούµε να διατυπώσουµε 
κανόνες ελέγχου εγγυηµένης σταθερότητας, άσχετα µε τις διαφοροποιήσεις των 
παραµέτρων της κατασκευής. 
 
Η παθητική απόσβεση µπορεί επίσης να επιτευχθεί µε πιεζοηλεκτρικούς µετατροπείς, 
εάν η ενέργεια από τις µηχανικές δονήσεις µετατραπεί σε ηλεκτρική, και κατόπιν 
διοχετευτεί σε ένα παθητικό ηλεκτρικό δίκτυο. Εάν οι µετατροπείς τοποθετηθούν µε 
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τέτοιο τρόπο ώστε να µεγιστοποιείται το ποσό της µηχανικής ενέργειας που 
αποθηκεύουν, και παράλληλα να µειώνονται οι απώλειες µετατροπής της µηχανικής 
ενέργειας σε ηλεκτρική στο ελάχιστο, µπορούν να επιτευχθούν ιδιαίτερα 
ικανοποιητικά ποσοστά απόδοσης. Εποµένως, η απόδοση µιας τέτοιας κατασκευής 
εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από τον σχεδιασµό της. 

2.6 Μοντέλα ευφυών δοκών και κατασκευών 

Στην ευφυή δοκό του σχήµατος 8, οι διεγέρτες και οι αισθητήρες ελέγχου είναι 
πιεζοηλεκτρικά επιθέµατα (στρώσεις), τοποθετηµένα συµµετρικά στην άνω και στην 
κάτω επιφάνεια της δοκού. Οι πιεζοηλεκτρικές στρώσεις τοποθετούνται µε τις ίδιες 
ακριβώς πολικές διευθύνσεις και µπορούν να χρησιµοποιηθούν είτε ως αισθητήρες 
είτε ως διεγέρτες. Για την ανάλυση του συστήµατος υιοθετείται η γραµµική θεωρία 
του πιεζοηλεκτρισµού. Επιπρόσθετα, θεωρείται ότι η κίνηση είναι οιονεί στατική, 
δηλαδή τα µηχανικά και τα ηλεκτρικά φορτία εξισορροπούνται σε κάθε δεδοµένη 
χρονική στιγµή. 
 

 
Σχήµα 8: ∆οκός µε πιεζοηλεκτρικούς αισθητήρες και διεγέρτες και το σχήµα ελέγχου 

 
Οι γραµµικές εξισώσεις του συστήµατος είναι: 
 
 { } [ ]({ } [ ] { })Q d Eσ ε Τ= −  (2.1) 

 
 { } [ ][ ]{ } [ ]{ }D d Q Eε ξ= +  (2.2) 

όπου {σ} 6x1 είναι το διάνυσµα των τάσεων, {ε} 6x1 το διάνυσµα εντάσεων, {D} 3x1 οι 
ηλεκτρικές µετακινήσεις, {E} 3x1 η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου που δρα στην 
πιεζοηλεκτρική επιφάνεια, [Q]6x6 το ελαστικό µητρώο δυσκαµψίας, [d]3x6 το 
πιεζοηλεκτρικό µητρώο και [ξ]3x3 το µητρώο της διηλεκτρικής σταθεράς. Η εξίσωση 
(2.1) περιγράφει το αντίστροφο πιεζοηλεκτρικό φαινόµενο (σύµφωνα µε το οποίο 
γίνεται ο σχεδιασµός των διεγερτών). Αντίστοιχα, η εξίσωση (2.2) περιγράφει το 
ευθύ πιεζοηλεκτρικό φαινόµενο (το οποίο χρησιµοποιείται για τον σχεδιασµό των 
αισθητήρων). 
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Για την κατασκευή του απλοποιηµένου µοντέλου γίνονται κάποιες περαιτέρω 
υποθέσεις: 
 
a) Τα στρώµατα του αισθητήρα και του διεγέρτη είναι πολύ λεπτά σε σχέση µε το 

πάχος της δοκού. 
b) Η κατεύθυνση των πόλων του αισθητήρα και του διεγέρτη είναι η κατεύθυνση 

του πάχους της δοκού (άξονας z). 
c) Το ηλεκτρικό πεδίο είναι οµοιόµορφο και οµοαξονικό στη κατεύθυνση x. 
d) Το πιεζοηλεκτρικό υλικό είναι οµοιογενές, εγκάρσια ισοτροπικό και ελαστικό. 
 
Συνεπώς, οι εξισώσεις (2.1) και (2.2) µετατρέπονται ως εξής:  
 

 
11 31

55
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0 0

x x
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xz xz

Q d
E

Q

ε

τ γ

σ
= −

       
              

 (2.3) 

 11 31 33z x zD Q d Eε ξ= +  (2.4) 

Η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου zE εκφράζεται ως εξής: 

 

 z
A

V
E

h
=  (2.5) 

όπου V είναι η τάση που εφαρµόζεται κατά µήκους της διεύθυνσης του πάχους του 

διεγέρτη και Ah  το πάχος του στρώµατος του διεγέρτη. 

 
Στο στρώµα του αισθητήρα δρουν µόνο οι εντάσεις της δοκού. ∆εν εφαρµόζεται 
κανένα ηλεκτρικό πεδίο. Έτσι, η εξωτερική φόρτιση από τον αισθητήρα µπορεί να 
υπολογιστεί µε χρήση της εξίσωσης (2.4) και δίδεται ως: 
 

 ( )

2 2

1

2
ef ef

S

z z

S Sh hz z h

q t D dS D dS

= = +

= +

     
            
∫ ∫  (2.6) 

 
όπου efS  είναι η ενεργός επιφάνεια του ηλεκτροδίου που τοποθετείται στο στρώµα 

του αισθητήρα. 
 
Η ένταση του ρεύµατος στην επιφάνεια του αισθητήρα δίδεται ως: 
 

 ( ) ( )dq t
i t

dt
=  (2.7) 

Η ένταση του ρεύµατος µετατρέπεται σε τάση αισθητήρα ανοιχτού κυκλώµατος 
σύµφωνα µε την εξίσωση: 
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 ( )S

SV G i t=  (2.8) 

όπου SG  το κέρδος του ενισχυτή. 

 
Επιπρόσθετα, υποθέτουµε ότι η ροπή κάµψης και οι αξονικές δονήσεις του κεντρικού 
άξονα της δοκού είναι αµελητέες καθώς και ότι τα στοιχεία του πεδίου µετακινήσεων 
{ u} της δοκού βασίζονται στη θεωρία του Timoshenko. Σύµφωνα µε την θεωρία αυτή, 
οι αξονικές µετακινήσεις είναι ανάλογες του z και της περιστροφής ψ(x,t) του 
εµβαδού διατοµής της δοκού στον θετικό y-ηµιάξονα, και οι κάθετες µετακινήσεις 
είναι ίσες µε τις κάθετες µετακινήσεις w(x,t) στο σηµείο όπου y = z = 0. Η σχέση 
µεταξύ της έντασης και των µετακινήσεων δίδεται ως: 
 

 
x

z
x

ψ
ε

∂
=

∂
,

x

w
xz ∂

∂
+=ψε  (2.9) 

Επίσης, έγιναν και κάποιες δοκιµές µε την απλούστερη θεωρία των Euler-Bernoulli, η 

οποία θεωρεί µηδενική κάθετη παραµόρφωση xzγ . Η παραγώγιση των εξισώσεων 

κίνησης της δοκού έγινε σύµφωνα µε την αρχή του Hamilton. Για περισσότερες 
εφαρµογές του πιεζοηλεκτρισµού σε προβλήµατα ελέγχου, ο αναγνώστης µπορεί να 
ανατρέξει στη βιβλιογραφία (Irschik 2002). 
 
Για την διακριτοποίηση της δοκού χρησιµοποιήσαµε πεπερασµένα στοιχεία µε δύο 
βαθµούς ελευθερίας ανά κόµβο, την κάθετη παραµόρφωση wi και τη στροφή ψi. Τα 

µεγέθη αυτά συνθέτουν το διάνυσµα των βαθµών ελεθερίας ][ iii wX ψ= . Μετά και 

την συναρµογή των µητρώων µάζας και δυσκαµψίας για όλα τα στοιχεία, προκύπτει 
η εξίσωση κίνησης, η οποία είναι της µορφής: 
 

 em FFXXX +=Κ+Λ+Μ &&&  (2.10) 

όπου M και K είναι τα γενικευµένα µητρώα µάζας και δυσκαµψίας, Fe το γενικευµένο 
διάνυσµα ηλεκτροµηχανικών δυνάµεων, Λ το µητρώο απόσβεσης και Fm το διάνυσµα 
εξωτερικών φορτίσεων. Πρέπει να σηµειωθεί στο σηµείο αυτό, ότι και οι θεωρίες για 
µοντέλα πλάκας κατασκευάζονται µε ανάλογο τρόπο. 
 
Ο βασικός αντικειµενικός σκοπός είναι η σχεδίαση εύρωστων νόµων για τον έλεγχο 
ευφυών δοκών µε πιεζοηλεκτρικούς µετατροπείς (αισθητήρες / διεγέρτες), οι οποίες 
υπόκεινται σε εξωτερικές δονήσεις. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιείται η ακόλουθη 
αναπαράσταση στον χώρο καταστάσεων (state-space): 
 

 uBwBAxx 21 ++=&  (2.11) 

όπως συνηθίζεται σε προβλήµατα ελέγχου γενικών δυναµικών συστηµάτων. Για το 
πρόβληµα που εξετάζουµε στην παρούσα εργασία, έχουµε: 
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 TXXx ][ &= , 

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




Λ−Κ−
= −− 11

0

MM

I
A  (2.12) 

όπου x το διάνυσµα κατάστασης, Α το µητρώο καταστάσεων, B1 και B2 τα µητρώα 
κατανοµής των διαταραχών w (σε σχέση µε τις εξωτερικές δυνάµεις Fm) και του 
ελέγχου u (σε σχέση µε τις ηλεκτροµηχανικές δυνάµεις Fe). Οι αρχικές συνθήκες 
θεωρείται ότι είναι µηδενικές. Ο µοναδιαίος πίνακας συµβολίζεται µε I. 
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3 ΈΛΕΓΧΟΣ 

3.1 Θεωρίες ελέγχου 

3.1.1 Κλασικός (ενεργός) έλεγχος 

a) Γενικά 

Ας θεωρήσουµε ότι οι µετρήσεις είναι της ακόλουθης µορφής: 
 
 DuCxy +=  (3.1) 

Ο νόµος ελέγχου που χρησιµοποιείται συνήθως στην κλασική θεωρία είναι µια 
γραµµική ανάδραση της µορφής: 
 
 Kyu =  (3.2) 

όπου K είναι το άγνωστο κέρδος του ελεγκτή. 
 
Αντικειµενικός σκοπός της παρούσας διπλωµατικής εργασίας είναι ο προσδιορισµός 
του διανύσµατος των ενεργών δυνάµεων ελέγχου u(t) υπό κάποια κριτήρια απόδοσης, 
ικανοποιώντας, παράλληλα, τις δυναµικές εξισώσεις της κατασκευής, έτσι ώστε να 
µειωθούν οι εξωτερικές διεγέρσεις για να καλύψουν τις παραπάνω απαιτήσεις. Η 
διερεύνηση πρέπει να γίνει στο πεδίο του χρόνου καθώς και στο πεδίο των 
συχνοτήτων. Το πρόβληµα της καταστολής των δονήσεων επιλύεται µε τη βοήθεια 
τόσο του γραµµικού τετραγωνικού ρυθµιστή (Linear Quadratic Regulator ή LQR) 
όσο και των κριτηρίων βέλτιστης απόδοσης H2, H∞. Στην πραγµατικότητα, αυτές οι 
µέθοδοι χρησιµοποιούνται στη σχεδίαση του συστήµατος ελέγχου χωρίς να 
λαµβάνουν υπόψη εξωτερικές επιδράσεις (λ.χ. φορτίσεις).  
 
Σε κάποιες εργασίες µελετάται ο κλασικός εύρωστος έλεγχος βάσει των H2 και H∞ 
θεωριών ελέγχου. Η ανάδραση από την εφαρµογή αυτών των θεωριών παρουσιάζει 
πολλές οµοιότητες µε αυτή που προκύπτει από το κλασικό σχήµα ελέγχου LQR 
(Linear Quadratic Regulator). Οι ελεγκτές είναι σχεδιασµένοι έτσι ώστε να 
επιτυγχάνουν βέλτιστη απόδοση και σταθερότητα σε προβλήµατα µε δεδοµένη τάξη 
αβεβαιότητας. Αυτό επιτυγχάνεται µε την επίλυση δύο αλγεβρικών εξισώσεων Ricatti, 
έναντι µιας στον κλασικό έλεγχο. 
 
Παρακάτω αναφερόµαστε επιγραµµατικά στην µέθοδο LQR, η οποία χρησιµοποιείται 
ως µέτρο σύγκρισης των αποτελεσµάτων του ασαφούς ελεγκτή που υλοποιήθηκε. Για 
τεχνικές λεπτοµέρειες καθώς και αποτελέσµατα άλλων µεθόδων κλασικού ελέγχου, ο 
αναγνώστης παραπέµπεται σε σχετικές εργασίες (Marinova et al. 2005, Stavroulakis 
et al. 2007). 
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b) Γραµµικός τετραγωνικός ρυθµιστής (LQR) 

Για το πρόβληµα της απόδοσης στο πεδίο του χρόνου, η ακόλουθη τετραγωνική 
συνάρτηση ελαχιστοποιείται: 
 

 
0

1
( )

2
T TJ x Qx u Ru dt

∞

= +∫ min→  (3.3) 

 
Οι ελεύθερες παράµετροι Q και R αναπαριστούν τα βάρη που υπεισέρχονται στις 
διαφορετικές καταστάσεις και στον έλεγχο. Αυτές αποτελούν και τις κύριες 
σχεδιαστικές παραµέτρους. Το J είναι το σταθµισµένο άθροισµα της ενέργειας 
κατάστασης και ελέγχου και πρόκειται αδιαµφισβήτητα για µια µορφή συµβιβασµού 
µεταξύ της ελάττωσης του διανύσµατος κατάστασης και του κόστους της απόδοσης 
ελέγχου. Αξίζει να σηµειωθεί ότι το µητρώο Q πρέπει να είναι συµµετρικό και θετικά 
ηµιορισµένο και το µητρώο R συµµετρικό και θετικά ορισµένο ιδιαίτερα όταν 
πρόκειται για σηµαντικά προβλήµατα βελτιστοποίησης. Οι τιµές των βαρών 
καθορίζουν την σχετική σπουδαιότητα απόδοσης και κόστους στην «συµβιβασµένη» 
συνάρτηση κόστους. Το πρόβληµα που προκύπτει είναι γνωστό ως πρόβληµα LQR 
και αποτελεί ένα από τα ισχυρότερα και καλύτερα µελετηµένα εργαλεία βέλτιστου 
ελέγχου. 
 
Θεωρώντας ανάδραση πλήρους κατάστασης (µε χρήση όλου του διανύσµατος 
κατάστασης), ο νόµος ελέγχου δίδεται ως: 
 
 

LQR
U K x= −  (3.4) 

µε σταθερό κέρδος ελέγχου: 
 
 1

LQR

TK R B P−=  (3.5) 

Το σταθερό µητρώο P αποτελεί ρίζα της εξίσωσης Riccati. 
 
 1 0T TA P PA Q PBR B P−+ + − =  (3.6) 

Κάτω από ορισµένες τεχνικές υποθέσεις, µπορεί κανείς να εγγυηθεί την ύπαρξη 
καθώς και την µοναδικότητα του ανωτέρω ελεγκτή. Το σύστηµα κλειστού βρόχου 
αποτελεί την ενεργώς ελεγχόµενη κατασκευή και περιγράφεται από την εξίσωση: 
 
 ( )

LQR mx A BK x F= − +&  (3.7) 

Ένα πλεονέκτηµα της µόρφωσης του προβλήµατος µε χρήση ελεγκτών LQR έγκειται 
στην γραµµικότητα του ελέγχου, γεγονός το οποίο διευκολύνει την ανάλυση του 
συστήµατος καθώς και την πρακτική υλοποίησή του. Ένα επιπλέον πλεονέκτηµα του 
κλασικού ελέγχου έγκειται στην πολύ ικανοποιητική µείωση των διαταραχών και 
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στην ιδιαίτερα ικανοποιητική παρακολούθηση του συστήµατος. Το κέρδος και τα 
όρια φάσης (phase margins) συνεπάγονται πολύ ικανοποιητική σταθερότητα. 
 
Όλα τα παραπάνω προϋποθέτουν πλήρη γνώση του συνόλου του διανύσµατος 
κατάστασης σε κάθε χρονική στιγµή. Εάν είναι διαθέσιµος µόνο ένας περιορισµένος 
αριθµός µετρήσεων, οι οποίες, µάλιστα, κατακερµατίζονται λόγω της ύπαρξης 
σφαλµάτων µέτρησης, η αποτελεσµατικότητα του LQR µειώνεται δραµατικά. Στην 
περίπτωση αυτή το σύστηµα αναδοµείται από τις διαθέσιµες µετρήσεις µε χρήση 
κάποιας τεχνικής φιλτραρίσµατος (π.χ. φίλτρο Kalman), και κατόπιν το πρόβληµα 
βέλτιστου ελέγχου επιλύεται βάσει του νέου µοντέλου (εκτίµηση). 

3.1.2 Ευφυής έλεγχος 

a) Γενικά 

Το συγκριτικό πλεονέκτηµα των κλασικών θεωριών ελέγχου έγκειται στην 
διαθεσιµότητα µαθηµατικών εργαλείων για τον σχεδιασµό των ελεγκτών και την 
µελέτη των ιδιοτήτων τους, όπως σταθερότητα, ευρωστία κλπ. Ωστόσο, αξίζει να 
σηµειωθεί ότι οι πιο σηµαντικές ιδιότητες των ελεγκτών βασίζονται στη κατανόηση 
του συνόλου του δυναµικού συστήµατος. Σε περίπτωση που δεν ενδιαφέρει µια 
ολιστική θεώρηση, εισάγεται κάποιος εκτιµητής όπως λ.χ. ένα φίλτρο Kalman. Η 
ποιότητα και η αξιοπιστία του εκτιµητή αυτού ορίζει και την αποτελεσµατικότητα 
ολόκληρου του συστήµατος ελέγχου. Επιπρόσθετα, ένα σηµαντικό µειονέκτηµα του 
κλασικού ελέγχου έγκειται στην ύπαρξη γραµµικής ανάδρασης. Οι µη γραµµικοί 
κανόνες ελέγχου είναι, ασφαλώς, πιο ευέλικτοι. Επίσης, είναι και πιο κατάλληλοι για 
µη γραµµικά συστήµατα. Τα εργαλεία κλασικού ελέγχου για τον σχεδιασµό µη 
γραµµικών ελεγκτών είναι λιγότερο ανεπτυγµένα και απαιτούν βαθύτερη θεωρητική 
διερεύνηση από τους µηχανικούς σχεδιασµού. Για το λόγο αυτό, οι µη γραµµικοί 
ελεγκτές βασίζονται κυρίως σε εργαλεία ευφυούς ελέγχου. 

b) Τεχνικές ευφυούς ελέγχου 

Οι πιο σηµαντικές τεχνικές ευφυούς ελέγχου συνοψίζονται ως ακολούθως: 
 
1. Νευρωνικά δίκτυα 

Τα νευρωνικά δίκτυα µπορούν να εκπαιδευτούν προκειµένου να προσεγγίσουν 
κάθε µη γραµµική σχεδίαση. Εποµένως, µπορούν να χρησιµοποιηθούν και για την 
προσέγγιση της αντίστροφης δυναµικής σχεδίασης ενός συστήµατος, καθώς και 
για την εύρεση ανάδρασης. Το σύστηµα κλειστού βρόχου που προκύπτει έχει τη 
δυνατότητα καταστολής των δονήσεων. Ωστόσο, για την εφαρµογή της τεχνικής 
αυτής απαιτείται µεγάλος αριθµός αντιπροσωπευτικών µετρήσεων ή δεδοµένων 
µοντελοποίησης για την εκπαίδευση και την αξιολόγηση του συστήµατος. 
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2. Ασαφή συστήµατα συνεπαγωγής 

Οι ασαφείς κανόνες συστηµατοποιούν την υπάρχουσα εµπειρία και µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν για την µαθηµατική µοντελοποίηση µη γραµµικών ελεγκτών. Η 
ανάδραση βασίζεται σε ασαφή συνεπαγωγή και µπορεί να είναι µη γραµµική και 
περίπλοκη. Για την εφαρµογή αυτής της τεχνικής απαιτείται γνώση ή εµπειρία σε 
συστήµατα ελέγχου. ∆εδοµένου ότι οι λεκτικοί κανόνες παρουσιάζουν δυσκολίες 
στην κατανόηση αλλά και στη διατύπωσή τους για συστήµατα πολλαπλών 
εισόδων - πολλαπλών εξόδων (multi-input, multi-output, MIMO), οι περισσότερες 
εφαρµογές βασίζονται σε ελεγκτές πολλαπλών εισόδων - µονής εξόδου (multi-
input, single-output, MISO). 

 
3. Υβριδικές και προσαρµοστικές τεχνικές 

Οι τεχνικές αυτές συνδυάζουν στοιχεία από όλες τις παραπάνω µεθόδους. Για 
παράδειγµα, οι απαιτούµενες λεπτοµέρειες ενός ασαφούς συστήµατος µπορούν να 
ρυθµιστούν µε χρήση νευρωνικών δικτύων η γενετικής βελτιστοποίησης. 

 
Περαιτέρω λεπτοµέρειες σχετικά µε τον ασαφή έλεχο µπορούν να βρεθούν σε 
κλασικές µονογραφίες (Driankov et al. 1996). Στην περιοχή των ευφυών συστηµάτων, 
πολλοί συγγραφείς υιοθετούν την εφαρµογή νευρω-ασαφών τεχνικών ελέγχου. 
Ειδικότερα, οι τεχνικές αυτές µοιάζουν καταλληλότερες για τον έλεγχο κατασκευών 
µε περίπλοκα ή µη γραµµικά χαρακτηριστικά, όπως είναι τα συστήµατα αρµονικών 
αποσβεστήρων στον ασεισµικό σχεδιασµό (Pourzeynali et al. 2007, Wang & Lin 
2007) ή τα συστήµατα ηµι - ενεργού ελέγχου µε χρήση ενεργών τριβέων ή 
αποσβεστήρων ρευστών (Reigles & Symans 2006).  
 
Στην παρούσα εργασία δοκιµάζεται ένας ασαφής ελεγκτής δύο εισόδων - µιας εξόδου. 
Η ανάδραση του συστήµατος που αναλύεται είναι µια δύναµη ελέγχου, βασισµένη 
στη µετατόπιση και την ταχύτητα σε ένα δεδοµένο σηµείο (σηµείο µέτρησης και 
εφαρµογής του ελέγχου). Η διάταξη MISO είναι κατάλληλη για τέτοιου είδους 
συστήµατα. Σε µια µεγαλύτερη κατασκευή υπάρχει η δυνατότητα εγκατάστασης, εάν 
κριθεί απαραίτητο, επιπλέον ανεξάρτητων και αποκεντρωµένων (τοπικών) ασαφών 
ελεγκτών µε τα ίδια ή µε διαφορετικά χαρακτηριστικά. 

3.2 Ασαφής λογική 

3.2.1 Ασαφή σύνολα 

Στα κλασικά σύνολα, ένα στοιχείο του χώρου ανήκει στο υπό εξέταση σύνολο όταν 
λαµβάνει την τιµή 1. Σε αντίθετη περίπτωση, το στοιχείο λαµβάνει την τιµή 0 και δεν 
ανήκει στο σύνολο. Στα ασαφή σύνολα κάτι τέτοιο δεν ισχύει. Κάθε στοιχείο του 
χώρου µπορεί να λάβει τιµή από ένα εύρος τιµών και να ανήκει στο υπό εξέταση 
σύνολο µε αυτή την τιµή η οποία δείχνει το ποσοστό συµµετοχής του στοιχείου στο 
σύνολο. Όσο µεγαλύτερη είναι αυτή η τιµή, τόσο µεγαλύτερη είναι και η συµµετοχή 
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του στοιχείου στο σύνολο. Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται συνάρτηση συµµετοχής 
ενώ το σύνολο ονοµάζεται ασαφές σύνολο. 
 
Συνεπώς για να ανήκει ένα στοιχείο σε ένα ασαφές σύνολο δεν απαιτείται πλήρης 
συµµετοχή όπως στα κλασικά σύνολα. Το δίπολο 0 ή 1 των κλασσικών συνόλων 
αντικαθίσταται από ένα διάστηµα τιµών [0,1]. Επιπρόσθετα κάθε στοιχείο του χώρου 
δύναται να συµµετέχει ταυτόχρονα σε περισσότερα του ενός ασαφή σύνολα µε 
διαφορετικές συναρτήσεις συµµετοχής.   
 
Στα ασαφή σύνολα ισχύουν όλοι οι τελεστές (ένωση, τοµή, συµπλήρωµα) και οι όλες 
οι ιδιότητες (µεταβατική, προσεταιριστική, αντιµεταθετική) των κλασικών συνόλων. 
Μοναδική εξαίρεση αποτελεί η αρχή του αποκλειόµενου µέσου. Λόγω της 
επικάλυψης που µπορεί να υπάρξει στα ασαφή σύνολα, η αρχή αυτή διαφοροποιείται 
από αυτή των κλασικών συνόλων ως εξής: 

~ ~
A A X

−

∪ ≠  και 
~ ~
A A

−

∩ ≠∅  

 

 
Σχήµα 9: Αρχή αποκλειόµενου µέσου 

3.2.2 Συναρτήσεις συµµετοχής 

Ο βαθµός ασάφειας ενός ασαφούς συνόλου ορίζεται από τις συναρτήσεις συµµετοχής 
του. Η αναπαράσταση των συναρτήσεων αυτών µπορεί να γίνει είτε αριθµητικά, είτε 
γραφικά. Οι γραφικές αναπαραστάσεις περιλαµβάνουν διάφορες σχηµατικές µορφές, 
κάθε µια µε τους δικούς της περιορισµούς. Οι συναρτήσεις συµµετοχής µπορεί να 
είναι συµµετρικές ή ασύµµετρες. Τα βασικά χαρακτηριστικά των συναρτήσεων 
συµµετοχής είναι ο πυρήνας, το στήριγµα και τα όρια όπως φαίνονται στο σχήµα 10.  
 

 
Σχήµα 10: Χαρακτηριστικά συναρτήσεων συµµετοχής 
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Οι συναρτήσεις συµµετοχής µπορεί να είναι οποιασδήποτε παραµετροποιηµένης 
µορφής. Οι πιο δηµοφιλείς µορφές περιλαµβάνουν µεταξύ άλλων: 
a) Τριγωνικές συναρτήσεις συµµετοχής 
b) Τραπεζοειδείς συναρτήσεις συµµετοχής 
c) Κωδωνοειδείς συναρτήσεις συµµετοχής 
d) Γκαουσιανές (Gauss) συναρτήσεις συµµετοχής 
e) Σιγµοειδείς συναρτήσεις συµµετοχής 
 
Τα ασαφή σύνολα µπορούν να ταξινοµηθούν βάσει των συναρτήσεων συµµετοχής 
όπως φαίνεται και στο σχήµα 11 ως εξής: 
a) Κανονικά ασαφή σύνολα (µια τουλάχιστον συνάρτηση συµµετοχής αγγίζει το 1) 
b) Υποκανονικά ασαφή σύνολα (καµία συνάρτηση συµµετοχής δεν αγγίζει το 1) 
c) Κυρτά ασαφή σύνολα 
d) Μη – κυρτά ασαφή σύνολα 
 

 
Σχήµα 11: Είδη ασαφών συνόλων 

 

3.2.3 Ασαφοποίηση 

Η ασαφοποίηση είναι από τις πλέον σηµαντικές διαδικασίες για την ασαφή θεωρία. 
Συγκεκριµένα πρόκειται για την διαδικασία µετατροπής µιας ακριβούς αριθµητικής 
ποσότητας σε ασαφή η οποία αναπαρίσταται µε τις συναρτήσεις συµµετοχής. Η 
διαδικασία βασίζεται στην αναγνώριση της αβεβαιότητας που υπάρχει στις ακριβείς 
ποσότητες. 
 
Σε πρακτικές εφαρµογές είναι πιθανή η ύπαρξη σφαλµάτων µε συνακόλουθη µείωση 
της ακρίβειας των δεδοµένων. Αυτή η µείωση της ακρίβειας µπορεί επίσης να 
αναπαρασταθεί µε τις συναρτήσεις συµµετοχής.  

3.2.4 Ορισµός τιµών στις συναρτήσεις συµµετοχής 

Ο ορισµός των τιµών των συναρτήσεων συµµετοχής µπορεί να γίνει είτε διαισθητικά 
είτε µε χρήση αλγορίθµων και λογικών διαδικασιών. Οι πιο δηµοφιλείς µέθοδοι 
περιλαµβάνουν µεταξύ άλλων: 
 
� ∆ιαίσθηση (Intuition) 
� Συνεπαγωγή (Inference) 
� Κατάταξη (Rank ordering) 
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� Γωνιακά ασαφή σύνολα (Angular fuzzy sets) 
� Νευρωνικά δίκτυα (Neural networks) 
� Γενετικοί αλγόριθµοι (Genetic algorithms) 
� Επαγωγική προσαρµογή (Inductive seasoning) 
 
Στην εφαρµογή της δοκού που παρουσιάζεται στην παρούσα εργασία βασιστήκαµε 
στη «διαίσθηση του µηχανικού» για να δώσουµε τιµές στις συναρτήσεις συµµετοχής. 
Αν, για παράδειγµα, οι τιµές του πεδίου µετακινήσεων της δοκού που εξετάζαµε ήταν 
τάξης µεγέθους χιλιοστού (mm), δεν θα ήταν δυνατόν οι συναρτήσεις συµµετοχής να 
εξέταζαν µετακινήσεις χιλιοµέτρων (km). 

3.2.5 Αποασαφοποίηση 

Με τον όρο αποασαφοποίηση εννοούµε την διαδικασία µετατροπής των ασαφών 
εξόδων σε ακριβείς. Η διαδικασία αυτή είναι απαραίτητη δεδοµένου ότι οι τιµές των 
εξόδων πρέπει να είναι ακριβείς ειδικά όταν το ασαφές σύστηµα χρησιµοποιείται σαν 
ελεγκτής, όπου οι ασαφείς έξοδοι δεν είναι χρήσιµες για περαιτέρω επεξεργασία. Για 
την αποασαφοποίηση των ασαφών συναρτήσεων εξόδου χρησιµοποιούνται οι 
παρακάτω επτά µέθοδοι: 
 
1. Αρχή µεγίστου (Max – membership principle) 
2. Κεντροειδής µέθοδος (Centroid method) 
3. Μέθοδος σταθµισµένου µέσου (Weighted average method) 
4. Μέθοδος µέσου – µεγίστου (Mean of Maximum) 
5. Κέντρο βάρους αθροισµάτων (Centre of sums) 
6. Κέντρο βάρους µέγιστης επιφάνειας (Centre of largest area) 
7. Πρώτη ή τελευταία τιµή µεγίστου (First or last of maxima) 
 
Στην εφαρµογή που υλοποιήσαµε, χρησιµοποιήσαµε την µέθοδο µέσου – µεγίστου 
για την αποασαφοποίηση της εξόδου του ασαφούς ελεγκτή. 
 
Στη µέθοδο αυτή δεν απαιτείται ένα µοναδικό µέγιστο, όπως στην αρχή του µεγίστου, 
αλλά ένα εύρος µεγίστων. Η αποασαφοποιηµένη τιµή z* προκύπτει ως:  

2
* ba

z
+

=  

όπου α και b είναι τα άκρα του εύρους των µεγίστων όπως φαίνεται και στο σχήµα 12. 

 
Σχήµα 12: Μέθοδος µέσου – µεγίστου 
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3.2.6 Ασαφή συστήµατα συνεπαγωγής 

Τα ασαφή συστήµατα συνεπαγωγής (fuzzy inference systems ή FIS) είναι γνωστά και 
ως ασαφή συστήµατα κανόνων (fuzzy rule – based systems) ή ασαφή µοντέλα (fuzzy 
models). Ο ελεγκτής που υλοποιείται στην εργασία αυτή είναι ένα τέτοιο σύστηµα. 

 
Οι κανόνες των λεκτικών µεταβλητών µπορούν να σχηµατιστούν µε προσδιοριστικές 
δηλώσεις (λ.χ. ταχύτητα = υψηλή), δηλώσεις συνθήκης (λ.χ. IF βαθµολογία ≥ 8.5 
THEN άριστα) ή δηλώσεις χωρίς συνθήκη. (λ.χ. GO TO). Οι ιδιότητες του συνόλου 
των κανόνων είναι η πληρότητα, η συνέπεια, η συνέχεια και η αλληλεπίδραση. 
 
Ένα ασαφές σύστηµα συνήθως περιγράφεται µε περισσότερους του ενός κανόνες. Η 
διαδικασία σύνοψης των κανόνων για τη λήψη ενός συνολικού συµπεράσµατος 
ονοµάζεται συνάθροιση (aggregation). Στην περίπτωση όπου οι επιµέρους κανόνες 
συνδέονται µε τον τελεστή AND, ο προσδιορισµός της συνάθροισης γίνεται µε 
σύζευξη του συστήµατος των κανόνων λαµβάνοντας την τοµή των επιµέρους 
κανόνων. Εάν οι επιµέρους κανόνες συνδέονται µε τον τελεστή OR, ο προσδιορισµός 
της συνάθροισης γίνεται µε διάζευξη του συστήµατος των κανόνων υπολογίζοντας 
την ένωση των επιµέρους κανόνων. Οι µέθοδοι σύζευξης και διάζευξης είναι γνωστές 
και ως µέθοδοι ελαχίστου (min) και µεγίστου (max), αντίστοιχα. 
 
Ένα ασαφές σύστηµα συνεπαγωγής αποτελείται από τα ακόλουθα στοιχεία: 
� Βάση κανόνων (σύνολο IF – THEN κανόνων) 
� Βάση δεδοµένων (σύνολο συναρτήσεων συµµετοχής) 
� Μονάδα λήψης αποφάσεων (διαδικασία συνεπαγωγής) 
� ∆ιεπαφή ασαφοποίησης 
� ∆ιεπαφή αποασαφοποίησης 
 
Η λειτουργία του συστήµατος συνεπαγωγής έχει ως ακολούθως. Η ακριβής είσοδος 
µετατρέπεται σε ασαφή µέσω της ασαφοποίησης. Κατόπιν συντάσσεται το σύνολο 
των κανόνων, το οποίο συνθέτει µαζί µε τα δεδοµένα, την γνωσιακή βάση δεδοµένων. 
Στη συνέχεια λαµβάνεται η απόφαση µε συνεπαγωγή και προκύπτει η ασαφής έξοδος. 
Τέλος η τιµή αυτή αποασαφοποιείται. Η διαδικασία αυτή φαίνεται στο σχήµα 13.  
 

 
Σχήµα 13: Ασαφές σύστηµα συνεπαγωγής (F.I.S.) 
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3.2.7 Μέθοδοι ασαφούς συνεπαγωγής 

Οι δύο κυριότερες µέθοδοι ασαφούς συνεπαγωγής είναι η µέθοδος Mamdani και η 
µέθοδος Sugeno. Η πρώτη µέθοδος, η οποία είναι και η πιο διαδοµένη, εισήχθη από 
τους Mamdani και Assilian το 1975. ∆έκα χρόνια αργότερα ο Sugeno εισήγαγε την 
δεύτερη µέθοδο, η οποία είναι γνωστή και ως Takagi – Sugeno method. Οι δύο αυτές 
µέθοδοι έχουν αρκετά κοινά χαρακτηριστικά. Η κυριότερη διαφορά  τους εντοπίζεται 
στο είδος των συναρτήσεων συµµετοχής των εξόδων τους. Στη µέθοδο Mamdani οι 
συναρτήσεις συµµετοχής είναι ασαφή σύνολα. Αντίθετα, στη µέθοδο Sugeno οι 
συναρτήσεις αυτές είναι γραµµικές ή σταθερές. 
 
Τα κυριότερα πλεονεκτήµατα καθεµιάς από τις δύο µεθόδους ασαφούς συνεπαγωγής 
συνοψίζονται ως εξής: 
 
Η µέθοδος Mamdani: 
� Είναι διαισθητική µέθοδος 
� Χαίρει ευρείας αποδοχής 
� Προσαρµόζεται καλά σε πραγµατικά προβλήµατα  
� Είναι σχετικά απλή µέθοδος 
� Αποδίδει ικανοποιητικά σε σύνθετα µοντέλα, χωρίς απώλεια ακρίβειας 
 
Η µέθοδος Sugeno: 
� Είναι υπολογιστικά ακριβής 
� Λειτουργεί αποτελεσµατικά σε συνδυασµό µε γραµµικές τεχνικές 
� Λειτουργεί αποτελεσµατικά σε συνδυασµό µε τεχνικές βελτιστοποίησης 
� Έχει επιφάνειας εξόδου εγγυηµένα συνεχή 
� Επιδέχεται µαθηµατικής ανάλυσης 
 
Η µέθοδος Mamdani κρίθηκε ότι ικανοποιεί περισσότερο τις απαιτήσεις της 
εφαρµογής που παρουσιάζεται στην παρούσα εργασία. Για τον λόγο αυτό η σύνθεση 
του συστήµατος συνεπαγωγής που αναπτύξαµε βασίστηκε στη µέθοδο αυτή. Τα 
βασικά στάδια της διαδικασίας εφαρµογής της µεθόδου Mamdani είναι τα ακόλουθα: 
 
1. Καθορισµός των κανόνων του ασαφούς συστήµατος 
2. Ασαφοποίηση των εισόδων µε χρήση των συναρτήσεων συµµετοχής 
3. Σύγκριση µεταξύ ασαφών εισόδων και κανόνων 
4. Σύνθεση των εξόδων του συστήµατος 
5. Αποασαφοποίηση των εξόδων 
 
Τα στάδια αυτά αναλύονται λεπτοµερώς στη επόµενη παράγραφο. 
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3.3 Ασαφής ελεγκτής τύπου Mamdani 

Προκειµένου να µειώσουµε το πεδίο µετακινήσεων την προβόλου δοκού που 
εξετάζουµε στην παρούσα διπλωµατική εργασία κατασκευάσαµε έναν ασαφή 
ελεγκτή MISO (multiple inputs, single output) δύο εισόδων και µιας εξόδου µε χρήση 
του πακέτου Fuzzy Toolbox του Matlab. 
 
Ο ελεγκτής είναι τύπου Mamdani και λαµβάνει ως εισόδους το πεδίο µετακινήσεων 

( )u  και την ταχύτητα ( )u&  του συστήµατος ελέγχου (ελατήριο, δοκός, πλάκα, κλπ.) 

στην περίπτωσή µας της προβόλου δοκού. Ως έξοδο δίνει την αύξηση της δύναµης 
ελέγχου. 
 
Οι συναρτήσεις συµµετοχής που επιλέχθηκαν για την περιγραφή των εισόδων και της 
εξόδου του ελεγκτή είναι τριγωνικής µορφής (triangular membership functions), όπως 
φαίνεται στα ακόλουθα σχήµατα. 

 
Σχήµα 14: Τριγωνική συνάρτηση συµµετοχής της πρώτης εισόδου 

 

 
Σχήµα 15: Τριγωνική συνάρτηση συµµετοχής της δεύτερης εισόδου 

 
Σχήµα 16: Τριγωνική συνάρτηση συµµετοχής της εξόδου 
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Για την περιγραφή του συστήµατος του ελεγκτή χρησιµοποιήθηκαν δεκαπέντε (15) 
κανόνες (fuzzy rules), οι οποίοι συντάχτηκαν µε βάση τη λογική. Τα βάρη (weights) 
των κανόνων αυτών τέθησαν ίσα µε την µονάδα (1). Για την κατάρτιση των κανόνων 
έγινε χρήση του λογικού τελεστή ΚΑΙ (AND operator). Το σύνολο των κανόνων 
αυτών φαίνεται στον ακόλουθο πίνακα. 
 

           Μετατόπιση 
Ταχύτητα Πολύ επάνω Λίγο επάνω Ισορροπία Λίγο κάτω 

Πολύ 
κάτω 

Προς τα επάνω Max* Med+ Low+ Null Med– 

Μηδενική Med+ Low+ Null Low– High– 

Προς τα κάτω High+ Null Low– Med– Min 

Πίνακας 2: Κανόνες του ασαφούς συστήµατος συνεπαγωγής 
* Εάν η µετατόπιση είναι πολύ πάνω και η ταχύτητα είναι προς τα πάνω τότε η δύναµη ελέγχου είναι max 
 
Η µέθοδος εµπλοκής (implication method) ορίστηκε στο ελάχιστο (min), ενώ η 
µέθοδος συσσώρευσης (aggregation method) ορίστηκε στο µέγιστο (max). 
 
Ως µέθοδος αποασαφοποίησης (defuzzification method) επιλέχθηκε η µέθοδος µέσου 
µεγίστου (mean of maximum method). 
 
Η συσχέτιση των εισόδων (µετακινήσεις και ταχύτητες) µε την έξοδο (δύναµη 
ελέγχου) του ασαφούς ελεγκτή φαίνεται στη επιφάνεια του συστήµατος, η οποία 
παράγεται από το ίδιο το σύστηµα. Να σηµειωθεί ότι µε µικρές διαφοροποιήσεις στις 
τιµές των παραµέτρων του προβλήµατος παράγεται µια εντελώς διαφορετική 
επιφάνεια. Μια τυπική επιφάνεια έχει την µορφή που φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 
 

 
Σχήµα 17: Επιφάνεια του ασαφούς συστήµατος 
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3.4 ∆υναµική κατασκευής και ασαφής έλεγχος 

Στο πρόβληµα της προβόλου δοκού, το οποίο µελετήθηκε εκτενώς στην παρούσα 
εργασία, αλλά και στα µικρότερα προβλήµατα όπως αυτό της µάζας – ελατηρίου 
δοκιµάσαµε αρκετές µεθόδους για την ολοκλήρωση των εξισώσεων κίνησης. 
 
 ZPKuuCuM +=++ &&&  (3.8) 
 
όπου:  KCM ,,  είναι τα µητρώα µάζας, απόσβεσης και δυσκαµψίας 

 uuu &&&,,  είναι τα πεδία µετακινήσεων, ταχυτήτων και επιταχύνσεων και τέλος 

 ZP,  είναι οι εξωτερικές δυνάµεις και οι δυνάµεις ελέγχου αντίστοιχα. 

 
Κάποιες από τις πιο γνωστές µεθόδους ολοκλήρωσης οι οποίες απαντώνται στη 
βιβλιογραφία είναι οι ακόλουθες: 

� Μέθοδος Runge – Kutta 4ης τάξης 
� Μέθοδος Houbolt 
� Μέθοδος Wilson – θ 
� Μέθοδος Newmark 
� Μέθοδος Gauss – Jacobi 
� Μέθοδος Euler-Heun 
� Επιλυτές αρχικών τιµών συνήθων διαφορικών εξισώσεων (ODE solvers) 

 
Η εκτενής παρουσίαση όλων των ανωτέρω µεθόδων ολοκλήρωσης ξεφεύγει από τους 
σκοπούς της παρούσας εργασίας. 
 
Για το συγκεκριµένο πρόβληµα επιλέχθηκε η µέθοδος Houbolt (µια από τις πιο 
παραδοσιακές µεθόδους αριθµητικής ολοκλήρωσης) ως πιο σταθερή σε τέτοιου 
είδους προβλήµατα.  
 

Η µέθοδος αυτή έχει δυο σταθερές β  και γ , γνωστές και ως σταθερές Houbolt. Για 

προβλήµατα σταθερής επιτάχυνσης, οι σταθερές αυτές λαµβάνουν τις τιµές 0.25 και 
0.50 αντίστοιχα. 
 

Ο συνολικός χρόνος ολοκλήρωσης )(t είναι 3 δευτερόλεπτα. Το βήµα της 

ολοκλήρωσης )( t∆  επιλέχθηκε, µετά από δοκιµές, στα 0.001 δευτερόλεπτα, 

δηµιουργώντας έτσι ένα βρόχο (loop) µε 3000 επαναλήψεις. 
 

Οι σταθερές ολοκλήρωσης )( ic  δίνονται από τις ακόλουθες εξισώσεις: 
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Σε κάθε βήµα της αριθµητικής ολοκλήρωσης )(t , ο ασαφής ελεγκτής παρέχει µια 

δύναµη ελέγχου )(z , σύµφωνα µε τις δοθείσες τιµές των εισόδων, δηλαδή της 

µετατόπισης )(u  και της ταχύτητας )(u& . Η δύναµη ελέγχου σε συνδυασµό µε τις 

εξωτερικές φορτίσεις παρέχουν τις τιµές για την µετατόπιση και την ταχύτητα του 

επόµενου βήµατος )( tt ∆+ . 

 
Ο αλγόριθµος Houbolt, όπως υλοποιήθηκε µε τον ασαφή έλεγχο, συνοψίζεται στα 
ακόλουθα βήµατα. 
 

Βήµα 1: Αρχικοποίηση µεταβλητώνΒήµα 1: Αρχικοποίηση µεταβλητώνΒήµα 1: Αρχικοποίηση µεταβλητώνΒήµα 1: Αρχικοποίηση µεταβλητών    

, , , , , , , ,mX X X F M K β γΛ& && , 654321 ,,,,, cccccc  

 

Βήµα 2: Υπολογισµό̋ ενδιάµεση̋ ποσότητα̋ Βήµα 2: Υπολογισµό̋ ενδιάµεση̋ ποσότητα̋ Βήµα 2: Υπολογισµό̋ ενδιάµεση̋ ποσότητα̋ Βήµα 2: Υπολογισµό̋ ενδιάµεση̋ ποσότητα̋ 
*F     

*
1 4K K c M c= + + Λ  

Αντιστροφή του 
*K : ( )TKF ** =  

 

Έναρξη βρόχου forforforfor από 0t  έω̋ ft  

 

Βήµα 3: Υπολογισµό̋ ενδιάµεση̋ ποσότητα̋ Βήµα 3: Υπολογισµό̋ ενδιάµεση̋ ποσότητα̋ Βήµα 3: Υπολογισµό̋ ενδιάµεση̋ ποσότητα̋ Βήµα 3: Υπολογισµό̋ ενδιάµεση̋ ποσότητα̋ 
*P     

 Υπολογισµό̋ µεταβολή̋ φορτίσεων: ( 1) ( )m m mdF F t F t= + −  

 Υπολογισµό̋ µεταβολή̋ δύναµη̋ ελέγχου u 

 Προσθήκη στην ποσότητα mdF : m mdF dF u= +  

Υπολογισµό̋ τη̋ ποσότητα̋ 
*P  µε χρήση των µητρώων µάζα̋ (M) και 

απόσβεση̋ (Λ) του συστήµατο̋: 

 
*

2 3 5 6( ( ) ( )) ( ( ) ( )mP dF M c X t c X t c X t c X t= + + +Λ +& && & &&  

 

Βήµα 4: ΥποΒήµα 4: ΥποΒήµα 4: ΥποΒήµα 4: Υπολογισµό̋ του βήµατο̋ απόκριση̋ λογισµό̋ του βήµατο̋ απόκριση̋ λογισµό̋ του βήµατο̋ απόκριση̋ λογισµό̋ του βήµατο̋ απόκριση̋ dX     

 
* *dX F P=  

 

Βήµα 5: Επίλυση του επόµενου χρονικού βήµατο̋ (Βήµα 5: Επίλυση του επόµενου χρονικού βήµατο̋ (Βήµα 5: Επίλυση του επόµενου χρονικού βήµατο̋ (Βήµα 5: Επίλυση του επόµενου χρονικού βήµατο̋ ( tt ∆+ ))))    

 Υπολογισµό̋ επιτάχυνση̋: 1 2 3( 1) ( ) ( ) ( )X t X t c dX c X t c X t+ = + − −&& & &&  

 Υπολογισµό̋ ταχύτητα̋: 4 5 6( 1) ( ) ( ) ( )X t X t c dX c X t c X t+ = + − −& & & &&  

 Υπολογισµό̋ µετατόπιση̋: ( 1) ( )X t X t dX+ = +  

 

Τερµατισµό̋ του βρόχου forforforfor    

 

Τέλο̋Τέλο̋Τέλο̋Τέλο̋    
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4 ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 

4.1 Το fis editor του πακέτου fuzzy toolbox του Matlab 

Στο έτοιµο γραφικό περιβάλλον (GUI) του Matlab µπορεί κάποιος, µε κατάλληλη 
ρύθµιση των παραµέτρων, να δηµιουργήσει ασαφή συστήµατα – ελεγκτές, ορίζοντας 
εισόδους, εξόδους, συναρτήσεις συµµετοχής, κανόνες κλπ. Οι πληροφορίες αυτές 
αποθηκεύονται σε ένα αρχείο ασαφούς συνεπαγωγής (fuzzy inference system ή fis 
file), το οποίο µπορεί να προσπελαστεί από διάφορα προγράµµατα στη συνέχεια. 
 
Η συγκεκριµένη ιδέα, όµως, κρίθηκε ότι δεν ήταν ιδιαίτερα ευέλικτη. Έτσι, 
εγκαταλείφθηκε γρήγορα, και ο ελεγκτής δηµιουργήθηκε µε κλασσική µορφή 
προγραµµατισµού (σειρά εντολών) και αποθηκεύτηκε σε αρχείο Matlab (mfile). Σε 
κάθε περίπτωση, το αρχείο fis µπορεί να δηµιουργηθεί µε µια απλή εντολή, 
παρέχοντας πλήρη γραφική απεικόνιση του ασαφούς ελεγκτή. 

4.2 Το πρόβληµα του συστήµατος ελέγχου πορείας σε αυτοκίνητο. 

∆ανειστήκαµε ένα απλό πρόβληµα από τον χώρο της µηχατρονικής, ως εισαγωγή στα 
ασαφή σύνολα. Έτσι, δηµιουργήσαµε έναν απλό ελεγκτή δύο εισόδων και µιας 
εξόδου, µε µικρές συναρτήσεις συµµετοχής και λίγους κανόνες. Οι µεταβλητές 
εισόδου ήταν η ταχύτητα του οχήµατος και η κλίση της οδού και έξοδος η ροπή 
στρέψης. Με τα στοιχεία αυτά και µε τη χρήση λογικών κανόνων, η ασαφής λογική 
µπορεί να υποστηρίξει σύστηµα ελέγχου το οποίο για παράδειγµα διατηρεί σταθερή 
την ταχύτητα πορείας του οχήµατος. 
 
Η εκτενής παρουσίαση του εν λόγω προβλήµατος ξεφεύγει από τους σκοπούς της 
παρούσας εργασίας. Για το λόγο αυτό δεν θα παρουσιάσουµε κάποια αποτελέσµατα. 
Η αναφορά αυτή έχει στόχο να καταδείξει το µεγάλο εύρος χρήσης των ασαφών 
ελεγκτών σε εντελώς διαφορετικές εφαρµογές. Να σηµειώσουµε στο σηµείο αυτό, ότι 
ο συγκεκριµένος ελεγκτής θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί σε χρηµατοοικονοµικά 
προβλήµατα (όπως λ.χ. σε προβλήµατα ελέγχου πορείας µετοχών κλπ.). 

4.3 Το σύστηµα µάζας – ελατηρίου (µονοδιάστατος ταλαντωτής). 

Πριν αναλύσουµε το κύριο (διδιάστατο) πρόβληµα της προβόλου δοκού, µελετήσαµε 
ένα απλό σύστηµα µε µια µάζα και ένα ελατήριο, το οποίο απαντάται πολύ συχνά στη 
βιβλιογραφία. 
 
Τα εργαλεία (είδη ελέγχου) που χρησιµοποιήθηκαν για την ανάλυση του συστήµατος 
αυτού, ήταν τα εξής δύο: ο ασαφής έλεγχος (µε χρήση του ασαφούς ελεγκτή που 
κατασκευάσαµε) και ο κλασικός έλεγχος (µε χρήση του LQR). 
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Το µεγάλο πλεονέκτηµα του ασαφούς ελέγχου σε σχέση µε τον κλασσικό έγκειται 
στο γεγονός ότι απαιτεί πολύ µικρότερη πληροφορία. Πιο συγκεκριµένα, για το 
κοµµάτι του ασαφούς ελέγχου, αρκεί να γνωρίζουµε τις τιµές των εισόδων του 
ελεγκτή (για έναν ελεγκτή δύο εισόδων αρκούν δύο µετρήσεις) σε αντίθεση µε τον 
LQR που απαιτεί αριθµό µετρήσεων ίσο µε το σύνολο των µεταβλητών κατάστασης 
(state space) το οποίο είναι πολύ µεγαλύτερο. 
 
Στο πρόβληµα µάζας – ελατηρίου που εξετάσαµε, επιλέξαµε τη µέθοδο Houbolt για 
την ολοκλήρωση των εξισώσεων κίνησης. Παράλληλα, έγιναν και κάποιες δοκιµές µε 
διάφορους επιλυτές αρχικών τιµών συνήθων διαφορικών εξισώσεων (ODE solvers) 
του Matlab (στο συγκεκριµένο πρόβληµα έγινε χρήση του ODE45). 
 
Οι παράµετροι του συστήµατος εκλέχτηκαν έπειτα από διάφορες δοκιµές και 
αναδροµή στη βιβλιογραφία. 
 

Συγκεκριµένα, η σταθερά του ελατηρίου τέθηκε ίση µε mN /5000 , η µάζα ίση µε 

kg02.0  και η απόσβεση ίση µε msN /30 ⋅ . Η φυσική συχνότητα του συστήµατος 

είναι HzMKn 50/ ==ω  και οι εξωτερικές φορτίσεις είναι ηµιτονοειδείς, δηλαδή 

της  µορφής )sin(0 tPP ⋅= ω , για NP 1000 =  και Hz20=ω . Η ολοκλήρωση στο 

χρόνο έγινε από 00 =t  έως st f 3= , µε βήµα που επιλέχτηκε µετά από δοκιµές να 

είναι st 01.0=∆ , λόγω του ότι δεν χρειάστηκε µεγαλύτερη διακριτοποίηση. 

 
Να σηµειώσουµε στο σηµείο αυτό ότι οι επιλυτές ODE του Matlab ορίζουν µε 
αυτόµατο τρόπο ένα πολύ µικρό βήµα ολοκλήρωσης, χωρίς να υπάρχει δυνατότητα 
παρέµβασης από τον χρήστη. 
 
Το µειονέκτηµα αυτό των επιλυτών ODE καθιστά την µέθοδο Houbolt ιδιαίτερα 
ευέλικτη καθώς δίνει στο χρήστη την δυνατότητα να επιλέξει όποιο βήµα 
ολοκλήρωσης επιθυµεί, ή ακόµη και µεταβλητό βήµα εάν κριθεί αναγκαίο από 
κάποιες εφαρµογές, όπως λ.χ. σε προβλήµατα ρύθµισης παραµέτρων (fine tuning). 
 
Για την επίλυση του µονοβάθµιου ταλαντωτή (SPM system) αρχικά δοκιµάσαµε 
κάποιους επιλυτές του Matlab και συγκεκριµένα τον ODE45 για την ολοκλήρωση 
των εξισώσεων κίνησης. Κατά την ανάλυση προέκυψαν δύο βασικά προβλήµατα. 
Αφενός δεν µπορούσαµε να έχουµε καµιά πληροφορία σχετικά µε την επιτάχυνση 
του συστήµατος και αφετέρου δεν µπορούσαµε να επιλέξουµε χειροκίνητα το βήµα 
της ολοκλήρωσης (όπως αναφέραµε και πιο πάνω). Ορίσαµε τον συνολικό χρόνο 
ολοκλήρωσης στα 3 δευτερόλεπτα (έπειτα από δοκιµές) και το βήµα επιλέχθηκε 
αυτόµατα από τον επιλυτή. Αυτή ακριβώς η αδυναµία ήταν που µας οδήγησε στον 
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προγραµµατισµό µιας κλασσικής µεθόδου ολοκλήρωσης (της µεθόδου Houbolt), µε 
τον τρόπο που παρουσιάστηκε παραπάνω. 
 
Στα δύο σχήµατα που ακολουθούν βλέπουµε τις µετακινήσεις και τις ταχύτητες του 
συστήµατος σε κάθε θέση που προέκυψαν από την επίλυση µε τον ODE45 solver. 

 

 
Σχήµα 18: Πεδίο µετακινήσεων SPM (ολοκλήρωση µε ODE45) 

 

 
Σχήµα 19: Πεδίο ταχυτήτων SPM (ολοκλήρωση µε ODE45) 

 
Για την επίλυση του προβλήµατος µάζας – ελατηρίου (SPM) µε ασαφή έλεγχο, 
χρησιµοποιήσαµε έναν απλό ελεγκτή δύο εισόδων και µιας εξόδου της µορφής που 
περιγράψαµε πιο πάνω. Για την περιγραφή του συστήµατος συντάξαµε 15 κανόνες. 
Οι κανόνες αυτοί παρουσιάζονται στον πίνακα 3. 
 
Οι συναρτήσεις συµµετοχής των εισόδων και της εξόδου του ασαφούς ελεγκτή για το 
πρόβληµα του µονοδιάστατου ταλαντωτή φαίνονται στα παρακάτω σχήµατα: 
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            Μετατόπιση 
Ταχύτητα 

Πολύ 
αριστερά 

Λίγο 
αριστερά 

Ισορροπία Λίγο δεξιά 
Πολύ 
δεξιά 

Προς τα αριστερά Max* Med+ Low+ Null Med– 

Μηδενική Med+ Low+ Null Low– High– 

Προς τα δεξιά High+ Null Low– Med– Min 

Πίνακας 3: Κανόνες του ασαφούς συστήµατος για το µονοδιάστατο πρόβληµα µάζας ελατηρίου 
* Εάν η µετατόπιση είναι πολύ αριστερά και η ταχύτητα είναι προς τα αριστερά τότε η δύναµη ελέγχου 
είναι max 

 
Σχήµα 20: Τριγωνική συνάρτηση συµµετοχής της πρώτης εισόδου (πεδίο µετακινήσεων) 

 
Σχήµα 21: Τριγωνική συνάρτηση συµµετοχής της δεύτερης εισόδου (πεδίο ταχυτήτων) 

 

 
Σχήµα 22: Τριγωνική συνάρτηση συµµετοχής της εξόδου (δυνάµεις ελέγχου) 

 
Η επίλυση του προβλήµατος µε ασαφή έλεγχο και ολοκλήρωση των εξισώσεων 
κίνησης µε τη µέθοδο Houbolt έδωσε σαφώς καλύτερα αποτελέσµατα από όλες τις 
άλλες µεθόδους για τις µετακινήσεις, σε αντίθεση µε τις ταχύτητες και τις 
επιταχύνσεις όπου τα πράγµατα δεν είναι και τόσο καλά. Παρουσιάζονται έντονα 
χτυπήµατα, τα οποία µπορεί φαινοµενικά να µην αποτελούν πρόβληµα, στην 
πραγµατικότητα, όµως, µπορεί να ευθύνονται για την καταπόνηση µηχανηµάτων και 
εξοπλισµού και οδηγούν σε προβλήµατα κόπωσης. 
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Να σηµειώσουµε στο σηµείο αυτό ότι στη βιβλιογραφία δεν παρουσιάζονται συχνά 
αποτελέσµατα για τις ταχύτητες, ενώ για τις επιταχύνσεις (όπου το φαινόµενο των 
χτυπηµάτων είναι ακόµα πιο έντονο) τέτοιου είδους γραφήµατα είναι πολύ σπάνια. 
 
Εντούτοις, τα αποτελέσµατα αυτά είναι αρκετά σηµαντικά. Για παράδειγµα µια 
µεγάλη αύξηση των επιταχύνσεων έχει ως αποτέλεσµα την περαιτέρω καταπόνηση 
των υλικών των µετρητικών διατάξεων. ∆υστυχώς, όµως, πολλές φορές παρατηρείται 
το φαινόµενο της απόκρυψης των στοιχείων αυτών όταν δεν είναι αρκούντως 
ικανοποιητικά, ενώ γενικά παρουσιάζονται ως ήσσονος σηµασίας. 
  
Στα ακόλουθα σχήµατα παρατίθενται τα αποτελέσµατα για τις µετακινήσεις, τις 
ταχύτητες και τις επιταχύνσεις που εξήχθησαν µε επίλυση µε ασαφή έλεγχο και 
ολοκλήρωση των εξισώσεων κίνησης µε την µέθοδο Houbolt, καθώς και η 
παρεχόµενη επιφάνεια. 
 

 
Σχήµα 23: Μετατόπιση SPM (ολοκλήρωση µε Houbolt) 

 

 
Σχήµα 24: Ταχύτητα SPM (ολοκλήρωση µε Houbolt) 
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Σχήµα 25: Επιτάχυνση SPM (ολοκλήρωση µε Ηoubolt) 

 

 
Σχήµα 26: Επιφάνεια SPM (ολοκλήρωση µε Ηoubolt) 

4.4 Η πρόβολος δοκός (διδιάστατος ταλαντωτής). 

Το πρόβληµα της προβόλου δοκού, το οποίο ήταν και το κύριο αντικείµενο της 
παρούσας διπλωµατικής εργασίας, είναι αυτό που θα αναλύσουµε και πιο εκτενώς. 
 
Η δοκός που εξετάζουµε είναι συνολικού µήκους 0.8 m µε εµβαδό διατοµής 

0.02 0.02×  m. Το µέτρο ελαστικότητας της είναι ίσο µε 9 273 10  N/m×  και το µέτρο 

διάτµησης της µε 9 240 10  N/m× . Η πυκνότητα µάζας της δοκού είναι 2700 Kg/m3. Οι 
εξωτερικές φορτίσεις είναι ηµιτονοειδείς µε σηµείο εφαρµογής το ελεύθερο άκρο της 
δοκού. Το σύστηµα διακριτοποιήθηκε µε την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων 
σε τέσσερα στοιχεία καταλήγοντας έτσι σε ένα µοντέλο µε οκτώ βαθµούς ελευθερίας. 
Σκοπός των ασαφών ελεγκτών που κατασκευάσαµε είναι η µείωση των ταλαντώσεων. 
Για την σύγκριση των αποτελεσµάτων από την επίλυση µε χρήση τόσο ενός όσο και 
δύο (ίδιων) ελεγκτών χρησιµοποιήσαµε εργαλεία κλασικού ελέγχου (LQR). 
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Όπως αναφέραµε και πιο πάνω το συγκριτικό πλεονέκτηµα του ασαφούς ελέγχου σε 
σχέση µε τον κλασικό έγκειται στο γεγονός ότι απαιτεί πολύ µικρότερη πληροφορία. 
Στο συγκεκριµένο πρόβληµα µε έναν ελεγκτή δύο εισόδων, αρκεί να γνωρίζουµε τις 
τιµές των δύο εισόδων (δηλαδή αρκούν δύο µετρήσεις). Αντίστοιχα, στο πρόβληµα 
µε τους δύο ελεγκτές χρειαζόµαστε τέσσερις µετρήσεις. Αντίθετα, ο κλασικός 
έλεγχος (LQR) απαιτεί αριθµό µετρήσεων ίσο µε το σύνολο των µεταβλητών 
κατάστασης (state space) το οποίο είναι πολύ µεγαλύτερο. Στην περίπτωση της 
προβόλου δοκού που µελετάµε απαιτούνται δεκαέξι (16) µετρήσεις, ενώ ο αριθµός 
αυτός µπορεί να αυξηθεί περαιτέρω, εάν αυξήσουµε διακριτοποίηση της δοκού 
(πεπερασµένα στοιχεία). 
 
Οι συναρτήσεις συµµετοχής που επιλέχθηκαν για την περιγραφή των εισόδων και της 
εξόδου του ελεγκτή είναι τριγωνικής µορφής (triangular membership functions), όπως 
φαίνεται στα ακόλουθα σχήµατα. 

 
Σχήµα 27: Τριγωνική συνάρτηση συµµετοχής της πρώτης εισόδου 

 
Σχήµα 28: Τριγωνική συνάρτηση συµµετοχής της δεύτερης εισόδου 

 
Σχήµα 29: Τριγωνική συνάρτηση συµµετοχής της εξόδου 
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Το σύνολο των δεκαπέντε κανόνων φαίνεται στον πίνακα 3. Τα βάρη (weights) των 
κανόνων αυτών ετέθησαν ίσα µε την µονάδα (1). Για την κατάρτιση των κανόνων 
έγινε χρήση του λογικού τελεστή ΚΑΙ (AND operator). 
 

              Μετατόπιση 
Ταχύτητα 

Πολύ επάνω Λίγο επάνω Ισορροπία Λίγο κάτω Πολύ κάτω 

Προς τα επάνω Max Med+ Low+ Null Med– 

Μηδενική Med+ Low+ Null Low– High– 

Προς τα κάτω High+ Null Low– Med– Min 

Πίνακας4: Κανόνες του ασαφούς συστήµατος για το διδιάστατο πρόβληµα της προβόλου δοκού 
* Εάν η µετατόπιση είναι πολύ πάνω και η ταχύτητα είναι προς τα πάνω τότε η δύναµη ελέγχου είναι max 
 
Η µέθοδος εµπλοκής (implication method) ορίστηκε στο ελάχιστο (min), ενώ η 
µέθοδος συσσώρευσης (aggregation method) ορίστηκε στο µέγιστο (max), ενώ ως  
µέθοδος αποασαφοποίησης (defuzzification method) επιλέχθηκε η µέθοδος µέσου 
µεγίστου (mean of maximum method). 
 
Η συσχέτιση των εισόδων (µετακινήσεις και ταχύτητες) µε την έξοδο (δύναµη 
ελέγχου) του ασαφούς ελεγκτή φαίνεται στη επιφάνεια του συστήµατος (fuzzy 
surface), η οποία παράγεται από το ίδιο το σύστηµα και για το πρόβληµα της 
προβόλου δοκού έχει την µορφή που φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 
 

 
Σχήµα 30: Επιφάνεια του ασαφούς συστήµατος 

 
Προκειµένου να επιτύχουµε καλύτερα αποτελέσµατα διαφοροποιήσαµε τα σηµεία 
ελέγχου στην συνάρτηση συµµετοχής της εξόδου, τα οποία αρχικά επιλέχθηκαν 
ισοκατανεµηµένα, παράγοντας εκ νέου συναρτήσεις συµµετοχής στις οποίες 
εστιάσαµε στα σηµεία όπου παρουσιάζονταν και οι περισσότερες µετρήσεις. 
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Η νέα συνάρτηση συµµετοχής της εξόδου µετά και την πύκνωση των τιµών της 
φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα. 

 
Σχήµα 31: Τριγωνική συνάρτηση συµµετοχής της εξόδου µετά την πύκνωση 

 
Στη συνέχεια παραθέτουµε όλα τα αποτελέσµατα και για τους δύο τύπους ελέγχου 
(κλασσικό και ασαφή) για το πρόβληµα της προβόλου δοκού µε έναν αλλά και µε δύο 
ελεγκτές. 
 
Αρχικά παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα του ασαφούς ελέγχου µε έναν ελεγκτή πριν 
από την «πύκνωση» των σηµείων ελέγχου της συνάρτησης συµµετοχής της εξόδου 
και κατόπιν αυτά που προέκυψαν µετά την «πύκνωση». Στη συνέχεια παρατίθενται 
τα αποτελέσµατα της µοντελοποίησης µε δύο ελεγκτές και τέλος παρουσιάζονται τα 
αποτελέσµατα του κλασικού ελέγχου (LQR). 

4.4.1 Αποτελέσµατα του προβλήµατος της προβόλου δοκού µε έναν ελεγκτή πριν την 

«πύκνωση» των συναρτήσεων συµµετοχής. 

Στα παρακάτω σχήµατα φαίνονται τα αποτελέσµατα για το πρόβληµα της προβόλου 
δοκού µε έναν ελεγκτή, πριν την «πύκνωση» των σηµείων ελέγχου της συνάρτησης 
συµµετοχής της εξόδου του ασαφούς ελεγκτή. 
 

 
Σχήµα 38: Φορτίσεις 
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Σχήµα 32: Μετατόπιση 

 

 
Σχήµα 33: Ταχύτητα 

 

 
Σχήµα 34: Επιτάχυνση 
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Σχήµα 35: Στροφή 

 

 
Σχήµα 36: Γωνιακή ταχύτητα 

 

 
Σχήµα 37: Γωνιακή επιτάχυνση 
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4.4.2 Αποτελέσµατα του προβλήµατος της προβόλου δοκού µε έναν ελεγκτή µετά την 

«πύκνωση» των συναρτήσεων συµµετοχής. 

 
Σχήµα 38: Φορτίσεις 

 
Σχήµα 39: Μετατόπιση 

 
Σχήµα 40: Ταχύτητα 
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Σχήµα 41: Επιτάχυνση 

 

 
Σχήµα 42: Στροφή 

 

 
Σχήµα 43: Γωνιακή ταχύτητα 
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Σχήµα 44: Γωνιακή επιτάχυνση 

4.4.3 Αποτελέσµατα του προβλήµατος της προβόλου δοκού µε δύο ελεγκτές πριν την 

«πύκνωση» των συναρτήσεων συµµετοχής. 

Προκειµένου να επιτύχουµε καλύτερα αποτελέσµατα δοκιµάσαµε να τοποθετήσουµε 
έναν δεύτερο ελεγκτή σε έναν διαφορετικό κόµβο του συστήµατος. Οι δύο ελεγκτές 
έχουν τα ίδια ακριβώς χαρακτηριστικά (συναρτήσεις συµµετοχής, κανόνες κλπ). Να 
σηµειωθεί επίσης ότι τα σηµεία µέτρησης των µετακινήσεων και εφαρµογής των 
δυνάµεων ελέγχου ταυτίζονται και στην περίπτωση του ενός, αλλά και σε αυτή των 
δύο ελεγκτών (collocated sensors). 
 
Για εποπτικούς λόγους τα αποτελέσµατα των δύο ελεγκτών παρουσιάζονται εναλλάξ.  
∆ηλαδή για κάθε γράφηµα του πρώτου ελεγκτή ακολουθεί το αντίστοιχο για τον 
δεύτερο ελεγκτή. 
 

 
Σχήµα 45: Φορτίσεις (1ος ελεγκτής) 
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Σχήµα 46: Φορτίσεις (2ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 47: Μετατόπιση (1ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 48: Μετατόπιση (2ος ελεγκτής) 
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Σχήµα 49: Ταχύτητα (1ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 50: Ταχύτητα (2ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 51: Επιτάχυνση (1ος ελεγκτής) 
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Σχήµα 52: Επιτάχυνση (2ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 53: Στροφή (1ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 54: Στροφή (2ος ελεγκτής) 
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Σχήµα 55: Γωνιακή ταχύτητα (1ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 56: Γωνιακή ταχύτητα (2ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 57: Γωνιακή επιτάχυνση (1ος ελεγκτής) 
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Σχήµα 58: Γωνιακή επιτάχυνση (2ος ελεγκτής) 

 

4.4.4 Αποτελέσµατα του προβλήµατος της προβόλου δοκού µε δύο ελεγκτές µετά την 

«πύκνωση» των συναρτήσεων συµµετοχής. 

Και στην µοντελοποίηση µε δύο ελεγκτές δοκιµάσαµε την πύκνωση των σηµείων 
ελέγχου της συνάρτησης συµµετοχής της εξόδου του ασαφούς ελεγκτή. 
 
Στα παρακάτω σχήµατα φαίνονται τα αποτελέσµατα για το πρόβληµα της προβόλου 
δοκού µε δύο ελεγκτές, µετά από αυτή την «πύκνωση». 
 
Στα σχήµατα 59 και 60 φαίνονται οι φορτίσεις για τον πρώτο και τον δεύτερο 
ελεγκτή αντίστοιχα.. Ακολουθούν οι µετακινήσεις, οι ταχύτητες και οι επιταχύνσεις. 
 

 
Σχήµα 59: Φορτίσεις (1ος ελεγκτής) 
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Σχήµα 60: Φορτίσεις (2ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 61: Μετατόπιση (1ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 62: Μετατόπιση (2ος ελεγκτής) 
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Σχήµα 63: Ταχύτητα (1ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 64: Ταχύτητα (2ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 65: Επιτάχυνση (1ος ελεγκτής) 
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Σχήµα 66: Επιτάχυνση (2ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 67: Στροφή (1ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 68: Στροφή (2ος ελεγκτής) 
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Σχήµα 69: Γωνιακή ταχύτητα (1ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 70: Γωνιακή ταχύτητα (2ος ελεγκτής) 

 

 
Σχήµα 71: Γωνιακή επιτάχυνση (1ος ελεγκτής) 
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Σχήµα 72: Γωνιακή επιτάχυνση (2ος ελεγκτής) 

4.4.5 Αποτελέσµατα κλασικού ελέγχου (LQR) για το πρόβληµα  της προβόλου δοκού. 

 
Σχήµα 73: Φορτίσεις (LQR) 

 

 
Σχήµα 74: Μετατόπιση (LQR) 
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Σχήµα 75: Ταχύτητα (LQR) 

 

 
Σχήµα 76: Στροφή (LQR) 

 

 
Σχήµα 77: Γωνιακή ταχύτητα (LQR) 
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5 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ ΚΑΙ ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ ΓΙΑ ΜΕΛΛΟΝΤΙΚΗ ΕΡΕΥΝΑ 

Από τα αριθµητικά αποτελέσµατα παρατηρούµε ότι µε κατάλληλη επιλογή των 
παραµέτρων, ένας ασαφής ελεγκτής επιτυγχάνει συγκρίσιµη µείωση των 
ταλαντώσεων µε αυτή του κλασικού ελέγχου (LQR) µε χρήση λιγότερων µετρήσεων 
(δύο αντί δεκαέξι στο παράδειγµα αυτό). Παρόλα αυτά η µείωση των ταχυτήτων δεν 
ήταν πολύ αποτελεσµατική. Επιπρόσθετα οι επιταχύνσεις αυξάνονται δραµατικά. 

 
Στην περίπτωση της προσέγγισης µε δύο ελεγκτές παρατηρούµε περαιτέρω µείωση 
των ταλαντώσεων. Αυτό είναι λογικό, αφού το νέο σύστηµα χρησιµοποιεί τέσσερις 
µετρήσεις, αντί για τις δύο του προηγούµενου. Παρόλα αυτά τα γνωστά προβλήµατα 
µε τις ταχύτητες και τις επιταχύνσεις παραµένουν. 
 
Όσον αφορά στον κλασσικό έλεγχο (LQR) τα αποτελέσµατα που προέκυψαν, όπως 
είδαµε παραπάνω, είναι σαφώς καλύτερα. Ωστόσο, µεγάλο µειονέκτηµα της µεθόδου 
αυτής αποτελεί το γεγονός ότι απαιτεί πολύ µεγαλύτερη πληροφορία (περισσότερες 
µετρήσεις). Για το συγκεκριµένο πρόβληµα απαιτούνται δεκαέξι µετρήσεις ενώ στην 
περίπτωση των ασαφών ελεγκτών µόλις δύο για κάθε ελεγκτή.  
 
Στη διάρκεια εκπονήσεως της παρούσης διατριβής διεξήχθη επίσης παραµετρική 
διερεύνηση του µοντέλου που µελετήθηκε, µε στόχο την κατανόηση της επιρροής 
των διαφόρων παραµέτρων και ιδιαίτερα τη βελτίωση της απόκρισης σε επίπεδο 
ταχυτήτων και επιταχύνσεων. Τα αποτελέσµατα αυτά παρουσιάσθηκαν στην 
διπλωµατική εργασία του κ. Κιλιµπέρη (2008). Η βέλτιστη επιλογή των παραµέτρων 
του ασαφούς συστήµατος µπορεί να γίνει και µε τη χρήση αλγορίθµων ολικής 
βελτιστοποίησης. Μια πρώτη προσπάθεια σε αυτή την κατεύθυνση αποτελεί η 
πρόσφατη εργασία των κκ. Γ. Μαρινάκη, Μ. Μαρινάκη και Γ. Σταυρουλάκη (2008), 
στην οποία γίνεται χρήση αλγορίθµων σµήνους σωµατιδίων. 
 
Η παραπέρα διερεύνηση και εφαρµογή σε διδιάστατες και τρισδιάστατες κατασκευές  
καθώς και η επέκταση σε µη γραµµικές κατασκευές θα αποτελέσει αντικείµενο 
µελλοντικής έρευνας. 
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