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Εισαγωγή 

 

Σε πολλά προβλήματα διαφορικών εξισώσεων δεν είναι πάντα εφικτό να βρίσκουμε  

κλασσικές λύσεις, δηλαδή λύσεις με συνεχείς παραγώγους. Μπορούμε όμως, κάτω  

από κατάλληλες προυποθέσεις να αποδεικνύουμε την ύπαρξη ασθενών λύσεων,  

δηλαδή λύσεων που έχουν «ασθενείς» παραγώγους (weak derivatives). Έχοντας  

εξασφαλίσει την ύπαρξη ασθενών λύσεων μπορούμε χρησιμοποιώντας τις ιδιότητ 

ές τους όπως -μοναδικότητα και ομαλότητα (regularity) - να αποδείξουμε ότι οι  

ασθενείς λύσεις είναι επίσης κλασσικές λύσεις. 

 Ως παράδειγμα, θεωρούμε το πρόβλημα του Dirichlet για την Λαπλασιανή με  

μηδενική συνοριακή συνθήκη σε μια φραγμένη περιοχή Ω του   με ομαλό σύνορο  

    

            

            

Αν η u είναι μια κλασσική λύση της εξίσωσης, τότε πολλαπλασιάζοντας την πρώτη  

εξίσωση με μια ομαλή συνάρτηση φ που μηδενίζεται κοντά στο σύνορο του Ω  

έχουμε 

 ∫     ∫   
  

. 

Από το θεώρημα της απόκλισης, επειδή η φ μηδενίζεται κοντά στο σύνορο του Ω  

παίρνουμε ότι 

∫      ∫   
  

                                                                     (1) 

που είναι μια σχέση που ισχύει για κάθε ομαλή φ που μηδενίζεται κοντά στο  

σύνορο. 

Μπορούμε τώρα, χρησιμοποιώντας την σχέση (1), να ορίσουμε ως ασθενή λύση της  

εξίσωσης μια συνάρτηση u η οποία ικανοποιεί τη σχέση (1) για κάθε συνάρτηση 
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 φ    
       Παρατηρούμε ότι το αριστερό ολοκλήρωμα στην (1) είναι  

πεπερασμένο αν η    είναι στον      . Είναι μάλλον φυσικό να ορίσουμε τον χώρο  

Sobolev (τον χώρο όπου βρίσκονται οι ασθενείς λύσεις της (1) ) ως το σύνολο που  

περιέχει τις συναρτήσεις του        οι οποίες έχουν ασθενείς παραγώγους επίσης  

στον       . Η ασθενής παράγωγος ως προς    της u είναι η σ.π. μοναδική  

συνάρτηση  
  

   
 η οποία ικανοποιεί τη σχέση 

 ∫
  

   
   ∫  

  

   
 

  

 

για κάθε     
    .  

Σκοπός της πτυχιακής είναι η εμβάθυνση στους χώρους Sobolev και η επίλυση  

εξισώσεων όπως η (1). 

 

Εισαγωγικές έννοιες 

 

                                                 

                                                 (         )  

                                        

                                                          

           (         )     
     

  
  {             

 |     }  

        {       ||   |   }                                     

            

                                   . 
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                  ,                                     

                                                                     

                                                                          

                                                   

                                                     

                                          

 

            

        {            }̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   

                                                . Αν είναι συμπαγές, τότε  

θα λέμε ότι η συνάρτηση έχει συμπαγή υποστήριξη. 

                                                 

       το σύνολο των συναρτήσεων         των οποίων οι μερικές παράγωγοι  

μέχρι τάξης k υπάρχουν      ί          ί    

    έ                  ό     ί                       έ     ά        

        ά           ί          ί    

                                                                 

      ί         
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∫ | |     
 

  

                                        

 ‖ ‖      (∫ | |   
 

)

 
 

  

                                                               

 

                                                       ̅       

                                                                     

                                                         

     |     |       

                                                                     

           

                                                                       

                                                                                

                                                                       

                    

                                                                   

                                                    
   
→                   

                                                    |          |      

                                                                 

                                                    |   |      

     |         |     
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|          |     

                        

                                                                       

                                     συγκλίνουσα υπακολουθία. 

                                                    

    {                                       }    
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Ασθενείς  παράγωγοι 

Ορισμοί ασθεν ν παραγ γων 

Η ολοκλήρωση κατά παράγοντες για συναρτήσεις πολλών μεταβλητών  έχει την  

ακόλουθη μορφή 

∫    
 

 

 ∫    
 

 

 ∫       
  

  

με         ̅  και    η i συντεταγμένη του μοναδιαίου διανύσματος που είναι  

κάθετο στο σύνορο   . 

 

1) Υποθέτουμε ότι            και        
    . Τότε, μέσω της ολοκλήρωσης κατά  

 

παράγοντες, ισχύει η σχέση  

∫     
    ∫    

              
  

   

Γενικότερα θα έχουμε ότι αν          ,   είναι ένας θετικός ακέραιος, και 

α=(           με | |             τότε, 

∫            | | ∫       
  

 

   όπου       (
    

   
   

    

   
  ). 

2) Έστω   ,         
       λέμε ότι η   είναι η         ασθενής  παράγωγος  

(                              της  , δηλαδή      , αν : 

∫            | | ∫       
  

 

 για όλες τις συναρτήσεις        
    . 
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Λήμμα -Μοναδικότητα των ασθεν ν παραγ γων 

Η         ασθενής παράγωγος  της   , αν αυτή υπάρχει, είναι μοναδική εκτός από  

ένα σύνολο με μέτρο μηδέν. 

Απόδειξη 

Υποθέτουμε ότι οι    ̃       
     είναι ασθενείς παράγωγοι της   , 

 τότε : 

∫    

 

        | | ∫      

 

     | | ∫  ̃    

 

  

Άρα, για όλες τις συναρτήσεις        
    , 

∫    ̃ 

 

           ̃            ̃       

 

Χώροι Sobolev 

Ορισμός 

Ο χώρος Sobolev         αποτελείται από τις συναρτήσεις        για τις  

οποίες ισχύει ότι             όταν | |      

Η νόρμα της              ορίζεται παρακάτω 

‖ ‖        

{
 
 

 
 
 ∑ ∫|   | 

 | |  

             

∑     | 
  |

| |   

                                

 

Επίσης 

i. Αν {  }   
  ,             , τότε θα λέμε ότι η     συγκλίνει στην   

 

             δηλαδή , 

     στον        , 
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   αν 

       ‖    ‖         . 

 

ii. Γράφουμε      στον      
       όταν  

 

     στον         , 

για κάθε     . 

iii. Ορίζουμε τον χώρο    
        να είναι η κλειστότητα του   

     στον  

        ως προς την παραπάνω νόρμα. 

Δηλαδή        
        αν και μόνο αν υπάρχει ακολουθία συναρτήσων 

       
      τέτοια ώστε,      στον        . 

 Αποδεικνύεται ότι ο χώρος   
        περιλαμβάνει συναρτήσεις       

        με 

      στο    για όλα τα | |       

iv.  Γράφουμε               ,         ). Ο       είναι ένας  

 

χώρος Hilbert. Επίσης έχουμε                

Επίσης,    
       

      . 

 

Θε ρημα 1 - Ιδιότητες των ασθεν ν παραγ γων 

Υποθέτουμε ότι   ,          , | |       τότε : 

1.            | |      και           (   )        για όλα τα     με  

 

| |  | |      

 

2. Για κάθε          ,                 και                      

 

με | |     

 

3. Αν  V είναι  ένα  ανοικτό  υποσύνολο  του U τότε                 

 

4. Αν       
      τότε                και 
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       ∑ ( 
 
)                                                      (*) 

 

        (
 

 
)  

  

        
   

 

Απόδειξη 

Για να αποδείξουμε το (1) , 

 έστω       
      και          

     οπότε ,   

∫              | | ∫      

  

    

     | |    |   | ∫       

 

   

     | | ∫       

 

    

Άρα ισχύει ότι              . 

Για να αποδείξουμε την (4) , υποθέτουμε αρχικά ότι | |    και       
    .  

Τότε : 

∫         

 

∫             

 

       ∫    

 

           

                       

Στην συνέχεια υποθέτουμε ότι η σχέση (*) είναι αληθής για όλα τα | |    και όλες  

τις συναρτήσεις  . 

 Διαλέγουμε   με | |      , τότε       για κάποια | |     και  | |    , 

οπότε : 
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∫         ∫   

 

         

 

     | | ∫ ∑ (
 

 
)             

    

     | | | | ∫ ∑ (
 

 
)               

    

     | | ∫ ∑ (
 

 
)

    

[                 ]    

     | | ∫ [∑ (
 

 
)        

   

]

 

     

                      (
 

   
)  (

 

 
)  (

 

 
) 

που αποδεικνύει το ζητούμενο. 

 

Θε ρημα 2 –Οι Χ ροι Sobolev ως χ ροι συναρτήσεων 

Για κάθε       και       ο  χώρος  Sobolev          είναι ένας  χώρος  

Banach. 

 

Απόδειξη 

Πρώτα ελέγχουμε ότι η έκφραση ‖ ‖        είναι μια νόρμα. 

 Είναι προφανές ότι ισχύει ‖  ‖        | |‖ ‖        και ‖ ‖           

 

αν και μόνο αν    . 

 

 Υποθέτουμε ότι  ,               Τότε αν      , από την ανισότητα  

Minkowski έχουμε: 

‖   ‖        ( ∑ ‖       ‖     
 

| |  

)
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             ( ∑ ‖   ‖      
| |  

‖   ‖     )

 
 

 

                              ( ∑ ‖   ‖     
 

| |  

)

 
 

 ( ∑ ‖   ‖     
 

| |  

)

 
 

 

                                                   ‖ ‖        ‖ ‖        . 

Στην συνέχεια πρέπει να δείξουμε ότι ο χώρος         είναι πλήρης. 

Υποθέτουμε ότι η ακολουθία {  }   
  είναι μια ακολουθία  Cauchy στον        ,  

οπότε για κάθε | |   , η  {    }   
  είναι μια ακολουθία Cauchy στον       και  

επειδή ο       είναι πλήρης υπάρχουν συναρτήσεις       
     τέτοιες ώστε 

          στον        για κάθε | |   . 

Πιο συγκεκριμένα έχουμε ότι              στον      . 

Ισχυριζόμαστε ότι            ,              | |      και       
     , 

 τότε έχουμε : 

∫           
   

∫            
   

  

    | | ∫         

 

    | | ∫      

 

 

Επομένως καθώς            στον       για όλα τα | |    βλέπουμε ότι 

     στον        . 

 

 Προσεγγίσεις 

Θε ρημα 1 – Τοπική προσέγγιση από ομαλές συναρτήσεις 

                                                                   

Ο                                                    

     {  
(

 
| |   

)    
    | |   

     | |   
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                               ∫         
  

 

Η   λέγεται τυπικός ομαλοποιητής (standard mollifier). 

                              

      
 

  
 (

 

 
)  

                                                               

                                                        

    {      |              }, ως εξής 

      ∫               ∫              
       

                   

Για την             ,       , ορίζουμε  

                . 

Τότε 

1.              για κάθε      , 

 

2.       στον      
       καθώς       

Απόδειξη 

Το (1) αποδεικνύεται εύκολα. 

Για το (2) , έστω  | |   . Τότε η        παράγωγος της ομαλής συνάρτησης      

ικανοποιεί την σχέση 

                                                              

Για        έχουμε:  

          ∫              

 

 ∫   
                    | | ∫   

               

  

 

Αν       , τότε                    
    , οπότε  
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∫   
              

 

     | | ∫                

 

  

Άρα, 

            | | | |  ∫                

 

 [       ]     

Στην συνέχεια διαλέγουμε ένα ανοικτό σύνολο  V     και από την (*) έχουμε ότι  

         στον                  για κάθε  | |   . 

Συνεπώς, 

‖    ‖
       

 
 ∑ ‖         ‖

     
 

| |  

                 

 

                                                      

                                                                {  }               

                           

                     

                                            

                                                    

                     ∑             

 

Θε ρημα 2 – Προσέγγιση από ομαλές συναρτήσεις 

Έστω    φραγμένο σύνολο και              για κάποιο      . Τότε υπάρχουν  

συναρτήσεις                      τέτοιες ώστε  

                                                       στον          

Απόδειξη 

Έχουμε        
    όπου    {      |               ⁄ }           

Ορίζουμε           ̌    και επιλέγουμε ένα σύνολο        
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τέτοιο ώστε        
   . 

 Έστω σύνολο συναρτήσεων  {  }   
  να αποτελεί μια ομαλή διαμέριση της μονάδας  

του ανοικτού συνόλου {  }   
  τέτοια ώστε : 

                                                  {
                    

       
∑                    

   
 

Έστω               Σύμφωνα με το Θεώρημα 1 (Στοιχειώδης ιδιότητες ασθενών  

συναρτήσεων – (iv)) έχουμε        
        και  supp (       . 

Έστω δ > 0 ,        και              , επομένως έχουμε : 

{
‖      ‖       

 
 

     
              

                              
     , 

           ̌              

Επίσης ορίζουμε    ∑    
    με           ,   ∑    

 
    και V    . Τότε  

                                  ‖   ‖        ∑ ‖      ‖       
 
    

                                                                  ∑
 

     
 
        

Παίρνουμε το supremum πάνω στο σύνορο V     και υπολογίζουμε ότι ,                

‖   ‖         . 

 

Θε ρημα 3 –Προσέγγιση από  συναρτήσεις  ομαλές έως το σύνορο 

Έστω   φραγμένο σύνολο με ομαλό σύνορο    και              για κάποιο 

     . 

Τότε υπάρχουν συναρτήσεις          ̅   τέτοιες ώστε , 

                                                       στο        . 

Απόδειξη 

Έστω         και καθώς το                              και μια συνάρτηση 

         η οποία είναι    ώστε: 

          {           |                } 
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Ορίζουμε επίσης             ⁄     και                            

 

 Παρατηρούμε ότι για κάποιο σταθερό αριθμό     , η μπάλα         είναι  

υποσύνολο του συνόλου           για όλα τα       και μικρό      

Επίσης για       ορίζουμε               

 Ορίζουμε επίσης         , τότε          ̅ . Θα αποδείξουμε ότι 

                    . 

Έστω λοιπόν      | |   . Τότε 

‖         ‖      ‖         ‖      ‖         ‖     . 

Ο δεύτερος όρος στο δεξιό μέρος της ανισότητας πλησιάζει το 0 επειδή η  

μετατόπιση είναι συνεχής στον      . Ο δεύτερος όρος επίσης πλησιάζει το 0 από  

το θεώρημα για προσέγγιση μέσω ομαλών συναρτήσεων. 

Καθώς το    είναι συμπαγές, για      υπάρχουν πεπερασμένα σημεία    
         

και ακτίνες     , σύνολα          
     ⁄   και συναρτήσεις        

    ̅     

          τέτοιες ώστε ‖    ‖         
   και           

     ⁄   
   . 

Παίρνουμε ένα ανοικτό σύνολο          τέτοιο ώστε       
 
    και  

λαμβάνοντας υπόψη μας το θεώρημα 1 (τοπική προσέγγιση από ομαλές  

συναρτήσεις) για τις συναρτήσεις       
    ̅  έχουμε : 

‖    ‖         
   . 
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 Έστω {  }   
  μια ομαλή διαμέριση της μονάδας για το ανοικτό σύνολο  

{  }   
       . 

 Ορίζουμε     ∑   
 
       οπότε έχουμε ότι         ̅ , και καθώς 

    ∑   
 
    , χρησιμοποιώντας το θεώρημα 1 (ιδιότητες ασθενών συναρτήσων)  

για  | |    έχουμε: 

‖         ‖      

 ∑ ‖                 ‖      
            

 

   

  ∑ ‖    ‖        
    

 

   
 

 

Επεκτάσεις 

Θε ρημα 1 – θε ρημα επέκτασης 

Έστω   φραγμένο σύνολο ώστε το                 Έστω   ένα ανοικτό σύνολο 

τέτοιο ώστε      .  Τότε υπάρχει ένας γραμμικός και φραγμένος τελεστής 

                    

 τέτοιος ώστε για κάθε               

I.             

 

II.    έχει υποστήριξη μέσα στο     

 

III. ‖  ‖            ‖ ‖         όπου η σταθερά    εξαρτάται μόνο από τα  

 

          

 

 

 Καλούμε την    μια επέκταση του   στον   . 
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Απόδειξη 

Έστω         , υποθέτουμε πρώτα ότι    είναι επίπεδο κοντά στο   . 

 

Έστω ότι υπάρχει μια ανοικτή μπάλα   με κέντρο    και ακτίνας   , τέτοια ώστε : 

{
     {    }   ̅

     {    }      
 

 

Έστω         ̅  , τότε 

Ορίζουμε  ̅    {
                   

                     (           
  

 
)           

 (1) 

Αυτή η συνάρτηση καλείται αντανάκλαση υψηλότερης τάξης της   από το  

         .  

Έστω  ̅          και      |̅   ,     |̅    

 όπου   
  

   
  

 (για        (2) 

Πράγματι σύμφωνα με την (1) έχουμε : 

   

   

     
  

   

                 
  

   
(           

  

 
) 

Και από (2)  έχουμε γενικά ότι    
  

   
  

 (για                          

Άρα , 
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    |{     }      |{     }  για κάθε | |     

 

Λαμβάνοντας υπόψη μας όλα τα παραπάνω προκύπτει ,  

‖ ̅‖         ‖ ‖    (  ) , 

 όπου το   δεν εξαρτάται από το  . 

Στην συνέχεια θα εξετάσουμε την περίπτωση όπου    δεν είναι απαραίτητα  

 επίπεδο κοντά στο   . Έτσι μπορούμε να βρούμε μια ομαλή συνάρτηση    με  

αντίστροφο   τέτοια ώστε η   να «ευθυγραμμίζει το    κοντά στο   ». 

 

Γράφουμε                                τέτοια ώστε 

‖  ̅‖         ‖  ‖    (  )  
      
⇒      ‖ ̅‖         ‖ ‖        

Καθώς το    είναι συμπαγές υπάρχουν πεπερασμένα σημεία   
       ,    ανοικτα  

σύνολα  και επεκτάσεις  ̅  του   στο                ) , τέτοια ώστε 

        
    . Παίρνουμε         τέτοιο ώστε          

     και  θεωρούμε μια 

διαμέριση της μονάδας {  }   
 . Τότε 

 ̅  ∑   
 
    ̅        ̅     και έχουμε ότι 

‖ ̅‖          ‖ ‖        . 

 Γράφουμε       ̅ και παρατηρούμε ότι η αντιστοιχία       είναι γραμμική. 

Επίσης              και η         
   ̅   συγκλίνει στο               



23 
 

οπότε : 

‖         ‖          ‖       ‖         

 

 

Άρα η ακολουθία {    }   
  είναι μια ακολουθία  Cauchy, οπότε συγκλίνει  

στο       ̅ . Αυτή η επέκταση δεν εξαρτάται από την επιλογή της ακολουθίας  

{   }   
 , οπότε έχουμε αποδείξει το θεώρημα. 

 

Ίχνη 

Θε ρημα 1 – θε ρημα ίχνους  

Έστω   φραγμένο σύνολο με το                . Τότε υπάρχει ένας γραμμικός και  

φραγμένος τελεστής                     τέτοιος ώστε : 

I.     |         αν                    ̅  

 

II. ‖  ‖          ‖ ‖          ,         
       

 

 Καλούμε    το ίχνος του   στο   . 

 

Απόδειξη 

Έστω         ̅ , όπως στο πρώτο σημείο της απόδειξης του θεωρήματος  

1 (θεώρημα επέκτασης) , υποθέτουμε ότι           και ότι το    είναι επίπεδο  

κοντά στο     

 Διαλέγουμε μια ανοικτή μπάλα   όπως στην προηγούμενη απόδειξη και  ̂ μια  

ομόκεντρη μπάλα ακτίνας   ⁄ . 

Έστω       
     με              και            ̂. 

Συμβολίζουμε με Γ εκείνο το τμήμα του συνόρου    στο εσωτερικό  ̂.  

Έστω                   
    {    }, τότε : 
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∫ | |    

 

 ∫   | |    

{    } 

 ∫    | |    
  

  

  ∫ | |    
  

  | |             
   

  ∫ | |  
  

|  |         

Αν τώρα         και     δεν είναι απαραίτητα επίπεδο κοντά στο   , τότε το  

μετατρέπουμε σε επίπεδο κοντά στο    και ακολουθούμε την προηγούμενη  

διαδικασία. Χρησιμοποιώντας τη σχέση (1) και κάνοντας αλλαγή μεταβλητών  

έχουμε : 

∫ | |     ∫ | |  
  

|  |      

 όπου το   είναι ένα ανοικτό υποσύνολο του    που περιέχει το     

 Καθώς το    είναι συμπαγές υπάρχουν πεπερασμένα σημεία   
         και ανοικτά 

υποσύνολα       ,         )  όπου          
     και 

‖ ‖      
  ‖ ‖                     

Συνεπώς      |         , 

‖  ‖        ‖ ‖        ,                                                        (2) 

για μια κατάλληλη σταθερά   η οποία δεν εξαρτάται από την    

Η ανισότητα (2) ισχύει για         ̅   Έστω τώρα ότι            , τότε υπάρχουν  

συναρτήσεις         
   ̅   που συγκλίνουν στο             και λαμβάνοντας  

υπόψη μας την ανισότητα (2) προκύπτει : 

‖         ‖        ‖       ‖                                        

όπου αυτή η ακολουθία {    }   
  είναι μια ακολουθία  Cauchy στον       . 

Επομένως ορίζουμε                 

Σύμφωνα με την σχέση (3) ο παραπάνω ορισμός δεν εξαρτάται από την επιλογή των   

ομαλών συναρτήσεων που συγκλίνουν στην      
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Αν τώρα                 ̅  παρατηρούμε ότι  οι συναρτήσεις         
   ̅   που  

κατασκευάστηκαν στην απόδειξη του θεωρήματος 3 ( Προσέγγιση από συναρτήσεις  

ομαλές έως το σύνορο) συγκλίνουν ομοιόμορφα στην         ̅ , οπότε      |     

 

Το παρακάτω θεώρημα χαρακτηρίζει τις συναρτήσεις των οποίων το ίχνος στο  

σύνορο είναι η μηδενική συνάρτηση. 

 

Θε ρημα 2 – Συναρτήσεις μηδενικού ίχνους στον   
       

Έστω   φραγμένο σύνολο με     σύνορο     και              Τότε 

      
                                    

Απόδειξη 

(Ευθύ) 

Έστω        
        τότε υπάρχουν συναρτήσεις         

      τέτοιες ώστε   

     στον          

Επειδή          στο     για κάθε     και                      είναι ένας  

γραμμικός και φραγμένος τελεστής, συμπεραίνουμε ότι  

           . 

 (Αντίστροφο) 

Υποθέτουμε ότι            .  Χρησιμοποιώντας μια διαμέριση της μονάδας και  

επιπεδοποιοώντας το σύνορο υποθέτουμε ότι 

{
           

                                
   

              
       

     

Επομένως, καθώς      στον     , υπάρχουν συναρτήσεις          
    

 ̅̅ ̅̅     

τέτοιες ώστε  

     στον        
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 και 

      |       στον                  

 Αν                     έχουμε  

|         |  |        |  ∫ |     
      |   

  

 

 

οπότε 

∫  |         |
     

    

 

 ( ∫ |        |   

    

   
   ∫ ∫ |         |    

    

  

  

 

)   

Καθώς     και λαμβάνοντας υπόψη μας τις σχέσεις (2),(3) συμπεραίνουμε ότι 

∫ |         |  
 

    

    
   ∫ ∫ |  |    

    

  

  

 

                   

 Έστω τώρα            με         [   ] ,           [   ]             

 

 Ορίζουμε                      {
                           

  

              
    

Τότε 

 

{
     

    
           

                 
 

οπότε  

∫|      |   

  
 

  ∫|  | |  |   

  
 

    ∫ ∫| |    

  
 

  

 
 

 

         

Παρατηρούμε ότι     καθώς      επειδή       όταν          . Για να  

φράξουμε το Β χρησιμοποιούμε την σχέση (4) και έχουμε 
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     (∫       

 
 

 

)

(

 
 
∫ ∫ |  |    

    

   

 
 

 

)

 
 
  

  ∫ ∫ |  |                           
    

 
 

 

 

   

Επομένως από τις σχέσεις (5)- (6) προκύπτει ότι 

                 
                              

   

           

                  
    

Όμως      αν          . Οπότε χρησιμοποιώντας mollification στις  

συναρτήσεις     παίρνουμε συναρτήσεις          
    

    τέτοιες ώστε  

     στον        
  , άρα       

      
    

 

Ανισότητες Sobolev 

Σκοπός του κεφαλαίου είναι η μελέτη των εμφυτεύσεων μεταξύ χώρων Sobolev. Το  

κύριο εργαλείο γι΄αυτήν είναι οι αποκαλούμενες ανισότητες τύπου Sobolev τις  

οποίες θα δούμε παρακάτω για ομαλές συναρτήσεις. 

 

Ανισότητα Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 

Έστω      . Θέλουμε να εξετάσουμε αν ισχύει η παρακάτω σχέση  

‖ ‖        ‖  ‖              (*) 

 όπου      ,        
      και      μια σταθερά ανεξάρτητη της     

Αν ισχύει η σχέση (*), τότε ο αριθμός   δεν μπορεί να είναι αυθαίρετος αλλά πρέπει  

να εξαρτάται από κάποιες παραμέτρους. Για να μελετήσουμε αυτή την εξάρτηση,  

για       
      ,             ορίζουμε , 
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Εφαρμόζοντας την (*) για την     έχουμε :  

‖  ‖        ‖   ‖                        

οπότε 

∫ |  |
    

  

∫ |     |    
  

 

  
∫ |    |   
  

                            

Και ,  

∫ |   |
    

  

∫ |      |    
  

  

  
∫ |     |       
  

 

Έτσι, η παραπάνω ανισότητα παίρνει την μορφή  

 

   ⁄
‖ ‖        

 

   ⁄
‖  ‖       

ή ισοδύναμα , 

‖ ‖             ⁄    ⁄ ‖  ‖              

Α  υπ θ   υμε   ι   
 

 
 

 

 
       ε α  θεωρ   υμε   ι       υγκ   ει     0  

ε  ε απ κ   ει      πειρ     ε η  χ  η      δηγε   ε    π . Άρα α  η επιθυμη    

α ι   η α  *  ι χ ει θα πρ πει απαρα  η α  α  χ υμε    
 

 
 

 

 
    π  ε 

   
  

   
  

 

Ορισμός. Αν        τότε ο Sobolev συζυγής (ή κρίσιμος εκθέτης Sobolev) του 

αριθμού    είναι ο 

   
  

   
   

Προφανώς        . 

Στην συνέχεια θα αποδείξουμε την ανισότητα (*). 
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            ̈                                                       

                              

 ∑     (∑  
 

 

   

)

 
 

(∑  
 

 

   

)

 
 

      
 

 
 

 

 
             

 

   

 

 

Θε ρημα 1 – Ανισότητα Gagliardo-Nirenberg-Sobolev 

Έστω       . Υπάρχει μια σταθερά   η οποία εξαρτάται μόνο από τα     

τέτοια ώστε  

‖ ‖
   

      ‖  ‖                         
      

               
         

Απόδειξη 

Έστω αρχικά     . Επειδή οι συναρτήσεις   έχουν συμπαγή υποστήριξη για  

        και       , έχουμε : 

     ∫    
           

  

  

                   

οπότε 

|    |  ∫ |                 |
 

  

                

Κατά συνέπεια 

|    |
 

    ∏(∫ |                 |
 

  

     )

 
   

 

   

  

Ολοκληρώνοντας την ανισότητα ως προς το    έχουμε 
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∫ | |
 

       ∫ ∏(∫ |  |
 

  

     )

 
   

   

 

   

 

  

 

  

 (∫ |  |
 

  

     )

 
   

∫ ∏(∫ |  |
 

  

     )

 
   

   

 

   

 

  

 (∫ |  |
 

  

     )

 
   

(∏∫ ∫ |  |
 

  

      

 

  

 

   

)

 
   

  

Η τελευταία ανισότητα είναι αποτέλεσμα της ανισότητας   ̈      

Συνεχίζουμε ολοκληρώνοντας ως προς το          

∫ ∫ | |
 

          
 

  

 

  

(∫ ∫ |  |   

 

  

   

 

  

  )

 
   

∫ ∏   
 

      

 

       

 

  

 

όπου,   

   ∫ |  |   

 

  

 

και  

   ∫ ∫ |  |   

 

  

   

 

  

             

Εφαρμόζοντας την ανισότητα   ̈     για άλλη μια φορά 

∫ ∫ | |
 

          
 

  

 

  

(∫ ∫ |  |   

 

  

   

 

  

  )

 
   

(∫ ∫ |  |      

 

  

 

  

)

 
   

 

(∏∫ ∫ ∫ |  |         

 

  

 

  

 

  

 

   

) 
 

      

Συνεχίζουμε την ίδια διαδικασία και με τα υπόλοιπα         οπότε έχουμε  

∫ | |
 

      ∏(∫  ∫ |  |           

 

  

 

  

)

 
   

 

 

     

(∫ |  |  
  

)

 
   

    

που είναι η ανισότητα που θέλαμε να αποδείξουμε. 

Έστω τώρα        Χρησιμοποιούμε την σχέση (1)  για    | |           

οπότε προκύπτει ότι 
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(∫ | |
  
   

  

  )

   
 

 ∫ | | | |  
  

  ∫ | |   |  |    (∫ | |
     

 
     

  

)

   
 

(∫ |  |   
  

)

 
 

 
  

 

Διαλέγουμε αριθμό   ώστε  
  

   
      

 

   
         

      

   
   

και  
  

   
      

 

   
    . Από την παραπάνω σχέση, 

(∫ | | 
 
  

  

)

 
 

  (∫ |  |   
  

)

 
 

  

 

Θε ρημα 2 – Εκτιμήσεις για τον χ ρο             

Έστω   ανοικτό , φραγμένο υποσύνολο του    με               και  

           . Τότε        
    και 

‖ ‖
   

    
  ‖ ‖         

                                                        

Απόδειξη 

Επειδή        , σύμφωνα με το θεώρημα 1 (θεώρημα Επέκτασης) υπάρχει μια  

επέκταση     ̅            τέτοια ώστε : 

{
 ̅            ̅                        

‖ ‖           ‖ ‖       
     

Επειδή το  ̅ έχει συμπαγή υποστήριξη, από το θεώρημα 1 (Τοπική προσέγγιση από 

 ομαλές συναρτήσεις) υπάρχουν συναρτήσεις        
              τέτοιες  

ώστε : 

    ̅                                      
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Επομένως σύμφωνα με το θεώρημα 1 (Ανισότητα Gagliardo-Nirenberg-Sobolev)  

έχουμε : 

‖     ‖   
      ‖       ‖                        

Άρα  

    ̅          
                                               

Επίσης  έχουμε  

‖  ‖
   

      ‖   ‖       

οπότε προσθέτοντας τις σχέσεις (1) , (2) προκύπτει : 

‖ ̅‖
   

      ‖  ̅‖       

Συνδυάζοντας αυτήν την ανισότητα μαζί με την σχέση (*) ολοκληρώνεται η 

απόδειξη. 

 

Θε ρημα 3 –Εκτιμήσεις για τον χ ρο   
   

        

Έστω   ανοικτό και φραγμένο υποσύνολο του    και       
       για κάποιο 

     . Τότε               [    ]  

‖ ‖       ‖  ‖       

                                                                

 

Σημείωση: Αυτή η ανισότητα ονομάζεται  ανισότητα του          . Η διαφορά με 

 το θεώρημα 2 είναι ότι το ανάδελτα του   εμφανίζεται μόνο στην δεξιά πλευρά της  

ανισότητας.  

Απόδειξη 

Έστω       
            υπάρχουν συναρτήσεις         

             οι οποίες  

συγκλίνουν στο   στον           Ορίζουμε αυτές τις συναρτήσεις     να είναι  

μηδέν στο      και εφαρμόζοντας το θεώρημα 1  (Ανισότητα Gagliardo- 

Nirenberg-Sobolev) έχουμε : 
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‖ ‖
   

     ‖  ‖       

Επειδή | |    , προκύπτει : 

‖ ‖       ‖ ‖
   

                  

 

Συμπάγεια 

Ορισμός 

Έστω      χώροι Banach ,     . Θα λέμε ότι ο   ενσφηνώνεται συμπαγώς στον     

και θα γράφουμε      όταν 

I. ‖ ‖   ‖ ‖                                

 

II. Κάθε φραγμένη ακολουθία στον   είναι προσυμπαγής (precompact) στον     

 

Θε ρημα 1 –θε ρημα συμπάγειας των Rellich-Kondrachov  

Έστω   ανοικτό και φραγμένο υποσύνολο του    με                  .  

Τότε                 έχουμε 

                 

Απόδειξη 

Από το θεώρημα 2 (εκτιμήσεις για τον χώρο      ,      ) έχουμε ότι ισχύει  

              και ‖ ‖        ‖ ‖        . 

Θέλουμε να δείξουμε ότι αν η {  }   
  είναι μια φραγμένη ακολουθία στον  

       , τότε υπάρχει μια υπακολουθία {   
}
   

 

 η οποία συγκλίνει στον       . 

 Σύμφωνα με το θεώρημα επέκτασης υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι  

     και οι συναρτήσεις {  }   
  έχουν συμπαγή υποστήριξη σε ένα ανοικτό,  

φραγμένο σύνολο     . Επίσης υποθέτουμε ότι  

    ‖  ‖                                                               
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Πρώτα μελετάμε την ομαλότητα των συναρτήσεων  

  
                      

όπου ο    είναι ο συνήθης ομαλοποιητή. Υποθέτουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας  

ότι οι συναρτήσεις {  
 }   

  έχουν υποστήριξη στο σύνολο    

Ισχυριζόμαστε ότι 

   
                                                               

                                  

Επειδή οι     είναι ομαλές συναρτήσεις αποδεικνύουμε έχουμε 

  
          

 ∫     (              )  
      

 ∫     ∫
 

  

 

       

(         )    

   ∫     ∫                 
 

       

 

Άρα, 

∫ |  
          |  

 

  ∫     ∫ ∫ |          |        ∫ |      |    
  

 

       

 

Αυτή η σχέση ισχύει επίσης αν                οπότε επειδή      είναι φραγμένο, 

‖  
    ‖       ‖   ‖        ‖   ‖     , 

Λόγω της σχέσης (1) έχουμε: 

                                               
                                                                         

                                . 

Όμως καθώς         βλέπουμε την χρήση της ανισότητας παρεμβολής  

για την          ότι, 

‖  
    ‖      ‖  

    ‖
     
 ‖  

    ‖
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όπου 
 

 
   

     

  
  με         και χρησιμοποιώντας την ανισότητα Gagliardo- 

Nirenberg-Sobolev έχουμε 

‖  
    ‖       ‖  

    ‖
     
 , 

άρα ο ισχυρισμός (2) προκύπτει από τον (3). 

Ισχυριζόμαστε ότι 

{
                         {  

 }   
 

                                        
                                         

Πράγματι, αν                    τότε  

|  
    |  ∫        |     |   ‖  ‖      ‖  ‖      

 

  
    

      

 

|   
    |  ∫ |        ||     |   ‖   ‖      ‖  ‖      

 

    
   

      

 

οπότε ισχυρισμός (4) προκύπτει από αυτές τις σχέσεις. 

Έστω     , θέλουμε να δείξουμε ότι υπάρχει υπακολουθία {   
}
   

 

 {  }   
   

τέτοια ώστε : 

   
     

   ‖   
    

‖
     

                        

Για να το δείξουμε, θα χρησιμοποιήσουμε τον ισχυρισμό (2) οπότε διαλέγουμε  

ένα     τόσο μικρό ώστε 

‖  
    ‖       

 ⁄                               

Παρατηρούμε ότι καθώς οι συναρτήσεις {  }   
   και οι {  

 }   
   έχουν  

υποστήριξη στο φραγμένο σύνολο      μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την  

σχέση (4) και το θεώρημα συμπάγειας Arzela-Ascoli για να πάρουμε μια  

υπακολουθία {   

 }
   

 

 {  
 }   

  η οποία να συγκλίνει ομοιόμορφα στο   . Άρα  

   
     

   ‖   

     
 ‖
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οπότε από τις σχέσεις (6) και (7) συνεπάγεται ότι   

 

           ‖   
    

‖
     

  , 

που αποδεικνύει την (5). 

Χρησιμοποιώντας την σχέση (5) για     
 

 
 
 

 
    και εφαρμόζοντας ένα διαγώνιο 

επιχείρημα μπορούμε να εξάγουμε μια υπακολουθία  {   
}
   

 

 {  }   
   τέτοια 

ώστε 

   
     

   ‖   
    

‖
     

    

 

Ανισότητα Poincaré 

Στην συνέχεια θα δείξουμε πως η συμπάγεια μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να  

δημιουργήσουμε νέες ανισότητες. 

Ορισμός 

Ορίζουμε       
 

| |
∫    
 

                                

 

Θε ρημα 1 –Ανισότητα Poincar ́ 

Έστω   ανοικτό, συνεκτικό και φραγμένο υποσύνολο του    με         . Αν   

     , τότε υπάρχει μια σταθερά   η οποία εξαρτάται μόνο από τα       

τέτοια ώστε: 

‖      ‖       ‖  ‖                                             

για κάθε συνάρτηση            . 

 

Η σπουδαιότητα της σχέσης (1) είναι ότι το ανάδελτα του   εμφανίζεται μόνο στην  

δεξιά πλευρά της ανίσωσης. 
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Απόδειξη 

Υποθέτουμε ότι η (1) είναι ψευδής, δηλαδή υπάρχει μια συναρτήση       
        

για κάθε        που ικανοποιεί την σχέση: 

‖        ‖       ‖   ‖                                     

 

Ορίζουμε 

   
        

‖        ‖     
                                            

Τότε, 

        ‖  ‖        

                                    ‖   ‖      
 

 
                                                   

Επίσης, οι συναρτήσεις {  }   
   είναι φραγμένες στον          

Από το θεώρημα συμπάγειας (Rellich-Kondrachov Theorem) υπάρχει μια  

υπακολουθία  {   
}
   

 

 {  }   
  και μια συνάρτηση           τέτοια ώστε : 

   
                                                                  

Από την (3) προκύπτει ότι:  

        ‖ ‖                                                      

και η (4) δίνει ότι για                   
     , 

∫     
      

    
∫    

   
  

 

  
 

   
    

∫       
      

 

 

Άρα             με     . Οπότε η    είναι σταθερή επειδή το    είναι  

συνεκτικό. Αυτό το γεγονός όμως αντίκειται στην σχέση (6). 
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Άλλοι χώροι συναρτήσεων 

Ο χώρος     

Ορισμοί 

1. Ο        είναι ο δυικό χώρος του   
    . Αυτό σημαίνει ότι αν             

 

τότε η   είναι μια γραμμική και φραγμένη συνάρτηση στον   
      

 

2. Αν            τότε η νόρμα της είναι 

 

‖ ‖          {〈   〉|      
         ‖ ‖  

      } 

 

Θε ρημα 1- Χαρακτηρισμός του χ ρου     

1. Αν            τότε υπάρχουν συναρτήσεις                         

τέτοιες ώστε  

〈   〉  ∫     ∑     
                        

                          

 

    

 

2. ‖ ‖       

   {(∫ ∑ |  |
  

    
)

 

 
                                  }. 

Απόδειξη 

1. Για τις         
     ορίζουμε ένα εσωτερικό γινόμενο όπως παρακάτω  

      ∫           
 

 

Έστω             από το το θεώρημα αναπαράστασης του Riesz   

συμπεραίνουμε την ύπαρξη μιας μοναδικής συνάρτησης       
     η οποία 

 ικανοποιεί την σχέση       〈   〉                  
       δηλαδή για κάθε  

      
     

〈   〉  ∫                                                         
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αποδεικνύοντας τη σχέση (1) για τις συναρτήσεις  

 {
    

      
         

                                                   

2. Υποθέτουμε ότι             με 

〈   〉  ∫     ∑     
                                                      

 

    

 

όπου                   . 

 Θέτουμε     στην (2) και χρησιμοποιώντας την (4) έχουμε, 

∫ |  |  | |    ∫ ∑|  |
 
   

 

     

 

Έτσι η σχέση (3) συνεπάγεται ότι 

∫ ∑|  |
 
  

 

    

 ∫ ∑|  |
 
                        

 

    

 

3. Από την (1) έχουμε ότι αν  ‖ ‖  
         τότε 

|〈   〉|  (∫ ∑|  |
 
  

 

    

)

 
 

  

Συνεπώς, 

‖ ‖         (∫ ∑|  |
 
  

 

    

)

 
 

    

Θέτουμε   
 

‖ ‖
  
      

 στην (1) οπότε 

‖ ‖         (∫ ∑|  |
 
  

 

    

)

 
 

  

                             

και η  απόδειξη ολοκληρώνεται χρησιμοποιώντας τις σχέσεις (4)-(6). 
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Ελλειπτικές εξισώσεις δεύτερης τάξης 

Ελλειπτικές εξισώσεις 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα διερευνήσουμε την επίλυση των ομοιόμορφα ελλειπτικών  

διαφορικών εξισώσεων με μερικές παραγώγους που έχουν προκαθορισμένες  

συνοριακές συνθήκες. Θα αξιοποιήσουμε δυο διαφορετικές τεχνικές, της ενέργειας  

και της αρχής του μεγίστου. 

 

Ελλειπτικές εξισ σεις 

1) Το πρόβλημα συνοριακών τιμών που θα μελετήσουμε σε αυτό το κεφάλαιο  

είναι το παρακάτω 

{
           
           

                                                             (1) 

όπου το   είναι ένα ανοικτό, φραγμένο υποσύνολο του   , η συνάρτηση          

είναι δοσμένη και ο   είναι ένας δευτέρου βαθμού διαφορικός τελεστής ο οποίος  

δίνεται από την σχέση  

    ∑    

 

     

        
 ∑        

                                

 

   

 

Θέλουμε να βρούμε τις συναρτήσεις        που ικανοποιούν την (1). 

2) Ο διαφορικός τελεστής   είναι (ομοιόμορφα) ελλειπτικός αν υπάρχει μια  

σταθερά     τέτοια ώστε : 

 

∑    

 

     

         | |  

για κάθε       και                
 . 

Δηλαδή, ελλειπτικότητα σημαίνει ότι για κάθε σημείο       ο        συμμετρικός  

πίνακας              είναι θετικά ορισμένος και η μικρότερη ιδιοτιμή του είναι 

μεγαλύτερη ή ίση με την σταθερά     



41 
 

Ασθενείς λύσεις 

Ορισμοί 

Θεωρούμε το πρόβλημα συνοριακών τιμών (1) και υποθέτουμε ότι  

                                                ,           και       
      

Αν υποθέσουμε ότι η λύση u του προβλήματος είναι ομαλή, τότε  

πολλαπλασιάζοντας τη σχέση      με ένα       
     και ολοκληρώνοντας στο U  

έχουμε  

∫ ∑       
   

 ∑     
        ∫     

 

 

   

 

      

  

Αυτή η παρατήρηση μας οδηγεί στον παρακάτω ορισμό. 

Λέμε ότι η       
     είναι μια ασθενής λύση του προβλήματος (1) αν 

 

 [   ]  〈   〉         

για όλα τα       
     και το 〈  〉 είναι εσωτερικό γινόμενο στον        και η  

διγραμμική μορφή  [   ]   
       

        δίνεται από τη σχέση 

 [   ]  ∫ ∑       
   

 ∑     
        ∫     

 

 

   

 

      

 

όταν         
     . 

 Γενικότερα, θεωρούμε το πρόβλημα συνοριακών τιμών  

{
       ∑    

  
          

              
                                                  

όπου                     και      ∑    

  
              (ο        είναι ο  

δυικός χώρος του   
     . 

Θα λέμε ότι η       
     είναι μια ασθενής λύση του προβλήματος (3)  αν 

 [   ]  〈   〉 

για όλα τα       
     , όπου 〈   〉  ∫     ∑      

 
    

   και  
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〈   〉          
        είναι το δυικό ζεύγος μεταξύ του   

     και του 

δυïκού του. 

Ένα πρόβλημα συνοριακών τιμών 

{
            
             

                                                             (4) 

εύκολα μετατρέπεται στην μορφή (1).  Θεωρούμε ότι υπάρχει μια συνάρτηση  

        τέτοια ώστε w=g       . Τότε η συνάρτηση  ̃      ανήκει στον  

  
    .  Αν η  ̃ είναι μια ασθενής λύση του προβλήματος  

{  ̃   ̃        
 ̃             

  

όπου   ̃                  τότε είναι μια ασθενής λύση του (4). 

 

Θεωρήματα ύπαρξης ασθενών λύσεων 

Για την απόδειξη του θεωρήματος υπαρξης των Lax-Milgram θα χρειαστούμε το 

παρακάτω:  

Θε ρημα (Αναπαράστασης του Riesz) 

 Έστω Η ένας χώρος Hilbert με εσωτερικό γινόμενο (.,.). Αν      τότε υπάρχει 

 μοναδικό     τέτοιο ώστε 

〈   〉        

για κάθε    . Η απεικόνιση     είναι ένας γραμμικός ισομορφισμός του    επί  

του Η. 

 

Θε ρημα Lax-Milgram 

Έστω           μια διγραμμική μορφή για την οποία υπάρχουν σταθερές 

       τέτοιες ώστε : 

i) | [   ]|   ‖ ‖‖ ‖            , 

 

ii)  ‖ ‖   [   ]         , 
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και       μια γραμμική και φραγμένη συνάρτηση στον  . 

Τότε υπάρχει μοναδικό        τέτοιο ώστε  

 [   ]  〈   〉                                                              

                  

 

Απόδειξη 

Έστω      , η συνάρτηση     [   ] είναι μια γραμμική και φραγμένη  

συνάρτηση στον   .  Από το θεώρημα αναπαράστασης του Riesz  

υπάρχει μοναδικό       τέτοιο ώστε  

 [   ]  〈   〉                                                       

Θέτουμε      στην (2) οπότε  

  [   ]                                                           

Ισχυριζόμαστε ότι ο τελεστής        είναι γραμμικός και φραγμένος. Πράγματι,  

αν            και             βλέπουμε ότι για κάθε         

                    [           ] 

     [    ]      [    ] 

                      

                  

 οπότε συμπεραίνουμε ότι ο   είναι γραμμικός. 

Επίσης,  

‖  ‖            [     ]   ‖ ‖‖  ‖ 

Οπότε, 

‖  ‖   ‖ ‖  

δηλαδή ο   είναι φραγμένος. 

Στην συνέχεια ισχυριζόμαστε ότι  

                                                  

                                         
                           (4)  



44 
 

Παρατηρούμε ότι 

 ‖ ‖   [    ]          ‖  ‖‖ ‖ 

οπότε προκύπτει  ‖ ‖  ‖  ‖ και αυτή η ανισότητα αποδεικνύει την (4) . 

Θα δείξουμε τώρα ότι 

                                                                                (5) 

Αν αυτό δεν ίσχυε, επειδή το σύνολο      είναι κλειστό θα υπήρχε ένα μη- 

μηδενικό στοιχείο          . Αλλά τότε 

 ‖ ‖   [    ]            

που είναι άτοπο. 

Στην συνέχεια λαμβάνοντας υπόψη μας για άλλη μια φορά το θεώρημα  

Αναπαράστασης του Riesz έχουμε ότι : 

〈   〉  〈   〉                     και κάποιο στοιχείο        

Από τις σχέσεις (4) , (5) βρίσκουμε ένα       με     . Έτσι 

 [   ]               〈   〉          

που αποδεικνύει τη σχέση (1). 

Για να αποδείξουμε τη μοναδικότητα υποθέτουμε ότι 

   [   ]  〈   〉  και  [ ̃  ]  〈   〉    

Όμως τότε ,  

 [   ̃  ]            

Θέτοντας      ̃  έχουμε 

 ‖   ̃  ‖   [   ̃     ̃  ]=0 

οπότε    ̃. 
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Επιστρέφουμε τώρα στην διγραμμική μορφή  [    ] η οποία ορίζεται από την σχέση, 

 [   ]  ∫ ∑       
   

 ∑     
                      

    

 

   

 

      

 

και θα προσπαθήσουμε να επαληθεύσουμε τις υποθέσεις του θεωρήματος Lax- 

Milgram. 

 

Θε ρημα 2- Εκτιμήσεις ενέργειας 

Υπάρχουν σταθερές        και     τέτοιες ώστε  

i) | [   ]|   ‖ ‖  
    ‖ ‖  

        

 

ii)  ‖ ‖  
    

   [   ]   ‖ ‖     
  

για κάθε          
    . 

Απόδειξη 

Παρατηρούμε ότι 

| [   ]|  ∑‖   ‖
  

∫ |  ||  |  
 

 

     

 ∑‖  ‖
  

∫ |  || |  
 

 

     

 ‖ ‖  ∫ | || |    ‖ ‖  
    ‖ ‖  

     
 

 

για κάποια κατάλληλη σταθερά α. Από τη σχέση της ομοιόμορφης ελλεπτικότητας 

έχουμε  

 ∫ |  |    ∫ ∑       
   

  

 

       

  [   ]  ∫ ∑     
         

 

    

 [   ]        

 ∑‖  ‖
  

∫ |  || |  
 

 

   

 ‖ ‖  ∫      
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η δε ανισότητα του Cauchy με     δίνει 

∫ |  || |  
 

  ∫ |  |    
 

  
∫      
  

 

Αντικαθιστούμε αυτήν την σχέση στην (1)  οπότε για     μικρό έχουμε  

 ∑‖  ‖
  

 
 

 

 

   

  

Έτσι  

 

 
∫ |  |     [   ]   ∫     

  

 

για μια κατάλληλη σταθερά    

Χρησιμοποιώντας την ανισότητα Poincare’ παίρνουμε 

‖ ‖       ‖  ‖       

οπότε  

 ‖ ‖  
    

   [   ]   ‖ ‖  
    

  

για κατάλληλες σταθερές        . 

 

Θε ρημα 3-θε ρημα ύπαρξης για ασθενείς λύσεις 

Υπάρχει ένας αριθμός     τέτοιος ώστε για κάθε      και για κάθε συνάρτηση  

          να υπάρχει μια μοναδική ασθενής λύση        
     του  

συνοριακού προβλήματος 

{
              

              
                                                         

Απόδειξη 

Έστω     όπου το δίνεται   στο θεώρημα 2.  Ορίζουμε την διγραμμική μορφή  

  [   ]   [   ]                          
     

η οποία αντιστοιχεί στον τελεστή           . Ο   [  ] ικανοποιεί τις υποθέσεις  

του θεωρήματος Lax-Milgram. 
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Έστω          . Θέτουμε 〈   〉               που δίνει μια γραμμική και  

φραγμένη συνάρτηση στον      , άρα ανήκει στον   
      

Εφαρμόζοντας το θεώρημα Lax-Milgram παίρνουμε μια μοναδική 

 συνάρτηση       
     που ικανοποιεί την σχέση , 

  [   ]  〈   〉   

                
       η οποία είναι η μοναδική ασθενής λύση του προβλήματος (*). 
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