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Εισαγωγή 
 

Γιατί χρειαζόµαστε τα ασαφή συστήµατα τύπου 2 
 
 Η αρχική ασαφής λογική (fuzzy logic) που θεµελιώθηκε από τον Zadeh 

κρίνεται ανίκανη σε ορισµένες περιπτώσεις να χειριστεί αβεβαιότητες. Με τον 

όρο «χειριστεί» εννοούµε την µοντελοποίηση και την ελαχιστοποίηση της 

επίδρασης των αβεβαιοτήτων. Βέβαια το γεγονός ότι τα αρχικά ασαφή 

συστήµατα-τύπου 1- δεν µπορούν να το κάνουν αυτό ακούγεται περίεργο καθώς 

η ίδια λέξη ασαφές(fuzzy) εµπεριέχει την έννοια της αβεβαιότητας. Η προέκταση 

των ασαφών συστηµάτων τύπου 1(ΑΣ1 για συντοµία)-τα ασαφή συστήµατα 

τύπου 2(ΑΣ2) δηλαδή που θα παρουσιάσουµε σε αυτήν την εργασία-έχει αυτήν 

την δυνατότητα της µοντελοποίησης των αβεβαιοτήτων και την ελαχιστοποίηση 

των επιδράσεων τους. Και αν όλες οι αβεβαιότητες εξαφανιστούν τα ασαφή 

συστήµατα τύπου 2 µετατρέπονται σε ασαφή συστήµατα τύπου 1 µε τον ίδιο 

τρόπο που η πιθανότητα µετατρέπεται σε ντετερµινισµό όταν εξαφανιστεί η 

τυχαιότητα.  

 Η δοµή ενός ασαφούς συστήµατος παρουσιάζεται παρακάτω. Ο 

µηχανισµός ασαφοποίησης(fuzzifier),ο µηχανισµός εξαγωγής συµπεράσµατος 

(inference mechanism)  που συνδέεται άρρηκτα µε µια βάση κανόνων και η 

επεξεργασία για την παραγωγή της εξόδου(output processor) περιλαµβάνει 

πράξεις µε ασαφή σύνολα που χαρακτηρίζονται από τις συναρτήσεις 

συµµετοχής(membership functions). 

 
 

 
  

Σχήµα 1 ∆οµή ασαφούς συστήµατος 



Εισαγωγή 
 
 
 
 

 Ένα ασαφές σύστηµα που περιγράφεται αποκλειστικά µε όρους ασαφών 

συνόλων τύπου 1 ονοµάζεται ασαφές σύστηµα τύπου 1(ΑΣ1) ,ενώ όταν 

χρησιµοποιείται ένα τουλάχιστον ασαφές σύνολο τύπου 2 τότε αποκαλείται 

ασαφές σύστηµα τύπου 2(ΑΣ2). Ο επεξεργαστής εξόδου για ένα ΑΣ1 είναι ένας 

απλός αποσαφοποιητής που µετασχηµατίζει ένα ασαφές σύνολο τύπου 1 σε έναν 

αριθµό. Αντίθετα σε ένα ΑΣ2 αποτελείται από  δύο µέρη. Πρώτα τα ασαφή 

σύνολα τύπου 2 µετασχηµατίζονται σε ασαφή σύνολα τύπου 1 µε την βοήθεια 

ενός µηχανισµού µείωσης τύπου(type reduction). Μετά µε την γνωστή 

διαδικασία της αποσαφοποίησης το µετασχηµατισµένο σύνολο µετασχηµατίζεται 

µε την σειρά του σε έναν αριθµό. 

Τα ΑΣ1 δεν µπορούν άµεσα να χειριστούν αβεβαιότητες γιατί 

χρησιµοποιούν ασαφή σύνολα τύπου 1 που έχουν συγκεκριµένες συναρτήσεις 

συµµετοχής. Αντίθετα τα ΑΣ2 είναι πολύ χρήσιµα σε περιπτώσεις που είναι πολύ 

δύσκολο να καθορίσουµε µια ακριβής συνάρτηση συµµετοχής για ένα ασαφές 

σύνολο.  

  
 

Τι ακριβώς είναι ένα ασαφές σύστηµα; 
 Όπως φαίνεται στο σχήµα 1 ένα ασαφές σύστηµα αποτελείται από 4 κύρια 
τµήµατα: 
 
 
¾ Rules 
¾ Fuzzifier 
¾ Inference engine 
¾ Output processor 

 
Όταν λοιπόν έχουµε καταλήξει στους ασαφείς κανόνες που αποτελούν και 

τη βάση του συστήµατος µας , το ασαφές σύστηµα ουσιαστικά αποτελεί  µια 

αντιστοίχηση συγκεκριµένων εισόδων σε συγκεκριµένες εξόδους. Η 

αντιστοίχηση αυτή µπορεί να εκφραστεί ποσοτικά σαν y=f(x). Αυτό το είδος 

ασαφών συστηµάτων χρησιµοποιείται σε πολλές εφαρµογές όπως σε ασαφείς 

ελεγκτές και επεξεργαστές σηµάτων.  

Οι κανόνες αποτελούν την καρδιά ενός ασαφούς συστήµατος και έχουν 

συναρτήσεις συµµετοχής που συνδέονται µε αυτούς. Κάθε κανόνας µπορεί αν 
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θεωρηθεί σαν ένα υποσύστηµα. Όταν δεν έχουµε εφαρµογή κάποιας εισόδου σε 

έναν κανόνα τότε ο κανόνας αυτός παραµένει ανενεργός. Ο µηχανισµός εξαγωγής 

συµπεράσµατος αντιστοιχεί τα ασαφή σύνολα εισόδου κάθε κανόνα στα 

αντίστοιχα σύνολα εξόδου του κανόνα.  

Ο ασαφοποιητής ουσιαστικά µετατρέπει τις εισόδους έτσι ώστε να είναι 

δυνατόν να τις µεταχειριζόµαστε σαν ασαφή σύνολα. Ο επεξεργαστής εξόδου 

όπως προείπαµε µετασχηµατίζει τα ασαφή σύνολα σε ένα συγκεκριµένο αριθµό 

που παίρνουµε σαν έξοδο από το σύστηµα. 

 
 
 
 

∆ιαφορές ασαφών συστηµάτων τύπου 1 και 2 
 
 Ουσιαστικά οι κυριότερες διαφορές των ΑΣ1 και ΑΣ2 έχουν αναφερθεί 

και παραπάνω. Έτσι η κυριότερη διαφορά τους έγκειται στο γεγονός ότι τα ΑΣ1 

χρησιµοποιούν µόνο ασαφή σύνολα 1 ενώ αντίστοιχα τα ΑΣ2 χρησιµοποιούν 

τουλάχιστον ένα ασαφές σύνολο τύπου 2.Για τα ασαφή σύνολα τύπου 2 θα 

αναφερθούµε λεπτοµερώς σε παρακάτω κεφάλαιο. Ο µηχανισµός εξαγωγής 

συµπεράσµατος σε ένα ΑΣ1 αντιστοιχεί τα ασαφή σύνολα εισόδου τύπου 1 σε 

ασαφή σύνολα εξόδου επίσης τύπου1,ενώ στα ΑΣ2 γίνεται η αντίστοιχη 

αντιστοίχηση αλλά για ασαφή σύνολα τύπου 2.Επίσης όπως προείπαµε ο 

επεξεργαστής εξόδου στα ΑΣ2 αποτελείται εκτός από τον αποσαφοποιητή που 

έχουµε στα ΑΣ1 και από ένα µηχανισµό «µείωσης τύπου» µετατρέπει τα ασαφή 

σύνολα τύπου 2 σε αντίστοιχα τύπου 1 και τα τροφοδοτεί στον αποσαφοποιητή 

για να πάρουµε τελικά σαν έξοδο πάλι έναν αριθµό. 

 

Περιπτώσεις εφαρµογής ασαφών συστηµάτων τύπου 2  
 
 Γενικά κρίνεται σκόπιµη η χρησιµοποίηση ΑΣ2 σε περιπτώσεις που 

έχουµε την παρουσία έντονης αβεβαιότητας. Για ένα ασαφές σύστηµα όπως αυτό 

στο σχήµα 1 µπορούµε να έχουµε τις ακόλουθες πηγές αβεβαιότητας: 
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¾ Αβεβαιότητα για την σηµασία των λέξεων που χρησιµοποιούνται στους κανόνες 

¾ Αβεβαιότητα για τα συµπεράσµατα των κανόνων 

¾ Αβεβαιότητα για τον τρόπο ενεργοποίησης των κανόνων 

¾ Αβεβαιότητα για τις παραµέτρους των δοµικών στοιχείων του ασαφούς 

συστήµατος  

Κάποιες συγκεκριµένες περιπτώσεις που έχει διαπιστωθεί ότι τα ΑΣ2 

υπερισχύουν των αντιστοίχων ΑΣ1 είναι οι παρακάτω: 

¾ Όταν η µέτρηση του θορύβου είναι ασταθής και η φύση της αστάθειας δεν 

µπορεί να περιγραφεί εκ των προτέρων µαθηµατικά 

¾ Όταν έχουµε µηχανισµό παραγωγής δεδοµένων που είναι χρονικά 

µεταβαλλόµενος και η φύση των µεταβολών µε την πάροδο του χρόνου 

είναι τέτοια που δεν µπορεί να µοντελοποιηθεί εκ των προτέρων 

µαθηµατικά 

¾ Όταν έχουµε χαρακτηριστικά που περιγράφονται µε στατιστικά µεγέθη 

που δεν είναι στατικά και η φύση της αστάθειας δεν µπορεί να περιγραφεί 

εκ των προτέρων µαθηµατικά 

¾ Όταν η γνώση εξάγεται από ειδικούς µε την χρήση ερωτηµατολογίων 

Συγκεκριµένες εφαρµογές των ΑΣ2 θα περιγραφούν αναλυτικά στο 

κεφάλαιο 4 

∆οµή της εργασίας 
 
 Μετά την εισαγωγή του συγγράµµατος, ακολουθούν τρία ακόµα 

κεφάλαια. Συνοπτικά, αναφέρουµε το αντικείµενο του καθενός: 

Κεφάλαιο 1: εξετάζει τα ασαφή σύνολα τύπου 2,τις ιδιότητες τους, τα 

ιδιαίτερα χαρακτηριστικά τους καθώς και τις πράξεις µεταξύ τους  

Κεφάλαιο 2: εξετάζει τις ασαφείς σχέσεις τύπου 2 και τις συνθέσεις που 

ισχύουν µεταξύ των σχέσεων αυτών  

Κεφάλαιο 3: εξετάζει αναλυτικά όλα τα µέρη που αποτελούν ένα ασαφές  

σύστηµα τύπου2 και επεξηγεί αναλυτικά την λειτουργία τους 

Κεφάλαιο 4: ασχολείται µε τις εφαρµογές που βρίσκουν τα ασαφή 

συστήµατα τύπου 2 και παρουσιάζει µία από αυτές 

Κεφάλαιο 5:παρουσιάζει γενικά συµπεράσµατα από την εργασία 
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Κεφάλαιο 1-Ασαφή σύνολα τύπου2 
 

Κεφάλαιο 1 

Ασαφή σύνολα τύπου 2 
 

1.1 Εισαγωγή 
 

  Η ιδέα του ασαφούς συνόλου τύπου 2 εισήχθε από τον Zadeh[1] σαν µια 

προέκταση ενός συνηθισµένου συνόλου (τύπου 1). Πρόκειται για ασαφή 

σύνολα που οι συναρτήσεις συµµετοχής τους είναι ασαφή σύνολα τύπου 1. 

Βρίσκουν εφαρµογές σε περιπτώσεις που είναι δύσκολο να προσδιορίσουµε µια 

ακριβής συνάρτηση συµµετοχής για ένα σύνολο. Εποµένως είναι κατάλληλα 

για την ενσωµάτωση γλωσσικών(linguistic) αβεβαιοτήτων, δηλ λέξεων που 

µπορούν να χρησιµοποιούνται σαν µια γλωσσική βάση και να µπορούν να 

σηµαίνουν διαφορετικά πράγµατα σε διαφορετικούς ανθρώπους.[2]. 

  Μια ασαφής σχέση υψηλότερου τύπου(π.χ τύπου 2) αντιµετωπίζεται σαν 

ένας τρόπος για να αυξήσουµε την ασάφεια µιας σχέσης και σύµφωνα µε τον 

Hisdal «αυξανόµενη ασάφεια σε µια περιγραφή σηµαίνει αυξανόµενη 

ικανότητα χειρισµού ανακριβούς πληροφορίας µε ένα λογικά σωστό τρόπο»[3]. 

Σύµφωνα µε τον John , «Τα ασαφή σύνολα τύπου 2 επιτρέπουν γλωσσικούς 

βαθµούς συµµετοχής βοηθώντας στην αναπαράσταση της γνώσης και 

προσφέροντας βελτίωση στα συµπεράσµατα που εξάγονται χρησιµοποιώντας 

ασαφή σύνολα τύπου 1 »[4]. 

 Tα ασαφή σύνολα τύπου 2 µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να 

εκφράσουν τις αβεβαιότητες στις συναρτήσεις συµµετοχής των κλασσικών 

ασαφών συνόλων ,εξαιτίας των εξαρτήσεων των συναρτήσεων συµµετοχής από 

τις διαθέσιµες γλωσσικές και αριθµητικές πληροφορίες. Οι γλωσσικές 

πληροφορίες (π.χ κανόνες από ειδικούς) δεν παρέχουν γενικά πληροφορίες για 

τα σχήµατα των συναρτήσεων συµµετοχής. Όταν οι συναρτήσεις συµµετοχής 

αποφασίζονται ή ρυθµίζονται µε βάση αριθµητικά δεδοµένα η αβεβαιότητα στα 

αριθµητικά δεδοµένα(π.χ θόρυβος) µεταφράζεται σε αβεβαιότητα στις 

συναρτήσεις συµµετοχής.  

 

 

 



Κεφάλαιο 1-Ασαφή σύνολα τύπου2 
 
 
 

1.2 Ορισµός ενός ασαφούς συνόλου τύπου 2 
 
 Φανταστείτε ότι «θολώνουµε» την συνάρτηση συµµετοχής τύπου 1 που 

φαίνεται στο σχήµα 1.2.1α  µετακινώντας τα σηµεία του τριγώνου είτε αριστερά 

είτε δεξιά και όχι απαραίτητα κατά το ίδιο ποσοστό όπως φαίνεται στο σχήµα 

1.2.1b. Τότε για µια συγκεκριµένη τιµή του χ, ας πούµε  χ' , δεν υπάρχει µόνο µια 

τιµή για την συνάρτηση συµµετοχής. Αντίθετα η συνάρτηση συµµετοχής παίρνει 

τιµές οπουδήποτε η κάθετη γραµµή τέµνει το «θόλωµα». ‘Όλες αυτές οι τιµές δεν 

είναι ανάγκη να έχουν το ίδιο βάρος. Μπορούµε να αναθέσουµε µια κατανοµή 

πλάτους για όλα αυτά τα σηµεία. Κάνοντας το ίδιο για όλα τα χ δηµιουργούµε µια 

τρισδιάστατη συνάρτηση συµµετοχής –µια συνάρτηση συµµετοχής τύπου 2-που 

χαρακτηρίζει ένα ασαφές σύνολο τύπου 2. 

 

 

Σχήµα 1.2.1 a)Συνάρτηση συµµετοχής τύπου 1 b)«θολωµένη» συνάρτηση 

συµµετοχής c)FOU 

 
 Παρόµοια ορίζουµε παρακάτω την έννοια του ασαφούς συνόλου τύπου 2: 
 
Ορισµός 1-1: Ένα ασαφές σύνολο τύπου 2, ας πούµε Ã  ,χαρακτηρίζεται από µια 

συνάρτηση συµµετοχής  τύπου 2 µÃ(x,u) ,όπου xєX και uєJx ⊆ [0,1],δηλ 

Ã={((x,u), µÃ(x,u))|∀ xєX,∀ uєJx⊆ [0,1] } 

όπου 0≤µÃ(x,u) ≤1. Επίσης µπορεί να εκφραστεί σαν  
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Ã=
χεΧ
∫

xu Jε
∫ µÃ(x,u)/(x,u)    Jx ⊆ [0,1], 

 

Παράδειγµα 1: Το σχήµα 1.2.2 παρουσιάζει την µÃ(x,u) για διακριτά  x και u. 

Συγκεκριµένα Χ={1,2,3,4,5} και U={0,0.2,0.4,0.6,0.8,1}. Παρατηρείστε ότι 

J1={0,0.2,0.4} , J2= {0,0.2,0.4,0.6,0.8} ,J3={0.6,0.8} ,J4=J2 ,J5=J1 

περιλαµβάνοντας τιµές στα J1…J5 για τις οποίες µÃ(x,u)≠0. 

 
 

 
Σχήµα 1.2.2 Παράδειγµα συνάρτησης συµµετοχής τύπου 2 

 
 

 Στον ορισµό 1-1 ο περιορισµός ότι ∀ uєJx⊆ [0,1] είναι σύµφωνος µε τον 

περιορισµό στα ασαφή σύνολα τύπου 1 ότι 0≤µΑ(x) ≤1. Έτσι αν η αβεβαιότητα 

εξαφανιστεί τότε η συνάρτηση συµµετοχής τύπου 2 µειώνεται σε τύπου 1 µε την 

µεταβλητή u να αντιστοιχεί στην µΑ(x) και 0≤µΑ(x) ≤1. Ο επιπρόσθετος 

περιορισµός 0≤µÃ(x,u)≤1 επιβάλλει στα πλάτη της συνάρτησης συµµετοχής να 

παίρνουν τιµές από 0 ως 1. 

 
Παράδειγµα 2:Υποθέστε ότι Χ={Susie,Betty,Helen} είναι ένα σύνολο γυναικών 

και ότι Α είναι ένα ασαφές σύνολο τύπου 2 των όµορφων(beautiful) γυναικών 

στο Χ. Το Α µπορεί να είναι: 

Α=beautiful=middle/Susie+ low/Betty +high/Helen 
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όπου οι ασαφείς βαθµοί µε τα ονόµατα  middle, low, high είναι ασαφή σύνολα 

στο J={0,0.1,…0.9,1}  ⊆ [0,1] και τα οποία µπορεί να εκφράζονται για 

παράδειγµα ως εξής: 

middle=0.3/0.3 +0.7/0.4+1/0.5+0.7/0.6+0.3/0.7 

low=1/0+0.9/0.1+0.7/0.2+0.4/0.3 

high=0.4/0.7+0.7/0.8+0.9/0.9+1/1 

 

 

Oρισµός 1-2: Τα στοιχεία του πεδίου τιµών του µÃ(x) καλούνται πρωτεύουσες 

συναρτήσεις συµµετοχής(primary memberships) και οι βαθµοί συµµετοχής των 

πρωτευουσών συναρτήσεων δευτερεύουσες συναρτήσεις(secondary 

memberships). 

 

Παράδειγµα: Στο ασαφές σύνολο που περιγράφεται από το σχήµα 1.2.2 η 

δευτερεύουσα συνάρτηση συµµετοχής στο χ=1 είναι α/0+b/0.2+c/0.4. Oι 

πρωτεύουσες συµµετοχές στο χ=1 είναι u=0,0.2,0.4 και οι αντίστοιχοι 

δευτερεύοντες βαθµοί α,b,c. 

 

Oρισµός 1-3: Υποθέτουµε ότι καθεµία από τις δευτερεύουσες συναρτήσεις 

συµµετοχής ενός ασαφούς συνόλου τύπου 2 έχει µόνο ένα δευτερεύον βαθµό 

συµµετοχής ίσο µε 1.Μια κύρια(principal) συνάρτηση συµµετοχής είναι η ένωση 

όλων αυτών των σηµείων που ο δευτερεύων βαθµός συµµετοχής ισούται µε 1,δηλ 

µprincipal(x)=  όπου f/
x X

u x
∈∫ x(u)=1 

 

Παράδειγµα:H κύρια συνάρτηση συµµετοχής για το Gaussian ασαφές σύνολο 

που φαίνεται στο παρακάτω σχήµα είναι η έντονη µαύρη γραµµή 
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Σχήµα 1.2.3 α)Αναπαράσταση ενός Gaussian ασαφούς συνόλου τύπου 2.Το 

πεδίο τιµών του βαθµού συµµετοχής για χ=4 φαίνεται επίσης 

b)δευτερεύουσα συνάρτηση συµµετοχής για χ=4 

 

Ορισµός 1-4: Η αβεβαιότητα στις πρωτεύουσες συναρτήσεις ενός ασαφούς 

συνόλου 2 αποτελείται από µια φραγµένη περιοχή που αποκαλούµε footprint of 

uncertainty(FOU). Είναι η ένωση όλων των πρωτευουσών συναρτήσεων, δηλ 

FOU(Ã)= U xєX Jx 

Στο σχήµα 1.2.1c είδαµε µια τέτοια περιοχή αβεβαιότητας. 

 

Ορισµός 1-5: Ένας ασαφής βαθµός συµµετοχής µΑ στο J αποκαλείται 

κανονικός(normal) αν 

maxf(ui)=1 
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Σε αντίθετη περίπτωση αποκαλείται µη κανονικός(subnormal). Επιπλέον ένας 

ασαφής βαθµός συµµετοχής που είναι κυρτός(convex) και κανονικός αναφέρεται 

σαν normal convex[5]. 

Παράδειγµα: ∆ιάφοροι τύποι ασαφών βαθµών συµµετοχής στο 

J={0.1,0.2,0.3,0.4} αναφέρονται παρακάτω: 

µΑ=0.8/0.1+0.3/0.2+0.5/0.3+0.9/0.4(subnormal, nonconvex) 

µΑ=0.3/0.1+0.6/0.2+0.8/0.3+0.5/0.4(subnormal, convex) 

µΑ=0.7/0.1+0.2/0.2+1/0.3+0.3/0.4(normal, nonconvex) 

µΑ=0.5/0.1+0.8/0.2+1/0.3+0.7/0.4(normal, convex) 

 

 

Ορισµός 1-6:Όταν fx(u)=1 ,∀ u∈Jx ⊆ [0,1] τότε οι δευτερεύουσες συναρτήσεις 

συµµετοχής είναι interval σύνολα και αν αυτό ισχύει ∀ x∈X,έχουµε την 

περίπτωση µιας interval  συνάρτησης συµµετοχής. Oι interval δευτερεύουσες 

συναρτήσεις συµµετοχής αντικατοπτρίζουν µια οµοιόµορφη αβεβαιότητα στις 

πρωτεύουσες συναρτήσεις συµµετοχής του x και είναι αυτές µε τις οποίες θα 

ασχοληθούµε κυρίως σε αυτήν την εργασία. Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται ένα 

interval set τύπου 2. Εφόσον οι δευτερεύουσες συµµετοχές είναι όλες 1 η 

αβεβαιότητα είναι οµοιόµορφη. Φαίνεται επίσης το πεδίο τιµών της 

δευτερεύουσας συµµετοχής για χ=0.65. 

 
Σχήµα 1.2.4a)Ένα interval set τύπου 2b)∆ευτερεύουσα συµµετοχή για χ=0.65 
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 Θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι ένα interval σύνολο µπορεί να 

αναπαρασταθεί µόνο από το εύρος τιµών που ορίζεται ,που µπορεί να εκφραστεί 

συναρτήσει του αριστερού και δεξιού καταλήγων σηµείου σαν [l,r], ή του 

κέντρου και της εξάπλωσης του σαν [c-s,c+s] όπου c=(l+r)/2 και s=(r-l)/2. 

 

1.3 Πράξεις σε ασαφή σύνολα τύπου 2 
 
 Οι πράξεις µεταξύ των ασαφών συνόλων τύπου 2 ορίζονται 

χρησιµοποιώντας  την extension principle  που εισήγαγε ο Zadeh το 1973. 

 Ας θεωρήσουµε λοιπόν µΑ(x) και µΒ(x) 2 ασαφείς βαθµοί συµµετοχής(που 

είναι δηλαδή ασαφή σύνολα στο J ⊆ [0,1]) δύο ασαφών συνόλων Α και Β 

αντίστοιχα οι οποίοι παριστάνονται ως εξής: 

µA(x)=f(u1)/u1+ f(u2)/u2+….+ f(un)/un

=
i
∑f(ui)/ ui,            uiєJ 

    µB(x)=g(w1)/w1+ f(w2)/w2+….+ f(wm)/wm

=
i
∑g(wj)/ wj,            wjєJ 

όπου οι συναρτήσεις  f και g  είναι οι συναρτήσεις συµµετοχής των ασαφών 

συναρτήσεων συµµετοχής µA(x) και µB(x). 

 Τότε οι πράξεις µεταξύ των ασαφών συνόλων Α και Β ορίζονται ως εξής: 

Ένωση(Union): 
AUB⇔ µΑU Β(x)= µA(x) └┘ µB(x) 

                                                =(
i
∑f(ui)/ ui) └┘(

i
∑g(wj)/ wj) 

                                                    =
,ij
∑( f(ui)* g(wj))/( ui∨  wj) 

όπου * είναι µια t-norm  και συνήθως η min(∧ ) ή  η product.  Με το σύµβολο └┘ αναφέρεται 

η πράξη  join µεταξύ των ασαφών βαθµών συµµετοχής των 2 συνόλων.

Τοµή(Intersection): 
AIB⇔ µΑI Β(x)= µA(x) ┌┐ µB(x) 

                                                =(
i
∑f(ui)/ ui) ┌┐ (

i
∑g(wj)/ wj) 

                                            =
,ij
∑( f(ui)* g(wj))/( ui* wj) 
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όπου * είναι µια t-norm  και συνήθως η min(∧ ) ή  η product.  Με το σύµβολο 

┌┐ αναφέρεται η πράξη  meet µεταξύ των ασαφών βαθµών συµµετοχής των 2 

συνόλων. 

Συµπλήρωµα(Complement): 

A ⇔ µ A  (x)= µA(x)  
                                                =

i
∑ f(ui)/(1- ui) 

Με το σύµβολο αναφέρεται η πράξη  negation σε ένα ασαφή βαθµό συµµετοχής ενός 
ασαφούς  συνόλου. 
 

Παράδειγµα: Ας υποθέσουµε ότι J= {0,0.1,…,0.9,1} και ότι έχουµε τους εξής 

ασαφούς βαθµούς συµµετοχής: 

µΑ(x)=0.5/0+0.7/0.1+0.3/0.2   

µB(x)=0.9/0+0.6/0.1+0.2/0.2 

Τότε έχουµε: 

  µA(x) └┘ µB(x)=(0.5/0+0.7/0.1+0.3/0.2) └┘(0.9/0+0.6/0.1+0.2/0.2) 

                         = 0.5 0.9
0 0
∧
∨

+ 0.5 0.6
0 0.1
∧
∨

+ 0.5 0.2
0 0.2
∧
∨

 

                             + 0.7 0.9
0.1 0
∧
∨

+ 0.7 0.6
0.1 0.1

∧
∨

+ 0.7 0.2
0.1 0.2

∧
∨

 

                             + 0.3 0.9
0.2 0
∧
∨

+ 0.3 0.6
0.2 0.1

∧
∨

+ 0.3 0.2
0.2 0.2

∧
∨

                         

=0.5/0+0.5/0.1+0.2/0.2+0.7/0.1+0.6/0.1+0.2/0.2+0.3/0.2+0.3/0.2+0.2/0.2 

=0.5/0+(0.5 0.7 0.6)/0.1+(0.2 0.2 0.3 0.3 0.2)/0.2 ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

=0.5/0+0.7/0.1+0.3/0.2 

Παρόµοια βρίσκουµε: 

µA(x)┌┐ µB(x)=0.7/0+0.6/0.1+0.2/0.2 

µA(x)=0.5/1+0.7/0.9+0.3/0.8 

Παρατήρηση: Καθώς οι ασαφείς βαθµοί συµµετοχής είναι ασαφή σύνολα στο 

J ⊆ [0,1] µπορούµε να υπολογίσουµε και τα µA(x) U  µB(x), µA(x) IµB(x) από τις 

κλασσικές πράξεις ασαφών συνόλων τύπου 1.Θα πρέπει όµως να τονίσουµε ότι 

για παράδειγµα η πράξη U είναι διαφορετική από την πράξη └┘.Για το παραπάνω 

παράδειγµα παίρνουµε 

µA(x) U  µB(x)=0.9/0+0.7/0.1+0.3/0.2≠ µA(x) └┘ µB(x) 
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1.4 Ιδιότητες ασαφών συναρτήσεων συµµετοχής 
 
  
 Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζονται οι ιδιότητες των συναρτήσεων 

συµµετοχής ενός ασαφούς συνόλου τύπου 2 όπως παρουσιάζονται στην 

δηµοσίευση των Κarnik και Mendel[6].Υποθέτουν convex και normal 

συναρτήσεις συµµετοχής. Η εξέταση των ιδιοτήτων των ασαφών συνόλων τύπου 

1 που ισχύουν και στα αντίστοιχα τύπου 2 έγινε και για min και για product t-

norm. 

 Για την απόδειξη του identity law οι Karnik,Mendel χρησιµοποίησαν τις 

αρχές για τους  0 και 1 βαθµούς συµµετοχής που παρουσιάζονται στην 

δηµοσίευση των Mizumoto και Tanaka[5].Αυτοί αναπαριστούνται σαν 1/0 και 

1/1 αντίστοιχα. Λέµε λοιπόν ότι ένα στοιχείο έχει µηδενική συνάρτηση 

συµµετοχής σε ένα ασαφές σύνολο τύπου2 αν έχει secondary membership ίση µε 

1 για primary membership ίση µε 0 και όλες τις άλλες secondary memberships 

ίσες µε 0.Αντίστοιχα  Λέµε  ότι ένα στοιχείο έχει µοναδιαία συνάρτηση 

συµµετοχής σε ένα ασαφές σύνολο τύπου2 αν έχει secondary membership ίση µε 

1 για primary membership ίση µε 1 και όλες τις άλλες secondary memberships 

ίσες µε 0. 

 Οι ιδιότητες που δεν ισχύουν για τα ασαφή σύνολα τύπου 1 δεν ισχύουν 

και για τα ασαφή σύνολα τύπου2.Το αντίστροφο όµως δεν ισχύει. ∆ηλαδή κάποια 

ιδιότητα που ισχύει για τα ασαφή σύνολα τύπου 1 µπορεί να µην ισχύει για τα 

ασαφή σύνολα τύπου 2. 

 Για παράδειγµα από τον πίνακα βλέπουµε ότι για την product t-norm δεν 

ισχύουν οι idempotent ,absorption,distributive,De Morgan’s laws. Οι νόµοι αυτοί 

δεν ισχύουν και για την min t-norm όταν έχουµε subnormal fuzzy grades[5].  
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Πίνακας 1.4  Ιδιότητες ασαφών συναρτήσεων συµµετοχής 
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1.5 Embedded σύνολα τύπου 1 και τύπου2 
 
 Ένα ασαφές σύνολο τύπου 2  µπορεί να θεωρηθεί σαν ένα σύνολο από 

ασαφή σύνολα τύπου 2 επίσης 

�A
�A e που τα ονοµάζουµε embedded σύνολα, δηλ  

�A e=
x X∈
∫ [fx(θ)/θ]/x   θ ∈Jx ⊆U=[0,1] 

To σύνολο �A e  είναι ενσωµατωµένο(embedded) στο σύνολο  και υπάρχει 

άπειρος αριθµός ενσωµατωµένων συνόλων τύπου 2. 

�A

 Για κάθε τιµή του x η συνάρτηση συµµετοχής του �A e  έχει µόνο µια 

πρωτεύουσα συµµετοχή θ, όπου θ ∈Jx,και ένα δευτερεύων βαθµό συµµετοχής 

fx(θ) .Η σχεδίαση της συνάρτησης συµµετοχής του �A e  θα έµοιαζε µε µια 

κυµατιστή τοµή. Ο άπειρος αριθµός των �A e  οφείλεται στην συνεχή φύση των X 

και U.  

 

Ορισµός: Για διακριτά σύνολα X και U ένα embedded σύνολο �A e  έχει Ν 

στοιχεία , όπου το �A e  περιέχει ακριβώς ένα στοιχείο από τα Jx1, Jx2,…, JxN,τα 

θ1,θ2,...θΝ, καθένα µε ένα δευτερεύων βαθµό συµµετοχής fx1(θ1), fx1(θ2),..., fxΝ(θΝ) 

,δηλ 

�A e  = [f
1

N

i=
∑ xi(θi)/θi]/xi   θi ∈Jxi⊆U=[0,1] 

Υπάρχουν συνολικά  Μ
1

N

i=
∏ i  ενσωµατωµένα σύνολα �A e  . 

 

Παράδειγµα: Στο παρακάτω σχήµα φαίνονται 2 από τα πιθανά 450 embedded 

σύνολα του ασαφούς συνόλου τύπου 2 που περιγράφηκε στο σχήµα 1.2.2 



Κεφάλαιο 1-Ασαφή σύνολα τύπου2 
 
 

Σχήµα 1.5 Ενσωµατωµένα ασαφή σύνολα τύπου 2 που σχετίζονται µε την 

συνάρτηση συµµετοχής του σχήµατος 1.2.2 

 

Ορισµός: Για διακριτά σύνολα Χ και U ένα embedded σύνολο τύπου 1 Αe 

ορίζεται ως 

Αe=
x X∈
∫ θ/x   θ ∈Jx ⊆U=[0,1] 

Το σύνολο Αe είναι η ένωση όλων των πρωτευουσών συµµετοχών του συνόλου  

�A e  και υπάρχει άπειρος αριθµός Αe. 

Για διακριτά σύνολα X και U ένα embedded σύνολο Αe  έχει Ν στοιχεία ,  

ακριβώς ένα στοιχείο από τα Jx1, Jx2,…, JxN,τα θ1,θ2,...θΝ ,δηλ 

Αe  =
1

N

i=
∑ θi/xi   θi ∈Jxi⊆U=[0,1] 

Υπάρχουν συνολικά  Μ
1

N

i=
∏ i  ενσωµατωµένα σύνολα Αe  . 
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Παράδειγµα: Για τα δύο embedded σύνολα του προηγούµενου σχήµατος  τα 

αντίστοιχα embedded σύνολα τύπου 1 είναι 0/1+0.4/2+0.8/3+0.8/4+0.4/5 και 

0.2/1+0.8/2+0.6/3+0.2/4+0.2/5. 

 

 Εδώ θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι η πρωτεύουσα συνάρτηση 

συµµετοχής όπως αυτή έχει οριστεί είναι ένα embedded σύνολο τύπου 1. 

1.6 Upper and lower membership functions 
 
 H ανώτερη(upper) και κατώτερη(lower) συνάρτηση συµµετοχής είναι 2 

συναρτήσεις συµµετοχής τύπου 1 που είναι τα όρια για την FOU ενός ασαφούς 

συνόλου τύπου 2 . Η ανώτερη συνάρτηση συµµετοχής σχετίζεται µε το άνω 

όριο του FOU( ) και συµβολίζεται µε 

�A

�A µ �Α (x) .Αντίστοιχα η κατώτερη 

συνάρτηση συµµετοχής σχετίζεται µε το κάτω όριο του FOU( ) και 

συµβολίζεται µε 

�A

µ �Α (x). Άρα ένα ασαφές σύνολο τύπου 2 µπορεί να εκφραστεί 

ως: 

�A =µ �A (x,u)=  µ
x X∈∫ �A (x)/x=

x X∈∫ [
xu J∈∫ fx(u)/u]/x 

                                          =
x X∈∫ [ � �( ) , ( )[ A x A xu µ µ∈∫ ] fx(u)/u]/x 

Στην ειδική περίπτωση που οι δευτερεύουσες συναρτήσεις συµµετοχής είναι 

interval sets έχουµε: 

�A = 
x X∈∫ [

xu J∈∫ 1/u]/x 

                                          =
x X∈∫ [ � �( ) , ( )[ ]A x A xu µ µ∈∫ 1/u]/x 

Στο παρακάτω σχήµα φαίνονται οι ανώτερη και κατώτερη συνάρτηση 

συµµετοχής για µια Gaussian πρωτεύουσα συνάρτηση συµµετοχής µε αβέβαιο 

κέντρο 
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Κεφάλαιο 2 

Ασαφείς σχέσεις τύπου 2 
 

2.1 Σχέσεις συνόλων γενικά 
 
 Ας υποθέσουµε R(A1,…,An) ότι εκφράζει µια σχέση µεταξύ n µη-

ασαφών(crisp) συνόλων A1,…,An.Τότε η R(A1,…,An) είναι ένα σαφές υποσύνολο 

του καρτεσιανού γινοµένου A1x…xAn. Μια δυαδική(binary) σχέση είναι µια 

ειδική περίπτωση σχέσης όπου n=2. 

 Μια ασαφής σχέση τύπου 1 F(A1,…,An) είναι [7] ένα ασαφές σύνολο 

τύπου 1 που ορίζεται στον καρτεσιανό παραγόµενο χώρο των σαφών συνόλων 

A1,…,An,όπου οι σειρές (α1,α2,...,αn) µπορούν να έχουν διαφορετικούς βαθµούς  

συµµετοχής µF(α1,α2,...,αn) στη σχέση. ∆ηλαδή : 

 

F(A1,…,An)=
1 2 ...xA nA x xA
∫  µF(α1,α2,...,αn)/ (α1,α2,...,αn)   αiєAi

 Όµοια µια ασαφής σχέση τύπου 2  (A�F 1,…,An) είναι [7] ένα ασαφές 

σύνολο τύπου 2 που ορίζεται επίσης στον καρτεσιανό παραγόµενο χώρο των 

σαφών συνόλων A1,…,An. ∆ηλαδή : 

�F (A1,…,An)=
1 2 ...xA nA x xA
∫  µ (α�F 1,α2,...,αn)/ (α1,α2,...,αn)   αiєAi

όπου µ (α�F 1,α2,...,αn) µια δευτερεύουσα συνάρτηση συµµετοχής, δηλ ένα ασαφές 

σύνολο τύπου 1 για κάθε (α1,α2,...,αn)   . 

 Όλες οι πράξεις και ιδιότητες που συζητήθηκαν στο προηγούµενο 

κεφάλαιο για τα ασαφή σύνολα τύπου 2 µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τις 

ασαφείς σχέσεις τύπου 2. 

 
Παράδειγµα: Ας θεωρήσουµε την ασαφή σχέση τύπου 1 µεταξύ δύο 

πραγµατικών αριθµών u και v που εκφράζεται σαν «u είναι κοντά στο v». 

Επιλέγουµε σαν συνάρτηση συµµετοχής για αυτήν την σχέση την  

uc(|u-v|)=max{5-|u-v|/5,0} 

Αυτή η συνάρτηση συµµετοχής εµφανίζεται στο σχήµα   2.1.1α. 
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 Αν δεν είµαστε σίγουροι για το ακριβές σχήµα της συνάρτησης 

συµµετοχής λόγω της ασάφειας της λέξης «κοντά» θα µπορούσαµε να 

«θολώσουµε» την συνάρτηση συµµετοχής ώστε να αντικατοπτρίζεται αυτή η 

ασάφεια. Ένα παράδειγµα φαίνεται στο σχήµα 2.1.1.b[8].H  παχιά µαύρη γραµµή 

δείχνει τους πρωτεύοντες βαθµούς συµµετοχής που έχουν δευτερεύοντες βαθµούς 

ίσους µε 1.Το σχήµα 2.1.1.c δείχνει το δευτερεύον βαθµό συµµετοχής που 

αντιστοιχεί σε |u-v|=2.5. 

 

 

Σχήµα 2.1.1 Παραδείγµατα συναρτήσεων συµµετοχής για a)ασαφείς σχέσεις 

τύπου 1 b)ασαφείς σχέσεις τύπου 2c)δευτερεύουσα συνάρτηση που 

αντιστοιχεί σε |u-v|=2.5 
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2.2 Σχέσεις και συνθέσεις στον ίδιο παραγόµενο χώρο 
 
 Ας υποθέσουµε δύο σύνολα U και V και 2 ασαφείς σχέσεις τύπου 2 

�R (u,v) και (u,v) που ορίζονται στον ίδιο παραγόµενο χώρο. Τα στοιχεία των �S

�R (u,v) και (u,v) είναι ασαφή σύνολα τύπου 1(δηλ δευτερεύουσες συναρτήσεις 

συµµετοχής).Τότε: 

�S

�R (u,v)= µ
UxV
∫ �R (u,v)/(u,v)= 

UxV
∫ [

( , )a u va J∈
∫ r(u,v)(α)/α]/(u,v) 

�S (u,v)= µ (u,v)/(u,v)= 
UxV
∫ �S

UxV
∫ [

( , )u vJ ββ∈
∫ s(u,v)(β)/β]/(u,v) 

και 

µ � �R SU (u,v)= µ �R (u,v)└µ �S (u,v) =
( , )a u va J∈
∫

( , )u vJ ββ∈
∫  r(u,v)(α)* s(u,v)(β)/(α β)  ∨

 

µ � �R SI (u,v)= µ �R (u,v)┌┐µ (u,v) =�S
( , )a u va J∈
∫

( , )u vJ ββ∈
∫  r(u,v)(α)* 

s(u,v)(β)/(α β)  ∧

∀ (u,v)∈UxV 

Παράδειγµα: Θεωρούµε τις ασαφείς σχέσεις «u is close to v»και «u is smaller 

than v» ορισµένες στον ίδιο παραγόµενο χώρο UxV. Αν θεωρήσουµε ότι 

πρόκειται για σχέσεις τύπου 2 που εκφράζονται ως εξής θεωρώντας 

U={u1,u2}={2,12} και V={v1,v2,v3}={1,7,13}: 

µ c% (u,v)=  
1 2

1

2
0.3 / 0.8 1 / 0.9 0.7 / 0.1 0.7 / 0.3 1 / 0.4 0.1 / 0.5 0.5 / 0 1 / 0.1

0.7 / 0.3 1 / 0.4 0.1 / 0.5 0.3 / 0.8 1 / 0.9 0.7 / 10.5 / 0 1/ 0.1

u
u

v v v
+ + + + +

+ + + ++

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3

και  

µ s% (u,v)=  
1 2

1

2
1/ 0 0.9 / 0.1 0.4 / 0.5 0.8 / 0.3 0.8 / 0.4 0.9 / 0.5 1/ 0.6 0.9 / 0.9 1/1

1/ 0 0.3 / 0.1 1/ 0.3 0.9 / 0.4 0.4 / 0.51/ 0 0.1/ 0.1 0.1/ 0.2

u
u

v v v
+ + + + + +

+ ++ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3

+
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Οι δευτερεύοντες βαθµοί συµµετοχής για την ένωση και τοµή των 2 σχέσεων 

βρίσκονται ως εξής: 

 

µ c s∪% % (uι,vj)= µ (uc% ι,vj)└┘µ s% (uι,vj) 

                     =  r(u
( , ) ( , )a ui vj ui vja J J ββ∈ ∈
∑ ∑ ι,vj) (α)* s(uι,vj)(β)/(α β)  ∨

και 

µ c s∩% % (uι,vj)= µ (uc% ι,vj) ┌┐µ s% (uι,vj) 

                     =  r(u
( , ) ( , )a ui vj ui vja J J ββ∈ ∈
∑ ∑ ι,vj) (α)* s(uι,vj)(β)/(α∧ β) 

Για παράδειγµα 

µ (uc s∪% % 1,v1)=(0.3/0.8+1/0.9+0.7/1) └┘ (1/0+0.9/0.1+0.4/0.5) 

          =0.3/0.8+0.3/0.8+0.3/0.8+1/0.9+0.9/0.9 

                                          +0.4/0.9+0.7/1+0.7/1+0.4/1 

                                        =0.3/0.8+1/0.9+0.7/1 

και 

µ (uc s∩% % 1,v1)=(0.3/0.8+1/0.9+0.7/1) ┌┐ (1/0+0.9/0.1+0.4/0.5) 

          =0.3/0+0.3/0.1+0.3/0.5+1/0+0.9/0.1 

                                          +0.4/0.5+0.7/0+0.7/0.1+0.4/0.5 

                                        =1/0+0.9/0.1+0.4/0.5 

Κάνοντας παρόµοιους υπολογισµούς για όλα τα ζεύγη ui,vi παίρνουµε τελικά: 

 

µ c s∪% % (u,v)=  
1 2

1

2
0.3/ 0.8 1/ 0.9 0.7 /1 0.7 / 0.3 0.8 / 0.4 0.9 / 0.5 1/ 0.6 0.9 / 0.9 1/1

0.7 / 0.3 1/ 0.4 0.1/ 0.5 0.3/ 0.8 1/ 0.9 0.7 /10.5/ 0 1/ 0.1 0.1/ 0.2

u
u

v v
+ + + + + +

+ + + ++ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3v

και 

µ c s∩% % (u,v)=  
1 2 3

1

2
1 / 0 0.9 / 0.1 0.4 / 0.5 0.8 / 0.3 1 / 0.4 0.1 / 0.5 0.5 / 0 1 / 0.1

1 / 0 0.3 / 0.1 1 / 0.3 0.9 / 0.4 0.4 / 0.51/ 0 0.1/ 0.1

u
u

v v v
+ + + + +

+ + ++

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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2.3 Σχέσεις και συνθέσεις σε διαφορετικούς παραγόµενους  
χώρους  
 
 
 Αν �Rκαι  είναι δύο ασαφείς σχέσεις τύπου 2 στο UxV και VxW 

αντίστοιχα  τότε η συνάρτηση συµµετοχής για κάθε ζεύγος (u,w) ,u∈U και w∈W 

είναι µη µηδενική αν και µόνο αν υπάρχει τουλάχιστον ένα v∈V τέτοιο ώστε 

µ

�S

�R (u,v) 1/0 και  µ≠ �S (u,v) ≠ 1/0.Αυτό είναι ισοδύναµο µε την ακόλουθη sup-

star σύνθεση: 

µ (u,w)=� �R o S  └┘v∈V[µ �R (u,v) ┌┐ µ (v,w)] u�S ∈U,w∈W 

 H απόδειξη βρίσκεται στις δηµοσιεύσεις των Κarnik και Mendel[8][9]. 

 

Παράδειγµα: Θεωρούµε τις ασαφείς σχέσεις «u is close to v» στον UxV και 

και «V is much bigger than w» στον VxW. Αν θεωρήσουµε ότι πρόκειται για 

σχέσεις τύπου 2 που εκφράζονται ως εξής θεωρώντας U={u1,u2}={2,12} , 

V={v1,v2,v3}={1,7,13} και W={w1,w2}={4,8}: 

µ c% (u,v)=  
1 2

1

2
0.3 / 0.8 1 / 0.9 0.7 / 0.1 0.7 / 0.3 1 / 0.4 0.1 / 0.5 0.5 / 0 1 / 0.1

0.7 / 0.3 1 / 0.4 0.1 / 0.5 0.3 / 0.8 1 / 0.9 0.7 / 10.5 / 0 1/ 0.1

u
u

v v v
+ + + + +

+ + + ++

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3

και  

µ (v,w)=  �m b

1 2
1

2

3

1 / 0 0.6 / 0.1 1 / 0 0.1 / 0.1

0.4 / 0.5 1 / 0.6 0.9 / 0.7 1 / 0 0.8 / 0.1 0.2 / 0.2

0.7 / 0.9 1 / 1 0.5 / 0.6 1 / 0.7 0.7 / 0.8

w w
v
v
v

+ +

+ + + +

+ + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

H σύνθεση των σχέσεων δίνεται από την σχέση: 

µ (u�c o m b% i,wj)=[ µ (uc% i,v1) ┌┐ µ (v�m b 1,wj)] └┘[ µ (uc% i,v2) ┌┐ µ (v�m b 2,wj)]  

└┘[ µ (uc% i,v3) ┌┐ µ (v�m b 3,wj)]  

Για παράδειγµα 
 

µ (u�c o m b% 1,w1)=[(0.3/0.8+1/0.9+0.7/1)] ┌┐(1/0+0.6/0.1)] 

                                 └┘[(0.7/0.3+1/0.4+0.1/0.5]) ┌┐(0.4/0.5+1/0.6+0.9/0.7)] 

                                 └┘[(0.5/0+1/0.1) ┌┐(0.7/0.9+1/1)] 

                       =0.7/0.3+1/0.4 
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Κάνοντας τους ίδιους υπολογισµούς µε τον ίδιο τρόπο παίρνουµε: 

 

µ (u,w)=  �co m b%

1 2
1

2
0.7 / 0.3 1 / 0.4 0.5 / 0 1 / 0.1 0.2 / 0.2

0.3 / 0.8 1 / 0.9 0.7 /1 0.5 / 0.6 1 / 0.7 0.7 / 0.8

w w
u
u

⎛ ⎞
⎜ ⎟+ + +⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + + +⎝ ⎠

 

 

2.4 Σύνθεση ενός συνόλου µε µια σχέση 

 Η σύνθεση ενός ασαφούς συνόλου τύπου 2 �R  και µιας ασαφούς σχέσης 

(U,V) δίνεται από την ακόλουθη ειδική περίπτωση της σύνθεσης 2 ασαφών 

σχέσεων[8][9]: 

�S

µ (v)=� �R o S  └┘u∈U[µ �R (u) ┌┐ µ (u,v)]  �S

στην οποία µ �R (u) είναι η δευτερεύουσα συνάρτηση συµµετοχής της �R . Η σχέση 

αυτή παίζει σηµαντικό ρόλο στο µηχανισµό συµπεράσµατος ενός κανόνα του 

οποίου τα if µέρη (antecedents) ή τα then(consequents) είναι ασαφή σύνολα 

τύπου 2 και αποτελεί τον βασικό µηχανισµό συµπεράσµατος σε ένα ΑΣ2. 

 

Παράδειγµα: Θεωρούµε  πάλι την ασαφή σχέση «u is close to v» στον UxV 

όπου U={u1,u2}={2,12} , V={v1,v2,v3}={1,7,13} µε την δευτερεύουσα 

συνάρτηση συµµετοχής της να δίνεται πάλι από την σχέση: 

µ (u,v)=  c%

1 2
1

2
0.3 / 0.8 1 / 0.9 0.7 / 0.1 0.7 / 0.3 1 / 0.4 0.1 / 0.5 0.5 / 0 1 / 0.1

0.7 / 0.3 1 / 0.4 0.1 / 0.5 0.3 / 0.8 1 / 0.9 0.7 / 10.5 / 0 1/ 0.1

u
u

v v v
+ + + + +

+ + + ++

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3

Επίσης θεωρούµε το ασαφές σύνολο τύπου 2 «small» του οποίου η συνάρτηση 

συµµετοχής είναι: 

 

µ s% (u)=  1 2

0.5 / 0.7 1 / 0.9 1 / 0.1 0.3 / 0.4

u u
+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Η σύνθεση της ασαφούς σχέσης και του ασαφούς συνόλου µπορεί να γίνει µε την  

εφαρµογή της σχέσης: 
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µ s o c% % (vj)=  [µ s% (u1) ┌┐ µ c% (u1,vj)] └┘[µ s% (u2) ┌┐ µ (uc% 2,vj)] 

 µε j=1,2,3.Τελικά παίρνουµε: 

µ so c% % (v)=  1 2

0.5 / 0.7 0.3 / 0.8 1 / 0.9 0.7 / 0.3 1 / 0.4 0.1 / 0.5 1 / 0.1 0.3 / 0.4

v v
+ + + + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3v

 

2.5 Καρτεσιανό γινόµενο ασαφών συνόλων τύπου 2 
 
 Ας θεωρήσουµε  �1A , � 2A ,…, �An ασαφή σύνολα που ορίζονται στα 

Χ1,Χ2,…,Χn.To καρτεσιανό γινόµενο των �1A , � 2A ,…, �An , �1A , � 2A ,…, �An είναι ένα 

ασαφές σύνολο τύπου 2 στον παραγόµενο χώρο Χ1xΧ2x…xΧn me συνάρτηση 

συµµετοχής: 

µ (x� �1 . . . nA x x A 1,…,xn)= µ�1A (x1) ┌┐ µ � 2A (x2) ┌┐…┌┐ µ �A n (xn) 

 

Παράδειγµα: Ας θεωρήσουµε δύο σύνολα U και V όπου U={u1,u2,u3} και 

V={v1,v2}.Επίσης ένα ασαφές σύνολο τύπου 2  στο U µε δευτερεύουσα 

συνάρτηση συµµετοχής 

�F

µ (u)=  �F
1 2

0.9 / 0.2 0.9 / 0.8 0.4 / 1 0.1 / 0.4 1 / 0.7 1 / 1 0.6 / 0 0.8 / 0.2

u u
+ + + + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

3u

και ένα ασαφές σύνολο τύπου 2  στο V µε δευτερεύουσα συνάρτηση 

συµµετοχής 

�G

 

µ (v)=  �G
1 2

0.4 / 0.5 0.3 / 0.6 0.7 / 0.6 0.6 / 0.8 0.1 / 0.9

v v
+ + +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

H συνάρτηση συµµετοχής του καρτεσιανού γινοµένου x  µπορεί να βρεθεί ως: �F �G

µ � �F x G (ui,vj)= µ �F (ui) ┌┐ µ (v�G j)  i=1,2,3 και j=1,2 

Τελικά 

µ � �F x G (u,v)=

 
1 2

1

2

3

0.4 / 0.2 0.4 / 0.5 0.3 / 0.6 0.7 / 0.2 0.7 / 0.6 0.6 / 0.8 0.1 / 0.9

0.1 / 0.4 0.4 / 0.5 0.3 / 0.6 0.1 / 0.4 0.7 / 0.6 0.6 / 0.7 0.6 / 0.8 0.1 / 0.9

0.4 / 0 0.4 / 0.2 0.6 / 0 0.7 / 0.2

v v
u
u
u

+ + + + +

+ + + + + +

+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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Κεφάλαιο 3 

Ασαφή  συστήµατα τύπου 2 
 

3.1 Γενικά για τα ασαφή συστήµατα τύπου 2 
 
 Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται η δοµή ενός ασαφούς συστήµατος τύπου 

2. Παρουσιάζει πολλές οµοιότητες  µε την αντίστοιχη ενός ΑΣ1. Σε ένα ΑΣ1 

όµως η µονάδα επεξεργασίας της εξόδου περιέχει µόνο τον 

αποσαφοποιητή(defuzzifier). Θεωρούµε ότι ο αναγνώστης είναι εξοικειωµένος µε 

ΑΣ1,οπότε θα επικεντρωθούµε µόνο στις διαφορές των δύο συστηµάτων, 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fuzzifier

Rules

Inference

Defuzzifier

Type-reducer

Crisp

inputs
x

Output Processing

Fuzzy

input sets

Fuzzy

Output sets

Type-2 FLS

Crisp

output
y

Type-reduced Set
(Type-1)

Σχήµα 3.1 ∆οµή ασαφούς συστήµατος τύπου 2 

 

 

 Ο ασαφοποιητής (fuzzifier) αντιστοιχίζει µια σαφή είσοδο σε ένα ασαφές 

σύνολο. Το σύνολο αυτό µπορεί να είναι γενικά τύπου 2,αλλά στην εργασία αυτή 

ασχολούµαστε µόνο µε singleton fuzzification ,όπου το ασαφές σύνολο εισόδου  

έχει ένα µοναδικό σηµείο µη µηδενικής συνάρτησης συµµετοχής.  

 Στα ΑΣ1 έχουµε γενικά «IF-THEN» κανόνες όπου ο lth κανόνας έχει την 

µορφή: 

Rl: IF x1is F1
l and x2 is F2

l and … and xp is Fp
l THEN y is Gl
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όπου xis:είσοδοι,Fi

ls πρότερα(antecedent) σύνολα,y η έξοδος και Gi
ls τα 

επακόλουθα(consequent) σύνολα. Η διαφοροποίηση µεταξύ ΑΣ1 και ΑΣ2 

σχετίζεται µε την φύση των συναρτήσεων συµµετοχής  που δεν είναι πολύ 

σηµαντική κατά την δηµιουργία των κανόνων. Έτσι η δοµή των κανόνων 

παραµένει η ίδια και σε ένα ΑΣ2 µε την µόνη διαφορά ότι κάποια ή όλα τα  

ασαφή σύνολα είναι τύπου 2. Έτσι ο lth κανόνας σε ένα ΑΣ2 έχει την µορφή: 

Rl: IF x1is �F1
l and x2 is �F 2

l and … and xp is �Fp
l THEN y is l�G

∆εν είναι απαραίτητο όλα τα ασαφή σύνολα να είναι τύπου 2.Αρκεί να έχουµε 

ένα ασαφές σύνολο τύπου 2 και τότε λέµε ότι έχουµε ένα ΑΣ2.  

 Σε ένα ΑΣ1, ο µηχανισµός εξαγωγής συµπεράσµατος συνδυάζει κανόνες 

και κάνει αντιστοίχηση από τα ασαφή σύνολα εισόδου τύπου 1 στα ασαφή 

σύνολα εξόδου επίσης τύπου1. Πολλαπλά antecedents συνδυάζονται µέσο της t-

norm(που αντιστοιχεί στην τοµή των συνόλων). Οι συναρτήσεις συµµετοχής στα 

σύνολα εισόδου συνδυάζονται µε εκείνες των συνόλων εξόδου χρησιµοποιώντας 

την sup-star σύνθεση. Πολλαπλοί κανόνες συνδυάζονται µέσο της t-conorm(που 

αντιστοιχεί στην ένωση των συνόλων) ή µέσο της διαδικασίας αποσαφοποίησης 

µέσο σταθµισµένου αθροίσµατος. Παρόµοιος είναι και ο µηχανισµός εξαγωγής 

συµπεράσµατος και στα ΑΣ2.Επιτελεί συνδυασµό κανόνων και αντιστοιχίζει 

ασαφή σύνολα εισόδου τύπου 2 σε ασαφή σύνολα εξόδου επίσης τύπου 2 . Για το 

σκοπό αυτό χρησιµοποιούνται οι τοµές και ενώσεις ασαφών συνόλων τύπου2 

καθώς και οι συνθέσεις σχέσεων τύπου 2 που αναλύθηκαν σε προηγούµενα 

κεφάλαια. 

 Σε ένα ΑΣ1 , η διαδικασία αποσαφοποίησης παράγει µια σαφή έξοδο από 

το ασαφές σύνολο που αποτελεί την έξοδο του µηχανισµού εξαγωγής 

συµπεράσµατος, δηλ µια έξοδος τύπου 0(σαφής)παράγεται από ένα σύνολο 

τύπου1.Στα ΑΣ2 η έξοδος του µηχανισµού εξαγωγής συµπεράσµατος είναι ένα 

ασαφές σύνολο τύπου 2.Έτσι χρησιµοποιούµε επεκταµένες τεχνικές 

αποσαφοποίησης  που µετατρέπουν ασαφή σύνολα τύπου 2 σε αντίστοιχα τύπου 

1.Ονοµάζουµε αυτήν την  διαδικασία µείωση τύπου(type reduction) και το 

εξαγόµενο σύνολο «type reduced set». Για να πάρουµε µια σαφή έξοδο σε 

ένα ΑΣ2  αποσαφοποιούµε το «type reduced set».Ο πιο σύνηθες τρόπος είναι να 

βρούµε το κέντρο του «type reduced set». Υπάρχουν όµως και άλλοι τρόποι που 

θα δούµε παρακάτω.     
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3.2 Μηχανισµός εξαγωγής συµπεράσµατος σε ένα  ασαφές  
σύστηµα τύπου 2 

 Ας θεωρήσουµε ένα ΑΣ2 µε p εισόδους ,x1∈X1,x2∈X2,…,xp∈Xp,και µια 

έξοδο y∈Y.Ας υποθέσουµε ότι έχουµε Μ κανόνες όπου ο lth έχει την µορφή: 

Rl: IF x1is F1
l and x2 is F2

l and … and xp is Fp
l THEN y is Gl

Ο κανόνας αυτός αντιπροσωπεύει µια σχέση ασαφής τύπου 2 µεταξύ του χώρου 

εισόδου X1 x X2 x…x Xp και του χώρου εξόδου Y. Υποδηλώνουµε την 

συνάρτηση συµµετοχής αυτής της σχέσης σαν µ �F 1
l x…x �F p

l
-->

l�G (x,y) όπου     

�F 1 
l  x…x �F pl  καρτεσιανό γινόµενο των �F 1 

l  ,…, �F pl  και x={χ1 2 p,χ ,...,χ }. 

 Όταν µια είσοδος x’ εφαρµοστεί τότε η σύνθεση του ασαφούς συνόλου 

�X ’ στο οποίο ανήκει το x’ γίνεται χρησιµοποιώντας την sup-star σύνθεση που 

αναλύσαµε και στην παράγραφο 2.4 

µ �X ’ο �F 1
l x…x �F p

l
-->

l�G (y)= └┘x∈ �X
’[µ �X ’ (x) ┌┐ µ �F 1

l x…x �F p
l
-->

l�G (x,y)] 

Χρησιµοποιούµε singleton fuzzification ,καθώς, το ασαφές σύνολο �X ’

’

 είναι 

τέτοιο που να έχει συνάρτηση συµµετοχής 1 για x=x  και 0 για όλες τις άλλες 

εισόδους. Έτσι η παραπάνω σχέση γίνεται: 

µ �X ’ο �F 1
l x…x �F p

l
-->

l�G (y)= µ �F 1
l x…x �F p

l
-->

l ’�G (x ,y) 

Υποδηλώνουµε το �X ’ο �F 1
l x…x �F p

l
-->

l�G  σαν �B l,το σύνολο εξόδου που 

αντιστοιχεί στον lth κανόνα. Το δεξιό µέρος της παραπάνω σχέσης (right-hand 

side ή RHS) υπολογίζεται χρησιµοποιώντας την πράξη meet (µε product ή 

minimum t-norm) που αναλύθηκε σε προηγούµενο κεφάλαιο. Έτσι , 

µ �B l(y)= µ �F 1
l x…x �F p

l(x’) ┌┐ µ �G
l(y) 

 H συνάρτηση συµµετοχής όπως είδαµε και στην παράγραφο 2.5 

υπολογίζεται εφαρµόζοντας τον τελεστή meet στις συναρτήσεις συµµετοχής 

καθενός εκ των ασαφών συνόλων. Έτσι,  

µ �B l(y)= µ �F 1
l(x1) ┌┐ µ �F 2

l(x2) ┌┐…┌┐ µ �F p
l(xp)  ┌┐ µ �G

l(y)  (3.2.1) 
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Παράδειγµα: To παρακάτω σχήµα δείχνει ένα παράδειγµα εξαγωγής 

συµπεράσµατος χρησιµοποιώντας  minimum t-norm για ένα τυχαίο ΑΣ2 µε µία 

είσοδο και µία έξοδο και Gaussian ασαφή σύνολα. Η µαύρη περιοχή υποδηλώνει 

την FOU. Oι πιο µαύρες περιοχές υποδηλώνουν µεγαλύτερες δευτερεύουσες 

συναρτήσεις συµµετοχής. Η κύρια(principal) συνάρτηση συµµετοχής ,δηλ το 

σύνολο των πρωτευόντων συναρτήσεων συµµετοχής που έχουν δευτερεύουσες 

συναρτήσεις ίσες µε 1,σηµειώνεται µε µια λεπτή γραµµή. 

 

Range of prim
membership

Σχήµα 3.2 Antecedent κ

Στο 3.2c φαίνεται το συµπέρ

χρησιµοποιώντας minimum t-norm 

συνάρτηση συµµετοχής κάθε σηµ

φαίνεται στην 3.2b.Tο αποτέλεσµα ε

 

 

uA(x) = 0.2/0.55 + 1/0.7 + 0.1/0.9 
uG(y) = 0.1/0.6 + 1/0.7 + 0.3/0.8
 

ary
 

αι consequent fuzzy sets 

ασµα εφαρµόζοντας τον τελεστή meet 

στην συνάρτηση συµµετοχής του x=4  και την 

είου της συνάρτησης συµπεράσµατος που 

ίναι ένα ασαφές σύνολο τύπου 2.    
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�

�

� �

( ')

( ')

( ') ( ')

0.2/0.55 1/0.7 0.1/0.9

0.1/0.6 1/0.7 0.3/0.8

0.2/0.55 1/0.7 0.1/0.9

A x

G x

A x X x

µ

µ

µ
∧

= + +

= + +

= + +

 

Σχήµα 3.2.c Fuzzy Inference Engine 

Result 

  

 

 

 

 

 

 

� � �( ') ( ') ( ') sup[(0.2 0.1/ 0.55 0.6) (0.2 1/ 0.55 0.7) (0.2 0.1/ 0.55 0.9)

(1 0.1/ 0.7 0.6) (1 1/ 0.7 0.7) (1 0.3 / 0.7 0.8) (0.1 0.1/ 0.9 0.6)
(0.1 1/ 0.9 0.7) (0.1 0.3 / 0.9 0.8)]
sup[0.1/ 0.55 0.2 / 0.55 0

A x X x G xµ
∧ ∧

= ∧ ∧ + ∧ ∧ + ∧ ∧

+ ∧ ∧ + ∧ ∧ + ∧ ∧ + ∧ ∧
+ ∧ ∧ + ∧ ∧
= + + .2 / 0.55 0.1/ 0.6 1/ 0.7 0.1/ 0.8 0.1/ 0.7 0.1/ 0.8]

0.2 / 0.55 0.1/ 0.6 1/ 0.7 0.1/ 0.8
+ + + + +

= + + +
 

3.2.1 Εξαγωγή συµπεράσµατος σε interval ασαφή συστήµατα 
 
 Σε interval συστήµατα όπου οι δευτερεύουσες συναρτήσεις συµµετοχής  

είναι interval sets αφού ισχύουν τα παρακάτω θεωρήµατα: 

a) Tο αποτέλεσµα των πράξεων στα antecedent sets που δηµιουργούν το σύνολο 

ενεργοποίησης Fl(x’)= ┌┐µ � l
iF (xi

’) είναι  ένα interval set τύπου 1 

Fl(x’)=[ f l(x’), f l(x’)]=[ f l, f l] 

όπου 

f l(x’)= µ � 1
l

F (x1
’)* …*µ �

l
pF (xp

’) 

f l(x’)= µ � 1
l

F (x1
’)* …*µ �

l
pF (xp

’) 
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b)Το ενεργοποιούµενο από τον κανόνα Rl consequent set έχει συνάρτηση 

συµµετοχής: 

 
c)Αν υποθέσουµε ότι Ν από τους Μ κανόνες ενεργοποιούνται τότε το 

συνδυασµένο σύνολο εξόδου έχει συνάρτηση συµµετοχής: 

 
 

Παράδειγµα: Στην παρακάτω γραφική φαίνονται οι πράξεις στα antecedent 

sets για ένα ΑΣ2 µε κανόνες µε 2 antecedent-1 consequent set .Η δύναµη 

ενεργοποίησης είναι ένα interval set µε όρια [ f l, f l] όπου 

f l= µ � 1
l

F (x1
’)*µ � 2

l
F (x2

’) 

f l= µ � 1
l

F (x1
’)*µ � 2

l
F (x2

’) 

 
Σχήµα 3.2.1.1 Antecedent operations for a type 2 fuzzy logic system 

 

 Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται η συνάρτηση συµµετοχής µ �B l(y) 

χρησιµοποιώντας την σχέση που αναπτύχθηκε παραπάνω. Για παράδειγµα το f l 

συνδυάζεται µε t-norm µε την άνω συνάρτηση συµµετοχής µ G
l(y) για να δώσει 

την καµπύλη f l*µ G
l(y). 
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Σχήµα 3.2.1.2 a)Ενεργοποιηµένα σύνολα εξόδου µε minimum t-norm 

b)αντίστοιχα σύνολα χρησιµοποιώντας product t-norm  

 Ενώ στο τρίτο σχήµα περιγράφεται το συνδυασµένο σύνολο εξόδου όπου τα 

ενεργοποιούµενα σύνολα εξόδου συνδυάζονται µε την maximum t-conorm. Η άνω 

καµπύλη αντιστοιχεί στο  [ f l*µ G
1(y)]  [∨ f 2*µ G

2(y)] και η κάτω στο 

[ f l*µ G
l(y)]  [∨ f 2*µ G

2(y)] 

 
Σχήµα 3.2.1.3 a)Συνδυασµένα  σύνολα εξόδου για τα σύνολα του 3.2.1.2a 

b)αντίστοιχα σύνολα του 3.2.1.2b 
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3.3 Μείωση τύπου(type reduction)  σε ένα  ασαφές  σύστηµα 
τύπου 2 

 
 Σε ένα ΑΣ1 η έξοδος που αντιστοιχεί σε κάθε ενεργοποιηµένο κανόνα 

είναι ένα ασαφές σύνολο τύπου 1 στο χώρο εξόδου. Ο αποσαφοποιητής 

συνδυάζει τα σύνολα εξόδου που αντιστοιχούν σε όλους τους ενεργοποιηµένους 

κανόνες µε κάποιο τρόπο ώστε να παραχθεί ένα απλό σύνολο εξόδου και στην 

συνέχεια βγάζει ως έξοδο έναν σαφή αριθµό που είναι αντιπροσωπευτικός της 

συνδυασµένης εξόδου. Για παράδειγµα η κεντροειδής αποσαφοποίηση βρίσκει 

την ένωση όλων των συνόλων εξόδου και χρησιµοποιεί το κέντρο βάρους της 

ένωσης για να παράγει µια σαφή έξοδο. 

 Για τις µεθόδους αποσαφοποίησης τύπου 1 θεωρούµε ότι όλα τα σύνολα 

(antecedent και consequent) των κανόνων που αποτελούν την βάση κανόνων 

είναι τύπου 1. Για την διαδικασία µείωσης τύπου θεωρούµε ότι κάποια από τα 

antecedent ή consequent σύνολα είναι τύπου 2. Σε κάθε περίπτωση θεωρούµε ότι 

έχουν συνεχές πεδίο ορισµού και ότι τα ολοκληρώµατα υποδεικνύουν την λογική 

ένωση. 

 Το σύνολο εξόδου που αντιστοιχεί σε κάθε κανόνα ενός ΑΣ2 είναι ένα 

ασαφές σύνολο τύπου 2. Η διαδικασία µείωσης τύπου συνδυάζει όλα τα σύνολα 

εξόδου µε κάποιο τρόπο (όπως ο αποσαφοποιητής σε ένα ΑΣ1 συνδυάζει τα 

ασαφή σύνολα εξόδου τύπου1) και µετά υλοποιεί ένα κεντροειδή υπολογισµό στο 

σύνολο τύπου 2 που παράγεται δίνοντας ένα ασαφές σύνολο τύπου 1 το 

αποκαλούµε  «type-reduced» set. 

 Το κέντρο βάρους ενός συνόλου τύπου 1 Α, του οποίου το πεδίο 

ορισµού διαχωρίζεται σε Ν σηµεία δίνεται σαν  

1

1

( )

( )

N

i i
i

A N

i

i

x x
C

x

µ

µ

Α

=

Α

=

=
∑

∑
 

Παρόµοια , το κέντρο βάρους ενός συνόλου τύπου 2  ,του οποίου το 

πεδίο διακριτοποιείται σε Ν σηµεία µπορεί να οριστεί  ως ακολούθως. 

Ονοµάζουµε D

�A

i=µ �A (xi),έτσι ώστε:  
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� 1
1

1
1

1

... [ ( )*...* ( )]/N

N

i i

i
A D D N N

i

i

x
C

θ θ

θ
µ θ µ θ

θ
Ν

=

=

=
∑

∫ ∫
∑

 

όπου θi∈Di. Η παραπάνω σχέση µπορεί να περιγραφεί µε  λόγια ως εξής: Κάθε 

σηµείο xi  του   έχει ένα ασαφή βαθµό συµµετοχής D�A i = µ �A (xi) που 

συσχετίζεται µε αυτό. Για να βρούµε το κέντρο βάρους  ,θεωρούµε κάθε πιθανό 

συνδυασµό {θ1,…,θΝ} τέτοιο ώστε θi∈Di.Για κάθε τέτοιο συνδυασµό 

εφαρµόζουµε τον κεντροειδή υπολογισµό που ισχύει για τα σύνολα τύπου 1 

τοποθετώντας θi στην θέση του   µ �A (xi).Και σε κάθε σηµείο στο κέντρο βάρους 

ορίζουµε ένα βαθµό συµµετοχής ίσο µε την t-norm των βαθµών συµµετοχής των 

θi στο Di.Αν περισσότεροι του ενός συνδυασµοί των θi δίνουν το ίδιο σηµείο 

κρατάµε αυτό µε τον µεγαλύτερο βαθµό συµµετοχής. 

 Κάθε  συνδυασµός {θ1,…,θΝ}  µπορεί να θεωρηθεί ότι σχηµατίζει την 

συνάρτηση συµµετοχής κάποιου συνόλου τύπου 1 Α’ που έχει το ίδιο πεδίο µε το 

 και το οποίο όπως είπαµε στο κεφάλαιο 1 ονοµάζεται embedded σύνολο  στο 

.Το κέντρο βάρους  είναι ένα σύνολο τύπου 1 του οποίου τα στοιχεία είναι 

τα κέντρα βάρους όλων των embedded συνόλων τύπου1 στο . Η συµµετοχή 

κάθε κέντρου βάρους ενός embedded συνόλου στο  υπολογίζεται σαν η t-

norm των δευτερευόντων βαθµών συµµετοχής που αντιστοιχούν στο {θ

�A

�A �AC

�A
�AC

1,…,θΝ} 

που αποτελεί αυτό το embedded σύνολο. 

 Εδώ θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι αν το πεδίο ορισµού του  και/ή του 

µ

�A

�A (x) είναι συνεχές ,το πεδίο ορισµού του  είναι επίσης συνεχές. Ο αριθµός 

των embedded συνόλων σε αυτήν την περίπτωση είναι άπειρος. Γι’ αυτό τα πεδία 

τιµών των  και µ

�AC

�A �A (x) θα πρέπει να διακριτοποιηθούν ώστε να υπολογιστεί το 

κέντρο βάρους. Παρατηρούµε ότι αν το πεδίο τιµών κάθε  Di διακριτοποιηθεί σε 

Μ σηµεία τότε ο αριθµός των πιθανών συνδυασµών {θ1,…,θΝ}  είναι ΜΝ,που 

µπορεί να είναι τεράστιος αριθµός ακόµα και για µικρά Μ,Ν. Αν παρόλα αυτά οι 

συναρτήσεις συµµετοχής των Di έχουν κάποια συγκεκριµένη δοµή (π.χ 

οµοιόµορφη(interval sets),Gaussian, τριγωνική ) µπορούµε να υπολογίσουµε ή να 

προσεγγίσουµε  το κέντρο βάρους χωρίς να χρειαστεί να κάνουµε όλους τους 

υπολογισµούς. Για interval σύνολα θα εξηγήσουµε την διαδικασία µείωσης τύπου 

σε επόµενη παράγραφο.  
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 Το σύνολο µειωµένου τύπου που προκύπτει είναι το κέντρο βάρους του 

ασαφούς συνόλου εξόδου τύπου 2 του ΑΣ2.Συνεπώς κάθε στοιχείο του συνόλου 

αυτού είναι το κέντρο βάρους κάποιου embedded συνόλου στο σύνολο εξόδου 

του ΑΣ2. Καθένα από τα embedded  σύνολα τώρα µπορεί να θεωρηθεί σαν 

έξοδος ενός ΑΣ1 και αντίστοιχα το ΑΣ2 µπορεί να θεωρηθεί σαν ένα σύνολο 

ΑΣ1. Καθένα από αυτά τα σύνολα είναι ενσωµατωµένο στο ΑΣ2 ,έτσι ώστε το 

ΑΣ2 να µπορεί να θεωρηθεί σαν ένα σύνολο εξόδων από όλα τα ενσωµατωµένα 

ΑΣ1 σε ένα ΑΣ2.Αυτό αποδίδεται στο παρακάτω σχήµα: 

 

 

Σχήµα 3.3.1 Ένα ασαφές σύστηµα τύπου 2 σαν θεώρηση συνόλου 

ενσωµατωµένων συστηµάτων τύπου 1 

 

 Αν όλες οι antecedent και consequent συναρτήσεις συµµετοχής ενός ΑΣ2 

είναι κανονικές(normal) και έχουν µόνο ένα σηµείο µε µοναδιαία δευτερεύουσα 

συνάρτηση συµµετοχής, τότε ο βαθµός συµµετοχής του συνόλου εξόδου θα είναι 

επίσης κανονικός και θα έχει µόνο ένα σηµείο µε µοναδιαία δευτερεύουσα 

συνάρτηση συµµετοχής και το ίδιο θα ισχύει και για το «type-reduced» set που 

προκύπτει.         

 Αν θεωρήσουµε ένα ΑΣ2 σαν µια παραλλαγµένη εκδοχή ενός ΑΣ1 , 

εξαιτίας των αβεβαιοτήτων στις συναρτήσεις συµµετοχής ,το σύνολο µειωµένου 
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τύπου που προκύπτει µπορεί να θεωρηθεί ότι αναπαριστά την αβεβαιότητα στην 

σαφή έξοδο εξαιτίας των αβεβαιοτήτων στις συναρτήσεις συµµετοχής. Κάποιο 

µέτρο της εξάπλωσης του «type-reduced» set  µπορεί να θεωρηθεί ότι 

υποδηλώνει την πιθανή διαφοροποίηση της σαφής εξόδου λόγω των 

διαφοροποιήσεων στις παραµέτρους των συναρτήσεων συµµετοχής. 

 Στις παρακάτω υποενότητες θα περιγράψουµε πιο αναλυτικά 3 είδη 

διαδικασιών µείωσης τύπου.                                                                                                                   

 

3.3.1 Centroid Type Reduction 
 
 Η κεντροειδής αποσαφοποίηση[12] συνδυάζει τα ασαφή σύνολα εξόδου 

τύπου1 και βρίσκει το κέντρο βάρους του συνόλου που δηµιουργείται. Αν 

ονοµάσουµε το σύνολο αυτό Β ,τότε  

1

1

( )
( )

( )

N

i B i
i

c N

B i
i

y y
y x

y

µ

µ

=

=

=
∑

∑
 

όπου το σύνολο Β διακριτοποιείται σε Ν σηµεία. 

 Αντίστοιχα ο κεντροειδής µηχανισµός µείωσης τύπου συνδυάζει όλα τα 

ασαφή σύνολα εξόδου τύπου 2 βρίσκοντας την ένωση τους. Η συνάρτηση 

συµµετοχής του συνόλου �B  που προκύπτει είναι: 

µ �B (y)= └┘µ �B l(y)    (3.3.1.1) 

όπου το µ �B l(y) είχε οριστεί στην παράγραφο 3.2. Μετά υπολογίζεται το κέντρο 

βάρους του συνόλου �B . 

1
1

1
1

1

( ) ... [ ( )*...* ( )]/N

N

i i
i

c D D N N

i
i

y
Y x

θ θ

θ
µ θ µ θ

θ
Ν

=

=

=
∑

∫ ∫
∑   (3.3.1.2) 

όπου Di=µ �B (yi) και θi∈  µ �B (yi) (i=1,…,N). Θέτουµε  
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1

1

N

i i
i

N

i
i

y
a

θ

θ

=

=

∑

∑
�  

1*...* ( )ND Db Nµ µ θ�    (3.3.1.3) 

Ο υπολογισµός του Υc(x) περιλαµβάνει τον υπολογισµό των ζευγών (α,b) πολλές 

φορές. Ας υποθέσουµε ότι υπολογίζουµε το (α,b) α φορές. Τότε µπορούµε να 

θεωρήσουµε τον υπολογισµό του  Υc(x) σαν τον υπολογισµό των α ζευγών 

(α1,b1), (α2,b2),…, (αα,bα). Σηµαντική πληροφορία είναι το πεδίο τιµών των αi 

,δηλ αL και αR όπου αL=minαi και αR=maxαi (i=1,…,α) διότι είναι το όριο [αL, αR] 

που συσχετίζουµε µε ένα γλωσσικό πεδίο τιµών. Αν αποθηκεύσουµε µόνο τα αL 

και αR αντί για όλα τα α µειώνονται οι απαιτήσεις αποθήκευσης κατά πολύ. 

 Η σειρά των υπολογισµών που απαιτούνται για τον υπολογισµό του  Υc(x) 

έχει ως ακολούθως: 

 

 

 

1)Υπολόγισε το συνδυασµένο σύνολο εξόδου βάση της σχέσης 3.3.1.1. 

Αυτό είναι δυνατό γιατί µπορούµε πρώτα να υπολογίσουµε τα µ �B l(y) µέσο 

της σχέσης 3.2.1 

2)∆ιαχώρισε το χώρο εξόδου Υ σε Ν σηµεία y1,…,yN 

3)∆ιαχώρισε το πεδίο τιµών κάθε  µ �B (yi) (i=1,…,N) σε κατάλληλο αριθµό 

σηµείων 

4)Απαρίθµησε όλα τα embedded σύνολα. Για παράδειγµα αν κάθε µ �B (yi) 

διαχωρίζεται σε Μi σηµεία θα υπάρχουν 
1

N

j

j

M
=
∏  ενσωµατωµένα σύνολα 

5)Υπολόγισε το «type-reduced» set χρησιµοποιώντας την 3.3.1.2, δηλ 

υπολόγισε τα ζεύγη (αi,bi) i=1,2,…, 
1

N

j

j

M
=
∏ ,όπου τα αi και bi είναι αυτά 

των σχέσεων 3.3.1.3. Χρησιµοποιούµε την minimum t-norm 
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 Στο βήµα 5 ο υπολογισµός των συναρτήσεων συµµετοχής πρέπει να 

επαναληφθεί 
1

N

j

j

M
=
∏ φορές και γενικά περιλαµβάνει τεράστιο υπολογιστικό 

φόρτο. Η υπολογιστική πολυπλοκότητα και τρόποι µείωσης της αναλύονται σε 

παρακάτω παράγραφο. 

 

3.3.2 Height Type Reduction 
 

 H αποσαφοποίηση ύψους αντικαθιστά το σύνολο εξόδου κάθε κανόνα µε 

ένα µονοσύνολο στο σηµείο που έχει την µεγαλύτερη συνάρτηση συµµετοχής στο 

εκάστοτε σύνολο και µετά υπολογίζει το κέντρο βάρους του συνόλου που 

δηµιουργείται από τα µονοσύνολα αυτά. Η έξοδος του αποσαφοποιητή είναι: 

(
1

( )
1

y )
( )

M

yl
l

h M

yl
l

l l
y x

l

µ

µ

Β

=

Β

=

=
∑

∑
  (3.3.2.1) 

όπου y l είναι το σηµείο που έχει τη µέγιστη συµµετοχή στο lth σύνολο εξόδου 

(αν υπάρχουν περισσότερα του ενός τότε παίρνουµε το µέσο όρο τους ως y l).H 

συµµετοχή του στο lth σύνολο εξόδου δίνεται ως: 

µΒ
l( y l)= µG

l( y l)* 1
p

iT = µFi
l(xi) 

όπου το * και Τ υποδηλώνουν την χρησιµοποιούµενη t-norm. 

  Η αντίστοιχη διαδικασία µείωσης τύπου αντικαθιστά κάθε σύνολο 

εξόδου µε ένα µονοσύνολο τύπου 2, δηλ ένα ασαφές σύνολο του οποίου το πεδίο 

τιµών αποτελείται από ένα µόνο σηµείο, η συµµετοχή του οποίου είναι ένα 

σύνολο τύπου 1. Το lth σύνολο εξόδου αντικαθίσταται από ένα µονοσύνολο στο  

y l ,όπου y l επιλέγεται να είναι το σηµείο που έχει την µεγαλύτερη συµµετοχή 

στην κύρια συνάρτηση συµµετοχής του συνόλου εξόδου �B l. Αν το �B l είναι 

τέτοιο ώστε η κύρια συνάρτηση συµµετοχής να µην µπορεί να προσδιοριστεί 

,τότε µπορούµε να διαλέξουµε σαν y l το σηµείο που έχει την µεγαλύτερη 

πρωτεύουσα συµµετοχή µε µοναδιαία δευτερεύουσα συµµετοχή ή κάποιο άλλο 

σηµείο που ικανοποιεί ένα παρόµοιο κριτήριο. Ο βαθµός συµµετοχής του y l 

µπορεί να βρεθεί ως εξής: 
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µ �B l( y l)=µ �G l( y l) ┌┐[┌┐µ �F l(xi)]    (3.3.2.2) 

  

 

Αν θέσουµε Dl = µ �B l( y l) τότε παίρνουµε: 

1
1

1
1

1

( ) ... [ ( )*...* ( )]/M
M

M

l
l

h D D M M

l
l

yl
Y x

θ θ

θ
µ θ µ θ

θ

=

=

=
∑

∫ ∫
∑ (3.3.2.3) 

 
όπου θL∈Dl για l=1,…,M. Σε αυτήν την περίπτωση α=

1

M

l=
∑ y l/

1

M

l=
∑θ  ,ενώ το b 

δίνεται πάλι από την ίδια σχέση. 

l

Η σειρά των υπολογισµών που  απαιτούνται για τον υπολογισµό του Υh(x) 

έχει ως ακολούθως : 

 

1)Επέλεξε y l για κάθε σύνολο εξόδου l=1,2,…,M και υπολόγισε µ �B l( y l) 

από την 3.3.2.2 

2)∆ιαχώρισε το πεδίο τιµών κάθε µ �B l( y l) σε ένα κατάλληλο αριθµό 

σηµείων. Ο τρόπος διαχωρισµού είναι παρόµοιος µε αυτόν στην 

κεντροειδή µείωση τύπου µε την διαφορά ότι ο αριθµός των σηµείων 

στον οριζόντιο άξονα(αριθµός κανόνων) είναι Μ αντί για Ν 

3)Απαρίθµησε όλους τους δυνατούς συνδυασµούς {θ1,…,θΜ}τέτοια ώστε 

θl ∈  µ �B l( y l) .Υπάρχουν 
1

M

l

l

M
=
∏  συνδυασµοί 

4)Υπολόγισε το «type-reduced» set χρησιµοποιώντας την 3.3.2.3. 

Χρησιµοποιούµε είτε minimum t-norm είτε  product t-norm. 

 Στο βήµα  4 το σταθµισµένο άθροισµα και οι υπολογισµοί των 

συναρτήσεων συµµετοχής απαιτούν 
1

M

l

l

M
=
∏  συνδυασµούς που είναι κατά 
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πολύ λιγότεροι από τους αντίστοιχους που απαιτούνται για την 

κεντροειδή µείωση τύπου. 

3.3.3 Center-of-sets Type Reduction 
 
 Στην center-of_sets απασαφοποίηση  αντικαθιστούµε κάθε consequent 

σύνολο µε ένα µονοσύνολο που αντιστοιχεί στο κέντρο του και µετά βρίσκουµε 

το κέντρο του συνόλου τύπου 1 που αποτελείται από αυτά τα µονοσύνολα.. Η 

έξοδος έχει ως εξής: 

c 1
1

c o s

1
1

l (
( )

( )

i

i

M
p

F l ii
l

M
p

F l ii
l

T x
y x

T x

µ

µ

=
=

=
=

=
∑

∑

)
 

όπου Τ είναι η t-norm που επιλέγουµε λ και cl το κέντρο του lth consequent 

συνόλου. Σηµειώνουµε ότι αν το σύνολο αυτό είναι συµµετρικό, κανονικό και 

κυρτό τότε cl= y l και µG
l( y l)=1 για l=1,…,M.ν Σε αυτή την ειδική περίπτωση 

δηλαδή ycos(x)=yh(x). 

 Στην αντίστοιχη διαδικασία µείωσης τύπου κάθε   consequent σύνολο 

αντικαθίσταται µε το κέντρο βάρους του(που είναι ένα σύνολο τύπου 1 αν το 

αντίστοιχο consequent σύνολο είναι τύπου 2) και βρίσκει ένα σταθµισµένο 

άθροισµα όπου το  βάρος που αντιστοιχεί στο lth κέντρο είναι ο βαθµός 

ενεργοποίησης του lth κανόνα, δηλ  ┌┐µ �iF
l(xi). H έκφραση που δίνει το σύνολο 

µειωµένου τύπου είναι: 

1

1
cos 1 11

1

( ) ... ... ( ) * ( ) /l l
d dM

M

l l
M M l

C l ll l Me eM
l

l

d e
Y x T d T e

e
µ µ =

Ε= =

=

=
∑

∫ ∫ ∫ ∫
∑

 (3.3.3.1) 

όπου Τ και * υποδηλώνουν την t-norm, dl ∈Cl =C l�G  το κέντρο του lth 

consequent set και e ∈E =┌┐µl l �F i
l(x ) o βαθµός ενεργοποίησης του  lth 

consequent set.  Σε αυτήν την περίπτωση α=

i

1 1

/
M M

l l l

l l

de e
= =
∑ ∑ και 

b=T d . 1 1( )* (E )l l
M M

C l ll lT eµ µ= =
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Ο αριθµός των υπολογισµών που απαιτούνται είναι γενικά µεγαλύτερος 

από τον αντίστοιχο του height type reducer αλλά µικρότερος από αυτόν του 

centroid type reducer.  

3.3.4 Υπολογιστική πολυπλοκότητα 
 Παρουσιάσαµε 3 είδη µείωσης τύπου σε ένα ΑΣ2. ∆υστυχώς όµως 

παρουσιάζουν µεγάλη υπολογιστική πολυπλοκότητα. Ευτυχώς όµως ένα ΑΣ2 

µπορεί να θεωρηθεί σαν  ένα σύνολο πολλών ΑΣ1.Όπως περιγράψαµε σε 

προηγούµενη παράγραφο το «type-reduced» set είναι ένα σύνολο από εξόδους 

όλων των ενσωµατωµένων ΑΣ1.Οι πράξεις για καθένα από τα ΑΣ1 µπορούν να 

γίνουν παράλληλα. Η υπολογιστική πολυπλοκότητα για την εκτέλεση του type-

reduction σε ένα ΑΣ1 είναι η ίδια µε αυτήν της αποσαφοποίησης. Ο αριθµός των 

παράλληλων επεξεργαστών εξαρτάται από τον αριθµό των ΑΣ1. Ο υπολογισµός 

των α όπως αυτά δίνονται από την σχέση 3.3.1.3 µας δείχνει την πολυπλοκότητα 

µε όρους πολλαπλασιασµών, προσθέσεων και διαιρέσεων. Ο υπολογισµός των b 

µας δίνει την πολυπλοκότητα σε υπολογισµούς T-norm. Ο αριθµός των 

παράλληλων επεξεργαστών ισούται µε τον αριθµό των ζευγών (αi,bi). Ο 

παρακάτω πίνακας συνοψίζει την υπολογιστική πολυπλοκότητα για τις 3 

µεθόδους µείωσης τύπου που είδαµε παραπάνω. Υποθέτουµε ότι ενεργοποιούνται 

όλοι οι Μ κανόνες, κάτι που δεν ισχύει στην πράξη. 

 
Type 

reducer 

t-

nor

m 

multiplicati

ons 

additio

ns 

divisio

ns 

Parallel 

processors 

Centroi

d 

N-1 N   2(N-1) 1 

1

N

k

k

M
=
∏

 

Height M-1 M 2(M-

1) 

1 

1 1

pM

i j

i j

N
= =
∏ ∏
 

Center-of-

sets 

2M -1 M

-

1 

  2(M-1) 1 

1 1

pM

i

i j

K
= =
∏ ∏
 

Πίνακας 3.3.4 Υπολογιστική πολυπλοκότητα µεθόδων µείωσης τύπου 
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Στον παραπάνω πίνακα ο αριθµός των κανόνων που ενεργοποιούνται είναι Μ, ο 

αριθµός των antecedents είναι π, οι ενεργοποιούµενοι πρωτεύοντες βαθµοί 

συµµετοχής µ �F
i(x) (i=1,…,M, j=1,…,p) δειγµατολειπτούνται σε Nij σηµεία, η 

συνεπαγόµενη(consequent) συνάρτηση συµµετοχής µ (y�B k)(κ=1,...Ν) 

δειγµατολειπτείται σε Μκ σηµεία Το κέντρο του ith consequent συνόλου περιέχει 

Κi σηµεία και  το πεδίο τιµών της εξόδου περιέχει Ν σηµεία. 

3.4 Μείωση τύπου σε interval ασαφή συστήµατα τύπου 2 
 
 Η διαδικασία µείωσης τύπου σε ένα γενικευµένο ΑΣ2 αποτελεί µια 

εξαιρετικά πολύπλοκη διαδικασία. Η πιο γενικευµένη µορφή για την εύρεση του 

«type-reduced» set είναι σύµφωνα µε αυτά που είδαµε στην προηγούµενη 

παράγραφο: 

Y(Z1,…,ZM,W1,…,WM)=

1 1

1
1 1

1

... ... ( )* ( )/
l l

l l l l
M M

l

M

M M l
l l Mz z w w

l

wz
T z z T w w

w
µ µ =

= =

=

∑
∫ ∫ ∫ ∫

∑  

 Τα πράγµατα γίνονται πολύ πιο απλά όταν οι δευτερεύουσες συναρτήσεις 

συµµετοχής είναι interval sets .Στις παρακάτω παραγράφους θα αναλύσουµε  πως 

απλοποιείται η διαδικασία µείωσης τύπου σε αυτήν την περίπτωση και θα 

παρουσιάσουµε µια υπολογιστική διαδικασία που επιτρέπει τον υπολογισµό του 

«type-reduced»set χωρίς να χρειάζεται να λάβουµε υπόψιν όλους τους 

συνδυασµούς των zl και wl. 

 Σε ένα interval λοιπόν ΑΣ2,κάθε Ζl και Wl(l=1,…M) είναι ένα interval 

σύνολο τύπου 1. Λαµβάνοντας λοιπόν υπόψιν το γεγονός ότι µΖl(zl)= µWl(wl)=1  η 

γενική σχέση που δώσαµε παραπάνω γράφεται: 

Y(Z1,…,ZM,W1,…,WM)= 1 1

1

1

... ... 1/
l l

M M

l

M

l
Mz z w w

l

wz

w

=

=

∑
∫ ∫ ∫ ∫

∑  (3.4.1) 

Οπότε σε αυτήν την περίπτωση απαιτείται µόνο ο υπολογισµός του α στην 3.3.1.3 

µιας και το b είναι µονάδα.  
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Όπως είχαµε αναφέρει και στο πρώτο κεφάλαιο ένα  interval set µπορεί να 

αναπαρασταθεί µόνο µέσο του αριστερού και δεξιού του άκρου σαν [l,r] ή µέσο 

του κέντρου και της εξάπλωσης του σαν [c-s, c+s] όπου c=(l+r)/2 και s=(r-l)/2. 

Σε ένα γενικευµένο interval ΑΣ2 κάθε Zl   στην 3.4.1 είναι ένα interval 

σύνολο τύπου 1 µε κέντρο cl και εξάπλωση sl(sl≥ 0) όπως και κάθε Wl µε 

αντίστοιχα κέντρα και εξάπλωση hl και ∆l(∆l 0).To Y είναι επίσης ένα interval 

set. Έτσι το µόνο που χρειάζεται να υπολογίσουµε είναι τα δύο ακρινά σηµεία 

του y

≥

l και yr.To yl εξαρτάται από το cl-sl και από ένα από τα δύο ακρινά σηµεία 

του Wi και το  yr από το cl+sl και από ένα από τα δύο ακρινά σηµεία του Wi.Στην  

συνέχεια θα παρουσιάσουµε µια επαναληπτική διαδικασία  υπολογισµού των  yl 

και yr για ένα interval ΑΣ2. 

Για ευκολία θέτουµε S(w1,…,wM)�
1

1

l l

l

M

l
M

l

z w

w

=

=

∑

∑   (3.4.2) 

Όπου wl∈[hl-∆l,hl+∆l] και hl≥∆l για l=1,…,M και zl∈[cl-sl,cl+sl].Tο µέγιστο των 

S,yr βρίσκεται ως ακολούθως. Θέτουµε zl=cl+sl(l=1,…,M) και χωρίς απώλεια 

γενικότητας υποθέτουµε ότι τα zi είναι διατεταγµένα σε αύξουσα σειρά, δηλ z1≤  

z2 … z≤ ≤ M.Τότε 

 

 

 

[

 

1)Θέσε wl=hl για l=1,…,M και υπολόγισε S’=S(h1,h2,…,hM) 

χρησιµοποιώντας την 3.4.2. 

2)Βρες κ(1≤ κ≤Μ-1) τέτοιο ώστε zk≤S’≤  zk+1 

3)Θέσε wl=hl-∆l για l≤ k και wl= hl+ ∆l για l ≤k+1 και υπολόγισε S’’ 

=S(h1- ∆1,…, hk- ∆k, hk+1- ∆k+1,…, hM- ∆M ) χρησιµοποιώντας την 

3.4.2. 

4)έλεγξε αν S’’= S’.Αν ναι σταµάτα. S’’ είναι η µέγιστη τιµή του 

S(w1,…,wM).Αν όχι πήγαινε στο βήµα 5 

5)θέσε S’ ίσο µε S’’.Πήγαινε στο βήµα 2. 
 Η επαναληπτική αυτή διαδικασία συγκλίνει το πολύ σε Μ επαναλήψεις 

8] όπου µία επανάληψη αποτελείται από ένα πέρασµα διαµέσο των βηµάτων 2-5. 
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 Η ελάχιστη τιµή του S(w1,…,wM) µπορεί να βρεθεί µε µια παρόµοια 

διαδικασία. Χρειάζονται µόνο 2 αλλαγές.1)πρέπει να θέσουµε   zl= cl-sl για 

l=1,…,M και 2)στο βήµα 3 πρέπει να θέσουµε wl= hl+ ∆l για l k και w≤ l= hl- ∆l 

για l≥ k+1 για τον υπολογισµό του σταθµισµένου µέσου S’’= S(h1+∆1,…, hk+∆k, 

hk+1+∆k+1,…, hM+∆M) 

 Η υπολογιστική αυτή µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί για τον υπολογισµό 

του   «type-reduced» set για όλους τους τύπους type reduction µε ραγδαία µείωση 

της υπολογιστικής πολυπλοκότητας.  Τα yl και yr µπορούν να υπολογιστούν 

παράλληλα και απαιτούνται µόνο 2 επεξεργαστές ανεξάρτητα από το είδος της 

µείωσης τύπου που χρησιµοποιούµε.  

 Στην συνέχεια θα εξηγήσουµε αναλυτικά πως εφαρµόζεται η παραπάνω 

διαδικασία σε καθέναν από τους τρόπους type-reduction που είδαµε παραπάνω. 

3.4.1 Centroid type reduction  
 
 Για ένα interval ΑΣ2 ,ο βαθµός ενεργοποίησης που αντιστοιχεί σε κάθε 

κανόνα όπως επίσης και τα σύνολα εξόδου είναι interval σύνολα τύπου 1 ,οπότε η 

σχέση 3.3.1.2 γίνεται  

1

1

1

( ) ... 1 /

N

i i
i

c N

i

i

y
Y x

θ θ

θ

θ
Ν

=

=

=
∑

∫ ∫
∑

  (3.4.1.1) 

Ας θεωρήσουµε ότι [Li,Ri] είναι το πεδίο τιµών του µ �B (yi) .Για να 

χρησιµοποιήσουµε την υπολογιστική διαδικασία που περιγράψαµε προηγούµενα 

παρατηρούµε ότι το άθροισµα στην 3.4.2 τώρα εκτείνεται από 1 ως Ν αντί από 1 

ως Μ. Το yi παίζει το ρόλο του cl. Το sl=0 για όλα τα l µιας και το yi είναι σαφές. 

Επίσης (Li+Ri)/2=hl και (Ri-Li)/2=∆l.   
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3.4.2 Height type reduction  
 
 Για ένα interval ΑΣ2 η σχέση 3.3.2.3 γίνεται 

1

1

1

( ) ... 1/
M

M

l
l

h M

l
l

yl
Y x

θ θ

θ

θ

=

=

=
∑

∫ ∫
∑  

 Εδώ y l παίζει το ρόλο του c .Επίσης s =0 για όλα τα l µιας και l l y l είναι 

σαφές. Και η συµµετοχή του συνόλου εξόδου του  y l µΒ
l( y l) παίζει το ρόλο του 

Wl. Αn θεωρήσουµε ότι [Li,Ri] είναι το πεδίο τιµών κάθε µΒ
l( y l) τότε 

(L +R )/2=h  και (R -L )/2=∆    i i l i i l.

 

3.4.3 Centers-of-sets  type reduction  
 

 Για ένα interval ΑΣ2 η σχέση 3.3.3.1 γίνεται 

1 1

1
cos

1

( ) ... ... 1/
l l

M M

l

M

l
Md d e e

l

de
Y x

e

=

=

=
∑

∫ ∫ ∫ ∫
∑ (3.4.3.1) 

Η υπολογιστική διαδικασία εφαρµόζεται σε 2 στάδια. Στο πρώτο στάδιο 

υπολογίζουµε το κέντρο Cl καθενός interval consequent set τύπου 2.Το κέντρο 

ενός τέτοιου συνόλου  δίνεται ως εξής: �A

C =�A 1

1

1

. . . 1 /
z z

z

Z

z
Z

z

y

θ θ

θ

θ
Ν

=

=

∑
∫ ∫

∑
(3.4.3.2) 

όπου θi ανήκει σε κάποιο διάστηµα στο [0,1].Για να χρησιµοποιήσουµε την 

υπολογιστική διαδικασία που περιγράφηκε παραπάνω  παρατηρούµε ότι τα yz και 

θz παίζουν το ρόλο των zl και wl αντίστοιχα. Επίσης sl=0 γιατί κάθε  yz είναι 
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σαφές. Πιο αναλυτικά ο αλγόριθµος για την εύρεση του δεξιού άκρου των 

κέντρων των συνόλων εξόδου έχει ως εξής: 

 

 

Γ

τ

κ

τ

 

τ

τ

τ

τ

κ

δ

 

Θεωρούµε ότι τα yz είναι διατεταγµένα κατά αύξουσα σειρά y1≤  y2≤  y3≤…  

y

≤

z.Τότε, 

1.Αρχικοποίησε θz θέτοντας θz=hz για z=1,…,Z k και υπολόγισε y’=y(h1,…,hz) 

σύµφωνα µε την εξίσωση y(θ1,....,θz)= 1

1

Z

z z

z
Z

z

z

yθ

θ

=

=

∑

∑
  

2)Βρες e(1≤ e Z-1) τέτοιο ώστε y≤ e≤ y’≤  ye+1 

3)Θέσε θz=hz-∆z για z≤ e και θz=hz+∆z για z≥ e+1και υπολόγισε y’’ 

=y(h1- ∆1,…, he- ∆e, he+1+∆e+1,…, hz+∆z ) χρησιµοποιώντας την ίδια 

εξίσωση. 

4)έλεγξε αν y’’= y’.Αν ναι σταµάτα. y’’ είναι η µέγιστη τιµή του 

y(θ1,....,θz).Αν όχι πήγαινε στο βήµα 5 

5)θέσε y’ ίσο µε y’’.Πήγαινε στο βήµα 2. 
ια τον υπολογισµό του αριστερού άκρου εφαρµόζεται η ίδια διαδικασία αλλά µε 

ην εξής διαφορά: στο βήµα 3 θέτουµε θz=hz+∆z για z≤ e και θz=hz-∆z για z e+1 

αι υπολογίζουµε  y

≥
’’ =y(h1+∆1,…, he+∆e, he+1-∆e+1,…, hz-∆z ) χρησιµοποιώντας 

ην ίδια εξίσωση. 

Στο δεύτερο στάδιο υπολογίζουµε το «type reduced» set χρησιµοποιώντας 

ην (3.4.3.1) . Κατά τον υπολογισµό του συνόλου µειωµένου τύπου ,το Cl παίζει 

ο ρόλο του Ζl στην (3.4.1) . Αν το πεδίο τιµών του Cl είναι το διάστηµα [ ,c
lL c

lR ] 

ότε cl=( +c
lL c

lR )/2 και sl=( -c
lL c

lR )/2.O βαθµός ενεργοποίησης Εl παίζει το ρόλο 

ου Wl. Αν το πεδίο τιµών του El είναι το διάστηµα [ ,lL lR ] ,τότε hl=(Ll+Rl]/2 

αι ∆l=(Rl-Ll]/2. 

Πιο αναλυτικά ο επαναληπτικός αλγόριθµος  για τον υπολογισµό του 

εξιού άκρου του συνόλου µειωµένου τύπου έχει ως εξής: 
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Γ

α

γ

 

µ

σ

 

3
 

 

π

π

β

σ

ό

 

Θεωρούµε ότι τα yr
i(i=1,..M οι κανόνες)που υπολογίστηκαν στο προηγούµενο 

βήµα είναι διατεταγµένα κατά αύξουσα σειρά yr
1 ≤  yr

2≤  yr
3≤…  y≤ r

Μ
.Τότε, 

1.Υπολόγισε yr  σύµφωνα µε την εξίσωση yr= 1

1

r r

r

M

i
M

i

f iy i

f i

=

=

∑

∑
 όπου τα fr

i=( f i + f i)/2 

όπου τα  f i και f i έχουν υπολογιστεί παίρνοντας την t-norm των lower και 

upper συναρτήσεων συµµετοχής των antecedent sets και θέσε  yr’=yr. 

2)Βρες R(1 R M-1) τέτοιο ώστε y≤ ≤ r
R≤ yr

’≤  yr
R+1 

3)Υπολόγισε yr  σύµφωνα µε την ίδια εξίσωση χρησιµοποιώντας 

fr
i= f i  για i≤R και fr

i= f  iγια i R και θέσε y≥ r’’=yr. 

4)έλεγξε αν yr
’’= yr

’.Αν ναι σταµάτα. yr’’ είναι η µέγιστη τιµή του 

y.Αν όχι πήγαινε στο βήµα 5 

5)θέσε yr
’ ίσο µε yr

’’.Πήγαινε στο βήµα 2. 
 

 

ια τον υπολογισµό του yl εφαρµόζουµε παρόµοιο αλγόριθµο µε την διαφορά ότι 

φού βρούµε L αντίστοιχο του R υπολογίζουµε το yl στο βήµα 3 θέτοντας  fl
i= f i   

ια i L και f≤ l
i= f i  για i≥L. 

Σε καθεµία από τις παραπάνω περιπτώσεις, µια σαφής έξοδος για το ΑΣ2 

πορεί να βρεθεί υπολογίζοντας το κέντρο του «type-reduced»set. Εφόσον το 

ύνολο αυτό είναι interval , το κέντρο είναι το µέσο σηµείο του διαστήµατος. 

.5 Αποσαφοποίηση 

Εφόσον έχουµε βρει το type-reduced set µε κάποια από τις µεθόδους που 

εριγράψαµε παραπάνω το αποσαφοποιούµε για να πάρουµε µια σαφή έξοδο .Ο 

ιο συνηθισµένος τρόπος για να το επιτύχουµε αυτό είναι να βρούµε το κέντρο 

άρους του συνόλου που έχει παραχθεί. Αυτό ισοδυναµεί µε την εύρεση ενός 

ταθµισµένου µέσου όρου των εξόδων όλων των ενσωµατωµένων ΑΣ1 στο ΑΣ2 

που τα βάρη αντιστοιχούν στις συναρτήσεις συµµετοχής στο παραχθέν σύνολο. 
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Αν το σύνολο αυτό Υ για µια είσοδο χ είναι διακριτό και αποτελείται από Ν 

σηµεία , η σχέση που δίνει το αποσαφοποιηµένο σύνολο είναι: 

     
1

1

( )
( )

( )

k Y k

Y

Y k

N

k
N

k

y y
C x

y

µ

µ

=

=

=
∑

∑    (3.5.1) 

 Αν το σύνολο µειωµένου τύπου που έχει παραχθεί έχει µόνο ένα σηµείο 

µε µοναδιαία συνάρτηση συµµετοχής και επιθυµούµε να µειώσουµε την 

υπολογιστική πολυπλοκότητα µπορούµε να σκεφτούµε ότι ένας πιο απλός τρόπος 

να πάρουµε µια σαφής τιµή εξόδου είναι να πάρουµε το σηµείο που έχει 

µοναδιαία συνάρτηση συµµετοχής στο «type-reduced» set. Aν το κάνουµε αυτό 

όµως είναι σαν να αγνοούµε εντελώς  την ανάλυση τύπου 2 και επιλέγοντας την 

έξοδο µε βάση µόνο την κύρια συνάρτηση συµµετοχής του ΑΣ1 που είναι 

ενσωµατωµένο στο ΑΣ2. Στην ειδική περίπτωση που το «type-reduced» set είναι 

κυρτό και συµµετρικό τότε το σηµείο µοναδιαίας συνάρτησης συµµετοχής 

ταυτίζεται µε το κέντρο του συνόλου.      

 Εφόσον είναι δυνατή η παράλληλη επεξεργασία για την διαδικασία 

µείωσης τύπου τότε η έξοδος κάθε επεξεργαστή µπορεί να εισαχθεί στον 

αποσαφοποιητή και να παραχθεί µια σαφής έξοδος. Έτσι η αποθήκευση 

δεδοµένων δεν είναι πρόβληµα. Παρόλα αυτά οι περισσότεροι ερευνητές δεν 

έχουν την πολυτέλεια της παράλληλης επεξεργασίας. Αλλά υπάρχει η δυνατότητα 

της χρησιµοποίησης µιας επαναληπτικής διαδικασίας που έχει ως σκοπό την 

µείωση της µνήµης που απαιτείται για την αποθήκευση των δεδοµένων . 

Υπολογίζουµε: 

Α(i)=A(i-1)+yiµY(yi),  A(0)=0 

B(i)=B(i-1)+µY(yi),  A(0)=0 

για i=1,2,…,N. Μετά την Νth επανάληψη η αποσαφοποιηµένη έξοδος είναι 

CY(x)=A(N)/B(N). Έτσι σε κάθε επανάληψη χρειάζεται να αποθηκεύουµε µόνο 

τα Α,Β. 
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3.6 Παράδειγµα 

Εδώ θα παρουσιάσουµε ένα παράδειγµα προσέγγισης της συνάρτησης 

y=100-x2 όπου x∈[-10,10]. Αυτό που κάνει αναγκαία την χρησιµοποίηση ενός 

ΑΣ2 είναι ότι έχουµε πρόσβαση σε µετρήσεις του y που έχουν υποστεί αλλοίωση 

από θόρυβο. Έτσι λοιπόν παίρνουµε υπόψιν 10 στιγµιότυπα κάθε µέτρησης και 

το επαναλαµβάνουµε αυτό για 9 ζεύγη (x,y). Για κάθε είσοδο xi (i=1,…,9) 

βρίσκουµε την µικρότερη ( )και µεγαλύτερη( )από τις 10 τιµές του y. Τα 

9 ζεύγη που παίρνουµε είναι: 

min
iy max

iy

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

O

ζεύγη ,µ

 

 (x1,[ , ])=(-10,[-7.79,6.49])  1
miny 1

maxy

(x2,[ , ])=(-7.5,[34.72,52.93]) 2
miny 2

maxy

(x3,[ , ])=(-5,[66.12,84.1]) 3
miny 3

maxy

(x4,[ , ])=(-2.5,[84.93,101.75])4
miny 4

maxy

(x5,[ , ])=(0,[93.09,109.95]) 5
miny 5

maxy

(x6,[ , ])=(2.5,[88.02,103.53]) 6
miny 6

maxy

(x7,[ , ])=(5,[65.37,84.32]) 7
miny 7

maxy

(x8,[ , ])=(7.5,[34.14,50.85]) 8
miny 8

maxy

(x9,[ , ])=(10,[-9.62,9.62]) 9
miny 9

maxy
 

 

 ασαφής προσεγγιστής σχηµατίζει έναν κανόνα για καθένα από τα 9 

ε καθένα από τους  κανόνες να έχει την µορφή: 

ΙF x is A, THEN y is  �G
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Επειδή µόνο οι τιµές του υ είναι αβέβαιες στα ζεύγη εισόδων-εξόδων 

επιλέγουµε τα antecedent sets να είναι τύπου 1 και τα consequent τύπου 2.Στο 

παράδειγµα µας τα antecedent sets είναι Gaussian τύπου 1 και τα consequent sets 

να έχουν πρωτεύουσες συναρτήσεις Gaussian µε αβέβαια κέντρα. Εννοείται ότι οι 

δευτερεύουσες συναρτήσεις είναι interval sets. Το ΑΣ2 χρησιµοποιεί maximum t-

conorm, product t-norm ,product implication,center-of-sets type-reduction. 

Οι συναρτήσεις συµµετοχής για τα antecedent sets και τα FOU για 2 από 

τα consequent sets φαίνονται στο σχήµα 3.6.1. Τα κέντρα των Gaussian 

antecedent sets τοποθετήθηκαν στις δειγµατολειπτηµένες τιµές του x.Η απόκλιση 

κάθε σετ επιλέχθηκε τυχαία 1.25. Κάθε consequent set είναι ένα interval σύνολο 

τύπου 2 που δηµιουργήθηκε από µια Gaussian πρωτεύουσα συνάρτηση 

συµµετοχής µε κέντρο στο διάστηµα [ , ]. Οι αποκλίσεις των consequent 

sets επιλέγουµε να είναι 40.  

min
iy max

iy

 

Σχήµα 3.6.1 Συναρτήσεις συµµετοχής για a)antecedent sets b) 2 of 

the consequent sets 
Επιλέγουµε µια συγκεκριµένη είσοδο x’=5.5.H είσοδος αυτή έχει µη µηδενική 

συνάρτηση  συµµετοχής σε 3 antecedent sets:0.056135 στο σύνολο µε κέντρο το 
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2.5(x6),0.92312 στο σύνολο µε κέντρο το 5(x7) και 0.27804 στο σύνολο µε κέντρο 

στο 7.5(x8).Συνεπώς 3 κανόνες ενεργοποιούνται, οι κανόνες 6,7,8. 

 Χρησιµοποιήσαµε center-of-sets type-reduction και αντικαταστήσαµε 

κάθε consequent set µε το κέντρο του ,του οποίου διαβαθµίσαµε το βαθµό 

ενεργοποίησης  σύµφωνα µε product implication και t-norm. Τα κέντρα των 3 

ενεργοποιούµενων consequent sets είναι interval sets των οποίων το πεδίο τιµών 

υπολογίστηκε  µε την επαναληπτική διαδικασία που περιγράφηκε στην 

παράγραφο 3.4 και τα οποία φαίνονται στο σχήµα 3.6.2a µαζί µε τους βαθµούς 

ενεργοποίησης τους. Τα πεδία τιµών για τα 3 ενεργοποιούµενα σύνολα είναι 

[88.02,103.53],[65.37,84.32] και [34.14,50.85]. 

Σχήµα  3.6.2 a)Centroids of 3 fired sets and their firing degrees 

b)center-of-sets type-reduced set and crisp output(dashed) 

 
 
Το αριστερό και δεξιό άκρο του type-reduced set προκύπτει ως εξής: 

 

 53



Κεφάλαιο 3-Ασαφή συστήµατα τύπου2 
 
 

yl= 1

1

M
i i

l l
i

M
i

l
i

f y

f

=

=

∑

∑
=

0.27804*50.85 0.92312*84.32 0.056135*103.53
0.27804 0.92312 0.056135

+ +
+ +

=77.7 

 

yr= 1

1

M
i i

r r
i

M
i

r
i

f y

f

=

=

∑

∑
= 0.27804*34.14 0.92312*65.37 0.056135*88.02

0.27804 0.92312 0.056135
+ +

+ +

=59.39 

To type-reduced set  φαίνεται στο σχήµα 3.6.2b.Επιλέγουµε να πάρουµε σαν 

σαφή έξοδο το µέσο σηµείο του συνόλου το 68.55.Η πραγµατική τιµή της 

συνάρτησης για είσοδο 5.5 είναι 69.75. Στην παρακάτω γραφική φαίνεται η 

έξοδος του ΑΣ2 για κάθε είσοδο, η πραγµατική τιµή της συνάρτησης και τα άνω 

και κάτω όρια του reduced set.  

Σχήµα 3.6.3 Η κανονική µαύρη γραµµή είναι η έξοδος του ασαφούς 

συστήµατος, η διακεκοµµένη µε τις τελείες είναι η πραγµατική τιµή 

της συνάρτησης και οι δυο άλλες διακεκοµµένες τα άνω και κάτω 

όρια του type-reduced set   
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Κεφάλαιο 4 

Εφαρµογές ασαφών συστηµάτων τύπου 2 
 

4.1Γενικά 
 

Ο αριθµός των εφαρµογών των ΑΣ2 που αναφέρονται στην βιβλιογραφία 

συνεχώς αυξάνει. Παρακάτω θα παραθέσουµε τις κυριότερες εφαρµογές  µαζί µε 

αναφορές στις αντίστοιχες δηµοσιεύσεις. Έτσι τα ΑΣ2 βρίσκουν εφαρµογές σε: 

¾ Λήψη αποφάσεων [14][15] 

¾ Επίλυση συστηµάτων ασαφών εξισώσεων[16] 

¾ Επεξεργασία ερευνών[17] 

¾ Πρόβλεψη χρονοσειρών[18] 

¾ Προσέγγιση συναρτήσεων 

¾ Έλεγχος ροµπότ[19]  

¾ Ρύθµιση κυκλοφορίας[20]  

¾ Ρύθµιση κίνησης στο διαδίκτυο[21] 

¾ Προ-επεξεργασία δεδοµένων [22] 

 

 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο είδαµε την εφαρµογή ενός ΑΣ2 στην 

προσέγγιση συναρτήσεων και συγκεκριµένα στην συνάρτηση 100-χ2. Παρακάτω 

θα αναλύσουµε την εφαρµογή των ασαφών συνόλων τύπου 2 στην λήψη 

πολυκριτήριων αποφάσεων όπως περιγράφεται στο paper του Yager[15] και την 

εφαρµογή ενός ΑΣ2 στην δηµιουργία ενός ασαφή ελεγκτή της κίνησης έντροχων 

ροµπότ όπως αυτή περιγράφεται στην δηµοσίευση του Hagras[23].  
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4.2 Εφαρµογή ασαφών συνόλων τύπου 2 στην λήψη αποφάσεων 
 

 

4.2.1 Εισαγωγικά 
 
 Σε πολλές περιπτώσεις πολυκριτήριων αποφάσεων η δηµιουργία µιας 

συνάρτησης απόφασης που ενσωµατώνει όλες τις αντικειµενικές συναρτήσεις µε 

τρόπο που ικανοποιεί απόλυτα τον αποφασίζων είναι αδύνατη. Αυτό µπορεί να 

οφείλεται σε πολλούς παράγοντες όπως η αδυναµία πλήρους καταγραφής όλων 

των αντικειµενικών συναρτήσεων, η αδυναµία ορισµού των tradeoffs µεταξύ των 

αντικειµενικών συναρτήσεων και καθορισµού ενός πλάνου που τις συνδυάζει. 

 Ένας τρόπος προσέγγισης του προβλήµατος είναι η δηµιουργία πολλών 

πιθανών συναρτήσεων απόφασης και ο ορισµός από τον αποφασίζων του βαθµού 

που καθεµία από αυτές ικανοποιεί τις επιθυµίες του. Η ασαφής λογική είναι ένα 

καλό εργαλείο που βοηθά στην υλοποίηση αυτής της προσέγγισης. Και αυτό γιατί 

µας δίνεται η δυνατότητα να εκφράσουµε την εκάστοτε συνάρτηση απόφασης µε 

γλωσσικούς όρους κάτι που είναι πολύ κοντά στον τρόπο της ανθρώπινης 

σκέψης. Έτσι µας δίνεται η δυνατότητα να παρουσιάσουµε στον αποφασίζων 

κάθε συνάρτηση απόφασης µε όρους της λογικής κατασκευής της παρά µε 

κάποια πολύπλοκη εξίσωση βοηθώντας τον έτσι να καταλάβει κατά πόσο η 

συνάρτηση αυτή είναι κοντά στην ιδανική συνάρτηση που ικανοποιεί τις 

επιθυµίες του. Μας δίνεται η δυνατότητα λοιπόν να δηµιουργήσουµε  ένα ασαφές 

υποσύνολο D,µέσα από το σύνολο των πιθανών συναρτήσεων απόφασης, του 

οποίου η συνάρτηση συµµετοχής είναι ο βαθµός στον οποίο η εκάστοτε 

συνάρτηση προσεγγίζει την ιδανική συνάρτηση που ικανοποιεί πλήρως τον 

αποφασίζων. Η χρησιµοποίηση ασαφών συνόλων των οποίων οι βαθµοί 

συµµετοχής είναι και αυτοί ασαφή σύνολα(τύπου 2) βοηθά στην αναπαράσταση 

και των βαθµών συµµετοχής µε γλωσσικούς όρους. 
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4.2.2 Παρουσίαση προβλήµατος  
 
 Ας υποθέσουµε ότι έχουµε κάποιο πρόβληµα απόφασης και ένα σύνολο 

πιθανών εναλλακτικών X={X1,…,Xn}.Επίσης έχουµε το σύνολο των κριτηρίων ή 

αντικειµενικών στόχων που ο αποφασίζων θα πρέπει να λάβει υπόψιν είναι 

{Ο1,Ο2,...,Οn}. 

 Καταρχάς χρησιµοποιώντας την ιδέα των ασαφών υποσυνόλων µπορούµε 

να συσχετίσουµε µε κάθε στόχο ένα ασαφές υποσύνολο του Χ ενδεικτικό του 

βαθµού στον οποίο κάθε εναλλακτική ικανοποιεί τον εκάστοτε στόχο. Μετά 

µπορούµε να σχηµατίσουµε µια συνάρτηση απόφασης D1=f(Ο1,Ο2,...,Οn). 

 ∆ηλαδή µπορούµε να συνδυάσουµε τους αντικειµενικούς στόχους  

δηµιουργώντας ένα πολυκριτήριο πρόβληµα απόφασης. Η µορφή της f εξαρτάται 

από τον τρόπο που θέλουµε να συνδυάσουµε τα κριτήρια. Για παράδειγµα θα 

µπορούσε   D1=Ο1 Ο2∩ ...∩ ∩Οn ή D1=Ο1∪Ο2∪ ...∪Οn. 

 Υπάρχουν διάφοροι τρόποι που µπορούµε να συνδυάσουµε τα 

αντικειµενικά κριτήρια για να δηµιουργήσουµε µια συνάρτηση απόφασης. 

Επίσης δεν είναι απαραίτητο όλες οι πιθανές   συναρτήσεις απόφασης  να 

χρησιµοποιούν τα ίδια κριτήρια. 

 Ας θεωρήσουµε ένα σύνολο Y που αποτελείται από συναρτήσεις 

απόφασης ,Y={D1, D2, D3, …,Dm}, και κάποια συνάρτηση απόφασης που 

θεωρούµε σαν ιδανική. Αυτή δεν είναι απαραίτητο να εκφράζεται συναρτήσει 

των κριτηρίων ,αλλά αρκεί ο αποφασίζων να έχει κάποια αίσθηση για  το πόσο 

καθεµία από τις συναρτήσεις απόφασης του Y ικανοποιούν την υποτιθέµενη 

ιδανική συνάρτηση D. Μπορούµε να ορίσουµε την  D σαν ένα ασαφές σύνολο 

του Υ. ∆ηλαδή,D= ( )D i

i

f D
D

⎧
⎨
⎩ ⎭

⎫
⎬  όπου ( )D i

i

f D
D

 είναι ο βαθµός που κάθε συνάρτηση 

απόφασης Di ικανοποιεί την συνθήκη του να είναι η ιδανική συνάρτηση 

απόφασης. 

 

 4.2.3 Παράδειγµα 
  
 Ας υποθέσουµε ότι ένας αποφασίζων έχει να επιλέξει µια τράπεζα για 

συνεργασία µε την εταιρεία του. Έστω Χ={Χ1, Χ2, Χ3} είναι 3 πιθανές 
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εναλλακτικές επιλογές και ότι ο αποφασίζων αποφασίζει βάσει δύο βασικών 

κριτηρίων: 

1.να συνεργαστεί µε µια τράπεζα µε καλές εσωτερικές επαφές Ο1

2. να συνεργαστεί µε µια τράπεζα που θα του παρέχει άµεσα πίστωση Ο2  

 Εδώ θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι συνήθως ένας αποφασίζων έχει να 

λάβει υπόψιν ένα µεγάλο αριθµό κριτηρίων µερικά από τα οποία δεν του είναι 

απόλυτα γνωστά αλλά έχει απλά µια αίσθηση του κατά πόσο επηρεάζουν την 

ιδανική συνάρτηση απόφασης. 

 Υποθέτουµε ότι οι πιθανές συναρτήσεις απόφασης είναι οι εξής 3 απλές: 

1.D1=O1 O∩ 2

2.D2=O1 

3.D3=O1
α1∩  O2

α2  µε α1=1.3 και α2=0.7 

 

Μετά από µελέτη των τραπεζών ο αποφασίζων τις αξιολογεί ως εξής στα 2 

κριτήρια: 

Ο1=
1 2 3

0.7 0.5 0.3, ,
X X X

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

Ο2=
1 2 3

0.4 0.8 0.9, ,
X X X

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 Οπότε οι 3  πιθανές συναρτήσεις  απόφασης γίνονται: 

D1=O1 O∩ 2=
1 2 3

0.4 0.5 0.3, ,
X X X

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

D2= O1=
1 2 3

0.7 0.5 0.3, ,
X X X

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

D3= O1
α1∩  O2

α2  =
1 2 3

0.7 0.5 0.3, ,
X X X

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

1..3 ∩
1 2 3

0 .4 0 .8 0 .9, ,
X X X

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

0.7  

                                           =
1 2 3

0.63 0.41 0.21, ,
X X X

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

∩
1 2 3

0.53 0.86 0.93, ,
X X X

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 

                            =
1 2 3

0.53 0.41 0.21, ,
X X X

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭
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  Έστω ότι ο αποφασίζων αξιολογεί καθεµία από τις συναρτήσεις 

απόφασης ως  εξής: 

 

D=
1 2 3

0.7, ,low high
X X X

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 

όπου low= 1 0.9 0.7 0.5, , ,
0 0.1 0.2 0.3

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

        high= 0.5 0.7 0.9 1, , ,
0.7 0.8 0.9 1

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

        0.7= 1
0.7

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

To σύνολο D βλέπουµε ότι είναι ένα ασαφές σύνολο τύπου 2 και µπορεί να 

γραφεί ως εξής: 

 

D=

1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 1 0.9 0.7 0.5 0.5 0.7 0.9 1, , , , , ,
0.7 0 0.1 0.2 0.3 0.7 0.8 0.9 1, ,

0.4 0.5 0.3 0.7 0.5 0.3 0.53 0.41 0.21, , , , , ,
X X X X X X X X X

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎨ ⎬
⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧⎪ ⎪⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩⎩ ⎭

⎫
⎬
⎭

 

Εφαρµόζοντας την µεθοδολογία που περιγράφεται στην δηµοσίευση του Yager 

το σύνολο D γίνεται: 

D=
1 2 3 1 2 3

1

1 0.9 0.7 0.5 1 0.9 0.7 0.5 1 0.9 0.7 0.51 1 1 , , , , , , , , ,
0 0.07 0.14 0.21 0 0.05 0.1 0.15 0 0.03 0.08 0.090.28 0.35 0.21, , , , ,

0.5 0.7 0.9 0.1 0.5 0.7 0.9 0.1, , , , , ,
0.37 0.42 0.48 0.53 0.29 0.35 0.37 0.41,

X X X X X X

X

⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧
⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨
⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩

⎧ ⎫ ⎧
⎨ ⎬
⎩ ⎭

,

⎫
⎬
⎭

2 3

0.5 0.7 0.9 0.1, , ,
0.15 0.17 0.19 0.21,

X X

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎪ ⎪
⎨ ⎬

⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭
⎪ ⎪⎩ ⎭

 

 

Υπολογίζοντας τα joins των συναρτήσεων συµµετοχής παίρνουµε την συνάρτηση 

συµµετοχής του συνόλου D 
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D(X1)=
1

0.28
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 └┘
1 0.9 0.7 0.5, , ,
0 0.07 0.14 0.21

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

└┘
0.5 0.7 0.9 0.1, , ,

0.37 0.42 0.48 0.53
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

             =
1

0.28
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

└┘
0.5 0.7 0.9 0.1, , ,

0.37 0.42 0.48 0.53
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

=
0.5 0.7 0.9 0.1, , ,

0.37 0.42 0.48 0.53
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 

D(X2)=
1

0.35
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 └┘
0.9 0.7 0.5 1, , ,
0.05 0.1 0.15 0

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

└┘
0.5 0.7 0.9 1, , ,

0.29 0.33 0.37 0.41
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

             ==
0.5 0.7 0.9 0.1, , ,
0.35 0.35 0.37 0.41

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 

D(X3)=
1

0.21
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 └┘
1 0.9 0.7 0.5, , ,
0 0.03 0.06 0.09

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

└┘
0.5 0.7 0.9 0.1, , ,
0.15 0.17 0.19 0.21

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

             =
1

0.21
⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

 

Εποµένως D=
1 2

0.5 0.7 0.9 0.1 0.7 0.9 0.1, , , , ,
0.210.37 0.42 0.48 0.53 0.35 0.37 0.41, ,

X X 3X

⎧ ⎫⎧ ⎫ ⎧
⎨ ⎬ ⎨

⎫
⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭

⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎩ ⎭

  ή 

                  D=
1 2

0.53 0.41 0.21, ,almost almost
X X 3X

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

 

Βλέπουµε ότι από τις 3 εναλλακτικές αυτή που είναι προτιµητέα είναι η Χ1 αφού 

έχει µεγαλύτερο βαθµό συµµετοχής στο σύνολο  D, άρα προσεγγίζει καλύτερα 

την ιδανική συνάρτηση απόφασης του αποφασίζοντα. 

 

4.3 Εφαρµογή ασαφών συστηµάτων  τύπου 2 στον έλεγχο κίνησης 
έντροχων ροµπότ  

 

4.3.1 Εισαγωγικά 
 Η κίνηση έντροχων ροµπότ σε αδόµητα περιβάλλοντα που δεν 

γνωρίζουµε ακριβώς την υφή τους περιλαµβάνει την ανάγκη ανάπτυξης ελεγκτών 

που είναι σε θέση να χειριστούν ποικίλες αβεβαιότητες όπως: 
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¾ Αβεβαιότητα στις συναρτήσεις συµµετοχής των antecedent sets λόγω 

θορύβου στις µετρήσεις των σόναρ 

¾  Αβεβαιότητα στις κινήσεις ελέγχου, δηλαδή στις συναρτήσεις 

συµµετοχής των συνόλων εξόδου λόγω των συνεχών αλλαγών στο 

περιβάλλον κίνησης 

¾ Αβεβαιότητα στην κατασκευή των κανόνων λόγω διαφωνίας µεταξύ των 

ειδικών 

 

Για τον χειρισµό όλων αυτών των αβεβαιοτήτων ο Hagras[23] ένας ασαφή 

ελεγκτή τύπου 2 µε ιεραρχική δοµή δείχνοντας ότι πετυχαίνει καλύτερες και πιο 

οµαλές τροχιές µε την χρήση πολύ µικρότερης βάσης κανόνων από ότι θα είχαµε 

µε ένα ΑΣ1   

   

4.3.2 Βασικές αρχές ασαφούς  ελεγκτή 
 

 Ο ασαφής ελεγκτής που προτείνεται στην δηµοσίευση είναι ένα κλασσικό 

ΑΣ2 µε  interval sets τύπου 2 οπότε οι διαδικασίες εξαγωγής συµπεράσµατος και 

µείωσης τύπου έχουν ακριβώς όπως έχουν αναφερθεί ως τώρα. Για την εξαγωγή 

συµπεράσµατος χρησιµοποιείται product norm και για την µείωση τύπου η center 

of sets type reduction όπως περιγράφηκε και προηγούµενα Η ασαφής βάση 

κανόνων κανονικά περιέχει multiple-input-multiple-output(ΜΙΜΟ) κανόνες της 

µορφής : 
 

 
 

Οι ΜΙΜΟ κανόνες όµως µπορούν να θεωρηθούν σαν ένα σύνολο multiple-input -

single-output(MISO) κανόνων. 
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4.3.3 ∆οµή ιεραρχικού ασαφούς   ελεγκτή 
 

 Το βασικό πρόβληµα ενός κλασσικού ελεγκτή είναι η εκθετική αύξηση 

των κανόνων. Στο παράδειγµα µας έχουµε 8 εισόδους(7 από τους αισθητήρες των 

σόναρ και 1 από τον αισθητήρα του ανιχνευτή του σηµείου στόχου). Αν 

υποθέσουµε ότι κάθε είσοδος αντιπροσωπεύεται από 3 µόνο ασαφή σύνολα τότε 

χρειαζόµαστε 38 κανόνες. Για να αντιµετωπίσουµε το πρόβληµα αυτό 

χρησιµοποιούµε έναν ιεραρχικό ασαφή ελεγκτή που αποτελείται από 4 

χαµηλότερου επιπέδου ασαφείς ελεγκτές τύπου 2 η λειτουργία των οποίων 

συντονίζεται από έναν ανώτερου επιπέδου ασαφή ελεγκτή επίσης τύπου 2. Η 

δοµή του ιεραρχικού ασαφούς ελεγκτή φαίνεται παρακάτω: 

 

 

 
Σχήµα 4.3.3.1 ∆οµή ιεραρχικού ασαφούς ελεγκτή τύπου 2 

 

 Όπως βλέπουµε ο ελεγκτής που προτείνεται αποτελείται από 4 

χαµηλότερου επιπέδου ασαφείς ελεγκτές που δρουν  αυτόνοµα και µοιάζουν µε 

ένα κλασσικό ΑΣ2 µε την διαφορά ότι δεν υπάρχει το στάδιο της 
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αποσαφοποίησης και η έξοδος είναι το type-reduced set. Οι 4 αυτοί ελεγκτές 

αφορούν την αποφυγή εµποδίων, την ευθυγράµµιση  µε το σηµείο στόχο και την  

κίνηση του ροµπότ σύµφωνα µε το αριστερό και δεξιό άκρο του διαδρόµου 

κίνησης. Οι ελεγκτές αυτοί έχουν 2 κοινές εξόδους ,την ταχύτητα του αριστερού 

και δεξιού τροχού για τα ροµπότ εσωτερικού χώρου και την ταχύτητα των 

µπροστινών τροχών και την γωνία στροφής για τα αντίστοιχα εξωτερικού χώρου. 

Ο ανωτέρου επιπέδου ελεγκτής συντονίζει την λειτουργία των 4 ελεγκτών 

χαµηλότερου επιπέδου. Καθένας από τους ελεγκτές αυτούς έχει µια  κατάσταση 

ενεργοποίησης(context) που αντιπροσωπεύει πότε θα πρέπει να ενεργοποιηθεί. Η 

δύναµη ενεργοποίησης εξαρτάται από την δύναµη ενεργοποίησης καθενός από 

τους κανόνες του ελεγκτή ανώτερου επιπέδου  που έχουν την µορφή: 

 

όπου �B j ένα ασαφές σύνολο τύπου 2 που αντιπροσωπεύει την ενεργοποίηση 

καθενός από τους 4 ελεγκτές. Σηµειώνεται ότι όλες οι είσοδοι είναι σαφείς αλλά 

ασαφοποιούνται µε βάση singleton fuzzification.   

 

 

4.3.4 Ανάλυση κατώτερου επιπέδου ελεγκτών 
 

 

4.3.4.1 Ελεγκτές ρύθµισης τροχιάς σύµφωνα µε δεξιό και αριστερό άκρο 
 
 Οι 2 ελεγκτές(right and left edge following) που εξασφαλίζουν ότι το 

ροµπότ ακολουθεί τροχιά που απέχει συγκεκριµένη απόσταση από αριστερό και 

δεξιό άκρο έχουν δύο εισόδους, τις µετρήσεις των αισθητήρων των σόναρ που 

βρίσκονται αριστερά και δεξιά αντίστοιχα του ροµπότ και τα οποία έχουν 

τοποθετηθεί ένα στο µπροστινό και ένα πίσω µέρος κάθε πλευράς. Κάθε είσοδος 

αντιπροσωπεύεται από 2 µόνο interval fuzzy sets τύπου 2 που φαίνονται στο 

σχήµα 4.3.4.1.1a: 
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Σχήµα 4.3.4.1.1a)Ασαφή σύνολα εισόδου για τους ελεγκτές διατήρησης απόστασης από 
αριστερό και δεξιό άκρο και αποφυγής εµποδίων b)Ασαφή σύνολα εξόδου για τις 

ταχύτητες των ροµπότ εσωτερικού χώρου  
 
 

Και για τους δύο ελεγκτές λοιπόν απαιτείται µια βάση κανόνων µε 4 κανόνες. Οι 

έξοδοι για τα ροµπότ εσωτερικού χώρου είναι οι ταχύτητες του δεξιού και 

αριστερού τροχού οι οποίες αντιπροσωπεύονται από τα ασαφή σύνολα που 

φαίνονται στο σχήµα 4.3.4.1.1b. 

  

 

 

4.3.4.2 Ελεγκτής αποφυγής εµποδίων 
 
 Ο ελεγκτής αυτός(obstacle avoidance controller) χρησιµεύει για την 

ασφαλή κίνηση των ροµπότ σε άγνωστα περιβάλλοντα προϋποθέτοντας την 

αποφυγή οποιωνδήποτε εµποδίων. Ο ελεγκτής αυτός δέχεται 3 εισόδους δέχεται 3 

εισόδους από τα σόναρ που είναι τοποθετηµένα  στο εµπρόσθιο τµήµα του 

ροµπότ. Τα ασαφή σύνολα που περιγράφουν καθεµία από αυτές τις εισόδους 

είναι τα ίδια που φαίνονται στο σχήµα  4.3.4.1.1a. και οι έξοδοι επίσης οι ίδιοι µε 

τους προηγούµενους ελεγκτές. Βλέπουµε ότι για τον ελεγκτή αυτόν χρειαζόµαστε 

µια βάση 8 κανόνων.  
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4.3.4.3 Ελεγκτής αναζήτησης σηµείου στόχου 
 
 Ο ελεγκτής αυτός(goal seeking controller) απαιτείται για να κατευθύνει το 
ροµπότ στο σηµείο στόχο. Η είσοδος στον ελεγκτή είναι η απόκλιση από τον 
στόχο η οποία αντιπροσωπεύεται από τα ασαφή σύνολα: 
 

 

Σχήµα 4.3.4.3.1 Ασαφή σύνολα εισόδου ελεγκτή αναζήτησης στόχου 

Οι έξοδοι είναι κοινοί µε τους άλλους ελεγκτές. Όπως µπορούµε εύκολα να 

καταλάβουµε για τον ελεγκτή αυτόν χρειαζόµαστε µια βάση µε 3 κανόνες   

 

4.3.5 Ανάλυση ελεγκτή ανώτερου επιπέδου 
 
 O ελεγκτής ανώτερου επιπέδου που είναι υπεύθυνος για τον συντονισµό 

της λειτουργίας των 4 άλλων ελεγκτών δέχεται σαφείς εισόδους στα 4 contexts 

dj(j=1,2,…4).H είσοδος d1 στο context που σχετίζεται µε τον ελεγκτή αποφυγής 

εµποδίων( �C 1) είναι η ελάχιστη τιµή των αισθητήρων των µπροστινών σόναρ. Η 

είσοδος αυτή ασαφοποιείται µε βάση το ασαφές σύνολο τύπου 2 που φαίνεται 

στην πρώτη από τις παρακάτω γραφικές: 
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Σχήµα 4.3.5.1 Context interval sets για τον ελεγκτή αποφυγής εµποδίων και 

ρύθµισης τροχιάς(γραφική 1) και για τον ελεγκτή ανίχνευσης σηµείου-

στόχου(γραφική 2) 

 

Η γραφική αυτή µας δείχνει ότι όσο πιο µικρή είναι η απόσταση του 

ροµπότ από το κοντινότερο εµπόδιο τόσο µεγαλύτερη είναι η ενεργοποίηση του 

ελεγκτή ενεργοποίησης εµποδίων. 

H είσοδος d2(d3) στο context που σχετίζεται µε τον ελεγκτή ελέγχου 

τροχιάς σύµφωνα µε το αριστερό(δεξιό) άκρο �C 2( �C 3) είναι η ελάχιστη τιµή των 

αισθητήρων των αριστερών(δεξιών)  σόναρ. Η είσοδος αυτή ασαφοποιείται µε 

βάση το ίδιο ασαφές σύνολο τύπου 2  που είδαµε και πριν. Όσο πιο µικρή είναι η 

απόσταση του ροµπότ από ένα από τα δύο άκρα τόσο µεγαλύτερη είναι η 

ενεργοποίηση του αντίστοιχου ελεγκτή. 

H είσοδος d4 στο context που σχετίζεται µε την ανίχνευση του σηµείου-

στόχου( �C 4) είναι η ελάχιστη τιµή των d1, d2, d3,. Η είσοδος αυτή ασαφοποιείται 

µε βάση το ασαφές σύνολο τύπου 2 που φαίνεται στην δεύτερη από τις  γραφικές 

του σχήµατος 4.3.5.1. Όταν λοιπόν το ροµπότ είναι ελεύθερο από τις πλαϊνές και 

την µπροστινή πλευρά τότε είναι µεγαλύτερη και η ενεργοποίηση του ελεγκτή 

ανίχνευσης στόχου.  

Αφότου οι σαφείς είσοδοι dj έχουν ασαφοποιηθεί σύµφωνα µε τα ασαφή 

σύνολα που αναφέραµε πιο πριν, οι ασαφοποιηµένες τιµές τροφοδοτούνται στον 
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µηχανισµό εξαγωγής συµπεράσµατος που αποφασίζει ποιοι κανόνες(και 

εποµένως ποιοι ελεγκτές )ενεργοποιούνται από την συντονίζουσα βάση κανόνων. 

Η βάση αυτή κανόνων περιέχει έναν κανόνα για καθεµία από τις 4 

συµπεριφορές(behaviors) που ελέγχει καθένας από τους ελεγκτές. Έτσι έχουµε 4 

κανόνες της µορφής: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Ορίζουµε σαν

άκρο της δύναµης ενε

το µπλοκ µείωσης τύπ

των 4 ελεγκτών χαµ

προσεγγίζουν τα κέντρ

τελικό σύνολο εξόδο

αναφερθεί για τα inte

προκύπτει έχουµε 2 σα

 

 

4.3.6 Συµπεράσµα
 
 Το ιεραρχικό

πετυχαίνει δραµατική 

θα χρειάζονταν µε έν

ελεγκτή που προτείνε

αυτοί είναι επίσης πο

στον ιεραρχικό ΑΣ1 

[23] έγιναν διάφορα τ

 

IF d1 is LOW THEN Obstacle Avoidance 

IF d2 is LOW THEN Left Edge Following 

IF d3 is LOW THEN Right Edge Following 

IF d4 is LOW THEN Goal Seeking 
 �jCµ (dj) και �jCµ (dj) το δεξιό και αριστερό αντίστοιχα 

ργοποίησης του jth κανόνα context. Για κάθε έξοδο κ=1,2 

ου λαµβάνει τα σύνολα µειωµένου τύπου από τις εξόδους 

ηλότερου επιπέδου[yj
lk] όπου j=1,...,4. Αυτά τα σύνολα 

α των συνόλων εξόδου των 4 ελεγκτών. Για να πάρουµε το 

υ εφαρµόζουµε την επαναληπτική διαδικασία που έχει 

rval sets.Παίρνοντας µετά το κέντρο του interval set που 

φείς εξόδους. 

τα-αποτελέσµατα 

 ΑΣ2 που προτείνεται στην δηµοσίευση του Hagras 

µείωση των κανόνων. Αντί  για τους 38=6561 κανόνες που 

αν µη ιεραρχικό ελεγκτή όπως είδαµε παραπάνω µε τον 

ται απαιτούνται µόνο 8+4+4+3+4=23 κανόνες. Οι κανόνες 

λύ λιγότεροι από τους 52 κανόνες που χρησιµοποιούταν 

που προτάθηκε στην δηµοσίευση [24]. Στην δηµοσίευση 

εστ που έδειξαν την επιτυχηµένη λειτουργία του ιεραρχικού 
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ασαφούς ελεγκτή τύπου 2 που προτάθηκε και την υπεροχή του σε σχέση µε 

ασαφείς ελεγκτές τύπου 1 που µάλιστα χρησιµοποιούσαν µεγαλύτερες βάσεις 

κανόνων. Στα παρακάτω σχήµατα φαίνονται κάποια από τα τεστ που έγιναν.  

 

 

 

 
 

Σχήµα 4.3.6.1 a)∆ιαδροµή ροµπότ ακολουθώντας µια πλευρά διαδρόµου, 

αποφεύγοντας εµπόδια και φθάνοντας έναν στόχο στην άκρη του διαδρόµου 

b)∆ιαδροµή σε εξωτερικό χώρο ακολουθώντας ανώµαλο διάδροµο c)Ίδια 

διαδροµή χρησιµοποιώντας ασαφή ελεγκτή τύπου 1  
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Σχήµα 4.3.6.2 a)Τροχιά σε εσωτερικό χώρο υλοποιώντας µόνο την αποφυγή 

εµποδίων b)Σύγκριση τροχιών υλοποιώντας έναν ελεγκτή τύπου 1 και έναν 

τύπου 2 c)Αντίστοιχη σύγκριση έχοντας ένα σηµείο στόχο  
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Κεφάλαιο 5 

Ανακεφαλαίωση-Συµπεράσµατα 
 
 

5.1 Σύνοψη εργασίας 
 
 Ανακεφαλαιώνοντας την παρούσα εργασία θα λέγαµε ότι παρουσιάσαµε 

τα βασικά στοιχεία από τα οποία αποτελείται ένα ασαφές σύστηµα τύπου 2. 

Παρουσιάσαµε τα ασαφή σύνολα τύπου 2 που αποτελούν τις συναρτήσεις 

συµµετοχής των ΑΣ2 και αναλύσαµε τις ιδιότητες και τις πράξεις µεταξύ τους. 

Στην συνέχεια παρουσιάσαµε τις ασαφείς σχέσεις τύπου 2 και τις συνθέσεις που 

ισχύουν µεταξύ τους. Στο βασικό κεφάλαιο της εργασίας µελετήσαµε αναλυτικά 

τα µέρη ενός ΑΣ2 επικεντρωνόµενοι στην διαδικασία µείωσης τύπου που είναι 

και η πιο πολύπλοκη και χρονοβόρα. Αναλύσαµε τις περιπτώσεις που κρίνεται 

αναγκαία η χρήση ενός ΑΣ2 για να αντιµετωπιστεί κυρίως η αβεβαιότητα που 

υπάρχει στις συναρτήσεις συµµετοχής. Παρουσιάσαµε 3 συγκεκριµένες 

εφαρµογές των ΑΣ2 στην προσέγγιση  συναρτήσεων, στην λήψη πολυκριτήριων 

αποφάσεων και στον έλεγχο κίνησης έντροχων ροµπότ. Γενικά θα λέγαµε ότι η 

εισαγωγή των ΑΣ2 κρίθηκε αναγκαία για να αντιµετωπίσει το παράδοξο γεγονός 

της ύπαρξης σαφών συναρτήσεων συµµετοχής σε ένα περιβάλλον ασάφειας και 

αβεβαιότητας. Και η αναφορά των εφαρµογών στην βιβλιογραφία που 

χρησιµοποιούν ΑΣ2 συνεχώς µεγαλώνει και είναι ένας νέος κλάδος έρευνας και 

µελέτης.          

 

 5.2 ∆ιαθέσιµο λογισµικό 
 
 Υπάρχουν πάρα πολλά Μatlab M-files διαθέσιµα στο διαδίκτυο στην 

διεύθυνση  http://sipi.usc.edu/~mendel/software που µπορεί κάποιος 

ενδιαφερόµενος να δει την υλοποίηση ενός ΑΣ2. Περιλαµβάνονται Μ-files για 

την υλοποίηση ενός µεγάλου εύρους ΑΣ2 καθώς και αρχεία για την υλοποίηση 

ΑΣ1 ώστε να είναι δυνατή η σύγκριση της απόδοσης τους. 
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