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ΠΠΕΕΡΡΙΙΛΛΗΗΨΨΗΗ   

Αντικείµενο της παρούσας µεταπτυχιακής διατριβής είναι η ανάλυση της 

δοκιµής άµεσου εφελκυσµού. Η µελέτη της δοκιµής πραγµατοποιείται τόσο 

πειραµατικά όσο και αριθµητικά µε την Μέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων. Για 

τη µελέτη χρησιµοποιούνται δοκίµια dogbone από ∆ιονυσιακό µάρµαρο· υλικό το 

οποίο έχει χρήση στην αναστήλωση σηµαντικών ιστορικών µνηµείων στον ελλαδικό 

χώρο. Βασικός στόχος είναι η αναπαραγωγή των συνθηκών που επικρατούν κατά την 

διάρκεια της δοκιµής στο εργαστήριο και η καλύτερη δυνατή προσοµοίωση για την 

µελέτη της περιοχής γύρω από την εγκοπή. 

Ο προσδιορισµός του πεδίου τάσεων και παραµορφώσεων κατά τον άµεσο 

εφελκυσµό σε δοκίµια dogbone µε εγκοπή, αποτελεί ένα πρόβληµα για το οποίο δεν 

έχει βρεθεί ακόµα λύση παρά τις προσπάθειες διαφόρων επιστηµόνων και µελετητών 

κατά το παρελθόν. Στην παρούσα εργασία µε την εφαρµογή της Μεθόδου των 

Πεπερασµένων Στοιχείων επιχειρείται η συµβολή προς την κατεύθυνση της επίλυσης 

του προβλήµατος και τα αποτελέσµατα που προκύπτουν είναι ιδιαίτερα σηµαντικά. 

Το πρόβληµα του άµεσου εφελκυσµού προσεγγίζεται θεωρητικά µε την 

αναφορά των αρχών της θεωρίας του εφελκυσµού και των αρχών της 

θραυστοµηχανικής, σχετικά µε την εκκίνηση και διάδοση των ρωγµών. Επίσης 

αναφέρονται οι αρχές της ελαστικής συµπεριφοράς που αφορούν το υλικό µε το 

οποίο ασχολείται η παρούσα εργασία. 

Στη συνέχεια, περιγράφονται οι φυσικές και οι µηχανικές ιδιότητες του 

∆ιονυσιακού µαρµάρου, ενώ περιγράφεται λεπτοµερώς η πειραµατική διαδικασία της 

δοκιµής άµεσου εφελκυσµού. 

Ακολουθεί η αριθµητική επίλυση της δοκιµής µε την Μέθοδο των 

Πεπερασµένων Στοιχείων, η οποία πραγµατοποιήθηκε µε το λογισµικό M.S.C. Marc-

Mentat. Το ∆ιονυσιακό µάρµαρο προσοµοιώθηκε σαν ελαστικό ισότροπο υλικό, αλλά 

και σαν ελαστικό εγκαρσίως ισότροπο υλικό. Η αριθµητική επίλυση 

πραγµατοποιήθηκε σε δυο διαστάσεις µε την παραδοχή της θεώρησης επίπεδης 

παραµόρφωσης. Η διακριτοποίηση των µοντέλων έγινε µε τρόπο ώστε οι διαστάσεις 

τους να συµπίπτουν µε αυτές των πραγµατικών δοκιµίων και περιλαµβάνει τρεις 

διαφορετικές γεωµετρίες εγκοπών. Τέλος, συγκρίνονται τα αποτελέσµατα που 
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προκύπτουν από την πειραµατική µελέτη της δοκιµής, µε τα αποτελέσµατα της 

αριθµητικής επίλυσης σχετικά µε την κατανοµή των παραµορφώσεων. 
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AABBSSTTRRAACCTT  

 

 The subject of this master thesis is the numerical simulation of the direct 

tension test using the Finite Element Method. The results are then compared with 

those obtained from a series of tension tests with dogbone specimens. The 

experimental study was conducted using rock material that is commonly used in the 

restoration of important historical monuments in Greece. The fundamental objective 

is a) the reproduction of the conditions that prevail during the actual experiments in 

the laboratory and b) the simulation of the stress-strain regine in the region round the 

notch. 

 The determination of the stress-strain fields in a dogbone specimen with a 

notch under tension is a difficult task and a closed form solution does not exist yet, 

despite several attempts in the past. In this study an attempt is made to find the 

solution of the problem utilizing the Finite Element Method. 

 The principles of the direct tension theory and the theory of fracture 

mechanics relative to the initiation and the expansion of cracks are analysed. Also the 

principles of elastic behaviour concerning the materials used in the present study are 

briefly presented. The physical and mechanical properties of Dionysos marble are 

then described, while the experimental procedure for the tension tests of the rock 

specimens is explained in detail. 

 The numerical simulation employing the Finite Element Method was carried 

out using the M.S.C. Marc-Mentat software. The Dionysos marble was modeled as an 

elastic isotropic material, and as a transversely isotropic material. The numerical 

study was performed in two dimensions, while it is assumed that plane strain 

conditions prevail. The dimensions of the models were the same with those of the real 

specimens and include three different geometric notches. The results obtained from 

the numerical analysis were compared with the ones obtained from the experimental 

study and the agreement is satisfactory. 
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      ΚΚΕΕΦΦΑΑΛΛΑΑΙΙΟΟ   11ΟΟ   

ΕΕΙΙΣΣΑΑΓΓΩΩΓΓΗΗ   

Οι γεωτεχνικοί µηχανικοί οι οποίοι ανήκουν στον κατασκευαστικό τοµέα 

στοχεύουν στην εξασφάλιση της λειτουργικότητας της γεωκατασκευής που 

σχεδιάζουν για µεγάλα χρονικά διαστήµατα µε όσο το δυνατό πιο οικονοµικό και 

τεχνικά άρτιο τρόπο. Για να σχεδιάσει ο γεωτεχνικός µηχανικός µια ασφαλή 

γεωκατασκευή θα πρέπει να µπορεί να εκτιµήσει µε ποιο τρόπο η βραχοµάζα µπορεί 

να φτάσει στην αστοχία, είτε στο σύνολο της είτε µε  αλληλεπίδραση του συνόλου 

της κατασκευής (π.χ φράγµατα, θεµελιώσεις). 

Το πρόβληµα συνήθως ανάγεται στον προσδιορισµό των µέγιστων τάσεων 

που θα δηµιουργηθούν στο πέτρωµα µετά την εξόρυξη ή γενικότερα στην κατανοµή 

των τάσεων γύρω από το έργο. Πολλοί είναι οι παράγοντες που επηρεάζουν την 

κατανοµή των τάσεων στη βραχοµάζα όπως για παράδειγµα η µορφή του έργου, το 

µέγεθος και οι κατευθύνσεις των φορτίων, οι συνοριακές συνθήκες, κλπ. 

(Αγιουτάντης, 2002). 

Η αντοχή σε εφελκυσµό των πετρωµάτων είναι µια παράµετρος που 

σχετίζεται έντονα µε πολλές από τις µηχανικές τους εφαρµογές (µηχανική 

συµπεριφορά των ορυκτών, διάτρηση και ανατίναξη των πετρωµάτων, στην αστοχία 

των πετρωµάτων σε υπόγειες και επιφανειακές εργασίες, όπως επίσης και στις 

κατασκευές).  

Γενικά οι µέθοδοι µέτρησης της αντοχής διακρίνονται σε άµεσους και 

έµµεσους (∆ηµοπούλου, 2004): 

 Άµεση µέθοδος µέτρησης είναι η άσκηση εφελκυσµού στα άκρα κυλινδρικού 

δοκιµίου ή δοκιµίου άλλου σχήµατος. 

 Οι έµµεσες µέθοδοι περιλαµβάνουν τους ακόλουθους τύπους φόρτισης: 

• Κάµψη σε πρισµατικά, κυλινδρικά δοκίµια και δίσκους, 

• Υδραυλικός εφελκυσµός, 

• ∆ιαµετρική συµπίεση σε δίσκους και δακτυλίους,  

• ∆ιαµετρική συµπίεση σε κυλίνδρους, σφαίρες και κύβους.  
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Η συµβατική µέθοδος υπολογισµού της αντοχής των πετρωµάτων είναι η 

δοκιµή του άµεσου εφελκυσµού όπως φαίνεται στο σχήµα 1.1. Η µέθοδος 

παρουσιάζει πειραµατικές δυσκολίες και συνήθως δεν διεξάγεται στα εργαστήρια 

µηχανικής πετρωµάτων. Ειδικότερα σε ψαθυρά υλικά, µια από τις δυσκολίες είναι η 

ευθυγράµµιση και στερέωση του δοκιµίου. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα την εµφάνιση 

καµπτικών τάσεων ή στρεπτικής ροπής λόγω εκκεντρότητας των αξονικών φορτίων 

της µηχανής, καθώς επίσης και στη συγκέντρωση τάσεων τοπικά στα σηµεία επαφής 

των δοκιµίων µε τη µηχανή φόρτισης (Barla and Goffi, 1974, Nova and Zaninetti, 

1990). Στα όλκιµα υλικά, λόγω της δηµιουργίας λαιµού παύει να ισχύει οµοιόµορφη 

επιβεβληµένη τάση. Η κατανοµή των τάσεων στην περιοχή του λαιµού παύει να είναι 

µονοαξονική και καθίσταται τριαξονική, µε υποθετικό άξονα συµµετρίας τον άξονα 

του δοκιµίου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο στόχος αυτής της µελέτης είναι η προσοµοίωση της µηχανικής 

συµπεριφοράς των δοκιµίων µαρµάρου µε εγκοπή (notch) που υποβάλλονται σε 

δοκιµή άµεσου εφελκυσµού. 

Το πρόβληµα της κατανοµής των τάσεων και των παραµορφώσεων παρουσία 

εγκοπών είναι σηµαντικό δεδοµένου ότι η συγκέντρωση τάσεων που δηµιουργείται 

κοντά στην άκρη των εγκοπών διαδραµατίζει σηµαντικό ρόλο στο ασφαλή σχεδιασµό 

 
Σχήµα 1.1: ∆ιατάξεις για τα πειράµατα άµεσου µονοαξονικού εφελκυσµού (Vardoulakis et al., 

2002). 
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κατασκευών οποιουδήποτε είδους και ιδιαίτερα των σύγχρονων κατασκευών που 

πρόκειται να φέρουν υψηλά φορτία. Η λύση στο πρόβληµα της συγκέντρωσης 

τάσεων γύρω από κυκλικές και ελλειπτικές εγκοπές σε ένα άπειρο µέσο εισήχθη από 

τους Kirsch και Inglis, από την αρχή του προηγούµενου αιώνα. Εντούτοις και παρά 

την εντατική έρευνα που πραγµατοποιήθηκε, το πρόβληµα δεν είναι τόσο απλό. 

Ιδιαίτερα στην περίπτωση όπου οι διαστάσεις του υπό µελέτη µέσου είναι του ίδιου 

µεγέθους µε εκείνες της εγκοπής, η κατάσταση γίνεται ιδιαίτερα περίπλοκη και οι 

αναλυτικές λύσεις που είναι διαθέσιµες σήµερα αντιστοιχούν σε έναν πολύ 

περιορισµένο αριθµό ειδικών περιπτώσεων (Kourkoulis, 2004). 

Η κατάσταση γίνεται ακόµα πιο δύσκολη στην περίπτωση που το υπό µελέτη 

µέσο αποτελείται από ένα µη-ισότροπο υλικό και η αναλυτική λύση γίνεται 

απαγορευτικά δύσκολη, ακόµα και για το απλουστευµένο πρόβληµα της εγκάρσιας 

ισοτροπίας. Σε αυτή την περίπτωση η πειραµατική µελέτη παραµένει το µόνο 

αξιόπιστο εργαλείο που µπορεί να παρέχει τα απαραίτητα στοιχεία για τη 

βαθµονόµηση των αριθµητικών προτύπων καθώς και για την επικύρωση των 

αναλυτικών λύσεων. Σε αυτή την κατεύθυνση η µεταβολή της παραµόρφωσης του 

πεδίου στα ηµικυκλικά χαραγµένα δοκίµια που κατασκευάζονται από ∆ιονυσιακό 

µάρµαρο (ένα χαρακτηριστικό εγκάρσιο ισότροπο υλικό) µελετάται πειραµατικά σε 

µια προσπάθεια να ποσοτικοποιηθεί η συγκέντρωση τάσης κοντά στο  όριο της 

εγκοπής. Τα αποτελέσµατα της µελέτης χρησιµοποιούνται για την επικύρωση ενός 

αριθµητικού προτύπου που λύνεται µε τη χρήση της µεθόδου των πεπερασµένων 

στοιχείων (Kourkoulis, 2004). 

Για να υπολογιστούν τα κύρια ποιοτικά χαρακτηριστικά γνωρίσµατα των 

πεδίων τάσεων και παραµορφώσεων που αναπτύσσονται στα δείγµατα µε τη χρήση 

των πεπερασµένων στοιχείων, το πρόβληµα µελετάται σε δύο διαστάσεις και η 

ρωγµή µοντελοποιείται ως εγκοπή πεπερασµένου πλάτους και ηµικυκλικής κορώνας 

ακτίνας 1 και 2cm και σαν εγκοπή τύπου-U µε βάθος σχισµής 1cm. Επιπλέον, 

θεωρείται ότι το υλικό είναι εγκαρσίως ισότροπο και ότι συµπεριφέρεται ως 

γραµµικά ελαστικό. Η θεώρηση εγκάρσιας ισοτροπίας στηρίζεται στα αποτελέσµατα 

µιας ολοκληρωµένης πειραµατικής µελέτης δοκιµών άµεσου εφελκυσµού και 

µονοαξονικής θλίψης για το µάρµαρο ∆ιονύσου. Αυτός ο τύπος µαρµάρου 

χρησιµοποιείται εκτενώς στο πρόγραµµα αποκατάστασης, που αυτή την περίοδο είναι 

υπό εξέλιξη στο ναό του Παρθενώνα, καθώς οι ιδιότητες του είναι πολύ κοντά σε 

αυτές του αντίστοιχου αυθεντικού υλικού. 
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Σε αυτό το σηµείο πρέπει να σηµειωθεί ότι η πειραµατική ανάλυση των 

δοκιµών άµεσου εφελκυσµού στα δοκίµια ∆ιονυσιακού µαρµάρου, 

πραγµατοποιήθηκε στα εργαστήρια αντοχής υλικών του Εθνικού Μετσόβειου 

Πολυτεχνείου. 

Τα συµπεράσµατα που προκύπτουν έπειτα από τη σύγκριση της πειραµατικής 

ανάλυσης µε την αριθµητική επίλυση, είναι πολύ ικανοποιητικά όσον αφορά την 

απόκλιση στα µεταξύ τους αποτελέσµατα, ενώ πολύ ενδιαφέρον παρουσιάζουν και τα 

συµπεράσµατα για την κατανοµή των παραµορφώσεων. 
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ΚΚΕΕΦΦΑΑΛΛΑΑΙΙΟΟ   22ΟΟ   

ΘΘΕΕΩΩΡΡΗΗΤΤΙΙΚΚΗΗ   ΠΠΡΡΟΟΣΣΕΕΓΓΓΓΙΙΣΣΗΗ   ΤΤΟΟΥΥ   ΠΠΡΡΟΟΒΒΛΛΗΗΜΜΑΑΤΤΟΟΣΣ   

ΑΑΜΜΕΕΣΣΟΟΥΥ   ΕΕΦΦΕΕΛΛΚΚΥΥΣΣΜΜΟΟΥΥ   ΣΣΕΕ   ∆∆ΟΟΚΚΙΙΜΜΙΙΟΟ   ΜΜΕΕ   ΕΕΓΓΚΚΟΟΠΠΗΗ   

 

Στην ενότητα αυτή προσεγγίζεται θεωρητικά το πρόβληµα του άµεσου 

εφελκυσµού σε δοκίµιο µε εγκοπή. Αρχικά δίνονται κάποια στοιχεία για τη θεωρία 

του άµεσου εφελκυσµού και στη συνέχεια η επίδραση των ρωγµών µέσω της θεωρίας 

θραυστοµηχανικής. Ακολουθεί η θεωρία του Griffith και τέλος περιγράφονται οι 

σχέσεις που διέπουν την ελαστική συµπεριφορά ενός υλικού. 

 

2.1 ΘΕΩΡΙΑ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΥ 

 

Είναι κοινά αποδεκτό ότι αντοχή σε θραύση (κρίσιµη τάση) είναι µια έµφυτη 

ιδιότητα των ψαθυρών υλικών αφού έχει αποδειχτεί ότι τα υλικά αυτά τείνουν προς 

θραύση όταν φορτιστούν πέραν του επιπέδου της κρίσιµης τάσης. Σαν 

συνεπακόλουθο αυτού, δηµιουργήθηκαν σειρές από κριτήρια για να µπορούν να 

υπολογίζουν τις µέγιστες τάσεις που µπορεί να δεχτεί µια κατασκευή χωρίς να 

ξεπερνά το όριο της κρίσιµης τάσης. Οι µεταβολές στην αντοχή θραύσης είναι 

συνάρτηση πολλών παραγόντων όπως, η εργαστηριακή µέθοδος, οι διαστάσεις των 

δοκιµίων, τα χαρακτηριστικά της κατασκευής και πολλά άλλα (Whittaker et al., 

1992). 

 Ο Whittaker, που συγκέντρωσε διάφορα στοιχεία από µελέτες για την αντοχή 

σε εφελκυσµό, αναφέρει ότι η αντοχή σε θραύση αυξοµειώνεται περίπου µια τάξη 

µεγέθους. Η θεωρητική τιµή της αντοχής σε εφελκυσµό για ιδανικό ψαθυρό υλικό 

είναι περίπου: 10
E , όπου το Ε, είναι το µέτρο ελαστικότητας του δοκιµίου. Στη 

πράξη όµως η αντοχή σε εφελκυσµό είναι της τάξης: 310
E  έως 210

E . Μπορεί 

ακόµα να αναφερθεί ότι σε εργαστηριακές δοκιµές που έγιναν σε διονυσιακό 
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µάρµαρο, προέκυψε η τιµή αυτή να είναι ακόµα µικρότερη, της τάξης του 410
E  

(Αγιουτάντης, 2002). Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η αντοχή σε θραύση δεν είναι 

µια ιδιότητα των υλικών. Κατά τον Griffith, η ιδιότητα του υλικού που συνδέεται µε 

την θραύση είναι: η µονάδα έργου θραύσης συγκεκριµένης επιφανειακής ενέργειας, 

που είναι η ενέργεια που απαιτείται για να σχηµατίσει µια νέα επιφάνεια θραύσης, 

παρά η αντοχή σε εφελκυσµό (Whittaker et al., 1992). 

Η µείωση της αντοχής σε εφελκυσµό ενός ψαθυρού υλικού, οφείλεται σε 

προϋπάρχουσες ρωγµές ή ασυνέχειες στο υλικό. Ο Griffith το 1921, κατέδειξε ότι οι 

προϋπάρχουσες ρωγµές λειτουργούν σαν πρόδροµος της αστοχίας καταλήγοντας σε 

µια σχέση µεταξύ της τάσης θραύσης και του µεγέθους της ρωγµής. Η προσέγγιση 

αυτή είναι γνωστή ως ισοζύγιο ενέργειας του Griffith µε την οποία εξήγησε ποσοτικά 

ότι η αντοχή σε εφελκυσµό είναι µικρότερη από την θεωρητική τιµή διότι όλα τα 

υλικά περιέχουν ατέλειες και µικρορωγµές (Whittaker et al., 1992). 

 

2.2 ΤΑΣΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΩΝ ΡΩΓΜΩΝ 

 

Αν προσδιοριστεί ένα σύστηµα αξόνων πολικών συντεταγµένων µε αρχή των 

αξόνων την άκρη (κορυφή) της ρωγµής (Σχήµα 2.1), το πεδίο τάσεων για κάθε 

γραµµικά ελαστικό σώµα δίνεται από την παρακάτω σχέση (Anderson, 1995): 

 

 

 

 

 όπου, 

 σij ο τανυστής τάσης, r και θ προσδιορίζονται στο σχήµα 2.1, k είναι µια 

σταθερά και fij είναι µια αδιάστατη συνάρτηση του θ. 

Η λύση περιέχει έναν πρωτεύοντα όρο που είναι ανάλογος του 1/ r . Καθώς 

0r → , ο πρωτεύον όρος προσεγγίζει το άπειρο, αλλά οι υπόλοιποι όροι παραµένουν 

πεπερασµένοι ή πλησιάζουν στο µηδέν. Για αυτό η τάση κοντά στην κορυφή της 

ρωγµής µεταβάλλεται µε το 1/ r , ανεξάρτητα από τη µορφή του σώµατος. Μπορεί 

επίσης να αποδειχθεί ότι η µετατόπιση κοντά στην κορυφή της ρωγµής µεταβάλλεται 

( )2

0

( ) ( )
m

m
ij ij m ij

m

k f A r g
r

σ θ θ
∞

=

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ (2.1)
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συναρτήσει του r . Η σχέση (2.1) περιγράφει µια «ιδιοµορφία» της τάσης, όταν η 

τάση είναι ασυµπτωτική στο r=0 (Anderson, 1995). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Υπάρχουν τρεις τύποι φόρτισης στους οποίους µπορεί να υποβληθεί µια 

ρωγµή (Σχήµα 2.2). Ο τύπος I (Mode I), όπου η κύρια φόρτιση εφαρµόζεται κάθετα 

στο επίπεδο της ρωγµής και η ρωγµή τείνει να ανοίξει, ο τύπος II (Mode II) που 

αντιστοιχεί σε διατµητική φόρτιση και µε τον οποίο οι επιφάνειες της ρωγµής τείνουν 

να «γλιστρούν» προς αντίθετες κατευθύνσεις και ο τύπος III (Mode III) µε τον οποίο 

εφαρµόζεται διατµητική τάση κάθετα στο επίπεδο της ρωγµής. Ένα σώµα µπορεί να 

φορτιστεί µε κάθε έναν από αυτούς τους τύπους, ή και µε συνδυασµό δύο ή τριών 

τύπων φόρτισης (Anderson, 1995). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 2.1: Προσδιορισµός της αρχής των αξόνων στην κορυφή της ρωγµής (Anderson, 

1995) 

 
 
Σχήµα 2.2 Οι τρεις τύποι φόρτισης που µπορούν να εφαρµοστούν σε µια 

ρωγµή (Anderson, 1995) 
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2.2.1 Συντελεστής  Έντασης  της Τάσης   

Κάθε τύπος φόρτισης παράγει την «ιδιοµορφία» 1/ r  στην κορυφή της 

ρωγµής, αλλά η σταθερά k και το fij εξαρτώνται από τον τύπο φόρτισης. Η σταθερά k 

συνδέεται µε τον συντελεστή έντασης της τάσης (Stress Intensity Factor, SIF) K µε 

την ακόλουθη σχέση (Anderson, 1995): 

 

 

Με τον συντελεστή έντασης της τάσης δίνεται συνήθως σαν δείκτης και ο 

τύπος φόρτισης, δηλαδή, KI, KII, ή KIII. Για αυτό, τα πεδία τάσης µπροστά από την 

κορυφή µιας ρωγµής σε ένα ισότροπο γραµµικά ελαστικό υλικό δίνονται ως εξής 

(Anderson, 1995): 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σε ένα σύνθετο πρόβληµα φόρτισης ισχύει η παρακάτω σχέση (Anderson, 

1995): 

 

 

 

Αναλυτικές σχέσεις για τα πεδία τάσης των τύπων I και II δίνονται στον 

πίνακα (2.1). Στον πίνακα (2.2) παρουσιάζονται οι σχέσεις της µετατόπισης για τους 

ίδιους τύπους και στον πίνακα (2.3) δίνονται οι µη µηδενικές συνιστώσες της τάσης 

και της µετατόπισης για τον τύπο III. 

 

 

 

2K k π=

( ) ( )

0

( ) ( )

0
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→

=

=

=

(2.3.α)

(2.3.β)

(2.3.γ)

( ) ( ) ( ) ( )I II III
ij ij ij ij
ολικοσ σ σ σ= + + (2.4)

(2.2) 
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Πίνακας 2.1: Τα πεδία τάσης µπροστά από την κορυφή µιας ρωγµής για τους τύπους 
φόρτισης I και II, για ένα γραµµικά ελαστικό ισότροπο υλικό (Anderson, 1995) 

 

 

Πίνακας 2.2: Τα πεδία µετατόπισης για τους τύπους φόρτισης I και II, για ένα γραµµικά 
ελαστικό ισότροπο υλικό (Anderson, 1995) 

 

 
Πίνακας 2.3: Μη µηδενικές συνιστώσες τάσης και µετατόπισης για τον τύπο φόρτισης III 

για ένα γραµµικά ελαστικό ισότροπο υλικό (Anderson, 1995) 
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Στη συνέχεια θεωρείται ο τύπος I στο επίπεδο της ρωγµής όπου θ=0 και 

σύµφωνα µε τον πίνακα (2.1) οι τάσεις στις διευθύνσεις x και y είναι ίσες και είναι 

(Anderson, 1995): 

 

 

 

Όταν θ=0, η διατµητική τάση είναι µηδέν γεγονός που σηµαίνει ότι το επίπεδο της 

ρωγµής είναι κύριο επίπεδο για τον τύπο φόρτισης I. Το σχήµα (2.3) αποτελεί µια 

σχηµατική αναπαράσταση της κάθετης τάσης στο επίπεδο της ρωγµής σyy συναρτήσει 

της απόστασης από την κορυφή της ρωγµής. Η σχέση (2.5) ισχύει µόνο κοντά στην 

κορυφή της ρωγµής, όπου το 1/ r  επικρατεί στο πεδίο τάσης. Οι τάσεις µακριά από 

την κορυφή της ρωγµής δέχονται την επίδραση από τις συνοριακές συνθήκες. Για 

παράδειγµα, αν το σώµα υποβάλλεται σε οµοιόµορφη εφελκυστική τάση, η σyy 

προσεγγίζει µια σταθερή τιµή, την σ ∞ . Έτσι, η περιοχή όπου οι σχέσεις των πινάκων 

(2.1) και (2.3) περιγράφουν το πεδίο στην κορυφή της ρωγµής, προσδιορίζονται σαν 

την περιοχή που επικρατεί ιδιοµορφία (singularity dominated zone) (Anderson, 

1995). 

Ο συντελεστής έντασης της τάσης καθορίζει το πλάτος (amplitude) της 

ιδιοµορφίας στην κορυφής της ρωγµής. Αυτό είναι οι τάσεις κοντά στην κορυφή της 

ρωγµής που αυξάνονται σε αναλογία µε το K. Επιπλέον, ο συντελεστής έντασης της 

τάσης καθορίζει πλήρως τις συνθήκες στην κορυφή της ρωγµής. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2
I

xx yy
K

r
σ σ

π
= = (2.5)

 
 

Σχήµα 2.3: Η κάθετη τάση στο επίπεδο της ρωγµής στον τύπο φόρτισης I (Anderson, 1995) 
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2.2.2 Σχέση  Μεταξύ K και  Συνολικής  Απόκρισης 

 

Μια λύση κλειστής µορφής για το K είναι η διάταξη του Σχήµατος 2.4 στην 

οποία υπάρχει µια ρωγµή µέσα στο σώµα µιας απείρου µεγέθους πλάκας η οποία 

υποβάλλεται σε εφελκυσµό. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αφού η τάση σ είναι κάθετη στο επίπεδο της ρωγµής, ο τύπος φόρτισης είναι 

τύπος I. Σε αυτήν την περίπτωση η σχέση µεταξύ KI και των συνολικών συνθηκών 

(global conditions) είναι η εξής (Anderson, 1995): 

 

 

Μια συγγενική λύση είναι αυτή για την περίπτωση µιας ηµιαπείρων 

διαστάσεων πλάκας µε µια ρωγµή στην ακµή της (edge crack) (Σχήµα 2.5). Ο 

συντελεστής έντασης της τάσης για την ρωγµή δίνεται από την παρακάτω σχέση: 

 

 

Η αύξηση κατά 12% στο KI οφείλεται στις διαφορετικές συνοριακές συνθήκες 

που επικρατούν στην ελεύθερη ακµή του σώµατος. Όπως διακρίνεται και στο σχήµα 

(2.6), η ρωγµή στην ακµή του σώµατος ανοίγει περισσότερο γιατί είναι λιγότερο 

περιορισµένη από ότι η ρωγµή µέσα στο σώµα (through crack), η οποία σχηµατίζει 

ένα ελλειπτικό σχήµα καθώς φορτίζεται. 

 

 

IK aσ π= (2.6)

1,12IK aπ= (2.7)

 
 
Σχήµα 2.4: Ρωγµή µέσα στο σώµα απείρων διαστάσεων πλάκας η οποία υποβάλλεται σε 

εφελκυστική τάση (Anderson, 1995) 
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Στη συνέχεια θεωρείται µια ρωγµή µέσα σε µια πλάκα ηµιαπείρων 

διαστάσεων όπου η κάθετη στο επίπεδο της ρωγµής είναι προσανατολισµένη κατά 

µια γωνία β µε τον άξονα φόρτισης (Σχήµα 2.7.α). Αν 0β ≠ , η ρωγµή δέχεται 

συνδυασµένη φόρτιση των τύπων I και II.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το KIII είναι µηδέν όσο ο άξονας φόρτισης και η ρωγµή είναι κάθετα στο επίπεδο της 

πλάκας. Αν επαναπροσδιοριστούν οι άξονες ώστε να συµπίπτουν µε τον 

προσανατολισµό της ρωγµής (Σχήµα 2.7.β), φαίνεται ότι η εφαρµοζόµενη τάση 

µπορεί να αναλυθεί στις ορθή και διατµητική συνιστώσα. Η κάθετη τάση στο επίπεδο 

της ρωγµής, ' 'y y
σ , παράγει τύπο φόρτισης I, ενώ η ' 'x y

τ  εφαρµόζει τον τύπο φόρτισης 

II στην ρωγµή. Οι συντελεστές έντασης της τάσης για το σχήµα (2.7) µπορούν να 

προκύψουν συνδυάζοντας τις συνιστώσες ' 'y y
σ  και ' 'x y

τ  µε την σ και το β µέσω του 

κύκλου του Mohr (Anderson, 1995): 

 
 
Σχήµα 2.5: Ρωγµή στην µια ακµή µιας 

ηµιαπείρου πλάκας, που 
υποβάλλεται σε εφελκυσµό 
(Anderson, 1995) 

 
 
Σχήµα 2.6: Σύγκριση των ανοιγµάτων των 

ρωγµών, για ρωγµή στην ακµή 
του σώµατος και για ρωγµή 
µέσα στο σώµα (Anderson, 
1995) 

 
 
Σχήµα 2.7: Ρωγµή µέσα σε πλάκα ηµιαπείρων διαστάσεων για την γενική περίπτωση όπου η 

κύρια τάση δεν είναι κάθετη στο επίπεδο της ρωγµής (Anderson, 1995) 

α) β) 
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και 

 

 

 

 

2.2.3 Η Επίδραση  του Πεπερασµένου Μεγέθους  

 

Οι περισσότερες διατάξεις για τις οποίες υπάρχει µια κλειστή λύση για το K, 

αποτελούνται από µια ρωγµή απλού σχήµατος σε µια πλάκα απείρων διαστάσεων. Οι 

διαστάσεις της ρωγµής είναι µικρές σε σύγκριση µε τις διαστάσεις της πλάκας και η 

κατάσταση στην κορυφή της ρωγµής δεν επηρεάζεται από τις εξωτερικές συνοριακές 

συνθήκες. Καθώς το µέγεθος της ρωγµής αυξάνει ή οι διαστάσεις της πλάκας 

µικραίνουν, οι εξωτερικές συνοριακές συνθήκες αρχίζουν να επηρεάζουν την κορυφή 

της ρωγµής. Σε αυτές τις περιπτώσεις δεν είναι συνήθως δυνατή µια λύση κλειστής 

µορφής για τον συντελεστή έντασης της τάσης (Anderson, 1995). 

Στο σχήµα (2.8) παρουσιάζεται µια πλάκα µε µια ρωγµή στο εσωτερικό της, η 

οποία υποβάλλεται σε εφελκυστική τάση. Επίσης, διακρίνεται η επίδραση του 

πεπερασµένου πλάτους στην κατανοµή της τάσης στην κορυφή της ρωγµής, η οποία 

αναπαρίσταται µε δυναµικές γραµµές (lines of force). Η τοπική τάση είναι ανάλογη 

µε το κενό µεταξύ των γραµµών δύναµης. Αφού η εφελκυστική τάση δεν είναι 

δυνατόν να µεταβιβαστεί µέσω της ρωγµής, οι δυναµικές γραµµές κατανέµονται 

γύρω από την ρωγµή, µε αποτέλεσµα µια τοπική συγκέντρωση τάσεων. Στην απείρου 

µεγέθους πλάκα, η γραµµή δύναµης σε απόσταση W από το κέντρο της ρωγµής έχει 

συνιστώσες δύναµης στις διευθύνσεις x και y. Αν το πλάτος της πλάκας περιοριστεί 

σε 2W, η δύναµη x πρέπει να είναι µηδέν στην ελεύθερη ακµή. Αυτή η συνοριακή 

συνθήκη προκαλεί τις γραµµές δύναµης να συµπιεστούν, µε αποτέλεσµα µεγαλύτερη 

συγκέντρωση τάσης στην άκρη της ρωγµής (Anderson, 1995). 

 

 

 

' '
2cos ( )I y y

K a aσ π σ β π= = (2.8)

' ' sin( )cos( )II y x
K a aτ π σ β β π= = (2.9)
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Μια τεχνική για την εκτίµηση της συνοριακής συνθήκης του πεπερασµένου 

πλάτους είναι να θεωρηθεί µια περιοδική παράταξη οµοαξονικών ρωγµών σε µια 

απείρου µεγέθους πλάκα (Σχήµα 2.9). Ο συντελεστής έντασης της τάσης για τον τύπο 

I δίνεται από την παρακάτω σχέση (Anderson, 1995): 

 

 

 

Ο συντελεστής έντασης προσεγγίζει την τιµή της πλάκας καθώς το a/W προσεγγίζει 

το µηδέν. Το KI είναι ασυµπτωτικό µε το a/W=1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Σχήµα 2.8: Συγκέντρωση τάσης λόγω της ρωγµής µέσα σε πλάκα α) 

Πεπερασµένου πλάτους και β) Απείρου πλάτους (Anderson, 1995) 

α) β)

1/ 2
2 tan

2I
W aK a
a W

πσ π
π

⎡ ⎤⎛ ⎞= ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
(2.10)

 
 
Σχήµα 2.9: Οµοαξονικές ρωγµές σε µια απείρων διαστάσεων πλάκα που 

υποβάλλεται σε εφελκυσµό (Anderson, 1995) 
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2.2.4 Άνοιγµα Χειλέων  στην Αιχµή της  Ρωγµής  

 

Το άνοιγµα χειλέων στην αιχµή της ρωγµής (Crack Tip Opening 

Displacement, CTOD) είναι µια ελαστοπλαστική παράµετρος η οποία περιγράφει τις 

συνθήκες που επικρατούν στην κορυφή (άκρη) µιας ρωγµής σε ένα ελαστοπλαστικό 

υλικό και µπορεί να χρησιµοποιηθεί σαν κριτήριο θραύσης (Anderson, 1995). 

Ο Wells πρώτος παρατήρησε κατά την εξέταση ρωγµατωµένων δοκιµίων, ότι 

οι επιφάνειες των ρωγµών µετακινιόντουσαν χωριστά προς την θραύση του υλικού. Η 

πλαστική παραµόρφωση άµβλυνε την αρχική οξεία ρωγµή όπως φαίνεται στο σχήµα 

(2.10). Ο βαθµός της άµβλυνσης της ρωγµής αυξανόταν αναλογικά µε την 

σκληρότητα του υλικού. Το γεγονός αυτό οδήγησε τον Wells στο να εισάγει τον όρο 

CTOD σαν µέτρο της αντοχής θραύσης (Anderson, 1995).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αν θεωρηθεί µια ρωγµή µε µια µικρή πλαστική ζώνη (Σχήµα 2.11) το CTOD δίνεται 

από την παρακάτω σχέση (Anderson, 1995): 

 

 

 

 όπου, δ το CTOD. 

 

242 I
y

YS

Ku
E

δ
π σ

= = (2.11)

 
 
Σχήµα 2.10: CTOD. Μια αρχική αιχµηρή ρωγµή η οποία αµβλύνεται µε την πλαστική 

παραµόρφωση µε αποτέλεσµα µια πεπερασµένη µετατόπιση στην κορυφή 
της ρωγµής (Anderson, 1995) 
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Εναλλακτικά το CTOD µπορεί να σχετιστεί µε τον ρυθµό απελευθέρωσης 

ενέργειας ως εξής (Anderson, 1995): 

 

 

 

Επίσης το CTOD για µια ρωγµή σε µια πλάκα απείρων διαστάσεων η οποία 

υποβάλλεται σε εφελκυστική τάση είναι (Anderson, 1995): 

 

 

 

όπου µε ανάπτυγµα του όρου ln sec προκύπτει ότι (Anderson, 1995): 

 

 

 

Υπάρχει µεγάλος αριθµός εναλλακτικών προσδιορισµών του CTOD. Οι πιο 

συνηθισµένοι διακρίνονται στο σχήµα (2.12) και είναι η µετατόπιση στην κορυφή της 

ρωγµής και η αποτέµνουσα που αντιστοιχεί σε γωνία 90ο. Ο τελευταίος 

προσδιορισµός του CTOD χρησιµοποιείται κυρίως στην Μέθοδο των Πεπερασµένων 

Στοιχείων. 

 

 

 

 

4

YS

Gδ
π σ

= (2.12)

8 ln sec
2

YS

YS

a
E

σ π σδ
π σ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
(2.13)

2
I

YS YS

K G
E

δ
σ σ

= = (2.14)

 
 
Σχήµα 2.11: Προσδιορισµός του CTOD από την µετατόπιση της ρωγµής στην 

πλαστική ζώνη (Anderson, 1995)
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2.2.5 Συντελεστής  Έντασης  της Τάσης  στην Κορυφή  Εγκοπής  

 

Η αναλυτική έκφραση του συντελεστή έντασης της τάσης (SIF) τύπου I, KI, 

στην αιχµή µιας ρωγµής σε δοκίµιο κάµψης τριών σηµείων έχει δοθεί από τους Gross 

και Srawley και είναι (Kourkoulis et al., 1999): 

 

 

 

 

 

Ο τύπος I SIF όπως δίνεται παραπάνω από την θεωρία Θραυστοµηχανικής 

Γραµµικά Ελαστικών Υλικών (Linear Elastic Fracture Mechanics, LEFM), είναι 

πλήρως εφαρµόσιµος στην κορυφή λεπτών εγκοπών όπως φαίνεται στο σχήµα (2.13). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Σχήµα 2.12: ∆ιαφορετικοί προσδιορισµοί του CTOD α) Μετατόπιση στην κορυφή 

της ρωγµής β) Μετατόπιση στο σηµείο τοµής δύο κάθετων µεταξύ 
τους στην κορυφή της ρωγµής (Anderson, 1995) 

(α) (β) 

2 3 4

( / )

( / ) 1,090 1,735 8, 20 14,18 14,57 ,    4

I nomK aF a h

a a a a lF a h
h h h h h

σ π=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(2.15)

 
 
Σχήµα 2.13: Τοπικό σύστηµα συντεταγµένων για τα πεδία στην κορυφή της εγκοπής 

(Kourkoulis et al., 1999) 
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Για την περιοχή της κορυφής της εγκοπής όπου το r είναι µικρό σε σχέση µε 

τις άλλες επίπεδες (επίπεδο ' 'x y− ) διαστάσεις (εκτός από το πλάτος της εγκοπής s), 

το πεδίο παραµόρφωσης έχει την παρακάτω µορφή (Kourkoulis et al., 1999): 

 

 

 

 

 

 

 

 

όπου, 2/(1 )E E ν= −  για συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης και / 2(1 )G E ν= + . 

Οι πρώτοι όροι στους παραπάνω τύπους είναι απαραίτητοι για να 

ικανοποιείται η συνθήκη των µηδενικών επιφανειακών τάσεων (tractions) κατά µήκος 

της κορυφής της εγκοπής η οποία έχει πεπερασµένο µήκος καµπυλότητας. 

 

2.2.6 Κατανοµή Ελαστικής  Τάσης  σε  πεπερασµένου µεγέθους 

πλάκες  µε  πλευρικές  εγκοπές  

 

Σε µια ανάλυση για την ανάπτυξη ρωγµής είναι απαραίτητο να είναι γνωστό η 

κατανοµή τάσης κοντά στις περιοχές αύξησης της τάσης. Η διαδικασία που 

περιγράφεται αναθεωρεί τις κύριες εκφράσεις ελαστικής τάσης για πελώριες πλάκες 

µε ηµι-άπειρες συµµετρικές V-σχηµατισµένες εγκοπές και τις προσαρµόζει σε 

µερικές πρακτικές περιπτώσεις, στις οποίες η αµοιβαία επιρροή από τις χαραγές όπως 

επίσης και από τις περιορισµένου µεγέθους πλάκες παίζουν ένα σηµαντικό ρόλο στην 

κατανοµή της τάσης. Εποµένως ο σκοπός είναι να δοθεί µια κατά προσέγγιση λύση 

κλειστού τύπου για την διαµήκης τάσης, ισχυρή για ολόκληρο το µήκος του 

συνδέσµου, δηλ. από τη µια άκρη της εγκοπής ως την άλλη. 

Η εµφάνιση µη συνεχόµενης γεωµετρίας είναι αναπόφευκτη σε δοµικά 

συστατικά, προκαλώντας λίγο ή πολύ τοπικές διαταράξεις των τασικών πεδίων. οι 

περιοχές αύξησης της τάσης είναι οι προτιµώµενες θέσεις για έναρξη ρωγµής. Για να 

'

'

' '

1 1 3 1 2 1 3( , ) cos cos sin sin
1 2 2 2 1 1 2 22

1 1 3 1 2 1 3( , ) cos cos sin sin
1 2 2 2 1 1 2 22

1 3 3sin sin cos cos ,    / 2 0
2 2 2 2 22

I
x

I
y

I
x y

Kr
rrE

Kr
rrE

K r
G rr

ρ θ θ ν θ θε θ
ν ν νπ

ρ θ θ ν θ θε θ
ν ν νπ

ρ θ θ θ θε ρ
π

⎧ − ⎫⎡ ⎤= − + −⎨ ⎬⎢ ⎥− − −⎣ ⎦⎩ ⎭

⎧ − ⎫⎡ ⎤= + +⎨ ⎬⎢ ⎥− − −⎣ ⎦⎩ ⎭

⎧ ⎫= − + − →⎨ ⎬
⎩ ⎭

(2.16.α)

(2.16.β)

(2.16.γ)
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προβλεφθεί η εξασθενηµένη διάρκεια ζωής ενός συστατικού µε εγκοπή, χρειάζονται 

οι αναλύσεις και της αρχής της ρωγµής και της εξάπλωσης της. Όπως είναι γνωστό, 

οι συντελεστές συγκέντρωσης τάσης δίνουν µόνο τη µέγιστη τιµή τάσης και δεν 

παρέχουν καµία πληροφορία σχετικά µε άλλες συνισταµένες τάσης, ούτε σχετικά µε 

την κατανοµή πίεσης πριν από τη µη-ραγισµένη εγκοπή. Μια τέτοια κατανοµή είναι 

καθοριστική για τον ακριβή προσδιορισµό της κινητήριας δύναµης της σχισµής, π.χ. 

ο συντελεστής της έντασης της τάσης για µια σχισµή που προέρχεται από εγκοπή. Ο 

βαθµός της ακρίβειας για την ανάλυση της ανάπτυξης καταπονηµένης ρωγµής 

εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από την ακρίβεια που χρησιµοποιείται για να 

περιγραφθεί η τάση στην υψηλά τασική περιοχή. 

 Οι πιο γνωστές κατά προσέγγιση εκφράσεις για καταµερισµό διαµήκους 

τάσης από τη ρίζα της εγκοπής έναντι διαφορετικών διαµορφώσεων, η καθεµία µε 

µια σειρά από διαφορετική οξύτητα εγκοπής, ήταν ορθά ελεγµένες από τους Shin et 

al. (1994a, b). Για να αποδώσουν την καλύτερη εκτίµηση της κατανοµής τάσης από 

τη ρίζα της εγκοπής κατά µήκος του κατακόρυφου άξονα ως την κατεύθυνση του 

φορτίου, πρότειναν να χρησιµοποιούν διαφορετικές εκφράσεις εξαιτίας των Chen, 

Glinka-Newport και Kujawski (1978, 1987, 1991), σε συµφωνία µε τις τιµές της 

συγκέντρωσης τάσης. Από τότε που µια εξέταση των εκφράσεων του Chen και του 

Kujawski (1994α, β) έδειξε ότι έτειναν αντίστοιχα να υποτιµούν και να υπερτιµούν 

µια τέτοια κατανοµή, µια έκφραση βασισµένη στη µεσαία τιµή τους προτάθηκε 

αργότερα από τους Kujawski και Shin (1997), εφόσον ήταν φυσικό ότι θα απέδιδε 

µια καλύτερη προσέγγιση για µια ευρύ σειρά από αµβλείες έως αιχµηρές εγκοπές. 

Πρόσφατα οι Xu et al. (1995) δηµιούργησαν νέες εκφράσεις για να 

περιγράψουν το πεδίο τάσης για πλευρικές και κεντρικές εγκοπές σε πεπερασµένες 

και µη πεπερασµένες πλάκες υπό µονοαξονικό εφελκυσµό. Εισήγαγαν σε µια γνωστή 

φόρµουλα Greager-Paris (1967), έγκυρη για αιχµηρές σχισµές, µερικές σταθερές 

διόρθωσης, καθορισµένες αριθµητικά εφαρµόζοντας εξισώσεις στα πεδία τάσης µη 

πεπερασµένες πλάκες, η καθεµία εµπεριέχοντας ένα ελλειπτικό σχισµή µε 

διαφορετικό λόγο ακτίνας. Για πεπερασµένα σώµατα µε εγκοπή, συστήθηκε επίσης 

διορθωτικός συντελεστής πλάτους• αυτός αποκτήθηκε εφαρµόζοντας εξισώσεις στα 

πεδία τάσης για καθορισµένα πλάτη λωρίδων, το καθένα µε ένα κυκλικό άνοιγµα 

διαφορετικού µεγέθους (Xu et al. 1995). Η κατανοµή τάσης εξαρτάται από την 

ακτίνα της ρίζας της εγκοπής ρ και τον συντελεστή συγκέντρωσης πίεσης Κt για µη 
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πεπερασµένα σώµατα, και για πεπερασµένα σώµατα από ρ, Κt, το βάθος της εγκοπής 

και το µήκος του συνδέσµου εµπρός από την άκρη της εγκοπής. 

Σε αυτή την ενότητα εξετάζεται µόνο η συνισταµένη τάσης κατακόρυφα στον 

άξονα της εγκοπής και παράλληλα µε την εξωτερική κατεύθυνση του φορτίου, διότι 

αυτή είναι η συνισταµένη τάσης που είναι πραγµατικά σηµαντική για την ανάλυση 

καταπόνησης. Εφόσον µια αναλυτική λύση είναι δύσκολο ή αδύνατον να ισχύσει για 

ένα πεπερασµένο σώµα µε εγκοπή, ο Xu et al (1995) κατέληξαν ότι είναι εξαιρετικά 

επιθυµητές οι κατά προσέγγιση εκφράσεις τάσης, κλειστού τύπου, σε περιοχές 

συγκέντρωσης τάσης. 

Ωστόσο, όπως είναι γνωστό, µερικές αναλυτικές λύσεις όντως υπάρχουν• 

ανάµεσα από αυτές παρατίθενται τουλάχιστον µερικές από τις κλασσικές προ-1950 

συµβολές στην ανάλυση εγκοπής, και συγκεκριµένα, οι εργασίες των Inglis (1913), 

Howland (1929-30), Knight (1935) και Ling (1947) πάνω στην κατανοµή τάσης 

κοντά σε ελλειπτικά ανοίγµατα, κυκλικά ανοίγµατα, έγκλειστα ανοίγµατα και 

συµµετρικά ηµικυκλικές εγκοπές, αντίστοιχα. Ο Inglis περιόρισε την εργασία του σε 

πλάκες µε απεριόριστο πλάτος (η λύση ήταν ακριβής και εποµένως εφαρµόσιµη στα 

ακραία όρια του σχήµατος που µια έλλειψη µπορεί να πάρει, δηλ. µια κυκλική οπή 

και ένα κοφτερό ευθύ ράγισµα)• οι υπόλοιπες αναφερόµενες εργασίες (Howland, 

1929-30, Knight, 1935, Ling, 1947) διαπραγµατεύτηκαν εγκοπές σε πεπερασµένες 

µεγέθους πλάκες. 

Θα αναλυθούν εγκοπές τύπου-V και U, όπως επίσης και οι ηµικυκλικές 

εγκοπές, οι τελευταίες λαµβάνοντας ως ακραίες περιπτώσεις της προτεινόµενης 

µεθόδου. Με σκοπό να βρεθεί η επίδραση των πεπερασµένου µεγέθους πλακών στον 

καταµερισµό της τάσης προκαλούµενη από συµµετρικές εγκάρσιες εγκοπές σε 

πλάκες υπό αξονικά εφελκυστικά φορτία. Το εναρκτήριο σηµείο παρουσιάζεται από 

µια αναλυτική λύση που προτάθηκε πρόσφατα από τους συγγραφείς (Lazzarin και 

Tovo, 1996) για να περιγράψει από µια ενωµένη προσέγγιση, τα πεδία τάσης κοντά 

σε αιχµηρά ραγίσµατα, εγκοπές τύπου-V. Ο βαθµός ακρίβειας της λύσης είχε ήδη 

αναλυθεί εκτενεστέρα στους Atzori et al. (1997) σχετικά και µε τα διαµήκη και µε τα 

εγκάρσια πεδία τάσης, λαµβάνοντας υπόψη όχι µόνο εφελκυστικά αλλά και καµπτικά 

φορτία. 

 Συγκεκριµένα, σύµφωνα µε µια σύνθετη µεταβλητή µέθοδο δηµιουργηµένη 

από τον Muskhelishvili (1935), τα πεδία τάσης για συµµετρικές εγκοπές τύπου-V 

(σχήµα 2.14) αποκτήθηκαν κάτω από οριζόντια τάση ή συνθήκες επίπεδης 
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καταπόνησης χρησιµοποιώντας τις αναλυτικές δυναµικές συναρτήσεις ( )z azλϕ =  

και ( )z bz czλ µψ = +  και τους συντελεστές a, b ,c και τους πραγµατικούς εκθέτες λ 

και µ, µε την υπόθεση ότι λ>µ. Όλοι οι συντελεστές και οι εκθέτες καθορίστηκαν 

(Lazzarin και Tovo. 1996, Atzori et al., 1997) χρησιµοποιώντας µια σύµµορφο 

απεικόνιση (ήδη προτεινόµενη από τον Neuber (1958)) στο βοηθητικό σύστηµα των 

καµπυλόγραµµων συντεταγµένων (u,υ) που φαίνονται στο σχήµα 2.15. 

Επισηµάνθηκε ότι τα πεδία τάσης ισχυρά για αιχµηρά ραγίσµατα (Westergaard, 1939, 

Irwin, 1957), V ρωγµές (Williams, 1952, Carpenter, 1984), και U-σχηµατισµένες 

εγκοπές (Creager-Paris, 1967, Glinka, 1985) µπορούν εύκολα να προέλθουν ως 

χαρακτηριστικές περιπτώσεις από νέες λύσεις κλειστού τύπου, επιβάλλοντας 

ανάλογες τιµές στις σχετικές γεωµετρικές παραµέτρους. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Εξαιτίας της φύσης τους, οι εκφράσεις τάσης που αναφέρθηκαν στους 

(Lazzarin-Tovo, 1996, Atzori et al., 1997) ήταν έγκυρες µόνο σε περιοχές 

συγκέντρωσης τάσης σε µεγάλες πλάκες, δηλ. σε πλάκες όπου θεωρητικά το πλάτος 

και το βάθος της εγκοπής θα µπορούσαν να θεωρηθούν απεριόριστα. Ωστόσο, η 

ακρίβεια τους παρέµεινε επίσης καλή για πλάκες περιορισµένου πλάτους, αλλά µόνο 

µέχρι το κύριο πεδίο τάσης να τέµνει την εικονική γραµµή τάσης που εκτιµάται στην 

περιοχή δικτύου (η οποία είναι η υψηλή πιεζόµενη περιοχή). 

Οι στόχοι αυτής της ενότητας περιληπτικά είναι οι εξής: 

(α) να δώσει µια διαδικασία η οποία, αρχίζοντας από την κύρια έκφραση 

τάσης που ήδη αναφέρθηκε παραπάνω (Lazzarin-Tovo, 1996, Atzori et al., 1997), 

Σχήµα 2.14: Πολικό σύστηµα συντεταγµένων και καµπυλόγραµµο σύστηµα (Lazzarin and 
Tovo, 1996, Atzori, 1997) 
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επιτρέπει να αυξηθεί η ζώνη εγκυρότητας τους, από τη ρίζα της εγκοπής, έως τον 

άξονα της συµµετρίας, δηλ. σε όλη την περιοχή δικτύου της πλάκας• για να το κάνει 

αυτό η αµοιβαία επίδραση από τις δυο εγκοπές θα συγκριθεί και µια απλή συνθήκη 

ισορροπίας θα καθοριστεί στο αδύναµο τµήµα της πλάκας• 

(β) να ορίσει το βαθµό ακρίβειας και το φάσµα ισχύς της νέας έκφρασης, µε 

βάση τη κλειστού τύπου λύση Xu et al. (1995), στη µόνη όπου ένας συντελεστής 

πεπερασµένου µεγέθους αναφέρεται ρητά• 

(γ) να αναζητήσει ένα σύνδεσµο ανάµεσα στον κύριο εκθέτη των πεδίων 

τάσης όλων των αναλυµένων περιπτώσεων και στον εκθέτη λ που έχει ήδη δοθεί από 

τον William (1952) για ανοιχτά τύπου-V ραγίσµατα µε άκρες χωρίς έλκυση. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2.6.1 ∆ιατύπωση  του  προβλήµατος .  

 

Η τελική έκφραση των συντελεστών πίεσης σθ, σr και τrθ (σχήµα 2.14), 

αποκτάται επιβάλλοντας τις συνοριακές συνθήκες στο βοηθητικό επίπεδο (u,υ), στη 

ρίζα της εγκοπής και κατά µήκος της πλευράς της, σε απόσταση από τη ρίζα. 

 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
1 1 11 cos 1 cos 1 cos 1r a b r cλ µ

θσ λ λ λ ϑ λ ϑ µ µ ϑ− −= + − + + + +  

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
1 1 13 cos 1 cos 1 cos 1r r a b r cλ µσ λ λ λ ϑ λ ϑ µ µ ϑ− −= − − − + − +

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
1 1 11 sin 1 sin 1 sin 1r r a b r cλ µ

ϑσ λ λ λ ϑ λ ϑ µ µ ϑ− −= − − − + − +  

 

 
Σχήµα 2.15: Σχήµα αναφοράς για δύο πλευρικές εγκοπές (Lazzarin and Tovo, 1996, 
Atzori, 1997) 

(2.17) 
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Για πλάκες περιορισµένου µεγέθους είναι φυσικό ότι σε αντιστοιχία µε το 

γενικό σηµείο Ρ µπορεί να παρουσιαστεί ένα αποτέλεσµα από την αµοιβαία επίδραση 

των δυο εγκοπών. Η συνολική κατανοµή της τάσης µπορεί εύκολα να αποκτηθεί 

κάτω από τη γραµµική ελαστική υπόθεση συνδυάζοντας την επίδραση της εγκοπής 1 

µε αυτή λόγω της εγκοπής 2. Τώρα, εάν κάποιος δώσει τα πεδία τάσης θεωρώντας ως 

σύστηµα αναφοράς αυτό της εγκοπής 1, η δεύτερη συµβολή χρειάζεται µια 

περιστροφή από τη φυσική της ροπή χαρακτηρισµένη από τη γωνία θ2 σε αυτή 

χαρακτηρισµένη µε θ1 (βλ. σχήµα 2.15). Ως αποτέλεσµα, τα πεδία πίεσης είναι: 

 

 
1 1 22 2

2 2

2 2

cos sin 2sin cos
sin cos 2sin cos

sin cos sin cos cos sin

r r r

r r rtot

ϑ ϑ ϑ

ϑ ϑ ϑ

σ σ σγ γ γ γ
σ σ γ γ γ γ σ

γ γ γ γ γ γτ τ τ

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪= + −⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥− −⎩ ⎭ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

(2.18) 

 

Κάτω από ένα αποµακρυσµένο αξονικό φορτίο εφαρµοσµένο στην πλάκα, οι 

υπολογισµοί της δύναµης καταπόνησης και της υπολειπόµενης διάρκειας µπορούν να 

βασιστούν µόνο στη κατανοµή τάσης σθ κατά µήκος του άξονα συµµετρίας. Έτσι, 

κατά µήκος του άξονα, η διατύπωση σθ απλοποιείται ως εξής: 

 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
1 2

1 11 1
1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 10

1 2 1 2tot constr a b r c h r r a b h r r cξ µξ µ
θ ϑ ϑ
σ ξ ξ µ ξ ξ µ σ− −− −

= =
= + + + + + − + + + + − +

          (2.19) 

 

όπου, για να αποφευχθούν παρεξηγήσεις, ο εκθέτης ξ αντικαθιστά τον εκθέτη λ που 

ήδη χρησιµοποιήθηκε στους (Lazzarin-Tovo, 1996, Atzori et al.,1 997) για τις 

εγκοπές τύπου-V σε µη πεπερασµένες πλάκες. Ο εκθέτης λ έδωσε επίσης το βαθµό 

ιδιοµορφίας για ανοιχτά ραγίσµατα µε άκρες χωρίς έλκυση. Αξίζει να σηµειωθεί ότι 

ένας αµετάβλητος όρος σconst  έχει προστεθεί στη (2.19) για να περιγράψει επιπλέον 

την κατανοµή σθ σε µια απόσταση µακριά από την εγκοπή, όπου η κλίση της τάσης 

µπορεί στην πράξη να µηδενιστεί. 
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2.2.6.2 Εκτίµηση  εκθετών  και  σταθερών .  

 

Για να οριστούν ο εκθέτης ξ και ο συντελεστής b1, στους οι όροι σu=0 και 

τuυ=0  επιβλήθηκαν κατά µήκος της ελεύθερης πλευράς, µακριά από τη ρίζα της 

εγκοπής (όπου οι όροι σχετιζόµενοι µε τον εκθέτη µ είναι άσκοποι). Για πλάκες 

πεπερασµένου µεγέθους αυτοί οι όροι ορίζονται τώρα στο σηµείο S (σχήµα 2.15), 

δηλ. σε αντιστοιχία µε την τοµή µεταξύ των πλευρών εγκοπής και της ακτίνας της 

ρίζας της εγκοπής• ωστόσο, για εγκοπές τύπου-V και U, έχει επαληθευτεί ότι τέτοιες 

συνοριακές συνθήκες µπορούν να επιβληθούν ικανοποιητικά στο σηµείο S 

τουλάχιστον όταν οι πλάκες παρουσιάζουν ένα βάθος εγκοπής ≥4 την ακτίνα της 

εγκοπής  

Οι διατυπώσεις για σu και τuυ µπορούν να δοθούν ως εξής: 

( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1 2
1 1 1 1 1 1

1 2
1 1 1 1 1 1

1
1 1 1 1 1 1 1

1 2
2 1 2 1 2 2

1
2 1 2 1

1 cos 1 cos 1 cos

3 cos 1 cos 1 sin

2 1 sin 1 sin 1 sin cos

1 cos 1 cos 1 cos

3 cos 1 co

u s

S S S S

S S S S

S S S S S

S S S S

S S

r a b

r a b

r a b

r a b

r a b

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

σ

ξ ξ ξ ϑ ξ ϑ γ

ξ ξ ξ ϑ ξ ϑ γ

ξ ξ ξ ϑ ξ ϑ γ γ

ξ ξ ξ ϑ ξ ϑ γ

ξ ξ ξ ϑ

−

−

−

−

−

= + − + +

+ − − − +

− − − + +

+ + − + +

+ − − − ( )( )
( ) ( ) ( )( )

2
2 2

1
2 1 2 1 2 2 2

s 1 sin

2 1 sin 1 sin 1 sin cos
S S

S S S S Sr a bξ

ξ ϑ γ

ξ ξ ξ ϑ ξ ϑ γ γ−

+

− − − + +

  (2.20) 

 

( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )

1
1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 1 1 1 1 1

1 2 2
1 1 1 1 1 1 1

1
2 1 2 1 2 2 2

1
2

1 cos 1 cos 1 cos sin

3 cos 1 cos 1 cos sin

1 sin 1 sin 1 cos sin

1 cos 1 cos 1 cos sin

uv s

S S S S S

S S S S S

S S S S S

S S S S S

S

r a b

r a b

r a b

r a b

r a

ξ

ξ

ξ

ξ

ξ

τ

ξ ξ ξ ϑ ξ ϑ γ γ

ξ ξ ξ ϑ ξ ϑ γ γ

ξ ξ ξ ϑ ξ ϑ γ γ

ξ ξ ξ ϑ ξ ϑ γ γ

ξ

−

−

−

−

−

= + − + +

− − − − +

+ − − + + −

+ + − + +

+ ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )( )

1 2 1 2 2 2

1 2 2
2 1 2 1 2 2 2

3 cos 1 cos 1 cos sin

1 sin 1 sin 1 cos sin
S S S S

S S S S S

b

r a bξ

ξ ξ ϑ ξ ϑ γ γ

ξ ξ ξ ϑ ξ ϑ γ γ−

− − − +

+ − − + + −

 (2.21) 

 

Οι εξισώσεις (2.20-2.21) καταλήγουν σε ένα οµοιογενές σύστηµα σχετικά µε 

τα a1 και b1. Οι επιλύσεις είναι µη-ασήµαντες µόνο εάν η ορίζουσα είναι ίση µε 

µηδέν. Ξαναγράφοντας το σύστηµα στη µορφή (2.22) όπου δ11 και δ21 είναι 
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ολοφάνερα οι όροι σχετιζόµενοι µε a1, δ22 και δ12 εκείνοι πολλαπλασιάζοντας b1, ο 

όρος για την ορίζουσα γίνεται  

 

11 12 1

21 22 1

0
0

u

uv S

a
b

σ δ δ
τ δ δ
⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫

= =⎨ ⎬ ⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥
⎩ ⎭⎣ ⎦ ⎩ ⎭⎩ ⎭

     (2.22) 

 

Η εξίσωση (2.23) επιτρέπει τον αριθµητικό προσδιορισµό του εκθέτη ξ, έπειτα ο όρος 

b1 µπορεί να υπολογιστεί σύµφωνα µε την (2.22) ως: 

 

11 22 12 21 0δ δ δ δ− =        (2.23) 

 

 Ο υπολογισµός του ξ πραγµατικά παριστάνει το κρίσιµο σηµείο για µια εξ’ 

ολοκλήρου αναλυτική λύση• ωστόσο µια εκτίµηση του ξ µπορεί απευθείας να 

αποκτηθεί χρησιµοποιώντας τον εκθέτη λ του William. 

 Η σταθερά c1 και ο εκθέτης µ µπορούν να καθοριστούν αργότερα 

επιβάλλοντας στη ρίζα της εγκοπής τους ίδιους όρους ορίου που αναφέρθηκαν στους 

(Lazzarin and Tovo, 1996, Atzori et al., 1997) 

 

( ) ( )0 00 0
0qu u r ru r

v ϑ
σ σ= =

= =
= =       (2.24) 
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0 0

0 0

10 0q
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o

uv r
r r

u u r r
v

v q
ϑ

ϑ
ϑ

ϑ

τ τ σ
ϑ =

= ==
= =

∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇒ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
    (2.25) 

µε ρητή µορφή, αυτές οι συνοριακές συνθήκες δίνουν: 

 

( )

( ) ( ) ( )

1 11 1
0 0

1 1

1 11 1
0 0

1 1

1

1 0

b cr r
a a

b cr h r h
a a

ξ µ

ξ µ

ξ ξ µ

ξ ξ µ

− −

− −

⎛ ⎞
+ + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞

+ + + + + + =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

    (2.26) 
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 (2.27) 

 

Τέλος χρησιµοποιώντας τη µέγιστη τιµή πίεσης σθ στη ρίζα της εγκοπής και 

επιβάλλοντας µια απλή συνθήκη ισορροπίας στην περιοχή δικτύου της πλάκας όπως 

στη παρακάτω σχέση: 

 

 ( )
0

0 2

, 0

2

h

r

nom net const
r

dr
h ϑ ϑ

σ σ σ
+

=
= +∫      (2.28) 

 

είναι δυνατόν να οριστούν οι τιµές a1 και σconst. Στην εξίσωση (2.28) h είναι το µήκος 

συνδέσµου, και r0 η απόσταση από το τοπικό σχήµα αναφοράς στην άκρη της 

εγκοπής (σχήµα 14). 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι 

• Το ολοκλήρωµα µπορεί να λυθεί αναλυτικά, δηλ. χωρίς να αναµιχθεί καµία 

αριθµητική διαδικασία. 

• Ο όρος σconst δεν συµπίπτει µε την εικονική πίεση στην συνολική περιοχή, που 

ήδη προστέθηκε από τους Tada et al. (1973) για να επεκτείνει την περιοχή 

ισχύς της κατανοµής τάσης, από την υψηλά πιεζόµενη περιοχή σε αυτή της 

εικονικής πίεσης. 

 

2.3 ΘΕΩΡΙΑ GRIFFITH 

 

Βασιζόµενος στο γεγονός ότι η εφελκυστική αντοχή ενός υλικού είναι πολύ 

χαµηλότερη από την θεωρητικά προβλεπόµενη, ο Griffith υπέθεσε ότι τα ψαθυρά 

υλικά αναπόφευκτα περιέχουν µεγάλο αριθµό ρωγµών ή άλλων ασυνεχειών, οι οποίες 
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κατανέµονται µε τυχαίο προσανατολισµό µέσω του όγκου του υλικού. Αυτές οι 

ρωγµές είναι πολύ µικρές για να µπορούν να εντοπιστούν µε συνήθη µέσα και 

λειτουργούν σαν συγκεντρωτές τάσης και σαν επακόλουθο, η εκκίνηση της ρωγµής 

προκαλείται από τις συγκεντρώσεις τάσης στα άκρα αυτών των εσωτερικών ρωγµών. 

Στη συνέχεια ο Griffith µετά από µια σειρά πειραµάτων εφελκυστικής 

αντοχής σε ίνες γυαλιού κατέληξε στο συµπέρασµα ότι το µέγεθος του δοκιµίου είχε 

άµεση επιρροή στην αντοχή του, καθώς όσο λεπτότερο ήταν το δοκίµιο τόσο 

µεγαλύτερη ήταν η εφελκυστική αντοχή, καθώς τα λεπτότερα δοκίµια περιείχαν 

λιγότερες ρωγµές. 

Στο σχήµα (2.16) διακρίνεται το µοντέλο ανάλυσης του Griffith στο οποίο µια 

λεπτή πλάκα απείρων διαστάσεων η οποία περιέχει ένα στενό ελλειπτικό άνοιγµα, 

υπόκειται σε οµοιόµορφη µονοαξονική εφελκυστική τάση σ. Με το µοντέλο αυτό ο 

Griffith προσπάθησε να προσοµοιώσει την εσωτερική ρωγµή στο υλικό και να 

προβλέψει την αντοχή του σε θραύση. 

Η ρωγµή εντοπίζεται είτε µέσα στο υλικό (εσωτερική ρωγµή), είτε σε ένα 

µέρος του συνόρου του υλικού. Στην πρώτη περίπτωση έχει δύο άκρες, ενώ στην 

δεύτερη περίπτωση έχει µια άκρη. Αναµφίβολα το ελλειπτικό άνοιγµα στο µοντέλο 

του Griffith δεν είναι, αλλά θεωρείται ως ρωγµή. Από το σχήµα (2.16) είναι φανερό 

ότι η ακτίνα της καµπυλότητας στο σηµείο C δίνεται από την εξίσωση (Whittaker et 

al., 1992): 

 

 

 

 

 όπου, ρ είναι η ακτίνα της καµπυλότητας στο σηµείο C και a, b τα µήκη του 

µεγαλύτερου και µικρότερου ηµιάξονα αντίστοιχα. 

 

Είναι φανερό ότι 1/ aρ∞  και όταν a →∞ , 0ρ → . Εποµένως, ο όρος ρωγµή 

µπορεί να προσδιοριστεί µαθηµατικά σαν µια απειροελάχιστη στενή έλλειψη. 

Οι όροι ρωγµή, ρήγµα και άλλα συνώνυµα σηµαίνουν ουσιαστικά µετατόπιση 

ασυνεχειών. Ο Griffith δεν συµπεριέλαβε τα πετρώµατα στην µελέτη του, αλλά έχει 

αποδειχθεί ότι στα πετρώµατα υπάρχουν ασυνέχειες τύπου ρωγµής οι οποίες 

δηµιουργούνται είτε κατά την διάρκεια σχηµατισµού τους, είτε έπειτα από θερµική ή 

2b
a

ρ = (2.29)
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θλιπτική καταπόνηση. Οι ρωγµές στα πετρώµατα µπορεί να είναι µήκους 

εκατοντάδων χιλιάδων µέτρων όταν είναι σε µορφή ρηγµάτων, αλλά και τόσο µικρές 

στην κλίµακα των µικρών. Γενικότερα, τα περισσότερα πετρώµατα έχουν πορώδες 

γεγονός που υποδεικνύει την ύπαρξη ρωγµών µε διαστάσεις µερικών µικρών 

(Whittaker et al., 1992). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.3.1 Θεωρία Ενεργειακής  Ισορροπίας του Griffith 

Σύµφωνα µε την θεωρία Griffith, η αστοχία ενός στερεού ψαθυρού υλικού 

προκαλείται από την διάδοση των ρωγµών οι οποίες υπάρχουν µέσα στο στερεό 

σώµα και η δηµιουργία µιας νέας επιφάνειας ρωγµής από την διάδοση τους 

απορροφά ενέργεια η οποία παρέχεται από το παραγόµενο έργο από την εξωτερική 

δύναµη της απελευθέρωσης της αποθηκευµένης ενέργειας παραµόρφωσης στο 

στερεό, ή µε συνδυασµό των δύο πηγών (Whittaker et al., 1992). 

Η αστοχία ενός στερεού ψαθυρού υλικού περιλαµβάνει δύο απαραίτητες 

προϋποθέσεις (Whittaker et al., 1992): 

α) Προϋπόθεση τάσης: σε κάποιο σηµείο στο σώµα, η τοπική τάση πρέπει να 

είναι τόσο υψηλή ώστε υπερνικά την µοριακή αντοχή συνοχής του υλικού. Αυτό 

µπορεί να επιτευχθεί από την συγκέντρωση τάσης λόγω της ύπαρξης των ασυνεχειών 

όπως οι προϋπάρχουσες µικρορωγµές. 

 
 
Σχήµα 2.16: Ελλειπτικό άνοιγµα σε µια απείρων διαστάσεων πλάκα που υπόκειται σε 

οµοιόµορφο εφελκυσµό (Whittaker et al., 1992) 
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β) Προϋπόθεση ενέργειας: επαρκές ενεργειακό δυναµικό πρέπει να 

απελευθερωθεί για να υπερνικά την αντίσταση στην εξάπλωση της ρωγµής. Αυτό 

µπορεί να επιτευχθεί µέσω της αύξησης του παραγόµενο έργου από τις εξωτερικές 

δυνάµεις. 

 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, στα πετρώµατα υπάρχουν εσωτερικές µικρορωγµές 

που αποτελούν ενδείξεις για την συγκέντρωση τάσεων. Για αυτό το λόγο η 

προϋπόθεση τάσης (stress requirement) ικανοποιείται αυτοµάτως. Η προϋπόθεση 

ενέργειας (energy requirement) είναι µια εφαρµογή του θεωρήµατος του ελαχίστου 

ενεργειακού δυναµικού. Ο Griffith έδειξε ότι υπάρχει µια απλή ενεργειακή ισορροπία 

αποτελούµενη από την µείωση στο ενεργειακό δυναµικό µέσα στο φορτισµένο σώµα 

εξαιτίας της εξάπλωσης της ρωγµής και αυτό εξισορροπείται από την αύξηση της 

επιφανειακής ενέργειας, λόγω της αυξανόµενης επιφάνειας της ρωγµής (Whittaker et 

al., 1992). 

Γενικότερα η συνολική ενέργεια U της πλάκας του σχήµατος (2.16) µπορεί να 

γραφτεί ως εξής (Whittaker et al., 1992): 

 

U=Ut + Uc – W + Us=Up + Us 

όπου, 

 U: Συνολική ενέργεια της πλάκας 

Ut: Συνολική αρχική ενέργεια ελαστικής παραµόρφωσης της φορτιζόµενης 

αλλά µη σπασµένης ρωγµατωµένης πλάκας 

Uc: Η απελευθερούµενη ελαστική ενέργεια παραµόρφωσης που οφείλεται στη 

σύσταση της ρωγµής µήκους 2a και την χαλάρωση του υλικού πάνω και κάτω από τη 

ρωγµή 

Us: Αλλαγή στην ελαστική επιφανειακή ενέργεια λόγω του σχηµατισµού νέων 

επιφανειών ρωγµής 

 Up: Αλλαγή στο ενεργειακό δυναµικό, δηλαδή, Up= Ut+ Uc- W 

 W: Το παραγόµενο έργο από τις εξωτερικές δυνάµεις. 

 

Το Ut δίνεται από την παρακάτω σχέση (Whittaker et al., 1992): 

 

 

 

2 2

' '1/ 2 ( ) 1/ 2 1/ 2
2t y y y y

V A A

AU Bdxdy dA dAσ σσ ε σ ε= = = =
Ε Ε∫ ∫ ∫  

(2.30) 

(2.31)
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 όπου, 

 A: Η άπειρη περιοχή της λεπτής πλάκας 

 Β: Πάχος, το οποίο θεωρείται ότι είναι µοναδιαίο, δηλαδή Β=1. 

 V: Όγκος της πλάκας. 

 σy: σ για αυτή την περίπτωση. 

Ε’: Ενεργό µέτρο ελαστικότητας του Young: E’=E για επίπεδη τάση και 

Ε’=Ε/(1-ν2) για επίπεδη παραµόρφωση. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Το Uc που αντιστοιχεί στο σχήµα (2.16) είναι ίδιο µε αυτό του στερεού στο οποίο οι 

επιφάνειες της ρωγµής υπόκεινται σε οµοιόµορφο εφελκυστική τάση σ η οποία είναι 

κάθετη στις επιφάνειες της ρωγµής (Σχήµα 2.17). Οπότε είναι (Whittaker et al., 

1992): 

 

 

Το παραγόµενο έργο από τις εξωτερικές δυνάµεις W δίνεται από την παρακάτω 

σχέση (Whittaker et al., 1992): 

 

 

όπου, 

 v: Η συνολική µετατόπιση των φορτιζόµενων συνόρων. 

 P: Η εφαρµοζόµενη δύναµη ανά µονάδα πάχους. 

 ε: Παραµόρφωση. 

2 2 2 2

0 0

22 ( ) 2
' '

a a

c
a x aU v Bdx dx
E E

σ πσσ −
= = = ±∫ ∫

 
 
Σχήµα 2.17: Απείρων διαστάσεων πλάκα που περιέχει ένα ελλειπτικό άνοιγµα το οποίο 

υπόκειται σε οµοιόµορφη τάση σ (Whittaker et al., 1992) 

1/ 2
2v A

AW Pdy dA σεσε= = =∫ ∫

(2.32)

(2.33)
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Γενικότερα υπάρχουν δύο ειδικές περιπτώσεις συνθηκών φόρτισης: α) 

Σταθερής µετατόπισης και β) Σταθερού φορτίου. Στο σχήµα (2.18) παρουσιάζονται 

αυτές οι δύο συνθήκες φόρτισης. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Η τέταρτη ενεργειακά συνιστώσα Us απαιτείται να υπερνικήσει τις µοριακές 

δυνάµεις συνοχής κατά τον σχηµατισµό των νέων επιφανειών ρωγµών και δίνεται 

από την εξής σχέση (Whittaker et al., 1992): 

 

 

όπου, 

γs: Η ειδική ενέργεια επιφάνειας, δηλαδή, η ενέργεια που απαιτείται για την 

δηµιουργία µοναδιαίας επιφάνειας νέας ρωγµής καθώς η ρωγµή αυξάνεται σε µήκος. 

 Α’: Η διατοµή της πλάκας. 

Αφού το γs είναι µια σταθερή ιδιότητα του υλικού, από την παραπάνω 

εξίσωση συνεπάγεται ότι το Us είναι γραµµικά ανάλογο µε το µήκος της ρωγµής. 

Είναι φανερό ότι το Us είναι αναστρέψιµο και για αυτό δεν αποτελεί µέρος του 

εσωτερικού ενεργειακού δυναµικού του συστήµατος. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω η συνολική ελαστική ενέργεια U µπορεί να γραφεί 

και ως εξής (Whittaker et al., 1992): 

 

'2 2(2 ) 4s s s sU A aB aγ γ γ= = =

2 2 2

' ' 4
2 2 s

A a AU aσ πσ σε γ= ± − +
Ε Ε

(2.34)

(2.35)

 
Σχήµα 2.18: Συνθήκες φόρτισης για την έναρξη της ρωγµής α) Σταθερή µετατόπιση β) 

Σταθερό φορτίο (Whittaker et al., 1992) 

α) β)
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Στο σχήµα (2.19) δίνεται το διάγραµµα της ενεργειακής ισορροπίας Griffith 

για την περίπτωση σταθερής µετατόπισης. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.3.1.1 Εκκίνηση  της  ρωγµής  και  κρίσιµη  ισορροπία  

Σύµφωνα µε τον Griffith η εκκίνηση της ρωγµής λαµβάνει χώρα όταν 

/ 0U a∂ ∂ <  και η κρίσιµη ισορροπία (critical equilibrium) για την εκκίνηση της 

ρωγµής συµβαίνει όταν / 0U a∂ ∂ = , δηλαδή (Whittaker et al., 1992): 

 

 

 

Η παραπάνω εξίσωση οδηγεί στο εξής αποτέλεσµα (Whittaker et al., 1992): 

 

 

ή 

 

 

 
Σχήµα 2.19: Σχηµατική αναπαράσταση της προσέγγισης της ενεργειακής ισορροπίας Griffith 

για σταθερή µετατόπιση (Whittaker et al., 1992) 

2 2 2

' ' 4 0
2 s

A a a
a

σ πσ γ
⎡ ⎤∂

− + =⎢ ⎥∂ Ε Ε⎣ ⎦

2

'

24 0s
aπσγ − =

Ε

'2 saσ π γ= Ε

(2.36)

(2.37)

(2.38)
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Η τελευταία εξίσωση δείχνει ότι η εκκίνηση της ρωγµής σε ένα ιδανικά 

ψαθυρό υλικό ελέγχεται από την παράγωγο του πεδίο της εφαρµοζόµενης τάσης και 

την τετραγωνική ρίζα του µήκους της ρωγµής, καθώς επίσης και από τις ιδιότητες του 

υλικού Ε, ν και γs. 

2.3.1.2 Τάση  θραύσεως  

Η τάση θραύσεως δίνεται από την παρακάτω σχέση (Whittaker et al., 1992): 

 

 

 

Η εξίσωση αυτή δίνει την εφαρµοζόµενη τάση θραύσεως µόνο για την 

εκκίνηση της ρωγµής και ισούται µε την µονοαξονική εφελκυστική αντοχή (σt) για 

την κατάσταση εφελκυσµού. Η ποσότητα σf είναι µια σταθερά για ένα ιδανικά 

ψαθυρό υλικό που περιέχει µια κεντρική ρωγµή µήκους 2a ή µια ρωγµή στην άκρη 

µήκους a. Η σταθερά σf εξαρτάται αυστηρά από την γεωµετρία της ρωγµής. 

 

2.3.2 Ρυθµός Απελευθέρωσης  Ενέργειας  Παραµορφώσεων G 

και  Αντίσταση  σε  ∆ιάδοση  Ρωγµής  R 

 
Από την σχέση (2.38) προκύπτει η ακόλουθη εξίσωση (Whittaker et al., 

1992): 

 

 

 

Ο αριστερός όρος της παραπάνω εξίσωσης καλείται ρυθµός απελευθέρωσης 

ενέργειας παραµορφώσεων (strain energy release rate ή crack driving force) και 

συµβολίζεται µε G. Μια ακόµα σχέση για αυτόν τον όρο είναι η εξής (Whittaker et 

al., 1992): 

 

 

 

'2 s
f a

γσ
π
Ε

=

2

' 2 s
aπσ γ=

Ε

2

'
cU aG

a
πσ∂

= =
∂ Ε

(2.39)
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Από την παραπάνω εξίσωση είναι φανερό ότι για σταθερή µετατόπιση, το G 

καθορίζεται σαν ελαστική ενέργεια παραµόρφωσης ανά µονάδα µήκους ρωγµής. 

Γενικότερα όµως το G καθορίζεται σαν παράγωγος της ελαστικής ενέργειας 

παραµόρφωσης, σχετικά µε την περιοχή της ρωγµής παρά µε το µήκος της ρωγµής. 

Επίσης το G µπορεί να υπολογιστεί και ως εξής (Whittaker et al., 1992): 

 

 

όπου,  

 P: Το εφαρµοζόµενο φορτίο. 

 a: Μήκος της ρωγµής. 

λ: Ελαστικότητα (compliance) που καθορίζεται σαν τη µετατόπιση του 

σηµείου φόρτισης ανά µονάδα φορτίου. 

 

2.3.2.1 Αντοχή  θραύσης  

 
Η θεωρία Griffith για την κρίσιµη κατάσταση της εκκίνησης της ρωγµής 

δίνεται από την εξής σχέση (Whittaker et al., 1992): 

 

 

 όπου, Gc είναι ο κρίσιµος ρυθµός απελευθέρωσης ενέργειας (critical energy 

release rate). Καλείται και αντοχή θραύσης (fracture toughness) και είναι 

χαρακτηριστική ιδιότητα του υλικού. 

Όταν το G είναι ίσο µε το Gc συµβαίνει διάδοση της ρωγµής. 

 

2.3.2.2 Αντίσταση  σε  διάδοση  ρωγµής  R 

 
Η αντίσταση σε διάδοση ρωγµής (crack resistance) R είναι η ενέργεια που 

απαιτείται για την προσαυξάνουσα διάδοση της ρωγµής και καθορίζεται σύµφωνα µε 

την ακόλουθη σχέση (Whittaker et al., 1992): 

 

 

21/ 2 dG P
da
λ

=

cG G=

2
a

c
s

UR γ∂
= =

∂

(2.42)

(2.43)

(2.44)
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Το R είναι ανεξάρτητο του µήκους της ρωγµής a, αλλά είναι µια συνάρτηση 

της εξάπλωσης της ρωγµής ∆a. Η κατάσταση εξισορρόπησης για την εκκίνηση της 

ρωγµής εκφράζεται ως εξής (Whittaker et al., 1992): 

 

 

Τα παραπάνω ισχύουν για την περίπτωση της φόρτισης µε σταθερή 

µετατόπιση. Για την περίπτωση του σταθερού φορτίου, το W παίρνει µη µηδενική 

τιµή και το Uc λαµβάνει αρνητικό πρόσηµο. Έτσι η σχέση της συνολικής ενέργειας 

είναι (Whittaker et al., 1992): 

 

 

Η εκκίνηση της ρωγµής συµβαίνει όταν U/ a 0∂ ∂ = . Σηµειώνοντας όµως ότι 

Ut = a και U / a 0t∂ ∂ = , τότε (Whittaker et al., 1992): 

 

 

 

από την οποία σχέση προκύπτει ότι (Whittaker et al., 1992): 

 

 

 

και προκύπτει τελικά ότι (Whittaker et al., 1992): 

 

 

2.3.3 Κριτήριο  Τάσης  θραύσεως του Griffith 

 
Ο Griffith παρουσίασε το 1924 ένα κριτήριο κρίσιµης µέγιστης τοπικής 

εφελκυστικής τάσης (critical maximum local tensile stress criterion) για διάδοση 

ρωγµής από τις άκρες της. Η ερµηνεία αυτής της προσέγγισης του Griffith είναι ότι η 

ρωγµή ξεκινά όταν η προκαλούµενη εφελκυστική τάση στην άκρη ή κοντά στην άκρη 

της ρωγµής υπερβαίνει την µοριακή αντοχή συνοχής του υλικού (Whittaker et al., 

1992). 

cG R=

t c sU U U W U= + − +

( ) 0
a t c sU U W U∂

+ − + =
∂

( )
a a

s
c

UW U ∂∂
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∂ ∂
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(2.45)

(2.46)

(2.47)
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Στο σχήµα (2.20) παρουσιάζεται µια επίπεδη ελλειπτικής µορφής ρωγµή που 

υπόκειται σε πολυαξονικές τάσεις σ1 και σ3 (<σ1) στο άπειρο. Το κριτήριο τάσης 

θραύσεως του Griffith για το σύστηµα του Σχήµατος 2.20, προέκυψε από την 

εξέταση της κατανοµής της εφαπτοµενικής τάσης στην επιφάνεια της ελλειπτικής 

ρωγµής. Η κατανοµή της τάσης γύρω από την ελλειπτική ρωγµή προέκυψε από την 

σχεδίαση των καρτεσιανών συντεταγµένων σε ελλειπτικές συντεταγµένες (Whittaker 

et al., 1992). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Το κριτήριο τάσης θραύσεως του Griffith δίνεται από την παρακάτω σχέση 

(Whittaker et al., 1992): 

 

 

 

 

 

όπου, 

 σ1, σ3: Η µέγιστη και η ελάχιστη κύρια τάση αντίστοιχα στο άπειρο. 

 σt: Η µονοαξονική εφελκυστική αντοχή. 

 

 
 
Σχήµα 2.20: Ανοιχτή, επίπεδη υπό κλίση ελλειπτική ρωγµή που υπόκειται σε πολυαξονική 

θλίψη (Whittaker et al., 1992) 

2
1 3

3

( 1 3) 8 ( ) 0t

t

σ σ σ σ σ
σ σ

− + + =
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1 3

1 3

 3 0
  3 0  

αν σ σ
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Το κριτήριο τάσης θραύσεως µπορεί να εκφραστεί εναλλακτικά σε σχέση µε 

τον λόγο των κυρίων τάσεων σ3/σ1 και την µονοαξονική εφελκυστική αντοχή ή την 

µονοαξονική θλιπτική αντοχή (Whittaker et al., 1992): 

 

 

 

 

 

 

ή 

 

 

 

 

 

 

 όπου, σc η µονοαξονική θλιπτική αντοχή. 

 

Το κριτήριο τάσης θραύσεως παρουσιάζεται στο σχήµα (2.21) στο οποίο 

περιλαµβάνεται και το τροποποιηµένο κριτήριο Griffith από τους McClintock και 

Walsh. 

Το κριτήριο Griffith µπορεί να εκφραστεί και από έναν παραβολικό φάκελο 

Mohr σύµφωνα µε την σχέση που ακολουθεί (Whittaker et al., 1992): 

 

 

 

 

όπου:  

τ: Η διατµητική τάση που δρα κατά µήκος του επιπέδου της επιφάνειας της 

ρωγµής. 

 σ: Η ορθή τάση που δρα κάθετα στην επιφάνεια της ρωγµής. 
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Στο σχήµα (2.22) παρουσιάζεται ο παραβολικός φάκελος Mohr, καθώς και το 

τροποποιηµένο κριτήριο από τον Cook. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Σχήµα 2.22: Το αρχικό και το τροποποιηµένο κριτήριο Griffith σε µορφή φακέλου Mohr 

(Whittaker et al., 1992) 

 
 
Σχήµα 2.21: Το αρχικό και το τροποποιηµένο κριτήριο θραύσης Griffith (Whittaker et al., 

1992) 
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2.3.4 Περιορισµοί  στην Εφαρµογή της  Θεωρίας  Griffith 

 
Η θεωρία Griffith είναι εφαρµόσιµη για τις περιπτώσεις που ακολουθούν 

(Whittaker et al., 1992): 

• Ιδανικά ψαθυρά υλικά µε µικρή πλαστική παραµόρφωση στις άκρες των 

ρωγµών. 

• Έναρξη της θραύσης, ιδανικά για την κατάσταση εφελκυσµού. 

• Πολύ επίπεδη και ανοιχτή έλλειψη που αναπαριστά µια ιδανική ρωγµή. 

• Μικρό µέγεθος ρωγµής σχετικά µε τις διαστάσεις του δοκιµίου. 

• Αναστρέψιµο θερµοδυναµικό σύστηµα, δηλαδή, καµιά απώλεια ενέργειας 

εκτός από αυτήν που απαιτείται για την δηµιουργία νέων επιφανειών ρωγµής. 

 

2.4 ΘΕΜΑΤΑ ΕΛΑΣΤΙΚΗΣ ΣΥΜΠΕΡΙΦΟΡΑΣ 

 

2.4.1 Γραµµική  Ισότροπη  Ελαστικότητα  

 

Ισότροπο υλικό είναι αυτό το οποίο έχει σηµειακή συµµετρία, δηλαδή κάθε 

επίπεδο στο σώµα είναι επίπεδο συµµετρίας για τη συµπεριφορά του υλικού. Σε µια 

τέτοια κατάσταση µπορεί να αποδειχθεί ότι απαιτούνται µόνο δύο ανεξάρτητες 

ελαστικές σταθερές για την περιγραφή της συµπεριφοράς του υλικού και ο 

καταστατικός πίνακας γίνεται συµµετρικός. Οι σταθερές αυτές είναι το µέτρο 

ελαστικότητας του Young E και ο λόγος Poisson ν. Η εξίσωση (2.53) γίνεται σε αυτή 

την περίπτωση: 
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Αν η συµπεριφορά του υλικού είναι γραµµική, τότε τα Ε και ν είναι σταθερές 

και ο καταστατικός πίνακας που εκφράζεται σαν σχέση µεταξύ ενεργών τάσεων (σ’) 

και παραµορφώσεων (ε) είναι ο ίδιος µε αυτόν που δίνεται στη σχέση (2.54). 

Είναι επίσης µερικές φορές πιο κατάλληλο να εκφράζεται η συµπεριφορά ενός 

υλικού συναρτήσει του συντελεστή διάτµησης G (elastic shear modulus) και του 

µέτρου συµπίεσης K (bulk modulus). Η εξίσωση (2.53) µετατρέπεται σε αυτή την 

περίπτωση ως εξής:  

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

όπου, 
 
 
 

και 
 
 
 
 
 

2.4.2 Γραµµική  Ανισότροπη  Ελαστικότητα  

 

Μαθηµατικά όταν ένα υλικό είναι πλήρως ανισότροπο ο πίνακας [D] στην 

εξίσωση (2.54) είναι γεµάτος από στοιχεία. Αυτό συνεπάγεται ότι απαιτούνται 36 

ανεξάρτητες παράµετροι για τον καθορισµό των τιµών του πίνακα Dij. Όµως 

σύµφωνα µε τη θεώρηση της ενέργειας θερµοδυναµικής παραµόρφωσης, ο πίνακας 

[D] πρέπει να είναι συµµετρικός (Dij = Dji για i≠ j). Εποµένως ο συνολικός αριθµός 

των ανεξάρτητων ανισότροπων παραµέτρων µειώνεται σε 21. 
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Πολλά υλικά παρουσιάζουν περιορισµένες µορφές ανισοτροπίας. Για τα 

εδάφη συνήθως θεωρείται ότι τα χαρακτηριστικά ανισοτροπίας τους εξαρτώνται από 

τον τρόπο απόθεσης τους και το ιστορικό τάσης. Εδάφη τα οποία έχουν αποτεθεί 

φυσιολογικά πάνω σε ένα επίπεδο, παρουσιάζουν συνήθως έναν άξονα συµµετρίας 

κατά την διεύθυνση απόθεσης, δηλαδή τα χαρακτηριστικά τους δεν διαφοροποιούνται 

κατά αυτό το επίπεδο. Στο σχήµα 2.23 οι καρτεσιανές συντεταγµένες 

προσδιορίζονται σε ένα στρώµα έτσι ώστε ο άξονας z είναι στη διεύθυνση της 

απόθεσης του στρώµατος, S, ενώ οι άξονες x και y είναι στο επίπεδο της απόθεσης, P. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αυτός ο τύπος ανισοτροπίας ονοµάζεται “εγκάρσια ισοτροπία” (ορθότροπο 

υλικό) και οι άγνωστες παράµετροι του υλικού µειώνονται σε εφτά. Η σχέση µεταξύ 

προσαύξησης της τάσης και των συνιστωσών παραµόρφωσης δίνεται από τον πίνακα 

D στην εξίσωση (2.58): 
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Σχήµα 2.23: Προσανατολισµός αξόνων για την θεώρηση εγκάρσιας ισοτροπίας (Potts and 

Zdravkovic, 1999) 
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ΕS : Μέτρο ελαστικότητας του Young κατά την διεύθυνση της απόθεσης. 

ΕP : Μέτρο ελαστικότητας του Young κατά το επίπεδο της απόθεσης. 

νSP : Λόγος Poisson στο επίπεδο της απόθεσης λόγω της τάσης που δρα στη 

διεύθυνση της απόθεσης. 

νPS : Λόγος Poisson κατά τη διεύθυνση της απόθεσης λόγω της τάσης που δρα 

στο επίπεδο της απόθεσης. 

νPP : Λόγος Poisson στο επίπεδο της απόθεσης λόγω της τάσης που δρα στο 

ίδιο επίπεδο. 

GPS : Μέτρο διάτµησης στο επίπεδο της διεύθυνσης της απόθεσης. 

GPP : Μέτρο διάτµησης στο επίπεδο της απόθεσης. 

 
Λόγω της συµµετρίας µπορεί να αποδειχθεί ότι: 
 
 

 

και 

 

 

 

Έτσι µειώνεται ο αριθµός των παραµέτρων που απαιτούνται για τον 

καθορισµό της εγκάρσιας ισότροπης συµπεριφοράς από εφτά σε πέντε. Ο πίνακας [D] 

στην εξίσωση (2.92) µετατρέπεται στη συµµετρική µορφή της εξίσωσης (2.62): 
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2.4.3 Το  Επίπεδο  Ελαστικό  Πρόβληµα 

 

Στη θεωρία τη ελαστικότητας, υπάρχει µια ειδική κατηγορία προβληµάτων 

γνωστά ως επίπεδα προβλήµατα, τα οποία µπορούν να επιλυθούν πολύ πιο εύκολα 

και άµεσα από τα γενικά προβλήµατα ελαστικότητας στις τρεις διαστάσεις. Η 

γεωµετρία του σώµατος και η φύση της φόρτισης στα σύνορα της, επιτρέπει την 

κατηγοριοποίηση σαν επίπεδο πρόβληµα µε τον ακόλουθο τρόπο. Εξ ορισµού, το 

επίπεδο σώµα αποτελείται από µια περιοχή οµοιόµορφου πάχους που περικλείεται 

από δυο παράλληλα επίπεδα και µια κλειστή παράπλευρη επιφάνεια ΒL, όπως 

φαίνεται στο σχήµα 2.24. Αν και το πάχος του σώµατος θα πρέπει να είναι 

οµοιόµορφο, αυτό δεν αποτελεί απαγορευτικό περιορισµό. Μπορεί να είναι πολύ 

χοντρό ή πολύ λεπτό το σώµα. Σε ιδανικές συνθήκες, οι δυο ακραίες περιπτώσεις 

είναι και οι επιθυµητές (Dally & Riley, 1991). 

 

 

Εκτός από τους περιορισµούς που αναφέρονται στη γεωµετρία του σώµατος, 

επιβάλλονται και εκείνοι που αφορούν στα φορτία που δρουν επάνω σε αυτό (Dally 

& Riley, 1991). 

 
Σχήµα 2.24: Σώµα όπου µπορεί να θεωρηθεί για το επίπεδο ελαστικό πρόβληµα (Dally & 

Riley, 1991) 
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 Οι δυνάµεις, εάν υπάρχουν, δεν µπορεί να µεταβάλλονται µε το πάχος µιας 

περιοχής, δηλαδή ( , )x xF F x y=  και ( , )y yF F x y= . Περαιτέρω, η δύναµη κατά 

την Ζ διεύθυνση πρέπει να είναι µηδέν. 

 Οι επιφανειακοί ελκυστές ή τα φορτία στην παράπλευρη επιφάνεια ΒL, πρέπει να 

είναι στο επίπεδο του µοντέλου και οµοιόµορφα κατανεµηµένα  επάνω στο 

πάχος του µοντέλου, δηλαδή σταθερά κατά την Ζ διεύθυνση, εποµένως 

( , )x xT T x y= , ( , )y yT T x y=  και 0zT = . 

 ∆εν µπορούν να επιβληθούν φορτία στα παράλληλα επίπεδα που περικλείουν την 

πάνω και κάτω επιφάνεια του σώµατος, δηλαδή 0nT =  στο z t= ± .  

Μόλις οριστούν η γεωµετρία και οι φορτίσεις, προσδιορίζονται οι τάσεις 

κάνοντας χρήση των προσεγγίσεων επίπεδης τάσης ή επίπεδης παραµόρφωσης. 

Συνήθως χρησιµοποιείται η προσέγγιση της επίπεδης παραµόρφωσης όταν το σώµα 

είναι αρκετά µεγάλο σε σχέση µε τις άλλες του διαστάσεις. Η θεώρηση επίπεδης 

τάσης εφαρµόζεται όταν το σώµα είναι µικρό σε σχέση µε τις άλλες του διαστάσεις. 

 

2.4.4 Προσέγγιση  Επίπεδης  Παραµόρφωσης  

 
Αν θεωρηθεί ότι οι παραµορφώσεις σε ένα σώµα είναι επίπεδες, δηλαδή οι 

παραµορφώσεις στις Χ, Υ διευθύνσεις είναι συνάρτηση του x και y µόνο, καθώς 

επίσης οι παραµορφώσεις κατά την Ζ διεύθυνση είναι µηδενικές, τότε οι σχέσεις 

παραµορφώσεων-µετατοπίσεων, µπορούν να απλοποιηθούν ως εξής (Dally & Riley, 

1991): 

 

, ,

, 0, 0

xx yy zz

xy yz zx

u v w
x y z
u v v w w u
y x z y x z

ε ε ε

γ γ γ

∂ ∂ ∂
= = =
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = + = = + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  (2.64) 

 

όµοια µε αντικαταστάσεις των εξισώσεων 2.12 στις αρχικές εκφράσεις τάσεων-

παραµορφώσεων, επιτυγχάνονται οι απλοποιηµένες σχέσεις τάσεων-παραµορφώσεων 

για συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης (Dally & Riley, 1991): 
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1

1

1

2
2
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xx xx

yy yy

zz

xy xy

yz zx

J
J

J

σ λ µε
σ λ µε

σ λ
τ µγ

τ τ
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=
=

= =

       (2.65)  

 

όπου J1 = εxx + εyy. Επιπλέον οι εξισώσεις ισορροπίας των τάσεων απλοποιούνται 

στην εξής µορφή (Dally & Riley, 1991): 

 

0

0

xyxx
x

xy yy
y

F
x y

F
x y

τσ

τ σ

∂∂
+ + =

∂ ∂
∂ ∂

+ + =
∂ ∂

      (2.66) 

 

Κάθε λύση για ένα πρόβληµα επίπεδης παραµόρφωσης πρέπει να ικανοποιεί 

τις εξισώσεις 2.64-2.65, επιπλέον και τις συνοριακές συνθήκες επάνω στην 

παράπλευρη επιφάνεια ΒL και των επιπέδων του σχήµατος 2.24. Οι συνοριακές 

συνθήκες µπορούν να εκφραστούν συναρτήσει των συνιστωσών των τάσεων όπου 

αναλύονται σε καρτεσιανό σύστηµα. Εποµένως επί της επιφάνειας ΒL πρέπει να 

ικανοποιούνται οι πιο κάτω συνοριακές συνθήκες (Dally & Riley, 1991): 

 

( , ) ( , )

( , ) ( , )

0

nx xx xy

ny xy yy

nz

T n x n y

T n x n y

T

σ συν τ συν

τ συν σ συν

= +

= +

=

    (2.67)  

 

όπου Τnx, Τny, Τnz, είναι συνιστώσες των τάσεων στις Χ, Υ, Ζ διευθύνσεις που 

εφαρµόζονται στην επιφάνεια ΒL. Τέλος, επάνω στα παράλληλα επίπεδα που 

περικλείουν την πάνω και κάτω επιφάνεια του σώµατος ισχύει 0nT = . Είναι φανερό 

ότι από την εξίσωση 2.65, η συνιστώσα της τάσης σzz θα είναι ίση µε µηδέν. Όµως το 

J1 είναι πάντοτε µηδέν, άρα η λύση του προβλήµατος δεν θα είναι ακριβής αφού 

παραβιάζονται οι συνοριακές συνθήκες στα παράλληλα επίπεδα που περικλείουν την 

πάνω και κάτω επιφάνεια του σώµατος. Σε πολλά προβλήµατα, η παραβίαση των 

συνοριακών συνθηκών µπορεί να αποφευχθεί µε την υπέρθεση µιας ίσης και 
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αντίθετης κατανοµής σzz (λύση µε υπόλοιπα) επάνω στην αρχική λύση του 

προβλήµατος.  

 Είναι δυνατό να επιτευχθεί ακριβής λύση σε ένα πρόβληµα µε υπόλοιπο µόνο 

όταν η σzz είναι γραµµική συνάρτηση του Χ και Υ. Όταν η σzz είναι µη γραµµική, 

τότε γίνεται µια προσεγγιστική λύση που βασίζεται στην αρχή του Saint-Venant. 

Όταν η µη γραµµική κατανοµή της σzz είναι στα παράλληλα σύνορα του σώµατος, 

αντικαθίσταται µε από µια γραµµική κατανοµή που είναι στατικά ισοδύναµη. Είναι 

φανερό ότι η προσέγγιση της επίπεδης παραµόρφωσης περιορίζεται σε κεντρικές 

περιοχές όπως φρέαρ, φράγµατα όπου είναι αρκετά µεγάλα ως προς τις δυο 

διαστάσεις τους. Στην κεντρική περιοχή τέτοιων σωµάτων, οι τάσεις σxx, σyy και τxy 

µπορούν να προσδιοριστούν από την λύση του αρχικού επίπεδου προβλήµατος αφού 

µε την υπέρθεση µιας ίσης κατανοµής επάνω στην αρχική λύση δεν επηρεάζει αυτές 

τις τάσεις, απλά υποβιβάζει την σzz µέχρι να εξαφανιστεί (Dally & Riley, 1991).  

 

2.4.5 Προσέγγιση  Επίπεδης  Τάσης  

 
Όπως έχει αναφερθεί, η θεώρηση της επίπεδης παραµόρφωσης περιορίζεται 

σε σώµατα των οποίων η τρίτη διάσταση είναι αρκετά µεγαλύτερη σε σχέση µε τις 

άλλες δυο διαστάσεις τους. Για την περίπτωση όπου η τρίτη διάσταση είναι µικρή σε 

σχέση µε τις άλλες διαστάσεις, µπορεί να θεωρηθεί η παραδοχή (Dally & Riley, 

1991): 

 

0zz yz zxσ τ τ= = =       (2.68) 

 

σε όλο το πάχος του σώµατος. Αυτή η παραδοχή υποβιβάζει τις εξισώσεις ισορροπίας 

των τάσεων στην εξής µορφή (Dally & Riley, 1991): 
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και οι σχέσεις τάσης παραµόρφωσης λαµβάνουν την µορφή (Dally & Riley, 1991): 
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yy yy
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xy xy
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J
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τ µγ

= +
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= +
=

= =

= =

      (2.70) 

  

από την τρίτη εξίσωση 2.70, λαµβάνεται η ακόλουθη σχέση: 

 

( )
2zz xx yy
λε ε ε

λ µ
= − +

+
    (2.71) 

 

σύµφωνα µε την εxx, η πρώτη αναλλοίωτη των παραµορφώσεων J1 γίνεται: 

 

1
2 ( )

2 xx yyJ µ ε ε
λ µ

= +
+

    (2.72) 

Αντικαθιστώντας την αναλλοίωτη J1 στις εξισώσεις 2.70 λαµβάνεται: 

 

2 ( ) 2
2

2 ( ) 2
2

0

xx xx yy xx

yy xx yy yy

xy xy

zz yz zx

λµσ ε ε µε
λ µ
λµσ ε ε µε

λ µ
τ µγ

σ τ τ
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= + +
+

=
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   (2.73) 

 

Στην γενική περίπτωση, οι τάσεις σxx, σyy και τxy δεν είναι ανεξάρτητες από το 

Ζ και άρα οι συνοριακές συνθήκες επί της παράπλευρης επιφάνειας ΒL, δεν µπορούν 

να ικανοποιηθούν αυτόµατα. Για να ξεπεραστεί αυτή η δυσκολία, συνήθως γίνεται 

χρήση των µέσων τάσεων και µετατοπίσεων επάνω στο µέσο πάχος του σώµατος. Οι 

µέσες τιµές των τάσεων και των µετατοπίσεων δίδονται από τις σχέσεις (Dally & 

Riley, 1991): 
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~ ~ ~

~ ~
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  (2.74) 

 

Το σύµβολο (~) πάνω από τις τάσεις και τις µετατοπίσεις δείχνει ότι γίνεται 

αναφορά στις µέσες τιµές. Αντικαθιστώντας τις µέσες αυτές τιµές στις εξισώσεις 2.15 

λαµβάνονται οι συνοριακές συνθήκες που πρέπει να εφαρµοστούν επί της 

παράπλευρης επιφάνειας  ΒL (Dally & Riley, 1991): 

 
~ ~

~ ~

cos( , ) cos( , )

cos( , ) cos( , )

xx xynx

xy yyny

T n x n y

T n x n y

σ τ

τ σ

= +

= +
    (2.75) 

 

Αν γίνει µια σύγκριση µεταξύ των λύσεων που λαµβάνονται από τις θεωρήσεις 

επίπεδης παραµόρφωσης και επίπεδης τάσης, τότε µπορεί να παρατηρηθεί ότι είναι 

ακριβώς οι ίδιες µε την µοναδική διαφορά στις εξισώσεις 2.65 και 2.70. Αν εξεταστεί 

µια τυπική εξίσωση από αυτά τα δυο σύνολα εξισώσεων, όπως φαίνεται στην σχέση 

2.76 (Dally & Riley, 1991): 

 

 

φαίνεται ότι είναι ίδιες εκτός από τους συντελεστές του όρου ( )xx yyε ε+ . Αφού όλες 

οι εξισώσεις είναι ίδιες για τις θεωρήσεις επίπεδης παραµόρφωσης και επίπεδης 

τάσης, τότε µπορεί µετατραπούν από επίπεδη παραµόρφωση σε επίπεδη τάση και 

αντίστροφα. Οπότε για την µετατροπή της επίπεδης παραµόρφωσης σε επίπεδη τάση 

αρκεί (Dally & Riley, 1991): 

 

2 ,
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ενώ για την µετατροπή της επίπεδης τάσης σε επίπεδη παραµόρφωση αρκεί: 

 

2 ,
2 1
λµ νλ ν

λ µ ν
→ →

+ −
     (2.78) 

 

Γενικά για την θεώρηση της επίπεδης τάσης θεωρείται ότι σzz, τyz και τzx, 

εξαρτώνται από την Ζ διεύθυνση. Σαν αποτέλεσµα αυτού, οι συνοριακές συνθήκες 

παραβιάζονται και για την απαλοιφή αυτού του προβλήµατος γίνεται χρήση των 

µέσων τιµών των τάσεων και των µετατοπίσεων. Τέλος µπορεί να γίνει µετατροπή 

από την µια θεώρηση στην άλλη, µε απλή αντικατάσταση του λόγου Poisson όπως 

δείχνουν οι σχέσεις 2.77 και 2.78. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3Ο   Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ ΥΛΙΚΟΥ 

 50

ΚΚΕΕΦΦΑΑΛΛΑΑΙΙΟΟ   33ΟΟ     

ΙΙ∆∆ΙΙΟΟΤΤΗΗΤΤΕΕΣΣ   ΥΥΛΛΙΙΚΚΟΟΥΥ   

 

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφονται οι φυσικές και µηχανικές ιδιότητες του 

∆ιονυσιακού µαρµάρου, το πέτρωµα το οποίο υποβλήθηκε σε δοκιµές άµεσου 

εφελκυσµού. 

Το µάρµαρο ∆ιονύσου χρησιµοποιείται σχεδόν αποκλειστικά στις εργασίες 

συντήρησης του Παρθενώνα στην Ακρόπολης της Αθήνας, λόγω της οµοιότητας των 

φυσικοµηχανικών του ιδιοτήτων µε αυτές του Πεντελικού µαρµάρου, το οποίο 

χρησιµοποιήθηκε ευρύτατα κατά το παρελθόν από τους αρχαίους Έλληνες 

(Βαρδουλάκης κ.α., 2002). 

 

3.1 ΦΥΣΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ 

 

Το ∆ιονυσιακό µάρµαρο αποτελείται από 98% ασβεστίτη, 0,5% µοσχοβίτη, 

0,3% σερικίτη, 0,2% χαλαζία και 0,1% χλωρίτη. Έχει πυκνότητα 2717 kg/m3, 

φαινόµενη πυκνότητα 2717 kg/m3 και συντελεστή απορρόφησης κατά βάρος περίπου 

0,11%. Ο συντελεστής θερµικής διαστολής είναι περίπου 9x10-6/οC µεταξύ 15 οC και 

100 οC. Το πορώδες είναι ιδιαίτερα χαµηλό και κυµαίνεται µεταξύ 0,3% στην 

παρθενική του κατάσταση και 0,7% µετά την επίδραση διαφόρων φυσικών ή και 

τεχνητών διαβρωτικών παραγόντων. Το µέγεθος των κόκκων είναι της τάξεως των 

0,43x10-3 m, οι κρύσταλλοι του έχουν πολυγωνικό σχήµα µε διαστάσεις µεταξύ 900 

µm x 650 µm και 950 µm x 874 µm και είναι σχεδόν οµοιόµορφοι όσον αφορά τις 

διαστάσεις τους. 

Το χρώµα του ∆ιονυσιακού µαρµάρου είναι λευκό µε λίγες στακτόχρωµες 

φλέβες κατά τη διεύθυνση της σχιστότητας του υλικού. Λόγω της παρουσίας µικρών 

ποσοτήτων µοσχοβίτη και χλωρίτη εντοπίζονται τοπικά ασηµόχρωµες περιοχές 

(Βαρδουλάκης κ.α., 2002). 
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3.2 ΜΗΧΑΝΙΚΕΣ Ι∆ΙΟΤΗΤΕΣ 

 

Σχετικά µε τις µηχανικές ιδιότητες του µαρµάρου ∆ιονύσου, τα δεδοµένα που 

αναφέρονται στην ελληνική και διεθνή βιβλιογραφία, ποικίλουν εντός ευρέων ορίων. 

Οι τιµές της εφελκυστικής αντοχής κυµαίνονται µεταξύ 2,4 MPa και 19,4 MPa, ενώ 

οι τιµές για το µέτρο ελαστικότητας µεταξύ 23 GPa και 90 GPa. Η διασπορά αυτή 

οφείλεται κυρίως στις διαφορετικές συνθήκες υπό τις οποίες εκτελούνται τα 

πειράµατα, αλλά και στην ανισοτροπία η οποία χαρακτηρίζει τη µηχανική 

συµπεριφορά του ∆ιονυσιακού µαρµάρου. Υπάρχουν τρεις διευθύνσεις ανισοτροπίας, 

µία κάθετη στις υλικές στρώσεις (rift plane ή verso ή Π-plane) και δύο εντός του 

επιπέδου των στρώσεων (grain plane ή secondo ή Μ-plane και head-grain plane ή 

contro ή k-plane), όπως φαίνεται στο σχήµα 3.1 (Βαρδουλάκης κ.α., 2002). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Όµως, από µια σειρά πειραµάτων άµεσου εφελκυσµού, προέκυψε ότι οι 

µηχανικές ιδιότητες κατά τις δύο διευθύνσεις ανισοτροπίας (αυτές κατά τα επίπεδα 

grain και head grain στο σχήµα 3.1) είναι παραπλήσιες. Η παρατήρηση αυτή 

δικαιολογεί την άποψη ότι το ∆ιονυσιακό µάρµαρο µπορεί να θεωρείται ως 

εγκαρσίως ισότροπο υλικό µε έναν άξονα ελαστικής συµµετρίας απείρου τάξεως (τον 

 
Σχήµα 3.1: Η ανισοτροπία του ∆ιονυσιακού µαρµάρου και η σχετική διεθνής ορολογία για τα 

δοκίµια (Βαρδουλάκης κ.α., 2002) 
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κάθετο στις στρώσεις) (Σχήµα 3.2) και εποµένως η µηχανική του συµπεριφορά 

περιγράφεται µε τη χρήση πέντε σταθερών: Των δύο µέτρων ελαστικότητας, Ε και 
'Ε , στο επίπεδο εγκάρσιας ισοτροπίας και κάθετα σε αυτό, των δύο λόγων Poisson, ν 

και 'ν , οι οποίοι περιγράφουν την εγκάρσια ανταπόκριση των παραµορφώσεων εντός 

του επιπέδου ισοτροπίας σε εφελκυστικές φορτίσεις παραλλήλως και καθέτως σε 

αυτό και του µέτρου διατµήσεως, G, σε επίπεδα κάθετα στο επίπεδο ισοτροπίας 

(Βαρδουλάκης κ.α., 2002). 

Οι τιµές των πρώτων τεσσάρων από αυτές τις σταθερές, που είναι 

απαραίτητες για την παρούσα µελέτη, παρουσιάζονται συνοπτικά στον πίνακα 3.1, 

µαζί µε την αντοχή σε εφελκυσµό. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 3.2: Οι δυο ανισότροπες διευθύνσεις του µαρµάρου 

∆ιονύσου (Βαρδουλάκης κ.α., 2002) 

Πίνακας 3.1: Μηχανικές ιδιότητες του µαρµάρου ∆ιονύσου (Βαρδουλακης κ.α., 2002) 

∆ιεύθυνση ανισοτροπίας Ισχυρή Ασθενής 

Μέτρο Ελαστικότητας Ε (GPa) 84,5 50 

Λόγος Poisson ν 0,26 0,11 

Αντοχή σε Εφελκυσµό (MPa) 10,8 5,3 
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3.2.1 Η Συµπεριφορά του ∆ιονυσιακού Μαρµάρου υπό Άµεσο 

Εφελκυσµό 

 

Η αντοχή σε εφελκυσµό των φυσικών λίθων επηρεάζεται από τους ίδιους 

σχεδόν παράγοντες που επηρεάζεται και η αντοχή σε θλίψη. Ειδικότερα η 

ορυκτολογική σύσταση και το πορώδες αποτελούν βασικούς παράγοντες της 

αντοχής σε εφελκυσµό. 

Ο Merriam κ.α. παρατήρησε ότι η αντοχή σε εφελκυσµό των γρανιτών 

µεταβάλλεται αντιστρόφως ανάλογα της ποσότητας του περιεχόµενου χαλαζία. 

Εξάλλου µελέτη για την επίδραση της ορυκτολογικής σύστασης στις µηχανικές 

ιδιότητες των ψαµµιτών απέδειξε ότι η αντοχή σε εφελκυσµό των ψαµµιτών 

αυξάνεται µε το περιεχόµενο βασικό συστατικό. Χαρακτηριστική ήταν και η 

µείωση της αντοχής σε εφελκυσµό που παρατηρήθηκε στους ψαµµίτες µε την 

αύξηση του πορώδους. 

Σχετικά µε την επίδραση της υγρασίας διαπιστώθηκε ότι η αύξηση της 

προκαλεί γενικά µείωση της αντοχής σε εφελκυσµό των φυσικών λίθων. 

Ειδικότερα στην περίπτωση των ψαµµιτών παρατηρήθηκε µείωση της αντοχής σε 

εφελκυσµό από 11 έως 48% για υγρασία περιβάλλοντος 100%. 

Οι Price και Knill σε µελέτη τους για την επίδραση της ταχύτητας επιβολής 

του φορτίου κατά τον έλεγχο της αντοχής σε εφελκυσµό συµπέραναν ότι η αντοχή σε 

εφελκυσµό των πετρωµάτων αυξάνεται µε την ταχύτητα του επιβαλλόµενου φορτίου 

και στην περίπτωση του δολερίτη και ασβεστόλιθου η αύξηση έφθασε στο 17 και 

44% αντίστοιχα .Ανάλογα ήταν και τα αποτελέσµατα που προέκυψαν σχετικά µε 

την επίδραση της ταχύτητας του επιβαλλόµενου φορτίου επί της αντοχής σε 

εφελκυσµό ψαµµίτη και γρανίτη. 

Συγκεκριµένα για το ∆ιονυσιακό µάρµαρο το πείραµα του µονοαξονικού 

εφελκυσµού παρέχει σηµαντικές πληροφορίες σχετικά µε την καταστατική 

συµπεριφορά του υλικού και την τιµή των ελαστικών σταθερών. Όµως, το πείραµα 

αυτό είναι απαγορευτικά δύσκολο στην περίπτωση γαιωδών υλικών, καθώς η 

απαιτούµενη σύνθλιψη εντός των αρπαγών (για την δηµιουργία των απαραιτήτων 

δυνάµεων τριβής οι οποίες θα φορτίσουν εφελκυστικώς το δοκίµιο), θρυµµατίζει το 

υλικό στις κεφαλές λόγω της αυξηµένης ψαθυρότητος. Πρακτικά το πείραµα 

µονοαξονικού εφελκυσµού υποκαθίσταται από το πείραµα αντιδιαµετρικής θλίψης, 
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το οποίο όµως δηµιουργεί πολυαξονικό εντατικό πεδίο µε αποτέλεσµα να µην 

προκύπτουν ιδιαίτερα αξιόπιστα αποτελέσµατα (Βαρδουλάκης κ.α., 2002). 

Στο σχήµα (3.3) παρουσιάζεται πειραµατική διάταξη µε την οποία 

εκτελέσθηκαν τα πειράµατα άµεσου µονοαξονικού εφελκυσµού δοκιµίων από 

∆ιονυσιακό µάρµαρο. Η πρώτη περιελάµβανε συνδυασµό κυλινδρικών δοκιµίων 

διπλής βαθµίδας στη διατοµή (τύπου dogbone) και ειδικές διαιρούµενες αρπάγες. Το 

φορτίο ασκείται από τις αρπάγες στην πρώτη βαθµίδα των δοκιµίων διατµητικώς, 

χωρίς σύνθλιψη. Αυτή η µέθοδος έδωσε ικανοποιητικά αποτελέσµατα, αλλά η 

εφαρµογή της είναι χρονοβόρα, καθώς απαιτείται ειδική επεξεργασία των δοκιµίων.  

Επίσης, η µέθοδος αποδείχθηκε ιδιαίτερα ευαίσθητη ακόµη και στις ελάχιστες 

αποκλίσεις από την απόλυτη ευθυγράµµιση µεταξύ του άξονα φορτίσεως της 

µηχανής και του άξονα φορτίσεως του δοκιµίου, µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία 

παρασιτικών καµπτικών τάσεων (Βαρδουλάκης κ.α., 2002). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η δεύτερη µέθοδος στηρίζεται σε «εύκαµπτες» αρπάγες (συρµατόσχοινα 

ειδικού τύπου), µε τις οποίες ασκείται το εφελκυστικό φορτίο σε ειδικό κέλυφος 

εντός του οποίου «κοχλιώνεται» µεταλλική κεφαλή, µε εσωτερική διάµετρο αυτή του 

 
Σχήµα 3.3: ∆ιάταξη για τα πειράµατα άµεσου µονοαξονικού 

εφελκυσµού σε δοκίµια ∆ιονυσιακού µαρµάρου 
(Βαρδουλάκης κ.α., 2002) 
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δοκιµίου, εντός της οποίας συγκρατείται το δοκίµιο µε κατάλληλη κυανοακρυλική 

συγκολλητική ουσία (Βαρδουλάκης κ.α., 2002). 

Ενδιαφέρον συµπέρασµα παρουσιάζει η µεταβολή του µέτρου ελαστικότητας 

Ε, συναρτήσει του επιπέδου των επιβαλλόµενων αξονικών παραµορφώσεων, ε. Όπως 

φαίνεται από το σχήµα (3.4), στο οποίο παρουσιάζονται οι τιµές του Ε συναρτήσει 

της παραµόρφωσης ε, η αρχική τιµή των περίπου 80 GPa µειώνεται κάτω από τα 60 

GPa ελάχιστα πριν την αστοχία. Η σχετική συνάρτηση Ε=Ε(ε) εµφανίζεται ελαφρώς 

«σιγµοειδής», όµως µπορεί σε πρώτη προσέγγιση να θεωρηθεί γραµµική. Προκύπτει 

λοιπόν το συµπέρασµα, ότι για την σωστή περιγραφή της καταστατικής 

συµπεριφοράς του ∆ιονυσιακού µαρµάρου πρέπει να ληφθεί υπόψη και η µηχανική 

φθορά (mechanical damage) (Βαρδουλάκης κ.α., 2002). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το πιο σηµαντικό όµως συµπέρασµα, αφορά στην καταστατική συµπεριφορά 

του µαρµάρου ∆ιονύσου καθώς όπως φαίνεται στο διάγραµµα αξονικών τάσεων-

αξονικών παραµορφώσεων του Σχήµατος 3.5, στο οποίο παρουσιάζονται τα δεδοµένα 

µιας σειράς οκτώ κύκλων φόρτισης-αποφόρτισης, το υλικό παρουσιάζει µη γραµµική 

συµπεριφορά, ακόµα και από τα αρχικά στάδια φόρτισης. Το ίδιο συµπέρασµα 

προέκυψε και για το λόγο της εγκάρσιας συστολής σε συνάρτηση για την διαµήκη 

επιµήκυνση (λόγος Poisson). Σηµαντικό είναι λοιπόν, ότι πέραν της µη 

γραµµικότητας, το υλικό παρουσιάζει σηµαντικές παραµένουσες παραµορφώσεις, 

που πλησιάζουν το 10x10-6 στον τέταρτο κύκλο φόρτισης-αποφόρτισης, ενώ στον 

όγδοο προσεγγίζουν το 25x10-6. ∆ηλαδή το µάρµαρο αυτό εµφανίζεται ως ένα 

 
Σχήµα 3.4: Φθορά του µέτρου ελαστικότητας του µαρµάρου ∆ιονύσου συναρτήσει 

της αξονικής παραµόρφωσης (Βαρδουλάκης κ.α., 2002). 
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σχετικά όλκιµο υλικό, η συµπεριφορά του οποίου προσεγγίζει (φαινοµενικά) την 

αντίστοιχη του αλουµινίου (Βαρδουλάκης κ.α., 2002). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.2.2 Η Συµπεριφορά του Μαρµάρου ∆ιονύσου υπό Μονοαξονική και 

Τριαξονική Θλίψη 

 

Η αντοχή σε θλίψη αποτελεί βασική µηχανική ιδιότητα κάθε δοµικού υλικού 

µε ιδιαίτερη σηµασία όταν αυτό πρόκειται να χρησιµοποιηθεί ως φέρον στοιχείο. 

Στην περίπτωση των φυσικών λίθων η αντοχή σε θλίψη αποτελεί έναν δείκτη της 

ποιότητας και ένα κριτήριο της εκλογής. 

Η αντοχή σε θλίψη των φυσικών λίθων επηρεάζονται σηµαντικά από 

εσωτερικούς παράγοντες, όπως η ορυκτολογική σύσταση, το πορώδες, η 

κρυσταλλικότητα και η υφή και από εξωτερικούς, όπως το σχήµα, οι διαστάσεις, η 

κατάσταση των δοκιµίων και οι συνθήκες της δοκιµής. Η αντοχή σε θλίψη των 

χαλαζιακών φυσικών λίθων είναι µεγαλύτερη των ασβεστιτικών, ενώ η αντοχή 

σε θλίψη των λίθων µε µήτρα σιδηρούχα ορυκτά είναι µικρότερη των 

ασβεστιτικών. Μικρή είναι και η αντοχή σε θλίψη των αργιλούχων φυσικών λίθων. 

Η αύξηση του πορώδους προκαλεί σηµαντική µείωση της αντοχής σε θλίψη 

των φυσικών λίθων. Στο συµπέρασµα αυτό κατέληξαν πολλοί ερευνητές, οι οποίοι 

και αναφέρουν σχέσεις πορώδους και αντοχής σε θλίψη για διάφορες κατηγορίες 

 
 
Σχήµα 3.5: ∆ιάγραµµα τάσεων-παραµορφώσεων του ∆ιονυσιακού µαρµάρου υπό µονοαξονικό εφελκυσµό 

(Βαρδουλάκης κ.α., 2002) 
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πετρωµάτων. Ανάλογες σχέσεις υπάρχουν και µεταξύ πυκνότητας ή ειδικού βάρους 

και αντοχής σε θλίψη. Γενικά παρατηρείται αύξηση της αντοχής σε θλίψη µε την 

πυκνότητα των πετρωµάτων. 

Το µέγεθος των κρυστάλλων επιδρά στην αντοχή σε θλίψη των φυσικών 

λίθων. Συγκεκριµένα η αύξηση του µεγέθους των κρυστάλλων προκαλεί µείωση της 

αντοχής σε θλίψη. 

Σχετικά µε την γεωµετρία των δοκιµίων ο Grosvenor αναφέρει ότι η αντοχή 

σε θλίψη κυλινδρικών δοκιµίων είναι συνήθως µεγαλύτερη των πρισµατικών για 

λόγο h/d=1(όπου, h το ύψος και d η διάµετρος ή το πλάτος) και µικρότερη για 

h/d=1,5, ενώ είναι η ίδια περίπου για h/d=2. Η αντοχή σε θλίψη µειώνεται γενικά µε 

την αύξηση του λόγου h/d (h/d>1) και για την τιµή 2,5-3 παραµένει σταθερή. Η 

αύξηση του µεγέθους των δοκιµίων προκαλεί, -όπως εύλογα αναµένεται- µείωση 

της αντοχής σε θλίψη. Ο Bieniawski σε σχετική µελέτη του απέδωσε τη µείωση της 

αντοχής στην πιθανή αύξηση των µικρορωγµών ή ελαττωµάτων των δοκιµίων λόγω 

αύξηση του µεγέθους. 

Η αντοχή σε θλίψη αυξάνεται µε την ταχύτητα της εφαρµοζόµενης 

θλιπτικής τάσης. Η διεύθυνση επιβολής της θλιπτικής τάσης επηρεάζει το 

αποτέλεσµα της αντοχής σε θλίψη και το φαινόµενο παρουσιάζεται εντονότερο στα 

στρωσιγενή πετρώµατα. Ειδικότερα στις «φυσικές πλάκες» η αντοχή σε θλίψη κατά 

διεύθυνση κάθετη στις στρώσεις είναι µεγαλύτερη της διεύθυνσης της 

παράλληλης στις στρώσεις σε ποσοστό που κυµαίνεται από 10 έως 40%. Το 

ποσοστό αυτό µειώνεται στην περίπτωση κορεσµού των λίθων µε νερό. 

Η αύξηση της υγρασίας µειώνει την αντοχή σε θλίψη των φυσικών λίθων 

και η µείωση είναι µεγαλύτερη στους λίθους µε αυξηµένο πορώδες. Στο µάρµαρο 

παρατηρήθηκε µείωση της αντοχής σε θλίψη στην κατάσταση κατά 4%, στο 

γρανίτη κατά 8% και στον ασβεστόλιθο και σχιστόλιθο κατά 15%. Στην 

περίπτωση του ψαµµίτη και σχιστόλιθου διαπιστώθηκε µείωση της αντοχής κατά 

40 και 60% αντιστοίχως, στην κατάσταση κορεσµού. 

Σχετικά µε την επίδραση της θερµοκρασίας επί της αντοχής σε θλίψη τα 

πειραµατικά αποτελέσµατα έχουν δείξει αύξηση της αντοχής σε θλίψη µε τη 

θερµοκρασία. Ειδικότερα στην περίπτωση του διάβαση η αύξηση της αντοχής 

σε θλίψη ήταν 20% για αύξηση της θερµοκρασίας των δοκιµίων από 27 σε 200°C. 

Η µεταβολή αυτή δικαιολογείται από την ανάπτυξη εσωτερικών τάσεων αντίθετων 

των θλιπτικών. 
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 Συγκεκριµένα η συµπεριφορά του ∆ιονυσιακού µαρµάρου υπό θλιπτικά 

φορτία, µελετήθηκε τόσο υπό µονοαξονική θλίψη όσο και υπό θλίψη µε πλευρική 

πίεση (τριαξονική δοκιµή θλίψης). Κατά την δοκιµή µονοαξονικής θλίψης, οι 

παραµορφώσεις µετρήθηκαν µε τη χρήση ηλεκτρικών µηκυνσιοµέτρων τύπου 

ορθογωνικής ροζέτας (Σχήµα 3.6), ενώ κατά την τριαξονική δοκιµή µε τη χρήση της 

διάταξης LVDTs (Linear Voltage Displacement Transducers) (Βαρδουλάκης κ.α., 

2002). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Στο σχήµα (3.7) παρουσιάζονται µαζί η αξονική τάση συναρτήσει της 

αξονικής παραµόρφωσης, όπως προκύπτει από τη δοκιµή µονοαξονικής θλίψης, και 

τα ίδια µεγέθη για την τριαξονική δοκιµή υπό πλευρική πίεση p=5 MPa. Από αυτά τα 

δύο γραφήµατα προκύπτει διαφορά µεταξύ της εφελκυστικής και της θλιπτικής 

αντοχής του µαρµάρου, µε λόγο αντοχών σε θλίψη και εφελκυσµό ίσο περίπου µε 10. 

Και στο πείραµα θλίψης παρουσιάζεται µη γραµµική συµπεριφορά, για τιµές όµως 

παραµορφώσεων σηµαντικά µεγαλύτερες από τις αντίστοιχες του εφελκυσµού, ενώ 

καταγράφονται και σηµαντικές παραµένουσες παραµορφώσεις κατά την περίπτωση 

αποφορτίσεως. Είναι επίσης σαφής η αύξηση της ολκιµότητας λόγω της επίδρασης 

της πλευρικής πίεσης, καθώς και η ύπαρξη φθίνοντος κλάδου, στον οποίο η µηχανική 

φθορά του υλικού είναι έντονη, όπως προκύπτει και από την καµπύλη αποφορτίσεως 

στην οποία το µέτρο ελαστικότητας εµφανίζεται κατά 40% µειωµένο σε σχέση µε το 

αρχικό (Βαρδουλάκης κ.α., 2002). 

 
Σχήµα 3.6: α) Πειραµατική διάταξη της δοκιµής µονοαξονικής θλίψης β) ∆οκίµιο 

µαρµάρου για δοκιµή µονοαξονικής θλίψης στο οποίο διακρίνονται τα 
τοποθετηµένα µηκυνσιόµετρα για την µέτρηση των παραµορφώσεων 
(Βαρδουλάκης κ.α., 2002) 

(α) (β) 
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Στο σχήµα (3.8) παρουσιάζεται το πλήρες διάγραµµα τάσεων-

παραµορφώσεων του µαρµάρου ∆ιονύσου. Είναι εµφανής η τεράστια διαφορά στις 

απόλυτες τιµές των τάσεων και των παραµορφώσεων. Επίσης, ενώ στην περιοχή 

εφελκυσµού η καταστατική σχέση είναι εξαρχής µη γραµµική, στην περιοχή της 

θλίψης είναι απόλυτα γραµµική. Το γεγονός αυτό πρέπει να λαµβάνεται υπόψη όταν 

µελετώνται καταπονήσεις στις οποίες συνυπάρχουν εφελκυσµός και θλίψη όπως η 

κάµψη (Βαρδουλάκης κ.α., 2002). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
Σχήµα 3.7: ∆ιάγραµµα τάσεων-παραµορφώσεων υπό α) µονοαξονική και β) τριαξονική θλίψη 

(Βαρδουλάκης κ.α., 2002) 

 
Σχήµα 3.8: Το πλήρες διάγραµµα τάσεων-παραµορφώσεων (Βαρδουλάκης κ.α., 2002) 
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Η σωστή εκτίµηση της τριβής που αναπτύσσεται µεταξύ των πλακών 

φόρτισης και του δοκιµίου, έχει αποδειχθεί καθοριστικός παράγοντας για την 

αξιολόγηση και ανάλυση των δεδοµένων των πειραµάτων θλίψης. Έχει αποδειχθεί 

από το 1982, ότι πειράµατα µε τριβή παρέχουν ελάχιστα αξιόπιστες πληροφορίες 

σχετικά µε την καταστατική συµπεριφορά γαιωδών υλικών. Τα πειράµατα που 

περιγράφονται εδώ, πραγµατοποιήθηκαν τόσο µε την χρήση κατάλληλων λιπαντικών 

τα οποία ελαττώνουν την τριβή όσο και «εν ξηρώ», δηλαδή µε απευθείας επαφή των 

πλακών φόρτισης και των εδρών των δοκιµίων. Η µέθοδος λίπανσης που επιλέχθηκε 

περιελάµβανε συνδυασµό στρώσεων στερεού στεαρικού οξέος και φύλλων 

πολυτετραφλουροαιθυλενίου (PTFE). Αυτά τα φύλλα εκτός ότι λειτουργούν σαν 

λιπαντικά, εµποδίζουν και την διείσδυση των κόκκων του λιπαντικού στο µάρµαρο 

(Βαρδουλάκης κ.α., 2002). 

Από τα δεδοµένα των πειραµάτων εφελκυσµού και θλίψης, µπορεί να 

σχεδιασθεί ο τόπος αστοχίας του ∆ιονυσιακού µαρµάρου κατά Mohr-Coulomb, µε 

την υπόθεση ότι η περιβάλλουσα προσεγγίζεται ικανοποιητικά από ευθεία γραµµή, 

όπως φαίνεται στο σχήµα (3.9). Στο διάγραµµα εκτός των τιµών βασικών µηχανικών 

σταθερών του υλικού, παρουσιάζονται και η αντοχή σε θλίψη UCS, η αντοχή σε 

εφελκυσµό UTS, η αντοχή σε διάτµηση SS, η γωνία τριβής φ, καθώς και οι 

πειραµατικές παράµετροι του κριτηρίου q και c. Τέλος, σηµειώνεται ότι το 

διάγραµµα του Σχήµατος 3.9, αφορά την ισχυρότερη διεύθυνση ανισοτροπίας 

(Βαρδουλάκης κ.α., 2002). 

 

  
 
Σχήµα 3.9: Ο τόπος αστοχίας του ∆ιονυσιακού µαρµάρου κατά 

Mohr-Coulomb (Βαρδουλάκης κ.α., 2002) 
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ΚΚΕΕΦΦΑΑΛΛΑΑΙΙΟΟ   44ΟΟ     

ΠΠΕΕΙΙΡΡΑΑΜΜΑΑΤΤΙΙΚΚΗΗ   ∆∆ΟΟΚΚΙΙΜΜΗΗ   ΤΤΟΟΥΥ   ΑΑΜΜΕΕΣΣΟΟΥΥ   ΕΕΦΦΕΕΛΛΚΚΥΥΣΣΜΜΟΟΥΥ     

 

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφεται η πειραµατική µελέτη της δοκιµής άµεσου 

εφελκυσµού σε δοκίµια ∆ιονυσιακού µαρµάρου, η οποία πραγµατοποιήθηκε στα 

εργαστήρια αντοχής υλικών του Ε.Μ.Π. 

 

4.1 Η ∆ΟΚΙΜΗ ΑΜΕΣΟΥ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΥ ΣΕ ∆ΟΚΙΜΙΑ ∆ΙΟΝΥΣΙΑΚΟΥ 

ΜΑΡΜΑΡΟΥ ΜΕ ΗΜΙΚΥΚΛΙΚΗ ΕΓΚΟΠΗ 

 

Τα δείγµατα κόπηκαν από πρόσφατα εξορυσσόµενους όγκους µαρµάρου 

∆ιονύσου. Το τετραγωνικό τµήµα που σχηµατίζεται στο µέσον του δοκιµίου και 

περιέχει τις εγκοπές, έχει διάσταση 180mm. Οι ηµικυκλικές εγκοπές δηµιουργήθηκαν 

και στις δύο πλευρές των δειγµάτων µε ακτίνα 10mm. Το συνολικό µήκος των 

δοκιµίων ήταν 400mm και το συνολικό πλάτος 300mm (Σχήµα 4.1, 4.2). 

Το φορτίο εφαρµόστηκε µε τη χρήση δυο χαλύβδινων πύρων, διαµέτρου 

22mm που περνούν µέσα από τρύπες διαµέτρου 23mm. Προκειµένου να αποφευχθεί 

η θραύση κοντά στην περιοχή του φορτίου εφαρµογής τα "αυτιά" των δοκιµίων 

ενισχύθηκαν µε Plexiglas. ∆όθηκε ιδιαίτερη προσοχή έτσι ώστε να αποφευχθεί η 

άµεση επαφή των µεταλλικών κυλίνδρων µε το µάρµαρο: Το φορτίο µεταφέρθηκε 

από τους κυλίνδρους στο µάρµαρο µέσω του συγκολλητικού υλικού, µε αποτέλεσµα 

να εφαρµόζεται µια οµοιόµορφη διατµητική τάση επιφάνειας και να αποφευχθεί η 

συγκέντρωση τάσεων κοντά στους πύρους φόρτισης. 

Τα δοκίµια κόπηκαν µε τέτοιο τρόπο ώστε ο ισχυρός άξονας ανισοτροπίας να 

συµπίπτει µε την κατεύθυνση των φορτίων. Εντούτοις για κάποια δείγµατα ο άξονας 

συµµετρίας έτεινε ελαφρώς από 5º έως 8º, όσο αφορά την ισχυρή κατεύθυνση 

ανισοτροπίας. Γι’ αυτά τα δείγµατα οι σταθερές του υλικού µετασχηµατίστηκαν µε τη 

διαδικασία που πρότεινε ο Lekhnitskii για τα εγκαρσίως ισότροπα υλικά (Kourkoulis 

and Agioutantis, 2004). Κατ’ αυτό τον τρόπο για κάθε δείγµα η αριθµητική επίλυση 
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χρησιµοποίησε τις ακριβείς τιµές των ελαστικών σταθερών αντί ενός 

αντιπροσωπευτικού µέσου όρου. 

 

 

 
Σχήµα 4.2: ∆οκίµιο Dogbone 

 
Σχήµα 4.1: Σχηµατική παράσταση του δοκιµίου και των µηκυνσιοµέτρων που τοποθετήθηκαν 

σε αυτά σε πολικές συντεταγµένες 
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Το φορτίο εφαρµόστηκε στατικά µε τιµή 0,02cm/min µε τη χρήση ενός 

ηλεκτρικού πλαισίου φόρτισης Instron δυναµικότητας 250kN (Σχήµα 4.3). Οι 

παραµορφώσεις που αναπτύχθηκαν µετρήθηκαν µε την χρήση 17 ορθογώνιων 

ροζετών παραµόρφωσης τύπου Kyowa KFG-X-120-D16, τοποθετηµένων σύµφωνα 

µε ένα πολικό σύστηµα αναφοράς, η αρχή συντεταγµένων του οποίου ήταν η κορυφή 

της µιας εγκοπής. Για το δοκίµιο µε διάµετρο εγκοπής 20 mm, οι ροζέτες 

τοποθετήθηκαν σε τέσσερα οµόκεντρα ηµικύκλια µε ακτίνα r=1.3, 2.3, 3.8, 5.8 cm σε 

κατευθύνσεις µε θ=0o, 30ο, 60ο, 80ο, από την οριζόντια γραµµή που περνά από το 

κέντρο της εγκοπής, και µια επιπλέον ροζέτα τοποθετήθηκε ακριβώς στο κέντρο του 

δοκιµίου (Σχήµα 4.1). 

 
 

 Χαρακτηριστικά πειραµατικά αποτελέσµατα παρουσιάζονται στο σχήµα 4.4. 

Παρουσιάζεται η µεταβολή της εγκάρσιας παραµόρφωσης ανηγµένης παραµόρφωσης 

ως προς την µέγιστη τιµή σε σχέση µε την ανηγµένη ονοµαστική τάση, που βασίζεται 

στις µετρήσεις των δύο µηκυνσιοµέτρων καταγραφής παραµόρφωσης, τα οποία είναι 

τοποθετηµένα στα σηµεία (r/ρ, θ)=(1.3, 0º) και (r/ρ, θ)=(9, 0º), µέχρι το τελευταίο και 

µέγιστο φορτίο P= 7kN. Οι συγκεκριµένες ροζέτες επιλέχθηκαν δεδοµένου ότι 

αντιστοιχούν στο πιο κοντινό και στο πιο µακρινό σηµείο στην εγκοπή, αντίστοιχα. 

Το εντυπωσιακό συµπέρασµα που εξάγεται από το σχήµα 4.4 είναι ότι για τα σηµεία 

πολύ κοντά στην άκρη των εγκοπών, η εξέλιξη των τιµών της παραµόρφωσης είναι 

µη-γραµµική από τα πρώτα βήµατα της φόρτισης, αντίθετα προς αυτό που θα 

περίµενε κανείς για ένα σχεδόν ξαθυρό πέτρωµα (Kourkoulis and Agioutantis, 2004). 

 
Σχήµα 4.3: Πλαίσιο φόρτισης Instron 
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 Πράγµατι µια µικρή περιοχή µη γραµµικότητας είναι λογική (Σχήµα 3.8), 

εντούτοις αυτό που εµφανίζεται σε αυτή την περίπτωση, είναι ότι το φαινόµενο δεν 

περιορίζεται στα φορτία που πλησιάζουν το όριο θραύσης του υλικού αλλά ελέγχει 

µάλλον τη συµπεριφορά του ∆ιονυσιακού µαρµάρου µε παρουσία εγκοπής κάτω από 

το εφελκυστικό φορτίο κατά τη διάρκεια ολόκληρης της διαδικασίας φόρτισης. Αυτή 

η µη γραµµικότητα αποδίδεται στην ανάπτυξη µιας ζώνης έντονων µικρό-ρωγµών 

(ζώνη διαδικασίας, process zone) γύρω από την κορώνα των εγκοπών. Αυτή η ζώνη 

διαδικασίας έχει ποσοτικολογηθεί για το ∆ιονυσιακό µάρµαρο και έχει βρεθεί της 

τάξης των 5mm. Εξετάζοντας τις διαστάσεις της αντίστοιχης ροζέτας, πράγµατι 

προκύπτει το συµπέρασµα ότι το σηµείο που µελετάται βρίσκεται µέσα στην ζώνη 

διαδικασίας. Αντίθετα, στο κεντρικό σηµείο του δοκιµίου η σχέση τάσης-

παραµόρφωσης είναι γραµµική για το µεγαλύτερο µέρος της διαδικασίας φόρτισης 

και η µη γραµµικότητα που παρατηρείται κοντά στο φορτίο θραύσης αποδίδεται στη 

φύση του ∆ιονυσιακού µαρµάρου (Σχήµα 3.8). Επίσης, από το ίδιο σχήµα φαίνεται 

ότι η εγκάρσια παραµόρφωση που αναπτύσσεται στην περιοχή γύρω από την εγκοπή 

είναι 2,7 φορές µεγαλύτερη από την αντίστοιχη εγκάρσια παραµόρφωση στο 

κεντρικό σηµείο του µοντέλου. Το γεγονός αυτό αποτελεί µια ένδειξη (που δεν 

συµπίπτει µε τον αντίστοιχο παράγοντα συγκέντρωσης τάσης λόγω της εγκάρσιας 

 
Σχήµα 4.4: Η µεταβολή της εγκάρσιας παραµόρφωσης σε σχέση µε την 

ονοµαστική τάση για το κεντρικό σηµείο του µοντέλου και για το κοντινότερο 

σηµείο στην εγκοπή (Kourkoulis and Agioutantis, 2004). 
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ισοτροπικής φύσης του ∆ιονυσιακού µαρµάρου) της ενίσχυσης τµηµάτων 

παραµόρφωσης λόγω της παρουσίας της εγκοπής (Kourkoulis and Agioutantis, 2004). 

 Στο σχήµα 4.5 απεικονίζεται η πολική µεταβολή της εγκάρσιας 

παραµόρφωσης και για τις τέσσερις γραµµές µελέτης που εξετάζονται, δηλαδή για 

τιµές της παραµέτρου της ακτίνας r/ρ ίσες µε 1.3, 2.3, 3.8, 5.8. Οι τιµές αντιστοιχούν 

στο µέγιστο φορτίο 7kN. Από το διάγραµµα αυτό εξάγεται το συµπέρασµα ότι η 

εγκοπή επιδρά ελάχιστα στο µέγεθος των παραµορφώσεων για τιµές του r µικρότερες 

από περίπου το διπλάσιο της τιµής της ακτίνας της εγκοπής. Στην πραγµατικότητα οι 

διαφορές των τιµών εγκάρσιας παραµόρφωσης και για τις τρεις γραµµές µελέτης µε 

ακτίνα r/ρ= 2.3, 3.8 και 5.8 είναι σχεδόν αµελητέες ανεξάρτητα από την τιµή της 

γωνίας (Kourkoulis and Agioutantis, 2004). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Τέλος η εξάρτηση των εγκάρσιων και ακτινικών παραµορφώσεων µε βάση 

την απόσταση από την άκρη των εγκοπών απεικονίζεται στα σχήµατα 4.6 και 4.7, 

αντίστοιχα, όπου οι εγκάρσιες και ακτινικές παραµορφώσεις σχεδιάζονται κατά 

µήκος των γραµµών µελέτης για θ=0º, 30º, 60º και 80º. Όπως φαίνεται από το σχήµα 

4.6, η εγκάρσια παραµόρφωση επηρεάζεται έντονα από την παρουσία της εγκοπής 

για τις γραµµές θ=0º και θ=30º. Από τα παραπάνω προκύπτει το συµπέρασµα ότι η 

επίδραση της εγκοπής στις τιµές της εγκάρσιας παραµόρφωσης µειώνεται πολύ 

γρήγορα µε την αύξηση της απόστασης από την άκρη της εγκοπής: Πράγµατι για 

λόγο ακτινών r/ρ≥2.5 οι εγκάρσιες παραµορφώσεις παραµένουν ουσιαστικά σταθερές 

 
Σχήµα 4.5: Η πολική µεταβολή της εγκάρσιας παραµόρφωσης κατά 

µήκος των τεσσάρων ηµικυκλικών περιγραµµάτων (Kourkoulis and 

Agioutantis, 2004). 
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για ολόκληρη τη γραµµή µελέτης που αντιστοιχεί στη δεδοµένη γωνία. Η µεταβολή 

των ακτινικών παραµορφώσεων είναι πολυπλοκότερη. Για θ=0º η τιµή 

(r/ρ=1.3)/(r/ρ=9) φτάνει το 20 υποδηλώνοντας ότι η επίδραση της εγκοπής στην 

ακτινική παραµόρφωση είναι τεράστια (Kourkoulis and Agioutantis, 2004). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 4.6: Η εξάρτηση των εγκάρσιων παραµορφώσεων κατά µήκος από 

την άκρη της εγκοπής (Kourkoulis and Agioutantis, 2004). 

 
Σχήµα 4.7: Η εξάρτηση των ακτινικών παραµορφώσεων κατά µήκος από την 

άκρη της εγκοπής (Kourkoulis and Agioutantis, 2004).
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4.2 Η ∆ΟΚΙΜΗ ΆΜΕΣΟΥ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΥ ΣΕ ∆ΟΚΙΜΙΑ ∆ΙΟΝΥΣΙΑΚΟΥ 

ΜΑΡΜΑΡΟΥ ΜΕ ΕΓΚΟΠΗ ΤΥΠΟΥ-U 

 

Για την εκτέλεση των πειραµάτων χρησιµοποιήθηκαν, όπως προαναφέρθηκε 

στην αρχή του προηγούµενου κεφαλαίου, δοκίµια ειδικής µορφής. Σκοπός ήταν η 

µελέτη της επίδρασης µίας εγκοπής σχήµατος U στις µηχανικές ιδιότητες του υλικού. 

Για την επίλυση του προβλήµατος, χρησιµοποιήθηκε µία ειδική διαδικασία µε σκοπό 

να µεταφερθεί το φορτίο έµµεσα και µάλιστα µε τέτοιο τρόπο ώστε, η υπό µελέτη 

περιοχή, να µένει ανεπηρέαστη από ανεπιθύµητους παράγοντες. 

Οι παράµετροι αυτές ήταν εκείνες οι οποίες όρισαν την τελική µορφή του 

δοκιµίου. Επιλέχθηκε ένα σύστηµα µετάδοσης του φορτίου µέσω πύρων, 

διερχόµενων από κατάλληλα διατρηθείσες οπές. Η διάταξη αυτή κατέστησε 

απαραίτητη την διαπλάτυνση του δοκιµίου στις περιοχές αυτές των οπών, ούτως ώστε 

η θραύση να επέρχεται στο κέντρο του δοκιµίου, όπου βρίσκονταν και οι εγκοπές, 

από εφελκυσµό και όχι από σύνθλιψη του υλικού στις κεφαλές. 

 

 
 

 

 
Σχήµα 4.8: Μορφή και γεωµετρία του δοκιµίου 
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Όπως φαίνεται και στο σχήµα 4.8, το δοκίµιο είχε πλάτος 16cm κατά µέγιστο 

στις «κεφαλές», στις οποίες βρίσκονταν οι οπές, και µέγιστο µήκος 30cm, κατά τον 

κεντρικό άξονα. Οι κεφαλές αυτές είχαν ύψος 6 εκατοστών και συνδέονταν µε το 

κυρίως σώµα του δοκιµίου, διαστάσεων 10X12cm, µε τις προαναφερθείσες καµπύλες 

συναρµογής, µορφής τεταρτοκύκλιου και ακτίνας τριών εκατοστών. Οι οπές από τις 

οποίες διέρχονται οι πύροι, ήταν ακτίνας µισού εκατοστού. Επίσης δύο συµµετρικές 

ως προς τον κάθετο άξονα συµµετρίας, ηµικυκλικές εγκοπές (µορφής U) βάθους ενός 

εκατοστού και ακτίνας ενός χιλιοστού βρίσκονταν στον οριζόντιο κεντρικό άξονα του 

δοκιµίου. Τέλος, για λόγους απλούστευσης του προβλήµατος, αλλά και οικονοµίας 

υλικού, επιλέχθηκε τα δοκίµια να έχουν πάχος ενός εκατοστού.  

Τα προαναφερθέντα δοκίµια φορτίστηκαν σε πλαίσιο φόρτισης INSTROΝ 

1126 του Εργαστηρίου Αντοχής Υλικών του Πολυτεχνείου, ικανής να ασκήσει 

µέγιστο φορτίο 25 τόννων µε διάφορες ταχύτητες οι οποίες ποικίλουν από 0,001 εως 

20 cm/min. Η µηχανή αποτελείται, µεταξύ άλλων, από δύο κεφαλές εκ των οποίων η 

κατώτερη παραµένει σταθερή ενώ, µέσω της άλλης, κινητής κεφαλής, µεταβιβάζεται 

το φορτίο. 

Στο σώµα του δοκιµίου είχαν τοποθετηθεί ειδικά ηλεκτροµηκυνσιόµετρα 

τύπου KFG-1-120-D16-11 τα οποία µε τη σειρά τους συνδέονταν µε µία άλλη 

συσκευή (γέφυρα) τύπου Tem L TDS-256 DC. Η συσκευή αυτή είναι ένας ψηφιακός 

µετρητής παραµορφώσεων στον οποίο µεταβιβάζονται οι τιµές που δίνουν τα 

ηλεκτροµηκυνσιόµετρα. Αναλυτικά, στις δυνατότητες της συσκευής είναι η λήψη 

ενδείξεων ανά 0,2 δευτερόλεπτα τουλάχιστον, µε περιθώριο λάθους 0,1%. 

Με δυνατότητα λήψης δεδοµένων από 32 µόνο διαύλους ανά πείραµα, ο 

αριθµός των ηλεκτροµηκυνσιοµέτρων αναγκαστικά περιορίζονταν στο νούµερο αυτό. 

∆εδοµένου ότι για κάθε επιλεγµένο σηµείο τοποθέτησης ενός µετρητή ήταν 

απαραίτητες δύο µετρήσεις (διαµήκης και εγκάρσια παραµόρφωση), το σύνολο των 

σηµείων που ήταν διαθέσιµα ήταν 16, για µία επιφάνεια 120 cm2 περίπου.  

Εκτελέστηκαν τρεις παραλλαγές του πειράµατος, µε διαφορετική διάταξη των 

ηλεκτροµηκυνσιοµέτρων η κάθε µία. Στην πρώτη διάταξη 14 διπλά µηκυνσιόµετρα 

τοποθετήθηκαν στο δοκίµιο, 8 εκ των οποίων ήταν στον οριζόντιο άξονα συµµετρίας, 

έχοντας απόσταση 10 χιλιοστών µεταξύ τους. Τα υπόλοιπα 6 ήταν τοποθετηµένα ανά 

τρία, µε τη ίδια απόσταση µεταξύ τους, αντισυµµετρικά ως προς τον οριζόντιο άξονα 

συµµετρίας, υπό γωνία 20ο αρχίζοντας από τις ακµές του δοκιµίου (Σχήµα 4.9).  
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 Με τη διάταξη αυτή, η οποία φαίνεται στο παρακάτω σχήµα, καλύπτεται όλη 

η εγγύτερη επιφάνεια στην οποία αναµενόταν να δηµιουργηθεί η ρωγµή θραύσεως, η 

οποία και αναµένονταν να δηµιουργηθεί στις 9-10ο έχοντας παρατηρήσει τέτοιες 

γωνίες σε αντίστοιχα πειράµατα. 

Με την πραγµατοποίηση του πρώτου πειράµατος µε αυτή τη διάταξη και 

έχοντας γνώση των αντίστοιχων πειραµάτων που είχαν εκτελεστεί πριν την εργασία 

αυτή σε παρόµοια δοκίµια, κατέστη πλέον δυνατό να προσδιοριστεί µε µεγαλύτερη 

ακρίβεια η κατεύθυνση που θα ακολουθούσε η γραµµή θραύσης.  

Με τη γνώση αυτή αναδιατάχθηκαν τα ηλεκτροµηκυνσιόµετρα όπως φαίνεται 

στο σχήµα 4.10, µε χαρακτηριστικό γνώρισµα πλέον την τοποθέτηση όλων στο ίδιο 

µισό του δοκιµίου, αυτό στο οποίο θα δηµιουργηθεί και η ρωγµή. Με αυτό τον τρόπο 

έγινε δυνατό να πυκνώσουν οι λαµβανόµενες µετρήσεις συµπεριλαµβάνοντας τιµές 

από περισσότερες ευθείες (υπό γωνίες 0ο, 30ο, 60ο και 80ο από την αιχµή της 

εγκοπής). Τονίζεται εδώ ότι η ευθεία των 80ο προτιµήθηκε αρχικά έναντι της 

φυσιολογικά αναµενόµενης ευθείας των 90ο λόγω επιφυλάξεων ότι η εγγύτητα της 

αιχµής θα προκαλούσε λανθασµένες µετρήσεις στον πρώτο µετρητή µίας τέτοιας 

ευθείας. 

 
Σχήµα 4.9: 1η διάταξη των ηλεκτροµηκυνσιοµέτρων 
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Όπως φαίνεται και στο σχήµα 4.10, µία ακόµα αλλαγή στη διάταξη επήλθε 

στις αποστάσεις των µηκυνσιοµέτρων µεταξύ τους. Έτσι, η απόσταση του πρώτου 

κάθε ευθείας εξ αυτών ήταν 12 χιλιοστά, σε µία ακτίνα δηλαδή 12mm από το κέντρο, 

του δεύτερου 13 χιλιοστά από το προηγούµενο, ενώ ο τρίτος κάθε ευθείας 

βρίσκονταν σε ακτίνα 40 χιλιοστών από τη ρίζα της εγκοπής. Πρέπει να παρατηρηθεί 

εδώ, ότι στην ευθεία των 0ο στην οποία κανονικά ο µετρητής θα βρίσκονταν στο 

κέντρο του δοκιµίου, λόγω τεχνικών προβληµάτων αυτός µετατοπίστηκε κατά τι 

κατώτερα του κέντρου αυτού. Τα υπόλοιπα µηκυνσιόµετρα στην ευθεία αυτή 

βρίσκονταν συµµετρικά ως προς το πραγµατικό κέντρο του δοκιµίου. 

Όµως, µε την ολοκλήρωση και αξιοποίηση των αποτελεσµάτων του πρώτου 

πειράµατος µε τη νέα διάταξη φάνηκε ότι οι επιφυλάξεις αυτές ήταν αβάσιµες. Έτσι, 

από το επόµενο κιόλας πείραµα η ευθεία των 80ο «µετατοπίστηκε» κατά τις 

αναµενόµενες 10ο. Μία ακόµα µετατόπιση ήταν αυτή του κεντρικού µετρητή σε µία 

θέση ακόµα πιο κάτω από το κέντρο του δοκιµίου µε σκοπό την ελαχιστοποίηση των 

προαναφερθέντων τεχνικών προβληµάτων.  

 
Σχήµα 4.10: 2η διάταξη των ηλεκτροµηκυνσιοµέτρων 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο   ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ∆ΟΚΙΜΗ ΤΟΥ ΑΜΕΣΟΥ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΥ 

 70

 
Τέλος, µία ακόµα σηµαντική αλλαγή, ήταν η προσθήκη ενισχυτικών πλακών 

από plexiglass στις κεφαλές του δοκιµίου. Με την προσθήκη αυτή ενισχύονταν η 

περιοχή των κεφαλών η οποία, όπως αποδείχθηκε από τα πειράµατα, ήταν δυνατό να 

οδηγήσει το δοκίµιο σε δύο διαφορετικές µορφές θραύσης εκ των οποίων µία µόνο 

ήταν αναµενόµενη.  

Έτσι, επιλέχθηκε η προαναφερθείσα λύση του plexiglas, το οποίο 

τοποθετήθηκε υπό µορφή τεσσάρων πλακών, από δύο εκατέρωθεν κάθε κεφαλής. Το 

plexiglas συνδέεται στο δοκίµιο µε τη βοήθεια εποξικής κόλλας. Τα κοµµάτια αυτά 

είχαν διαστάσεις 16X8cm πριν την αφαίρεση των µη κοινών σηµείων που είχαν 

µάρµαρο και plexiglas, τα επονοµαζόµενα «αυτιά», ούτως ώστε αυτά να ακολουθούν 

τη µορφή της καµπύλης συναρµογής του δοκιµίου.  

Στο plexiglas ανοίγονταν επίσης οπές ελάχιστα µικρότερης διαµέτρου από 

αυτές του δοκιµίου, στα ίδια βεβαίως σηµεία από τα οποία διέρχονταν ο πύρος. Το 

γεγονός αυτό είχε το πλεονέκτηµα ότι ο πύρος ερχόταν σε επαφή µόνο µε το plexiglas 

και όχι µε το δοκίµιο, µεταβιβάζοντας έτσι τις τάσεις έµµεσα σε αυτό, µε τη βοήθεια 

της κόλλας. Έτσι, αντί η δύναµη να ασκείται συγκεντρωµένα στην οπή, µε τη λύση 

αυτή υπήρχε πλέον µία επιφανειακά κατανεµηµένη δύναµη σε όλη σχεδόν την 

επιφάνεια της κεφαλής, όπου αυτή ήταν σε επαφή µε το τεµάχιο. 

 
Σχήµα 4.11: Τα στελέχη του plexiglas όπως φαίνονται κολληµένα στο ήδη θραυσµένο 

δοκίµιο 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4Ο   ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ∆ΟΚΙΜΗ ΤΟΥ ΑΜΕΣΟΥ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΥ 

 71

 Χαρακτηριστικά πειραµατικά αποτελέσµατα παρουσιάζονται στο σχήµατα 

που ακολουθούν. Στα σχήµατα 4.12 και 4.13 απεικονίζεται η πολική µεταβολή της 

διαµήκως παραµόρφωσης και για τις τρεις γραµµές µελέτης που εξετάζονται, δηλαδή 

για τιµές της παραµέτρου της ακτίνας r/ρ ίσες µε 1.2, 2.5, και 3.9cm. Οι τιµές 

αντιστοιχούν στο 50% και στο 100% του µέγιστου φορτίου. Αντίστοιχα στα σχήµατα 

4.14 και 4.15 απεικονίζονται οι εγκάρσιες παραµορφώσεις. 

 

 
Σχήµα 4.12: Πολικό διάγραµµα διαµήκων παραµορφώσεων για το 50% της µέγιστης φόρτισης 

 

 
Σχήµα 4.13: Πολικό διάγραµµα διαµήκων παραµορφώσεων για το 100% της µέγιστης 

φόρτισης. 
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Σχήµα 4.14: Πολικό διάγραµµα εγκάρσιων παραµορφώσεων για το 50% της µέγιστης φόρτισης 

 

 
Σχήµα 4.15: Πολικό διάγραµµα εγκάρσιων παραµορφώσεων για το 100% της µέγιστης 

φόρτισης. 
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ΣΣΤΤΟΟΙΙΧΧΕΕΙΙΩΩΝΝ   

 

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφεται η αριθµητική επίλυση της δοκιµής άµεσου 

εφελκυσµού σε µοντέλα ∆ιονυσιακού µαρµάρου µε την Μέθοδο των Πεπερασµένων 

Στοιχείων (ΜΠΣ). Η προσοµοίωση των δοκιµών πραγµατοποιήθηκε σε δυο 

διαστάσεις στο λογισµικό πεπερασµένων στοιχείων MSC.Mentat και η επίλυση µε το 

λογισµικό MSC.Marc. Η συµµετρία δεν λήφθηκε υπόψη έτσι ώστε τα τελικά µοντέλα 

να έχουν ακριβώς τις ίδιες διαστάσεις µε αυτές των αντίστοιχων εργαστηριακών 

δοκιµίων. 

Όσον αφορά το ∆ιονυσιακό µάρµαρο, η αριθµητική ανάλυση 

πραγµατοποιήθηκε µε δύο διαφορετικές συνθήκες αναφορικά µε τις ιδιότητες του 

υλικού. Το µάρµαρο ∆ιονύσου προσοµοιώθηκε σαν ελαστικό ισότροπο υλικό, αλλά 

και σαν ελαστικό εγκαρσίως ισότροπο υλικό. Επίσης, όσον αφορά την γεωµετρία 

µοντελοποιήθηκαν δοκίµια µε ηµικυκλική εγκοπή ακτίνας 1 και 2cm και δοκίµια µε 

εγκοπή τύπου-U µήκους 1cm και πλάτους 0,3cm. 

 

5.1 Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ 

 

Με τη ΜΠΣ, υπολογίζονται τα άγνωστα µεγέθη στους κόµβους, οι οποίοι 

δηµιουργούνται από τη διαίρεση του πεδίου σε στοιχεία. Στη συνέχεια µε την 

θεώρηση κατάλληλων συναρτήσεων, οι οποίες συνδέουν την κατανοµή των µεγεθών 

στα εσωτερικά σηµεία κάθε στοιχείου, είναι δυνατόν να υπολογιστεί η τιµή των 

µεγεθών αυτών σε κάθε σηµείο του πεδίου µε τους κόµβους του στοιχείου αυτού. Τα 

βήµατα που ακολουθούνται κατά την εφαρµογή της ΜΠΣ είναι τα εξής 

(Αγιουτάντης, 2002): 
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• ∆ιακριτοποίηση (descretization) του µέσου ή διαίρεση του µέσου σε στοιχεία 

ή τµήµατα (elements) µε τη βοήθεια ιδεατών γραµµών ή επιφανειών (Σχήµα 

5.1). Τα στοιχεία αυτά αποτελούνται από δύο ή περισσότερους κόµβους, οι 

οποίοι συνδέονται µε ευθύγραµµα ή καµπύλα τµήµατα (Σχήµα 5.2). Οι 

κορυφές των στοιχείων ορίζουν τους κόµβους (nodes) του πλέγµατος ή 

καννάβου διακριτοποίησης του προβλήµατος (grid ή mesh). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να δοθεί στη διαδικασία της 

διακριτοποίησης ώστε το µοντέλο που θα δηµιουργηθεί να προσφέρει όσο το 

δυνατόν καλύτερη ακρίβεια, στο µικρότερο δυνατό χρόνο. Πιο συγκεκριµένα, 

οικονοµία πεπερασµένων στοιχείων, άρα και του χρόνου ανάλυσης, µπορεί να 

επιτευχθεί από τη χρήση απλοποιηµένης γεωµετρίας και την παρουσία 

συµµετρίας σ' ένα µοντέλο. 

Η διαίρεση του πεδίου γίνεται κατά τέτοιο τρόπο, ώστε το µέγεθος των 

στοιχείων να είναι µικρό στα σηµεία όπου απαιτείται µεγάλη ακρίβεια στους 

υπολογισµούς, ή εκεί που αναµένεται έντονη µεταβολή του ζητούµενου 

µεγέθους, ενώ το µέγεθος των στοιχείων µπορεί να είναι µεγαλύτερο στις 

υπόλοιπες περιοχές του πεδίου (Σχήµα 5.3). 

• Συνοριακές συνθήκες (boundary conditions). Η εισαγωγή συνοριακών 

συνθηκών είναι απαραίτητη για την επίλυση του προβλήµατος και συνήθως 

εκφράζεται µε τις συνθήκες ισορροπίας του πεδίου (π.χ. αγκύρωση των 

κατώτερων ή/και πλευρικών κόµβων, κλπ). Η φόρτιση του υλικού αποτελεί  

 

 
 
Σχήµα 5.2: Στοιχείο και οι κόµβοι από τους 

οποίους αποτελείται (Καρανάχου, 
1985)

 
Σχήµα 5.1.: ∆ιακριτοποίηση του µέσου σε 

στοιχεία (Καρανάχου, 1985) 
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επίσης µία συνοριακή συνθήκη, καθώς, σε αντίθετη περίπτωση, η 

υπολογιζόµενη παραµόρφωση είναι µηδενική. Στην περίπτωση που φορτιστεί  

ένα σώµα και όλοι οι κόµβοι του είναι ελεύθεροι να µετακινηθούν, τότε δεν 

υφίσταται παραµόρφωση, αλλά απλή µετακίνηση (ή στροφή). Στην 

περίπτωση αυτή δεν είναι δυνατή η επίλυση του προβλήµατος µε την 

προαναφερόµενη µέθοδο, διότι το φαινόµενο δεν υπακούει στην ίδια 

καταστατική εξίσωση. 

• Ιδιότητες υλικών (material properties). Κατά την εφαρµογή των ιδιοτήτων του 

υλικού, επιλέγονται οι τιµές των σταθερών του µοντέλου µε το οποίο 

προσοµοιώνεται το υλικό. Το απλούστερο µοντέλο που µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί είναι το γραµµικά ελαστικό µοντέλο (παρόλο που το µοντέλο 

αυτό δεν θεωρείται το πλέον κατάλληλο για την περιγραφή της συµπεριφοράς 

πετρωµάτων και εδαφικών υλικών) σε µία, δύο ή περισσότερες διαστάσεις. 

• Γεωµετρικές ιδιότητες (geometric properties). Στις γεωµετρικές ιδιότητες 

επιλέγεται αν το µοντέλο είναι µίας, δύο ή τριών διαστάσεων. Στην περίπτωση 

της επίλυσης δύο διαστάσεων, επιλέγεται αν η επίλυση του µοντέλου θα 

πραγµατοποιηθεί µε θεώρηση επίπεδης τάσης (plane stress) ή µε θεώρηση 

επίπεδης παραµόρφωσης (plane strain). 

 

Σύµφωνα µε την θεώρηση επίπεδης τάσης, όταν η τρίτη διάσταση (z) ενός 

σώµατος είναι πολύ µικρή σε σχέση µε τις άλλες δύο και τα φορτία που δέχεται το 

σώµα ανήκουν στο επίπεδο των δύο σηµαντικών διαστάσεων (επίπεδο x, y), µπορεί 

 
Σχήµα 5.3.: Μεταβαλλόµενη διακριτοποίηση του µέσου σε στοιχεία 
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να θεωρηθεί ότι οι συνιστώσες τάσης κατά τον τρίτο άξονα είναι πολύ µικρές σε 

σύγκριση µε τις συνιστώσες κατά το επίπεδο φόρτισης (Σχήµα 5.4) (Αγιουτάντης, 

2002). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Κατά την θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης (Σχήµα 5.5), η συνιστώσα του 

διανύσµατος µετατοπίσεων (u) είναι µηδενική κατά την τρίτη διάσταση (uz=0 και 

εποµένως εz=0), όταν η τρίτη διάσταση ενός σώµατος (z) δεν είναι µικρή, σε 

σύγκριση µε τις άλλες δύο (x, y). Επίσης µπορεί να θεωρηθεί, ότι τα διανύσµατα 

µετατόπισης στο επίπεδο x, y είναι ανεξάρτητα από την τρίτη διάσταση, δηλαδή 

ux=f(x, y) και uy=f(x, y) (Αγιουτάντης, 2002). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 5.4: Παραδοχή επίπεδης τάσης (Αγιουτάντης, 2002) 

 
Σχήµα5.5: Παραδοχή επίπεδης παραµόρφωσης (Αγιουτάντης, 2002) 
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5.2 Η ∆ΟΚΙΜΗ AΜΕΣΟΥ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΥ ΣΕ ∆ΟΚΙΜΙΑ ∆ΙΟΝΥΣΙΑΚΟΥ 

ΜΑΡΜΑΡΟΥ ΜΕ ΗΜΙΚΥΚΛΙΚΗ ΕΓΚΟΠΗ: ΙΣΟΤΡΟΠΟ ΜΟΝΤΕΛΟ 

 

Η προσοµοίωση της δοκιµής άµεσου εφελκυσµού σε δοκίµια ∆ιονυσιακού 

µαρµάρου µε τη Μέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων, πραγµατοποιήθηκε αρχικά 

µε τη θεώρηση του µαρµάρου σαν ισότροπο ελαστικό υλικό και µοντελοποιήθηκαν 

δυο διαφορετικές γεωµετρίες ηµικυκλικής εγκοπής ακτίνας 1 και 2cm. 

 

5.2.1 Ισότροπο Μοντέλο Ηµικυκλικής Εγκοπής Ακτίνας 1cm 

 

Γεωµετρία και ∆ιακριτοποίηση του Μοντέλου 

 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί η γεωµετρία του µοντέλου συµπίπτει µε τις 

πραγµατικές διαστάσεις της πειραµατικής διάταξης, καθώς δεν έχει χρησιµοποιηθεί 

συµµετρία. Οι διαστάσεις του µοντέλου είναι οι εξής (Σχήµα 5.6): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Πλάτος δοκιµίου:     30 cm 

• Ύψος δοκιµίου:     40 cm 

• Πλάτος κεντρικού τµήµατος:   18 cm 

• Ύψος κεντρικού τµήµατος:   18 cm 

Σχήµα 5.7: ∆ιακριτοποίηση του µοντέλου Σχήµα 5.6: Γεωµετρία του µοντέλου 
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• Ακτίνα εγκοπής:       1 cm 

 

Για την διακριτοποίηση του µοντέλου (Σχήµα 5.7) χρησιµοποιήθηκαν 4504 

τετράπλευρα και τριγωνικά στοιχεία επίπεδης παραµόρφωσης (plain strain elements) 

και 4619 κόµβοι. Οι θέσεις των κόµβων είναι καθορισµένες µε τέτοιο τρόπο ώστε να 

συµπίπτουν µε τις θέσεις των µηκυνσιοµέτρων στα δείγµατα, µε σκοπό την 

ακριβέστερη εξαγωγή αποτελεσµάτων για τα συγκεκριµένα σηµεία. Πιο 

συγκεκριµένα, τοποθετήθηκαν κόµβοι σε ακτίνες 1,3cm 2,3cm 3,8cm 5,8cm από την 

κορυφή της εγκοπής, 0° 30° 60° 80° σε πολικές συντεταγµένες και ακριβώς στο 

κέντρο του δοκιµίου, όπως φαίνεται στο σχήµα (5.8-5.9). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Συνοριακές Συνθήκες 

 

Στα µοντέλα εφαρµόστηκαν δύο συνοριακές συνθήκες, µε τις οποίες 

εφαρµόστηκε κύλιση (dx=0, dy=0) στον άξονα ΧΧ΄ και ΥΥ΄ γύρω από τον κεντρικό 

κόµβο του µοντέλου, προκειµένου να εξασφαλιστεί ότι καµία περιστροφή δεν θα 

εµφανιστεί κατά τη διάρκεια της επίλυσης (Σχήµα 5.10). Επίσης στα δοκίµια 

εφαρµόστηκε µέγιστο εφελκυστικό φορτίο (edge load) 7kN (3,5kN σε κάθε οριζόντια 

πλευρά του δοκιµίου) που εφαρµόστηκε γραµµικά σε δέκα βήµατα. 

 
Σχήµα 5.8: Σχηµατική αναπαράσταση της 

εγκοπής όπου διακρίνονται οι 
θέσεις των µηκυνσιοµέτρων για 
την καταγραφή των 
παραµορφώσεων 

Σχήµα 5.9: ∆ιακριτοποίηση εγκοπής 
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Λόγω της συµµετρίας του µοντέλου δεν απαιτήθηκε καµία άλλη συνοριακή 

συνθήκη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ιδιότητες Υλικού 

 

Το µάρµαρο προσοµοιώθηκε σαν ελαστικό ισότροπο υλικό µε ελαστικές 

σταθερές E=85,5 GPa και ν=0,26. 

 

Γεωµετρικές Ιδιότητες 

 

Η επίλυση του µοντέλου έγινε µε θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης (plane 

strain idealization). 

 

Αποτελέσµατα Αριθµητικής Επίλυσης 

 

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζονται κάποια από τα αποτελέσµατα της 

αριθµητικής επίλυσης, σχετικά µε τις συνιστώσες των παραµορφώσεων. Οι γραµµές 

για τις οποίες έχουν εξαχθεί τα αντίστοιχα διαγράµµατα είναι ίδιες µε αυτές που 

σχηµατίζουν τα µηκυνσιόµετρα.  

Στα σχήµατα 5.11 και 5.12 παρουσιάζονται αποτελέσµατα που προκύπτουν 

από την αριθµητική επίλυση. Στο σχήµα 5.11 διακρίνεται η κατανοµή της 

 
Σχήµα 5.10: Κύλιση (dx=0, dy=0) γύρω από το κέντρο του δοκιµίου 
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κατακόρυφης ανηγµένης παραµόρφωσης ε22 στο ισότροπο δοκίµιο, ενώ στο σχήµα 

5.12 παρουσιάζεται η ίδια κατανοµή στην περιοχή της εγκοπής. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έχουν επιλεχθεί τέσσερις ηµικυκλικές γραµµές ακτίνας από το κέντρο της 

εγκοπής 1,3cm 2,3cm 3,8cm 5,8cm. Οι τιµές των παραµορφώσεων στα διαγράµµατα 

έχουν φορά από πάνω προς τα κάτω (δεξιόστροφη). 

 

Ακτίνα 1,3 cm

-6.0E-05

-4.0E-05

-2.0E-05

0.0E+00

2.0E-05

4.0E-05

6.0E-05

8.0E-05

0.0E+0
0

5.0E-01 1.0E+0
0

1.5E+0
0

2.0E+0
0

2.5E+0
0

3.0E+0
0

3.5E+0
0

4.0E+0
0

Μήκος τόξου (cm)

ε

Strain εxx
Strain εyy
Strain εxy

Σχήµα 5.13: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 1,3cm 

Σχήµα 5.11: Κατανοµή της κατακόρυφης 

ανηγµένης παραµόρφωσης ε22,για ισότροπο 

δοκίµιο. 

 
Σχήµα 5.12: Κατανοµή της κατακόρυφης 

ανηγµένης παραµόρφωσης ε22,για ισότροπο 

δοκίµιο κοντά στην εγκοπή. 
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Ακτίνα 2,3 cm

-6.0E-05

-4.0E-05

-2.0E-05

0.0E+00

2.0E-05

4.0E-05

6.0E-05

8.0E-05

0.0E+00 1.0E+00 2.0E+00 3.0E+00 4.0E+00 5.0E+00 6.0E+00 7.0E+00

Μήκος τόξου (cm)

ε

strain εxx
strain εyy
strain exy

Σχήµα 5.14: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 2,3cm 

 

 

Ακτίνα 3,8 cm

-6.0E-05

-4.0E-05

-2.0E-05

0.0E+00

2.0E-05

4.0E-05

6.0E-05

8.0E-05

0.0E+00 2.0E+00 4.0E+00 6.0E+00 8.0E+00 1.0E+01

Μήκος τόξου  (cm)

ε

strain εxx
strain εyy
strain εxy

 
Σχήµα 5.15: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 3,8cm 
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Ακτίνα 5,8 cm

-6.0E-05

-4.0E-05

-2.0E-05

0.0E+00

2.0E-05

4.0E-05

6.0E-05

8.0E-05

0.0E+00 2.0E+00 4.0E+00 6.0E+00 8.0E+00 1.0E+01 1.2E+01 1.4E+01 1.6E+01

Μήκος τόξου (cm)

ε 

strain εxx
strain εyy
strain εxy

 
Σχήµα 5.16: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 5,8cm 

 

 

5.2.2 Ισότροπο Μοντέλο Ηµικυκλικής Εγκοπής Ακτίνας 2cm 

 

 Ο τρόπος σχεδιασµού και επίλυσης του µοντέλου είναι σε γενικές γραµµές 

όµοιος µε τον τρόπο που εφαρµόστηκε για την αριθµητική επίλυση του µοντέλου της 

προηγούµενης ενότητας. Μικρές διαφορές εντοπίζονται µόνο στην διακριτοποίηση 

στο σηµείο γύρω από την εγκοπή του δοκιµίου. 

 

Γεωµετρία και ∆ιακριτοποίηση του Μοντέλου 

 

Όπως και στο προηγούµενο µοντέλο η γεωµετρία του µοντέλου συµπίπτει µε 

αυτή των πραγµατικών δοκιµίων µαρµάρου που χρησιµοποιήθηκαν στην πειραµατική 

µελέτη, µε την διαφορά ότι η εγκοπές έχουν ακτίνα 2cm (Σχήµα 5.17) 

Το µοντέλο αποτελείται από 4360 τετραπλευρικά και τριγωνικά στοιχεία 

επίπεδης παραµόρφωσης και από 4475 κόµβους. Η διακριτοποίηση και σε αυτήν την 

περίπτωση έγινε κατά τέτοιο τρόπο ώστε στις πραγµατικές θέσεις των 

µηκυνσιοµέτρων στα πραγµατικά δοκίµια να αντιστοιχούν κόµβοι, µε την ακριβώς 
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ίδια γεωµετρία τοποθέτησης των ροζετών όπως στο µοντέλο εγκοπής ακτίνας 1cm µε 

την µόνη διαφορά ότι δεν υπάρχει η πρώτη ηµικυκλική γραµµή από ροζετών (1,3cm). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Συνοριακές Συνθήκες 

 

Οι συνοριακές συνθήκες που απαιτούνται για την επίλυση του µοντέλου είναι 

όµοιες µε αυτές που χρησιµοποιήθηκαν στην ενότητα (5.2.1) για την προσοµοίωση 

του µοντέλου και διαφοροποιείται µόνο το µέγεθος του φορτίου που σε αυτή την 

περίπτωση είναι 4,4 kN (2,2kN σε κάθε οριζόντια πλευρά του δοκιµίου) και 

εφαρµόστηκε σε δέκα βήµατα (Σχήµα 5.19). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.17: ∆ιακριτοποίηση του µοντέλου 
 

Σχήµα 5.18: Λεπτοµέρεια της διακριτοποίησης 
στην περιοχή γύρω από την εγκοπή του δοκιµίου

 
Σχήµα 5.19: Συνοριακές συνθήκες κύλισης και φορτίο σε κάθε πλευρά του δοκιµίου 
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Ιδιότητες Υλικού 

 

Το µάρµαρο προσοµοιώθηκε σαν ελαστικό ισότροπο υλικό µε ελαστικές 

σταθερές E=85,5 GPa και ν=0,26. 

 

Γεωµετρικές Ιδιότητες 

 

Η επίλυση του µοντέλου έγινε µε θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης. 

 

Αποτελέσµατα Αριθµητικής Επίλυσης 

 

Ακολουθούν αποτελέσµατα της αριθµητικής επίλυσης για τις παραµορφώσεις 

συναρτήσει του µήκους του τόξου που σχηµατίζουν τα µηκυνσιόµετρα των 

πραγµατικών µοντέλων. Τα αποτελέσµατα αφορούν τις ίδιες γραµµές µε αυτές του 

σχήµατος (5.8) µε διαφορά ότι δεν υπάρχει η µικρότερη ηµικυκλική γραµµή ακτίνας 

1,3cm. 

Στα σχήµατα 5.20 και 5.21 παρουσιάζονται αποτελέσµατα που προκύπτουν 

από την αριθµητική επίλυση. Στο σχήµα 5.20 διακρίνεται η κατανοµή της 

κατακόρυφης ανηγµένης παραµόρφωσης ε22 στο ισότροπο δοκίµιο, ενώ στο σχήµα 

5.21 παρουσιάζεται η ίδια κατανοµή στην περιοχή της εγκοπής. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.20: Κατανοµή της κατακόρυφης 

ανηγµένης παραµόρφωσης ε22,για ισότροπο 

δοκίµιο. 

 
Σχήµα 5.21: Κατανοµή της κατακόρυφης 

ανηγµένης παραµόρφωσης ε22,για ισότροπο 

δοκίµιο κοντά στην εγκοπή. 
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Έχουν επιλεχθεί τρις ηµικυκλικές γραµµές ακτίνας από το κέντρο της εγκοπής 

2,3cm 3,8cm 5,8cm. Οι τιµές των παραµορφώσεων στα διαγράµµατα έχουν φορά από 

πάνω προς τα κάτω (δεξιόστροφη). 
 

Ακτίνα 2,3 cm
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0

Μήκος τόξου (cm)

ε

strain εxx
strain εyy
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Σχήµα 5.22: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 2,3cm 
 

Ακτίνα 3,8 cm

-4.0E-05

-3.0E-05
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0.0E+00
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2.0E-05
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4.0E-05
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ε

strain εxx
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Σχήµα 5.23: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 3,8cm 
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Σχήµα 5.24: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 5,8cm 

 

5.3 Η ∆ΟΚΙΜΗ ΑΜΕΣΟΥ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΥ ΣΕ ∆ΟΚΙΜΙΑ ∆ΙΟΝΥΣΙΑΚΟΥ 

ΜΑΡΜΑΡΟΥ ΜΕ ΗΜΙΚΥΚΛΙΚΗ ΕΓΚΟΠΗ: ΟΡΘΟΤΡΟΠΟ ΜΟΝΤΕΛΟ 

 

Όπως και για το ισότροπο µοντέλο η προσοµοίωση της δοκιµής άµεσου 

εφελκυσµού σε δοκίµια ∆ιονυσιακού µαρµάρου µε τη ΜΠΣ, πραγµατοποιήθηκε µε 

τη θεώρηση του µαρµάρου σαν ορθότροπο ελαστικό υλικό και µοντελοποιήθηκαν 

δυο διαφορετικές γεωµετρίες ηµικυκλικής εγκοπής ακτίνας 1 και 2cm. 

 

5.3.1 Ορθότροπο Μοντέλο Ηµικυκλικής Εγκοπής Ακτίνας 1cm 

 

Γεωµετρία και ∆ιακριτοποίηση του Μοντέλου 

 

Όπως και στο ισότροπο µοντέλο η γεωµετρία του µοντέλου συµπίπτει µε αυτή 

των πραγµατικών δοκιµίων µαρµάρου που χρησιµοποιήθηκαν στην πειραµατική 

µελέτη. 
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Η διακριτοποίηση του µοντέλου είναι όµοια µε αυτή του ισότροπου 

ελαστικού µοντέλου εγκοπής 1cm, έτσι ώστε κατά την σύγκριση των αποτελεσµάτων 

να µην παρουσιάζεται απόκλιση λόγω του παράγοντα της διακριτοποίησης. Το 

µοντέλο αποτελείται 4504 τετράπλευρα και τριγωνικά στοιχεία επίπεδης 

παραµόρφωσης (plain strain elements) και 4619 κόµβοι. Οι θέσεις των κόµβων είναι 

και εδώ καθορισµένες µε τέτοιο τρόπο ώστε να συµπίπτουν µε τις θέσεις των 

µηκυνσιοµέτρων στα δείγµατα, µε σκοπό την ακριβέστερη εξαγωγή αποτελεσµάτων 

για τα συγκεκριµένα σηµεία. 

Πιο συγκεκριµένα, τοποθετήθηκαν κόµβοι σε ακτίνες 1,3cm 2,3cm 3,8cm 

5,8cm από την κορυφή της εγκοπής, 0° 30° 60° 80° σε πολικές συντεταγµένες και 

ακριβώς στο κέντρο του δοκιµίου, όπως φαίνεται στο σχήµα 5.25. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Συνοριακές Συνθήκες 

 

Στο µοντέλο εφαρµόστηκαν οι ίδιες συνοριακές συνθήκες, δηλαδή κύλιση 

(dx=0, dy=0) στον άξονα ΧΧ΄ και ΥΥ΄ γύρω από τον κεντρικό κόµβο του µοντέλου, 

προκειµένου να εξασφαλιστεί ότι καµία περιστροφή δεν θα εµφανιστεί κατά τη 

διάρκεια της επίλυσης. Επίσης τα δοκίµια εφαρµόστηκε µέγιστο εφελκυστικό φορτίο 

7kN (3,5kN σε κάθε οριζόντια πλευρά του δοκιµίου) που εφαρµόστηκε σε δέκα 

βήµατα. 

 

 

 
Σχήµα 5.25: Σχηµατική αναπαράσταση της εγκοπής όπου διακρίνονται οι θέσεις των 

µηκυνσιοµέτρων για την καταγραφή των παραµορφώσεων 
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Ιδιότητες Υλικού 

 

Το µάρµαρο προσοµοιώθηκε σαν γραµµικά ελαστικό εγκαρσίως ισότροπο (ή 

ορθότροπο) υλικό (Σχήµα 5.26) µε τις σταθερές που αναφέρθηκαν στον πίνακα (3.1) 

του 3ου κεφαλαίου. 

 

 
 

 

 
 

 

 

 
 

 

 

 

Γεωµετρικές Ιδιότητες 

 

Η επίλυση του µοντέλου έγινε µε θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης. 

 

Αποτελέσµατα Αριθµητικής Επίλυσης 

 

Ακολουθούν αποτελέσµατα της αριθµητικής επίλυσης για τις παραµορφώσεις 

συναρτήσει του µήκους του τόξου που σχηµατίζουν τα µηκυνσιόµετρα των 

πραγµατικών µοντέλων. Τα αποτελέσµατα αφορούν τις ίδιες γραµµές µε αυτές του 

σχήµατος (5.25) µε την διαφορά ότι αφορούν τις παραµορφώσεις ολόκληρου του 

ηµικυκλίου και όχι µόνο του τεταρτηµορίου που βρισκόντουσαν τα µηκυνσιόµετρα. 

Οι τιµές των παραµορφώσεων στα διαγράµµατα αρχίζουν από πάνω προς τα κάτω 

(δεξιόστροφα). 

 

 

 

 
 
Σχήµα 5.26: Σχηµατική παράσταση στην οποία διακρίνονται οι δύο διευθύνσεις 

ανισοτροπίας (ασθενής και ισχυρή διεύθυνση) 

        Ε, ν 

Ε’, ν’ 
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Σχήµα 5.27: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 1,3cm 
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Σχήµα 5.28: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 2,3cm 
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Ακτίνα 3,8 cm
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Σχήµα 5.29: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 3,8cm 

 

Ακτίνα 5,8 cm
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Σχήµα 5.30: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 5,8cm 
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5.3.2 Ορθότροπο Μοντέλο Ηµικυκλικής Εγκοπής Ακτίνας 2cm 

 

Ο τρόπος σχεδιασµού και επίλυσης του µοντέλου είναι όµοιος µε τον τρόπο 

που εφαρµόστηκε για την αριθµητική επίλυση του ελαστικά ισότροπου µοντέλου µε 

ηµικυκλική εγκοπή 2cm. ∆ιαφορές εντοπίζονται µόνο στις ιδιότητες του υλικού. 

 

Γεωµετρία και ∆ιακριτοποίηση του Μοντέλου 

 

Το µοντέλο αποτελείται από 4360 τετραπλευρικά και τριγωνικά στοιχεία 

επίπεδης παραµόρφωσης και από 4475 κόµβους. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Συνοριακές Συνθήκες 

 

Οι συνοριακές συνθήκες που απαιτούνται για την επίλυση του µοντέλου είναι 

όµοιες µε αυτές που χρησιµοποιήθηκαν στην ενότητα (5.3.1) για την προσοµοίωση 

του µοντέλου και διαφοροποιείται µόνο το µέγεθος του φορτίου που σε αυτή την 

περίπτωση είναι 4,4kN (2,2kN σε κάθε οριζόντια πλευρά του δοκιµίου) και 

εφαρµόστηκε σε δέκα βήµατα. 

 

 

Σχήµα 5.31: ∆ιακριτοποίηση του µοντέλου Σχήµα 5.32: Λεπτοµέρεια της 
διακριτοποίησης στην περιοχή γύρω από την 
εγκοπή του δοκιµίου 
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Ιδιότητες Υλικού 

 

Το µάρµαρο προσοµοιώθηκε σαν γραµµικά ελαστικό εγκαρσίως ισότροπο (ή 

ορθότροπο) υλικό µε τις σταθερές που αναφέρθηκαν στον πίνακα (3.1) του 3ου 

κεφαλαίου. 

 

Γεωµετρικές Ιδιότητες 

 

Η επίλυση του µοντέλου έγινε µε θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης. 

 

Αποτελέσµατα Αριθµητικής Επίλυσης 

 

Ακολουθούν αποτελέσµατα της αριθµητικής επίλυσης για τις παραµορφώσεις 

συναρτήσει του µήκους του τόξου που σχηµατίζουν τα µηκυνσιόµετρα των 

πραγµατικών µοντέλων. Τα αποτελέσµατα αφορούν τις ίδιες γραµµές µε αυτές της 

παραγράφου 5.2.2. 
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Σχήµα 5.33: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 2,3cm 
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Ακτίνα 3,8 cm

-2.0E-05

-1.5E-05

-1.0E-05

-5.0E-06

0.0E+00

5.0E-06

1.0E-05

1.5E-05

2.0E-05

2.5E-05

0.0E+00 2.0E+00 4.0E+00 6.0E+00 8.0E+00 1.0E+01 1.2E+01 1.4E+01

Μήκος τόξου (cm)

ε

strain εxx
strain εyy
strain εxy

Σχήµα 5.34: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 3,8cm 
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Σχήµα 5.35: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 5,8cm 
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5.4 Η ∆ΟΚΙΜΗ ΆΜΕΣΟΥ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΥ ΣΕ ∆ΟΚΙΜΙΑ ∆ΙΟΝΥΣΙΑΚΟΥ 

ΜΑΡΜΑΡΟΥ ΜΕ ΕΓΚΟΠΗ ΤΥΠΟΥ-U: ΙΣΟΤΡΟΠΟ ΜΟΝΤΕΛΟ 

 

Η προσοµοίωση της δοκιµής άµεσου εφελκυσµού πραγµατοποιήθηκε και για 

δοκίµια ∆ιονυσιακού µαρµάρου µε εγκοπή τύπου-U, υλικό το οποίο προσοµοιώθηκε 

σαν γραµµικά ελαστικό ισότροπο και σαν γραµµικά ελαστικό ορθότροπο. 

 

Γεωµετρία και ∆ιακριτοποίηση του Μοντέλου 

 

Η γεωµετρία του µοντέλου συµπίπτει µε τις πραγµατικές διαστάσεις της 

πειραµατικής διάταξης, καθώς δεν έχει χρησιµοποιηθεί συµµετρία. Οι διαστάσεις του 

µοντέλου είναι οι εξής (Σχήµα 5.36): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Πλάτος δοκιµίου:     16 cm 

• Ύψος δοκιµίου:     30 cm 

• Πλάτος υπό εξέταση σώµατος:  10 cm 

• Ύψος υπό εξέταση σώµατος:   12 cm 

• Μήκος εγκοπής:       1 cm 

• Πλάτος εγκοπής:    0,3 cm 

 

 
Σχήµα 5.37: ∆ιακριτοποίηση του µοντέλου Σχήµα 5.36: Γεωµετρία του µοντέλου
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Για την διακριτοποίηση του µοντέλου (Σχήµα 5.37) χρησιµοποιήθηκαν 7840 

τετράπλευρα και τριγωνικά στοιχεία επίπεδης παραµόρφωσης και 7883 κόµβοι. Οι 

θέσεις των κόµβων είναι καθορισµένες µε τέτοιο τρόπο ώστε να συµπίπτουν µε τις 

θέσεις των µηκυνσιοµέτρων στα δείγµατα, µε σκοπό την ακριβέστερη εξαγωγή 

αποτελεσµάτων για τα συγκεκριµένα σηµεία. Πιο συγκεκριµένα, τοποθετήθηκαν 

κόµβοι σε ακτίνες 3mm, 11,5mm, 22,5mm, 32,5mm από την κορυφή της εγκοπής, 

και ακτινικά σε 0°, 30°, 60°, 80° σε πολικές συντεταγµένες, όπως φαίνεται στα 

σχήµατα 5.38 και 5.39. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Συνοριακές Συνθήκες 

 

Στο µοντέλο εφαρµόστηκαν δύο συνοριακές συνθήκες, µε τις οποίες 

εφαρµόστηκε κύλιση (dx=0, dy=0) στον άξονα ΧΧ΄ και ΥΥ΄ γύρω από τον κεντρικό 

κόµβο του µοντέλου, προκειµένου να εξασφαλιστεί ότι καµία περιστροφή δεν θα 

εµφανιστεί κατά τη διάρκεια της επίλυσης (Σχήµα 5.40). Επίσης τα δοκίµια 

εφαρµόστηκε µέγιστο εφελκυστικό φορτίο 1,4kN (0,7kN σε κάθε οριζόντια πλευρά 

του δοκιµίου) που εφαρµόστηκε σε δέκα βήµατα (Σχήµα 5.41). 

Λόγω της συµµετρίας του µοντέλου δεν απαιτήθηκε καµία άλλη συνοριακή 

συνθήκη. 

 

Σχήµα 5.38 Σχηµατική αναπαράσταση της 
εγκοπής όπου διακρίνονται οι 
θέσεις των µηκυνσιοµέτρων για 
την καταγραφή των 
παραµορφώσεων 

Σχήµα 5.39: ∆ιακριτοποίηση εγκοπής 
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Ιδιότητες Υλικού 

 

Το µάρµαρο προσοµοιώθηκε σαν ελαστικό ισότροπο υλικό µε ελαστικές 

σταθερές E=85,5 GPa και ν=0,26. 

 

 

 
Σχήµα 5.40: Κύλιση (dx=0, dy=0) γύρω από το κέντρο του δοκιµίου 

 
Σχήµα 5.41: Εφελκυστικό φορτίο στην πάνω πλευρά του µοντέλου 
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Γεωµετρικές Ιδιότητες 

 

Η επίλυση του µοντέλου έγινε µε θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης (plane 

strain idealization). 

 

Αποτελέσµατα Αριθµητικής Επίλυσης 

 

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζονται κάποια από τα αποτελέσµατα της 

αριθµητικής επίλυσης, σχετικά µε τις συνιστώσες των παραµορφώσεων.  

Στα σχήµατα 5.42 και 5.43 παρουσιάζονται αποτελέσµατα που προκύπτουν 

από την αριθµητική επίλυση. Στο σχήµα 5.42 διακρίνεται η κατανοµή της 

κατακόρυφης ανηγµένης παραµόρφωσης ε22 στο ισότροπο δοκίµιο, ενώ στο σχήµα 

5.43 παρουσιάζεται η ίδια κατανοµή στην περιοχή της εγκοπής. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Έχουν επιλεχθεί τέσσερις πολικές γραµµές, ακτίνας από το κέντρο της 

εγκοπής 1,3cm 2,3cm 3,8cm 5,8cm. Οι τιµές των παραµορφώσεων στα 

διαγράµµατα έχουν φορά από πάνω προς τα κάτω (δεξιόστροφη). 

 

 

Σχήµα 5.42: Κατανοµή της κατακόρυφης 

ανηγµένης παραµόρφωσης ε22,για ισότροπο 

δοκίµιο. 

 
Σχήµα 5.43: Κατανοµή της κατακόρυφης 

ανηγµένης παραµόρφωσης ε22,για ισότροπο 

δοκίµιο κοντά στην εγκοπή. 
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-2.0E-06

-1.5E-06

-1.0E-06

-5.0E-07

0.0E+00

5.0E-07

1.0E-06

1.5E-06

2.0E-06

2.5E-06

0.0E+00 5.0E-01 1.0E+00 1.5E+00 2.0E+00 2.5E+00 3.0E+00 3.5E+00

Μήκος τόξου (cm)

ε
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Σχήµα 5.44: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 0,3cm 

 

Ακτίνα 11,5mm
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Σχήµα 5.45: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 1,15cm 
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Ακτίνα 22,5mm
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Σχήµα 5.46: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 2,25cm 

 

Ακτίνα 32,5mm
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ε
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Σχήµα 5.47: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 3,25cm 
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• Έχουν επιλεχθεί τρεις οριζόντιες ακτινικές γραµµές από την κορυφή της 

εγκοπής οι οποίες έχουν κλίση 0°, 30°, 60°, 80° και µήκος 3,5cm. Οι τιµές 

των παραµορφώσεων στα διαγράµµατα αρχίζουν από την κορυφή της 

εγκοπής. 

Κλίση 0o

-4.0E-06

-2.0E-06

0.0E+00

2.0E-06

4.0E-06

6.0E-06

8.0E-06

1.0E-05

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Απόσταση από την κορυφή της εγκοπής (cm)

ε

εxx εyy εxy

Σχήµα 5.48: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει της απόστασης από 

την κορυφή της εγκοπής µε κλίση 0° 
 

Κλίση 30o
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0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

Απόσταση από την κορυφή της εγκοπής (cm)

ε

εxx εyy εxy

Σχήµα 5.49: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει της απόστασης από 

την κορυφή της εγκοπής µε κλίση 30° 
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Κλίση 60o
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εxx εyy εxy

Σχήµα 5.50: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει της απόστασης από 

την κορυφή της εγκοπής µε κλίση 60° 

 

Κλίση 80o
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Σχήµα 5.51: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει της απόστασης από 

την κορυφή της εγκοπής µε κλίση 80° 
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5.5 Η ∆ΟΚΙΜΗ ΑΜΕΣΟΥ ΕΦΕΛΚΥΣΜΟΥ ΣΕ ∆ΟΚΙΜΙΑ ∆ΙΟΝΥΣΙΑΚΟΥ 

ΜΑΡΜΑΡΟΥ ΜΕ ΕΓΚΟΠΗ ΤΥΠΟΥ-U: ΟΡΘΟΤΡΟΠΟ ΜΟΝΤΕΛΟ 

 

Ο τρόπος σχεδιασµού και επίλυσης του µοντέλου είναι όµοιος µε τον τρόπο 

που εφαρµόστηκε για την αριθµητική επίλυση του ελαστικά ισότροπου µοντέλου µε 

εγκοπή τύπου-U. ∆ιαφορές εντοπίζονται µόνο στις ιδιότητες του υλικού. 

 

Γεωµετρία και ∆ιακριτοποίηση του Μοντέλου 

 

Η γεωµετρία του µοντέλου συµπίπτει µε τις πραγµατικές διαστάσεις της 

πειραµατικής διάταξης, καθώς δεν έχει χρησιµοποιηθεί συµµετρία. 

Για την διακριτοποίηση του µοντέλου χρησιµοποιήθηκαν 7840 τετράπλευρα 

και τριγωνικά στοιχεία επίπεδης παραµόρφωσης και 7883 κόµβοι. 

 

Συνοριακές Συνθήκες 

 

Οι συνοριακές συνθήκες που απαιτούνται για την επίλυση του µοντέλου είναι 

όµοιες µε αυτές που χρησιµοποιήθηκαν στην ενότητα 5.4 για την προσοµοίωση του 

µοντέλου. 

 

Ιδιότητες Υλικού 

 

Το µάρµαρο προσοµοιώθηκε σαν γραµµικά ελαστικό εγκαρσίως ισότροπο (ή 

ορθότροπο) υλικό (Σχήµα 5.26) µε τις σταθερές που αναφέρθηκαν στον πίνακα 3.1 

του 3ου κεφαλαίου. 

 

Γεωµετρικές Ιδιότητες 

 

Η επίλυση του µοντέλου έγινε µε θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης. 
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Αποτελέσµατα Αριθµητικής Επίλυσης 

 

Τα αποτελέσµατα από την αριθµητική επίλυση, σχετικά µε τις συνιστώσες 

των παραµορφώσεων είναι για τις ίδιες γραµµές εξέτασης όπως µε το ισότροπο 

µοντέλο εγκοπής-U. 

 

 

• Έχουν επιλεχθεί τέσσερις πολικές ηµικυκλικές γραµµές, ακτίνας από το 

κέντρο της εγκοπής 1,3cm 2,3cm 3,8cm 5,8cm. Οι τιµές των παραµορφώσεων 

στα διαγράµµατα έχουν φορά από πάνω προς τα κάτω (δεξιόστροφη). 
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Σχήµα 5.52: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 0,3cm 
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Ακτίνα 11,5mm
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Σχήµα 5.53: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 1,15cm 
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Σχήµα 5.54: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 2,25cm 
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Ακτίνα 32,5m
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Σχήµα 5.55: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει του µήκους τόξου 

ακτίνας 3,25cm 

 

• Έχουν επιλεχθεί τρεις οριζόντιες ακτινικές γραµµές από την κορυφή της 

εγκοπής οι οποίες έχουν κλίση 0°, 30°, 60°, 80° και µήκος 3,5cm. Οι τιµές 

των παραµορφώσεων στα διαγράµµατα αρχίζουν από την κορυφή της 

εγκοπής. 
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ε
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Σχήµα 5.56: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει της απόστασης από 

την κορυφή της εγκοπής µε κλίση 0° 
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Κλίση 30o
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Σχήµα 5.57: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει της απόστασης από 

την κορυφή της εγκοπής µε κλίση 30° 
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Σχήµα 5.58: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει της απόστασης από 

την κορυφή της εγκοπής µε κλίση 60° 
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Κλίση 80o
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Σχήµα 5.59: ∆ιάγραµµα της µεταβολής των παραµορφώσεων συναρτήσει της απόστασης από 

την κορυφή της εγκοπής µε κλίση 80° 

 

5.6 ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗΣ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΚΑΙ 

ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ 

 

5.6.1 Σύγκριση αποτελεσµάτων για τα µοντέλα µε ηµικυκλική εγκοπή 

 

Τα συγκριτικά αποτελέσµατα από την αριθµητική επίλυση για την περίπτωση 

της προσοµοίωσης του ∆ιονυσιακού µαρµάρου σαν ισότροπο και ορθότροπο 

ελαστικό υλικό µε ηµικυκλική εγκοπή ακτίνας 1cm, φαίνονται στο σχήµα 5.60 όπου 

διακρίνεται η µεταβολή της παραµόρφωσης στα δοκίµια σύµφωνα µε ένα καρτεσιανό 

σύστηµα αναφοράς κατά µήκος ενός ηµικυκλικού περιγράµµατος µε ακτίνα 13mm 

γύρω από την εγκοπή. Περιέχονται και οι διαµήκεις (γεµάτα σύµβολα) και οι 

εγκάρσιες (κενά σύµβολα) παραµορφώσεις. 
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Από αυτό το διάγραµµα είναι εµφανές ότι οι παραµορφώσεις της περίπτωσης 

που το υλικό θεωρείται ορθότροπο (τετραγωνικά σύµβολα) υπερβαίνουν τις 

αντίστοιχες τιµές των παραµορφώσεων του ισότροπου µοντέλου (ροµβικά σύµβολα). 

Η διαφορά στις τιµές είναι πιο έντονη (περίπου 20%) για τις διαµήκεις 

παραµορφώσεις στην µέση του ηµικυκλίου της εγκοπής. 

Η ίδια απόκλιση στις τιµές των παραµορφώσεων υπάρχει και για το µοντέλο 

µε ηµικυκλική εγκοπή ακτίνας 2cm (σχήµα 5.61), πάλι σύµφωνα µε ένα καρτεσιανό 

σύστηµα αναφοράς κατά µήκος ενός ηµικυκλικού περιγράµµατος αλλά µε ακτίνα 

23mm γύρω από την εγκοπή. Η µόνη διαφορά που µπορεί να εντοπιστεί είναι κατά 

τις εγκάρσιες παραµορφώσεις η απόκλιση ανάµεσα στο ισότροπο και ορθότροπο 

µοντέλο στις 45° και -45° του ηµικυκλικού περιγράµµατος παρατηρείται η µέγιστη 

απόκλιση, ενώ στη µέση της εγκοπής παρατηρείται σύγκλιση, σε αντίθεση µε τα 

αποτελέσµατα από την εγκοπή µε ακτίνα 1cm, όπου στα συγκεκριµένα αποτελέσµατα 

παρατηρείται η ίδια απόκλιση.  

 

 

Σχήµα 5.60: Η µεταβολή των παραµορφώσεων στο ισότροπο και ορθότροπο µοντέλο µε ακτίνα 

εγκοπής 10mm. 
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Στο σχήµα 5.62 η µεταβολή της εγκάρσιας παραµόρφωσης κατά µήκος της 

γραµµής για θ=0º σχεδιάζεται µε βάση τις πειραµατικές µετρήσεις (κενά σύµβολα και 

διακεκοµµένη γραµµή), καθώς επίσης και από την αριθµητική επίλυση (γεµισµένα 

σύµβολα και συνεχείς γραµµές). Τα αποτελέσµατα της αριθµητικής επίλυσης 

σχεδιάζονται και για το ισότροπο και για το ορθότροπο µοντέλο (ροµβικά και 

τριγωνικά σύµβολα, αντίστοιχα). Και στις τρεις περιπτώσεις οι παραµορφώσεις έχουν 

µειωθεί πέρα από την αντίστοιχη µέγιστη τιµή, δηλαδή την τιµή για r/ρ=1.3. Από το 

σχήµα 5.62 προκύπτει το συµπέρασµα ότι τα αποτελέσµατα των αριθµητικών 

προσοµοιώσεων είναι σε πολύ καλή συµφωνία µε εκείνα της πειραµατικής µελέτης. 

Τα αριθµητικά αποτελέσµατα υπερβαίνουν ελαφρώς τα πειραµατικά όταν r/ρ≥2. Για 

τιµές r/ρ<2 τα πειραµατικά αποτελέσµατα έχουν ελαφρώς αυξηµένη τιµή σε σχέση µε 

τα αριθµητικά. Αυτή η συµπεριφορά µπορεί να αιτιολογηθεί µε βάση το ότι η 

θεώρηση γραµµικότητας που υιοθετείται από την αριθµητική επίλυση δεν ισχύει όταν 

το r/ρ≤2, δεδοµένου ότι αυτή η περιοχή βρίσκεται µέσα στην ζώνη διαδικασίας όπου 

υπάρχει έντονη ανάπτυξη µικρο-ρωγµών. 
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Σχήµα 5.61: Η µεταβολή των παραµορφώσεων στο ισότροπο και ορθότροπο µοντέλο µε 

ακτίνα εγκοπής 20mm. 

Orthotropic model 
 

Isotropic model 

Longitudinal strain
 

Transverse strain
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5.6.2 Σύγκριση αποτελεσµάτων για τα µοντέλα µε εγκοπή τύπου-U 

 

Τα συγκριτικά αποτελέσµατα από την αριθµητική επίλυση για την περίπτωση 

της προσοµοίωσης του ∆ιονυσιακού µαρµάρου σαν ισότροπο και ορθότροπο 

ελαστικό υλικό µε εγκοπή τύπου-U µε βάθος σχισµής 1cm, φαίνονται στα σχήµατα 

που ακολουθούν. Η σύγκριση γίνεται ανάµεσα στα ισότροπα και ορθότροπα µοντέλα 

για τις διαµήκεις και εγκάρσιες παραµορφώσεις και για φορτίο 50% και 100% του 

µέγιστου φορτίου, σύµφωνα µε ένα καρτεσιανό σύστηµα αναφοράς κατά µήκος ενός 

ηµικυκλικού περιγράµµατος µε ακτίνα 3mm και 11,5cm γύρω από την εγκοπή. 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.62: Η µεταβολή της εγκάρσιας παραµόρφωσης σύµφωνα µε τα αριθµητικά και τα 

πειραµατικά αποτελέσµατα (Kourkoulis and Agioutantis, 2004) 
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Σχήµα 5.63: Η µεταβολή των παραµορφώσεων στο ισότροπο και ορθότροπο µοντέλο για 

παράλληλη απόσταση 3mm από την εγκοπή για φορτίο 50% του µεγίστου. 
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Σχήµα 5.64: Η µεταβολή των παραµορφώσεων στο ισότροπο και ορθότροπο µοντέλο για 

παράλληλη απόσταση 3mm από την εγκοπή για φορτίο 100% του µεγίστου 

 

 

 

 

Orthotropic model 
 

Isotropic model 

Longitudinal 

strain 

Transverse 

strain 

Longitudinal 

strain 

Transverse 

strain 

Orthotropic model 
 

Isotropic model 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5Ο                                      ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΗ ΕΠΙΛΥΣΗ ΜΕ ΤΗΝ ΜΕΘΟ∆Ο ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ  

 111

-4.0E-01

-2.0E-01

0.0E+00

2.0E-01

4.0E-01

6.0E-01

8.0E-01

1.0E+00

0.0E+00 1.0E+06 2.0E+06 3.0E+06 4.0E+06 5.0E+06 6.0E+06

Arc Length (cm)

St
ra

in
   

 

Σχήµα 5.65: Η µεταβολή των παραµορφώσεων στο ισότροπο και ορθότροπο µοντέλο για 

παράλληλη απόσταση 11,5mm από την εγκοπή για φορτίο 50% του µεγίστου. 
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Σχήµα 5.66: Η µεταβολή των παραµορφώσεων στο ισότροπο και ορθότροπο µοντέλο για 

παράλληλη απόσταση 11,5mm από την εγκοπή για φορτίο 100% του µεγίστου. 

 

 Στο σχήµα 5.67 σχεδιάζεται η µεταβολή της εγκάρσιας παραµόρφωσης κατά 

µήκος της γραµµής για θ=0º σχεδιάζεται µε βάση τις πειραµατικές µετρήσεις, καθώς 

επίσης και από την αριθµητική επίλυσης. Τα αποτελέσµατα της αριθµητικής επίλυσης 

σχεδιάζονται και για το ισότροπο και για το ορθότροπο. 

 Επίσης στα σχήµατα 5.68 και 5.69 σχεδιάζεται σε πολικό διάγραµµα η 

ανηγµένη διαµήκης και εγκάρσια παραµόρφωση για µήκος τόξου 1,15cm γύρω από 

την εγκοπή. 

Orthotropic model
 

Isotropic model 
Longitudinal strain
 

Transverse strain

Orthotropic model

 

Isotropic model 
Long/nal stain. 
 

Tran/rse stain.
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Σχήµα 5.67: Ακτινικό διάγραµµα ανηγµένης εγκάρσιας παραµόρφωσης για 0° µοίρες από την 

άκρη της εγκοπής µέχρι το µέσο του δοκιµίου 
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Σχήµα 5.68: Πολικό διάγραµµα ανηγµένης διαµήκης παραµόρφωσης για µήκος τόξου 1,15cm 

από την εγκοπή 
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Σχήµα 5.69: Πολικό διάγραµµα ανηγµένης εγκάρσιας παραµόρφωσης για µήκος τόξου 1,15cm 

από την εγκοπή 
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5.6.3 Σύγκριση αποτελεσµάτων από συνδυασµό όλων των µοντέλων 

 

Στα διαγράµµατα που ακολουθούν γίνεται σύγκριση µεταξύ των 

αποτελεσµάτων από τα µοντέλα µε εγκοπή-U και για το ισότροπο και για το 

ορθότροπο µοντέλο, και για τα µοντέλα µε ηµικυκλική εγκοπή µε ακτίνα 1cm. Τα 

διαγράµµατα αρχίζουν από το κέντρο του δοκιµίου κατά µήκος όλου του πλάτους του 

µοντέλου µέχρι την κορυφή των εγκοπών και δίνουν τις µεταβολές των 

παραµορφώσεων εxx, εyy, εxy, αντίστοιχα σε κάθε διάγραµµα. Η σύγκριση γίνεται 

µεταξύ των διαφορετικών γεωµετριών των µοντέλων και µεταξύ των ισότροπων και 

ορθότροπων µοντέλων. 
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Σχήµα 5.70: Η µεταβολή της διαµήκων παραµορφώσεων στο ισότροπο και ορθότροπο µοντέλο 

για όλους τους τύπους εγκοπής.. 
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Σχήµα 5.71: Η µεταβολή των εγκαρσιων παραµορφώσεωνς στο ισότροπο και ορθότροπο 

µοντέλο για όλους τους τύπους εγκοπής.. 
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Σχήµα 5.72: Η µεταβολή των διατµητικών παραµορφώσεων στο ισότροπο και ορθότροπο 

µοντέλο για όλους τους τύπους εγκοπής.. 

 

 Παρατηρώντας τα διαγράµµατα των διαµήκων και εγκάρσιων 

παραµορφώσεων συµπεραίνεται ότι για τις διαµήκες παραµορφώσεις ο συντελεστής 

µεταβολής των τάσεων από το κέντρο του δοκιµίου µέχρι την εγκοπή για την µεν 

ηµικυκλική είναι περίπου 2,5 ενώ για την εγκοπή τύπου-U είναι περίπου 10 µε τις 

τιµές των ορθότροπων µοντέλων να είναι λίγο µεγαλύτερες, αντίστοιχα είναι και τα 

αποτελέσµατα που εξάγονται και από το διάγραµµα των εγκάρσιων παραµορφώσεων. 

Συµπέρασµα αυτών είναι ότι οι εγκοπές τύπου-U σε σχέση µε τις ηµικυκλικές 

εγκοπές επιφέρουν πολύ µεγαλύτερες συγκεντρώσεις τάσεων, που είναι πολύ λογικό 

αφού όσο τείνει η εγκοπή να πάρει την µορφή σχισµής τόσο αυξάνεται και ο 

συντελεστής συγκέντρωσης τάσεων. 

 Τέλος παρατηρώντας το τελευταίο διάγραµµα των διατµητικών 

παραµορφώσεων γίνεται σαφής ότι οι διατµητικές παραµορφώσεις κατά µήκος στο 

µέσο του δοκιµίου τείνουν στο µηδέν όπως είναι και θεωρητικά σωστό. 
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ΚΚΕΕΦΦΑΑΛΛΑΑΙΙΟΟ   66ΟΟ   

ΣΣΥΥΜΜΠΠΕΕΡΡΑΑΣΣΜΜΑΑΤΤΑΑ  ΚΚΑΑΙΙ   ΠΠΡΡΟΟΤΤΑΑΣΣΕΕΙΙΣΣ   

 

6.1 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

 Στην παρούσα εργασία µελετήθηκε το πρόβληµα του άµεσου εφελκυσµού σε 

δοκίµια τύπου dogbone µε διαφορετικές γεωµετρίες εγκοπών µε την συµβολή της 

Μεθόδου των Πεπερασµένων Στοιχείων. Όσον αφορά τα υλικά, το πρόβληµα 

επικεντρώθηκε στο ∆ιονυσιακό µάρµαρο, ενώ τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από 

την αριθµητική επίλυση συγκρίθηκαν µε πειραµατικά αποτελέσµατα από µια σειρά 

δοκιµών άµεσου εφελκυσµού που έλαβε χώρα στο εργαστήριο αντοχής υλικών του 

Ε.Μ.Π. 

 Η αριθµητική επίλυση µε την Μέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων, 

πραγµατοποιήθηκε σε δύο διαστάσεις µε την θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης. Η 

διακριτοποίηση των µοντέλων έγινε µε τρόπο ώστε οι διαστάσεις τους να συµπίπτουν 

µε αυτές των πραγµατικών δοκιµίων. Το ∆ιονυσιακό µάρµαρο προσοµοιώθηκε σαν 

ισότροπο ελαστικό υλικό, αλλά και σαν γραµµικά ελαστικό εγκαρσίως ισότροπο 

υλικό. Η µελέτη αυτή στο πρώτο µέρος της επικεντρώνεται στην µοντελοποίηση 

δοκιµίων µε ηµικυκλική εγκοπή ακτίνας 1 και 2cm, ενώ στο δεύτερο µέρος σε 

δοκίµια µε εγκοπή τύπου-U µήκους 1cm και πλάτους 0,3cm. 

 Ανακεφαλαιώνοντας, από την εργασία αυτή προέκυψαν τα ακόλουθα 

συµπεράσµατα: 

 

• Για τα µοντέλα µε ηµικυκλική εγκοπή 1cm και 2cm όπως και για τα µοντέλα 

µε εγκοπή τύπου-U, οι παραµορφώσεις πολικά γύρω από την εγκοπή στη 

περίπτωση που το υλικό θεωρείται ορθότροπο υπερβαίνουν τις αντίστοιχες 

τιµές των παραµορφώσεων του ισότροπου µοντέλου. Η διαφορά στις τιµές 

είναι πιο έντονη για τις διαµήκεις παραµορφώσεις στην µέση του ηµικυκλίου. 
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• Μια ζώνη διαδικασίας (process zone) αναπτύσσεται γύρω από την κορώνα 

των εγκοπών ανεξαρτήτου γεωµετρίας, δίνοντας τη µακροσκοπική σχέση 

αξονικής τάσης-αξονικής παραµόρφωσης µη-γραµµική από τα αρχικά βήµατα 

φόρτισης. 

• Ένα ακόµα στοιχείο στα αποτελέσµατα της σύγκρισης αριθµητικών και 

πειραµατικών δεδοµένων µε τη θεωρία, όσον αφορά τα διαµήκη διαγράµµατα, 

είναι η σωστή απεικόνιση της εµφάνισης «κοιλιάς» στην κεντρική περιοχή 

του δοκιµίου. Τα περισσότερα πειραµατικά καθώς και τα αριθµητικά 

δεδοµένα αναπαριστούν σωστά το τασικό πεδίο στην περιοχή αυτή, 

πλησιάζοντας επαρκώς την µηδενική τιµή. 

• Η ηµικυκλική εγκοπή ενισχύει τις εγκάρσιες παραµορφώσεις κατά 2,7 φορές 

ενώ η εγκοπή τύπου-U κατά 10 φορές, αποτελέσµατα που συµφωνούν µε τα 

πειραµατικά δεδοµένα και την θεωρεία. 

• Η επιρροή της ηµικυκλικής εγκοπής αποβάλλεται γρήγορα: Για r/ρ≥2 είναι 

σχεδόν αµελητέα. 

• Τα αποτελέσµατα της αριθµητικής επίλυσης είναι σε πολύ καλή συµφωνία µε 

τα αντίστοιχα πειραµατικά, ειδικά για τα µοντέλα µε ηµικυκλική εγκοπή. 

• Αποκλίσεις παρατηρούνται για τα σηµεία που βρίσκονται πολύ κοντά ή µέσα 

στη ζώνη διαδικασίας. 

• Οι διαφορές των αποτελεσµάτων µεταξύ ισότροπων και ορθότροπων 

µοντέλων δεν υπερβαίνουν το 20%. 

 

 Ολοκληρώνοντας την διπλωµατική αυτή εργασία, πρέπει να αναφερθούν οι 

αδυναµίες της. Ξεκινώντας από το ίδιο το υλικό, το µάρµαρο ∆ιονύσου, πρέπει να 

γίνει κατανοητό στον αναγνώστη, ότι η προσέγγιση του, ως ισότροπο ή εγκαρσίως 

ισότροπο , δεν είναι απολύτως σωστή. Ενώ στις περισσότερες πρακτικές περιπτώσεις 

η παραδοχή αυτή δεν οδηγεί σε µεγάλα σφάλµατα, το γεγονός παραµένει ότι, 

αυστηρώς ορισµένο, το µάρµαρο ∆ιονύσου παραµένει ένα ανισότροπο υλικό.  

 Οι δύο διευθύνσεις για τις οποίες έγινε η θεώρηση του ισότροπου υλικού στην 

πραγµατικότητα έχουν µία απόκλιση της τάξεως του 6% στο µέτρο ελαστικότητας 

και 10,5% στην εφελκυστική αντοχή. Γίνεται κατανοητό, ότι ενώ οι αποκλίσεις αυτές 

γίνονται αποδεκτές, µπορούν να οδηγήσουν σε παρεκκλίσεις από την 

πραγµατικότητα οι οποίες οφείλουν να σηµειωθούν. 
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 Ένα ακόµα σηµείο το οποίο πρέπει να επισηµανθεί είναι η παραδοχή της 

γραµµικότητας που έγινε στο αριθµητικό προσοµοίωµα. Παρότι κάτι τέτοιο ισχύει 

µέχρι και το 67%, περίπου, της τάσης θραύσεως του υλικού, η παραδοχή αυτή είναι 

εσφαλµένη σε ολοένα και µεγαλύτερο βαθµό όσο η φόρτιση πλησιάζει την τιµή 

θραύσεως. 

 

6.2 ΠΡΟΤΑΣΕΙΣ 

 

 Για την περαιτέρω µελέτη του προβλήµατος του άµεσου εφελκυσµού, 

προτείνεται η προσοµοίωση του προβλήµατος µε την Μέθοδο των Πεπερασµένων 

Στοιχείων σε τρεις διαστάσεις, για την λεπτοµερέστερη εξαγωγή αποτελεσµάτων 

σχετικά µε το πεδίο τάσεων και παραµορφώσεων. Επίσης, το πρόβληµα θα µπορούσε 

να µελετηθεί συναρτήσει της επίδρασης του µεγέθους (size effect) των δοκιµίων, 

καθώς είναι γνωστό ότι η αντοχή των υλικών εξαρτάται και από το µέγεθος των 

δοκιµίων. 

 Ακόµα θα µπορούσε να πραγµατοποιηθεί υπολογισµός της ελαστοπλαστικής 

περιοχής (elastic-plastic boundary condition) γύρω από τις εγκοπές, για σύγκριση µε 

την πειραµατική ζώνη διαταραχής (process zones) που δηµιουργείται γύρω από τις 

εγκοπές στα πειραµατικά δοκίµια. 
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