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« ÂÓ›ÎÈÓÁ ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÔÎÔ„fl·Ú Ù˘Ì ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì Í·È È‰È·flÙÂÒ· ÛÙÁÌ

Í·ÙÁ„ÔÒfl· Ù˘Ì ·Ò‹ÎÎÁÎ˘Ì ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ˛Ì, ·Ì·‰Âfl˜ËÁÍÂ Û' ›Ì·Ì ·¸ ÙÔıÚ ÛÁÏ·ÌÙÈ-

Í¸ÙÂÒÔıÚ ·Ò‹„ÔÌÙÂÚ „È· ÙÁÌ ·Ì‹ÙıÓÁ ·Ô‰ÔÙÈÍ˛Ì Âˆ·ÒÏÔ„˛Ì. ∏ÙÛÈ Í·È Ô ıÔÎÔ„ÈÛ-

Ï¸Ú ÏÂ„‹ÎÁÚ - ÍÎflÏ·Í·Ú ·ÒÈËÏÁÙÈÍ˛Ì ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎ· ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ· ›˜ÂÈ

„flÌÂÈ ›Ì· ·¸ Ù· ÍÂÌÙÒÈÍ‹ Ë›Ï·Ù· ÙÁÚ ¡ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ¡Ì‹ÎıÛÁÚ Í·È Ù˘Ì ≈ÈÛÙÁÏÔÌÈÍ˛Ì

’ÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì (Scientific Computing) „ÂÌÈÍ¸ÙÂÒ·. ÃÈ· ÂÒÂıÌÁÙÈÍfi ÂÒÈÔ˜fi, ÛÙÁÌ

ÔÔfl· ı‹Ò˜ÂÈ ‹ÏÂÛÁ Âfl‰Ò·ÛÁ, ÂflÌ·È ·ıÙfi Ù˘Ì ·ÒÈËÏÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÂflÎıÛÁÚ

ƒÈ·ˆÔÒÈÍ˛Ì ≈ÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÏÂ ÃÂÒÈÍ›Ú –·Ò·„˛„ÔıÚ. ∏ÙÛÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ, ¸˘Ú ·ıÙfi ÙÁÚ

Collocation ‚·ÛÈÛÏ›ÌÁ ÛÙ· Hermite bi-cubic ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ˜Âfl·, ‹Ò˜ÈÛ·Ì Ì· ›˜ÔıÌ

Ò·ÍÙÈÍ›Ú Âˆ·ÒÏÔ„›Ú ÛÙÈÚ ‰ıÔ Í·È ÙÒÂÈÚ ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ, „È· ≈ÎÎÂÈÙÈÍ‹ ÍıÒfl˘Ú –ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·

”ıÌÔÒÈ·Í˛Ì ‘ÈÏ˛Ì (–”‘). ≈ÂÈ‰fi, ¸Ï˘Ú ÔÈ ÍÎ·ÛÛÈÍÔfl ·Î„¸ÒÈËÏÔÈ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ

ÂflÎıÛÁÚ Ù˘Ì ·Ò·„¸ÏÂÌ˘Ì ·Ò·È˛Ì Í·È „ÂÌÈÍ˛Ì „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì, ·‰ıÌ·ÙÔ˝Ì

Ì· ÂÍÏÂÙ·ÎÎÂıÙÔ˝Ì ÙÈÚ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙÂÚ Ù˘Ì ·Ò‹ÎÎÁÎ˘Ì ÏÁ˜·Ì˛Ì, ›˜ÂÈ ‰ÔËÂfl Í˝ÒÈ·

›Ïˆ·ÛÁ ÛÙÁÌ ·Ò·ÎÎÁÎÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì ÛÂÈÒÈ·Í˛Ì ·Î„ÔÒflËÏ˘Ì, ˛ÛÙÂ Á ·ÂÈÍ¸ÌÈÛfi ÙÔıÚ

ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎÂÚ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú Ì· ÂflÌ·È ‚›ÎÙÈÛÙ· ·Ô‰ÔÙÈÍfi.

”ÙÔ ÌÂ˝Ï· ¸Î˘Ì Ù˘Ì ·Ò·‹Ì˘ Ô Í˝ÒÈÔÚ ÛÙ¸˜ÔÚ ÙÁÚ ·ÒÔ˝Û·Ú ‰È·ÙÒÈ‚fiÚ ÂflÌ·È,

·Ò˜ÈÍ‹ ÛÂ ÛÂÈÒÈ·Í¸ ÂflÂ‰Ô, Á ‰ÈÂÒÂ˝ÌÁÛÁ ÙÁÚ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹Ú Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì

„È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÏÂ„‹ÎÁÚ Ù‹ÓÁÚ, ¸˘Ú ·ıÙ¸ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸

ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÂÎÎÂÈÙÈÍ˛Ì ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÙÈÏ˛Ì Í‹ÌÔÌÙ·Ú ˜ÒfiÛÁ ÙÁÚ

ÏÂË¸‰Ôı collocation, Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Á Í·Ù·ÛÍÂıfi ·Ô‰ÔÙÈÍ˛Ì ·Î„ÔÒflËÏ˘Ì „È· ÙÁÌ

Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔıÚ ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎÂÚ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú.
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√È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ Ù˘Ì collocation „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì ›˜ÔıÌ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ÛÙÔ

·ÒÂÎË¸Ì ÍıÒfl˘Ú stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ, „È· ÙÈÚ ÔÔflÂÚ ›˜ÔıÏÂ ·ÒÔıÛÈ‹ÛÂÈ

Í·È ıÎÔÔÈfiÛÂÈ ÛÙÔ Ò¸Ûˆ·ÙÔ ·ÒÂÎË¸Ì ·Ò‹ÎÎÁÎÔıÚ ·Î„ÔÒflËÏÔıÚ „È· ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú

‚·ÛÈÛÏ›ÌÂÚ ÛÙÁÌ ÙÂ˜ÌÔÎÔ„fl· Ù˘Ì transputers Í·È „È· ÂÈÍÔÌÈÍ›Ú ·Ò‹ÎÎÁÎÂÚ ÏÁ˜·Ì›Ú

ÎÔ„ÈÍÔ˝ Ù˝Ôı (PVM). ‘· „Ò·ÏÏÈÍ‹ ·ıÙ‹ ÛıÛÙfiÏ·Ù· ›˜ÔıÌ ÒÔÍ˝¯ÂÈ Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ

block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈ· ·ÒflËÏÁÛÁ ·„Ì˛ÛÙ˘Ì Í·È ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì, ¸˘Ú ·ıÙfi ›˜ÂÈ ÒÔÙ·ËÂfl ·¸

ÙÔÌ ». –··ËÂÔ‰˛ÒÔı . ”Â ÏÈ· ÈÔ Ò¸Ûˆ·ÙÁ ÂÒ„·Ûfl· ÙÔıÚ ÔÈ Lai, X·ÙÊÁ‰fiÏÔÚ,

Xo˝ÛÙÁÚ Í·È Rice ·ÒÔıÛfl·Û·Ì ÏÈ· Ì›· ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈÔı flÌ·Í·,

¸Ôı Á ‚›ÎÙÈÛÙÁ SOR stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂÏˆ‹ÌÈÊÂ Ù·˜˝ÙÂÒÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ

·¸ ÙÈÚ ÈÔ „Ì˘ÛÙ›Ú stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ, ·ÎÎ‹ Í·È ·¸ ÙÁÌ non-stationary

Jacobi preconditioned GMRES(50). « fl‰È· ‰È·Ï›ÒÈÛÁ Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl „È· ¸ÎÂÚ ÙÈÚ

Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ Ôı Ë· ÏÂÎÂÙÁËÔ˝Ì ÛÙÁÌ ·ÒÔ˝Û· ‰È·ÙÒÈ‚fi.

”ÙÔ Ò˛ÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÛıÌÔÙÈÍ‹ ÔÈ ‚·ÛÈÍ¸ÙÂÒÂÚ stationary Í·È non-

stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ, ÔÈ ÔÔflÂÚ ÂflÌ·È Í·Ù‹ÎÎÁÎÂÚ „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ Ù˘Ì collo-

cation „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì. ≈flÛÁÚ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÔÈ ÍıÒÈ¸ÙÂÒÂÚ ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú precondi-

tioning Í·Ë˛Ú Í·È Ù· ÈÔ ÛıÌÁËÈÛÏ›Ì· ÍÒÈÙfiÒÈ· ÂÎ›„˜Ôı Û˝„ÍÎÈÛÁÚ Ù˘Ì Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì

ÏÂË¸‰˘Ì.

”ÙÔ ‰Â˝ÙÂÒÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÙ·È Á ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÎıÛÁÚ –”‘ Collo-

cation ‚·ÛÈÛÏ›ÌÁ ÛÙ· Hermite bi-cubic ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ˜Âfl· „È· ÙÔ Poisson Ò¸‚ÎÁÏ·,

ÙÔ ÔÔflÔ Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ˘Ú Ò¸‚ÎÁÏ· ÏÔÌÙ›ÎÔ. AÍ¸Ï· ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Á ÏÔÒˆfi

ÙÔı collocation „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈ· ·ÒflËÏÁÛÁ

·„Ì˛ÛÙ˘Ì Í·È ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì.

”ÙÔ ÙÒflÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ „flÌÂÙ·È ÏÂÎ›ÙÁ ÙÁÚ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹Ú Ù˘Ì ÙÒÈ˛Ì non-stationary

Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì ORTHOMIN, GMRES(m) Í·È BiCGSTAB ÏÂ Ù·ıÙ¸˜ÒÔÌÁ

‰ÈÂÒÂ˝ÌÁÛÁ ÙÁÚ ·Ô‰ÔÙÈÍ¸ÙÂÒÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ preconditioning ·Ì‹ÏÂÛ· ÛÙÈÚ Jacobi, SSOR

Í·È SGS, ÔÈ ÔÔflÂÚ ‰ÂÌ ··ÈÙÔ˝Ì ÂÈÎ›ÔÌ Í¸ÛÙÔÚ Í·Ù·ÛÍÂıfiÚ. ≈È‰ÈÍ¸ÙÂÒ· „È·

ÙÁÌ GMRES(m) ›„ÈÌ·Ì ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ „È· ‰È‹ˆÔÒÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı
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Â·ÌÂÍÍflÌÁÛÁÚ m. ºÛÔ ·ˆÔÒ‹ ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô ·oËfiÍÂıÛÁÚ ÙÔı collocation flÌ·Í·

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ Á ÍÎ·ÛÛÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ ·Ò·È‹Ú ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ Í·Ù‹ ÛÙfiÎÂÚ Í·È ·ıÙfi

ÙÁÚ block ÏÔÒˆfiÚ. « ‰È·ˆÔÒ‹ ·Ì‹ÏÂÛ· ÛÙÈÚ ‰ıÔ ÏÔÒˆ›Ú ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ, ¸ÛÔ ·ˆÔÒ‹

ÙÈÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍ›Ú Ò‹ÓÂÈÚ, ÂflÌ·È ¸ÙÈ ÛÙÁÌ Ò˛ÙÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È Á ·ÙÂÎfiÚ

·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁ „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ Ù˘Ì preconditioned „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì, „Â„ÔÌ¸Ú

Ôı ›˜ÂÈ ‹ÏÂÛÁ Âfl‰Ò·ÛÁ ÛÙÁ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı,

¸˘Ú ÒÔ›Íı¯Â ·¸ ÙÈÚ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ Í·È Â·ÎÁËÂ˝ÙÁÍÂ ·¸ ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ

Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì Ritz. ‘Ô Ï›ÒÔÚ ·ıÙfiÚ ÙÁÚ ÂÒÂıÌÁÙÈÍfiÚ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú ·ÒÔıÛÈ‹ÛÙÁÍÂ ÏÂ ÙÁÌ

ÂÒ„·Ûfl· ÏÂ ÙflÙÎÔ
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ÛÙÔ ‰ÈÂËÌ›Ú ÛıÌ›‰ÒÈÔ HERCMA'98 ÛÙÁÌ ¡ËfiÌ·. ”ÙÔ fl‰ÈÔ

ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ÂflÛÁÚ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ‰ÔÍÈÏ›Ú ·Ì‹ÏÂÛ· ÛÙÁÌ ·Ô‰ÔÙÈÍ¸ÙÂÒÁ

Ù˘Ì non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì SSOR preconditioned BiCGSTAB Í·È ÛÙÁÌ

SOR, Á ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl·
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, Á ÔÔfl· ·ÒÔıÛÈ‹ÛÙÁÍÂ ÛÙÔ ‰ÈÂËÌ›Ú ÛıÌ›‰ÒÈÔ 5th IMACS on

Iterative methods in Scientific Computing ÛÙÔ «Ò‹ÍÎÂÈÔ ÙÔ 2001. »· Ò›ÂÈ Ì· ÛÁÏÂÈ˘ËÂfl

¸ÙÈ Á ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ Ù˘Ì non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì, ¸˘Ú ·ıÙfi ÒÔÍ˝ÙÂÈ

·¸ ÙÈÚ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ‰ÔÍÈÏ›Ú, Â·ÎÁËÂ˝ÙÁÍÂ Í·È ·¸ ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì Ritz, Á

ÔÔfl· ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÙ·È ÛÙÔ ·Ò·‹Ì˘ ÙÏfiÏ· ÙÁÚ ›ÒÂıÌ·Ú.

To Ù›Ù·ÒÙÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÈ ÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi Í·È ıÎÔÔflÁÛÁ ·Ò‹ÎÎÁÎ˘Ì

·Î„ÔÒflËÏ˘Ì „È· ÙÈÚ ·Ô‰ÔÙÈÍ¸ÙÂÒÂÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ Í‹ËÂ Í·ÙÁ„ÔÒfl·Ú, ‰ÁÎ·‰fi

ÙÁÚ SOR Í·È ÙÁÚ SSOR preconditioned BiCGSTAB, „È· ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú ÍÔÈÌfiÚ Í·È

‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ ÏÌfiÏÁÚ. EÂÈ‰fi Á ‰ÔÏfi ÙÔı collocation flÌ·Í· ÛÂ block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈ·

ÏÔÒˆfi Ô‰Á„Âfl ÛÂ ·ıÛÙÁÒ‹ ÛÂÈÒÈ·ÍÔ˝Ú ·Î„ÔÒflËÏÔıÚ Í·È „È· ÙÈÚ ‰ıÔ ÒÔ·Ì·ˆÂÒËfiÛÂÚ

ÏÂË¸‰ÔıÚ, ›„ÈÌÂ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÂÌ¸Ú ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ÔÏÔÈ¸ÙÁÙ·Ú ÛÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÏÂ

·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ô collocation flÌ·Í·Ú Ì· ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÙÂfl ÛÙÁÌ 2-cyclic Í·ÌÔÌÈÍfi ÏÔÒˆfi ÙÔı.

œ ·Ò·‹Ì˘ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸Ú ÔÏÔÈ¸ÙÁÙ·Ú ÈÛÔ‰ıÌ·ÏÂfl ÏÂ ÙÁÌ red-black Â·Ì·ÒflËÏÁÛÁ

n';



·„Ì˛ÛÙ˘Ì Í·È ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì, ‚·ÛÈÛÏ›ÌÁ ‹ÌÙ· ÛÙÁÌ fl‰È· ‰È·Ï›ÒÁÛÁ ÙÔı collocation flÌ·Í·.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Âˆ·ÒÏ¸ÛÙÁÍÂ ›Ì·Ú ÂÈÎ›ÔÌ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸Ú ÛÙÔ red-black collocation

„Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· Ï›Û˘ ÙÔı ÔÔflÔı ‰ÈÎ·ÛÈ‹ÛÙÁÍÂ Ô ·Ò·ÎÎÁÎÈÛÏ¸Ú ÙÔı. H Ì›·

·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì Ritz ›‰ÂÈÓÂ ¸ÙÈ Á SSOR preconditioned BiCGSTAB ÂÓ·ÍÔÎÔıËÂfl Ì·

ËÂ˘ÒÂflÙ·È ˘Ú ÙÁÌ ·Ô‰ÔÙÈÍ¸ÙÂÒÁ Ù˘Ì non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì Í·È „È·

ÙÔ red-black collocation „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·. AÍÔÎÔıËÂfl Á Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı

·Î„ÔÒflËÏÔı ÙÁÚ SOR „È· ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú ÍÔÈÌfiÚ ÏÌfiÏÁÚ Í·È Á ıÎÔÔflÁÛfi ÙÔı ÛÙÔ

ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· SGI Origin 2000. œ ·Ò‹ÎÎÁÎÔÚ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÙÁÚ SOR „È·

·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú ‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ ÏÌfiÏÁÚ Í·Ë˛Ú Í·È Á ıÎÔÔflÁÛfi ÙÔı ÛÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸

Û˝ÛÙÁÏ· Parsytec CC2, Ôı ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, ÂflÌ·È ÙÔ ·ÌÙÈÍÂflÏÂÌÔ ÙÁÚ

ÂÒ„·Ûfl·Ú Ï·Ú
�)���������������� 	���%'&����
��� �)"�*$%�%'�',����
� -+��%�%/�0������
��� �2��	����� .	1���  -+� � �

�2����������������%�%/��%5-+�� �,�&������ �
, Á ÔÔfl· ›˜ÂÈ „flÌÂÈ ‰ÂÍÙfi ÒÔÚ ‰ÁÏÔÛflÂıÛÁ ÛÙÔ ‰ÈÂËÌ›Ú

ÂÒÈÔ‰ÈÍ¸ Advances in Partial Differential Equations. ¡Ì‹ÎÔ„ÔÈ ·Ò‹ÎÎÁÎÔÈ ·Î„¸ÒÈËÏÔÈ

ÏÂ ÙÈÚ ıÎÔÔÈfiÛÂÈÚ ÙÔıÚ ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì Ï›˜ÒÈ ÙÔ Ù›ÎÔÚ ÙÔı ÙÂÙ‹ÒÙÔı ÍÂˆ·Î·flÔı Í·È „È· ÙÁÌ

SSOR preconditioned BiCGSTAB. ∏ÙÛÈ Ù¸ÛÔ Á Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı

ÙÁÚ „È· ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú ÍÔÈÌfiÚ ÏÌfiÏÁÚ, ¸ÛÔ Í·È Á ıÎÔÔflÁÛÁ ÙÔı ÛÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸

Û˝ÛÙÁÏ· SGI Origin 2000 ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÒÂËÂfl ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· Ï·Ú ÏÂ ÙflÙÎÔ
���$� -��6���
	��
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, Á ÔÔfl·

Ë· ·ÒÔıÛÈ·ÛÙÂfl ÛÙÔ ‰ÈÂËÌ›Ú ÛıÌ›‰ÒÈÔ Numerical Algorithms 2001 ÛÙo Marrakesh-

Ã·Ò¸ÍÔ Í·È Ë· ‰ÁÏÔÛÈÂıÙÂfl ÛÂ ÂÈ‰ÈÍfi ›Í‰ÔÛÁ ÙÔı ÔÏ¸ÌıÏÔı ‰ÈÂËÌÔ˝Ú ÂÈÛÙÁÏÔÌÈÍÔ˝

ÂÒÈÔ‰ÈÍÔ˝. ≈flÛÁÚ Á Í·Ù·ÛÍÂıfi Í·È Á ıÎÔÔflÁÛÁ ÙÔı ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ôı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı

·Î„ÔÒflËÏÔı „È· ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú ‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ ÏÌfiÏÁÚ Ë· ·ÒÔıÛÈ·ÛÙÂfl ÛÙÔ ÛıÌ›‰ÒÈÔ

ENUMATH 2001 (European Conference on Numerical Mathematics and Advanced Appli-

cations) ÏÂ ÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· Ï·Ú Ôı ›˜ÂÈ ÙflÙÎÔ
���$� -��6���
	�� "����.-+��%�%/�0������
���1	���	����� .	

��� 3���	��������&�����31 !�� !�����8,2����%�%/��% ������ ����������& ����	��
.

”ıÏÂÒ·ÛÏ·ÙÈÍ‹ ·ÓflÊÂÈ Ì· ÛÁÏÂÈ˘ËÂfl ¸ÙÈ, ÛÂ ÛÂÈÒÈ·Í¸ ÂflÂ‰Ô Á ÏÂÎ›ÙÁ Ù˘Ì

non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ Ù˘Ì collocation „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì

;



ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì ›‰ÂÈÓÂ ¸ÙÈ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÒÔÙÈÏ‹Ù·È Á SSOR fi SGS preconditioned

BiCGSTAB. √È· ÙÁÌ ·Ò‹ÎÎÁÎÁ ÂflÎıÛÁ Ù˘Ì collocation „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì

ÒÔÙÂflÌÔÌÙ·È ·Ô‰ÔÙÈÍÔfl ·Ò‹ÎÎÁÎÔÈ ·Î„¸ÒÈËÏÔÈ „È· ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú ÍÔÈÌfiÚ Í·È ‰È·ÌÂ-

ÏÁÏ›ÌÁÚ ÏÌfiÏÁÚ „È· ÙÈÚ ‰ıÔ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ SOR Í·È SSOR preconditioned

BiCGSTAB, ¸˘Ú ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÈÚ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ ·¸‰ÔÛÁÚ.
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√È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÂÌ¸Ú „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì 132 4�5 , ¸Ôı 2�6%5.798;:
Í·È ÏÂ ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔ flÌ·Í· 1�7<8�:>= : , Á „Ì˘ÛÙ¸ÙÂÒÁ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È Á

··ÎÔÈˆfi Gauss. √ÂÌÈÍ‹ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ıÙfi ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È ?0@BADCFE Ë›ÛÂÈÚ ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ Í·È

?0@BAHGIE ·ÒÈËÏÁÙÈÍ›Ú Ò‹ÓÂÈÚ. ºÏ˘Ú ÔÈ flÌ·ÍÂÚ Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì Ôı

ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ Ò‹ÓÁ, ¸˘Ú „È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· Í·Ù‹ ÙÁÌ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi ÂflÎıÛÁ Ù˘Ì

ÃÂÒÈÍ˛Ì ƒÈ·ˆÔÒÈÍ˛Ì ≈ÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÏÂ Í‹ÔÈ· ·¸ ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Ù˘Ì –ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì

ƒÈ·ˆÔÒ˛Ì fi Ù˘Ì ”ÙÔÈ˜Âfl˘Ì, ›˜ÔıÌ Í‹ÔÈÂÚ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÈÚ ÔÔflÂÚ Á

··ÎÔÈˆfi Gauss ÏÔÒÂfl Ì· ÙÈÚ ÂÍÏÂÙ·ÎÎÂıÙÂfl Ï¸ÌÔ ÂÌ Ï›ÒÁ. ∏ÙÛÈ „È· ·Ò·ÈÔ˝Ú

flÌ·ÍÂÚ, ÛÙÔıÚ ÔÔflÔıÚ Ù· ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒ· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÂflÌ·È ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹, ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÒÂËÂfl

ÏÈ· ÂÒÈÔ˜fi-Ê˛ÌÁ Í‹ÔÈÔı Â˝ÒÔıÚ JLK Í·È Ì· ÂÒÈÎ‹‚ÂÈ ¸Î· Ù· ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹ ÛÙÔÈ˜Âfl·.

¡ıÙ¸ ›˜ÂÈ ˘Ú ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ô ˜˛ÒÔÚ ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ ÙÔı flÌ·Í· Ì· ÏÂÈ˘ËÂfl ÛÂ ?0@BK9AME
Í·È ÔÈ Ò‹ÓÂÈÚ ÛÂ ?0@BK C E . ºÏ˘Ú Ù· ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹ ÛÙÔÈ˜Âfl· ÂÌÙ¸Ú ÙÁÚ Ê˛ÌÁÚ ‰ÂÌ ÂflÌ·È

‰ıÌ·Ù¸ Ì· ·„ÌÔÁËÔ˝Ì, „È·Ùfl Í·Ù‹ ÙÁÌ ·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁ ı‹Ò˜ÔıÌ „ÂÏflÛÏ·Ù·,

‰ÁÎ·‰fi Í‹ÔÈ· ·¸ ·ıÙ‹ „flÌÔÌÙ·È ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹.

≈ÍÙ¸Ú ·¸ ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú Ì· ÂflÌ·È ·Ò·È¸Ú Ô flÌ·Í·Ú Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Ûı˜Ì‹ ›˜ÂÈ Í·È

‹ÎÎÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ, Ôı ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÙÈÚ ÂÍÏÂÙ·ÎÎÂıÙÔ˝ÏÂ ÏÂ ÙÔÌ ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ¸ ÙÔı

flÌ·Í· ÏÂ ›Ì· ‰È‹ÌıÛÏ·. ”' ·ıÙfi ÙÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì Ò‹ÓÂ˘Ì ÏÔÒÂfl Ì·

ÏÂÈ˘ËÂfl ÛÂ ?0@BAME , ·ÌÙfl „È· ?0@BANCFE Ôı ··ÈÙÔ˝ÌÙ·È ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ıÍÌÔ˝ flÌ·Í·,

O



ÂÌ˛ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Ì· ·ÔËÁÍÂıÙÔ˝Ì Ï¸ÌÔ Ù· ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹ ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÔı. ∂Ò·, „È·

ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ, ÂflÌ·È ÒÔÙÈÏ¸ÙÂÒÔ Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ÏÈ·

‹ÎÎÁ ÙÂ˜ÌÈÍfi, Á ÔÔfl· Í‹ÌÔÌÙ·Ú ˜ÒfiÛÁ ÍıÒfl˘Ú ÙÔı ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝ ÙÔı flÌ·Í·

Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÏÂ Í‹ÔÈ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·, Ë· ÏÔÒÂfl Ì· ·Ò‹ÓÂÈ ÏÈ·

ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ ·ÍÒÈ‚Ô˝Ú Î˝ÛÁÚ.

œÈ
�����������
	�������
�����������������

ÂflÌ·È Ù›ÙÔÈÂÚ ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú, ÔÈ ÔÔflÂÚ ‰ÂÌ ·ÎÎ‹ÊÔıÌ ÙÔÌ

flÌ·Í· Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì, ¸˘Ú Á ··ÎÔÈˆfi Gauss, ·ÎÎ‹ ÓÂÍÈÌ˛ÌÙ·Ú

·¸ ÏÈ· ·Ò˜ÈÍfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ 2���� � ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2 (ÛıÌfiË˘Ú Ùı˜·fl·), Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÌ ÏÈ·

·ÍÔÎÔıËfl· ‰È·‰Ô˜ÈÍ˛Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì 2!��"�� , K 4 O 6%J 6$# 6�%&%&% , Á ÔÔfl· ı¸ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ

ÒÔ˚ÔË›ÛÂÈÚ Ûı„ÍÎflÌÂÈ ÛÙÁ Î˝ÛÁ 2 , ¸Ù·Ì K(' )+* . ”ÙÁ ‰È·ÙÒÈ‚fi ·ıÙfi Ë·

·Ì·ˆÂÒËÔ˝Ì ‰ıÔ ‚·ÛÈÍ›Ú Í·ÙÁ„ÔÒflÂÚ Ù˘Ì Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì, ÔÈ ,�-/.�-/021�3
.�4�5 Í·È

ÔÈ 6+1�3879,�-/.�-/021�3
.�4�5 Ï›ËÔ‰ÔÈ, ÔÈ ÔÔflÂÚ ÂflÌ·È Í·È ÔÈ ÈÔ ÛıÌÁËÈÛÏ›ÌÂÚ ÛÙÁÌ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi

ÂflÎıÛÁ Ù˘Ì ·Ò·È˛Ì „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ ÙÈÚ Û˝„˜ÒÔÌÂÚ

ÏÂË¸‰ÔıÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÂflÎıÛÁÚ ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì.

œÈ Stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ ÂflÌ·È ˜ÒÔÌÈÍ‹ ·Î·È¸ÙÂÒÂÚ, ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔ

·Î›Ú ÛÙÁÌ Í·Ù·Ì¸ÁÛÁ, ·ÎÎ‹ Í·È ÛÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ·¸ ·ıÙ›Ú ÙÁÚ ‹ÎÎÁÚ ÔÏ‹‰·Ú.

∏ÙÛÈ, ÔÈ Non-Stationary Ï›ËÔ‰ÔÈ ›˜ÔıÌ ·Ì·Ùı˜ËÂfl ÛÙÔ Ò¸Ûˆ·ÙÔ ·ÒÂÎË¸Ì Í·È Á

·Ì‹ÎıÛfi ÙÔıÚ ÂflÌ·È ÈÔ ‰˝ÛÍÔÎÁ. ¡ıÙ¸ ÔˆÂflÎÂÙ·È ÛÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú, ¸ÙÈ Á ‚·ÛÈÍfi È‰›· ÙÁÚ

ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÛÙÁÒflÊÂÙ·È ÛÙÈÚ ·ÍÔÎÔıËflÂÚ ÔÒËÔ„˛ÌÈ˘Ì ÔÎı˘Ì˝Ï˘Ì fi Í·È

ÔÒËÔ„˛ÌÈ˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì. œ ÒıËÏ¸Ú Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÏÈ·Ú non-stationary ÏÂË¸‰Ôı Í·Ù‹

Í˝ÒÈÔ Î¸„Ô ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÔ ˆ‹ÛÏ· ÙÔı flÌ·Í· Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì

ÍÈ ›ÙÛÈ ÏÈ· Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ ÛıÌfiË˘Ú ÂÏÎ›ÍÂÈ ÍÈ ›Ì·Ì ‰Â˝ÙÂÒÔ flÌ·Í·, Ô

ÔÔflÔÚ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙflÊÂÈ ÙÔÌ flÌ·Í· Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì ÛÂ Í‹ÔÈÔÌ ‹ÎÎÔ ÏÂ Í·ÎÎflÙÂÒÔ

ˆ‹ÛÏ·. œ flÌ·Í·Ú Ôı ÂÈÙı„˜‹ÌÂÈ ÙÔÌ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸ ·ıÙ¸ Î›„ÂÙ·È flÌ·Í·Ú
: 4$; <$1�3
=�0&-/021�3�;�4 . « ˜ÒfiÛÁ ÂÌ¸Ú Í·Ù‹ÎÎÁÎÔı Ù›ÙÔÈÔı flÌ·Í· ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÂÎÙÈ˛ÛÂÈ ÙÁ

Û˝„ÍÎÈÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÛÂ Ù›ÙÔÈÔ ‚·ËÏ¸, ˛ÛÙÂ ÙÔ ÂÈÎ›ÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ

ÙÁÚ ‰ÁÏÈÔıÒ„fl·Ú Í·È Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ ÙÔı ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ÛÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· Ì·

J



ËÂ˘ÒÁËÂfl ·ÏÂÎÁÙ›Ô ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÔ ÛıÌÔÎÈÍ¸ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ ¸ˆÂÎÔÚ. ≈flÛÁÚ, ·ÒÍÂÙ›Ú

Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ, ÂflÌ·È ÈË·Ì¸Ì Ì· ÏÁÌ Í·Ù·ˆ›ÒÔıÌ Ì· ÂÈÙ˝˜ÔıÌ Û˝„ÍÎÈÛÁ

˜˘ÒflÚ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÂÌ¸Ú Ù›ÙÔÈÔı Í·Ù‹ÎÎÁÎÔı ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· „flÌÂÙ·È ·Ì·ˆÔÒ‹ ÛÙÈÚ ÍıÒÈ¸ÙÂÒÂÚ „ÂÌÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ù˘Ì Â·Ì·ÎÁ-

ÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì. ¡ÍÔÎÔıËÂfl Û˝ÌÙÔÏÁ ·ÒÔıÛfl·ÛÁ Ù˘Ì ‚·ÛÈÍ¸ÙÂÒ˘Ì Stationary Í·È

Non-Stationary ÏÂË¸‰˘Ì, ÂÌ˛ ı‹Ò˜ÂÈ ÏÈ· ÓÂ˜˘ÒÈÛÙfi ÂÌ¸ÙÁÙ· Ôı ·Ì·ˆ›ÒÂÙ·È ÛÙÈÚ

ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú Preconditioning. ‘›ÎÔÚ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Ù· ÍıÒÈ¸ÙÂÒ· ÍÒÈÙfiÒÈ· ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝

Í·È ÂÎ›„˜Ôı Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÏÈ·Ú Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı.

"$#�� �������
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”ÙÁÌ ÂÌ¸ÙÁÙ· ·ıÙfi ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÔÈ ‚·ÛÈÍ¸ÙÂÒÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ù˘Ì Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì

ÏÂË¸‰˘Ì, ÔÈ ÔÔflÂÚ ·ˆÔÒÔ˝Ì „ÂÌÈÍ‹ „Ò·ÏÏÈÍ‹ ÛıÛÙfiÏ·Ù· ÏÂ Ò·„Ï·ÙÈÍÔ˝Ú ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú.
(*),+.-�/10�/1243�5.3

√È· ÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·

132 4	5 @ O E
¸Ôı Ô flÌ·Í·Ú 1 7 8 :>= : Í·È 5(7 8 : , ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2 7 8 : ı‹Ò˜ÂÈ Í·È

ÂflÌ·È ÏÔÌ·‰ÈÍ¸
2,68792,+�:9-�6,;<2,6

Ô flÌ·Í·Ú 1 ÂflÌ·È ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔÚ.
=?>9+.@A-�BC3�5.3

√È· ÙÁÌ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi ÂflÎıÛÁ ÙÔı ·Ò·‹Ì˘ „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁ

„ÂÌÈÍfi Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

2 ��"�D�E�� 4�F 2 ��"�� )HG 6 K 4JI 6 O 6�%�%�% @BJ E
¸Ôı F�7�8�:>= : Í·È ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È K*L 2,6,29M�0 L /1+�79-�B L�N 6,2�792�B ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Í·È G 7<8 :
ÂflÌ·È ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Ù˘Ì „Ì˘ÛÙ˛Ì ÙÈÏ˛Ì. √È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Í·Ù‹ ÙÁÌ ÔÔfl· Ô flÌ·Í·Ú

F , ·ÎÎ‹ Í·È ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· G ÂflÌ·È ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙ· ÙÔı ‚fiÏ·ÙÔÚ K , Ù¸ÙÂ Á Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi

Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È O�P*Q,P1R.S�T�Q�U1V .

#



=?>9+.@A-�BC3�5 �
ÃÈ· Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È

�8�����������	��
 �8������������������������������ �"!#�����$�%�
·Ì Á Î˝ÛÁ

Ôı ·Ò‹„ÂÈ ÂflÌ·È Á ÏÔÌ·‰ÈÍfi Î˝ÛÁ ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

@"&('<F E 2�4 G @/# E
Í·È ÍÔÈÌfi ÏÂ ·ıÙfi ÙÔı ·Ò˜ÈÍÔ˝ „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ (1).
(*),+.-�/10�/1243�5 �

√È· ÙÁ Î˝ÛÁ ÂÌ¸Ú „ÂÌÈÍÔ˝ „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÏÂ ÏÈ· ÎfiÒÔıÚ ÛıÏ‚·ÙfiÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ

ÏÂË¸‰Ôı Ù· ·Ò·Í‹Ù˘ ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·Ï· :

1. « Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ 2���"�D�E��D4�F02 ��"���) G 6 Ûı„ÍÎflÌÂÈ, ‰ÁÎ·‰fi )92���� �D798�:
›˜ÔıÏÂ 2 ��"�� ' 2 , ÏÂ K ' )+* .

2. * @.F E,+ O , ¸Ôı * @.F E ÂflÌ·È Á Ï›„ÈÛÙÁ Í·Ù‹ ·¸ÎıÙÁ ÙÈÏfi Ù˘Ì È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì ÙÔı

flÌ·Í· F Í·È ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È ˆ·ÛÏ·ÙÈÍfi ·ÍÙflÌ· ÙÔı.

3. ’‹Ò˜ÂÈ ˆıÛÈÍfi Ì¸ÒÏ· ÈÌ‹Í˘Ì -�%�- Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ - F�-	+ O .
4. F " ' I , ¸Ù·Ì K ' )+* .

H ·¸‰ÂÈÓÁ ÙÁÚ ·Ò·‹Ì˘ È‰È¸ÙÁÙ·Ú ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÒÂËÂfl ÛÂ ¸Î· Ù· ‚·ÛÈÍ‹ ‚È‚Îfl·

Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì, ˜ [1].
=?>9+.@A-�BC3�5/.

ÃÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ·Ò·Í‹Ù˘
����0�1 �32

ÙÔı flÌ·Í· Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì

Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì

1	454 '76 6 @�8 E
Ô¸ÙÂ

F�49&('�4;: E 1 494;: E 6 6 G(49<=: E 5 @"> E
„È· Í‹ÔÈÔ ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔ flÌ·Í· 4 798 :>= : , Ô ÔÔflÔÚ Í·ÎÂflÙ·È L�N 6,2�792�BC),+�?A@A2 B B

.

8



(*),+.-�/10�/1243�5/.
TÔ „ÂÌÈÍ¸ ‚fiÏ· ÏÈ·Ú Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı ›˜ÂÈ ÂflÛÁÚ ÙÁÌ ÂÓfiÚ ÏÔÒˆfi

2 ��"�D�E�� 494;: E 6�2 ��"�� ) 4;: E 5�6 @ � E
‰ÁÎ·‰fi

4�2 ��"�D�E�� 496�2 ��"�� )�5�6 @��LE
Í·È ÂÂÈ‰fi ÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÏÔÒÂfl Ì· „Ò·ˆÂfl ÛÙÁ ÏÔÒˆfi 4 2�4 6 2 ) 5 ,
ÂÓ·ÈÙfl·Ú ÙÁÚ ‰È‹Û·ÛÁÚ 1 494 '�6 , Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ

4�@B2 ��"�D�E�� ' 2�E$496 2 ��"�� )�5�'�@"6 2�) 5 E 6 @�� E
‹Ò·,

2 ��"�D�E�� ' 2 4�F @B2 ��"�� ' 2�E$4�F C @B2 ��" : E�� ' 2�E$4 %�%�% 4�F " @B2 ��� � ' 2�E % @�� E
∏ÙÛÈ „Ò‹ˆÔÌÙ·Ú ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ „È· K 4 O 6%J 6�%&%&% Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ )9K��JI

2 ��"�� ' 2 4�F " @B2 ��� � ' 2�E % @ O I E

Í·È ÛıÌÂ˛Ú, „È· Í‹ËÂ ‰È·ÌıÛÏ·ÙÈÍfi Ì¸ÒÏ· Í·È ÙÁÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á ˆıÛÈÍfi Ì¸ÒÏ·

ÈÌ‹Í˘Ì, Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ Á ÂÍÙflÏÁÛÁ ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ - 2 ��"�� ' 2 - ÛÙÔ K ‚fiÏ· ÙÁÚ

Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú

-�2 ��"�� ' 29-	� -�F " -�-�2 ��� � ' 29-
� -�F;- " -�2 ��� � ' 29- % @ OLO E
=?>9+.@A-�BC3�5��

∏ÛÙ˘ F Ô Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú ÏÈ·Ú Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı, Ù¸ÙÂ ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

Ï›ÛÁ Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Á ÙÈÏfi


" @.F E��;'

� A -!F ";-
K 6

Í·È ·Ì * @.F E + O , Ù¸ÙÂ
�����

"���D�� @�-�F " -IE �� 49* @.F E
>



Í·È ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú ·ÛıÏÙ˘ÙÈÍfi Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÁÛÁÚ fi ·Î‹ Ù‹ÓÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı

Á ÙÈÏfi

� @.F E$4

�����
"���D��


" @.F E �;' � A%* @.F E %

=?>9+.@A-�BC3�5 �
»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔÌ flÌ·Í· 1 798 :>= : Í·È ÙÔ Û˝ÌÔÎÔ Ù˘Ì ˆıÛÈÍ˛Ì ·ÒÈËÏ˛Ì �>A���� 6 ÏÂ� 4 O 6�%�%�%I6�� „È· ÙÔıÚ ÔÔflÔıÚ ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ A E )9A C )�%�%�%�)9A
	 4 A . ÃÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÔÒflÛÔıÏÂ

ÙÁÌ ���� block ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı flÌ·Í· 1 ˘Ú ÙÁ ÏÔÒˆfi

1	4
�����
�
1 E�E 1 E C������ 1 E 	1 C�E 1 C C������ 1 C 	...

...
. . .

...
1�	 E 1�	 C������ 1�	�	

� ����
� 6

ÏÂ 1�� � Ì· ÂflÌ·È Í‹ËÂ A���� A�� ıÔflÌ·Í·Ú. ≈È‰ÈÍ¸ÙÂÒ· ·Ì � 4�A , ‰ÁÎ·‰fi A��34 O
„È· ¸Î· Ù·

� 4 O 6�%�%�%I6�� Ù¸ÙÂ Á ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı flÌ·Í· 1 ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È ÛÁÏÂÈ·Ífi (point)

‰È·Ï›ÒÈÛÁ.

"$#��  "!$#%!
&�'"(�#*)�+	&��������
� �!���H'"�
	�� $&	�'-,��%,$'

√È· ÙÁÌ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi ÂflÎıÛÁ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ (1) ÏÂ Í‹ÔÈ· Stationary

Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ (2), ·Ò˜ÈÍ‹ ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÁÌ ·Ò·Í‹Ù˘ ‰È‹Û·ÛÁ

ÙÔı flÌ·Í· ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

. 40/21 '43%1 '45-1 @ O J E
¸Ôı Ô flÌ·Í·Ú /61 ÂÒÈ›˜ÂÈ Ù· ‰È·„˛ÌÈ· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÔı flÌ·Í·

.
·ÌÙflÛÙÔÈ˜·, ÂÌ˛

ÔÈ flÌ·ÍÂÚ 371 Í·È 5-1 ÂflÌ·È ·ıÛÙÁÒ‹ Í‹Ù˘ Í·È ‹Ì˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔfl ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·.

�



≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ 2���� � ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2� S�U � 4 O 6%J 6$# 6�%&%&%� S�U � 4 O 6%J 6�%&%&% 6%A�2%� 4 I� S�U�� 4 O 6%J 6�%&%&% 6 � ' O 6 � ) O 6�%&%&% 6%A�2%� 4 �2%� )�� � = ��2 � 	 : E���� T���2%� 4�@B5 � ' �2-� E
	�� � = �� T��
2 � 	 �(4�2
∏ÎÂ„˜ÔÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ, ·ÎÎ·„fi ‚fiÏ·ÙÔÚ ·Ì ··ÈÙÂflÙ·È� T��

��+�79-�6,2J3
: �������������
�������! ��"��#$�%��&$��'�(�)�*
+�,�-/.

021�3,;�),;9B54 Q76 S989R
« ÈÔ ·Îfi stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È Jacodi. ¡Ì ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÁ

‰È‹Û·ÛÁ ÙÔı flÌ·Í· 1 ˘Ú ÂÓfiÚ

. 40/21 '<@�3%1 ) 5-1DE 6
‰ÁÎ·‰fi < 40/61 Í·È 6�403%1 ) 5-1 , Ù¸ÙÂ Ô „ÂÌÈÍ¸Ú Ù˝ÔÚ ÙÁÚ ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ

:;< ;= 2 ��"�D�E�� 4 F">02 ��"�� )HG?> 6 K�4JI 6 O 6�%�%�%
F">�4 / : E1 @�3%1 ) 5-1ME
G?>�4 / : E1 5 6 @ O # E

”ÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 1 ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ Ôı ıÎÔÔÈÂfl ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô Jacobi. √È· ÙÔÌ

ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ ÙÁÚ Ì›·Ú ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfiÚ ÙÈÏfiÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2��9��"�D�E�� ÙÁÚ
�
-ÛÙÁÚ ÛıÌÈÛÙ˛Û·Ú,

Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Jacobi ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂfl ·ÔÍÎÂÈÛÙÈÍ‹ ÙÁÌ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÔı ÒÔÁ„ÔıÏ›ÌÔı

‚fiÏ·ÙÔÚ 27�9��"�� Í·È ‰ÂÌ ÒÔ˚ÔË›ÙÂÈ „Ì˛ÛÁ Í·Ïfl·Ú ‹ÎÎÁÚ Ì›·Ú ÙÈÏfiÚ 2*����"�D�E�� ÏÂ
��@4A� .

�



∏ÙÛÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ıÙfi ›˜ÂÈ ÙÁÌ È‰È¸ÙÁÙ· ÙÁÚ
����� ���8�
	���� �8�

, ‰ÁÎ·‰fi ›˜ÂÈ ÙÁÌ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ·

ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎ· ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ·.

021�3,;�),;9B�� Q������
	"O � R!� ���
√È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Í·Ù‹ ÙÁÌ ÔÔfl· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ‰È‹Û·ÛÁ ÙÔı flÌ·Í·

.
˘Ú

. 4 @�/21 '43%1MEA' 5-1
‰ÁÎ·‰fi < 4 /61 ' 3%1 Í·È �4 5-1 Í·È ÛÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2 �9��"�D�E��
˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÔ˝Ì ¸ÔÈÂÚ ÛıÌÈÛÙ˛ÛÂÚ ›˜ÔıÌ fi‰Á ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl ·¸ ÙÁ Ì›· ·ıÙfi

ÒÔÛ›„„ÈÛÁ, Ù¸ÙÂ Á ·Ò·„¸ÏÂÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È Gauss-Seidel Í·È ›˜ÂÈ ÙÁ „ÂÌÈÍfi

ÏÔÒˆfi

:;< ;= 2 ��"�D�E���4 F���� 2 ��"�� )HG���� 63K�4JI 6 O 6�%�%�%
F���� 4 @�/21 '43%1ME : E�5-1
G���� 4 @�/21 '43%1ME : EF5 % @ O 8 E

« Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ıÙfi ÂflÌ·È ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔ ÛÂÈÒÈ·Ífi ·¸ ÙÁÌ Jacobi, ¸˘Ú ‹ÎÎ˘ÛÙÂ ˆ·flÌÂÙ·È

Í·È ·¸ ÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔ ÙÁÚ Ôı ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 2.

021�3,;�),;9B O����
ºÙ·Ì Á ˆ·ÛÏ·ÙÈÍfi ·ÍÙflÌ· * @.F��
� E ÙÔı Â·Ì·ÎÁÙÈÍÔ˝ flÌ·Í· ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Gauss

Seidel ÂflÌ·È ÍÔÌÙ‹ ÛÙÁ ÏÔÌ‹‰·, Á Û˝„ÍÎÈÛÁ ÂflÌ·È ‹Ò· ÔÎ˝ ·Ò„fi. √È· Ù›ÙÔÈÂÚ

ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ›˜ÔıÌ ÂÈÌÔÁËÂfl ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú K*L +./�?�����6 B%B
ÙÁÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÙÁÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ

ÏÂË¸‰Ôı.

ÃÈ· Ù›ÙÔÈ· Ï›ËÔ‰ÔÚ, Á ÎÂ„¸ÏÂÌÁ Successive Overrelaxation (SOR), ÒÔ›Íı¯Â ·¸

ÙÁÌ ÂÓfiÚ ·Ò·ÙfiÒÁÛÁ :

� ∏ÛÙ˘ 2 ��"�� ÏÈ· „Ì˘ÛÙfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ ·ÍÒÈ‚fiÚ Î˝ÛÁÚ 2 Í·È ›ÛÙ˘ �2 ��"�D�E��
Á ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Gauss Seidel Ôı Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ 2 ��"�� .
‘¸ÙÂ Á 2 ��"�D�E�� Ôı ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú „Ò·ÏÏÈÍ¸Ú ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸Ú 2!��"�D�E�� 4�� �2 ��"�D�E�� )

�



≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ 2���� � ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2� S�U � 4 O 6%J 6$# 6�%&%&%� S�U � 4 O 6%J 6�%&%&% 6%A� 4&I� S�U�� 4 O 6%J 6�%&%&% 6 � ' O
� 4 � )�� � = ��2 � 	 ��� T��� S�U�� 4 � ) O 6�%&%&% 6%A
� 4 � )�� � = ��2 � 	 : E���� T��
2 � 	 �� 4�@B5 � ' � E
	�� � = �� T��

∏ÎÂ„˜ÔÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ, ·ÎÎ·„fi ‚fiÏ·ÙÔÚ ·Ì ··ÈÙÂflÙ·È� T��

��+�79-�6,2 �
: �������������
�������! ��"��#$�%��&$��' � )���������	�

-��
��/.

@ O ' ��E 2 ��"�� , ›˜ÂÈ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÔ Ûˆ‹ÎÏ· ·¸ ÙÁÌ �2 ��"�D�E�� Í‹Ù˘ ·¸ ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ

ÒÔ˚ÔË›ÛÂÈÚ Í·È „È· ÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı � .

H „ÂÌÈÍfi ÙÁÚ ÏÔÒˆfi ÙÁÚ Successive Overrelaxation ÏÂË¸‰Ôı, Á ÔÔfl· ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙÁ

‰È‹Û·ÛÁ ÙÔı flÌ·Í·
.

˘Ú ÂÓfiÚ ÏÂ � @4JI
. 4 O� @�/21 ' ��3%1DEA'

O
�
� @ O ' ��E�/21 ) �"5-1��

ÂflÌ·È

:;< ;= 2 ��"�D�E�� 4 F��$2 ��"�� )HG�� 63K�4JI 6 O 6�%�%�%
F��	4 @�/21 ' ��3%1DE : E � �"5-1 )�@ O ' ��E�/21��
G���4 � @�/21 ' ��3%1DE : E%5 % @ O > E

”ÙÁÌ EÈÍ¸Ì· 3 ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı SOR.
� K�� >909:92�� Q���Q�T

« Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ SOR ·ÔÍÎflÌÂÈ )���7 @�'+* 6 I���� � J 6�)+*�E$%
�



≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ 2���� � ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2� S�U � 4 O 6%J 6$# 6�%&%&%� S�U � 4 O 6%J 6�%&%&% 6%A� 4&I� S�U�� 4 O 6%J 6�%&%&% 6 � ' O� 4 � )�� � = ��2 � 	 ��� T��� S�U�� 4 � ) O 6�%&%&% 6%A� 4 � )�� � = ��2 � 	 : E���� T��� 4�@B5 � ' � E
	�� � = �2 � 	 �� 4�2 � 	 : E��� ) � @ � ' 2 � 	 : E��� E� T��
∏ÎÂ„˜ÔÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ, ·ÎÎ·„fi ‚fiÏ·ÙÔÚ ·Ì ··ÈÙÂflÙ·È� T��

��+�79-�6,2	.
: �������������
�������! ��"��#$�%��&$��' 	 ��� .

« ·¸‰ÂÈÓÁ ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÒÂËÂfl ÛÙÔ [67]. √ÂÌÈÍ‹ ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÂˆÈÍÙ¸Ú Ô ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú

ÙÁÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ ÙÈÏfiÚ ÙÔı � , ·ÎÎ‹ Í·È ¸Ù·Ì Í‹ÙÈ Ù›ÙÔÈÔ ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸ ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸

Í¸ÛÙÔÚ ÂflÌ·È ÏÂ„‹ÎÔ. √È' ·ıÙ¸ ÔÎ˝ Ûı˜Ì‹ ÂÈÎ›„ÂÙ·È Á ÙÈÏfi � 4 J�'<?0@��HE , ¸Ôı �

ÂflÌ·È ÙÔ ‚fiÏ· ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÏÈ·Ú ÂÒÈÔ˜fiÚ � ÏÂ Í‹ÔÈ· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô.

”ÙÁ Ï·ËÁÏ·ÙÈÍfi ‚È‚ÎÈÔËfiÍÁ ITPACK [70] ı‹Ò˜ÔıÌ ıÎÔÔÈÁÏ›ÌÂÚ ÒÔÛ·ÒÏÔÛÙÈÍ›Ú

Ï›ËÔ‰ÔÈ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÁÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ ÙÈÏfiÚ �����
	 , Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ÒıËÏ¸ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÙÁÚ

ÏÂË¸‰Ôı SOR.

021�3,;�),;9B���= �
¬·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÁ ·Ò·Í‹Ù˘ ‰È‹Û·ÛÁ ÙÔı flÌ·Í· 1

. 4 O� @�/21 '� 3%1DEA' O� � @ O ' ��E�/21 )�@ � '�LE�3%1 ) �"5-1 � @ O � E
¸Ôı � @4JI , Á Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ Accelarated OverRelaxation (AOR) ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú

ÂÓfiÚ

O I



:;< ;= 2 ��"�D�E���4 F � = � 2 ��"�� ) � � = � 63K�4JI 6 O 6�%�%�%F � = � 4 @�/21 '� 3%1DE : E � @ O ' ��E�/21 )�@ � '�LE�3%1 ) �"5-1 �
� � = � 4 � @�/21 '� 3%1DE : E%5 6 @ O �LE

¸Ôı 2 ��� � ÂflÌ·È Í‹ÔÈ· ·Ò˜ÈÍfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ, F � = � ÂflÌ·È Ô ¡œR Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸Ú

flÌ·Í·Ú Í·È ÔÈ ·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ >6 � ·Ì·ˆ›ÒÔÌÙ·È ˘Ú .�<$<�; � ;�4 .�-/021�3 Í·È 1���;�4�4$; � .���.�-/021�3
·Ò‹„ÔÌÙÂÚ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·.

« ‰È‹Û·ÛÁ ÙÔı flÌ·Í· ¡ Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ (16) Â„„ı‹Ù·È ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ¡œR

ÂflÌ·È ÎfiÒ˘Ú ÛıÏ‚·Ùfi. « ÛıÌËfiÍÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ * @.F � = � E9+ O Í·Ë˛Ú Í·È Á Ù·˜˝ÙÁÙ·

Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ¡œR ‰ÂÌ ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È Ï¸ÌÔ ·¸ ÙÁÌ ÂÈÎÔ„fi Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì

 Í·È � , ·ÎÎ‹ Í·È ·¸ ÙÁÌ ÂÈÎÔ„fi Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì ‰È‹Û·ÛÁÚ / 1 6
3%1 Í·È 5-1 , ‰ÁÎ·‰fi

·¸ ÙÁ
),+"2�:?11>9+�B

ÙÔı flÌ·Í· ¡.

≈ÈÎ›„ÔÌÙ·Ú ‰È‹ˆÔÒÂÚ ÙÈÏ›Ú „È· ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ � Í·È  , ·Ò‹„ÔÌÙ·È ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·

Í‹ÔÈÂÚ ÈÔ ÂÈ‰ÈÍ›Ú Í·È ÈÔ Â˝˜ÒÁÛÙÂÚ stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ, ·ˆÔ˝

Ô ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ¸Ú Ù˘Ì ‚›ÎÙÈÛÙ˘Ì ÙÈÏ˛Ì ‰ıÔ ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÙÁÚ ¡œR ‰ÁÏÈÔıÒ„Âfl

ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· ÛÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÁÚ. H Ï›ËÔ‰ÔÚ SOR [2, 59, 112, 125] ÂflÌ·È ÏÈ·

ÂÈ‰ÈÍfi ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ AOR „È· �<4  , ÂÌ˛ „È· �<4 O ÒÔÍ˝ÙÂÈ Á Gauss Seidel.

021�3,;�),;,+ O�O���� 792,+ O � O
”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ‰ıÔ ‚fiÏ·Ù·, ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ ÛÙÔ Ò˛ÙÔ Ì· ÂflÌ·È ·ıÙ¸ ÙÁÚ SOR, ÂÌ˛ ÙÔ

‰Â˝ÙÂÒÔ Ì· ÂflÌ·È ÙÔ ·Ì‹ÛÙÒÔˆ¸ ÙÔı, ÒÔÍ˝ÙÂÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Symmetric Successive

Overrelaxation (SSOR) ÏÂ „ÂÌÈÍ¸ ‚fiÏ·:;;;;;;< ;;;;;;=

2 ��"�D�E���4 F�� �$2 ��"�� )HG�� � 6 K 4JI 6 O 6�%�%�%
F�� �	4 � E � CG�� �	4 � @BJ(' ��E%@�/21 ' �"5-1DE : E /21 @�/21 ' ��3%1DE : E%5
� E 4 @�/21 ' �"5-1DE : E � ��3%1 )�@ O ' ��E�/21��
� C 4 @�/21 ' ��3%1DE : E � �"5-1 )�@ O ' ��E�/21��

% @ O � E

≈˝ÍÔÎ· ÏÔÒÂfl Í·ÌÂflÚ Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈ, ¸ÙÈ Ô flÌ·Í·Ú 	 C ÂflÌ·È Ô Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸Ú

flÌ·Í·Ú ÙÁÚ SOR, ÂÌ˛ Ô 	 E ÂflÌ·È Ô fl‰ÈÔÚ ÏÂ ·Ì·ÛÙÒÔˆfi Ë›ÛÂ˘Ì ÏÂÙ·Ó˝ 3 1 Í·È 5-1 .
œ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ıÎÔÔflÁÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 4.

OLO
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« Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ıÙfi ÂflÌ·È ·¸ ÙÈÚ ÈÔ ‰È·‰Â‰ÔÏ›ÌÂÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ preconditioning, ¸˘Ú

‹ÎÎ˘ÛÙÂ Í·È Á ·Ò·„¸ÏÂÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ „È· �<4 O , Á ÔÔfl· ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È Symmetric Gauss

Seidel. –ÎfiÒÁÚ ·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì ·ıÙ˛Ì ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÒÂËÂfl ÛÙ· [112, 125, 59].

”Â ¸ÎÔıÚ ÙÔıÚ ·Ò·‹Ì˘ ·Î„ÔÒflËÏÔıÚ Ù˘Ì Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì ›˜ÂÈ ËÂ˘ÒÁËÂfl

ÏÈ· Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ ‰È‹Û·ÛÁ ÙÔı flÌ·Í·
.

, Á ÔÔfl· ›˜ÂÈ ‚·ÛÈÛÙÂfl ÛÂ ÛÁÏÂÈ·Ífi

(point) ‰È·Ï›ÒÈÛfi ÙÔı. ∏ÙÛÈ, ·Ì ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÏÈ· block ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı flÌ·Í·

Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ, ¸ÎÔÈ ÔÈ ·Î„¸ÒÈËÏÔÈ Ë·

Ò›ÂÈ Ì· ÒÔÛ·ÒÏÔÛÙÔ˝Ì Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ÛÙÁÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á ‰È‹Û·ÛÁ Ôı Ë· ÒÔÍ˝¯ÂÈ

·¸ ·ıÙfi ÙÁ block ‰È·Ï›ÒÈÛÁ. ”Ù· Â¸ÏÂÌ· ÍÂˆ‹Î·È· ¸ÎÂÚ ÔÈ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ

Ôı Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÔ˝Ì Ë· ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ‹ÌÙÔÙÂ ÛÂ Í‹ÔÈ· block ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı

flÌ·Í·, Á ÔÔfl· Ë· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÙ·È Í‹ËÂ ˆÔÒ‹ Ï·Êfl ÏÂ ÙÁÌ ·Ì‹ÎÔ„Á ‰È‹Û·Ûfi ÙÔı.

"$#�� � '"(��  "!$#%!
&�'"(�#*)�+	&��������
� �!���H'"�
	���$&	�'-,��%,$'
”ÙÈÚ Stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ ÔÈ ıÔÎÔ„ÈÛÏÔfl ÂÏÎ›ÍÔıÌ ÎÁÒÔˆÔÒflÂÚ

ÔÈ ÔÔflÂÚ ÂflÌ·È ÛÙ·ËÂÒ›Ú ÛÂ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ·. ¡ÌÙflËÂÙ· ÛÙÈÚ Non-

Stationary ·ıÙ›Ú ÏÂÙ·‚‹ÎÎÔÌÙ·È Í·È ÂÈÎ›ÔÌ ÔÈ ‰È‹ˆÔÒÂÚ ÛÙ·ËÂÒ›Ú Ôı ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È

ıÔÎÔ„flÊÔÌÙ·È ÍıÒfl˘Ú ÏÂ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ‹ „ÈÌ¸ÏÂÌ· ıÔÎÔfl˘Ì Ûˆ·ÎÏ‹Ù˘Ì fi „ÂÌÈÍ¸ÙÂÒ·

‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ÛÂ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· [31, 40, 47].
021�3,;�),;9B � R!6���Q�U����1S�T

« ‚·ÛÈÍfi È‰›·, ¸˘Ú Í·È ÛÙÈÚ stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÂÚ, ÂflÌ·È Á ‰È‹Û·ÛÁ

ÙÔı flÌ·Í· Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì 1 , ÂÌ¸Ú „ÂÌÈÍÔ˝ „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

(1). ∏ÙÛÈ ËÂ˘Ò˛ÌÙ·Ú ÙÁ ‰È‹Û·ÛÁ 1�4 &�' @"& ' 1 E ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·Ò‹ÓÔıÏÂ Â˝ÍÔÎ·

ÙÁÌ ÈÔ ·Îfi Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ, Á ÔÔfl· ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È Richardson [48], ˘Ú ÂÓfiÚ:

2 ��"�D�E���4 @"&�' 1 E 2 ��"��+)�5 4 2 ��"���)�� ��"��(63K�4JI 6 O 6�%�%�%	6 @ O � E

¸Ôı

� ��"���� 5;'�1�2 ��"�� 6 K 4JI 6 O 6�%�%�% % @BJ I E
O #



–ÔÎÎ·Î·ÛÈ‹ÊÔÌÙ·Ú ÏÂ '31 Í·È ÒÔÛË›ÙÔÌÙ·Ú ÙÔ 5 ÒÔÍ˝ÙÂÈ

5;'	1�2 ��"�D�E���4 5;'�1 2 ��"�� '	1 � ��"�� @BJ O E
fi

� ��"�D�E���4 @"&,'	1 E � ��"���4 @"&,'	1 E/"�� ��� ��4 �
" @B1 E � ��� � % @BJLJ E

¡¸ ÙÁÌ ÙÂÎÂıÙ·fl· ÈÛ¸ÙÁÙ· ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ Ë· ›˜ÔıÏÂ „ÒÁ„ÔÒ¸ÙÂÒÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ ¸ÛÔ

ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÁ ÙÁÚ ÏÔÌ‹‰·Ú ÂflÌ·È Á Ì¸ÒÏ· -�& ' 1 - C .  ·Ù·ˆ›Ò·ÏÂ ÎÔÈ¸Ì Ì·

ÂÍˆÒ‹ÛÔıÏÂ ÙÔ ı¸ÎÔÈÔ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ � ��"�D�E�� ÛÙÔ Ùı˜·flÔ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· K ÛÙÁ

ÏÔÒˆfi ÂÌ¸Ú ÔÎı˘Ì˝ÏÔı ÙÔı 1 Âfl ÙÔ ·Ò˜ÈÍ¸ ı¸ÎÔÈÔ � ��� � . AıÙfi Á ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ·

ÂflÌ·È ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍfi Ù˘Ì non-stationary ÏÂË¸‰˘Ì Í·È ÙÔ ÔÎı˛ÌıÏÔ
� � @B1 E ÂflÌ·È

·ıÙ¸ Ôı ÒÔÛ‰fl‰ÂÈ ÙÈÚ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı, ¸˘Ú Á Ù·˜˝ÙÁÙ·

Û˝„ÍÎÈÛÁÚ.

ÃÈ· ÈÔ „ÂÌÈÍfi ÏÔÒˆfi ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Richardson ÂflÌ·È Á

2 ��"���4 2 ��" : E�� )�� " � ��" : E�� 6 K 4 O 6%J 6�%�%�%	6 @BJ�# E
¸Ôı Ù· � " ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÂÈÎÂ„Ô˝Ì, „È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ˛ÛÙÂ, Ì· ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔÈÔ˝Ì ÙÁ

- � ��"�� - . ∏ÙÛÈ Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ

� ��"���4 5;'	1�2 ��"�� 4�5,'	1�2 ��" : E�� '�� " 1 � ��" : E��(44 @"&�'�� " 1 E � ��" : E�� 6 @BJ�8 E
Ô¸ÙÂ ÙÔ ı¸ÎÔÈÔ ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÔÎı˘ÌıÏÈÍfi ›ÍˆÒ·ÛÁ

� ��"�� 4 �
" @B1 E � ��� � 6 �

" @B1 E 4
"���� E @"&('�� � 1 E % @BJ�> E

”ÙÁÌ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô Richardson Á Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ ÂÈÎÔ„fi Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ���*���
Ô‰fi„ÁÛÂ ÛÙÔ ÔÎı˛ÌıÏÔ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

�
" @
	%E 4�� "��� E @ O '� ��	%E . œÈ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ Ï›ËÔ‰ÔÈ

ÂÈÎ›„ÔıÌ ÏÂ Í‹ÔÈÔ ÍÒÈÙfiÒÈÔ ·ıÙ›Ú ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ, ‰ÁÎ·‰fi ·¸ ÏÈ· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ

ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· ÔÎı˘Ì˝Ï˘Ì. ‘· ÔÎı˛ÌıÏ· ·ıÙ‹ Û˜Â‰¸Ì ÔÙ› ‰ÂÌ Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔÌÙ·È

ÛÙÁÌ Ò‹ÓÁ, ·ÎÎ‹ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È Ï›Û· ·¸ ›ÏÏÂÛÔıÚ Ù˝ÔıÚ ›ÍˆÒ·ÛÁÚ ÙÁÚ ÂÈ‰ÈÍfiÚ

Û˜›ÛÁÚ ÙÔı � ��"�� Í·È ÙÔı � ��� � , ÂÌ˛ ÔÈ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÁÚ Í‹ËÂ ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ·Ú Ù˘Ì ÔÎı˘Ì˝Ï˘Ì

O 8



˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÛÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı. œÈ ÈÔ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ,

¸˘Ú Á ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì GMRES, ÂÈÎ›„ÔıÌ ÙÈÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ ·ıÙ›Ú ›ÏÏÂÛ·

·¸ ÍÒÈÙfiÒÈ· ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ fi ÒÔ‚ÔÎfiÚ.

◊˘ÒflÚ ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ „ÂÌÈÍ¸ÙÁÙ·Ú ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ �7� 4 O . ”ÙÁ

Ï›ËÔ‰Ô Richardson Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ

2 ��"�D�E�� 4 � ��� � )�� � E�� )�� � C�� ) %�%�%�)�� ��"�� 4 "� ��� � @"&�' 1 E
� � ��� � 6 @BJ � E

2 ��"�D�E�� 7 � � ��� � 6�1 � ��� � 6�%�%�%F6%1 " � ��� � � ��� "�D�E @B1�� � ��� � E % @BJ �LE

O ı¸˜˘ÒÔÚ � " @B1�� � ��� � E ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È ı¸˜˘ÒÔÚ Krylov ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ K , Ô ÔÔflÔÚ

·Ò‹„ÂÙ·È ·¸ ÙÔÌ flÌ·Í· 1 Í·È ÙÔ ·Ò˜ÈÍ¸ ‰È‹ÌıÛÏ· ıÔÎÔflÔı � ��� � . MÈ· non-

stationary Ï›ËÔ‰ÔÚ, ¸˘Ú Á Richardson ·Ò‹„ÂÈ ÒÔÛÂ„„flÛÂÈÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝

ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÛÙÔÌ ı¸˜˘ÒÔ ·ıÙ¸ ÏÂ ·ıÓ·Ì¸ÏÂÌÁ ‰È‹ÛÙ·ÛÁ. œÈ Â·Ì·ÎÁÙÈÍÔfl

·Ò‹ÏÂÙÒÔÈ ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÂÈÎÂ„Ô˝Ì ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Ì· ·Ò‹„ÂÙ·È ÏÈ· ‹ÎÎÁ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ

ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ Í‹ËÂ ˆÔÒ‹ ÛÙÔÌ Krylov ı¸˜˘ÒÔ, ‰ÁÎ·‰fi ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÔÎı˘ÌıÏÈÍ›Ú

ÂÍˆÒ‹ÛÂÈÚ ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Í·È ÙÔı ıÔÎÔflÔı. ≈flÌ·È Â˝ÎÔ„Ô ÙÔ ÂÒ˛ÙÁÏ· ÙÁÚ

‚›ÎÙÈÛÙÁÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÛÙÔÌ Krylov ı¸˜˘ÒÔ.

Ã·ËÁÏ·ÙÈÍ‹ Ô ¸ÒÔÚ � 1*M�/1+��40 ÏÔÒÂfl Ì· ÂÒÏÁÌÂıÙÂfl ˘Ú ÙÁÌ ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ

Ì¸ÒÏ·Ú ÙÔı ıÔÎÔflÔı fi ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· ÙÔı ıÔÎÔflÔı Ì· ÂflÌ·È ÔÒËo„˛ÌÈÔ ÛÙÔÌ

Krylov ı¸˜˘ÒÔ.

–ÒÔÚ ÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ ÙÁÚ Â˝ÒÂÛÁÚ Í·ÎÎflÙÂÒÁÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı

„Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ Ï›Û· ÛÂ ›Ì· Krylov ı¸˜˘ÒÔ, ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È ÏÈ· Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ

‚‹ÛÁ ÙÔı ıÔ˜˛ÒÔı. « ‚‹ÛÁ ���� �B6�1 � ��� �B6�%�%�%F6%1 " : E � ��� � ‰ÂÌ ÂflÌ·È Ò·ÍÙÈÍfi, „È·Ùfl Ù·

‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· 1 � � ��� � ÙÂflÌÔıÌ ÛÙÁÌ Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ ÙÔı ÍıÒfl·Ò˜Ôı È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ, ¸ÛÔ

·ıÓ‹ÌÂÈ Á ‰È‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔı Krylov ıÔ˜˛ÒÔı (Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Ù˘Ì ‰ıÌ‹ÏÂ˘Ì)

[102], ‹Ò· Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ‚‹ÛÁÚ ÂÓ·ÒÙo˝ÌÙ·È ·¸ ÙÁÌ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi ÙÁÚ ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÁÚ

·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú Í·È ÂÔÏ›Ì˘Ú ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ıÎÔÔflÁÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı. ¡ıÙ¸

ÏÔÒÂfl Ì· ‰ÈÔÒË˘ËÂfl ÂÈÎ›„ÔÌÙ·Ú ÏÈ· ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍfi ‚‹ÛÁ ÙÔı ıÔ˜˛ÒÔı.

O >



O Arnoldi [4] ÙÔ 1951 Ò¸ÙÂÈÌÂ ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ ÏÈ·Ú Ù›ÙÔÈ·Ú ‚‹ÛÁÚ. »Â˘Ò˛ÌÙ·Ú

¸ÙÈ � � E 6�%�%�%F6 � ��� ÂflÌ·È fi‰Á ÏÈ· ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍfi ‚‹ÛÁ ÙÔı ı¸˜˘ÒÔı
� � @B1�� ���� � E , Ù¸ÙÂ Á

‚‹ÛÁ ·ıÙfi ÏÔÒÂfl Ì· ÂÂÍÙ·ËÂfl ıÔÎÔ„flÊÔÌÙ·Ú 	34�1 � � Í·È Í·ÌÔÌÈÍÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔ

‰È‹ÌıÛÏ· 	 ˘Ú ÒÔÚ Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· � E 6�%�%�%F6 � � . « ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· Ë· ÓÂÍÈÌfiÛÂÈ ·¸ ÙÔ

� E � �������� � ����� � �
Í·È ı‹Ò˜ÔıÌ ·ÒÍÂÙ›Ú ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ Ôı ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÙÔ ÂÈÙ˝˜ÔıÌ ÏÂ ÈÔ

„Ì˘ÛÙfi ·ıÙfi ÙÁÚ modified Gram-Schmidt [49]. –·Ò·Í‹Ù˘ ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ

ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÏÂ ÙÁÌ ÔÔfl· ›Ì·Ú flÌ·Í·Ú
.

ÏÔÒÂfl Ì· ÂÏˆÒ·ÛÙÂfl ÛÙÁÌ ‹Ì˘ Hessenberg

ÏÔÒˆfi ÙÔı, ÏÂ ÙÁÌ ‚ÔfiËÂÈ· ÙÔı flÌ·Í· ÏÂ ÛÙfiÎÂÚ Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÁÚ ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍfiÚ

‚‹ÛÁÚ ÙÔı Krylov ıÔ˜˛ÒÔı
� " .

	 M�
�-,>9+!3,:9;9B�	 U*T�S � �9R : K� S?�9R�� � � � U*Q�� 	"O?6���� R!�9P
≈ÈÎÔ„fi ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ � E ÏÂ Ì¸ÒÏ· 1.� S�U���4 O 6%J 6$# 6�%&%&% 6%K

YÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú ÙÔı � E 4�1 � E� S�U � 4 O 6%J 6�%&%&% 6/�
� � = � 4�@��*�I6 � � E
�*� 4��*� ' � � = � � �� T��

� � D�E*= �<4 -��*�(-
R � � � D�E*= �<4 I��"P*S��
� � D�E 4 ����

��� ��� �� T��
”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔıÚ Ù· � �I6��.4 O 6�%�%�%I6%K ÂflÌ·È ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ‹ ÏÂÙ·Ó˝

ÙÔıÚ. ¡Í¸Ï· ·Ò‹„ÔıÌ ÙÔÌ ı¸˜˘ÒÔ
� " , „È·Ùfl Í‹ËÂ ‰È‹ÌıÛÏ· � � ÂflÌ·È ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

� � : E @B1 E � E , ¸Ôı
� � : E ÂflÌ·È ›Ì· ÔÎı˛ÌıÏÔ �A' O ‚·ËÏÔ˝. ¡ıÙ¸ ÏÔÒÂfl Ì· ·Ô‰ÂÈ˜ÙÂfl

Â·„˘„ÈÍ‹ ÍÈ ›ÙÛÈ „È· �.4 O ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ � E 4
�
� @B1 E � E , ÏÂ

�
� @
	%E$4 O . ’ÔË›ÙÔÌÙ·Ú ¸ÙÈ

ÈÛ˜˝ÂÈ „È· ÙÁÌ ÙÈÏfi � Ë· ›˜ÔıÏÂ „È· ÙÁÌ ÙÈÏfi �+) O ¸ÙÈ

� � D�E*= � � � D�E 4 1 � � ' ���� E � � � = �
� �M4 1 � � : E @B1 E � E ' � ��� E � � � = �

� � : E @B1 E � E %
O �



œ¸ÙÂ ÙÔ � � D�E ÂflÌ·È ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ
� �I@B1 E � E ÏÂ

� � ÔÎı˛ÌıÏÔ ‚·ËÏÔ˝ � . ∏ÛÙ˘ Ù˛Ò·

¸ÙÈ
� � ÂflÌ·È Ô flÌ·Í·Ú ÏÂ ÛÙfiÎÂÚ Ù· � � E 6�%�%�%I6 � ��� Ù¸ÙÂ

1 � " : E 4
�
"
�

"$= " : E % @BJ � E
œ K � @BK ' O E flÌ·Í·Ú

�
"$= " : E ÂflÌ·È ‹Ì˘ Hessenberg Í·È Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÔı � � = �

·Ò‹„ÔÌÙ·È ·¸ ÙÁ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· Arnoldi. º˘Ú ÂflÌ·È ˆ·ÌÂÒ¸ Á ÔÒËÔ„˘ÌÈÔÔflÁÛÁ

·ıÙfi ·ıÓ‹ÌÂÈ ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ ÏÂ ÙÁÌ ·ıÓÁÛÁ ÙÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ÙÔı ıÔ˜˛ÒÔı,

·ˆÔ˝ „È· ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ ÙÔı Í‹ËÂ � � = � ··ÈÙÂflÙ·È ›Ì· ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ¸ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì

Í·È ÏÈ· ·Ì·Ì›˘ÛÁ ÙÁÚ ÙÈÏfiÚ ÂÌ¸Ú ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ.

« ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ 2 ��"���7 � " @B1�� ����� � E ÏÔÒÂfl Ì· „Ò·ˆÂfl ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

2 ��"�� 4 �
"
� 6 @BJ � E

¸Ôı � 798 " . √È· ÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÏÈ·Ú Ù›ÙÔÈ·Ú Î˝ÛÁÚ ÏÂ Í‹ÔÈ· ·¸ ÙÈÚ non-stationary

ÏÂË¸‰ÔıÚ ›˜ÔıÌ ·Ò·ÙÁÒÁËÂfl Ù›ÛÛÂÒÈÚ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÔÏ‹‰ÂÚ ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì ·Ì‹ÎÔ„·

ÏÂ ÙÔ Âfl‰ÔÚ ÒÔ‚ÔÎfiÚ ÛÙÔÌ Krylov ı¸˜˘ÒÔ ˘Ú ÂÓfiÚ :

1. H ÒÔÛ›„„ÈÛÁ Ritz-Galerkin, ¸Ôı 5�' 1�2!��"���� � " @B1�� ����� � E .
2. H ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ ıÔÎÔflÔı (minimum residual), ¸Ôı Ë· Ò›ÂÈ

ÙÔ -�5�' 1�2 ��"�� - C Ì· ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔÈÂflÙ·È ÛÙÔÌ ��" @B1�� ����� �BE .
3. H ÒÔÛ›„„ÈÛÁ Petrov-Galerkin, ¸Ôı ÙÔ 5�' 1 2!��"�� ÂflÌ·È ÔÒËo„˛ÌÈÔ Û' ›Ì· ‹ÎÎÔ

Í·Ù‹ÎÎÁÎÔ ı¸˜˘ÒÔ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ K .

4. H ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ (minimum error), ¸Ôı Á Ì¸ÒÏ·

-�2=' 2 ��"�� - C Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÂflÌ·È ÂÎ‹˜ÈÛÙÁ ÛÙÔÌ
.�� � " @B1 � � ����� �BE .

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ Ritz-Galerkin ·Ò‹„ÔÌÙ·È ÔÈ ‚·ÛÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ ÙÁÚ

ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ·Ú Conjugate Gradients Í·È Lanczos. AÌ ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ˜˘ÒflÚ ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ

„ÂÌÈÍ¸ÙÁÙ·Ú ¸ÙÈ 2 ��� ��4 I , Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ � ��� ��4 5 . H ÛıÌËfiÍÁ Ritz-Galerkin

� ��"���� � "�@B1�� � ��� � E ÏÔÒÂfl Ì· ÂÍˆÒ·ÛËÂfl ÈÛÔ‰˝Ì·Ï·

� �
" @B5�' 132 ��"�� E 4&I % @/# I E

O �



≈ÂÈ‰fi 5 4 ����� �34 - � ��� ��- C � E , Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ
���
" 5�4 - � ��� ��- C � E , ÏÂ � E 7�8 " ÙÔ

ÏÔÌ·‰È·flÔ ‰È‹ÌıÛÏ·. ¡¸ ÙÁ Û˜›ÛÁ 2!��"�� 4 �
"
� Ë· ›˜ÔıÏÂ

� �
" 1

�
"
� 4 - � ��� � - C � E % @/# O E

‘Ô ·Ò·‹Ì˘ Û˝ÛÙÁÏ· ·ÔÙÂÎÂfl ÙÁ ÒÔ‚ÔÎfi ÙÔı ·Ò˜ÈÍÔ˝ „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ,

ÙÔı ÔÔflÔı ÊÁÙÂflÙ·È ÏÈ· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Ò·„Ï·ÙÈÍfiÚ ÙÔı Î˝ÛÁÚ, ÛÙÔÌ ı¸˜˘ÒÔ

Krylov � " @B1�� ����� � E . ∏ÙÛÈ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Á Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı K � K flÌ·Í·
� �
" 1

�
" , Ô

ÔÔflÔÚ ¸Ï˘Ú ›˜ÂÈ fi‰Á Í·Ù·ÛÍÂı·ÛÙÂfl ·¸ ÙÁ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ÔÒËÔ„˘ÌÈÔÔflÁÛÁÚ

� �
" 1

�
" 4

�
"$= " 6 @/#LJ E

˛ÛÙÂ Á 2 ��"�� „È· ÙÁÌ ÔÔfl· ÈÛ˜˝ÂÈ ���"���� � " @B1�� ����� � E ÏÔÒÂfl Â˝ÍÔÎ· Ì· ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl

Î˝ÌÔÌÙ·Ú ÙÔ
�

"$= " � 4 - ����� � - C � E Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÂÍˆÒ‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÔ ˘Ú 2!��"��D4 � " � .
021�3,;�),;9B�� S�T�������Q,P � � U*Q7�9R � T�P � S�U	�CS�U �<Q � ��
 ��Q,P1R.S�T�� 	 � � � �

√È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÛıÏÏÂÙÒÈÍÔ˝ flÌ·Í· 1 , Ô flÌ·Í·Ú
�

"$= " „flÌÂÙ·È ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈÔÚ

Í·È ·Ò‹„ÂÙ·È Á ÍÎ·ÛÛÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ Lanczos [71]. ¡Ì ÂÈÎ›ÔÌ Ô flÌ·Í·Ú ÂflÌ·È Í·È

ËÂÙÈÍ‹ ‰ÈÂıËÂÙÈÏ›ÌÔÚ, Ù¸ÙÂ Á ·Ò·„¸ÏÂÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È Conjugate Gradient

[60, 5, 87, 109] . √È· „ÂÌÈÍÔ˝Ú flÌ·ÍÂÚ ı‹Ò˜ÂÈ Á ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ ÙÁÚ ËÂ˘Òfl·Ú

[27, 55, 57, 66, 69, 99, 101, 123, 124, 125, 115], ·ˆÔ˝ Âˆ·ÒÏÔÛÙÂfl Ô ·Ò·Í‹Ù˘

ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸Ú ÛÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·

. � . 2�4 . � 5 @/#�# E

„È· Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎÈÛÙÂfl Á Ì¸ÒÏ· ÏÂ ÙÁÌ ÔÔfl· Ë· ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔÈÁËÂfl ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ·, ·ÎÎ‹ Í·È

Á ‰ÁÏÈÔıÒ„fl· ÙÁÚ ‚‹ÛÁÚ ÙÔı ı¸˜˘ÒÔı Krylov. « ·ÌÙflÛÙoÈ˜Á Ï›ËÔ‰ÔÚ „È· „ÂÌÈÍÔ˝Ú

flÌ·ÍÂÚ ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È CGNE (Conjugate Gradient for Normal Equations) Í·È ›˜ÂÈ ÏÈÍÒfi

Ò·ÍÙÈÍfi ·Ófl·, „È·Ùfl ›˜ÂÈ ÏÂ„‹ÎÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ Í·È ·Ò„fi Û˝„ÍÎÈÛÁ ÛÂ Û˜›ÛÁ

ÏÂ ‹ÎÎÂÚ Krylov ÏÂË¸‰ÔıÚ. ¡ıÙ¸ ÛıÏ‚·flÌÂÈ, „È·Ùfl ˜ÒÂÈ‹ÊÔÌÙ·È ‰ıÔ ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔfl

flÌ·Í· ÏÂ ‰È‹ÌıÛÏ· ÛÂ Í‹ËÂ ‚fiÏ·, ÏÂ ÙÔÌ 1 Í·È ÙÔÌ
. �

, ÂÌ˛ ÂÈÎ›ÔÌ ÂÂÈ‰fi

O �
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� � : E��(4&I
�
: E 4 I� S�U � 4&I 6 O 6%J 6�%&%&%

� � � � 4  � � � ) � � : E � � � : E��
� � � �(4�1 � � � �
� � 4 ���� � � � � ��� � � � �2 � � D�E��(4�2 � � � ) � � � � � �
� � � D�E�� 4 � � � � ' � � � � � �
�� � D�E��(4�1 � � � � D�E��
∏ÎÂ„˜ÔÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ Í·È

›ÓÔ‰ÔÚ „È· ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍfi ÙÈÏfi ÙÔı 2!� � D�E��
* � D�E 4�@ �� � D�E��BE � �� � D�E��� � 4 ��� � �

���� T��

��+�79-�6,2 � Q : �������������
�������! ��"��#$�%��&$��'	� ��
� .

O �



��� A � @B1 � 1 E04 ��� A � C @B1 E ·Ì·Ï›ÌÂÙ·È ÏÂ„‹ÎÔÚ ·ÒÈËÏ¸Ú ‚ÁÏ‹Ù˘Ì. œ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÙÁÚ

CGNE ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 5a.

021�3,;�),;9B ������� � 	� �
‘Ô ‚·ÛÈÍ¸ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· ÏÈ·Ú non-stationary ÏÂË¸‰Ôı, ¸˘Ú ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸

ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ Û˜›ÛÁ

2 ��"�� 4 2 ��" : E�� )�� " � ��" : E��(63K�4 O 6%J 6�%�%�%	6

¸Ôı Ù· � " ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÂÈÎÂ„Ô˝Ì, „È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ˛ÛÙÂ, Ì· ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔÈÔ˝Ì ÙÁ

ÂıÍÎÂfl‰ÂÈ· Ì¸ÒÏ· ÙÔı ���"�� . ∏ÙÛÈ „È·

� " 4 @�� ��"�� 6%1 ����"��BE
@B1 � ��"�� 6%1 � ��"�� E

›˜ÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ � ��"�� Ë· ÂflÌ·È flÛÔ ÏÂ ÙÔ � ��" : E�� ÎÁÌ ÙÁ ÒÔ‚ÔÎfi ÙÔı ‹Ì˘ ÛÙÔ 1 � ��" : E�� .
∏ÙÛÈ Á ·Ì·‰ÒÔÏÈÍfi Û˜›ÛÁ Ù˘Ì ıÔÎÔfl˘Ì Ë· ›˜ÂÈ ÙÁ ÏÔÒˆfi

� ��"�D�E�� 4 � ��"�� '�� " 1 � ��"�� 6 K 4 O 6%J 6�%�%�% %

»· Ò›ÂÈ Ì· ·Ì·ˆÂÒËÂfl ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ORTHOMIN ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÂ ÙÁÌ Â¸ÏÂÌÁ

Ï›ËÔ‰Ô GMRES, Á ÔÔfl· ¸Ï˘Ú ›˜ÂÈ ÂÓÂÎÈ˜ËÂfl ÏÂ ÙÁÌ ÒÔÛËfiÍÁ ÏÈ·Ú ·Ò·Ï›ÙÒÔı

Â·ÌÂÍÍflÌÁÛÁÚ ÍÈ ›ÙÛÈ ›˜ÂÈ ÏÂÈ˘ËÂfl ÙÔ Í¸ÛÙÔÚ ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ ·Ì‹ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ·.

”ÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 5b ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ORTHOMIN.

021�3,;�),;9B�� � T � U*Q � R�
 � � 4R.T9R�� ��� � � �"R!����Q � 	 �  � � O
¡Ì ÒÔÛÂ„„flÛÔıÏÂ ÙÁ Î˝ÛÁ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ

ÙÁÚ ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ ÙÔı ıÔÎÔflÔı ÛÂ ›Ì· ı¸˜˘ÒÔ Krylov, ·Ò‹„ÂÙ·È Á ÈÔ

‰ÁÏÔˆÈÎfiÚ Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÎıÛÁÚ „ÂÌÈÍ˛Ì „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì GMRES [104]. º˘Ú

ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ Á ‰ÁÏÈÔıÒ„fl· ÔÒËÔ„˛ÌÈ·Ú ‚‹ÛÁÚ ÙÔı ı¸˜˘ÒÔı Krylov Í·Ù·Îfi„ÂÈ ÛÙÁ

Û˜›ÛÁ
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�
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� ��� � 4 ���� �� S�U � 4&I 6 O 6%J 6�%&%&%

� � 4 � � � � � = 1 � � � � �� 1 � � � � = 1 � � � � �
2 � � D�E��(4�2 � � � ) � � � � � �
�� � D�E��(4 �� � �%'�� � 1 � � � �
� � 4 ' � 1 � � � � � � = 1 � � � � �� 1 � � � � = 1 � � � � �
� � � D�E��(4 �� � D�E�� ) � � � � � �
∏ÎÂ„˜ÔÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ Í·È

›ÓÔ‰ÔÚ „È· ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍfi ÙÈÏfi ÙÔı 2!� � D�E��� T��

��+�79-�6,2 � 8 : �������������
�������! ��"��#$�%��&$��' ������� ����� 
 .
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AÌ ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ, ˜˘ÒflÚ ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ „ÂÌÈÍ¸ÙÁÙ·Ú Ó·Ì‹ ¸ÙÈ 2!��� � 4 I , Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

� ��� � 4 5 . ¡Ì·ÊÁÙÔ˝ÏÂ Î˝ÛÁ 2 ��"�� 7 � " @B1�� � ��� � E , ‰ÁÎ·‰fi 2 ��"���4 �
"
� , „È· ÙÁÌ

ÔÔfl· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ -�5;' . 2 ��"�� - C „flÌÂÙ·È ÂÎ‹˜ÈÛÙÁ.

¡ıÙ¸ ›˜ÂÈ ˘Ú ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÌ ·Ò·Í‹Ù˘ ›ÍˆÒ·ÛÁ ÙÁÚ ÂıÍÎÂfl‰È·Ú Ì¸ÒÏ·Ú ÙÔı

ıÔÎÔflÔı

-�5�' . 2 ��"�� - C 4 -�5�' . � " � - C
4 -�5�' �

"�D�E
�

"�D�E*= " � - C
4 - � "�D�E @�- � ��� � - C � E ' �

"�D�E*= " � E�- C %

@/#�> E

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ
�
"�D�E ÂflÌ·È ›Ì·Ú ÔÒËÔÍ·ÌÔÌÈÍ¸Ú

ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸Ú ÛÙÔÌ ı¸˜˘ÒÔ Krylov � "�D�EI@B1�� ����� �BE , ÒÔÍ˝ÙÂÈ

-�5�' . 2 ��"�� - C 4 -3- � ��� � - C � E ' �
"�D�E*= " � - C 6 @/# � E

Á ÔÔfl· ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔÂflÙ·È ıÔÎÔ„flÊÔÌÙ·Ú ÙÁÌ ÂÎ‹˜ÈÛÙÁ ÂıÍÎÂfl‰È· Ì¸ÒÏ· ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÏÂ

ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô Ù˘Ì ÂÎ·˜flÛÙ˘Ì ÙÂÙÒ·„˛Ì˘Ì ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

�
"�D�E*= " � 4 - � ��� � - C � E % @/# �LE

« Ï›ËÔ‰ÔÚ, Á ÔÔfl· ıÎÔÔÈÂfl Ù· ·Ò·‹Ì˘ ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È GMRES Í·È ÙÔ ÂÈÙı„˜‹ÌÂÈ

Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú Givens rotations, ÔÈ ÔÔflÔÈ ··ÎÔflˆÔıÌ Ù· ıÔ‰È·„˛ÌÈ· ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÔı

‹Ì˘ Hessenberg flÌ·Í·
�

"�D�E*= " .

¡¸ Ù· ÍıÒÈ¸ÙÂÒ· ÏÂÈoÌÂÍÙfiÏ·Ù· ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı GMRES [20, 51, 52, 86, 118, 119,

120, 121] ÂflÌ·È Á ··flÙÁÛÁ ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ ¸Î˘Ì Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ıÔÎÔfl˘Ì Í‹ËÂ

‚fiÏ·ÙÔÚ, Í·Ë˛Ú ÂflÛÁÚ Í·È ¸ÙÈ Á Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı ÒÔ‚·Î¸ÏÂÌÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÛÙÔÌ

ı¸˜˘ÒÔ ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÔÎ˝ÎÔÍÁ. H Î˝ÛÁ Û' ·ıÙ¸ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ÂflÌ·È Á ·ÔËfiÍÂıÛÁ

Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ıÔÎÔfl˘Ì Ï›˜ÒÈ ›Ì· ÒÔÍ·ËÔÒÈÛÏ›ÌÔ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· K Í·È

Á Â·ÌÂÍflÌÁÛfi ÙÁÚ ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·. H ·Ò‹ÏÂÙÒÔÚ ·ıÙfi ·Ì·ˆ›ÒÂÙ·È ˘Ú ·Ò‹ÏÂÙÒÔÚ

Â·ÌÂÍflÌÁÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı GMRES(m) Í·È Á ÂÈÎÔ„fi ÙÁÚ Í·Ù‹ÎÎÁÎÁÚ ÙÈÏfiÚ ‰ÂÌ ÂflÌ·È

Â˝ÍÔÎÁ ı¸ËÂÛÁ. ”ÙÔ [64] ı‹Ò˜ÔıÌ ‰È‹ˆÔÒÂÚ ‰È·ÈÛÙ˛ÛÂÈÚ „È· ÙÁÌ ÂÈÎÔ„fi ÙÁÚ

ÙÈÏfiÚ K ·¸ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ. –ÒÔÍ˝ÙÂÈ ‹ÏÂÛÁ ÂÓ‹ÒÙÁÛÁ ÙÁÚ ÙÈÏfiÚ ÙÁÚ ·¸
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ÙÔ ·Ò˜ÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·. ”ıÌfiË˘Ú ÂÈÎ›„ÔÌÙ·Ú ÏÈÍÒ›Ú ÙÈÏ›Ú ÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı Á Û˝„ÍÎÈÛÁ

ÂflÌ·È ·Ò„fi fi Í·È ÏÂÒÈÍ›Ú ˆÔÒ›Ú ·‰˝Ì·ÙÁ. ”ÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 6 ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ

ÙÁÚ GMRES(m).

021�3,;�),;9B�� R � S�T�������Q,P � � U*Q7�9R � T�P 	 � R � �
”ÙÁ ËÂ˘Òfl· ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ Petrov-Galerkin ÛÙÁÒflÊÂÙ·È ÏÈ· ‹ÎÎÁ ÏÂ„‹ÎÁ ÔÏ‹‰· non-

stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì, ÔÈ ÔÔflÂÚ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÌÙ·È „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ

„ÂÌÈÍ˛Ì „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì. ¡Ì‹ÏÂÛ· ÛÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÂflÌ·È ÔÈ ‰ÁÏÔˆÈÎfiÚ QMR

(Quasi-Minimal Residual), Bi-CG (BiConjugate Gradient) Í·È ÔÈ ı‚ÒÈ‰ÈÍÔ˝ Ù˝Ôı CGS

(Conjugate Gradient Squared) Í·È Bi-CGSTAB (BiConjugate Gradient Stabilized). ”Â

·ıÙfi ÙÁ Í·ÙÁ„ÔÒfl· ÏÂË¸‰˘Ì Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÂÙ·È ÏÈ· Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ ÔÒËÔ„˛ÌÈ· ‚‹ÛÁ ÙÔı

Krylov ıÔ˜˛ÒÔı Á ÔÔfl· ¸Ï˘Ú ¸Ï˘Ú ÂflÌ·È ÔÒËo„˛ÌÈ· ÏÂ Í‹ÔÈ· ‹ÎÎÁ ‚‹ÛÁ. AÚ

·Ì·Í·Î›ÛÔıÏÂ ÙÁÌ ‚·ÛÈÍfi Û˜›ÛÁ 1 � " 4
�
"�D�E

�
"�D�E*= " , Á ÔÔfl· „Ò‹ˆÂÙ·È ˘Ú

� "�D�E*= " � "�D�E 4�1 � " ' "�� � E � � = "
� � % @/# � E

≈ÂÈ‰fi Ô flÌ·Í·Ú
.

‰ÂÌ ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú, ‰ÂÌ ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ú Ô ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸Ú

ÙÔı ÛÂ ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈÔ ÛÂ ›Ì· ı¸˜˘ÒÔ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ Ï›Û˘ ÔÒËÔ„˛ÌÈ˘Ì

ÒÔ‚ÔÎ˛Ì, „È·Ùfl ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÂˆÈÍÙfi Á Í·Ù·ÛÍÂıfi ÔÒËÔ„˛ÌÈ·Ú ‚‹ÛÁÚ ÙÔı Krylov

ı¸˜˘ÒÔı Ï›Û˘ ·Ì·‰ÒÔÏÈÍfiÚ Û˜›ÛÁÚ ÙÒÈ˛Ì Ï¸ÌÔ ¸Ò˘Ì [36]. ∏ÙÛÈ ‰ÂÌ ÏÔÒÔ˝ÏÂ

Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ flÌ·Í·
�
" ÛÙÁ ÒÔ‚ÔÎfi. YÔË›ÙÔıÏÂ ¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ ›Ì·Ú

‹ÎÎÔÚ flÌ·Í·Ú � " , ˛ÛÙÂ � �"
�
" 4 / " , „È· / " ‰È·„˛ÌÈÔ flÌ·Í· Í·È Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

� �"
� "�D�E�4 I8% ‘· ÛÙÔÈ˜Âfl· � "�D�E*= " ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ÂÈÎÂ„Ô˝Ì Í·È ÂflÌ·È ÒÔÙÈÏ¸ÙÂÒÔ Ì·

ÂÈÎÂ„Ô˝Ì ˛ÛÙÂ - � "�D�E(- C 4 O . ‘¸ÙÂ ÈÛ˜˝ÂÈ

�
�
" 1
�
" 4 / "

�
"$= " @/# � E

ÍÈ ›ÙÛÈ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ‚ÒÂËÂfl Ô Í·Ù‹ÎÎÁÎÔÚ flÌ·Í·Ú � " „È· ÙÔÌ ÔÔflÔ Ô
�

"$= " ÂflÌ·È

ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈÔÚ. ¡ıÙ¸ ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÂflÌ·È ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈÔÚ Í·È Ô
� �
" 1
� � " ,

‰ÁÎ·‰fi Ì· Í·Ù·ÛÍÂı·ÛÙÔ˝Ì Ù· � " Í‹ÌÔÌÙ·Ú ˜ÒfiÛÁ ÙÔı
. �

.
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≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ 2���� � ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2
 4�5�' 132 ��� �� S�U�� 4 O 6%J 6�%&%&%

� 4 -  - C 6 � E 4
�� 6 �� 4 ��� E� S�U � 4 O 6%J 6�%&%&% 6%K

��4�1 � �� S�U ��4 O 6%J 6�%&%&% 6 �
��	 = � 4�@ � 	 E���� 6 ��4�� ' ��	 = � � 	

� � D�E*= � 4 -�� - C 6 � � D�E<4 ��
� � ��� �� S�U ��4�J 6�%&%&% 6 �

�	 : E*= � 4 � 	 : E ��	 : E*= � ) � 	 : E ��	 = �
�	 = � 4 ' � 	 : E ��	 : E*= � ) � 	 : E ��	 = �� 4 �

� C� = � ) � C� D�E*= E
� � 4 �

�
�
�	 6 � �94 �

� � ��� �	
�� = � 4 � � � � = � ) � � � � D�E*= ��� � D�E 4 ' � � �� �D6 �� �94 � ��
 �� �
*�4� �� � D�E ��@ 4 -�5�' 132 �&� � : E�� "�D � � - C E
R � * ·ÒÍÂÙ‹ ÏÈÍÒ¸ P�� � T
A � 4 � ��S�P*S SOL

A � 4�K 6�� :�� 4 ���� �� � � � � �
SOL :

� S�U ��4�A � ' O 6�%&%&% 6 O
� 	�4 ���� :�� � �� � � � � � � � ��� �� � � �2	4 � :����� E � � � �

R � * ·ÒÍÂÙ‹ ÏÈÍÒ¸

 �9R P

 4�5�' 132

��+�79-�6,2��
: �������������
�������! ��"��#$�%��&$��' � � � � 	��� "!
.
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H ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ·Ò˜flÊÂÈ ÏÂ Í‹ÔÈo � E
@4 I , ˛ÛÙÂ @�� E E

� � E
@4 I . ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·

Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔıÏÂ ÏÂ ÙÁ ‚ÔfiËÂÈ· ÙÁÚ (39) ÙÔ � C , ˛ÛÙÂ Ì· ÂflÌ·È ÔÒËÔ„˛ÌÈÔ ÏÂ ÙÔ � E ,
‰ÁÎ·‰fi � E*= E 4�@�� E E

� 1 � E 	 @*@�� E E � � E E$% ¡ˆÔ˝ @�� E E
� 1 � E 4�@ � E E

� 1 � � E ÙÔ � C ÏÔÒÂfl Ì·

Í·Ù·ÛÍÂı·ÛÙÂfl ·¸ ÙÔ Ù˝Ô

� C*= E � C 4�1
� � E ' � E*= E � E @�8 I E

Í·È Ë· ÂflÌ·È ÔÒËÔ„˛ÌÈÔ ÏÂ ÙÔ � E .
”ıÌÂ˜flÊÔÌÙ·Ú ¸ÏÔÈ· ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ùfi Á Í·Ù·ÛÍÂıfi ÏÈ·Ú bi-orthogonal ‚‹ÛÁÚ � � ��� Í·È

� �*��� , Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù· Í·ÈÌÔ˝ÒÈ· �
" ÔÒËÔ„˛ÌÈ· ÛÙ· � E ›˘Ú ÙÔ � " : E Í·È ÛÙÁ

ÛıÌ›˜ÂÈ· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù· � " ÏÂ ÙÔÌ fl‰ÈÔ ÙÒ¸Ô, ·ÎÎ‹ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÔÌ

1 � ·ÌÙfl ÙÔı 1 . ∏ÙÛÈ Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ � �" 1
�
" 4 / "

�
"$= " Í·È ÂflÛÁÚ

�
" 1
� � " 4/ "

�
"$= " , ‰ÁÎ·‰fi Ô flÌ·Í·Ú / "

�
"$= " Ë· ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸Ú ÍÈ ›ÙÛÈ Ô

�
"$= " ÂflÌ·È

ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈÔÚ, Ô¸ÙÂ ÒÔÍ˝ÙÂÈ Á ÊÁÙÔ˝ÏÂÌÁ ·Ì·‰ÒÔÏÈÍfi Û˜›ÛÁ ÙÒÈ˛Ì ¸Ò˘Ì „È· Ù·

� � Í·È Ù· � � ÍÈ ›ÙÛÈ Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ

1 � " 4
�
"�D�E

�

"�D�E*= " @�8 O E
ÏÂ

�
ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈÔ flÌ·Í·.  ‹ÌÔÌÙ·Ú ˜ÒfiÛÁ ÙÔı flÌ·Í· � " 4

� � E 6�� C 6�%�%�%I6�� " � „È·

ÙÁÌ ÒÔ‚ÔÎfi ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ›˜ÔıÏÂ

�
�
" @B5;'�1 2 ��"�� E 4 I @�8 J E

fi

�
�
"
. �

"
� ' � �" 5�4 I % @�8�# E

œ¸ÙÂ ÙÔ � Ë· ÈÍ·ÌÔÔÈÂfl ÙÁ Û˜›ÛÁ

�

"$= " � 4 - � ��� � - C � E 6 @�8�8 E
Í·È 2 ��"�� 4 �

"
� .

« ·Ò·„¸ÏÂÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ÔÌoÏ‹ÊÂÙ·È Bi-Lanczos [71, 97] Í·È ·Ì ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl Á

ÙÂ˜ÌÈÍfi Ù˘Ì Û˝ÌÙÔÏ˘Ì ·Ì·‰ÒÔÏÈÍ˛Ì Û˜›ÛÂ˘Ì ·Ì·ˆ›ÒÂÙ·È ˘Ú Bi-CG [12], Á ÔÔfl·
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≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ 2���� � ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2
���� � 4�5�' 132 ��� �
≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÙÈÏfiÚ

�
���� � (ÛıÌfiË˘Ú

�
 ��� � 4 ���� � )� S�U � 4 O 6%J 6�%&%&%

* � : E 4�@ �� � : E��BE�� ��� � : E��
R � � 4 O
� E 4  ��� ��� E<4 �

���� ���� � �
� � : E 4 ��� � �

��� � �

� � 4 �� � : E�� ) � � : E � � : E�� � 4 ��� � : E�� ) � � : E �� � : E� T��9R �
� � 4�1 � ��� � 4�1 � �� �
� � 4 ��� � �� �� � �

��� �
2 � � � 4�2 � � : E�� ) � � � �
�� � �(4 �� � : E�� ' � � � ���� � �(4 ��� � : E�� ' � � �� �
∏ÎÂ„˜ÔÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ� T��

��+�79-�6,2��
: �������������
�������! ��"��#$�%��&$��'��?- � � � .
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ÏÔÒÂfl Ì· ÂÌÌÔÁËÂfl Û·Ì ÙÁÌ ÙÒÔÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ CG „È· ÏÁ ÛıÏÏÂÙÒÈÍ‹ „Ò·ÏÏÈÍ‹

ÛıÛÙfiÏ·Ù·. ”ÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 7 ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È o ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÙÁÚ Bi-CG.

 ·Ù‹ ÙÁ ‰ÁÏÈÔıÒ„fl· ÙÁÚ bi-orthogonal ‚‹ÛÁÚ ›˜ÔıÏÂ ıÔË›ÛÂÈ ¸ÙÈ @�� E E
� � E

@4 I ,
‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ Á Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÁÚ ÂflÌ·È ·‰˝Ì·ÙÁ. ∏ÙÛÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ÔÙı„˜‹ÌÂÈ ·Ì

„È· Í‹ÔÈ· ÙÈÏfi ÙÔı
�

ÛıÏ‚Âfl @��"� E � � �34%I . ‘Ô ˆ·ÈÌ¸ÏÂÌÔ ·ıÙ¸ ·Ì·ˆ›ÒÂÙ·È ÛÙÁ

‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl· ˘Ú serious breakdown, ÂÌ˛ ¸Ù·Ì @�� � E � � � � I ›˜ÔıÏÂ near breakdown.

À˝ÛÁ Û' ·ıÙ¸ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ÏÔÒÂfl Ì· ‰˘ËÂfl ÏÂ ÙÈÚ ÎÂ„¸ÏÂÌÂÚ look-ahead ÛÙÒ·ÙÁ„ÈÍ›Ú,

‰ÁÎ·‰fi ÏÂ ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú ·Ìfl˜ÌÂıÛÁÚ Í·È Ò¸‚ÎÂ¯ÁÚ Ù˘Ì ÒÔ‚ÎÁÏ·ÙÈÍ˛Ì Í·Ù·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì.

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ·ıÙ›Ú ‰ÁÏÈÔıÒ„ÂflÙ·È ÏÈ· ÔÏ‹‰· ·Ô‰ÂÍÙ˛Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ‚‹ÛÁÚ, Á ÔÔfl·

„flÌÂÙ·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÔÎ¸ÍÎÁÒÁ bi-orthogonal. « Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ıÙfi ·Ì·Î˝ÂÙ·È ÎÂÙÔÏÂÒ˛Ú

ÛÙ· [41, 42, 43, 94].

ÃÈ· ‹ÎÎÁ ÈÔ ·Îfi Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È Á Â·ÌÂÍflÌÁÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Ï¸ÎÈÚ ·ÔÙ˝˜ÂÈ Á

Í·Ù·ÛÍÂı·ÛÙÈÍfi ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·. ∏ÙÛÈ ¸Ï˘Ú ˜‹ÌÂÙ·È ¸ÎÔ ÙÔ ÙÏfiÏ· ÙÁÚ ‚‹ÛÁÚ Ôı Âfl˜Â

Ï›˜ÒÈ Ù¸ÙÂ ‰ÁÏÈÔıÒ„ÁËÂfl, ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÌ ·Ò„¸ÙÂÒÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı.

ÃÈ· ‹ÎÎÁ ÒÔ‚ÎÁÏ·ÙÈÍfi Í·Ù‹ÛÙ·ÛÁ ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Í·Ù‹ ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈÔı

ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ. « ÂflÎıÛÁ „flÌÂÙ·È ÏÂ LU ‰È‹Û·ÛÁ ˜˘ÒflÚ Ô‰fi„ÁÛÁ Í·È ·Ì Á

‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ·ıÙfi ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÂÈÙı˜fiÚ Ù¸ÙÂ ›˜ÔıÏÂ breakdown ‰ÂıÙ›ÒÔı ‚·ËÏÔ˝. ¡ıÙ¸

·ÌÙÈÏÂÙ˘flÊÂÙ·È Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·Ú LU ‰È‹Û·ÛÁ ÛÙ· J��0J block ‰È·„˛ÌÈ· ÛÙÔÈ˜Âfl· [11].

021�3,;�),;9B�� ��Q��"R 	 4R.T9R��<Q � � � �"R!����Q � 	 �  �
« Ï›ËÔ‰ÔÚ Bi-CG ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÛÂ Ë›ÛÁ Ì· ıÔÎÔ„flÛÂÈ ÙÁ Î˝ÛÁ ÙÔı ÂÎ‹˜ÈÛÙÔı ıÔÎÔflÔı

ÏÂ ·Ì·‰ÒÔÏÈÍ›Ú Û˜›ÛÂÈÚ Îfl„˘Ì ¸Ò˘Ì. « Ï›ËÔ‰ÔÚ Ôı ÂflÌ·È ÈÔ ÍÔÌÙ‹ ÛÂ ·ıÙ¸ Î›„ÂÙ·È

QMR [43]. ¡Ú ÓÂÍÈÌfiÛÔıÏÂ ·¸ ÙÈÚ ·Ì·‰ÒÔÏÈÍ›Ú Û˜›ÛÂÈÚ

1 � " 4
�
"�D�E

�

"�D�E*= " % @�83> E
ZÁÙ‹ÏÂ ÏÈ· ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ 2 ��"�� , ÏÂ 2 ��"�� 7 � " @B1�� � ��"�� E , ‰ÁÎ·‰fi 2 ��"�� 4 � " � ,
„È· ÙÁÌ ÔÔfl· Á

-�5;'	1�2 ��"�� - C 4 -�5;'�1 � " � - C 4 -�5;' �
"�D�E

�

"�D�E*= " � - C @�8 � E
J �



„flÌÂÙ·È ÂÎ‹˜ÈÛÙÁ. ‘Ô Ò¸‚ÎÁÏ· ÂflÌ·È ÏÂ ÙÔÌ flÌ·Í·
�
"�D�E , Ô ÔÔflÔÚ ‰ÂÌ ÂflÌ·È

ÔÒËÔ„˛ÌÈÔÚ. ¡Ì ¸Ï˘Ú fiÙ·Ì, Ù¸ÙÂ Ë· Âfl˜·ÏÂ ¸ÙÈ

-�5�' . 2 ��"�� - C 4 - � "�D�E @�- � ��� � - C � E ' �

"�D�E*= " � E�- C
4 -3@�- � ��� � - C � E ' �

"�D�E*= " � E - C � � 	� 6
@�8 �LE

Í·È ÛÙÔ [43] ÒÔÙÂflÌÂÙ·È Á Î˝ÛÁ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ Ù˘Ì ÂÎ·˜flÛÙ˘Ì ÙÂÙÒ·„˛Ì˘Ì ÙÁÚ

ÂÎ‹˜ÈÛÙÁÚ Ì¸ÒÏ·Ú ÙÔı ‰ÂÓÈÔ˝ Ï›ÎÔıÚ, Ôı ›˜ÂÈ ÒÔ‚ÎÁËÂfl ÛÙÔÌ Krylov ı¸˜˘ÒÔ.

¡ˆÔ˝, „ÂÌÈÍ‹, ÔÈ ÛÙfiÎÂÚ ÙÔı flÌ·Í·
�
"�D�E ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÔÒËÔ„˛ÌÈÂÚ Á ›ÍˆÒ·ÛÁ 2 ��"�� 4

�
"
� ‰ÂÌ ÂÈÎ˝ÂÈ ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ· ÙÔı ÂÎ·˜flÛÙÔı ıÔÎÔflÔı, „È' ·ıÙ¸ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ

·ıÙfi ·Ì·ˆ›ÒÂÙ·È [43] ˘Ú quasi-minimum. ≈flÛÁÚ, ¸Ù·Ì Ô flÌ·Í·Ú
�
"�D�E ‰ÂÌ ÂflÌ·È

ÔÒËÔ„˛ÌÈÔÚ Á quasi Ì¸ÒÏ· ıÔÎÔflÔı � 	� ‰ÂÌ Ë· ÂflÌ·È flÛÁ ÏÂ ÙÁÌ - 5�' . 2���"��(- C ,
·ÎÎ‹ Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ -�5�' . 2 � 	 � - C � � � � 	� .

H Ï›ËÔ‰ÔÚ Ôı ıÎÔÔÈÂfl Ù· ·Ò·‹Ì˘ ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È QMR Í·È ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÂ

‰È‹ˆÔÒÂÚ ÏÔÒˆ›Ú[13, 37, 38, 39, 84]. ”ÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 8 ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÙÁÚ

QMR ˜˘ÒflÚ ÙÁ ÛÙÒ·ÙÁ„ÈÍfi Ò¸‚ÎÂ¯ÁÚ (look-ahead).

∏˜ÂÈ ·Ò·ÙÁÒÁËÂfl ÏÂÙ‹ ·¸ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ ¸ÙÈ Á Û˝„ÍÎÈÛÁ ÙÁÚ QMR

ÂflÌ·È ÈÔ ÔÏ·Îfi ·¸ ÙÁÚ Bi-CG, ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì· ÒÔÙÈÏ‹Ù·È ·¸ ÙÁÌ Bi-CG.

ºÏ˘Ú Á QMR ‰ÂÌ ›˜ÂÈ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ „ÒÁ„ÔÒ¸ÙÂÒÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ, „È·Ùfl ÏÂ ˜ÒfiÛÁ ·ÍÒÈ‚Ô˝Ú

·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÒÔÍ˝ÙÂÈ [29, 50] Á ·Ò·Í‹Ù˘ Û˜›ÛÁ ıÔÎÔfl˘Ì Ù˘Ì ‰ıÔ ÏÂË¸‰˘Ì

- � ��"��� - C 4
� "�� O '�@ ����� � � �� E C

6 @�8 � E

¸Ôı � ��"��� ÂflÌ·È ÙÔ ı¸ÎÔÈÔ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı Bi-CG. ≈˝ÎÔ„Ô ÂflÌ·È ÙÔ ÂÒ˛ÙÁÏ· ·Ì ÂflÌ·È

Á QMR Í·Î˝ÙÂÒÁ ·¸ ÙÁÌ GMRES. « ·‹ÌÙÁÛÁ ‰ÂÌ ÂflÌ·È Â˝ÍÔÎÁ, ·ˆÔ˝ Á Û˝„ÍÒÈÛÁ

·Ì‹ÏÂÛ‹ ÙÔıÚ ›˜ÂÈ ‰ıÛÍÔÎflÂÚ. ∏ÙÛÈ Á GMRES ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔÈÂfl ÙÁÌ ÂıÍÎfl‰ÂÈ· Ì¸ÒÏ·

ÙÔı ıÔÎÔflÔı, ÏÂ ÙÔ Í¸ÛÙÔÚ ÙÁÚ ˆ˝Î·ÓÁÚ ¸Î˘Ì Ù˘Ì ÔÒËÔ„˛ÌÈ˘Ì ıÔÎÔfl˘Ì. H

QMR ‰ÂÌ ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔÈÂfl ·ıÙfi ÙÁÌ Ì¸ÒÏ·, ·ÎÎ‹ ÛıÌfiË˘Ú Ûı„ÍÎflÌÂÈ ÏÂ ÙÔÌ fl‰ÈÔ ÒıËÏ¸,

¸Ï˘Ú ÏÂ ‰ÈÎ‹ÛÈÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ ÛÂ ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝Ú flÌ·Í· ÏÂ ‰È‹ÌıÛÏ·

·Ì‹ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ·. « Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÁÚ ‚‹ÛÁÚ ÙÔı ıÔ˜˛ÒÔı ÛÙÁÌ QMR ÂflÌ·È

J �
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‹ÎÈ Û˜ÂÙÈÍ‹ ÈÔ ÔÈÍÔÌÔÏÈÍfi Í·È ÏÂ ÎÈ„¸ÙÂÒÂÚ ··ÈÙfiÛÂÈÚ ÛÙÁ ÏÌfiÏÁ. –Ò›ÂÈ Ì·

Ô˝ÏÂ ¸ÙÈ ÒÔÙ·ËÂfl ·ÒÍÂÙ›Ú ÙÒÔÔÔÈfiÛÂÈÚ ÙÁÚ QMR, ·ÎÎ‹ Í·È ÙÁÚ Bi-CG, ÔÈ ÔÔflÂÚ

·ıÓ‹ÌÔıÌ ÙÁÌ ·Ô‰ÔÙÈÍ¸ÙÁÙ· Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì. œÈ Zhou Í·È Walker [127] ›‰ÂÈÓ·Ì ¸ÙÈ

Í·È ‹ÎÎÂÚ Ï›ËÔ‰ÂÚ ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ·ÍÔÎÔıËfiÛÔıÌ ÙÁÌ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ QMR. H Í˝ÒÈ·

È‰›· ÂflÌ·È ¸ÙÈ ÛÂ ·ıÙ›Ú ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Á ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfi Î˝ÛÁ ·Ì·ÌÂ˛ÌÂÙ·È Û˝Ïˆ˘Ì·

ÏÂ ÙÁ Û˜›ÛÁ

2 ��"�D�E�� 4�2 ��"�� ) � "
� " 6 @�8 � E

Ô¸ÙÂ „È· ÙÔ ı¸ÎÔÈÔ Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ

� ��"�D�E�� 4 � ��"�� ' � " 1 � " % @"> I E
¡ıÙ¸ ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ 1 � " 4 � "


"�D�E ÏÂ � " Í‹Ù˘ ‰È‰È·„˛ÌÈÔ flÌ·Í·. T· 2���"��

ÂflÌ·È ÛıÌ‰ı·ÛÏÔfl Ù˘Ì � " , ÍÈ ›ÙÛÈ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ‚ÒÂËÂfl ÏÈ· Û˜›ÛÁ Ù˘Ì
�
"
�
" „È· ÙÔÌ

ÔÔflÔ Á Ì¸ÒÏ· - 5 ' 1 � " � " - C „flÌÂÙ·È ÂÎ‹˜ÈÛÙÁ. ¡Ì ÂÈÛ‹„ÔıÏÂ ÙÁÌ ›ÍˆÒ·ÛÁ. �
" Í·È ·„ÌÔfiÛÔıÏÂ ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Ù· � ��"�� ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÔÒËÔ„˛ÌÈ·, Ù¸ÙÂ ÏÔÒÔ˝ÏÂ

Ì· ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔÈfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ Ì¸ÒÏ· ÙÔı ıÔÎÔflÔı ÏÂ ÙÁÌ ›ÌÌÔÈ· quasi-minimum Ù˘Ì

ÂÎ·˜flÛÙ˘Ì ÙÂÙÒ·„˛Ì˘Ì, ¸ÏÔÈ· ÏÂ ÙÁÌ QMR.021�3,;�),;9B�� S�T�������Q,P � � U*Q7�9R � T�P ��O 
 ��Q�U � � 	 � � O
≈ÂÈ‰fi „È· ·ÒÍÂÙ›Ú ·¸ ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÙÁÚ Í·ÙÁ„ÔÒfl·Ú ÙÁÚ BiCG ›˜ÔıÏÂ � ��"�� 7

� "�D�EI@B1�� ����� � E Í·È ÂÔÏ›Ì˘Ú ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· „Ò‹¯ÔıÏÂ � ��"�� 4 �
" @B1 E � ��� � , ¸Ôı

�
"

ÂflÌ·È ÔÎı˛ÌıÏÔ ‚·ËÏÔ˝ K . ∂Ò· Í·È „È· Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ‚‹ÛÁÚ
�

� ��"�� Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ

Á Û˜›ÛÁ
�

� ��"�� 4 �
" @B1

� E �

� ��� � Í·È Ë· ›˜ÔıÏÂ „È· ÙÔıÚ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ›Ú ·¸ ÙÈÚ bi-

orthogonality Û˜›ÛÂÈÚ

� " 4 @
�

� ��"�� 6%1 � ��"��BE
4 @ � " @B1

� E �

� ��� � 6�1 � " @B1 E � ��� � E
4 @ �

� ��� � 6$1 � C" @B1 E � ��� � E %

@"> O E

O Sonneveld [110] ·Ò·ÙfiÒÁÛÂ ¸ÙÈ ÏÔÒÔ˝ÏÂ ÂflÛÁÚ Ì· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÛÔıÏÂ Ù· �� ��"�� 4
� C" @B1 E � ��� � ·¸ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú Û˜›ÛÂÈÚ ˜˘ÒflÚ ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ Ù˘Ì � ��"�� Í·È Ù˘Ì

�

� ��"�� .

# I



∏ÙÛÈ ›˜ÔıÏÂ Ù· ÂÓfiÚ ÎÂÔÌÂÍÙfiÏ·Ù·

1. EÂÈ‰fi ‰ÂÌ ıÔÎÔ„flÊÔÌÙ·È Ù·
�

� ��"�� ‰ÂÌ „flÌÔÌÙ·È ıÔÎÔ„ÈÛÏÔfl ÏÂ ÙÔÌ 1 � .
∏ÙÛÈ ÏÔÒÂfl Ì· Âˆ·ÒÏÔÛÙÂfl Á Ï›ËÔ‰ÔÚ „È· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· Ôı Ô 1 � ‰ÂÌ ÂflÌ·È

‰È·Ë›ÛÈÏÔÚ.

2. œ ÙÂÎÂÛÙfiÚ
�
" @B1 E ÂÍˆÒ‹ÊÂÈ ÙÁÌ ÏÂfl˘ÛÁ ÙÔı ���� � ÛÂ � ��"�� , Ô¸ÙÂ Ô

�
" @B1 E C Ë·

ÂÒflÏÂÌÂ Í·ÌÂflÚ ¸ÙÈ Ë· ›ˆÂÒÌÂ ÙÔ ‰ÈÎ‹ÛÈÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·. ¡ıÙ¸ ¸Ï˘Ú ‰ÂÌ ÈÛ˜˝ÂÈ

‹ÌÙ· „È·Ùfl ÏÂ ÙÔ ÙÂÎÂÛÙfi
�
" @B1 E ·Ò‹„ÂÙ·È ·¸ ÙÔ � ��� � ÙÔ � ��"�� , ÙÔ ÔÔflÔ

ÂflÌ·È ÔÒËÔ„˛ÌÈÔ ÛÙÔÌ ı¸˜˘ÒÔ. ∏ÙÛÈ ‰ÂÌ ÏÔÒÂfl Ì· ÂÓ·Ûˆ·ÎÈÛÙÂfl ¸ÙÈ ÙÔ

�� ��"�� 4 � C" @B1 E � ��� � Ë· ÂflÌ·È ÔÒËÔ„˛ÌÈÔ ÛÙÔÌ ı¸˜˘ÒÔ �.C/"�@B1 � �$�� ��� � E .
« ·Ò·„¸ÏÂÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È Conjugate Gradients-Squared (CGS) [23] Í·È

Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ıÎÔÔflÁÛÁÚ ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 9. « CGS ›˜ÂÈ ÂıÒÂfl· ˜ÒfiÛÁ

ÍıÒfl˘Ú Î¸„˘ ÙÁÚ „Òfi„ÔÒÁÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ. ”ı„ÍÒÈÙÈÍ›Ú ‰ÔÍÈÏ›Ú ·Ì‹ÏÂÛ· ÙÁÚ ÏÂ ÙÈÚ

GMRES Í·È Bi-CG ÏÔÒÂfl Ì· ‚ÒÂËÔ˝Ì ÛÙ· [96, 22, 95, 85]. H CGS ¸Ï˘Ú ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ

ÔÎ˝ ·ÛÙ·Ëfi ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÍÈ ·ıÙ¸ ÏÔÒÂfl Ì· ‰ÈÍ·ÈÔÎÔ„ÁËÂfl ÏÂ ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ, ¸˘Ú

Í·È Á Û˝„ÍÎÈÛÁ, ›ÙÛÈ Í·È ÔÈ ·Ò‹„ÔÌÙÂÚ ·ÛÙ‹ËÂÈ·Ú ÙÁÚ Bi-CG [17, 18, 19] ›˜ÔıÌ

ı¯˘ËÂfl ÛÙÔ ÙÂÙÒ‹„˘ÌÔ. ¡ıÙ¸ ÏÔÒÂfl Ì· Ô‰Á„fiÛÂÈ ÛÂ ·˛ÎÂÈ· ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ

[117]. √È· ÛıÏÏÂÙÒÈÍÔ˝Ú Í·È ËÂÙÈÍ‹ ‰ÈÂıËÂÙÈÏ›ÌÔıÚ flÌ·ÍÂÚ Á CGS ‰ÂÌ ·ÔÙı„˜‹ÌÂÈ,

„È·Ùfl ·Ò‹„ÔÌÙ·È Ù· fl‰È· ���"�� Í·È 2 ��"�� ¸˘Ú ÛÙÁÌ CG. ¡ÌÙflËÂÙ· „È· ÏÁ ÛıÏÏÂÙÒÈÍ‹

ÛıÛÙfiÏ·Ù· ‰ÂÌ ›˜ÂÈ ‰oËÂfl ·Í¸Ï· Í‹ÔÈ· ·Ì‹ÎıÛÁ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ.

¡ÌÙflÛÙÔÈ˜· ÏÂ ÙÁÌ Bi-CG Í·È ÙÁÌ CGS Ô Freund [44] ›˜ÂÈ ·Ò‹ÓÂÈ ÙÁÌ Squared

QMR (TFQMR) Í·È ÛÂ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÈÔ ÔÏ·Îfi Û˝„ÍÎÈÛÁ ·¸

ÙÁÌ CGS, ·ÎÎ‹ ¸˜È ··Ò·flÙÁÙ· „ÒÁ„ÔÒ¸ÙÂÒÁ.

021�3,;�),;9B�� R � � O � 	 �
« Ï›ËÔ‰ÔÚ Bi-CGSTAB ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ·Ò·ÙfiÒÁÛÁ, ¸ÙÈ ÛÙÁÌ Bi-CG Ù· � ��"��
ÂflÌ·È ÔÒËÔ„˛ÌÈ· Û' ¸ÎÔ ÙÔÌ Krylov ı¸˜˘ÒÔ � " @B1 � 6 � E E ÍÈ ›ÙÛÈ ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì·

Ù· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÛÔıÏÂ ··ÈÙ˛ÌÙ·Ú Ì· ÂflÌ·È ÔÒËÔ„˛ÌÈ· ÛÂ ‹ÎÎ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ‚‹ÛÁÚ

# O
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 ���� � : E��
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� � � � 4 �� � : E�� ) � � : E � � � �
� � � �(4 � � � � ) � � : E @ � � � : E�� ) � � : E � � � : E�� E� T��9R ��� 4 � � � ��� 4�1 ��

� � 4 ��� � ���
�
��� � � � 4 � � � � ' � � ���� 4 � � � � ) � � � �

2 � � � 4�2 � � : E�� ) � � ��
�� � �(4 �� � : E�� ' � � 1 ��
∏ÎÂ„˜ÔÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ� T��
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ÙÔı � " @B1 � 6 � E E . ¡ÌÙfl ÎÔÈ¸Ì Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ÙÔ ÙÂÙÒ‹„˘ÌÔ ÙÔı ÔÎı˘Ì˝ÏÔı ÙÁÚ

Bi-CG ÏÔÒÔ˝Ì Ù· 2 ��"�� Ì· Í·Ù·ÛÍÂı·ÛÙÔ˝Ì ·¸ Ù· ���"�� 4 �
" @B1 E

�
" @B1 E � ��� � , „È·

Í‹ÔÈ· ÔÎı˛ÌıÏ·
�
" .

ÃÈ· ÒÔˆ·ÌfiÚ ÏÔÒˆfi ·ıÙ˛Ì Ù˘Ì ÔÎı˘Ì˝Ï˘Ì ÂflÌ·È Á

�
" @
	%E 4�@ O ' � E 	%E$@ O ' � C 	%E�%�%�%F@ O ' � " 	%E 6 @">LJ E

„È· Í‹ÔÈÂÚ ÛÙ·ËÂÒ›Ú �-���4 O 6�%�%�%F6%K . OÈ ÛÙ·ËÂÒ›Ú ·ıÙ›Ú ÂÈÎ›„ÔÌÙ·È ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ

ÛÙÔ ‚fiÏ·
�

ÙÔ � � � � Ì· „flÌÂÙ·È ÂÎ‹˜ÈÛÙÔ. ”ÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 10 ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ

Ôı ıÎÔÔÈÂfl ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô Bi-CGSTAB Í·È ¸˘Ú ˆ·flÌÂÙ·È ÛÂ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸

‚fiÏ· ˜ÒÂÈ‹ÊÔÌÙ·È ‰ıÔ ÂÈÎ›ÔÌ ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ‹ „ÈÌ¸ÏÂÌ· ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÁÌ

CGS. « Bi-CGSTAB [24] ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÁÌ Í·ÙÁ„ÔÒfl· Ù˘Ì ı‚ÒÈ‰ÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì, ‰ÁÎ·‰fi

ÂflÌ·È ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÛıÌ‰ı·ÛÏÔ˝ Í‹ÔÈ˘Ì ‹ÎÎ˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì Í·È ÈÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ÙÁÚ

Bi-CG Í·È ÙÁÚ GMRES(1). ∏ÙÛÈ Ûı„ÍÎflÌÂÈ ¸ÛÔ „Òfi„ÔÒ· Í·È Á CGS, ·ÎÎ‹ Î¸„˘ ÙÁÚ

ÙÔÈÍfiÚ ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁÚ ÙÁÚ Ì¸ÒÏ·Ú ÙÔı ıÔÎÔflÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ›˜ÂÈ ÈÔ ÔÏ·Îfi

Û˝„ÍÎÈÛÁ. ∏˜ÔıÌ ÒÔÙ·ËÂfl Í·È „ÂÌÈÍÂ˝ÛÂÈÚ ÙÁÚ Bi-CGSTAB, ‰ÁÎ·‰fi ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸Ú

ÙÁÚ Bi-CG Í·È ÙÁÚ GMRES(m) Í·È ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ˘Ú Bi-CGSTAB(m) [56, 107, 108].

"$#�� �)����-'"(��2&�!
&�'"(��%)�	
¡ÒÍÂÙ›Ú ˆÔÒ›Ú Í·È ·Ì‹ÎÔ„· ÏÂ ÙÔ Âfl‰ÔÚ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÔÈ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú

Ï›ËÔ‰ÔÈ ·ÔÍÎflÌÔıÌ fi ¸Ù·Ì Í·Ù·ˆ›ÒÔıÌ Ì· Ûı„ÍÎflÌÔıÌ ·ıÙ¸ „flÌÂÙ·È ÔÎ˝ ·Ò„‹.

∏ÙÛÈ Û˜Â‰¸Ì ‹ÌÙ· ÂflÌ·È ··Ò·flÙÁÙÁ Á Âˆ·ÒÏÔ„fi Í‹ÔÈÔı ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝, Ï›Û˘

Í‹ÔÈÔı flÌ·Í· 4 ÛÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·, ˛ÛÙÂ ÙÔıÎ‹˜ÈÛÙÔÌ Ì· ‚ÂÎÙÈ˘ËÂfl Ô

ÒıËÏ¸Ú Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı. ¡ıÙ¸ ÂÈÙı„˜‹ÌÂÙ·È ÛÙÁÒÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÙÁÌ È‰›· ¸ÙÈ Ô

flÌ·Í·Ú 4 : E%1 flÛ˘Ú ›˜ÂÈ Í·ÎÎflÙÂÒÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ, ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ Á Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ

Ì· Ûı„ÍÎflÌÂÈ „ÒÁ„ÔÒ¸ÙÂÒ·. ƒÁÎ·‰fi, ·ÌÙfl ÙÁÚ ÂflÎıÛÁÚ ÙÔı 132 4�5 ÙÂÎÈÍ‹ ÂÈÎ˝ÂÙ·È

ÙÔ 4 : EF132�4 4 : E%5 . « ÂÈÎÔ„fi ÙÔı flÌ·Í· 4 , Ô ÔÔflÔÚ ÔÌÔÏ‹ÊÂÙ·È preconditioner

fi precondition matrix [21, 53], ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙ· ·Ò·Í‹Ù˘ ÍÒÈÙfiÒÈ· :
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≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ 2���� � ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2
���� � 4�5�' 132 ��� �
≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÙÈÏfiÚ

� (ÛıÌfiË˘Ú
� 4 ���� � )� S�U � 4 O 6%J 6�%&%&%

* � : E 4 �
 � �� � : E��

R � * � : E 4&I Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ÔÙı„˜‹ÌÂÈ

R � � 4 O
� � E��(4 ���� ���� � �
� � : E 4 ��� � �

��� � �

�
� � ��
� � �

� � � �(4 �� � : E�� ) � � : E @ � � � : E�� ' �-� : E � � � : E�� E� T��9R ��� 4 � � � �
� � � � 4�1 ��
� � 4 ��� � �

�� � � � � �� 4  � � : E�� ' � � � � � �
R � - � - ·ÒÍÂÙ‹ ÏÈÍÒ¸ P�� � T
2 � � � 4�2 � � : E�� ) � � �� ›ÓÔ‰ÔÚ
� 4 � � 	 4�1 �
�-�(4 � � 		 � 	2 � � � 4�2 � � : E�� ) � � �� ) �-� �
∏ÎÂ„˜ÔÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ

R � �-�(4&I ›ÓÔ‰ÔÚ

�� � �(4 � ' �-� 	� T��

��+�79-�6,2J3��
: �������������
�������! ��"��#$�%��&$��'��?- � � � 	 ��� ��.
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1. œ flÌ·Í·Ú 4 Ì· ·ÔÙÂÎÂfl ¸ÛÔ „flÌÂÙ·È Í·Î˝ÙÂÒÁ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÔı flÌ·Í· 1 .

2. To Í¸ÛÙÔÚ Í·Ù·ÛÍÂıfiÚ ÙÔı 4 ÂflÌ·È ÛÂ Û˜ÂÙÈÍ‹ ÏÈÍÒ¸.

3. « ÂflÎıÛÁ ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ 4 2�4	5 ÂflÌ·È ÈÔ Â˝ÍÔÎÁ ·¸ ÙÔı ·Ò˜ÈÍÔ˝.

¡ÓflÊÂÈ Ì· ÛÁÏÂÈ˘ËÂfl ¸ÙÈ Í·Ù‹ ÙÁÌ Ò‹ÓÁ 4 : E%1 � ÙÔ „ÈÌ¸ÏÂÌÔ 4 : E%1 ‰ÂÌ ··ÈÙÂfl

ÙÁ ‰ÁÏÈÔıÒ„fl· ÙÔı 4 : E , ·ÎÎ‹ Á Ò‹ÓÁ ıÔÎÔ„flÊÂÙ·È ›ÏÏÂÛ· Ï›Û˘ ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝

� 4�1 � Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÙÁÚ ÂflÎıÛÁÚ ÙÔı 4�� 4 � .

’‹Ò˜ÔıÌ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍÔfl ÙÒ¸ÔÈ Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ preconditioning. ºÎÂÚ ¸Ï˘Ú Ô‰Á„Ô˝Ì

ÛÙÈÚ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ÙÔı preconditioned flÌ·Í·, ÔÈ ÔÔflÂÚ ÂÁÒÂ‹ÊÔıÌ ÙÁÌ Û˝„ÍÎÈÛÁ ÙÁÚ

ÏÂË¸‰Ôı. ≈ÂÈ‰fi ¸Ï˘Ú, Ô‰Á„Ô˝Ì Ù·ıÙ¸˜ÒÔÌ· ÛÂ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ‹ È‰ÈÔ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·,

Ù· ÔÔfl· ÂÁÒÂ‹ÊÔıÌ ÍÈ ·ıÙ‹ ÏÂ ÙÁ ÛÂÈÒ‹ ÙÔıÚ ÙÁÌ Û˝„ÍÎÈÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı,

ÛıÏ·ÈÒ›ÌÂÙ·È ¸ÙÈ Ô ÙÒ¸ÔÚ Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ ÙÔı preconditioning Í·ËÔÒflÊÂÈ Í·È ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ

ÙÁÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı. ’‹Ò˜ÔıÌ ÙÒÂÈÚ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍÔfl ÙÒ¸ÔÈ Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ ÙÔı

ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ÛÙÔ ·Ò˜ÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·.

1.
�����������8� ��� ����������� �
	�����������!"�#!���� !/��

: ≈ˆ·ÒÏ¸ÊÂÙ·È ÛÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÏÂ ÙÁ ÏÔÒˆfi

4 : E%132 4 4 : EF5 . √È· ÙÈÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÛıÏÏÂÙÒÈÍ˛Ì ÈÌ‹Í˘Ì 4 Í·È 1 Ë·

Ò›ÂÈ Ì· ÒÔÛÂ˜ËÂfl ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Á ÛıÏÏÂÙÒfl· ‰ÂÌ ‰È·ÙÁÒÂflÙ·È ··Ò·flÙÁÙ·

Í·È ÛÙÔÌ flÌ·Í· 4 : EF1 . ≈flÛÁÚ Í·Ù‹ ÙÁ ˜ÒfiÛÁ Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÙÁÚ ÔÈÍÔ„ÂÌÂfl·Ú

GMRES ÏÂ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı preconditioning ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔÈÂflÙ·È ÙÔ ı¸ÎÔÈÔ

4 : E�@B5 ' 132 ��"��BE ·ÌÙfl ÙÔı 5 ' 132 ��"�� . ‘Ô „Â„ÔÌ¸Ú ·ıÙ¸ ÏÔÒÂfl Ì·

›˜ÂÈ ÛıÌ›ÂÈÂÚ ÛÂ ÍÒÈÙfiÒÈ· ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝ Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝Ì ÙÁ Ì¸ÒÏ· ÙÔı

ıÔÎÔflÔı.

2.
�����������8� ������� �����
	�����������!"�#!���� !/��

: ≈ˆ·ÒÏ¸ÊÂÙ·È ÛÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÏÂ ÙÁ ÏÔÒˆfi

1 4 : E � 4 5 , ¸Ôı 2 4 4 : E � . IÛ˜˝ÔıÌ ¸˘Ú Í·È ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ

ÂÒflÙ˘ÛÁ ÔÈ ·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈÚ ÂÒfl ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸ÙÁÙ·Ú Í·È ıÔÎÔflÔı. –ÈÔ Ûı„ÍÂ-

ÍÒÈÏ›Ì· ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· - � ' � ��"�� - C ÏÔÒÂfl Ì· ÂflÌ·È ÔÎ˝ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÔ ÙÔı

#�>



- 2 ' 2 ��"�� - C ÙÔ ÔÔflÔ ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÔ ÏÂ - 4 : E @ � ' � ��"��BE - C Ôı Ï·Ú

ÂÌ‰È·ˆ›ÒÂÈ. ¡Í¸Ï· ÂflÌ·È ·ÓÈÔÛÁÏÂfl˘ÙÔ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÙÔı ‰ÂÓÈÔ˝ precondi-

tioning ‰ÂÌ ÂÏÎ›ÍÂÈ Í·Ë¸ÎÔı ÙÔ ‰ÂÓflo Ï›ÎÔÚ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÍÈ

·ıÙ¸ ÏÔÒÂfl Ì· ËÂ˘ÒÁËÂfl ˘Ú ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ ÎÂÔÌ›ÍÙÁÏ· Í·Ù‹ ÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi

ÎÔ„ÈÛÏÈÍÔ˝.

3.
�����������8� ��� �8�������
	�����������!"�#!���� !/��

: ≈ˆ·ÒÏ¸ÊÂÙ·È ÛÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÏÂ ÙÁ ÏÔÒˆfi

4 : EE 174 : EC � 4 4 : EE 5 , ¸Ôı 2 4 4 : EC � Í·È „È· 4 4 4 E 4 C . «

Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ıÙfi ÒÔÙÈÏ‹Ù·È „È· ·Ò·„ÔÌÙÔÔÈÁÏ›ÌÔıÚ preconditioners flÌ·ÍÂÚ 4
Í·È ÂflÌ·È ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸Ú Ù˘Ì ÒÔÁ„ÔıÏ›Ì˘Ì ‰˝Ô ÂÈ‰˛Ì.

H Âˆ·ÒÏÔ„fi ÂÌ¸Ú preconditioning ÛÂ ›Ì· „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ›˜ÂÈ ˛Ú ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·

ÙÁÌ ·˝ÓÁÛÁ ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝ Í¸ÛÙÔıÚ Í·È ÙÁÚ ÔÎıÎÔÍ¸ÙÁÙ·Ú ÙÁÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ

ÏÂË¸‰Ôı, „È' ·ıÙ¸ Ë· Ò›ÂÈ Á Âˆ·ÒÏÔ„fi ·ıÙfi Ì· ÛıÌÔ‰Â˝ÂÙ·È ÏÂ ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi ·˝ÓÁÛÁ

ÙÁÚ Ù·˜˝ÙÁÙ·Ú Û˝„ÍÎÈÛÁÚ, ‰ÁÎ·‰fi ÏÂfl˘ÛÁ Ù˘Ì Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ‚ÁÏ‹Ù˘Ì ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı.

¡Ì ıÔË›ÛÔıÏÂ, ¸ÙÈ ÛÂ ÏÈ· Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ¸ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ

·Ì‹ ‚fiÏ·, Ô ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸Ú ˜Ò¸ÌÔÚ Ù˘Ì ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ˛Ì ÈÌ‹Í˘Ì ÏÂ ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

ÂflÌ·È 	�1 Í·È Ô ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÔÚ Ù˘Ì ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ˛Ì „ÈÌÔÏ›Ì˘Ì Í·È ÎÔÈ˛Ì Ò‹ÓÂ˘Ì ÂflÌ·È 	 � ,

ÏÂÙ‹ ·¸ � ‚fiÏ·Ù· Ô ÛıÌÔÎÈÍ¸Ú ˜Ò¸ÌÔÚ Ë· ÂflÌ·È

��� 4 �H@
	�1 ) 	
�%E % @">�# E

 ·Ù‹ ÙÁ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ÙÔı preconditioning Í‹ÌÔıÏÂ ÙÈÚ ÂÓfiÚ ·Ò·‰Ô˜›Ú :

� « ‰Ò‹ÛÁ ÙÔı flÌ·Í· preconditioner, „È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï· Ô ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú ÙÔı 4 : E �
˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È ˜Ò¸ÌÔ � 	 1

� « Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı flÌ·Í· preconditioner ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È ˜Ò¸ÌÔ 	��

� ÃÂ ÙÔ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸ ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ Ù· ‚fiÏ·Ù· ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ›˜ÔıÌ ÏÂÈ˘ËÂfl

ÏÂ Í·Ù‹ ›Ì· ·Ò‹„ÔÌÙ·
� @ ��� O E .
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œ ˜Ò¸ÌÔÚ ÎÔÈ¸Ì „È· ÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÁÚ fl‰È·Ú ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfiÚ Î˝ÛÁÚ ÏÂ ÙÁÌ

·Ò·‹Ì˘ Ï›ËÔ‰Ô, ·ÎÎ‹ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı preconditioning, Ë· ÂflÌ·È

� � 4 �
� @*@�� ) O E 	�1 ) 	
��E ) 	 � % @">�8 E

√È· Ì· ÂflÌ·È ÛıÏˆ›ÒÔıÛ· Á ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı preconditioning Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ
� � + ���

, ÙÔ ÔÔflÔ ›˜ÂÈ ˘Ú ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·

� � @�� ) O E 	�1 ) 	
�
	�1 ) 	
�=' 	��	 % @">�> E

∂Ò· Á Í·Ù·ÛÍÂıfi preconditioners ÏÂ ÏÂ„‹ÎÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÛıÏˆ›ÒÔıÛ·

„È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Í·Ù‹ ÙÁÌ ÔÔfl· Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ˜˘ÒflÚ preconditioning Ûı„ÍÎflÌÂÈ

ÛÂ ÏÈÍÒ¸ ·ÒÈËÏ¸ ‚ÁÏ‹Ù˘Ì � . ƒÁÎ·‰fi preconditioning Ò›ÂÈ Ì· Âˆ·Ï¸ÊÂÙ·È „È·

ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ, ¸Ôı Ù· ‚fiÏ·Ù· � ÂflÌ·È Ù¸Û· ÔÎÎ‹, ˛ÛÙÂ Ô ˜Ò¸ÌÔÚ Í·Ù·ÛÍÂıfiÚ ÙÔı

preconditioner Ì· ÂflÌ·È ÏÈÍÒ¸Ú Û˜ÂÙÈÍ‹, Ì· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ 	 1 ) 	
��� 	��	 . ≈flÛÁÚ Ûı˜Ì‹

Ô ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ¸Ú ÙÔı flÌ·Í· 1 ÏÂ ›Ì· ‰È‹ÌıÛÏ· ÂflÌ·È ÙÔ ÈÔ ·ÍÒÈ‚¸ Ï›ÒÔÚ ÙÁÚ

ÏÂË¸‰Ôı ÛÂ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ , ‰ÁÎ 	 1 � 	
� ÍÈ ›ÙÛÈ Á ÙÂ˜ÌÈÍfi preconditioning ÂflÌ·È

·Ô‰oÙÈÍfi ¸Ù·Ì Ô Î¸„ÔÚ ÏÂfl˘ÛÁÚ Ù˘Ì Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ‚ÁÏ‹Ù˘Ì
�

ÂflÌ·È ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹

ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔÚ ÙÔı � ) O . « ·Ò·ÙfiÒÁÛÁ ·ıÙfi ÛÂ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ ÏÂ ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Á

ÙÂ˜ÌÈÍfi preconditioning ‰ÂÌ ›˜ÂÈ ÛıÌfiË˘Ú
����� 0��8�
	�� ���

È‰È¸ÙÁÙÂÚ ›˜ÂÈ ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi ·Ófl·.

≈È‰ÈÍ¸ÙÂÒ· Í·Ù‹ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi preconditioning ÛÙÁÌ ÔÈÍÔ„›ÌÂÈ· Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì

GMRES ı‹Ò˜ÔıÌ Í‹ÔÈÂÚ ‰È·ˆÔÒÔÔÈfiÛÂÈÚ, ÂÂÈ‰fi Á ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍfi ÂÈ‚‹ÒıÌÛÁ

·ıÓ‹ÌÂÈ ÙÂÙÒ·„˘ÌÈÍ‹ ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ Ù· Â·Ì·ÎÁÙÈÍ‹ ‚fiÏ·Ù·. ¡Ú ıÔË›ÛÔıÏÂ ¸ÙÈ „È·

ÙÁÌ GMRES(m), o ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸Ú ˜Ò¸ÌÔÚ ˜˘ÒflÊÂÙ·È ÛÙ· ·Ò·Í‹Ù˘ ÙÏfiÏ·Ù·

� o ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸Ú ˜Ò¸ÌÔÚ ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝ ÙÔı 1 ÏÂ ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÂflÌ·È 	 1 .
� o ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸Ú ˜Ò¸ÌÔÚ Ù˘Ì ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ˛Ì „ÈÌÔÏ›Ì˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì Ï·Êfl ÏÂ

›Ì· ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ¸ ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ Í·È ÙÁÌ Ò¸ÛËÂÛÁ ÙÔı ÛÂ ›Ì·

‰È·Ì˝ÛÏ· ÂflÌ·È 	 � .

# �



∏ÙÛÈ Ô ÛıÌÔÎÈÍ¸Ú ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸Ú ˜Ò¸ÌÔÚ ÙÁÚ GMRES(m) ˜˘ÒflÚ preconditioning „È· �
‚fiÏ·Ù· ÂflÌ·È

��� 4 �H@BK 	�1 )
O
J K C 	
�%E % @"> � E

’ÔË›ÙÔıÏÂ ‹ÎÈ ¸ÙÈ � K ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÏÂ„‹ÎÔ ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÔ Í¸ÛÙÔÚ Í·Ù·ÛÍÂıfiÚ

ÙÔı preconditioner Í·È Á ÙÂ˜ÌÈÍfi ·ıÙfi ÏÂÈ˛ÌÂÈ
�

ˆÔÒ›Ú Ù· Â·Ì·ÎÁÙÈÍ‹ ‚fiÏ·Ù·

ÙÁÚ GMRES(m). ¡Ì Á ‰Ò‹ÛÁ Ó·Ì‹ ÙÔı preconditioner ÂflÌ·È � 	 1 , Ù¸ÙÂ Ô ˜Ò¸ÌÔÚ ÙÁÚ

ÏÂË¸‰Ôı ÏÂ preconditioning Ë· ÂflÌ·È

� � 4 �
� @DK @�� ) O E 	�1 )

O
J K C 	
�%E @"> �LE

Í·È Ó·Ì‹ Á ÙÂ˜ÌÈÍfi preconditioning ÂflÌ·È ·Ô‰ÔÙÈÍfi ·Ì

� � @�� ) O E 	�1 ) EC K 	
�	�1 ) EC K 	
�
% @"> � E

≈flÌ·È ˆ·ÌÂÒ¸, ¸ÙÈ „È· ÏÈÍÒ›Ú ÙÈÏ›Ú ÙÔı K Í·È ÏÂ„‹ÎÔ ˜Ò¸ÌÔ 	 1 , ÙÔ preconditioning

ÛıÏˆ›ÒÂÈ ·Ì Á ÏÂfl˘ÛÁ
�

ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ ÙÔı � ) O . ¡Í¸Ï· „È· ÏÂ„‹ÎÂÚ

ÙÈÏ›Ú ÙÔı K , ¸Ôı Ô ˜Ò¸ÌÔÚ EC K 	
� Ì· ÂflÌ·È ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔÚ ÙÔı ˜Ò¸ÌÔı 	 1 , Á

ÙÂ˜ÌÈÍfi preconditioning ÛıÏˆ›ÒÂÈ Í·È „È· ÏÈÍÒ›Ú ÙÈÏ›Ú ÙÔı
�
.

œÈ ÈÔ ÛıÌÁËÈÛÏ›ÌÔÈ preconditioners [100, 99, 103, 113, 116, 122] ÂflÌ·È ·ıÙÔfl Ôı

·Ò‹„ÔÌÙ·È ‹ÏÂÛ· ·¸ ÙÔÌ flÌ·Í· Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝

ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ Í‹ÔÈ· ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı [26]. ¡ıÙ¸ ÈÛ˜˝ÂÈ „È·Ùfl ÙÔ Í¸ÛÙÔÚ

Í·Ù·ÛÍÂıfiÚ ÙÔı preconditioner ÂflÌ·È ÔÎ˝ ÏÈÍÒ¸. ∏ÙÛÈ ÏÔÒÂfl Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl Ô

flÌ·Í·Ú flÌ·Í·Ú ‰È‹Û·ÛÁÚ ÙÁÚ Jacobi ÏÂË¸‰Ôı ÛÂ block ÏÔÒˆfi, Ô ÔÔflÔÚ ÂflÌ·È ·¸

ÙÔıÚ ÈÔ ‰ÁÏÔˆÈÎfiÚ ÂÓ·ÈÙÂfl·Ú ÙÁÚ ÔÎ˝ Â˝ÍÔÎÁÚ ıÎÔÔflÁÛÁÚ ÙÔı Í·È ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎ·

ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ·. OÈ flÌ·ÍÂÚ ‰È‹Û·ÛÁÚ Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì Gauss-Seidel Í·È SOR ‰ÂÌ ›˜ÔıÌ

Ò·ÍÙÈÍfi Âˆ·ÒÏÔ„fi ˘Ú preconditioners ÛÙÈÚ non-stationary ÏÂË¸‰ÔıÚ. ”Â Ò¸Ûˆ·ÙÂÚ

ÏÂÎ›ÙÂÚ ·¸ ÙÔıÚ Eiermann Í·È Varga [34] ·Â‰Âfl˜ËÂÈ ¸ÙÈ Á ÔÎı˘ÌıÏÈÍfi ÂÈÙ‹˜ıÌÛÁ

ÏÈ·Ú non-stationary ÏÂË¸‰Ôı ÏÂ SOR Í·È ÏÂ � ÍÔÌÙ‹ ÛÙÔ �����
	 ‰ÂÌ ‚ÂÎÙÈ˛ÌÂÈ ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ

›Ì·ÌÙÈ ÙÁÚ stationary SOR ÏÂ � ���
	 . ¡ÌÙflËÂÙ·, ¸˘Ú Ô Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú ÙÁÚ

# �



Jacobi, ›ÙÛÈ Í·È ·ıÙ¸Ú ÙÁÚ SSOR [6] ÏÔÒÂfl Ì· Í·Ù·ÛÍÂı·ÛÙÂfl ˜˘ÒflÚ ÂÈÎ›ÔÌ

Í¸ÛÙÔÚ, ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È ÂıÒ›˘Ú. ≈flÛÁÚ Ô flÌ·Í·Ú ÙÁÚ SSOR

·ÔÙÂÎÂfl ÏÈ· ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÔı flÌ·Í· Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì

ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÍÈ ›ÙÛÈ ÏÔÒÂfl Ì· ËÂ˘ÒÁËÂfl Í·Î¸Ú preconditioner „È·

ÔÒÈÛÏ›Ì· ‹ÌÙ· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù·, ·Ì ˆıÛÈÍ‹ Á ÏÂfl˘ÛÁ Ù˘Ì Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ‚ÁÏ‹Ù˘Ì

ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙfi ˛ÛÙÂ Ì· ·ÌÙÈÛÙ·ËÏflÛÂÈ ÙÁÌ ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi ÂÈ‚‹ÒıÌÛÁ Í‹ËÂ ‚fiÏ·ÙÔÚ ·¸

ÙÔ preconditioning ÙÁÚ SSOR.

ÃÈ· ‹ÎÎÁ Í·ÙÁ„ÔÒfl· preconditioners ÂflÌ·È ·ıÙfi Ù˘Ì incomplete factorization [7, 8, 54,

75]. ƒÁÎ·‰fi Ô flÌ·Í·Ú 4 4 3�5 ‰flÌÂÙ·È ÛÂ Í‹ÔÈ· ÏÔÒˆfi ·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁÚ

ÏÂ ÙÔıÚ flÌ·ÍÂÚ 3 Í·È 5 Í‹Ù˘ Í·È ‹Ì˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝Ú ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. œ flÌ·Í·Ú 4
ÂÈÎ›„ÂÙ·È ˛ÛÙÂ 4 : E Ì· ·ÔÙÂÎÂfl ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÔı

. : E . œ ¸ÒÔÚ

incomplete factorization ·Ô‰fl‰ÂÙ·È ÛÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Í·Ù‹ ÙÁÌ ·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁ

ÙÔı flÌ·Í· 4 ›˜ÔıÌ ·„ÌÔÁËÂfl Ù· ÛÙÔÈ˜Âfl· Ôı ÒÈÌ ÙÁÌ ·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁ fiÙ·Ì

ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹ Í·È Í·Ù‹ ÙÁ ‰È‹ÒÍÂÈ‹ ÙÁÚ ›„ÈÌ·Ì ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹. ”ÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ÂflÛÁÚ

¸ÙÈ Á ‰ÁÏÈÔıÒ„fl· ÙÔıÚ ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÂÓ·Ûˆ·ÎÈÛÏ›ÌÁ, ·ˆÔ˝ Á ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ÙÁÚ ·ÙÂÎÔ˝Ú

·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁÚ ÏÔÒÂfl Ì· ·ÔÙ˝˜ÂÈ. To Í¸ÛÙÔÚ ÙÁÚ ·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁÚ, Ôı

ÏÔÒÂfl Ì· ˆÙ‹ÛÂÈ ÙÔ Í¸ÛÙÔÚ ÏÂÒÈÍ˛Ì Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ‚ÁÏ‹Ù˘Ì ·Ì‹ÎÔ„· ÏÂ ÙÔ

Ò¸‚ÎÁÏ·, ·ÔÙÂÎÂfl ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ ·Ò‹„ÔÌÙ·, Ô ÔÔflÔÚ Ë· Ò›ÂÈ Ì· Î·Ï‚‹ÌÂÙ·È

ÛÔ‚·Ò‹ ı¸¯Á, ÛÂ ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ ÏÂ ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Á ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ·ıÙfi ‰ÂÌ ›˜ÂÈ

È‰È¸ÙÁÙÂÚ ·Ò·ÎÎÁÎfl·Ú ˛ÛÙÂ Ì· ÂflÌ·È ÂÍÏÂÙ·ÎÎÂıÛÈÏÂÚ ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎ· ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ·.

MÈ· ‹ÎÎÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ ÙÔı ·ÌÙÈÛÙÒ¸ˆÔı ÙÔı flÌ·Í· Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì

Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ·ÔÙÂÎÂfl ÙÔ ÔÎı˘ÌıÏÈÍ¸ preconditioning

[10, 28, 35, 65]. « Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ıÙfi ÛÙÁÒflÊÂÙ·È ÛÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ÙÁÚ ‰È‹Û·ÛÁÚ ÙÔı flÌ·Í·

Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì 1 4 & ' � , ¸Ù·Ì Á ˆ·ÛÏ·ÙÈÍfi ·ÍÙflÌ· ÙÔı flÌ·Í· � ÂflÌ·È

ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÁ ÙÁÚ ÏÔÌ‹‰ÔÚ. ∂Ò· Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ÛÂÈÒ‹ Neumann Ô ·ÌÙflÛÙÒÔˆÔÚ ÏÔÒÂfl

Ì· ÂÍˆÒ·ÛÙÂfl ÛÙÁ ÏÔÒˆfi

1 : E 4 ��
	 � � �

	 @"> � E

# �



OÈ Dubois, Greenbaum Í·È Rodrigue [33] ·Û˜ÔÎfiËÁÍ·Ì ÏÂ ÙÁ Û˜›ÛÁ ÙÁÚ ‚·ÛÈÍfiÚ

Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı ÏÂ ÙÁ ‰È‹Û·ÛÁ ÙÔı flÌ·Í· 1 4 4 '  Í·È ÛÙÁ

ÔÎı˘ÌıÏÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô preconditioning ÏÂ

4 : E� 4�@
� : E�
��� � @A&;' 4 : E 1 E � E 4 : E % @ � I E

‘Ô ‚·ÛÈÍ¸ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÂflÌ·È ¸ÙÈ „È· ÙÈÚ ÛıÌfiËÁÚ non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú

ÏÂË¸‰ÔıÚ � Â·Ì·ÎÁÙÈÍ‹ ‚fiÏ·Ù· ÏÂ ÔÎı˘ÌıÏÈÍ¸ preconditioning ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·Ï·

ÏÂ � � ‚fiÏ·Ù· ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ˜˘ÒflÚ preconditioning.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÔÈ ·Î„¸ÒÈËÏÔÈ Ù˘Ì ‚·ÛÈÍ¸ÙÂÒ˘Ì non-stationary

ÏÂË¸‰˘Ì, ¸˘Ú ·ıÙÔfl ÙÒÔÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÏÂÙ‹ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ ÙÔı precondi-

tioning.

8 I



≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ 2���� � ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2
���� � 4�5�' 132 ��� �
� ��� � 4 ���� �� S�U � 4&I 6 O 6%J 6�%&%&%

EflÎıÛÁ 4 � � � �(4�1 � � � �
� � 4 � � � � � = � � � � �� � � � � = � � � � �
2 � � D�E��(4�2 � � � ) � � � � � �
�� � D�E��(4 �� � �%'�� � � � � �
EflÎıÛÁ 4 ���(4�1 �� � D�E��
� � 4 ' � � � � �

� � = � � � � �� � � � � = � � � � �
� � � D�E��(4 �� � D�E�� ) � � � � � �
∏ÎÂ„˜ÔÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ Í·È

›ÓÔ‰ÔÚ „È· ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍfi ÙÈÏfi ÙÔı 2!� � D�E��� T��

��+�79-�6,2�3�3 Q : �������������
�������! ��"��#$�%��&$��' ������� ����� 
 ��# ��� 
$*
+�����-��/-�+���-��	� .
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≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ 2���� � ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2
≈flÎıÛÁ ÙÔı <  4�5�' 132 ��� �� S�U�� 4 O 6%J 6�%&%&%

� 4 -  - C 6 � E 4
�� 6 �� 4 ��� E� S�U � 4 O 6%J 6�%&%&% 6%K

≈flÎıÛÁ ÙÔı 4 ��4�1 � �� S�U ��4 O 6%J 6�%&%&% 6 �
��	 = � 4�@ � 	 E���� 6 ��4�� ' ��	 = � � 	

� � D�E*= � 4 -�� - C 6 � � D�E<4 ��
� � ��� �� S�U ��4�J 6�%&%&% 6 �

�	 : E*= � 4 � 	 : E ��	 : E*= � ) � 	 : E ��	 = �
�	 = � 4 ' � 	 : E ��	 : E*= � ) � 	 : E ��	 = �� 4 �

� C� = � ) � C� D�E*= E
� � 4 �

�
�
�	 6 � �94 �

� � ��� �	
�� = � 4 � � � � = � ) � � � � D�E*= ��� � D�E 4 ' � � �� �D6 �� �94 � ��
 �� �
*�4� �� � D�E ��@ 4 -�5�' 132 �&� � : E�� "�D � � - C E
R � * ·ÒÍÂÙ‹ ÏÈÍÒ¸ P�� � T
A � 4 � ��S�P*S SOL

A � 4�K 6�� :�� 4 ���� �� � � � � �
SOL :

� S�U ��4�A � ' O 6�%&%&% 6 O
� 	�4 ���� :�� � �� � � � � � � � ��� �� � � �2	4 � :����� E � � � �

R � * ·ÒÍÂÙ‹ ÏÈÍÒ¸

 �9R P

 4�5�' 132

��+�79-�6,2�3�3 8 : �������������
�������! ��"��#$�%��&$��' � � � � 	��� "!9��# ��� 
$*
+�����-��/-�+���-��	� .
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≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ 2���� � ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2
���� � 4�5�' 132 ��� �
≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÙÈÏfiÚ

�
���� � (ÛıÌfiË˘Ú

�
 ��� � 4 ���� � )� S�U � 4 O 6%J 6�%&%&%

≈flÎıÛÁ ÙÔı 4 � � � : E�� 4 �� � : E��
≈flÎıÛÁ ÙÔı 4 � �� � � : E�� 4 �

�� � : E��
* � : E 4�@ � � � : E��BE � ��� � : E��
R � � 4 O
� E<4 � ��� ��� E<4 �� ��� ���� � �
� � : E 4 ��� � �

��� � �

� � 4 � � � : E�� ) � � : E � � : E�� � 4 �� � � : E�� ) � � : E �� � : E� T��9R �
� � 4�1 � ��� � 4�1 � �� �
� � 4 ��� � �� �� � � �

� �
2 � � � 4�2 � � : E�� ) � � � �
�� � �(4 �� � : E�� ' � � � ���� � �(4 ��� � : E�� ' � � �� �
∏ÎÂ„˜ÔÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ� T��

��+�79-�6,2J3 �
: �������������
�������! �����#$�%��&$��' �?- � � � ��# ��� 
$*
+�����-��/-�+���-��	� .
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≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ 2���� � ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2
���� � 4�5�' 132 ��� � � ≈flÎıÛÁ ÙÔı < E � 4 �� � E�� � * E 4 - � - C
≈ÈÎÔ„fi

�� � E��(6 „È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï·
�� � E�� 4 ���� �

≈flÎıÛÁ ÙÔı 4 J � � 4 �� � E�� � � E 4 - � - C�
� 4 O ��� � 4 ' O� S�U � 4 O 6%J 6�%&%&%

R � * � 4 I S�U � �M4JI Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ÔÙı„˜‹ÌÂÈ

� � � � 4��� � � �
���

� ��4��
���

� � � �(4 �� � � �	
�

� � 4�
	
�
� � � 4 � � �

R ��� � 4&I Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ÔÙı„˜‹ÌÂÈ
≈flÎıÛÁ ÙÔı < C ���4 � � ≈flÎıÛÁ ÙÔı < � E

�� 4 �
R � � 4 O

� � E�� 4 �� � � � E��94 ����� � �
� � � �(4 ��;' 	 � 	 ��

� � �
� � � : E�� � � � � � 4 �� ' ���

	
��

� � �
� � � : E��� T��9R ��� 4�1 � � � � ����94 � � � � �

R � �� 4&I Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ÔÙı„˜‹ÌÂÈ
� � 4 � �	

�R � � � 4&I Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ÔÙı„˜‹ÌÂÈ�� � � D�E�� 4 �� ' � � � � � � � EflÎıÛÁ ÙÔı 4 E ��4 �� � � D�E��* � D�E 4 - � - C � �� � � D�E��(4�1 � � � � � ' � ��� � � �
EflÎıÛÁ ÙÔı 4 �C � 4

�� � � D�E�� � � � D�E 4 - � - C� � 4 ��� � ��
� � ���
�
�
� � � � 4 E�

E�D�� �

�R � � � 4 I Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ÔÙı„˜‹ÌÂÈ

� � 4 :�� � � � ��� � �

��
�
� �

� � �
R � � 4 O� � E�� 4�� E � � E�� � � � E�� 4��,E ����� � �� � � �(4�� � � � � � )�@ � � : E � � E C � � � : E��
� � � � 4�� � �� )�@ � � : E � �BE C � � � : E��� T��9R �
2 � � � 4�2 � � : E�� ) � � � � 6 �� � �(4 �� � : E�� ' � � � �
∏ÎÂ„˜ÔÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ� T��

��+�79-�6,2�3 .
: �������������
�������! �����#$�%��&$��'�� � � ��# ��� 
$*
+�����-��/-�+���-��	� ����� E � C .
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≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ 2���� � ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2
���� � 4�5�' 132 ��� �
≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÙÈÏfiÚ

�
 (ÛıÌfiË˘Ú

�
 4 ���� � )� S�U � 4 O 6%J 6�%&%&%

* � : E 4 �
 � �� � : E��

R � * � : E 4&I Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ÔÙı„˜‹ÌÂÈ

R � � 4 O
� � E�� 4 ���� �
� � E�� 4 � � E����� � �
� � : E 4 ��� � �

��� � �

� � � � 4 �� � : E�� ) � � : E � � � �
� � � �(4 � � � � ) � � : E @ � � � : E�� ) � � : E � � � : E�� E� T��9R �

≈flÎıÛÁ ÙÔı < �� 4 � � � ��� 4�1 ��
� � 4 ��� � ��� � ��� � � � 4 � � � � ' � � ��
≈flÎıÛÁ ÙÔı 4 �� 4 � � � � ) � � � �
2 � � � 4�2 � � : E�� ) � � ��
�� � �(4 �� � : E�� ' � � 1 ��
∏ÎÂ„˜ÔÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ� T��

��+�79-�6,2J3 �
: �������������
�������! �����#$�%��&$��' � � 	���# ��� 
$*
+�����-��/-�+���-��	� .
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≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÒÔÛ›„„ÈÛÁÚ 2���� � ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2
���� � 4�5�' 132 ��� �
≈ÈÎÔ„fi ·Ò˜ÈÍfiÚ ÙÈÏfiÚ

� (ÛıÌfiË˘Ú
� 4 ���� � )� S�U � 4 O 6%J 6�%&%&%

* � : E 4 �
 � �� � : E��

R � * � : E 4&I Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ÔÙı„˜‹ÌÂÈ

R � � 4 O
� � E��(4 ���� ���� � �
� � : E 4 ��� � �

��� � �

�
� � ��
� � �

� � � �(4 �� � : E�� ) � � : E @ � � � : E�� ' �-� : E � � � : E�� E� T��9R �
≈flÎıÛÁ ÙÔı < �� 4 � � � �
� � � � 4�1 ��
� � 4 ��� � �

�� � � � � �� 4  � � : E�� ' � � � � � �
R � - � - ·ÒÍÂÙ‹ ÏÈÍÒ¸ P�� � T
2 � � � 4�2 � � : E�� ) � � �� ›ÓÔ‰ÔÚ

≈flÎıÛÁ ÙÔı < � 4 � � 	 4�1 �
�-�(4 � � 		 � 	2 � � � 4�2 � � : E�� ) � � �� ) �-� �
∏ÎÂ„˜ÔÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ

R � �-�(4&I ›ÓÔ‰ÔÚ

�� � �(4 � ' �-� 	� T��

��+�79-�6,2�3 �
: �������������
�������! �����#$�%��&$��' �?- � � � 	 ��� � ��# ��� 
$*
+�����-��/-�+���-��	� .
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"$#�� ���3'��H/��3' �������
	
�!�H'�� ,��� -�� � '"(��  "!$#%!
&�'"(�#*)�+
&��������
� �!���H'"��#��%$&��'����D-��

œÈ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ Í·Ù‹ ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ (1) ·Ò‹„ÔıÌ

ÏÈ· ·ÍÔÎÔıËfl· ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì �>2���"���� ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì ÙÁÚ Ò·„Ï·ÙÈÍfiÚ Î˝ÛÁÚ 2 ÙÔı

ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ. « Ï›ËÔ‰ÔÚ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÛÙ·Ï·ÙfiÛÂÈ ÙÁÌ ·Ò·„˘„fi Ù˘Ì ÒÔÛÂ„„flÛÂ˘Ì

·ıÙ˛Ì, ¸Ù·Ì ·Ôˆ·ÛÈÛÙÂfl ¸ÙÈ ›˜ÂÈ ·Ò·˜ËÂfl ÏÈ· ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ. ‘·

ÍÒÈÙfiÒÈ· ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ÂflÌ·È ·ıÙ‹ Ôı ÂÎ›„˜ÔıÌ Í·È ·Ôˆ·ÛflÊÔıÌ ÛÂ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸

‚fiÏ· ·Ì ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Ì· ÛıÌÂ˜ÈÛÙÂfl Á ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·. ∏ÙÛÈ Ù· ÍÒÈÙfiÒÈ· ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝

ÂÓÂÙ‹ÊÔıÌ Ù· ·Ò·Í‹Ù˘ ÙÒÈ· ÂÌ‰Â˜¸ÏÂÌ· ÛÂ Í‹ËÂ ‚fiÏ·

1. ∏ÎÂ„˜ÔÚ ·Ì - � ��"�� -047- 2 '�2 ��"�� - ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÏÈÍÒ¸ „È· ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏ¸ ÙÁÚ

‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú

2. ∏ÎÂ„˜ÔÚ ÒıËÏÔ˝ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ Í·È ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏ¸Ú ·Ì Á Û˝„ÍÎÈÛÁ ÂflÌ·È ·Ò„fi fi ·Ì Á

Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ÔÍÎflÌÂÈ

3. ∏ÎÂ„˜ÔÚ ·ÒÈËÏÔ˝ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ‚ÁÏ‹Ù˘Ì Í·È ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏ¸Ú ·Ì ›˜ÂÈ ıÂÒ‚Âfl Á

ÒÔÍ·ËÔÒÈÛÏ›ÌÁ Ï›„ÈÛÙÁ ÙÈÏfi ÙÔıÚ.

« È‰·ÌÈÍfi ÙÈÏfi ÂÎ›„˜Ôı ÂflÌ·È ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· � ��"�� 4 2 ' 2 ��"�� . ºÏ˘Ú Ô ·ÍÒÈ‚fiÚ

ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú ÙÔı ÂflÌ·È ·‰˝Ì·ÙÔÚ ÍÈ ›ÙÛÈ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È ÙÔ ı¸ÎÔÈÔ ����"�� 4
5,'�1 2 ��"�� ÙÔ ÔÔflÔ ÛıÌfiË˘Ú ›˜ÂÈ fi‰Á ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È

ÔÈ ›ÌÙÂ ÈÔ ‰È·‰Â‰ÔÏ›ÌÂÚ ÂÍˆÒ‹ÛÂÈÚ ÂÎ›„˜Ôı ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ÏÈ·Ú non-stationary

Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı. ”Â Í·Ë›Ì· ·¸ Ù· ·Ò·Í‹Ù˘ ÍÒÈÙfiÒÈ· Í·ËÔÒflÊÔıÏÂ ÏÈ·

ÛÙ·ËÂÒ‹ 	 � � , Ï›Û˘ ÙÁÚ ÔÔfl·Ú ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ··ÈÙÔ˝ÏÂ Ì· ÛÙ·Ï·ÙfiÛÂÈ Á Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi

‰È·‰ÈÍ·Ûfl·, ¸Ù·Ì ÈÍ·ÌÔÔÈÁËÂfl ÙÔ ·Ì‹ÎÔ„Ô ÍÒÈÙfiÒÈÔ ÂÎ›„˜Ôı.

��� � �2����� � ��� ��� ���8����� �����
: MÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ‚ÒÔ˝ÏÂ ÏÈ· Û˜›ÛÁ ·Ì‹ÏÂÛ· ÛÙÔ Ûˆ‹ÎÏ·

� ��"�� Í·È ÛÙÔ ı¸ÎÔÈÔ � ��"�� ˘Ú ÂÓfiÚ

� ��"�� 4�2 '	2 ��"�� 4�1 : E @ '31�2 ��"�� )�5.E 4�1 : E � ��"�� % @ � O E
8 �



∏ÙÛÈ ÏÔÒÂfl Ì· ‰oËÂfl ›Ì· ˆÒ‹„Ï· ÙÔı ıÔÎÔflÔı, ÙÔ ÔÔflÔ ÂflÌ·È ÈÍ·Ì¸ Ì·

ˆÒ‹ÛÂÈ Í·È ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ·. ‘Ô Ò˛ÙÔ ÍÒÈÙfiÒÈÔ ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ›˜ÂÈ ÙÁ ÏÔÒˆfi

- � ��"�� -
� �
E � 	 � � @�-�1 - � -�2 ��"�� - ) -�5 -IE

ÙÔ ÔÔflÔ ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÔ ÏÂ

- � ��"�� -
� -�1(: E - � - � ��"�� -	� 	 � � @�-�1 - � -�2 ��"�� - ) -�5 -IE %

��� � �2����� � ��� ��� ���8����� �����
: AıÙ¸ ÙÔ ÍÒÈÙfiÒÈÔ ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ‰ÂÌ ÂÒÈ›˜ÂÈ ÙÁÌ -�1 -

Í·È ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÏÔÒˆfi

- � ��"�� -
� �
C � 	 � � � -�5 - %

 ‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ Ë· ›˜ÂÈ Ò¸‚ÎÁÏ· ÈÍ·ÌÔÔflÁÛÁÚ ÙÔı ÍÒÈÙfiÒÈÔı

·ıÙÔ˝ „È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı -31 - -32;- �;-35=- , ‰ÁÎ·‰fi ¸Ù·Ì Ô flÌ·Í·Ú
.

ÂflÌ·È ill-conditioned Í·È Á Î˝ÛÁ 2 ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÍÔÌÙ‹ ÛÙÔ ÏÁ‰ÂÌÔ˜˛ÒÔ ÙÔı flÌ·Í·.
. ∏ÙÛÈ ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· Ë· ÂÍˆÒ‹ÊÂÙ·È ˘Ú

- � ��"�� -
� -�1 : E - � - � ��"�� -	� 	 � � -�1 : E - � -�5 - %

��� � �2����� � ��� ��� ���8����� �����
: TÔ ÍÒÈÙfiÒÈÔ ·ıÙ¸ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È ¸Ù·Ì ‰ÂÌ ÂflÌ·È

‰È·Ë›ÛÈÏÁ Á -�1 : E - Í·È ›˜ÂÈ ÙÁ ÏÔÒˆfi

- � ��"�� -
� �
G � 	 � � -�2 ��"�� -

-�1 : E - %

∏ÙÛÈ ÏÔÒÂfl Ì· ÂÍˆÒ·ÛÙÂfl ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· ˘Ú

- � ��"�� -
-�2 ��"�� - � -�1 : E(- � - � ��"�� -

-�2 ��"�� - � 	 � �

Ô¸ÙÂ o ˜ÒfiÛÙÁÚ Í·ËÔÒflÊÔÌÙ·Ú ÙÔ 	 � � Í·ËÔÒflÊÂÈ ÙÁÌ Û˜ÂÙÈÍfi ·ÍÒfl‚ÂÈ· ÙÁÚ

ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfiÚ Î˝ÛÁÚ Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ·ıÙ¸ ÙÔ ÍÒÈÙfiÒÈÔ.

��� � �2����� � ��� ��� ���8����� �����
: ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ÍÒÈÙfiÒÈÔ ·ıÙ¸ Ô ˜ÒfiÛÙÁÚ ÂÍÙ¸Ú ÙÁ

ÛÙ·ËÂÒ‹ 	 � � Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÔÒflÛÂÈ Í·È ›Ì· flÌ·Í· � ÏÂ ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍ‹ ÛÙÔÈ˜Âfl·

8 �



Í·Ë˛Ú Í·È ›Ì· ‰È‹ÌıÛÏ·
�

ÂflÛÁÚ ÏÂ ÏÁ ·ÒÌÁÙÈÍ‹ ÛÙÔÈ˜Âfl·. ∏ÙÛÈ ÙÔ ÍÒÈÙfiÒÈÔ

·ıÙ¸ ›˜ÂÈ ÙÁ ÏÔÒˆfi
� � � K ��� � @ � � � � � � �� ��� � 2 � � � � D � � � E � 	 � � Í·È Á ›ÍˆÒ·ÛÁ ÙÔı

Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÂflÌ·È

- � ��"�� - � � - �L1(: E � � � � ��"�� � -
� � � � - �L1(: E � @�� �L2 ��"�� � ) � E - �
¸Ôı �>1 : E � ÂflÌ·È Ô 1 : E ÏÂ ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÈÚ ·ÔÎıÙÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔıÚ.

��� � �2����� � ��� ��� ���8����� ���
	
: ‘Ô ÍÒÈÙfiÒÈÔ ·ıÙ¸ ÂflÌ·È ÙÔ ÈÔ ‰ÁÏÔˆÈÎ›Ú, ·ÎÎ‹ Í·È

ÙÔ ÈÔ ·Î¸. ∏˜ÂÈ ÙÁ ÏÔÒˆfi - ���"�� - � ��� � 	 � � � - � ��� ��- . ‘Ô ÏÂÈoÌ›ÍÙÁÏ‹

ÙÔı ÂflÌ·È Á ÈÛ˜ıÒfi ÂÓ‹ÒÙÁÛfi ÙÔı ·¸ ÙÁÌ ·Ò˜ÈÍfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2 ��� �
Í·È ·Ì ›˜ÂÈ ÂÈÎÂ„Âfl ÙÔ ‰Â˝ÙÂÒÔ Ï›ÎÔÚ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ, Ù¸ÙÂ ÙÔ

ÍÒÈÙfiÒÈÔ ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÔ ÏÂ ÙÔ ‰Â˝ÙÂÒÔ ÍÒÈÙfiÒÈÔ Ôı ·Ì·ˆ›ÒËÁÍÂ ·Ò·‹Ì˘.

« ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á ›ÍˆÒ·ÛÁ ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÂflÌ·È

- � ��"�� -
� ��� � -�1(: E - %

”ÙÔ ÛÁÏÂflÔ ·ıÙ¸ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÛÁÏÂÈ˘ËÂfl, ¸ÙÈ Ù· ·Ò·‹Ì˘ ÍÒÈÙfiÒÈ· ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝

·ˆÔÒÔ˝Ì ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ „ÂÌÈÍ˛Ì „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì 132	4�5 ˜˘ÒflÚ precondition-

ing. √È· ÙÈÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ preconditioning Í·È ·Ì‹ÎÔ„· ÏÂ ÙÔ Âfl‰ÔÚ Ùoı, Ë· Ò›ÂÈ

Ì· Î·Ï‚‹ÌÂÙ·È ı¸¯Á Á ‰Ò‹ÛÁ ÙÔı preconditioner flÌ·Í· 4 ÛÙÈÚ ÂÍˆÒ‹ÛÂÈÚ Ù˘Ì

Ûˆ·ÎÏ‹Ù˘Ì Í·È ıÔÎÔfl˘Ì.

8 �



� � ����������� ��!��3��� 
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��#%" &('*),+�-.+0/

≈flÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ ¸ÙÈ Á „ÂÌÈÍfi ÏÔÒˆfi –ÒÔ‚ÎÁÏ‹Ù˘Ì ”ıÌÔÒÈ·Í˛Ì ‘ÈÏ˛Ì ( –”‘ )

ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ·¸ ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ

@����	� E
:;< ;= F

� @ �M6 � E 4 � @ �M6 � E 6�@ �M6 � E$7 �

 � @ �M6 � E 4�� @ �M6 � E 6�@ �M6 � E$7� �

@ � J E

¸Ôı ÔÈ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍÔfl ÙÂÎÂÛÙ›Ú F Í·È



ÔÒflÊÔÌÙ·È ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· Û·Ì

:;< ;= F ���H@ �M6 � E�� �

���
� ) J � @ �M6 � E�� �

����� � ) � @ �M6 � E�� �

� � � ) � @ �M6 � E����� ) � @ �M6 � E��� � ) � @ �M6 � E

 � �$@ �M6 � E) � @ �M6 � E ����:

@ � # E

« ÛıÌËfiÍÁ �H@ �M6 � E � @ �M6 � E � � C @ �M6 � E ˜·Ò·ÍÙÁÒflÊÂÈ ÙÔÌ K M9M K + L /1+�79- Ù˝Ô ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ

Í·È ÛıÌÂ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ ÔÈ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ �H@ �M6 � E Í·È � @ �M6 � E ÂflÌ·È ÔÏ¸ÛÁÏÂÚ Í·È ÏÁ

ÏÁ‰ÂÌÈÍ›Ú.

¡¸ Ù· ÍÎ·ÛÛÈÍ¸ÙÂÒ· ·Ò·‰Âfl„Ï·Ù· ÂÎÎÂÈÙÈÍ˛Ì –”‘ ÂflÌ·È Í·È ÙÔ Poisson-Dirichlet

Ò¸‚ÎÁÏ· Ôı ÔÒflÊÂÙ·È Û·Ì

:;< ;=
�
��� @ �M6 � E ) � ��� @ �M6 � E 4

� @ �M6 � E 6�@ �M6 � E$7 � � � I 6 O �-� � I 6 O �
� @ �M6 � E 4 � @ �M6 � E 6�@ �M6 � E$7� �

@ � 8 E

‘Ô Poisson-Dirichlet Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ì·ˆ›ÒÂÙ·È ÛÙÁÌ ‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl· ˘Ú ÙÔ Ò¸‚ÎÁÏ·

ÏÔÌÙ›ÎÔ ÂÎÎÂÈÙÈÍ˛Ì –”‘ „È· ÙÁÌ ·Ì‹ÙıÓÁ Í·È ÏÂÎ›ÙÁ ·ÒÈËÏÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì Í·È

˘Ú Ù›ÙÔÈÔ Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ÛÙÁÌ ·ÒÔ˝Û· ÏÂÎ›ÙÁ.

> I



¡Ì‹ÏÂÛ· ÛÙÈÚ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔ ‰È·‰Â‰ÔÏ›ÌÂÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÂflÎıÛÁÚ –”‘ ÂflÌ·È

Í·È ·ıÙ›Ú Ù˘Ì –ÂÂÒ·ÛÏ›Ì˘Ì ”ÙÔÈ˜Âfl˘Ì, ÔÈ ÔÔflÂÚ ÂÒÈ„Ò‹ˆÔÌÙ·È Û˜ÁÏ·ÙÈÍ‹ ÏÂ Ù·

·Ò·Í‹Ù˘ ‚fiÏ·Ù· :

� ����:92 ���
√Â˘ÏÂÙÒÈÍfi ƒÈ·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı Â‰flÔı � ÛÂ ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÔ ÎfiËÔÚ ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì.

� ����:92J3��
≈ÈÎÔ„fi A „Ò·ÏÏÈÍ‹ ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙ˘Ì Í·Ù‹ ÙÏfiÏ·Ù· ÛıÌÂ˜˛Ì ÔÎı˘ÌıÏÈÍ˛Ì

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂ˘Ì � E 6�%�%�%F6�� : , ÔÈ ÔÔflÂÚ ÔÌÔÏ‹ÊÔÌÙ·È ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ � ?AB%B
Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔ-

ÔÈÔ˝ÌÙ·È ÛÙÁ ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Ò·„Ï·ÙÈÍfiÚ Î˝ÛÁÚ � @ �M6 � E ÙÔı –”‘ ˘Ú ÂÓfiÚ

� @ �M6 � E	� � : @ �M6 � E 4 � E � E @ �M6 � E ) %�%�%�) � : � : @ �M6 � E 4 :�	 � E � 	
��	L@ �M6 � E$% @
� > E

� ����:92 � �
≈ÈÎÔ„fi ÏÂË¸‰Ôı ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ( Galerkin, Rayleigh-Ritz, Least

Squares, Collocation ) [32, 9] „È· ÏÂÙ‹‚·ÛÁ ·¸ ÙÔ � 6 K ��� ˜˛ÒÔ ÛÙÔ
),+"2�7�>9+./1-

‰ÁÎ·‰fi ÏÂÙ·ÙÒÔfi ÙÔı –”‘ ÛÂ ›Ì· „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·

	�Q.4 �8 @ � � E

¸Ôı
 798�:>= : ,

�Q 4 � � E � C ����� � : � � Í·È
�8�4 � �

E
�
C ����� � : � � .

� ����:92	.��
≈ÈÎÔ„fi ÏÂË¸‰Ôı „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ Í·È

ÒÔÛ‰ÈÔÒÈÛÏ¸Ú Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì � E 6�%�%�%F6%� : . H ÂÈÎÔ„fi ·ıÙfi ‚·ÛflÊÂÙ·È ÛÙÔ

Ï›„ÂËÔÚ Í·È ÛÙÈÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÔı ·Ò·„¸ÏÂÌÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ.

ƒÈ·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÂÈÎÔ„›Ú ÛÂ Í‹ËÂ ›Ì· ·¸ Ù· ·Ò·‹Ì˘ ‚fiÏ·Ù· ÛıÌÂ‹„ÔÌÙ·È Í·È

‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ –”‘. ”ÙÁÌ ·ÒÔ˝Û· ÂÒ„·Ûfl· ÙÔ ÒÔÚ ÏÂÎ›ÙÁ

Ò¸‚ÎÁÏ· ˜·Ò·ÍÙÁÒflÊÂÙ·È ·¸ ÙÈÚ ·Í¸ÎÔıËÂÚ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÂÚ ÂÈÎÔ„›Ú :

> O



�

�

I

�
O

�� E � C � G � � � � ��� ���

O� E

� C

� G

� �

� �

���

�	�

O

��+�79-�6,2J3 �
: 
 #��7��#$�!����	���	��#%������$�����! ��"&$�������
����� � �/��'���#%&�� ��'��

� ����:92 ���
»Â˘ÒÔ˝ÏÂ ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÔ ‰È·ÏÂÒÈÛÏ¸ Ù˘Ì ‰È·ÛÙÁÏ‹Ù˘Ì & � 4 & � 4

� I 6 O � ÛÂ A � ıÔ‰È·ÛÙfiÏ·Ù· & �" 47& �" 6 K�4
O 6 %�%�% 6�A � Ù· ÔÔfl· ·Ò‹„ÔıÌ

›Ì· ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÔ Î›„Ï· ÏÂ ‚fiÏ· ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ � 4 E:�� Í·È ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ

Í¸Ï‚˘Ì @ ���B6 ���FE , ¸Ôı � �M4 @ � ' O E
� Í·È ����4�@���' O E
� , ÏÂ
� 6/�.4 O 6 %�%�%$6$@BA � ) O E .

« ≈ÈÍ¸Ì· 16 ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÙÁÌ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı � „È· A ��4 �
.

� ����:92J3��
ŸÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ‚‹ÛÂÈÚ ÂÈÎ›„ÔÌÙ·È Ù· Hermite Bicubic ÔÎı˛ÌıÏ·

[91], ÏÂ „ÂÌÈÍfi ÏÔÒˆfi �"	L@ �M6 � E 4 �*� @ � E �%�I@ � E , Í·È Á ÛıÌ‹ÒÙÁÛÁ � @ �M6 � E ÒÔÛÂ„„fl-

ÊÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ

� @ �M6 � E	� � : @ �M6 � E 4
�:���� E
�:�� � E � � = ���*�B@ � E �%�>@ � E @ � �LE

¸Ôı
�A94 J @BA � ) O E .

>LJ



� ����:92 � �
ŸÚ Ï›ËÔ‰ÔÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÂÈÎ›„ÂÙ·È Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÙÁÚ

� S � � S?6 Q 	
P1R.S�T [16, 63, 61, 62], Á ÔÔfl· Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÂÈ ÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·

 �Q<4 �8
··ÈÙ˛ÌÙ·Ú ÔÈ ÛıÌËfiÍÂÚ F � : '

� 4&I Í·È

 � : ' ��4 I Ì· ÈÛ˜˝ÔıÌ „È·

A Í·ËÔÒÈÛÏ›Ì· ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ‹ Í·È ÛıÌÔÒÈ·Í‹ collocation ÛÁÏÂfl· Í·È ˘Ú Ù›ÙÔÈ·

ÂÈÎ›„ÔÌÙ·È Ù· ÛÁÏÂfl· Gauss.

� ����:92	.��
√È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

 �Q 4 �8 ÂÈÎ›„ÂÙ·È

Í‹ÔÈ· Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ.

”ÙÈÚ ·Ò·„Ò‹ˆÔıÚ Ôı ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÙ·È ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔ ·Ì·ÎıÙÈÍ‹ Á ÙÂ˜ÌÈÍfi

ÂÒÈ„Ò·ˆfi Ù˘Ì ·Ò·‹Ì˘ ÂÈÎÔ„˛Ì.

��#�� � ,�����#�����	
��� �%)�� &�!��
‘· ÙÏÁÏ·ÙÈÍ‹ Íı‚ÈÍ‹ ÔÎı˛ÌıÏ· Hermite ÔÒflÊÔÌÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ :

� @ � E %4

:;;;;;;< ;;;;;;=

� D @ � E�6 �97
� I 6 O �

� : @ � E�6 �97
� ' O 6 I��

I 6 � @7 � ' O 6 O �
6 @ � � E

� @ � E %4

:;;;;;;< ;;;;;;=

�
D @ � E�6 � 7

� I 6 O �
�
: @ � E�6 � 7

� ' O 6 I��
I 6 � @7 � ' O 6 O �

6 @ � � E

¸Ôı

� D @ � E %4
:;< ;= @
O ' � E CF@ O ) J � E�6 � 7 � I 6 O �

I 6 � @7 � I 6 O �
6 @��*I E

� : @ � E 4 � D @�' � E %4
:;< ;= @
O ) � E CF@ O ' J � E	6 � 7 � ' O 6 I��

I 6 � @7 � ' O 6 I��
6 @�� O E

>�#



��+�79-�6,2�3 �
: ��'������� ������'����$'%� � � 
 �  -���


�
D @ � E %4

:;< ;= �M@
O ' � E C 6 � 7 � I 6 O �
I 6 � @7 � I 6 O �

6 @��>J E

�
: @ � E 4 ' � D @�' � E %4

:;< ;= �M@
O ) � E C 6 �97 � ' O 6 I��
I 6 � @7 � ' O 6 I��

% @���# E

« ≈ÈÍ¸Ì· 17 ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ Ù· Íı‚ÈÍ‹ ÔÎı˛ÌıÏ· Hermite, ¸˘Ú ·ıÙ‹ ÔÒflÊÔÌÙ·È ÛÙÔ
� ' O 6 O � .
”Â Í‹ËÂ Í¸Ï‚Ô � " ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ‰˝Ô ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ Í·È ÔÒflÊÔÌÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ:

� C/" : E @ � E %4
:;< ;= � @�� : �

�� E�6 � 7 & �" : E � & �"
I 6��
	�����
������	����

6 @���8 E

� C/" @ � E %4
:;< ;=
� @�� : � �� E	6 �97 & �" � & �" : E

I 6��
	�����
������	����
6 @���> E

>�8



��+�79-�6,2�3 �
:
� ����'����$'%� ��� 
 �  -���
�������� ��� ��� ��� ���������� �/.

¸Ôı K�4 O 6�%�%�%I6I@BA �) O E , & �� � � ��� 6 ��� D�E � ,
� 4 O 6�%�%�%I6%A � .

√È· Ì· ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ÔÒÈÛÏÔfl (13) Í·È (14) „È· K 4 O Í·È K�4�A � ) O , ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ‰˝Ô

ıÔËÂÙÈÍÔ˝Ú Í¸Ï‚ÔıÚ � � 4 ' � Í·È � :�� D C 	 4 O ) � .

”ÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 18 ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ›Ì·Ú Ùı˜·flÔÚ Í¸Ï‚ÔÚ �
� Í·È ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÔÈ

·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ¸˘Ú ·ıÙ›Ú ÔÒflÊÔÌÙ·È ÛÙÔ Í¸Ï‚Ô ·ıÙ¸Ì.

–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ÂÓfiÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ

:;< ;= � C/" : E @ ��� E�4 �



 	 � C/" @ ��� E 4 � �

"
� C/" @ ��� E 4 



 	 � C/" : E @ ��� E 4 I
@�� � E

„È· ¸Î· Ù· K�4 O 6�%�%�%I6I@BA �) O E Í·È ¸Ôı
� �
"
	 ƒ›ÎÙ· ÙÔı Kronecker.

≈ÈÎ›ÔÌ ÛÁÏÂÈ˛ÌÔıÏÂ ¸ÙÈ ÛÂ Í‹ËÂ ıÔ‰È‹ÛÙÁÏ· & �� ‰È›Ò˜ÔÌÙ·È Ù›ÛÛÂÒ· Ï¸ÌÔ ÏÁ

ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹ ÔÎı˛ÌıÏ· Hermite ÏÂ ‰ÂflÍÙÂÚ : � C � : E , � C � , � C � D�E Í·È � C � D C .
‘Ô „Â„ÔÌ¸Ú ·ıÙ¸ ÂÈ‰ÂÈÍÌ˝ÂÙ·È Û˜ÁÏ·ÙÈÍ‹ Í·È ÛÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 19.

>�>



��+�79-�6,2J3 �
:

�  �� �&$#��$���� � ����'����$'%� ��� 
 �  -���
 � �"'�����&$� � �  �� ��� � ��� � � D�E � .
¬·ÛÈÛÏ›ÌÔÈ ÛÙÈÚ ·Ò·‹Ì˘ È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ù˘Ì ÔÎı˘Ì˝Ï˘Ì Hermite Â˝ÍÔÎ· ÒÔÍ˝ÙÔıÌ

Í·È ÔÈ È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ù˘Ì ‰È‰È‹ÛÙ·Ù˘Ì bicubic ÔÎı˘Ì˝Ï˘Ì Hermite. ∏ÙÛÈ, ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ

¸ÙÈ ÛÂ Í‹ËÂ ‰È‰È‹ÛÙ·ÙÔ Í¸Ï‚Ô @ �$�B6 ���FE ÔÒflÊÔÌÙ·È Ù· ·Ò·Í‹Ù˘ Ù›ÛÛÂÒ· Hermite

Bicubic ÔÎı˛ÌıÏ· :

:;;;;;;;;;;;< ;;;;;;;;;;;=

� C � : E*= C � : E @ �M6 � E 4 � C � : E @ � E � C � : E @ � E
� C � : E*= C �I@ �M6 � E 4 � C � : E @ � E � C �I@ � E
� C � = C � : E @ �M6 � E 4 � C �B@ � E � C � : E @ � E
� C � = C �I@ �M6 � E 4 � C �B@ � E � C �I@ � E

@�� �LE

ÏÂ ÙÈÚ ÂÓfiÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ :

:;;< ;;=
� C � : E*= C � : E @ ���B6 ���FE 4 O 6 � �� � � C � : E*= C �I@ ���B6 ���FE94 O
� ���� � C � = C � : E @ ���B6 ���FE 4 O 6 � C � �

����� � � C � = C �I@ ���B6 ���FE 4 O
@�� � E

> �



”·Ì ‹ÏÂÛÁ ÛıÌ›ÂÈ· Ù˘Ì ÒÔÁ„ÔıÏ›Ì˘Ì Û˜›ÛÂ˘Ì ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ

:;;< ;;=
� : @ ���B6 ���%E 4 � C � : E*= C � : E 6 � �� �

� : @ ���B6 ���FE 4 � C � : E*= C �
� ����

� : @ ���B6 ���FE 4 � C � = C � : E 6 � C � �

����� �
� : @ ���B6 ���FE 4 � C � = C �

@�� � E

¸Ôı
� 6��	4 O 6�%�%�%I6I@BA � ) O E Í·È ÛÙÔ ·Ò·Í‹Ù˘ Û˜fiÏ· ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÔÈ Ù›ÛÛÂÒÈÚ

‹„Ì˘ÛÙÔÈ ¸˘Ú ·ıÙÔfl ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÙÔÌ Í¸Ï‚Ô @ �
�B6 � � E .

�

���
���

� �

� � ��� � � � � � �

� � ��� � � � �

�
� � � � � � �

�
� � �

≈ÈÎ›ÔÌ ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÛÂ Í‹ËÂ ÛÙÔÈ˜ÂflÔ & � �� � ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì 16 ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ›Ú

ÛıÌ·ÒÙfiÛÂÈÚ ‚‹ÛÁÚ Í·È ÂÔÏ›Ì˘Ú „È· @ �M6 � E$7 & � �� � ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ :

� : @ �M6 � E 4
C � D C�	 � C � : E

C � D C�
� � C � : E �-	 =

� ��	>@ � E � � @ � E % @�� I E

√È' ·ıÙ¸ ÙÔ Î¸„Ô ÙÔ ÛÙÔÈ˜ÂflÔ & � �� � ÂflÌ·È ÛÙÔÈ˜ÂflÔ ÏÂ 16 ‚·ËÏÔ˝Ú ÂÎÂıËÂÒfl·Ú.

��#�� � 	
	�'-,��%,����4'�����' �-#%!
&�'"(
œÈ Collocation ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÔÌÙ·È ··ÈÙ˛ÌÙ·Ú ÙÔ ı¸ÎÔÈÔ F � : '

�
Ì·

ÏÁ‰ÂÌflÊÂÙ·È ÛÂ A
	 4,8 A C� K�� / K >9+�7%? collocation ÛÁÏÂfl· Í·È ÙÔ ı¸ÎÔÈÔ

 � : ' � Ì·

ÏÁ‰ÂÌflÊÂÙ·È ÛÂ A � 4,8 @BJLA � ) O E � 6,;,>9+"2�7 ?
collocation ÛÁÏÂfl·. –·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ

ÎfiËÔÚ A
	 )<A � Ù˘Ì collocation ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ ÙÔÌ ·ÒÈËÏ¸ Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì, Ô

ÔÔflÔÚ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÁ ˜ÒfiÛÁ Ù˘Ì ÔÎı˘Ì˝Ï˘Ì Hermite Bicubic [15].

–Ò›ÂÈ Ì· ÙÔÌflÛÔıÏÂ Â‰˛, ¸ÙÈ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì Dirichlet ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì

Í‹ÔÈÔÈ ·¸ ÙÔıÚ ·„Ì˛ÛÙÔıÚ, ÔÈ ÔÔflÔÈ ‚ÒflÛÍÔÌÙ·È ‹Ì˘ ÛÙÔ Û˝ÌÔÒÔ ÙÔı �

ÒÔÛ‰ÈÔÒflÊÔÌÙ·È ‹ÏÂÛ· ·¸ ·ıÙ›Ú, ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÌ ··ÎÔÈˆfi ÙÔıÚ ·¸ ÙÔ

„Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·. ‘Ô ÎfiËÔÚ Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ·ıÙ˛Ì ÂflÌ·È 8 @BJLA �) O E ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·

> �



@ ��� 6 ���FE @ ��� D�E 6 ���%E

@ ���B6 ��� D�E E @ ��� D�E 6 ��� D�E E

@ � :� 6 � :� E @ � D� 6 � :� E

@ � :� 6 � D� E @ � D� 6 � D� E

� �

��

� �

� �

��+�79-�6,2 � �
:

� � � ��� #
����� ��# � � � )������ � � ��#���#
��� � ���$� � �$����#�� ��� � �� �
Ì· ÏÁÌ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Á ÂÈÎÔ„fi ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì collocation ÛÁÏÂfl˘Ì.

œ¸ÙÂ „È· ÙÁÌ Dirichlet ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔ ÎfiËÔÚ Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì Í·È ÛıÌÂ˛Ú Í·È

Ù˘Ì ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ˛Ì collocation ÛÁÏÂfl˘Ì ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ A 4 8 ADC� .
”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÂÎÎÂÈÙÈÍ˛Ì –”‘ Á standard ÂÈÎÔ„fi ÂÛ˘ÙÂÒÈÍ˛Ì collocation

ÛÁÏÂfl˘Ì ÂflÌ·È ·ıÙfi Ù˘Ì ÛÁÏÂfl˘Ì Gauss [16] ÏÂ ÛıÌÙÂÙ·„Ï›ÌÂÚ @ ���� 6 �	�� E , ¸Ôı „È·

Í‹ËÂ
� 4 O 6�%�%�%I6%A � ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ � �� 4�J � ' O�
� GG . ”ÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 20 ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È Ù·

Ù›ÛÛÂÒ· ÛÁÏÂfl· Gauss ÙÔı ÛÙÔÈ˜ÂflÔı & � �� � .

« ·ÒflËÏÁÛÁ ·„Ì˛ÛÙ˘Ì Í·È ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Í·ËÔÒflÊÂÈ ÙÁÌ ‰ÔÏfi ÙÔı collocation flÌ·Í·,

Í·È Í·Ù‹ ÛıÌ›ÂÈ· ÙÁÌ ÂÈÎÔ„fi ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÂflÎıÛÁÚ ÙÔı ·Ò·„¸ÏÂÌÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝

ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ. H ≈ÈÍ¸Ì· 21 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ÙÁÌ ·ÒflËÏÁÛÁ ·„Ì˛ÛÙ˘Ì Í·È Á ≈ÈÍ¸Ì· 22 ÙÁÌ

·ÒflËÏÁÛÁ Ù˘Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ standard collocation Ï›ËÔ‰Ô. OÈ ‹„Ì˘ÛÙÔÈ,

ÔÈ ÔÔflÔÈ ›˜ÔıÌ ··ÎÔÈˆËÂfl ÂÓ·ÈÙfl·Ú Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì ÛÁÏÂÈ˛ÌÔÌÙ·È ÏÂ
�����

.

H ‰ÔÏfi ÙÔı standard collocation flÌ·Í· ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ EÈÍ¸Ì· 23. ≈˝ÍÔÎ·

ÛıÌ‹„ÂÙ·È ¸ÙÈ Á ‰ÔÏfi ·ıÙfi ‰ÂÌ ÂflÌ·È Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ „È· ÙÁÌ ˜ÒfiÛÁ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì

ÏÂË¸‰˘Ì. ”ÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· [92] Ô ». ”. –··ËÂÔ‰˛ÒÔı Ò¸ÙÂÈÌÂ ÙÁÌ ·ÒflËÏÁÛÁ Ù˘Ì

·„Ì˛ÛÙ˘Ì, Á ÔÔfl· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 25, Í·È Ù˘Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì, Á ÔÔfl·
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·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÙ·È ÛÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 26, ˛ÛÙÂ Ì· ÒÔÍ˝¯ÂÈ Ô collocation block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈÔÚ

flÌ·Í·Ú ÙÔı ÔÔflÔı Á ‰ÔÏfi ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÙÁÌ EÈÍ¸Ì· 24.

 ‹ÌÔÌÙ·Ú ˜ÒfiÛÁ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ·ÒflËÏÁÛÁÚ ÙÔı –··ËÂÔ‰˛ÒÔı ÛÙÔ Dirichlet -

Poisson Ò¸‚ÎÁÏ· ·Ò‹„ÂÙ·È ÙÔ ·Í¸ÎÔıËÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·

132 4	5 6 @�� O E

¸Ôı 1 798�:>= :�@BA 4 8 A �*C%E ÂflÌ·È Ô Collocation flÌ·Í·Ú ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Í·È

2 4 � � E � C ����� � : � � 4 � � E*= E ����� � CB:��B= CB:�� � � ÂflÌ·È ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì.

–ÈÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·, ËÂ˘Ò˛ÌÙ·Ú ¸ÙÈ ›˜ÂÈ ‚„ÂÈ ÍÔÈÌ¸Ú ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú ÙÔ
O 	 � �NC , ·Ò˜ÈÍ‹

ÔÒflÊÔÏÂ ÙÔıÚ JLA �"�(JLA � � ;$; = -‚·ÛÈÍÔ˝Ú flÌ·ÍÂÚ

1�� 4

�����������������
�

� C � G '�� � I I ����� I I I I I� � � E '�� C I I ����� I I I I I
I � E � C � G '�� � ����� I I I I I
I � G � � � E '�� C ����� I I I I I
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

I I I I I ����� � E � C � G '�� � I
I I I I I ����� � G � � � E '�� C I
I I I I I ����� I I � E � C '�� �
I I I I I ����� I I � G � � '�� C

� ����������������
�
6 � 4 O 6%J 6$# 6�8D@��LJ E

¸Ôı ÔÈ ÙÈÏ›Ú � � 's ‰flÌÔÌÙ·È ˘Ú
� 90 = 92 �

Table 1 � E � C � G � �
1 E ' *D ' � D � 	�D
1 C ' � D ' � D 	 : I
1 G � 	 : '  : ' � :
1 � 	�D I ' � : ' � :

@���# E

ÏÂ � 4�J�8 6� � 4 J�8 
 O � � # 6 � � 4 O J 
 �
� # 6 	 � 4 # 
 � # 6 � � 4 # 
 J � # .

 ‹ÌÔÌÙ·Ú ˜ÒfiÛÁ Ù˘Ì ·Ò·‹Ì˘ ÔÒÈÛÏ˛Ì Ô block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈÔÚ collocation flÌ·Í·Ú

ÔÒflÊÂÙ·È ˘Ú ÂÓfiÚ

� J



1	4

�����������������
�

1 C 1 G '31 � I I ����� I I I I I
1 � 1 E '31 C I I ����� I I I I I
I 1 E 1 C 1 G '31 � ����� I I I I I
I 1 G 1 � 1 E '31 C������ I I I I I
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

I I I I I ����� 1 E 1 C 1 G '31 � I
I I I I I ����� 1 G 1 � 1 E '31 C I
I I I I I ����� I I 1 E 1 C '31 �
I I I I I ����� I I 1 G 1 � '31 C

� ����������������
�

% @���8 E

≈flÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ ¸ÙÈ „È· block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈÔıÚ flÌ·ÍÂÚ ÏÔÒÂfl Í·ÌÂflÚ Ì· ‚ÒÂÈ ÎÔ˝ÛÈ·

‚È‚ÎÈÔ„Ò·ˆfl· [58, 72, 76, 77, 92, 106, 112, 125, 79] „È· ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi Í·È ·Ì‹ÎıÛÁ

Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì.

� #



�

� ���������	��
��������
 ������������
  � �
���������	��
������� ��!���� � ����� �

����� �
�� �	 � �

��#%" &('*),+�-.+0/

« Ï›ËÔ‰ÔÚ collocation ‚·ÛÈÛÏ›ÌÁ ÛÙ· ÔÎı˛ÌıÏ· ‚‹ÛÁÚ Hermite bi-cubic ›˜ÂÈ

·Ô‰ÂÈ˜ÙÂfl ˘Ú ÏÈ· ·¸ ÙÈÚ ÈÛ˜ıÒ¸ÙÂÒÂÚ Í·È ·Ô‰ÔÙÈÍ¸ÙÂÒÂÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ

ÂflÎıÛÁÚ ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÛÂ ‰ıÔ ‰È·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ÏÂ ÏÂÒÈÍ›Ú ·Ò·„˛„ÔıÚ. ‘Ô

·Ò·„¸ÏÂÌÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·, ¸˘Ú ˆ‹ÌÁÍÂ ÛÙÔ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔ Í·ˆ‹Î·ÈÔ, ›˜ÂÈ block

ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈ· ÏÔÒˆfi, ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÛıÏÏÂÙÒÈÍ¸ ·ÎÎ‹ Í·È Ô˝ÙÂ ‰È·„˘Ìfl˘Ú ÂÌÈÛ˜ıÏ›ÌÔ fi

ËÂÙÈÍ‹ ÔÒÈÛÏ›ÌÔ Í‹ÌÔÌÙ·Ú ˜ÒfiÛÁ ÙÁÚ ·Ì‹ÎÔ„ÁÚ ·ÒflËÏÁÛÁÚ ÂÓflÛ˘ÛÂ˘Ì Í·È ·„Ì˛ÛÙ˘Ì,

¸˘Ú ·ıÙfi ÒÔÙ‹ËÁÍÂ ·¸ ÙÔÌ ». –··ËÂÔ‰˛ÒÔı [92]. À¸„˘ ÙÔı ÏÂ„›ËÔıÚ ÙÔı,

·ÎÎ‹ ÙÁÚ ·Ò·È¸ÙÁÙ·Ú ÙÔı ÔÈ „Ì˘ÛÙ›Ú ‹ÏÂÛÂÚ Ï›ËÔ‰ÔÈ, ›ÛÙ˘ Í·È ÛÂ ÏÔÒˆfi Ê˛ÌÁÚ, ‰ÂÌ

ÂflÌ·È ÛÂ Ë›ÛÁ Ì· Âˆ·ÒÏÔÛÙÔ˝Ì „È· ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍ›Ú ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ [72]. ∏ÙÛÈ ÂflÏ·ÛÙÂ

ıÔ˜ÒÂ˘Ï›ÌÔÈ Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ Í‹ÔÈ· stationary fi non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi

Ï›ËÔ‰Ô Í·È Ï‹ÎÈÛÙ· block ÏÔÒˆfiÚ, ·ˆÔ˝ ÔÈ point Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ ÙÁÚ

Ï·ËÁÏ·ÙÈÍfiÚ ‚È‚ÎÈÔËfiÍÁÚ ITPACK [70] ÛıÌfiË˘Ú ‰ÂÌ Ûı„ÍÎflÌÔıÌ ·Í¸Ï· Í·È „È·

� 8



Ù· ÒÔ‚ÎfiÏ·Ù· Ù˘Ì ÏÔÌÙ›Î˘Ì. H ·Ì‹ÙıÓÁ ·Ô‰ÔÙÈÍ˛Ì Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì,

ÔÈ ÔÔflÂÚ Ë· ÂÍÏÂÙ·ÎÎÂ˝ÔÌÙ·È ÙÈÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ Ù˘Ì collocation „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì

ÂflÌ·È ··Ò·flÙÁÙÁ „È· ÙÁ ÏÂÙ‹‚·ÛÁ ÛÙÁÌ ÂflÎıÛÁ Ù˘Ì ÙÒÈ‰È‹ÛÙ·Ù˘Ì ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì

ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì, ·ÎÎ‹ Í·È „È· ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔıÚ ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎ· ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ·. ¡ÌÙflËÂÙ·

ÔÈ ‹ÏÂÛÂÚ Ï›ËÔ‰ÔÈ ‰ÂÌ ÂflÌ·È ÛÂ Ë›ÛÁ Ì· ÂÈÎ˝ÔıÌ ÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· „È· ÏÈÍÒ¸

‚fiÏ· ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ Í·È Á ·Ò·ÎÎÁÎÔÔflÁÛfi ÙÔıÚ ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ›Ú ‰ıÛÍÔÎflÂÚ.

¡Ò˜ÈÍ‹ ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· [92] Ô ». –··ËÂÔ‰˛ÒÔı Ò¸ÙÂÈÌÂ ÙÁÌ block AOR

Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô Í·È ·Ò„¸ÙÂÒ· ÏÂÎÂÙfiËÁÍ·Ì ˘Ú ÒÔÚ ÙÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ Ï›ËÔ‰ÔÈ

Ù˝Ôı SOR ÛÙÈÚ [58, 105]. ”ÙÁÌ [72] ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍ·Ì ‰È‹ˆÔÒÂÚ stationary

Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ ‚·ÛÈÛÏ›ÌÂÚ ÛÂ ÙÒÂÈÚ ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ ÙÔı collocation flÌ·Í· Í·È

Á ‚›ÎÙÈÛÙÁ SOR ÂÏˆ‹ÌÈÛÂ Ù·˜˝ÙÂÒÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ „È· ÏÈ· ·¸ ·ıÙ›Ú ÙÈÚ ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÙ·È Á ÂflÎıÛÁ ÙÔı collocation „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

Í‹ÌÔÌÙ·Ú ˜ÒfiÛÁ Ù˘Ì ÈÔ „Ì˘ÛÙ˛Ì non-stationary ÏÂË¸‰˘Ì, ÂÌ˛ Ù·ıÙ¸˜ÒÔÌ· „flÌÂÙ·È

·Ì·ÊfiÙÁÛÁ ÙÔı Í·Ù·ÎÎÁÎ¸ÙÂÒÔı precoditioner. ‘· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Í·È ÔÈ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú

ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ ÙÁÚ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹Ú ÙÁÚ ·¸‰ÔÛÁÚ Í‹ËÂ ÏÂË¸‰Ôı ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ‰ÈÍ·ÈÔÎÔ„ÁËÔ˝Ì

Í·È Ù·ıÙflÊÔÌÙ·È ·¸ÎıÙ· ÏÂ ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì Ritz ÙÔı collocation flÌ·Í·.

‘›ÎÔÚ „flÌÔÌÙ·È Ûı„ÍÒÈÙÈÍ›Ú ‰ÔÍÈÏ›Ú ·¸‰ÔÛÁÚ ·Ì‹ÏÂÛ· ÛÙÈÚ ·Ô‰ÔÙÈÍ¸ÙÂÒÂÚ station-

ary Í·È non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ.

��#�� � ' � 	
	��3'�� ��, � ���������
�A� -���� �����������H#��4� -�� �$+ ��#	��-��

‘Ô ‚·ÛÈÍ¸ÙÂÒÔ ‚fiÏ· Í·Ù‹ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÏÈ·Ú Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ

(2) ÂflÌ·È Á ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı flÌ·Í· Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì. ¡ıÙ¸ ÛıÏ‚·flÌÂÈ,

„È·Ùfl ·¸ ÙÔÌ ÙÒ¸Ô ‰È·Ï›ÒÈÛÁÚ ÙÔı flÌ·Í·, Í·ËÔÒflÊÔÌÙ·È ÔÈ ‚·ÛÈÍ›Ú È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÁÚ

Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı, ¸˘Ú ·Ì ÂflÌ·È completely consistent Í·È Ô ÒıËÏ¸Ú Û˝„ÍÎÈÛfiÚ

ÙÁÚ. ∏ÙÛÈ „È· ÙÔÌ ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈÔ collocation flÌ·Í· 1 ÒÔÙ‹ËÁÍÂ ·¸ ÙÔÌ ». ”.

–··ËÂÔ‰˛ÒÔı [92] Á ·Ò·Í‹Ù˘ block ‰È·Ï›ÒÈÛÁ

� >
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3 4
� ? 1 E? 1 G � 6 5 4 � '31 � ?

'31 C ? � %

”ÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· [92] „flÌÂÙ·È ·Ì‹ÎıÛÁ ÙÁÚ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÙÁÚ Â·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı AOR

Í·È Ô Í·ËÔÒÈÛÏ¸Ú Ù˘Ì ‚›ÎÙÈÛÙ˘Ì ÙÈÏ˛Ì Ù˘Ì ·Ò·Ï›ÙÒ˘Ì ÙÁÚ. ºÏ˘Ú ÛÙÁÌ Ò¸Ûˆ·ÙÁ

ÂÒ„·Ûfl· Ù˘Ì Lai, Hadjidimos, Houstis Í·È Rice [72] ‰ÈÂÒÂıÌfiËÁÍÂ Á ·ÔÙÂÎÂÛÏ·ÙÈÍ¸ÙÁÙ·

‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ˛Ì ‰È·ÏÂÒflÛÂ˘Ì ÙÔı flÌ·Í· 1 Í·È ·Â‰Âfl˜ËÂÈ, ¸ÙÈ ÏÂ ÙÁ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ
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ÂÈÙı„˜‹ÌÂÙ·È ÔÎ˝ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ Ù·˜˝ÙÁÙ· Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ·Ì ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl Á SOR ÏÂ

‚›ÎÙÈÛÙÔ � . ≈flÛÁÚ ÛÙÁÌ fl‰È· ÂÒ„·Ûfl· ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ

GMRES(50) ÏÂ block Jacobi precoditioning Í·È ÒÔÍ˝ÙÂÈ, ¸ÙÈ Á ‚›ÎÙÈÛÙÁ SOR ÏÔÒÂfl

Ì· ÙÁÌ ·ÌÙ·„˘ÌÈÛÙÂfl ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍ‹ ÙÔıÎ‹˜ÈÛÙÔÌ „È· ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈfiÛÂÈÚ ÏÂ ÏÂ„‹ÎÔ

Ï›„ÂËÔÚ ‚fiÏ·ÙÔÚ.

ÃÂ ‚‹ÛÁ ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÔÈ flÌ·ÍÂÚ ‰È‹Û·ÛÁÚ / 1 , 3%1 Í·È 5-1
ÔÒflÊÔÌÙ·È ·¸ ÙÈÚ Û˜›ÛÂÈÚ
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Í‹ÌÔÌÙ·Ú ˜ÒfiÛÁ ÙÁÚ ·Ò·‹Ì˘ ‰È·Ï›ÒÈÛÁÚ Ë· ÂÈÎıËÂfl ÙÔ colloca-

tion „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÏÂ ÙÈÚ ÈÔ „Ì˘ÛÙ›Ú preconditioned non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú

ÏÂË¸‰ÔıÚ.
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º˘Ú ›˜ÂÈ fi‰Á ·Ì·ˆÂÒËÂfl, ÔÈ non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ Û˜Â‰¸Ì ‹ÌÙ·

„È· Ì· Í·Ù·ˆ›ÒÔıÌ Ì· ÂÈÙ˝˜ÔıÌ Û˝„ÍÎÈÛÁ fi „È· Ì· ÙÁÌ ‚ÂÎÙÈ˛ÛÔıÌ, ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝Ì

Í·È ÏÈ· ÙÂ˜ÌÈÍfi preconditioning. ¡ıÙ¸ ÛÁÏ·flÌÂÈ ¸ÙÈ, ÂÍÙ¸Ú ·¸ ÙÁ ‚·ÛÈÍfi Ò‹ÓÁ

Ôı ÂflÌ·È Ô ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ¸Ú ÙÔı flÌ·Í· Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì ÏÂ ›Ì· ‰È‹ÌıÛÏ·

� �



ÛÂ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· ÂÏÎ›ÍÂÙ·È Í·È ÏÈ· ÈÔ ‰··ÌÁÒfi ÛÂ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸

Í¸ÛÙÔÚ Ò‹ÓÁ ·ıÙfi ÙÁÚ ‰Ò‹ÛÁÚ ÙÔı preconditioner ÛÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·. ∏ÙÛÈ

·Ì „È· ÙÁÌ ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı preconditioning ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl Í‹ÔÈÔÚ ·¸ ÙÔıÚ flÌ·ÍÂÚ

‰È‹Û·ÛÁÚ ÏÈ·Ú stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı, ÔÈ ÔÔflÔÈ ÂflÌ·È ‰È·Ë›ÛÈÏÔÈ

˜˘ÒflÚ ÂÈÎ›ÔÌ Í¸ÛÙÔÚ Í·Ù·ÛÍÂıfiÚ, Ù¸ÙÂ ÛÙÁÌ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ ÙÁÚ non-

stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı Ò˘Ù·Ò˜ÈÍ¸ Ò¸ÎÔ ›˜ÂÈ Á ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı flÌ·Í·

Ù˘Ì ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Í·È Á ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á ‰È‹Û·Ûfi ÙÔı. √È· ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi Ù˘Ì precon-

ditioned non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÛÙÔ collocation „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·

Ë· „flÌÂÈ ˜ÒfiÛÁ ÙÁÚ ‰È‹Û·ÛÁÚ ÙÔı flÌ·Í·, ¸˘Ú ÂÒÈ„Ò‹ˆÁÍÂ ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ

ÂÌ¸ÙÁÙ·, ÂÌ˛ Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÔ˝Ì ‰ıÔ Âfl‰Á ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì, Ù· ÔÔfl·

ÂÒÈ„Ò‹ˆÔÌÙ·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·.

.95/.95.3 021�3,;�),;,+
2 L ;93 ��7 K ��BHB /1;�� 6 S � � S?6 Q,P1R.S�T�L�N 6,2�792

« ‰ÔÏfi ÙÔı collocation flÌ·Í· ÂÈÙÒ›ÂÈ ÙÁÌ ‰È·˜ÂflÒÁÛfi ÙÔı Ï›Û˘ Ù˘Ì ‚·ÛÈÍ˛Ì

ÈÌ‹Í˘Ì 1 E 6%1 C 6%1 G Í·È 1 � , ÔÈ ÔÔflÔÈ, ¸˘Ú ›˜ÂÈ ·Ì·ˆÂÒËÂfl ÛÂ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ÂÌ¸ÙÁÙ·,

ÂflÌ·È flÌ·ÍÂÚ Ê˛ÌÁÚ ‰È·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì > �9JLA�� . ∏ÙÛÈ ¸ÎÂÚ ÔÈ Ò‹ÓÂÈÚ ÔÈ ÔÔflÂÚ ÂÏÎ›ÍÔıÌ

ÙÔÌ collocation flÌ·Í· fi flÌ·ÍÂÚ, ÔÈ ÔÔflÔÈ ·Ò‹„ÔÌÙ·È ·¸ ·ıÙ¸Ì, ÏÔÒÔ˝Ì Ì·

„flÌÔıÌ ÛÂ block ÏÔÒˆfi.

∏Ì·Ú ‹ÎÎÔÚ ÙÒ¸ÔÚ ‰È·˜ÂflÒÁÛÁÚ ÂflÌ·È ·ıÙ¸Ú ÙÁÚ ÍÎ·ÛÛÈÍfiÚ ÏÔÒˆfiÚ ÂÌ¸Ú ·Ò·ÈÔ˝

flÌ·Í·
�

. ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ·ıÙfi ÙÁ ‰ÔÏfi ·ÔËÁÍÂ˝ÔÌÙ·È ÛÂ ÏÔÒˆfi ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ Ï¸ÌÔ

Ù· ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹ ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÔı. ∏ÙÛÈ, ÂflÌ·È ··Ò·flÙÁÙÁ Á ˜ÒfiÛÁ Í‹ÔÈ˘Ì ‚ÔÁËÁÙÈÍ˛Ì

‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ‰ÂÈÍÙ˛Ì, Ù· ÔÔfl· ˜ÒÁÛÈÏÂ˝ÔıÌ „È· ÙÔÌ Í·ËÔÒÈÛÏ¸ ÙÁÚ Ë›ÛÁÚ Í‹ËÂ

ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍÔ˝ ÛÙÔÈ˜ÂflÔı ÛÙÔÌ ·Ò˜ÈÍ¸ ·Ò·È¸ flÌ·Í·. ’‹Ò˜ÔıÌ ÔÎÎ‹ Âfl‰Á Ù›ÙÔÈÔı

Âfl‰ÔıÚ
��� ��� �
�

·ÔËfiÍÂıÛÁÚ ÏÂ ‚·ÛÈÍ¸ÙÂÒÁ ÙÁÌ
����������� �

�
2 ���8�"0��=��� ���

. ”˝Ïˆ˘Ì·

ÏÂ ·ıÙfi ÛÂ ›Ì· ‰È‹ÌıÛÏ·
� �

·ÔËÁÍÂ˝ÔÌÙ·È Ù· ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹ ÛÙÔÈ˜Âfl· ÙÔı flÌ·Í·
�

Í·Ù‹ ÛÙfiÎÂÚ ÏÂ ÙÁÌ ÒÔ˚¸ËÂÛÁ ¸ÙÈ ÙÔ ÛÙÔÈ˜ÂflÔ ÙÁÚ ‰È·„˘ÌflÔı Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl

� �



ÛÂ Í‹ËÂ ÛÙfiÎÁ Ë· ·ÔËÁÍÂıÙÂfl Ò˛ÙÔ. ’‹Ò˜ÂÈ ›Ì· ‰È‹ÌıÛÏ· ·ÍÂÒ·fl˘Ì & � , ÙÔ

ÔÔflÔ ÂÒÈ›˜ÂÈ ÎÁÒÔˆÔÒflÂÚ „È· ÙÁÌ Ë›ÛÁ Ù˘Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì ÛÂ Í‹ËÂ „Ò·ÏÏfi Í·È ›Ì·

‹ÎÎÔ ‰È‹ÌıÛÏ·
���

‰ÂÈÍÙ˛Ì Ù˘Ì ÛÙÁÎ˛Ì ÙÔı flÌ·Í·
�

ÛÙ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·
� �

Í·È & � .

ƒÁÎ·‰fi & � @ ��� @�� E*E , � � @ ��� @�� E*E ÂflÌ·È ÔÈ Ë›ÛÂÈÚ ¸Ôı ÂÒÈ›˜ÔıÌ ÙÈÚ ÎÁÒÔˆÔÒflÂÚ „È·

ÙÔ Ò˛ÙÔ ÛÙÔÈ˜ÂflÔ ÙÁÚ � -ÛÙÁÚ ÛÙfiÎÁÚ ÙÔı flÌ·Í·, ÂÌ˛ „È· ÙÔ ÙÂÎÂıÙ·flÔ Ë· ›˜ÔıÏÂ

& � @ ��� @���) O E ' O E Í·È
� � @ ��� @���) O E ' O E . « ÙÂÎÂıÙ·fl· Ë›ÛÁ

��� @BA ) O E$496 �23 � ) O ,
¸Ôı Ô ·Ò·È¸Ú flÌ·Í·Ú ›˜ÂÈ A ÛÙfiÎÂÚ Í·È 6 �23 �

ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ‹ ÛÙÔÈ˜Âfl·.

∏ÙÛÈ „È· ÙÔÌ flÌ·Í·

� 4

�������
�
� E�E � E C I I � E �� C�E � C C I I I
I I � G G I � G �I I I � � � I� � E I � � G I � � �

� ������
� 6

Á ·Ò·Èfi ·ÔËfiÍÂıÛfi ÙÔı Í·Ù‹ ÛÙfiÎÂÚ Ë· ÂflÌ·È

� � 4 � � E�E � C�E � � E � C C � E C � G G � � G � � � � � � � E � � G � � 6
& � 4 � O J >�J O # > 8 > O # � 6 ��� 4 � O 8 � � � O J � %

¡ÌÙflÛÙÔÈ˜· ÔÒflÊÂÙ·È Í·È Á
����������� �

�
2 ���8�"0���� ��� �
���

.

.95/.95 � 021�3,;�),;,+�� U � 6 S�T��9R P1R.S�T9R.T��
K·Ù‹ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÔ˝Ì ‰È‹ˆÔÒ· Âfl‰Á pre-

conditioning Ù· ÔÔfl· ‚·ÛflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı collocation flÌ·Í·

ÍÈ ›ÙÛÈ Ô preconditioner flÌ·Í·Ú 4 Ì· ÏÁÌ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È ÂÈÎ›ÔÌ Í¸ÛÙÔÚ Í·Ù·ÛÍÂıfiÚ.

¡¸ ·ıÙ¸ ÙÔ Âfl‰ÔÚ Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì ·Ì ÂÈÎÂ„Âfl Ô ‰È·„˛ÌÈÔÚ flÌ·Í·Ú / 1 , Ù¸ÙÂ ÒÔÍ˝ÙÂÈ

Ô Block Jacobi preconditioner, o ÔÔflÔÚ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ Í·È ÛÙÈÚ ıÎÔÔÈfiÛÂÈÚ ÛÙÁÌ

[72].

À·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ı¸¯Á Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ ›ÒÂıÌ·Ú ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· [34] ÏÔÒÂfl

Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ˘Ú flÌ·Í·Ú preconditioner Ô flÌ·Í·Ú ‰È‹Û·ÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı

�*I



SSOR ‚·ÛÈÛÏ›ÌÔÚ ‹ÌÙÔÙÂ ÛÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı collocation flÌ·Í·. ∏ÙÛÈ

Ô preconditioner flÌ·Í·Ú 4 Ë· ›˜ÂÈ ÙÁ ÏÔÒˆfi

4 4
O

� @BJ ' ��E @�/21 ' ��3%1DE�/ : E1 @�/21 ' �"5-1ME�6 ��7 @ I 6%J E$%
¡Ì ÂÈÎ›ÓÔıÏÂ ÙÁÌ ÙÈÏfi ��4 O ÛÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ›ÍˆÒ·ÛÁ ÙÔı flÌ·Í· 4 ÒÔÍ˝ÙÂÈ

Ô flÌ·Í·Ú ‰È‹Û·ÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı SGS.

4 Q76 S989R � U � 6 S�T��9R P1R.S�T9R.T��
« Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı Jacobi Preconditioning ÛÂ ÏÈ· non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô

ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÂ ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÂÌ¸Ú „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÙÁÚ ÏÔÒˆfiÚ / 1 � 4 � ÛÂ Í‹ËÂ

Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ·. ∏ÙÛÈ ÏÂ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı flÌ·Í· ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝

� 4 diag
� & � ����� � & � @�� O E

¸Ôı

� 4
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J
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' & & � Í·È &.798 CB:�� = CB:�� ÂflÌ·È Ô ÏÔÌ·‰È·flÔÚ flÌ·Í·Ú 6 @��LJ E

Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ
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�����������������
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J � E� C ) � G� G ' � C
...

� � � : C ) � � � : E� � � : E ' � � � : CJ � � �

� ����������������
�

% @���8 E

« ÂflÎıÛÁ ÙÔı preconditioning ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÏÂ ÙÔÌ ÙÒ¸Ô ·ıÙ¸ ÂflÌ·È ÂˆÈÍÙfi Í·È ÛÂ

·Ò‹ÎÎÁÎ· ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ·, ·ˆÔ˝ ÔÈ ÔÏ‹‰ÂÚ Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÎfiËÔıÚ JLA � Û˝Ïˆ˘Ì·

� O



ÏÂ ÙÁÌ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ Ôı ›˜ÂÈ „flÌÂÈ ÛÂ ·ıÙÔ˝Ú, ÂflÌ·È ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÂÚ ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ. œ¸ÙÂ

˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Á ÂflÎıÛÁ JLA�� � ������� �
„Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì ÏÂ flÌ·ÍÂÚ ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì

ÙÔıÚ ‚·ÛÈÍÔ˝Ú flÌ·ÍÂÚ 1 E Í·È 1 C .

O�O���� � U � 6 S�T��9R P1R.S�T9R.T��
« Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı SSOR Preconditioning ÛÂ ÏÈ· Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl

ÏÂ ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ‰ıÔ ÙÒÈ„˘ÌÈÍ˛Ì „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì Í·È ›Ì· ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ¸

ÂÌ¸Ú ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÏÂ ÙÔÌ flÌ·Í· / 1 . –È¸ ·Ì·ÎıÙÈÍ‹ ·Ì ÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· preconditioning

ÂflÌ·È ÙÔ 4 � 4 � Ë· ›˜ÔıÏÂ ·Ò˜ÈÍ‹ ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı block Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝

ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

4 E ��4 � @BJ ' ��E � 6 ¸Ôı 4 E 4 /21 ' ��3%1 6 @���> E

ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ô ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ¸Ú

/21 � 4 � @�� � E

Í·È Ù›ÎÔÚ Á ÂflÎıÛÁ ÙÔı block ‹Ì˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

4 C � 4 � 6 ¸Ôı 4 C 4 /21 ' �"5-1 % @�� �LE

√È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı Ò˛ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÏÔÒÂfl Ì· Âˆ·ÒÏÔÛÙÂfl Ô

flÌ·Í·Ú ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝
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Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

�

E 4 E 4

�����������������
�

1 C ? ? %�%�% ? ? ? ? ?
��1 � JL1 E ? %�%�% ? ? ? ? ?
? 1 E 1 C %�%�% ? ? ? ? ?
? ��1 G ��1 � %�%�% ? ? ? ? ?
? ? ? %�%�% ? ? ? ? ?
...

...
...

...
...

...
...

...
...
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ÃÂ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı flÌ·Í·
�

E ÛÙÔ ·Ò·‹Ì˘ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· Ù· blocks ›˜ÔıÌ

ıÔ‰ÈÎ·ÛÈ·ÛÙÂfl Í·È ÙÔ Ï›„ÂË¸Ú ÙÔıÚ ÂflÌ·È JLA � ÍÈ ›ÙÛÈ ÂflÌ·È ÈÔ Â˝ÍÔÎÁ Á ÂflÎıÛfi

ÙÔı ÏÂ ˜ÒfiÛÁ Ï¸ÌÔ Ù˘Ì ‚·ÛÈÍ˛Ì ÈÌ‹Í˘Ì 1 E 6%1 C 6%1 G Í·È 1 � . ºÏÔÈ· Í·È „È· ÙÔ

‰Â˝ÙÂÒÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÏÔÒÂfl Ì· Âˆ·ÒÏÔÛÙÂfl Ô flÌ·Í·Ú ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝

�
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�
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√È· ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ ÙÁÚ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹Ú Ù˘Ì Non-Stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÛÙÁÌ

ÂflÎıÛÁ ÙÔı Collocation „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ, ›„ÈÌÂ ıÎÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì ÈÔ ‰ÁÏÔˆÈÎ˛Ì

·¸ ·ıÙ›Ú. ∏ÙÛÈ, ÛÂ Ò˛ÙÁ ˆ‹ÛÁ ›„ÈÌ·Ì ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ‰ÔÍÈÏ›Ú „È· ÙÁÌ Ù·ÓÈÌ¸ÏÁÛfi

ÙÔıÚ ÏÂ ÙÈÚ ÙÒÂÈÚ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú preconditioning Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ‰È·˜ÂflÒÈÛÁ

Ù˘Ì ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì ÛÂ block ÏÔÒˆfi. ”Â ‰Â˝ÙÂÒÁ ˆ‹ÛÁ ¸ÎÔÈ ÔÈ flÌ·ÍÂÚ 106$4 E 6$4 C Í·È /21
ËÂ˘ÒfiËÁÍ·Ì ¸ÙÈ Âfl˜·Ì ÙÁÌ ÍÎ·ÛÛÈÍfi ‰ÔÏfi ÙÁÚ ·Ò·È‹Ú ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ Í·Ù‹ ÛÙfiÎÂÚ. ‘·

‰Â‰ÔÏ›Ì· Ôı ˜ÒÂÈ‹ÊÔÌÙ·È Ì· ·ÔËÁÍÂıÙÔ˝Ì ÛÂ ·ıÙfi ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÂflÌ·È ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹

ÏÂ„·Î˝ÙÂÒ· ÛÂ Ï›„ÂËÔÚ ·¸ ÙÁÌ block ÏÔÒˆfi ÍÈ ›ÙÛÈ ÔÈ ıÔÎÔ„ÈÛÏÔfl Ë· ›˜ÔıÌ ›Ì·

ÂÈÎ›ÔÌ Í¸ÛÙÔÚ ‰È·˜ÂflÒÈÛÁÚ Î¸„˘ ÏÂ„›ËÔıÚ, ÙÔ ÔÔflÔ Ë· Ò›ÂÈ Ì· Î·Ï‚‹ÌÂÙ·È

ÛÔ‚·Ò‹ ı¸¯Á È‰È·flÙÂÒ· „È· flÌ·ÍÂÚ ÏÂ„‹ÎÁÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ.

»· Ò›ÂÈ Ì· ÛÁÏÂÈ˘ËÂfl, ¸ÙÈ Á ÏÂÎ›ÙÁ ÙÁÚ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹Ú Ù˘Ì Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì

ÏÂË¸‰˘Ì „È· block ·Ò·Èfi ·ÔËfiÍÂıÛÁ Ù˘Ì ‚·ÛÈÍ˛Ì ÈÌ‹Í˘Ì 1 E 6%1 C 6%1 G Í·È 1 � , ‰ÂÌ

›˜ÂÈ È‰È·flÙÂÒÔ ÂÒÂıÌÁÙÈÍ¸ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ. ¡ıÙfi Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ ‰ÂÌ ÒÔÛˆ›ÒÂÈ

ÏÂ„‹ÎÁ ÂÓÔÈÍÔÌ¸ÏÁÛÁ ÏÌfiÏÁÚ, ·ˆÔ˝ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Ì· ·Ò·„ÔÌÙÔÔÈÁËÔ˝Ì Ï¸ÌÔ ÔÈ

flÌ·ÍÂÚ 1 E Í·È
.
C ÍÈ ›ÙÛÈ ÂÓÔÈÍÔÌÔÏÔ˝ÌÙ·È Ï¸ÌÔ J � 8 A � Ë›ÛÂÈÚ ÏÌfiÏÁÚ. ∏ÙÛÈ,

Á ÒÔÛËfiÍÁ Ûˆ·ÎÏ‹Ù˘Ì Í·Ù‹ ÙÁÌ ·ÙÂÎfi ·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁ Í·È Á ·Ì·ÏÂÌ¸ÏÂÌÁ

·˝ÓÁÛÁ ÙÔı Í¸ÛÙÔıÚ Ù˘Ì ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì ÂÓ·ÈÙÂfl·Ú ·ıÙ˛Ì Ù˘Ì Ûˆ·ÎÏ‹Ù˘Ì, ‰ÂÌ

��8



ÏÔÒÂfl Ì· ‰È·Í·ÈÔÎÔ„ÁËÂfl ÏÂ ÙÁÌ ·Ì‹ÎÔ„Á ÏÂfl˘ÛÁ ÙÔı ˜˛ÒÔı ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ. √È'

·ıÙ¸ ÒÔÙÈÏfiËÁÍÂ Ì· ÏÂÎÂÙÁËÂfl Á ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÏÂ ˜ÒfiÛÁ

ÙÁÚ ·Ò·ÈfiÚ ·oËfiÍÂıÛÁÚ Ù˘Ì ÏÂ„‹Î˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì, ·Ò¸ÎÔ Ôı ‰ÂÌ ÂÌ‰ÂflÍÌıÙ·È

„È· ÙÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔ Ò¸‚ÎÁÏ·, ·ˆÔ˝ ÂflÌ·È ÂˆÈÍÙÔfl ÔÈ ıÔÎÔ„ÈÛÏÔfl ÛÂ block

ÏÔÒˆfi. ŸÛÙ¸ÛÔ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÂflÌ·È ÂÌ‰ÂÈÍÙÈÍ‹ ÙÁÚ Âfl‰Ò·ÛÁÚ Ù˘Ì Ûˆ·ÎÏ‹Ù˘Ì

ÙÁÚ ·ÙÂÎÔ˝Ú ·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁÚ ÛÙÁ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ Ù˘Ì non-stationary preconditioned

Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÛÙÔ collocation „·ÒÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·.

ŸÚ Ò¸‚ÎÁÏ· ÏÔÌÙ›ÎÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ ÙÔ fl‰ÈÔ Ò¸‚ÎÁÏ· Dirichet, ¸˘Ú Í·È ÛÙÁÌ

ÂÒ„·Ûfl· [72] „È· ÙÁÌ Í·ÎÎflÙÂÒÁ Û˝„ÍÒÈÛÁ Ù˘Ì ·ÔÙÂÎÂÛÏ‹Ù˘Ì, ÏÂ ·ÍÒÈ‚fi Î˝ÛÁ ÙÁÌ

� @ �M6 � E 4 O I � @ � E � @ � E 6 � @ � E 4������ : E/���$� � : ��� E�� � @ � C ' � E %

To ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÛÙÔ ÔÔflÔ ›„ÈÌÂ Á ıÎÔÔflÁÛÁ fiÙ·Ì Hewlett Packard

model 730 Risc ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfiÚ ÏÂ 96MB ÏÌfiÏÁ , ÂÌ˛ Ô Í˛‰ÈÍ·Ú ÙÁÚ Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ

„Ò‹ˆÙÁÍÂ ÛÂ „Î˛ÛÛ· Fortran ÏÂ ˜ÒfiÛÁ ‰ÈÎfiÚ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú ÛÙÔıÚ ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝Ú. ≈flÛÁÚ

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍ·Ì ÔÈ Ï·ËÁÏ·ÙÈÍ›Ú ‚È‚ÎÈÔËfiÍÂÚ BLAS, LAPACK, TEMPLATES,

SLAP Í·È SLATEC „È· ÙÁÌ ‚›ÎÙÈÛÙÁ ıÎÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ.

ŸÚ ·Ò˜ÈÍfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2!��� � ‰ÔÍÈÏ‹ÛÙÁÍ·Ì ‰È‹ˆÔÒ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·, „È·

Ù· ÔÔfl· Í‹ÔÈÂÚ Ï›ËÔ‰ÔÈ ‰ÂÌ Í·Ù‹ˆÂÒ·Ì ‹ÌÙ· Ì· Ûı„ÍÎflÌÔıÌ. ∏ÙÛÈ ·Ò·Í‹Ù˘

·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Ï¸ÌÔ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì, ÔÈ ÔÔflÂÚ Í·Ù‹ˆÂÒ·Ì ‹ÌÙ·

Ì· Ûı„ÍÎflÌÔıÌ Í·È Á ·Ò˜ÈÍfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ fiÙ·Ì ÛÂ ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÙÔ ‰ÂÓÈ¸ Ï›ÎÔÚ

5 ÙÔı collocation „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ.

ŸÚ ÍÒÈÙfiÒÈÔ ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ ÙÔ

-�4 : E ��� 	 � - C- 4 : E 5 - C
� 	 � � @�� E 6�� � 	 � 4 5�' 132 � 	 �

¸Ôı Á ÙÈÏfi ÙÁÚ ÛÙ·ËÂÒ‹Ú 	 � � @�� E (Á ÙÈÏfi � ·Ì·ˆ›ÒÂÙ·È ÛÂ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ Ï›ËÔ‰Ô) ›˜ÂÈ

ÂÈÎÂ„Âfl Í‹ËÂ ˆÔÒ‹, ˛ÛÙÂ ¸ÎÂÚ ÔÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ ÏÂÙ‹ ·¸ 62� Â·Ì·ÎÁÙÈÍ‹ ‚fiÏ·Ù·, Ì·

›˜ÔıÌ ·Ò‹ÓÂÈ ÂÒflÔı ÙÔ fl‰ÈÔ ı¸ÎÔÈÔ - � �
	 � � - � .
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¡Ò˜ÈÍ‹ ›„ÈÌ·Ì ‰ÔÍÈÏ›Ú ÏÂ ¸ÎÂÚ ÙÈÚ „Ì˘ÛÙ›Ú non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ

˜˘ÒflÚ preconditioning. ºÏ˘Ú, ‰ÂÌ ıfiÒ˜Â ‹ÌÙ· Û˝„ÍÎÈÛÁ fi ¸Ù·Ì Í‹ÔÈ· Ï›ËÔ‰ÔÚ

Í·Ù‹ˆÂÒÂ Ì· Ûı„ÍÎflÌÂÈ Á Û˝„ÍÎÈÛÁ fiÙ·Ì ıÂÒ‚ÔÎÈÍ‹ ·Ò„fi ÛÂ Û˜›ÛÁ ‹ÌÙ· ÏÂ ÙÁÌ

ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔı preconditioning.  ‹ÔÈÂÚ Ï›ËÔ‰ÔÈ ÂflÛÁÚ ·ÒÔıÛfl·Û·Ì ÔÎ˝ ·ÛÙ·Ëfi

ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÁÌ ·Ò˜ÈÍfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ 2 ��� � ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ. ‘›ÙÔÈÂÚ Ï›ËÔ‰ÔÈ

‰ÂÌ ÏÂÎÂÙfiËÁÍ·Ì ÎÂÙÔÏÂÒ›ÛÙÂÒ· Í·È ‰ÂÌ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÔÈ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÙÔıÚ

ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ, ·ˆÔ˝ Á ·ÛÙ·ËfiÚ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÙÔıÚ ‰ÂÌ Â›ÙÒÂ¯Â ÙÁÌ Û˝„ÍÒÈÛfi ÙÔıÚ ÏÂ

ÙÈÚ ı¸ÎÔÈÂÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ „È· ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ.

”ÙÈÚ ‰ıÔ ·Ò·Í‹Ù˘ ÂÌ¸ÙÁÙÂÚ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ˛Ì

ÏÂÙÒfiÛÂ˘Ì „È· ÙÈÚ ÙÒÂÈÚ ÈÔ ÂıÛÙ·ËÂflÚ ÛÂ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ „Ì˘ÛÙ›Ú non-stationary

Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ. ¡ıÙ›Ú ÂflÌ·È Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ORTHOMIN [114], Á ÔÔfl·

ÂflÌ·È ·¸ ÙÈÚ Ò˛ÙÂÚ non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ, Á „Ì˘ÛÙfi GMRES(m)

Á ÔÔfl· ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎÂfl ÏÈ· ÈÔ ÂÓÂÎÈ„Ï›ÌÁ ÏÔÒˆfi ÙÁÚ ORTHOMIN Í·È

‰ÔÍÈÏ‹ÛÙÁÍÂ „È· ‰È‹ˆÔÒÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı Â·ÌÂÍÍflÌÁÛÁÚ K Í·È Ù›ÎÔÚ Á

ı‚ÒÈ‰ÈÍfi ¬iCGSTAB, Á ÔÔfl· ·ÔÙÂÎÂfl ÛıÌ‰ı·ÛÏ¸ BiCG Í·È ÙÁÚ GMRES(1). ‘·

·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÛÂ ‰ıÔ ÂÌ¸ÙÁÙÂÚ ·Ì‹ÎÔ„· ÏÂ ÙÔÌ ÙÒ¸Ô ‰È·˜ÂflÒÁÛÁÚ

Ù˘Ì ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì, ‰ÁÎ·‰fi ÛÙÁ ÏÔÒˆfi ÙÁÚ block Ê˛ÌÁÚ Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì Í·È ÙÁÚ ·Ò·È‹Ú

·ÔËfiÍÂıÛÁÚ.

	C5�� L ; M�;�
�+.@A; N : K :9;,>�� � � � S?6���� � 6,0�B
”ÙÔıÚ ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝Ú ÏÔÒˆfiÚ Block Ê˛ÌÁÚ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Ì· ·ÔËÁÍÂıÙÔ˝Ì Ï¸ÌÔ ÔÈ

‚·ÛÈÍÔfl flÌ·ÍÂÚ 1 E , 1 C , 1 G Í·È
. � ÛÂ ÏÔÒˆfi Ê˛ÌÁÚ Â˝ÒÔıÚ 5. H ÂflÎıÛÁ Ù˘Ì

ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì preconditioning „flÌÂÙ·È ÏÂ ÙÁÌ ‹ÏÂÛÁ Ï›ËÔ‰Ô ÙÁÚ 3*/�5 ‰È‹Û·ÛÁÚ, Ô¸ÙÂ

ÔÈ flÌ·ÍÂÚ ·ıÙÔfl ·Ò·„ÔÌÙÔÔÈÔ˝ÌÙ·È ÏÈ· ˆÔÒ‹ ÛÙÁÌ ·Ò˜fi ÙÁÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ

‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú. O ˜Ò¸ÌÔÚ ÙÁÚ ·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁÚ ·ıÙfiÚ ‰ÂÌ ÏÂÙÒÈ›Ù·È ÛÙÔ ÛıÌÔÎÈÍ¸

˜Ò¸ÌÔ ÙÁÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı ÛÙÈÚ ·Ò·Í‹Ù˘ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ.

	C3�5 4 Q76 S989R � U � 6 S�T��9R P1R.S�T9R.T��
œÈ ·Ò·Í‹Ì˘ flÌ·ÍÂÚ ‘1 Í·È ‘2 ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ ÙÈÚ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ „È· ÙÁÌ
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ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ Jacobi Preconditioning „È· ÙÈÚ ÙÒÂÈÚ non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú

ÏÂË¸‰ÔıÚ ORTHOMIN, GMRES(50) Í·È BiCGSTAB. œÈ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ ÙÔı ˜Ò¸ÌÔı ÂflÌ·È

ÛÂ ‰ÂıÙÂÒ¸ÎÂÙ·.
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OÈ ÂÏˆ·ÌÈÊ¸ÏÂÌÂÚ Ì¸ÒÏÂÚ ÂflÌ·È ÔÈ ‹ÂÈÒÂÚ Ì¸ÒÏÂÚ Ù˘Ì Ûˆ·ÎÏ‹Ù˘Ì Í·È ıÔÎÔfl˘Ì „È·

Í‹ËÂ ÂÒflÙ˘ÛÁ. »· Ò›ÂÈ Ì· ÛÁÏÂÈ˘ËÂfl ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ORTHOMIN ‰ÂÌ Í·Ù‹ˆÂÒÂ

Ì· ÂÍÙÂÎÂÛÙÂfl „È· A �(4 O J � , ÂÂÈ‰fi ÔÈ ··ÈÙfiÛÂÈÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÛÂ ÏÌfiÏÁ fiÙ·Ì

ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÂÚ ·¸ ÙÈÚ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙÂÚ ÙÔı Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

Ôı ›„ÈÌÂ Á ıÎÔÔflÁÛÁ. « Ï›ËÔ‰ÔÚ BiCGSTAB, ¸˘Ú ‹ÎÎ˘ÛÙÂ ·Ì·ÏÂÌ¸Ù·Ì „È·

ÏÂ„‹ÎÂÚ ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ Ûı„ÍÎflÌÂÈ ÛÙ· ÏÈÛ‹ ‚fiÏ·Ù· ·¸ ¸ÙÈ ÔÈ ı¸ÎÔÈÂÚ ‰ıÔ. ”ÙÁÌ

≈ÈÍ¸Ì· 27 ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Á ÏÂfl˘ÛÁ ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ôı ·Ì·ˆ›ÒÂÙ·È ÛÙÔ ÍÒÈÙfiÒÈÔ

ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝ Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ Ù· Â·Ì·ÎÁÙÈÍ‹ ‚fiÏ·Ù·. ¡¸ ·ıÙ¸ ÙÔ

„Ò‹ˆÁÏ· ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ BiCGSTAB ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ›Ú ·ıÓÔÏÂÈ˛ÛÂÈÚ

ÛÙÔ Ûˆ‹ÎÏ·, ·Ò¸Î·ıÙ· Í·Ù·ˆ›ÒÌÂÈ Ì· ÙÔ ÏÂÈ˛ÛÂÈ ·ÒÍÂÙ‹ „ÒÁ„ÔÒ¸ÙÂÒ· ·¸ ÙÈÚ

‹ÎÎÂÚ ‰˝Ô ÏÂË¸‰ÔıÚ, ÔÈ ÔÔflÂÚ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÌ ·ÒÍÂÙ‹ ÈÔ ÔÏ·Îfi ÏÂfl˘Ûfi ÙÔı. ≈flÛÁÚ

Á Ï›ËÔ‰ÔÚ BiCGSTAB ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ „ÒÁ„ÔÒ¸ÙÂÒÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ „È· ÏÂ„‹ÎÂÚ ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ

@BA � � #LJ E , ÂÌ˛ Á GMRES(50) „È· ÏÈÍÒ›Ú, ¸˘Ú ‹ÎÎ˘ÛÙÂ ˆ·flÌÂÙ·È Í·ÎÎflÙÂÒ· Í·È ·¸

� �



ÙÔ „Ò‹ˆÁÏ· ÙÁÚ ≈ÈÍ¸Ì·Ú 28, Á ÔÔfl· ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÙÔ ÛıÌÔÎÈÍ¸ ˜Ò¸ÌÔ ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ Ù˘Ì

ÏÂË¸‰˘Ì „È· ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ Ôı ‰ÔÍÈÏ‹ÛÙÁÍ·Ì. ∏ÙÛÈ Á ÈÔ ·Ò„fi Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È

Á ORTHOMIN, ÂÌ˛ „ÒÁ„ÔÒ¸ÙÂÒÁ ÙÁÚ ÒÔÍ˝ÙÂÈ Á GMRES(50) ÏÂ ·Í¸Ï· Ù·˜˝ÙÂÒÁ

ÙÁÌ BiCGSTAB ÏÂ ÏÈÛ¸ ÂÒflÔı ˜Ò¸ÌÔ ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ ·¸ ÙÁÌ GMRES(50).
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	 � 5 O�O���� � U � 6 S�T��9R P1R.S�T9R.T��
œÈ ·Ò·Í‹Ì˘ flÌ·ÍÂÚ ‘3, T4 Í·È ‘5 ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ ÙÈÚ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ „È·

ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ SSOR Preconditioning. ≈È‰ÈÍ‹ „È· ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô GMRES(m)

›„ÈÌ·Ì ‰ÔÍÈÏ›Ú ÏÂ ÙÒÂÈÚ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍÔ˝ ÏÂ„›ËÔıÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔıÚ Â·ÌÂÍÍflÌÁÛÁÚ flÛÂÚ ÏÂ

5, 10 Í·È 50. « ‚›ÎÙÈÛÙÁ ÙÈÏfi ÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı �����
	 ›˜ÂÈ ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹

Í·È ÂÈ‰ÈÍ‹ „È· ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô GMRES Á ÙÈÏfi ÙÁÚ ‰ÂÌ ÂÁÒÂ‹ÊÂÙ·È ·¸ ÙÁÌ ·Ò‹ÏÂÙÒÔ

Â·ÌÂÍÍflÌÁÛÁÚ K .
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”ÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 29 ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÙÔ „Ò‹ˆÁÏ· ÙÁÚ ÙÈÏfiÚ ÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı � ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ

ÙÔÌ ·ÒÈËÏ¸ Ù˘Ì Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ‚ÁÏ‹Ù˘Ì Í‹ËÂ ÏÂË¸‰Ôı „È· A ��4 � 8 . –·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ

¸ÙÈ ı‹Ò˜ÂÈ ›Ì· ·ÒÍÂÙ‹ ÂıÒ˝ Â‰flÔ ÙÈÏ˛Ì ÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı, Îfl„Ô ÈÔ ‹Ì˘ ·¸

ÙÁÌ ÏÔÌ‹‰· Í·È Ï›˜ÒÈ ÙÔ 1.5, ¸Ôı ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Ô ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÔÚ ·ÒÈËÏ¸Ú ‚ÁÏ‹Ù˘Ì.

¡ÓflÊÂÈ Ì· ÛÁÏÂÈ˘ËÂfl, ¸ÙÈ „È· ÙÈÏ›Ú ÍÔÌÙ‹ ÛÙÔ 2, ÔÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ BiCGSTAB Í·È OR-

THOMIN ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ ÏÂ„‹ÎÁ ‰È·ˆÔÒ‹ ÙÔÌ ·ÒÈËÏ¸ Ù˘Ì Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ‚ÁÏ‹Ù˘Ì

„È· ÏÈÍÒfi ·ıÓÔÏÂfl˘ÛÁ ÙÁÚ ÙÈÏfiÚ ÙÔı � . « ≈ÈÍ¸Ì· 30 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ÙÁÌ ÏÂfl˘ÛÁ ÙÔı

Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÙÔı ÍÒÈÙÁÒflÔı Û˝„ÍÎÈÛÁÚ „È· ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ BiCGSTAB, ORTHOMIN

Í·È GMRES(10). –·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Á BiCGSTAB ÂÓ·ÍÔÎÔıËÂfl Ì· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ

Í‹ÔÈÂÚ ·ıÓÔÏÂÈ˛ÛÂÈÚ, ·ÎÎ‹ ÂflÌ·È ÈÔ fiÈÂÚ ·¸ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔı Jacobi precon-

ditioning, Í·È Ó·Ì‹ ÂÙı˜·flÌÂÈ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ ÏÂfl˘ÛÁ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ·¸ ÙÈÚ ‹ÎÎÂÚ ‰ıÔ

ÏÂË¸‰ÔıÚ, ÔÈ ÔÔflÂÚ ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ ÈÔ ·Ò„fi Í·È ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔ ÔÏ·Îfi ÏÂfl˘Ûfi ÙÔı. ”ÙÁÌ

≈ÈÍ¸Ì· 31 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÙ·È Á fl‰È· ÏÂfl˘ÛÁ „È· ÙÈÚ ÙÒÂÈÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÙÁÚ GMRES.

« Ï›ËÔ‰ÔÚ GMRES(50) ÂÙı˜·flÌÂÈ ÙÁÌ „ÒÁ„ÔÒ¸ÙÂÒÁ ÏÂfl˘ÛÁ ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÈÚ ‹ÎÎÂÚ

‰ıÔ ÏÂË¸‰ÔıÚ. º˘Ú Í·È „È· Jacobi preconditioning Á Ï›ËÔ‰ÔÚ BiCGSTAB ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ

Ù·˜˝ÙÂÒÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ „È· ÏÂ„‹ÎÂÚ ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ @BA �	� � 8 E , ÂÌ˛ Á GMRES(5) „È· ÏÈÍÒ›Ú,

¸˘Ú ÂflÌ·È ÈÔ ˆ·ÌÂÒ¸ Í·È ·¸ ÙÔ „Ò‹ˆÁÏ· ÙÁÚ ≈ÈÍ¸Ì·Ú 32.
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	 .95 O � O � U � 6 S�T��9R P1R.S�T9R.T��
œÈ ·Ò·Í‹Ì˘ flÌ·ÍÂÚ ‘6, T7 Í·È ‘8 ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ ÙÈÚ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ „È·

ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÔı SGS Preconditioning.
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‘· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·, ¸˘Ú ‹ÎÎ˘ÛÙÂ ·Ì·ÏÂÌ¸Ù·Ì, ÂflÌ·È ·Ò¸ÏÔÈ· ÏÂ ·ıÙ‹ ÙÁÚ ÂÒflÙ˘ÛÁÚ

ÙÔı SSOR preconditioning. « ÂÔÎÔ„fi ÙÔı �<4 O Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ „Ò‹ˆÁÏ· ÙÁÚ ≈ÈÍ¸Ì·Ú

29 ‰ÂÌ ÂÈ‚·Ò˝ÌÂÈ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÏÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ‹ ‚fiÏ·Ù· ÍÈ ›ÙÛÈ ‰ÂÌ

·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ Í‹ÔÈ· ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi ·ÎÎ·„fi ÛÙÁ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ¸Î˘Ì Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì. ‘·

„Ò·ˆfiÏ·Ù· Ù˘Ì Â¸ÏÂÌ˘Ì ÙÂÛÛ‹Ò˘Ì ÂÈÍ¸Ì˘Ì ‹ÎÎ˘ÛÙÂ ÂflÌ·È Û˜Â‰¸Ì Ù· fl‰È· ÏÂ Ù·

·ÌÙflÛÙÔÈ˜· ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ ÂÒflÙ˘ÛÁÚ ÙÔı SSOR preconditioning.
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”Ù· ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ôı ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì, Ù¸ÛÔ Ô collocation flÌ·Í·Ú

·ÔËÁÍÂ˝ÙÁÍÂ ÏÂ ÙÁÌ ‰ÔÏfi ÙÁÚ ·Ò·ÈfiÚ ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ Í·Ù‹ ÛÙfiÎÂÚ, ¸ÛÔ Í·È ÔÈ pre-

conditioner flÌ·ÍÂÚ . ∏ÙÛÈ „È· ÙÁÌ Î˝ÛÁ Ù˘Ì preconditioning „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ Á ÍÎ·ÛÛÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ ÙÁÚ ·ÙÂÎÔ˝Ú LDU ·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁÚ. º˘Ú

Í·È ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ ËÂ˘ÒÂflÙ·È ¸ÙÈ ÔÈ Í·Ù‹ÎÎÁÎÔÈ flÌ·ÍÂÚ ‰flÌÔÌÙ·È fi‰Á

·Ò·„ÔÌÙÔÔÈÁÏ›ÌÔÈ ÛÙÁÌ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô ÍÈ ›ÙÛÈ Ô ˜Ò¸ÌÔÚ ·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁÚ

ÙÔıÚ ‰ÂÌ ıÔÎÔ„flÊÂÙ·È ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÙÁÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú. ≈Ó·ÈÙÂfl·Ú ÙÁÚ

ÛÁÏ·ÌÙÈÍfiÚ ·˝ÓÁÛÁÚ Ù˘Ì ··ÈÙfiÛÂ˘Ì „È· ˜˛ÒÔ ÏÌfiÏÁÚ Î¸„˘ ÙÁÚ ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ

¸Î˘Ì Ù˘Ì ÏÁ ÏÁ‰ÂÌÈÍ˛Ì ÛÙÔÈ˜Âfl˘Ì Ù˘Ì ÂÏÎÂÍÔÏ›Ì˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì ‰ÂÌ fiÙ·Ì ‰ıÌ·Ùfi Á

Ò·„Ï·ÙÔÔflÁÛÁ ‰ÔÍÈÏ˛Ì ÛÙÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· „È· ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ

ÏÂ A � � � 8 „È· Í·Ïfl· Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô. ≈flÛÁÚ Á ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı Jacobi precon-

ditioning ‰ÂÌ ÛÙ‹ËÁÍÂ ÈÍ·Ìfi Ì· Í‹ÌÂÈ ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Ì· Ûı„ÍÎflÌÔıÌ È‰È·flÙÂÒ· „È·

ÏÂ„‹ÎÂÚ ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ „È' ·ıÙ¸ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ï¸ÌÔ „È·

��>



ÙÈÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÏÂ SSOR Í·È SGS preconditioning.

� 3�5 O�O���� � U � 6 S�T��9R P1R.S�T9R.T��
OÈ ·Ò·Í‹Ù˘ flÌ·ÍÂÚ ‘9, ‘10 Í·È ‘11 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÌ ÙÈÚ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ

„È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ ·Ò·ÈfiÚ ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ ÏÂ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ ÙÔı SSOR

preconditioning „È· ÙÈÚ ÙÒÂÈÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ.
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º˘Ú Í·È ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ ˜ÒfiÛÁÚ ÙÁÚ block ÏÔÒˆfiÚ Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì ÛÙÔıÚ

ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝Ú Á ÙÈÏfi ÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı � ���
	 ‚Ò›ËÁÍÂ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ Í·È Á ≈ÈÍ¸Ì·

36 ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÙÔ „Ò‹ˆÁÏ· ÙÁÚ ÙÈÏfiÚ ÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı ·ıÙfiÚ ˘Ú ÒÔÚ Ù· Â·Ì·ÎÁÙÈÍ‹

‚fiÏ·Ù· „È· ‰È·Ï›ÒÈÛÁ A�� 4 � 8 . AÌ ÙÔ Ûı„ÍÒflÌÔıÏÂ ÏÂ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô „Ò‹ˆÁÏ·

ÙÁÚ ≈ÈÍ¸Ì·Ú 29 ‰ÂÌ ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ Í‹ÔÈ· ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi ‰È·ˆÔÒÔÔflÁÛÁ ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ

‚›ÎÙÈÛÙÁ ÙÈÏfi ÙÁÚ. « Ï¸ÌÁ ‰È·ˆÔÒ‹ Ôı ı‹Ò˜ÂÈ ·ˆÔÒ‹ ÙÁÌ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ Ù˘Ì

� �



ÏÂË¸‰˘Ì BiCGSTAB Í·È ORTHOMIN „È· ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı � ‹Ì˘ ·¸ ÙÔ 1.5,

¸Ôı ‰ÂÌ ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ Ù¸ÛÔ ÏÂ„‹ÎÁ ‰È·ˆÔÒ‹ ÛÙ· Â·Ì·ÎÁÙÈÍ‹ ‚fiÏ·Ù· „È· ÏÈÍÒ›Ú

‰È·ˆÔÒ›Ú ÛÙÁÌ ÙÈÏfi ÙÔı � ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÁÌ block ÏÔÒˆfi. –·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ Ó·Ì‹ ¸ÙÈ

Á ÙÈÏfi ÙÔı � 4 O ÂflÌ·È ·ÒÍÂÙ‹ ÍÔÌÙ‹ ÛÙÁÌ ‚›ÎÙÈÛÙÁ, Ô¸ÙÂ Á ˜ÒfiÛÁ ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ

ÙÔı SGS preconditioning ·ÔÙÂÎÂfl ÏÈ· ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍfi ÂÈÎÔ„fi. « ·Ò‹ÏÂÙÒÔÚ � „È·

ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô GMRES(50) ‰ÂÌ ÂÁÒÂ‹ÛÙÁÍÂ Í·Ë¸ÎÔı ·¸ ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· ÙÁÚ ·ÙÂÎÔ˝Ú

·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁÚ Í·Ù‹ ÙÁ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ ÙÔı preconditioning Û˝Ïˆ˘Ì·

ÏÂ ÙÔ „Ò‹ˆÁÏ·. œÈ ≈ÈÍ¸ÌÂÚ 37 Í·È 38 ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ ÙÁÌ ÏÂfl˘ÛÁ ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ

ÙÔı ÍÒÈÙÁÒflÔı ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝ Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì ˘Ú ÒÔÚ Ù· Â·Ì·ÎÁÙÈÍ‹ ‚fiÏ·Ù· „È·

ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ BiCGSTAB, ORTHOMIN, GMRES(10) Í·È ÙÁÚ ÔÏ‹‰·Ú Ù˘Ì GMRES

·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. ”ı„ÍÒflÌÔÌÙ·Ú Ù· ÏÂ Ù· ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· Ù˘Ì ≈ÈÍ¸Ì˘Ì 30 Í·È 31, ÂÍÙ¸Ú ·¸ ÙÁÌ

ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi ÂÈ‚‹ÒıÌÛÁ Ù˘Ì Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ‚ÁÏ‹Ù˘Ì ÛÂ ¸ÎÂÚ ÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ Î¸„˘ ÙÔı

Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ·ÙÂÎÔ˝Ú ·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁÚ Í·È ÙÁÚ ‰È·˜ÂflÒÁÛÁÚ ÏÂ„‹ÎÔı ÏÂ„›ËÔıÚ

‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì, ‰ÂÌ ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ Í‹ÔÈ· ‰È·ˆÔÒÔÔflÁÛÁ ÛÙÁÌ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÙÔıÚ. ∫Û˘Ú

Á Ï¸ÌÁ ‰È·ˆÔÒ‹ Ì· ÂflÌ·È Á ·˝ÓÁÛÁ Ù˘Ì ·ıÓÔÏÂÈ˛ÛÂ˘Ì ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ „È· ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô

BiCGSTAB, Á ÔÔfl· ÂÓ·ÍÔÎÔıËÂfl Ì· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ÙÁÌ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ Í·È „ÒÁ„ÔÒ¸ÙÂÒÁ

ÏÂfl˘ÛÁ ÙÔı ›Ì·ÌÙÈ Ù˘Ì ıÔÎÔfl˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì. H EÈÍ¸Ì· 39 ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÙÔ „Ò‹ˆÁÏ·

„È· ÙÔÌ ÛıÌÔÎÈÍ¸ ˜Ò¸ÌÔ ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ ¸Î˘Ì Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì „È· ÙÈÚ ‰È‹ˆÔÒÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÁÚ

‰È·Ï›ÒÈÛÁÚ. ¡Ì ÙÔ Ûı„ÍÒflÌÔıÏÂ ÏÂ ·ıÙ¸ ÙÁÚ ≈ÈÍ¸Ì·Ú 32 Í·È ›˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯Á, ¸ÙÈ ‰ÂÌ

ı‹Ò˜ÔıÌ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· „È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ ·Ò·È‹Ú ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ „È· ‰È·Ï›ÒÈÛÁ

ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÁ ÙÔı 64, Â˝ÍÔÎ· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ¸ÛÔ ·ˆÔÒ‹ ÙÁÌ „ÒÁ„ÔÒ¸ÙÂÒÁ Ï›ËÔ‰Ô

‰ÂÌ ı‹Ò˜ÂÈ Í‹ÔÈ· ‰È·ˆÔÒÔÔflÁÛÁ. ∏ÙÛÈ Á BiCGSTAB Ûı„ÍÎflÌÂÈ „ÒÁ„ÔÒ¸ÙÂÒ· „È·

ÏÂ„‹ÎÂÚ ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ Í·È Á GMRES(10) „È· ÏÈÍÒ›Ú, ÂÌ˛ Á œR‘«œÃ…Õ ÂÏˆ‹ÌÈÛÂ

Ó·Ì‹ ÙÁÌ ·Ò„¸ÙÂÒÁ Û˝„ÍÎÈÛÁ.
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œÈ flÌ·ÍÂÚ ‘12, ‘13 Í·È ‘14 ÂÒÈ›˜ÔıÌ ÙÈÚ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ „È· ÙÁÌ

ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı SGS preconditioning ÏÂ ˜ÒfiÛÁ ·Ò·ÈfiÚ ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì ÛÙÔıÚ

ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝Ú Ù˘Ì Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì.
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 � ��� 	 � � . � � . ��� 
 �  � . � 	 
 � � 	 � 	 ����� � . �� 
 � � � . �� 
 � �
”ı„ÍÒflÌÔÌÙ·Ú Ù· „Ò·ˆfiÏ·Ù· Ù˘Ì ≈ÈÍ¸Ì˘Ì 40 Í·È 41, Ù· ÔÔfl· ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ ÙÁÌ

ÏÂfl˘ÛÁ ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Ù˘Ì ÍÒÈÙÁÒfl˘Ì „È· Í‹ËÂ Ï›ËÔ‰Ô ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ Ù· Â·Ì·ÎÁÙÈÍ‹

‚fiÏ·Ù·,ÏÂ Ù· ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· Ù˘Ì ≈ÈÍ¸Ì˘Ì 33 Í·È 34 ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ, ¸ÙÈ Á Ï¸ÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ

Ôı ÂÁÒÂ‹ÛÙÁÍÂ ·¸ ÙÔ Ûˆ‹ÎÏ· ÙÁÚ ·ÙÂÎÔ˝Ú ·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁÚ ÂflÌ·È Á BiCGSTAB,

Á ÔÔfl· ·˝ÓÁÛÂ ÙÈÚ ·ıÓÔÏÂÈ˛ÛÂÈÚ ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ, ·ÎÎ‹ ÂÓ·ÍÔÎÔıËÂfl Ì· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ

ÙÁÌ Ù·˜˝ÙÂÒÁ ÏÂfl˘ÛÁ ÙÔı. ∏ÙÛÈ ·Ì Í·È ›˜ÂÈ ·ıÓÁËÂfl Ô ·ÒÈËÏ¸Ú Ù˘Ì Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì

‚ÁÏ‹Ù˘Ì Í·È ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· Ô ˜Ò¸ÌÔÚ ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì, ¸˘Ú ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸

ÙÁÌ Û˝„ÍÒÈÛÁ Ù˘Ì „Ò·ˆÁÏ‹Ù˘Ì Ù˘Ì ≈ÈÍ¸Ì˘Ì 35 Í·È 42, ‰ÂÌ ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ Í‹ÔÈ·

·ÎÎ·„fi ÛÙÁÌ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÙÔıÚ.
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ÃÂÙ‹ ·¸ ÙÁÌ ·ÒÔıÛfl·ÛÁ Ù˘Ì ·Ò·‹Ì˘ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ˛Ì ÏÂÙÒfiÛÂ˘Ì ÙÁÚ ıÎÔÔflÁÛÁÚ

Ù˘Ì non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÛÙÔ collocation „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÂflÌ·È

ˆ·ÌÂÒ¸, ¸ÙÈ Á ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı preconditioning ÂÁÒ›·ÛÂ ËÂÙÈÍ‹ ÙÁÌ Âfl‰ÔÛÁ Í·È ÙÁÌ

ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ Í‹ËÂ ÏÂË¸‰Ôı. ¡ıÙ¸ ÏÔÒÂfl Ì· ÛÙÔÈ˜ÂÈÔËÂÙÁËÂfl Í·È ÏÂ ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ

Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì Ritz. œÈ ÙÈÏ›Ú ·ıÙ›Ú ÂflÌ·È ÔÈ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ÙÔı reduced flÌ·Í·
�

, Ô ÔÔflÔÚ

ÛÂ ‹ÎÎÂÚ Krylov subspace ÏÂË¸‰ÔıÚ Í·Ù·ÛÍÂı‹ÊÂÙ·È Í·È ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È ‹ÏÂÛ·

Í·È ÛÂ ‹ÎÎÂÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È ÏÂ ›ÏÂÛÔ ÙÒ¸Ô. ∏ÙÛÈ ÛÙÁ Ï›ËÔ‰Ô GM-

RES(m) Ô flÌ·Í·Ú ·ıÙ¸Ú ÂflÌ·È ÙÔ ÍıÒfl·Ò˜Ô ÙÏfiÏ·
�

"$= " ÙÔı ‹Ì˘ Heissenberg

flÌ·Í·
�

"�D�E*= " ÒÈÌ ·ıÙ¸Ú ·Ò·„ÔÌÙÔÔÈÁËÂfl. ∏˜ÂÈ ·Ô‰ÂÈ˜ÙÂfl [109, 118] ¸ÙÈ

„È· ÏÂ„‹ÎÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı K ÔÈ ÙÈÏ›Ú Ritz Ûı„ÍÎflÌÔıÌ ÛÙÈÚ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ÙÔı

preconitioned flÌ·Í· 4 : EF1 ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ. ∏ÙÛÈ ·Ì ÔÈ ÙÈÏ›Ú Ritz

˜˘ÒflÚ preconditioning ÂflÌ·È ‰È·ÛÍÔÒÈÛÏ›ÌÂÚ ÛÙÔ ÏÈ„·‰ÈÍ¸ ÂflÂ‰Ô Í·È ÍıÒfl˘Ú ·Ì Á

ÙÈÏfi ÏÁ‰›Ì ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÂÌÙ¸Ú ÙÔı ˜˘ÒflÔı Ôı ÙÈÚ ÂÒÈÍÎÂflÂÈ, Ù¸ÙÂ Á Âˆ·ÒÏÔ„fi ÏÈ·Ú

�LJ



·Ô‰ÔÙÈÍfiÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ preconditioning Ë· ›˜ÂÈ ˘Ú ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÔÌ ÂÒÈÔÒÈÛÏ¸ ÙÔıÚ

ÛÂ ÏÈ· ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÁ ÂÒÈÔ˜fi ÙÔı ÏÈ„·‰ÈÍÔ˝ ÂÈ›‰Ôı Í·È ·Ì ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì ÛÙÔ ›Ì·

ÁÏÈÂflÂ‰Ô. « ≈ÈÍ¸Ì· 43 ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú Ritz ˜˘ÒflÚ preconditioning. –·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ

¸ÙÈ ¸ÎÂÚ ÔÈ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ÂflÌ·È ·Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú Í·È Ï‹ÎÈÛÙ· ¸ÙÈ Á ÎÂÈÔ¯Áˆfl· ÙÔıÚ ·ÌfiÍÂÈ

ÛÙÔÌ ·ÒÌÁÙÈÍ¸ ÁÏÈ‹ÓÔÌ·, ÂÌ˛ ı‹Ò˜ÂÈ Í·È ÏÈ· ËÂÙÈÍfi. H ≈ÈÍ¸Ì· 44 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ

ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú Ritz ÏÂÙ‹ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı Jacobi preconditioning ÏÂ ÂÍÙ›ÎÂÛÁ ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì

ÛÂ block ÏÔÒˆfi. ≈flÌ·È ˆ·ÌÂÒ¸ ¸ÙÈ ÔÈ È‰ÔÙÈÏ›Ú ›˜ÔıÌ ÂÒÈÔÒÈÛÙÂfl ÙÔ Ò˛ÙÔ ÏÈ„·‰ÈÍ¸

ÁÏÈÂflÂ‰Ô Í·È ÛÂ ÏÈ· ÂÒÈÔ˜fi ÏÂÙ·Ó˝ ÙÁÚ ·Ò˜fiÚ Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì Í·È ÙÔı ·Ò·„Ï·ÙÈÍÔ˝

‹ÓÔÌ· Ï›˜ÒÈ ÙÁÌ ÙÈÏfi 2, ÂÌ˛ ı‹Ò˜ÔıÌ Í·È ‰ıÔ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ÏÂ ˆ·ÌÙ·ÛÙÈÍ¸ Ï›ÒÔÚ.

œÈ ≈ÈÍ¸ÌÂÚ 45 Í·È 46 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÌ ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú Ritz „È· SGS Í·È SSOR precondi-

tioning Í·È ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ÂÒÈÔÒflÛÙÁÍ·Ì ÛÙÔÌ ËÂÙÈÍ¸ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸

ÁÏÈ‹ÓÔÌ· Í·È Ï‹ÎÈÛÙ· ÛÂ ÏÈ· ÂÒÈÔ˜fi ÏÂÙ·Ó˝ ÙÁÚ ·Ò˜fiÚ ÙÔı Í·È ÙÁÚ ÏÔÌ‹‰·Ú.

”ÙÈÚ ≈ÈÍ¸ÌÂÚ 47 Í·È 48 ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÔÈ ÙÈÏ›Ú Ritz „È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ôı ıfiÒ˜Â

·Ò·Èfi ·ÔËfiÍÂıÛÁ ÛÙÔıÚ flÌ·ÍÂÚ ÏÂ SGS Í·È SSOR preconditioning. –ÒÔÍ˝ÙÂÈ

¸ÙÈ ·ıÙ›Ú ‰ÂÌ Í·Ù‹ˆÂÒ·Ì Ì· ÂÒÈÔÒÈÛÙÔ˝Ì ÛÂ ÏÈ· Ò·„Ï·ÙÈÍfi ÂÒÈÔ˜fi ÏÂÙ·Ó˝ ÙÁÚ

·Ò˜fiÚ Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì Í·È ÙÁÚ ÏÔÌ‹‰·Ú, ¸˘Ú ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ, ·ÎÎ‹ ÛÂ

ÏÈ· Îfl„Ô ÂıÒ˝ÙÂÒÁ ÂÒÈÔ˜fi Í·È ÂÈÎ›ÔÌ ÂflÌ·È ·ÓÈÔÛÁÏÂfl˘ÙÁ Á ÂÏˆ‹ÌÈÛÁ È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì

ÏÂ ˆ·ÌÙ·ÛÙÈÍ¸ Ï›ÒÔÚ. ¡ıÙ¸ ÂflÌ·È ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÚ ·ÙÂÎÔ˝Ú ·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁÚ Ù˘Ì

preconditioner ÈÌ‹Í˘Ì. ºÏ˘Ú ‹ÌÙÔÙÂ Á ÎÂÈo¯Áˆfl· Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì Ritz ‚ÒflÛÍÔÌÙ·Ì

ÈÔ ÍÔÌÙ‹ ÛÙÔÌ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ‹ÓÔÌ· Í·È Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ¸Û· ›˜ÔıÌ ·Ò·ÙÁÒÁËÂfl „È·

·ıÙ›Ú ÙÈÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ Á ÈÔ ·Ô‰ÔÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ ËÂ˘ÒÂflÙ·È ¸ÙÈ Ë· ÂflÌ·È Á Ï›ËÔ‰ÔÚ

BiCGSTAB. ¡ıÙ¸ ÂÈ‚Â‚·È˛ËÁÍÂ Í·È ÏÂ Ù· ÈÔ ‹Ì˘ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·.

EflÛÁÚ Á ˝·ÒÓÁ È‰ÈÔÙÈÏ˛Ì ÏÂ ˆ·ÌÙ·ÛÙÈÍ¸ Ï›ÒÔÚ ÏÔÒÂfl Ì· ‰ÈÍ·ÈÔÎÔ„fiÛÂÈ ÙÁÚ

·ıÓÔÏÂÈ˛ÛÂÈÚ ÛÙÔ ÒıËÏ¸ ÏÂfl˘ÛÁÚ ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÙÔı ÍÒÈÙÁÒflÔı ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ

ÏÂË¸‰Ôı BiCGSTAB, ¸˘Ú ·Ò·ÙÁÒfiËÁÍÂ ÛÙÈÚ ≈ÈÍ¸ÌÂÚ 27, 37 Í·È 40, ·ˆÔ˝ Í‹ÙÈ

Ù›ÙÔÈÔ ›˜ÂÈ ·ÒÌÁÙÈÍ›Ú ÂÈÙ˛ÛÂÈÚ ÛÙÁ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÙÁÚ BiCGSTAB [31].

¡ÍÔÎÔ˝Ë˘Ú ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Ù· Ûı„ÍÒÈÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù·

��#
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Ù˘Ì ÏÂÙÒfiÛÂ˘Ì ÙÁÚ ·¸‰ÔÛÁÚ ·Ì‹ÏÂÛ· ÛÙÁÌ ·Ô‰ÔÙÈÍ¸ÙÂÒÁ non-stationary Ï›ËÔ‰Ô

BiCGSTAB ÏÂ SSOR preconditioning Í·È ÛÙÁÌ stationary SOR, Á ÔÔfl· ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl·

[72] ÂÏˆ‹ÌÈÛÂ ÙÁÌ Í·Î˝ÙÂÒÁ ·¸‰ÔÛÁ „È· ÙÈÚ stationary ÏÂË¸‰ÔıÚ „È· ÙÁÌ fl‰È·

‰È‹Û·ÛÁ ÙÔı collocation flÌ·Í·. ”·Ì Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ

Á block ÏÔÒˆfi Ê˛ÌÁÚ. œÈ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ ›„ÈÌ·Ì ÛÂ ›Ì· ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· Risc

·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfiÚ Ù˝Ôı Hewlett Packard C3600 ÏÂ ›Ì· ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi ˜ÒÔÌÈÛÏ›ÌÔ ÛÙ·

550 MHz Í·È 1.5 MB ÏÌfiÏÁÚ cache on chip. « ÛıÌÔÎÈÍfi ÙÔı ÏÌfiÏÁ fiÙ·Ì 512 Ã¬ Í·È

ÙÔ ÎÂÈÙÔıÒ„ÈÍ¸ ÙÔı Û˝ÛÙÁÏ· «—-Unix 11.00. H ıÎÔÔflÁÛÁ ›„ÈÌÂ ÛÂ Fortan ÏÂ ˜ÒfiÛÁ

‰ÈÎfiÚ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú ÛÙÔıÚ ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝Ú.

œ flÌ·Í·Ú ‘15 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì ÏÂÙÒfiÛÂ˘Ì ÙÁÚ SOR Ôı

ÒÔ›Íı¯·Ì „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı fl‰ÈÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÏÂ ÙÁÌ fl‰È· ·Ò˜ÈÍfi

ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ, ¸˘Ú ÛÙÈÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ ‰ÔÍÈÏ›Ú, ÂÌ˛ Á ÙÈÏfi ÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı

� ·ÔÙÂÎÂfl ÏÈ· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ ÙÈÏfiÚ ÙÁÚ. ¡ÓflÊÂÈ Ì· ÛÁÏÂÈ˘ËÂfl

¸ÙÈ ˘Ú ÍÒÈÙfiÒÈÔ ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ ÙÔ

-F2 ��"�D�E��%' 2 ��"��$- �-F2 ��"�D�E�� - �
� 	 � �

¸Ôı Á ÂÈÎÔ„fi ÙÁÚ ÛÙ·ËÂÒ‹Ú 	 � � Í‹ËÂ ˆÔÒ‹ fiÙ·Ì Ù›ÙÔÈ· ˛ÛÙÂ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi

Ï›ËÔ‰ÔÚ ÏÂÙ‹ ·¸ ›Ì· ÔÒÈÛÏ›ÌÔ ·ÒÈËÏ¸ ‚ÁÏ‹Ù˘Ì Ì· ·Ò‹ÓÂÈ ÏÈ· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ

Î˝ÛÁÚ 2 ��"�� ÏÂ fl‰ÈÔ ÂÒflÔı Ûˆ‹ÎÏ· ·¸ ÙÁÌ Ò·„Ï·ÙÈÍfi Î˝ÛÁ ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒÈÍfiÚ

ÂÓflÛ˘ÛÁÚ - � ' 2 ��"�� - � .
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¡ÌÙflÛÙÔÈ˜· ÛÙÔÌ flÌ·Í· ‘16 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Ù· ·Ì‹ÎÔ„· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÙÁÚ

BiCGSTAB ÏÂ SSOR preconditioning. « ÂÈÎÔ„fi ÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı � ‰ÂÌ ÂflÌ·È Á

‚›ÎÙÈÛÙÁ, ·ÎÎ‹ Í‹ÔÈÂÚ Ùı˜·flÂÚ ÙÈÏ›Ú, ÔÈ ÔÔflÂÚ ¸Ï˘Ú ‰ÂÌ ÂÈ‚·Ò˝ÌÔıÌ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹

ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô ÏÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ‹ ‚fiÏ·Ù· Û˝Ïˆ˘Ì· Í·È ÏÂ ÙÔ „Ò‹ˆÁÏ· ÙÁÚ ≈ÈÍ¸Ì·Ú 29.

ŸÚ ÍÒÈÙfiÒÈÔ ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ ÙÔ
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� 	 � �

¸Ôı Á ÂÈÎÔ„fi ÙÁÚ ÛÙ·ËÂÒ‹Ú 	 � � fiÙ·Ì ·Ì‹ÎÔ„Á ÏÂ ·ıÙfiÌ ÙÁÚ SOR.

–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ o ÛıÌÔÎÈÍ¸Ú ˜Ò¸ÌÔÚ ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ ÙÁÚ SOR ÂflÌ·È ÂÎ·ˆÒ‹ ÏÂÈ˘Ï›ÌÔÚ ÛÂ

Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÔÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ÙÁÚ BiCGSTAB „È· ÏÂ„‹ÎÔ ‚fiÏ· ‰È·Ï›ÒÈÛÁÚ Ï›˜ÒÈ ÂÒflÔı

ÙÔ EE C � . ºÏ˘Ú ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ·ıÙ¸ ‰ÂÌ ›˜ÂÈ ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl Ô ˜Ò¸ÌÔÚ ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ ÙÈÏfiÚ

ÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı � , Á ÔÔfl· Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÛÁÏÂÈ˘ËÂfl ¸ÙÈ „È· ÂÎ·ˆÒ›Ú ·ÔÍÎflÛÂÈÚ ·¸

ÙÁÌ ‚›ÎÙÈÛÙÁ ÙÈÏfi ÙÁÚ ÂÈ‚·Ò˝ÌÂÈ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô ÏÂ ·Ò·‹Ì˘ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ‹

‚fiÏ·Ù·, ÙÔ ÔÔflÔ ‰ÂÌ ÈÛ˜˝ÂÈ „È· ÙÁÌ ·Ò‹ÏÂÙÒÔ � ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı BiCGTAB ÏÂ SSOR

preconditioning. ¡ıÙ¸ ÒÔÍ˝ÙÂÈ Í·È ·¸ ÙÔÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô flÌ·Í· ‘17, ÔÔflÔÚ ÂflÌ·È

Ô ·Ì‹ÎÔ„ÔÚ ÏÂ ÙÔıÚ ‰ıÔ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔıÚ „È· SGS preconditioning ÙÁÚ BiCGSTAB.
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–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Á Û˝„ÍÎÈÛÁ ÙÁÚ BiCGSTAB ÏÂ SGS preconditioning ÂflÌ·È Îfl„Ô ÈÔ

·Ò„fi ·¸ ·ıÙfi ÏÂ SSOR preconditioning, ¸˘Ú ‹ÎÎ˘ÛÙÂ ·Ì·ÏÂÌ¸Ù·Ì.

∏ÙÛÈ Í‹Ù˘ ·¸ ÙÁÌ ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi ÒÔ˚¸ËÂÛÁ ÙÁÚ „Ì˛ÛÁÚ ÙÁÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı

ÙÁÚ SOR ÒÔÍ˝ÙÂÈ, ¸ÙÈ ÂflÌ·È ÒÔÙÈÏ¸ÙÂÒÔ Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂflÙ·È ›Ì·ÌÙÈ Í‹ËÂ non-

stationary ÏÂË¸‰Ôı, ÙÔıÎ‹˜ÈÛÙÔÌ ·¸ ·ıÙ›Ú Ôı ‰ÔÍÈÏ‹ÛÙÁÍ·Ì ÛÙÈÚ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ ÙÔı

·Ò¸ÌÙÔÚ ÍÂˆ·Î·flÔı „È· ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈfiÛÂÈÚ Ï›˜ÒÈ 128 ÂÒflÔı. √È· ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÂÚ

‰È·ÍÒÈÙÔÔÈfiÛÂÈÚ Á Í·Î˝ÙÂÒÁ ÂÈÎÔ„fi „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı collocation „Ò·ÏÏÈÍÔ˝

ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ·ÔÙÂÎÂfl Á Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ BiCGATAB ÏÂ SSOR fi Í·È SGS

preconditioning ÏÂ ÂÒflÔı ÙÔ ÏÈÛ¸ ˜Ò¸ÌÔ ÂflÎıÛÁÚ ›Ì·ÌÙÈ ÙÁÚ SOR.
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‘ÈÚ ÙÂÎÂıÙ·flÂÚ ‰ÂÍ·ÂÙflÂÚ ıfiÒÓÂ ·ÎÏ·Ù˛‰ÁÚ ÙÂ˜ÌÔÎÔ„ÈÍfi ÂÓ›ÎÈÓÁ ÛÙÔÌ ÙÔÏ›·

Ù˘Ì ·Ò‹ÎÎÁÎ˘Ì ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ˛Ì Ù˘Ì ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì. « ÂÓ›ÎÈÓÁ

·ıÙfi Â›‰Ò·ÛÂ ‹ÏÂÛ· ÛÙÔıÚ ÂÈÛÙÁÏÔÌÈÍÔ˝Ú ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝Ú (scientific computing) [14]

Í·È ÂÈ‰ÈÍ¸ÙÂÒ· ÛÙÈÚ ÏÂË¸‰ÔıÚ ÙÁÚ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfiÚ ÂflÎıÛÁÚ Ù˘Ì ÃÂÒÈÍ˛Ì ƒÈ·ˆÔÒÈÍ˛Ì

≈ÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì [88]. ∏ÙÛÈ Ï›ËÔ‰ÔÈ ‰ÈÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ, ¸˘Ú Á Ï›ËÔ‰ÔÚ Collocation ‚·ÛÈÛÏ›ÌÁ

ÛÙ· Hermite bi-cubic ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ˜Âfl· [15, 16, 32], ‹Ò˜ÈÛ·Ì Ì· ›˜ÔıÌ Ò·ÍÙÈÍfi

Âˆ·ÒÏÔ„fi Í·È Ù·ıÙ¸˜ÒÔÌ· Ì· ÂÈÍÂÌÙÒ˛ÌÔıÌ ÙÔ ÂÒÂıÌÁÙÈÍ¸ ÂÌ‰È·ˆ›ÒÔÌ Ù˘Ì ÂÈÛÙÁ-

Ï¸Ì˘Ì.

« ÂflÎıÛÁ ÙÔı ·Ò·„¸ÏÂÌÔı ·Ò·ÈÔ˝ Í·È ÔÎ˝ ÏÂ„‹ÎÁÚ Ù‹ÓÁÚ „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

ÏÂ Í‹ÔÈ· ‹ÏÂÛÁ Ï›ËÔ‰Ô, ‰ÂÌ ÏÔÒÂfl Ì· Âˆ·ÒÏÔÛÙÂfl ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍ‹ ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎ·

ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ·, ÂÓ·ÈÙÂfl·Ú ÙÔı ÛÂÈÒÈ·ÍÔ˝ ˜·Ò·ÍÙfiÒ· Ù˘Ì ·Î„ÔÒflËÏ˘Ì Ù˘Ì ‹ÏÂÛ˘Ì

·ıÙ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì. ¡ÌÙflËÂÙ· Á Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi ÂflÎıÛfi ÙÔı ÏÔÒÂfl Ì· ·Ô‰˛ÛÂÈ

ÈÍ·ÌÔÔÈÁÙÈÍ‹, ÂÂÈ‰fi ÂflÌ·È ÂˆÈÍÙfi Á Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ ÂÍÏÂÙ‹ÎÎÂıÛÁ ÙÁÚ ÛÂÈÒ‹Ú Ù˘Ì

·ÒÈËÏÁÙÈÍ˛Ì Ò‹ÓÂ˘Ì Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍÔ˝ ‚fiÏ·ÙÔÚ.
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º˘Ú ›˜ÂÈ fi‰Á ·Ì·ˆÂÒËÂfl ÛÙ· ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌ· ÍÂˆ‹Î·È· Á ·ÒflËÏÁÛÁ ·„Ì˛ÛÙ˘Ì

Í·È ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Ôı ÒÔÙ‹ËÁÍÂ ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· [92] Ô‰Á„Âfl ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÂÌ¸Ú

block ÙÒÈ‰È·„˘ÌflÔı Collocation flÌ·Í· ÏÂ ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏ· block ‰È·„˛ÌÈ· ÛÙÔÈ˜Âfl·

[91]. « Âˆ·ÒÏÔ„fi Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎ· ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ· ÛÙÁ

Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ ÏÔÒˆfi ÙÔı Collocation flÌ·Í· ‰ÂÌ ·Ò‹„ÂÈ ·Ô‰ÔÙÈÍ¸ ·Î„¸ÒÈËÏÔ ÍÈ

›ÙÛÈ Ô Collocation flÌ·Í·Ú ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙflÊÂÙ·È Ï›Û˘ ÂÌ¸Ú ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ÔÏÔÈ¸ÙÁÙ·Ú

ÛÙÁÌ 2-cyclic Í·ÌÔÌÈÍfi ÙÔı ÏÔÒˆfi. ¡ıÙ¸ ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÔ ÏÂ ÏÈ·

Â·Ì·ÒflËÏÁÛÁ ·„Ì˛ÛÙ˘Ì Í·È ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ÍÎ·ÛÛÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô red-

black, ¸˘Ú ÂÏˆ·ÌflÛÙÁÍÂ Í·È ÛÙÁÌ ÂÒ„·Ûfl· [90].

”ÙÈÚ ÂÒ„·ÛflÂÚ [93, 90] ÂÏˆ·ÌflÛÙÁÍ·Ì ıÎÔÔÈfiÛÂÈÚ ‚·ÛÈÛÏ›ÌÂÚ ÛÙÔÌ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛ-

Ï›ÌÔ Collocation flÌ·Í· ‰È‹ˆÔÒ˘Ì stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÛÂ ÛıÛÙÔÎÈÍ‹

Í·È VLSI ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ· Í·È ÈÔ Ò¸Ûˆ·Ù· [74, 76, 77, 78, 79, 80, 82, 83] ÛÂ ÎÔ„ÈÍÔ˝

Ù˝Ôı (PVM) [30, 45, 46] ·Ò‹ÎÎÁÎÂÚ ÏÁ˜·Ì›Ú.

”ÙÈÚ ·Ò·Í‹Ù˘ ÂÌ¸ÙÁÙÂÚ ÏÂÙ‹ ÙÁÌ ÎÂÙÔÏÂÒfi ·ÒÔıÛfl·ÛÁ ÙÔı ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝

ÙÔı Collocation flÌ·Í· ÛÙÁÌ Í·ÌÔÌÈÍfi 2-cyclic ÏÔÒˆfi ÙÔı, Âˆ·ÒÏ¸ÊÂÙ·È ›Ì·Ú ÂÈÎ›ÔÌ

ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸Ú, Ô ÔÔflÔÚ ‰ÈÎ·ÛÈ‹ÊÂÈ ÙÈÚ ·Ò‹ÎÎÁÎÂÚ È‰È¸ÙÁÙÂÚ ÙÔı flÌ·Í·. ”ÙÁ

ÛıÌ›˜ÂÈ· ÛÙÔ ·Ò·„¸ÏÂÌÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· Âˆ·ÒÏ¸ÊÂÙ·È Á Í·ÎÎflÙÂÒÁ stationary

Í·È non-stationary Ï›ËÔ‰ÔÚ ÛÙ· ‰ıÔ ÈÔ ‰È·‰Â‰ÔÏ›Ì· ·Ò‹ÎÎÁÎ· ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ·.

ƒÁÎ·‰fi Âˆ·ÒÏ¸ÊÔÌÙ·È Á SOR Í·È Á SSOR preconditioned Bi-CGSTAB Ï›ËÔ‰ÔÈ ÛÂ

·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú  ÔÈÌfiÚ (Shared) Í·È ƒÈ·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ (Distributed) ÏÌfiÏÁÚ.

� #�� � ��� ��� ��# �����$' � 	
	��3'�� ��, � �4'�����' �-#%!
&�'"( ���������
�

« ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ·Ò·ÎÎÁÎÔÔflÁÛÁÚ ÙÁÚ ÂflÎıÛÁÚ ÙÔı collocation „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

˜˘ÒflÊÂÙ·È ÛÂ ‰ıÔ Í˝ÒÈÂÚ ˆ‹ÛÂÈÚ. ”ÙÁÌ Ò˛ÙÁ ˆ‹ÛÁ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ ÏÂ ÂÈÙı˜fl· ÙÁÌ

È‰›· K*L 2,6,2�> N 3,:90 BHB�/���6<2�
�6 � ����6C792,+ K	� +�
����6
„È· Ì· ·Ò·ÎÎÁÎÔÔÈfiÛÔÏÂ Û'

›Ì· Ò˛ÙÔ ‚·ËÏ¸ ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Ò¸‚ÎÁÏ·. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Âˆ·ÒÏ¸ÊÔıÏÂ ›Ì·Ì
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Ï·Ù·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸ „È· Ì· ‚ÂÎÙÈ˛ÛÔıÏÂ ÙÔ ‚·ËÏ¸ ·Ò·ÎÎÁÎÔÔflÁÛÁÚ ÙÁÚ Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ.

√È· ÙÁÌ Â·Ì·ÒflËÏÁÛÁ Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì Í·È Ù˘Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÔ˝ÏÂ [59,

125] ÙÁÌ „Ì˘ÛÙfi È‰›· ÙÁÚ red - black ‰È‹Ù·ÓÁÚ. ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ·ıÙfiÌ ÔÈ ‹„Ì˘ÛÙÔÈ

/ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ ˜˘ÒflÊÔÌÙ·È ÛÂ red Í·È black ıÔÔÏ‹‰ÂÚ ·„Ì˛ÛÙ˘Ì / ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÏÂ ÙÁÌ

·Ò·Í‹Ù˘ ·Ò˜fi :
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« È‰›· ÙÁÚ Â·Ì·ÒflËÏÁÛÁÚ ÂflÌ·È ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÂ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÂÌ¸Ú ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝

ÔÏÔÈ¸ÙÁÙ·Ú ÛÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· Ï›Û˘ Í‹ÔÈÔı ÏÂÙ·ËÂÙÈÍÔ˝ flÌ·Í·
� 7�8;:
	>: ,

Ô ÔÔflÔÚ ı‹Ò˜ÂÈ ÂÂÈ‰fi Ô collocation flÌ·Í·Ú ÂflÌ·È 2-cyclic ÏÔÒˆfiÚ [112], ˛ÛÙÂ Ô

flÌ·Í·Ú
� 1 ��� Ì· ›˜ÂÈ ÙÁÌ ·Ò·Í‹Ù˘ Í·ÌÔÌÈÍfi 2-cyclic ÏÔÒˆfi

� 1 � � 4
� /�� ' � �
' � � / � � 6 @ O I � E

¸Ôı

/���4 diag
� 1 C
�1 ����� �1 ��� �
� : E

'31 C � @ O I �LE

�
��4 ' diag

� 1 � �1 ����� �1 ��� �
� : E

'31 � � @ O I � E

/ � 4 diag
� �1 ����� �1 ��� �

�
� @ O I � E

� � 4 ' diag
� �1 ����� �1 ��� �

�
� @ OLO I E

�1	4
� 1 E '31 C1 E 1 C � Í·È

�1 4
� 1 G '31 �
1 G 1 � � % @ OLOLO E

O ÏÂÙ·ËÂÙÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú
�

Ë· ›˜ÂÈ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÏÔÒˆfi
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� ���������������������������
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6 @ OLO J E

¸Ôı
� � 798�� = � ÏÂ � 4

� JLA ��� � ��� �.4 O ��� 	 �.4�A � ) O
8 A ��� � ��� �.4�J 6�%�%�%I6%A � .

« ≈ÈÍ¸Ì· 49 ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÙÁÌ red-black ÔÏ·‰ÔÔflÁÛÁ ·ıÙfi „È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ

A ��498 . ”ÙÁÌ ÛıÌ›˜ÂÈ· Â·Ì·ÒÈËÏÔ˝ÏÂ ÙÔıÚ ·„Ì˛ÛÙÔıÚ Í·È ÙÈÚ ÂÓÈÛ˛ÛÂÈÚ, ›ÙÛÈ ˛ÛÙÂ

Ù· Ï›ÎÁ Ù˘Ì red ıÔÔÏ‹‰˘Ì Ì· Í·Ù·Î‹‚ÔıÌ ‰È·‰Ô˜ÈÍ›Ú Ë›ÛÂÈÚ ÛÙÔ Î›„Ï· (grid),

·ÍÔÎÔıËÔ˝ÏÂÌ· ÏÂ ÙÁÌ fl‰È· È‰›· ·¸ Ù· Ï›ÎÁ Ù˘Ì black ıÔÔÏ‹‰˘Ì. ”ÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 50

·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÙ·È Á Ì›· ·ıÙfi ·ÒflËÏÁÛÁ ·„Ì˛ÛÙ˘Ì Í·È ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì „È· A ��4,8 . H ‰ÔÏfi

Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÙÁÌ ·ÒflËÏÁÛÁ Ù˘Ì EÈÍ¸Ì˘Ì 49 Í·È 50 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÙ·È

·ÌÙflÛÙÔÈ˜· ÛÙÈÚ ≈ÈÍ¸ÌÂÚ 51 Í·È 52.

º˘Ú ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ·¸ ÙÁ ‰ÔÏfi ÙÔı collocation flÌ·Í· ÏÂÙ‹ ÙÁÌ Â·Ì·ÒflËÏÁÛÁ

ı‹Ò˜ÔıÌ ‰È·„˛ÌÈ· blocks ÍÈ ›ÙÛÈ ›˜ÔıÏÂ ÙÁ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· ÙÁÚ ·ÂÓ‹ÒÙÁÛÁÚ Ù˘Ì

·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ. ¡ıÙ¸ ›˜ÂÈ ˘Ú ‹ÏÂÛÁ ÛıÌ›ÂÈ· ÙÁÌ ·˝ÓÁÛÁ Ù˘Ì
����� 0��8�
	���� �

˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÙfiÏ·ÙÔÚ, ·ˆÔ˝ ı‹Ò˜ÂÈ Î›ÔÌ Á ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· ÙÔı

ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝ Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì Í·Ù‹ ÔÏ‹‰ÂÚ, ÔÈ ÔÔflÂÚ ÂflÌ·È ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙÂÚ ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ.

∏ÙÛÈ ÙÔ collocation „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· Ë· ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÈÛÔ‰˝Ì·ÏÁ ÏÔÒˆfi

� 1 � � @ � 2�E 4 � 5�6 @ OLO # E
O I�#
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E C�E G C/�MC�E

E � E
�
C C C G

� E � � C �

� C
� � G G

C � C � G � G
�

C � C � G � G �

G � G E G � G �

� G C � � �
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� C � G
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E

� ��� ��� C
�
G
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����� E
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��� � �
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�������

� G G � � E

G � G
� � C � G

G � G � � ���
�

G � G � � � � �

� � � � � �

����� E �

E/�9E�E�E � E �

E C�E G C/�MC�E

E � E
�
C C C G

� E � � C �

� � ��� � �

�
�
�
E
� � � �

�
C
�
G � � � E

� � � � � C � G

� � � � � �

����� C
�

��� C � C �

��� C � C �

��� G � G E

����� G C

��+�79-�6,2 � �
:
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��+�79-�6,2 � 3
:

� ���	� �/��'�����+�*�������� &$���$�����$� ��' ��+ � ��+�*%)��/-�+�� � ��� �� �

��+�79-�6,2 � �
:

� ���	� �/��' � 
�� � ��� )�*�� ��+ � ��+�*%)��/-�+�� � ��� �� �
O I�>



¸Ôı

� 1 � � 4

������������������������������
�

1 C ? ? %�%�% ? ? ? 1 G '31 � %�%�% ? ?
? 1 E '31 C %�%�% ? ? ? 1 G 1 � %�%�% ? ?
? 1 E 1 C %�%�% ? ? ? ? ? %�%�% ? ?
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

...
? ? ? %�%�% 1 E '31 C ? ? ? %�%�% ? ?
? ? ? %�%�% 1 E 1 C ? ? ? %�%�% 1 G '31 �
? ? ? %�%�% ? ? '31 C ? ? %�%�% 1 G 1 �1 � ? ? %�%�% ? ? ? 1 E '31 C %�%�% ? ?
? 1 G '31 � %�%�% ? ? ? 1 E 1 C %�%�% ? ?
? 1 G 1 � %�%�% ? ? ? ? ? %�%�% ? ?
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

. . .
...

...
? ? ? %�%�% 1 G '31 � ? ? ? %�%�% ? ?
? ? ? %�%�% 1 G 1 � ? ? ? %�%�% 1 E '31 C? ? ? %�%�% ? ? '31 � ? ? %�%�% 1 E 1 C

� �����������������������������
�

% @ OLO 8 E

¡Ì ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ·Ò·Í‹Ù˘ ‰È‹Û·ÛÁ ÙÔı

� 1 � � 4 /21 ' 3%1 ' 5-1�6 @ OLO > E
¸Ôı

/21�4 � /�� ?
? / � � 643%1 4

� ? ?�
� ? � Í·È 5-1�4 � ? � �

? ? � 6 @ OLO � E
Í·È ·Ì ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· ÙÈÚ ·Ì‹ÎÔ„ÂÚ ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì Ù˘Ì

·„Ì˛ÛÙ˘Ì Í·È ÙÔı ‰ÂÓÈÔ˝ Ï›ÎÔıÚ, ˛ÛÙÂ

� 2�4
� 2 �
2 � � and

� 5 4
� 5
�
5 � � 6 @ OLO �LE

Ù¸ÙÂ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· ÔÔÈ·Û‰fiÔÙÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı ˜˘ÒflÊÂÙ·È ÛÂ

‰ıÔ ˆ‹ÛÂÈÚ. ¡Ò˜ÈÍ‹ ı‹Ò˜ÂÈ Á red ˆ‹ÛÁ, ¸Ôı ıÔÎÔ„flÊÂÙ·È ÙÔ red 2 ��"�D�E��� ÙÏfiÏ· ÙÁÚ

ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfiÚ Î˝ÛÁÚ Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Á black „È· ÙÔ ı¸ÎÔÈÔ black 2 ��"�D�E��� ÙÏfiÏ·.

≈ÓÂÙ‹ÊÔÌÙ·Ú ÎÂÙÔÏÂÒ›ÛÙÂÒ· ÙÁÌ ‰ÔÏfi Ù˘Ì ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏ˘Ì [91] block ‰È·„˛ÌÈ˘Ì

ÈÌ‹Í˘Ì / � Í·È / � , ÂflÌ·È ˆ·ÌÂÒ¸ ¸ÙÈ „È· ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ ÙÔı 2 ��"�D�E��� ÙÏfiÏ·ÙÔÚ

ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÂÈÎıËÔ˝Ì ‰˝Ô ıÔÛıÛÙfiÏ·Ù·

ÏÂ„›ËÔıÚ JLA � Í·È � ' O ıÔÛıÛÙfiÏ·Ù· ÏÂ„›ËÔıÚ 8 A�� , ¸Ôı A � 4�J � . √È· ÙÔÌ

O I �



ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ ÙÔı ıÔÎÔflÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2 ��"�D�E��� ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Á ÂflÎıÛÁ �

ıÔÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì ÏÂ„›ËÔıÚ 8 A�� Í·È ÂÂÈ‰fi Ù· ıÔÛıÛÙfiÏ·Ù· ·ıÙ‹ ÂflÌ·È ·ÌÂÓ‹ÒÙÁÙ·

ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ Á ÂflÎıÛfi ÙÔıÚ ÏÔÒÂfl Ì· ÂÈÙÂı˜ËÂfl ·Ò‹ÎÎÁÎ·. AıÙ¸ ›„ÈÌÂ ‰ıÌ·Ù¸

ÏÂ ÙÔ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸ ÔÏÔÈ¸ÙÁÙ·Ú Ôı Âˆ·ÒÏ¸Û·ÏÂ ÛÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· Ï›Û˘ ÙÔı

ÏÂÙ·ËÂÙÈÍÔ˝ flÌ·Í·
�

.

ºÏ˘Ú ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ùfi Á ·Ò·›Ò· ·ÂÓ‹ÒÙÁÛÁ Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÏÂ ‹ÏÂÛÁ ÛıÌ›ÂÈ·

ÙÔÌ ‰ÈÎ·ÛÈ·ÛÏ¸ ÙÔı ‚·ËÏÔ˝ ·Ò·ÎÎÁÎÔÔflÁÛÁÚ ÏÂ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÛÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸

Û˝ÛÙÁÏ· ÙÔı flÌ·Í·

� 4 diag
� �
�

� � � @ OLO � E
ÏÂ

�
� 4 ' diag

� & � ����� � & � Í·È
� � 4 ' diag

� � ����� � �(6 @ OLO � E
¸Ôı

� 4
O
J
� & &
' & & � Í·È &.798 CB:�� = CB:�� ÂflÌ·È Ô ÏÔÌ·‰È·flÔÚ flÌ·Í·Ú % @ O J I E

∏ÙÛÈ ÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· Ë· ‹ÒÂÈ ÙÁ ÏÔÒˆfi� �
� ?
? � � �

� /�� ' � �
' � � / � �

� 2 �
2 � � 4

� �
� ?
? � � �

� 5
�
5 � � % @ O J O E

√È· Ù· ·Ò·„¸ÏÂÌ· „ÈÌ¸ÏÂÌ· ÈÌ‹Í˘Ì Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ

�
�
/��(4 diag

� 1 C 1 E 1 C ����� 1 E 1 C ' 1 C � @ O JLJ E
� � / � 4 diag

� 1 E 1 C ����� 1 E 1 C � @ O J�# E

�
�
� � 4,'

O
J

�����������������
�

JL1 G '3JL1 � ? ? ����� ? ? ? ?
1 G 1 � 1 G '31 � ����� ? ? ? ?
'31 G '31 � 1 G '31 � ����� ? ? ? ?

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...

? ? ? ? ����� 1 G 1 � 1 G '31 �
? ? ? ? ����� '31 G '31 � 1 G '31 �
? ? ? ? ����� ? ? JL1 G JL1 �

� ����������������
�

@ O J�8 E

O I �



� � � �(4,'
O
J

����������������������
�

1 � 1 G '31 � ? ? ����� ? ? ? ? ?
'31 � 1 G '31 � ? ? ����� ? ? ? ? ?
? 1 G 1 � 1 G '31 � ����� ? ? ? ? ?
? '31 G '31 � 1 G '31 � ����� ? ? ? ? ?
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...
...

? ? ? ? ? ����� 1 G 1 � 1 G '31 � ?
? ? ? ? ? ����� '31 G '31 � 1 G '31 � ?
? ? ? ? ? ����� ? ? 1 G 1 � '31 �
? ? ? ? ? ����� ? ? '31 G '31 � '31 �

� ���������������������
�

6 @ O J�> E

Í·È

�
� 5
��4

O
J

�����������������
�

JL5 E5 C ) 5 G5 G ' 5 C
...

5 C � : C ) 5 C � : E5 C � : E ' 5 C � : CJL5 C �

� ����������������
�
6 � � 5 � 4

O
J

������������
�

5 C � D�E ) 5 C � D C5 C � D C ' 5 C � D�E
...

5 � � : E ) 5 � �5 � ��' 5 � � : E

� �����������
�

% @ O J � E

≈ÂÈ‰fi, ÔÈ flÌ·ÍÂÚ
�
� Í·È

� � ÂflÌ·È ·ÌÙÈÛÙÒ›¯ÈÏÔÈ Í·È ÏÂÎÂÙ˛ÌÙ·Ú ÙÁ ÏÔÒˆfi Ù˘Ì

block ‰È·„˛ÌÈ˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì
�
� /�� Í·È

� � / � ÂflÌ·È ˆ·ÌÂÒ¸, ¸ÙÈ „È· ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸

ÙÔı Ò˛ÙÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ 2 ��"�D�E��� ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ, ··ÈÙÂflÙ·È Á

Î˝ÛÁ J � ıÔÛıÛÙfiÏ·Ù˘Ì ÏÂ„›ËÔıÚ 8 A�� ÙÔ Í·Ë›Ì·. ≈flÛÁÚ „È· ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸

ÙÔı ı¸ÎÔÈÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ 2 ��"�D�E��� ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Á ÂflÎıÛÁ ÂÈÎ›ÔÌ J � ıÔÛıÛÙfiÏ·Ù˘Ì

ÏÂ„›ËÔıÚ 8 A � ÙÔ Í·Ë›Ì·. ∂Ò· ÏÂ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝ Ï›Û˘ ÙÔı

flÌ·Í·
�4),+ L M�2 �

? ��0�7 K Ô ‚·ËÏ¸Ú ·Ò·ÎÎÁÎÔÔflÁÛÁÚ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ.

”ÙÔ ÛÁÏÂflÔ ·ıÙ¸ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ·Ì·ˆÂÒËÂfl ¸ÙÈ Á Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÁÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ

ÏÂË¸‰Ôı SOR ÛÙÔ red-black collocation „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· Ë· ·ÒÔıÛÈ‹ÛÂÈ ÙÁÌ fl‰È·

·ÍÒÈ‚˛Ú ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÏÂ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÁÚ ÛÙÔ block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈÔ Û˝ÛÙÁÏ·, ·ˆÔ˝

Í·È ÔÈ ‰ıÔ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ‚·ÛflÛÙÁÍ·Ì ÛÙÁÌ fl‰È· ‰È·Ï›ÒÈÛÁ. ∏ÙÛÈ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ·ıÙfi Ë·

Ûı„ÍÎflÌÂÈ ÏÂ ÙÔÌ fl‰ÈÔ ÒıËÏ¸ Í·È „È· ÙÈÚ ‰ıÔ ÏÔÒˆ›Ú ÙÔı collocation „Ò·ÏÏÈÍÔ˝

O I �



ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ, Í·Ë˛Ú ÂflÛÁÚ Ë· ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ fl‰ÈÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÁÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ ÙÈÏfiÚ ÙÁÚ

·Ò·Ï›ÙÒÔı � ���
	 . ¡ıÙ¸ ÛıÏ‚·flÌÂÈ „È·Ùfl ÔÈ ‰ıÔ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔfl Ôı Âˆ·ÒÏ¸ÛÙÁÍ·Ì

Ï›Û˘ Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì
�

Í·È
�

‰ÂÌ ÂÁÒ›·Û·Ì ÙÈÚ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ÙÔı Â·Ì·ÎÁÙÈÍÔ˝ flÌ·Í·

ÙÔı Jacobi
�
.

–Ò·„Ï·ÙÈÍ‹ ·Ú ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÔÌ collocation flÌ·Í· 1 ÛÂ block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈ· ÏÔÒˆfi

Í·È Í‹ÌÔÌÙ·Ú ˜ÒfiÛÁ ÙÁÚ „Ì˘ÛÙfiÚ ‰È·Ï›ÒÈÛfiÚ ÙÔı Ë· ›˜ÔıÏÂ ÙÁÌ block ‰È‹Û·Ûfi ÙÔı

1 40/ ' 3 '45 6

¸Ôı Ô flÌ·Í·Ú / ÂflÌ·È Ô block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈÔÚ Ôı ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÁÌ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı

1 Í·È '�3 , ' 5 ÔÈ ·ıÛÙÁÒ‹ Í‹Ù˘ Í·È ‹Ì˘ block flÌ·ÍÂÚ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·. œ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸Ú

flÌ·Í·Ú ÙÁÚ Jacobi ÏÂË¸‰Ôı „È· ÙÁÌ fl‰È· ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı 1 Ë· ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÏÔÒˆfi

� 4 / : E @�3 ) 5 E %

« Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ÔÏÔÈ¸ÙÁÙ·Ú ÛÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· Ï›Û˘ ÙÔı

ÏÂÙ·ËÂÙÈÍÔ˝ flÌ·Í·
�

Ë· ÂÈ‰Ò‹ÛÂÈ ·Ò˜ÈÍ‹ ÛÙÔÌ collocation flÌ·Í· ˘Ú ÂÓfiÚ
� 1 � �

Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Á Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı Â¸ÏÂÌÔı ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ÏÂ ÙÔÌ flÌ·Í·
�

Ë·

ÂÈ‰Ò‹ÛÂÈ ÙÂÎÈÍ‹ ÛÙÁ ‰È‹Û·Ûfi ÙÔı ˘Ú

� @ � 1 � � E$4 � � � @�/ '43=' 5 E � � �M4 � � / � � ' � � 3 � � ' � � 5 � �
ÍÈ ›ÙÛÈ Ô ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÔÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú

� � � ÙÁÚ Jacobi ÏÂË¸‰Ôı Ë· ›˜ÂÈ ÙÁ

ÏÔÒˆfi

� � � 4 @
� � / � � E : E @ � � 3 � � ) � � 5 � � E$4 @ � / � � E : E � : E @ � � 3 ) � � 5 E � � 4

4 @�/ � � E�: E � : E @ � : E � � 3 ) � : E � � 5 E � � 4 @ � � E�: E / : E @ � : E � 3 ) � : E � 5 E � � 4
4 � � / : E @�3 ) 5 E�� � � 4 � � � � %

≈ÂÈ‰fi Ô flÌ·Í·Ú
� � � ·ÔÙÂÎÂfl ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÁÚ Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ ÂÌ¸Ú ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝

ÔÏÔÈ¸ÙÁÙ·Ú ÛÙÔÌ flÌ·Í·
�

Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ ¸ÙÈ ÔÈ ‰ıÔ ·ıÙÔfl Â·Ì·ÎÁÙÈÍÔfl flÌ·ÍÂÚ Ë·

O I �



›˜ÔıÌ ÙÈÚ fl‰ÈÂÚ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú. –Ò‹„Ï·ÙÈ ÙÔ Â¸ÏÂÌÔ „Ò‹ˆÁÏ· ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÙÈÚ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú

·ıÙ›Ú „È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÏÂ A ��4 � ıÔ‰È·ÛÙfiÏ·Ù·, ÔÈ ÔÔflÂÚ ‰ÂÌ

ÏÂÙ·‚ÎfiËÁÍ·Ì Í·Ù‹ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi Ù˘Ì ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ˛Ì ÛÙÔ collocation „Ò·ÏÏÈÍ¸

Û˝ÛÙÁÏ·.
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« fl‰È· ·ÍÒÈ‚˛Ú Û˜›ÛÁ ÛıÌ‰›ÂÈ Í·È ÙÔıÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍÔ˝Ú flÌ·ÍÂÚ ÙÁÚ SOR. –Ò‹„Ï·ÙÈ

·Ì F ÂflÌ·È Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú ÙÁÚ SOR „È· ÙÁÌ block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈ· ÏÔÒˆfi ÙÔı

collocation „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ Ë· ›˜ÂÈ ÙÁ ÏÔÒˆfi

F�4 @�/ ' ��3�E : E � �"5 )�@ O ' ��E�/ �
Ù¸ÙÂ Ô Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸Ú flÌ·Í·Ú ÙÁÚ SOR „È· ÙÁÌ red black ÏÔÒˆfi Ë· ÂflÌ·È

F � � 4 @
� � / � � ' � � � 3 � � E�: E � � � � 5 � � )�@ O ' ��E � � / � � � 4
� � @ � / ' � � 3�E � � � : E � � � � 5 )�@ O ' ��E � � / � � � 4
� @ � / ' � � 3�E � � � : E � : E � � � � 5 )�@ O ' ��E � � / � � � 4
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� � � @�/ ' ��3�E���: E � � � 5 )�@ O ' ��E � / � � � 4
� @�/ ' ��3�E : E � : E � � � 5 )�@ O ' ��E � / � � � 4
� � @�/ ' ��3�E : E � �"5 )�@ O ' ��E�/ � � � � 4 � F � � %

”ÙÔ Â¸ÏÂÌÔ „Ò‹ˆÁÏ· ›˜ÔıÌ ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl ÔÈ È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ÙÔı Â·Ì·ÎÁÙÈÍÔ˝ flÌ·Í·

ÙÁÚ SOR „È· ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÏÂ A�� 4 � ıÔ‰È·ÛÙfiÏ·Ù·, ·ˆÔ˝ Á ÙÈÏfi ÙÁÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ

·Ò·Ï›ÙÒÔı � ���
	 ıÔÎÔ„flÛÙÁÍÂ ·¸ ÙÁÌ „Ì˘ÛÙfi Û˜›ÛÁ [72]

� ���
	D4 JO )�@ O ) � C ' � C E �� 6

¸Ôı
�

Í·È � ÂflÌ·È ÙÔ ÏfiÍÔÚ Ù˘Ì ·Ó¸Ì˘Ì ÙÁÚ ›ÎÎÂÈ¯ÁÚ Ôı ÂÒÈÍÎÂflÂÈ ¸ÎÂÚ ÙÈÚ

È‰ÈÔÙÈÏ›Ú ÙÔı Jacobi Â·Ì·ÎÁÙÈÍÔ˝ flÌ·Í· Í·È „È· A �04 � ÂflÌ·È � 4 I8% � O � J O Í·È
� 4JI8% ILJ�# � � , Ô¸ÙÂ � ���
	D4 O % 8 J � O .
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”ÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ÂÌ¸ÙÁÙ· ›„ÈÌÂ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸Ú ÙÔı collocation flÌ·Í· ÛÙÁÌ

Í·ÌÔÌÈÍfi red-black 2-cyclic ÏÔÒˆfi ÙÔı Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ›„ÈÌÂ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÂÌ¸Ú

ÂÈÎ›ÔÌ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔ˝
�

ÛÙÔ ·Ò·„¸ÏÂÌÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÏÂ ÛÍÔ¸ ÙÁÌ

ÂÈÎ›ÔÌ ·˝ÓÁÛÁ Ù˘Ì ·Ò‹ÎÎÁÎ˘Ì ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ˛Ì ÙÔı. AıÙ¸ Âfl˜Â ‹ÏÂÛÁ ÛıÌ›ÂÈ·

ÙÁÌ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· Í·Ù·ÛÍÂıfiÚ ÂÌ¸Ú ·Ô‰ÔÙÈÍÔ˝ ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı Í·Ù‹ ÙÁÌ

Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÁÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı SOR ÛÙÔ collocation „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· (122).

∏ÙÛÈ ÙÔ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı SOR Ë· ›˜ÂÈ ÙÁÌ ·Í¸ÎÔıËÁ ÏÔÒˆfi

:;;< ;;=
�
� /��M2 ��"�D�E��� 4 @ O ' ��E �

�
/��D2 ��"��� ) � �
�
� � 2 ��"��� ) � �

�M5
�
� � / � 2 ��"�D�E��� 4 @ O ' ��E � � / � 2 ��"��� ) � � � � �D2 ��"�D�E��� ) � � � 5 � @ O J �LE

fi ÈÛÔ‰˝Ì·Ï·

:;;< ;;=
�
�
/�� �2 � 4 �

�
� � 2 ��"��� ) �

� 5
�
� � / � �2 � 4 � � � �M2 ��"�D�E��� ) � � 5 � @ O J � E

¸Ôı

�2 4
O
�
� 2 ��"�D�E�� '<@ O ' ��E 2 ��"�� � %

AÌ ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÁ block ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÏfiÍÔıÚ A ��4 J � Ù˘Ì ·Ò·Í‹Ù˘

‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì

2 � 4 � 2 � E 2
�
C ����� 2 � C � � � Í·È 2 � 4 � 2 � C � D�E 2

�
C � D C ����� 2 �� � � � @ O J � E

5
� 4 � 5 � E 5
�
C ����� 5 � C � � � Í·È 5 � 4 � 5 � C � D�E 5

�
C � D C ����� 5 �� � � � 6 @ O # I E

ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Í·Ù·ÎfiÓÔıÏÂ ÛÙÔÌ ·Ò·Í‹Ù˘ ·Î„¸ÒÈËÏÔ, Ô ÔÔflÔÚ ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÈ ÙÁÌ

Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô SOR, ¸˘Ú ·ıÙfi Âˆ·ÒÏ¸ÊÂÙ·È ÛÙÔ collocation „Ò·ÏÏÈÍ¸

Û˝ÛÙÁÏ·
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¡Î„¸ÒÈËÏÔÚ SOR

� 1�4 K�4 O -/1 K ��� � 	 or �838-/0 � + convergence
� =�1

S1: , 1 � ��; 1 C
�2 E 4,'31 G 2 ��"��C � D�E ) 1 � 2 ��"��C � D C ) 5 E

� 1�4 � 4 O -/1 � ' O =�1

S2: , 1 � ��; JL1 E
�2 C � 4 '31 G

� 2 ��"��C � � D � � : E ) 2 ��"��C � � D � � D�E �8)
)31 � � 2 ��"��C � � D � � D C ' 2 ��"��C � � D � � �8)�@B5 C ��) 5 C � D�E E

S3: , 1 � ��; JL1 C
�2 C � D�E 4 1 G � 2 ��"��C � � D � � : E ' 2 ��"��C � � D � � D�E �
)

)31 � � 2 ��"��C � � D � � D C ) 2 ��"��C � � D � � �
)�@B5 C � D�E ' 5 C �FE� 3
=�=�1

S4: , 1 � ��; 1 C
�2 C � 4 1 G 2 ��"��� � : E ) 1 � 2 ��"��� � ' 5 C �

� 1�4 � 4 O -/1 J � =�1

S5: 2 ��"�D�E��� 4 � �2-��)�@ O ' ��E 2 ��"���
� 3
=�=�1

S6: , 1 � ��; JL1 E
�2 C � D�E 4 '31 G 2 ��"�D�E��C ) 1 � � 2 ��"�D�E��G ' 2 ��"�D�E��E �

)0@B5 C � D�E ) 5 C � D C E

S7: , 1 � ��; JL1 C
�2 C � D C 4 '31 G 2 ��"�D�E��C ) 1 � � 2 ��"�D�E��G ) 2 ��"�D�E��E �

)0@B5 C � D C ' 5 C � D�E E
� 1�4 � 4	J(-/1 � ' O =�1

S8: , 1 � ��; JL1 E
�2 C � � D � � : E 4 '31 G

� 2 ��"�D�E��C � : C ) 2 ��"�D�E��C � �
) 1 � � 2 ��"�D�E��C � D�E ' 2 ��"�D�E��C � : E �

) � 5 C � � D � � : E ) 5 C � � D � � �
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S9: , 1 � ��; JL1 C
�2 C � � D � � 4 1 G � 2 ��"�D�E��C � : C ' 2 ��"�D�E��C � �
) 1 � � 2 ��"�D�E��C � D�E ) 2 ��"�D�E��C � : E �

) � 5 C � � D � � ' 5 C � � D � � : E �
� 3
=�=�1

S10: , 1 � ��; JL1 E
�2 � � : E 4 '31 G 2 ��"�D�E��C � : C ) 1 � � 2 ��"�D�E��C � ' 2 ��"�D�E��C � : E �

)0@B5 � � : E ) 5 � �IE

S11: , 1 � ��; JL1 C
�2 � ��4 1 G 2 ��"�D�E��C � : C ) 1 � � 2 ��"�D�E��C � ) 2 ��"�D�E��C � : E �

)0@B5 � ��' 5 � � : E E
� 1�4 � 4	J � ) O -/1 8 � =�1

S12: 2 ��"�D�E��� 4 � �2-��)�@ O ' ��E 2 ��"���
� 3
=�=�1

S13: <$1 ��� ��-�; the ;�4�4 1�4 3
1�4 � and � ;$-(+ convergence
�

enddo

EflÌ·È ˆ·ÌÂÒ¸ ¸ÙÈ ÛÙÁ ÛÂÈÒÈ·Ífi ÏÔÒˆfi ÙÔı ·Ò·‹Ì˘ ·Î„ÔÒflËÏÔı Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸

‚fiÏ· ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÂÈ ÙÔÌ ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ¸ Í‹ÔÈÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÏÂ ›Ì·Ì ·¸ ÙÔıÚ

flÌ·ÍÂÚ 1 G fi 1 � Í·È ÙÁÌ 3�5 ÂflÎıÛÁ Í‹ÔÈÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÏÂ flÌ·Í·

ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÙÔıÚ flÌ·ÍÂÚ 1 E fi 1 C . √È· ÙÁÌ ÏÂfl˘ÛÁ Ù˘Ì Ò‹ÓÂ˘Ì

ÛÙÔ ÂÎ‹˜ÈÛÙÔ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÎÁˆËÂfl ı¸¯Á Á ‰ÔÏfi Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì ·ıÙ˛Ì, ‰ÁÎ·‰fi

¸ÙÈ ÂflÌ·È flÌ·ÍÂÚ Ê˛ÌÁÚ ÏÂ Â˝ÒÔÚ 5. ≈flÛÁÚ ÔÈ flÌ·ÍÂÚ Ê˛ÌÁÚ 1 E Í·È 1 C
Ë· ·Ò·„ÔÌÙÔÔÈÁËÔ˝Ì ÏÈ· ˆÔÒ‹ ÛÙÁÌ ·Ò˜fi ÙÁÚ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú ÍÈ ›ÙÛÈ ÛÂ Í‹ËÂ

Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· Ë· ÂÍÙÂÎÂflÙ·È Ï¸ÌÔ Á ÏÒÔÚ flÛ˘ ·ÌÙÈÍ·Ù‹ÛÙ·ÛÁ. ∏ÙÛÈ ÔÈ

ÛıÌÔÎÈÍ›Ú Ò‹ÓÂÈÚ ÛÂ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· ÂflÌ·È ?0@BA �FE .
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œ ·Ò·‹Ì˘ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÙÁÚ SOR Âˆ·ÒÏ¸ÛÙÁÍÂ Í·È ÏÂÎÂÙfiËÁÍÂ Á ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÙÔı

ÛÂ ÛÂÈÒÈ·Ífi ÏÔÒˆfi ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÔÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔ Ôı ÒÔ›Íı¯Â ·¸ ÙÁÌ

‰È‹Û·ÛÁ ÙÔı collocation flÌ·Í· ÛÂ block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈ· ÏÔÒˆfi. « ıÎÔÔÈfiÛÁ ›„ÈÌÂ

ÛÙÔ fl‰ÈÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· HP C3600 Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ „È· ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ

Ù˘Ì ÛÂÈÒÈ·Í˛Ì ·Î„ÔÒflËÏ˘Ì Ù˘Ì non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì Í·È ÙÁÚ

SOR, Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì ·ÒÔıÛÈ‹ÛÙÁÍ·Ì ÛÙÔ Ù›ÎÔÚ ÙÔı ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔı

ÍÂˆ·Î·flÔı. ÷ıÛÈÍ‹ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ ÙÔ fl‰ÈÔ ·ÍÒÈ‚˛Ú Ò¸‚ÎÁÏ· „È· ÙÈÚ fl‰ÈÂÚ

·ÍÒÈ‚˛Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ. ‘· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì ÏÂÙÒfiÛÂ˘Ì ÙÁÚ Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ ÙÁÚ SOR ÛÙÔ

Red-Black collocation „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÛÙÔÌ ·Ò·Í‹Ù˘ flÌ·Í·

‘18
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»· Ò›ÂÈ Ì· ÛÁÏÂÈ˘ËÂfl ¸ÙÈ Á ÙÈÏfi ÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı � , Á ÔÔfl· ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÙÔÌ

·Ò·‹Ì˘ flÌ·Í· ·ÔÙÂÎÂfl ÏÈ· ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi ÒÔÛ›„„ÈÛÁ ÙÁÚ ‚›ÎÙÈÛÙÁÚ ÙÈÏfiÚ. ∏ÙÛÈ Ù·

·Ò·‹Ì˘ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÂflÌ·È ÂÌ‰ÂÈÍÙÈÍ‹ ÙÁÚ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹Ú ÙÁÚ SOR ÛÂ ÛÂÈÒÈ·Í¸

ÂflÂ‰Ô ÛÙÔ Red-Black collocation „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÙ·È Á

Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÁÚ ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎÂÚ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú.
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œ ‚·ÛÈÍ¸ÙÂÒÔÚ ·Ò‹„ÔÌÙ·Ú Í·Ù‹ ÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÂÌ¸Ú ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÂflÌ·È

Á ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfi ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÛÙÔ ÔÔflÔ Ë· „flÌÂÈ Á ıÎÔÔflÁÛÁ.

∏ÙÛÈ ÙÔ Âfl‰ÔÚ Í·È Ô ·ÒÈËÏ¸Ú Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì Í·Ë˛Ú Ô ÙÒ¸ÔÚ Û˝Ì‰ÂÛÁÚ ÙÔıÚ

Í·ËÔÒflÊÂÈ ÙÁ ˆÈÎÔÛÔˆfl· Û˜Â‰È·ÛÏÔ˝ ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı. ”ÙÁ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ

ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÂflÌ·È ÍÔÈÌfiÚ ÏÌfiÏÁÚ - � � .�4$; =
� ; � 1�4�5 - ÍÈ ›ÙÛÈ Ë· ›˜ÂÈ Ù· ·Ò·Í‹Ù˘ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹ :

� œ Ù˝ÔÚ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÂflÌ·È fl‰ÈÔÚ „È ¸ÎÔıÚ Í·È Í·Ë›Ì·Ú ÙÔıÚ ›˜ÂÈ

‰È·Ë›ÛÈÏÁ ¸ÎÁ ÙÁ ÏÌfiÏÁ ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÔÔÈ·‰fiÔÙÂ ÛÙÈ„Ïfi.

�  ‹ËÂ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ ›˜ÂÈ ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍfi ÈÛ˜˝.

�  ‹ËÂ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ ›˜ÂÈ ÙÔÌ fl‰ÈÔ ˜Ò¸ÌÔ Ò¸Û‚·ÛÁÚ ÛÙÁÌ ÍÔÈÌfi ÏÌfiÏÁ ÏÂ

ÙÔıÚ ı¸ÎÔÈÔıÚ. ∏ÙÛÈ ÙÔ ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÈ·Í¸ Í¸ÛÙÔÚ ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·ÔÍÎÂÈÛÙÈÍ‹

·¸ ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· Í·È Ô ˜ÒfiÛÙÁÚ ‰ÂÌ ›˜ÂÈ ÙÁÌ ‰ıÌ·Ù¸ÙÁÙ· Ì· ÙÔ

‰È·˜ÂÈÒÈÛÙÂfl.

�  ‹ËÂ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ ÏÔÒÂfl Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÂfl „È· ·Ì‹„Ì˘ÛÁ Ù· ÍÔÈÌ‹ ‰Â‰ÔÏ›Ì·

ÙÁÌ fl‰È· ˜ÒÔÌÈÍfi ÛÙÈ„Ïfi ÏÂ ÔÔÈÔÌ‰fiÔÙÂ ‹ÎÎÔ, ·ÒÍÂfl Ì· ÏÁÌ ÙÒÔÔÔÈÂfl ÍÔÈÌfi

Ë›ÛÁ ÏÌfiÏÁÚ Ù·ıÙ¸˜ÒÔÌ· ÏÂ ‹ÎÎÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi.

� ƒÂÌ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ı‹Ò˜ÔıÌ ·‰Ò·ÌÂflÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú, „È·Ùfl ›ÙÛÈ Ë· ÏÂÈ˘ËÂfl Á

·¸‰ÔÛÁ ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı. ¡ıÙ¸ ÒÔ˚ÔË›ÙÂÈ Û˘ÛÙfi Í·Ù·ÌÔÏfi

ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝ Í¸ÛÙÔıÚ.

∏˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯Á ÙÈÚ ·Ò·‹Ì˘ ÂÈÛÁÏ‹ÌÛÂÈÚ Ë· „flÌÂÈ ÏÈ· ·Ò˜ÈÍfi Û˜Â‰fl·ÛÁ ÂÌ¸Ú

·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÛÂ ›Ì· ÂÈÍÔÌÈÍ¸ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÍÔÈÌfiÚ ÏÌfiÏÁÚ ÏÂ

·ÂÒÈ¸ÒÈÛÙÔ ·ÒÈËÏ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· „flÌÂÈ ÙÒÔÔÔflÁÛÁ ÙÔı

·Î„ÔÒflËÏÔı „È· ·Ò‹ÎÎÁÎ· ÛıÛÙfiÏ·Ù· ÏÂ ÛÙ·ËÂÒ¸ ·ÒÈËÏ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì.
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H ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÛÂ ›Ì· ÂÈÍÔÌÈÍ¸ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ Û˝ÛÙÁÏ· ‰È·ˆ›ÒÂÈ

·¸ ·ıÙfi Ò·„Ï·ÙÈÍÔ˝ Ï¸ÌÔ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ÎfiËÔÚ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÙÔı „È' ·ıÙ¸

ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ›˜ÔıÏÂ ‰È·Ë›ÛÈÏÔıÚ ¸ÛÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ··ÈÙÂflÙ·È. ¡Ì ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ,

¸ÙÈ ›˜ÂÈ „flÌÂÈ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı ˜˘ÒflÔı � ÛÂ A ��4�J � ‹ÒÙÈÔ ÙÔ ÎfiËÔÚ ıÔ‰È·ÛÙfiÏ·Ù· ˘Ú

ÒÔÚ ÙÁÌ � Í·È ÙÁÌ � Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ, ‰ÁÎ·‰fi ı‹Ò˜ÔıÌ J � ) O Í‹ËÂÙÂÚ Í·È ‹ÎÎÂÚ Ù¸ÛÂÚ

ÔÒÈÊ¸ÌÙÈÂÚ „Ò·ÏÏ›Ú Î›„Ï·ÙÔÚ, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·ÂÈÍÔÌflÛÔıÏÂ ÙÔıÚ ·„Ì˛ÛÙÔıÚ Ôı

·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÂ Í‹ËÂ Í‹ËÂÙÁ „Ò·ÏÏfi Î›„Ï·ÙÔÚ ÛÂ Í·Ë›Ì· ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi. ”˝Ì‰ÂÛÁ

Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ ‰ÂÌ ··ÈÙÂflÙ·È, ÂÍÙ¸Ú ·¸ ÙÁÌ ‹ÏÂÛÁ Û˝Ì‰ÂÛfi ÙÔıÚ

ÏÂ ÙÁÌ ÍÔÈÌfi ÏÌfiÏÁ. ‘Ô ·Ò·Í‹Ù˘ Û˜fiÏ· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ÙÔıÚ
� � 6 ��4 O 6�%�%�%I6%J � ) O

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Í·È ÙÁÌ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ÛÂ ·ıÙÔ˝Ú Ù˘Ì ‰ıÔ ÙÏÁÏ‹Ù˘Ì ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı

„Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl ·¸ ÙÁÌ ‰ÂÓÈ‹ Í·È ·ÒÈÛÙÂÒfi ÎÂıÒ‹ Í‹ËÂ

Í‹ËÂÚ „Ò·ÏÏfiÚ Î›„Ï·ÙÔÚ.

�
E��� � � �
�
E

� C� ��� �
� � � �

�
C � D�E

�
C � D C

� � �

�
	������� � � � � ��

� C � : E� ��� �
� � � �

�
C � : C � C � : E

� C �� ��� �
� � � �

�
C � D C � : E � C � D C �

� � �
� C � D�E� ��� �

�
C �

–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÛÙÔıÚ
� ��� �2� �/�����

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ›˜ÔıÌ ·ÂÈÍÔÌÈÛËÂfl ÔÈ
	�� �

ÛÙfiÎÂÚ

Î›„Ï·ÙÔÚ Í·È ÛÙÔıÚ
0����� �

�
�

ÔÈ
�����3���

. ≈flÛÁÚ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ block ‰È·Ï›ÒÈÛÁ

ÏÂ„›ËÔıÚ J � ¸Î˘Ì Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ ÂÌ¸ÙÁÙ·Ú, ÛÂ Í‹ËÂ ÂÒÈÙÙ¸

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
�
C � : E 6 � 4 O 6�%�%�%F6 � ) O 6 ›˜ÂÈ ·ÂÈÍÔÌÈÛËÂfl Ô ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú Ù˘Ì 2 C � : C

Í·È 2 C � : E ÙÏÁÏ‹Ù˘Ì ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ, ÂÌ˛ ÛÂ Í‹ËÂ ‹ÒÙÈÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
�
C �$6 � 4 O 6�%�%�%I6 � 6

›˜ÔıÌ ·ÂÈÍÔÌÈÛËÂfl Ù· ÙÏfiÏ·Ù· 2 C � D C � : E Í·È 2 C � D C � . « ÂÏˆ·ÌÈÊ¸ÏÂÌÁ ·ÌÔÏÔÈÔÏÔÒˆfl·

ÛÙÔÌ Ò˛ÙÔ
�
E Í·È ÙÂÎÂıÙ·flÔ

�
C � D�E ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi ÂflÌ·È ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì

ÛıÌËÁÍ˛Ì ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒÈÍfiÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ.
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� �

� ��

�

�

� �

� C � : C

� C � : E

� C �

� ��"��C � D C � : G� ��"��C � D C � : C
� ��"��C � D C � : E� ��"��C � D C �

�
	������� � � � � ��

������ �

� � � � � � �
� ��"�D�E��C � : C � ��"�D�E��C � : E

–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ÂflÛÁÚ ¸ÙÈ „È· Ì· ıÔÎÔ„flÛÂÈ Í‹ËÂ ÂÒÈÙÙ¸Ú (
	�� �

) ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ
�
C � : E

ÙÁÌ Ì›· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ 2 ��"�D�E��C � : C Í·È 2 ��"�D�E��C � : E ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ Ù· ‚fiÏ·Ù· S2 Í·È S3 ÙÔı

·Î„ÔÒflËÏÔı SOR ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ ÂÌ¸ÙÁÙ·Ú, Ë· ˜ÒÂÈ·ÛÙÂfl Ì· ›˜ÔıÌ fi‰Á ıÔÎÔ„flÛÂÈ

ÔÈ „ÂÈÙÔÌÈÍÔfl
�����3�����

C � : C Í·È
�
C � Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· 2 ��"��C � D C � : G , 2 ��"��C � D C � : C Í·È 2 ��"��C � D C � : E , 2 ��"��C � D C �

·ÌÙflÛÙÔÈ˜· „È· ÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı ‰Â˝ÙÂÒÔı Ï›ÎÔıÚ Ù˘Ì ıÔÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì.

� �

� ��

�

�

� �

� C � : E

� C �

� C � D�E

� ��"�D�E��C � : C� ��"�D�E��C � : E
� ��"�D�E��C �� ��"�D�E��C � D�E

�
	������� � � � � ��

������ �

� � � � � � �
� ��"�D�E��C � D C � : E � ��"�D�E��C � D C �

œÏÔfl˘Ú, ÔÈ ‹ÒÙÈÔÈ
�����3���

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
�
C � „È· Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÌ Ù· Ì›· ÙÏfiÏ·Ù·

2 ��"�D�E��C � D C � : E Í·È 2 ��"�D�E��C � D C � ÙÁÚ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfiÚ Î˝ÛÁÚ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ Ù· ‚fiÏ·Ù· S8 Í·È S9

ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÙÁÚ SOR, Ë· Ò›ÂÈ Ì· ›˜ÔıÌ fi‰Á ıÔÎÔ„flÛÂÈ ÔÈ „ÂÈÙÔÌÈÍÔfl
	�� �

�
C � : E Í·È

�
C � D�E ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Ù· ÊÂ˝„Á ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì 2 ��"�D�E��C � , 2 ��"�D�E��C � : E Í·È 2 ��"�D�E��C � , 2 ��"�D�E��C � D�E

·ÌÙflÛÙÔÈ˜·.

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù· ·Ò·‹Ì˘ ÏÂ ÙÁÌ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfi ÙÁÚ ÂÈÍÔÌÈÍfiÚ ·Ò‹ÎÎÁÎÁÚ

ÏÁ˜·ÌfiÚ ÍÔÈÌfiÚ ÏÌfiÏÁÚ ÙÔ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· ÙÁÚ SOR ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎÁ ÏÔÒˆfi Ë·

ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ÏÂ ÙÔÌ ·Ò·Í‹Ù˘ ·Î„¸ÒÈËÏÔ :
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� 1�4 K�4JI 6�%�%�%I6 � .���0&- or �838-/0 � + convergence
� =�1

; ��; < ��-�; Red cycle

; ��; < ��-�; Black cycle

<$1 ��� ��-�; the ;�4�4 1�4 3
1�4 � and � ;$-(+ convergence
�

enddo

¸Ôı Red Í·È Black Cycles ÔÒflÊÔÌÙ·È Ì· ÂflÌ·È ÔÈ ·Ò·Í‹Ù˘ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ›Ú ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ:

Red Cycle
�������	��
��
���������������

� 1�4 � 4 O -/1 � ) O =�1 023 � .�4 . � � ; �
�
C � : E <$1 ��� ��-�; � 2 ��"�D�E��C � : C and 2 ��"�D�E��C � : E���������

Black Cycle
�������	��
��
���������������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
�
C ��<$1 ��� ��-�; � 2 ��"�D�E��C � D C � : E and 2 ��"�D�E��C � D C ����������

A¸ ÙÔÌ ·Ò·‹Ì˘ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ ·Î„¸ÒÈËÏÔ ÒÔÍ˝ÙÂÈ, ¸ÙÈ ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ

	$��"����� " � ÛÙÔ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· K ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı SOR ÂflÌ·È ?0@BA �%E . ¡ıÙ¸ ÈÛ˜˝ÂÈ,

„È·Ùfl ÔÈ ‚·ÛÈÍ›Ú Ò‹ÓÂÈÚ „Ò·ÏÏÈÍfiÚ ‹Î„Â‚Ò·Ú „È· ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ Í‹ËÂ ÙÏfiÏ·ÙÔÚ

ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ, ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÔıÌ ÍıÒfl˘Ú ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝Ú Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì Ê˛ÌÁÚ 1 G Í·È

1 � ‰È·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì > � JLA � Í·Ë˛Ú ÂflÛÁÚ Í·È ÏÒÔÚ flÛ˘ ·ÌÙÈÍ·Ù·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ÏÂ ÙÔıÚ

·Ò·„ÔÌÙÔÔÈÁÏ›ÌÔıÚ fi‰Á flÌ·ÍÂÚ Ê˛ÌÁÚ 1 E Í·È 1 C .
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� 2?3 K >���BC),+�? � 2 B B

O ·ÒÈËÏ¸Ú Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì
�

Í‹ËÂ ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

ÂflÌ·È ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÔÚ, Ô¸ÙÂ ÛÂ Í‹ËÂ ıÎÔÔflÁÛÁ ÛıÌfiË˘Ú Ë· ÈÛ˜˝ÂÈ A � � � � . ∏ÙÛÈ ÙÔ

ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ ˆÔÒÙflÔ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ·Ì·Í·Ù·ÌÂÏÁËÂfl ÛÂ
� � , �.4 O %�%�% � , ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú,

‰ÁÎ·‰fi ÛÙÔÌ ·Ò·‹Ì˘ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ ·Î„¸ÒÈËÏÔ Ë· Ò›ÂÈ Ì· „flÌÂÈ ÏÈ· ÔÏ·‰ÔÔflÁÛÁ

Í‹ÔÈÔı ·ÒÈËÏÔ˝ ÂÈÍÔÌÈÍ˛Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÛÂ Í·Ë›Ì· Ò·„Ï·ÙÈÍ¸
� � . ∂Ò· Ë·

ı‹Ò˜ÔıÌ ‰ıÔ ‰ıÌ·Ù›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ :

� K > N L /���B - L ;�� A � 4 � �
AıÙfi ËÂ˘ÒÂflÙ·È Á È‰·ÌÈÍfi ÂÒflÙ˘ÛÁ, „È·Ùfl ÂÈÙı„˜‹ÌÂÙ·È ÈÛÔÍ·Ù·ÌÔÏfi ÙÔı ıÔÎÔ„È-

ÛÙÈÍÔ˝ ˆÔÒÙflÔı, ÂÂÈ‰fi ‰ÂÌ Ë· ı‹ÒÓÔıÌ ·‰Ò·ÌÂflÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Í‹ÔÈÂÚ ˜ÒÔÌÈÍ›Ú

ÛÙÈ„Ï›Ú. ∏ÙÛÈ Á ÂÈÎÔ„fi ÙÁÚ ‰È·Ï›ÒÈÛÁÚ ·Ì ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÂflÌ·È ·Í›Ò·È·

ÔÎÎ·Î‹ÛÈ· ÙÔı ÎfiËÔıÚ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ.

√flÌÂÙ·È ÔÏ·‰ÔÔflÁÛÁ � ÙÔ ÎfiËÔÚ ‰È·‰Ô˜ÈÍ˛Ì ÂÈÍÔÌÈÍ˛Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÔÈ ÔÔflÔÈ

·ÌÙÈÛÙÔÈ˜flÊÔÌÙ·È ÛÂ Í·Ë›Ì· Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� �	6	@�� 4 O 6�%�%�%F6 � E , ¸˘Ú

ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÙÔ ·Ò·Í‹Ù˘ Û˜fiÏ·.

� � � � � �

�

�
� � : E�� 	 D�E �

� � : E�� 	 D C � ��	

� �
�

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÈÛÁ ÙÔı ·Ò·‹Ì˘ Û˜fiÏ·ÙÔÚ ÛÂ Í‹ËÂ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� � ›˜ÔıÌ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÈÛÙÂfl ÔÈ � ÂÈÍÔÌÈÍÔfl ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú

�
� � : E�� 	 D�E 6�%�%�%I6 � ��	 ,

ÂÍÙ¸Ú ·¸ ÙÔÌ ÙÂÎÂıÙ·flÔ
� � , ÛÙÔÌ ÔÔflÔ Ë· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÈÛÙÔ˝Ì � ) O ÂÈÍÔÌÈÍÔfl

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú, ·ˆÔ˝ ÙÔ ÂÈÍÔÌÈÍ¸ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ Û˝ÛÙÁÏ· ··ÒÙflÊÂÙ·È ·¸ A � ) O
ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú.
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ºÛÔ ·ˆÔÒ‹ ÙÁÌ Í·Ù·ÌÔÏfi Ù˘Ì ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì ÛÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ı‹Ò˜ÔıÌ ÔÈ ÂÓfiÚ

·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈÚ :

� AÌ Ô ·ÒÈËÏ¸Ú � ÂflÌ·È ‹ÒÙÈÔÚ Ù¸ÙÂ „È· ÙÔıÚ ‰ÂflÍÙÂÚ @���' O E�� ) O Í·È ��� ÈÛ˜˝ÂÈ

@���' O E�� ) O ÂflÌ·È
� ��� �2� � ���

ÂÌ˛ Ô ��� ÂflÌ·È
0����� �8�

.
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ÃÂ ÏÈ· ÈÔ ÒÔÛÂÍÙÈÍfi Ï·ÙÈ‹ ÛÙÔıÚ ·Ò·‹Ì˘ ·Î„ÔÒflËÏÔıÚ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ Í‹ËÂ

ÔÏ‹‰· ·„Ì˛ÛÙ˘Ì Á ÔÔfl· ›˜ÂÈ ·ÂÈÍÔÌÈÛËÂfl ÛÙÔÌ fl‰ÈÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi ÂÏÎ›ÍÂÙ·È

ÛÂ ÍÔÈÌÔ˝Ú ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝Ú. √È· ·Ò‹‰ÂÈ„Ï·, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔ ÙÁÚ SOR

Í·È ÛÙ· ‚fiÏ·Ù· S2 Í·È S3, „flÌÂÙ·È Á Ò‹ÓÁ 1 � 2 ��"��C � � D � � D C „È· ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ Ù˘Ì

·„Ì˛ÛÙ˘Ì 2 ��"�D�E��C � D�E Í·È 2 ��"�D�E��C � . ≈ÂÈ‰fi ÔÈ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔÈ ‹„Ì˘ÛÙÔÈ ıÔÎÔ„flÊÔÌÙ·È ÛÙÔÌ

fl‰ÈÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ·ÂÈÍ¸ÌÁÛÁ ÙÔıÚ, Á Ò‹ÓÁ ·ıÙfi Ë· „flÌÂÈ Ï¸ÌÔ

ÏÈ· ˆÔÒ‹. ≈ÈÙı„˜‹ÌÂÙ·È ÏÂ ÙÔÌ ÙÒ¸Ô ·ıÙ¸ ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì.

¡Í¸Ï· ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ ·Ò›ÏÂÈÌÂ ÛÙ·ËÂÒ¸ ÏÂ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ

A ��4 � � , ·Ì Í·È Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ A ��4 � � ) � 6 O � � � � ' O ÂflÌ·È

ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ÈÔ ÔÎ˝ÎÔÍÔÚ Í·È Á ıÎÔÔflÁÛfi ÙÔı ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ‰ıÛÍÔÎ¸ÙÂÒÁ. ∏ÙÛÈ

ÂflÌ·È ÒÔÙÈÏ¸ÙÂÒÔ, ·Ì ˆıÛÈÍ‹ ÂflÌ·È ÂˆÈÍÙfi ·¸ ÙÔ ˜ÒfiÛÙÁ Á ÂÈÎÔ„fi ÙÁÚ ‰È·Ï›ÒÈÛÁÚ

A � Ì· ÂÈÎ›„ÂÙ·È ˘Ú ·Í›Ò·ÈÔ ÔÎÎ·Î‹ÛÈÔ ÙÔı ·ÒÈËÏÔ˝ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÙÔı

·Ò‹ÎÎÁÎÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ.

O # I
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O ·Ò·‹Ì˘ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÙÁÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı SOR ıÎÔÔÈfiËÁÍÂ ÛÂ ›Ì·

·Ò‹ÎÎÁÎÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÍÔÈÌfiÚ ÏÌfiÏÁÚ ÙÔı –·ÌÂÈÛÙÁÏflÔı –·ÙÒ˛Ì Ù˝Ôı

SGI Origin 2000, ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfiÚ ccNUMA ÏÂ ÔÍÙ˛ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Ù˝Ôı R10000,

˜ÒÔÌÈÛÏ›ÌÔıÚ ÛÙ· 190 ÃHz, ÏÂ 1 Ã¬ ÏÌfiÏÁ L2 cache ›Í·ÛÙÔÚ. œÈ ÂÂÓÂÒ„ÛÙ›Ú

ÂflÌ·È ÙÔÔËÂÙÁÏ›ÌÔÈ ÛÂ Ù›ÛÛÂÒÈÚ Í¸Ï‚ÔıÚ, ÔÈ ÔÔflÔÈ ÛıÌ‰›ÔÌÙ·È ·Ì‹ ‰ıÔ ÏÂ ›Ì·

router. œÈ ‰ıÔ routers ÛıÌ‰›ÔÌÙ·È ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ ÏÂ ‰È·Û˝Ì‰ÂÛÁ craylink, Á ÔÔfl·

ÒÔÛˆ›ÒÂÈ Ï›„ÈÛÙÔ Â˝ÒÔÚ Ê˛ÌÁÚ ÙÁÚ Ù‹ÓÁÚ Ù˘Ì 1.56 GB/sec. « ÛıÌÔÎÈÍfi ÏÌfiÏÁ ÙÔı

ÛıÙfiÏ·ÙÔÚ ÂflÌ·È 768 Ã¬ Í·È ÙÔ ÎÂÈÙÔıÒ„ÈÍ¸ ÙÔı Û˝ÛÙÁÏ· ÂflÌ·È ÙÔ Unix ÙÁÚ SGI ÛÙÁÌ

›Í‰ÔÛÁ IRIX 6.5. ¡¸ ÙÔıÚ MipsPro compilers ÙÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ

·ıÙ¸Ú ÙÁÚ Fortran, ÂÂÈ‰fi Á ıÎÔÔflÁÛÁ ›„ÈÌÂ ÛÂ Fortran ÏÂ ˜ÒfiÛÁ ‰ÈÎfiÚ ·ÍÒfl‚ÂÈ·Ú

ÛÙÔıÚ ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝Ú. XÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍ·Ì ÔÈ Ï·ËÁÏ·ÙÈÍ›Ú ‚È‚ÎÈÔËfiÍÂÚ BLAS[73] Í·È

LAPACK[3], ÂÌ˛ Á ÙÂ˜ÌÈÍfi ÒÔ„Ò·ÏÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ‚·ÛflÛÙÁÍÂ ÛÂ OpenMP[25].

”·Ì Ò¸‚ÎÁÏ· ÏÔÌÙ›ÎÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ ÙÔ fl‰ÈÔ ÏÂ ÛÙÈÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ

Í·È „È· ÙÈÚ fl‰ÈÂÚ ·ÍÒÈ‚˛Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ „È· Î¸„ÔıÚ Í·ÎÎflÙÂÒÁÚ Û˝„ÍÒÈÛÁÚ Ù˘Ì

·ÔÙÂÎÂÛÏ‹Ù˘Ì. ŸÚ ÍÒÈÙfiÒÈo ÂÎ›„˜Ôı Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ËÂ˘ÒfiËÁÍÂ Ó·Ì‹ ·ıÙ¸ ÙÔı Û˜ÂÙÈÍÔ˝

Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ. T· ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÛÙÔÌ ·Ò·Í‹Ù˘ flÌ·Í·

T19, ¸Ôı ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Ô ÛıÌÔÎÈÍ¸Ú ˜Ò¸ÌÔÚ ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı SOR ÏÂÙÒÁÏ›ÌÔÚ

ÛÂ ‰ÂıÙÂÒ¸ÎÂÙ· „È· Í‹ËÂ ‰ıÌ·Ùfi ÂÈÎÔ„fi ·ÒÈËÏÔ˝ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì.
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œÈ Â¸ÏÂÌÂÚ Ù›ÛÛÂÒÈÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ ÙÈÚ „Ò·ˆÈÍ›Ú ·Ò·ÛÙ‹ÛÂÈÚ, ÔÈ ÔoflÂÚ

·ÒÔıÛÈ‹ÊÔıÌ ÙÁÌ ÏÂfl˘ÛÁ ÙÔı ˜Ò¸ÌÔı ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ ·˝ÓÁÛÁ ÙÔı ·ÒÈËÏÔ˝ Ù˘Ì

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì „È· ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ 32,64,128 Í·È 256.
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Ì· ÔÒÈÛÙÂfl Á ÙÈÏÁ ÙÔı speedup, Á ÔÔfl· ·ÔÙÂÎÂfl Ï›ÙÒÔ ·¸‰ÔÛÁÚ. ƒÁÎ·‰fi ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ

� � � � � � � � � 4
	 � �	 :
6

¸Ôı 	 � � ÂflÌ·È Ô ˜Ò¸ÌÔÚ ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ ÛÂ ›Ì· ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi ÙÁÚ SOR ‚·ÛÈÛÏ›ÌÁ ÛÙÁÌ

‰È‹Û·ÛÁ ÙÔı collocation flÌ·Í· ÛÂ red-black ÏÔÒˆfi. ÃÂ 	 : ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ

ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÛÂ A ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú. œ ·Ò·Í‹Ù˘ flÌ·Í·Ú

‘20 ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı speedup, ¸˘Ú ·ıÙ›Ú ÒÔÍ˝ÙÔıÌ „È· Í‹ËÂ ÂÒflÙ˘ÛÁ.

� ��� � � ����� � � � �
��� � ��� +�*�. � ��� +�*�. 	 ��� +�*�.  ��� +�*�. � ��� +�*�. � ��� +�*�. � ��� +�*�.��� � . � � � � . ����� � . ����� � . ����� � . ����� � . ����� � . �������� � . 	 ��� � . � �� � . ��� 	 � . � 	 � � . � � 	 � . ���� � . ����� 	 � . 	 �� � . ���� � . � 	�	 � . ����� � . � � � � . 	 � � � . 	 �������� � .  	 � � . ��� 	 � . ��� � � . 	 � 	 � . ���� � . � ��� � . � ������ � . ��� � . ����� � . ����� � . ����� � . � � � . ��� � � . �����

A¸ ÙÈÚ ·Ò·‹Ì˘ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ, ·ÎÎ‹ Í·È ·¸ ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ Ù˘Ì

„Ò·ˆÈÍ˛Ì ·Ò·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ ·¸ ÙÁÌ ÒÔÛËfiÍÁ ÙÔı ‰Â˝ÙÂÒÔı ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi

·Ò˜flÊÂÈ Ì· ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi ÏÂfl˘ÛÁ ÙÔı ˜Ò¸ÌÔı ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ ÙÁÚ SOR. ÃÂ

ÙÁÌ ÂÈÎ›ÔÌ ÒÔÛËfiÍÁ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ Ô ˜Ò¸ÌÔÚ ÛıÌÂ˜flÊÂÈ Ì·

ÏÂÈ˛ÌÂÙ·È ¸˜È ¸Ï˘Ú ÏÂ ÙÔÌ fl‰ÈÔ ÒıËÏ¸. ¡ıÙ¸ ÔˆÂflÎÂÙ·È Í·Ë·Ò‹ ÛÙÁÌ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfi

Û˝Ì‰ÂÛÁÚ ÙÔı Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ, ¸Ôı ÔÈ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ÏÂ

ÙÁÌ ÏÌfiÏÁ ÂflÌ·È ÙÔÔËÂÙÁÏ›ÌÔÈ ·Ì‹ ÊÂ˝„Á ÛÂ Í‹ËÂ Í¸Ï‚Ô Í·È ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ ÔÈ Í¸Ï‚ÔÈ

ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÔ˝Ì Ï›Û˘ router. –·ÒoÎ·ıÙ‹ ı‹Ò˜ÂÈ ÏÈ· Ù‹ÛÁ „È· ÛıÌÂ˜fi ÏÂfl˘ÛÁ, ÂÍÙ¸Ú

·¸ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÛÂ 16 ıÔ‰È·ÛÙfiÏ·Ù·, ¸Ôı ÔÈ ÛıÌÔÎÈÍ›Ú

Ò‹ÓÂÈÚ ÂflÌ·È Û˜ÂÙÈÍ‹ Îfl„ÂÚ Í·È „È'·ıÙ¸ ÏÂ ÙÁÌ ÒÔÛËfiÍÁ ·Ò·‹Ì˘ Ù˘Ì ÙÂÛÛ‹Ò˘Ì

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ·˝ÓÁÛÁ ÙÔı ˜Ò¸ÌÔı ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ.

�95/.95/. � ��2�>9:9;�
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 ·Ù‹ ÙÔÌ Û˜Â‰È·ÛÏ¸ ÂÌ¸Ú ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÂflÌ·È ‰È·Ë›ÛÈÏ·

Á ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfi ÙÁÚ ‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ ÏÌfiÏÁÚ - =�0 � -/4�0 � ��-�; = � ; � 1�4�5 [14] - ·Ò‹ÎÎÁÎÁÚ
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ÏÁ˜·ÌfiÚ, ‰ÁÎ·‰fi ÙÁÌ ÙÔÔÎÔ„fl· Û˝Ì‰ÂÛÁÚ Ù˘Ì ÂÂÓ·Ò„·ÛÙ˛Ì, Í·Ë˛Ú Í·È Ô ·ÒÈËÏ¸Ú

ÙÔıÚ. ‘· ‰ıÔ ·ıÙ‹ ÛÙÔÈ˜Âfl· ›˜ÔıÌ Í·ËÔÒÈÛÙÈÍ¸ Ò¸ÎÔ ÛÙÁÌ ‰È‹Ù·ÓÁ Í·È Í·Ù‹ÎÎÁÎÁ

Í·Ù·ÌÔÏfi Ù˘Ì ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì. ≈ÓÂÙ‹ÊÔÌÙ·Ú ÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔ SOR ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ

ÂÌ¸ÙÁÙ·Ú, ·ÎÎ‹ Í·È Î·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ı¸¯Á ¸ÙÈ Á ıÎÔÔflÁÛÁ ÙÔı Ë· Ò·„Ï·ÙÔÔÈÁËÂfl ÛÂ

›Ì· ·Ò‹ÎÎÁÎÔ Û˝ÛÙÁÏ· ‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ ÏÌfiÏÁÚ ÒÔÍ˝ÙÔıÌ Ù· ·Ò·Í‹Ù˘ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈ-

ÛÙÈÍ‹ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔÌ Ù˝Ô ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ :

� œ Ù˝ÔÚ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÂflÌ·È fl‰ÈÔÚ „È ¸ÎÔıÚ Í·È Í·Ë›Ì·Ú ÙÔıÚ ›˜ÂÈ ÙÁÌ ‰ÈÍfi

ÙÔı ÏÌfiÏÁ.

�  ‹ËÂ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ ›˜ÂÈ ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍfi ÈÛ˜˝ Í·È ÏÌfiÏÁ.

� ºÎÂÚ ÔÈ ‰ıÌ·Ù›Ú ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú Û˝Ì‰ÂÛÁÚ ·Ì‹ÏÂÛ· ÛÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ÂflÌ·È

ÂˆÈÍÙ›Ú.

� ƒÂÌ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ı‹Ò˜ÔıÌ ·‰Ò·ÌÂflÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú, „È·Ùfl ›ÙÛÈ Ë· ÏÂÈ˘ËÂfl Á

·¸‰ÔÛÁ ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı. ¡ıÙ¸ ÒÔ˚ÔË›ÙÂÈ Û˘ÛÙfi Í·Ù·ÌÔÏfi

ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝ Í·È ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÈ·ÍÔ˝ Í¸ÛÙÔıÚ.

À·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ı¸¯Á ¸Î· Ù· ·Ò·‹Ì˘ Ë· „flÌÂÈ ·Ò˜ÈÍ‹ Ô Û˜Â‰È·ÛÏ¸Ú ÙÔı

·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÛÂ ÏÈ· ÂÈÍÔÌÈÍfi ·Ò‹ÎÎÁÎÁ ÏÁ˜·Ìfi, Á ÔÔfl· Ë· Ûı„ÍÂÙÒ˛ÌÂÈ

¸Î· Ù· ·Ò·‹Ì˘ ˜·Ò·ÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹. ”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· „flÌÂÈ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ÙÔı ·Ò·„¸ÏÂÌÔı

·Î„ÔÒflËÏÔı ÛÂ ÏÈ· ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfi ÏÂ ÒÔÍ·ËÔÒÈÛÏ›ÌÔ ·ÒÈËÏ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì, ¸˘Ú

‹ÎÎ˘ÛÙÂ ÂflÌ·È ÛÙÁÌ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ÙÁÙ· Ù· ·Ò‹ÎÎÁÎ· ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ‹ ÛıÛÙfiÏ·Ù·.

� L�K +�79-�6,+�B /1;�� 29M�
9;,> N 3,:9;�� � 1 6,2 K +�7�;�6,+�79- L 2�> ?9M9M�0�M�; � ��09:�2

H ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÛÂ ›Ì· ÂÈÍÔÌÈÍ¸ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ Û˝ÛÙÁÏ· ‰È·ˆ›ÒÂÈ

·¸ ·ıÙfi Ò·„Ï·ÙÈÍÔ˝ Ï¸ÌÔ ˘Ú ÒÔÚ ÙÔ ÎfiËÔÚ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÙÔı. ∏ÙÛÈ

ËÂ˘ÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ›˜ÔıÏÂ ‰È·Ë›ÛÈÏÔıÚ ¸ÛÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ··ÈÙÂflÙ·È. ¡Ì ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ,

¸ÙÈ ›˜ÂÈ „flÌÂÈ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı ˜˘ÒflÔı � ÛÂ A �34 J � ‹ÒÙÈÔ ÙÔ ÎfiËÔÚ ıÔ‰È·ÛÙfiÏ·Ù·

O #�>



˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ � Í·È ÙÁÌ � Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ, ‰ÁÎ·‰fi ı‹Ò˜ÔıÌ J � ) O Í‹ËÂÙÂÚ Í·È ‹ÎÎÂÚ

Ù¸ÛÂÚ ÔÒÈÊ¸ÌÙÈÂÚ „Ò·ÏÏ›Ú Î›„Ï·ÙÔÚ, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·ÂÈÍÔÌflÛÔıÏÂ ÙÔıÚ ·„Ì˛ÛÙÔıÚ

Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÂ Í‹ËÂ Í‹ËÂÙÁ „Ò·ÏÏfi Î›„Ï·ÙÔÚ ÛÂ Í·Ë›Ì· ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi.

»· ˜ÒÂÈ·ÛÙÂfl ÂflÛÁÚ Á Û˝Ì‰ÂÛÁ Ù˘Ì „ÂÈÙÔÌÈÍ˛Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì, ·ˆÔ˝ Í‹ËÂ ÔÏ‹‰·

ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÂ ÏÈ· Í‹ËÂÙÁ „Ò·ÏÏfi ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ Û˜ÂÙflÊÂÙ·È ÏÂ

ÙÈÚ ÔÏ‹‰ÂÚ Ù˘Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ÛÙÈÚ „ÂÈÙÔÌÈÍ›Ú Í‹ËÂÙÂÚ „Ò·ÏÏ›Ú. ∏ÙÛÈ Á Û˝Ì‰ÂÛÁ Ù˘Ì

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì Ë· „flÌÂÈ ÏÂ ÙÁÌ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfi ÛÂ ÛÂÈÒ‹ - � 0 � ; � 023�; . ‘Ô ·Ò·Í‹Ù˘ Û˜fiÏ·

·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ÙÔıÚ
� � 6 ��4 O 6�%�%�%I6%J � ) O ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ÛÂ ÛÂÈÒ‹ Í·È ÙÁÌ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ

ÛÂ ·ıÙÔ˝Ú Ù˘Ì ‰ıÔ ÙÏÁÏ‹Ù˘Ì ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Âfl

·¸ ÙÁÌ ‰ÂÓÈ‹ Í·È ·ÒÈÛÙÂÒfi ÎÂıÒ‹ Í‹ËÂ Í‹ËÂÚ „Ò·ÏÏfiÚ Î›„Ï·ÙÔÚ.

�
E� � � � �
�
E

� C� ��� �
� � � �

�
C � D�E

�
C � D C

� � �
� C � : E� ��� �

� � � �
�
C � : C � C � : E

� C �� ��� �
� � � �

�
C � D C � : E � C � D C �

� � �
� C � D�E� ��� �

�
C �

–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÛÙÔıÚ
� ��� �2� �/�����

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ›˜ÔıÌ ·ÂÈÍÔÌÈÛËÂfl ÔÈ
	�� �

„Ò·ÏÏ›Ú

Î›„Ï·ÙÔÚ Í·È ÛÙÔıÚ
0����� �

�
�

ÔÈ
�����3���

. ≈flÛÁÚ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ block ‰È·Ï›ÒÈÛÁ

ÏÂ„›ËÔıÚ J � ¸Î˘Ì Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ ÂÌ¸ÙÁÙ·Ú, ÛÂ Í‹ËÂ ÂÒÈÙÙ¸

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
�
C � : E 6 � 4 O 6�%�%�%F6 � ) O 6 ›˜ÂÈ ·ÂÈÍÔÌÈÛËÂfl Ô ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú Ù˘Ì 2 C � : C

Í·È 2 C � : E ÙÏÁÏ‹Ù˘Ì ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ, ÂÌ˛ ÛÂ Í‹ËÂ ‹ÒÙÈÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
�
C �$6 � 4 O 6�%�%�%I6 � 6

›˜ÔıÌ ·ÂÈÍÔÌÈÛËÂfl Ù· ÙÏfiÏ·Ù· 2 C � D C � : E Í·È 2 C � D C � . « ÂÏˆ·ÌÈÊ¸ÏÂÌÁ ·ÌÔÏÔÈÔÏÔÒˆfl·

ÛÙÔÌ Ò˛ÙÔ
�
E Í·È ÙÂÎÂıÙ·flÔ

�
C � D�E ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi ÂflÌ·È ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì

ÛıÌËÁÍ˛Ì ÙÁÚ ‰È·ˆÔÒÈÍfiÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ. ¡ıÙ¸ ÏÔÒÂfl Ì· ‰ÈÔÒË˘ËÂfl ·Ì Ù·ıÙÈÛÙÔ˝Ì ÔÈ

‰ıÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ÏÂ ÛıÌ›ÂÈ· ÙÁ ‰ÁÏÈÔıÒ„fl· ‰·ÍÙıÎflÔı - ring - ÛÙÔÌ ÙÒ¸Ô Û˝Ì‰ÂÛÁÚ

Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì.

O # �



� � �� �

� C � : C � C � : E � C �� ��"��C � D C � : G� ��"��C � D C � : C
� ��"��C � D C � : E� ��"��C � D C �

������ �

� � � � � � �
� ��"�D�E��C � : C � ��"�D�E��C � : E

–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ÂflÛÁÚ ¸ÙÈ „È· Ì· ıÔÎÔ„flÛÂÈ Í‹ËÂ ÂÒÈÙÙ¸Ú (
	�� �

) ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ
�
C � : E

ÙÁÌ Ì›· ÒÔÛ›„„ÈÛÁ 2 ��"�D�E��C � : C Í·È 2 ��"�D�E��C � : E ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ Ù· ‚fiÏ·Ù· S2 Í·È S3

ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı SOR ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ ÂÌ¸ÙÁÙ·Ú, Ë· ˜ÒÂÈ·ÛÙÂfl Ì· ÂÈÍÔÈÌ˘ÌfiÛÂÈ

ÏÂ ÙÔıÚ „ÂÈÙÔÌÈÍÔ˝Ú
�����3��� �

C � : C Í·È
�
C � „È· Ì· Î‹‚ÂÈ ·¸ ·ıÙÔ˝Ú Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

2 ��"��C � D C � : G , 2 ��"��C � D C � : C Í·È 2 ��"��C � D C � : E , 2 ��"��C � D C � ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· „È· ÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı ‰Â˝ÙÂÒÔı

Ï›ÎÔıÚ Ù˘Ì ıÔÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì.

� � �� �

� C � : E � C � � C � D�E� ��"�D�E��C � : C� ��"�D�E��C � : E
� ��"�D�E��C �� ��"�D�E��C � D�E

������ �

� � � � � � �
� ��"�D�E��C � D C � : E � ��"�D�E��C � D C �

œÏÔfl˘Ú, ÔÈ ‹ÒÙÈÔÈ
�����3���

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
�
C � „È· Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÌ Ù· Ì›· ÙÏfiÏ·Ù·

2 ��"�D�E��C � D C � : E Í·È 2 ��"�D�E��C � D C � ÙÁÚ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfiÚ Î˝ÛÁÚ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ Ù· ‚fiÏ·Ù· S8 Í·È S9 ÙÔı

·Î„ÔÒflËÏÔı ÙÁÚ SOR, Ë· Ò›ÂÈ Ì· Î‹‚ÔıÌ ·¸ ÙÔıÚ „ÂÈÙÔÌÈÍÔ˝Ú
	�� � �
C � : E Í·È

�
C � D�E

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Ù· ÊÂ˝„Á ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì 2 ��"�D�E��C � , 2 ��"�D�E��C � : E Í·È 2 ��"�D�E��C � , 2 ��"�D�E��C � D�E ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·.

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù· ·Ò·‹Ì˘ ÏÂ ÙÁÌ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfi ÙÁÚ ÂÈÍÔÌÈÍfiÚ ·Ò‹ÎÎÁÎÁÚ

ÏÁ˜·ÌfiÚ ÙÔ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· ÙÁÚ SOR ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎÁ ÏÔÒˆfi Ë· ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ÏÂ

ÙÔÌ ·Ò·Í‹Ù˘ ·Î„¸ÒÈËÏÔ :

O # �



� 1�4 K�4JI 6�%�%�%I6 � .���0&- or �838-/0 � + convergence
� =�1

; ��; < ��-�; Red cycle

; ��; < ��-�; Black cycle

<$1 ��� ��-�; the ;�4�4 1�4 3
1�4 � and � ;$-(+ convergence
�

enddo

¸Ôı Red Í·È Black Cycles ÔÒflÊÔÌÙ·È Ì· ÂflÌ·È ÔÈ ·Ò·Í‹Ù˘ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ›Ú ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ:

Red Cycle

����� � ����� � ��
����� ���������

� 1�4 � 4	J -/1 � ) O =�1 023 � .�4 . � � ; �� C � : C ��������� 
� � C � : E � � 
 ��
$* � + � �
2 ��"��C � D C � : G 6�2 ��"��C � D C � : C���������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �� C � ��������� 
� � C � : E � � 
 ��
$* � + � �
2 ��"��C � D C � : E 6�2 ��"��C � D C ����������

�������	��
��
���������������

� 1�4 � 4 O -/1 � ) O =�1 023 � .�4 . � � ; �
�
C � : E <$1 ��� ��-�; � 2 ��"�D�E��C � : C and 2 ��"�D�E��C � : E���������

O # �



Black Cycle

����� � ����� � ��
����� ���������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �� C � : E ��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � �
2 ��"�D�E��C � : C 6�2 ��"�D�E��C � : E���������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �� C � D�E ��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � �
2 ��"�D�E��C � 6�2 ��"�D�E��C � D�E���������

�������	��
��
���������������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
�
C ��<$1 ��� ��-�; � 2 ��"�D�E��C � D C � : E and 2 ��"�D�E��C � D C ����������

A¸ ÙÔÌ ·Ò·‹Ì˘ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ ·Î„¸ÒÈËÏÔ ÒÔÍ˝ÙÂÈ, ¸ÙÈ ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ

	$��"����� " � ÛÙÔ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· K ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı SOR ÂflÌ·È ?0@BA �%E . ¡ıÙ¸ ÈÛ˜˝ÂÈ,

„È·Ùfl ÔÈ ‚·ÛÈÍ›Ú Ò‹ÓÂÈÚ „Ò·ÏÏÈÍfiÚ ‹Î„Â‚Ò·Ú „È· ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ Í‹ËÂ ÙÏfiÏ·ÙÔÚ

ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ, ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÔıÌ ÍıÒfl˘Ú ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝Ú Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì Ê˛ÌÁÚ 1 G Í·È

1 � ‰È·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì > � JLA � Í·Ë˛Ú ÂflÛÁÚ Í·È ÏÒÔÚ flÛ˘ ·ÌÙÈÍ·Ù·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ÏÂ ÙÔıÚ

·Ò·„ÔÌÙÔÔÈÁÏ›ÌÔıÚ fi‰Á flÌ·ÍÂÚ Ê˛ÌÁÚ 1 E Í·È 1 C .
‘Ô Í¸ÛÙÔÚ ÂÈÍÔÈÌ˘Ìfl·Ú 	���"����� " " Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍÔ˝ ‚fiÏ·ÙÔÚ ıÔÎÔ„flÊÂÙ·È ÛÙÔ

˜Ò¸ÌÔ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú ·¸ ›Ì·Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi ÛÙÔÌ „ÂÈÙÔÌÈÍ¸ ÙÔı 8 ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ( 4 Í·Ù‹

ÙÁÌ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÁÚ Red Cycle ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú Í·È 4 Í·Ù‹ ÙÁÌ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÁÚ Black Cycle )

ÏÂ„›ËÔıÚ 8 � 4 JLA � ÙÔ Í·Ë›Ì·, fi ÈÔ Û˘ÛÙ‹ Ô ˜Ò¸ÌÔÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú 4 ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ( 2

Í·Ù‹ ÙÁÌ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÁÚ Red Cycle ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú Í·È 2 Í·Ù‹ ÙÁÌ Black Cycle ) ÏÂ„›ËÔıÚ

� � 4 8 A � ÙÔ Í·Ë›Ì·.

≈flÛÁÚ ÛÂ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È ›Ì·Ú ˜Ò¸ÌÔÚ 	 ��"��: � � " „È· ÙÔÌ

ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ ÙÁÚ Ì¸ÒÏ·Ú ÙÁÚ ·Ò·„¸ÏÂÌÁÚ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfiÚ Î˝ÛÁÚ Í·È ÙoÌ ›ÎÂ„˜Ô

O # �



Û˝„ÍÎÈÛÁÚ. œ ˜Ò¸ÌÔÚ ·ıÙ¸Ú ÂÓ·ÒÙ‹Ù·È ·¸ ÙÔ ÍÒÈÙfiÒÈÔ ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝ Í·È ÙÔÌ Ù˝Ô

ÙÁÚ Ì¸ÒÏ·Ú. ”Â Â¸ÏÂÌÁ ÂÌ¸ÙÁÙ·, ÛÙÁÌ ÔÔfl· ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È Á ıÎÔÔflÁÛÁ ÙÔı

·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ›˜ÂÈ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl ˘Ú ÍÒÈÙÁÒflÔ ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ·ıÙ¸ ÙÔı

Û˜ÂÙÈÍÔ˝ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ Í·È Ë· ·Ì·ÎıËÂfl ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔ ÙÔ ÙÏfiÏ· Ôı ·ˆÔÒ‹ ÙÔÌ ›ÎÂ„˜Ô

Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı.

� L�K +�79-�6,+�B /1;�� 29M�
9;,> N 3,:9;�� � 1 6,2 L 2�> ?9M9M�0�M�; � ��09:�2

� 2?3 K >���BC),+�? � 2 B B

”ÙÁÌ ÂÌ¸ÙÁÙ· ·ıÙfi Ë· „flÌÂÈ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı SOR ·Î„ÔÒflËÏÔı ÛÂ ›Ì·

ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ¸ÏÔÈÔ ÏÂ ÙÔ ÂÈÍÔÌÈÍ¸ ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ ÂÌ¸ÙÁÙ·Ú, ·ÎÎ‹ Ë·

‰È·Ë›ÙÂÈ ›Ì· ÒÔÍ·ËÔÒÈÛÏ›ÌÔ ÛÙ·ËÂÒ¸ ·ÒÈËÏ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì. ¡ıÙ¸ ‹ÎÎ˘ÛÙÂ ÈÛ˜˝ÂÈ

Í·È ÛÙÁÌ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ÙÁÙ·, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ··ÒÙflÊÂÙ·È

·¸
�

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
� ��6<@��.4 O 6�%�%�%I6 � E , ÔÈ ÔÔflÔÈ ÂflÌ·È ÛıÌ‰ÂÏ›ÌÔÈ ÛÂ ÛÂÈÒ‹. ∏ÙÛÈ

ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ ˆÔÒÙflÔ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ·Ì·Í·ÙÂÌÂÏÁËÂfl ÛÂ ·ıÙÔ˝Ú, ÏÂ ‹ÎÎ· Î¸„È· Ë·

„flÌÂÈ Í‹ÔÈ· ÔÏ·‰ÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì ÂÈÍÔÌÈÍ˛Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì Í·È Ë· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÈÛÙÂfl Í‹ËÂ

ÔÏ‹‰· ÙÔıÚ ÛÂ ›Ì· Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi. OÈ ‰ıÌ·Ù›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÂflÌ·È ‰˝Ô Í·È

·Ì·Î˝ÔÌÙ·È ·Ò·Í‹Ù˘.

� K > N L /���B - L ;�� A � 4 � �

« ÂÒflÙ˘ÛÁ ·ıÙfi ËÂ˘ÒÂflÙ·È È‰·ÌÈÍfi, „È·Ùfl ÂÈÙı„˜‹ÌÂÙ·È ÈÛÔÍ·Ù·ÌÔÏfi ÙÔı ıÔÎÔ„È-

ÛÙÈÍÔ˝ ˆÔÒÙflÔı. ∏ÙÛÈ Á ÂÈÎÔ„fi ÙÁÚ ‰È·Ï›ÒÈÛÁÚ ·Ì ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ë· Ò›ÂÈ Ì·

ÂflÌ·È ·Í›Ò·È· ÔÎÎ·Î‹ÛÈ· ÙÔı ÎfiËÔıÚ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝

ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ. √flÌÂÙ·È ÔÏ·‰ÔÔflÁÛÁ � ÙÔ ÎfiËÔÚ ‰È·‰Ô˜ÈÍ˛Ì ÂÈÍÔÌÈÍ˛Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì

ÔÈ ÔÔflÔÈ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜flÊÔÌÙ·È ÛÂ Í·Ë›Ì· Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� �<6�@��.4 O 6�%�%�%I6 � E ,

¸˘Ú ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÙÔ ·Ò·Í‹Ù˘ Û˜fiÏ·.
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� � � � � �

�

�
� � : E�� 	 D�E �

� � : E�� 	 D C � ��	

� �
�

H ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ·ıÙfi ÂflÌ·È � 1*M�/1+��40 , „È·Ùfl „È· Í‹ËÂ ‹ÎÎÁ ‰ıÌ·Ùfi ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÈÛÁ

·ıÓ‹ÌÂÙ·È ÙÔ Í¸ÛÙÔÚ ÂÈÍÔÈÌ˘Ìfl·Ú. »· ÏÔÒÔ˝ÛÂ ‰ÁÎ·‰fi Ì· „flÌÂÈ ·ÂıËÂfl·Ú

·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÛÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú, ÏÂ ÈË·Ì¸ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸

Ù˘Ì ‰ıÔ ÙÏÁÏ‹Ù˘Ì ÙÁÚ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfiÚ Î˝ÛÁÚ, Ù· ÔÔfl· ·ÌfiÍÔıÌ ÛÙÁÌ fl‰È· Í‹ËÂÙÁ

„Ò·ÏÏfi ÎÂ„Ï·ÙÔÚ Í·È ›˜ÔıÌ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÈÛÙÂfl ÛÂ ›Ì· ÂÈÍÔÌÈÍ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi, ·¸

‰È·ˆÔÒÂÙÈÍÔ˝Ú Ò·„Ï·ÙÈÍÔ˝Ú. ‘Ô Í¸ÛÙÔÚ ÂÈÍÔÈÌ˘Ìfl·Ú ÛÂ ÏÈ· Ù›ÙÔÈ· ÂÒflÙ˘ÛÁ

Ë· ÂflÌ·È ÔÎÎ·Î‹ÛÈÔ, „È·Ùfl ··ÈÙÂflÙ·È Á ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒ˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì

·¸ Í‹ËÂ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi. ∂Ò· Á ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÈÛÁ ÙÔı ·Ò·‹Ì˘ Û˜fiÏ·ÙÔÚ ÂflÌ·È

Á ‚›ÎÙÈÛÙÁ Í·È ÛÂ Í‹ËÂ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� � ›˜ÔıÌ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÈÛÙÂfl ÔÈ �

ÂÈÍÔÌÈÍÔfl ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
�
� � : E�� 	 D�E 6�%�%�%F6 � ��	 , ÂÍÙ¸Ú ·¸ ÙÔÌ ÙÂÎÂıÙ·flÔ

� � , ÛÙÔÌ ÔÔflÔ

Ë· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÈÛÙÔ˝Ì � ) O ÂÈÍÔÌÈÍÔfl ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú, ·ˆÔ˝ ÙÔ ÂÈÍÔÌÈÍ¸ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ

Û˝ÛÙÁÏ· ··ÒÙflÊÂÙ·È ·¸ A�� ) O ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú.

ºÛÔ ·ˆÔÒ‹ ÙÁÌ Í·Ù·ÌÔÏfi Ù˘Ì ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì ÛÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ı‹Ò˜ÔıÌ ÔÈ ÂÓfiÚ

·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈÚ :

� AÌ Ô ·ÒÈËÏ¸Ú � ÂflÌ·È ‹ÒÙÈÔÚ Ù¸ÙÂ „È· ÙÔıÚ ‰ÂflÍÙÂÚ @���' O E�� ) O Í·È ��� ÈÛ˜˝ÂÈ

@���' O E�� ) O ÂflÌ·È
� ��� �2� � ���

ÂÌ˛ Ô ��� ÂflÌ·È
0����� �8�

.

∏ÙÛÈ ÔÈ ÂÈÍÔÌÈÍÔfl ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
�
� � : E�� 	 D�E Í·È

� ��	 Ë· ÂflÌ·È ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·
	�� �

� � ��� �2� �/��� �
Í·È

�����3��� � 0����� ��� �
ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ·Ò·Í‹Ù˘ Û˜fiÏ·
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� � � � � � �

�

� 
�� ��� )�*�� � 
�� ��� )�*��

� �
�

∂Ò· ÛÙÔÌ Ùı˜·flÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� � ›˜ÔıÌ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÈÛÙÂfl ��4$; = ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

2 � 6 � 4 @���' O E��H6�%�%�%I6/����' O
Í·È ��� � .�<�� ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

2 C � D � 6
� 4 @���' O E��+) O 6�%�%�%I6/��� %

� AÌ Ô ·ÒÈËÏ¸Ú � ÂflÌ·È ÂÒÈÙÙ¸Ú Ù¸ÙÂ „È· ÙÔıÚ ‰ÂflÍÙÂÚ @���' O E��+) O Í·È ��� ÈÛ˜˝ÂÈ

@���' O E�� ) O Í·È ��� ÂflÌ·È
� ��� �2� �"0��

¸Ù·Ì ÙÔ � ÂflÌ·È
� ��� �2� � �

ÂÌ˛ Ù·

@���' O E�� ) O Í·È ��� ÂflÌ·È
0�����/���

¸Ù·Ì ÙÔ � ÂflÌ·È
0����� �

.

∏ÙÛÈ ÔÈ ÂÈÍÔÌÈÍÔfl ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
�
� � : E�� 	 D�E Í·È

� ��	 Ë· ÂflÌ·È Í·È ÔÈ ‰˝Ô
	�� �

� � ��� �2� �/��� �
¸Ù·Ì ÙÔ � ÂflÌ·È

� ��� �2� � �
, ÂÌ˛ Ë· ÂflÌ·È Í·È ÔÈ ‰˝Ô

�����3��� � 0����� ��� �
¸Ù·Ì

ÙÔ � ÂflÌ·È
0����� �8�

. ¡ıÙ¸ ·ÂÈÍÔÌflÊÂÙ·È Û˜ÁÏ·ÙÈÍ‹ ·Ò·Í‹Ù˘.

� � � � � � � �

�

� 
�� ��� )�*�� � 
�� ��� )�*�� � 
��

� � � � #���� �%���������	�
����

�
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� � � � � � � �

�

��� )�*�� � 
�� ��� )�*�� � 
�� ��� )�*��

� � � � #���� �%������������

�

∂Ò·, ¸Ù·Ì ÙÔ � ÂflÌ·È
� ��� �2� � �

, ÛÙÔÌ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� � ·ÌÙÈÛÙÈ˜ÔflÊoÌÙ·È Ù· � ) O

4$; = ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

2 � 6 � 4 @���' O E��H6�%�%�%F6/���
Í·È Ù· ��' O � � .�<�� ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

2 C � D � 6
� 4 @���' O E�� ) O 6�%�%�%I6/����' O 6

ÂÌ˛, ¸Ù·Ì ÙÔ � ÂflÌ·È
0����� �

, ÛÙÔÌ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� � ·ÌÙÈÛÙÈ˜ÔflÊoÌÙ·È Ù· ��' O 4$; =

‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

2 � 6 � 4 @���' O E��+) O 6�%�%�%I6/����' O
Í·È Ù· �+) O � � .�<�� ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

2 C � D � 6
� 4 @���' O E��H6�%�%�%I6/��� %

”Â ·ıÙ¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÙÔÌflÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ Ò˛ÙÔ red ‰È‹ÌıÛÏ· 2 � Ë·

›˜ÂÈ ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl ·¸ ÙÔÌ Ò˛ÙÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
�

E , ÂÌ˛ ÙÔ ÙÂÎÂıÙ·flÔ 2 � � ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·

·¸ ÙÔÌ
� � . À·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ı¸¯Á ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ·Ì‹ÎıÛÁ, Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÈÚ ‰ıÔ

·Ò·Í‹Ù˘ ·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈÚ.

� ¸Ù·Ì Ô ‰ÂflÍÙÁÚ � ÂflÌ·È
0����� �8�

Á ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Ù˘Ì � ÂÈÍÔÌÈÍ˛Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì

Ë· „flÌÂÙ·È ÏÂ ÙÁÌ ‰È‹Ù·ÓÁ
 �  � �����  � , ¸Ôı


ÛıÏ‚ÔÎflÊÂÈ "Red" Í·È

·ÌÙflÛÙÔÈ˜· ÙÔ � "Black" ÂÈÍÔÌÈÍ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi. ∏ÙÛÈ Í·Ù‹ ÙÁÌ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÁÚ

Red Cycle ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú Ô ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ
�

�� @
�� 4 O 6�%�%�%I6 � ' O E , Ë· Ò›ÂÈ Ì·

O 8�#



��� � � ���
ÛÙÔÌ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi

�

�� D�E Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Ôı Û˜ÂÙflÊÔÌÙ·È ÏÂ ÙÔÌ ÙÂÎÂıÙ·flÔ

ÙÔı black ÂÈÍÔÌÈÍ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� ��	 , ÂÌ˛ Í·Ù‹ ÙÁÌ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÁÚ Black Cycle

‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú Ô ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ
�

�� D�E Ë· Ò›ÂÈ Ì·
��� � �����

ÛÙÔÌ
�

�� Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

Ôı Û˜ÂÙflÊÔÌÙ·È ÏÂ ÙÔÌ Ò˛ÙÔ ÙÔı red ÂÈÍÔÌÈÍ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� ��	 D�E

� ¸Ù·Ì Ô ‰ÂflÍÙÁÚ � ÂflÌ·È
� ��� �2� � ���

Á ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Ë· ·ÍÔÎÔıËÂfl ÙÁ ‰È‹Ù·ÓÁ
 �  � �����  � 

, ¸Ù·Ì Ô ‰ÂflÍÙÁÚ � ÂflÌ·È
� ��� �2� � ���

Í·È �  �  ����� �  � ,

¸Ù·Ì ÂflÌ·È
0����� �8�

. ∏ÙÛÈ Í·Ù‹ ÙÁ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÁÚ Red (·ÌÙflÛÙÔÈ˜· Black) Cy-

cle ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú Ô ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ
� �.@�� 4 ������	 � � E @ ���
��% �(4���� ��	 ��� � � E Ë· Ò›ÂÈ

Ì·
��� � � ���

ÛÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
� � : E Í·È

� � D�E ·ÌÙflÛÙÔÈ˜· Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Ôı

Û˜ÂÙflÊÔÌÙ·È ÏÂ ÙÔ Ò˛ÙÔ Í·È ÙÂÎÂıÙ·flÔ black (·ÌÙ. red) ÂÈÍÔÌÈÍÔ˝Ú ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
�
� � : E�� 	 D�E Í·È

� ��	
”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ·Ì‹ÎıÛÁ Ô ·Ò‹ÎÎÁÎÔÚ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÙÁÚ SOR „È·

·Ò‹ÎÎÁÎ· ÛıÛÙfiÏ·Ù· ÛÙ·ËÂÒfiÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ‰ÂÌ ·ÎÎ‹ÊÂÈ ÙÁ „ÂÌÈÍfi ÙÔı ÏÔÒˆfi,

·ÎÎ‹ ı‹Ò˜ÂÈ Í‹ÔÈ· ‰È·ˆÔÒÔÔflÁÛÁ ÛÙÈÚ ÂÈÏ›ÒÔıÚ ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ ¸˘Ú ·ıÙ›Ú

ÂÒÈ„Ò‹ˆÔÌÙ·È ÛÙÔÌ ·Ò·Í‹Ù˘ ·Î„¸ÒÈËÏÔ :

O 8�8



Red Cycle „È· ‹ÒÙÈÔ �
����� � ����� � ��
����� ���������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � : E

��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � �
2 ��"��C � D�� C � : E�� 	 : E 6�2 ��"��C � D�� C � : E�� 	���������

� 1�4 � 4 O -/1 �� =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � ��������� 
� � C � D�E � � 
 ��
$* � + � �
2 ��"��C � D C � 	 : E 6�2 ��"��C � D C � 	���������

�������	��
��
���������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
� 1�4 � 4�@���' O E�� -/1 ����' O =�1

� � <$1 ��� ��-�; � 2 ��"�D�E���
���������

���������

Black Cycle „È· ‹ÒÙÈÔ k

����� � ����� � ��
����� ���������

� 1�4 � 4 O -/1 �� =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � D�E ��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � �
2 ��"�D�E��C � 	 6�2 ��"�D�E��C � 	 D�E���������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � ��������� 
� � C � : E �

� 
 ��
$* � + � �
2 ��"�D�E��� C � : E�� 	 6�2 ��"�D�E��� C � : E�� 	 D�E���������

�������	��
��
���������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
� 1�4 � 4�@���' O E��+) O -/1 ��� =�1

� � <$1 ��� ��-�; � 2 ��"�D�E��C � D ����������
���������

O 83>



Red Cycle „È· ÂÒÈÙÙ¸ �
����� � ����� � ��
����� ���������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � ��������� 
� � C � : E �

� 
 ��
$* � + � �
2 ��"��C � D�� C � : E�� 	 6�2 ��"��C � D�� C � : E�� 	 D�E���������

� 1�4 � 4 O -/1 �� =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � ��������� 
� � C � D�E � � 
 ��
$* � + � �
2 ��"��C � D C � 	 : E 6�2 ��"��C � D C � 	���������

�������	��
��
���������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
0 � � 1�=�= - � ;�3

� 1�4 � 4�@���' O E�� -/1 ��� =�1
� � <$1 ��� ��-�; � 2 ��"�D�E���

���������
��� ���

� 1�4 � 4�@���' O E��+) O -/1 ����' O =�1
� � <$1 ��� ��-�; � 2 ��"�D�E���

���������
������� �

���������

Black Cycle „È· ÂÒÈÙÙ¸ k

����� � ����� � ��
����� ���������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � : E

��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � �
2 ��"�D�E��� C � : E�� 	 : E 6�2 ��"�D�E��� C � : E�� 	���������

� 1�4 � 4 O -/1 �� =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � D�E ��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � �
2 ��"�D�E��C � 	 6�2 ��"�D�E��C � 	 D�E���������
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�������	��
��
���������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
0 � � 1�=�= - � ;�3

� 1�4 � 4�@���' O E��+) O -/1 ����' O =�1
� � <$1 ��� ��-�; � 2 ��"�D�E��C � D ����������

��� ���
� 1�4 � 4�@���' O E�� -/1 ��� =�1

� � <$1 ��� ��-�; � 2 ��"�D�E��C � D ����������
������� �

���������

¸Ôı ÔÈ ·Ò·‹Ì˘ ·Í›Ò·ÈÔÈ � Í·È
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Black Cycle
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¡¸ ÙÁÌ ÏÔÒˆfi Ù˘Ì ·Ò·‹Ì˘ ·Î„ÔÒflËÏ˘Ì ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸, ·ÎÎ‹

Í·È ÙÔ ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÈ·Í¸ Í¸ÛÙÔÚ, ·Ò›ÏÂÈÌÂ ÛÙ·ËÂÒ¸ ÏÂ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ A �$4 � � , ·Ì Í·È

Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ A��34 � � ) � 6 O � � � � ' O ÂflÌ·È ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ÈÔ

ÔÎ˝ÎÔÍÔÚ Í·È Á ıÎÔÔflÁÛfi ÙÔı ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ‰ıÛÍÔÎ¸ÙÂÒÁ. ∏ÙÛÈ ÂflÌ·È ÒÔÙÈÏ¸ÙÂÒÔ

Á ÂÈÎÔ„fi ÙÁÚ ‰È·Ï›ÒÈÛÁÚ A�� Ì· ÂÈÎ›„ÂÙ·È ˘Ú ·Í›Ò·ÈÔ ÔÎÎ·Î‹ÛÈÔ ÙÔı ·ÒÈËÏÔ˝

Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ.

≈flÛÁÚ, ¸˘Ú Í·È ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfiÚ ÍÔÈÌfiÚ ÏÌfiÏÁÚ, Ô ÙÒ¸ÔÚ

·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁÚ Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÛÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ÛıÌÙÂÎÂfl ÛÙÁÌ ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì

ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì.
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∏„ÈÌÂ ıÎÔÔflÁÛÁ ÙÔı ·Ò·ÎÎfiÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÙÁÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı SOR

Û'›Ì· ·Ò‹ÎÎÁÎÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ ÏÌfiÏÁÚ Ù˝Ôı Parsytec Cog-

nitive Computer. ‘Ô Û˝ÛÙÁÏ· ·ıÙ¸ ·ÌfiÍÂÈ ÛÙÁÌ Í·ÙÁ„ÔÒfl· Ù˘Ì MIMD ·Ò‹ÎÎÁÎ˘Ì

ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì Í·È ‰È·Ë›ÙÂÈ „ÂÌÈÍ‹
�

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ÙÔı Ù˝Ôı PowerPC-604 Ûı„˜ÒÔÌÈÛÏ›ÌÔıÚ

ÛÙ· 133 ÃHz, ÔÈ ÔÔflÔÈ ›˜ÔıÌ ÛıÌ‰ÂËÂfl ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ ÏÂ ›Ì·
�

way cross-bar HS-Link

Router, ÏÂ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ì· ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ùfi Á ıÎÔÔflÁÛÁ ÔÔÈ·Û‰fiÔÙÂ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfiÚ.

TÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔ ÏÁ˜‹ÌÁÏ· ‰È›ËÂÙÂ Ï¸ÌÔ ‰ıÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ÏÂ ÏÌfiÏÁ 64 Ã¬ Í·È

512  ¬ L2 cache o Í·Ë›Ì·Ú ÙÔıÚ. ‘Ô ÎÂÈÙÔıÒ„ÈÍ¸ ÙÔı Û˝ÛÙÁÏ· fiÙ·Ì Unix AIX „È·

Í‹ËÂ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi Í·È ‹Ì˘ ÛÂ ·ıÙ¸ ıfiÒ˜Â ÂÍÙ›ÎÂÛÁ ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ÎÂÈÙÔıÒ„ÈÍÔ˝

PARIX. « ıÎÔÔflÁÛÁ ›„ÈÌÂ ÏÂ ÏÈ· ÂÈ‰ÈÍfi ›Í‰ÔÛÁ ÙÁÚ Fortran „È· ÙÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔ

·Ò‹ÎÎÁÎÔ Û˝ÛÙÁÏ·, ÂÌ˛ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍ·Ì ÔÈ Ï·ËÁÏ·ÙÈÍ›Ú ‚È‚ÎÈÔËfiÍÂÚ BLAS[73]

Í·È LAPACK[3].

”·Ì Ò¸‚ÎÁÏ· ÏÔÌÙ›ÎÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ ÙÔ fl‰ÈÔ, ¸˘Ú Í·È ÛÙÈÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ

ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ Í·È „È· ÙÈÚ fl‰ÈÂÚ ·ÍÒÈ‚˛Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÏÂ ÍÒÈÙfiÒÈÔ ÙÂÒÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ‹ÎÈ ·ıÙ¸

ÙÔı Û˜ÂÙÈÍÔ˝ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ.

»· Ò›ÂÈ Ì· ÛÁÏÂÈ˘ËÂfl, ¸ÙÈ Á ·Ò‹ÎÎÁÎÁ ıÎÔÔflÁÛÁ ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ›„ÈÌÂ Ï›Û˘

ÙÔı ÒÔ„Ò·ÏÏ·ÙÈÛÙÈÍÔ˝ ÏÔÌÙ›ÎÔı SPMD (Single Program Multiple Data), ‰ÁÎ·‰fi

ıfiÒ˜Â ›Ì·Ú Í˛‰ÈÍ·Ú ÒÔ„Ò‹ÏÏ·ÙÔÚ, ÙÔı ÔÔflÔı ÙÔ Í·Ù‹ÎÎÁÎÔ ÙÏfiÏ· Ôı ·ˆÔÒ‹

Ù· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì· ‰Â‰ÔÏ›Ì· ÂÍÙÂÎ›ÛÙÁÍÂ ÛÙÔÌ ·Ì‹ÎÔ„Ô ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi. œÈ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ

Ôı ıÎÔÔÈfiËÁÍ·Ì ÂflÌ·È „È· A���4 � � 6�� 4�������	 � � , ·ˆÔ˝ Á ‰È·Ï›ÒÈÛÁ A�� ÂÈÎ›˜ËÁÍÂ

Í‹ËÂ ˆÔÒ‹ ˘Ú ‰˝Ì·ÏÁ ÙÔı 2.

« ÛÂÈÒÈ·Ífi ÏÔÒˆfi ÙÔı red-black ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ıÎÔÔÈfiËÁÍÂ ÛÙÔÌ ›Ì·

·¸ ÙÔıÚ ‰ıÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú. T· ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÛÙÔÌ

·Ò·Í‹Ù˘ flÌ·Í· T21. –·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÙ·È Ô ÛıÌÔÎÈÍ¸Ú ˜Ò¸ÌÔÚ ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ Í‹ËÂ

Â·Ì·ÎÁÙÈÍÔ˝ ‚fiÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı SOR ÏÂÙÒÁÏ›ÌÔÚ ÛÂ ‰ÂıÙÂÒ¸ÎÂÙ·. ŒÂ˜˘ÒÈÛÙ‹

O > �



·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÔÈ ˜Ò¸ÌÔÈ ÙÁÚ Red Í·È Black ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú Í·Ë˛Ú Í·È ÙÔı ÍÒÈÙÁÒflÔı

Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ‹ÌÙ· „È· ÙÈÚ ·Ì‹ÎÔ„ÂÚ ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ.
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« ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂÌÁ ÏÈÍÒfi ‰È·ˆÔÒ‹ ÛÙÔ ˜Ò¸ÌÔ ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ ·Ì‹ÏÂÛ· ÛÙÈÚ Red Í·È Black

‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ ÔˆÂflÎÂÙ·È ÛÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝ ÙÔı Ò˛ÙÔı Í·È ÙÔı ÙÂÎÂıÙ·flÔı

red ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ, Ù· ÔÔfl· ›˜ÔıÌ ÏÂÈ˘Ï›ÌÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ. ”ÙÔÌ ·Ò·Í‹Ù˘

flÌ·Í· ‘22 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì ÏÂÙÒfiÛÂ˘Ì ÙÔı ˜Ò¸ÌÔı ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ

ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÙÁÚ SOR ÛÙÔıÚ ‰ıÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú. œ ˜Ò¸ÌÔÚ ÏÂÙÒfiËÁÍÂ

ÛÂ ‰ÂıÙÂÒ¸ÎÂÙ· Í·È ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÓÂ˜˘ÒÈÛÙ‹ ÔÈ ˜Ò¸ÌÔÈ Ù˘Ì ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì Ù˘Ì red Í·È

black ˆ‹ÛÂ˘Ì, Í·Ë˛Ú Í·È ÙÁÚ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ Ì¸ÒÏ·Ú ÙÔı ÍÒÈÙÁÒflÔı

Û˝„ÍÎÈÛÁÚ. ≈flÛÁÚ ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Í·È ÔÈ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÔÈ ˜Ò¸ÌÔÈ Ôı ·ˆÔÒÔ˝Ì ÙÁÌ

ÂÈÍÔÈÌ˘Ìfl· ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÛÂ Í‹ËÂ ÂÈÏ›ÒÔıÚ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·.

T22 Red Cycle Black Cycle  ��� � norm Total

A � Comp. Comm. Comp. Comm. Comp. Comm.
8 2.80e-3 4.13e-3 2.60e-3 3.92e-3 5.00e-5 3.27e-3 1.68e-2
� 2.06e-2 8.45e-3 2.01e-2 7.35e-3 7.00e-4 7.48e-3 6.47e-2O �

1.07e-1 1.51e-2 1.07e-1 1.20e-2 1.83e-2 1.31e-2 2.73e-1
#LJ 5.55e-1 2.57e-2 5.52e-1 2.39e-2 7.21e-2 1.48e-2 1.24e0� 8 4.22e0 6.62e-2 4.22e0 5.63e-2 6.69e-1 3.59e-2 9.27e0

–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ „È· ÙÔ ÍÒÈÙfiÒÈÔ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ Ô ˜Ò¸ÌÔÚ ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝ ÙÁÚ Ì¸ÒÏ·Ú ›˜ÂÈ

ÏÂ„‹ÎÔ ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÈ·Í¸ Í¸ÛÙÔÚ ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ ÙÔı Í·È Ûı„ÍÒÈÌ¸ÏÂÌÔ ÏÂ

ÙÈÚ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ Ù˘Ì red Í·È black ‰È·‰ÈÍ·ÛÈ˛Ì, ·Ì Í·È ÔÈ ‰ıÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú

·ÔÙÂÎÔ˝Ì ÙÁÌ È‰·ÌÈÍfi ÂÒflÙ˘ÛÁ ·¸ ÙÁÌ ÎÂıÒ‹ ÙÔı ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÈ·ÍÔ˝ Í¸ÛÙÔıÚ.

¡ıÙ¸ ÏÔÒÂfl Ì· ÂÓÁ„ÁËÂfl ÏÂ ÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú ¸ÙÈ Í‹ÔÈÔÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ Ë· ˜ÒÂÈ·ÛÙÂfl Ì·

Ûı„ÍÂÌÙÒ˛ÛÂÈ ÙÈÚ ÂÈÏ›ÒÔıÚ ÙÈÏ›Ú ÙÁÚ Ì¸ÒÏ·Ú ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ, ˛ÛÙÂ Ì· ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl Á
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ÙÈÏfi Ôı ·ˆÔÒ‹ ÛıÌÔÎÈÍ‹ ÙÁ Î˝ÛÁ 2 ��"�D�E�� . œ ˜Ò¸ÌÔÚ Ôı ··ÈÙÂflÙ·È „È· Í‹ÙÈ Ù›ÙÔÈÔ

ÂflÌ·È ?0@ � E ÛÙÁ ÛıÌÁËÈÛÏ›ÌÁ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfi Û˝Ì‰ÂÛÁÚ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÛÂ ÛÂÈÒ‹,

ÂÌ˛ „È· ÙÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· CC, ÙÔ ÔÔflÔ ‰È·Ë›ÙÂÈ cross-bar

router, ÏÔÒÂfl Ì· ÏÂÈ˘ËÂfl ÛÂ ?0@ � � � C
� E „È· � ÎfiËÔÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì. ¡ıÙ¸ ÔˆÂflÎÂÙ·È

ÛÙÔ „Â„ÔÌ¸Ú, ¸ÙÈ ÏÔÒÂfl Ì· ÂÈÍÔÈÌ˘ÌfiÛÂÈ Í‹ËÂ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ ‹ÏÂÛ· ÏÂ ÔÔÈÔ‰fiÔÙÂ

‹ÎÎÔÌ, Ô¸ÙÂ Á ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÏÔÒÂfl Ì· „flÌÂÈ ¸ÏÔÈ· ÏÂ ·ıÙfi ‰ı·‰ÈÍÔ˝

‰›ÌÙÒÔı. ∏ÙÛÈ, Á ˜ÒfiÛÁ ÛÙÁ ·Ò‹ÎÎÁÎÁ ÏÔÒˆfi ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÙÔı ÍÒÈÙÁÒflÔı ÙÔı

Û˜ÂÙÈÍÔ˝ Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ÂÓÂÎflÛÛÂÙ·È ÛÂ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ¸ ·Ò‹„ÔÌÙ· Í·ËıÛÙ›ÒÁÛÁÚ, È‰È·flÙÂÒ·

„È· ÏÂ„‹ÎÔ ÎfiËÔÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì. ‘Ô Ò¸‚ÎÁÏ· ·ıÙ¸ ÏÔÒÂfl Ì· ·ÌÙÈÏÂÙ˘ÈÛÙÂfl ÏÂ

ÙÁÌ È‰›· ÙÁÚ
�/��� �����
�

Û˝„ÍÎÈÛÁÚ. ƒÁÎ·‰fi ÏÂ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı ÍÒÈÙÁÒflÔı Û˝„ÍÎÈÛÁÚ

ÛÂ Í‹ËÂ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi Í·È ÛÙÔ ÙÏfiÏ· ÙÁÚ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfiÚ Î˝ÛÁÚ Ôı ÙÔ fl‰ÈÔ ·Ò‹„ÂÈ.

‘· ·Ò·‹Ì˘ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ˘ÛÙ¸ÛÔ ÂflÌ·È ÂÌ‰ÂÈÍÙÈÍ‹ ÙÁÚ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹Ú ÙÔı

·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ ÂÌ¸ÙÁÙ·Ú, „È·Ùfl ‰ÂÌ ıfiÒ˜·Ì ·ÒÍÂÙÔfl

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ‰È·Ë›ÛÈÏÔÈ, ˛ÛÙÂ Ì· ˆ·ÌÂfl Á Ò·„Ï·ÙÈÍfi ‰È‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔı ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÈ·ÍÔ˝

Í¸ÛÙÔıÚ. ∏ÙÛÈ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ó·Ì‹ ˘Ú ›Ì‰ÂÈÓÁ ·¸‰ÔÛÁÚ ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı

·Î„ÔÒflËÏÔı ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı speedup, ¸˘Ú ·ıÙ›Ú ÔÒflÛÙÁÍ·Ì Í·È ÛÙÈÚ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ

ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÛÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÙÁÚ ÍÔÈÌfiÚ ÏÌfiÏÁÚ ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ

ÂÌ¸ÙÁÙ·Ú, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ÂÒÈÏ›ÌÔıÏÂ ·Ô‰¸ÛÂÈÚ ÔÎ˝ ÍÔÌÙ‹ ÛÙÁ ËÂ˘ÒÁÙÈÍfi ‚›ÎÙÈÛÙÁ

ÙÈÏfi 2, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔÌ ·ÒÈËÏ¸ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì. œ ·Ò·Í‹Ù˘ flÌ·Í·Ú ‘23 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ

ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı speedup „È· Í‹ËÂ ÙÈÏfi ÙÁÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ.
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”ÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 57 ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Á „Ò·ˆÈÍfi ·Ò‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔı ÛıÌÔÎÈÍÔ˝ ˜Ò¸ÌÔı ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ

Í‹ËÂ ·Î„ÔÒflËÏÔı ˘Ú ÒÔÚ ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ. ≈flÌ·È ˆ·ÌÂÒ¸ ¸ÙÈ o ˜Ò¸ÌÔÚ „È·

‰È·ÍÒÈÙÔÔÈfiÛÂÈÚ ÏÂ A�� � O � ÏÂÈ˛ÌÂÙ·È ÛÙÔ ÏÈÛ¸ Í·Ù‹ ÙÁÌ ·Ò‹ÎÎÁÎÁ ıÎÔÔflÁÛÁ.
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”ÙÈÚ ÙÒÂÈÚ Â¸ÏÂÌÂÚ ≈ÈÍ¸ÌÂÚ 58, 59 Í·È 60 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È Ù· „Ò·ˆfiÏ·Ù· Ù˘Ì ÙÒÈ˛Ì

‰È·‰ÈÍ·ÛÈ˛Ì red, black Í·È ÍÒÈÙÁÒflÔı Û˝„ÍÎÈÛÁÚ ÙÁÚ red-black SOR „È· ÛÂÈÒÈ·Ífi Í·È

·Ò‹ÎÎÁÎÁ ıÎÔÔflÁÛÁ ˘Ú ÒÔÚ ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ.
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ÃÂÙ‹ ·¸ ÏÂÎ›ÙÁ Ù˘Ì ·ÔÙÂÎÂÛÏ‹Ù˘Ì Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙ· ·Ò·Í‹Ù˘ ÛıÏÂÒ‹ÛÏ·Ù·:

1. œ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸Ú ˜Ò¸ÌÔÚ Ù˘Ì ‰È·‰ÈÍ·ÛÈ˛Ì Red Í·È Black Cycles ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı

·Î„ÔÒflËÏÔı, ¸˘Ú ·Ì·ÏÂÌ¸Ù·Ì ÂflÌ·È Ô ÏÈÛ¸Ú ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÈÚ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ ÙÔı

ÛÂÈÒÈ·ÍÔ˝.

2. ”ÙÔÌ ˜Ò¸ÌÔ ÂÈÍÔÈÌ˘Ìfl·Ú ›˜ÂÈ ÛıÏÂÒÈÎÁˆËÂfl Í·È Ô ˜Ò¸ÌÔÚ Ûı„˜ÒÔÌÈÛÏÔ˝ Ù˘Ì

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì, ·ˆÔ˝ Í·Ù‹ ÙÁÚ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú Red Cycle Ô Ò˛ÙÔÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ

ıÔÎÔ„flÊÂÈ ��' O red ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Î˝ÛÁÚ, ÂÌ˛ Ô ÙÂÎÂıÙ·flÔÚ �+) O ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·.

3. O ·Ò‹ÎÎÁÎÔÚ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ·Ô‰oÙÈÍ¸Ú „È· ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ A � � O �
Î¸„˘ ÙÔı ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÈ·ÍÔ˝ Í¸ÛÙÔıÚ. ∏ÙÛÈ Á ·¸‰oÛÁ

� � � � � � � 4 � ��	 ��	���� � ��� � � �
� �
� � ��� ������� � ��� � � �
� � 6

·„„flÊÂÈ ÙÁ ‚›ÎÙÈÛÙÁ ÙÈÏfi 2 „È· ÏÂ„‹ÎÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı A � .
� #�� & � ���
	�,�+0/%���������������
� �!���H'"�3/�� 	
��'����%, � � & ���  
	�� � �

�������
�
� �!����� ����� '����9�
��,��$'"�
	��
”ÙÔ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÔ ÍÂˆ‹Î·ÈÔ ·ÒÔıÛÈ‹ÛÙÁÍÂ Á Âˆ·ÒÏÔ„fi Ù˘Ì „Ì˘ÛÙ¸ÙÂÒ˘Ì non-

stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì ÛÙÔ collocation „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ‚·ÛÈÛÏ›ÌÔ ÛÙÁ

‰È‹Û·ÛÁ ÙÁÚ block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈ·Ú ÏÔÒˆfiÚ ÙÔı. º˘Ú ÒÔ›Íı¯Â ·¸ ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ

Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì Ritz Í·È Â·ÎÁËÂ˝ÙÁÍÂ ·¸ ÙÈÚ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ, ·Ô‰ÔÙÈÍ¸ÙÂÒÁ

Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂflÌ·È Á SSOR preconditioned BiCGSTAB. « Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ·ıÙfiÚ

ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎÂÚ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú ‰ÂÌ ÏÔÒÂfl Ì· ËÂ˘ÒÁËÂfl ·Ô‰ÔÙÈÍfi

ÂÓ·ÈÙÂfl·Ú ÙÁÚ ·ıÛÙÁÒ‹ ÛÂÈÒÈ·ÍfiÚ ÏÔÒˆfiÚ ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ ÙÔı preconditioning, Á ÔÔfl·

Ûı„ÍÂÌÙÒ˛ÌÂÈ ‹Ì˘ ·¸ ÙÔ ��>� ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝ Í¸ÛÙÔıÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı. ƒÁÎ·‰fi

Í·Ù‹ ÙÁÌ ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı preconditioning ··ÈÙÂflÙ·È Á ÂflÎıÛÁ ÂÌ¸Ú ‹Ì˘ Í·È ÂÌ¸Ú

Í‹Ù˘ block ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ, ÙÔı ÔÔflÔı Á ÏÔÒˆfi ÂflÌ·È Ù›ÙÔÈ·,

˛ÛÙÂ ‰ÂÌ ÏÔÒÂfl Ì· ÂÈÎıËÂfl ÏÂ ·Ò‹ÎÎÁÎÂÚ ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ. ∏ÙÛÈ Ë· Ò›ÂÈ

Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl Á ÏÔÒˆfi ÙÔı collocation flÌ·Í· ÛÂ block red-black, Á ÔÔfl·,
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¸˘Ú ÒÔ›Íı¯Â ÛÙÈÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ ÂÌ¸ÙÁÙÂÚ ÙÔı ·Ò¸ÌÙÔÚ ÍÂˆ·Î·flÔı, Ô‰Á„Âfl ÛÂ

·Ô‰ÔÙÈÍÔ˝Ú ·Î„ÔÒflËÏÔıÚ, Ù¸ÛÔ ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎ· ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ· ÍÔÈÌfiÚ, ¸ÛÔ Í·È ÛÂ

‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ ÏÌfiÏÁÚ.

K·Ù‹ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÁÚ SSOR preconditioned Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı BiCGSTAB

ÛÙÔ red-black collocation „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·

� �
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/�� ' �

�
� �

' � � � � � � / � �
� 2 �
2 � � 4

� �
�M5
�

� � 5 � � @ O #LJ E

Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔÌ ·Î„¸ÒÈËÏÔ ÙÁÚ ÛÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 15, ÛÂ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· Ô

collocation flÌ·Í·Ú ÔÎÎ·Î·ÛÈ‹ÊÂÙ·È ‰ıÔ ˆÔÒ›Ú ÏÂ Í‹ÔÈ· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Í·È ÂflÛÁÚ

Âˆ·ÒÏ¸ÊÂÙ·È ‹ÎÎÂÚ ‰ıÔ ˆÔÒ›Ú Ô preconditioner flÌ·Í·Ú. « ‰Ò‹ÛÁ ÙÔı preconditioner

flÌ·Í· 4 , ¸˘Ú ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ¸ ÂÈÎ˝ÂÈ ›Ì· „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· 4 � 4 � Í·È

·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ÙÈÚ ÙÒÂÈÚ ·Ò·Í‹Ù˘ ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ:

1. EflÎıÛÁ ÙÔı block Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ 4 E ��4 � @BJ ' ��E � 6
¸Ôı 4 E 4 /�� � ' ��3 � �

2. –ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ¸Ú / � � ��4 �

3. EflÎıÛÁ ÙÔı block ‹Ì˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ 4 C � 4 � 6
¸Ôı 4 C 4 /�� � ' �"5 � � 6

¸Ôı ÔÈ ·Ò·‹Ì˘ flÌ·ÍÂÚ / � � , 3 � � Í·È 5 � � ·Ì·ˆ›ÒÔÌÙ·È ÛÙÁ ‰È‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔı

collocation flÌ·Í· Í·È Ë· ÈÛÔ˝Ù·È ÏÂ
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Í·È

5 � � 4
� ? �
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? ? � % @ O #�> E
AÌ ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ÙÁÌ ÔÏÔÈ¸ÏÔÒˆÁ block ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÏfiÍÔıÚ JLA �$4 8 � Ù˘Ì ·Ò·Í‹Ù˘

‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì
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E
� � C ����� � � C � � � Í·È � � 4 � � � C � D�E �
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Í·È
� � 4 � � �

C � D�E
� �
C � D C ����� � �� � � � 6 @ O # �LE

ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· Í·Ù·ÎfiÓÔıÏÂ ÛÙÔÌ ·Ò·Í‹Ù˘ ·Î„¸ÒÈËÏÔ, Ô ÔÔflÔÚ ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÈ ÙoÌ

ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ¸ ÙÔı red-black collocation flÌ·Í· ÏÂ ›Ì· ‰È‹ÌıÛÏ· � , ÙÔ ÔÔflÔ

·Ò‹„ÂÙ·È ÛÂ Í‹ËÂ ‚fiÏ· ÙÁÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı BiCGSTAB Í·È ÙÔ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·

ÙÁÚ Ò‹ÓÁÚ ÂflÌ·È ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ·
�
.
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¡Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝ ÙÔı red-black collocation flÌ·Í· ÏÂ ›Ì· ‰È‹ÌıÛÏ· �
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� � � ; ��;�3 - � ;�3
� J 	 � � 4 JL1 E � ��) 1 G @ � C � D � : E ) � C � D � D�E E) 1 � @ � C � D � ' � C � D � D C E

; � � ;
� # 	 � � 4 JL1 C � ��) 1 G @ � C � D � ' � C � D � : C EA' 1 � @ � C � D � : E ) � C � D � : E E

;�3
=�0 �

� 3
=�=�1

S4:
� C �34;'31 C � C � ) 1 G � � � : E ) 1 � � � �

S5:
� C � D�E 4 JL1 E � C � D�E ) 1 G � C ) 1 � @ � E ' � G E

S6:
� C � D C 4 JL1 C � C � D C ) 1 G � C ' 1 � @ � E ) � G E

� 1�4 � 4 #(-/1 J � ' J =�1
� � � 1�=�= - � ;�3

� � 	 � C � D � 4 JL1 E � C � D ��) 1 G @ � � : E ) � � D�E E) 1 � @ � � ' � � D C E
; � � ;

� � 	 � C � D � 4 JL1 C � C � D ��) 1 G @ � � ' � � : C EA' 1 � @ � � : E ) � � : E E
;�3
=�0 �

� 3
=�=�1

S9:
� � � : E 4 JL1 E � � � : E ) 1 G � C � : C ) 1 � @ � C � : E ' � C �IE

S10:
� � �34�JL1 C � � � ' 1 G � C � : C ' 1 � @ � C � : E ) � C �>E

O � >



”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ·, ‚·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÁÌ fl‰È· ‰È·Ï›ÒÈÛÁ Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì
�

Í·È � , Ô

·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÂflÎıÛÁÚ ÙÔı Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ 4 E
� 4 � ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ SSOR

preconditioning Ë· ›˜ÂÈ ÙÁÌ ·Ò·Í‹Ù˘ ÏÔÒˆfi :

¡Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÂflÎıÛÁÚ ÙÔı block Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ 4 E
� 4 �

S1: , 1 � ��; 1 C �

E 4 � @BJ ' ��E � E
� 1�4 � 4	J(-/1 J � ' O =�1

� � � ; ��;�3 - � ;�3
S2: , 1 � ��; 1 E � ��4 �

C @BJ ' ��E
� �

; � � ;
S3: , 1 � ��; 1 C � ��4 �

C @BJ ' ��E � �
;�3
=�0 �

� 3
=�=�1
S4: , 1 � ��; 1 C � C � 4;'�� @BJ ' ��E � C �
S5: , 1 � ��; 1 E � C � D�E 4;' �

C
� 1 � @ �

E '
� G E) 1 # � C �
) �

C @BJ(' ��E � C � D�E
S6: , 1 � ��; 1 C � C � D C 4

�
C
� 1 � @ �

E )
�

G EA' 1 # � C �8)
�
C @BJ(' ��E � C � D C

� 1�4 � 4 #(-/1 J � ' J =�1
� � � 1�=�= - � ;�3

S7: , 1 � ��; 1 E � C � D ��4;' �
C
� 1 � @ � �3' � � D C E�) 1 # @ � � : E ) � � D�E E�� ) �

C @BJ%' ��E � C � D �
; � � ;

S8: , 1 � ��; 1 C � C � D ��4 �
C
� 1 � @ � � : E ) � � D�E E�)91 # @ � � ' � � : C E���) �

C @BJ '���E � C � D �
;�3
=�0 �

� 3
=�=�1
S9: , 1 � ��; 1 E � � � : E 4;' �

C
� 1 � @ � C � : E '

� C �>E) 1 # � C � : C �
)
�
C @BJ ' ��E � � � : E

S10: , 1 � ��; 1 E � � �34 �
C
� 1 � @ � C � : E )

� C �>E) 1 # � C � : C �
)
�
C @BJ ' ��E � � �

O � �



¡ÌÙflÛÙÔÈ˜· Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÙÔı ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝ ÙÔı block ‰È·„˛ÌÈÔı flÌ·Í·

/�� � ÏÂ ›Ì· ‰È‹ÌıÛÏ· � ÛÙÁÌ ÙÂ˜ÌÈÍfi SSOR precondition Ë· ›˜ÂÈ ÙÁÌ ÈÔ Í‹Ù˘ ÏÔÒˆfi:

¡Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝ ÙÔı block ‰È·„˛ÌÈÔı flÌ·Í· / � � ÏÂ ›Ì· ‰È‹ÌıÛÏ· �

S1:
�

E 4 1 C � E
� 1�4 � 4	J(-/1 J � ' O =�1

� � � ; ��;�3 - � ;�3
� J 	 � � 4 JL1 E � �

; � � ;
� # 	 � � 4 JL1 C � �

;�3
=�0 �

� 3
=�=�1

S4:
� C �34;'31 C � C �

S5:
� C � D�E 4 JL1 E � C � D�E

S6:
� C � D C 4 JL1 C � C � D C

� 1�4 � 4 #(-/1 J � ' J =�1
� � � 1�=�= - � ;�3

� � 	 � C � D � 4 JL1 E � C � D �
; � � ;

� � 	 � C � D � 4 JL1 C � C � D �
;�3
=�0 �

� 3
=�=�1

S9:
� � � : E 4 JL1 E � � � : E

S10:
� � �34�JL1 C � � �

O � �



B·ÛÈÊ¸ÏÂÌÔÈ ÛÙÁÌ fl‰È· ‰È·Ï›ÒÈÛÁ Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì
�

Í·È � , Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ

ÂflÎıÛÁÚ ÙÔı ‹Ì˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ 4 C � 4 � ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ SSOR precondi-

tion Ë· ›˜ÂÈ ÙÁÌ ·Ò·Í‹Ù˘ ÏÔÒˆfi :

¡Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÂflÎıÛÁÚ ÙÔı ‹Ì˘ block ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ 4 C � 4 �

S1: , 1 � ��; 1 E � C � D�E 4 EC � C � D�E
S2: , 1 � ��; 1 C � C � D C 4 EC � C � D C

� 1�4 � 4 #(-/1 J � ' J =�1
� � � 1�=�= - � ;�3

S3: , 1 � ��; 1 E � C � D ��4 EC � C � D �
; � � ;

S4: , 1 � ��; 1 C � C � D ��4 EC � C � D �
;�3
=�0 �

� 3
=�=�1
S5: , 1 � ��; 1 E � � � : E 4 EC � � � : E
S6: , 1 � ��; 1 C � � � 4 EC � � �
S7: , 1 � ��; 1 C �

E 4
�
C
� 1 � � C � D C ' 1 # � C � D�E �
) E C � E

� 1�4 � 4	J(-/1 J � ' O =�1
� � � ; ��;�3 - � ;�3

S8: , 1 � ��; 1 E � ��4,' �
C
� 1 � @ � C � D � ' � C � D � D C E�) 1 # @ � C � D � : E ) � C � D � D�E E���) E C � �

; � � ;
S9: , 1 � ��; 1 C � ��4 �

C
� 1 � @ � C � D � : E ) � C � D � D�E E�)(1 G @ � C � D � : C ' � C � D �FE���) E C � �

;�3
=�0 �

� 3
=�=�1
S10: , 1 � ��; 1 C � C �34 � @B1 G

� � � : E ) 1 �
� C �>EA' � C �

O � �



EflÌ·È ˆ·ÌÂÒ¸ ¸ÙÈ oÈ ‚·ÛÈÍ›Ú Ò‹ÓÂÈÚ ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÔıÌ ÙÔÌ ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ¸ Í‹ÔÈÔı

‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÏÂ ›Ì·Ì ·¸ ÙÔıÚ flÌ·ÍÂÚ 1 G fi 1 � Í·È ÙÁÌ 3�5 ÂflÎıÛÁ Í‹ÔÈÔı

„Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÏÂ flÌ·Í· ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÙÔıÚ flÌ·ÍÂÚ 1 E fi

1 C . √È· ÙÁÌ ÏÂfl˘ÛÁ Ù˘Ì Ò‹ÓÂ˘Ì ÛÙÔ ÂÎ‹˜ÈÛÙÔ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÎÁˆËÂfl ı¸¯Á Á ‰ÔÏfi

Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì ·ıÙ˛Ì, ‰ÁÎ·‰fi ¸ÙÈ ÂflÌ·È flÌ·ÍÂÚ Ê˛ÌÁÚ ÏÂ Â˝ÒÔÚ 5. ≈flÛÁÚ ÔÈ flÌ·ÍÂÚ

Ê˛ÌÁÚ 1 E Í·È 1 C Ë· ·Ò·„ÔÌÙÔÔÈÁËÔ˝Ì ÏÈ· ˆÔÒ‹ ÛÙÁÌ ·Ò˜fi ÙÁÚ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú ÍÈ

›ÙÛÈ ÛÂ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· Ë· ÂÍÙÂÎÂflÙ·È Ï¸ÌÔ Á ÒÔÚ Ù· ÂÏÒ¸Ú fi Á ÒÔÚ Ù·

flÛ˘ ·ÌÙÈÍ·Ù‹ÛÙ·ÛÁ.

� ��2�>9:9;�
 � 	 � M�; L ; N 0 B /1;�� � � ��	 � � Q76�� 29M�
9;,> N 3,:9;�� /10�B O�O����
��U � 6 S�T��9R P1R.S�T � � � R � � O � 	 � � � + >9+"2�7 �C:9;,>��

”ÙÁÌ ÂÌ¸ÙÁÙ· ·ıÙfi Ë· ÏÂÎÂÙËÂfl Á ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÙÁÚ SSOR pre-

conditioned BiCGSTAB ÛÂ ÛÂÈÒÈ·Ífi ÏÔÒˆfi ÏÂ Âˆ·ÒÏÔ„fi Ù˘Ì ·Î„ÔÒflËÏ˘Ì Ôı

·ÒÔıÛÈ‹ÛÙÁÍ·Ì ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ÂÌ¸ÙÁÙ·. …‰È·flÙÂÒ· Ë· Ò›ÂÈ Ì· Â·ÎÁËÂıÙÂfl

·Ì Á Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÁ Ï›ËÔ‰ÔÚ Í·È ÏÂ ÙÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔ preconditioning Ë· ÂÓ·ÍÔÎÔıËÂfl

Ì· ÂflÌ·È Á ·Ô‰ÔÙÈÍ¸ÙÂÒÁ ·¸ ÙÁÌ ÔÏ‹‰· Ù˘Ì non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì

Í·È „È· ÙÁÌ block red-black ÏÔÒˆfi ÙÔı collocation flÌ·Í·, ¸˘Ú Âfl˜Â ÛıÏ‚Âfl ÏÂ ÙÁÌ

block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈ· ÏÔÒˆfi ÙÔı. ¡ıÙ¸ ÛÁÏ·flÌÂÈ, ¸ÙÈ Ò›ÂÈ Ì· ıÔÎÔ„ÈÛÙÔ˝Ì ÔÈ Ì›ÂÚ

ÙÈÏ›Ú Ritz ÒÈÌ Í·È ÏÂÙ‹ ÙÁÌ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ ÙÔı precondition. « ıÎÔÔÈfiÛÁ

›„ÈÌÂ ÛÙÔ fl‰ÈÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· HP C3600 ÏÂ ·ıÙ¸ Ôı ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ „È·

ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ Ù˘Ì ÛÂÈÒÈ·Í˛Ì ·Î„ÔÒflËÏ˘Ì Ù˘Ì non-stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì

Í·È ÙÁÚ SOR, Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì ÔÔfl˘Ì ›˜ÔıÌ fi‰Á ·ÒÔıÛÈ·ÛÙÂfl. ÷ıÛÈÍ‹

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ ÙÔ fl‰ÈÔ ·ÍÒÈ‚˛Ú Ò¸‚ÎÁÏ· „È· ÙÈÚ fl‰ÈÂÚ ·ÍÒÈ‚˛Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ. H

≈ÈÍ¸Ì· 61 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú Ritz ˜˘ÒflÚ preconditioning Í·È Á ≈ÈÍ¸Ì· 62 ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú

Ritz ÏÂ SSOR preconditioning. º˘Ú ·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ·¸ ÙÁÌ Ò˛ÙÁ ÂÈÍ¸Ì· ÔÈ ÙÈÏ›Ú

Ritz ‰ÂÌ ‰È·ˆ›ÒÔıÌ ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ·¸ ·ıÙ›Ú Ôı ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÛÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 51 Í·È

·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÙÁÌ block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈ· ÏÔÒˆfi ÙÔı collocation flÌ·Í·. ∂Ò· Ó·Ì‹ Á

O � �



BiCGSTAB ËÂ˘ÒÂflÙ·È Á ·Ô‰ÔÙÈÍ¸ÙÂÒÁ ·¸ ÙÈÚ non-staionary ÏÂË¸‰ÔıÚ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ

¸ÛÔ Âfl˜·Ì ËÂ˘ÒÁËÂfl
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1

-80 -60 -40 -20 0

��+�79-�6,2��93
:
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+�����-��/-�+���-��	� ��������� � � 	
 �%� �/��� � 
�����, � )�*�� *
+ � ��+�*%)��/-�+�� �	��� �� �7.
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„È· ÙÁÌ block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈ· ÂÒflÙ˘ÛÁ Í·È ÂÈÎ›ÔÌ, ¸˘Ú ˆ·flÌÂÙ·È ·¸ ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú Ritz

ÙÁÚ ≈ÈÍ¸Ì·Ú 62 Ô flÌ·Í·Ú ÙÁÚ SSOR ÂÓ·ÍÔÎÔıËÂfl Ì· ÂflÌ·È o Í·Î˝ÙÂÒÔÚ preconditioner.

‘· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ù˘Ì ÏÂÙÒfiÛÂ˘Ì ÙÁÚ Âˆ·ÒÏÔ„fiÚ ÙÁÚ SSOR preconditioned ÛÙÔÌ Red-

Black collocation flÌ·Í· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÛÙÔÌ ·Ò·Í‹Ù˘ flÌ·Í· ‘24, ÂÌ˛ ÛÙÔÌ ‘25

ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÔÈ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ „È· � 4 O , ‰ÁÎ·‰fi „È· SGS precondition. »· Ò›ÂÈ Ì·

·Ì·ˆ›ÒÔıÏÂ, ¸ÙÈ ÛÙÈÚ ‰ıÔ ıÎÔÔÈfiÛÂÈÚ ÙÁÚ SSOR Á ÙÈÏfi ÙÔı � ‰ÂÌ fiÙ·Ì Á ‚›ÎÙÈÛÙÁ,

·ÎÎ‹ Í‹ÔÈÂÚ Ùı˜·flÂÚ ÂÈÎÔ„›Ú ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÂÚ ÙÁÚ ÏÔÌ‹‰·Ú.

� � 	 ����+�*�� � 
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”Â ·ıÙfiÌ ÙÁÌ ÂÌ¸ÙÁÙ· Ë· „flÌÂÈ Âˆ·ÒÏÔ„fi ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÙÁÚ SSOR precondi-

tioned BiCGSTAB ÏÂË¸‰Ôı ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎÂÚ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú ÍÔÈÌfiÚ ÏÌfiÏÁÚ, ‰ÁÎ·‰fi

ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ Ë· Âˆ·ÒÏÔÛÙÔ˝Ì ÔÈ ·Î„¸ÒÈËÏÔÈ ÙÔı ·ÒÔıÛÈ‹ÛÙÁÍ·Ì ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ

O � O



ÂÌ¸ÙÁÙ· Í·È ·ˆÔÒÔ˝Ì ÙÈÚ ‰ıÔ ‚·ÛÈÍ¸ÙÂÒÂÚ ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍÔ˝ ‚fiÏ·ÙÔÚ

ÙÁÚ BiCGSTAB. ∏ÙÛÈ ·Ò˜ÈÍ‹ Ë· „flÌÂÈ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ÙÔıÚ ÛÂ ›Ì· ÂÈÍÔÌÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·, ÙÔ

ÔÔflÔ Ë· ‰È·Ë›ÙÂÈ ¸ÛÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ˜ÒÂÈ‹ÊÔÌÙ·È Í‹ËÂ ˆÔÒ‹ Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë·

„flÌÂÈ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ÛÂ ›Ì· ·Ò‹ÎÎÁÎÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÍÔÈÌfiÚ ÏÌfiÏÁÚ ÏÂ ÛÙ·ËÂÒfi ‰È‹ÛÙ·ÛÁ.

»· Ò›ÂÈ Ì· ÙÔÌflÛÔıÏÂ ÛÙÔ ÛÁÏÂflÔ ·ıÙ¸, ¸ÙÈ Í·È „È· ÙÁÌ ·ÒÔ˝Û· ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Ù˘Ì

·Î„ÔÒflËÏ˘Ì ÈÛ˜˝ÔıÌ ÔÈ ·Ì‹ÎÔ„ÂÚ ÂÈÛÁÏ‹ÌÛÂÈÚ ÏÂ ÙÁÌ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı

ÙÁÚ SOR ÛÙÁÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á ÂÌ¸ÙÁÙ· Í·È ·ˆÔÒÔ˝Ì ÙÁÌ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfi ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝

ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ.

� L�K +�79-�6,+�B /���6829M�
9;,> N 3,:���6 � 1 6,2 K +�7�;�6,+�79- L 2�> ?9M9M�0�M�; � ��09:92
7�;,+.6 ��B<:96 ��:90�B

œ Ò˛ÙÔÚ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ·Ì·ˆ›ÒÂÙ·È ÛÙÔÌ ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ¸ ÙÔı block red-black

collocation flÌ·Í· ÏÂ ›Ì· ‰È‹ÌıÛÏ·. ¡Ì ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ, ¸ÙÈ ›˜ÔıÏÂ ÛÙÁ ‰È‹ËÂÛfi Ï·Ú

¸ÛÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ˜ÒÂÈ·Ê¸Ï·ÛÙÂ Í·È ¸ÙÈ ›˜ÂÈ „flÌÂÈ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı ˜˘ÒflÔı � ÛÂ

A �04�J � ÙÔ ÎfiËÔÚ ıÔ‰È·ÛÙfiÏ·Ù· ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ � Í·È ÙÁÌ � Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ, ‰ÁÎ·‰fi

ı‹Ò˜ÔıÌ J � ) O Í‹ËÂÙÂÚ Í·È ‹ÎÎÂÚ Ù¸ÛÂÚ ÔÒÈÊ¸ÌÙÈÂÚ „Ò·ÏÏ›Ú Î›„Ï·ÙÔÚ, ÏÔÒÔ˝ÏÂ

Ì· ·ÂÈÍÔÌflÛÔıÏÂ ÛÂ Í·Ë›Ì· ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi ÙÔıÚ ·„Ì˛ÛÙÔıÚ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ
�
,

Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÈÛÁ ÙÔıÚ ÛÂ Í‹ËÂ Í‹ËÂÙÁ „Ò·ÏÏfi Î›„Ï·ÙÔÚ . ”˝Ì‰ÂÛÁ

Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ ‰ÂÌ ··ÈÙÂflÙ·È, ÂÍÙ¸Ú ·¸ ‹ÏÂÛÁ ÙÁÌ Û˝Ì‰ÂÛfi ÙÔıÚ

ÏÂ ÙÁÌ ÍÔÈÌfi ÏÌfiÏÁ. ‘Ô ·Ò·Í‹Ù˘ Û˜fiÏ· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ÙÔıÚ
� � 6 ��4 O 6�%�%�%I6%J � ) O

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Í·È ÙÁÌ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ÛÂ ·ıÙÔ˝Ú Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ
�
.

�
E� � � � �

�

E

� C� ��� �
� � � �

� C � D�E � C � D C

� � �

�
	������� � � � � ��

� C � : E� ��� �
� � � �

� C � : C � C � : E

� C �� ��� �
� � � �

� C � D C � : E � C � D C �
� � �

� C � D�E� ��� �
� C �

–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ÔÈ ÂÒÈÙÙÔfl ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÂ red ·„Ì˛ÛÙÔıÚ Í·È ÔÈ

‹ÒÙÈÔÈ ÛÂ black. √È· Ì· ıÔÎÔ„flÛÂÈ Í‹ËÂ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ
� � � 4 O 6�%�%�%I6%J � ) O 6 Ùo

O �>J



ÙÏfiÏ· ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ
� � Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ Ù· ‚fiÏ·Ù· S1 Ï›˜ÒÈ Í·È S10 ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı

ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝ ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÏÂ ÙÔÌ red-black collocation flÌ·Í· ‰ÂÌ Ë· ˜ÒÂÈ·ÛÙÂfl

Ì· ›˜ÂÈ ıÔÎÔ„ÈÛËÂfl Í‹ÔÈÔ ‹ÎÎÔ ÙÏfiÏ· ÙÔı. ∂Ò· Á Ò‹ÓÁ ÙÔı ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝

ÙÔı block red-black collocation flÌ·Í· ÂflÌ·È ÎfiÒ˘Ú ·Ò·ÎÎÁÎÔÔÈfiÛÈÏÁ Í·È Á

‰È·‰ÈÍ·Ûfl·ÛÈ· ·ıÙfi ÂÒÈ„Ò‹ˆÂÙ·È ·Î„ÔÒÈËÏÈÍ‹ ˘Ú ÂÓfiÚ:

�������	��
��
��������������� � � 

�
� �

� 1�4 � 4 O -/1 J � ) O =�1 023 � .�4 . � � ; �

0 � � 1�=�= � ��<$1 ��� ��-�; � � � : E 6 � �
; � � ; � � <$1 ��� ��-�; � � C � D � : E 6 � C � D �

���������

¡ÍÒÈ‚˛Ú ÙÁÌ fl‰È· ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÛÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ·ÍÔÎÔıËÂfl Í·È Á

Ò‹ÓÁ ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ ÙÔı preconditioning Ôı ·Ì·ˆ›ÒÂÙ·È ÛÙÔÌ ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ¸ ÂÌ¸Ú

‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÏÂ Ù· ‰È·„˛ÌÈ· blocks ÙÔı red-black collocation flÌ·Í·.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· „flÌÂÈ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Ù˘Ì ‰ıÔ ·Î„ÔÒflËÏ˘Ì Ôı ·Ì·ˆ›ÒÔÌÙ·È

ÛÙÁÌ block ÂflÎıÛÁ Ù˘Ì ‰ıÔ ÙÒÈ„˘ÌÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ ÙÔı precondi-

tioning. ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ó·Ì‹ ÙÁÌ fl‰È· block ‰È‹ÏÂÒÈÛÁ ÏÂ„›ËÔıÚ 8 � ¸Î˘Ì Ù˘Ì

‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì, ÏÔÒÂfl Ì· „flÌÂÈ Á fl‰È· ·Ò·‹Ì˘ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÈÛÁ Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÛÙÔıÚ

J � ) O ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú. ∏ÙÛÈ Ó·Ì‹ ÔÈ ÂÒÈÙÙÔfl ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Ë· ·Ì·ˆ›ÒÔÌÙ·È ÛÙÔıÚ

red ·„Ì˛ÛÙÔıÚ Í·È ÔÈ ‹ÒÙÈÔÈ ÛÙÔıÚ black. ºÏ˘Ú Í·Ù‹ ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı Í‹Ù˘ (·ÌÙ.

‹Ì˘) ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ Ë· ˜ÒÂÈ·ÛÙÂfl Ì· ›˜ÔıÌ ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl Ò˛Ù· Í‹ÔÈÔÈ

red (·ÌÙ. black). ∂Ò· Ô Ùı˜·flÔÚ
�
C �06 � 4 O 6�%�%�%F6 � black ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ ÛÙÁ Î˝ÛÁ

ÙÔı Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È Ù· red ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·
� C � : C , � C � : E , � C � Í·È

� C � D�E , Ù· ÔÔfl· ›˜ÔıÌ ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl ·¸ ÙÔıÚ
�
C � : E Í·È

�
C � D�E „ÂÈÙÔÌÈÍÔ˝Ú ÙÔı red

O ��#



ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú. √È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı ‹Ì˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ Ô

Ùı˜·flÔÚ red ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ
�
C � D�E 6 � 4HI 6�%�%�%I6 � Ë· ˜ÒÂÈ·ÛÙÂfl Ù· black ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

� C � D C � : E , � C � D C � , � C � D C � D�E Í·È
� C � D C � D C Ù· ÔÔfl· Ë· ›˜ÔıÌ fi‰Á ıÔÎÔ„flÛÂÈ ÔÈ „ÂÈÙÔÌÈÍÔfl

ÙÔı
�
C � Í·È

�
C � D C black ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú „È· Ì· ıÔÎÔ„flÛÂÈ Ù· red ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· ÙÔı

� C �
Í·È

� C � D�E .
‘· ‰ıÔ Â¸ÏÂÌ· Û˜fiÏ·Ù· ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ black ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi ÛÙÁ Î˝ÛÁ

ÙÔı Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ Í·È ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ red ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi ÛÙÁ Î˝ÛÁ ÙÔı

‹Ì˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ.

� �

�� ��

�

�

� �

� C � : E

� C �

� C � D�E

� C � : E
� C � : C

� C �
� C � D�E

�
	������� � � � � ��

�

� C � D C �
� C � D C � : E

� �

�� ��

�

�

� �

� C �

� C � D�E

� C � D C

� C � D C � : E
� C � D C �

� C � D C � D�E
� C � D C � D C

�
	������� � � � � ��

�

� C �
� C � D�E

¡Î„ÔÒÈËÏÈÍ‹ Á ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ÂflÎıÛÁÚ ÙÔı block Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

4 E
� 4 � ÏÔÒÂfl Ì· ·ÒÔıÛÈ·ÛÙÂfl ˘Ú ÂÓfiÚ:

O ��8



� � � ��� � � � ����� 
���� ��� � ��
������� � �
E

� � �

� 1�4 � 4 I -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
�
C � D�E <$1 ��� ��-�; � � C � , � C � D�E���������

� � � ��� ��� � � � ����� 
���� ��� � ��
������� � �
E

� � �

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
�
C ��<$1 ��� ��-�; � � C � D C � , � C � D C � : E���������

¡Ì‹ÎÔ„· Á ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ÂflÎıÛÁÚ ÙÔı ‹Ì˘ block ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ 4 C � 4 � Ë·

›˜ÂÈ ÙÁ ‰ÔÏfi :

� � � ��� ��� � � � ����� 
���� ��� � ��
������� � � C � � �

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
�
C ��<$1 ��� ��-�; � � C � D C � , � C � D C � : E���������

� � � ��� � � � ����� 
���� ��� � ��
������� � � C � � �

� 1�4 � 4 I -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
�
C � D�E <$1 ��� ��-�; � � C � , � C � D�E���������

A¸ ÙÔÌ ·Ò·‹Ì˘ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ ·Î„¸ÒÈËÏÔ ÒÔÍ˝ÙÂÈ, ¸ÙÈ ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ

	$��"����� " � ÛÙÔ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· K ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı SSOR preconditioned BiCGSTAB ÂflÌ·È

?0@BA �%E . ¡ıÙ¸ ÈÛ˜˝ÂÈ, „È·Ùfl ÔÈ ‚·ÛÈÍ›Ú Ò‹ÓÂÈÚ „Ò·ÏÏÈÍfiÚ ‹Î„Â‚Ò·Ú „È· ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸

Í‹ËÂ ÙÏfiÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ, ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÔıÌ ÍıÒfl˘Ú ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝Ú Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì

O ��>



Ê˛ÌÁÚ 1 E , 1 C , 1 G Í·È 1 � ‰È·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì > ��JLA � Í·Ë˛Ú ÂflÛÁÚ Í·È ÏÒÔÚ flÛ˘

·ÌÙÈÍ·Ù·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ÏÂ ÙÔıÚ ·Ò·„ÔÌÙÔÔÈÁÏ›ÌÔıÚ fi‰Á flÌ·ÍÂÚ Ê˛ÌÁÚ 1 E Í·È 1 C .
� L�K +�79-�6,+�B /1;�� 29M�
9;,> N 3,:9;�� � 1 6,2 L 2�> ?9M9M�0�M�; � ��09:�2 7�;,+.6 ��B<:96 ��:90�B
� 2?3 K >���BC),+�? � 2 B B

”Â ·ıÙfi ÙÁÌ ÂÌ¸ÙÁÙ· Ë· ·ÂÈÍÔÌflÛÔıÏÂ ÙÔıÚ ·Î„ÔÒflËÏÔıÚ Í·ËÂÏÈ‹Ú ·¸ ÙÈÚ

ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ Ù›ÛÛÂÒÈÚ ‚·ÛÈÍ›Ú ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ ÙÁÚ SSOR preconditioned BiCGSTAB ÛÂ

›Ì· ÂÂÒ·ÛÏ›ÌÔ ·ÒÈËÏ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì
�

, ·ˆÔ˝ ÛÂ Í‹ËÂ ıÎÔÔflÁÛÁ ÛıÌfiË˘Ú ÈÛ˜˝ÂÈ

A � � � �
. ∏ÙÛÈ ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ ˆÔÒÙflÔ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ·Ì·Í·Ù·ÌÂÏÁËÂfl ÛÂ

� � ,
�.4 O %�%�% � , ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú, ‰ÁÎ·‰fi ÛÙÔÌ ·Ò·‹Ì˘ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ ·Î„¸ÒÈËÏÔ Ë· Ò›ÂÈ

Ì· „flÌÂÈ ÏÈ· ÔÏ·‰ÔÔflÁÛÁ Í‹ÔÈÔı ·ÒÈËÏÔ˝ ÂÈÍÔÌÈÍ˛Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÛÂ Í·Ë›Ì·

Ò·„Ï·ÙÈÍ¸
� � . »· ı‹Ò˜ÔıÌ ‰ıÔ ‰ıÌ·Ù›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ :

� K > N L /���B - L ;�� A � 4 � �
”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ·ıÙfi ÂÈÙı„˜‹ÌÂÙ·È ÈÛÔÍ·Ù·ÌÔÏfi ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝ ˆÔÒÙflÔı, Ô¸ÙÂ

‰ÂÌ Ë· ı‹ÒÓÔıÌ ·‰Ò·ÌÂflÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Í‹ÔÈÂÚ ˜ÒÔÌÈÍ›Ú ÛÙÈ„Ï›Ú. ∏ÙÛÈ Á ÂÈÎÔ„fi

ÙÁÚ ‰È·Ï›ÒÈÛÁÚ ·Ì ÂflÌ·È ‰ıÌ·Ù¸Ì Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÂflÌ·È ·Í›Ò·È· ÔÎÎ·Î‹ÛÈ· ÙÔı

ÎfiËÔıÚ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ. ”Â ·ıÙfi ÙÁ ÂÒflÙ˘ÛÁ

„flÌÂÙ·È ÔÏ·‰ÔÔflÁÛÁ � ÙÔ ÎfiËÔÚ ‰È·‰Ô˜ÈÍ˛Ì ÂÈÍÔÌÈÍ˛Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÔÈ ÔÔflÔÈ

·ÌÙÈÛÙÔÈ˜flÊÔÌÙ·È ÛÂ Í·Ë›Ì· Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� �	6	@�� 4 O 6�%�%�%F6 � E , ¸˘Ú

ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÙÔ ·Ò·Í‹Ù˘ Û˜fiÏ·.

� � � � � �

�

�
� � : E�� 	 D�E �

� � : E�� 	 D C � ��	

� �
�

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÈÛÁ ÙÔı ·Ò·‹Ì˘ Û˜fiÏ·ÙÔÚ ÛÂ Í‹ËÂ Ò·„Ï·ÙÈÍ¸

O � �



ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� � ›˜ÔıÌ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÈÛÙÂfl ÔÈ � ÂÈÍÔÌÈÍÔfl ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú

�
� � : E�� 	 D�E 6�%�%�%I6 � ��	 ,

ÂÍÙ¸Ú ÙÔı ÙÂÎÂıÙ·flÔı
� � Ôı ›˜ÔıÌ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÁËÂfl �+) O ÂÈÍÔÌÈÍÔfl ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú.

√È· ÙÁÌ Í·Ù·ÌÔÏfi Ù˘Ì ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì ÛÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ı‹Ò˜ÔıÌ ÔÈ ÂÓfiÚ ·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈÚ:

� AÌ Ô ·ÒÈËÏ¸Ú � ÂflÌ·È ‹ÒÙÈÔÚ Ù¸ÙÂ „È· ÙÔıÚ ‰ÂflÍÙÂÚ @���' O E�� ) O Í·È ��� ÈÛ˜˝ÂÈ

@���' O E�� ) O ÂflÌ·È
� ��� �2� � ���

ÂÌ˛ Ô ��� ÂflÌ·È
0����� �8�

.

∏ÙÛÈ ÔÈ ÂÈÍÔÌÈÍÔfl ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
�
� � : E�� 	 D�E Í·È

� ��	 Ë· ÂflÌ·È ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·
	�� �

� � ��� �2� �/��� �
Í·È

�����3��� � 0����� ��� �
ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ·Ò·Í‹Ù˘ Û˜fiÏ·

� � � � � � �

�

� 
�� ��� )�*�� � 
�� ��� )�*��

� �
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ÙÁ ‰È‹Ù·ÓÁ
 �  � �����  �  � . ≈flÛÁÚ, ·ˆÔ˝ ÙÔ A�� ÂflÌ·È
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„È·

� 0����� �
. œ¸ÙÂ ÙÔ

� ' � ' O ÂflÌ·È
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„È· Í‹ËÂ ÂÒflÙ˘ÛÁ.

”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Á „ÂÌÈÍfi ÏÔÒˆfi Í‹ËÂ ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„oÒflËÏÔı ÙÁÚ SSOR

preconditioned BiCGSTAB „È·
� ��� �2� � � �
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≈flÌ·È Â˝ÍÔÎÔ Ì· ·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈ Í·ÌÂflÚ ÛÙÔıÚ ·Ò·‹Ì˘ ·Î„ÔÒflËÏÔıÚ ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ

ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ ·Ò›ÏÂÈÌÂ ÛÙ·ËÂÒ¸ ÏÂ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ A �$4 � � , ·Ì Í·È Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ

ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ A �04 � � ) � 6 O � � � � ' O ÂflÌ·È ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ÈÔ ÔÎ˝ÎÔÍÔÚ

Í·È Á ıÎÔÔflÁÛfi ÙÔı ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹ ‰ıÛÍÔÎ¸ÙÂÒÁ. ∏ÙÛÈ ÂflÌ·È ÒÔÙÈÏ¸ÙÂÒÔ, ·Ì ˆıÛÈÍ‹

ÂflÌ·È ÂˆÈÍÙfi Á ÂÈÎÔ„fi ÙÁÚ ‰È·Ï›ÒÈÛÁÚ A � Ì· ÂÈÎ›„ÂÙ·È ˘Ú ·Í›Ò·ÈÔ ÔÎÎ·Î‹ÛÈÔ

ÙÔı ·ÒÈËÏÔ˝ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ.

≈flÛÁÚ Ô ÙÒ¸ÔÚ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁÚ Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÛÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ÛıÌÙÂÎÂfl

ÛÙÁÌ ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì. ¡ıÙ¸ ÛıÏ‚·flÌÂÈ, „È·Ùfl ·ÂÈÍÔÌflÊÔÌÙ·Ú

ÙÔıÚ ·„Ì˛ÛÙÔıÚ ÙÁÚ ‰ÂÓÈ‹Ú Í·È ÙÁÚ ·ÒÈÛÙÂÒfiÚ ÎÂıÒ‹Ú Í‹ËÂ ÛÙfiÎÁÚ Î›„Ï·ÙÔÚ,

ÂÈÙı„˜‹ÌÂÙ·È ÂÍÙ›ÎÂÛÁ Ù˘Ì ÍÔÈÌ˛Ì ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì Ï¸ÌÔ ÏÈ· ˆÔÒ‹. ƒÁÎ·‰fi, „È·

·Ò‹‰ÂÈ„Ï· ÛÙ· ‚fiÏ·Ù· S5 Í·È S6 ÙÁÚ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝ ÙÔı collocation

flÌ·Í· ÏÂ ÙÔ ‰È‹ÌıÛÏ· � , Á ÍÔÈÌfi Ò‹ÓÁ 1 � � E „È· ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ Ù˘Ì � C � D�E Í·È

� C � D C ·¸ ÙÔÌ fl‰ÈÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi, Ë· ÂÍÙÂÎÂÛÙÂfl ÏÈ· ˆÔÒ‹.
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�95��95 � � M�; L ; N 0 B /10�B K*L 2,6,29M�0 L /1+�7���B�: K 3,-�),;�� � R � � O � 	 � � ;
L 2�> ?9M9M�0�M�; � L ; M�;�
�+�� +�7�- � ��09:92 O � � � U1R ��R.T � �����

O ·Ò·ÎÎÁÎÔÚ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÙÁÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı SSOR preconditioned BiCGSTAB

„È· ·Ò‹ÎÎÁÎ· ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ‹ ÛıÛÙfiÏ·Ù· ÍÔÈÌfiÚ ÏÌfiÏÁÚ, o ÔÔflÔÚ ÂÒÈ„Ò‹ˆÁÍÂ ÛÙÁÌ

ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ÂÌ¸ÙÁÙ·, ıÎÔÔÈfiËÁÍÂ ÛÙÔ Û˝ÛÙÁÏ· ÙÔı –·ÌÂÈÛÙÁÏflÔı –·ÙÒ˛Ì SGI

Origin 2000, ¸˘Ú Í·È Ô ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÔÚ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÙÁÚ SOR. XÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍ·Ì

Ó·Ì‹ ÔÈ Ï·ËÁÏ·ÙÈÍ›Ú ‚È‚ÎÈÔËfiÍÂÚ BLAS[73] Í·È LAPACK[3], ÂÌ˛ Á ÙÂ˜ÌÈÍfi

ÒÔ„Ò·ÏÏ·ÙÈÛÏÔ˝ ‚·ÛflÛÙÁÍÂ Ó·Ì‹ ÛÂ OpenMP[25].

”·Ì Ò¸‚ÎÁÏ· ÏÔÌÙ›ÎÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ ÙÔ fl‰ÈÔ ÏÂ ÛÙÈÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÂÚ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ Í·È

„È· ÙÈÚ fl‰ÈÂÚ ·ÍÒÈ‚˛Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ. T· ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È

ÛÙÔıÚ ·Ò·Í‹Ù˘ flÌ·ÍÂÚ T26 „È· SSOR preconditioning Í·È ‘27 „È· SGS. EÏˆ·ÌflÊÂÙ·È

Ô ÛıÌÔÎÈÍ¸Ú ˜Ò¸ÌÔÚ ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı BiCGSTAB ÏÂÙÒÁÏ›ÌÔÚ ÛÂ ‰ÂıÙÂÒ¸ÎÂÙ·

„È· Í‹ËÂ ‰ıÌ·Ùfi ÂÈÎÔ„fi ·ÒÈËÏÔ˝ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì.
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 � � . ��� 
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œÈ Â¸ÏÂÌÂÚ Ù›ÛÛÂÒÈÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ ÙÈÚ „Ò·ˆÈÍ›Ú ·Ò·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ÙÁÚ ÏÂfl˘ÛÁÚ

ÙÔı ˜Ò¸ÌÔı ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ ·˝ÓÁÛÁ ÙÔı ·ÒÈËÏÔ˝ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì „È· ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ

32,64,128 Í·È 256 „È· ÙÁÌ SSOR preconditioned BiCGSTAB, ÂÌ˛ ÔÈ ·Ï›Û˘Ú Â¸ÏÂÌÂÚ

Ù›ÛÛÂÒÈÚ ÂÈÍ¸ÌÂÚ ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ ÙÈÚ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ „Ò·ˆÈÍ›Ú ·Ò·ÛÙ‹ÛÂÈÚ „È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ

ÙÁÚ SGS preconditioned BiCGSTAB.
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√È· ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ ÙÁÚ ·¸‰ÔÛÁÚ Ù˘Ì ·Ò‹ÎÎÁÎ˘Ì ·Î„ÔÒflËÏ˘Ì Ë· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛÔıÏÂ

Ó·Ì‹ ÙÁÌ ÙÈÏfi ÙÔı speedup � � � � � � � � � % œÈ ·Ò·Í‹Ù˘ flÌ·ÍÂÚ ‘28 Í·È ‘29 ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ

ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú ·ıÙ›Ú „È· SSOR precondition Í·È „È· SGS ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·.
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A¸ ÙÁÌ ÏÂÎ›ÙÁ Ù˘Ì „Ò·ˆÈÍ˛Ì ·Ò·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì Í·È ÙÈÚ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÔı speedup

ÒÔÍ˝ÙÂÈ, ¸ÙÈ ·¸ ÙÁÌ ÒÔÛËfiÍÁ ÙÔı ‰Â˝ÙÂÒÔı ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi ·Ò˜flÊÂÈ Ì· ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È

ÛÁÏ·ÌÙÈÍfi ÏÂfl˘ÛÁ ÙÔı ˜Ò¸ÌÔı ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ ÙÁÚ BiCGSTAB. ≈flÛÁÚ ·ÓÈ¸ÎÔ„Á ·¸‰ÔÛÁ

ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È „È· ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈfiÛÂÈÚ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÂÚ ÙÔı 16. œÈ Ù›ÛÛÂÒÈÚ Â¸ÏÂÌÂÚ ≈ÈÍ¸ÌÂÚ

ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ Ù· „Ò·ˆfiÏ·Ù· Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÔı speedup „È· ÙÁÌ SSOR preconditioned

BiCGSTAB Í·È ÙÁÌ SOR. ”Â ¸Î· Ù· „Ò·ˆfiÏ·Ù· ÏÂ Í¸ÍÍÈÌÔ ˜Ò˛Ï· ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Á

‚›ÎÙÈÛÙÁ ÙÈÏfi ÙÔı speedup, ÏÂ ÏÎÂ Á ÙÈÏfi ÙÔı � � � � � � � � � „È· ÙÁÌ BiCGSTAB, ÂÌ˛ ÏÂ

Ï·˝ÒÔ Á ÙÈÏfi ÙÔı � � � � � � � � � ÙÁÚ SOR.
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–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ·¸ ÙÈÚ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÔı speedup, ¸ÙÈ Á ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ Ù˘Ì
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‰ıÔ ÏÂË¸‰˘Ì ÂflÌ·È ·Ò¸ÏÔÈ·. ∏ÙÛÈ ÂflÌ·È ˆ·ÌÂÒ¸ ¸ÙÈ ÛÙÔıÚ ‰ıÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ÔÈ

ÙÈÏ›Ú ÙÔı speedup ÂflÌ·È ÔÎ˝ ÍÔÌÙ‹ ÛÙÔ ËÂ˘ÒÁÙÈÍ¸ ‚›ÎÙÈÛÙÔ, ÂÌ˛ ¸ÛÔ ÒÔÛÙflËÂÌÙ·È

ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÔÈ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÏÈ· ÛÙ·ËÂÒfi ·ÔÏ‹ÍÒıÌÛÁ ·¸ ÙÁ ‚›ÎÙÈÛÙÁ

ÙÈÏfi. ¡ıÙ¸ ÔˆÂflÎÂÙ·È ÛÙÁÌ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfi Û˝Ì‰ÂÛÁÚ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÙÔı Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›ÌÔı

ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ. ƒÁÎ·‰fi ÛÙÁÌ Í·ËıÛÙ›ÒÁÛÁ ÂÈÍÔÈÌ˘Ìfl·Ú Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì

ÏÂ ÙÁÌ ÍÔÈÌfi ÏÌfiÏÁ, Î¸„˘ ÙÁÚ ÙÔÔË›ÙÁÛÁÚ ÙÔıÚ ·Ì‹ ÊÂ˝„Á Í·È ÙÁÚ ÂÈÍÔÈÌ˘Ìfl·Ú

ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ÊÂı„˛Ì Ï›Û˘ router. –·ÒoÎ·ıÙ‹ „È· ‰È·ÏÂÒflÛÂÈÚ ÏÂ ÏÈÍÒ¸ ‚fiÏ·

‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÂÓ·ÍÔÎÔıËÂfl Ì· ı‹Ò˜ÂÈ Ù‹ÛÁ ·˝ÓÁÛÁÚ Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì ÙÔı speedup.

�95��95/. � ��2�>9:9;�
 � /10�B K*L 2,6,29M�0 L /1+�7���B�: K 3,-�),;�� � R � � O � 	 � � L 2�> ?9M9M�0�M K B
2�>���+./ K 79/1;�6,+�7?1 BC),+"2,6 K :909:?1 6,0�B :96 ��:90�B

œ Û˜Â‰È·ÛÏ¸Ú ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÙÁÚ BiCGSTAB „È· ›Ì· ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸

Û˝ÛÙÁÏ· ‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ ÏÌfiÏÁÚ - =�0 � -/4�0 � ��-�; = � ; � 1�4�5 [14] - ÏÂ ÙÂ˜ÌÈÍ‹ ˜·ÒÍÙÁÒÈÛÙÈÍ‹

¸ÏÔÈ· ÏÂ ·ıÙ¸ ÙÁÚ ıÎÔÔflÁÛÁÚ ÙÁÚ SOR, ›˜ÂÈ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ··ÈÙfiÛÂÈÚ ÂÈÍÔÈÌ˘Ìfl·Ú

·¸ ÙÔÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ÙÁÚ SOR, ÛÙÔÌ ÔÔflÔ ›„ÈÌÂ ÏÈ· ·Ò˜ÈÍfi Í·Ù·ÌÔÏfi Ù˘Ì ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì

ÛÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Í·È ÛÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ô Í·Ë›Ì·Ú ÙÔıÚ Ù· ·Ì·‚‹ËÏÈÊÂ ·flÒÌÔÌÙ·Ú

Í‹ÔÈ· ·¸ Ù· ‰Â‰ÔÏ›Ì· Ù˘Ì „ÂÈÙÔÌÈÍ˛Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì. AıÙ¸ ÛıÏ‚·flÌÂÈ „È·Ùfl Á

Ï›ËÔ‰ÔÚ BiCGSTAB ÛÂ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· ÙÁÚ, ¸˘Ú ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÔÌ

·Î„¸ÒÈËÏÔ ÙÁÚ ÛÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 15, ‰ÁÏÈÔıÒ„Âfl ÙÒÂÈÚ ÛÙ·ËÂÒ›Ú Í·È ıÔÎÔ„flÊÂÈ ‰ıÔ

Ì¸ÒÏÂÚ ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì. œÈ ÛÙ·ËÂÒ›Ú ·ıÙ›Ú ÂflÌ·È ÔÈ * � : E , � � Í·È �-� , ÂÌ˛ ÔÈ Ì¸ÒÏÂÚ

ÂflÌ·È, ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ - � - Í·È ÙÔı ÍÒÈÙÁÒflÔı Û˝„ÍÎÈÛÁÚ -�4 : E �� � �(- . ∏ÙÛÈ ¸ÎÂÚ

ÔÈ ·Ò·‹Ì˘ ÙÈÏ›Ú Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙ›Ú ÛÂ ¸ÎÔıÚ ÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Í·È ÛÂ

Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ·. ≈flÛÁÚ, ¸˘Ú ÒÔ›Íı¯Â Í·È ÛÙÔÌ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ ·Î„¸ÒÈËÏÔ

„È· ÛıÛÙfiÏ·Ù· ÍÔÈÌfiÚ ÏÌfiÏÁÚ, ÛÙÁÌ ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı SSOR precondition Í·È È‰È·flÙÂÒ· ÛÙÁÌ

ÂflÎıÛÁ Ù˘Ì ÙÒÈ„˘ÌÈÍ˛Ì „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì Ô Í‹ËÂ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ ˜ÒÂÈ·Ê¸Ù·Ì

Í‹ÔÈ· ·¸ Ù· ‰Â‰ÔÏ›Ì· ‹ÎÎ˘Ì Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì. ∏˜ÔÌÙ·Ú ı¸¯Á
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·ıÙ›Ú ÙÈÚ ‰ıÔ ‚·ÛÈÍ›Ú ·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈÚ ÛÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÙÁÚ

BiCGSTAB Ë· Ò›ÂÈ :

1. Í‹ÔÈÔÈ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Ì· ‚ÒÂËÔ˝Ì ¸ÛÔ ÙÔ ‰ıÌ·Ù¸Ì ÈÔ ÍÔÌÙ‹, „È· Ì· ·ÌÙ·ÎÎ‹ÛÔıÌ

Ù· Í·Ù‹ÎÎÁÎ· ‰Â‰ÔÏ›Ì· „Òfi„ÔÒ· Í·È ˜˘ÒflÚ Ì· Í·ËıÛÙÂÒÔ˝Ì ÙÔıÚ ı¸ÎÔÈÔıÚ

2. Ù¸ÛÔ „È· ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸, ¸ÛÔ Í·È „È· ÙÁÌ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì Ù˘Ì ÒÔ·Ì·ˆÂÒË›-

ÌÙ˘Ì ÛÙ·ËÂÒ˛Ì ÛÂ ¸ÎÔıÚ ÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Á ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfi Û˝Ì‰ÂÛÁÚ ÙÔıÚ Ë·

ÂflÌ·È ·ıÙfi ÏÂ ÙÔ ÎÈ„¸ÙÂÒÔ ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÈ·Í¸ Í¸ÛÙÔÚ.

√È· Ì· ÈÍ·ÌÔÔÈÁËÔ˝Ì ÔÈ ‰ıÔ ·Ò·‹Ì˘ ÛıÌËfiÍÂÚ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÔ˝Ì

‰ıÔ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍ›Ú ÙÔÔÎÔ„flÂÚ - ÂÈÍÔÌÈÍ›Ú ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú - Û˝Ì‰ÂÛÁÚ ·Ì‹ÏÂÛ· ÛÙÔıÚ

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú „È· Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ·. « Ò˛ÙÁ Ë· ÂflÌ·È ·ıÙfi ÙÔı ‰ı·‰ÈÍÔ˝

‰›ÌÙÒÔı - ��023
.�4�5 -/4$;$; - ÏÂ Í¸ÛÙÔÚ ?0@ � � � C
� E ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì ÛÂ ¸ÎÔıÚ ÙÔıÚ

�
ÙÔ

ÎfiËÔÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú, Í·È Á ‰Â˝ÙÂÒÁ Ë· ÂflÌ·È ·ıÙfi ÙÁÚ Û˝Ì‰ÂÛÁÚ ÛÂ ÛÂÈÒ‹ - � 0 � ; � 023�;
- „È· ÙÁÌ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ Ù˘Ì ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì „ÂÈÙÔÌÈÍ˛Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì Í·Ù‹ ÙÈÚ ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ

ÂflÎıÛÁÚ Ù˘Ì ÙÒÈ„˘ÌÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì ÛÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÙÔı SSOR preconditioning.

O ·Ò·Í‹Ù˘ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·

–·Ò‹ÎÎÁÎÔÚ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ SSOR preconditioned BiCGSTAB

„È· ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ‹ ÛıÛÙfiÏ·Ù· ‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ ÏÌfiÏÁÚ
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”ÙÁ ÛıÌ›˜ÂÈ· Ë· „flÌÂÈ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ ÙÔı ·Ò·‹Ì˘ ·Î„ÔÒflËÏÔı ÛÂ ›Ì· ÂÈÍÔÌÈÍ¸

·Ò‹ÎÎÁÎÔ Û˝ÛÙÁÏ· ‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ ÏÌfiÏÁÚ ÏÂ ·ÂÒÈ¸ÒÈÛÙÔ ·ÒÈËÏ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì Í·È

·Ï›Û˘Ú ÏÂÙ‹ Ë· ÙÒÔÔÔÈÁËÂfl Í·Ù‹ÎÎÁÎ· „È· Ò·„Ï·ÙÈÍ›Ú ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú ÛÙ·ËÂÒfiÚ

‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ.

O � �



� L�K +�79-�6,+�B /1;�� 29M�
9;,> N 3,:9;�� � 1 6,2 K +�7�;�6,+�79- L 2�> ?9M9M�0�M�; � ��09:�2
),+"2,6 K :909:?1 6,0�B :96 ��:90�B

AÌ ‰Â˜ÙÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ ›˜ÂÈ „flÌÂÈ ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÙÔı ˜˘ÒflÔı � ÛÂ A �(4	J � ÙÔ ÎfiËÔÚ

ıÔ‰È·ÛÙfiÏ·Ù· ˘Ú ÒÔÚ ÙÁÌ � Í·È ÙÁÌ � Í·ÙÂ˝ËıÌÛÁ, ‰ÁÎ·‰fi ı‹Ò˜ÔıÌ J � ) O
Í‹ËÂÙÂÚ Í·È ‹ÎÎÂÚ Ù¸ÛÂÚ ÔÒÈÊ¸ÌÙÈÂÚ „Ò·ÏÏ›Ú Î›„Ï·ÙÔÚ, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì· ·ÂÈÍÔÌflÛÔıÏÂ

ÙÔıÚ ·„Ì˛ÛÙÔıÚ Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÂ Í‹ËÂ Í‹ËÂÙÁ „Ò·ÏÏfi Î›„Ï·ÙÔÚ ÛÂ Í·Ë›Ì·

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi. ∏ÙÛÈ Ë· ›˜ÂÈ „flÌÂÈ Á fl‰È· block ‰È·Ï›ÒÈÛÁ Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì 5 Í·È 2 ��� � ,
¸˘Ú Í·È ÛÙÔÌ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔ ÙÁÚ SOR Í·Ë˛Ú Í·È Á Í·Ù·ÌÔÏfi Ù˘Ì ÙÏÁÏ‹Ù˘Ì

ÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú.

ºÛÔ ·ˆÔÒ‹ ÙÁÌ Û˝Ì‰ÂÛÁ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÏÂ ÙÁÌ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfi ÙÔı ‰ı·‰ÈÍÔ˝

‰›ÌÙÒÔı, Ô Ò˛ÙÔÚ ÂÂÓÂÒ„·ÙfiÚ Ôı ‚ÒflÛÍÂÙ·È ÛÙÁ ÒflÊ· ÙÔı Ë· ·Ì·Î‹‚ÂÈ ÙÁÌ

Ûı„Í›ÌÙÒ˘ÛÁ Í·È ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ Ù˘Ì ÛÙ·ËÂÒ˛Ì Í·È ÙÁÚ Ì¸ÒÏ·Ú „È· ÙÔ ÍÒÈÙfiÒÈÔ

Û˝„ÍÎÈÛÁÚ. ≈flÛÁÚ Ë· ·Ôˆ·ÛflÊÂÈ ·Ì Ë· „flÌÂÈ ÙÔ Â¸ÏÂÌÔ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· Í·È

Ë· ÂÌÁÏÂÒ˛ÌÂÈ ÙÔıÚ ı¸ÎÔÈÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú. œıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ Á Ï›ËÔ‰ÔÚ ÂÈÍÔÈÌ˘Ìfl·Ú

Ë· ·ÍÔÎÔıËÂfl ÙÔ ÏÔÌÙ›ÎÔ � . � -�;�4 7 � � .���; � AÌ ËÂ˘ÒfiÛÔıÏÂ ¸ÙÈ Í‹ËÂ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ

‰ÂÌ ÏÔÒÂfl Ì· Î‹‚ÂÈ fi Í·È Ì· ÛÙ›ÎÌÂÈ Ù·ıÙ¸˜ÒÔÌ· ÛÂ ‹ÎÎÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú, Ù¸ÙÂ

·Ì ›Ì·Ú ·ÒÈËÏ¸Ú ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È ˜Ò¸ÌÔ 	 � „È· Ì· ÏÂÙ·ˆÂÒËÂfl ·¸ ÙÔÌ ›Ì· ÛÙÔÌ ‹ÎÎÔ

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi, Ô ·ÒÈËÏ¸Ú ·ıÙ¸Ú ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È ˜Ò¸ÌÔ J�	�� � AD@BJ � ) O E „È· Ì· ˆÙ‹ÛÂÈ ÛÙÁ

ÒflÊ· ÙÔı ‰ı·‰ÈÍÔ˝ ‰›ÌÙÒÔı. ∏ÙÛÈ ÛıÌÔÎÈÍ‹ „È· Ì· ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl Í‹ËÂ ÛÙ·ËÂÒ‹ fi

Ì¸ÒÏ· Í·È Ì· ÂÌÁÏÂÒ˘ËÔ˝Ì ¸ÎÔÈ ÔÈ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ˜ÒÂÈ‹ÊÂÙ·È ˜Ò¸ÌÔÚ 8 	 � � AD@BJ � ) O E Í·È

ÂÂÈ‰fi ·ıÙfi Á ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ›ÌÙÂ ˆÔÒ›Ú ÛÂ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· Ë·

˜ÒÂÈ·ÛÙÂfl ÛıÌÔÎÈÍ‹ J I�	 � � AD@BJ � ) O E .
œÈ ı¸ÎÔÈÂÚ ‚·ÛÈÍ›Ú Ò‹ÓÂÈÚ „Ò·ÏÏÈÍfiÚ ‹Î„Â‚Ò·Ú ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì ÙÏÁÏ‹Ù˘Ì Ù˘Ì

‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì, Ôı ›˜ÔıÌ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÈÛÙÂfl ÛÂ Í‹ËÂ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi, Ï·Êfl ÏÂ ÙÔıÚ ÔÎÎ·-

Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝Ú ÙÔıÚ ÏÂ ÙÔ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Ô ÙÏfiÏ· ÙÔı collocation flÌ·Í· „flÌÔÌÙ·È ÂÌÙÂÎ˛Ú

·Ò‹ÎÎÁÎ· ÛÂ Í‹ËÂ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi. …‰È·flÙÂÒ· „È· ÙÈÚ Ò‹ÓÂÈÚ ÙÔı ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝

‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ, ÂflÙÂ ÏÂ ÙÔÌ collocation flÌ·Í·, ÂflÙÂ ÏÂ ÙÔ ‰È·„˛ÌÈÔ ÙÔı block ÛÙÁ

O � �



‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ÙÔı preconditioning, ÏÔÒÔ˝Ì Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÔ˝Ì ÔÈ ·Î„¸ÒÈËÏÔÈ ÙÔı

·ÒÔıÛÈ‹ÛÙÁÍ·Ì ÛÙÁÌ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁ ÂÌ¸ÙÁÙ· Í·È ·Ì·ˆ›ÒÔÌÙ·È ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎ· ÛıÛÙfiÏ·Ù·

ÍÔÈÌfiÚ ÏÌfiÏÁÚ.

√È· ÙÁÌ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfi ÛÂ ÛÂÈÒ‹, Ôı Ë· Âˆ·ÒÏ¸ÊÂÙ·È ÛÙ· ÙÒÈ· ÛÁÏÂfl· ‰Ò‹ÛÁÚ

ÙÔı precondioner flÌ·Í· ÛÂ Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ·, ›˜ÂÈ „flÌÂÈ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÁÛÁ ÛÂ

Í‹ËÂ ›Ì·Ì ·¸ ÙÔıÚ
� �36 � 4 O 6�%�%�%I6%J � ) O ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Ù˘Ì ‰ıÔ ÙÏÁÏ‹Ù˘Ì ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ

ÙÔı „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ, Ôı ·Ì·ˆ›ÒÔÌÙ·È ÛÙÔıÚ ·„Ì˛ÛÙÔıÚ ·¸ ÙÁÌ ‰ÂÓÈ‹ Í·È

·ÒÈÛÙÂÒfi ÎÂıÒ‹ Í‹ËÂ Í‹ËÂÚ „Ò·ÏÏfiÚ Î›„Ï·ÙÔÚ. « Â¸ÏÂÌÁ ÂÈÍ¸Ì· ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÙÁÌ

Û˝Ì‰ÂÛfi ÙÔıÚ Í·È ÙÁÌ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Ù˘Ì ‰ıÔ ÙÏÁÏ‹Ù˘Ì ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ
�

ÙÔı ‹Ì˘ fi Í‹Ù˘

ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ ÙÔı preconditioning.

�
E� � � � �

�

E

� C� ��� �
� � � �

� C � D�E � C � D C

� � �
� C � : E� ��� �

� � � �
� C � : C � C � : E

� C �� ��� �
� � � �

� C � D C � : E � C � D C �
� � �

� C � D�E� ��� �
� C �

≈flÌ·È ˆ·ÌÂÒ¸, ¸ÙÈ ÛÙÔıÚ
� ��� �2� �/�����

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ›˜ÔıÌ ·ÂÈÍÔÌÈÛËÂfl ÔÈ
	�� �

„Ò·ÏÏ›Ú

Î›„Ï·ÙÔÚ Í·È ÛÙÔıÚ
0����� �

�
�

ÔÈ
�����3���

. ”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ block ‰È·Ï›ÒÈÛÁ ÏÂ„›ËÔıÚ J �
¸Î˘Ì Ù˘Ì ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ ÂÌ¸ÙÁÙ·Ú, ÛÂ Í‹ËÂ ÂÒÈÙÙ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
�
C � : E 6 � 4 O 6�%�%�%I6 � ) O 6 ›˜ÂÈ ·ÂÈÍÔÌÈÛËÂfl Ô ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú Ù˘Ì

� C � : C Í·È
� C � : E ÙÏÁÏ‹Ù˘Ì

ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ, ÂÌ˛ ÛÂ Í‹ËÂ ‹ÒÙÈÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
�
C �$6 � 4 O 6�%�%�%I6 � 6 ›˜ÔıÌ ·ÂÈÍÔÌÈÛËÂfl

Ù· ÙÏfiÏ·Ù·
� C � D C � : E Í·È

� C � D C � . « ÂÏˆ·ÌÈÊ¸ÏÂÌÁ ·ÌÔÏÔÈÔÏÔÒˆfl· ÛÙÔÌ Ò˛ÙÔ
�
E

Í·È ÙÂÎÂıÙ·flÔ
�
C � D�E ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi ÂflÌ·È ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· Ù˘Ì ÛıÌÔÒÈ·Í˛Ì ÛıÌËÁÍ˛Ì ÙÁÚ

‰È·ˆÔÒÈÍfiÚ ÂÓflÛ˘ÛÁÚ.
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� � �� �

� C � : C � C � : E � C �� C � D C � : G
� C � D C � : C

� C � D C � : E
� C � D C �

������ �

� � � � � � �
� C � : C � C � : E

–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ÂflÛÁÚ, ¸ÙÈ „È· Ì· ıÔÎÔ„flÛÂÈ Í‹ËÂ ÂÒÈÙÙ¸Ú (
	�� �

) ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ
�
C � : E

ÛÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı ‹Ì˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÙÁ ÙÈÏfi ÙÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ
� C � : C Í·È

� C � : E ÙÁÚ

Î˝ÛÁÚ, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ Ù· ‚fiÏ·Ù· ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı BiCGSTAB ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ ÂÌ¸ÙÁÙ·Ú,

Ë· ˜ÒÂÈ·ÛÙÂfl Ì· ÂÈÍÔÈÌ˘ÌfiÛÂÈ ÏÂ ÙÔıÚ „ÂÈÙÔÌÈÍÔ˝Ú
�����3��� �

C � : C Í·È
�
C � „È· Ì· Î‹‚ÂÈ

·¸ ·ıÙÔ˝Ú Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·
� C � D C � : G , � C � D C � : C Í·È

� C � D C � : E , � C � D C � ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·.

� � �� �

� C � : E � C � � C � D�E� C � : C
� C � : E

� C �
� C � D�E

������ �

� � � � � � �
� C � D C � : E � C � D C �

œÏÔfl˘Ú, ÔÈ ‹ÒÙÈÔÈ
�����3���

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
�
C � „È· Ì· ıÔÎÔ„flÛÔıÌ Ù· ÙÏfiÏ·Ù·

� C � D C � : E
Í·È

� C � D C � ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ ÙÔı Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ ÙÔı SSOR

precondition, Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔÌ ·Î„ÔÒflËÏÔ ÙÁÚ BiCGSTAB, Ë· Ò›ÂÈ Ì· Î‹‚ÔıÌ ·¸

ÙÔıÚ „ÂÈÙÔÌÈÍÔ˝Ú
	�� � �

C � : E Í·È
�
C � D�E ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Ù· ÊÂ˝„Á ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì

� C � , � C � : E
Í·È

� C � , � C � D�E ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·.

”ıÌ‰ı‹ÊÔÌÙ·Ú Ù· ·Ò·‹Ì˘ ÏÂ ÙÁÌ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfi ÙÁÚ ÂÈÍÔÌÈÍfiÚ ·Ò‹ÎÎÁÎÁÚ

ÏÁ˜·ÌfiÚ Í·È ÙÔ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· ÙÁÚ SSOR preconditioned BiCGSTAB ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎÁ

ÏÔÒˆfi, ÔÈ ‰ıÔ ·Ò·Í‹Ù˘ ·Î„¸ÒÈËÏÔÈ ÂÒÈ„Ò‹ˆÔıÌ ÙÈÚ ‰ıÔ ÂÈÏ›ÒÔıÚ ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ ÙÁÚ

ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ ÙÔı SSOR preconditioning ·ıÙ›Ú ÙÁÚ ÂflÎıÛÁÚ Ù˘Ì ‹Ì˘ Í·È Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍ˛Ì

ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì.  ‹ËÂ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ·ÔÙÂÎÂflÙ·È ·¸ ›Ì· Red Í·È ›Ì· Black Cycle Í·È

ÂÈ‰ÈÍ¸ÙÂÒ· „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÂÍÙÂÎÂflÙ·È Ò˛Ù· Á

Red Í·È ÏÂÙ‹ Á Black Cycle, ÂÌ˛ ÛÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı ‹Ì˘ „flÌÂÙ·È ·ÌÙflÛÙÒÔˆ·. œÈ
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‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ ·ıÙ›Ú ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ·Ò·Í‹Ù˘ :

Red Cycle „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

�������	��
��
���������������

� 1�4 � 4 O -/1 � ) O =�1 023 � .�4 . � � ; �
�
C � : E <$1 ��� ��-�; � � C � : C and � C � : E���������

Black Cycle „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

����� � ����� � ��
����� ���������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �� C � : E ��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � �
�

C � : C 6 � C � : E���������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �� C � D�E ��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � �
� C �M6 � C � D�E���������

�������	��
��
���������������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
�
C ��<$1 ��� ��-�; � � C � D C � : E and

� C � D C ����������

Black Cycle „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı ‹Ì˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

�������	��
��
���������������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
�
C ��<$1 ��� ��-�; � � C � D C � : E and

� C � D C ����������
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Red Cycle „È· ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ ÙÔı ‹Ì˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

����� � ����� � ��
����� ���������

� 1�4 � 4	J -/1 � ) O =�1 023 � .�4 . � � ; �� C � : C ��������� 
� � C � : E � � 
 ��
$* � + � �
� C � D C � : G 6�2 C � D C � : C���������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �� C � ��������� 
� � C � : E � � 
 ��
$* � + � �
� C � D C � : E 6 � C � D C ����������

�������	��
��
���������������

� 1�4 � 4 O -/1 � ) O =�1 023 � .�4 . � � ; �
�
C � : E <$1 ��� ��-�; � � C � : C and � C � : E���������

A¸ ÙÔÌ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ ·Î„¸ÒÈËÏÔ ÙÁÚ SSOR preconditioned BiCGSTAB ÒÔÍ˝ÙÂÈ, ¸ÙÈ

ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ 	���"����� " � ÛÙÔ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ¸ ‚fiÏ· K ÙÁÚ ÂflÌ·È ?0@BA �FE . ¡ıÙ¸

ÈÛ˜˝ÂÈ, „È·Ùfl ÔÈ ‚·ÛÈÍ›Ú Ò‹ÓÂÈÚ „Ò·ÏÏÈÍfiÚ ‹Î„Â‚Ò·Ú „È· ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ Í‹ËÂ

ÙÏfiÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ Î˝ÛÁÚ, ÂÒÈÎ·Ï‚‹ÌÔıÌ ÍıÒfl˘Ú ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝Ú Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì Ê˛ÌÁÚ

1 G Í·È 1 � ‰È·ÛÙ‹ÛÂ˘Ì >�� JLA � Í·Ë˛Ú ÂflÛÁÚ Í·È ÏÒÔÚ flÛ˘ ·ÌÙÈÍ·Ù·ÛÙ‹ÛÂÈÚ ÏÂ

ÙÔıÚ ·Ò·„ÔÌÙÔÔÈÁÏ›ÌÔıÚ fi‰Á flÌ·ÍÂÚ Ê˛ÌÁÚ 1 E Í·È 1 C .
”ÙÔ fi‰Á ıÔÎÔ„ÈÛÏ›ÌÔ J I � AD@BJ � ) O E Í¸ÛÙÔÚ ÂÈÍÔÈÌ˘Ìfl·Ú 	 ��"����� " " Í‹ËÂ Â·Ì·ÎÁÙÈÍÔ˝

‚fiÏ·ÙÔÚ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÒÔÛÙÂËÂfl Í·È Ô ˜Ò¸ÌÔÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú ·¸ ›Ì·Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi

ÛÙÔÌ „ÂÈÙÔÌÈÍ¸ ÙÔı ÛıÌÔÎÈÍ‹ 24 ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ( 4 Í·Ù‹ ÙÁÌ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÁÚ Red Cycle

‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú Í·È 4 Í·Ù‹ ÙÁÌ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÁÚ Black Cycle ) ÏÂ„›ËÔıÚ 8 � 4 JLA � ÙÔ Í·Ë›Ì·

ÛÂ ÙÒÂÈÚ ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ, fi ÈÔ Û˘ÛÙ‹ Ô ˜Ò¸ÌÔÚ ÏÂÙ·ˆÔÒ‹Ú 12 ‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ( 6 Í·Ù‹ ÙÁÌ

‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÁÚ Red Cycle ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú Í·È 6 Í·Ù‹ ÙÁÌ Black Cycle ) ÏÂ„›ËÔıÚ � � 4 8 A �
ÙÔ Í·Ë›Ì·.
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� L�K +�79-�6,+�B /1;�� 29M�
9;,> N 3,:9;�� � 1 6,2 L 2�> ?9M9M�0�M�; � ��09:�2 ),+"2,6 K :909:?1 6,0�B
:96 ��:90�B 792,+ � 2?3 K >���BC),+�? � 2 B B

œ ·Ò‹ÎÎÁÎÔÚ ·Î„ÔÒflËÏÔ ÙÁÚ SSOR preconditioned BiCGSTAB ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ

ÂÌ¸ÙÁÙ·Ú Ë· ·ÂÈÍÔÌÈÛÙÂfl ÛÂ ›Ì· ·Ò‹ÎÎÁÎÔ Û˝ÛÙÁÏ· ‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ ÏÌfiÏÁÚ ÛÙ·ËÂÒfiÚ

‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ÏÂ ›Ì·Ì ÒÔÍ·ËÔÒÈÛÏ›ÌÔ ·ÒÈËÏ¸
�

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì. ¡ıÙ¸ ‹ÎÎ˘ÛÙÂ ÈÛ˜˝ÂÈ

Í·È ÛÂ ›Ì· Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· , ‰ÁÎ·‰fi ··ÒÙflÊÂÙ·È

·¸
�

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
� ��6�@�� 4 O 6�%�%�%F6 � E , ÔÈ ÔÔflÔÈ ÂflÌ·È ÛıÌ‰ÂÏ›ÌÔÈ ÛÂ ÏÔÒˆfi

‰ı·‰ÈÍÔ˝ ‰›ÌÙÒÔı, ÂÌ˛ Í·Ù‹ ÙÈÚ ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ ÂflÎıÛÁÚ Ù˘Ì preconditioned „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì

ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì ·ıÙÔfl ÛıÌ‰›ÔÌÙ·È ÛÂ ÛÂÈÒ‹. ∏ÙÛÈ ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ ˆÔÒÙflÔ Ë· Ò›ÂÈ

Ì· ·Ì·Í·ÙÂÌÂÏÁËÂfl, ÏÂ ‹ÎÎ· Î¸„È· Ë· „flÌÂÈ Í‹ÔÈ· ÔÏ·‰ÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì ÂÈÍÔÌÈÍ˛Ì

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì Í·È Ë· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÈÛÙÂfl Í‹ËÂ ÔÏ‹‰· ÙÔıÚ ÛÂ ›Ì· Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi.

OÈ ‰ıÌ·Ù›Ú ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ ÂflÌ·È ‰˝Ô Í·È ·Ì·Î˝ÔÌÙ·È ·Ò·Í‹Ù˘.

� K > N L /���B - L ;�� A � 4 � �
”ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ·ıÙfi „flÌÂÙ·È ÔÏ·‰ÔÔflÁÛÁ � ÙÔ ÎfiËÔÚ ‰È·‰Ô˜ÈÍ˛Ì ÂÈÍÔÌÈÍ˛Ì

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì ÔÈ ÔÔflÔÈ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜flÊÔÌÙ·È ÛÂ Í·Ë›Ì· Ò·„Ï·ÙÈÍ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� � 6 @�� 4 O 6�%�%�%I6 � E . ∏ÙÛÈ ı‹Ò˜ÂÈ ÈÛÔÍ·Ù·ÌÔÏfi ÙÔı ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝ ˆÔÒÙflÔı

¸˘Ú ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÛÙÔ ·Ò·Í‹Ù˘ Û˜fiÏ·.

� � � � � �

�

�
� � : E�� 	 D�E �

� � : E�� 	 D C � ��	

� �
�

K‹ËÂ ‹ÎÎÁ ‰ıÌ·Ùfi ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÈÛÁ ·ıÓ‹ÌÂÈ ÙÔ Í¸ÛÙÔÚ ÂÈÍÔÈÌ˘Ìfl·Ú. ƒÁÎ·‰fi ·Ì „flÌÂÈ

·ÂıËÂfl·Ú ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÛÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú, ÏÂ ÈË·Ì¸ ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·

ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸ Ù˘Ì ‰ıÔ ÙÏÁÏ‹Ù˘Ì ÙÁÚ ÒÔÛÂ„„ÈÛÙÈÍfiÚ Î˝ÛÁÚ, Ù· ÔÔfl· ·ÌfiÍÔıÌ

J I�8



ÛÙÁÌ fl‰È· Í‹ËÂÙÁ „Ò·ÏÏfi ÎÂ„Ï·ÙÔÚ Í·È ›˜ÔıÌ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÈÛÙÂfl ÛÂ ›Ì· ÂÈÍÔÌÈÍ¸

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi, ·¸ ‰È·ˆÔÒÂÙÈÍÔ˝Ú Ò·„Ï·ÙÈÍÔ˝Ú, Ùo Í¸ÛÙÔÚ ÂÈÍÔÈÌ˘Ìfl·Ú ÛÂ ÏÈ·

Ù›ÙÔÈ· ÂÒflÙ˘ÛÁ Ë· ÂflÌ·È ÔÎÎ·Î‹ÛÈÔ, „È·Ùfl ··ÈÙÂflÙ·È Á ÏÂÙ·ˆÔÒ‹ ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒ˘Ì

‰È·ÌıÛÏ‹Ù˘Ì ·¸ Í‹ËÂ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi Í·Ù‹ ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ Ù˘Ì ÙÒÈ„˘ÌÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì

ÛÙÁÌ ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı precondition. ∂Ò· Á ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÈÛÁ ÙÔı ·Ò·‹Ì˘ Û˜fiÏ·ÙÔÚ ÂflÌ·È

Á � 1*M�/1+��J0 Í·È ÛÂ Í‹ËÂ ·Ò„Ï·ÙÈÍ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� � ›˜ÔıÌ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÈÛÙÂfl ÔÈ �

ÂÈÍÔÌÈÍÔfl ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
�
� � : E�� 	 D�E 6�%�%�%F6 � ��	 , ÂÍÙ¸Ú ·¸ ÙÔÌ ÙÂÎÂıÙ·flÔ

� � , ÛÙÔÌ ÔÔflÔ

Ë· ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÈÛÙÔ˝Ì � ) O ÂÈÍÔÌÈÍÔfl ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú, ·ˆÔ˝ ÙÔ ÂÈÍÔÌÈÍ¸ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ

Û˝ÛÙÁÏ· ··ÒÙflÊÂÙ·È ·¸ A�� ) O ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú.

√È· ÙÁÌ Í·Ù·ÌÔÏfi Ù˘Ì ‰Â‰ÔÏ›Ì˘Ì ÛÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ı‹Ò˜ÔıÌ ÔÈ ÂÓfiÚ ·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈÚ:

� AÌ Ô ·ÒÈËÏ¸Ú � ÂflÌ·È ‹ÒÙÈÔÚ Ù¸ÙÂ „È· ÙÔıÚ ‰ÂflÍÙÂÚ @���' O E�� ) O Í·È ��� ÈÛ˜˝ÂÈ

@���' O E�� ) O ÂflÌ·È
� ��� �2� � ���

ÂÌ˛ Ô ��� ÂflÌ·È
0����� �8�

.

∏ÙÛÈ ÔÈ ÂÈÍÔÌÈÍÔfl ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
�
� � : E�� 	 D�E Í·È

� ��	 Ë· ÂflÌ·È ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·
	�� �

� � ��� �2� �/��� �
Í·È

�����3��� � 0����� ��� �
ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÔ ·Ò·Í‹Ù˘ Û˜fiÏ·

� � � � � � �

�

� 
�� ��� )�*�� � 
�� ��� )�*��

� �
�

∂Ò· ÛÙÔÌ Ùı˜·flÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� � ›˜ÔıÌ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜ÈÛÙÂfl ��4$; = ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

2 � 6 � 4 @���' O E��H6�%�%�%I6/����' O
Í·È ��� � .�<�� ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

2 C � D � 6
� 4 @���' O E��+) O 6�%�%�%I6/��� %
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� AÌ Ô ·ÒÈËÏ¸Ú � ÂflÌ·È ÂÒÈÙÙ¸Ú Ù¸ÙÂ „È· ÙÔıÚ ‰ÂflÍÙÂÚ @���' O E��+) O Í·È ��� ÈÛ˜˝ÂÈ

@���' O E�� ) O Í·È ��� ÂflÌ·È
� ��� �2� �"0��

¸Ù·Ì ÙÔ � ÂflÌ·È
� ��� �2� � �

ÂÌ˛ Ù·

@���' O E�� ) O Í·È ��� ÂflÌ·È
0�����/���

¸Ù·Ì ÙÔ � ÂflÌ·È
0����� �

.

∏ÙÛÈ ÔÈ ÂÈÍÔÌÈÍÔfl ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
�
� � : E�� 	 D�E Í·È

� ��	 Ë· ÂflÌ·È Í·È ÔÈ ‰˝Ô
	�� �

� � ��� �2� �/��� �
¸Ù·Ì ÙÔ � ÂflÌ·È

� ��� �2� � �
, ÂÌ˛ Ë· ÂflÌ·È Í·È ÔÈ ‰˝Ô

�����3��� � 0����� ��� �
¸Ù·Ì

ÙÔ � ÂflÌ·È
0����� �8�

. ¡ıÙ¸ ·ÂÈÍÔÌflÊÂÙ·È Û˜ÁÏ·ÙÈÍ‹ ·Ò·Í‹Ù˘.

� � � � � � � �

�

� 
�� ��� )�*�� � 
�� ��� )�*�� � 
��

� � � � #���� �%���������	�
����

�

� � � � � � � �

�

��� )�*�� � 
�� ��� )�*�� � 
�� ��� )�*��

� � � � #���� �%������������

�

∂Ò·, ¸Ù·Ì ÙÔ � ÂflÌ·È
� ��� �2� � �

, ÛÙÔÌ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� � ·ÌÙÈÛÙÈ˜ÔflÊoÌÙ·È Ù· � ) O

4$; = ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

2 � 6 � 4 @���' O E��H6�%�%�%F6/���
Í·È Ù· ��' O � � .�<�� ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

2 C � D � 6
� 4 @���' O E�� ) O 6�%�%�%I6/����' O 6
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ÂÌ˛, ¸Ù·Ì ÙÔ � ÂflÌ·È
0����� �

, ÛÙÔÌ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� � ·ÌÙÈÛÙÈ˜ÔflÊoÌÙ·È Ù· ��' O 4$; =

‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

2 � 6 � 4 @���' O E��+) O 6�%�%�%I6/����' O
Í·È Ù· �+) O � � .�<�� ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù·

2 C � D � 6
� 4 @���' O E��H6�%�%�%I6/��� %

”Â ·ıÙ¸ ÙÔ ÛÁÏÂflÔ Ë· Ò›ÂÈ Ì· ÙÔÌflÛÔıÏÂ ¸ÙÈ ÙÔ Ò˛ÙÔ red ‰È‹ÌıÛÏ· 2 � Ë·

›˜ÂÈ ıÔÎÔ„ÈÛÙÂfl ·¸ ÙÔÌ Ò˛ÙÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
�

E , ÂÌ˛ ÙÔ ÙÂÎÂıÙ·flÔ 2 � � ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·

·¸ ÙÔÌ
� � . À·Ï‚‹ÌÔÌÙ·Ú ı¸¯Á ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ·Ì‹ÎıÛÁ, Í·Ù·Îfi„ÔıÏÂ ÛÙÈÚ ‰ıÔ

·Ò·Í‹Ù˘ ·Ò·ÙÁÒfiÛÂÈÚ.

� ¸Ù·Ì Ô ‰ÂflÍÙÁÚ � ÂflÌ·È
0����� �8�

Á ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Ù˘Ì � ÂÈÍÔÌÈÍ˛Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì

Ë· „flÌÂÙ·È ÏÂ ÙÁÌ ‰È‹Ù·ÓÁ
 �  � �����  � , ¸Ôı


ÛıÏ‚ÔÎflÊÂÈ "Red" Í·È

·ÌÙflÛÙÔÈ˜· ÙÔ � "Black" ÂÈÍÔÌÈÍ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi. ∏ÙÛÈ Í·Ù‹ ÙÁÌ ‰È‹ÒÍÂÈ·

ÙÁÚ Red Cycle ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú ÙÁÚ ÂflÎıÛÁÚ ÙÔı ‹Ì˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ

ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı preconditioning, Ô ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ
�

�� @
��(4 O 6�%�%�%I6 � ' O E , Ë· Ò›ÂÈ

Ì·
��� � � ���

ÛÙÔÌ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
�

�� D�E Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Ôı Û˜ÂÙflÊÔÌÙ·È ÏÂ ÙÔÌ

ÙÂÎÂıÙ·flÔ ÙÔı black ÂÈÍÔÌÈÍ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� ��	 , ÂÌ˛ Í·Ù‹ ÙÁÌ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÁÚ

Black Cycle ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú ÙÁÚ ÂflÎıÛÁÚ ÙÔı Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ ÛÙÁÌ

ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı preconditioning, Ô ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ
�

�� D�E Ë· Ò›ÂÈ Ì·
��� � � ���

ÛÙÔÌ
�

��
Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Ôı Û˜ÂÙflÊÔÌÙ·È ÏÂ ÙÔÌ Ò˛ÙÔ ÙÔı red ÂÈÍÔÌÈÍ¸ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi
� ��	 D�E

� ¸Ù·Ì Ô ‰ÂflÍÙÁÚ � ÂflÌ·È
� ��� �2� � ���

Á ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Ë· ·ÍÔÎÔıËÂfl ÙÁ ‰È‹Ù·ÓÁ

�

� �����  � 

, ¸Ù·Ì Ô ‰ÂflÍÙÁÚ � ÂflÌ·È
� ��� �2� � ���

Í·È �

�
 ����� �  � ,

¸Ù·Ì ÂflÌ·È
0����� �8�

. ∏ÙÛÈ Í·Ù‹ ÙÁ ‰È‹ÒÍÂÈ· ÙÁÚ Red (·ÌÙflÛÙÔÈ˜· Black) Cy-

cle ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú ÙÁÚ ÂflÎıÛÁÚ ÙÔı ‹Ì˘ (·ÌÙ. Í‹Ù˘) ÙÒÈ„˘ÌÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ

ÛÙÁÌ ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı preconditioning, Ô ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfiÚ
� � @�� 4 ������	 � � E @ ���
��% � 4
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��� ��	 ��� � � E Ë· Ò›ÂÈ Ì·
� � � �����

ÛÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
� � : E Í·È

� � D�E ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·

Ù· ‰È·Ì˝ÛÏ·Ù· Ôı Û˜ÂÙflÊÔÌÙ·È ÏÂ ÙÔ Ò˛ÙÔ Í·È ÙÂÎÂıÙ·flÔ black (·ÌÙ. red)

ÂÈÍÔÌÈÍÔ˝Ú ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
�
� � : E�� 	 D�E Í·È

� ��	

”˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ ·Ò·‹Ì˘ ·Ì‹ÎıÛÁ Ô ·Ò‹ÎÎÁÎÔÚ ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÙÁÚ SSOR precon-

ditioned BiCGSTAB „È· ·Ò‹ÎÎÁÎ· ÛıÛÙfiÏ·Ù· ÛÙ·ËÂÒfiÚ ‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ ‰ÂÌ ·ÎÎ‹ÊÂÈ ÙÁ

„ÂÌÈÍfi ÙÔı ÏÔÒˆfi, ·ÎÎ‹ ı‹Ò˜ÂÈ Í‹ÔÈ· ‰È·ˆÔÒÔÔflÁÛÁ ÛÙÈÚ ÂÈÏ›ÒÔıÚ ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ

ÙÁÚ ÂflÎıÛÁÚ Ù˘Ì ‹Ì˘ Í·È Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì ÛÙÁÌ ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı precondi-

tioning, ¸˘Ú ·ıÙ›Ú ÂÒÈ„Ò‹ˆÔÌÙ·È ÛÙÔÌ ·Ò·Í‹Ù˘ ·Î„¸ÒÈËÏÔ :

� � � �$� �&�$���8� �$��� �
�
2 ��7 ?�/�� ��� � ��� �����
���(� � �������/�8� 4 E

� 4 �

Red Cycle „È· ‹ÒÙÈÔ �
�������	��
��
���������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
� 1�4 � 4�@���' O E�� -/1 ����' O =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � �
���������

���������

Black Cycle „È· ‹ÒÙÈÔ k

����� � ����� � ��
����� ���������

� 1�4 � 4 O -/1 �� =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � D�E ��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � �

� C � 	 6 � C � 	 D�E���������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � ��������� 
� � C � : E �

� 
 ��
$* � + � �
�

� C � : E�� 	 6 �

� C � : E�� 	 D�E���������
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�������	��
��
���������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
� 1�4 � 4�@���' O E��+) O -/1 ��� =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � C � D ����������
���������

Red Cycle „È· ÂÒÈÙÙ¸ �
�������	��
��
���������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
0 � � 1�=�= - � ;�3

� 1�4 � 4�@���' O E�� -/1 ��� =�1
� � <$1 ��� ��-�; � � �

���������
��� ���

� 1�4 � 4�@���' O E��+) O -/1 ����' O =�1
� � <$1 ��� ��-�; � � �

���������
������� �

���������

Black Cycle „È· ÂÒÈÙÙ¸ k

����� � ����� � ��
����� ���������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � : E

��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � �
�

� C � : E�� 	 : E 6 �

� C � : E�� 	���������

� 1�4 � 4 O -/1 �� =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � D�E ��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � �

� C � 	 6 � C � 	 D�E���������
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�������	��
��
���������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
0 � � 1�=�= - � ;�3

� 1�4 � 4�@���' O E��+) O -/1 ����' O =�1
� � <$1 ��� ��-�; � � C � D ����������

��� ���
� 1�4 � 4�@���' O E�� -/1 ��� =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � C � D ����������
������� �

���������

� � � �$� �&�$���8� �$��� �
�
2 � ?�6 � ��� � ��� �����
���(� � �������/�8� 4 C � 4 �

Black Cycle „È· ‹ÒÙÈÔ k

�������	��
��
���������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
� 1�4 � 4�@���' O E��+) O -/1 ��� =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � C � D ����������
���������
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Red Cycle „È· ‹ÒÙÈÔ �
����� � ����� � ��
����� ���������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � : E

��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � �
� C � D�� C � : E�� 	 : E 6 � C � D�� C � : E�� 	���������

� 1�4 � 4 O -/1 �� =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � ��������� 
� � C � D�E � � 
 ��
$* � + � �

� C � D C � 	 : E 6 � C � D C � 	���������

�������	��
��
���������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
� 1�4 � 4�@���' O E�� -/1 ����' O =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � �
���������

���������

Black Cycle „È· ÂÒÈÙÙ¸ k

�������	��
��
���������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
0 � � 1�=�= - � ;�3

� 1�4 � 4�@���' O E��+) O -/1 ����' O =�1
� � <$1 ��� ��-�; � � C � D ����������

��� ���
� 1�4 � 4�@���' O E�� -/1 ��� =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � C � D ����������
������� �

���������
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Red Cycle „È· ÂÒÈÙÙ¸ �
����� � ����� � ��
����� ���������

� 1�4 � 4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � ��������� 
� � C � : E �

� 
 ��
$* � + � �
� C � D�� C � : E�� 	 6 � C � D�� C � : E�� 	 D�E���������
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� C �� : E

��������� 
� � C �� �
� 
 ��
$* � + � � � C � D�� C �� : E��2� 	 D�E�� : � D � � � C � D�� C �� : E��2� 	 D�E�� : � D � D�E���������

� 1�4 � 4 O -/1 � : � : CC .�3
= � 1�4 �� 4 � : �C -/1 � : CC =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � ��������� 
� � C � D�E � � 
 ��
$* � + � � � ��"��C � D C � 	 : E � � C � D C � 	
� C �� D�E

��������� 
� � C �� �
� 
 ��
$* � + � � � C � D C � 	 D�E�� �� : � D � D�E � � C � D C � 	 D�E�� �� : � D � D C���������

����� � � � ����
��������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
0 � O � � � � ' � ' O - � ;�3
� 1�4 � 4�@���' O E�� -/1 ����' O =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � �

���������
��� ����� � � � ����� 
���
 � 
������

� 1�4 � 4�@���' O E��+) ��' � ) � -/1 ���+) ��' � ) � ) O =�1
� � <$1 ��� ��-�; � � �

���������
��� ���
� 1�4 � 4�@���' O E��+) ��' � ) � ) O -/1 ���+) ��' � ) � =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � �

���������
������� �

���������
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ºÙ·Ì Ù˛Ò· ÙÔ � ÂflÌ·È
� ��� �2� � �

ÔÈ Ò˛ÙÔÈ
� ' � ' O ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú

� ��@�� 4 O 6�%�%�%I6 � '
� ' O E ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì ÙÁÌ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÈÛÁ

 �  � �����  � 
„È· � ÂÒÈÙÙ¸, ÂÌ˛ „È· �

‹ÒÙÈÔ ÙÁÌ �  � �����  � . ∏ÙÛÈ ÔÈ ÙÂÎÂıÙ·flÔÈ � ) O ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
� � @�� 4 � '

� 6�%�%�%F6 � E ÏÂ ·ÌÙÈÛÙÔfl˜ÈÛÁ � ) O ÂÈÍÔÌÈÍ˛Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì Ë· ·ÍÔÎÔıËÔ˝Ì ÙÁ ‰È‹Ù·ÓÁ
 �  � �����  �  � . AıÙ¸ ÛÁÏ·flÌÂÈ, ¸ÙÈ Í·Ù‹ ÙÁ ‰È‹ÒÍÂÈ· Ù˘Ì ‰È·‰ÈÍ·ÛÈ˛Ì Red

Í·È Black Cycle ÙÁÚ ÂflÎıÛÁÚ Ù˘Ì ‹Ì˘ Í·È Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì Í·Ù‹ ÙÁÌ

ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı preconditioning, Ô ÙÒ¸ÔÚ ÂÈÍÔÈÌ˘Ìfl·Ú ÏÂÙ·Ó˝ Ù˘Ì Ò˛Ù˘Ì
� ' � ' O

ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì
� ��@�� 4 O 6�%�%�%F6 � ' � ' O E Ë· ÂflÌ·È fl‰ÈÔÚ ÏÂ ·ıÙ¸Ì ÙÁÚ ÂÒflÙ˘ÛÁÚ

� 4 ��� ��	 ��� � � „È· A �04 � � , ÂÌ˛ „È· ÙÔıÚ ı¸ÎÔÈÔıÚ � ) O ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú
� ��@�� 4

� ' � 6�%�%�%%6 � E Ë· ÂflÌ·È fl‰ÈÔÚ ÏÂ ·ıÙ¸Ì ÙÁÚ ÂÒflÙ˘ÛÁÚ �94 ������	 � � . ≈flÛÁÚ, ·ˆÔ˝ ÙÔ

A � ÂflÌ·È
0����� �8�

Í·È ÙÔ � ÂflÌ·È
� ��� �2� � �

, Ë· ÂflÌ·È ÙÔ �
� ��� �2� � ���

„È·
� � ��� �2� � ���

Í·È ÙÔ �

0����� �8�
„È·

� 0����� �
. œ¸ÙÂ ÙÔ

� ' � ' O ÂflÌ·È
� ��� �2� � ���

„È· Í‹ËÂ ÂÒflÙ˘ÛÁ.

¡ÍÔÎÔıËÔ˝Ì ÔÈ ·Î„¸ÒÈËÏÔÈ ÙÁÚ ÂflÎıÛÁÚ Ù˘Ì ‹Ì˘ Í·È Í‹Ù˘ ÙÒÈ„˘ÌÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì

Í·Ù‹ ÙÁ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ÙÔı SSOR preconditioning „È·
� ��� �2� � � � .
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� � � �$� �&�$���8� �$��� �
�
2 ��7 ?�/�� ��� � ��� �����
���(� � �������/�8� 4 E

� 4 �

Red Cycle

����� � � � ����
��������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
0 � � ' � � � � � - � ;�3
� 1�4 � 4�@���' O E��+) ��' � ) � ) O -/1 ���+) ��' � ) � =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � �

���������
��� ����� � � + � � 
������

� 1�4 � 4�@���' O E�� -/1 ��� =�1
� � <$1 ��� ��-�; � � �

���������
��� ���
� 1�4 � 4�@���' O E��+) O -/1 ����' O =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � �

���������
������� �

���������

Black Cycle

���������	��
������
���������������� �� �������	�
��� �

� 1�4 � 4 O -/1 � : � : CC .�3
= � 1�4 �� 4 � : �C -/1 � : EC =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � : E

��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � � �

� C � : E�� 	 � �

� C � : E�� 	 : E
� C �� : E

��������� 
� � C �� �
� 
 ��
$* � + � � �

� C �� : E��2� 	 D�E�� : � D � � �

� C �� : E��2� 	 D�E�� : � D � D�E���������

� 1�4 � 4 O -/1 � : � : CC .�3
= � 1�4 �� 4 � : �C -/1 � : EC =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � D�E ��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � � � C � 	 D C � � C � 	 D�E
� C ��

��������� 
� � C �� D�E �
� 
 ��
$* � + � � � C � 	 D�E�� �� : � D � D�E � � C � 	 D�E�� �� : � D ����������
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�

���������	��
������
���������������� �� ��������� �

� 1�4 � 4 O -/1 � : �C .�3
= � 1�4 �� 4 � : � D CC -/1 �

C =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � : E

��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � � �

� C � : E�� 	 � �

� C � : E�� 	 : E
� C �� : E

��������� 
� � C �� �
� 
 ��
$* � + � � �

� C �� : E�� 	 D C �� : � D � : E � �

� C �� : E�� 	 D C �� : � D � : C���������

� 1�4 � 4 O -/1 � : � : CC .�3
= � 1�4 �� 4 � : �C -/1 � : CC =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � D�E ��������� 
� � C � � � 
 ��
$* � + � � � C � 	 � � C � 	 D�E
� C ��

��������� 
� � C �� D�E �
� 
 ��
$* � + � � � C � 	 D�E�� �� : � D � : E � � C � 	 D�E�� �� : � D ����������

����� � � � ����
��������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
0 � � ' � � � � � - � ;�3
� 1�4 � 4�@���' O E���' � ) � ) O -/1 ���+) ��' � ) � =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � C � D ����������
��� ����� � � + � � 
������

� 1�4 � 4�@���' O E��+) O -/1 ����' O =�1
� � <$1 ��� ��-�; � � C � D ����������

��� ���
� 1�4 � 4�@���' O E�� -/1 ��� =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � C � D ����������
������� �

���������
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� � � �$� �&�$���8� �$��� �
�
2 � ?�6 � ��� � ��� �����
���(� � �������/�8� 4 C � 4 �

Black Cycle

����� � � � ����
��������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
0 � � ' � � � � � - � ;�3
� 1�4 � 4�@���' O E���' � ) � ) O -/1 ���+) ��' � ) � =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � C � D ����������
��� ����� � � + � � 
������

� 1�4 � 4�@���' O E��+) O -/1 ����' O =�1
� � <$1 ��� ��-�; � � C � D ����������

��� ���
� 1�4 � 4�@���' O E�� -/1 ��� =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � C � D ����������
������� �

���������

Red Cycle

���������	��
������
���������������� �� �������	�
��� �

� 1�4 � 4 O -/1 � : � : CC .�3
= � 1�4 �� 4 � : �C -/1 � : EC =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � ��������� 
� � C � : E �

� 
 ��
$* � + � � � C � D�� C � : E�� 	 � � C � D�� C � : E�� 	 D�E
� C ��

��������� 
� � C �� : E �
� 
 ��
$* � + � � � C � D C �� � 	 D�E�� : 	 : � D � � � C � D C �� � 	 D�E�� : 	 : � D � D�E���������

� 1�4 � 4 O -/1 � : � : CC .�3
= � 1�4 �� 4 � : �C -/1 � : EC =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � ��������� 
� � C � D�E � � 
 ��
$* � + � � � C � D C � 	 : E � � C � D C � 	
� C �� D�E

��������� 
� � C �� �
� 
 ��
$* � + � � � C � D C � 	 D�E�� �� : � D � D�E � � C � D C � 	 D�E�� �� : � D � D C���������
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���������	��
������
���������������� �� ��������� �

� 1�4 � 4 O -/1 � : �C .�3
= � 1�4 �� 4 � : � D CC -/1 �

C =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � ��������� 
� � C � : E �

� 
 ��
$* � + � � � C � D�� C � : E�� 	 � � C � D�� C � : E�� 	 D�E
� C ��

��������� 
� � C �� : E �
� 
 ��
$* � + � � � C � D�� C �� : E��2� 	 D�E�� : � D � D�E � � C � D�� C �� : E��2� 	 D�E�� : � D � D C���������

� 1�4 � 4 O -/1 � : � : CC .�3
= � 1�4 �� 4 � : �C -/1 � : CC =�1 023 � .�4 . � � ; �
� C � ��������� 
� � C � D�E � � 
 ��
$* � + � � � C � D C � 	 : E � � C � D C � 	 : C
� C �� D�E

��������� 
� � C �� �
� 
 ��
$* � + � � � C � D C � 	 D�E�� �� : � D � D C � � C � D C � 	 D�E�� �� : � D � D G���������

����� � � � ����
��������������

� 1�4 �.4 O -/1 � =�1 023 � .�4 . � � ; �
0 � � ' � � � � � - � ;�3
� 1�4 � 4�@���' O E��+) ��' � ) � ) O -/1 ���+) ��' � ) � =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � �

���������
��� ����� � � + � � 
������

� 1�4 � 4�@���' O E�� -/1 ��� =�1
� � <$1 ��� ��-�; � � �

���������
��� ���
� 1�4 � 4�@���' O E��+) O -/1 ����' O =�1

� � <$1 ��� ��-�; � � �

���������
������� �

���������

ÃÂÎÂÙ˛ÌÙ·Ú ÙÁÌ ‰ÔÏfi Ù˘Ì ·Ò·‹Ì˘ ·Î„ÔÒflËÏ˘Ì ÒÔÍ˝ÙÂÈ ¸ÙÈ ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸,

·ÎÎ‹ Í·È ÙÔ ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÈ·Í¸ Í¸ÛÙÔÚ, ·Ò›ÏÂÈÌÂ ÛÙ·ËÂÒ¸ ÏÂ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ A ��4 � � ,

·Ì Í·È Ô ·Î„¸ÒÈËÏÔÚ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ A ��40� � ) � 6 O � � � � ' O ÂflÌ·È ÛÁÏ·ÌÙÈÍ‹

ÈÔ ÔÎ˝ÎÔÍÔÚ, „È·Ùfl ‰ÁÏÈÔıÒ„fiËÁÍ·Ì ÂÒÈÛÛ¸ÙÂÒÂÚ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ Í·È ›ÒÂÂ Ì·

ı‹ÒÓÂÈ ¸ÛÔ ÙÔÌ ‰ıÌ·Ù¸Ì ÈÛÔÍ·Ù·ÌÔÏfi ÙÔı ˆÔÒÙflÔı „È· Í·ËÂÏÈ‹ ÙÔıÚ, ˛ÛÙÂ Ì·
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ÂÓ·Ûˆ·ÎÈÛÙÂfl Á Í·Î˝ÙÂÒÁ ‰ıÌ·Ùfi ·¸‰ÔÛÁ.

≈flÛÁÚ Ô ÙÒ¸ÔÚ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁÚ Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÛÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ÛıÌÙÂÎÂfl, ¸ÏÔÈ·

ÏÂ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍfiÚ ÍÔÈÌfiÚ ÏÌfiÏÁÚ, ÛÙÁÌ ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì

ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì.

�95��95�� � M�; L ; N 0 B /10�B K*L 2,6,29M�0 L /1+�7���B�: K 3,-�),;�� � R � � O � 	 � � ; L 2�> ?9M9M�0�M�;
� L ; M�;�
�+�� +�7�- � ��09:92 � Q�U �"V9P � 6 � � �

∏„ÈÌÂ ıÎÔÔflÁÛÁ ÙÔı ·Ò·ÎÎfiÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÙÁÚ Â·Ì·ÎÁÙÈÍfiÚ ÏÂË¸‰Ôı SSOR

preconditioned BiCGSTAB ÛÙÔ ·Ò‹ÎÎÁÎÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ

ÏÌfiÏÁÚ ÛÙÔ ÔÔflÔ ›„ÈÌÂ Í·È Á ·ÌÙflÛÙÔÈ˜Á ıÎÔÔflÁÛÁ ÙÁÚ SOR „È· ÙÔ fl‰ÈÔ ·ÍÒÈ‚˛Ú

Ò¸‚ÎÁÏ· ÏÔÌÙ›ÎÔ Í·È „È· ÙÈÚ fl‰ÈÂÚ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ. √È· ÍÒÈÙfiÒÈÔ Û˝„ÍÎÈÛÁÚ

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ ÙÔ

4 : E � ��"��
4 : E 5 � 	 � �

H ·Ò‹ÎÎÁÎÁ ıÎÔÔflÁÛÁ ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ›„ÈÌÂ Ï›Û˘ ÙÔı ÒÔ„Ò·ÏÏ·ÙÈÛÙÈÍÔ˝

ÏÔÌÙ›ÎÔı SPMD (Single Program Multiple Data), ‰ÁÎ·‰fi ıfiÒ˜Â ›Ì·Ú Í˛‰ÈÍ·Ú

ÒÔ„Ò‹ÏÏ·ÙÔÚ, ¸Ôı ÙÔ Í·Ù‹ÎÎÁÎÔ ÙÏfiÏ· ÙÔı Ôı ·ˆÔÒÔ˝ÛÂ Ù· Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·

‰Â‰ÔÏ›Ì· ÂÍÙÂÎ›ÛÙÁÍÂ ÛÙÔÌ ·Ì‹ÎÔ„Ô ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi. œÈ ÂÒÈÙ˛ÛÂÈÚ Ôı ıÎÔÔÈfiËÁÍ·Ì

ÂflÌ·È „È· A �.4 � � 6�� 4 ������	 � � , ·ˆÔ˝ Á ‰È·Ï›ÒÈÛÁ A�� ÂÈÎ›˜ËÁÍÂ Í‹ËÂ ˆÔÒ‹ ˘Ú

‰˝Ì·ÏÁ ÙÔı 2.

« ÛÂÈÒÈ·Ífi ÏÔÒˆfi ÙÔı red-black ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ıÎÔÔÈfiËÁÍÂ ÛÙÔÌ ›Ì·

·¸ ÙÔıÚ ‰ıÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú. T· ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ÂÏˆ·ÌflÊÔÌÙ·È ÛÙÔÌ

·Ò·Í‹Ù˘ flÌ·Í· T30, ¸Ôı ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÙ·È Ô ÛıÌÔÎÈÍ¸Ú ˜Ò¸ÌÔÚ ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ ÙÁÚ

ÏÂË¸‰Ôı ÏÂÙÒÁÏ›ÌÔÚ ÛÂ ‰ÂıÙÂÒ¸ÎÂÙ·, Í·Ë˛Ú Í·È ÔÈ ˜Ò¸ÌÔÈ ÙÁÚ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú matvec

Ôı ·ˆÔÒ‹ ÙÔÌ ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏ¸ ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ ÏÂ ÙÔÌ collocation flÌ·Í· Í·È ÙÁÚ

ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ ÙÔı precondition msolve. œ flÌ·Í·Ú ‘31 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ÙÈÚ fl‰ÈÂÚ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú

ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ „È· ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ SGS preconditioned BiCGSTAB.
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º˘Ú ÒÔÍ˝ÙÂÈ ·¸ ÙÈÚ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ ÙÔ ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ ›˜ÂÈ Á

ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı preconditioning Í·È ·ÍÔÎÔıËÂfl Á Ò‹ÓÁ ÙÔı ÔÎÎ·Î·ÛÈ·ÛÏÔ˝ ÏÂ ÙÔÌ

collocation flÌ·Í·. œ ·Ò·Í‹Ù˘ flÌ·Í·Ú ‘32 ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ ÙÈÚ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ ÛÂ ˜Ò¸ÌÔ

ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÙÁÚ SSOR preconditioned BiCGSTAB ÛÙÔıÚ

‰ıÔ ‰È·Ë›ÛÈÏÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú. –·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÔÈ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ „È· ÙÔ ÛıÌÔÎÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ

¸Î˘Ì Ù˘Ì red Í·È black ‰È·‰ÈÍ·ÛÈ˛Ì ÙÁÚ ÙÂ˜ÌÈÍfiÚ ÙÔı precondition, ÂÌ˛ ÓÂ˜˘ÒÈÛÙ‹

ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í·È ÙÔ ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÈ·Í¸ Í¸ÛÙÔÚ. œÈ ÙÒÂÈÚ ÙÂÎÂıÙ·flÂÚ

ÛÙfiÎÂÚ ÂÏˆ·ÌflÊÔıÌ ÙÈÚ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ ÙÔı ÛıÌÔÎÈÍÔ˝ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍÔ˝ Í·È ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÈ·ÍÔ˝

Í¸ÛÙÔıÚ ÙÁÚ ÏÂË¸‰Ôı „È· Í‹ËÂ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ. œ Â¸ÏÂÌÔÚ flÌ·Í·Ú ‘33 ÂÏˆ·ÌflÊÂÈ

ÙÈÚ ·ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ „È· ÙÁÌ SGS preconditioned BiCGSTAB.
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–·Ò·ÙÁÒÔ˝ÏÂ ¸ÙÈ „È· ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈfiÛÂÈÚ ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÂÚ Ù˘Ì A ��4 # � ıÔ‰È·ÛÙÁÏ‹Ù˘Ì ÙÔ

ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÈ·Í¸ Í¸ÛÙÔÚ ÂflÌ·È ÏÂ„·Î˝ÙÂÒÔ ·¸ ÙÔ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ „È· ÙÁÌ ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·

ÙÔı preconditioning, ÂÌ˛ ·ıÙ¸ ÈÛ˜˝ÂÈ ÛıÌÔÎÈÍ‹ ÛÙÁ Ï›ËÔ‰Ô „È· ÏÈÍÒ¸ÙÂÒÂÚ ÙÈÏ›Ú

·¸ A �34 O � . ‘Ô ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ ÙÁÚ Red ‰È·‰ÈÍ·Ûfl·Ú Í·Ù‹ ÙÁÌ ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı

preconditioning ÂflÌ·È ÂÎ·ˆÒ‹ ÏÂÈ˘Ï›ÌÔ ÂÓ·ÈÙÂfl·Ú ÙÔı ÏÂÈ˘Ï›ÌÔı ˜Ò¸ÌÔı ıÔÎÔ„ÈÛÏÔ˝

ÙÔı Ò˛ÙÔı Í·È ÙÂÎÂıÙ·flÔı ÙÏfiÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ Red Î˝ÛÁÚ ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ Ù· ·ÌÙflÛÙÔÈ˜·

ÙÁÚ Black Î˝ÛÁÚ. ”ÙÔ ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÈÍ¸ Í¸ÛÙÔÚ ›˜ÂÈ ÒÔÛÙÂËÂfl ÂÍÙ¸Ú ·¸ ÙÔ ˜Ò¸ÌÔ

ÂÈÍÔÈÌ˘Ìfl·Ú Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì Í·È Ô ˜Ò¸ÌÔÚ Ûı„˜ÒÔÌÈÛÏÔ˝ ÏÂÙ·Ó˝ ÙÔıÚ. √È' ·ıÙ¸

ÛÙÁÌ Black ‰È·‰ÈÍ·Ûfl· ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Îfl„Ô ·ıÓÁÏ›ÌÔ ·¸ ÙÁÚ Red. ”ÙÔÌ ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸

˜Ò¸ÌÔ ÙÁÚ Solve ›˜ÂÈ ÒÔÛÙÂËÂfl Í·È Ô ·Ì‹ÎÔ„ÔÚ ˜Ò¸ÌÔÚ ÙÁÚ Ò‹ÓÁÚ ÙÔı ‰È·Ì˝ÛÏ·ÙÔÚ

ÏÂ ÙÔ block ‰È·„˛ÌÈÔ ÙÏfiÏ· ÙÔı collocation flÌ·Í·.

‘· ·Ò·‹Ì˘ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ˘ÛÙ¸ÛÔ ÂflÌ·È ÂÌ‰ÂÈÍÙÈÍ‹ ÙÁÚ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹Ú ÙÔı

·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı, „È·Ùfl ‰ÂÌ ıfiÒ˜·Ì ·ÒÍÂÙÔfl ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ‰È·Ë›ÛÈÏÔÈ,

˛ÛÙÂ Ì· ˆ·ÌÂfl Á Ò·„Ï·ÙÈÍfi ‰È‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔı ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÈ·ÍÔ˝ Í¸ÛÙÔıÚ. ∏ÙÛÈ

˜ÒÁÛÈÏÔÔÈ˛ÌÙ·Ú Ó·Ì‹ ˘Ú ›Ì‰ÂÈÓÁ ·¸‰ÔÛÁÚ ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÙÁÌ

ÙÈÏfi ÙÔı speedup, ¸˘Ú ·ıÙfi ÔÒflÛÙÁÍÂ Í·È ÛÙÈÚ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ ÙÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı ÛÙÔ

ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ· ÙÁÚ ÍÔÈÌfiÚ ÏÌfiÏÁÚ ÙÁÚ ÒÔÁ„Ô˝ÏÂÌÁÚ ÂÌ¸ÙÁÙ·Ú, ÏÔÒÔ˝ÏÂ Ì·

ÂÒÈÏ›ÌÔıÏÂ ·Ô‰¸ÛÂÈÚ ÔÎ˝ ÍÔÌÙ‹ ÛÙÁ ËÂ˘ÒÁÙÈÍfi ‚›ÎÙÈÛÙÁ ÙÈÏfi 2, ‰ÁÎ·‰fi ÙÔÌ

·ÒÈËÏ¸ Ù˘Ì ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ˛Ì. œ ·Ò·Í‹Ù˘ flÌ·Í·Ú ‘34 ·ÒÔıÛÈ‹ÊÂÈ ÙÈÚ ÙÈÏ›Ú ÙÔı

speedup „È· Í‹ËÂ ÙÈÏfi ÙÁÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÙÁÚ SSOR precondi-

tioned BiCGSTAB. ¡ÌÙflÛÙÔÈ˜ÂÚ ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ „È· ÙÁÌ SGS preconditioned BiCGSTAB

·ÒÔıÛÈ‹ÊÔÌÙ·È ÛÙÔÌ flÌ·Í· ‘35.
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”ÙÁÌ ≈ÈÍ¸Ì· 75 ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È Á „Ò·ˆÈÍfi ·Ò‹ÛÙ·ÛÁ ÙÔı ÛıÌÔÎÈÍÔ˝ ˜Ò¸ÌÔı

ÂÍÙ›ÎÂÛÁÚ Í‹ËÂ ·Î„ÔÒflËÏÔı ˘Ú ÒÔÚ ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ ÏÂ SSOR preconditioning.
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ÃÂ Ò‹ÛÛÈÌÔ ˜Ò˛Ï· ÂÏˆ·ÌflÊÂÙ·È ÙÔ „Ò‹ˆÁÏ· „È· ÙÁÌ ÛÂÈÒÈ·Ífi ıÎÔÔflÁÛÁ ÙÔı

red-black ·Î„ÔÒflËÏÔı Í·È ÏÂ ÏÎÂ Á ·Ò‹ÎÎÁÎÁ ıÎÔÔflÁÛÁ ÙÔı. ≈flÌ·È ˆ·ÌÂÒ¸ ¸ÙÈ

o ˜Ò¸ÌÔÚ ÙÔı ·Ò‹ÎÎÁÎÔı ·Î„ÔÒflËÏÔı „È· ‰È·ÍÒÈÙÔÔÈfiÛÂÈÚ ÏÂ A � � � 8 ÏÂÈ˛ÌÂÙ·È

ÂÒflÔı ÛÙÔ ÏÈÛ¸ Í·Ù‹ ÙÁÌ ·Ò‹ÎÎÁÎÁ ıÎÔÔflÁÛÁ.
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‘· ÂÈÛÙÁÏÔÌÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Ôı ÒÔ›Íı¯·Ì ·¸ ÙÁÌ ·ÒÔ˝Û· ‰È·ÙÒÈ‚fi Ë·

ÏÔÒÔ˝Û·Ì Ì· ˜˘ÒÈÛÙÔ˝Ì ÛÂ ‰ıÔ ‚·ÛÈÍ›Ú Í·ÙÁ„ÔÒflÂÚ. ”ÙÁÌ Ò˛ÙÁ Í·ÙÁ„ÔÒfl· ›˜ÔıÏÂ

·ıÙ‹ Ôı ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ ÙÁ ÛÂÈÒÈ·Ífi ÏÂÎ›ÙÁ ÙÁÚ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹Ú Ù˘Ì non-stationary

fi Krylov subspace ÏÂË¸‰˘Ì Í·Ù‹ ÙÁÌ ÂflÎıÛÁ Ù˘Ì „ÂÌÈÍ˛Ì „Ò·ÏÏÈÍ˛Ì ÛıÛÙÁÏ‹Ù˘Ì

ÏÂ„‹ÎÁÚ Ù‹ÓÁÚ. ‘· „Ò·ÏÏÈÍ‹ ·ıÙ‹ ÛıÛÙfiÏ·Ù· ÒÔÍ˝ÙÔıÌ ·¸ ÙÁ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁ

ÙÔı ÒÔ‚ÎfiÏ·ÙÔÚ ÏÔÌÙ›ÎÔı Poisson, ÙÔ ÔÔflÔ ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiÛ·ÏÂ, ÏÂ ÙÁÌ ·ÒÈËÏÁÙÈÍfi

Ï›ËÔ‰Ô ÂflÎıÛÁÚ ‰È·ˆÔÒÈÍ˛Ì ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì collocation ‚·ÛÈÛÏ›ÌÁ ÛÙ· Hermite bi-cybic

ÂÂÒ·ÛÏ›Ì· ÛÙÔÈ˜Âfl·. ŸÚ ·ÒflËÏÁÛÁ ·„Ì˛ÛÙ˘Ì Í·È ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ

·ıÙfi Ôı ·Ò‹„ÂÈ ÙÔÌ collocation flÌ·Í· ÛÂ block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈ· ÏÔÒˆfi Í·È Á ‰È·ÏÂÒÈÛfi

ÙÔı ‚·ÛflÛÙÁÍÂ ÛÙÁÌ Ò¸Ûˆ·Ù· ·ÒÔıÛÈ·Ê¸ÏÂÌÁ ˘Ú ·Ô‰ÔÙÈÍ¸ÙÂÒÁ ÏÂÙ·Ó˝ ‹ÎÎ˘Ì

„È· ÙÁÌ SOR Í·È GMRES. ◊ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍ·Ì ÔÈ ‰ÁÏÔˆÈÎ›ÛÙÂÒÂÚ Krylov subspace

Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ GMRES(m), BiCGSTAB Í·È œRTHOMIN, „È· ÙÈÚ ÔÔflÂÚ

·Ò‹ÎÎÁÎ· ‰ÔÍÈÏ‹ÛÙÁÍ·Ì ÙÒÂÈÚ ÙÂ˜ÌÈÍ›Ú preconditioning, ÔÈ ÔÔflÂÚ ‚·ÛflÛÙÁÍ·Ì ÛÙÔıÚ

flÌ·ÍÂÚ ‰È‹Û·ÛÁÚ Ù˘Ì SSOR, SGS Í·È Jacobi, Í·È fiÙ·Ì ‹ÏÂÛ· ‰È·Ë›ÛÈÏÔÈ ˜˘ÒflÚ

ÂÈÎ›ÔÌ Í¸ÛÙÔÚ Í·Ù·ÛÍÂıfiÚ. œÈ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ ÂÒÈÎ‹Ï‚·Ì·Ì ‰ıÔ ÏÔÒˆ›Ú

·ÔËfiÍÂıÛÁÚ ÙÔı flÌ·Í· ÛıÌÙÂÎÂÛÙ˛Ì Í·È ÙÔı preconditioner, ·ıÙfi ÙÁÚ block Í·È ÙÁÚ

·Ò·È‹Ú ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ Í·Ù‹ ÛÙfiÎÂÚ. ¡ıÙ¸ ÛıÌ›‚ÂÈ, „È·Ùfl Ô ·Ò·„¸ÏÂÌÔÚ collocation
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flÌ·Í·Ú Í·È Í·Ù‹ ÛıÌ›ÂÈ· Í·È Ô preconditioner, ÂflÌ·È ·Ò·ÈÔfl, block Í·È ÏÂ„‹ÎÁÚ

‰È‹ÛÙ·ÛÁÚ. ∏ÙÛÈ Ù· ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· ›‰ÂÈÓ·Ì ¸ÙÈ :

� Í·Ù‹ ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô ÙÁÚ ·Ò·È‹Ú ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ Í·È ÈÔ Ûı„ÍÂÍÒÈÏ›Ì·, Á Âfl‰Ò·ÛÁ

ÙÔı Ûˆ‹ÎÏ·ÙÔÚ ·¸ ÙÁ Ï›ËÔ‰Ô ÙÁÚ ·ÙÂÎÔ˝Ú ·Ò·„ÔÌÙÔÔflÁÛÁÚ ÙÔı precondi-

tioner flÌ·Í·, ÂflÌ·È ÈÍ·Ìfi, ˛ÛÙÂ ÔÈ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú Ï›ËÔ‰ÔÈ ÏÂ Jacobi precon-

ditioning Ì· ÏÁÌ ÂÈÙı„˜‹ÌÔıÌ Û˝„ÍÎÈÛÁ. « ·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì Ritz ›‰ÂÈÓÂ

Í·È Ù· ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ‹ ·ÔÙÂÎ›ÛÏ·Ù· Â·ÎfiËÂıÛ·Ì, ¸ÙÈ „È· ·ıÙfi ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ

ÂflÌ·È ÒÔÙÈÏ¸ÙÂÒÔ Ì· ˜ÒÁÛÈÏÔÔÈÁËÂfl Á ÙÂ˜ÌÈÍfi ÙÔı SSOR fi Í·È ÙÔı SGS

preconditioning ÏÂ ÙÁÌ ¬iCGSTAB Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰Ô.

� ¸ÛÔ ·ˆÔÒ‹ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ block ·ÔËfiÍÂıÛÁÚ Ù˘Ì ÈÌ‹Í˘Ì, ‹ÎÈ ·Ô‰Ô-

ÙÈÍ¸ÙÂÒÁ ÒÔ›Íı¯Â Á SSOR preconditioned ¬iCGSTAB Â·Ì·ÎÁÙÈÍfi Ï›ËÔ‰ÔÚ,

Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÈÚ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ‰ÔÍÈÏ›Ú, ÔÈ ÔÔflÂÚ Â·ÎÁËÂ˝ÙÁÍ·Ì Í·È ÏÂ ÙÁÌ

·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì Ritz.

� Á Û˝„ÍÒÈÛÁ Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì ›‰ÂÈÓÂ ˘Ú Í·Î˝ÙÂÒÁ ÂÈÎÔ„fi ÙÁÌ SOR „È· ‰È·ÍÒÈÙÔ-

ÔÈfiÛÂÈÚ ÏÂ ÏÈÍÒ¸ ·ÒÈËÏ¸ ıÔ‰È·ÛÙÁÏ‹Ù˘Ì Í·È ÙÁÌ SSOR preconditioned BiCGSTAB

„È· ·ıÙ›Ú ÏÂ ÏÂ„‹ÎÔ, ›˜ÔÌÙ·Ú ‹ÌÙ· Û·Ì ‰Â‰ÔÏ›ÌÔ ¸ÙÈ ÂflÌ·È „Ì˘ÛÙfi Á ÙÈÏfi ÙÁÚ

‚›ÎÙÈÛÙÁÚ ÙÈÏfiÚ ÙÁÚ ·Ò·Ï›ÙÒÔı � ÙÁÚ SOR.

”ÙÔ ‹ÎÎÔ ÙÏfiÏ· ÙÁÚ ·ÒÔ˝Û·Ú ‰È·ÙÒÈ‚fiÚ ›˜ÔÌÙ·Ú Î›ÔÌ ˘Ú ‰Â‰ÔÏ›ÌÂÚ ÙÈÚ ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ

ÏÂË¸‰ÔıÚ optimal SOR ·¸ ÙÁÌ Í·ÙÁ„ÔÒfl· Ù˘Ì stationary Â·Ì·ÎÁÙÈÍ˛Ì ÏÂË¸‰˘Ì

Í·È SSOR preconditioned BiCGSTAB ·¸ ·ıÙfi Ù˘Ì non-stationary, ›„ÈÌÂ ÒÔÛ‹ËÂÈ·

„È· ÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ·Ô‰ÔÙÈÍ˛Ì ·Î„ÔÒflËÏ˘Ì ÙÔıÚ „È· ·Ò‹ÎÎÁÎÂÚ ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú

ÍÔÈÌfiÚ Í·È ‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ ÏÌfiÏÁÚ. ∏ÙÛÈ ˜ÒÂÈ‹ÛÙÁÍÂ Ì· „flÌÂÈ Â·Ì·ÒflËÏÁÛÁ ·„Ì˛ÛÙ˘Ì

Í·È ÂÓÈÛ˛ÛÂ˘Ì Û˝Ïˆ˘Ì· ÏÂ ÙÁÌ Ï›ËÔ‰Ô red-black, ‰ÁÎ·‰fi ÔıÛÈ·ÛÙÈÍ‹ Ì· Âˆ·ÒÏÔÛÙÂfl

›Ì·Ú ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸Ú ÔÏÔÈ¸ÙÁÙ·Ú ÛÙÔ „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·. ¡ıÙ¸ Âfl˜Â Û·Ì ·ÔÙ›ÎÂÛÏ·

ÙÁÌ Í·Ù·ÛÍÂıfi ÙÔı collocation flÌ·Í· ÛÙÁÌ 2-cyclic Í·ÌÔÌÈÍfi ÙÔı ÏÔÒˆfi, ˛ÛÙÂ Ì·

ÂflÌ·È ÂˆÈÍÙ¸Ú Ô ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÛÂ ·Ò‹ÎÎÁÎÂÚ ‰È·‰ÈÍ·ÛflÂÚ. ≈ÈÎ›ÔÌ
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˜ÒÁÛÈÏÔÔÈfiËÁÍÂ ›Ì·Ú ·Í¸Ï· ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏ¸Ú ÏÂ ÙoÌ ÔÔflo ‰ÈÎ·ÛÈ‹ÛÙÁÍÂ Ô

·Ò·ÎÎÁÎÈÛÏ¸Ú Ù˘Ì ÏÂË¸‰˘Ì. ∏ÙÛÈ ›„ÈÌÂ ÂˆÈÍÙfi Á Í·Ù·ÛÍÂıfi ‰ıÔ ·Ò‹ÎÎÁÎ˘Ì

·Î„ÔÒflËÏ˘Ì „È· Í‹ËÂ Ï›ËÔ‰Ô, „È· ·Ò‹ÎÎÁÎ· ÂÒÈ‚‹ÎÎÔÌÙ· ÍÔÈÌfiÚ Í·È ‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ

ÏÌfiÏÁÚ. ¡ıÙÔfl ÔÈ ·Î„¸ÒÈËÏÔÈ ıÎÔÔÈfiËÁÍ·Ì ÏÂ ÂÈÙı˜fl· ÛÂ ‰ıÔ ·Ò‹ÎÎÁÎ·

ıÔÎÔ„ÈÛÙÈÍ‹ ÛıÛÙfiÏ·Ù· Í·È ¸˘Ú ›‰ÂÈÓ·Ì ÔÈ ÂÈÒ·Ï·ÙÈÍ›Ú ÏÂÙÒfiÛÂÈÚ fiÙ·Ì ·Ô‰ÔÙÈÍÔfl

ÂÂÈ‰fi :

� ÔÈ ‰ıÔ ÏÂÙ·Û˜ÁÏ·ÙÈÛÏÔfl Ôı Âˆ·ÒÏ¸ÛÙÁÍ·Ì ‰ÂÌ ÂÁÒ›·Û·Ì ÙÁÌ ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹

ÙÁÚ BiCGSTAB ÍÈ ›ÙÛÈ ÂÓ·ÍÔÎÔıËÂfl Ì· ËÂ˘ÒÂflÙ·È Á ·Ô‰ÔÙÈÍ¸ÙÂÒÁ Ù˘Ì non-

stationary ÏÂË¸‰˘Ì Í·È „È· ÙÔ red-black collocation „Ò·ÏÏÈÍ¸ Û˝ÛÙÁÏ·, ÏÂ

Í·Î˝ÙÂÒÁ ÙÂ˜ÌÈÍfi preconditioning, ·¸ ·ıÙ›Ú Ôı ‰ÔÍÈÏ‹ÛÙÁÍ·Ì, ÙÁÌ SSOR.

‘Ô ·ÔÙ›ÎÂÛÏ· ·ıÙ¸ ÒÔ›Íı¯Â ·¸ ÙÁÌ ·Ì‹ÎıÛÁ Ù˘Ì ÙÈÏ˛Ì Ritz. ºÛÔ ·ˆÔÒ‹

ÙÁÌ SOR, ¸˘Ú ·Ô‰Âfl˜ÙÁÍÂ ËÂ˘ÒÁÙÈÍ‹ ‰ÂÌ ·ÎÎ‹ÊÂÈ Á ÛıÏÂÒÈˆÔÒ‹ Û˝„ÍÎÈÛfiÚ

ÙÁÚ ÛÂ Û˜›ÛÁ ÏÂ ÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ ÙÁÚ block ÙÒÈ‰È·„˛ÌÈ·Ú ÏÔÒˆfiÚ ÙÔı colloca-

tion „Ò·ÏÏÈÍÔ˝ ÛıÛÙfiÏ·ÙÔÚ. ‘Ô fl‰ÈÔ ÈÛ˜˝ÂÈ Í·È „È· ÙÈÚ ‚›ÎÙÈÛÙÂÚ ÙÈÏ›Ú ÙÁÚ

·Ò·Ï›ÙÒÔı ÙÁÚ � .

� Á ÒÔÙÈÌ¸ÏÂÌÁ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁ Ù˘Ì ·„Ì˛ÛÙ˘Ì ÛÙÔıÚ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙ›Ú ÛıÌÙÂÎÂfl ÛÙÁÌ

ÂÎ·˜ÈÛÙÔÔflÁÛÁ Ù˘Ì ıÔÎÔ„ÈÛÏ˛Ì, ÂÓ·ÈÙÂfl·Ú ÙÁÚ ·ÂÈÍ¸ÌÈÛÁÚ ¸Î˘Ì Ù˘Ì ·„Ì˛-

ÛÙ˘Ì Ôı ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÂ Í‹ËÂ ÛÙfiÎÁ ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ, ÛÙÔÌ

fl‰ÈÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi. ¡ıÙ¸ ÈÛ˜˝ÂÈ „È· ÙÔıÚ ·Î„ÔÒflËÏÔıÚ „È· ·Ò˜ÈÙÂÍÙÔÌÈÍ›Ú ÍÔÈÌfiÚ

Í·È ‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ ÏÌfiÏÁÚ Í·È „È· ÙÈÚ ‰ıÔ Â·Ì·ÎÁÙÈÍ›Ú ÏÂË¸‰ÔıÚ.

� Ô ıÔÎÔ„ÈÛÏ¸Ú ·¸ ÙÔÌ fl‰ÈÔ ÂÂÓÂÒ„·ÛÙfi ÙÁÚ ÔÏ‹‰˘Ì red Í·È black ·„Ì˛ÛÙ˘Ì,

ÔÈ ÔÔflÔÈ ·ÌÙÈÛÙÔÈ˜Ô˝Ì ÛÂ „ÂÈÙÔÌÈÍ›Ú ÛÙfiÎÂÚ ÙÔı Î›„Ï·ÙÔÚ ‰È·ÍÒÈÙÔÔflÁÛÁÚ,

ÏÂÈ˛ÌÂÈ ÙÔ ÂÈÍÔÈÌ˘ÌÈ·Í¸ Í¸ÛÙÔÚ ÛÙÁÌ ÂÒflÙ˘ÛÁ Ù˘Ì ·Î„ÔÒflËÏ˘Ì „È· ·Ò˜ÈÙÂ-

ÍÙÔÌÈÍ›Ú ‰È·ÌÂÏÁÏ›ÌÁÚ ÏÌfiÏÁÚ.
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