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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Οι μόνιμες ή μη ϱοές νερού ελεύθερης επιφάνειας και οι ϱοές σε ανοιχτούς αγωγούς, κάτω
από την επίδραση της ϐαρύτητας, καλύπτουν μία μεγάλη οικογένεια ϕυσικών προβλημάτων
με αξιοσημείωτο επιστημονικό και πρακτικό ενδιαφέρον, ιδιαίτερα για τη μηχανική, την υ-
δραυλική και το περιβάλλον. Τα σημαντικότερα από αυτά τα ϕυσικά προβλήματα είναι η
κατάρρευση ϕραγμάτων, οι πλημμύρες, η ϱοή ποταμών, η μεταφορά ϱύπων και η διάδοση
υδάτινων κυμάτων, τα οποία έχουν συγκεντρώσει το ενδιαφέρον του επιστημονικού κόσ-
μου για αρκετά χρόνια. Το μαθηματικό μοντέλο που περιγράφει τα ϕυσικά ϕαινόμενα υπό
εξέταση, αποτελείται από συστήματα μη γραμμικών μερικών διαφορικών εξισώσεων με αρ-
χικές και συνοριακές συνθήκες και μάλιστα οι εξισώσεις αυτές είναι υπερβολικού τύπου. Η
μη γραμμικότητα των εξισώσεων καθώς και η δυσκολία εφαρμογής των οριακών συνθηκών,
λόγω της περίπλοκης γεωμετρίας του πυθμένα και της ελεύθερης επιφάνειας, αποτελούν
ανασταλτικούς παράγοντες στην εύρεση αναλυτικών λύσεων. Οι αναλυτικές λύσεις είναι
εφικτό να ϐρεθούν μόνο σε λίγες εξιδανικευμένες περιπτώσεις, οι οποίες σαφώς και δεν
ικανοποιούν την επιστημονική έρευνα. Η ϱαγδαία όμως ανάπτυξη των ηλεκτρονικών υπολο-
γιστών ήρθε να εκτοξεύσει την επιστημονική έρευνα με την ανάπτυξη ενός μεγάλου αριθμού
αριθμητικών-υπολογιστικών μεθόδων. Οι αρχικές λύσεις όμως των μεθόδων αυτών λάμ-
ϐαναν τόπο μόνο σε ένα αριθμό διακεκριμένων σημείων επί του συνόλου του υπολογιστικού
χωρίου. Με κατάλληλες όμως επιλογές και τροποποιήσεις των αριθμητικών σχημάτων ο ηλεκ-
τρονικός υπολογιστής παρέχει ανάλογες δυνατότητες με τη λύση της ϕυσικής προσομοίωσης
του πεδίου ϱοής σε κατάλληλα εργαστήρια. Η παρούσα εργασία πραγματεύεται την μελέτη
κατάλληλων αξιόπιστων αριθμητικών σχημάτων που ϑα επιλύουν αριθμητικά το μαθηματικό
μοντέλο με ικανοποιητική ακρίβεια και ϑα προσομοιώνουν ανάλογα τα ϕυσικά ϕαινόμενα
που μας ενδιαφέρουν.

Οι εξισώσεις που αντιπροσωπεύουν το μαθηματικό μοντέλο είναι οι εξισώσεις ϱηχών
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υδάτων (SWE). Αυτές προέρχονται από τις εξισώσεις Navier-Stokes [36, 52] με την παραδοχή
ότι η καμπυλότητα της ελεύθερης επιφάνειας του νερού είναι μεγάλη σχετικά με το ϐάθος
του νερού. Οι εξισώσεις ϱηχών υδάτων αντιπροσωπεύουν συστήματα μη γραμμικών μερικών
διαφορικών εξισώσεων υπερβολικού τύπου. Είναι διατυπωμένες στην συντηρητική τους μορ-
ϕή (hyperbolic conservation laws), με αποτέλεσμα να περιγράφουν ασυνέχειες (κρουστικά
κύματα - shocks waves) όπως υδραυλικά άλματα και απότομες μεταβολές του πεδίου ϱοής.
Οι εξισώσεις των ϱηχών υδάτων στις δύο διαστάσεις έχουν την παρακάτω μορφή:
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0
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⎤
⎥⎦ ,

με h(x, y, t) το ύψος του νερού, u(x, y, t) και υ(x, y, t) οι (κατά μέσο όρο ύψους του ϱευστού)
ταχύτητες ως προς την x και y κατεύθυνση αντίστοιχα, u = (u, υ) και b(x, y) το ύψος της
τοπογραφίας του πυθμένα. Οι εξαρτημένες μεταβλητές είναι οι ταχύτητες καθώς και το ύψος
του νερού, σε κάθε σημείο του πεδίου ϱοής, υπολογισμένες σαν μέσες τιμές των ϕυσικών
ποσοτήτων κατά το ύψος.

Τα αριθμητικά σχήματα που έχουν δημιουργηθεί μέχρι σήμερα, για την επίλυση του
παραπάνω μαθηματικού μοντέλου, ϐασίζονται κυρίως στις μεθόδους πεπερασμένων διαφορών
και πεπερασμένων όγκων. Επίσης γνωστές μέθοδοι είναι αυτές των πεπερασμένων στοιχείων
[47, 19, 4, 48] καθώς και κάποιες που χρησιμοποιούνται σε συνδιασμό με τις προαναφερ-
ϑείσες μεθόδους, όπως είναι η μέθοδος Runge-Kutta [17, 18]. Οι μέθοδοι των πεπερασμέν-
ων διαφορών είναι περισσότερο διαδιδομένοι εξαιτίας της απλότητάς τους και της ευκολίας
εφαρμογής και κατασκευής νέων μεθόδων. Η εφαρμογή τους γίνεται συνήθως σε δομημένα
καρτεσιανά πλέγματα αλλά έτσι δεν μπορούν να περιγράψουν ικανοποιητικά πολύπλοκες
γεωμετρίες του πυθμένα.Σε αντίθεση οι μεθόδοι των πεπερασμένων όγκων μπορούν να ε-
ϕαρμοστούν και σε μη δομημένα καρτεσιανά ή μη καρτεσιανά πλέγματα, με αποτέλεσμα να
είναι περισσότερο ευέλικτες και αποδοτικές όσον αφορά τη περιγραφή της γεωμετρίας του
πυθμένα. Μεγάλο όμως πλεονέκτημα των μεθόδων αυτών είναι ότι λύνουν την ολοκληρωτική
μορφή των μη γραμμικών εξισώσεων ϱηχών υδάτων. Αυτό έχει ως συνέπεια να εγγυείται (a
priopi) η διατηρησιμότητα ποσοτήτων όπως η μάζα, η ορμή και η ενέργεια. Τέτοιες μεθόδοι
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λέγονται συντηρητικές και έχουν την ιδιότητα να υπολογίζουν ορθά τις τυχόν ασυνέχειες στη
λύση (shock waves) και να τις μεταδίδουν με την σωστή ταχύτητα.

Οι πρώτες αναφορές στις μεθόδους των πεπερασμένων διαφορών άρχισαν να εμφανίζονται
το 1979 από τους Abbot [1] και Chaudhry [12]. Στη συνέχεια οι Garcia και Kahawith-
a παρουσίασαν ένα MacCormack σχήμα πεπερασμένων διαφορών [23]. Οι Fennema και
Chaudhry ανέλυσαν ένα άμεσο σχήμα ϱοής ελεύθερης επιφάνειας δύο διαστάσεων [21].
Ακολούθησαν οι Molls και Chaudhry [41], ο Liu και άλλοι [37] καθώς και οι Titov και Syno-
lakis [51]. Οι μέθοδοι των πεπερασμένων διαφορών παρουσιάζουν ικανοποιητικά αποτελέσ-
ματα σε ομαλές περιοχές της λύσης των εξισώσεων ϱηχών υδάτων όπου δεν εμφανίζονται
ασυνέχειες. Η ύπαρξη ασυνεχειών στη λύση προκαλεί αριθμητικές ταλαντώσεις κατά την
επίλυση από το αριθμητικό σχήμα.

Οι μέθοδοι των πεπερασμένων όγκων λόγω της συντηρητικής τους μορφής περιγράφουν
τις ασυνέχειες με ικανοποιητικά αποτέλεσματα. Αυτό έχει ως συνέπεια να ϐρίσκονται σήμερα
στην πρώτη γραμμή του ενδιαφέροντος και της έρευνας των επιστημών για την αριθμητική
επίλυση των εξισώσεων ϱηχών υδάτων. Οι Alcrudo και Garcia-Navarro [5] παρουσίασαν το
1993 ένα σχήμα πεπερασμένων όγκων τύπου Godunov δύο διαστάσεων με τον επιλυτή Rie-
mann του Roe [45]. Ο Dodd [20] χρησιμοποίησε επίσης τον ίδιο επιλυτή Riemann στη μία
διάσταση, η οποία επεκτάθηκε στη συνέχεια στις δύο διαστάσεις από τους Hubbard και Dodd
[30]. Επίσης υπάρχουν στη ϐιβλιογραφία [28, 40, 56, 22, 62] αριθμητικά σχήματα πεπερασ-
μένων όγκων κάνοντας χρήση και άλλων επιλυτών όπως τον HLL, τον Osher και τον HLLC.
Ιδιαίτερη έμφαση δώθηκε από πολλούς ερευνητές στην τροποποίηση των σχημάτων για να
συμπεριληφθούν και οι πηγαίοι όροι [8, 44, 34, 55]. Εφαρμογή σε μη δομημένα υπολογισ-
τικά πλέγματα έκαναν αρχικά ο Zhao και άλλοι [61], πρώτης τάξης χωρικής ακρίβειας, ενώ οι
Anastasiou και Chan [7] το 1997 με χρήση του επιλυτή Riemann του Roe και ο Sleigh και
άλλοι [46] το 1998 προχώρησαν σε δεύτερης τάξης ακρίβεια. Το 2000 οι Brufau και Garcia-
Navarro [9] παρουσίασαν επίσης εφαρμογές σε μη δομημένα υπολογιστικά πλέγματα, ενώ
στη συνέχεια μαζι με τον Vázquez-Cendón επικεντρώθηκαν σε πιο πολύπλοκες τοπογραφίες
και ιδιαίτερα στην συμπεριφορά των στεγανών περιοχών [10, 11]. Περισσότερα αριθμητικά
σχήματα πάνω σε μη δομημέναν υπολογιστικά πλέγματα υπάρχουν επίσης στις αναφορές
[49, 59, 29, 57, 38].

Βασικός στόχος της εργασίας είναι η κατασκευή, υπολογιστική υλοποίηση και μελέτη της
συμπεριφοράς της μεθόδου πεπερασμένων όγκων σε μη δομημένα υπολογιστικά πλέγματα
και συγκεκριμένα σε πλέγματα με τριγωνισμούς. Το αριθμητικό σχήμα που ϑα μελετηθεί
είναι τύπου upwind, ϐασίζεται στη μέθοδο Godunov, και χρησιμοποιεί τον προσεγγιστικό
επιλυτή Riemann του Roe [45]. Είναι πρώτης τάξης ακρίβειας και περιγράφει με ικανοποι-
ητικό τρόπο τις ασυνέχειες (shocks) στη λύση (shock capturing method). Η χρήση ενός τριγ-
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ωνικού υπολογιστικού πλέγματος, που προκύπτει με κάποιο mesh generator, είναι ευέλικτη
για οποιοδήποτε χωρίο, καρτεσιανό ή μη, περιγράφει με ακρίβεια πολύπλοκες γεωμετρίες
του πυθμένα και επίσης μας δίνει τη δυνατότητα της τοπικής πύκνωσης του υπολογιστικού
πλέγματος σε περιοχές με ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Η έμφαση που δίνεται στη παρούσα εργασία
είναι στην κατασκευή τέτοιων τριγωνικών υπολογιστικών πλεγμάτων και στον τρόπο σύνδεσης
μεταξύ της γεωμετρικής πληροφορίας των υπολογιστικών κελιών, που παράγει ο mesh gen-
erator, και του αριθμητικου σχήματος των πεπερασμένων όγκων, κάτι που μέχρι σήμερα
είναι ελλιπές στην επιστημονική ϐιβλιογραφία. Ο mesh generator που ϑα χρησιμοποιηθεί
είναι αυτός του EasyMesh και προτιμήθηκε από άλλους λόγω της απλότητας στη χρήση του
και των αξιόπιστων γεωμετρικών πληροφοριών του υπολογιστικού πλέγματος που παράγει.

Η δομή της εργασίας έχει ως εξής : Στο δεύτερο κεφάλαιο αναλύονται οι ϑεωρητικές
λεπτομέρειες του μαθηματικού μοντέλου των εξισώσεων ϱηχών υδάτων. Στο τρίτο κεφάλαιο
περιγράφεται το αριθμητικό σχήμα που χρησιμοποιείται με όλα τα χαρακτηριστικά του.
Ακολουθεί το τέταρτο κεφάλαιο με τις λεπτοπέρειες της κατασκευής του υπολογιστικού πλέγ-
ματος, λειτουργία του EasyMesh και τρόπος σύνδεσης της γεωμετρικής πληροφορίας με το
αριθμητικό σχήμα. Τέλος στο πέμπτο κεφάλαιο παρουσιάζονται χαρακτηριστικά προβλήμα-
τα, στα οποία εφαρμόζεται το αριθμητικό σχήμα και ελέγχεται η ορθότητα, η αξιοπιστία και
η συνέπειά του.
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Κεφάλαιο 2

Μαθηματικό Μοντέλο

΄Οπως έγινε σαφές στην εισαγωγή, προβλήματα που σχετίζονται για παράδειγμα με την κατάρ-
ϱευση ϕραγμάτων, τη διόδευση πλημμύρας, τη ϱοή ποταμών, την μεταφορά ϱύπων και τα
υδάτινα κύματα απαιτούν ένα αποδεκτό μαθηματικό μοντέλο που να τα περιγράφει. Το
κατάλληλο αυτό μαθηματικό μοντέλο είναι οι εξισώσεις ϱηχών υδάτων (SWE ), συνοδευόμενες
με κατάλληλες αρχικές και συνοριακές συνθήκες. Αυτές προέρχονται από τις εξισώσεις
Navier-Stokes [36, 52] και ουσιαστικά αποτελούν ένα σύστημα μη γραμμικών διαφορικών
εξισώσεων υπερβολικού τύπου, προερχόμενο από τους νόμους διατήρησης της μάζας και
της ορμής [15]. Επίσης, είναι εκφρασμένες σε συντηρητική μορφή και με αυτόν τον τρόπο
έχουν την δυνατότητα να περιγράφουν καλά τις τυχόν ασυνέχειες (shocks) που παρατηρούν-
ται, για παράδειγμα υδραυλικά άλματα και απότομες μεταβολές του πεδίου ϱοής. Περισ-
σότερες ϑεωρητικές λεπτομέρειες των εξισώσεων ϱηχών υδάτων περιέχονται στη ϐιβλιογραφία
[58, 36, 13, 1, 2].

2.1 Νόμοι διατήρησης μάζας-ορμής

Ας κάνουμε όμως μία σύντομη περιγραφή των νόμων διατήρησης της μάζας και της ορμής,
ώστε να καταλήξουμε στην παραγωγή των εξισώσεων ϱηχών υδάτων πρώτης διάστασης (1D)
και εν τέλει αυτών της δεύτερης διάστασης (2D), όπου ϑα ϐασιστούμε για την περαιτέρω
μελέτη μας.

Για να συμβεί αυτό, ϑεωρούμε το μονοδιάστατο κανάλι με πλάτος ένα του σχήματος 2.1, σ-
το οποίο υπάρχει ϱοή ϱευστού, ϐάθους h(x, t), με οριζόντια ταχύτητα u(x, t) σταθερή σε κάθε
σημείο του καναλιού και τοπογραφία πυθμένα ύψους b(x).Είναι αναγκαίο να τονίσουμε ότι
η κατακόρυφη ταχύτητα του ϱευστού ϑεωρείται ασήμαντη. Η πυκνότητα ρ του ϱευστού ϑεω-
ϱείται σταθερή (ασυμπίεστο ϱευστό). Οι εξαρτώμενες μεταβλητές είναι η οριζόντια ταχύτητα
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u(x, t) και το ϐάθος h(x, t) του ϱευστού.

Σχήμα 2.1: Ροή ϱευστού σε μονοδιάστατο κανάλι ελεύθερης επιφάνειας

Σύμφωνα με τον νόμο διατήρησης της μάζας στην περιοχή [x1, x2] πρέπει :

Καθαρή ποσότητα όγκου ϱοής που διέρχεται απο την περιοχη [x1, x2] = ϱυθμός
μεταβολής μάζας.

Ο ϱυθμός μεταβολής μάζας στην περιοχή [x1, x2] του σχήματος 2.1 ειναι :

d

dt

∫ x2

x1

ρh(x, t) dx. (2.1)

Το καθαρό ποσό όγκου της ϱοής δίνεται με κατάλληλη ολοκλήρωση της πυκνότητας της
ορμής :∫ h+b

b

ρu(x, t) dy = ρu(x, t)

∫ h+b

b

dy = ρu(x, t)(h(x, t) + b(x) − b(x)) = ρu(x, t)h(x, t).

΄Αρα, το καθαρό ποσό του όγκου της ϱοής διερχόμενο απο την περιοχή [x1, x2] είναι :

ρu(x1, t)h(x1, t) − ρu(x2, t)h(x2, t). (2.2)

Εξισώνοντας όμως τις εκφράσεις (2.1) και (2.2) και κατόπιν ολοκληρώνοντας την ισότητα
που προκύπτει ως προς το χρόνο, ϑεωρώντας τις συναρτήσεις h(x, t), u(x, t) παραγωγίσιμες,
καταλήγουμε στην διαφορική μορφή του νόμου διατήρησης της μάζας :

∂f

∂t
+

∂(uh)

∂x
= 0. (2.3)

΄Οσον αφορά τον νόμο διατήρησης της ορμής, που αποτελεί συνέπεια του δεύτερου νόμου
του Νεύτωνα, στην περιοχή [x1, x2] αυτός εκφράζεται ως εξής :
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Ρυθμός μεταβολής της ορμής στην x κατεύθυνση = Συνολική ασκούμενη δύναμη
στην x κατεύθυνση.

Ο ϱυθμός μεταβολής της ορμής δίνεται μέσω της ολικής παραγώγου της ταχύτητας :

D

Dt

∫ x2

x1

∫ h+b

h

ρu dy dx =

d

dt

∫ x2

x1

∫ h+b

h

ρu dy dx +

∫ x2

x1

∫ h+b

h

ρ
∂u2

∂x
dy dx =

d

dt

∫ x2

x1

ρhu dx + (ρhu2)x2 − (ρhu2)x1 . (2.4)

Η συνολική ασκούμενη δύναμη στην x κατεύθυνση είναι το άθροισμα δύο δυνάμεων, της
δύναμης που οφείλεται στην πίεση στα άκρα και της δύναμης της πίεσης από τον πυθμένα.
΄Ετσι, η συνολική ασκούμενη δύναμη εκφράζεται ως εξής :

[−1

2
gρh2]x2

x1
− g

∫ x2

x1

ρh
db

dx
dx, (2.5)

όπου g η επιτάχυνση της ϐαρύτητας. Οι δύο προσθεταίοι αποτελούν αντίστοιχα τις δυνάμεις
που περιγράψαμε παραπάνω.
Επομένως, ενεργώντας όπως και προηγουμένως, δηλαδή εξισώνοντας τις (2.4), (2.5) και
ολοκληρώνοντας ως προς το χρόνο, ϑεωρώντας h(x, t) και u(x, t) παραγωγίσιμες, προκύπτει
η διαφορική μορφή του νόμου διατήρησης της ορμής:

∂(hu)

∂t
+

∂(hu2 + 1
2
gh2)

∂x
= −ghbx. (2.6)

2.2 Εξισώσεις ϱηχών υδάτων στη μία διάσταση

Στην παρούσα ϕάση είμαστε έτοιμοι να εξάγουμε τις εξισώσεις ϱηχών υδάτων στη μία διάσταση.
Αυτές προκύπτουν απλά γράφοντας τις σχέσεις (2.3) και (2.6) που δημιουργήθηκαν στην
προηγούμενη ενότητα ως σύστημα δύο εξισώσεων :[

h

uh

]
t

+

[
uh

hu2 + 1
2
gh2

]
x

= 0, (2.7)

ή πιο συνοπτικά :

qt + F(q)x = 0, (2.8)
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όπου

q(x, t) =

[
h

uh

]
, F(q) =

[
uh

hu2 + 1
2
gh2

]
.

Το F(q) λέγεται συνάρτηση ϱοής (flux function). Στις (2.7) και (2.8) ϑεωρούμε ότι στον
πυθμένα του καναλιού δεν υπάρχει κάποιου είδους τοπογραφία, γι΄ αυτό και το δεύτερο
μέλος είναι μηδέν (ομογενής περίπτωση). Στη γενική περίπτωση όμως η τοπογραφία υπάρχει,
επομένως αυτή πρέπει να προστεθεί στις εξισώσεις. Αυτό συμβαίνει με την προσθήκη του
πηγαίου όρου (source term) τοπογραφίας στο δεξί μελος. ΄Αρα, η (2.8) μετατρέπεται στην :

qt + F(q)x = R, (2.9)

όπου

R =

[
0

−ghbx

]
.

Στο διάνυσμα R μπορούμε να συμπεριλάβουμε όρους τριβής, δυνάμεις Coriolis , επιδράσεις
του ανέμου κ.λ.π. αλλά δεν είναι στα σχέδια της συγκεκριμένης μελέτης.
Την δεδομένη στιγμή ας ορίσουμε τον Ιακωβιανό πίνακα του F(q) και τα χαρακτηριστικά
του, στοιχεία που ϑα μας ϕανούν χρήσιμα στην μελέτη των αριθμητικών σχημάτων αργότερα.
Επομένως, ο Ιακωβιανός πίνακας του F(q) ορίζεται ως :

∂F

∂q
= A(q) =

[
0 1

gh − u2 2u

]
,

με ιδιοτιμές :

λ1 = u − c, λ2 = u + c,

όπου c =
√

gh είναι η σχετική ταχύτητα κύματος-ϱευστού.
Τα αντίστοιχα ιδιονύσματα είναι :

e1 =

[
1

u − c

]
, e2 =

[
1

u + c

]
.

Το σύστημα της σχέσης (2.9) είναι υπερβολικού τύπου αν ο Ιακωβιανός πίνακας ειναι διαγ-
ωνιοποιήσιμος και έχει πραγματικές ιδιοτιμές.

Ολοκληρώνοντας την παρουσίαση του μαθηματικού μοντέλου των εξισώσεων ϱηχών υδάτων
μίας διάστασης ϑα ορίσουμε τον αριθμό Froude, ο οποίος περιγράφει τη ϱοή. Ο αριθμός
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Froude ορίζεται ως ο λόγος της ταχύτητας της ϱοής u προς την σχετική ταχύτητα κύματος-
ϱευστού c, δηλαδή :

Fr =
|u|
c

.

΄Οπως εύκολα παρατηρείται είναι ένας αδιάστατος αριθμός και ανάλογα την τιμή του οι
ιδιοτιμές λ1, λ2 λαμβάνουν συγκεκριμένο πρόσημο. Διακρίνουμε δυο περιπτώσεις :

• Αν Fr > 1,τότε η ϱοή ονομάζεται υπερκρίσιμη. Οι δυνάμεις αδράνειας υπερισχύουν
αυτών της ϐαρύτητας, οι ιδιοτιμές έχουν πάντα το ίδιο πρόσημο και κατά συνέπεια η
ϕυσική πληροφορία διαδίδεται προς μία κατεύθυνση.

• Αν Fr < 1,τότε η ϱοή ονομάζεται υποκρίσιμη. Οι δυνάμεις αδράνειας υπολείπον-
ται αυτών της ϐαρύτητας, η πρώτη ιδιοτιμή είναι αρνητική και η δεύτερη λαμβάνει
οποιοδήποτε πρόσημο με αποτέλεσμα η ϕυσική πληροφορία διαδίδεται και προς τις
δύο κατευθύνσεις.

2.3 Πρόβλημα Riemann

Το αριθμητικό σχήμα που ϑα περιγραφεί στο επόμενο κεφάλαιο χρησιμοποιεί τη λύση ενός
προβλήματος για να επιλύσει αριθμητικά τα συστήματα υπερβολικού τύπου των εξισώσεων
ϱηχών υδάτων. Το πρόβλημα αυτό ονομάζεται πρόβλημα Riemann και είναι ένα πρόβλημα
αρχικών τιμών που αποτελείται από την εξίσωση (2.8) και από συγκεκριμένες αρχικές συν-
ϑήκες :

qt + F(q)x = 0,

q(x, 0) =

{
qL, αν x < 0

qR, αν x > 0
, (2.10)

όπου

qL =

[
hL

uLhL

]
, qR =

[
hR

uRhR

]
.
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Σχήμα 2.1: Αρχικές συνθήκες του προβλήματος Riemann

΄Οπως δείχνει και οι αρχικές συνθήκες που ορίζονται από τα qL, qR είναι κατά τμήματα στα-
ϑερές και χωρίζονται από την ασυνέχεια που παρουσιάζεται στο σημείο x = 0. Το πρόβλημα
Riemann έχει τέσσερις πιθανές λύσεις [52, 35] οι οποίες ϕαίνονται στο παρακάτω σχήμα.

Σχήμα 2.2: Οι πιθανές λύσεις του προβλήματος Riemann για τις εξισώσεις ϱηχών υδάτων
μίας διάστασης. (α) κύμα αράιωσης - κρουστικό κύμα (shock), (ϐ) κρουστικό κύμα (shock)

- κύμα αράιωσης, (γ) κύμα αράιωσης - κύμα αράιωσης, (δ) κρουστικό κύμα (shock) -
κρουστικό κύμα (shock)

Η αναλυτική λύση του προβλήματος Riemann για τις εξισώσεις ϱηχών υδάτων της μίας διάσ-
τασης όπως ϐέβαια και των δύο διαστάσεων είναι πολύ δύσκολο ή αδύνατο να ϐρεθεί. Γι΄
αυτό στην πράξη το αριθμητικό μας σχήμα χρησιμοποιεί προσεγγιστικούς επιλυτές Riemann
όπως ϑα δούμε στο επόμενο κεφάλαιο.
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2.4 Εξισώσεις ϱηχών υδάτων στις δύο διαστάσεις

Σε αυτήν την ενότητα ϑα αναφέρουμε τις ϐασικές εξισώσεις τις οποίες ϑα ακολουθήσουμε για
την μελέτη μας. Εδώ ϑα πρέπει να λάβουμε υπόψιν μας ότι στις δύο διαστάσεις υπάρχει ϱοή
ως προς τις δύο κατευθύνσεις x και y . ΄Ετσι επεκτείνουμε τις εξισώσεις ϱηχών υδάτων μίας
διάστασης σε αυτές των δύο διαστάσεων και προκύπτει η παρακάτω σημαντική εξίσωση:⎡

⎢⎣
h

uh

υh

⎤
⎥⎦

t

+

⎡
⎢⎣

uh

hu2 + 1
2
gh2

huυ

⎤
⎥⎦

x

+

⎡
⎢⎣

υh

huυ

hυ2 + 1
2
gh2

⎤
⎥⎦

y

=

⎡
⎢⎣

0

−ghbx

−ghby

⎤
⎥⎦ . (2.11)

Η μεταβλητή h(x, y, t) εκφράζει πάλι το ύψος του ϱευστού πάνω από τον πυθμένα του
καναλιού, οι μεταβλητές u(x, y, t) και υ(x, y, t) είναι οι (κατά μέσο όρο ύψους του ϱευστού)
ταχύτητες ως προς την x και y κατεύθυνση αντίστοιχα και η b(x, y) αντιπροσωπεύει το ύψος
της τοπογραφίας του πυθμένα. Εδώ αξίζει να σημειωθεί ότι δύο είναι οι περιπτώσεις με πρακ-
τικό ενδιαφέρον : η περίπτωση να έχουμε υγρό πυθμένα (h(x, y, t) > 0) και η περίπτωση όπου
τμήματα του πυθμένα είναι στεγανά (h(x, y, t) = 0). Στη παρούσα ϕάση ϑα ασχολειθούμε
μόνο με την περίπτωση του υγρού πυθμένα. Η εξίσωση (2.11) πιο συνοπτικά γράφεται :

∂q

∂t
+

∂F(q)

∂x
+

∂G(q)

∂y
= R, (2.12)

όπου

q =

⎡
⎢⎣

h

uh

υh

⎤
⎥⎦ , F(q) =

⎡
⎢⎣

uh

hu2 + 1
2
gh2

huυ

⎤
⎥⎦ , G(q) =

⎡
⎢⎣

υh

huυ

hυ2 + 1
2
gh2

⎤
⎥⎦

και

R =

⎡
⎢⎣

0

−ghbx

−ghby

⎤
⎥⎦ .

Τα διανύσματα F(q) και G(q) ορίζουν τις συναρτήσεις ϱοής (flux functions) ως προς την x
και y κατεύθυνση αντίστοιχα. ΄Ενας ακόμα διαφορετικός τρόπος γραφής της (2.12) είναι :

∂q

∂t
+ ∇E(q) = R, (2.13)

όπου E = (F,G). Τέλος, ένας επιπλέον ϐολικός τρόπος παρουσίασης των SWE στις δύο
διαστάσεις είναι :

qt + F(q)x + G(q)y = R. (2.14)

Οι εξισώσεις (2.11),(2.12),(2.13) και (2.14) είναι ισοδύναμες και ϑα χρησιμοποιούνται ανάλογα
με τους μετασχηματισμούς ή τις τροποποιήσεις που επιδέχονται στη συνέχεια. Το διάνυσμα
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R είναι ο πηγαίος όρος (source term) και περιγράφει την συμμετοχή της τοπογραφίας του
πυθμένα στις εξισώσεις. Τονίζεται εδώ, ότι στη παρούσα εργασία, όροι που σχετιζόνται με
την τριβή, τις δυνάμεις του αέρα, τις δυνάμεις Coriolis κ.λ.π. ϑεωρούνται αμελητέοι. Το
διάνυσμα R εναλλακτικά γράφεται :

R = R1 + R2

με

R1 =

⎡
⎢⎣

0

−ghbx(x, y)

0

⎤
⎥⎦ , R2 =

⎡
⎢⎣

0

0

−ghby(x, y)

⎤
⎥⎦ .

Στην περίπτωση που δεν υπάρχει πηγαίος όρος, δηλαδή όταν ο πυθμένας ϑεωρείται ’κα-
ϑαρός’ από τοπογραφία σε όλο το χωρίο, τότε η εξίσωση (2.12) παίρνει την παρακάτω μορφή
(ομογενής περίπτωση):

∂q

∂t
+

∂F(q)

∂x
+

∂G(q)

∂y
= 0. (2.15)

Χρησιμοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας στην εξίσωση (2.14) αυτή μπορεί να γραφτεί σε
ημι-γραμμική μορφή ως εξής :

qt + A(q)qx + B(q)qy = R, (2.16)

όπου A(q) και B(q) είναι οι Ιακωβιανοί πίνακες :

A(q) =
∂F

∂q
=

⎡
⎢⎣

∂f1

∂q1

∂f1

∂q2

∂f1

∂q3

∂f2

∂q1

∂f2

∂q2

∂f2

∂q3

∂f3

∂q1

∂f3

∂q2

∂f3

∂q3

⎤
⎥⎦ ,

B(q) =
∂G

∂q
=

⎡
⎢⎣

∂g1

∂q1

∂g1

∂q2

∂g1

∂q3

∂g2

∂q1

∂g2

∂q2

∂g2

∂q3

∂g3

∂q1

∂g3

∂q2

∂g3

∂q3

⎤
⎥⎦ ,

με

q =

⎡
⎢⎣

q1

q2

q3

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

h

uh

υh

⎤
⎥⎦ ,

F(q) =

⎡
⎢⎣

f1

f2

f3

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

uh

hu2 + 1
2
gh2

huυ

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

q2

q2
2/q1 + 1

2
gq2

1

q2q3/q1

⎤
⎥⎦ ,
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G(q) =

⎡
⎢⎣

g1

g2

g3

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

υh

huυ

hυ2 + 1
2
gh2

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣

q3

q2q3/q1

q2
3/q1 + 1

2
gq2

1

⎤
⎥⎦ .

Να τονιστεί σε αυτό το σημείο ότι παρότι στην ημι-γραμμική μορφή της (2.16) οι μεταβλητές
είναι συντηρητικές, η ϕόρμουλα των εξισώσεων αυτών δεν είναι συντηρητική. Σε αντίθεση η
εξίσσωση (2.13) είναι εκφρασμένη σε συντηρητική μορφή. Στη συνέχεια όπως αποδεικνύεται
[52], οι Ιακωβιανοί πίνακες καθώς και οι ιδιοτιμές με τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματά τους
παίρνουν τις παρακάτω μορφές. Ξεκινώντας από τους Ιακωβιανούς πίνακες :

A(q) =
∂F

∂q
=

⎡
⎢⎣

0 1 0

c2 − u2 2u 0

−uυ υ u

⎤
⎥⎦

και

B(q) =
∂G

∂q
=

⎡
⎢⎣

0 0 1

−uυ υ u

c2 − υ2 0 2υ

⎤
⎥⎦ .

Οι ιδιοτιμές του πίνακα A είναι :

λF
1 = u − c, λF

2 = u, λF
3 = u + c,

και οι ιδιοτιμές του B έχουν ως εξής :

λG
1 = υ − c, λG

2 = υ, λG
3 = υ + c.

Τα ιδιονύσματα που αντιστοιχούν στον πίνακα A είναι :

eF
1 =

⎡
⎢⎣

1

u − c

υ

⎤
⎥⎦ , eF

2 =

⎡
⎢⎣

0

0

c

⎤
⎥⎦ , eF

3 =

⎡
⎢⎣

1

u + c

υ

⎤
⎥⎦ ,

ενώ αυτά του πίνακα B :

eG
1 =

⎡
⎢⎣

1

u

υ − c

⎤
⎥⎦ , eG

2 =

⎡
⎢⎣

0

−c

0

⎤
⎥⎦ , eG

3 =

⎡
⎢⎣

1

u

υ + c

⎤
⎥⎦ .
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2.5 Υπερβολικός Χαρακτήρας των Εξισώσεων

Θεωρώντας έναν πίνακα C ως γραμμικό συνδιασμό των Ιακωβιανών πινάκων A και B της
προηγούμενης παραγράφου, ορίζεται :

C = ω1A + ω2B, (2.17)

όπου οι συντελεστές ω1 και ω2 είναι πραγματικοί αριθμοί και συνθέτουν ένα μη μηδενικό
διάνυσμα ω = [ω1, ω2], έτσι ώστε :

| ω |=
√

ω2
1 + ω2

2 > 0.

Ο πίνακας C δίνεται ως :

C(q) =

⎡
⎢⎣

0 ω1 ω2

(c2 − u2)ω1 − uυω2 2uω1υω2 uω2

−uυω1 + (c2 − υ2)ω2 υω1 uω1 + 2υω2

⎤
⎥⎦

Οι ιδιοτιμές του πίνακα C μαζί με τα αντίστοιχα αριστερά και δεξιά ιδιοδιανύσματά του
αναφέρονται αναλυτικά από τον Toro [52]. Τώρα είμαστε έτοιμοι για να ορίσουμε την υπερ-
ϐολικότητα των εξισώσεων.

Ορισμός 2.5.1 ΄Ενα σύστημα m νόμων διατήρησης (2.15) με Ιακωβιανούς πίνακες A και B

λέγεται υπερβολικό αν ο πίνακας C που παράγεται από τον γραμμικό συνδυασμό των Ιακ-

ωβιανών πινάκων A και B (2.17), έχει m πραγματικές ιδιοτιμές για κάθε διάνυσμα q συν-

τηρητικών μεταβλητών και για κάθε διάνυσμα ω = [ω1, ω2], έτσι ώστε ω �= 0. Το σύστημα

ονομάζεται αυστηρώς υπερβολικό αν επιπρόσθετα οι ιδιοτιμές είναι όλες διαφορετικές μεταξύ

τους.

Πρόταση 2.5.1 Οι χρονικά εξαρτημένες εξισώσεις ϱηχών υδάτων δύο διαστάσεων (2.11),
(2.12), (2.13) και (2.14) είναι υπερβολικού τύπου. Στην περίπτωση υγρού πυθμένα (h(x, y, t) >

0) αυτές είναι αυστηρώς υπερβολικές.

2.6 Δυσκολίες εύρεσης αναλυτικής λύσης

Η εύρεση αναλυτικών λύσεων των εξισώσεων ϱηχών υδάτων (2.11) αποτελεί πολύπλοκη δι-
αδικασία και τις περισσότερες ϕορές είναι αδύνατη. Αυτό οφείλεται καταρχήν στην υπερβο-
λικότητα των εξισώσεων. Η υπερβολικότητα και η μη γραμμικότητα των εξισώσεων επιτρέπει
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ομαλές αλλά και ασυνεχείς λύσεις. Επίσης, η δυσκολία εφαρμογής των οριακών συνθηκών
(αρχικών και συνοριακών συνθηκών) που παρουσιάζεται εξαιτίας της ασύμμετρης, πολύ-
πλοκης γεωμετρίας του πυθμένα και της ελεύθερης επιφάνειας του ϱευστού αποτελεί έναν
επιπλέον ανασταλτικό παράγοντα εύρεσης αναλυτικής λύσης. Επιπρόσθετα, καταστάσεις
όπως κρουστικά κύματα, ασυνέχεις επαφής, δίνες, στεγανά-υγρά μέτωπα κ.ά. που ενδέχε-
ται να εμφανιστούν κατά την επίλυση, περιπλέκουν ακόμη περισσότερο το πρόβλημα. Από
τα παραπάνω γίνεται αντιληπτό, ότι η εύρεση αναλυτικών λύσεων περιορίζεται σε πολύ ει-
δικές απλουστευμένες περιπτώσεις. Λόγω των παραπάνω δυσκολιών και με την ταυτόχρονη
ανάπτυξη των ηλεκτρικών υπολογιστών, δόθηκε χώρος να αναπτυχθεί ένας μεγάλος αριθμός
υπολογιστικών-αριθμητικών μεθόδων. Οι αριθμητικές μέθοδοι επιλύουν μόνο σε έναν αρι-
ϑμό διακεκριμένων σημείων επί του υπολογιστικού χώρου και μόνο σε συγκεκριμένα διαστή-
ματα. Παρόλα αυτά με κατάλληλη επιλογή της αριθμητικής μεθόδου και των διαφορικών
εξισώσεων, ο ηλεκτρονικός υπολογιστής παρουσιάζει παρόμοιες δυνατότητες με την ϕυσική
λύση του πεδίου ϱοής σε κατάλληλα επιστημονικά εργαστήρια.
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Κεφάλαιο 3

Αριθμητικό Σχήμα

Στην παρούσα εργασία ϑα μελετήσουμε και ϑα πειραματιστούμε με τις εξισώσεις ϱηχών
υδάτων στις δύο διαστάσεις. Στο προηγούμενο κεφάλαιο περιγράψαμε το μαθηματικό μον-
τέλο αυτών των εξισώσεων. Για να επιτευχθεί η αριθμητική επίλυση των συγκεκριμένων
εξισώσεων απαιτούνται ακόμη δύο ϐασικά στοιχεία. Πρώτον, έναν τρόπο κατασκευής του
υπολογιστικού πλέγματος,δηλαδή του προσδιορισμού των κατάλληλων κελιών (ή όγκων) σ-
το εσωτερικό του χωρίου, όπου πάνω σε αυτό ϑα επιλύσουμε αριθμητικά τις εξισώσεις μας.
Δεύτερον, κατάλληλα αριθμητικά σχήματα, τα οποία ϑα επιλύουν ικανοποιητικά το μαθη-
ματικό μοντέλο πάνω στο συγκεκριμένο πλέγμα. Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα αναφερθούμε στη
δεύτερη περίπτωση, δηλαδή σε κατάλληλα αριθμητικά σχήματα ανάλογα με τις δυσκολίες
που ϑα αντιμετωπίσουμε στην επίλυση. Τα αριθμητικά σχήματα που ϑα μελετήσουμε πρέπει
να είναι συντηρητικά, να υπολογίζουν σωστά τις τυχών ασυνέχειες, να προσεγγίζουν σωστά τη
ϑέση και την ταχύτητα σε υγρά-στεγανά μέτωπα καθώς και να παράγουν ακριβείς προσεγγισ-
τικές λύσεις κόντρα σε οποιαδήποτε δυσκολία παρουσιάζεται κατά την αριθμητική επίλυση.

3.1 Επιλογή αριθμητικής μεθόδου

Οι πιο διαδομένες αριθμητικές τεχνικές, που χρησιμοποιούνται για την προσομοίωση και
πρόβλεψη ϕυσικών καταστάσεων, είναι ϐασισμένες στις μεθόδους πεπερασμένων στοιχείων
[47, 19, 4, 48] , πεπερασμένων διαφορών [1, 12, 23] και πεπερασμένων όγκων [60, 5, 10, 11,
61, 46, 9, 49, 7, 59, 29, 57, 38]. Οι μέθοδοι πεπερασμένων διαφορών λόγω της απλότητάς
τους, στην εφαρμογή αλλά και στην κατασκευή νέων μεθόδων, είναι οι περισσότερο δι-
αδομένες. Η εφαρμογή τους περιόριζεται συνήθως σε δομημένα καρτεσιανά πλέγματα που
όμως δεν μπορούν να περιγράψουν ικανοποιητικά πολύπλοκες γεωμετρίες. Επίσης, η χρήση
των μεθόδων πεπερασμένων διαφορών και πεπερασμένων στοιχείων παρουσιάζει αριθμητικά
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σφάλματα όπως ταλαντώσεις κοντά στις ασυνέχειες. Επομένως, αναζητούνται μέθοδοι που
να υπολογίζουν σωστά τις ασυνέχειες (shock-capturing). Οι μέθοδοι πεπερασμένων όγκ-
ων είναι οι κατάλληλες για τον σωστό υπολογισμών των ασυνεχειών, διότι χρησιμοποιούν
τη συντηρητική μορφή των εξισώσεων ϱηχών υδάτων [60]. Επιπροσθέτως, η μέθοδος των
πεπερασμένων όγκων έχει το πλεονέκτημα έναντι της μεθόδου των πεπερασμένων διαφορών
ότι μπορεί να εκτελεστεί σε οποιοδήποτε πλέγμα, δομημένο ή μη [40] , και το πλεονέκτημα
έναντι της μεθόδου των πεπερασμένων στοιχείων ότι απαιτεί σημαντικά λιγότερο υπολογιστικό
χρόνο [61].

Η μέθοδος των πεπερασμένων όγκων ϐασίζεται στη διακριτοποίηση του υπολογιστικού
χωρίου σε μικρότερα υποχωρία (κελιά), όπου οι εξισώσεις ολοκληρώνονται. Οι shock-
capturing δυνατότητες παράγονται από τη λύση μίας σειράς από προβλήματα Riemann στο
σύνορο κάθε κελιού. Αυτός ο τρόπος λύσης, δηλαδή της λύσης μίας σειράς από τοπικά
προβλήματα Riemann στα μέτωπα κάθε κελιού, προτάθηκε από τον Godunov [25] , και έτσι
τα παραγόμενα σχήματα ονομάζονται τύπου Godunov . ΄Οταν χρησιμοποιήθηκαν αρχικά τα
προαναφερθέντα σχήματα χρησιμοποιούσαν την ακριβή λύση του προβλήματος Riemann .
Σήμερα όμως η ακριβής αυτή λύση έχει αντικατασταθεί με μία προσεγγιστική λύση με σκοπό
τη μείωση του υπολογιστικού κόστους. Τα τελευταία χρόνια έγιναν πολλές έρευνες στον πεδίο
των προσεγγιστικών Riemann επιλυτών. Οι πιο διαδομένοι επιλυτές αναπτύχθηκαν από τους
Roe [45], Harten [27, 26], Van Leer [32, 33], Osher kai Solomon [43], και στη συνέχεια επεκ-
τάθηκαν σε υδροδυναμική ελεύθερης επιφάνειας από διάφορους ερευνητές [24, 6, 5, 42, 54].
Στη παρούσα εργασία ϑα αναφερθούμε στους προσεγγιστικούς επιλυτές Riemann του Roe
και HLL,από τους οποίους ϑα εφαρμόσουμε κατά κύριο λόγο τον πρώτο. Τα τελευταία χρόνια
παρουσιάστηκαν διάφορα επιτυχημένα σχήματα που επιλύουν τις εξισώσεις ϱηχών υδάτων
σε μη δομημένα υπολογιστικά πλέγματα κάνοντας χρήση της μεθόδου των πεπερασμένων
όγκων. Σχήματα πρώτης [46] και δεύτερης τάξης [61] με πολλές αξιόλογες εφαρμογές, όπως
ο ποταμός Kissimmee στις Ηνωμένες Πολιτείες της Αμερικής [61] και το δέλτα του ποταμού
Axe στο Ηνωμένο Βασίλειο [46].

Εν κατακλείδι, η μέθοδος που ϑα χρησιμοποιηθεί στην παρούσα εργασία είναι μία up-
wind μέθοδος πεπερασμένων όγκων πρώτης τάξης ακρίβειας πάνω σε μη δομημένα τριγωνικά
πλέγματα, στην οποία οι τιμές σε κάθε κελί-τρίγωνο λαμβάνονται στο κέντρο ϐάρους κάθε
τριγώνου. Λέγοντας upwind εννοούμε ένα σχήμα που χρησιμοποιεί επιλυτές Riemann και
κάνει άμεση χρήση της πληροφορίας που παρέχεται από την διάδοση του κύματος. Με
αυτόν τον τρόπο η αίσθηση της διάδοσης υποδηλώνεται και τέτοιου είδους τεχνικές ταιριά-
Ϲουν σε προβλήματα με κυρίαρχη έννοια την μεταφορά. ΄Οταν υπάρχουν και πηγαίοι όροι, οι
παραγώμενες αριθμητικές ϱοές (numerical fluxes) και οι πηγαίοι όροι πρέπει να διακριτοποι-
ηθούν με παρεμφερή τρόπο. Ο προσεγγιστικός επιλυτής Riemann που ϑα χρησιμοποιηθεί
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είναι αυτός του Roe και ϑα δωθεί έμφαση στην σωστή εφαρμογή των οριακών συνθηκών καθώς
και στην εφαρμογή της CFL συνθήκης που είναι αναγκαία για την ευστάθεια της μεθόδου.

3.2 Διακριτοποίηση ομογενούς συστήματος

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα περιγραφεί με λεπτομέρειες το αριθμητικό σχήμα που ϑα χρησι-
μοποιηθεί στην περίπτωση απουσίας των πηγαίων όρων, δηλαδή όταν ο πυθμένας είναι ’κα-
ϑαρός’ από τοπογραφία, που αποτελεί και την ομογενή περίπτωση. Η εξίσωση (2.13) στην
περίπτωση μηδενικού όρου πηγής μετατρέπεται στην :

∂q

∂t
+ ∇E(q) = 0, (3.1)

όπου E = (F,G). Ολοκληρώνοντας την παραπάνω εξίσωση πάνω σε δοσμένο σταθερό όγκο
S αυτή γίνεται :

∫∫
S

∂q

∂t
dS +

∫∫
S

∇(F,G) dS = 0. (3.2)

Εφαρμώζοντας το ϑεώρημα της απόκλισης του Gauss στο δεύτερο ολοκλήρωμα οδηγούμαστε
για κάθε κελί στην εξίσωση:

∫∫
S

∂q

∂t
dS +

∮
C

(F,G)·n dC = 0, (3.3)

όπου C είναι το σύνορο του S (C = ∂S) και το n είναι το εξωτερικό κάθετο μοναδιαίο
διάνυσμα. Στα σχήματα 3.1 και 3.2 ϕαίνεται η εφαρμογή τέτοιων κάθετων διανυσμάτων στις
πλευρές κάθε κελιού.
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Σχήμα 3.1: Λεπτομέρειες γειτονικών κελιών i και i + 1

Σχήμα 3.2: k πλευρά ενός τυχαίου πεπερασμένου όγκου δύο διαστάσεων στο x − y επίπεδο

Το εσωτερικό γινόμενο (F,G)·n , το οποίο εκφράζει την προβολή της ϱοής E = (F,G)

στην κανονική διεύθυνση, μπορεί να γραφτεί σε όρους ϐάση των καρτεσιανών συντεταγμένων
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ως εξής :
(F,G)·n = Fnx + Gny.

Η (3.3) είναι λοιπόν η εξίσωση που πρέπει να διακριτοποιηθεί. ΄Ενα πρώτο ερώτημα
που γεννάται είναι σε ποιό πλέγμα ϑα διακριτοποιηθεί η εξίσωση. Με έναν συγκεκριμένο
τρόπο, που εξηγείται αναλυτικά στο επόμενο κεφάλαιο, παράγεται ένα διδιάστατο χωρικό
πλέγμα, το οποίο αποτελείται από πολλά τριγωνικά κελιά-όγκους. Τα τριγωνικά κελιά δεν
είναι απαραίτητα ευθυγραμμισμένα με τις συντεταγμένες διεύθυνσης και το σχήμα όπως
και το μέγεθος των κελιών μπορεί να είναι ανομοιόμορφο. Επιπροσθέτως, σε κάθε κελί οι
ανεξάρτητες μεταβλητές του συστήματος αντιπροσωπεύονται ως τμηματικά σταθερές και τα
επιφανειακά ολοκληρώματα αντιπροσωπεύουν τη συνολική ϱοή που περνά από το σύνορο
του κελιού. Θεωρώντας δεδομένο ένα υπολογιστικό πλέγμα ορισμένο από κελιά εμβαδού Si,

όπου i είναι ο δείκτης στο κέντρο του κελιού και qi η μέση τιμή των συντηρητικών μεταβλητών
στο i κελί (στο κέντρο του) σε δεδομένο χρόνο :

qi =
1

Si

∫∫
Si

q(x,y, t) dSi. (3.4)

Η εξίσωση (3.3) συνεπάγεται :
dqi

dt
+

1

Si

∮
Ci

(F,G)·n dC = 0, (3.5)

όπου Si και Ci είναι το εμβαδόν και το σύνορο του του κελιού i αντίστοιχα , ϐλ. σχήμα
3.1. Ο Ιακωβιανός πίνακας, Jn , της προβολής της ϱοής στην κανονική διεύθυνση (F,G)·n
υπολογίζεται :

Jn =
∂(F,G)·n

∂q
=

∂F

∂q
nx +

∂G

∂q
ny (3.6)

Η (3.6) μέσω των σχέσεων που δίνονται για τα ∂F
∂q

και ∂G
∂q

στην παράγραφο 2.3 μετατρέπεται
στην :

Jn =

⎡
⎢⎣

0 nx ny

(c2 − u2)nx − uυny 2unx − υny uny

−uυnx + (c2 − υ2)ny υnx unx + 2υny

⎤
⎥⎦ . (3.7)

Οι ιδιοτιμές, τα ιδιοδιανύσματα και οι υπόλοιπες ιδιότητες του Ιακωβιανού πίνακα ορίζονται
και προκύπτουν με ανάλογο τρόπο με αυτόν που παρουσιάζεται στην παράγραφο 2.3 [10].
Οι ιδιοτιμές λοιπόν είναι :

λ1 = unx + υny + c,

λ2 = unx + υny,

λ3 = unx + υny − c. (3.8)
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Τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα είναι :

e1 =

⎡
⎢⎣

1

u + cnx

υ + cny

⎤
⎥⎦ , e2 =

⎡
⎢⎣

0

−cny

cnx

⎤
⎥⎦ , e3 =

⎡
⎢⎣

1

u − cnx

υ − cny

⎤
⎥⎦ . (3.9)

Από αυτά τα ιδιοδιανύσματα μπορούν να κατασκευαστούν δύο πίνακες P και P−1 έτσι ώστε
να διαγωνοποιούν τον Ιακωβιανό πίνακα Jn :

Jn = PΛP−1,

όπου Λ είναι ένας διαγώνιος πίνακας με τις ιδιοτιμές στην κύρια διαγώνιο :

Λ =

⎡
⎢⎣

unx + υny + c 0 0

0 unx + υny 0

0 0 unx + υny − c

⎤
⎥⎦

Οι πίνακες που διαγωνιοποιούν τον Ιακωβιανό έχουν τη μορφή:

P =

⎡
⎢⎣

1 0 1

u + cnx −cny u − cnx

υ + cny cnx υ − cny

⎤
⎥⎦ , P-1 =

1

2c

⎡
⎢⎣

ω · n + c nx ny

2(uny − υnx) −2ny 2nx

ω·n + c −nx υ − ny

⎤
⎥⎦ ,

όπου ω = (u, υ) και :

Δ(E · n) = JnΔq = PΛP−1Δq = P(Λ+ + Λ−)P−1Δq

είναι η σχέση που ϑα ϐασιστεί η upwind μέθοδος με Λ± = (Λ± | Λ |)/2 και Δ(·) = (·)R −
(·)L. Θα δειχτεί όμως στη συνέχεια, ότι ϑα χρησιμοποιηθεί ένας προσεγγιστικός Ιακωβιανός
πίνακας, ανάλογος του πραγματικού. Το επικαμπύλιο ολοκλήρωμα (ϐ΄ είδους) της (3.5)
προσεγγίζεται μέσω ενός κανόνα κεντρικού σημείου (midpoint rule) και πιο συγκεκριμένα
έναν κανόνα, που ορίζει την αριθμητική ϱοή (numerical flux) στο κεντρικό σημείο κάθε
πλευράς :

∮
Ci

(F,G)·n dC =

3∑
k=1

(F,G)∗k·nkdCk, (3.10)

όπου k είναι μία πλευρά του i τριγώνου-κελιού, nk είναι το εξωτερικό κάθετο μοναδιαίο
διάνυσμα στην k πλευρά και dCk είναι το μήκος της k πλευράς, όπως ϕαίνονται στο σχήμα
3.1. Ζητείται τώρα ένας τρόπος να υπολογιστεί η αριθμητική ϱοή (F,G)∗ . Χρησιμοποιώντας
την τεχνική της μεθόδου των πεπερασμένων όγκων και του προβλήματος Riemann, όπου οι
υπολογισμοί γίνονται σύμφωνα με τις συνθήκες του αριστερού και του δεξιού μετώπου των
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πλευρών για κάθε κελί, ο υπολογισμός αυτός είναι εφικτός. ΄Ετσι, η προβολή της αριθμητικής
ϱοής (F,G)∗ στην κανονική διεύθυνση n δίνεται από την εξής σχέση :

(F,G)∗·n =
1

2
[(F,G)R·n + (F,G)L·n− | J̃RL | (qR − qL)], (3.11)

όπου n = (nx, ny) = (cos θk, sin θk). Ο προσεγγιστικός επιλυτής που ϑα χρησιμοποιηθεί
είναι αυτός του Roe [45] και ορίζει τον προσσεγγιστικό Ιακωβιανό πίνακα J̃RL , ο οποίος
έχει την ίδια μορφή με τον πραγματικό Ιακωβιανό Jn, αλλά υπολογίζεται σε μία ¨μέση¨
κατάσταση. Αυτή η κατάσταση δίνεται από τις ποσότητες ω̃ = (ũ, υ̃) και c̃, οι οποίες πρέπει
να υπολογίζονται σύμφωνα με τις ιδιότητες του πίνακα [46] :

1. J̃RL = J̃RL(qR,qL).

2. FR − FL = J̃RL(qR − qL).

3. ο J̃RL έχει πραγματικές και διακριτές ιδιοτιμές και ιδιοδιανύσματα.

4. J̃RL(qL,qL) = Jn(qL).

Επιβάλλοντας την δεύτερη συνθήκη [46] του πίνακα J̃RL οι ακόλουθες εκφράσεις για τις
μέσες τιμές ũ, υ̃, h̃ και c̃ προκύπτουν :

ũ =

√
hRuR +

√
hLuL√

hR +
√

hL

, υ̃ =

√
hRυR +

√
hLυL√

hR +
√

hL

, c̃ =

√
gh̃ (3.12)

h̃ =
hR + hL

2
ή h̃ =

√
hRhL, (3.13)

όπου για την μέση τιμή h̃ προτιμάται η πρώτη επιλογή.
Οι ιδιοτιμές του πίνακα J̃RL σύμφωνα με τον Roe και σε αντιστοιχία με αυτές του πραγματικού
Ιακωβιανού Jn (3.8) είναι :

λ̃1 = ũnx + υ̃ny + c

λ̃2 = ũnx + υ̃ny

λ̃3 = ũnx + υ̃ny − c. (3.14)

Με όμοιο τρόπο τα ιδιοδιανύσματα του J̃RL δίνονται :

ẽ1 =

⎡
⎢⎣

1

ũ + c̃nx

υ̃ + c̃ny

⎤
⎥⎦ , ẽ2 =

⎡
⎢⎣

0

−c̃ny

c̃nx

⎤
⎥⎦ , ẽ3 =

⎡
⎢⎣

1

ũ − c̃nx

υ̃ − c̃ny

⎤
⎥⎦ . (3.15)
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Ο προσεγγιστικός Ιακωβιανός πίνακας δεν χρησιμοποιείται απευθείας στην αριθμητική
μέθοδο. Η διαφορά του διανύσματος q δια μέσου της πλευράς, που ορίζεται από το υπολο-
γιστικό πλέγμα, αναλύεται με ϐάση τα ιδιοδιανύσματα του σε :

Δq = qR − qL =
3∑

k=1

αkek, (3.16)

όπου η έκφραση των συντελεστών αk από την λύση των (3.16) είναι [46]:

α1 =
Δh

2
+

1

2c̃
[Δ(hu)nx + Δ(hυ)ny − ω · nΔh]

α2 =
1

c̃
[Δ(hυ) − υ̃Δh]nx − [Δ(hu) − ũΔh]ny

α3 =
Δh

2
− 1

2c̃
[Δ(hu)nx + Δ(hυ)ny − ω · nΔh] (3.17)

Ο πίνακας | J̃RL | αντικαθίσταται από τις ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματά του και το
γινόμενο | J̃RL | (qR − qL) παίρνει την μορφή:

| J̃RL | (qR − qL) =

3∑
k=1

| λ̃k | αkẽk. (3.18)

Εφαρμόζοντας την τελευταία σχέση (3.2) στην σχέση (3.11) συνεπάγεται :

(F,G)∗·n =
1

2
[(F,G)R·n + (F,G)L·n−

3∑
k=1

| λ̃k | αkẽk. (3.19)

Κάνοντας χρήση των σχέσεων (3.5), (3.10) και έχοντας υπόψιν την (3.19) καθώς και τη
μεθόδο των πεπερασμένων όγκων (προς τα εμπρός, χρονικά διαδικασία) τελικά προκύπτει :

qn+1
i = qn

i − Δt

Si

( 3∑
k=1

(F,G)∗k·nkdCk

)n

i
. (3.20)

Η παραπάνω σχέση αποτελεί την ϐασική σχέση του αριθμητικού μας σχήματος. Το σχήμα
αυτό χαρακτηρίζεται ως άμεσο (explicit) γιατί, όπως ϕαίνεται από την (3.20), οι τιμές του
διανύσματος qi στο καινούριο χρονικό ϐήμα υπολογίζονται μέσω διαφόρων όρων, με γνωστές
τις τιμές τους από το προηγούμενο χρονικό ϐήμα, χωρίς να είναι απαραίτητος ο υπολογισμός
κάποιων ενδιάμεσων ϐοηθητικών όρων, όπως στα έμμεσα σχήματα (implicit). Το (F,G)∗k
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δίνεται από την σχέση (3.19), όπου k η πλευρά του i εξεταζόμενου κελιού. Το Si συμβολίζει
το εμβαδόν i του κελιού και το dCk συμβολίζει το μήκος της k πλευράς. Οι εκθέτες n + 1 και
n δηλώνουν χρονικά ϐήματα και όπως ϕαίνεται αυτό που υπολογίζεται κάθε ϕορά είναι οι
τιμές του διανύσματος q, λαμβάνοντας υπόψιν τις τιμές αυτού καθώς και άλλων μεταβλητών
στο προηγούμενο χρονικό ϐήμα. Ο λόγος που το k παίρνει τιμές από 1 εώς 3 είναι ότι τα
κελιά που παράγονται από την κατασκευή του υπολογιστικού πλέγματος είναι τρίγωνα, όπως
ϑα δειχθεί αναλυτικά στο επόμενο κεφάλαιο.

3.3 Γεωμετρικές παρατηρήσεις

Αυτό που μένει να απαντηθεί, προς το παρών, είναι πώς υπολογίζονται οι όποιες γεωμετρικές
μεταβλητές έχουν ήδη χρησιμοποιηθεί, κατά την διάρκεια της διακριτοποίησης. Παρατηρών-
τας το σχήμα 3.1 ϑεωρούμε ότι δίνονται οι συντεταγμένες των κορυφών Vs(xs, ys) και Vs+1(xs+1, ys+1)

της πλευράς k. Οι κορυφές αυτές έχουν ϕορά αντίθετη με αυτήν του ϱολογιού ως προς το
κελί i, το οποίο εξετάζεται. ΄Ετσι, ορίζουμε αρχικά :

Δxs ≡ xs+1 − xs, Δys ≡ ys+1 − ys. (3.21)

Επομένως, το μήκος της k πλευράς δίνεται από:

dCk =
√

Δ2xs + Δ2ys. (3.22)

Οι συνιστώσες του εξωτερικού μοναδιαίου κάθετου διανύσματος nk, ϑεωρώντας το κελί το
οποίο εξετάζεται σωστά προσανατολισμένο (σύμφωνα με την αντίθετη ϕορά του ϱολογιού),
ορίζονται :

nk
x = cos θk =

Δys

dCk

nk
y = sin θk = −Δxs

dCk
. (3.23)

Η γεωμετρία μας δίνει και τον ορισμό για το εμβαδόν του τριγώνου-κελιού i, δεδομένου των
συντεταγμένων των κορυφών του τριγώνου:
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Si =
1

2!

⏐⏐⏐⏐⏐
x1 y1 1

x2 y2 2

x3 y3 3

⏐⏐⏐⏐⏐
=

1

2
(x1y2 + x2y3 + x3y1 − x1y3 − x2y1 − x3y2). (3.24)

Σχήμα 3.3: Βαρύκεντρο i ενός τυχαίου κελιού-τριγώνου

Μέχρι στιγμής, η μεταβλητή i συμβολίζει το κάθε κελί-τρίγωνο, το οποίο εξετάζεται. Στην
ουσία όμως η μεταβλητή i δηλώνει ένα συγκεκριμένο κεντρικό σημείο του κάθε τριγώνου,
όπου εφαρμόζονται όλες οι τιμές των μεταβλητών ώστε να παραχθεί η αριθμητική μέθοδος.
Στην παρούσα εργασία το κεντρικό αυτό σημείο του κάθε τριγώνου είναι το ϐαρύκεντρο.
Παρατηρώντας το σχήμα 3.3 ϕαίνεται το ϐαρύκεντρο ενός τυχαίου κελιού και οι συντεταγ-
μένες του δίνονται : (1

3
(xs + xs−1 + xs+1),

1

3
(ys + ys−1 + ys+1)

)
.
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3.4 Η συνθήκη CFL

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα παρουσιαστεί μία αναγκαία συνθήκη για την ευστάθεια του
ϱητού αριθμητικού σχήματος, που παρουσιάστηκε στις προηγούμενες παραγράφους. Από
το 1928 οι Courant, Friedrichs και Lewy [14], κάνοντας χρήση της μεθόδου των πεπερασ-
μένων διαφορών, διαπίστωσαν την αναγκαιότητα μίας συνθήκης ικανής να εξασφαλίζει την
ευστάθεια της μεθόδου. Γι΄ αυτό το λόγο ορίστηκε ο αριθμός Courant ή αριθμός CFL, όπ-
ως διαφορετικά ονομάζεται, και συμβολίζεται με την μεταβλητή ν ή την CFL εναλλακτικά
και είναι ένας αδιάστατος αριθμός. Η συνθήκη αυτή ορίζει ότι για να είναι ευσταθής η αρι-
ϑμητική μέθοδος πρέπει CFL < 1. Με το πέρασμα των χρόνων δώθηκαν πολλοί ορισμοί για
τον αριθμό Courant ανάλογα με την μέθοδο και και τα προβλήματα που εξετάζονταν. Στην
παρούσα εργασία, λαμβάνοντας υπόψιν τις αναφορές [39, 5, 9] χρησιμοποιούμε ως ορισμό
τον εξής :

CFL = Δt
maxi(

√
ghi +

√
u2

i + υ2
i )

minj dj
, (3.25)

όπου Δt είναι το χρονικό ϐήμα της αριθμητικής μεθόδου, g, hi, ui, υi, είναι η επιτάχυνση της
ϐαρύτητας, το ύψος του νερού, η οριζόντια και η κατακόρυφη ταχύτητα του νερού αντίστοιχα
για το εξεταζόμενο κελί i. Η μεταβλητή dj εκφράζει την απόσταση από το κέντρο του κελιού-
τριγώνου i στην πλευρά j του τριγώνου.

Σχήμα 3.4: Η απόσταση dj του ϐαρύκεντρου ενός κελιού από την j πλευρά του

Αν συμβολίσουμε με (x0, y0) τις συντεταγμένες του κέντρου του κελιού i και με (x1, y1), (x2, y2)

τις συντεταγμένες των άκρων της πλευράς j, όπως ϕαίνεται στο σχήμα 3.4 , η απόσταση αυτή
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δίνεται από:

dj =
| (x2 − x1)(y1 − y0) − (x1 − x0)(y2 − y1) |√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2
. (3.26)

Λύνοντας την (3.25) ως προς Δt προκύπτει :

Δt = CFL
minj dj

maxi(
√

ghi +
√

u2
i + υ2

i )
, (3.27)

που παράγει σε κάθε επανάληψη το χρονικό ϐήμα της μεθόδου των πεπερασμένων όγκων.
Δεν πρέπει να παραληφθεί όμως ότι η συνθήκη CFL αποτελεί αναγκαία συνθήκη για την
ευστάθεια της μεθόδου και κατά συνέπεια για την σύγκλιση, αλλά όχι ικανή.

3.5 Διακριτοποίηση του πηγαίου όρου

Κατά την διακριτοποίηση των εξισώσεων ϱηχών υδάτων της παραγράφου 3.2, ϑεωρήθηκε ότι
ο πηγαίος όρος είναι αμελητέος και εξισώθηκε με το μηδέν (ομογενής περίπτωση). Στην
πραγματικότητα όμως ο πηγαίος όρος υπάρχει και εκφράζεται μέσω των όρων της τριβής,
καθώς και των όρων που περιγράφουν την τοπογραφία του πυθμένα. Στην παρούσα εργασία
οι όροι της τριβής ϑεωρούνται αμελητέοι και επομένως ϑα χρειαστεί να διακριτοποιήσουμε
μόνον τους όρους της τοπογραφίας. Η εξίσωση (2.12) περιέχει πηγαίο όρο:

∂q

∂t
+ ∇E(q) = R.

Εκτελώντας μία σειρά από ενέργειες σε αυτή την εξίσωση, κατά αναλογία με την διακρι-
τοποίηση στην ομογενή περίπτωση, προκύπτει η ϐασική επαναληπτική σχέση του αριθμητικού
σχήματος, συμπεριμβανομένου του πηγαίου όρου. ΄Ετσι, κατά σειρά, ολοκληρώνοντας σε
δοσμένο σταθερό εμβαδόν S, εφαρμόζοντας το ϑεώρημα της απόκλισης του Gauss και δι-
ακριτοποιώντας πάνω σε δοσμένο υπολογιστικό πλέγμα προκύπτει ϐήμα προς ϐήμα:∫∫

S

∂q

∂t
dS +

∫∫
S

∇(F,G) dS =

∫∫
S

R dS ⇒
(3.28)∫∫

S

∂q

∂t
dS +

∮
C

(F,G)·n dC =

∫∫
S

R dS ⇒
(3.29)

dqi

dt
+

1

Si

∮
Ci

(F,G)·n dC =
1

Si

∫∫
Si

R dS. (3.30)

Η (3.30) μέσω της (3.10) και την εφαρμογή της μεθόδου των πεπερασμένων όγκων, όμοια με
την (3.19) (ομογενής περίπτωση), μας παράγει την ϐασική αριθμητική σχέση :

qn+1
i = qn

i − Δt

Si

( 3∑
k=1

(F,G)∗k·nkdCk

)n

i
+

Δt

Si

R∗n. (3.31)

36



Για τον όρο της αριθμητικής πηγής,R∗, πρέπει να ϐρεθεί μία προσέγγιση του ολοκληρώματος
του πηγαίου όρου R πάνω στο δεδομένο κελί i [11, 10]. Για κάθε πλευρά k του i κελιού ο δι-
ακριτοποιημένος πηγαίος όρος αναλύεται στην εσωτερική και εξωτερική συνεισφορά κελιού :

R̃k = R̃+
k + R̃−

k ,

όπου:

R̃±
k =

1

2
P̃(I± | Λ̃ | Λ̃−1)P̃−1R̃k =

3∑
m=1

βm±ẽm. (3.32)

Για κάθε i κελί η συνολική συνεισφορά, εν διαμέσω των πλευρών, στο συνολικό πηγαίο
όρο του κελιού, R∗, λαμβάνεται από το άθροισμα των όρων που σχετίζονται με την εσωτερική
κάθετη ταχύτητα σε κάθε πλευρά k [11]:

R∗ =

∫∫
Si

R dS =
3∑

k=1

R̃−
k dCk. (3.33)

Οι εκφράσεις των συντελεστών β− είναι :

β1− =
1

4c̃

(
1 − | λ̃1 |

λ̃1

)
(S̄2nx + S̄3ny)

β2− =
1

2c̃

(
1 − | λ̃2 |

λ̃2

)
(−S̄2ny + S̄3nx)

β3− = − 1

4c̃

(
1 − | λ̃3 |

λ̃3

)
(S̄2nx + S̄3ny), (3.34)

όπου S̄2,3 είναι η δεύτερη και η τρίτη συνιστώσα των πηγαίων όρων S̄ :

S̄ =

⎛
⎜⎝

S̄1

S̄2

S̄3

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

0

gh̃Δzx

gh̃Δzy

⎞
⎟⎠

k

, (3.35)

όπου το h̃ δίνεται από την σχέση (3.13) και οι προσαυξημένοι όροι του πυθμένα Δzx,y σε
κάθε κατεύθυνση είναι της μορφής:

Δzx = −(zR − zL)nx, Δzy = −(zR − zL)ny. (3.36)

Η μέση τιμή της σχέσης (3.35) σύμφωνα με τον Bermúdez [53] εξασφαλίζει μία συν-
τηρητική διακριτοποίηση του πηγαίου όρου.
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3.6 Στάσιμη κατάσταση και C-ιδιότητα

Ας ϑεωρήσουμε τις εξισώσεις ϱηχών υδάτων στη πρώτη διάσταση με qt + F(q)x = R. ΄Οταν
qt = 0, τότε το υγρό ϐρίσκεται σε ισορροπία και οι ταχύτητες των εξισώσεων είτε είναι μηδέν
είτε έχουν σταθερή τιμή. Σε αυτή την περίπτωση λέμε ότι το υγρό ϐρίσκεται σε στάσιμη
κατάσταση και πιο συγκεκριμένα :

u(x, t) ≡ 0 και h(x, t) ≡ D − b(x) ∀(x, t)

ή

(u(x, t))x ≡ 0 και h(x, t) ≡ D − b(x) ∀(x, t),

με D σταθερά. ΄Οταν λοιπόν qt = 0 τότε

F(q)x = R.

Αυτό σημαίνει για το αριθμητικό σχήμα οτί ϑα πρέπει να επιτυγχάνεται η ισορροπία της
αριθμητικής ϱοής με την προσέγγιση του πηγαίου όρου,

F∗
R − F∗

L = R∗.

Κατά όμοιο τρόπο ορίζεται και η στάσιμη κατάσταση του υγρού για τις εξισώσεις ϱηχών
υδάτων στις δύο διαστάσεις :

u(x, y, t) ≡ 0, υ(x, y, t) ≡ 0, και h(x, y, t) ≡ D − b(x, y) ∀(x, y, t)

ή

(u(x, y, t))x ≡ 0, (υ(x, y, t))y ≡ 0 και h(x, y, t) ≡ D − b(x, y) ∀(x, y, t).

Αν στην (2.14) ϑέσουμε qt = 0 προκύπτει :

F(q)x + G(q)y = R.

Γράφοντας τώρα τον πηγαίο όρο R εναλλακτικά ως R1 + R2, όπως στην παράγραφο (2.4)
έχουμε :

F(q)x + G(q)y = R1 + R2,
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την οποία διασπάμε σε δύο εξισώσεις :

F(q)x = R1 και G(q)y = R2,

΄Οπως και στη μία διάσταση έτσι και εδώ ϑα πρέπει να υπάρχει ισορροπία των αριθμητικών
ϱοών και της προσέγγισης του πηγαίου όρου:

F∗
R − F∗

L = R∗
1 και G∗

R −G∗
L = R∗

2.

΄Οταν διατηρείται αυτή η ισορροπία των αριθμητικών ϱοών με την προσέγγιση του πηγαίου
όρου το αριθμητικό μας σχήμα ικανοποιεί την C-ιδιότητα και πιο συγκεκριμένα ικανοποιεί :

• την ακριβή C-ιδιότητα, όταν έχει ακριβή αποτελέσματα ενώ το υγρό ϐρίσκεται σε στάσιμη
κατάσταση.

• την προσεγγιστική C-ιδιότητα, όταν έχει ακρίβεια τάξης O(Δx2) ενώ το υγρό ϐρίσκεται
σε στάσιμη κατάσταση.

΄Οταν δεν ικανοποιείται η C-ιδιότητα τότε είναι πολύ πιθανόν να εμφανιστούν μη ϕυσικές αρι-
ϑμητικές ταλαντώσεις στην αριθμητική λύση, οι οποίες κάνουν το αριθμητικό σχήμα προβλη-
ματικό. Στο σχήμα 3.5 παριστάνεται ένα χαρακρηριστικό παράδειγμα στο οποίο δείχνεται ότι
το αριθμητικό σχήμα ικανοποιεί την C-ιδιότητα. Σε ένα μικρό τετράγωνο κανάλι διαστάσεων
1 m× 1 m τοποθετείται η τοπογραφία η οποία περιγράφεται στο πρόβλημα 3 του κεφαλαίου
5. Το ϐάθος του νερού είναι παντού 1 m και έχει μηδενική ταχύτητα. ΄Οπως γίνεται αν-
τιληπτό από το παρακάτω σχήμα το νερό παραμένει ακίνητο καθώς t → ∞ και συνεπώς το
αριθμητικό σχήμα ικανοποιεί την C-ιδιότητα.
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Σχήμα 3.5: Αριθμητική λύση σε ισορροπία, για χρόνο t = 1000 s. Το ϐάθος του νερού
παρίσταται αριστερά και το πεδίο των ταχυτήτων δεξιά
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3.7 Αρχικές και συνοριακές συνθήκες

Για την ολοκλήρωση της αριθμητικής επίλυσης των εξισώσεων ϱηχών υδάτων απαιτείται ένα
συνεπές σύνολο από αρχικές και συνοριακές συνθήκες. Καταρχήν, για να ξεκινήσει η χρονική
εξέλιξη του αριθμητικού σχήματος χρειάζεται πληροφορία, που παράγεται από τον καθορισμό
των τιμών των τριών εξαρτημένων μεταβλητών h, u, υ σε κάθε κελί την χρονική στιγμή t = 0.

Η παραπάνω πληροφορία συνθέτει τις αρχικές συνθήκες.
΄Οσον αφορά τις συνοριακές συνθήκες, η ιδέα της χρήσης κάποιου Riemann επιλυτή για

τον υπολογισμό των αριθμητικών ϱοών στις πλευρές του κελιού μπορεί να χρησιμοποιηθεί
και στην περίπτωση που κάποια πλευρά ϐρίσκεται πάνω στο σύνορο του υπολογιστικού πλέγ-
ματος. Οι μεταβλητές αποθηκεύονται στο κέντρο κάθε κελιού και οι συνοριακές συνθήκες
εφαρμόζονται μέσα από τις αριθμητικές ϱοές των πλευρών του κάθε κελιού. Για τις πλευρές
όμως που εφάπτονται στο σύνορο, ο υπολογισμός των αριθμητικών ϱοών τους απαιτεί τις τιμές
των εξαρτημένων μεταβλητών των κελιών που ϐρίσκονται έξω από το υπολογιστικό πλέγμα.
Η πληροφορία από αυτά τα ϕανταστικά κελιά (ghost cells) δίνεται ανάλογα με το είδος του
συνόρου και είναι προκαθορισμένη από την αρχή κάθε χρονικού ϐήματος. Υπάρχουν δύο
περιπτώσεις συνόρων : το κλειστό σύνορο (στερεός τοίχος) και το ανοιχτό ή ελεύθερο σύνορο.

Στην περίπτωση του κλειστού συνόρου πρέπει να εφαρμοστεί η συνθήκη ελεύθερης ολίσθησης
(free-slip). Αυτό σημαίνει ότι το ϐάθος h στο ϕανταστικό κελί έχει την ίδια τιμή με αυτήν του
κελιού που ϐρίσκεται στο σύνορο και οι αντίστοιχες ταχύτητες u, υ έχουν αντίθετες τιμές. Στη
συνέχεια εφαρμόζοντας τη γνωστή κατά τον Roe διαδικασία υπολογίζονται οι νέες τιμές για
τις εξαρτημένες μεταβλητές στα κελιά που εφάπτονται στο σύνορο, πιο συγκεκριμένα για τις
πλευρές των κελιών που ϐρίσκονται στο σύνορο. Αν ϑέσουμε ως i + 1 το αντίστοιχο ϕαν-
ταστικό κελί για το κελί i, τότε οι τιμές των εξαρτημένων μεταβλητών σε κάθε χρονικό ϐήμα
καθορίζονται ως εξής :

hi+1 = hi, (un)i+1 = −(un)i, (us)i+1 = (us)i,

όπου un και us εκφράζουν την κάθετη και εφαπτομενική στο σύνορο συνιστώσα της ταχύτη-
τας.

Στο ανοιχτό ή ελεύθερο σύνορο, η κατάσταση είναι πιο πολύπλοκη και χρειάζεται να
αναφερθούν περισσότερες λεπτομέρειες. Σύμφωνα με την ϑεωρία των χαρακτηριστικών, ο
αριθμός των συνθηκών που πρέπει να επιβληθούν στο σύνορο εξαρτάται από τον τοπικό
αριθμό του Froude, Fr = (ω · n/c), και την κατεύθυνση της ϱοής. Υπάρχουν τέσσερις
περιπτώσεις στο ανοιχτό σύνορο που πρέπει να ληφτούν υπόψιν [50]:

• Υπερκρίσιμη εισροή
΄Ολες οι χαρακτηριστικές εισέρχονται στο υπολογιστικό πεδίο, έτσι τρεις συνθήκες
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πρέπει να επιβληθούν (το ϐάθος του νερού και οι δυο συνιστώσες της ταχύτητας).

• Υπερκρίσιμη εκροή
΄Ολες οι χαρακτηριστικές ϐγαίνουν έξω απο το υπολογιστικό πεδίο, έτσι δεν χρειάζεται
καμμία συνθήκη.

• Υποκρίσιμη εισροή
Δύο χαρακτηριστικές εισέρχονται στο υπολογιστικό πεδίο, έτσι δύο συνθήκες πρέπει να
επιβληθούν.

• Υποκρίσιμη εκροή
Μία μόνο χαρακτηριστική εισέρχεται στο υπολογιστικό πεδίο, έτσι μία μόνο συνθήκη
απαιτείται στο σύνορο.

Οι παραπάνω συνθήκες του ελεύθερου συνόρου μπορούν να επιβληθούν με παρόμοιο τρόπο
όπως στην περίπτωση του κλειστού συνόρου. Στις περιπτώσεις που χρειάζεται να οριστεί
ακόμα μία εξαρτημένη μεταβλητή, κυρίως στις υποκρίσιμες ϱοές, χρησιμοποιείται η σταθερά
του Riemann [50, 49].
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Κεφάλαιο 4

Κατασκευή Υπολογιστικού Πλέγματος

Σε αυτήν την ενότητα ϑα γίνει η παρουσίαση της κατασκευής του υπολογιστικού πλέγματος,
που στο προηγούμενο κεφάλαιο ϑεωρήθηκε δεδομένο ώστε να διευκολυνθεί η παραγωγή
της αριθμητικής μεθόδου. Οι περισσότερες μελέτες πάνω στην επίλυση των εξισώσεων των
ϱηχών υδάτων χρησιμοποιούν χωρία με δομημένα καρτεσιανά πλέγματα, που όμως δεν μ-
πορούν να περιγράψουν ικανοποιητικά πολύπλοκες γεωμετρίες. Η εργασία αυτή μελετάει
χωρία με μη δομημένα πλέγματα και ειδικά πλέγματα που προκύπτουν με διακριτοποίηση
μέσω τριγωνισμών. Επομένως, ϑεωρείται αναγκαία η εύρεση ενός κατάλληλου προγραμ-
ματιστικού περιβάλλοντος (mesh generator), το οποίο ϑα δημιουργεί το υπολογιστικό πλέγ-
μα παράγοντας τους συγκεκριμένους τριγωνισμούς, με μεγαλύτερη ή μικρότερη πυκνότητα
ανάλογα τις απαιτήσεις μας. Τα προγραμματιστικά πακέτα που εξετάστηκαν είναι το Trian-
gle και το EasyMesh. Από αυτά επιλέχθηκε το δεύτερο (Easymesh ) λόγω της ευκολίας στη
χρήση του και του σωστού προσδιορισμού των παραγόμενων δεδομένων, που χρειάζονται τα
αριθμητικά σχήματα, όπως παρουσιάστηκε στο προηγούμενο κεφάλαιο.

4.1 Καρτεσιανά ή μη καρτεσιανά χωρία

Τα χωρία στα οποία ϑα εφαρμόσουμε τα αριθμητικά μας σχήματα χωρίζονται σε καρτεσιανά
και μη καρτεσιανά χωρία. Καρτεσιανά είναι αυτά τα χωρία που τα σύνορά τους ευθυγραμμ΄-
ιζονται τέλεια με τις καρτεσιανές συντεταγμένες x, y, z.Τέτοιου είδους χωρία είναι εύκολο να
καλυφθούν με δομημένους όγκους-κελιά χωρίς ιδιαίτερες απώλειες στην ακρίβεια της λύσης,
που παράγεται από το αριθμητικό σχήμα. Δύο τέτοια καρτεσιανά χωρία ϕαίνονται στο σχήμα
4.1.
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Σχήμα 4.1: Παραδείγματα δύο καρτεσιανών χωρίων στο x − y επίπεδο

Μη καρτεσιανά χωρία είναι αυτά που τα σύνορά τους δεν ευθυγραμμίζονται με τις καρτε-
σιανές συντεταγμένες x, y, z. Για τα μη καρτεσιανά χωρία, των οποίων δύο παραδείγματα
ϕαίνονται στο σχήμα 4.2, η κατασκευή ενός υπολογιστικού πλέγματος καθώς και η διακρι-
τοποίηση των εξισώσεων ϱηχών υδάτων της σχέσης (2.11) είναι μία πολύπλοκη διαδικασία.
Το υπολογιστικό πλέγμα για να καλυφτεί σωστά πρέπει να χρησιμοποιηθούν μη δομημένοι
όγκοι.

Σχήμα 4.2: Παραδείγματα δύο μη καρτεσιανών χωρίων στο x − y επίπεδο (α) το
ευθύγραμμο τμήμα AB δεν είναι ευθυγραμμισμένο με καμμία διεύθυνση των καρτεσιανών

συντεταγμένων (ϐ) το τόξο ̂ABC δεν είναι ευθυγραμμισμένο με καμμία διεύθυνση των
καρτεσιανών συντεταγμένων
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4.2 Μη δομημένα υπολογιστικά πλέγματα

Η χρήση των μη δομημένων υπολογιστικών πλεγμάτων σε συνδιασμό με την μέθοδο των
πεπερασμένων όγκων χειρίζεται με επιτυχία πολύπλοκες γεωμετρίες καρτεσιανών ή μη καρτ-
σεσιανών χωρίων, σε αντίθεση με τα δομημένα υπολογιστικά πλέγματα, που δεν αντιμετω-
πίζουν με ακρίβεια τέτοιες γεωμετρίες. Παραδείγματα δομημένου και μη δομημένου υπ-
ολογιστικού πλέγματος υπάρχουν στα σχήματα 4.3 και 4.4 αντίστοιχα, όπου και ϕαίνεται
η δυσκολία των δομημένων όγκων να διακριτοποιήσουν ένα μη καρτεσιανό χωρίο. ΄Ενα
επιπρόσθετο πλεονέκτημα των μη δομημένων υπολογιστικών πλεγμάτων είναι ότι μπορεί να
επιτευχθεί καλύτερη υπολογιστική αποδοτικότητα απλά με την πύκνωση του πλέγματος σε
συγκεκριμένες περιοχές που μας ενδιαφέρουν περισσότερο, όπως ϑα περιγραφεί στη συνέ-
χεια.

Στα δομημένα πλέγματα η αρίθμηση των κόμβων και των κελιών είναι ταξινομημένη.
Για παράδειγμα, σε ένα διδιάστατο ορθογώνιο πλέγμα εύκολα καταλαβαίνει κανείς ότι οι
γειτονικοί κόμβοι του κόμβου (i, j) είναι οι : (i − 1, j), (i + 1, j), (i, j − 1) και (i, j + 1).

Σε ένα μη δομημένο υπολογιστικό πλέγμα όμως, η αρίθμηση δεν είναι σε γνωστή σειρά και
γι΄ αυτόν ακριβώς τον λόγο οποιαδήποτε πληροφορία σύνδεσης απαιτείται να αποθηκεύεται
σε δομές δεδομένων, δηλαδή πίνακες. Επιπρόσθετα, σε μη δομημένα τριγωνικά υπολο-
γιστικά πλέγματα πληροφορίες σχετικά με την σύνδεση των κελιών-τριγώνων, των πλευρών
τους, των κόμβων, του σωστού προσανατολισμού κάθε κελιού καθώς και το συνδιασμό όλων
αυτών πρέπει να είναι γνωστές. Επακόλουθο αυτού είναι η δημιουργία κατάλληλων πινάκ-
ων που να συγκρατούν σωστά τις προαναφερθείσες πληροφορίες. Βέβαια, αυτή η έμμεση
πρόσβαση στα δεδομένα, σε αντίθεση με τα δομημένα υπολογιστικά πλέγματα, επιφέρει ένα
πρόσθετο υπολογιστικό κόστος. Αυτό όμως μπορεί να ελαχιστοποιηθεί αρκεί να επιλεγούν
οι κατάλληλες δομές δεδομένων. Μία αναλυτικότερη παρουσίαση τέτοιων δομών δεδομένων
που χρησιμοποιήθηκαν στην παρούσα εργασία γίνεται ευθής αμέσως [3]. Να σημειωθεί εδώ
ότι η πληροφορία που αποθηκεύεται στις δομές δεδομένων παρέχεται από τα αρχεία εξόδου
του Easymesh, όπως ϑα δειχθεί αναλυτικά στην επόμενη παράγραφο.
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Σχήμα 4.3: Δομημένο υπολογιστικό πλέγμα σε μη καρτεσιανό χωρίο

Σχήμα 4.4: Μη δομημένο υπολογιστικό πλέγμα σε μη καρτεσιανό χωρίο
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4.2.1 Συνδεσιμότητα κελιών-τριγώνων

Ο πίνακας cell συγκρατεί την πληροφορία σύνδεσης για κάθε κελί του μη δομημένου υπολ-
ογιστικού πλέγματος. Η πληροφορία αυτή περιέχει την αρίθμηση των κόμβων (iv1, iv2 και
iv3) και την αρίθμηση των πλευρών (ie1, ie2 και ie3) για κάθε κελί. Η αρίθμηση αυτή που
εφαρμόζεται σε κάθε κελί είναι σύμφωνα με την αντίθετη ϕορά του ϱολογιού (σχήμα 4.5).

cell(ic, 1) = iv1: διακριτή τιμή του κόμβου 1 του κελιού ic

cell(ic, 2) = iv2: διακριτή τιμή του κόμβου 2 του κελιού ic

cell(ic, 3) = iv3: διακριτή τιμή του κόμβου 3 του κελιού ic

cell(ic, 4) = ie1: διακριτή τιμή της πλευράς 1 του κελιού ic

cell(ic, 5) = ie2: διακριτή τιμή της πλευράς 2 του κελιού ic

cell(ic, 6) = ie3: διακριτή τιμή της πλευράς 3 του κελιού ic

Σχήμα 4.5: Συνδεσιμότητα κελιών-τριγώνων. Οι πλευρές και οι κορυφές του κελιού ic

ϕαίνονται στο σχήμα

47



4.2.2 Συνδεσιμότητα πλευρών

Ο πίνακας edge συγκρατεί την πληροφορία σύνδεσης για κάθε πλευρά του μη δομημένου
υπολογιστικού πλέγματος. Η πληροφορία αυτή περιέχει την αρίθμηση των κόμβων (iv1, iv2)
που ϐρίσκονται στα άκρα κάθε πλευράς και τα κελιά που ϐρίσκονται αριστερά και δεξιά από
κάθε πλευρά (ic1 και ic2), όπως δείχνει το σχήμα 4.6.

edge(ie, 1) = iv1: κόμβος 1, αρχικό σημείο της πλευράς ie

edge(ie, 2) = iv2: κόμβος 2, τελικό σημείο της πλευράς ie

edge(ie, 3) = ic1: κελί στα αριστερά της πλευράς ie

edge(ie, 4) = ic2: κελί στα δεξιά της πλευράς ie

edge(ie, 5) = n: διακριτή τιμή του συνόρου

Σχήμα 4.6: Συνδεσιμότητα πλευρών. Τα κελιά (ic1 και ic2 ) είναι στις δύο μεριές της
πλευράς ie της οποίας ο αρχικός και τελικός κόμβός (iv1 και iv2 ) ϕαίνονται στο σχήμα

Ορίζοντας αρχικό και τελικό σημείο για μία πλευρά δίνεται η αίσθηση ότι η πλευρά
αποκτά κατεύθυνση. ΄Οπως ϕαίνεται και στο σχήμα 4.6, η πλευρά ie είναι κοινή για τα
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κελιά ic1 και ic2. ΄Ετσι, αν υποθέσουμε ότι για την σύνδεση των αριθμημένων κόμβων κάθε
κελιού ακολουθείται η αντίθετη ϕορά από αυτή του ϱολογιού, τότε για ένα από τα δύο κελιά
η κατεύθυνση της πλευράς από τον κόμβο iv1 προς τον iv2 ϑα είναι σύμφωνα με την σωστή
ϕορά (το κελί ϐρίσκεται στα αριστερά). Το κελί στα δεξιά είναι αυτό που η αρίθμηση των
ακραίων κόμβων του ειναι αντίθετη με τη κατεύθυνση της πλευράς.

Αυτό που πρέπει να προσεχθεί σε αυτό το σημείο είναι ότι ανά πάσα στιγμή πρέπει να
γνωρίζουμε τον σωστό προσανατολισμό για κάθε κελί. Κατά την διάρκεια της υλοποίησης
της μεθόδου των πεπερασμένων όγκων λύνουμε για κάθε κελί πάνω στις τρεις πλευρές του
και πρέπει να έχουμε τον σωστό προσανατολισμό για το κελί, δηλαδή να εφαρμόζονται τα
σωστά εξωτερικά κάθετα διανύσματα για κάθε πλευρά. Εδώ όμως μπορεί να εμφανιστεί
πρόβλημα και να εφαρμοστούν τα αντίθετα κάθετα διανύσματα από αυτά που πρέπει στη
λύση. Αυτό μπορεί όμως να αποφευχθεί αν κάθε ϕορά που λύνουμε ως προς ένα κελί, πάνω
στις πλευρές του, ελέγχουμε αν αυτό το κελί είναι στα αριστερά της πλευράς (δηλαδή στη ϑέση
edge(ie, 3)), οπότε έχουμε τον σωστό προσανατολισμό και άρα το εξωτερικό κάθετο διάνυσμα
είναι σωστά υπολογισμένο, ή αν το κελί που εξετάζουμε ϐρίσκεται δεξία της πλευράς (δηλαδή
στη ϑέση edge(ie, 4)), οπότε έχουμε λάθος προσανατολισμό και πρέπει να πάρουμε το αντίθετο
κάθετο εξωτερικό διάνυσμα από αυτό που υπολογίζει η σχέση (3.23). Το Easymesh, όπως
ϑα δούμε στη συνέχεια, μας παρέχει την πληροφορία αν η πλευρά που εξετάζουμε ϐρίσκεται
στο σύνορο, οπότε και πρέπει να ληφθούν υπόψιν οι συνοριακές συνθήκες, τοποθετώντας
στη ϑέση που ϐρίσκεται το δεξιό κελί, ως προς την πλευρά, την τιμή −1. Σε ένα πρόβλημα
όμως είναι πολύ πιθανόν να εφαρμόζονται περισσότερες από μία διαφορετικές συνοριακές
συνθήκες. Γι΄ αυτό το λόγο χρειαζόμαστε την πέμπτη στήλη του πίνακα,edge(ie, 5)), όπου
καταχωρείται η διακριτή τιμή n του συνόρου στο οποίο ϐρίσκεται η πλευρά ie. Αν η πλευρά
δεν είναι τμήμα του συνόρου τότε η τιμή n δέχεται την τιμή μηδέν.

4.2.3 Συνδεσιμότητα κόμβων και γεωμετρικοί υπολογισμοί

Τελευταίος πίνακας, που πρέπει να δημιουργηθεί, είναι ο node ο οποίος ϑα ορίζει τις συντε-
ταγμένες ix και iy για κάθε κόμβο iv.

node(iv, 1) = ix: συντεταγμένη ix του κόμβου iv

node(iv, 2) = iy: συντεταγμένη iy του κόμβου iv

Πλέον, έχοντας αποθηκευμένη την απαιτούμενη πληροφορία στους πίνακες που μόλις
ορίσαμε, είναι εφικτό να υπολογιστούν διάφορες γεωμετρικές μεταβλητές, ώστε να παραχθεί η
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επαναληπτική μέθοδος που χρησιμοποιούμε. Το εμβαδόν (3.24) του εξεταζόμενου κελιού, το
μήκος (3.22) της εξεταζόμενης πλευράς, οι συντεταγμένες (3.23) του κατάλληλου εξωτερικού
κάθετου διανύσματος, το ϐαρύκεντρο του κάθε κελιού καθώς και η ελάχιστη απόσταση (3.26)
κατά των υπολογισμό του αριθμού CFL, υπολογίζονται με τη χρήση των δομών δεδομένων με
σχετική ευκολία. Αφού, έγινε μία εκτενής ανάλυση του τρόπου με τον οποίο αποθηκεύεται
η γεωμετρική πληροφορία για κάθε μη δομημένο υπολογιστικό πλέγμα, αυτό που μένει
να εξηγηθεί είναι ο τρόπος με τον οποίο παράγεται αυτή η πληροφορία από το επιλεγμένο
προγραμματιστικό περιβάλλον του Easymesh.

4.3 Λειτουργία του EasyMesh

Το Easymesh μας δίνει μία πληθώρα επιλογών όσον αφορά την διακριτοποίηση του υπολ-
ογιστικού πλέγματος μέσω τριγωνισμών. Παράγει ένα διδιάστατο μη δομημένο πλέγμα με
Delaunay τριγωνισμούς. Η τριγωνοποίηση κατα Delaunay παράγει ένα σύνολο σημείων,
έτσι ώστε κανένα τέτοιο σημείο να μην ϐρίσκεται εσωτερικά σε κάποιον περιγεγγραμμένο
κύκλο οποιουδήποτε τριγώνου [16], όπως ϕαίνεται στο σχήμα 4.7. Εκτός από την τριγ-
ωνοποίηση Delaunay, στα περισσότερα σχήματα που ϑα παρουσιαστούν, ϑα απεικονείζονται
και τα πολύγωνα Voronoi, που δημιουργούνται με ϐάση τα ϐαρύκεντρα των τριγώνων που
παράγει η τριγωνοποίηση Delaunay.

Το εξεταζόμενο προγραμματιστικό περιβάλλον, εκτός των άλλων, μπορεί και χειρίζεται
με επιτυχία ’τρύπες’ σε χωρία, επιτυγχάνει τοπική πυκνότητα και αραίωση του πλέγματος με
κατάλληλες τεχνικές, κατασκευάζει πλέγματα και σε χωρία που είναι ϕτιαγμένα με παραπάνω
από ένα υλικό. Για τη κατασκευή κάθε πλέγματος απαιτείται η δημιουργία ενός απλού
αρχείου εισόδου και η εκτέλεσή του από το Easymesh παράγει τρία διαφορετικά αρχεία
εξόδου, που μας δίνουν την αναγκαία γεωμετρική πληροφορία η οποία χρειάζεται για την
ολοκλήρωση του αριθμητικού σχήματος.
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Σχήμα 4.7: Η τριγωνοποίηση Delaunay μαζί με τους περιγεγγραμένους κύκλους των
σχηματιζόμενων τριγώνων

4.3.1 Αρχείο εισόδου

Το αρχείο εισόδου για κάθε πλέγμα ϑα πρέπει να έχει την εξής μορφοποίηση:

• πρώτη γραμμή: <αριθμός κόμβων >
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• ακόλουθες γραμμές : <νούμερο κόμβου:> <x> <y> <μήκος πλευράς τριγώνου> <ετικέτα
συνόρου>

• επόμενη γραμμή: <αριθμός ευθύγραμμων τμημάτων>

• ακόλουθες γραμμές : <νούμερο ευθύγραμμου τμήματος :> <αρχικό σημείο> <τελικό
σημείο> <ετικέτα συνόρου>

Το πεδίο <μήκος πλευράς τριγώνου> αντιπροσωπεύει το επιθυμητό μήκος των πλευρών
των τριγώνων, που περιλαμβάνουν τον συγκεκριμένο κόμβο στην τελική τριγωνοποίηση. ΄Οσο
μικρότερη τιμή δίνεται σε αυτό το μήκος τόσο πυκνότερο ϑα είναι το πλέγμα γύρω από
αυτό το σημείο και γενικότερα σε ολόκληρο το χωρίο. Στο πεδίο <ετικέτα συνόρου> δίνε-
ται μία διακριτή τιμή για να είναι ξεκάθαρο ποιοι κόμβοι και ποια ευθύγραμμα τμήματα
είναι σχετιζόμενες με ποια συνοριακή συνθήκη. Τα σχόλια ξεκινούν και ολοκληρώνονται με
τον χαρακτήρα # και κάθε τέτοιο αρχείο εισόδου πρέπει να έχει την κατάληξη .d. Για την
καλύτερη κατανόηση της δομής και της χρήσης τέτοιων αρχείων ϑα δωθούν δύο ξεχωριστά
παραδείγματα.

Για το πρώτο παράδειγμα ϑεωρούμε το εξής χωρίο :

Σχήμα 4.8: Χωρίο προς τριγωνοποίηση

Τα σημεία 0-1-2-3-4 ορίζουν το σύνορο του χωρίου και αντιπρωσοπεύουν την συνορι-
ακή αλυσίδα. Τα υπόλοιπα σημεία, 5-6-7-8, ορίζουν την τρύπα και αντιπροσωπεύουν την
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αλυσίδα της τρύπας. Για την κατασκευή του πλέγματος με τριγωνισμούς του συγκεκριμένου
χωρίου πρέπει να δημιουργηθεί το ακόλουθο αρχείο εισόδου:

# —————- #
# Παράδειγμα 1 #
# —————- #

# ========
| Κόμβοι |
======== #
9 # αριθμός των κόμβων #

# Κόμβοι που ορίζουν το σύνορο #
0: 0.0 0.0 0.25 1
1: 5.0 0.0 0.25 2
2: 5.0 2.0 0.25 2
3: 4.0 3.0 0.25 3
4: 0.0 3.0 0.25 3

# Κόμβοι που ορίζουν την τρύπα #
5: 1.0 1.0 0.1 4
6: 1.0 2.0 0.1 4
7: 2.0 2.0 0.1 4
8: 2.0 1.0 0.1 4

# ===================
| Ευθύγραμμα τμήματα |
==================== #
9 # Αριθμός των ευθύγραμμων τμημάτων #

# Ευθύγραμμα τμήματα συνόρου #
0: 0 1 1
1: 1 2 2
2: 2 3 2
3: 3 4 3
4: 4 0 3
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# Ευθύγραμμα τμήματα τρύπας #
5: 5 6 4
6: 6 7 4
7: 7 8 4
8: 8 5 4

Σημαντική σημείωση είναι ότι οι κόμβοι που ορίζουν την συνοριακή αλυσίδα (0-1-2-3-4)
εισάγονται σύμφωνα με την αντίθετη ϕορά από αυτή του ϱολογιού, ενώ οι κόμβοι που ορίζουν
την αλυσίδα της τρύπας (5-6-7 8) εισάγονται σύμφωνα με την ϕορά του ϱολογιού. Επίσης,
όλες οι ετικέτες για το σύνορο πρέπει να έχουν τιμές μεγαλύτερες του μηδενός. Στη συνέχεια,
αφού εκτελέσουμε την εντολή που δημιουργεί το πλέγμα, παράγεται το εξής αποτέλεσμα:

Σχήμα 4.9: Παράδειγμα 1, τριγωνοποιημένο χωρίο με τριγωνισμούς Delaunay (μπλε) και
πολύγωνα Voronoi (κόκκινο)

Στο δεύτερο παράδειγμα δείχνεται πώς δημιουργείται τοπικά πυκνότερο πλέγμα σε περι-
οχή της αρεσκείας μας, καθώς και πώς χειριζόμαστε πολύπλοκα σχήματα όπως μία κυκλική
τρύπα. Στα δεξιά του χωρίου, που ϕαίνεται στο σχήμα 4.10, υπάρχει μία κυκλική τρύπα
ορισμένη από 12 σημεία (6- ... -17) και στα αριστερά του χωρίου (18- ... -21) ορίζεται μία
περιοχή, όπου το πλέγμα ϑα είναι πυκνότερο.
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Σχήμα 4.10: Χωρίο προς τριγωνοποίηση

Το αρχείο εισόδου που απαιτείται για να τριγωνοποιηθεί το παραπάνω χωρίο είναι το εξής :

# ———– #
# Παράδειγμα 2 #
# ———– #

# =========
| Κόμβοι |
========= #
22 # αριθμός κόμβων #

# Κόμβοι που ορίζουν το σύνορο #
0: 0 0 0.2 1
1: 5 0 0.2 1
2: 5 3 0.2 1
3: 3 3 0.2 1
4: 3 2 0.2 1
5: 0 2 0.2 1
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# Κυκλική τρύπα #
6: 4.00 0.50 10.0 2
7: 3.75 0.567 10.0 2
8: 3.567 0.75 10.0 2
9: 3.50 1.00 10.0 2
10: 3.567 1.25 10.0 2
11: 3.75 1.433 10.0 2
12: 4.00 1.50 10.0 2
13: 4.25 1.433 10.0 2
14: 4.433 1.25 10.0 2
15: 4.50 1.00 10.0 2
16: 4.433 0.75 10.0 2
17: 4.25 0.567 10.0 2

# Κόμβοι που ορίζουν την πυκνότερη περιοχή #
18: 0.75 0.75 0.1 0
19: 2.25 0.75 0.1 0
20: 2.25 1.25 0.1 0
21: 0.75 1.25 0.1 0

# ===========
| Ευθύγραμμα τμήματα |
=========== #
22 # Αριθμός ευθύγραμμων τμημάτων #

# Ευθύγραμμα τμήματα συνόρου #
0: 0 1 1
1: 1 2 1
2: 2 3 1
3: 3 4 1
4: 4 5 1
5: 5 0 1

# Ευθύγραμμα τμήματα τρύπας #
6: 6 7 2
7: 7 8 2
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8: 8 9 2
9: 9 10 2
10: 10 11 2
11: 11 12 2
12: 12 13 2
13: 13 14 2
14: 14 15 2
15: 15 16 2
16: 16 17 2
17: 17 6 2

# Ευθύγραμμα τμήματα πυκνότερης περιοχής #
18: 18 19 0
19: 19 20 0
20: 20 21 0
21: 21 18 0

Τα σημεία που ορίζουν την πυκνότερη περιοχή (18-21) εισάγονται σύμφωνα με την αντί-
ϑετη ϕορά του ϱολογιού, ακριβώς όπως το εξωτερικό σύνορο του χωρίου (0-5). Το μήκος της
πλευράς στην πυκνότερη περιοχή είναι μικρότερο από τις υπόλοιπες περιοχές. Επίσης, στην
πυκνότερη περιοχή στο πεδίο ετικέτα συνόρου τοποθετείται η τιμή μηδέν. Εκτελώντας την
κατάλληλη εντολή για τη δημιουργία πλέγματος του δεύτερου παραδείγματος παράγεται το
εξής αποτέλεσμα:
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Σχήμα 4.11: Παράδειγμα 2, τριγωνοποιημένο χωρίο με τριγωνισμούς Delaunay (μπλε) και
πολύγωνα Voronoi (κόκκινο)

4.3.2 Αρχεία εξόδου

Αφού αναλύθηκαν όσο χρειαζόταν τα αρχεία εισόδου, έτσι ώστε να είναι κατανοητός ο τρόπος
κατασκευής του υπολογιστικού πλέγματος, είναι αναγκαίο να γίνει ανάλυση των αρχείων
εξόδου. Αυτά παρέχουν όλη την γεωμετρική πληροφορία που απαιτείται για να ολοκληρωθεί
το αριθμητικό σχήμα των πεπερασμένων όγκων, που εξετάζεται στην παρούσα εργασία. Κατά
την εκτέλεση του αρχείου εισόδου από το Easymesh δημιουργούνται τρία αρχεία εξόδου με
το ίδιο όνομα με αυτό του αρχείου εισόδου, αλλά διαφορετική κατάληξη. ΄Ενα αρχείο για
τους κόμβους με κατάληξη .n, ένα για τα κελιά με κατάληξη .e και ένα για τις πλευρές των
κελιών με κατάληξη .s.

Το αρχείο των κόμβων έχει την εξής μορφοποίηση:

• Πρώτη γραμμή: <συνολικός αριθμός κόμβων>

• Επόμενες γραμμές : <διακριτός αριθμός κόμβου:><x> <y> <ετικέτα>

• Οι δύο τελευταίες γραμμές αποτελούνται από σχόλια για την καλύτερη ανάγνωση του
αρχείου εξόδου

Στην παραπάνω μορφοποίηση όπου x, y είναι οι συντεταγμένες του κόμβου και η ετικέτα
χρειάζεται όταν το εξεταζόμενο πρόβλημα περιέχει περισσότερα από ένα ϱευστά.
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Το αρχείο των κελιών έχει την εξής μορφοποίηση:

• Πρώτη γραμμή: <συνολικός αριθμός κελιών>

• Επόμενες γραμμές : <διακριτός αριθμός κελιού :><i> <j> <k> <ei> <ej> <ek> <si> <sj>
<sk> <xV> <yV> <ετικέτα>

• Οι δύο τελευταίες γραμμές αποτελούνται από σχόλια για την καλύτερη ανάγνωση του
αρχείου εξόδου

Τα i, j, k είναι οι κόμβοι που ανήκουν στο κελί, τα ei, ej, ek είναι τα γειτονικά κελιά, ενώ τα si,
sj, sk είναι οι πλευρές του κελιού. Τα xV, yV αποτελούν τις συντεταγμένες του κέντρου του
περιγεγγραμμένου κύκλου του κελιού, δηλαδή του ϐαρύκεντρου του τριγώνου. Αν κάποιο
από τα ei, ej, ek ισούται με −1, τότε το κελί ϐρίσκεται στο σύνορο. Μία εικόνα ενός τέτοιου
κελιού είναι η παρακάτω.

Σχήμα 4.12: Απεικόνιση του κελιού e μαζί με την γεωμετρική πληροφορία που περιέχει

Το αρχείο των πλευρών του κελιού έχει την εξής μορφοποίηση :

• Πρώτη γραμμή: <συνολικός αριθμός πλευρών>

• Επόμενες γραμμές : <διακριτός αριθμός πλευράς :><c> <d> <ea> <eb> <ετικέτα>

• Οι δύο τελευταίες γραμμές αποτελούνται από σχόλια για την καλύτερη ανάγνωση του
αρχείου εξόδου
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Τα c, d είναι ο αρχικός και τελικός κόμβος της πλευράς αντίστοιχα και τα ea, eb είναι τα κελιά
στα αριστερά και στα δεξιά της πλευράς αντίστοιχα. Αν το eb ισούται με −1, αυτό σημαίνει
ότι το κελί στα δεξιά δεν υπάρχει και συνεπώς η πλευρά ϐρίσκεται στο σύνορο. Σε αυτό το
σημείο πρέπει να γίνει αναφορά πάλι στη γνώση του σωστού προσανατολισμού για κάθε κελί
και κατά συνέπεια για κάθε πλευρά του κελιού. Αυτό εξασφαλίζεται αν κατά την εκτέλεση
του αριθμητικού σχήματος ελέγχουμε αν το κελί που εξετάζουμε κάθε ϕορά ϐρίσκεται στα
αριστερά των πλευρών του και άρα ϑα έχουμε τον σωστό προσανατολισμό ή αν ϐρίσκεται
στα δεξιά αυτών και ϑα έχουμε λάθος προσανατολισμό. Ο λανθασμένος προσανατολισμός
διορθώνεται απλά αντικαθιστώντας τις συντεταγμένες του εξωτερικού μοναδιαίου κάθετου
διανύσματος της πλευράς με τις αντίθετες τιμές τους. ΄Ολες οι αναγκαίες πληροφορίες που
παράγουν τα αρχεία εξόδου του Easymeh αποθηκεύονται στους πίνακες, που ορίστηκαν
στην παράγραφο 4.2 και με αυτόν τον τρόπο ολοκληρώνεται η επεξήγηση του αριθμητικού
σχήματος των πεπερασμένων όγκων, που χρησιμοποιείται στην παρούσα εργασία.

Σχήμα 4.13: Απεικόνιση της πλευράς s μαζί με την γεωμετρική πληροφορία που περιέχει
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Κεφάλαιο 5

Προβλήματα

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα παρουσιαστούν τρία δοκιμαστικά προβλήματα μέσω των οποίων ϑα
εφαρμοστεί το αριθμητικό σχήμα των πεπερασμένων όγκων με χρήση του προσεγγιστικού
επιλυτή του Roe στις δύο διαστάσεις. Για κάθε πρόβλημα ϑα χρησιμοποιηθούν δύο διαφορε-
τικά υπολογιστικά πλέγματα μέσω τριγωνισμών, ένα αραιό και ένα πυκνό, ανάλογες αρχικές
και συνοριακές συνθήκες, καθώς και κατάλληλος αριθμός CFL.

5.1 Πρόβλημα 1 : Μερική κατάρρευση ϕράγματος

Το πρόβλημα της μερικής κατάρρευσης ϕράγματος αναλύθηκε πρώτα από τους Fennema
και Chaudhry [21]. Το υπολογιστικό χωρίο είναι μία τετράγωνη περιοχή 200 m × 200 m.

Θεωρούμε ότι στο σύνορο έχουμε στερεό τοίχο, οπότε εφαρμόζουμε συνοριακές συνθήκες
ανάκλασης. Στο κέντρο x = 100 m υπάρχει τοίχος 200m παράλληλος στον άξονα των y με
αμελητέο πάχος, που αποτελεί το ϕράγμα του προβλήματος. Στο σχήμα 5.1.1 ϕαίνεται το
χωρίο εφαρμογής του προβλήματος. Για την διακριτοποίηση μέσω τριγωνισμών αυτού του
χωρίου παράχθηκαν δύο διαφορετικά υπολογιστικά πλέγματα, ένα αραιό (1444 κελιά,789
κόμβοι, 2232 πλευρές) σχήμα 5.1.2 και ένα πυκνό (5812 κελιά, 3040 κόμβοι, 8851 πλευρές)
σχήμα 5.1.3
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Σχήμα 5..1.1: Χωρίο εφαρμογής του προβλήματος
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Σχήμα 5.1.2: Αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.3: Πυκνό πλέγμα

Αρχικά στον χρόνο t = 0 s, αριστερά του ϕράγματος το νερό έχει ύψος 10 m και δεξιά
αυτού 5 m. Οι αρχικές ταχύτητες είναι μηδέν και επομένως οι αρχικές συνθήκες ορίζονται
μαθηματικά ως εξής :

h(x, y, 0) =

{
10, αν x ∈ [0, 100], y ∈ [0, 200]

5, αλλιώς
,

u(x, y, 0) ≡ 0, υ(x, y, 0) ≡ 0.
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Σχήμα 5.1.4: Αρχικές συνθήκες για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.5: Αρχικές συνθήκες για το πυκνό πλέγμα

Οι αρχικές συνθήκες του προβλήματος για κάθε πλέγμα ϕαίνονται παραπάνω στα σχήμα-
τα 5.1.4 και 5.1.5. Στο σημείο από y = 95 m εώς y = 170 m το ϕράγμα ακαριαία καταρρέει.
Ο αριθμός CFL που χρησιμοποιείται έχει τιμή 0.8. Την χρονική στιγμή t = 15 s ολοκληρώνε-
ται η εκτέλεση του προβλήματος. Για το αραιό πλέγμα απαιτούνται 166 χρονικά επαναλη-
πτικά ϐήματα ενώ για το πυκνό 368. Σταδιακά και μέχρι την ολοκλήρωση της χρονικής
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διάρκειας του προβλήματος παράγονται τα εξής διαγράμματα (σχήματα 5.1.6 εώς 5.1.21)
της αριθμητικής λύσης για τα δυο υπολογιστικά πλέγματα που εξετάζονται :
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Σχήμα 5.1.6: Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t � 2.5 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.7: Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t � 2.5 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.8: Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t � 2.5 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.9: Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t � 2.5 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.10: Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t � 5.0 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.11: Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t � 5.0 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.12: Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t � 5.0 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.13: Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t � 5.0 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.14: Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t = 7.2 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.15: Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t = 7.2 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.16: Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t = 7.2 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.17: Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t = 7.2 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.18: Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t = 15 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.19: Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t = 15 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.20: Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t = 15 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.1.21: Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t = 15 s για το πυκνό πλέγμα

΄Οπως ϕαίνεται μετά την κατάρρευση του ϕράγματος το νερό κινείται προς την περιοχή
με το μικρότερο ύψος νερού και ολοκληρώνει την πορεία του στον χρόνο t = 15 s όπου το
κύμα, που έχει παραχθεί, έχει ήδη έρθει σε επαφή με τον τοίχο που υπάρχει στο σύνορο.
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Τα αποτελέσματα δεν έχουν αφύσικες αριθμητικές ταλαντώσεις και συμφωνούν με αυτά των
Fennema και Chaudhry [21]. Επίσης, το πυκνό υπολογιστικό πλέγμα αφομοιώνει καλύτερα
τις αρχικές συνθήκες με συνέπεια να έχουμε ακριβέστερη συμπεριφορά της λύσης σε σχέση
με το αραιό.

5.2 Πρόβλημα 2 : Κατάρρευση κυκλικού ϕράγματος

Η παρουσίαση ενός τέτοιου προβλήματος έγινε αρχικά από τους Alcrudo και Garcia-Navarro
[5]. Η εφαρμογή του ουσιαστικά ελέγχει την συμμετρικότητα του αριθμητικού σχήματος που
χρησιμοποιούμε στην παρούσα εργασία. Το χωρίο εφαρμογής του προβλήματος είναι μία
τετράγωνη περιοχή διαστάσεων 50 m × 50 m. Για την διακριτοποίηση μέσω τριγωνισμών
αυτού του χωρίου παράχθηκαν δύο διαφορετικά υπολογιστικά πλέγματα, ένα αραιό (1460
κελιά,781 κόμβοι, 2240 πλευρές) σχήμα 5.2.1 και ένα πυκνό (5812 κελιά, 3007 κόμβοι,
8818 πλευρές) σχήμα 5.2.2.
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Σχήμα 5.2.1: Αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.2.2: Πυκνό πλέγμα

Στο κέντρο της περιοχής υπάρχει κυλινδρικό ϕράγμα ακτίνας 11 m. Το νερό τη χρονική
στιγμή t = 0 s εσωτερικά του ϕράγματος έχει ύψος 10 m και εξωτερικά αυτού έχει ύψος 1 m

και το νερό ϐρίσκεται σε ακινησία :

h(x, y, 0) =

{
10, αν (x − 5)2 + (y − 5)2 ≤ 112

1, αλλιώς
,

u(x, y, 0) ≡ 0, υ(x, y, 0) ≡ 0.
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Σχήμα 5.2.3: Αρχικές συνθήκες για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.2.4: Αρχικές συνθήκες για το πυκνό πλέγμα

Στα σχήματα 5.2.3 και 5.2.4 ϕαίνονται οι αρχικές συνθήκες του προβλήματος. Οι αρ-
χικές ταχύτητες είναι μηδενικές και στο σύνορο ϑεωρούμε ότι υπάρχει στερεός τοίχος, οπότε
εφαρμόζουμε συνοριακές συνθήκες ανάκλασης. Το κυλινδρικό τοίχος αφήνεται ακαριαία
να καταρρεύσει και το νερό αρχίζει να κινείται. Ο αριθμός CFL που χρησιμοποιείται έχει
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τιμή 0.8. Την χρονική στιγμή t = 0.69 s ολοκληρώνεται η εκτέλεση του προβλήματος. Για
το αραιό πλέγμα απαιτούνται 32 χρονικά επαναληπτικά ϐήματα ενώ για το πυκνό 61. Σταδι-
ακά και μέχρι την ολοκλήρωση της χρονικής διάρκειας του προβλήματος παράγονται τα εξής
διαγράμματα (σχήματα 5.2.5 εώς 5.2.16) της αριθμητικής λύσης για τα δυο υπολογιστικά
πλέγματα που εξετάζονται :

0
10

20
30

40
50

0

10

20

30

40

50
0

2

4

6

8

10

 

x

t =   0.20093403386743

y
 

D
ep

th

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Σχήμα 5.2.5: Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t � 0.2 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.2.6: Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t � 0.2 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.2.7: Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t � 0.2 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.2.8: Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t � 0.2 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.2.9: Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t � 0.45 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.2.10: Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t � 0.45 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.2.11: Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t � 0.45 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.2.12: Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t � 0.45 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.2.13: Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t = 0.69 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.2.14: Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t = 0.69 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.2.15: Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t = 0.69 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.2.16: Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t = 0.69 s για το πυκνό πλέγμα

Από την κατάρρευση του κυκλικού ϕράγματος μέχρι και την ολοκλήρωση του προβλήμα-
τος ϕαίνεται το νερό να κινείται ομομοιόμορφα και συμμετρικά, αυτό επιδεικνύεται παρασ-
τατικότερα στα διαγράμματα των ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους και του πεδίου ταχυτήτων,
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χωρίς να παρουσιάζονται αφύσικες αριθμητικές ταλαντώσεις στα αποτελέσματα. Επιπρόσ-
ϑετα, όπως και στο πρόβλημα 1, το πυκνό υπολογιστικό πλέγμα αφομοιώνει καλύτερα τις
αρχικές συνθήκες με συνέπεια να έχουμε ακριβέστερη συμπεριφορά της λύσης σε σχέση με
το αραιό.

5.3 Πρόβλημα 3 : Διάδοση κύματος σε τοπογραφία

Το τρίτο κατά σειρά πρόβλημα που εξετάζεται μελετάει τη διάδοση κύματος σε τοπογραφία.
Παρουσιάστηκε αρχικά από τον LeVeque [34] και τους Hubbard και Garcia-Navarro [31].
Στόχος μας είναι, μέσω του συγκεκριμένου προβλήματος, να δοκιμαστεί το αριθμητικό σχήμα
όσον αφορά την ακρίβειά του σε πολύ μικρές μεταβολές. Το χωρίο εφαρμογής του προβλή-
ματος είναι ένα μικρό τετράγωνο κανάλι διαστάσεων 1 m × 1 m. Για την διακριτοποίηση
μέσω τριγωνισμών αυτού του χωρίου παράχθηκαν δύο διαφορετικά υπολογιστικά πλέγματα,
ένα αραιό (1460 κελιά,781 κόμβοι, 2240 πλευρές) σχήμα 5.3.1 και ένα πυκνό (5816 κελιά,
3009 κόμβοι, 8824 πλευρές) σχήμα 5.3.2.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Σχήμα 5.3.1: Αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.3.2: Πυκνό πλέγμα

Η εισροή και η εκροή στο κανάλι είναι ελεύθερη, δηλαδή εφαρμόζουμε συνοριακές συν-
ϑήκες ελεύθερης ϱοής. Οι αρχικές συνθήκες του προβλήματος είναι :

h(x, y, 0) =

{
1.01 − B(x, y), αν x ∈ (0.1, 0.2), y ∈ [0, 1]

1 − B(x, y), αλλιώς
,

u(x, y, 0) ≡ 0, υ(x, y, 0) ≡ 0.

Η συνάρτηση B(x, y) περιγράφει την τοπογραφία του πυθμένα και δίνεται από τη σχέση :

B(x, y) = 0.5 exp(−50((x − 0.5)2 + (y − 0.5)2)
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Σχήμα 5.3.3: Αρχικές συνθήκες για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.3.4: Αρχικές συνθήκες για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.3.5: Τοπογραφία του πυθμένα για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.3.6: Τοπογραφία του πυθμένα για το πυκνό πλέγμα

Στα σχήματα 5.3.3, 5.3.4 και 5.3.5, 5.3.6 ϕαίνονται οι αρχικές συνθήκες του προβλή-
ματος και η τοπογραφία του πυθμένα για κάθε πλέγμα. Ειδικά για το πρόβλημα αυτό η
επιτάχυνση της ϐαρύτητας ορίζεται g = 1 m/s2. Ο αριθμός CFL που χρησιμοποιείται έχει
τιμή 0.8. Την χρονική στιγμή t = 0.7 s ολοκληρώνεται η εκτέλεση του προβλήματος. Για το
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αραιό πλέγμα απαιτούνται 110 χρονικά επαναληπτικά ϐήματα ενώ για το πυκνό 231. Σταδι-
ακά και μέχρι την ολοκλήρωση της χρονικής διάρκειας του προβλήματος παράγονται τα εξής
διαγράμματα (σχήματα 5.3.7 εώς 5.3.18) της αριθμητικής λύσης για τα δυο υπολογιστικά
πλέγματα που εξετάζονται
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Σχήμα 5.3.7: Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t � 0.11 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.3.8 : Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t � 0.11 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.3.9 : Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t � 0.11 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.3.10 : Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t � 0.11 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.3.11 : Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t � 0.4 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.3.12 : Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t � 0.4 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.3.13 : Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t � 0.4 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.3.14 : Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t � 0.4 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.3.15 : Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t = 0.7 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.3.16 : Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t = 0.7 s για το αραιό πλέγμα
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Σχήμα 5.3.17 : Εξέλιξη του ϐάθους του νερού σε χρόνο t = 0.7 s για το πυκνό πλέγμα
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Σχήμα 5.3.18 : Διάγραμμα ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους μαζί με το πεδίο ταχυτήτων στο
χρόνο t = 0.7 s για το πυκνό πλέγμα

Τα αποτελέσματα δείχνουν ότι η μικρή αρχική διαταραχή του νερού αρχικά σπάει σε δύο
κύματα με αντίθετη κατεύθυνση (σχήματα 5.3.7-5.3.10) και διαδίδεται πάνω στον μεταβλητό
όρο της τοπογραφίας χωρίς οποιαδήποτε αριθμητική ταλάντωση και μάλιστα συμφωνεί με τα
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αποτελέσματα που παρουσιάζονται από τον LeVeque [31]. Τέλος, ϕαίνεται το πυκνό πλέγμα
να αφομοιώνει καλύτερα τις αρχικές συνθήκες αλλά και τους όρους της τοπογραφίας με
συνέπεια να έχουμε ακριβέστερη συμπεριφορά της λύσης σε σχέση με το αραιό.
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Κεφάλαιο 6

Συμπεράσματα

Στην εργασία αυτή παρουσιάστηκε και μελετήθηκε κατάλληλη υπολογιστική μέθοδος με
σκοπό την προσομοίωση ϕυσικών ϕαινομένων που προκύπτουν από τις εξισώσεις ϱηχών
υδάτων στις δύο διαστάσεις. Το αριθμητικό σχήμα που κατασκευάστηκε ϐασίζεται στη μέθο-
δο των πεπερασμένων όγκων και εφαρμόστηκε σε μη δομημένα υπολογιστικά πλέγματα και
ειδικότερα σε πλέγματα με τριγωνισμούς. Το αριθμητικό σχήμα είναι τύπου upwind, άμεσο
(explicit) και περιγράφει με ακρίβεια τη συμπεριφορά της λύσης σε ασυνέχειες (shocks). Αυτό
το shock capturing σχήμα είναι πρώτης τάξης ακρίβειας και χρησιμοποιεί, κατά την εκτέλεσή
του, τη ϐοήθεια του προβλήματος Riemann και πιο συγκεκριμένα τον προσεγγιστικό επιλυτή
Riemann του Roe. Παρουσιάστηκε η διακριτοποίηση των πηγαίων όρων, η εφαρμογή της
συνθήκης ευστάθειας CFL, κατάλληλες συνοριακές συνθήκες και η διατήρηση των στάσιμων
καταστάσεων που εξασφαλίζει το αριθμητικό σχήμα. Ιδιαίτερη έμφαση δώθηκε στον τρόπο
κατασκευής του υπολογιστικού πλέγματος με τη χρήση ως mesh generator του EasyMesh.
Η σύνδεση των γεωμετρικών πληροφοριών για τα τριγωνικά κελιά, που παράγει το EasyMesh,
με το αριθμητικό σχήμα έγινε με τη ϐοήθεια κατάλληλων πινάκων που εξηγήθηκαν με σαφή-
νεια, ώστε η πρόσβαση των απαραίτητων δεδομένων συνδεσιμότητας μεταξύ των κελιών να
είναι εύκολη και άμεση ανά πάσα στιγμή. Τέλος παρουσιάστηκαν τα χαρακτηριστικά πα-
ϱαδείγματα της μερικής κατάρρευσης ϕράγματος, της κατάρρευσης κυκλικού ϕράγματος
και της διάδοσης κύματος σε τοπογραφία. Σε αυτά εφαρμόστηκε το αριθμητικό σχήμα της
παρούσας εργασίας και ϐγήκαν σαφή συμπεράσματα για την αξιοπιστία, τη συνέπεια και την
ευστάθειά του.

Η συνεχώς αναπτυσσόμενη επιστημονική έρευνα πάνω στις μεθόδους των πεπερασμέν-
ων όγκων σε μη δομημένα υπολογιστικά πλέγματα στερούσε ϐιβλιογραφίας στην ανάλυση
όσον αφορά την συνδεσιμότητα των γεωμετρικών πληροφοριών των τριγωνικών κελιών με το
αριθμητικό σχήμα. Η παρούσα εργασία αναλύει και εξηγεί με λεπτομέρειες τον τρόπο που
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παράγονται οι πληροφορίες αυτές από το mesh generator, τον τρόπο αποθήκευσης αυτών
και τη μέθοδο χρησιμοποίησής τους στο αριθμητικό σχήμα. Συμπερασματικά μπορεί να
υποστηριχθεί ότι είναι εξαιρετικά απλό να πυκνώσουμε ή να αραιώσουμε το υπολογιστικό
πλέγμα και ιδιατέρως να πυκνώσουμε το πλέγμα σε περιοχές που παρουσιάζουν ξεχωριστό εν-
διαφέρον. Με την εφαρμογή των προβλημάτων ϕανερώνεται η ορθή λειτουργία του σχήματος
και η επιτυχής ανταπόκρισή του στις ασυνέχειες που παρουσιάζονται λόγω της υπερβολικότη-
τας των εξισώσεων. Επίσης δεν εμφανίζονται μη ϕυσικές αριθμητικές ταλαντώσεις, οι οποίες
ϑα οδηγούσαν σταδιακά στην καταστροφή της αριθμητικής λύσης. Επιπροσθέτως ϕαίνεται
ότι η χρήση του τριγωνικού υπολογιστικού πλέγματος οδηγεί σε ακριβή προσομοίωση των
πηγαίων όρων, ακόμα και σε πολύπλοκες γεωμετρίες.

Η ύπαρξη της παρούσας μεταπτυχιακής διατριβής μπορεί να αποτελέσει το εύνασμα για
την δημιουργία περισσότερων αριθμητικών σχημάτων με ϐάση τη μέθοδο των πεπερασμέν-
ων όγκων, έχοντας ως δεδομένη την ασφάλεια της απόλυτα ορθής σύνδεσης του υπολο-
γιστικού πλέγματος με την υπολογιστική μέθοδο. Μπορούν να χρησιμοποιηθούν με απλή
τροποποίηση του παρόντος αριθμητικού σχήματος διαφορετικοί προσεγγιστικοί επιλυτές Rie-
mann, όπως ο HLL, ο HLLC και άλλοι. Επίσης είναι εφικτό να δημιουργηθούν σχήματα
δεύτερης τάξης ακρίβειας με τη χρήση κάποιων οριοθετών για τις αριθμητικές ϱοές (flux
limiters) ή με οποιοδήποτε άλλον τρόπο. Εκτός από άμεσα (explicit) αριθμητικά σχήματα
είναι δυνατόν να παραχθούν και έμμεσα (implicit). Μελλοντική έρευνα μπορεί να γίνει και
σε προβλήματα όπου παρουσιάζονται στεγανές περιοχές και απαιτείται κατάλληλη διόρθωση
του αριθμητικού σχήματος. Ακόμα η χρήση παράλληλων υπολογισμών είναι δυνατόν να
μειώσει σημαντικά τον χρόνο εκτέλεσης του αριθμητικού σχήματος και να κάνει ταχύτερη
την εφαρμογή του σε πολύ πυκνά υπολογιστικά πλέγματα.
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Παράρτημα Α΄

Πηγαίος Κώδικας

Ο παρακάτω κώδικας είναι η εφαρμογή της μεθόδου των πεπερασμένων όγκων σε μη
δομημένα υπολογιστικά πλέγματα τριγωνισμών με χρήση του προσεγγιστικού επιλυτή του
Roe στο πρόβλημα 2 (ενδεικτικά), που παρουσιάστηκε στο κεφάλαιο 5. Να τονιστεί ότι σ-
το κώδικα περιέχεται και ο τρόπος της δημιουργίας και προβολής στο προγραμματιστικό
περιβάλλον της Matlab των σχεδιαγραμμάτων για την χρονική εξέλιξη του ϐάθους του νερού,
των ισοϋψών καμπυλών του ϐάθους, καθώς και του πεδίου ταχυτήτων της λύσης.

program SW2DtriangularROE

implicit none
integer nodes, cells, edges, i, j, k, out, p, q, sel, n, see
integer edge(0:10000,0:4), cell(0:10000,0:5)
double precision node(0:10000,0:1)
double precision centroid(0:10000,0:1)
double precision cellarea(0:10000)
double precision dx, dy, dc(0:10000), ns(0:10000,0:1)
double precision U1(0:10000), U2(0:10000), U3(0:10000)
double precision U1n(0:10000), U2n(0:10000), U3n(0:10000)
double precision distmin, d, d1, d2, CFL
double precision t, tfinal, dt
double precision riza, h0, h1, H, u0, v0
double precision hL, uL, vL, hR, uR, vR
double precision nx, ny, FGn1, FGn2, FGn3
double precision summax, sum
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double precision fluxdc1, fluxdc2, fluxdc3
double precision rx, ry, g
double precision zhta(0:10000), z, zL, zR
double precision Source1, Source2, Source3
double precision sourcedc1, sourcedc2, sourcedc3

g = 9.8d0

c********...Anagnwsi twn arxeiwn pou paragei to EasyMesh...***********************************

open (unit = 500, file = ’node.dat’)
open (unit = 11, file = ’grid5.n’)
read (11, *) nodes

do i = 0, nodes - 1
read (11 , 100) node(i,0), node(i,1)

100 format (T6, F23.15, F22.15)
write (500, *) node(i,0), node(i,1)

enddo

close(11)
close(500)

open (unit = 501, file = ’cell.dat’)
open (unit = 12, file = ’grid5.e’)
read (12, *) cells

do i = 0, cells - 1
read (12, 200) cell(i,0), cell(i,1),

* cell(i,2), cell(i,3), cell(i,4), cell(i,5)
200 format (T6, I5, I5, I5, T38, I5, I5, I5)

write (501, *) cell(i,0), cell(i,1), cell(i,2), cell(i,3),
* cell(i,4), cell(i,5)

enddo

close(12)
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close(501)

open (unit = 502, file = ’side.dat’)
open (unit = 13, file = ’grid5.s’)
read (13, *) edges

do i = 0, edges - 1
read (13, 300) edge(i,0), edge(i,1),

* edge(i,2), edge(i,3), edge(i,4)
300 format (T7, I5, I5, I5, I5, I5)

write (502, *) edge(i,0), edge(i,1), edge(i,2), edge(i,3), edge(i,4)
enddo

close(13)
close(502)

c********...Apo8ikeusi twn gewmetrikwn mege8wn pou...************************************
c********...........apaitountai se Pinakes...........************************************

open (600, file = ’centercellarea.dat’)

do i = 0, cells - 1
call centerpoint(node(cell(i,0),0), node(cell(i,1),0),

* node(cell(i,2),0), node(cell(i,0),1), node(cell(i,1),1),
* node(cell(i,2),1), centroid(i,0),centroid(i,1))

call area(node(cell(i,0),0), node(cell(i,1),0), node(cell(i,2),0),
* node(cell(i,0),1), node(cell(i,1),1),
* node(cell(i,2),1), cellarea(i))

write (600, *) centroid(i,0), centroid(i,1), cellarea(i)
enddo

close (600)

open (601, file = ’dc.dat’)

do i = 0, edges - 1
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call length(node(edge(i,0),0), node(edge(i,1),0), node(edge(i,0),1),
* node(edge(i,1),1), dx, dy, dc(i))

write(601,*) dc(i)
call normal(dx, dy, dc(i), ns(i,0), ns(i,1))

enddo

close(601)

c**********************...Eksagwgi arxeiou me pliroforia gia sinoro...**********************

open (608, file = ’gridb.b’)

do i = 0, edges - 1
if (edge(i,2).eq.-1.or.edge(i,3).eq.-1) then
write (608, *) i, ’\t’, edge(i,0),’\t’, edge(i,1)
endif

enddo

close(608)

c*************************************************************************************

print *, ’Number of CELLS =’, cells
print *, ’Number of NODES =’, nodes
print *, ’Number of EDGES =’, edges

c*********...Diavase arxika dedomena apo ekswteriko arxeio...*************************

open (21, file = ’input5.dat’)
read (21, *) h0, h1, u0, v0
read (21, *) CFL, tfinal

close(21)

c*********...Arxikes sin8ikes...******************************************************

t = 0.0d0
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open (602, file = ’xdat.m’)
open (603, file = ’ydat.m’)
open( 604, file = ’depth_ init.m’)
open (605, file = ’velocity_ u_ init.m’)
open (606, file = ’velocity_ v_ init.m’)
open( 607, file = ’zhta.m’)

write (602, *) ’x = [’
write (603, *) ’y = [’
write( 604, *) ’h_ init = [’
write (605, *) ’u = [’
write (606, *) ’v = [’
write (607, *) ’z = [’

do i = 0, cells - 1
zhta(i) = z(centroid(i,0), centroid(i,1))
riza = dsqrt((centroid(i,0)-25.0d0)*(centroid(i,0)-25.0d0)

* + (centroid(i,1)-25.0d0)*(centroid(i,1)-25.0d0))
if (riza.le.11.0d0) then
U1(i) = h0 - zhta(i)
U2(i) = (h0 - zhta(i))*u0
U3(i) =( h0 - zhta(i))*v0
else
U1(i) = h1 - zhta(i)
U2(i) = (h1 - zhta(i))*u0
U3(i) = (h1 - zhta(i))*v0
endif
write(602, *) centroid(i,0)
write(603, *) centroid(i,1)
write(604, *) U1(i)+zhta(i)
write(605, *) U2(i)/U1(i)
write(606, *) U3(i)/U1(i)
write(607, *) zhta(i)

enddo
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write(602, *) ’];’
write(603, *) ’];’
write(604, *) ’];’
write(605, *) ’];’
write(606, *) ’];’
write(607, *) ’];’

c***...Kwdikas gia dimourgia sxediagrammatwn sti Matlab (arxikes sinthikes kai topografi-
a...***

write (604, *) "load ’node.dat’"
write (604, *) "p = [node(:,1) node(:,2)]’;"
write (604, *) "load ’cell.dat’"
write (604, *) "t = [cell(:,1)+1 cell(:,2)+1 cell(:,3)+1

* ones(length(cell(:,3)),1)]’;"
write (604, *) "load ’gridb.b’"
write (604, *) "e = [gridb(:,2)+1 gridb(:,3)+1

* zeros(length(gridb(:,3)),5)]’;"
write (604, *) ’pdemesh(p, e, t);’
write (604, *) ’figure;’
write (604,*) "pdeplot(p, e, t, ’xydata’, h_ init, ’zdata’,

* h_ init, ’mesh’, ’on’, ’colorbar’, ’off’);"
write (604, *) ’grid on’
write (604, *) ’view(-32, 32)’
write (604, *) "xlabel(’x’)"
write (604, *) "ylabel(’y’)"
write (604, *) "zlabel(’Depth’)"
write (604, *) "title(’t = ", t, "’)"

write (607, *) "load ’node.dat’"
write (607, *) "p = [node(:,1) node(:,2)]’;"
write (607, *) "load ’cell.dat’"
write (607, *) "t = [cell(:,1)+1 cell(:,2)+1 cell(:,3)+1

* ones(length(cell(:,3)),1)]’;"
write (607, *) "load ’gridb.b’"
write (607, *) "e = [gridb(:,2)+1 gridb(:,3)+1
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* zeros(length(gridb(:,3)),5)]’;"
write (607, *) ’pdemesh(p, e, t);’
write (607, *) ’figure;’
write (607, *) "pdeplot(p, e, t, ’xydata’, z, ’zdata’, z, ’mesh’,

* ’on’, ’colorbar’, ’off’);"
write (607, *) ’grid on’
write (607, *) ’view(-32, 32)’
write (607, *) "xlabel(’x’)"
write (607, *) "ylabel(’y’)"
write (607, *) "zlabel(’B(x,y)’)"

c********************************************************************************************

close(602)
close(603)
close(604)
close(605)
close(606)
close(607)

c**********...Ypologismos distmin...*****************************************************

distmin = 10000000000.0d0
do p = 0, cells - 1
do q = 3,5
d1 = node(edge(cell(p,q),1),0)

* - node(edge(cell(p,q),0),0)
d2 = node(edge(cell(p,q),1),1)

* - node(edge(cell(p,q),0),1)
d = dabs(d1*(node(edge(cell(p,q),0),1)

* - centroid(p,1))
* - (node(edge(cell(p,q),0),0)
* - centroid(p,0))*d2)
* / dsqrt(d1*d1 + d2*d2)

distmin = min(distmin,d)
enddo
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enddo

c******************************************************************************************

print *, ’Dwse akeraia timi isi i megaliteri tou 1 gia’
print *, ’metavliti emfanisis twn plots’
print *, ’(oso mikroteri i timi toso perissotera ta stigmiotipa’
print *, ’mexri tin oloklirwsi tou xronou ektelesis)’
print *, ’DWSE TWRA THN TIMH ...’
see = 1
read *, see

c********...Vasikos kormos - Xronikes epanalipseis...**************************************

t = 0.0d0
k = 0
n = 1
out = 0

open (15, file = ’depth.m’)
open (16, file = ’velocities.m’)

77 if (t.lt.tfinal) then
k = k + 1

c**********...Ypologismos dt...************************************************************

if (out.eq.0) then
summax = 0.0d0

do i = 0, cells - 1
sum = dsqrt(g*U1(i)) + dsqrt((U2(i)/U1(i))*(U2(i)/U1(i))

* + (U3(i)/U1(i))*(U3(i)/U1(i)))
summax = max(summax, sum)
enddo
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dt = (CFL * distmin) / summax
endif

t = t + dt

if (t.gt.tfinal) then
dt = t - tfinal
t = tfinal
endif

if (k.eq.see*n.or.t.eq.tfinal) then
write (15,*) ’h = [’
write (16,*) ’vel = [’
endif

c*********************************************************************

do i = 0, cells - 1
fluxdc1 = 0.0d0
fluxdc2 = 0.0d0
fluxdc3 = 0.0d0

sourcedc1 = 0.0d0
sourcedc2 = 0.0d0
sourcedc3 = 0.0d0

hL = U1(i)
uL = U2(i) / U1(i)
vL = U3(i) / U1(i)
zL = zhta(i)

do j = 3,5
if (edge(cell(i,j),2).eq.i) then

c... (1) swstos prosanatolismos
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nx = ns(cell(i,j),0)
ny = ns(cell(i,j),1)

if (edge(cell(i,j),3).eq.-1) then

c... (1a) sinoro (eleu8eres sinoriakes sin8ikes)

hR = hL
uR = uL
vR = vL
zR = zL

else

c... (1b) eswterika tou xwriou

hR = U1(edge(cell(i,j),3))
uR = U2(edge(cell(i,j),3)) / U1(edge(cell(i,j),3))
vR = U3(edge(cell(i,j),3)) / U1(edge(cell(i,j),3))
zR = zhta(edge(cell(i,j),3))
endif

else

c... (2) la8os prosanatolismos

nx = - ns(cell(i,j),0)
ny = - ns(cell(i,j),1)

if (edge(cell(i,j),2).eq.-1) then

c... (2a) sinoro

hR = hL
uR = uL
vR = vL
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zR = zL

else

c... (2b) eswterika tou pediou

hR = U1(edge(cell(i,j),2))
uR = U2(edge(cell(i,j),2)) / U1(edge(cell(i,j),2))
vR = U3(edge(cell(i,j),2)) / U1(edge(cell(i,j),2))
zR = zhta(edge(cell(i,j),2))
endif
endif

C————————————————————————-
call Roe_ solver(hL, hR, uL, uR, vL, vR, zL, zR, nx, ny,

* FGn1, FGn2, FGn3, Source1, Source2, Source3)
C————————————————————————-

fluxdc1 = fluxdc1 + dc(cell(i,j))*FGn1
fluxdc2 = fluxdc2 + dc(cell(i,j))*FGn2
fluxdc3 = fluxdc3 + dc(cell(i,j))*FGn3

sourcedc1 = sourcedc1 + dc(cell(i,j)) * Source1
sourcedc2 = sourcedc2 + dc(cell(i,j)) * Source2
sourcedc3 = sourcedc3 + dc(cell(i,j)) * Source3
enddo

U1n(i) = U1(i) - (dt / cellarea(i))*(fluxdc1 - sourcedc1)
U2n(i) = U2(i) - (dt / cellarea(i))*(fluxdc2 - sourcedc2)
U3n(i) = U3(i) - (dt / cellarea(i))* fluxdc3 - sourcedc3)

if (k.eq.see*n.or.t.eq.tfinal) then
write (15, *) U1n(i) + zhta(i)
write (16, *) U2n(i) / U1n(i), U3n(i) / U1n(i)
endif
enddo
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c******Kwdikas gia dimourgia sxediagrammatwn sti Matlab...********************************

if (k.eq.see*n.or.t.eq.tfinal) then
write (15, *) ’];’
write (16, *) ’];’
write (16, *) ’u = vel(:,1); v = vel(:,2);’
write (15, *) "load ’node.dat’"
write (15, *) "p = [node(:,1) node(:,2)]’;"
write (15, *) "load ’cell.dat’"
write (15, *) "t = [cell(:,1)+1 cell(:,2)+1 cell(:,3)+1

* ones(length(cell(:,3)),1)]’;"
write (15, *) "load ’gridb.b’"
write (15, *) "e = [gridb(:,2)+1 gridb(:,3)+1

* zeros(length(gridb(:,3)),5)]’;"
write (15, *) ’figure(1);’
write (15, *) ’pdemesh(p, e, t);’
write (15, *) ’figure(2);’
write (15, *) "pdeplot(p, e, t, ’xydata’, h, ’zdata’, h, ’mesh’,

* ’on’, ’colorbar’, ’off’);"
write (15, *) ’grid on’
write (15, *) ’view(-32,32)’
write (15, *) "xlabel(’x’)"
write (15, *) "ylabel(’y’)"
write (15, *) "zlabel(’Depth’)"
write (15, *) "title(’t = ", t, "’)"
write (15, *) ’figure(3);’
write (15, *) "pdeplot(p, e, t, ’xydata’, h, ’xystyle’, ’off’,

* ’contour’, ’on’, ’levels’, 10, ’colorbar’, ’off’);"
write (15, *) "xlabel(’x’)"
write (15, *) "ylabel(’y’)"
write (15, *) "title(’t = ", t, "’)"
write (15, *) ’pause’

write (16, *) ’xdat; ydat;’
write (16, *) ’quiver(x, y, u, v)’
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write (16, *) "xlabel(’x’)"
write (16, *) "ylabel(’y’)"
write (16, *) "title(’t = ", t, "’)"
write (16, *) ’pause’

n = n + 1
endif

c***************************************************************************************

do i = 0, cells - 1
U1(i) = U1n(i)
U2(i) = U2n(i)
U3(i) = U3n(i)
enddo

if (t.eq.tfinal) then
print *, ’Calculation complete’
print *, ’tfinal = ’, tfinal
out = 1
endif

goto 77
endif

print *, ’Number of iterations = ’,k

close(15)
close(16)

stop
end

c******************************************************************************************

c*************...Yporoutines ypologismou gewmetrikwnmege8wn...****************************
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subroutine centerpoint(x1, x2, x3, y1, y2, y3, Xcenter, Ycenter)

implicit none
double precision x1, x2, x3, y1, y2, y3, Xcenter, Ycenter

Xcenter = (x1 + x2 + x3) / 3.0d0
Ycenter = (y1 + y2 + y3) / 3.0d0

return
end

subroutine area(x1, x2, x3, y1, y2, y3, ar)

implicit none
double precision x1, x2, x3, y1, y2, y3, ar

ar = 0.5d0*( x1*y2 + x2*y3 + x3*y1 - x1*y3 - x2*y1 - x3*y2)

return
end

subroutine length(xs1, xs2, ys1, ys2, dsx, dsy, len)

implicit none
double precision xs1, xs2, ys1, ys2, dsx, dsy, len

dsx = xs2 - xs1
dsy = ys2 - ys1
len = dsqrt(dsx*dsx + dsy*dsy)

return
end

subroutine normal(dsx, dsy, len, nsx, nsy)
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implicit none
double precision dsx, dsy, len, nsx, nsy

nsx = dsy / len
nsy = - dsx / len

return
end

c************************************************************************

c******...Yporoutina ypologismou flux, source terms...*******************

subroutine Roe_ solver(hL, hR, uL, uR, vL, vR, zL, zR,
* nx, ny, fgn1, fgn2, fgn3, S1, S2, S3)

implicit none
double precision hL, hR, uL, uR, vL, vR, nx, ny, fgn1, fgn2, fgn3
double precision g, u, v, h, c, l1, l2, l3
double precision dh, dhu, dhv, alpha, a1, a2, a3
double precision zL,zR,dzx,dzy,b1,b2,b3,S1,S2,S3

g = 9.8d0

u = (uR*dsqrt(hR) + uL*dsqrt(hL))
* /( dsqrt(hR) + dsqrt(hL))

v = (vR*dsqrt(hR) + vL*dsqrt(hL))
* / (dsqrt(hR) + dsqrt(hL))

h = 0.5d0*(hL + hR)
c = dsqrt(g*h)

l1 = u*nx + v*ny + c
l2 = u*nx + v*ny
l3 = u*nx + v*n y - c

dh = hR - hL
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dhu = hR*uR - hL*uL
dhv = hR*vR - hL*v L

alpha = 0.5d0 *(dhu*nx + dhv*ny -
* (u*nx + v*ny)*dh) / c

a1 = 0.5d0*dh + alpha
a2 = ((dhv - v*dh)*nx -(dhu - u*dh)*ny) / c
a3 = 0.5d0*dh - alpha

fgn1 = 0.5d0*(hR*uR*nx + hR*vR*ny
* + hL*uL*nx + hL*vL*ny - (dabs(l1)*a1
* + dabs(l3)*a3))

fgn2 = 0.5d0*((hR*uR*uR + 0.5d0*g*hR*hR)*nx
* + hR*uR*vR*ny + (hL*uL*uL + 0.5d0*g*hL*hL)
* *nx + hL*uL*vL*ny - (dabs(l1)*a1*(u + c*nx)
* - dabs(l2)*a2*c*ny + dabs(l3)*a3*(u - c*nx)))

fgn3 = 0.5d0*(hR*uR*vR*nx + (hR*vR*vR + 0.5d0*
* g*hR*hR)*ny + hL*uL*vL*nx +( hL*vL*vL + 0.5d0
* *g*hL*hL)*ny - (dabs(l1)*a1*(u + c*ny)
* + dabs(l2)*a2*c*nx + dabs(l3)*a3*
* (v - c*ny)))

dzx = - (zR - zL)*nx
dzy = - (zR - zL)*ny

b1 = 0.25d0*(1.0d0 - sign(1,l1))*
* (g*h*dzx*nx + g*h*dzy*ny) / c

b2 = 0.5d0*(1.0d0 - sign(1,l2))*
* ( - g*h*dzx*ny + g*h*dzy*nx) / c

b3 = - 0.25d0*(1.0d0 - sign(1,l3))*
* (g*h*dzx*nx + g*h*dzy*ny) / c

S1 = b1 + b3
S2 = b1*(u + c*nx) - b2*c*ny + b3*(u - c*nx)
S3 = b1*(v + c*ny) + b2*c*nx + b3*(v - c*ny)
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return
end

c******************************************************************

c************...Sinartisi topografias...***************************

double precision function z(x, y)

double precision x, y

z = 0.0d0

return
end

c******************************************************************

117


	Eksofillo MASTER !!!
	Keimeno_Master
	Eksofillo MASTER !!!
	master_anez.pdf
	Eisagwg'h
	Majhmatik'o Mont'elo
	N'omoi diat'hrhshc m'azac-orm'hc
	Exis'wseic rhq'wn ud'atwn sth m'ia di'astash
	Pr'oblhma Riemann
	Exis'wseic rhq'wn ud'atwn stic d'uo diast'aseic 
	Uperbolik'oc Qarakt'hrac twn Exis'wsewn
	Duskol'iec e'ureshc analutik'hc l'ushc

	Arijmhtik'o Sq'hma
	Epilog'h arijmhtik'hc mej'odou
	Diakritopo'ihsh omogeno'uc sust'hmatoc
	Gewmetrik'ec parathr'hseic
	H sunj'hkh CFL
	Diakritopo'ihsh tou phga'iou 'orou
	St'asimh kat'astash kai C-idi'othta
	Arqik'ec kai sunoriak'ec sunj'hkec

	Kataskeu'h Upologistiko'u Pl'egmatoc
	Kartesian'a 'h mh kartesian'a qwr'ia
	Mh domhm'ena upologistik'a pl'egmata
	Sundesim'othta keli'wn-trig'wnwn
	Sundesim'othta pleur'wn
	Sundesim'othta k'ombwn kai gewmetriko'i upologismo'i

	Leitourg'ia tou EasyMesh
	Arqe'io eis'odou
	Arqe'ia ex'odou


	Probl'hmata
	Pr'oblhma 1 : Merik'h kat'arreush fr'agmatoc
	Pr'oblhma 2 : Kat'arreush kukliko'u fr'agmatoc
	Pr'oblhma 3 : Di'adosh k'umatoc se topograf'ia

	Sumper'asmata
	Phga'ioc K'wdikac





