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• ����. �������� �.���� �� ���������
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• ���� �������� �.������

� ����� �������� ���� �� 20�/14-2-2013 ���������� ��� �.�.�.�. ��� ������� �µ�µ�-

��� ��� ������������ ������.
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�����������

�� ����� �� ����������� ��� ���µ��� �������� µ�� ��� ��������� ��� �������� ��-

������, �. �������� �. ���� ��� ��� ����� ��� ������µ����� ���������� ��� µ��

�������. ������, �� ����� �� ����������� ��� �� µ��� ��� ����������� ����µ��µ�-

��� ����µ������ ��� �/� ��� ������������ ������ ��� �� ������µ� ������� ��� ��

��µ���������.

���µ�� ����������� ������ ���� �������� ��������� �. ����� ������� ��� ��� ��µ���-

��� ��� ��� ������� ��� µ�� ������� ���� ��� �� �������� ��� ���������� ��� ��������.

�����, �������µ�� ��� ������ �� ����������� ��� ���������� µ�� ��� ��� �������� ��-

������� �. ������ ��������� ��� �� ����� ��� ����µ����� ����� ��� µ�� ��������.
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��������

���� ������� �������� �������������� �� ��������µ��� ��� ����µ������ �������� µ�-

����� ��� ������ ���µµ���� �����µ���� ��� ���������� ��� ��� ����µ��� ��� �-

���µ������ µ������ �������µ���� ����� ���� �� �������������� ������µ���� �����-

����� ��������� ����� Boussinesq �� µ� ��µ�µ��� ������������ ����µ���. �������

�������� µ����� �������� ������������� µ������ �� �������µ� µ� �������µ��� ���

���������� ��� ��������� µ� ����� �� �������� ������� ��� µ����� ��� ����������-

��� ������� ��� ��� ������ ��� ��������� ����µ������ �����. ������������� µ�����

��� ��µ��������� �������� �� ������µ��� ����µ����� �����µ��� ��� ��������� ��-

���� ��� µ����� ������������� ����µ���� µ������������ ������� ����µ������, ����

����� � µ��� ����µ� ��� �����. ����������� � �������������� ��� �������������� ���-

����µ�� ��� ��� ������� ��� �������� ������µ����, ��� ����� ��� �������� ��� ��

������������ ������ ��� µ������.
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�������� 1

��������

��� �������� ��� �������� µ������� � µ������������ ��� µ� ���µµ���� ��� ���-

������µ���� ��µ����µ�� �� ���������� ������������ ����� ��µ������ ��� ���� ������-

�������� �� µ����� ���µ� �� ������������ �����µ��� ��� ��� µ����� ��� ���������

��������� ���������� ���� ��� ��� �������� ���µµ������ �����µ����. ��� ���� ��

���� ���� ���������� ������� ��� µ���µ������ ��� ����µ������ µ������������� ���-

��������� µ������ ��� ���������� ���������, ���� ���� �� �������� �� ��������� µ���

��� ������ �������� ��� ��µ������ �����µ���� ����� ���� ���� ���� �� �����µ���

��� �������, ��� ���������, ��� ����������, ��� ��µ������ ��������������� �����

��� ��� ����������� ��� ��µ���� ���� ����.

��������� ������µ����� ���������� ���� ���������� ��� ��� ������� ��µ�������

��µ���� �����µ������ ��� ������µ������, ��� ���������� ��� µ���µ������ µ����-

��� ���� ��������� �����, ���� ��� �� �������� ����, ��� ������ ��� ��µ����µ��,

��� µ������� ��� ���-�����µ� �� ����-�����µ� ���, ��� �������� ��� �� ����� ����-

µ����� ���������� ��� ������� ����������� ����� ��� ��� ����������� ��������µ��

�����/�������� µ������ ���� ����. ��� �� ����� ���� ��� ��� ������� ��� �������-

������� ��� ��� ������������� ������� ��� ��� ������� ��� ��������� Navier Stokes

[21] �����µ��������� � ���������� ���� ����� ���� �� ������������ �� ��������� ���

�� µ������ ��� ���������� �� ����� ����µ����� ������ �������µ�. ����������� �-

�� � ������ ��������� ��� ��������� ����� �µ������ ��� �����µ��������� ��� �������

1



���������� ��� µ���� ��� ��� ������� ���������� ��� ��µ�� ���������� �� ������ ���-

��µ������µ��� µ������ µ���� ������. �� ���� �������µ���� µ� ���µµ���� ���������

����� ������ ������� �� ���� �� ���������. ������ ��� � ����� ��� µ� ���µµ����

��������� ����� ������ ����� ����� �� µ������������� ������� ������ ��� ��������

��µ����µ��, �� ������ �������������� ��� ����������� ����� ���� ����, ��� ����� ��-

�������� ��� �������� ���� ���� �� �����µ��� ��������� ����� ��� ��µ������ ��� ��

µ� ���µµ��� �����µ���. ��� ��� ���� ������ �� ��������� ����� Boussinesq ��������

����� ��������� ��� ����� �������������� �� ���� ���� � �������� �������� �� ���-

������ ��� �������� ��������� ��� �����. �� ��������� ����� Boussinesq ����� ������

���������� µ������ �� ����� ��� ���������� ��� �� ������µ� ��� ��������� �������

���� ��� ��� ���������� ��� ������ ��������� ��� ���������.

���� ��� ����µ����� ������� ��� ��������� ����� Boussinesq ���� �����µ���������

µ������� �������µ���� ��������, ���� �������µ���� �����, ���� �������µ���� ����-

����� ������ ����� ���������µ� �� ��� ���µµ��� �����µ�, �� ����� ������ �� �����

�� ���� �������� ������� ��µ� ��� �� �����µ� �� ���� ��� ������ ����, � ����������

� ������� ��� �� ��� �����µ��� ��µ�, ���� �� �����µ� ��� ��������� ��� ������ ����

[14, 35, 33, 34]. ������������ ��� ������� [33] ��� �����µ��������� �������µ�����

������, � ������� ���� ������ ���µµ���� �����µ���� ����� ���������� �� ���� ���-

���� ��µ� ��� �� ���� ��� ������µ���� ��� ��������� ��� ������ ����. �� ��µ� ���

�������� �������� ����� � µ����� ��� ��µ��������� �������� ��� �������� ������

���µµ���� �����µ����, ��� �� �������� � ������������� µ������ �������� ��� �����-

µ��������� ��� ��� �������µ���� ������������� µ������� �� �������µ� µ� �����������

����������� ��� �������µ����.

� �������� ������µ� ��� ������������� µ������ ��� ������� ��� ��������� ���

�������� Krylov �������� �� 1952, µ� ���� Lanczos [20], Hestenes ��� Stiefel [17], ��

������ ��������� �� ��µ������� ��� CG (Conjugate Gradient) ��� ��� ������� ���µ-

µ���� �����µ���� µ� ��µµ�������� ��� ������ ����µ����� ������� �����������. ���
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��������� ������, � ����� ��� CG ���� ��������µ��� ��� ������ 20 ������, µ� ���

SOR (Successive Overrelaxation) ��� ��� µ����� Chebushev �� �����µ���������� ��-

��������� ��� ���� ������ �����µ����.

�� 1970 µ� ��� ������� ��� Reid [26], ����� ������ ��� ��� µ����� ����� �����µ��� µ�

���� ������ ���������� � CG ����� � ������������� �������� �������������� ������-

������ �� �������� ��� n ��µ���, ���� n � ���� ��� ������. � ������� ��� CG ��� µ���

��µµ�������� ������� ����� ��� MINRES (Minimal Residual Method) ��� SYMMLQ

(Symmetric LQ Method) µ������� [24]. �� 1980 �� Saad ��� Schultz [32] �������� ���

GMRES ��� µ� ��µµ������� �����������, �� Freund ��� Nachtigal [13] ��������� ���

µ����� QMR (Quasi-Minimal Residual Method) ��� ����� ��� �������� �µ���������

� µ������ BiCGTAB (Biconjugate Gradient Stabilized Method) ��� ��� van der Vorst

[16]. ��� ��� ������� ��� ������ �����µ���� �� µ��������µ� ��� ������������� µ���-

���� ��� ������� ���� ��������� ��� �������� Krylov, ���� ����� ��µ����������� ���

������� ������� ��� �������������� ��� ��� ���������� ���������µµ���� ���µµ����

�������� Sparskit.

�� ������ �����������, ��� ������� �� ������µ�, � ������������ µ������ µ�����

�� µ�� ����� ���������, ��� ����� �� ��������.� ����� �������µ���� �� ���� �� ����-

����� ����� �������� ��� ��� ��������-µ�������� ��� ������� ���µµ���� �����µ����

�� ��� ���� �������������. � ���� ��� ������µ���� �����, ���� ��� ������� ���µµ����

�����µ���� �� ����� ��� ������µ��µ��� µ� ��������� ��������� ��� �� ������, ����

�� ������� �������� ��������. ���� ������� ������� �� µ��������� �� ������µ�����

ILU0 (Incomplete LU), ILUK (Incomplete LU µ� level of fill) ��� ILUT (Incomplete LU µ�

Threshold). ��� ���µ� ������� ��������� ��� µ������ ������ ���������� ��� ������

����� � ���������� ��� ��������� ���. � ������� ��� ����������� ���� �������� ���

������µ��µ���� Krylov µ������ ���� ����������� �� ������µ����� ����������, �����

������ �� µ����� ��� �������� ��µ��µ����, ������� ��� ����µ��� ����������������

��� ��������� ��� ���µ� ��������� [7]. ������� ��� ��� ��������� ����������� ������-
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����� ����� � Cuthill-McKee (CMK), Reverse Cuthill-McKee (RCM) ��� Sloan’s ordering

[7].

� ������� ������� ��µ����� �� ���� : ��� ������� �������� ������������� �� �����-

���� �������� ��� µ���µ������ µ������� ��� �����µ��������� ����� ��� � ����µ�����

�������������� �����, ���� ��� ���� ��� ��� ��� �����. ���� ��� ����µ��� ��� ��-

����µ������ �������� ���µ����, ��������� ��� ���µµ��� �����µ� �� ����� ������ ��

�������� �� ���� ��µ�, ��� ������ � ������� ����� ������ µ� ������ ��µµ������ µ����.

�����������, �������������� �� ������������ ����µ���, ��µ�µ��� ��� µ� ��� �����-

������ ��� ��������µ���, ��� �� ����� ���������� �� ������ �������. � ���µ����� ���

����µ���� ��������� ��µ������ �� ��µ� ��� ������. ��� ����� �������� ��������������

�� ������� ������ µ����� �����������, ����� ��� � ���������� ���µµ���� ��������

Sparskit. ��� ������� ��������, ���������� �� �������� ������������� µ������ �����

��� ����� ��� ������� ���� ������� Krylov, �������������� �� �������µ�� ���� ���

������������� �� �������� ����µ����� ����. ��� ��������, µ��������� ������� ������-

µ����� ��� µ������ �� �����µ���������, ����� ��� ��� ����������� �����������. ���

���µ��� �������� �������������� ��� ������������ ������µ��� ����µ����� �����µ���

��� ���������� µ������������ ������� ��� ��� ����µ������ ����. �����, ��������-

��� � �������������� ��� �������������� ������ �������� ��� ��� µ����� ���µµ����

�����µ����.
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�������� 2

������ ������µ�

�� ���� ����� µ� �������� ��������� ���� ��� ��� �������� ��� ��������� ���������

µ�� µ����� ����� ������µ���� ������µ������ �������������. ������ �����µ��� ����

���µµ����, ���������� ����µ����, ��� ����µ�� ��� ������� µ����� ��µ����µ��

���������� ��� ������µ����� ��������� ���� ��� µ������ ��������� �������������

��� ������������. �� ������ ����������� ������� ���� µ��������������� �������������

��� ��� ������ µ� ���µµ���� ���������� ���������, �� ������ ����������� ��� ���

��������� Navier Stokes [21].

���� ��� µ������ ������������� ������� ��� ��� �������������� ��� ��� �����-

�� ��� ��������� Navier Stokes �����µ���������� ��� ��������µ���� ��������� ����

����� �� ��������� ����� ������. �� ���������� ��� ����� ���������� ��� ����� ����

���� ��� �����µ���� ��������� ��� ����������� ����� ��� µ� ���µµ��������, �����

��� ���� �� ���� ������� ����� ��� ��������� Boussinesq. ��� ��� ������� ��� � µ�

���µµ������� ��� � �������� ����� ������� ��� ����������� ��� ���� ���� �����������

� Peregrine [25] ��������� ��� �������� Boussinesq ��������� ��� µ��������µ��� µ���

����µ� �����µ��������� ��� µ��������� ��� ��������� ���������� ��� �� µ��� ��µ�

��� ��������� �� ������µ���� µ���������. �� �������� Boussinesq ��������� ��� ����-

��� ���� � µ��� ����µ� ����� µ��������� ��� �� ��� ��µ��� ��� �������µ�� µ�����

��µ���� �� ����� ���� ��� ���� � ����� ���� ������������ �� ������� ���� ����.

������µ������ ����������� ����� ����� ��� ���������� ��� ��������� ��� ��� ��������
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��� ����������� ��� ��� ����µ���� ��� �������� Boussinesq ��������� �� ��������

����. �� �� ������ ����� ������������ ������� ������������ ����������� µ� ������µ�-

��� ��������� ��� ��������� �����µ���� ��������� ��� µ� ���µµ��������. ����������

�������� ����� ����� �� ������µ���� Boussinesq ��������� ��� Nwogu [23], �� ������

µ������������ ��� ������� ��µ����µ�� ��� ����� �� ���� ����. ��� ���������� ��-

������� ����� ���������� ������� µ������ ����� Boussineq, ���� ����� �� ���������

��� Madsen ��� Sørensen [22] ��� �� ��������� ��� Nwogu [23]. �� ��������� ��� Nw-

ogu ����� �������µ���� �����µ��������� ��� �������� ��������� ��� ����� ��� ���

��������� �������� �� ��� ����µ��� ����� �� ����� ���� ��������� ���� ���� �� �������

�������������� ��� ����µ���� �������� ��µ����µ�� µ� ���� �� ���µµ��� ������.

��� ��� ����µ����� ������� ��� ��������� ����� Boussinesq µ���� �������� ��

�������µ���� �������� ���� � ����� µ������ �������� [14, 22, 23]. � ������ �����

����� ��� µ������ µ����� �� ������������� ����� ��� �������� µ� ��� ����� �� ��-

������� ���������� ����� µ������ �� ������������� ��� ���� ��� ���� ��µ�µ����

���µµ���� �����µ���� �� ����� ����������. �� �����µ��� ���� µ������ ���� ����-

�� �� ���������.��µ�� �� ������ µ��������µ� ���� ����������� �����µ������� ����� ���

µ��� ��µ�µ��� ����µ��� �����µ���������� ���µ� ��� ��� ���������� ������ �����.

��� �� �����µ��������µ� µ� ��µ�µ��� ����µ��� µ�����µ� �� ��������µ� ���µ���

���� µ������� �������µ���� ��������� [35, 11, 9] ��� ���� µ������� �������µ���� ��-

��� [33, 10, 19, 27, 28]. �� µ����� µ��������µ� ��� µ����������� ��� �������µ����

��������� ����� ��� ������� �� ���������� ����� ��������� ��� ����� �������� ��� ��

��µ�������� ����� Boussinesq ��������� ������ �� �����������. ���� ������� �������

�������� µ�� ����������� �������. �� µ������ �������µ���� ����� ������� ��������

�������� ������������ ���� �� ����� µ� ��� µ����� �������µ���� ���������, ��� ��

µ� ���µµ���� ���� µ�������� ��� �� ���� ����������� µ������ �� ����µ���������� ���

������ �� ����� µ� ��� µ����� �������µ���� ��������.

��� �� ��������µ� �� ��� µ������ ��� ����� ������� ������ �������µ� ����µ�����
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�����µ� ��� �������� ��� � µ��� ����µ� ��� ����� ����� µ���� �� ����� µ� ��� ��µ-

�������� ��� ��������� ����������. ����� ��µ�����µ� ��� ��� �������µ���� ���������

����������� �����, ��� ����������� ���� ��������� ����������, ��� ��������� �����

������. ��µ�� � ������� ��������µ�� ����� ����� ��� ��� ����µ������� �� �����µ����

������ ��� �� �������� ���� ����� � �������� ������ ���� ��� ��� �����. ��� ����

�� ���� �����µ���������� ��������� ����� Boussineq ��� ��������� ��� ����� ���-

������. �������� �������������� �� ��������� ����� Boussineq ��� Nwogu �� ������

����µ������� ��� ������� ��µ���� �� ���� µ��������µ��� ����µ�����.

���µ� 2.1: ��� µ� �������� ������ ��� ��� �������� ��� ���������.

2.1 ����µ����� �������

� Nwogu [23] �������� ��� �����µ� ��������� �����µ��������� ��� µ��� ��µ� ���

��������� u ⌘ ua �� µ�� ��������� �������� za ��� ��� ������� ����� h (µ��� ����-

µ�) µ� µ�������� �������� ���� �� �����µ�������� � µ��� ��µ� ���� �� �����. ��

�������� ��µ� �����µ��������� � za = �0.531h, ���� ���� �� ��������� ��� ���������

��� �����µ���� �� ������������ ��� ���µµ��� ������ ��µ���� �������� ��� ���������

�� ����µ������� �� µ��������� ���µ� ������ �� �������� µ� ��� ��������� ���������
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Boussinesq, [25]. �� ��������� ��� Nwogu �������� �� ���� :

⌘t + (Hu)x + (Hv)y +

✓
z2a
2
� h2

6

◆
h(ux + vy)x +

✓
za +

h

2

◆
h ((hu)x + (hv)y)x

�

x

+

✓
z2a
2
� h2

6

◆
h(ux + vy)y +

✓
za +

h

2

◆
h ((hu)x + (hv)y)y

�

y

= 0 (2.1)

ut + g⌘x + uux + vuy +


z2a
2
(uxx + vyx) + za ((hu)xx + (hv)yx)

�

t

= 0 (2.2)

vt + g⌘y + uvx + vvy +


z2a
2
(uxy + vyy) + za ((hu)xy + (hv)yy)

�

t

= 0 (2.3)

�� ������� x = [x, y] 2 R2 ��� t 2 R+ ������� µ������ ���������� ��� ����� ��� ���

������, �� H(x, t) = ⌘(x, t)+h(x) ����� �� �������� ����� ��� ����� (µ� ⌘(x, t) �� �����

� �������� ��������� �������� ��� h(x) �� µ��� ������� ����µ�), u(x, t) = [u, v]T

����� � µ��� ��������� �������� ��� �� g ������µ� ��� ���������� ��� ���������.

��������������� ��� �������� ��������� ��� �������� ��������µ��� ���������µ� ��

��µ���������µ� ��� ����������� µ���� ���� ��µ�� ����������. ������������ ���

�������� ��� [19], [33] ��� [27] ��µ�����µ� :

Ut +r · H(U) = S(U) ��� ⌦⇥ [0, t] ⇢ R2 ⇥ R+, (2.4)

���� ⌦⇥ [0, t] ����� �� ����� ��� ����������� ������-����� µ��� ��� ����� ������µ��-

������ �� ������. U ����� �� ������µ� ��� ���� µ���������, µ� H = [F,G] �� ����� �� µ�

���µµ��� ������µ��� ���� (fluxes) ��� S = Sb+Sd �� ������� ���� ��� ������µ������

��� ���������� Sb ��� ���� ����� ��������� Sd, ��� µ�� ������

U =

2

4
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5 ,
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����

P1 = Hu+HA,

P2 = Hv +HB,

� �� ������µ����� µ����

P =


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P2

�
= H
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2
r(r · u) + zar(r · hu) + u

�
,
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C =

✓
z2a
2
� h2

6

◆
h(ux + vy)x +

✓
za +

h

2

◆
h ((hu)x + (hv)y)x

�

x

���

D =

✓
z2a
2
� h2

6

◆
h(ux + vy)y +

✓
za +

h

2

◆
h ((hu)x + (hv)y)y

�

y

.

� ������� (2.4) �������� ���� ������ ����� ����, ���� ��� �� µ� ���µµ���� ���������

����� ������. �� ������µ� P �������� ����� ���� ����� ��������� µ� �������� ��-

��������, ��� �� ������µ� ��������� Sd ������µ����� µ����� ������� ����������.

�� ���µ� �������µ���� ����� ��� ����������� ���� �������� [33] ��������� ���� �-

����������� µ���� ��� (2.4) �� ��� ������ ������������ ����� ⌦:

@

@t

ZZ

⌦

Ud⌦+

ZZ

⌦

⇣
r · H

⌘
d⌦ =

ZZ

⌦

Sd⌦. (2.5)

����µ������� �� �����µ� ��������� ��� Gauss ��� ��������µ� ���� ����µ� :

@

@t

ZZ

⌦

Ud⌦+

I

�

⇣
H · en

⌘
d� =

ZZ

⌦

Sd⌦, (2.6)
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���� ������µ� � �� ����� �� ������ ��� ⌦ ��� e
n = [enx, eny]T ����� �� µ�������� ��-

���� ������µ�. ��� ���������� ��� �������� (2.6) ����µ������ �� ��� ���� �������

(������������ ����) CP ⇢ ⌦ ���� ���� �� ��������µ� ��� ����� ���� ������� |CP | ��

���������� ���������� ��� ������� ������� ��� �� ����������� ��������µ� �� ���-

������� ��� �������� ��� (µ� ���µµ����� ��� �������� �����) ���µ���� ��� �������

��� CP . ���������

UP =
1

|CP |
ZZ

C
P

Ud⌦.

��� µ��� ��µ� ��� ������������ ��������� ��� ������� ������� �� µ�� ����µ��� ���-

���� ����µ�, ��µ�����µ� ��� ���� ������������ ����

@UP

@t
= � 1

|CP |
I

�

⇣
Fenx +Geny

⌘
d�+

1

|CP |
ZZ

⌦

Sd⌦. (2.7)

2.2 ����µ����� ���µ� �������µ���� ������

� ������ ���������� ��� �������µ���� ����� ������� ��� ��������µ� ��� �������-

������ ������ ⌦ ⇢ R2 �� ��� ������ µ� ����������µ���� ����� ������� ��� ���

����µ����� �������������� ��� ������������� µ����� ��� �������� (2.4) �� ���� �-

����������� ����. �� �������� ��µ��� ��� �����, ���µ������� ��µ��� ����µ���� (data

points) (P ) ��� ����� �� ������� ��� �������� ��� �� ������ ��� ����� ������� ��������

µ�����. � ���� ��µ� (edge) ���������� ���� ���µµ� ��� ������ �� ��������� data

points. �� T h
N ��� ⌦ �����µ� �� ����� ��� ������ �������µ���� ���������� �������-

��� Tp ⇢ ⌦, p = 1, 2, . . . ,, µ� hN �� ����� �� �������������� µ���� ��������µ�� ���

�����µ������µ� ��� ���� ����µ�.

�� ����������µ��� ��� ��µ�� (node-centered) ���µ���, ��µ���� µ� ��� ��������

[18] ��� [8] ����� ������ ������� ��� ���µ��������� ��� �� ����µ� ��� ����� ����� ���

������ T h
N . ����� �������� ��� ���µ� 2.2, �� ������ @CP ��� ����� ������� CP ����

��� ��� ��������� ��µ�� P ��������� �� ��������µ� �� ���������� ��� �������� ���

����� �� P ��� ����� ������ µ� �� µ��� ��� ����������� ��µ�� ��� ����� �� �����

10



������ ��� ��µ�� P .

���µ� 2.2: ������ ������� ��� ��� ��������� (��������) ��� ��� ��������� ��µ��
(�����).

������µ� @CPQ = @CP \ @CQ ��� M �� �� µ���� ��� ��µ�� PQ. �� ���������

������ ������µ� ��� @CPQ ����� nPQ = [nPQx, nPQy]T, ��� e
nPQ = [enPQx, enPQy]

T �����

�� ���������� µ��������. ��� nPQ,1 ����� ������ ��� G1M µ� ���µ� ��� µ� �� µ����

G1M , ��� nPQ,2 ������ ��� MG2, ���� :

nPQ =

Z

@C
PQ

e
n dl = nPQ,1 + nPQ,2,

���� dl ����� ��� µ���� @CPQ.

��� ��� ��µ�� P ��� ������ ��� ����µ���� � ����µ�� ��� ��� ���� ������� �������-

����� ��� ���µ� 2.2. �� ��������� ������ ������µ� M1PM2 ����� nP = [nPx, nPy]T, ���

����µ� e
nP = [enPx, enPy]

T ��µ���� µ� �� µ�������� ������ ������µ� . ���, nP,1 �����

������ ��� M1P ( ������� µ�� ���µ� ��� µ� �� µ���� ��� M1P ), ��� nP,2 ����� ������

��� PM2 ���� :

nP =

Z

M1PM2

e
n dl = nP,1 + nP,2,
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���� dl ������������ µ��� M1PM2. ������, ���� ��������� ��� ���������� ��µ���

P , @CPQ = M2G2 ��� ��� nPQ,2 ����� ������ ��� MG2 ���� :

nPQ =

Z

@C
PQ

e
n dl = nPQ,2,

���� dl ������������ µ��� @CPQ.

��� ��� ������� (2.7), ��� ����µ� ��� �� � ����� �� ������ ������ ���

KP := {Q 2 N | @CP \ @CQ 6= 0}

�� ������ ��� ���������� ��µ��� P ,���� @CP ��� ��� ��������� ��µ�� ������������ ��

���� :

@CP =
[

Q2K
P

@CPQ + (@CP \ �) .

� ������������ µ���� ��� ��������� ����� :

@UP

@t
= � 1

|CP |
X

Q2K
P

8
><

>:

Z

@C
PQ

⇣
Fñx +Gñy

⌘
dl

9
>=

>;
� 1

|CP |
Z

@C
P

\�

⇣
Fñx +Gñy

⌘
dl (2.8)

+
1

|CP |
X

Q2K
P

8
<

:

ZZ

C
P

Sb dxdy

9
=

; ,

µ� ������µ��� ���� :

�PQ =

Z

@C
PQ

⇣
Fñx +Gñy

⌘
dl ��� �P,� =

Z

@C
P

\�

⇣
Fñx +Gñy

⌘
dl.

����� � ������� (2.8) ������� :

@UP

@t
= � 1

|CP |
X

Q2K
P

�PQ � 1

|CP |�P,� +
1

|CP |
X

Q2K
P

8
<

:

ZZ

C
P

.

Sb dxdy

9
=

; , (2.9)

��� ���� ��µ� ��� µ� ��µ�µ���� ����µ���� �� µ� ���µµ��� ������µ��� ��� ����

�PQ ������ �� ������������� ��� �� ������������ ��� ������µ� ��� ���� ��� ����������

12



������ CP ��� CQ ����������. ��� ��µ������� ���� ��� �� µ����� ��� �������µ����

����� ����� ���� ��� �������������� ��� ���� ��� µ����� ��� ����� ������� µ� ��

��������� ����µ������ ����. ������, ���� � ��������� ������������ ��� µ�� �������

� ������������� ���� ���� ������µ���� Riemann. ���� ������ ��� [33] �����µ�����-

���� � �������������� �������� Riemann ��� Roe [29].

��� ��� �������� ������� ��������� µ���������� ��� ��� ��� ����µ����� ���µ�

���������� � ��������µ�� ��� ������� ��� µ���������. � µ��� ��µ� ��� ������� µ���

µ��������� w (gradient) (rw)P �� ��� ���� µ����� �� ����������� �� ���� ��µ�� ����-

µ���� P ����µ������� �� �����µ��� ��� Green-Gauss ��� ����� ⌦P , ���� �������� ���

���µ� 2.3, ���� ������������� ��� �� ������ ���� ��� �������� ��� µ���������� ���

������ P . ������������ ���� [3, 4, 5], ����������µ� �� ��������µ� ��� ��������µ�

��� � �������� ���� µ��� ��������� ��� w µ����������� ���µµ���, ������ � ����� �����

������� ��� ⌦P . �����,

���µ� 2.3: ����µ�� ��� ������ ���� ������� ����µ������ ��������µ�� ��� ������ ���
��� ���������.

ZZ

⌦
P

rwdA =

I

@⌦
P

we
n dl,
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��� �� ����� ��µ�����µ� :

(rw)P =
1

|CP |
X

Q2K
P

1

2

⇣
wP + wQ

⌘
nPQ. (2.10)

���� ��������� ���������� ��µ��� P (���µ� 2.2) � �������µ��� ������� ������� ���

µ���� :

(rw)P =
1

|CP |

(
X

Q2K
P

1

2

⇣
wP + wQ

⌘
nPQ + wP

⇣
nP,1 + nP,2

⌘)
. (2.11)

��� �������� ������������� � ��������µ�� ��� µ���� ��µ�� ��� ��������� ��� ��

������µ� ��� ��������� ��� �� ����� ⌦P . � ��������µ�� ����� �� �����µ��������

�������� ��� �� �������������� ��� ���� ���������. ��� ���µ� µ�� ���� �����µ�-

�������� �� �����µ� ��������� ��� �������������� �� �����µ����� ��������µ��� µ�

�� ������ ��� ��������� �������µ� :

Z

⌦
P

r · ud⌦ =

I

@⌦
P

u · ñdl =
X

Q2K
P

3

2
(uP + uQ) · nPQ. (2.12)

���� � µ��� ��µ� ��� ��������� �� ��� ��µ�� P ������� ��� :

(r · u)P =
3

|⌦P |
X

Q2K
P

1

2
(uP + uQ) · nPQ =

1

|CP |
X

Q2K
P

1

2
(uP + uQ) · nPQ, (2.13)

��µ�������� ������ ��� |CP | = 1
3 |⌦P |.

��� ��������� ���� � ��µ��� ����� ���������� � ������� (2.12) ������� �� µ���� :

(r · u)P =
1

|CP |

(
X

Q2K
P

1

2
(uP + uQ) · nPQ + up · (nP,1 + nP,2)

)
. (2.14)

� ������� (2.8) �������� �� ��������µ� µ� ��� ��� ���������  C ���� ������ ���

Sd. ��� ��� �������������� ��� ���� �����µ������µ� �� �����µ� ���������, µ� ��

14



����� ����µ� :

( c)P =
1

|CP |
ZZ

C
P

 cd⌦ (2.15)

=
1

|CP |
ZZ

C
P

r ·
✓

z2a
2
� h2

6

◆
hr(r · u) +

✓
za +

h

2

◆
hr(r · hu)

�
(2.16)

=
1

|CP |
I

@C
P

✓
z2a
2
� h2

6

◆
hr(r · u) +

✓
za +

h

2

◆
hr(r · hu)

�
· ñdl (2.17)

=
1

|CP |
X

Q2K
P

8
><

>:

Z

@C
PQ

✓
z2a
2
� h2

6

◆
hr(r · u)

�
· ñdl +

Z

@C
PQ

✓
za +

h

2

◆
hr(r · hu)

�
· ñdl

9
>=

>;

����� ��� ���� ����µ����� ��� �PQ, ��� ��� ���� ��� ��µ��, �� �������� ��������-

µ��� ������ �� ������������ ��� ������ �� ���������� ��� ���� ������������ ���� CP ,

CQ µ� �� ���������� �����µ�.

��� ��� ��������µ� ��� ( c)P ���������� � ���������� ��� ��� �����µ������ �-

�������µ���� �� ����� ������������� �����µ��������� ��� ������ ��� µ����. ���

��������µ��� :
Z

@C
PQ

✓
z2a
2
� h2

6

◆
hr(r · u) · ñdl ⇡

✓
z2a
2
� h2

6

◆
h

�

M

[r(r · u) · nPQ]M , (2.18)

Z

@C
PQ

✓
za +

h

2

◆
hr(r · hu) · ñdl ⇡

✓
za +

h

2

◆
h

�

M

[r(r · hu) · nPQ]M . (2.19)

�� �������� ���� �������� ��� ��������µ� ��� ������ ��� ��������� ��� �����-

�µ���� ��� ��������� u ��� ��� ��������� hu ���� µ���� ��� �����µ���� ��µ���� M .

������, � ��������µ�� ��� ������ µ��� ��������� w ��� M ������� ��� ����µ� ���� ����

������������� ������ ��� ��µ����� ��� ��� ����� ��� ��� �������� �� ����� �����

����� ��� ��µ� PQ (����� ���µ�. 2.4).

��� ��� ��������µ� ��� ������ µ��� ��������� w ��� ��� ������������ ����, ������-

µ� :

KPQ := {R 2 N | R ����� µ�� ������ MPQ ��� RQ 2 @MPQ} ,
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���µ� 2.4: ������������ ����� ��� ��� ����� ��� ��������� : ��������� ���� (��������)
��� ��������� ���� (�����).

��� �����µ��������� �� �����µ� Green-Gauss ��� MPQ ��µ�����µ� :

ZZ

M
PQ

rwd⌦ =

I

@M
PQ

wñRQdl =
X

R,Q2K
PQ

R 6=Q

1

2
(wR + wQ)nRQ (2.20)

��� ������ ���� �������

(rw)M =
1

|MPQ|
X

R,Q2K
PQ

R 6=Q

1

2
(wR + wQ)nRQ, (2.21)

���� nRQ �� ������ ������µ� ���� ��µ� RQ. ���� ��������� ��� ���������� ��µ���

�� MPQ µ�������� ��� ������� PQR (����� ���µ� 3) ��� � ������������ ��µ� ���

(2.21) ���������� ��� M .�� ����������, ��� �� ����������µ� ���� ����� [r(r · u)]M
��� [r(r · hu)]M ���� ��������� (2.18) ��� (2.19) �����µ������µ� ��� (2.20) ��� ���

����� ��� ��� ��� ��������µ� ��� (r · u)R ��� (r · hu)R ����� ��µ���� R 2 KPQ

�����µ������µ� �� ���µ���� (2.13).

��� ��������, ��� ���� �������� ����� ��������� ���� ������� ��µ�� ����µ� :

1

|CP |
ZZ

C
P

�u c +  Md⌦ = �uP

ZZ

C
P

 cd⌦+
1

|CP |
ZZ

C
P

 Md⌦. (2.22)

� ������ ���� ��� ���� µ���� ��� �������� ���������������� ���� ������������� ����-
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���µ���� ��� � �������� ���� ������� ��� �������� µ���� :

( M)P = (2.23)

=
1

|CP |
ZZ

C
P

 Md⌦ =
1

|CP |
ZZ

C
P

Ht
z2a
2
r(r · u) +Htzar(r · hu)d⌦ (2.24)

=
1

|CP |
ZZ

C
P

Ht
z2a
2
r(r · u)d⌦+

1

|CP |
ZZ

C
P

Htzar(r · hu)d⌦ (2.25)

⇡

Ht

z2a
2

�

P

|CP | [r(r · u)]P + [Htza]P |CP | [r(r · hu)]P , (2.26)

���� �� ��������� ���������� (r ·u)P ��� (r ·hu)P ������������� ���� �����µ���������

��� ���µ���� (2.13). �� �� ������ �������������� �������µ���� ����� ��� µ� ���µ-

µ���� ���� ��� ����������� ��� ��� ������� ���� ��������� �������µ� ��� µ����

��� ��������
@UP

@t
= L (U) .

���� L (U) � ��������� ������� ��������. ��� �� �������� �������� ����µ�, ����µ�

�� ���������������µ� ��� ������� ��� ���������� ��� �����. ���� ������� ��� [33],

� �������� ��� ��� ������ ��� CFL ��������, � ������ ����� ���� µ������ Strong

Stability Preserving Runge-Kutta (SSP-RK) �����������. ���� � µ������ ����� ������

�� ������ ����� TVD Runge-Kutta ��� ������������ �� ���� :

U

(1)
P = U

(n)
P +�tnL �

U

(n)
�
;

U

(2)
P =

3

4
U

(n)
P +

3

4
U

(1)
P +�tn

1

4
L �

U

(1)
�
;

U

(n+1)
P =

1

3
U

(n)
P +

2

3
U

(2)
P +�tn

2

3
L �

U

(2)
�
;

���� �tn = tn+1 � tn ����� �� ������� ��µ�.

2.3 ���µµ��� �����µ�

�� ���� ��µ� ��� �������� ���µ���� ��� ���µµ��� �����µ� Mu = P, M 2 R2N⇥2N ,

������ �� ����� ��� �� �����µ� ��� ��������� u, v ���� P = [P1 P2]T, �� ������µ� ���
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����������� ��� µ��������� ��� ��������� ��µ��. � ������� M ��������� ��� ���

�������������� ��� P. ����� ���� ������ ������� ��� � ��µ� ��� ��������� ��� ��

����µ�. ��� ��������µ��� ��� ��� ����µ� ��� ������µ���� P ��� ���� ��µ�� P ���

������� ��µ� i ��� Runge-Kutta ����µ� :

H(i)
P


z2a
2
r(r · u) + zar(r · hu) + u

�(i)

P

= P

(i)
P , i = 1, 2, n+ 1. (2.27)

����, � �������� ����� r(r · u)P ��� r(r · hu)P ���������� �� ����������� ���� ���

���������������� :

HP

"
(z2a)P
2

1

|CP |
X

Q2K
P

(r · u)MnPQ +
(za)P
|CP |

X

Q2K
P

(r · hu)MnPQ + uP

#
= PP . (2.28)

����������µ� ��������� r · u ��� r · hu ��� ��µ��� M , ��µ���� µ� �� ���µ� 2.4, ��

��� ������������ ����� µ������ �� �����µ��������� ����. ����� �µ��� ��������µ�

����µ� ���� (r · hu). � ����� ��� ��������� ��� ��� ������ µ����� ��� �������� (2.28)

µ�� ����� :

(z2a)P
2

1

|CP |
X

Q2K
P

2

664
1

|MPQ|
X

R,Q2K
PQ

R 6=Q

1

2
(uR + uQ) · nRQ

3

775nPQ =

(z2a)P
2|CP |

X

Q2K
P

2

664
1

2|MPQ|
X

R,Q2K
PQ

R 6=Q

uR · (nPR + nRQ)

3

775nPQ, (2.29)

��� µ����� �� ������ �� :

(z2a)P
2|CP |

X

Q2K
P

2

664
1

2|MPQ|

0

BB@
X

R,Q2K
P

\K
PQ

R 6=Q

uR · (nPR + nRQ) + uP · (nSP + nPR)

1

CCA

3

775nPQ,

�

(z2a)P
2

1

|CP |
X

Q2K
P

(r · u)MnPQ =
(z2a)P
2|CP |

X

Q2K
P

(AQxuQ +AQyvQ +APxuP +APyvP )

(2.30)
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����AQx,AQy,APx,APy 2 R2 ��� ���������� ��� �� ���µ������ �������������� ���

��������� nPQ, �� ������ ������µ� ���� ��µ�� ��� @MPQ ��� ��� �µ���� |MPQ|.
����� �� ����� ���µµ��� �����µ� ��� ��������� ���� ��� µ���� :

(z2a)P
2|CP |

X

Q2K
P

([AQxAQy]uQ + [APxAPy]uP )

+
(za)P
|CP |

X

Q2K
P

([BQxBQy]uQ + [BPxBPy]uP ) + IuP

=
1

HP

PP , P = 1 . . . N, (2.31)

����� ���� ��� ������µ���� ���µµ�� ��� �����µ���� ��� ������ M, ��� ������������

���� ��µ�� P , ����� µ� µ������� �������� �� ����� ������������ ����� �����������

��� �������� ��� ��������� ���� ��µ�� P ��� ����� ����������� ���� Q 2 KP . ���

��������µ��� �� ������ ��� 2⇥ 2 ������� (2.31) �������� ��� :

AQ
x

=
1

2|MPQ|
X

R,Q2K
P

\K
PQ

(nPRx + nRQx)nPQ, (2.32)

AQ
y

=
1

2|MPQ|
X

R,Q2K
P

\K
PQ

(nPRy + nRQy)nPQ,

(2.33)

BQ
x

=
1

2|MPQ|
X

R,Q2K
P

\K
PQ

hR(nPRx + nRQx)nPQ, BQ
y

=
1

2|MPQ|
X

R,Q2K
P

\K
PQ

hR(nPRy + nRQy)nPQ,

AP
x

=
1

2|MPQ|(nSPx + nPRx)nPQ, AP
y

=
1

2|MPQ|(nSPy + nPRy)nPQ,

BP
x

=
1

2|MPQ|hP (nSPx + nPRx)nPQ, BP
y

=
1

2|MPQ|hP (nSPy + nPRy)nPQ.

�� µ������ µ� µ������� �������� ��� ������ M �� ���� ���µµ� P ���� (2.31) �����

�������� ��� ����µ�� ��� ���������� ��µ��� ��� P ��� ���.
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� ������� ��������� 2N⇥2N ��� ��������� ��� �� ���µµ��� �����µ� (2.31) �����

������ ��� ���� ������ ��µµ������ ��µ� (structural symmetric) ���� ��� ����� ��µµ�-

������. � ��µ� ��� ��������� ��� �� ����µ�, ��� ������ ��������� ��� ������µ����

��� ��� ����µ� ��� ��µ��� ��� �����µ������µ�.

���� ������� ��� [33] ����� µ�� ���������� ���� ������� ��� ���µµ���� �����µ�-

��� ��� ���� �� ���� : ��� ��� ���������� ��� ������ �����µ��������� � compressed

sparse row (CSR) µ���� ����������� (Saad) [30] ������ �������. � CSR µ���� ���-

�������� ����� ��� �� �������� µ����� ����������� ��� �������� ����������� ���

������������� ��������� ��� �������� 2. ��� ��� ������� ��� ���µµ���� �����µ����

�����µ��������� � Bi-Conjugate Gradient Stabilized Method (BiCGStab) ����������-

�� µ������ ��� �� ���� ��� µ� ��µµ������� �����µ���� ��� ��� ������ ���������� x0

�����µ��������� � ����µ����� ���� ��� ��������� ��� �������µ��� ������� ��µ� ���

�� ����� ��� ��������� (residual error tolerance) �� 5 · 10�6 µ� ����� ��� �������µ�-

��� ILUT. ��� ���µ� 2.5 ������������� µ�� ������� �������� ��� ��������µ���� ���

���������� µ� ��� ������ ��� ����µ�� ��� ��µ��� N ��� ��� µ� µ�������� ���������

Nz ��� ������ ���µµ���� �����µ����. ����� ���� ���µ���µ���, � ����µ�� ��� µ�

µ�������� ��������� ��������� ���µµ��� �� ����� µ� �� N . � ������ ��� ���������� �

Bi-Conjugate Gradient Stabilized Method ��� ������� ��µ� ����� ��� ������ O(n3/2),

��� � ��������� ������ ��� ������� ��µ� ��������� µ� ���� O(n5/4). ����� ��������

��� �� ���µ� ������, � ������� ��� ���µµ���� �����µ���� µ� ��� ������������ µ���-

�� BiCGStab ����� � ��� ��������� ���������� ��� �������µ��. ��� �������� 3 �������

������� ��� �������� ������������� µ������ ��� �������µ����� ���� � ILUT �����

��� ��� ����µ����� ��� ��� ����������.

���� ������� µ����������� ������� �� ����� ����µ���,�������� ��� µ����� µ���-

�� ��� �������� ������������� µ������ �������� ��� ������ ��� ��������� µ� �����

�� �������� ��� ������ �������� ���, ����� µ������������ ������� µ����� ���� ��

µ������ ��� ����µ���� (� ����µ�� ��� ��µ���) ��� ������ ������ µ����� (��. µ���
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����µ�). ����������, �� �����µ��������� �������� �������µ����� (preconditioners)

��� ���������� (reorderings). ���� �� ����� ���� ���� �� ����µ� ��� �������� ������-

�µ� �� ����� ��� ��������.

���µ� 2.5: �� µ� µ������� �������� (��������) ��� � CPU ������ (�����) �� ���������
µ� �� � [33].

2.4 ������������ ����µ��� ��� ������� ����������

�� ����µ��� (grids) ��� µ���������� ��� ��������µ��� µ����������� �������, �����

���� ��� �����µ������� ���� ������ ���� �� [18]. ������µ� �� �� ���������µ� ��

��µ�µ��� (regular) ��� µ� ��µ�µ��� (irregular) ���� ��������� ��� ���µ� 2.6 ��� �����

�� ���� :

(1) Equilater triangular (����� I)

(2)Orthogonal (����� II),

(3) Orthogonal (����� III),

(4) Distorted (����� IV).

�� equilater triangular ( ��������� ����� I) ����� ������ ��� �� isometric. �� ����µ���

Distorted (����� IV)����������� ��� ������� µ����������� ��� ��µ��� ���� 0.4r�x µ�

r 2 [�1/2, 1/2] ��� �x ����� �� µ���� ��� ������� ��� �������� ���� ����� x.
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���µ� 2.6: ����������������� ����� ����µ����.

��� ���µ��� 2.7-2.9 ������������� � ��µ� ��� ������� ��� �������µ� ��� ����-

����� 2.3 ��� ��������� ��� ��� Distorted ����µ� (����� IV). ���� �������� �����

��������� �� µ����� ��� ������� ��� ��µ���� �=297 (Nx = 15) µ� Nx �� ������ ���

��µ��� ���� ����� ��� x, �=1102 (Nx = 30) ��� �=4305 (Nx = 60). ��� ����� ���-

�� ���� ����� µ�������� ���� �� ����� �������� � ������µ� ��� ��������� ��� ������

��� ��������� ��� ���� ���������. ���� ��������, ���� ����� � ���� ���������� ���

��� equilater ����µ� ��� ���µ��� 2.10-2.12 (����� I), ��� Orthogonal (����� II) ���

���µ��� 2.13-2.15 ��� Orthogonal (����� III) ��� ���µ��� 2.16-2.18.
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���µ� 2.7: ��µ� ������ ��� ��������� ��� Distorted ����µ� µ� Nx=15, N = 297.
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���µ� 2.8: ��µ� ������ ��� ��������� ��� Distorted ����µ� µ� Nx = 30, N = 1102.
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���µ� 2.9: ��µ� ������ ��� ��������� ��� Distorted ����µ� µ� Nx = 60, N = 4305.
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���µ� 2.10: ��µ� ������ ��� ��������� ��� Equilateral ����µ� µ� Nx=15, N = 297.
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���µ� 2.11: ��µ� ������ ��� ��������� ��� Equilateral ����µ� µ� Nx = 30, N =
1102.
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���µ� 2.12: ��µ� ������ ��� ��������� ��� Equilateral ����µ� µ� Nx = 60, N =
4305.
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���µ� 2.13: ��µ� ������ ��� ��������� ��� Orthogonal (type I) ����µ� µ� Nx = 15,
N = 481.

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

0

500

1000

1500

2000

2500

3000

3500

nonzeros=50806 
1840 1860 1880 1900 1920 1940

1840

1860

1880

1900

1920

1940

nonzeros=50806 

���µ� 2.14: ��µ� ������ ��� ��������� ��� Orthogonal (type I) ����µ� µ� Nx = 30,
N = 1861.

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

0

2000

4000

6000

8000

10000

12000

14000

nonzeros=201931 
7000 7100 7200 7300 7400 7500 7600 7700 7800

7000

7100

7200

7300

7400

7500

7600

7700

7800

nonzeros=201931 

���µ� 2.15: ��µ� ������ ��� ��������� ��� Orthogonal (type I) ����µ� µ� Nx = 60,
N = 7321.
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���µ� 2.16: ��µ� ������ ��� ��������� ��� Orthogonal (type II) Nx = 15, N = 256.
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���µ� 2.17: ��µ� ������ ��� ��������� ��� Orthogonal (type II) Nx = 30, N = 961.
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���µ� 2.18: ��µ� ������ ��� ��������� ��� Orthogonal (type II) ����µ� µ� Nx = 15,
N = 37114.
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������, ��� ���µ��� 2.19-2.24 �������������� �� ������µ�� ��� ���������� ���

�� 4 ����������� ���� ����µ���� ��� �����µ������µ�, ���� ���������µ� �� ���µ�,

������ �� ������ ��� ������µ�� ��� �� ��� ������µ����� ����� ��� µ������� �������.

��� ���µ��� ��� ������µ�� ��� ������ Orthogonal (����� II) ���������µ� ��� �� ���µ�

��� ������µ�� ����� ��� ����µ����� (����� ���µ��� 2.22 ��� 2.23). ���, ��� ��������

���µ��� �� ������µ�� ������� ��� µ������� �������. ������µ� ��� ������µ�� ��� ������

���� ���� ��� ��� µ���� ���� �� �������µ� ��� ���������� �������µ��� ��� ��� ���.

���� ���� �������� ��� ��� �������µ��� ��� ������������� ����� � ������� ����������.

������µ� �� ������ ���������� k(A) condition number ��� ������ � �� ���� ��

���µ� ||.||, ��� ����µ� ��� ����� ������� µ���������� � ���� µ� ��� µ����� �����

1 = kIk = ||A�1A||  ||A�1||||A|| = k(A).

��� �� ����������µ� ��� ������ ���������� ���� ����� ���� �� ���� �� ��������µ�

��� ��������µ� ��� A�1, ���� ����� ��������� ��� ��� ������� ��� �����µ����. ����

����� ������ ��� ����������µ� ������� ��� ������ ���������� ���� ��� ����µ��µ�

���� ����������, ���� µ����� ��� ���� µ������� ��� �����µ���� �������µ���� ��� ��

��µ�������µ� �� ���� ���� � ���� ���������. ������, ��µ� ��� � ������� (� �� �����µ�

Ax = b) �� ���� ���� ���������, ������ ���� ������ ���������� �� k(A) >> 1. ����

��������� ��� ����µ� ���� ������ ���������� µ�� µ���� µ������� ��� ������µ����

b, µ����� �� ���������� µ������� ��� �����µ�. �� ������µ� ��� �������������

���� ������� ������� ����� ��� �� ������� ��� ���������� ��� ��� 2.31 ����� ����

���� ������ ����������. ��� ��������µ� ��� ��� ������ ��� �������� ��� ���µ� 2.6

��� ��������� ��� ��� distorted ����µ� ���� ������ ���������� 7,7732�+05, ��� ���

��� ������ ��� ���µ���� 2.9 ��� equilateral ����µ���� � ������� ��� ��������� �����

5,5348�+03.
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���µ� 2.21: ������µ�� ��� Orthogonal (type I) ������ N = 481
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���µ� 2.22: ������µ�� ��� Orthogonal (type I) ������ N = 1861
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���µ� 2.23: ������µ�� ��� Orthogonal (type II) ������ N = 256
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���µ� 2.24: ������µ�� ��� Orthogonal (type II) ������ N = 961
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�������� 3

������ �������

������ ��������� ���� ������� ���� �� ������ ��� µ�������� ��������� ����� µ���������

��� �� ������ ��� µ� µ��������. ������� ������� ���������� ���� ��� ����µ����� ���-

���� ������� ��� ������� ���������� ���������. ��� ��� �������������� ��� �����

����������� ���� µ� ������� ����������� ��� µ�������� ���������, ��µ��������-

��� ������� µ����� ����������� ���� � COO (Coordinate format), � CSR (Compressed

Sparse Row) � CSC (Compressed Sparse Collumn) ��� � MSR (Modified Sparse Row)

µ���� [30]. �� ������ µ����� ����������� ���� ��������µ��� ������������ µ��µ�

����� ��� ����� ��������� �������. �� �������� µ����� ����������� ������ ��-

����� �����µ���������� �� ������� ����������� ��� �����µ���, ���� ��� Sparskit ���

��� ITSOL ��� Yousef Saad [30]. �� ����������� �����µ���� (software) ��� �� µ��-

������ �� �����µ��������� ����� �� ITSOL [1], � ����� �������� ��������� �� ������

������µµ����µ�� C ��� ������� ���������� �������µ����� (ILUK, ILUT, ILUC, VBI-

LUK, VBILUT) ��� ��� ������� ������� ������ ���µµ���� �����µ���� ��� �� Sparskit

[2] ��� ������µ����� ����������� ����µ������ ����������� ��� ������� ������µµ���-

�µ�� Fortran. �� ���������, �������� ����� �����µ� �������� ��� ��� ������� ������

�����µ����, ����� ��� ������� ����������� ���������� ������� µ����� ������ ����-

���. �������� �������������� ��������� �� �������� µ����� ��� ��� ����������

������ ������� ����� ��� ��������µ��� ��� ��� ���� µ�� ���������.
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3.1 ������ µ����� �����������

3.1.1 COO (Coordinate Format)

� ������ ������ ��� coordinate format ����������� ����� �� ������������ µ��� ��

µ� µ������� �������� ���� ������ ����������� ��� ������ ���� ���µµ��. ����� ��� ��µ-

�������µ� �� ������ ��� µ� µ�������� ��������� µ� Nz ��� ��� ����µ����� ������

��������� N ⇥N .

��µ���� µ� �� µ���� ������ ����������� coordinate format (COO) ����������µ�

���� µ� µ������� �������� ��� ������ �� ��� ������µ� ��, Nz ������, ������������

���� ��� ���µµ�� ��� ������ ��� ������������� ���������� �� ���� ��� ��������� ��

��� ������µ��� jr, jc (���µµ� ��� ����� ����������), µ������� Nz.

��� ����� ������µ� ������������� �� µ� µ������� �������� ��� ������, �� �������

����� �� ������µ� ��� ������ ��� �� ����� ����� �� ������µ� ��� ������� ��� ���µµ��

��� µ� µ�������� ���������. �������������� ��� COO ��µ�� ����� � ������ ����� ���

��������� ��� ����� ��� �� ������� ��� �� ���µµ�� ��� �� ������ ��� ��� ���������� ��

���������� �� ��������µ��� ����� [30].

��� ��������µ� ��� ������

A =

0

BBBB@

1. 0. 0. 2. 0.
3. 8. 0. 5. 0.
2. 0. 7. 8. 9.
0. 0. 10. 15. 0.
0. 0. 0. 0. 19.

1

CCCCA

�� ������µ��� ��, jr, ��� jc �� ����� ���������� :

AA = ( 1. 2. 3. 8. 5. 2. 7. 8. 9. 10. 15. 19. ),
jr = ( 1 1 2 2 2 3 3 3 3 4 4 5 ),
jc = ( 1 4 1 2 4 1 3 4 5 3 4 5 ).

������, � COO ����� µ�� �������� ��µ� ��� �����µ��������� ������ �µ�� ���� ��� µ���-

�����µ���. ������, ���������� ������� ������� µ����� �������� ��� �� ������ ����
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������� ��� ������ ��� ��� ���µµ�� ���� ��������� ���� ����������. ��������, ��� ����-

������ ������� ���� ��������µ� �� ������µ� (overflow) ���� ��� �������� ��� µ�����

�� ����� ��� ������ N2 .

3.1.2 CSR (Compressed Sparse Row)

� ��� �������µ��� ��� �������� µ���� ����������� ����� � CSR � ����� ��� ���������

�� ������ �������� ��� ������ ��� ���� ��� ����� ������ � ���������� ������������

������ ������. ����� µ�� ��������� ��� µ������ ����������� COO. �� ���� ���

µ���� �������� ���� ������µ���. �� ����� ������µ� �� ���������� ��� ��µ�� ��� aij

���� �������� ��� ���µµ�� ��� �� ��� ��� �� N ��� �� µ���� ��� �� ����� Nz. ��

������� ������µ� ja (������� ������µ�) �������� ��� ���������� ��� ��� ������ ���

����������� µ� µ�������� ��������� ��� ��, �� µ���� ��� ����� Nz. �����, �������

�� ������� ������µ� ia ��� �������� ���� ������� ���� ���� ���� ���µµ�� ��� �����-

�µ���� �� ��� ja µ� µ���� N + 1 ���� ia[N + 1] �������� �� ������µ� ��� ia[1] +Nz

[30].

�������� �µ��������� ��� ���� ��������µ�. ����� ������� :

A =

0

BBBB@

1. 0. 0. 2. 0.
3. 8. 0. 5. 0.
2. 0. 7. 8. 9.
0. 0. 10. 15. 0.
0. 0. 0. 0. 19.

1

CCCCA

���� �� ������µ��� ��, ja ��� ia �� ����� ���������� :

AA = ( 1. 2. 3. 8. 5. 2. 7. 8. 9. 10. 15. 19. ),
ja = ( 1 4 1 2 4 1 3 4 5 3 4 5 ),
ia = ( 1 3 6 10 12 13 ).
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3.1.3 CSC (Compressed Sparse Collumn)

�������� ������� ���������� ��� CSR µ����� ���� � µ������ CSC (compressed

sparse collumn) ��� �������� µ�� ��µ� ����������� ������ ������� ��� ������ ����

���������� ��� �������µ���� ���. � ������ ������������� ��� ��� CSR ��µ� �����

��� ������������� ������ ���� ��� ��� ���µµ�� ��� ������. ������, � CSC µ���� �����

����µ������� µ� ��� CSR ��� ��� ������ AT [30].

�������� �µ��������� ��� ���� ��������µ� � ����������� ����� ��� ��µ��. �����

A =

0

BBBB@

1. 0. 0. 2. 0.
3. 4. 0. 5. 0.
6. 0. 7. 8. 9.
0. 0. 10. 11. 0.
0. 0. 0. 0. 12.

1

CCCCA
.

�� ������µ��� ��, ja, ��� ia �� ����� ���������� :

AA = ( 1. 3. 6. 4. 7. 10. 2. 5. 8. 11. 9. 12. ),
ja = ( 1 2 3 2 3 4 1 2 3 4 3 5 ),
ia = ( 1 4 5 7 11 13 ).

3.1.4 MSR (Modified Sparse Row)

� ������� ��� ��µ�� ����������� MSR (Modified Sparse Row) �������� µ�� �����-

���� ��� CSR µ�����. �����µ��������� �� ������� ��� ���������� ��� ������µ���

������� ���������� ��������� ��� ��µ���������� �� ������� ��� ����� ������� �������-

���� ��� �������� ��� ���������� ��� ��� ���������������� ��� ���������, �� ��������

�������� ���� ����� ������� µ� µ�������. �� ����� ��� ��µ� �������� µ��� ��� ���-

���µ���, �� �� ��� ���������� �� �������� ��� ������ ��� �� ������µ� ja ��� �����

��� ������µ� ��� �������� ���� �������.

� MSR µ���� ����� ���µ� ��� �������µ��� �� ����� µ� ��� CSR µ����, ����� �����-

����� �� �������� �������� ��� ������ � ���������. ���� ����� �� µ����� ��� ������-

���µ� ����� ������� ������� ����� ��µ��� µ� �������� �� �������� ��� ���� �� �����µ�
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�� ��� ������µ� µ����� �. ���� � µ���� ����� ������ �����µ� �� ����������� �������

µ� µ� µ������� �������� ���� ��������.

���� ������ N ������ ��� �� �� ������������ �� �������� �������� ��� ������, ���

� N + 1 ���� µ���� ���� (��� ������ µ��������� ���������� ��� ������). ������� ��-

�������� ��� ��� ���� N + 2 ������������� ��� �� µ� µ������� �������� ��� ������

(��� ���µµ�) ����� ��� ���������. ��� ���� µ� �������� �������� ���� ���� AA(k)

������������ ��� ja(k) ���������� ��� ��� ����� ��� ���������. ���� N + 1 ������ ���

������µ���� ja ����� ����������� ������� ��� �������� �� ���� ���� ��� ������µ����

�� ������� �������� ��� ������� ���µµ� ���� ��µ� ��� ������. ������ ��������µ� ���

CSR ����� ������������� ����µ��� �� ���� ������µ��� ��� ����� ���������� ���� �����

��� �� �������µ�. �������� ������� ��� ��������µ� ��� ��� ���������� ����� MSR.

���

A =

0

BBBB@

1. 0. 0. 2. 0.
3. 8. 0. 5. 0.
2. 0. 7. 8. 9.
0. 0. 10. 15. 0.
0. 0. 0. 0. 19.

1

CCCCA
,

�� ������µ��� �� ��� ja �� ����� ���������� :

AA = ( 1. 8. 7. 15. 19. ⇤ 2. 3. 5. 2. 8. 9. 10 ),
ja = ( 7 8 10 13 14 14 4 1 4 1 4 5 3 ).

3.2 SPARSKIT

���� ��������� 2.3 ������������� � ������ µ� ��� ����� ����� � ������� ��� ���µµ�-

��� �����µ���� µ� ���� ������������ ������� ��� µ��������� ��� ��������µ��� ������-

��. � ������� ��� ��������� ����� ������ ��� ���� µ���� strucural symmetric. ����

��� ������������� � ���������� ��� ������ �� ����� �� ����� µ���� ���� ������ ���-

��µ��������� � ���������� ���µµ���� �������� ��� ������� ������� SPARSKIT. ��

�����µ��� ���� ����������� ���� ��� µ����� ����������� ��� ����������� ������-

��. ����������, ����� ������� ������ ��� ����� ��� ��� ������ �������µ���. �� ����
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�� ������ ����������� ������� ������� ���µµ���� ��������, ����� ��� �������������

µ������ �������� ���µµ���� �����µ���� : General Minimal Residual (GMRES), Fle-

xible General Minimal Residual (FGMRES), Transpose Free quasi minimal residual

(TFQMR), Biconjugate Gradient Stabilized (BiCGSTAB), Biconjugate Gradient (BCG),

Conjugate Gradient (CG), Conjugate Gradient Method (CGNR), Full Orthogonalization

(FOM), BCG µ� µ����� ������� (partial pivoting) (DBCG), Direct versions of Quasi

Minimum Residual Method (DQGMRES). �� �������µ����� ��� ������ µ����� �� �-

�������� µ����� ��� Incomplete LU factorization with dual threshold strategy (ILUT),

ILUT µ� ������� ��� ����� (ILUTP), ILU with single dropping +diagonal compesation

(ILUD), ILUD µ� ������� ��� ����� (ILUDP), level-k-ILU (ILUK), ���� ILU(0) precondi-

tioner (ILU0) ��� ����� �������� �� �������� ��� reorderings, ���µ��� �� Cuthill McKee

(CMK), Reverse Cuthill McKee (RCM), MULTI-COLOR.

�� SPARSKIT ����� ���µµ��� ��� ��� Yousef Saad (Version 2) �� 1994 �� Fortran 90.

�� �������� µ����������� ���������� ��� ������������� ��������� ��� �������� 3.

�������������� �������� �� ������������ ��� ����������� �� ���� �� ���������� ��-

���µ���� :

BLASSM: �������� ������� ��� ��� ������� ������� ���µµ���� �������� ��� �������

������� ����� ��� �� ���������µµ��� blassm.f ��� matvec.f.

DOC: �������� ��� ������ ���µ������ ��� �������.

INFO: �������� ��� ����������� ����������� ��� ��� �����������.

FORMATS: �������� ��� ����������� ��� ��� µ�������� ���� �������� µ����� �����-

������ ������ ������� ��� ������ formats.f ��� �� ����������� ��� ��� ������� ���

���������� ��� unary.f.

INOUT: �������� ��� ����������� ������� ��� ������.

ITSOL: �������� �� ������ ��� ������������� µ������ ��� ��� preconditioners.

MATGEN: �������� ����������� ��� ��� ��µ������� ������� ����� ���� �������������.
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• FDIF: �������� ����������� ��� ��� ��������� ������� ��� ���������� ��� ��

�������������� ������� ���������� ��������� µ� ����� ��� µ������ ������-

�µ���� ��������.

• FEM: �������� ����������� ��� ��� ��������� ������� ��� ���������� ��� ��

�������������� ������� ���������� ��������� µ� ����� ��� µ������ ������-

�µ���� ���������.

• MISC: �������� ����������� ��� ��� ��������� Markov Chain ������� ��� ��-

������ ��� ������µ��� ������� ���������.

ORDERINGS: �������� ��� ����������� reorderings.

UNSUPP: �������� �������� ����������� ��� ������ ������µµ��� �������� (drivers)

�� ����� ������µ������ ����� ���� �������������.

• BLAS1.f: �������� ������� ��� ��� ����������� ��� ����������� BLAS

• MATEXP: �������� ����������� �������� µ� �������� �������.

• PLOTS: �������� ����������� �������� µ� �� ������� ���������� ��� ����µ����

��� ��� ������µ����.
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�������� 4

������������� ������� ��������

4.1 ��������

����� �� ���µ��� �����µ�

Ax = b, (3.1)

µ� �2 Rn⇥n ��� b 2 Rn ��� �� ���� ��� x �� ������ ���� Rn. ��� �� �������� ������µ�

�������� ��� ������� ������ ����µ������ ��������.� ����� ������� �µ���� µ������

(direct method) ���� � �������� Gauss ��� µ� �� ����� µ��� ������������� µ������

(iterative method), ���� ����� � H Generalized Minimal Residual (GMRES), Biconjugate

Gradient Stabilized (BICGSTAB), Quasi Minimum Residual Method (QMR), Transpose

Free QMR (TFQMR), Jacobi, Gauss-Seidel,Successive Overrelaxation (SOR). ���� �

������, ��� ��� � �������� ������ �������� ��������� ���������µ��� ��� µ��������-

µ��� ����������.

�� �µ���� µ������ �����µ���������� �� ���µ����� ����������� �������� ������µ����

CFD (Computational fluid dynamics) ��� ���� ������� ��� structural analysis [7], ���,

�� ������������� µ������ ������ ��������� ������� ��� ��������� �����.

���� �µ���� µ������� ������µ���� ���� ��������������� ��� ������ ��� �����������

A, �� ��������µ��� ��� �������� ����� ��������� ��� �����µ���������� ������. ��µ��,

��� µ����� ���µµ��� �����µ��� �� ������������� µ������ �������� �������� ����
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����������� ��� ��������� �������, ���� � ������� ����� �� ���� �� ��������� �� ���-

������� ��� ����µ������ ��� ����µ����� ���� ��� ���µµ���� �����µ����. ���� ���-

���������� µ������� ��� ������������� � ������� A, ���� ���� �������� Gauss, ����

���������� ��� µ�� ������ ���������� x0 ��� ����� x (������� ���������) ���������-

����� µ�� ��������� ���������� ������������ xm,m = 1, 2, . . . , n � ����� ���������

���� x ���� m!1. �� ����µ���� ����������� �� ������������� µ������ ������������

���� ������� ��� ���µµ���� �����µ���� ��� � ����� �������µ���� ����� ��������. ��

������������� µ������ µ������ �� ���������� µ� ��� ���� µ���� x(k) = Bx(k+1) + c

���� ���� � ������� � ��� �� ������µ� c ��� ���������� ��� ��� ����µ� ��� ���������-

�� k, ���µ������� �������� (stationary) µ������, ����������� ���µ������� µ� ��������

(nonstationary) µ������.�� ������� ����µ����� ���� ������������� ��� �� ���������

����µ��� ��� ��������� (residual) :r = b � Ax � ��� ���� ���µ����� ������µ��� ���

������������� �����������. ���� �������� µ������� ������� �� Gauss-Seidel, Jacobi,

Successive Overrelaxation (SOR), Symmetric Successive Overrelaxation (SSOR), ���

���� ���� ��������� ������� �� µ������ ��� �������� Krylov ���� �� ���µ� �����-

�������� ��� �������� 3.2.

4.1.1 ������� Jacobi ��� Gauss-Seidel

�� ��� ��� ������� ������������� µ������ ����� �� µ������ ��� Jacobi ��� ��� Gauss-

Seidel, �� ������ ������������ ��� �� �������� �������� aii ��� A ����� µ� µ�������.

������µ� �� �����µ� Ax = b ��� µ����

xi =
1

aii
(bi �

i�jX

j=1

aijxj �
nX

j=i+1

aijxj), i = 1, ..., n. (4.1)

��� ������ ����µ��� ������ ���������� ��� ����� x(0) 2 Rn. ���� ��µ� x(m) ! x(m+1)

��� µ������ ��� Jacobi �����

x(m+1)
i := { 1

aii
bi �

i�jX

j=1

aijx
(m)
j �

nX

j=i+1

aijx
(m)
j }, i = 1, ..., n. (4.2)
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�� ��� ��� ��������µ� ��� x(m+1)
i (i > 1) ���� ��� x(m)

1 , .., x(m)
i�1 �����µ��������µ� ���

��������µ���� ��µ�� x(m+1)
1 , .., x(m+1)

i�1 , ���� ��������� � µ������ Gauss-Seidel:

x(m+1)
i := { 1

aii
bi �

i�jX

j=1

aijx
(m+1)
j �

nX

j=i+1

aijx
(m)
j }, i = 1, ..., n. (4.3)

� µ������ Gauss-Seidel ����� ¨��������¨ ��� µ������ ��� Jacobi, ���� ����� ������

�� ���µ���� ������ ��� �� xm+1
j , j = 1, ..i� 1, ��������� ��������� ������������ ��� xj

��� �,�� �� x(m)
j . ����� µ������ �� �������� ���������� �����µ���� ��� �� ����� �

µ������ ��� Gauss-Seidel ��������� �������� ��� �� µ����� ��� Jacobi. ������ �µ��

�������� �����µ��� ��� �� ����� � µ�� ��� ��� ����� ��� µ������� �� ��������� ��� �

���� µ����� �� µ�� ���������.

����� µ�� ������������ ��������� �������, ��� ��� ����� ��� ��������� ����µ�-

���, ����� �� ��µµ������� , ������ ����µ���� ������� A 2 Rn,n. ��� ������, µ����� ��

���������� ��� ��������� � Gauss-Seidel, ���� ��� � Jacobi ���� �� µ�� ���������.

�����µ� D := diag(a11, ..., ann).

L :=

0

BBBBB@

0
a21 0 0
a31 a32 0
...

... . . .
an1 an2 . . . an,n�1 0

1

CCCCCA
, U :=

0

BBBBB@

0 a12 a13 · · · a1n
0 a23 · · · a2n

0
...

0
. . . an�1,n

0

1

CCCCCA

�����µ� ��� A = L+D + U ��� �� 4.2 ��� �� 4.3 ��������� ��� µ����

Dx(m+1) = �(L+ U)x(m) + b,

(L+D)x(m+1) = �Ux(m) + b.

���������µ� ������ ��� �� ��� µ������ ����� ������� ����������� ��� ������� µ���-

���

Mx(m+1) = Nx(m) + b, A = M �N.
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� µ������ Gauss-Seidel ����� ���������� µ� ��� Jacobi µ� ��� ������� ��� ���-

���µ���� ��� ��µ�� ���� ����������. � µ������ Jacobi ����� ������ ���� ���� ����� ���

����� ��� ���������� ��� � ������� ����� ������� �������� ��������� ��� ������ �����

µ������ � ����� �������� ������� ��������� ����������µ��. ��µ���� µ� �� ������ [36]

� Jacobi ���� ����µ��� ��� �������� ��� ����������������, ��� � Gauss-Seidel ���. ��

����µ���� ������������ µ������ �������� ��� ��� µ��������� ��µ���� ��� �� �������

�������� ��� ���������� ������������.

4.1.2 Successive Overrelaxation (SOR) ��� Symmetric Successive
Overrelaxation (SSOR)

� SOR (µ������ ���������� �������������) µ����� �� ��������� ����������� ���

��� Gauss-Seidel ���� µ�� ���� µ�������. ����� ����������� ��� ���� ��� ������� µ�-

����� ������ �����µ���� ��� ���������� ��� �� �������������� ����������� µ������

���������� ��������� µ� µ������� �������µ���� �������� ������ ��� :

����� � x(m) µ�� ������ ���������� ��� x ��� ���� x̄(m+1) � ���������� Gauss-Seidel.

� ���µµ���� �������µ�� ���� �� ����� :

x(m+1) = wx̄(m+1) + (1� w)x(m),

��� ���� µ�������� ����µ� ��� ��� � x̄(m+1), ��� ����µ���� ������������ ��� ��µ�� ���

����µ����� w̄ 6= 0 [36].

��� �� �����µ� Ax = b µ� aii 6= 0 �� ��µ� m ! m+ 1 ��� µ������ SOR �� ���� ��

µ���� :

x(m+1)
i =

w

aii
[bi �

i�1X

j=1

aijx
(m+1)
j �

i�1X

j=i

aijx
(m)
j ] + (1� w)xm

i ,

1  i  n ��� �� µ���� ������� �������� :

(D + wL)x(m+1) = [(1� w)D � U ]x(m) + wb.
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• ������, � ������� (D + wL) ����� ����������µ�� �� aii 6= 0 8i.

• ��� w = 1 � SOR ��µ������ µ� ��� µ����� Gauss-Seidel.

• ��� ������ ��µµ������ ��� ������ ����µ��� ��� 0 < w < 2 ���� ��������µ� ��� �

SOR ���������.

�� �������� ������������ ���µ� ���µ������ ���µ� ��������� ��� �� w ������� ��-

��µ����� ���������. �� �� w < 1, �� ���µ� ������� succesive underrelaxation (���-

������ �����������), ��� ��� w > 1 �� ���µ� ������� succesive overrelaxation. ��

�������� w ��������� ��� ��� ������ ��� ����� ������� �� �����������. � µ������ SSOR

, �����µ��������� ��� �������µ����� (preconditioner) ��� µ� ������� (nonstationary)

������µ���.

4.2 Krylov Subspace Methods

���� ������� Krylov ������� ���� �� �������µ�� ����� ������� ��������µ� ���� ���

������������ xi ��� ��� ���������µ� ���� �� ������������ �������� ����. � ���-

����� Krylov ����� � ����� ��� ��������� Kn(A, r0) = span(r0, Ar0, A2r0, . . . , An�1r0)

µ� r0 = b � Ax. ���� �� ���µ� ��� ��� ��� ����� µ���µ����� Alexei Krylov ��� ��

����µ���, � ������ ��µ������� ��� ����� ���� ������� µ� ���� �� ��µ� �� 1931.

�� ��� ������� Krylov Subspace µ������ ����� �� Lanczos, Arnoldi, Conjugate Gradient

(CG), Generalized Minimal Residual Method (GMRES), Flexible version of Generalized

Minimal Residual Method (FGMRES), Biconjugate Gradient Stabilized (BICGSTAB),

Quasi Minimum Residual Method (QMR), Transpose Free QMR (TFQMR) [30]. ��-

������ ������������� ��������� �� �������µ�� ��� µ������ ��� ������������ ���

µ���������� ���� ��������µ��� �������.
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4.2.1 GMRES

H Generalized Minimal Residual (GMRES) ����� µ�� ������������ µ������ ��� �����-

����� �� 1986. ������ ���� �������µ� µ� ��� ��������� ��������, �µ�� �������� �����

����������� ������� ���� ��� ����� ����µ������ ��µ��������� ��� ��� ��� ��µ����

������� ��� �� ��µ� µ��µ��. ����� ��� ��� ��� ���������� ��� ��� ������ ��� ����µ���-

��� ����� ���� µ� ��µµ������� ���µµ���� �����µ����. � µ������ ����������� �� ����

µ� ��� ������µ� ��� ��� ������� Krylov ���������������� �� ��������, (r0 = b � Ax

µ� � ��� ������ ����������� ��� b �� ���� µ���� ��� ���µµ���� �����µ����).

����� ��������� ��� ������� ���µµ���� �����µ���� µ� µ� ��µµ�������� �������

��� ��� ��� �������µ��� ����µ� ������������� ��µ���� � GMRES ������ �� µ������

�� ��������, ��������������� µ�� ��������� ���� ��� ��� ���� ��� ������. �����-

���, ���� µ����� �� �������� �� µ��������� �������� ����� µ��µ�� ���� �������

���µµ��� �� ����� µ� ��� ����µ� ��� ������������� ��µ����.

�� ������µ� ���� ����µ���������� ��������, �������� ������������ ��� �����-

�������� ����������� ���� m ��µ��� µ� ��� GMRES(m). ���� �������� µ��������µ�

��� µ������ GMRES ����� ��� ������ �� ������������� ��� �� ��������� �������� ��

������µ��� ��� ���� � ���� ��� �����µ���� ������� ��� ��� ��� ��������� ����� �

�������� ��� ����� �����µ��� [31]. � �������� ������ �������� ��� �������� ���-

���µ���� ����� � ������µ��� ������ ��� GMRES(m). � ������� ��� m ��� ����� ������

���� ����� ���� �������� ��� ������� ������� µ� �� �����µ� ��� �����µ� �� ����

���������. � ������� µ����� m µ����� �� ��������, ���� �� ��µ���� ������ ��������,

���� ���µ� ��� ��� µ� �������� ��� µ������. ��� �� ����������µ� ��� ������ ���

�������µ���� ����� ����������� � ������������ ����� ����������. ���� �� �������

���� ������� ���� �����, ������������ ��� �µ������ ��� ��������� ��� ��� ������ � ���

�� ���� µ���� ������ �� b.

�������µ��GMRES
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��������� r0 = b� Axo � := ||r0||2, and v1 := r0/�

��� j = 1, 2, . . . ,maxit

��������� wj := Avj

��� i = 1, . . . , j

hij := (wj, vi)

wj := wj � hijvi

����� ���

hj+1,j = ||wj||2.
��� hj+1,j = 0, ���� m := j ��� break

vj+1 = wj/hj+1,j

����� ���

������µ� (m+ 1)⇥m Hessenberg matrix H̄m = {hij}1im+1,1jm

����������µ� �� ym ��� ������������� ||�e1 � H̄my|| ��� xm = xo + Vmym

r = b� Axm

��� ||r|| ������ µ���� ����, break

�������µ�� GMRES(m)

��������� r0 = b� Axo, � := ||r0||2, and v1 := r0/�

��� l = 1, 2, . . . ,maxout

��� j = 1, 2, . . . ,m

��������� wj := Avj

��� i = 1, . . . , j

hij := (wj, vi)

wj := wj � hijvi

����� ���

hj+1,j = ||wj||2.
vj+1 = wj/hj+1,j

����� ���
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������µ� (m+ 1)⇥m Hessenberg matrix H̄ = {hij}1im+1,1jm

����������µ� �� ym ��� ������������� k �e1 � H̄my k2, ��� x0 = xm + Vmym

r = b� Axm

��� ||r|| ������ µ���� ����, break

������ xo = xm ��� v1 = r/�

����� ���

��µ���� µ� ��� �������� �������µ� ��������� ��� ���� ����������� ��� ��� µ�����

GMRES(m). ���� ��������� µ����� ��� �������������� ��� �������µ�� ������� ���-

������ ���������. �� m ���������� ����������� ��µ�������� �� ���� ��� ��������

Krylov. �� ��������� ��������� �������� �� ������ ��� m ���������� �����������

µ����� ��� �������������� ��� �������µ��.

4.2.2 BICGSTAB

� µ������ Biconjugate Gradient Stabilized Method, ������ ��� �� BiCGSTAB, �����

µ�� ������������ µ������ ��� ����������� ��� ��� H.A. van der Vorst ��� ��� ���-

���� µ� ��µµ������� ���µµ���� �����µ����. �������� ��� ��� biconjugate gradient

method (BiCG) ��� ���� �������� ��� �µ�������� �������� �� ����� µ� ��� ������

������ ��� BiCG.

� �������� µ������ ������ ���� µ������� ��� �������� Krylov ��� ��� ��� ����

��� �����µ���� Ax = b �������� ��� µ�� ������ ���������� x0. ������ �� ��µ������

��� � BiCGSTAB ���� ��� �������� ���µ����µ��. ����� ��������� ��� � µ��� ���������,

���� �� µ�� �������� ������ �������. �� ���� ��µ������ ��� ���� TFQMR ��� ���������

���� ��������. ������, ������� ��� ������������µ��� µ����� ������ ��� ������µ�-

��� ��� ������� ��������� ����µ���. �����µ������ ��� ��������� ����µ��� �����������

��� ��� BiCG ��� ��� CGS (Conjugate Gradient Square). � µ������ ���� µ����� ��

��µ������� �� �� ������ ��� BiCG ��� ��� �������µ����µ���� ����µ���� ��� GMRES.
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�������µ�� BICGSTAB

��������� ro = b� Axo, r⇤o ������

po := ro

��� j = 0, 1, . . . ,maxit

aj := (rj, r⇤o)/(Apj, r
⇤
O)

sj := rj � ajApj

wj := (Asj, sj)/(Asj, Asj)

xj+1 := xj + ajpj + wjsj

��� ||b� Axj+1|| ������ µ���� ���� break, ������,

rj+1 = sj � wjAsj

�j :=
(rj+1, r⇤o)

(rj, r⇤o)
⇥ aj

wj

pj+1 := rj+1 + �j(pj � wjApj)

����� ���

4.2.3 FGMRES

��� ��µ��� ���� �� ��������� ����������� � �������µ��µ��� ������ ��� µ������ ���

�������� Krylov. �������� � �������µ��µ��� CG, � �������µ��µ��� GMRES ���

�������� �����. �������� �µ�� �������� ������������� ����������� ��� �����������

������ ���������������, ���� ��� ��������µ� �� ������� � preconditioner ��� ��µ�

�� ��µ�. ������� ����������� ���µ������� ��������� ����������� (flexible iterations).

��� �������� ������������ µ������ ����� � FGMRES (Flexible- GMRES), ���� �����

������� ����� ������ �������µ����.

�������µ�� FGMRES

1. ��������� ro = b� Axo, � = ||ro||2, ��� v1 = ro/� (1)

��� j = 1, . . . ,m

��������� zj := M�1
j vj
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��������� w := Azj

��� i = 1, . . . , j

hi,j := (w, vi)

w := w � hi,jvi

����� ���

��������� hj+1,j = ||w||2 ��� vj+1 = w/hj+1,j

������µ� Zm := [z1, . . . , zm], H̄m = {hij}1im+1:1jm

����� ���

����������µ� �� ym ��� ������������� ||�e1 � H̄my||2 ��� xm = xo + Zmym

��� ||b� Axm|| ������ µ���� ����, break

������, ���� xo  xm ��� ������� ��� 1.

4.2.4 TFQMR

� µ������ Transpose -free QMR (TFQMR) ��������� ��� ��� Freund [12] ��� �������-

��� ��� ��� �������µ� ��� CGs ����� �� �������µ�� ����� ��� ����������� ����������

�� ���������������� ��� ���µ� ��� ��������� ro = b�Axo. �� quasi-residual �������-

��� µ� �� ����µ����� ��������.

�������µ�� TFQMR

��������� wo = uo = ro = b� Axo, vo = Auo, do = 0

to = ||ro||2, # = ho = 0

������� r⇤o ���� ⇢o ⌘ (r⇤o, ro) 6= 0

��� m = 0, 1, 2, . . . ,maxit

��� m ������ ����

am+1 = am = ⇢m/(vm, r⇤o)

um+1 = um � amvm

����� ���
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wm+1 = wm � amAum

dm+1 = um + (#2
m/am)hmdm

#m+1 = ||wm+1||2/tm, cm+1 = (1 + #2
m+1)

�1/2

tm+1 = tm#m+1cm+1, hm+1 = c2m+1am

xm+1 = xm + hm+1dm+1

��� ||b� Axm|| ������ µ���� ���� break, ������

��� m �������� ����

⇢m+1 = (wm+1, r⇤o), �m�1 = ⇢m+1/⇢m�1

um+1 = wm+1 + �m�1um

vm+1 = Aum+1 + �m�1(Aum + �m�1vm�1)

����� ���

����� ���

4.2.5 CG

� CG µ������ ����� ��������� ��� ��µµ�������� ������ ����µ����� ������� SPD. ��

���� ��� ��������� � �������� ��������� ��������� ��� �� ������ ���������� ��� ����-

��. ��� �� ������µ�� ����� ���� ����������µ���� ���� �� ��������µ� ��� ��µ���������

��� ��������� µ����� �� ����� ���µµ��� (superlinear).

�������µ�� CG

��������� r0 = b� Axo, po := ro

��� j = 0, 1, . . . ,maxit

aj := (rj, rj)/(Apj, pj)

xj+1 := xj + ajpj

��� ||b� Axj+1|| ������ µ���� ���� break, ������,

rj+1 := rj � ajApj
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�j := (rj+1, rj+1)

pj+1 := rj+1 + �jpj

����� ���

� ��µ�������� ��� ��������� µ��� ������������� µ������ ��������� ��� �������

����µ������, ���� ����� � �����µ� ��� ������µ�� ��� �� ������ ��� ���µ��������� µ�-

���� ��� ����������µ����. ����µ����� ��� ��� ���� ������������� ��� µ������� ���

�����µ������� ��� ������������� µ������� ����� ��������. ��� ��� �� �������� µ��-

���µ� �� �����������µ� ��� � ������� ��� ���������� µ������ ��� ��� ������µ� �����

�������.

�� ������������� µ������ �� ���������� �������, ������ ��� ��������µ��� �����-

��� µ����� �� µ�� �������������. �������� ����������� ���� �� ���µ� ��� ��������

��� ���������� ��� � �������� ����� �������� �� ����� µ� �����, ���� ���������� �����

��������� ������ �� ����� µ� ��� ������ �������� Gauss, ���� � ������� A = LU .

� L ������� ����� ���� ���������� µ� µ������ ��� ��������. ���� ��� �� ��������

�������� ���� ��������������� ��� ���������, ��� � ������� U ����� ��� ����������

��� ��������� µ��� ��� ������������� ��� ������� ������.

4.3 �������µ����� (Preconditioners)

�� ��� ��� �������µ��� (preconditioning) �������µ���� ���� µ�������� ��� �����-

µ���� Ax = b, �� ��� ���� �� ����� �� ���� ��� ���� ���� ���� µ� ��������� ���������

��� ��� ������������ ���� ���. � �������� µ��� ������������� µ������ ���������

��� ��������µ���� ��������� ��� ������µ�� ��� ������ ����������� ��� ���µµ���� ��-

���µ���� ��� ��� �� ���������� �����, ����� µ���������µ� �� ���µµ��� �����µ� ��

��� ���� �������������. ���� � ���������� ����� ������ �� �������µ��� (precondi-

tioning). � �������µ����� ������, ����� ���� ������� ��� �������� ���� �� µ��������

��� ���µµ��� �����µ�.
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�� ��� �������µ��� ���������µ� �� ���������µ� ��� ���µ������ ��������� ���

������ �����������. ��� ��� ��µµ������ ��� ������ ����µ��� ������ ��� ��������µ�,

� ���� ��������� ��� conjugate gradient µ������ ��������� ��� ��� ����� µ� ��� �����

����� ����������µ���� �� ������µ�� ��� ������ �. ������ � µ������µ����µ���� �������

�� ���� µ�������� ������ ���������� ��� �� ������µ�� ��� �� ���������� ���� ��� 1.

��� µ� ��µµ�������� �������, ���� ������ ��� µ�����µ� ���� ������� ������� �

��������� ����� ����������� ��������� ��� �� ������µ�� µ����� �� µ�� �����������

��� �������� ��� µ� ��µµ������� ������, ���� ��µ������ µ� ��� GMRES [7]. ������

����, ��� ���µ� ���µ�����µ��� ��� �� 0, ����� ���� �� ��������µ� ������� ���-

�����, ������ ���� ����������� ��� � µ������µ����µ���� ������� ����� ���� ����� ����

��������.

��� � ����� ���� ����������µ�� ������� ��� ����������� ��� �, ���� �� ���µµ���

�����µ� M�1Ax = M�1b ���� ��� ���� ���� µ� �� �����µ� Ax = b ��� µ����� �� �����

������. � ������� � ������� ������� �������µ���� ��� �������� ����µ������ ���

��� �������� ������ (left). �� �����µ� µ����� �� �������µ����� ��� ��� ����� (right),

AM�1y = b, x = M�1y, ���� µ����� �� ������� � �������µ�� ���� split preconditioner,

������ M�1
1 AM�1

2 y = M�1
1 b, x = M�1

2 y, ���� M = M1M2. �� ����� �������µ����

��� �� �����µ�������� (��������, ����, split) ��������� ��� ��� ������������ µ�����

��� �� ����µ�����. ���� ������������� µ������� µ� �������������� ��������� ����

����� � Gmres, �����µ��������� �������µ��� ��� ����� �������. �� ����µ������� �-

�������µ��� �� �������� ��� �����µ���� ��� ���� ����µ����� �������µ��� ��� �����

����� ���� µ� �� �������� rk = b� Axk.

������µ����� ����� ��� �� ������� M�1A,AM�1 ��� M�1
1 AM�1

2 ����� �µ���� ��� ����

��� ����� ����� ������µ��. ���� ��������� ��� � A ��� � M ����� ��µµ������� ��� ������

����µ���� (SPD), � �������� ��� CG µ������ �� ����� ���� ��� ���� ��� �����������.

��� ��� ���� ������ �µ�� , �� µ� ��������� ����������� ���� ��� ��� GMRES � ��µ-

�������� ��� ��������� ��� �� ����� ��� �������µ����. ����� �������µ����� ���������
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�����, ���� �� ���µµ��� �����µ� ��� ��������� �������� �� �������� :

• µ����� �� ����� ������ ��� �������,

• ��������� ��������� ����� ��� �������� µ������ ������������� �����.

������ � �������� �� ����� ����������� ��� ���������� �� ������ �� ����������� ���

�� ����������� ��� �� ����� ������������ ���� ������� ������������. �� ��������

���������� ��� ��� ������� ���� ������ �������µ���� �� ������ �� ���������� �� ����-

����� µ����� ����. �� ������� �� ���� �� ������� �� �������� ������� ����� ��������

�� ������������ ���� ��� ������. � ������ ��� �������µ���� (preconditioning) ������

�����, �� ������� ��� �������� ��� ������������� µ������ µ��������� ��� ����µ� ���

����������� ��� ����������� ��� ��� ��������, ����� �� �������� �� ��������µ�� ���

��������� [7].

�������� �������������� �� �������� �������µ���� ILU0, ILUK, ILUT �� ����-

�� �����µ���������� ���� �������µ� µ��. ��� ���µ��� �������� �������������� ��

���������µ��� ��� �� µ��������µ��� ���� ������� µ� �� ������µ� ��� ������� ����

���� �� ���� ���������. ������������� � ������ µ� ��� ����� ������ �� ������ �������

���� ����� ��� ��� ������������ µ� �� µ������� ��������µ���� ����µ�����.

4.3.1 ILU

��� ������ �������� ��� ������ ���� � ������� ��� �����µ���� ����� ��������� ������,

�����µ��������� ����� µ�� ��������� ��� ���������������� LU . � ������ �������-

�������� ILU . � ������� M = LU ���������� ��� µ���� ���������������� µ� ����

������� L ��� U ���� ��� ��� ����������� ����������. � ������� M ���������� ����

M�1 �� �������� ������������� ���������� ��� A�1. � ���µ���� ������ �������-

�������� ���� ����� ����� ���� ��� ��������������� ��� ������ M ����� �������� ��

�������� ��� ���� ��� ��������������� ���� µ������� ��� ���� ��� �������� ��� ������

µ� µ������� [15].
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� ������ ��������������� ��������� µ�� ��������� �������µ����, ���������� µ� ��

������� ��µ��µ���� ��� ��� ����������� ��� ��� ��µ�� ��� ������ ���� ��� �� ��µ� ���.

���� �������� ����� ������µ��� ������������� ������� ��� ���������� ������µ���.

������� ������������ µ������ ���������� ���� �������� ��������� ���� ��� ��������

Gauss µ� ��� �������� µ��� ������ ������� ��������� µ����� �� ����µ����� ��µ�

���������.

4.3.2 ILU0

� no-fill ILU , ������ � ILU(0) µ������ �������µ���� ����� ������� ������ ���� �-

���µ��� ���. �� ������������ ��� ������ ����� ���� µ���� ��� ��� µ���� ���µµ���

�����µ��� ����� ��������µ�����. ��� ������� ������ ������µ��� ������������ �� ����-

���µ�����. ��µ��, ��� ������µ��� ��� ���������� µ� µ����� ������������ ������ ��

no-fill ����������������� ������ �� ��������µ� ������������ ������������ ��� ������

A ��� � ����� �������µ����� µ� ������ ��µ��µ� (fill in) ����� ����������. �� ������

��µ��µ� ��� ������ �������� �� ���� :

levij =

⇢
0, if aij 6= 0 or i = j
1, otherwise

(4.4)

��µ��, �� ������� ��� ��µ��µ���� ����������� µ� ���� ��� ����

levij = min{levij, levik + levkj + 1}. (4.5)

������µ� l ���� µ� �������� ������� ����µ�. �� ��� µ����� ILU(l), ��� �� ��µ��µ���

�� ����� �� ����� µ��������� ����µ����� ��� �� l �� ����������. �����, ��� l = 0, ��

����µ� ��� preconditioner ILU(0). �� ������ ����������� � ILU(1) ����� µ�� ��µ������

�������� ��� ILU(0). ������ ����� � ����� µ������ ��µ�� ��� l, ����� ������ ����µ�-

��� �������� ������µ����, ����� ���������� �� ������������ ����� ����� �������µ�

��� ��µ� ��� l. � ��µ� ��� l �������� ������� µ� �� ������µ� ��� ������� ���� ����

�� ���� ���������. ��� ��������µ� ������� ��� ����� ���� µ����� ��� �� �� �����

�������� ������µ���� (diagonally dominant) � ILU(l), ������� ��µ��µ��� �� ����� ��
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����� ���� µ���� �� ������� ��µ� ��� ���� �� ����µ� �������µ��� ��µ���� ���������.

���� ����µ���������, ��µ��µ��� ��� ������������ ��µ������ ���� �������� ��� pre-

conditioner ������������� ��� �����µ����������.

Drop tolerance: � ����µ����� ���� ����� ���� ������� ����µ�� t ��� �����µ���-

����� ��� �������� ��������� ���������. ��� ������� ���������� ��������� µ�����

�� �����µ�������� ��� ����µ���� ��������� ��µ��µ��� ��� ������ µ��� �� ����� µ�-

�������� ��� t. ��� ������� ��� ����� ����� ����µ��µ���� (badly scaled) µ����� ��

µ�� �������� �� ���µ���µ��� ��������µ��� ��� ��� ����� ��� ����������� �� (relative

drop tolerance) ������� ���� ��������� ����� �����µ�����. ����� ������ �������� ���

���µµ�� i ��� ������, �� ����µ���� ��� ��� ��µ��µ� ��� ������ µ��� ���� ���������

��� ����� µ��������� �� ������� ��µ� ��� �� t||ai⇤||2 ���� ai⇤ ����� � i ���µµ� ���

������ A.

���� µ��������µ� ��� �������� ����µ���� ����� � ���������� µ� ��� ����� �� ��-

���� ������� ��� ���������� ��µ�� ��� �� drop tolerance, ����� � ���������� ����� ��

�������� ����µ�� µ���� ��� ������ ��� �������������� ��µ��. ��� ���� �������� ���

������ �� ����µ��������� ����� ���� �������� ��� ����������� ��� ������ ����������

LU . �� ���� ��µ� ��������� �� ���������� �� ��µ��µ��� ��� ����� µ�������� ��� ��

����µ��� (t||ai||2), ���� �� ��������µ� �� �������� p µ� �� µ��������� µ������ ��� ���µ-

µ�. � ��������� ��� �������� ��������� �� ���� ���µµ� ��� ������ ���������� ��

�������� �� ���� p µ� µ������� �������� ���� ������ ��� ��� ������� µ� µ�������

���� ������ ������ A. ���� µ����� �� ����µ����� ��� �� ����� ���µ� �� ������µ���

��� ������ ��� ������ A �� µ� µ������� �������� ��� ����� ������µ�µ��� �µ���µ����.

� �������µ����� ��� �� �������� �������� �� ILUT (t, p) µ� t �� drop tolerance ���

p �� ��������µ��� ������� ��µ��µ���� ��� ����� ��������� �������. �� ��������� ���

�������� ��� ��������µ���� ��µ�� ��� t, p ���� ����� �� �����µ� µ�������� ��µ� ��� t �

µ��������� ��� p.

�������µ�� ILU(0)
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��� i = 2, . . . , n

��� k = 1, . . . , i� 1 ��� ��� (i, k) 2 Nz(A)

��������� aik = aik/akk

��� j = k + 1, . . . , n ��� ��� (i, j) 2 Nz(A)

��������� ai,j := ai,j � aikakj

����� ���

����� ���

����� ���

4.3.3 ILU(k)

�� µ����� ������µ��� � ILU(0) µ����� �� ����� ��������� ��� ��� ��������. �����-

µ������µ� ��� ILU(k) � ����� ������� ��� ������ ��� �������� ��µ��µ����. �� k �����

����� ���� µ� µ�������� ������� ��������. ���� �������� ��� ��������� Gauss ���� ���

������� ��µ��µ���� �� ����� ����������� ��� �� ����� 4.5.���� ��������� ��� � ����-

��� ����� ������ ��������� ��� µ��������� ����� �� ������� ��µ��µ���� ���� µ���������

�� ����� �� ��������. �� ���� ��������� � �������� ������� µ� ���� ��� ��µ� ��� ���-

����� ��µ��µ���� ��� ���� ���������. ��� ������ ��������� �� µ������ ��� ���������

���������� ��� �� ������� ��µ��µ����.

ALGORITHM ILU(k)

��� ��� �� µ� µ������� �������� aij ������µ� lev(aij) = 0

��� i = 2, . . . , n

��� ���� k = 1, . . . , i� 1 ��� ��� lev(aik)  k

��������� aik = aik/akk

��������� ai⇤ = ai⇤ � aikak⇤

�������� levij = min{levij, levik + levkj + 1}
����� ���
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����������� ���� ��� ������ i µ� lev(aij) > k µ� µ����

����� ���

� �������� �������µ�� ���� ������ µ��������µ���. ������, �� ������ ��� �������-

�� ��µ��µ���� ��� � ������������� ������ µ��� µ� ��� �������µ� ILU(k) ��� µ������

�� ����������� ��� k > 0. ��������, �� ������������ ������ ��� ��� �������� ���

�������� ���� ��������� µ����� �� ����� ���� µ�����.

4.3.4 ILUT

���� ������ �������µ� ��� �������µ���� Incomplete LU µ� ����� (threshold) (ILUT )

��������� µ�� ����� ������� ��� ��� �������� µ����� ���������. � �������� ���� ����-

����� ��µ����� ���� ��� ������������� ��� µ� µ����, ���� ���������� �� ��������µ���

��������. � ������� ��������� µ����� �� ����µ����� �� µ�� �������� ���µµ� ���

������ ���������� µ� ��� ���� ������ ��� �� �������� ��� ��� ������������� �� �������

��� ��µ� ����.

�� �����µ��� ��� ������� ���� ILUT ����� �µ��� µ� ���� ��� ������� ���������-

������� LU. ��� �� �������� �������� ��� ������� ������ ����� ������ ��� �� ��������

����� ��������� �������� ���� ���� ��� ����µ���� �������� ��� �������� ���������

���������, �� ������� ��� ���������� ���� ��� ��������������� �� ����� ��� �����

��������� [30].

�������µ�� ILUT

��� i = 1, . . . , n

w := ai⇤
��� k = 1, . . . , i� 1 ��� ���� wk 6= 0

wk := wk/akk

������µ� ��� dropping rule ��� �� wk

�� wk 6= 0 ����
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w := w � wk ⇤ uk⇤

����� ��

����� ���

������µ� ��� dropping rule ��� ��� ���µµ� ��� wk

li,j := wj ��� j = 1, . . . , i� 1

ui,j := wj ��� j = 1, . . . , n

w := 0

����� ���

4.4 ���������� ��������/���������

������� ����� � ��µ� ��� ��������� ��� ���µµ���� �����µ���� ������ �� ������� µ�

����� ������ ����������. ��� ���� �� ���� ����� ��������� � µ������µ����µ�� ���

�����µ���� µ� ��� ���������� µ���������, �� ��� ���� µ� ��������� ���������. � �����-

����� µ������µ����µ�� ��� �����µ���� ���µ������� ���������� ����������� ��������

��� ��������� ��� �����µ��������� ��� ��

• µ������� �� fill in (��µ��µ���),

• ��� �� ����� �������� ���� ����µ��� ����������������,

• �� ���������� ��� ����������� ��� ������ ����������������� (incomplete facto-

rization),

• ��� �� ������ ����������� �� ���������� � ���µ�� ��������� ��� µ������ ����-

���µ���� ��� �������� Krylov [7], [6].

����� P ��� Q µ���������� ������� ��� �����µ���� Ax = b, �� �����µ� µ����� ��

�������������� ��� �� �������µ� (reordered) PAQy = Pb, µ� x = Qy ��� ��������µ�

��� PAQ. �������� ���������� �� ������������ Cuthill-McKee (CMK) ��� reverse

Cuthill-McKee (RCM).
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4.4.1 CMK

� ���������� Cuthill-McKee (CMK) ����� ���� �������µ�� ��� µ��������� ��� �����

������ ��µµ������� ������ ��µ�� �� ��� ������ µ����� ����� (banded) µ� µ��������

�����. ���� �������� �������µ� ������ ������� ��� ������� ��µ��� ��� �� ���������

� ������ �������. �� ������µ� p �������� ��� ����� µ� ��� ��µ���� µ� ��� ����� ���

���������� ��� ����������, ������ ���� ����������� �� ������� ��������.

�������µ�� CMK

�������µ� ��� ������ ��µ�� u

�����������µ� S = {u}, seen = 1, p(seen) = u ��µ����� �� u

�� seen < n, ����

Snew = ;
��� ���� ��µ�� u ����

p(+ + seen) = u

��� ���� µ� ��µ���µ��� w �� adj(u) ��������µ� ��� �� µ�������� ��

µ��������� ���µ� ��� �����µ�

Add w to Snew

��µ����� �� w

����� ���

S := Snew

����� ���

����� ��

4.4.2 RCM

� �������µ�� ����������� reverse Cuthill-McKee ����� ������� � ����� �������µ�� µ�

��� Cuthill-McKee µ� ��� ������� ��� �� ��������µ��� ��� ����� �������� �����
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��� ��� RCM �� µ��� ����µ� h = 1 µ� Nx = 15.
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���µ� 4.2: ����� ������ ����� II µ��� ��� ����� ��� CMK
��� ��� RCM �� µ��� ����µ� h = 1 µ� Nx = 15.

��������µµ����� �����. �������� ����� ������ ��� � ���������� reverse Cuthill-McKee

(RCM) ����� �� �������� ��������µ��� �� �������� µ� ��� ��������� µ�������, ������

���� ����µ����� µ� �������µ���� ILUT ��� ������������ �������µ���� �������� ���

������� ����µ����� µ� ��µµ�������� ���� µ� ��µ� ��µµ������� [7].

� RCM ����� �������� �� ����� µ� ��� ��������� ��� µ��� ��� ��� ������� ���, ����

��� ����� ����� ���� ������ µ� µ���� ����µ� ���������. �� ���� ����� �� µ�������

������ �� ��� ��� ������ �� �����µ��������� � RCM �� ����µ��� ���� ������� ����� ��

�����µ�������� ���������� �����������. � RCM ����� µ�� µ������ ��� ��������� µ���

���� ����� ��µ� ��� ������ ��� ��� ���� ����µ������ ��µ�� ��� ��������� ��� ��� ��������
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��� CMK ����� ��µ��� ��� ����������� ��� ��� ������������� ��������������.

��� ���µ� 4.1 �������� � µ���� ��� ������ ����� I (equilateral) µ� ��µ� 2.10 µ���

�� ����� ��� ����������� Cuthill-McKee ��� reverse Cuthill-McKee ��� µ��� ����µ�

h = 1 ��� Nx = 15. ��µ��� µ���� ����� ���� �� ������� ����� ��� ����� �����������

��� ��µ�� ��� µ���� ����µ��. ����� �� ��������� ����� ����µ���� µ����� 2.9, 2.15,

2.18 µ��� ��� ����� ��� ����������� ����� µ���� 4.2.
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�������� 5

����µ����� ��������µ���

�� ���� �� �������� ������� �������� ��� ��µ��������� ��������� µ������ ��� ���

������� ���µµ���� �����µ���� ��� ���������� ��� ���� ������� ����� I,II,III,IV ���

���������� ��� �� ���������� ����µ��� ��� �������������� ���� ��������� 2.4.

������, µ��������� � ��������� µ� ������� ����� h = 1 ��� �������� ��������� ��

tol = 10�5 ��� ���� �������µ����� ��� ��� �������� ����������� ������������ ��µ�� ���

µ���� ����µ��. ������µ� µ��� ����µ� ��� �������� ��� ����������� ��� ��� �������

��µ��� �������� (��. ���µ� 2.1). �� ������� ���������� ��� �� ������������ �����

[0, 1] ⇥ [0, 1]. ���� ������ 5.1 �������������� � �������� ��� ������� 2N ⇥ 2N ���

�� ������ ��� µ� µ�������� ��������� (Nz) ��� �� ����µ��� ����� I,II,III ��� IV µ�

������ ������� Nx = 15, Nx = 30 ��� Nx = 60 ��� µ��� ����µ� h = 1m, h = 10m,

��� h = 100m.

5.1 ������ ������� ��� µ��� ����µ� h = 1m.

����� ������� 5.2 �������������� �� �������µ���� ����������� ��� ��� �������� ���

������������� µ������ GMRES, BiCGSTAB, CG ��� TFQMR, �� ������ ����µ�������

�� ����� ���� ������ ����µ���� µ� ������ ������� ��� ���� ����µ����. ��� ��� ����-

���� �������� ��� µ������ ��� ���� ����µ���� �������������� ��� �� ��������µ���,

�� ���������, µ� ����� �������µ���� ILUT(300) ��� �������� ��������� ��������� ��

10�5.
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����� ����µ���� ��� µ��� ����µ� h = 1m, 2N ⇥ 2N (Nz)

Nx ����� I ����� II ����� III ����� IV
15 352836 (7339) 925444 (12905) 262144 (6430) 352836 (7715)
30 4857616 (28436) 13853284 (50806) 3694084 (25163) 4857616 (29746)
60 74132100 (118293) 214388164 (201931) 55383364 (99258) 74132100 (118293)

����� ����µ���� ��� µ��� ����µ� h = 10m, (Nz)

Nx ����� I ����� II ����� III ����� IV
15 (7339) (12905) (6430) (7715 )
30 (28436) (50806) (25163) (29746)
60 (114196) (201931) (99258) (118293)

����� ����µ���� ��� µ��� ����µ� h = 100, (Nz)

Nx ����� I ����� II ����� III ����� IV
15 (7457) (12909) (6422) (7713)
30 (28839) (50828) (25167) (29741)
60 (114987) (202073) (99253) (7714)

������� 5.1: �������� ������� ��� ������� ����.

��� ���� ������� �������� ��� ����� ��������µ� �� ����µ� �� ����������� ����-

������, ����µ��� ��� �� ����µ���µ� ����� � ������� ���� ����� µ��������� ��������

��� ��� ��� ������� ��� �� ���������� ������������ �����������.

������, ���������µ� ��� � ����µ�� ��� ����������� �������� ���� �������� �����-

�������� µ�������. ������, ����� ������� ����� I (equilateral) ��� ��������� ����µ�

µ� ��� µ����� GMRES ����µ� �� µ�������� ����µ� ����������� ��� µ� ��� CG ���

µ��������� ����µ�, ��� ��� ��������� ��������µ� � BiCGSTAB ����� ��� ��������� �-

���������� ��� � GMRES ��� ������������. �� ��� ����� �������µ���� ������ ����µ�

�������� ������� ���� ����µ� ��� �����������, ���� ��� ���� ���µ���µ���. ����-

���� ����������� �µ��, ��� µ� �� ����� �������µ���� ��� ������������� ��������,

��������µ��� �� ������� ����� II,IV.

�������� ����� ������� 5.3 ��������� �� ����������� ��� �� ����µ��� ����� II,

IV µ� ����� �������µ���� ILU0. ���������µ� ��� ��� ��������� �����µ��� ��� ����-

µ� ��� �����������. ���������, ������ ����µ�� ��� �� ����µ��� ����� I, III ���
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��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� I,
h = 1, 15 279 (4) 281 (5) 385 (5) 301 (5)
ILUT 30 810 (5) 66 (5) 1712 (6) 631 (7)

lfil = 300 60 2572 (7) 1459 (7) 1203 (11) 1213 (9)
drop = 10�5

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� II,
h = 1, 15 262 (15) 219 (17) 337 (-) 197 (17)
ILUT 30 536 (-) 315 (-) - (-) 311 (-)

lfil = 300 60 2272 (-) 599 (-) - (-) 611 (-)
drop = 10�5

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� III,
h = 1, 15 267 (4) 213 (5) 230 (4) 3617 (5)
ILUT 30 727 (4) 495 (5) 427 (4) - (5)

lfil = 300 60 2450 (7) 1029 (7) 869 (7) 914 (7)
drop = 10�5

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� IV,
h = 1, 15 1999 (4) 581 (5) - (5) 649 (5)
ILUT 30 - (6) - (7) - (7) - (7)

lfil = 300 60 - (8) 3365 (9) - (-) - (9)
drop = 10�5

������� 5.2: ������ ����������� ����� ��� µ� �� ����� �������µ���� �� ���������
ILUT ��� µ��� ����µ� h = 1m ��� ������� ����µ���.

��µ������� ��� � �������µ����� ��� ��������� ��� ��µ�� ������������ µ�����. � �-

������ ��� �������µ���� ILU0 µ������ ��µ������ �� �������� ����� ��������µ�� µ�

�� µ��������µ� µ��� ����� ����������� ��� ����������� ������.
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��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� II, 15 - 34957 - -
h = 1, 30 - - - -
ILU0 60 - - - -

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� IV, 15 206 181 - 187
h = 1, 30 499 363 - 361
ILU0 60 1326 729 - 777

������� 5.3: ����������� µ� �� ����� Preconditioner ILU0, ��� µ��� ����µ� h = 1.

����� ������� 5.4 �������������� �� ��������µ��� ��� µ������ µ� ������� ����-

���µ���� ILUk µ� k = 300 (k := ������� ��µ��µ����).

������������� ��� �� µ������ µ� �������µ���� ��� ILUT (������� 5.2) �������� µ���-

������ ����µ� ����������� �� ����� µ� ��� ������� ��� �������µ���� ILUk, ���� �

���������� ��� ������ A�1 ����� �������� ��� ������� ���������. ���� ��������� ���

������� ��� � �������µ����� ILUk ��� ���� �������� ���������� ��������� ���������.

������ �� ������ ��������µ�� ��� ����� ��������� ��� �������µ���� ����� �������.

��� ��������µ� � ILUk ��� ����µ� ����� III ��� Nx = 60 ���������� 2.24s µ� �� µ�����

GMRES ��� ���� ���������� ��������� � ILUT ���������� 1.58s. ����� ������� 5.5

������������� � �����µ������ ��� �������µ���� ILUk ��� ���� ������������ µ�����.

�������, ����� ������� 5.6 ������ �����µ��� �� ��� ����������� ��� �����������

��� ��� ������� ��� ������µ���� µ� ��� ����� µ��� Reordering CMK. � ����µ�� ���

����������� ����� µ������ ��� �� ����µ��� ����� IV ���������µ� ��� ��� ����������-

��� ���� ��� � ��������. ������, � ������ ��� ���������� ��� �� ����������� � µ������

����� ������ µ����� ��� ���� ������µ���� ��� ��µ�����µ� ��� � ����� ��� Reordering

����� µ�� ������ ������� ���������� ��� �� �������µ� µ� preconditioning �� µ�������
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��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� I, 15 2 3 2 3
h = 1, 30 2 3 2 3

ILUk(300) 60 2 3 2 3

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� II, 15 2 3 2 3
h = 1, 30 2 3 2 3

ILUk(300) 60 - - - -

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� III, 15 2 3 2 3
h = 1, 30 2 3 2 3

ILUk(300) 60 2 3 2 3

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� IV, 15 2 3 2 3
h = 1, 30 2 3 2 3

ILUk(300) 60 3 3 3 3

������� 5.4: ����������� µ� Preconditioner ILUk ��� ����� ���� ������ ����µ����
µ� µ��� ����µ� h = 1m.

�� ����� �� �����µ��� ��������µ��� ���� �� �����������µ� ��������.

�������� ��������� �� ����������� ��� � ������ ��� ���������� ��� ��� �������

��� ���µµ���� �����µ���� µ� ��� ����µ��� ��� ��� ��������� µ������ µ� ����

�� ��������µ��� µ��, ��� GMRES ��� ��� µ������ BiCGSTAB. �� T ��µ�������µ�

��� �������� ����� (total time) ��� ���������� � �������µ�� µ�� ��� �� �������� ��
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��������� Nx ����� I ����� II ����� III ����� IV

������ (s) ���, 15 0.013 1.006 0.01 0.015
ILUT (300), 30 0.13 - 0.11 0.16
drop = 10�5 60 1.84 - 1.58 1.95

��������� Nx ����� I ����� II ����� III ����� IV

������ (s) ���, 15 0.014 1.59 0.012 0.015
ILUk(300) 30 0.19 87.3 0.15 0.19

60 2.62 - 2.24 2.69

������� 5.5: ������������� ������ ��� Preconditioner ILUk, lfil = 300
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���µ� 5.1: ���������� ��������µµ� ��� �������µ����� ILUT ��� ILUk ��� Nx = 15
��� µ��� ����µ� h = 1m.

���µµ��� �����µ� ��� µ� TP ��� ����� ��� ���������� � �������µ����� ��� µ� TR

��� ����� ��� ����� �� reordering. �� reordering �������� ���� ���� ��� ���������
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���µ� 5.2: ���������� ��������µµ� ��� �� ����� ��������� ��� �������µ����� ILUT
��� ILUk ��� Nx = 15 ��� µ��� ����µ� h = 1m.

��� ������� ���� µ� ����� ��� RCM ���������� ���� �� µ������ �� ���� ���� ���

��������.

5.2 ������ ������� ��� µ��� ����µ� h = 10m.

����� �������� ������� ����� ����µ����� ���� �� ������� �������� ��� �������µ���

��� reordering ��� ����� ���� ������� ��� ����� �������� ��� �� ����������� ����

����µ���� �� �������� ��µ�� µ���� ����µ��. ������, ����µ������� ���� �� �������

��� ���������� ��� µ��� ����µ� h = 100 �����µ��������� ��� ILUT �� �������µ�

µ� ��� RCM µ��������� ��� ����µ������ lfil ��� drop tolerance. ���������µ� ��� �-

���������� ��� lfil ��� ��µ�� ��� drop tolerance 10�5 ��� µ���������� ������� �������

��� ���������. ���� ��������� ���� ���� ������ ���������� ��� ������, ����� ��� ���
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��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� I, 15 279 271 385 301
h = 1, 30 814 647 1712 647
CMK 60 2179 1527 1199 1209

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� II, 15 195 151 - 161
h = 1 30 536 311 - 311
CMK 60 2401 621 - 615

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� III, 15 267 227 230 422
h = 1, 30 728 489 427 285
CMK 60 2463 987 870 -

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� IV, 15 1952 595 - 645
h = 1, 30 - - - -
CMK 60 - - - -

������� 5.6: ����������� µ� �� ����� CMK ��� µ��� ����µ� h = 1.

���µ� ��� ������µ��.

����µ������� �µ�� µ�������� drop tolerance �� 10�10 ��� ��������� �������� ��� ���-

������ ����µ������ ���������µ� �������� ��� ���� µ����� ���� ��������� ���������

���� ������. ��µ���� µ� ��� ������� ��� [14] � �������µ����� ILUT �������� ������

���� �� ���� �� �������� µ� ����� ����. ���� � µ��� ����µ� ������� ����� ��� �����-

���µ��������� ���. ���� �� ��µ�����µ� ��������� ��� ��� �� ���� µ�� ��������µ���.
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��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� I, 15 3.03�-4 2.98�-4 2.98�-4 3.13�-4
h = 1, 30 1.06�-3 1.087�-3 1.09�-3 1.07�-3
CMK 60 4.24�-3 4.34�-3 4.52�-3 4.29�-3

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� II, 15 5.07�-4 5.19�-4 - 4.9�-4
h = 1, 30 2.71�-3 1.91�-3 - 1.88�-3
CMK 60 7.4�-3 7.54�-3 - 7.49�-3

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� III, 15 4.28�-4 4.37�-4 4.3�-4 4.44�-4
h = 1, 30 1.59�-3 1.71�-3 1.56�-3 1.26�-3
CMK 60 4.76�-3 3.57�-3 3.63�-3 -

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� IV, 15 4.85�-4 4.87�-4 - 4.87-4
h = 1, 30 - - - -
CMK 60 - - - -

������� 5.7: ������ ��� ���������� � CMK ��� ������ µ���� ����µ�� h =1.

��� µ��� ����µ� h = 100, � µ������ �� ��������� �� ��µ�� ������ ��������� ��� ���

������ ���� ����µ����. ��µ��, ��� ����� h = 10 �� ��������µ��� ��� µ������ �����

�� �����µ���. ���� ��� ������µ���� ��� ILUT ��� µ��������� ����, µ��������� ���

�����µ��������� � ILUk, µ�� µ������ �������µ���� ��� �� �������� drop tolerance.

�� ���� �� µ����� ������������ ��� �� ������� µ�� ���������� ��� µ����� ���� ���

���� �������� ��� ����������� µ����� ��� ��� ������� ���µµ���� �����µ���� ��� ���-
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��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� I, 15 279 291 385 299
h = 1, 30 811 661 1712 653
RCM 60 2416 1427 1199 1007

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� II, 15 195 159 - 161
h = 1, 30 536 315 - 313
RCM 60 2237 595 - 617

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� III, 15 264 215 230 -
h = 1, 30 725 445 426 -
RCM 60 2426 983 870 -

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

����� IV, 15 1875 515 - 643
h = 1, 30 - - - -
RCM 60 - - - -

������� 5.8: ����������� ��� ���������� �� RCM ��� µ��� ����µ� h=1.

������� ��� µ����� h.
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��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

������ (s) ��� :,
����� I, 15 3.13�-4 5.10�-4 5.08�-4 5.08�-4
h = 1, 30 1.84�-3 1.86�-3 1.84�-3 1.84�-3
RCM 60 7.2�-3 7.37�-3 5.64�-3 7.32�-3

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

������ (s) ��� :,
����� II, 15 4.99�-4 8.80�-4 - 4.94�-4
h = 1, 30 2.07�-4 3.26�-4 - 3.16�-4
RCM 60 9.93�-4 7.75�-4 - 8.00�-4

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

������ (s) ��� :,
����� III, 15 4.43�-4 4.44�-4 2.74�-4 -
h = 1 30 1.63�-3 1.67�-3 9.69�-4 -
RCM 60 3.74�-4 6.38�-4 6.29�-4 -

��������� Nx GMRES BiCGSTAB CG TFQMR

������ (s) ��� :,
����� IV, 15 3.07�-4 5.41�-4 - 3.11�-4
h = 1, 30 - - - -
RCM 60 - - - -

������� 5.9: ������ ��� RCM �� µ��� ����µ� h = 1.

5.3 ������ ������� ��� ����� h = 100m.
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��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� I,
h = 1, 15 4 0.021 0.018 4.67�-4 5 0.018 0.015 5.1�-4

tol = 10�5, 30 5 0.16 0.150 1.85�-3 5 0.19 0.17 1.87�-3
lfil = 300, 60 7 2.20 2.07 4.86�-3 7 2.23 2.11 6.02�-3

ILUT +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� II,
h = 1, 15 4 0.040 0.03 1.17�-3 5 0.040 0.038 5.52�-4

tol = 10�5, 30 5 0.45 0.42 3.13�-3 5 0.45 0.42 3.20�-3
lfil = 300, 60 7 6.69 6.42 0.01 7 7.29 7.02 0.015

ILUT +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� III,
h = 1, 15 4 0.015 0.013 2.8�-4 5 0.022 0.020 4.4�-4

tol = 10�5, 30 5 0.21 0.19 1.07�-3 5 0.197 0.18 1.63�-3
lfil = 300, 60 7 2.69 2.57 6.1�-3 7 2.68 2.59 3.6�-3

ILUT +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� IV,
h = 1, 15 4 0.017 0.015 5.1�-4 5 0.026 0.023 5.04�-4

tol = 10�5, 30 5 0.17 0.15 1.8�-3 5 0.17 0.16 1.85�-3
lfil = 300, 60 8 2.36 2.22 7.2�-3 9 2.60 2.44 7.05�-3

ILUT +RCM

������� 5.10: RCM+ILUT ��� ����� ���� ������ ����µ����

���������� �� ��������µ��� ��� ����� h = 100 µ� �������µ��� ILUk ��� reorde-

ring RCM ���������µ� ��� � ����µ�� ��� ����������� ����� ������� µ�����.

��� ��������µ� ����� ������� ��� ���������� ��� ����µ��� µ����� III ��� Nx = 60

����µ������������ 3 ����������� µ� BiCGSTAB ��� 3 µ� GMRES. ���� ����������

��������� ��� ������ � �������µ����� ��� �����µ��������µ� ��� ILUT � µ������ ��

��������� ���.

71



��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� I,
h = 10, 15 7 0.030 0.015 5.160�-4 7 0.020 0.019 5.40�-4

tol = 10�5, 30 12 0.18 0.15 1.85�-3 13 0.18 0.15 1.87�-3
lfil = 300, 60 28 2.55 2.04 7.03�-3 29 2.76 2.80 7.330�-3

ILUT +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� II,
h = 10, 15 9 0.044 0.035 8.4�-4 9 0.039 0.032 5.24�-4

tol = 10�5, 30 13 0.57 0.50 3.16�-3 15 0.50 0.43 3.12�-3
lfil = 300, 60 453 22.7 6.20 8.61�-3 295 16.6 6.19 8.75�-3

ILUT +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� III,
h = 10, 15 7 0.022 0.019 4.3�-4 9 0.018 0.014 4.470�-4

tol = 10�5, 30 13 0.210 0.17 1.60�-4 15 0.21 0.170 1.59�-3
lfil = 300, 60 57 3.29 2.38 6.270�-3 53 3.25 2.39 6.320�-3

ILUT +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� IV,
h = 10, 15 9 0.019 0.015 5.11�-4 11 0.017 0.012 3.1�-4

tol = 10�5, 30 24 0.21 0.015 1.92�-3 23 0.21 0.015 1.93�-3
lfil = 300, 60 781 15.3 2.22 7.5�-3 225 6.14 2.48 7.36�-3

ILUT +RCM

������� 5.11: ILUT +RCM ��� ����� h = 10 µ� tol = 10�5.

��� ��������µ� ��� ���� ����� ����µ� (III) ��� ����� 10 �� ������������� µ������

GMRES ��� BiCGSTAB µ� �������µ��� ILUT ��� reordering RCM ����������� 7-9 �-

���������� ��� �������� ����� 0.018s �����µ��������� �������� ��������� 10�5 ���

4-5 �� ����� 0.044s. ���� ���� ��������� � ILUk µ� RCM ���������� �� µ��� ����µ�

����������� 2-3 µ� ����� 0.020s. ��� ��������µµ��� ���µ� 5.3 ��� 5.4 �������
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��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� I,
h = 10, 15 3 0.021 0.019 5.11�-4 3 0.020 0.017 5.37�-4

tol = 10�10, 30 5 0.17 0.16 2.02�-3 5 0.17 0.15 1.85�-3
lfil = 300, 60 5 2.30 2.21 7.47�-3 5 2.33 2.24 7.65�-3

ILUT +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� II,
h = 10, 15 3 0.044 0.040 8.38�-4 3 0.043 0.039 9.3�-4

tol = 10�10, 30 5 0.45 0.43 2.6�-3 5 0.45 0.42 1.9�-3
lfil = 300, 60 13 6.67 6.19 7.47�-3 15 6.75 6.19 0.012

ILUT +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� III,
h = 10, 15 4 0.019 0.017 4.48�-4 5 0.018 0.015 4.68�-4

tol = 10�10, 30 4 0.20 0.19 1.66�-3 5 0.24 0.22 2.13�-3
lfil = 300, 60 5 3.28 3.19 5.39�-3 5 3.33 3.23 3.87�-3

ILUT +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� IV,
h = 10, 15 4 0.022 0.019 5.35�-4 5 0.023 0.021 5.86�-4

tol = 10�10, 30 5 0.17 0.16 1.88�-3 5 0.17 0.15 1.93�-3
lfil = 300, 60 6 2.61 2.50 7.42�-3 7 2.36 2.23 7.4�-3

ILUT +RCM

������� 5.12: ILUT +RCM ��� ����� h = 10 µ� tol = 10�10.

�������� ��� ���� 10 ��� �������µ����� ILUT ��� ILUk ���� ������������ � ����-

�������� ��� ������ ������� ������ �������µ���� ��� ��� µ����� ��� �����������,

���� µ� ��� ������������ µ����� GMRES ���� µ� ��� BiCGSTAB.

���������, ������� �������� ��� ������������� µ������ ����� ��� µ� �� ����� ����-

���µ����. ���������µ� ��� � ILUk ���������� µ�������� ����µ� ������������� ��µ�-

���.
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��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� I,
15 3 0.017 0.015 3.25�-4 3 0.024 0.022 5.17�-4

h = 10 30 3 0.21 0.20 1.09�-3 3 0.22 0.21 1.99�-3
lfil = 300 60 3 3.10 3.04 6.54�-3 3 3.38 3.23 4.39�-3

ILUk +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� II,
15 3 0.055 0.051 8.3�-4 3 0.045 0.041 5.09�-4

h = 10 30 3 0.59 0.57 1.86�-3 3 0.68 0.60 3.18�-3
lfil = 300 60 3 8.69 8.57 7.74�-3 3 8.92 8.80 8.93�-3

ILUk +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� III,
15 2 0.020 0.018 2.67�-4 3 0.020 0.019 2.65�-4

h = 10 30 3 0.285 0.275 9.66�-4 3 0.39 0.37 1.31�-4
lfil = 300 60 3 4.63 4.56 6.12�-3 3 4.76 4.69 3.95�-3

ILUk +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� IV,
15 3 0.019 0.017 3.08�-4 3 0.019 0.017 5.31�-4

h = 10 30 3 0.22 0.21 1.25�-3 3 0.21 0.208 1.34�-3
lfil = 300 60 4 4.46 3.38 7.45�-3 3 3.45 3.39 4.38�-3

ILUk +RCM

������� 5.13: ILUk +RCM ��� ����� h = 10

5.4 ������ ������� µ� ����������.

�������� �������������� �� ��������µ��� ��� ���������� ��� ��� �����µ� ������

��������� x 2 [�10, 29] ��� y 2 [0, 0.8] ��� ����µ� ����� I. ����������� �� ���� 0.1,

10, 100 µ� Nx = 180 ������������ ��� ���������� ��� µ����� ��� �������� ��� ���µ�

5.6. ����� ����µ� ���������� ����������� �� h ����� ����� µ�������� ��� �������� ��
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���µ� 5.3: ���������� ��������µµ� ��� GMRES ��� ��� �������µ����� ILUT ���
ILUk ��� Nx = 15 ��� ����� h = 10m.

��µ�� ��� ������ A. ������, ��� ����� 0.1 ����� ���������� �� ������������� µ������

GMRES ��� BiCGSTAB ����������� 46 ��� 53 ����������� ���������� ��� �� ������-

������ �� µ�����. �����µ��������� �µ�� ��� �������µ���� ILUT ��� RCM. ����µ�

������ ��� �� ����������� µ�������� ���� 3 ��� � ��������� ������ ����� 1.67s. ���

��������� ��� �����µ�������� � �������µ����� ILUk µ����� �� ����µ� µ����� 1-2

����������� ���� � ������ �� ������� ������. �� ��������µ� ���� ����� ���µ���µ�-

�� ����� � ILUk ����� ���� ������� �������µ����� ��� ���� ����µ� ��µ������� �����

�������������� �� ���µµ��� �����µ��� ��� ���������� ��� µ��������� ����. ���

�����µ� µ� ��� ���������� ��� ����� h = 0.1 �������� �� �������� ��������� �������-

�� ��� �������µ���� ��� 10�5 �� 10�10 ��� ��� �������µ���� ILUT ��� ������������

µ����� ��� ����������� �µ�� �������� � ������.

�������, ��� ����� 10 ��� ���� ���� ����µ���� ����� ���������� �� ������������� µ�-

����� GMRES ��� BiCGSTAB ����������� 90.000 ��� 9.339 ����������� ����������.
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���µ� 5.4: ���������� ��������µµ� ��� BiCGSTAB ��� ��� �������µ����� ILUT ���
ILUk ��� Nx = 15 ��� ����� h = 10m.

�� ����� ����� �������µ���� ILUT � ILUk ��� RCM �� ����������� ������� ���� 3 ���

� ��������� ������ ��� 751s ��� 48s ���������� µ��� 2-3s. ����µ��� ��������µ���

����µ� ��� ���� ��������� ��� ������� ����������. �����, ����µ� ��������µ��� ���

����� 100 ����� �� ������� ����������. �� ���� ��� ��������� �� ������������� µ�-

����� GMRES ��� BiCGSTAB �� ����������. �����µ���������� ��� ������������ �

�������µ����� ILUT µ� reordering RCM ��� ��� drop tolerance 10�5 � µ������ ������-

���. ����� �����µ��������� � ��µ� 10�10 ��� ������������ �������� �� 4 �����������

µ� ��� GMRES �� �������� ����� 2.23 ��� 5 ����������� µ� ��� BiCGSTAB �� 2.27s.

���� �������� ����������� � ������ µ��� ��� ��� �������µ���� ����� 2s. �� ����-

���µ� ��� �������µ���� ��� �����µ��������µ� ��� ILUk ���������µ� µ����� 1 µ� 2

����������� µ� �������� ����� 2.79s ��� ����� �������µ���� 2.61s. �� ��� ILUk ��

����������� µ��������� ����� �� ���������� �� µ���������µ� �� drop tolerance.
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µ�� h = 10m.
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��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� I,
15 3 0.018 0.016 5.7�-4 3 0.023 0.020 5.05�-4

h = 100 30 3 0.21 0.20 1.86�-3 3 0.21 0.20 1.85�-3
lfil = 300 60 3 3.23 3.16 7.44�-3 3 3.09 3.02 7.37�-3

ILUk +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� II,
15 3 0.054 0.051 8.25�-4 3 0.051 0.047 8.34�-4

h = 100 30 4 0.59 0.57 2.40�-3 5 0.60 0.57 3.15�-3
lfil = 300 60 7 8.81 8.53 8.03�-3 9 8.85 8.51 8.68�-3

ILUk +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� III,
15 3 0.029 0.026 4.60�-4 3 0.021 0.019 4.68�-4

h = 100 30 3 0.32 0.31 1.61�-3 3 0.28 0.27 1.61�-3
lfil = 300 60 3 4.40 4.33 3.99�-3 3 4.38 4.32 5.22�-3

ILUk +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� IV,
15 3 0.019 0.017 5.4�-4 3 0.021 0.019 5.099�-4

h = 100 30 4 0.22 0.21 1.88�-3 5 0.22 0.21 1.86�-3
lfil = 300 60 4 3.45 3.38 5.35�-3 5 3.16 3.06 7.50�-3

ILUk +RCM

������� 5.14: ILUk +RCM ��� ����� h = 100.
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��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� I,
tol = 10�10 15 3 0.014 0.012 5.26�-4 3 0.018 0.016 5.4�-4
h = 100 30 5 0.16 0.15 1.82�-3 5 0.19 0.18 1.84�-3
lfil = 300 60 5 2.30 2.20 7.21�-3 5 2.29 2.20 7.07�-3

ILUT +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� II,
tol = 10�10 15 3 0.07 0.035 8.18�-4 3 0.03 0.032 8.49�-4
h = 100 30 5 0.52 0.495 3.17�-3 5 0.515 0.48 3.1�-3
lfil = 300 60 13 7.23 6.74 7.34�-3 15 6.78 6.22 0.012

ILUT +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� III,
tol = 10�10 15 4 0.018 0.016 4.32�-4 5 0.017 0.015 4.3�-4
h = 100 30 4 0.20 0.19 1.62�-3 5 0.20 0.19 1.62�-3
lfil = 300 60 5 3.027 2.92 6.23 5 3.026 2.92 6.35�-3

ILUT +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� IV,
tol = 10�10 15 4 0.01 0.015 5.32�-4 5 0.01 0.013 5.25�-4
h = 100 30 5 0.17 0.15 1.890�-3 5 0.174 0.15 1.83�-3
lfil = 300 60 6 2.33 2.22 4.55�-3 7 2.38 2.25 7.32�-3

ILUT +RCM

������� 5.15: ILUT +RCM ��� ����� h = 100.

79



���µ� 5.6: ����� �����������
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��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� I,
tol = 10�5 15 103 0.05 0.018 5.02�-4 99 0.04 0.01 5.00�-4
h = 100 30 - - - - - - - -
lfil = 300 60 - - - - - - - -

ILUT +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� II,
tol = 10�5 15 - - - - - - - -
h = 100 30 - - - - - - - -
lfil = 300 60 - - - - - - - -

ILUT +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� III,
tol = 10�5 15 - - - - - - - -
h = 100 30 - - - - - - - -
lfil = 300 60 - - - - - - - -

ILUT +RCM

��������� Nx
Gmres Bicgstab

it T TP TR it T TP TR

����� IV,
tol = 10�5 15 125 0.063 0.01 5.01�-4 91 0.05 0.01 4.99�-4
h = 100 30 - - - - - - - -
lfil = 300 60 - - - - - - - -

ILUT +RCM

������� 5.16: ILUT +RCM ��� ����� h = 100.
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��������� Methods
ILUT +RCM ILUk +RCM

it T TP TR it T TP TR

����� I Gmres 3 1.67 1.50 0.029 2 2.75 2.61 0.029
lfil = 300 Bicgstab 3 1.63 1.47 0.026 3 2.87 2.68 0.03
tol = 10�5

h = 0.1 Gmres 3 1.24 1.11 0.021 2 2.31 2.11 0.024
Nx = 180 Bicgstab 3 1.24 1.11 0.025 3 2.21 2.06 0.021

µ� ����������

��������� Methods
ILUT +RCM ILUk +RCM

it T TP TR it T TP TR

����� I Gmres 2 2.29 2.1 0.02 3 3.62 3.38 0.029
lfil = 300 Bicgstab 3 2.32 2.13 0.030 3 2.88 2.70 0.025
tol = 10�5

h = 10 Gmres 9 2.39 1.95 0.025 3 2.79 2.61 0.025
Nx = 180 Bicgstab 9 2.37 1.95 0.025 3 2.79 2.61 0.025

µ� ����������

������� 5.17: ����������� ��� ������ ��� ������� ����� I µ� ����� h = 0.1, h = 1 µ�
Nx = 180 ����� ��� µ� ����������.

��������� Methods
ILUT +RCM ILUk +RCM

it T TP TR it T TP TR

����� I
lfil = 300 Gmres 4 2.23 2.01 0.025 3 2.79 2.61 0.025
tol = 10�10 Bicgstab 5 2.27 2.01 0.025 3 2.79 2.61 0.025
h = 100 ����� ������.
Nx = 180

������� 5.18: ����������� ��� ������ ��� ������� ����� I µ� ����� h = 100 µ�
Nx = 180 ����� ���������� µ� tol = 10�10.
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�������� 6

��µ�����µ���

��� ������� µ����������� ������� �������������� �� ��������µ��� ��� ��µ������-

��� ��� ��� ����µ����� ������� ������ ���µµ���� �����µ���� ��� ���������� µ�

����� �������µ���� ����� ��� �������������� ��������� ����� Boussinesq.

������, µ���������� �� ������ µ����� ����������� ������� ���� ����� � COO,

CSR, MSR ��� CSC. �� ������µµ� ��� �������������� �� ������ ������µµ����µ��

Fortran ��� ������� �����µ�������� ���������µµ��� ����������� ��� �� ��������-

�� ���µµ���� �������� SPARSKIT, � ����� ������� ��� ������ �� ��µ� �����������

µ����� COO ��� ��� µ��������� �� CSR µ����. ��� ��� ���� ���������� �����µ����-

������ ���������µµ��� �������� ������������� µ������, ����������� �����������

��� �������µ����.

� ������, ���� �� ���������� �������� µ����� ������������� µ������ ��� �������

���� ������� Krylov (Gmres, BiCGSTAB, TFQMR, CG), ��� ����������� �����������

CMK,RCM ��� ��� �������µ����� ILUO, ILUT, ILUK. �������, ����� �����µ����� ����-

µ����� µ����� ��� ����µ��� ��� �������� ����� ��� ����������� ��� ��������µ���

��� �����µ���������� (Distorted, Equilateral, Orthogonal, Orthogonal ����� II) ���

��� �������� �������. �� ���� ����µ� ����� ������ ������� ��� �� µ����� ��� ��µ-

��������� ��� ��������µ����, ��� ����� �� ��������, �� ����� ��� �� ������������

������. ���������, �������������� ��� �������� 5 ������������ �����µ���, ��� ����-

� ����� µ��������� �� ������� ����µ����� ��� ������µ����, ���� ����� � µ��� ����µ�
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��� � �������� ��� ������������� ������.

��� µ����� ��� �������� ����� ����µ���� ����� ������ ������� Nx = 15, 30, 60

��� µ��� ����µ� µ������� h = 0.1m,h = 10m,h = 100m ��� ����µ������� �� �������

�������µ�� ������������� µ������ µ� ���������� ��� �������µ���. ������, µ���-

������� �� �������� ��������� ��������� ��� �� ������� ��µ��µ���� ��� �� ����������

����������� �������� �� ����� ��� �����������. ����µ������� ������� ��� �����

�������� ��� ����������� ����� ���������� ��� µ� ��������� µ����� ��� ���µ����

5.6.

��µ�����µ�����, ��� �� �����µ��� ��� ��� ������������� µ������� ��������� ���

�� ��� ������������ �� ��������, ����µ� ����������� ��� ������ ��� ��� ������� ���

���µµ���� ������ �����µ���� ����� � Gmres ��� � BiCGSTAB. �� ����� �������µ��

��� ������������� µ������ ��� ��� ����������� �������µ���� ���������µ� ��� � I-

LUT �������µ����� ����� ��������� �� ��µ� ������ ��� ����������� �� µ���������

µ������� µ��� ����µ�. �� ���� �� ��������� � ILUk ����� ������� ���� �����������.

���� ��������� �µ�� ��� � µ��� ����µ� ������� ���������µ� ��� � ILUT ����� ���

��������µ��������� ��� ����� �� ������ ���������� ��� ������������� ��������. �� ��-

������� ���������� ��� ��� ����������µ��������� ��� ILUT �� µ������ ��µ�� ��� µ����

����µ��, ���������� ���� �������� ���� [14] ��� ������ ��� ���µµ��� �����µ� ���

���������� ��� �� ����� ��� µ������ ��� �������µ���� ��������.

��� ���µ��� �����µ��� µ��� µ� ��� �������µ��� ����� ��� ���������� ���� ������.

������ ��� CMK ��� RCM, � ������� ���� �������������, ���� ���� ���µ���µ���,

���� ���� �������� ��µ��µ��� ���� ��� �������� ��� �������µ��. �������������, �

��������� �������µ�� ��� ��� ������� ��� ���µµ���� �����µ���� µ��������� �����

��� ����������� ����� :

• ��� �����µ��� ��� ���������� ��� ������µ��� µ����� ��� µ������ µ���� ����-

µ�� � GMRES � � BiCGSTAB µ� ������µ���� ILUT ��� ���������� RCM �����

� ��������� �������µ��. �� ��������µ���� ������������� µ������ ���������
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��� ������� ��� � Gmres ���������� ��������� �����������, ��� � BiCGSTAB,

���������� �������� �����.

• ��� µ���������� ��µ�� ��� µ���� ����µ�� �� ������������� µ������ �� �������µ�

µ� ILUT µ� tol = 10�5 �� ����������, ����� � ������� �� ������ �� µ��������� ��

tol �� 10�10 ��� �� ����µ� ��������µ��� ������� µ� �� ����� ��� �������µ����

ILUk.

��µ��� ��������µ��� ����µ� ��� ��� ���µµ��� �����µ��� ��� ����� �������� ��-

��� ��� µ� ���������� µ� µ����� Nx. � GMRES µ� ���������� RCM ��� �������µ���

ILUT ���� ����������� ��������, ����� ��� µ�������� ����µ� ����������� ��� µ����

����µ�� µ����� h = 0.1m,h = 10m. ��� µ��� ����� h = 100m � ������� ��� ���-

������ ����� ���������� �� ��������� µ� ��� ILUT �������µ���� ��� tol = 10�5. ���

�������µ� �� tol = 10�10, ���� �� ��������� � µ������, µ� µ����� �������� ��� ���

ILUk, � ����� ��������� ����� �� ���������� �� µ���������� ������� �� ����µ�����

���.
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