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EuqaristÐec

KatarqĹc ja ăjela na euqaristăsw ton sÔmboulo kajhghtă mou, Anaplh-
rwtă kajhghtă Dhmosjènh ’Ellhna o opoÐoc mou pareÐqe thn Ĺrtia episthmo-
nikă kajodăghsh gia thn oloklărwsh thc paroÔsac diatribăc.

Touc kajhghtèc mou sto Genikì Tmăma kai idiaÐtera touc kurÐouc Iwa-
keÐm GruspolĹkh Kajhghtă kai AnĹrguro Dellă EpÐkouro Kajhghtă, gia
thn summetoqă touc sthn trimelă epitropă.

Touc sunadèlfouc mou metaptuqiakoÔc foithtèc gia thn hjikă sumparĹ-
stash pou mou pareÐqan.

Tèloc euqaristÿ ta mèlh thc oikogeneÐac mou gia thn kĹje eÐdouc boăjeia
katĹ thn diĹrkeia twn spoudÿn mou.



H ergasÐa aută upoblăjhke proc merikă ekplărwsh twn apaităsewn gia
thn apìkthsh tou MetaptuqiakoÔ Diplÿmatoc EidÐkeushc (MDE) tou Polu-
teqneÐou Krăthc sto Genikì Tmăma, Tomèac Majhmatikÿn.



Dimensional Reduction Algorithm for Entangled Bipartite Quantum
Systems

ABSTRACT

This work deals with entangled bipartite states of finite dimensional quan-
tum systems, and its main purpose is to built an iterative algorithm that
performs a dimensional reduction in a bipartite state vector while retaining
exactly its entanglement and optimally its probability distribution.

The reduction algorithm is mathematically based on the theory of low
rank approximation of matrix analysis, and on the Cauchy interlasing theo-
rem of matrix eigenvalues. It specifically consists of a preconditioning that
is implemented locally by Alice or Bob on the bipartite state vector and pro-
duces iteratively a gap in the magnitudes of the singular eigenvalues of its
associated reduced density matrix ρ. The resulting dimensionally reduced
bipartite vectors retain the initial entanglement, expressed as the linearized
form of the von Neumann quantum entropy of matrix ρ, and are further se-
lected by ordering them with the partial order of majorization imposed upon
their corresponding probability distributions.

The algorithm is next realized in terms of a quantum circuit which in-
volves one and multiple qubits quantum gates locally activated by a number
of users according to a quantum information theoretic protocol. Finally, the
reduction algorithm is further extended to apply to entangled bipartite quan-
tum systems described by convex combinations of their associated reduced
density matrices.
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 ��� ���
�� 	���
������ ��� �	
����	 ���� �	 	#���	�	 ��� ��	������ �
�
�	� %� �
��� 	#��
��	 
��	� 	��� ��� ���
� ��� ����
�� ��� &������ �
�����	��� �
 ��� ��
�
Hilbert �	� ���
��� �
 �	 �	�	��	���� ��	����	�	 

�!�"#$ �

> ��	����� �	����	��8
)��
 &����� �	����	�� 
��� ��	������ ������	��� �

��
�&
�	� 	�� ��	
�	�������������� �������	 | ψ〉 ��� ��
�� H %� ��� �	 ��	����	�	 | ψ〉 
��	�
�	�������������	 
�&
�"
�	� 	�� ��� �����

〈ψ | ψ〉 = 1

���&��	 �
 �� �	
	���� 	#���	 ���
 &����� �	����	�� 
��� ������	���
�

��
�&
�	� 	�� ��	 �	��������������� �������	 
�� 
�
�� �
�����������	�

��	 �
�����

� �����
�� ��� ��
�� Hilbert H ��	 ��� �

��
	&� ��� �	����	�
���� 
� ���
� �� �	�������������� ?#�"
� ������ �	 ���
������
 ��� ��	
�	�������������� �������	 ����	��	��	����� �
 ��	� �� ���
���� ���	����



����


�� �� ��
	���� �
�������
 +

	
���� 
�&
�"
� ��� ���	 &����� �	����	�� �
 �� �	�������������� 6� ���	
����	 ��	 ����
�
����� �	����	�� 
��� ������	��� �
� �

��
�&
�	� 	�� ��
�	�������������� �	�	��	���� �������	 ���� 	��	 �	� 	�� ������
� ��� ����
��
� ��� �	
��
� ���� ��
� Hilbert H ��� 	���
� 0�	 �	���

� �	�	�����
�	� 	��&��� ������
�� ���� �����
�	 ��	� 	�	&

��	��
 �
 �	�	��	����
��	����	�	 �	 
������
 �	��������������	 �����
�	 ��� ��
�� H 

7������
� 

' )��
 �������	 | α〉 �
 | α〉 ∈ H �
�&
�	� ��� �
	������ �����	����
��� ��	�������� ��� ����� ��� �	
����� �� ��
� H 5��	��

| α〉 =
∑∞

i=1 ci |bi〉

���� �� ������ {|bi〉} 	���
�
� ��	 ���� ��� ��
�� H 

* ?
�� ��� ���
�
��� ��� &������ �	�	����
�� 

=$��� | α〉 �	� | β〉 ��� �	�������������	 �	�	��	���� ��	����	�	 �
	��
���� 	�
#�
���	 %��
 �� �
	������ �����	����

| φ〉 = c1 | α〉+ c2 | β〉 �� c1, c2 ∈ �

������ �	�������������	 ��	����	�	 ��� H ���	�� �

��
	&� ����� &��
����� �	�	����
�� ��� ������	��� �	� 

����� ���������

!
����� �
�
���8

=$��� ��� ��
�� �
 ��
�	 : �	� B 6�	 	�
������� % 8 :→ B ���
�	�
�
	������ �
�
���� 	�

T (ax1 + bx2) = aT (x1) + bT (x2)

! �
�
���� % ��
� �
��� �
����� �� : �	� �
��� ����� �� B �
	 ������ �

�����
�	 ��� : �	� �� 	�����
��	 
��	� �����
�	 ��� B 

���� �

������ ��� ��	������ �
�
�	� �	� ��� ��
�� Hilbert �
�
����
�	 
��	� ��	� ���	�	� ��� �	 �
	 ���� �
 �����
�	 ��� ��
�� H ���
��� �




����


�� �� ��
	���� �
�������
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�	�	��	���� ��	����	�	 �	� �� 	�����
��	 �
��
� �	 
��	� �����
�� ��� �����
��
�� H ���	�� �

��
	&� ��	� ����� &������ �	����	��� ��� ������	���
�	� =?
	8

T |a〉 = |b〉 ���� |a〉 |b〉 ∈ H
=$��� � �	
	���� �
����� ���

� �	 ��

� ��� �	
	���� ��
&�

=$��� ��
�� Hilbert H � % 8 H → H ���
�	� �
	������ �
�
���� 	�

T
(∑

i ci |ai〉
)

=
∑

i ciT |ai〉 ���� ci ∈ �

���	����� 
��	� �	 ���
������
 ��� � �
��� ��� �
�
��� �	 �	� ���
� 
� ���
�
� ��	&�

���� 	���
����	�	 	� �
��
� 	
���

� � �
#�� �
 ��	 �	�	��	����
�������	 $����	 �������
 ��� � �
��� 	�� 	
���

� �
 ��	 �������	 �	
�	� ���
� �������	 ��� ����� ��
�� H 
�� � �
��� 	�� �
#�� �	 �	� ���
�
�������	 ��� ������ ��
�� H∗ 

A	����� �
	������ �
�
����8

• ! ���
����� �
�
���� O8

O |a〉 = 0 ∀ |a〉 ∈ H

• ! �	�������� �
�
���� I8

I |a〉 = |a〉 ∀ |a〉 ∈ H

• ! 	�����
�&�� �
�
���� T−1 8

T |a〉 = |b〉 ���
 T−1 |b〉 = |a〉 ∀ |a〉 ∈ H

! 	�����
�&�� �
�
���� T−1 �
	 	�����
�&	 �
 �����
�	 �	 	�	�

� ���
�
��� ��� T  6
 ��� ��	������ �
��� ������ ��� T �	� T−1 �������	�
��
 ���� �	������� �
�
��� 	&��

TT−1 = T−1T = I

• )	������� �
�
���� 8
)	������� 
��	� � �
�
���� ��� �
�	���
�	� �
 ��� ��"��� 	����
�&�
���



����


�� �� ��
	���� �
�������
 '4

[
T, T †] = TT † − T †T = 0

���
��� ��	� � �
�	����� ��� �
�
��� T �	� ��� T † 
��	� 0 ���
 � T

��	� �	������� �
�
���� 

• 6��	��	��� .Unitary/ �
�
���� 8
=$�	� �
�
���� U ���
�	� ���	��	��� .Unitary/ 	� � 	�����
�&�� ���
�	���"
�	� �
 ��� ��"��� 	����
�&� ��� ���	��

U−1 = U †

?��� � �	����
�	 �
�
���� ��
� �����
� ���	��


� �������
� 8

' %� �����
�� ���	��	��� �
�
���� 
��	� ���	��	��� �
�
���� 

* ! ��"���� �
�
���� 
��� ���	��	��� �
�
��� 	���
� �	� 	����
����� ���	��	���� 

, ! 	�����
�&�� 
��� ���	��	��� �
�
��� 
��	� �	� 	���� ���	��	��� 

( )��
 ���	��	��� �
�
���� ��	��

� �� 
���

��� �����
�� ���	��
��	��

� �� ����� ��� ��	�������� ��	 ����	 �
	 

‖|a〉‖ = ‖U |a〉‖
1 )��
 ���	��	��� �
�
���� 
��	� �	������� [

U,U †] = UU † − U †U = 0

• -
�������� �
�
���� P 8
-
�������� 
��	� � �
�
���� ��� �
���	� �
 ��	 �������	 ��� 	���
�
�
 ������ ��
� �� �
�����
� �
 ��	� �����
� ��� ��
�� 	���� ���
�	
��
�	� 	�� ������ �������	 ����� ��� 	
����� ��
�� ?� 
��	� |i〉
�� �������	 ����� %��
 �� 
���

��� �����
�� 〈i | a〉 �	 	���
�
� ��
����� ��� ��������	� ��� |a〉 ���� ��
������ ��� ��	����	��� |i〉 �	� �
�
�������� �
�
���� �	 �

��
�&
�	� 	�� ��� �����

P = 〈i | i〉

 ���� �
���� �

������ ��� �����
 m ��	����	�	 ����� �	� ��� ��	 �
��&
	�� ��� �
�������� �
�
��� ��
� �� 
#��

P =
∑m

i=1 〈i | i〉



����


�� �� ��
	���� �
�������
 ''

! �	
	���� �
�
���� �
���	� �
 ��	 �������	 �� �
����
� �	� ���
�
��� �� 	�	��
� �
 m ��	����	�	 ���
 ��	 	�� �	 ����	 �
���
�
 ����
��
������ ��� 	���������� ��	����	��� ����� 

7������
� ��� �
�������� �
�
���� 8

' 0�	 ���
 �
������� �
�
��� P ����
�

P 2 = P

* )��
 �
�������� �
�
���� ��
� ��������� 0 �	� 1 

• $
����	��� �
�
���� 8
0�	 ���
 �
	����� �
�
��� T ���
�
� �	� � ��"���� 	����
�&�� �
�
�
���� ��� ��� �������"
�	� �
 T † =!�	� ����
�

T † = T

���
 � �
�
���� �����"
�	� 	�����"���� � 

����	��� 

7������
� 

����	��� �
�
����8

' %� ��
����	 ��� 

����	��� �
�
���� 
��	� 

����	��� 

* %� �����
�� 

����	��� �
�
���� 
��	� 
����� 

����	��� 

, !� ��������� ���
 

����	��� �
�
��� 
��	� �
	��	����� 	
����� 

0�	 ��� �
�
����� ��� ��	������ ���	����� 	�	
	����� 
��	� � �
��� ���
�
�
���� > 
��	���� ���� ���� ��	����� �
�
�	 ���
�	� �
 �� �
��

� 	#��
��	 ��� ��	������	����� 

�!�"#$ �%

)��
 �	
	��
����� �
�	����� 
��� ������	��� �	
�����
�	� 	�� ��	 �
�
�
��� ��� ��
� Hilbert H 

! �
�
���� 	���� ���
�	� ������ ������	�������� {|ai〉} ��� ����	��"���
��	 �
���	������ ���� �	� 	����������� �
	��	����� ��������� {ai} ?����
��
�&	 ���
 �
�
���� �
 ��� �	
	���� �������
� ���

� �	 �	
�����
� ��	
�	
	��
����� �
�	����� 

=!�
� �� �������
� ��� 	�	��
� �� �	
	���� 	#���	 	�� ��	 �
�
��� �	�

	��
���
 ��� ��� ��	���
� ���
 

����	��� �
�
���� $��	� 	�	�
���
�� ���
���� ��	������	���� � 
���� �	� � �	
����	 ��� 

����	��� �
�
���� �	 
��	�
������ �	� ���	����� 

6

��� �	
	�
���	�	 ��	������ �
�
���� 



����


�� �� ��
	���� �
�������
 '*

' %
�
���� �
���8

P̂ = −i�∇

* %
�
���� ��
�&�
���8

L̂ = −i�r ×∇

, %
�
���� ��������� 
��
�
�	�8

Êk = − (�2/2m)∇2

��������	� ������ �����
� �
�	������ �
 ��	 ��	����� ������	 �
 ����
��	������� �
�
���� �	� 
�&
�"���	� 	�� 	����� ���� &	��
�	� �	
	���� 
���
��� � �
���� ��	� �
�	������ 
��� ��	������ ������	��� �	 �
�	&�

�	�
���� �
���� ��� �
�
��� ��� ��� 
�&
�"
� 

����� ������� ����������

=$����
 �
� ��� ��	 �	����	�� 
��� ��	������ ������	��� 
�&
�"
�	� 	��
��	 	����	 (Ray) 	�� ��� ����	 �
�����
� �	� �� �	�	��	���� �������	 ���
��� �

��
�&
� =!��� #�
���
 ��� ��	 ��	����� ������	 ���

� �	 �
���
�	�
�	����
��	 �
 �

�����


� 	�� ��	 �	�	����
�� �
 �����	 ���	�����	 ��	
��� ���
 ��	 	�� 	���� ���
��� �� �	�	��	���� �������	 	�� ���� ��� �
�
	
�
� ��	 ��� �	���

� �
���� ��� ������	��� 0�	 ��� �

	���
� �
����
�	
�����	 �
 �	 �	�	��	���� ��	����	�	� 
�&	��"
�	� �	� � ���	�	� ��������
�	� ��� 	���
�
� ��	 	�� �	 �	�����

	 �	���	���� 

�	�
�	 ��	 �	 ��	�����
������	�	 	&�� �

���
� �	� ��� ���
�&�
�	 ��	 ��� ���	�����	 ��� ��
� ��
������	 �	 �
���
�	� �
 ���
 ���	�� �	����	�� 

=$��� ��	 ��	����� ������	 ��� �

��
�&
�	� 	�� ��	 ��
� Hilbert H
�	� ��� ���

� �	 �
���
�	� �
 ��	 ������ �	�	����
�� ψi �
 ���	�����	 pi
��	 ��� 	��������� �	����	��

�������� 	�
��� 	��

����� ρ ��� ���
����� ���������� 	�� �
������� 	��
��	�
� �� ��
 ������� 	�� ���������

ρ =
∑
i

pi |ψi〉 〈ψi| .' */

-	
	��
���
 ��� �
�	&�
	�
 ��� �
���� �	� 	�� �	 �	�	��	���� ��	����	�	
���� ���	�	 ��������	� �	� ���
��� ��� ��
� ��� �
�
���� ��	 ���� �������
�� �	���	���� ����	�
� 
��	� ���� �	���

� 



����


�� �� ��
	���� �
�������
 ',

=!��� �� �	�	��	���� �������	 |ψi〉 ���

� �	 ��

� ��� �	
	���� ��
&�

|ψi〉 =
∑
i

ai |φi〉 .' ,/

���� {|φi〉}ni=1 
��	� ��	 �
���	������ ���� ��� ��
�� H �	� n � �����	��
��� %��
 � ���	�	� ��������	� ���

� �	 ��

� ��� �	
	���� ��
&�

ρ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
|a1|2 a1ā2 a1ā3 . . . . . .
a2ā1 |a2|2 a2ā3 . . . . . .
a3ā1 a3ā2 |a3|2 . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

��&��#$ 8 =$�	� �
�
���� ρ 
��	� �
�
����� ��������	� 
��� ������� �	�
�	����
�� {pi, |ψi〉} 	� �	� ���� 	� ��	�����
� ��� �	
	���� �������
� 8

' $��	� 

����	���� ���	�� ρ = ρ†

* $��	� �
������ ���	�� ��	 ����������
 �������	 |ψi〉 �	 ����
� 〈ψ | ρ | ψ〉 ≥
0

, Trρ = 1

-	
	��
��
�� 8

• 0�	 ��	 �	�	
� �	����	�� |ψ〉 
��� ��	������ ������	��� � ���	�	�
��������	� �	 
��	�

ρ = |ψ〉 〈ψ|
• 0�	 ��� �	�	
�� �	�	����
�� ����
� ��� ρ2 = ρ ���	�� � ���	�	� ������

���	� 
��	� �
��������� �
�
���� ?��� ���

� �	 	���
���
� �	� ��	
�
���
�� ��	 ��� �	�	
�� �	�	����
�� 	&�� ��	 ��� �������
� ���
�"���

��� ρ2 �= ρ

��
 ���
���	 �����������

?� ����
 	
���� ���	 ����	 ��	 ��� ��	����� ���
�&�
�	 ���
 �	 �	�	����
����
 �	���

	 ���� �����
�	 ��� ��	&�
�� �	� �	 	���	 ��� ������ ��� ��	����
�� ���
�&�
�	 ���� ���	����� �	� 	����
��
�� �
����� ��	 ������� 


������ 

��� ���� ����	�
� �
�������� ��� ������� �
�������� ����� �	���������
������������ ���� ���
�� ������ ��� �� ���������� ����	��� ���
� ��������� � ��� � ���

��� ���� �� 	�	���� !� ���	����� 	��� ����	��	� |ψ〉 �� ��!������� ����



����


�� �� ��
	���� �
�������
 '(

���� ��	����� ���
�&�
�	 �����
 �� ��	����� bit ��� ���

� �	 ��

�
	����
������ �	� ���� ��� ����� {0, 1} %� bit 	���
�
� ��� 	��	�

�� �����
�	 ��	������ ;�&�	��� ���
�&�
�	� �	� 
��	� ��	 �	�	
� �	���	���� �����	 �
����	 ���
�	� &�
�	� ��� ��	������ ���
�&�
�	� > �
��������� 	��� ���
���
�&�
�	� �
 �� �	���	���� ������� ��� bit ���	�� �� {0, 1} �	� ���
� ���
���	�����	 �	 
�
#

�	�����
 �	 	�����
�����
 �	� �
���� �	 ��	������

���
�&�
�	 	&�� ����� ��
� �
�	�
	�
� �
 {0, 1} 

����� �������	 bits �qubits�

C	 �

�����
 ��
	 ��� ��
� ��� ��	������ ���
�&�
�	� @	 #
��������

�
 �� ��� 	��� ������� ��	������ ���������� ���
��� �� ��� 	��� ��	�����
������	 > 
����	�� �
 ��������	 ��	����� ������	�	 �	 ���
� ���� �����
�
�	 ��� �	
	�
�&�� =$�	 ������ ������	 
��	� 
�
��� ��� �

��
�&
�	� 	��
��	 ��
� Hilbert H �
 �����	�� 2 B��������
 ��� ��	 �
���	������ ����
��� ��
��H 
��	� � ���	��	�	 ���� ���
��� ���
 �������	 ��� ��
�� H �	
�
�&
�	� �	� �
	������ �����	���� ��� ��	�������� ����� |0〉 �	�|1〉 ����
&	��
�	� �	
	����

|Ψ〉 = a |0〉+ b |1〉 .' (/

���� a � b ∈ � �	� �
��
� �	 ��	�������� ��� �	
	���� 
#�����

‖a‖2 + ‖b‖2 = 1 .' 1/

���� ���
 �� �������	 |Ψ〉 �	 
��	� �	�������������� �	� �	 �

��
�&
� ��	
��	����� �	����	��� �	 
��	� ��	 �	�	��	���� �������	 D'E 

��� ���
�� 	��� �
��
� �	 ��������
 ��� � ��	����� ���
�&�
�	 
�&
�"
�	�
	�� ��� ��	������ �	�	����
�� �	� ���
��� 	�� �	 �	�	��	���� ��	����	�	 
%� �	
	���� �	�	��	���� �������	 |Ψ〉 ��� �������	��� ��	������ ������	�
��� 	���
�
� ��	 �	���	���� ���� ��	 ��� ��&
	�� ��� ���
�&�
�	� 

%� �	
	���� ������� ��� �������	��� ������	��� ��� �

��
�;	�
 
��	�
������ �	� Quantum bit � qubit 

��'(#)*+ =$�	 ��	����� bit � qubit 
��	� ��	 �	�������������� �������	
��� �������	�� ��
� H > �	������������� 
�&
�"
�	� 	�� ��� ����� .' 1/

��� ���
�� 	��� ���
�	� &	�

� � ���	����� ��	&�
� 	���
�	 ��� ��	����
�� bit �	� �� ��	����� qubit %� ��	����� bit ���

� �	 ��

� 	����
������
�	� ���� ��� ����� {0, 1} 
�� ���� 	���	��� ���� �� qubit ���

� �	 ��

� ���
����� ���� ��� 
�����
��� �	�	����
�� ?� ��������
 ���� ��� 	&�
����	



����


�� �� ��
	���� �
�������
 '1

�	 ���	�
 ��� ���

� �	����
��	 �	 �
���
�	� ���� �	�	����
�� |0〉 �	� |1〉 
?��� ���� �����	 ��� ����������� �����"
�	� �	
	�����	 �	� 	���
�
� ���
�	����� ��
�������	 ��	 ��� �	�����	 ��� ���
��� �	 ������ �� �
�#
�� �

��	 ��	����� ���������� 

��#�,��$ -", a .$' b

-��	 � ���	��	 ��� a �	� b ��� �	
�����"���	� ���� ���� (1.4) $��	�

��� �� �������	 |Ψ〉 ���

� �	 ��

� ����	�����
 	�� ��� ��
�

� ����� 	���
�	
��� |0〉 �	� �� |1〉 ! �
�� 	���
�	 
��	� 	&�
������ 	&�� �
� �	� ��
� �����	
����
�
����� ��	 �� |Ψ〉 	��� �	� ���� ��	 ��� ���	��� ����� ��� ���

� �	
��

� %��
�	� �� 

����	 �� ���� ����
���
� �� ���
 ��	 	�� �	 ��	����	�	
����� |0〉 �	� |1〉 ��	 ��� �	
	���� ��� |Ψ〉 ?��� � ���
�&�
�	 ����"
�
	�� �	 a �	� b $������

	 �� ‖a‖2 �	� ���
�&�

� ��	 �� ���� �
���
� ��
�������	 |0〉 �	� �� ‖b‖2 ��	 �� ���� �� �������	 |1〉 ���� �	
	���� ���
|Ψ〉 ?�� ��� ����� (1.5) &	��
�	� ��� �	 ���
	 ��� a �	� b ��� �
�
�����
��	�������� ��� �
�������
�� ��	 �	 
�&
�"��� ���	�����	 =$��� 
�&
�"���
��� ���	�����	 ����
����� ��� ��	�������� ����� ���� �	�	��
�� ��� |ψ〉 
)	�	������
 ��� �����
	��	 ��� �� ‖a‖2 
��	� � ���	�����	 �� ������	
�	 �
���
�	� ���� �	����	�� |0〉 �	� �� ‖b‖2 � ���	�����	 �� ������	 �	
�
���
�	� ���� �	����	�� |1〉 

����� ���
�� ��! � 
����� �"� qubit

?�� ��� �
���� ��� qubit �

���
 	����� 	�� ��	 &����� ������	 �

��	 	&�
����� �	���	���� �������	 ?��� �	� ���
� ��� ���	�����	 �	 �
�
�
������
 ���&�

� �	���	����� �����
� ��� �������	� ��� �	 �	� ���������
�	 �	�	�������
 �	���

	 ��� ��� &�
�	����� ��� ��	������ �
�
�	� 6�	
�����	 �����	 
��	� 	��� ��� �
��
�
�	� ��� qubit 

> 
#����� (1.4) �	� ���� ��� (1.5) ���

� �	 ��

� ��� �	
	���� ��
&�

|Ψ〉 = eiγ
(

cos

(
θ

2

)
|0〉+ eiφ sin

(
θ

2

)
|1〉
)

.' 2/

���� �� &� � ∈ 
 

! �	
�����	� eiγ ���� �	
	���� ����� �� ���� ��� ���
� 
��	� �	 �

��
��
�&
� �� �	�	��	���� �������	 |Ψ〉 ��
�� �	 �
�	���
� ���� ���� ���
�&�
�	
��� �

���
� =$��� � �	
	���� 
#����� ���

� �	 ��

� ��� ��
&�

|Ψ〉 = cos

(
θ

2

)
|0〉+ eiφ sin

(
θ

2

)
|1〉 .' 3/
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�� �� ��
	���� �
�������
 '2

5
���	��
 ��� �� ����
�� (1.6) �	� (1.7) 
��	� ������	�
� �	� ���� �����
�	
�	 	�	&

��	��
 �
 ��� ����� (1.7) 

?� �
�
�����
 �	 � �	� & �	 
��	� �&	�
���� ����
�	����
� ���
 �� ����
����	 |Ψ〉 �	 �
���
�	� ���� ���� ���	��	�	 �&	�
	 =!��� �� |Ψ〉 
��	� ��	
qubit ���
��� �	 qubits �
������	� ���� ���� ���	��	�	 �&	�
	 

����� �"�����	 qubits

$��	�
 �	
	���� ��� ��	 ��� �

��
	&� 
��� qubit �

������
 ��	� ��
��
Hilbert H ?
�
� 	���� � ��
�� ��	 ��� �

��
	&� 
��� ������ �
����� ���
qubit > 	������� 
��	� ��� 0�	 ��� �

��
	&� 
��� ������ qubit �

�	"��	�
��
 ��	 ��
� Hilbert H �
 �����	�� ��� �	� �� �	������� �����
�� ��	������
��� ��� �������"
�	� �
 ⊗ %� 	�����
��	 ��� �	�������� ��������� 
��	�
�	 ����	��	���"���	� �� ��	����
�� ��� �����
�� ��� �	
����� �	 qubits 
=$��� �	 ����� qubits �	 �

��
�&���	� 	�� ��	 ��
� �����	��� ( 

=$��� |χ〉 �	� |ψ〉 �	 ��� qubits �
 ��� �	
	���� 	������

|χ〉 = a1 |0〉+ b1 |1〉 .' +/

|ψ〉 = a2 |0〉+ b2 |1〉 .' 9/

���
 �� �	������� �����
�� ��� |χ〉 �	� |ψ〉 �	 
��	�

|χ〉 ⊗ |ψ〉 ≡ |χψ〉 .' '4/

� 	� �� ����
 ���� ��� 	�	������

|χ〉 ⊗ |ψ〉 =

⎡
⎢⎢⎣
a1a2

a1b2
b1a2

b1b2

⎤
⎥⎥⎦ .' ''/

���� ��	 �	 a1, a2, b1, b2 �
��
� �	 ����
� 
���
�� �����

‖a1a2‖2 + ‖a1b2‖2 + ‖b1a2‖2 + ‖b1b2‖2 = 1 .' '*/

	&�� �	� �� |χ〉 ⊗ |ψ〉 
��	� ��	 �	�	��	���� �������	 
=$��� Hχψ � ��
�� ��� 	������ �	 ����� qubits �	� Hχ �	� Hψ �� ��
��

��� |χ〉 �	� |ψ〉 	��������	 �
 �����	�� 2 %��
 � ��
�� Hχψ �	 �	
��
�

	�� �� �	
	���� �	������� �����
��

Hχψ ≡ Hχ ⊗Hψ .' ',/



����


�� �� ��
	���� �
�������
 '3

���
��� � ���� ��� ��
�� ��� &���#
�
� �	 ����� qubits �	
��
�	� 	��
�	 ��	����	�	 ��� �
�������� 	�� �� �	������� �����
�� ��� ��	��������
����� ��� ��� �������	��� ��
�� 

=?
	 ��	 �	 ����� qubits �	 ��� ��� �	
	���� ����

{|0〉 ⊗ |0〉 , |0〉 ⊗ |1〉 , |1〉 ⊗ |0〉 , |1〉 ⊗ |1〉} .' '(/

�	� �
 ���� 	��� ��
&� �	 ���

{|00〉 , |01〉 , |10〉 , |11〉} .' '1/

!� ��
&�� .' '(/ �	� .' '1/ ��	 �	 qubits 
��	� ������	�
� 0�	 ������ 	����
���	� ���� �����
�	 �	 �
�����������
 ��� .' '1/ 

6
 	������ �
��� ���
���
 �	 ��������
 ��	 ��� ���� = �
����� qubits =
�
��� qubit > ���� �	 
��	� � 
#��

{|000〉 , |001〉 , |010〉 , |011〉 , |100〉 , |101〉 , |110〉 , |111〉} .' '2/

0
�����

	 �	 n qubits �	 	������ �
 ��	 ��
� Hilbert �
 �����	�� 2n 
> ���� ��� ��
�� 	���� �	 ��
� 2n ��	����	�	 > 
��
���� 	��� 	�#��� ���
�����	��� ��� ��
�� Hilbert �	� �	�� �����
�	 �	� � ���	� ��#�� 	�#��� ���
	
����� ��� qubits 	���
�
� ���	����� �
�����
�� ��	 ��� 
��
���� 	�#���
��� �	�����	� ��� ����������� �
 ��	 ��	����� ���������� D*E 

�
������

> 
��
���	 
��	� ��	 �	���� �����	 �
 ���� ���	����� 
��� ���� ��	�����
�
�
�	 ���
�&�
�	� %� ���
��� 	��� �
�
�
� ���� 
��	� � 	�
�	�����	 ���
�

���
�
� ��	 �	�	��	���� �������	 
��� &������ ������	��� 

����# $�� "��� Shannon

���	����� �	���	���� 

�	�
�� ��� ��	������ �
�
�	� ���
�&�
�	� 
��	� �

��
���	 Shannon ?� ����
 �� 	�
���� 
�&
�"
� �	� ��	�� 
��	� ���� ���	�����
��	 ��� �
�
�	 ���
�&�
�	� B��������
 ��� #�
���
 ��� ���� ��	� ���	�	�
�
�	������ : D,E > 
��
���	 Shannon ��	 ��� �
�	����� : 
�&
�"
� ����
���
�&�
�	 �

��"���
 � ������
 �	�� ���� �
� ��	� 
�
�� #�
���
 ��� ����
��� : 6
 ���	 ����	 � 
��
���	 Shannon ��	 ��� : �
�
�
� �� ���� ���
	�
�	�����	� ��	 �� �	�	��	���� �������	 ��� 
�&
�"
� ��� : ��

�� 
�
�� �	
#�
���
 ��� ���� ��� : 

=$��� n �� ��	&�

����� ����� ��� ���

� �	 ��

� � : �
 �����
� 	��������
�
� ���	�����
� pn %��
 � 
��
���	 ��� ���	�	� �
�	������ : �	��
�"
�	� 	�



����


�� �� ��
	���� �
�������
 '+

������
 �� �;�� ��� ���	�����
� ��� ��	&�

����� ���	��� ����� ��� �
�	�
������ 

=$��� {p1, p2...pn} � �	�	���� ��	 ��� : > 
��
���	 Shannon 
�&
�"
�

���	
���
� ��� �	
	���� �	�	����� �� 
#��

S (X) = −
n∑
i=1

pi log pi .' '3/

-	
	��
��
��

• %	 pi 
�&
�"��� ���	�����
� �
	 
��	� ���
��

	 ��� �����	� ���
���
�� log pi < 0 ����

	�����
 ��� � 
��
���	 
��	� ����	 �
�	���

� ���
����� 

S (X) = −
n∑
i=1

pi log pi > 0 .' '+/

• %� ���
�	� ���� �

������ ��� ������ 	�� �	 pi 
��	� 4 

limx→0 (x log x) = 0

���&�����
 ������ ��� 0 log 0 = 0

����% $�� "��� Von Neumann

$��	�
 �	
	���� ��� � 
��
���	 Shannon ��
��"
�	� �
 ��� ��	����� �
��

�	 ���
�&�
�	� �	� 
�&
�"
�	� ���� ��	� ��	������ ���	���
�
������ �	�	�
����� > �	����	�� 
��� ��	������ ������	��� �

��
�&
�	� 	�� �	 �	�	�
��	���� ��	����	�	 �	� �	� 
����	�� 	�� ��� ���	�	 ��������	� ���� �����

	�	&�

� 	�	������ �
 �
������
�� �	
��
	&� %	 ��	����	 �����
�	 ���
���	�	 ��������	� 
�&
�"��� ��	 �	�	���� �
 	�	����	 �
 �	 ��	����� ���
����	�	 �	� ��� 
��
���	 Shannon ��	 �	 ��	����� ������	�	 �
�����������

��� 
��
���	 Von Neumann ��� 
�&
�"
�	� ���	
���
� ��� ���	�	 ��������	� 

=$��� ρ ���	�	� ��������	� > 
��
���	 Von Neumann D(E ���
�	� 	�� ���
�	
	���� ����

S (ρ) = −Tr (ρ log ρ) .' '9/

0��
�"���
 
����� ��� �	� �� ��������� ��� ���	�	 ��������	� 
�&
�"���
��� ���	 �	�	���� �	� 	��� ���
�	� &	�

� �
 ��� ��	���������� ��� ���	�	
��������	� ρ



����


�� �� ��
	���� �
�������
 '9

ρ =
n∑
i=1

λi |i〉 〈i| .' *4/

=?
	 � 
��
���	 Von Neumann ���

� �	 �
	&
� �
 ����
���� �
 ��� �����
����� ��� ρ �
 ��� �	
	���� ��
&�

S (ρ) = −
n∑
i=1

(λi log λi) .' *'/

� ����	 
��	� �	� � ��� �
	����� ������������ 

-	
	��
��
��

• -	
	��
���
 ��� ��	� ��	 �	 λi 
��	� 4 
���� 	�� ��	 �	� ���	���� ���

	��� �	 
��	� 1 �	� �	 ����
� S (ρ) = 0 ?��� ����	��
� ���� �

������
���

ρ2 = ρ

�
 	��� ��� �

������ �����
 �
�	�����	 

• > 
��
���	 Von Neumann �
�
�
� ��� 	�
�	�����	 �
 ��� ����	 �
���
�	�
�� ������	 �
 �����	 	�� ��� ���	��� �	�	����
�� 

• > 
��
���	 
��	� �	�� �
������ 	���	 �	� ��	 ������	�	 �
 ��
�

� ��	�
����
�� �	� 	� 
��	� ������� � ��	���������� ��� ���	�	 ρ 

7������
� ��� 
��
���	�

' ?�	������� ���� 	�� ���	��	���� .unitary/ �
�	����	������� 
=$��� ρ′ = UρU † ���
 ����
�

S (ρ) = S
(
UρU †) .' **/

* -
���
�������	
> �������� 
��
���	 n ���������� 	�
#�
����� 
��	� ��� �
 �� ��
����	
��� 
��
����� ���� ��� ���������� =$��� n ������	�	 	�
#�
���	
�
 ���	�
� ��������	� ρ1, ρ2, ...ρn ���


S (ρ1 ⊗ ρ2...⊗ ρn) = S (ρ1) + S (ρ2) + ...+ S (ρn) .' *,/

> �������	 	��� �
� ����
� ��	� �	 ������	�	 �
� 
��	� 	�
#�
���	 



����


�� �� ��
	���� �
�������
 *4

, B���
���
�������	
=$��� ��	 ���

�� ������	 �	� ρ � ���	�	� ��������	� B��������


����� ��� ρ1 �	� ρ2 �� ���	�
� ��������	� ��� 
����
��� ���������� 
?� � ���	�	� ρ �
� ���

� �	 	�	���
� ����� ���	�
� ρ1 �	� ρ2 �
 ���
����
�	 ��� �	�������� ��������� ���
 �����
 ��� �	
	���� �����

��
����� ��	 �� �������� ������	 �	� �	 
����
��� ������	�	 

S (ρ) ≤ S (ρ1) + S (ρ2) .' *(/

?�� ��� �	
	���� ����� &	��
�	� ��� �	�� ��� �
���	�� 	�� �� ���
������ ������	 ��	 
����
��� ������	�	 �����
 	���
�	 ���
�&�
�	�
����
 �	� 	�#��� ��� 
��
���	� 
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n∑
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λiρi

)
≥

n∑
i=1

λiS (ρi) .' *1/
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�	� 	��
��	 ��
� Hilbert H �	� ���
 �	����	�� ��� 	�� ��	 �	�	��	���� �������	
��� 	���
� ���� H %� ���
�	� ���� �

������ ��� �����
 ��	 ���

�� ������
�	 ���	�� ��	 ������	 ��� 	���
�
��	� 	�� ��� 
����
��� ������	�	 D1E %�
���
 ���������	 �	 �

��
�&
�	� 	�� ��� ���� ��� ��
� Hilbert �	� �	 ����
��� �	�	��	���� ��	����	�	 ?� 
��	� H � ��
�� ��	 �� ���

�� ������	 �

�����	�� d �	� Hα �	� Hβ �� ��
�� ��	 �	 ���������	�	 �
 ��	����
�� dα �	�
dβ 	��������	 

! ��
�� H 
�&
�"
�	� ���	
���� ��� Hα �	� Hβ �	� �
 ��� ����
�	 ���
�	�������� ��������� �
 ��� �	
	���� ����

H = Hα ⊗Hβ .' *2/

�
 d = dαdβ
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?�� �	���	����� ��
�
�� ����
 ��	 	������ ��� ��
�� H ����� ��
���
��� ������������� %��
�	� �� 

����	 	� ���

� �	 ���
� ���� 	������
�	� ��	 �	 �	�	��	���� ��	����	�	 ��� ���

��� ������	��� ?� ���	�� ��	
�������	 ���H ���

� �	 �
	&
� �	� �	������� �����
�� ��� ��	�������� ���
	������ ���� Hα �	� Hβ 	��������	 > 	������� 
��	� ��	 �����	 ��	����	�	
�	� 
�� ��	 �����	 ���	 ��� 

0�	 �	 ���
�����
 �	 	��&	�����
 �
 ���
� �

�����
�� �����
 �
����
�	� �
 ���
� 	
������ 	������� �	 ��������
 �	
	���� ��	 ��� �����	 ���
�	
	����������������	� ��� ��
�� �	� ���� 	
���

	 ��	 ��� �	
	������
�����������	 factorizability ��� ��	�������� ���� 

����� �� �'"��"�"����
����� ��� () �� Hilbert

@	 
���
��
�����
 ��� �
���� �	� �
 ��
��� Hilbert �
 �
�

	����� ����
��	�� ���� �

������ 	��� ��	� ��
�� H �
 �����	�� d �	� d�∞ �	 
��	�
�����
&�� �
 ��� �d 

=$��� ��
�� H �
 �
�

	����� �����	�� d ?� � H ���

� �	 
�&
	��
�
	�� ��� �	
	���� ����

H = Hd1
1 ⊗Hd2

2 .' *3/

� ���� H1 �	� H2 
��	� ��
�� Hilbert �
 ��	����
�� d1 �	� d2 	��������	� ���

� H �����"
�	� �	
	�������������� > �����	�� ��� H �	 
��	� d = d1d2 

%��
�	� �� 

����	 	� �� ��
�� H1 �	� H2 �
 ����� �
��� ���
��� �	
�
	&��� �	� �	������� �����
�� ������� ����� ��
�� Hilbert �	� 	� �	�
���
� ��� ���

� �	 &���
� 	��� � 	������ > 	������� 
��	� �
���� �	� �
�	���	���� ��&
	�� ��� ��� ���
� &	��
�	� �	
	���� 

=$��� ��
�� Hilbert H �
 �����	�� d �	� ��
�� Hi �
 ��	����
�� 	����
�����	 di 

H = Hd1
1 ⊗Hd2

2 ⊗ . . .⊗Hdn
n .' *+/

���� �	 di ��	�������� ��� �	
	���� �����

d =
n∏
1

di .' *9/

?� ����
 ��
	 ���	 ���

� �	 
��	� � ������� �	
	����������� ��� ���

�
�	 ��
� ��	� ��
�� Hilbert D2E C	 ����
 ��� �
 ��� �
� ������� �	
	����
�������� 
������
 ���� 
��	� �� �
�	���

� ������ ��� Hi �
 ��� ���
��

�
�����	�� di ��� ���

� �	 	�	���
� � H $����	 ����
� �	�
�� ��� �	 �����

������� n ��	� �� ��	����
�� di 
��	� ��� �� ���	�� ���
��


� %� ���
��

�
di ���

� �	 
��	� �� * �
	 ��	
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�� �� ��
	���� �
�������
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di = 2 ∀ i �
 i = 1 . . . n

��� ������� �	
	����������� �	� � ��
�� H ���

� �	 �
	&
� �� 
#��

H = H2
1 ⊗H2

2 ⊗ . . .⊗H2
n .' ,4/
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�����
�� ��� � �����	�� ��� H 
��	� ���	�� ��� * ���	�� d = 2n 
!� ��
�� Hi 	&�� ����� �����	�� * 	���
���� ��
��� ��� 	������ �	 qubits 
$�	 ��	����� ������	 ������ ��� �

��
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� H �
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2n ���
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� �
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 n qubits ��
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� � ��
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?� ����
 ��� �	
	����������� �
 ���

� ��
&� 
��� ��
�� H �
 �����	��
2n ! H �	 �

��
�&
�	� 	�� �� �	������� �����
�� ��� ��
�� Ha �	� Hb �

��	����
�� 2k �	� 2n−k 	��������	 =?
	

H = H2k

a ⊗H2n−k

b .' ,'/

)	���	� 	�� ���� Ha �	� Hb ���

� �	 �	
	����������
� �
 k �	� �
 n − k
	��������	 qubits ��
��� 
0�	 ��� Ha

H2k

a = H2
1 ⊗H2

2 ⊗H2
3 ⊗ . . .⊗H2

k .' ,*/

�	� ��	 ���Hb

H2n−k

b = H2
k+1 ⊗H2

k+2 ⊗H2
k+3 ⊗ . . .⊗H2

k .' ,,/
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�� Hilbert �
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	����������� &	��
�	�
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	����

H = Hd1
1 ⊗Hd2

2 ⊗Hd3
3 . . .⊗Hdn

n .' ,(/

�
 �	 di �	 
��	� �
���� �	� d =
∏n

i=1 di

����� �� �'"��"�"����
����� 
�����
	���
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	����������
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��� � �	� �
 �

�����
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��� Hilbert @	 ����
 	� 	��� ����	��
� �	�
�
 �	 ��	����	�	 ��� �

���
� ��	� ��
�� H� 	� ���	�� �	� 	��� �
 ��� �
�
�
���� �	
	������������	� �
 ��	����	�	 ��� 	������ ����� ��
��� ��� �
��
������� 	�� ��� �	
	����������� ��� H 

=$��� ��
�� Hilbert H,Ha,Hb �
 ��	����
�� d, da �	� db 	��������	 =!
H �
�����
� ���� &	��
�
 �	
	���� 

H = Ha ⊗Hb .' ,1/
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	���� �
�������
 *,

�
 d = dadb 
$���

{|m〉}da

m=1 {|n〉}db

n=1 {|k〉}dk=1

���
�� ��	 ���� ��
��� Ha ,Hb �	� H 	��������	 ?� ��	 �������	 |a〉 �

|a〉 ∈ H ���

� �	 �
���;
� 	�� �� �	������� �����
�� ��� |a1〉 �	� |a2〉 �

|a1〉 ∈ Ha �	� |a2〉 ∈ Hb ���� &	��
�	� �	
	����

|a〉 = |a1〉 ⊗ |a2〉 .' ,2/
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{|k〉}dk=1 ?� ����
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	���� �	
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���	 1◦

=$��� ��
�� H �
 �����	�� ( �	� ��
�� Ha �	� Hb �
 �����	�� * !�
���
�� ��� ��
�� 	���� �	 
��	�

{|00〉 , |11〉 , |10〉 , |01〉} {|0〉 , |1〉} {|0〉 , |1〉}
=$��� �� �������	 |a〉 ��� H ���� &	��
�	� �	
	����

|a〉 =

⎡
⎢⎢⎣

1/
√

2
0
0

1/
√

2

⎤
⎥⎥⎦

=$��� ��� �� |a〉 
��	� �	
	������������� %��
 �	 ���

� �	 �
	&
� �

��� �	
	���� ��
&�

|a〉 = |a1〉 ⊗ |a2〉 �
 |a1〉 ∈ Ha �	� |a2〉 ∈ Hb

?� 
��	�

|a1〉 =

[
a
b

]
|a2〉 =

[
c
d

]
|a1〉 ⊗ |a2〉 =

⎡
⎢⎢⎣
ac
ad
bc
bd

⎤
⎥⎥⎦

@	 �
��
�

' ac = 1/
√

2
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* ad = 0

, bc = 0

( bd = 1/
√

2

?�� ��� .'/ �	�
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	 ��� 4 �
	 	�� ��� .*/ �	� .,/ �
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�
b �	� d �	 
��	� 4 %��
 �
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��	� � .(/ �
	 �� ������	 �
� ��
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���
��� �� |a〉 �
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��	� �	
	������������� 
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 �����	�� ( �	� ��
�� Ha �	� Hb �
 ��	����
�� * ! H
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�	� H = Ha ⊗Hb ?� ��� ��� �	
	���� ���
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{|k〉}4k=1 {|i〉}2i=1 {|j〉}2j=1

=$��� �� �	
	���� �������	 |a〉 ��� 
��	� �����
�� ��� ��
�� H @	 �
�#���

��� �� �������	 	��� 
��	� �	
	������������� ?� 
��	�

|a〉 =

⎡
⎢⎢⎣

0
1/
√

2
0

1/
√

2

⎤
⎥⎥⎦
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|a1〉 =

[
a
b

]
|a2〉 =

[
c
d

]
|a1〉 ⊗ |a2〉 =

⎡
⎢⎢⎣
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⎤
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⎡
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√
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?�� .*/ �	� .(/ �	�
�� ��� a = b �	� 	�� .'/ �	� .,/ c = 0 =?
	 c = 0
a = b = 1/21/4 �	� d = 2−1/4 =?
	 �	 ��	����	�	 �
 ��� ����
�	 ��� ������
�	
	������������
 �� |a〉 �	 
��	�

|a1〉 =

[
1/21/4

1/21/4

]
|a2〉 =

[
0

1/2−1/4

]
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=$��� H �
 �����	�� d� Ha �
 �����	�� da �	� Hb �
 �����	�� db 

=$��� �� �	
	���� ���
�� ��	 ���� H � Ha � Hb

{|k〉}dk=1 , {|i〉}da

i=1 , {|j〉}db

j=1

> �
��� ���� 
��	� ��	 ��� ��
� H ���� 
����� �	� � �	
	���� ��� �
�����
�
	�� �� �	������� �����
�� ��� ���
�� ��� Ha �	� Hb 

{|i〉 ⊗ |j〉} i = 1 . . . da j = 1 . . . db

> �	
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	������������� ���� ��� H )��
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�� Hilbert ��
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 �������	 |a〉 ��� ��
�� H ���

� �	
�
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� �
 ��� ����
�	 ��� �	
	���� ����� �� 
#��

|a〉 =

da∑
i=1

db∑
j=1

cij |i〉 ⊗ |j〉 .' ,3/
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��	� 
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� ���	����� 	
����� �	� 	���
���� �	 �����
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da × db ���	�	 ��� �����"
�	� ���	�	� ����
�
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�������8 %� �������	 |a〉 
��	� �	
	������������� ���� ���� �	
	������
�������� ���� ��� ��
�� H 	� �	� ����� 	� � ���	�	� ��� ����
�
����
��	�����
� ��� ������� ��� micro-singularity� D2E 

cijcab = cibcaj .' ,+/

��	 ���
 ���	�� ���� ��� �
����� 
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• > �	
	����������������	 ��� ��	�������� ��
��"
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��� ���
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 �	 �	
	�������������
 ��� ��
� H =$�	 �������	 ���

�
�	 
��	� �	
	������������� ���� �	
	������������� ���� ��� �
�����
�
	�� ��� �����	�� ��� H �
 Hda

a ⊗Hdb
b �	� �� �	
	������������� ��	 ���

�����	�� Hdb
b ⊗Hda

a D3E ?��� ���
�	� &	�
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�� H �
 �����	�� + �	� ��
�� Ha �	� Hb �
 ��	����
�� ( �	�
* 	��������	 ?� ����
 	
���� ��� �����	�� ��� H �	� �	������� �����
��
��� Ha �	� Hb �
 ��� ����
�
����� �
�
� ��� ������	�

H = Ha ⊗Hb

�	� �
 ��� �	
	���� �	
	������������� ����

{|ij〉 ⊗ |k〉 : i = 1 . . . 2 j = 1 . . . 2 k = 1 . . . 2}
�
 	���� ��� ���� ��	 �	
	������������� �������	 |ψ〉 �	 ��
� ��� 
#��

�
���� ��
&�
|ψ〉 = |ψa〉 ⊗ |ψb〉

���� �� |ψa〉 	���
� ���� ��
� Ha �	� �� |ψb〉 ���� Hb �	�

|ψa〉 =

⎡
⎢⎢⎣
a
b
c
d

⎤
⎥⎥⎦ |ψb〉 =

[
α
β

]

� �
 ��� ���������� ��� Dirac

|ψ〉 = (a |11〉a + b |12〉a + c |21〉a + d |22〉a)⊗ (α |1〉b + β |2〉b) .' ,9/

�"� ����� �������# ��� � 	
�!
�� �
�
 ��� ����� ������ �������# ��� ��� ������	� �
���$�
	� ��� �� 
�����$�
	�� ��
 ������ �#� 	
�����	�%� �� ����� �	�� �� ��



����


�� �� ��
	���� �
�������
 *3

%��
 � ���	�	� ��� ����
�
���� Cmatrix �	 
��	�

Cmatrix =

⎡
⎢⎢⎣
aa aβ
ba bβ
ca cβ
da dβ

⎤
⎥⎥⎦ .' (4/

0�	 �	 ��	�����
��	� � ������� ��� micro-singularity D2E �	� ���
��� �	 
��	�
�� �������	 ��� �	
	������������� 	
�
� ��
� �� ����
�"���
� ��� ���	�	
��� ����
�
���� Cmatrix �	 
��	� 4 -
���	��∣∣∣∣ aa aβ

ba bβ

∣∣∣∣ = 0

∣∣∣∣ ca cβ
da dβ

∣∣∣∣ = 0

∣∣∣∣ aa aβ
da dβ

∣∣∣∣ = 0

∣∣∣∣ ba bβ
ca cβ

∣∣∣∣ = 0

∣∣∣∣ aa aβ
ca cβ

∣∣∣∣ = 0

∣∣∣∣ ba bβ
da dβ

∣∣∣∣ = 0

���
��� �� �������	 |ψ〉 
��	� �	
	�������������  
?� ����
 ��
	 �� ���� �	
��
���	 	��� �
�&���	� �� ��
� H �	� Hb ⊗Ha 
0�	 ��� �����	�� 	��� � �	
	������������� ���� �	 
��	�

{|k〉 ⊗ |ij〉 : k = 1 . . . 2 i = 1 . . . 2 j = 1 . . . 2}
=?
	 �� �������	 |ψ〉 �	 �
�&
�	� ���� �	
	���� ���� �� 
#��

|ψ〉 = aα |1〉b ⊗ |11〉+ aβ |1〉a + . . .

�	� � ���	�	� ��� ����
�
���� C
′
matrix �	 
��	�

C
′
matrix =

[
aa aβ ba bβ
ca cβ da dβ

]
.' ('/

$����	 �	
	��
���
 ��� � �	
	���� ����
�"���	 �
� 
��	� 
� ���
� 4 	&��∣∣∣∣ aβ ba
cβ da

∣∣∣∣ = aβda− bacβ �= 0

�	� ���
��� ��	 ��� �����	�� 	��� ��� H �� �������	 |Ψ〉 
��	� �� �	
	����
���������� 

• $�	������� ��� ���� �	
	���� ��� 	�	&�
	�
 
��	� �	 ��
�����
 �	
�	�	��	���� ��	����	�	 
��� ��
�� H �
 �	
	������������	 �	� ��
�	
	������������	 ?���� �� �	�	����
�� 
��	� 	�
	�
� �	� �
 ��	 ��	��
���� ������	 ������ �	�	��	���� �������	 ���

� �	 
�&
�"
�	� ����
�����	� �	
	���
�� �	� ���
��� �	 ��� ���
�"���
 ��
�	 �
 ���	 	��
��� ��� = 	�
	�
� = �	����
�
� 	���
� 



����


�� �� ��
	���� �
�������
 *+

-	
��
���	8

=$��� ��
�� H �
 �����	�� ( �	� � �	
	����������� ��� �
 ��� qubits ���

��� Ha �	� Hb -	�
�� |ψ〉 ��� H ���� ���


|ψ〉 = cos θ |00〉+ sin θ |11〉

�� |ψ〉 
��	� ��� 	�	�������� ���� �	
	������������� ���� {|i〉 ⊗ |j〉}2i,j=1

�
	 � ���	�	� ����
�
���� Cmatrix �	 
��	�

Cmatrix =

[
cos θ 0

0 sin θ

]

�	� � �
�"���� ��� ∣∣∣∣ cos θ 0
0 sin θ

∣∣∣∣ = cos θ sin θ

-	
	��
���
 ��� � �	
	���� �
�"���	 ���
��"
�	� ��	 θ = 0 �	� θ = π/2 
0�	 ��� ����� 	���� ��� θ �� �������	 |Ψ〉 
��	� �	
	������������� ���&��	
�
 �� �
�
��	 .'/ @	 ���	�
 ��� �	��� �� θ �
��
� �	 ���
� 4 � π/2 ��
|ψ〉 �
��
�� �	 ���
� �	
	������������� 

=$��� ���
�	� 	�	
	����� � ���
��� ��� �	
	����������������	� 
��� �	�
�	��	����� ��	����	��� 0�	 ��� ���
��� 	��� 
�������	� �����	 ���
	 ���
�	 �
�
������
 ���� 
���
�� �	
��
	&� 

����% $��'�����
�� * +�� � ���'�����
"�

! 
�	��	������ 	���
�
� ��	 
���� ���������� ��� �	�	����
�� ��� 
���
��
��� ���������� ��� ��������� ��	������ ������	��� ��� �
�
���
  

��'(#)*+ F��
 ��� ��	 ���

�� ������	 �
���
�	� �
 
�	��	����� ��	� �
�	����	�� ��� �
� ���

� �	 �

��
	&
� �	� �	������� �����
�� ��� �	�	�
����
�� ��� ������������� ��� 

0�	 ��	 �	����	�� ��	������ ������	��� ��� �
���
�	� �
 
�	��	�����
� ���
�&�
�	 ��� �
�	&�

� ������
� �� ������	 ���

� ����	����� �	 	���
���
� ���
�"���	� ���� ��� �	����	�� ��� 
��� 	�� �	 ��� ���������	�	 
���� �

������ 
��� ��	������ ������	��� ��� �

��
�&
�	� 	�� ��	 ��
�
Hilbert �����	��� ( �	� �	
	����������	� �
 ��� qubits ��
���� ��� �

��
�
�&��� �	 ���������	�	 � ����� ��� �
���� qubit ��	� 
�	��	��������

�& 	���	�� ��
 ���
 ' ������ ' 	�� 	
 ��������� 	����� ��� ����� ����
�� ��������
�
(��� 	
������ ��
 ��������
 � ���� !�  ���� �����������
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�� �� ��
	���� �
�������
 *9

�	����	��� �	� ���
�&�

� �
 �
�	�����	 ��	 ��� �	����	�� ��� �
��

��
qubit ��
�� �	 
�������
 ������	� ��	 ���
��� ?#�"
� �	 ���
������
 ��� �
�����	 ��� 
�	��	������ ��
� �
��	
���� 
��� ���� �
�
�	 ���
�&�
�	� �	�
	��� ��	�� ��	 
�	��	������� ��	����� ������	 ���

� �	 �
�	&�

� �

���
���

� ���
�&�
�	 	�� �	 ���������	�� ��� 6
 ��� �
��� ��� �������	�
	���� ���
���
 �	 
��������
 �	���

��� 
������ �
������� �	� ���
���

�
#

�	��	� ���
�&�
�	�  

=!��� 
��	�
 ��� �
�
��	�� �	
��
���	 ��� �	�	��	���� �������	 �����

��	������� ��� ���
��� ��� �	
	����������������	� 	�����	 �
 ��� ����	
� �	� ���
��� ��� 
�	��	������ -	
�����"
�	� ���� &	��
�
 � 	����� ��	
��� 
��	���� 
��� ���
�� ��	 ��� 
�	��	����� =!��� �
�� 	���������
 �

	��� �	 ���&�������
 ��� ��� �	 �
�	&�
���
 ��� �
���� �	� ���� ���	�	
��������	� ��� �	����	��� �	� ��� ��� �	�	��	���� �������	 ��� �
� �����

	
�
�� �
�
����� ����	�
� %� ���
� 	��� �
��
� �	 ��
� ��	 ���� ����
�
�
����� �������	� �	 �	
	���
� 	�	������� ���� 	�� ���	��	���� .Unitary/
�
�	����	������� =$�	� �
����� ��� ������ �� Ranee K. Brylinski �	� Goong
Chen &	��
�	� �	
	����

��'(#)*+ =$�	 ���
� ��� 
�	��	������ 
��	� ��	 ����
���� f �


f : H = H1 ⊗H2 → � .' (*/

� ����	 
��	� 	�	������� ���� 	�� ���	��	���� �
�	����	������� D3E 

6�	 ����
���� � ����	 �	 ��	��������
 ��� �	
	���� �
���� �	 	���
����
�
 ���
� ��	 ��� 
�	��	����� A������
	&��� ���� ����� ���	�����	� ���
�����
� ���	
���
�� ��	 ��� ����
� ���
�	� ����� 	����� �
�� 

����, -� � (�� �(�)�.

$����	 ���

� �	 �
� �	�
�� ��� � ����
���� ��� ������

tr : �m×m → 
 .' (,/


��	� 	�	������� D+E ���� 	�� ���	��	���� .Unitary/ �
�	����	������� ���	�
��

tr (A) = tr
(
UAU †)

	&�� ���� ��� ����������	� �	 ���

tr
(
UAU †) = tr

(
U †UA

)
= tr (IA) = tr (A)

�)�� ���
�� ���	�� �� ����� ����� ��� ����	��� ��#� ���	���������� ��� ������ �����
���� !� ������!���� 	� �
�
� ��������� �� � �������# �



����


�� �� ��
	���� �
�������
 ,4

���� A,U ∈ �m,m �	� U ���	��	��� 

=$��� ���

�� ��	����� ������	 ��� �

��
�&
�	� 	�� ���� ��
���H,Ha,Hb

�
 ��	����
�� d, da �	� db 	��������	 %��
 ��	 �	����	�� |Ψ〉 �	 �
�&
�	�

|Ψ〉 =

da∑
i=1

db∑
j=1

cij |ij〉

?�� �	 cij &	��
�	� ��� ���
�
� ��	 ����� �
 ���� ���	�
� �����	��� da × db 
)	��
�"���
 ���	�	 ? �
 Aij = (cij)

j=1:db

i=1:da
 ! �
������� ���	�	� ��������	�

ρ1 �	 �
�����
� 	�� ��� �����

ρ1 = Tr2ρ = AA†

! ���	�	� A ���� 	�� �������� ���	��	���� .Unitary/ �
�	����	������� ���
��
&�� U ⊗ V �	 �
�	����	��"
�
 �


A→ UAV

���
��� � ρ1 �	 �
�	����	��"
�
 �


ρ1 = (UAV )
(
V †A†U †) = UAA†U †

�	� �� ����� ��� 
��	� 	�	������� ���� 	�� �������� �
�	����	������� 
> ����
���� ��� ������ ���

� ��
� ��� �
�������
�� ��	 �	 	���
���
�

���
� ��� 
�	��	������ =$��� 	�	�������
 ��	 �

	
��	 In D9E 	�� ���� ��	
���� ���	�
� ��������	� �
 ����

In = Tr (ρ1)
n+1 .' ((/

!� �
���� ��� 	��������	� �
 ��� ����� 	��� ��	 n = 1 ��	� �� Linden �	�
Popescu �	� ���� �����
�	 �
���
����
 ��	 ���
 n 	�� ���� Albeverio �	�
Fei 
-	
	��
��
�� 8

• ���� ����� .' ((/ ��	 n = 0 �	�
��

I0 = Tr
(
AA†)

0��
�"� ��� �� �	
	���� ����� 
��	� ��� �
 ��� �����	 �	� 	���
�
� ���
���� 
���� �	�������������� C	 ����
 ���	 
��	� � &����� ��� ���	��	
�
 ��	 ��	����� ������	 =$����
 	�	���
� ���� �	
��
	&� .' ' ,/
��� �� ��������� ��� ���	�	 ��������	� 	�
��"���	� ���� �����	 �	� 	���
�
���� �
��� ��	� �	�	����� %� ����� ��� ����� ���	�	 �����	� �
 ��
��
����	 ��� ��������� 6
 �� �	 
��	� 	�	������� �� I0 �
� 
�
��	��
����
 ���� �	�	����  



����


�� �� ��
	���� �
�������
 ,'

• ���� ����� .' ((/ ��	 n = 1 �	�
��

I1 = Tr
(
AA†)2

0�	 ρ2 = ρ ���	�� ��	� � ���	�	� ��������	� 
��	� ��	� �
�������� �
�
�
���� ���
 �� ������	 �
���
�	� �
 �	�	
� �	����	�� �	� �	�� �����
�	
� �	����	�� 	��� 
��	� �� 
�	��	������� =?
	 ��	

ρ2 = ρ ⇒ Trρ2 = Trρ = 1

�����
 �� 
�	��	������
� �	�	����
�� 
�� ��	 ρ2 �= ρ ��� 
�	��	����� 

)	�	������
 ��� �����
	��	 ��� ��	 �	������� ���
� ��	 ��� 
�	��	�����
�	�	����
�� 
��	� �� ����� ��� ρ2 ��� �	 �� ����
 �	 ���
� ��� �	
����	 ���
�	� ���� �
	����� 
��
���	 

����/ -� � (�� Concurrence

> 	����� �	� ���
��� � �
���� ��	 ��� 
�

�� ���
�� 
�	��	������ ����
���
 �	� �
 ��	 ���� �

	
��	 ��� �������
	&��� 
��	� ������ �	� �

	
��	
Concurrence D'4E =$�	� 	�
���� �	��
����� ��� �

	
��	� 	���� ���
�	� 	��
���� Heng Fan Keiji Matsumoto �	� Hiroshi Imai

�
�
���
 ���

�� ��	����� ������	 ��� �

��
�&
�	� 	�� ���� ��
���
H,Ha �	�Hb �
 ��	����
�� d2, da = d �	� db = d 	��������	 =$�	 �	�	��	����
�������	 |Ψ〉 ��� ��
�� H �	 �

��
�&
�	� 	�� ��� �	
	���� ���� 

|Ψ〉 =

d−1∑
i,j=0

aij |ij〉

�
 ��� �	�������������
∑d−1

i,j=0 |aij|2 = 1 )	��
�"���
 ���	�	 A �
 �����
�	

�	 aij ���	�� Aij = (aij)
j=1:db

i=1:da
 %��
 � �
������� ���	�	� ��������	� ρa �	


��	� ρa = Tr2ρ = AA† ?� 
��	� λi �� ��������� ��� ���	�	 ρa ���
 �	��
�"���

�� �	
	���� ������

λφ =
{
λ↓0, λ

↓
1 . . . λ

↓
d−1

}
.' (1/

C	 ���
������
 ��� �	 �����
�	 ��� ������� λφ �
������	� �
 �� 	�#���	
����	#� �	� 	���
���� ��� ����"���
� ����� ��� ���	�	 A 

��'(#)* #��'./* 0'1-$!�*+ =$��� λ↓ =
(
λ↓i
)d
i=1

���
 ��	 ��� �����
�	

��� 	�������	� λ↓j , λ
↓
k �	 ���
 ���

λ↓j � λ↓k ⇐⇒ λ↓ja ≥ λ↓ka
∀ a



����


�� �� ��
	���� �
�������
 ,*

�
 j = 1 . . . d �	� k = 1 . . . d 

	$23�'(#)* -�* '��$�4�$* 8 > �

	
��	 Concurrence �	��
�"
�	� ��

Ck (Ψ) =
∑

0≤i0<i1<...<ik≤(d−1)

λ↓i0 , λ
↓
i1
. . . λ↓ik .' (2/

�
 k = 0, 1, . . . , d− 1 

-	
	��
��
��

• 0�	 k = 0 � ����� .' (2/ �	�
�
� ��� �	
	���� ��
&�  

C0 (Ψ) =
d−1∑
i0=0

λ↓i0

��� �
� 
��	� �����	 �	
	���� 	�� ��� ����� �	������������� ��� ��	�
����	��� |Ψ〉 ?� �� ����
 	�� ��� ��
�
� ��� �

	
��	� ��� �����
	���
�
� ��� �
��� �
� 	���� ���	�� �� ��
����	 ��� ��������� λi0

��	� ��� �
 ��� �����	 

• 0�	 k = 1 	�� ��� ����� .' (2/ �	�
��

C1 (Ψ) =
d−1∑

i0,i1=0

λi0λi1 .' (3/

-	
	��
���
 ��� �� �
�
��	�� ��
����	 ��
� ��� �
���
� �� ������ ����

��� �	 �	�
���� ����� 	�� �� 4 ���
� �	� �� d−1 	��� �
 ��� �

��
����
0 ≤ i0 < i1 ≤ (d− 1) ���&��	 �
 ��� ���� .' (2/ ���
��� �	� �	
	�
����
� �
 ��
����	 ��� �
������ ���	�	 ���� ����� �����
 ���
� �	 i0
�	� �
	���� �	� �	 i1 �	� ����
� 

C	 ���
������
 ��� �� ��� �
���� �
�� ��� 	�������	�� C0 �	� C1 
��	� 	
�
�
��� ��	 �	 �	��
����� ��� ��	��
��������	 D'4E =!��� �
 �
�����

	 ��	���	
���
�
� ��	 	������ �
�����	 ��	 �
�	���

��� �
��� ��� 	�������	� Co-
ncurrence ?��� ��
��"
�	� �
 ��� ���
�&�
�	 ��� ���
��� �	 �
��&�
���
���� ����	 ��� 
�	��	������ �	� ��	 �� ���	 � ����� ����
��� ���� �
 ����
�
��� ��� 	�������	� In 

0
�����

	 ���� �� �
�� ��� 	�������	� Concurrence 
��	� 	�	�������� ���
�� 	�� ���	��	���� .unitary/ �
�	����	������� D9E �	� ���
��� �	 
�&
	�
����� 	�� �������� �
��� ��� �

	
��	� In ��� ������ .' ((/ 



����


�� �� ��
	���� �
�������
 ,,

����0 $��'�����
�� ��� ��� "����

$�	�

���	��
 �
 ��	 	�� ��� �������
� ��� 
��
���	� Von Neumann ���

��	�
 	�	&�

� ���� �	
��
	&� .' * 1/ ���	�� �� ��� ���

� �	 �
�
��
� ���
	�
�	�����	 ��� �	����	��� ��� �
���
�	� ��	 ������	 	�� �� ������ ���
���	��� �	�	����
�� C	 ����
 	
���� ��	�� �� ���
��� 	��� ���

� �	
	���
���
� ��	 ���
� ��� 	�
�	�����	� �	� ���
��� ��� 
�	��	������ 

?� �
�
�����
 ���

�� ��	����� ������	 ��� �

��
�&
�	� 	�� ���� ���

��� H � Ha �	� Hb �
 ��	����
�� d � da �	� db 	��������	 0�	 ������
	������	� �	� ��
�� ����� ��� �
�������	� �	 �
�
�����
 ��� da = db = ds 
6�	 �	����	�� ��� ������	��� �	 �

��
�&
�	� 	�� �� �	
	���� �������	
���&��	 �
 ��� ����

|ψ〉 =

ds∑
i,j=1

cij |i〉 ⊗ |j〉

!
�"���
 ��� ���	�	 A �
 �����
�	 Aij = (cij)
j=1:ds

i=1:ds
 %��
 � �
������� ���	�	�

��������	� �	 �

��
�&
�	� 	�� ��� 
���
�� �����

ρa = Trbρ = AA† .' (+/

�
 ��� �	������������
∑ds

i,j=1 |cij |2 = 1  
$��	� ������ ��� � 
��
���	 Von Neumann 
�&
�"
�	� ���� ��� �������

��� ��� ���	�	 ρa !� ��������� 
��� �
�
��� 
��	� 	�	������
� ���� 	��
�
�	����	������� ��� ��
&�� U ⊗ V 	&�� �
���� �� �	
	���� �
��� �	�
�
�	����	������ ��������	� ?� �� ����


A −→ UAV ρa −→ (UAV ) (UAV )†

�	� �
���� � ρa �
�	����	��"
�	� �
 ��	� ��� �
�
��� 	� ��� ���������
 ρ
′
a

�
 ����
ρ

′
a = (UAV ) (UAV )† = UAA†U †

> �
�
��	�	 ����� �	� ��
� ��� �� ρa �	� ρ
′
a ����� ��� ���
� ��������� ���
���

��	 ����
���� �
 �
��� �
����� ��� �������
� ��� ���	�	 ρa �	� ������ �����
��� � �
� �	 
#	
���	� 	�� ���	��	���� .unitary/ �
�	����	������� �
	
���

� �	 	���
���
� ���
� ��	 ��� 
�	��	����� 

6�	 �����	 ����
���� 
��	� 	��� ��� 
��
���	� Von Neumann ���&��	 �

��� .' '9/

S = −Tr (ρalog (ρa)) = −
ds∑
i=1

λilogλi

-	
	��
��
��



����


�� �� ��
	���� �
�������
 ,(

• $����	 &	��
�	� 	�� ��� �	
	���� ����� ��� ��	� � ���	�	� ��������
�	� ρa 
��	� �
�������� �
�
���� ���
 � 
��
���	 ��� �	����	��� ���

�&
�"
� �	 
��	� 4 ?��� ��	�� �� ��������� ��� ρa �	 
��	� 4 �	� ' ���	��

S = − (0log (0) + 1log (1)) = 0 + 0 = 0

)	�	������
 ��� �����
	��	 ��� ��	� � 
��
���	 ��	� �	����	��� 
��	�
4 ���
 � �	����	�� 
��	� �� 
�	��	������� 

• 0�	 ���

� ��	����� ������	�	 ��� �

��
�&���	� 	�� ��
��� H ����
��	��� ( �	� 	�	�����	� �
 ��� qubits ��
���� ��	 ��� 
��
���	 �
��
����������
 ��� ����
���� �
 ���� * %��
 � �
����� ���� ��� ���

�
�	 ��

� � 
��
���	 
��	� �� ' D,E C	 ����
 �� ��	�� ! ρa 
��	� ���	�	�
��������	� �	� �� ��������� ��� �	 	�
��"���	� ���� �����	 ?� 
��	� x
� ��	 �������� � ���� �	 
��	� 1− x %��
 � 
��
���	 �	 
��	�

S = xlog2 (x) + (1− x) log2 (1− x)
�	� �� �
�&��� ��� �	 
��	�
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x

−x. log
2
(x)−(1−x). log

2
(1−x)

����	 ' '8 $��
���	 ��	 ������	 �����	��� ( 

-	
	��
���
 ��� ��	 x = 1/2 � 
��
���� �	�
�
� ��� ������� ���� ��� 
��
�	� �� ' =?
	 ��	 ���

� ������	�	 ��� �

��
�&���	� 	�� �� �	�������
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�����
�� ��� qubit ��
�� ������� 
�	��	����� �	 ����� �� �	�	����
�
�� ��	 ��� ����
� � �	�	���� ��� 
�&
�"��� �� ��������� ��� �
�������
���	�	 ��������	� 
��	� ��	 �������
&� �	�	���� 

?� ����
 ���� ���� �
�#� �� ��� �	� ���
�&�

� � 
��
���	 ��	 �� ���
�

�	��	������ ��	� ��	������ �	����	��� 0�	 �	 ���
� ��� 	��� � �����	 ���

��
���	� �	� ���
� 
�	��	������ �	 �
�
�����
 ��� 
��
���	 ��� �	
	����
�	����	��� 

$��	�
 �
�
���
� ���� �	
��
	&� .' , ,/ ��� �	����	�� ��� �

��
�&
�	�
	�� �� �������	

|a〉 =

⎡
⎢⎢⎣

1√
2

0
0
1√
2

⎤
⎥⎥⎦ |a〉 ∈ H H = Ha ⊗Hb

�
 ���� ��
��� Ha �	� Hb �	 
��	� ��� qubit ��
�� �	� �	�	��#	�
 ��� ����
��
	��	 ��� �

��
�&
� ��	 
�	��	������� �	����	�� ?� �
�
�����
 ��
�	
	���� ���� �
���� �������	 |ϕ〉 ��� �

��
�&
� ��	 ������ �	�	����
��
�
�	#� 	���� �	� ��� �	
	���� 
�	��	������� �	� �	 ����
 ��� �
�	���
�	�
� 
��
���	 ��� 

|ϕ〉 =

⎡
⎢⎢⎣

sin θ
0
0

cos θ

⎤
⎥⎥⎦

�
 ���	�	 ����
�
���� C �	� �
������ ���	�	 ��������	� ρa

C =

[
sin θ 0

0 cos θ

]
ρa = CC† =

[
sin2 θ 0

0 cos2 θ

]

!� ��������� ��� ρa 
��	� sin2 θ �	� cos2 θ �
	 � 
��
���	 �	 �

��
�&
�	� 	��
��� ����

S = −
(
sin2 θlog2

(
sin2 θ

)
+ cos2 θlog2

(
cos2 θ

) )
�	� �
	&��� ���	
���
� ��� sin θ �	� cos2 θ 	�������
�	� ��� ����	 .' */
�	
	���� 

-	
	��
���
 ��� ��	 θ {0 , π , π/2 , 3π/4} � 
��
���	 
��	� 4 �	� �����

�� 
�	��	������
� �	�	����
�� 0�	 θ {π/4 , 3π/4 , 5π/4 , 7π/4} � 
��
��
��	 
��	� ' �	� �����
 ������	� 
�	��	������
� �	�	����
�� 0�	 ��� �������
�

�"� ���	���������� ��� ��� �� �	��� ��� ����	��� ���� � �������� ��� ����	��	��
��
 �������� ���� ���
 ��
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x = sin(x), y = cos(x), z = 1−cos(x)4−sin(x)4+2 cos(x)2 sin(x)2

y

z

����	 ' *8 6
�	���� ��� 
��
���	� ��	 �� |ϕ〉 

����� ��� θ � 
��
���	 �
�	���
�	� ��� �������	 (0, 1) �	� �����
 �	�	����
��
	� �	� 
���
	�
� � �
�� ���� � ���� 
�	��	������
� 	� � ���� ��� 
��
���	�
	���
� �����

� 	�� �� 4 � 	�� �� ' 	��������	 

��� ����	 .' ,/ 	�������
�	� � �
�	���� ��� 
��
���	� ��	 ��	 ���	��

�������	 |b〉 ��� ��
&�� 1√
2

⎡
⎢⎢⎣

cos θ
sin θ
sin θ
cos θ

⎤
⎥⎥⎦ �
 ����
���� �
 �� sin θ �	� cos θ 

−1

−0.5

0

0.5

1

−1

−0.5

0

0.5

1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

x

nj(x)) cos(x) sin(conj(x)) sin(x)+cos(conj(x))2 cos(x)2+2 sin(conj(x))2+2 sin(x)2−1)1/2)+(1/2 sin(conj(x)) sin(x)+1/2 cos(conj(x)) cos(x)−1/2

y

z

����	 ' ,8 6
�	���� ��� 
��
���	� ��	 �� |b〉 
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���
���
�� 

' > 
��
���	 �	� ���
� 
�	��	������ �	� ���
�&�

� ��	 �� ���� 
�	��
�	������� 
��	� ��	 �	����	�� �
 	����
�� �
 ��� �������	 microsingu-
larity ��� 	�	&�

�	� ���� ���� 	�
	�
� �	�	����
�� 
�	��	������ �	�
�� 
�	��	������ 

* $����	 �	
	��

� �	�
�� ��� 	� �
�
������
 ��	����� ������	 �
 �
���
���� ���	�	 ��������	� �����	��� �
�	���

� 	�� ��� ���
 	� �
����
����������
 ��	 ��� 
��
���	 �� ����
���� �
 ���� �� ��� � �������
���� ��� ���

� �	 ��

� �
� �	 
��	� ����� � �����	 0�	 �	 ��	��
��
�
� 
��
���	 ��� �������	 [0, 1] �
��
� �	 �
�����������
 ����
���� �

���� ��� �
 ��� �����	�� ��� �
������� ���	�	 ��������	� 

, =!���	 �
 �	 ���

� ������	�	 ��� �

��
�&���	� 	�� ��� qubits ��
���
���

� �	 �
���
� ��	 ���
 �������	�� ��	����� ������	 ��� ��	 �	���
��	�� �
���
�	� �
 ������� 
�	��	����� ���	�� ���� 
��
���	� ' ��	�
�� ��������� ��� ρa ��������� �������
&� �	�	���� 




���
	��  

!��""�
� ��!#���


�� �������� SVD

����� 1 ��
�� ��� SVD�

> �����	�� svd .singular value decomposition/ � 	����� �����	�� ���	"���
��� ����� 
��	� ��
�� ����
�
����� �
 ��� �	
	����������� ��������� A��	�	
���� �	 ����
 ���� �����
�	 � �����	�� svd ���

� �	 ���
� ��	 �����������

���	�	 	�
#	
����� ��	����
�� �	� �����
��� 6��
���
 �	 �����
 ��	 ����
��	�� svd �
 �
�
	�������� 
��
 �	
	������
	����� ���	�
�� �
 ���	�
� �

�
	��	���� � ���	���� �����
�	 %� �
����� ��� � �����	�� 	��� ���

� �	

&	
����
� �
 ��	 ���� �
���� &���	 ������� ��� ���
� ���� 
���	&�
���	
�	� 	�����
�
 	����
��
�� �
����� ��	 ������� 


������ > 
� ���� �����	�
�� 
��
 	�	�	��&�
� 	
�
��� &�
�� 	�
#�
���	 � ��	 	�� ��� ���� %
����
	�	���
�����
 �
 ��� �
��

� ��	������ ��� 	�� ���� Eugenio Beltrami ��
'+3, Gamille Jordan �� '+31 J.Sylvester �� '++9 L.Autonne �� '9', �	� 	��
���� C.Eckart �	� G.Young �� '9,2 

?� ����
 	�	������ ��� �����	�� 	��� #
������	� 	�� ��� �
���� ����
���
�	� 	�� ��� C. D. Meyer D''E 

 �� ���� 	�
��� ! "��������
 m×n ����� r �� (A)ij ∈ � �	��#��
 ��
��
"����� $unitary% 	�
���� U m×m ��� V n×n 
	�� m ��� n �� "��������� ����
�
������#� ��� "��&�
��� 	�
���� D r×r �� D = diag (σ1, σ2, σ3, . . . , σr−1, σr)
������ ����

A = U

[
Dr×r 0

0 0

]
V † .* '/

�& 	��	� 	����	��  �� �� ���	��	� svd ��� ��� ���� ��������	� �������%� !� ��!�� �� �
�� ����� %	�� �� ���
�� ���	�� ��� ��!� ������ ��� �� ����� ���� ����  �� ��� ��� �%	���

,+



����


�� �� ��
����� 

����
 ,9

�� σ1 ≥ σ2 ≥ σ3 ≥ . . . ≥ σr−1 ≥ σr '
%	 σi �����"���	� ����"���
� ����� ��� ? �	� 
��	� �� ���
����� )	�� 
��	�
�	 ���
������
 ��� 	�

ρ = min {m,n} και r < ρ

���
 � ���	�	� ? ��
� ρ− r ��	&�

����� ��� ���
��� ����"���
� ����� 
> �����	�� ��� �

��
�;	�
 �	
	���� �	�
��	� �����	�� ���	"����� �����

��� ? �	� �	 ��	����	�	 ����
� ��� U �	� V �	�����	� 	
���

� �	� �
#��
����"���	 ��	����	�	 ��� ? 	��������	 

����� ���
�� ��! � 
������

?#�"
� �	 ���
������
 ��� �� ����"���
� ����� 
��� ���	�	 ? �	� ���
��
&�
��� ��	 ��� �
��
�
�	 ��� �
	������ �
�	����	������ ?��� ��	�� ��
����"���
� ����� σi �	� ���
 ��	 �� ���� "������	� D'*E ���

� �	 
��&�

� �
�
��� ��� ���	�	 ? ���� ���	��	�	 �&	�
	 0�	 ������ 	������	� �	� ��
��
����� ��� �
�������	� �	 ���������
 ��� � ���	�	� ? 
��	� �
	��	����� �
�
�
	������� n × n �	� �	 �
�
������
 ��� �
��� ��� ���� ��

�&	�
	 ����

n 0�	 ��� ��

&	�
	 �	 �
�������������
 ��� �2���
�	 �	� � �	���	�����
����� ��� ��� �

��
�&
� �	 
��	�

S2 =
{
x : ‖x‖22 = 1

}
.* */

�	� � �����	�� ���	"����� ����� ��	 ��� ? �	� A−1 �	 
��	�

A = UDV T και A−1 = V D−1UT .* ,/

	&�� �� ���	�
� U �	� V 
��	� �
�������� �	� ����
� V V T = V TV = I �
	 �
	�����
�&�� �
 ��� 	����
�&� �	���"���	� %��
 ��	 ���
 y �
 y ∈ A (S2)
���
�
� ��	 x �
 x ∈ S2 ���� ���
 y = Ax @��� w = UT y %��


1 = ‖x‖2 =
∥∥A−1Ax

∥∥2

2
=
∥∥A−1y

∥∥2

2
=
∥∥V D−1UT y

∥∥2

2
=
∥∥D−1UT y

∥∥2

2
=

∥∥D−1w
∥∥2

2
=
w2

1

σ2
1

+
w2

2

σ2
2

+
w2

3

σ2
3

+ . . .+
w2
r

σ2
r

)	�	������
 ������ ���� �	
	���� �����

w2
1

σ2
1

+
w2

2

σ2
2

+
w2

3

σ2
3

+ . . .+
w2
r

σ2
r

= 1 .* (/

�*� ��� ��� $���� �� �������� ��� 	
����	�+�������
 ��
 ������ �� ����!�� 	�� �
��
��� ��� �����!
�	� �#� �
��#� �����%�#� ��� 
�������,���
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�� �� ��
����� 

����
 (4

� ����	 
�&
�"
� ��	 
��
�;�
���� �
 �	 σi �	 
��	� �� ����"���
� ����� ���
���	�	 ? D',E 

0��
�"���
 ��� �� �
�������� �
�	����	������ 
��	� ����
�
�
� ���
���
	&����� 	�	������	 �	 ���� %������ 
����� 
��	� �	� �� �
�	����	������ �

���� ���	�
� U �	� V  > ���
��&�
� ���� ��� �
�	����	����� 
��	� � �	�
��
����� ��� ������ ����� ����#��
� ��� 
��
�;�
����� -��� ����
�
����	 �
���	��	�	 �&	�
	 �
�� ��� �
��� ��� ���	�	 ? 
��
 ����#��
� ���� �	�
�����
�
�� ��� ��	�������� ����� ��� ��
��� ���� �

������ �	� ��� 
3 ���	��
�	 {e1, e2, e3} 6
�� ��� �
��� ��� ���	�	 ? �� �	�
�����
�� ��� ���	#����
�	 �	��
�"���	� 	�� ��� ����
� ��� ���	�	 U ��� 
��	� �	 	
���

� ����"���	
��	����	�	 ��� ?� 	
�������	 ���� ���
 �	 �	�
��"��� �
 ��� 	��������
� �����
"���
� ����� %� 
��� ��	 �� ����� ��� ���	#���� ��
� 	�	���
� � ���	�	�
D �	� ���� ����
�
����	 �� ����� ��� i ����#��	 
��	� ��� �
 ��� σi ����"���	
���� ���� &	��
�	� �	� 	�� ��� �
�
��	�� ���� 

-	
��
���	 

@	 �
�
������
 ��� �
��� 2 × 2 ���	�	 ���� ���	��	�� ����� B��������
�
 ��� � ���	�	� ? 
��	� �
	��	����� �	� ��� �	� �� ��� ����"���
� ����� 
��	�
�� ���
����� ! ���	��	��� ������ �	 �

��
�&
�	� 	�� �� ������

S =
{
(x, y) : x2 + y2 = 1

} ≡ {a ∈ 
2 : ‖a‖22 = 1
}

.* 1/

?� ��
���
 ��� �	
	���� ���	�	 ? .���	�	 
������/

A =

[
1 2
3 0.5

]

?�� ��� �����	�� ���	"����� ����� ��� ? �
�������� �� ���	�
� U � D

U =

[−0.5152 −0.8571
−0.8571 0.5152

]
, D =

[
3.4139 0

0 1.6111

]

�	� V

V =

[−0.9041 0.4274
−0.4274 −0.9041

]
-	
	���� 	�������
�	� ��� ����	 .* '/ � ���	��	��� ������ �
 ����#��
�
���� ����� �#��
� x �	� y �
 ���� ��	 ��� ����	 .* */ &	��
�
 � �	
	�
��
&��� ��� ���
�	� � ���	��	��� ������ �
 ��� �
��� ���� ��� ���	�	 ���
���	"����� ����� D -	
	��
���
 �
	��	���� ��� � ���	�	� D �� ���� ���
�
�	���
� 
��	� �	 ���� ��� ���	#���� ��� ���
�;�� �	� ��� ��� �	�
������
���� 
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C	 ���
������
 ��� �	 D1,1 �	� D2,2 ��� &	�����	� ��� ����	 ����� �#��
�
x �	� y 
��	� �	 �����
�	 ��� ���	�	 D ���	�� �� ����"���
� ����� ��� ���	�	
? ���
��� �
 ��� �
��� ��� D � ����#��	� x 	������
 ����� ��� �
 σ1 �	�
� �#��	� y ����� ��� �
 σ2 
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����	 * *8 x2

σ2
1

+ y2

σ2
2

= 1  

?� �	
	��
�����
 �	 �	
	���� ����	�	 �������
 ��� �
 ��� �
��� ���
���	�	 D �	� ���� �
� 	���"��� �� �	�
�����
�� ��� ���	#���� C	 ����
 ��
���
�	� �
 ��� �
��� ��� ���	�	 ? 
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-
���	�� �
 ��� �
��� ��� ���	�	 ? 
���� 	�� ��� 	��	�� ��� ����� ���
���	#���� �����
 �	� 	��	�� ��� ��	�������� ����� -���� �	 ��	����	�	
����� �	��
�"���	� 	�� ��� ���	�	 U �	� ���� ����
�
����	 ���
 ����� ��� U
	���
�
� �	� ��	 �������	 ����� ���� ��
������ ��� ��	�������� ��� �����
�
������	� �	� �� ����#��
� ��� ���
�;�� 

-	
	��
��
��

• > �
��� ����"���	 ���� ���
 ���	�	 ? 
��	� ��� �
 ��� �
��

� ��
�	
��� ���	�	 ?� ����
 ��	�� ����	��
� 	��� 

‖A‖2 =
∥∥UDV †∥∥

2
= ‖D‖2 = σ1 .* 2/

?��� ��	�� �� ���	�
� U �	� V 
��	� ���	��	��� .unitary/ �
	 #�
���
 ���
‖U‖2 = 1 �	�

∥∥V †∥∥
2

= 1 

• 0�	 ���
 �� ����"��� ���	�	 ? � �
�
��	�	 ����"���	 ���� ���� 
��	� ���
�
 �� ������ ��� �����	�� �
 ��� �
��

� ��
�	 ��� 	�����
�&�� ���
���	�	 ? -
���	��

1

‖A−1‖2
=

1

‖UDV †‖2
=

1

‖V D−1U †‖2
=

1

‖D−1‖2
=

1
1
σr

= σr .* 3/

�& ������	� �
�
  �� �� ����$#� ������ ����� ����������  �� �� ��# ���	����	�� ���
����	���,������� ��
 ���	������% 	��� �������
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0�	 ��� �
�
��	�	 ������	 �
��������� �� �
����� ��� � 	�����
�&��
��	������ ���	�	 
��	� ��	� ��	������ ���	�	� �
 �����
�	 �	 	�����
�&	
��� �����
��� ��� 	
����� �	� ���	�	 

• ��� �	
	���� �	
��
���	 
��	�
 �
 ��� �
��� ���� ���	��	�� �����

��� ���	�	 ? �
�����
� ��	 
��
�;�
���� �
 ����#��
� �
 ���� ��	 �

��� ����"���
� ����� ��� ? ���
��� ��� ���
��� ��� "������	��� �	���

������� 
��	� � 
���� ��� ���	"����� ����� !
�"
�
 ������ �	� ���
�
��� �	
	��
&���� ��� ���	��	�	� ��

�&	�
	� �� ������ k �
 ����

k =
σ1

σn
.* +/

%� k 
��	� ����	 �
�	���

� ��� �����	� �	� ���
�
 ��� �
 	���� ����
���� �

������ ��� � ? 
��	� ���	��	��� .unitary/ 

����� � "��''����� (�
��!� �	2���

=?�
�� 
&	
���� ��� �����	��� ���	"����� ����� �����
 ���� ��	���	��	
��� �

��
�&���
 �	
	���� A������
	&��� 
��	� ������ �	� Low-Rank Ap-
proximations � ����	 	�����
�	� ��	 
������� �� �	�����

�� ��#�� �
��
��
���
�� 
��� ���	�	 ��#�� r 	�� ���	�
� �
 ��#� ���
��

� ��� r ����
�
����	
�	 ����
 ��� ��	� ���	�	� ��#�� r �
��
���"
�	� 	�� �� ��
����	 �������
���	� �����	��� �	� ��#�� ��	 .Rank one matrices/ 0�	 �	 �
��
�������
 ��	
���	�� ���	�	 ? 	�� ���	�
� ��#
�� ��	 .Rank one matrices/ �
��
� �
��	 �	
���
� � �����	�� ���	"����� ����� 

=$��� � �	
	���� 	������ ��� ?

A = U

[
Dr×r 0

0 0

]
V †

���� � ���	�	� Dr×r �	 
��	� ��	������ �
 �	 �����
�	 σi ��� ��	������ �

&������	 ����	#�

Dr×r =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
σ1 0 0 . . . 0
0 σ2 0 . . . 0
   

   
   . . .

   
0 0 . . . σr−1 0
0 0 . . . 0 σr

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ .* 9/

�������( � 	�
���� ! ��
�� �� �������� r 	�
���
 ������ �
�' )���"�

A =

r∑
j=1

σjujv
†
j .* '4/
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�� �� ��
����� 

����
 ((


	�� �� uj �� "��
������ ������ ��� U ��� �� v†j �� ����&��
������� "��
��
����� ������ ��� V '

$��	�
 ���&��	 �
 �� �	
	���� �
�
��	 ��� ��	� ���	��� ���	�	� ? 
�
���
� �
 ���	���� �����
�	 ���

� �	 �
��
�����
� 	�� ��
����	 ������� ���	�
�����	��� �	� ��#�� ��	 $����	 ���
�	� �� 

����	 ��	 �� ���� �	�� 
��	� �
�	
	���� �
�������� �
 	��� � 	������� �
�
�	� 	�� �� �	
	���� �
�
��	 

�������(  �� ���� ν �� 0 ≤ ν ≤ r ����������� 	�
��� Aν �� ��
 	��
������ ��	�

Aν =
ν∑
j=1

σjujv
†
j .* ''/

* "������ 

��� ��� "������� ��
 ! ��� Aν �� ��
�� ��� �� ��
 ν+1 �"�������
���� ����

‖A−Aν‖2 = infB ∈ �m×n ‖A− B‖2 = σν+1 .* '*/

+� ����������� 
�� � 	�
���� , 	�� 	������������ ���
 ��������� 

��� �#��
���� ����
���� ��� ����� ��� ! "���"� ν'

?���
�#�8 B��������
 ��� ���
���� �����	 A �	 ����	 �	 ����� ��#� ���
�
��

� 
��
 ��� �
 ν� ���� ���
 �	 ����
�

‖A− B‖2 < ‖A− Aν‖2 = σν+1

%��
 �	 ���
�
� ��	� (m− ν) �����	��� ��
�� W �����
�� ��� �ν ���� ���

��	 w ∈ W =⇒ Bw = 0 =?
	 ��	 ���
 w �	 ����
� Aw = (A− B)w 
?�� ��� �	
	���� ����� �	 �����


‖A−B‖2 = ‖(A− B)‖2 ≤ ‖A−B‖2 ‖w‖2 < σν+1 ‖w‖2
%	����
��	 ���� ���
�
� �	� ��	� ����� �����
�� ��� �ν �����	��� ν+1 ���
���� ����	 
��	� � ��
�� ��� �
�����
� 	�� �� span ��� �
���� ν+1 �
#���
���	"����� ��	�������� ��� ? ���� ��
� 	��� �	 ��� ��� ‖Aw‖ ≥ σν+1 
=!��� �� ��
����	 ��� ��#
�� ��� ��� �	
	���� ��
�� ��� 	�	&

���	�


��	� ν �	 ���
�
� ��	 �� ���
���� �������	 ��� �	 �
�
�	� �
 	����
�� �	�
�
 ��� ��� ����
�� ���
��� ����� 

�
-	
	��
��
��

• $�� ν = r = min {m,n} ���
 σν+1 = 0 �
	

‖A− Aν‖2 = σν+1 = 0
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����� 

����
 (1

���
��� 	� ���� ��	���	��	 ��� �
��������� ���� �� �;�� ��� ��
� ���
�� ���
����� ����"���
� ����� � ���	�	� Aν �	 �	���"
�	� �
 ��� ? �

���	 ����	 �	 ��� ���
�	 �
�������� 

• ���� �

������ ��� 
����#� �� ν ���� ���
 ν ≤ r � ��	&�
� ���
��
�	� ��� Aν �	� ? �	 
��	�

‖A− Aν‖2 = σν+1

����

	�����
 ��� 	�����	 �
 ��� �
�������� ��� ������
 �	 �����

��	 ���� ? �	� Aν �	 �
��
� �	 
����#���
 �� �	������� ν C	 ����
 ���
� �	
	���� 
������ �	 
��

�"
�	� ��
�	 	�� �� ���
� ��� ���	"�����
����� ����� ���� σν  

• 6
 ��� ����
�
����� ��	���	��	 �
��������� � ���	�	� ? ��#�� r �
��
�
���"
�	� 	�� ���	�	 Aν ��#�� ν ! Aν 
��	� � �	���

��� ���	�	��
��#�� ν �
 ��� ����� �
��
���"
�	� � ? !����������
 ����� ���	�	�
��#�� ν ��
� ��	&�
� ��
�	� �
 ��� ? �
�	���

� 	�� ��� �
 ��� Aν  

• C	 ����
 �� ���	��
� �
��
�
��� � �
�������� ��� ? 	�� ���	�	 Aν  
$��	�
 ���� �
��
�
��� 

���
�	 ��� �����	��� ���	"����� ����� ��� �	
σi 
��	� �	 ���� ��� ���	#���� 
��� 
��
�;�
����� 6
 �� �	 
��������

ν ���
��

� ��� ��#�� ��� ? ���	��
� ��� �	 σi ��	 i ≥ ν �	 	������

���
��� �	 ���� ��� 	���������� ���	#���� ������	� ����� =?
	 	��
��	 
��
�;�
���� ��� �r �
�	&

��	��
 �
 	��������� 
��
�;�
���� ���
�ν ������	� r − ν ��	����
�� ��� �
���� D'*E 


�
 ��������� ��� SVD

> �����	�� ���	"����� ����� �	"� �
 �� �
�
��	 �	����� ��#�� �
�����
���� 	���
���� ���	����� 

�	�
�	 ��� �
������ 
&	
���� �
 ����� �
�����
�	�	 %	 ��� �	�����

	 �����
�	 ��� 	�	�
�������� �	 ��� �	
	���� �
�
��
�	�	� �
 ���	����� 
��	�8 ! 
������ ����������� ��� �����	��� ���	"�����
����� ���	�	 �	� � = ;	��������� = ��� ��#�� �
 ��� �
��� ��� �
�
��	���
�	����� ��#�� �
�������� $&	
����� ��� 
� ���� �
�
������ �	
	��
���
�
 ��
	 	�� ��� �
�
������� �
 �

�����
�� ���� ����
� ��
���
����	� �����
������������ ���	�
� �
 ��	����
�� ��� ��#�� ��� �

���� �������� 

> ���� ����������� �� �
�����	 ��� 
�	������ �
�
	������ �� ���	���
	�	"������ �	� � �����
�� �
������� � 
�
#

�	��	 
����	� 
��	� �

���� 	��

�*� ��� ��� ��������� 	�� 	����� �
�� �������� ��� ����������� �
��� �� ��� ���������
������� �������� ������ ��� ��� ��

�-�����	����� !�#����� � ���	�  �	����� ������� ����� ���������� ��� ��� ������
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��� ������ 
&	
����� ���� �	
���	 

�	��	 �	 	���������
 �
 ��� ���
�
�
��	�
�� �

�����

� 	�� ��
�
�� �	���	����� 

����� +�(���� ���3!�����

0�	 �	 ���
� ��� �	�	����� � �
��� ��� �����	��� ���	"����� ����� ����
���	��� 	�	"������ �	 ����
 	
���� ���	 �
 �
����� �
	���� ��� �
����
��	
��	� �����	� 	����� ���	��� 

=$�	 	�� �	 �	�����

	 �����
�	 ��	� �����	� ���	��� 
��	� �� �
#��� ��
����� �

���
� �
��� ��� ������� ���� �������"���
 �
 Ti !� �
�� 	����

��	� ������� 	���� ��#
�� ��
�� 	��� �	 ���	��
� ��� ��	 �
#��� �
� ���

�
�	 �

���
� �
��� Ti ��� �	 	���
�����	� 	�� ��� ��#
�� =!��� 	&�
� ��
���
��� ��� �
#���� � �
 ���	 ����	 ���� �	 
��	� �� ������ ��� �
�� Ti 
��	�
���	 	�	����
�� �	� ��#
�� ��� �

���
� � �����	 ��� 	�
����
�	� � ���	��
	�	"������ �����
	 ���� �
 ����	 �����	 �	� 	� 	�
����
�	� �� �
�� Ti �	
#
�

���� ��� �

���� 
�	������
� ������
� 

6
 	������ �
��� �
��
� �	 ��������������
 �	� ��� ���
�	�����
�	 ����

�&�
�
� ��� ���
���� ��� ��	������ �	� 
��	� ��	�����
� ��	 	�	"����� 	��
����������
 �
���� =$��� �
�������� �� �
�� Dj ��� 	����
����
���� ���
���
�&�
�
� ��� ��	������� 0�	 �	 ������
 ���� ����
�
������ �	� �	 ���
�����
 �
 	&�
������� �
��� ���������
 ��� �� ������ ��� Ti 
��	� m �	� ��
������ ��� Dj 
��	� n 

-
�� 	
���
� � ��	���	��	 	�	"������ �
��
� �	 ���
� 	�� ��� ���	�� ��
��
��� �
 ��
� ��� ��	�����
� ���
�&�
�
� Dj ��	 �� ���
� &�
�� �	
	��
����	�
�� ��#
�� Ti ���	 �
 	���� =$��� �
�����
� � �	
	���� ���	�	� D''E

A =

⎛
⎜⎜⎝

D1 D2 . . . Dn

T1 freq11 freq12 . . . freq1n
T2 freq21 freq22 . . . freq2n
   

   
   

   
Tm freqm1 freqm2 . . . freqmn

⎞
⎟⎟⎠ .* ',/

� ������ ��
� ��	����
�� m× n )��
 �����
�� ��� ���	�	 Aij �����
� ���
�
&�
�� �	
	��
����
 � ��#� Ti ���� ���
�&�
�	 � �	���

	 ��� �
��
�� �
��� �����
���	 Dj  ! �
�� ���
�&�
�	 ����	����� �	���"
�	� �
 ���� �
���
�
��
�� �	� �����
���	 �	� �	 ���
�	� �
��� �	� ��� �
��� 	�����	 �
 �� �����
	�� 	����� �	�
��"
� �	���

	 

�(��� ����� ��� � ������� �#� �����%� �
�%� ����� �����%��� ��� � �����
� �� ��
�
���������� (����� ��� 	
 ���������� ���� ����
 ��� ����� � ��� ��!�� ����
	� ��� �������
�����
� ���� � ����� ��� ���	��	�� svd 	� �
�
��



����


�� �� ��
����� 

����
 (3

?��� ��� ��
� �
�
� 
��	� �	 �	��
�����
 	��� ��� ������
 �	 ;�#���

�	� �	 �� ��������������
 ���� �����	 ��� ���	��� ���	������ 
��	� �

���� ��� ���
�� 	��� ��� ��#
�� ��
����� 	&�� ���� 	���� �	��
�"���

��� ��� 	�	"����� ���
�&�
�	 =$��� &��������
 ��	 �������	 q ���&��	 �

��� �	
	���� ����

qi =

{
1 εαν Ti ∃ q
0 αλλιως

.* '(/

�
 ��	����
�� n× 1 �	� �����
�	 ����� �	� ' 	�����	 �
 �� 	� �� 	���������
Ti 	���
�
� ��#� ��
��� 

0�	 �	 ����
 �
 ���� 	�� �	 ��	����	�	 ����
� Di ��� ���	�	 ? 
��	� ����
����� �� �������	 q �	� ���
��� �� Di �
��
�� ���� �	 	�	"���
� � ���	���
���
 �	 �����������
 �� ���������� ��� ����	� ��� ��� ��	�������� 

cos (θj) =
qTdj

‖q‖2 ‖dj‖2
=

qTAej
‖q‖2 ‖Aej‖2

.* '1/

=!�	� �� ���������� 
��	� ����� ���� �����	 ���
 �	 ��� ��� 
#��	�� ��	���
��	�	 �
������	� ����� ?�� �����	 ���� c ��� ����������� ��� ��
� �	���

���
� �
�
	�	���� �	� �
�� � ���	�� 
����
�&
� �� �������	 Di �
���	 ���
���	��
� ��� �� �
��
�� � � �����
���	 Di �

���
� ��� ��#
�� ��
���� �	� ���	���
�	 
��	� 	��� ��� "����
 

?� �
�� 	
���
� � ��� ��	���	��	 �	���������������
 ��� ����
� ��� ���	�	
? �	 �����
 ���

qTA = [ cos (ϑ1) cos (ϑ2) cos (ϑ3) . . . cos (ϑn) ] .* '2/

���� �	 cos (ϑi) �	� �
������ �� ���� ����� 
��	� �	 ��	����	�	 ����
� Di

��� �������	 q ���
��� 	� �
�
�����
 �	 Di �����
���
� 
�
��
� �
 �	
�
�	���

	 cos (θi) �	 �

������ ���	��� 	��� ��� "����
 

=!��� �	 	���
����	�	 ��� �	 ��
���
 �
� �	 
��	� 	�	
	����	 ��	�������
���� ���� ��� ��� � ���	�	� A �

���
� 	
�
�� ��
��� ! ��
���� 	����
���

� �	 �&
��
�	� �
 ������� �	
�����
�� ���� ��� ��#
�� ��
���� �� �
#��
�� ��� 	������� ���� �
�#
�� �	� ����� @	 ����
 ��� �
 ��� ����
�	 ���
�����	��� ���	"����� ����� ���
���
 �	 &���
�
���
 ��� ���
�&�
�	 �	� �	
	��������
 ��	 �
���� ��
�� ��� ��
���� =$��� � �	
	���� �����	�� ���
���	�	 A �	� � �
��
��������� ���	�	� Ak ���&��	 �
 �� �
�
��	 �	�����
��#�� �
��������

A = UDV Ak =
k∑
j=1

σjujv
†
j



����


�� �� ��
����� 

����
 (+

0�	 �� ����
�
����� �
�����	 �
�&���
 ��� ���	�	 Ak �
 ��� �	
	���� ��
&�

Ak =
k∑
j=1

σjZj με Zj = ujv
†
j

%��
 	�� ��� �
�
�	 ���
�&�
�	� ���
�"���
 ��� � ��
���� 
��	� �	�	�
�
������� ���	�	 �	� ��
��� �������
&	 �
�� ��
� ��� �	�
�����
�� ��� Zj 
���
��� �	 �
��	 �	� �	 �
�
��	�	 Zj �	 �

������ �	
����
� �������
� ���

���� =!��� �	 	
���� Zj �

������ �� �
�	���

� ��
�� ��� ���
�&�
�	�
�	� �	 �
�
��	�	 	���	��� �������	 6
 �� �	 ��� ������
 ���;� �	� ���
�
�
��	�
� ����"���
� ����� �	� ���
��� �	 	��������	 Zj = �
���
 = �
���� ���

�� ��
���� �	� 
������� �������	 ���
�&�
�	� =$��� 	� ���� ���� .* '2/
�
�������������
 ��� ���	�	 Ak ��� �

���
� �����

� ��
��� 	��� ��� A �	
	���
����	�	 ��� �	 ��
���
 �	 
��	� �	���

	 

����� 4�
����� 
�
"
���� * $��2� '���� �������

������ ��� ����
�
������ �	
	�
�&�� 
��	� �	 
����������
 ��� ���	�
��	 ��� �����	��� ���	"����� ����� �	� ��� �
�
��	��� �	����� �����	���
�
�������� ���� �����
�� ���
�&�
�	� 0�	 ��� �	���

� 	������ ��� ��	���
�	��	� �	 	���������
 �
 ��� 
�
#

�	��	� 
����	� ! ����� ��� �	 	������
����
 �
 ��� 
����	 �&
��
�	� ��� ��� 	���
�
� ��
&� ���
�&�
�	� �	� ������	
�	���
� 
#�����	 ���� ���� 
���� �	� 

=B��������
 ��� �����
 ��� ����
�� �	� ��	 
����	 ��� ����	 ������
 �	
����������
 $��	� ������ ��� ���
 
����	 ���

� �	 
�&
	��
� �
 ��� ����
�	

��� m × n �
	��	����� ���	�	 ��� ������ �� ��	����
�� �	 �	��
�"���	�
	�� �	 pixels �	 ����	 	���
�
��	� � 
� ���� 
����	 ���� �����
�	 ���
���	�	 	���� �	 ��� �����"���
 ���	�	 �
������� 	&�� �

���
�
� ��� ���
���
�&�
�	 ��	 ��� 
����	 %	 �����
�	 ��� ���	�	 �	 
��	� �
	��	����� 	
�����
�	� �	 
#	
����	� 	�� �� �
��	 � &��
������	 ��� 	���������� pixel C	
���
������
 ��� 	�����	 �
 �� ������ ��� �
������ ��� �����
 �
 ��	

����	 � ��� ������
 �	 �
�������������
 �
�	�������	� 	��������	 �	� �	
�����
�	 ��� ���	�	 ��� 
����	� ?� ��	 �	
��
���	 �����
 	��
��	�
� 
����	
�	 �����
�	 ���

� �	 
��	� 	�� �� 4 ���
� ' ���� �� 4 	��������
� ��� �
��� �	�
�� ' ��� �	�
� 0�	 ��� ���
��
� 
����
� ������� �
��������
��	� � ����	�	
	�� 4 ��� *11 ��� 	����
����
�
� *11 �
��	�	 

-
�� 	�	&

����
 ��� �	���	���� ������� ��� �����
��� �
������� �	
����
 �� 
������
 �
 ��� �
� �����
�� =$�	� ���	�	� �
������� m × n

�*� ��� ��� ������ �	�� �������� ��� �����	� ��� ��� ������	
 ��� �� ��������������
����� .�� ����� bytes/



����


�� �� ��
����� 

����
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�

��"
�	� mn �����
�	 ��	 ��� ���
� �	��
���� ��� G	��	��
��
 ��� 	� ��
��	����
�� ��� 
��	� ��� ��#�� ��� �

���� �������� � 	
����� mn 
��	� ����
�
����� �	� � 	�����
��� �	� �
������ ��� ������� ������ ��� �����
���

��	� �	 
�&
	��
� � ���	�	� �
������� �
 �����

	 	�� mn �����
�	 ���
 �	
�
�	���
�	� �	� �	 	�����
�
�	� 
������

	 

?� 
��	� ? � ���	�	� �
������� �
 ��	����
�� m × n �
 ��� �	
	����
�����	�� ���	"����� ����� 

A = UD̃V †

���� � ���	�	� D̃ �

���
� ��
� ��� ����"���
� ����� ��� ? 	���	 �	� ��� ���
�
����� 5��	��

D̃ = diag {σ1, σ2, . . . , σr, 0, · · · , 0}
%��
 ���&��	 �
 �� �
�
��	 �	����� ��#�� �
�������� � ���	�	� ? ���

�
�	 �
��
�����
� 	�� ��� Aν ��� �
�����
� 	�� �� ��
����	 ������� ��#
��
' !� ? �	� Aν 
�&
�"���	� ���	
���
� ��� ���	"����� ����� ���� &	��
�	�
�	
	����

A =

r∑
j=1

σjujv
†
j Aν =

ν∑
j=1

σjujv
†
j

�
 �� ν �	 ��	�����
� ��� 	������ 1 ≤ ν ≤ r ���
��� � ? ���

� �	

�&
	��
� 	�� ��� Aν  C	 ����
 ���� 
��	� �� ������� ��&
	��� ��� Aν  
?�	������	� ν �� ������ ����"���
� ����� �	� ν+ν = 2ν ����"���	 ��	����	�	 
=?
	 �������� �	 �����
 mν + nν + ν = (m+ n+ 1) ν ���� mν �	� nν
�� ������ ��� �����
��� ��� 	
���

�� �	� �
#��� ���	"����� ��	��������
	��������	 $����	 �������
 ��� �� (m+ n + 1) ν 
��	� �����
	 ���
��

�
	�� �� mn 
�� �� ���� ���
��

� 
��	� 
#	
���	� 	�� ��� 
������ ��� ν ���
���
�� 	��� ���
�	� �� "����	 �� ν �
��
� �	 
����#���
 �����
	 � �	
��
�
��
��� �	 �� �	��
��
� �	 
��	� � 
�� ���� 
�	�� �
�������� ��� ? 	�� ��� Aν  
=$���

Sa =

ν∑
j=1

σjujv
†
j Sb =

r∑
j=ν+1

σjujv
†
j .* '3/

���
 A = Sa+Sb =!
�"
�	� �	� ���
� 
�� ���� 
�	�� ������ ��� Aν �
 �����
�
 ��� ? � �������	 D'(E

sfalma =
|Sb|
|A| =

√∑r
j=ν+1 σ

2
j∑r

j=1 σ
2
j

.* '+/

���
��� 	�����	 �
 �� ����� ��� �	� 
���
��
�	� �	 �����
� ������
 �	� ���
	������ 
������ ��� ν 

�'���� ���� ��	��� �����	�� ������ �������� �� ��
!�� �#� 	������#� ��
 �����$���+
	��  �� �� ��� ��!���	�
���
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�� ��	���� � ��	����

���� �	
��
	&� 	��� �	 ��	�������� �����	 �
�
��	�	 �

��� 	�� 	���
�	"� �
 ��� 	���
�#� ���� 0��
�	� ����� �
 #
��
���� �	
��
	&� ��	 	���
��	�� 
��	� 	�	
	����	 �	� �
������������	� �
 	
�
�� ���
�	 ��� 

�	��	� 

�������( �� �� ��"�
���� �"�������� ����� �
�� 	�
��� ! ��
�� �� ������

&�
���� ����� ��
 �� ��"�
���
 �"������
 ��� AA† � ��� A†A

?���
�#�8 =$��� � 	������ ���	"����� ����� ��� ? A = UD̃V † ���� D̃ 
��	�
� ��	������ ��� �

���
� ��
�	 ��� ����"���
� ����� �	� ��� ����� ���
����� 
%��


AA† = UD̃V †
(
UD̃V †

)†
= UD̃D̃†U †

	��� � ���	�	� D̃ �

���
� ����"���
� ����� ��� 
��	� ����	 �
	��	����� �
	
D̃D̃† = D̃2 ���
���

AA† = UD̃2U †

�	� ���� ��� ��� � U ���	��	��� �� U �	� U † �
��� �	� �
�	����	�����
��������	� �� ��������� ��� AA† �	 �	���"���	� �
 ��� ��������� ��� ��	������
���	�	 D̃2 ��� 
��	� �	 ��	����	 �����
�	 ��� ?� 
��	� λi �� ��������� ��� AA†

�	 ���

σ2
i = λi =⇒ σi =

√
λi .* '9/

�
�������( * ���� r �

� 	�
��� ! ��
�� ��� �� ��
 �����
 ��
 �� ��"�
���

�"�������
 ����
 ���'

?���
�#�8 0��
�"���
 ��� � ��#� ��	������ ���	�	 
��	� ��� �
 ��� 	
���� ���
�� ���
����� �����
��� ��� 6
 ��� �����	�� ��� ���	�	 ? �
 A = UD̃V †

�����
 ��� U �	� V † 
��	� ���	��	��� .unitary/ �
	 ����� ������� ��#� !
���	�	� D̃ 
��	� ��	������ ���
��� � ��#� ��� ? �	���"
�	� �
 ��� ��#� ��� D̃
��� 
��	� ��� �
 �� ������ ��� ���	"����� ����� 

�
�������( * Frobenius 

��� 	�
��� ! ��
�� ��� �� ��
 �����&�
��� ���� ���
����������� ��
 �����&�
�
 ��
 �"�������
 ����
 ���'

‖A‖F =
√
σ2

1 + σ2
2 + σ2

3 + . . .+ σ2
r .* *4/

	0���$�
�� ��� � D̃ �������� ���� ��� ����$�
	�� �����  �� �� ���  ������ 	� �
	� �� ���
������ Dr×r ��
 ���	��� ��
 �������� ����� ��
 D̃



����


�� �� ��
����� 

����
 1'

?���
�#�8 @
�
���
 �����	�� ��� ���	�	 ? ���� �	� ���� �
������
�
� 	���
�
�#
�� ���	�� A = UD̃V † %��
 � Frobenius ��
�	 ��� ���	�	 ? �	 
��	�

‖A‖F =
∥∥∥UD̃V †

∥∥∥
F

=
∥∥∥D̃∥∥∥

F

	&�� ���
�"���
 ��� � Frobenius ��
�	 
��	� 	�	������� ���� 	�� ���	��	�
���� �
�	����	�������� �
	

‖A‖F =
∥∥∥D̃∥∥∥

F
=
√
σ2

1 + σ2
2 + σ2

3 + . . .+ σ2
r

�
�������(  �� ���� ν �� 0 ≤ ν ≤ r � Frobenius 

��� ��� "������� ��
 	�
��
��
 ! ��� Aν ��
�� ��� �� ��
 ���&�
��� ���� ��� ����������� ��
 �����&�
�

��
 �"�������
 ����
 σi &�� i ≥ n+ 1' )���"�

‖A− Aν‖F = infB ∈ �m×n ‖A− B‖F =
√
σ2
ν+1 + σ2

ν+2 + . . .+ σ2
r .* *'/

�������(  �� ���� 	�
��� ! �� ! ∈ �m×m � �	
���� ���� ��� ���������
��
�� ��� �� �� &�

��
� ��
 �"�������
 ����
 ��� '

|det (A)| =
m∏
j=1

σj .* **/

?���
�#�8 =$��� � �	
	���� 	������ ��� ���	�	 ? A = UD̃V † %��
 �
�
�"���	 ��� ? �	 
��	�

|det (A)| =
∣∣∣det(UD̃V †

)∣∣∣ = |det (U)|
∣∣∣det(D̃)∣∣∣ ∣∣det (V †)∣∣

�	� ���� ��� ��� �� unitary ���	�
� ����� �
�"���	 ��	 � �	
	���� �����
���
�	�

|det (A)| =
∣∣∣det(D̃)∣∣∣ = m∏

j=1

σj

�
�������( -��� 	�
���� ! �� A ∈ �m×n �#�� ��� "���	��� �"�������
 ����

'�� �"�������� ����� σi ��
�� ��
�"��� ���������
�� '

.�
����( =$��� ���	�	� A �
 ��������� λj  %��
 �� ��������� ��� ���	�	 Ac
�
 �� c ∈ 
 
��	� �� cλj 



����


�� �� ��
����� 

����
 1*

�������( $Cauchy’s Interlacing Theorem% /0��� A �������

� ��������

���
 #��� H ��� B ��� ���	���� ��� �� �
� (n− k)�"������� �	
#��� N '
)���"�

A =

[
B ∗
∗ ∗

]
%��
 ��	 j = 1, 2, . . . , n− k �	 ����
�

λ↓j (A) ≥ λ↓j (B) ≥ λ↓j+k (A) .* *,/

�������( -����#��� $Majorization% /0��� p = {pi}Ni=1 �� �� ������� "���

���� p↓ =
{
p↓1, p

↓
2, . . . , p

↓
N

}
��� ������ q = {qi}Ni=1 �� �� ������� "������

q↓ =
{
q↓1 , q

↓
2, . . . , q

↓
N

}
' 1
��

q↓1 ≥ p↓1

q↓1 + q↓2 ≥ p↓1 + p↓2

q � p ⇐⇒ '''
''' .* *(/

q↓1 + . . .+ q↓N ≥ p↓1 + . . .+ p↓N
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	�� $

��!���%"��

&�������
��

�'"��#���

��� ! 
���

$��	�
 ��� �
������
�� �
&��	�� ��� ���
���
 �	 ����������
 ��	 ���	�
�	 �
������� > ��	���	��	 ��� 	��������	�
 ��	� � �����	�� ���	"�����
����� ��� ���	�	 �	� � ������
��	 ��� 	�
����	��� ��� ��#
�� ��	 ������� �

��� ����
�	 ��� 	
���

�� �	� �
#��� ���	"����� ��	�������� �	� ���	"�����
����� > ��	���	��	 	��� 
��	� 	���
�
��	���� ���� �

������ ��� �����
�
����"���
� ����� 
��	� ���� ���
�� �
 ����� �
 ��� �������
� ��� ������ �
���
��&�
� 
��	� ���	���� �	� ��� 	������
 =$��� 
�&
�"���
 ��� ���	�	 �
�
������� �
 �����

	 �����
�	 	�� mn 	� ��	 �	
��
���	 	���� 
��	� �����	���
m× n ���
��� 
��������
�	� �����
�� ��� �
������� �	� 5
� 
��	� ����
���
� �� �

�����
�� ��� � ���	�	� �
������� �
� ��
� 	�����	�	���� ����
����"���
� ����� ���	�� �����
� ���
�� �����
� �
���
�� 	��� ��
� ����� �
�

���� �� ���� ���
� $��	� ������ �	 ��� ���
���
 �	 	��������
 �����
� 	��
	���� 	&�� ��
� �
��&�
��� ��
��� �� ���� ��	 ��� ������
��	 ��� ���	�	 
���� �

�����
�� 	���� ������ 
��	� �	 	�	�������� �����
� ��	���	��
� ���
�	 	�����	�	������ ��� ����"���
� ����� ��� ���	�	 ��	��
���	� �	����
��	
�����
� �	����� 
��������� �������
� ��� ���	�	 ��� �	��
�"���	� 	�����	 �

�� �
�����	 � � ��
�
�� 	�����

;������	� ����� �	� ����� !� ��	���	��
�
	���� �	 	���
������ 	����
��
�� �
����� ��	 	���� ��� �	
��
	&� 

1,



����


�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� 1(

����� 1 5" 
����
�� | A〉〉
-
�� ���� 	���������
 �
 ��� �
���� ��� ��	���	���� 	���� ��
#������

�	 ��������
 ��	 ��� ��&
	�� ��	� �	����	��� ��	������ ������	��� �
 ���
&�
�	����� | A〉〉 ! &�
�	������ 	���� �	 �	� ������
� �	 �	�	�������
 �	�
���

	 ��� �
��� �
 ��� ����� �	 
�������
 �
 ��	 ���

�� ��	����� ������	
�
 ����� ��� �����
�� ��� 6
 ��� �
� 
�������
 
������
 ��� ��	���	��	
��� �	 ���������
 ��	 ���

�� ��	����� ������	 ���
 �	 
��������
 ���
��	��	���� 
������� ��� ��	����	��� �	����	��� ��� �� �

��
�&
�� ��	���

���	� ��	�

� �� ���
� ��� ��	������ 
�	��	������ ��� �������������
��� �� 	���
���� 

=$��� ���

�� ��	����� ������	 ��� �

��
�&
�	� 	�� ��� ��
� Hilbert
H �����	��� d �	� H1� H2 �� ��
�� ��� ������������� ��� �
 ��	����
�� d1

�	� d2 	��������	 0��
�"���
 ���

H = H1 ⊗H2

?� {|i〉}d1i=1 ��	 ���� ��	 ��� ��
� H1 �	� {|j〉}d2j=1 ��	 ���� ��	 ��� ��
�
H2 ���
 ���
 ���	�� �	����	�� ��� ������	���� ���	�� ���
 �	�	��	����
�������	 |ψ〉 ∈ H� �	 ���

� �	 �
	&
� �
 ��� �	
	���� ��
&�

|ψ〉 =
∑
ij

aij |i〉 ⊗ |j〉

-	
	��
���
 ��� �� �	�	��	���� �������	 |ψ〉 ���

� �	 �
	&
� �
 ��� ����
�
�	 ��� ����
�
���� aij �	� ��� ��	�������� ����� ��� ��
�� H1� H2 !�
����
�
���� aij 	
�������	� �
 ��� ����
�	 ��� �
����� ij �
���	 ��� �	�
�	
	����
� �
 ��
&� ������� %� i �	�
�
� ����� 	�� ��	 ��� d1 �	� 	�����	
�� j 	�� ��	 ��� d2� ���
��� �����
 ��	 ���	�
� ��	����
�� d1 × d2 

B��
�
� ������ ��	 	���������	 ��� �	�	��	����� ��	�������� |ψ〉 ���
��
�� H �
 ���� ���	�
� �����	��� d1 × d2 D'1E D'2E 

H1 ⊗H2 ←→ Md1d2 (�)

-	
�����"
�	� ���
��� � 	����� ��	 ��	 ��� �
���
����� &�
�	����� �
������ �	 �

���
� �	� ��� �����	 ��� �	�	��	����� ��	����	��� 	��� �	� ���
���	�	 ��� ����
�
���� 
��� 	�	�����	��� �
 �����	 ���� ��� 	��������
�
��� �������	 	��� 

=$��� �	
�����"
�	� � ��&
	�� | A〉〉 ��� �

���
�
� �	� ��� �����	 ���
��	����	��� 	��� �	� ��� �����	 ��� 	���������� ���	�� ���� �	� �
�"
�	� ��

#�� D'3E

|ψ〉 =
∑
ij

aij |i〉 ⊗ |j〉 ≡| A〉〉
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���� A = (aij)
j=1:d2
i=1:d1

 

7������
�8

' (C ⊗ I) | A〉〉 =| CA〉〉
C	 ����
 ��� � ���	�	� C ��
� ��	����
�� d1×d1 �	� � ���	��	��� I 
��	�
��	����
�� d2 × d2 

* (I ⊗K) | A〉〉 =| AKT 〉〉
=!���	 �
 �� �
������
�� ��
	 � �����	 
��	� d1 × d1 �	� � ���	�	� K
d2 × d2 

, (C ⊗K) | A〉〉 =| CAKT 〉〉
( 〈〈A | B〉〉 = Tr

[
A†B

]
1 %� �

��� ����� �� �
�� ��� �
��

� ��
� ��� ��	������ ���

��� ���

����	��� �	 �	� ���
� ��� �

���
��� ���	�	 ��������	� 

Tr2

(
|A〉〉〈〈A|

)
= AA†

2 :
�����������	� ��� ������ �����	�� ��	 ��� ���	�	 A �	 �����
 ���

A = V
√
A†A �
 ��� ���	�	 V �	 
��	� ���	��	��� $��������
 ���	��	��

���	�	 U ������ ���
 UA†AU † �	 
��	� ��	������ %��
 �	 �����


| A〉〉 =| V
√
A†A〉〉 = V U † ⊗ U † | U

√
A†AU †〉〉 =

∑
i

√
λi |i〉

′
1 |i〉

′′
2

���� |i〉′1 = V U † |i〉1� |i〉
′′
2 = U † |i〉2 �	� λi 
��	� �� ��������� ��� ���	�	

A†A �
 	��������	 ������	����	�	 |i〉 
3 0�	 ��� 
���
���	 ��
�	 ��	����	��� ���
�"���
 ��� ‖A‖2 =

√
A†A >

��
�	 	��� ���
�	� ������	�� �
 ��� Frobenius ��
�	 ��	 ��� &�
�	�����
| A〉〉 6
 ��� �
��� ��� .(/ �����


‖A‖2 =
√
A†A ≡ ‖A‖F =

√
Tr (A†A) =

√
Tr (AA†) ≡ ‖| A〉〉‖

C	 ��������
 ��� ��	��
��� ��� Frobenius ��
�	� ���	��
� ��	��
���
��� ������ ��� ��	����	��� | A〉〉 

�& ������ ����!%���� ������� ��� ���#����� ������� ��
��$������
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+ 6
 ��� ����
�	 ��� �������	� .1/ �	� ��� 	���������� �

���� ������
�� �
�� ��� �
��� ��
� ���
���
 �	 ����
 ��� ������	 
�	��	������
�
�	�	����
�� �� 
#��

Tr2

(
|A〉〉〈〈A|

)
= AA† =

1

N
I και Tr1

(
|A〉〉〈〈A|

)
= A†A =

1

N
I

���
��� �	 �����
�	 ��� ��	������ ��� �

���
��� ���	�	 ��������	�
��������� �������
&� �	�	���� �
	 �����
 ������� 
�	��	����� 

9 !� ������	 
�	��	������
� �	�	����
�� �	 �

��
�&���	� 	�� ��� ����

| A〉〉 =
1√
N
I | U〉〉

���� U ���	��	���� �	� �	 ��������	� �
�	#� ���� �
 ���	��	���� �
�
�	����	�������� ���	��

| U〉〉 = UV † ⊗ I | V 〉〉

C	 ���
������
 ��� � ��&
	�� | A〉〉 �	 �
��������
��	� �	
	���� 
��
 �
 ���
�����	 ��� ��	����	��� 
��
 �
 ��� �����	 ��� ���	�	 ��� ����
�
���� 	���
���	 ��� �

������ 

-	
	��
��
��8

?�� ��� ����
�� .'/ �	� .*/ �	
	��
���
 ��� ����	 � �
���� ���	�	� ���
�	�������� ��������� ��
� ��	����
�� ��
� �
 	���� ��� �
���� ��
�� H1

���� ����� �	� �
	 
�� � �
��

�� ��
� ��� 	��������
� ��	����
�� ��� ��
��
H2 ���� �
	 	��������	 

���
��� 	�����	 ��� 	����
� �	� ��� 	�	����
�� ��� �����
 �	 ���
���	�

�
 �	������� �
��� �	�������� ��������� �	 
�������
 ���� �
��� ���� �
��
�

� � �	� ����� ��� ��
��� ��� ���

��� ��	������ ������	��� ��� ������

�	 ����������
 ���� 	���
���� �����
��� ��� �	 �

��
�;���
 �	
	����
� ��	���	��	 ��� 	������
��	� �

��	����
� ������� �
��
�� ���� �
��� � ���
�
��

� ��
� 	�����	 �
 �� ����� �	 
����#���
 
�
�� $��������
 ��� �
���
���� �
���� ��
� ��� �	 ���
� ���&��	 �
 ���� .'/ %��
 �	 �����
 �
��
��
��� ��
&��

(D ⊗ I) | A〉〉 =| DA〉〉
���� D � ��������� ���	�	� 
�	����;�� ��� 	���
����� =!��� � ���	�	�
D �
��
�
�	� 	�� �� �����
�� ����� ������� ��	 
��	� �	� �	 ���	�	 ���

�*� ����� ����� �������� �� ���
	�
��  �� ��� �����
 ���	� 	��� ������� �%���
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	���
����� ?� ���� �����������
 �
 Dk �
 k = 1, 2, . . . , s ���� s �� ������
��� �������� ���
 � �
��� �	 ��
� �� 
#��

(Ds ⊗ I) . . . (D3 ⊗ I) (D2 ⊗ I) (D1 ⊗ I) | A〉〉 =| Ds . . .D3D2D1A〉〉 =| A′〉〉
���� A

′
� ���	�	� ����
�
���� ��� �
�����
� �
�� ��� 
&	
���� ��� 	����


����� ���� ���	�	 ����
�
���� ? 

�����	8

• -
��
��	� ������ ��	 ��	� 	���
���� ��	��	����� �����
��� � ������
�
����
�
� �
 �
�����

	 ��	���	 ����	 �
 	���
������ �����
��� �
���
����� A	����� ������ ��� 	���
����� 
��	� � �
�
����	��	 ��� ���	�	
�
������� ���� ���
 �� ����"���
� ����� ��� 	�� ������ �
���� �	� �
��
�	 ������
���� 	�����
�	 .Gap� ��	������/ ��	 ��� �����	�� ���	"���
��� ����� > ���	 ��� 	�����
�	� �
� 
��	� �	����
��	� ����
 D*,E 	���
�	����
��	 
��	� � ��	���	��	 ��� 	������
��	� 

• ! 	���
����� 	���� 
��	� ��	� ��	������ 	���
����� 	��� �
 ��	�����
��	���� 5
	 ������ ���� �����
 	�	&�

� ���� �
��� � ��� �
��

�
��
� ��� ��	������ ������	��� ��	��
���	� �	����
��	 ��� ��	�����

�	��	����� �	� ��� ��� ������������� ���
��� �����
 ��	 ��	�
	���
���� �
��������� �	����� ��#�� �
 �

��
������ 

��
 " ���� �#��� ��� �  ��
�������	 $��$�%

�����

0��
�"���
 ��� �� ����"���
� ����� ���	�	 ? ��������	� ��
�	 �
 ��� �����
����� ��� ���	�	 AA† �����
	 �� ��������� ����� �
�
���
� ���� �

�����

�
	�� ��� ����"���
� �	� �� �	���	���� ����	�
� ��	 	���� 
��	� �����
	 �
�
�	���

� F��� ��� �	
	���� �	� ��� ������ �	� ��	 ��� ����� ����
���
���	"����� �	� ��������� ���	�	� 	
���� �	 �
�
������
 ��� ��������� ��� ���
�	�	 ����
�
���� | A〉〉 �	� ���� �����
�	 �	 �
�	&�
���
 �	 ����

���	��
�	� ���� ����"���
� 

=$����
 �
�#
� ��� �� ��������� ��� ������� AA† = Tr2 (| A〉〉〈〈A |) �	�
A†A = Tr1 (| A〉〉〈〈A |) 
��	� �� ���
� ���
��� �	 �	�	��#���
 ��	 ���	 ����
�

���	�	 
��
 �����;���
 �
 ��� AA† 
��
 �
 ��� A†A $��������
 ��� A†A 

����� 4(����� �
�"��
)� ������ ��� ��"���	��� �"�

=$��� 

����	��� ���	�	� > :�
�"���
 ��� > �
 ������ �
 ��� �	
	����
��
&� 



����


�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� 1+

H =

[
H11 H12

H21 H22

]
., '/

���� �� ����� H11 ��
� �����	�
�� ���� l × l �	� �� H22 m × m %��

	�	��	����� �� H12 �	 
��	� l× (n− l) �	� �� H21 �	 
��	� m× (n−m) C	
���
������
 ��� � > ��
� �
�
��
� �
�
	������� ��	����
�� n× n 

> ���
� ���

	 	�����#� ��� �
�
�	� �	� 
���
��
� �	 ��������
 ��	 �����
��������� ��� H �	� ��� ����� H11 �	� H22 �
 ����
�
����
� 	�������
� 
?���� ��� �	 �
�������������
 �	� ��
��"��� ��� ��������� ��� H �	� H11


��	�
λj (H) ≥ λj (H11) ., */

��	 j = 1 . . . l
λl−j+1 (H11) ≥ λn−j+1 (H) ., ,/

��	 j = 1 . . . l

$�� ��	 ��� ����� ��� ��������� ��� H �	� H22 �����
 ��� �	
	����

λj (H) ≥ λj (H22) ., (/

��	 j = 1 . . .m
λm−j+1 (H22) ≥ λn−j+1 (H) ., 1/

��	 j = 1 . . .m  

=!�
� �� �	
	���� 	�����
�� 
��	� 	��

��	 ��� Cauchy interlacing theo-
rem ��� �����
 	�	&�

� ��� �
������
�� �
&��	�� ����� .* *(/ D'+E D'9E

����� ��������! ������ ����	��6��

������ 
��	� �	 �	�	��
�	��
� ���	�	� 
�	����;�� ������� ���
 �
 ���

�	�	������� �
��� ��� 	�� �
#�� � 	�� 	
���

� ���� ���� ���	�	 �
�������
| A〉〉 ��� ���� �	 ���� �����
�� �	 ������
�
� ��	 	�����	�	���� ���� �����
"���
� ����� ��� %���"���
 #	�� ��� ������	� 	�����	�	���� 
������
 ���
	�#��� ������� �	� ��� �	
������ �
���� ������� ����� ���	"����� �����
�
 �	����
��� ��	��
��� ����
�
������ ��������� � 	�����	 �� �
�����	 �
��� ���	�	 �
������� 

!����"���
 ��� ���	�	 
�	����;�� Dk ��	����
�� ����� �
 	���� ��� ���
�	�	 �
������� ��� ������
 �	 ����������
 =! Dk 
��	� � ���	��	��� ���	�	�
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��� ���� ��	����� ��� ���
���� ��� ����� �� dAk �	� �� dBk ��� �
�"���	� ��

#��

dAk =

[
fk 0
0 fk

]
., 2/

�	� ��	 ��� dBk

dBk =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
gk 0 0 . . . 0
0 gk 0 . . . 0

0 0
   . . . 0

   
   

   
0 0 0 . . . gk

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ., 3/

!� ��	����
�� ��� dAk �	
	������ �	�� ��� ��� ���
�
�	 ��� ��	���	��	� 	�
�
������
� �	� 
��	� ��� 
�� ��� %	 fk 
��	� �
�	������ ��� ���
��� �	 ��
���
�
	��	����� ����� �	� �	 �	��
������ ���� �����
�	 C	 ���
������
 ���
� �
����� k �����
� �� ���	 ��� 
�	����;�� %� ����� dBk ��
� ��	����
��
m × m ��� �� m 
#	
���	� 	�� �� �
�����	 �	� ��� 	�	����
�� ��� �����

��	 �� ������� ��� �����
��� C	 	�	&�
���
 ��� �
���� �����
�� ���	��
�
�
���� ���� ��	 �� m �	� 	�����
�&	 5
� �	 	�	&

����
 �

�����

� ���
���
�� 	��� ��	 �� m 	&�� �	 ���
� 
��
����

� �
���� ��	 	��� ���� 	
���
�

	 ��� �	 ���
�"���
 �	� ��� ���	��	 ��� =!�� ��	 �	 gk ����	 �
 �	 fk

��	� �
�	������� ��� ���
��� �	 ��
��� �
	��	����� ����� 

! 
���� ��� ����� dAk �	� dBk 
��	� ���	������ �	� ���� ����
�
������ 
%� ����� dAk 
��	� ��
����� ���� �	 ����
 ���� �����
�	 ��� �
&	�	��� ��	
��� 	�#��� ��� ����� ��� �
���� ���	"����� ����� ��� ���	�	 ����
�
����
| A〉〉 �
�� ��� �
���� ��� ���	�	 
�	����;�� Dk 6
 	������ �
��� �� �����
dBk �	 
��	� 
�
��� ��� �	 �
��	���
� ��� �
���� ��� �
�
��	��� ���	"�����
����� ��� ���	�	 ����
�
���� | A〉〉 

C	 ����
 ��
	 ���
� 
��	� 	�
���� �� ���
�� ��� �	�	�	������� �	 �����
dAk �	� dBk ���� ���	�	 
�	����;�� Dk %� �����
��

(
dAk
)
11

��� ����� dAk �
��

��
�	� ���� ���� (2k − 1, 2k − 1) ��� ���	�	 Dk 
�� �� �����
��
(
dBk
)
11

���
dBk �
���
�	� ���� ���� (n− km+ 1, n− km+ 1) ��� 
�	�	�������� ���	�	
Dk ���� &	��
�	� �	
	���� 

�1�� ��� ����
 
 	
 ��	�#� �� ����� ��� �� ���������� fk ��� gk ������ �� �����
������������ 	� ��!� �
���

�� ������ ���	�� ��
 ������ �������,�� !� ���� ����� �������# ���
 ��� !�  ����
����		����� ���������� � ����� �#� ����� dA

k ��� dA
k �
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⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0

� � � 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . .

[
fk 0
0 fk

]
. . . . . .

. . . . . . 1 . . . . . .

. . . . . .
� � � . . . . . .

0 . . . . . . 1 . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

gk 0 0 . . . 0
0 gk 0 . . . 0

0 0
� � � . . . 0

���
���

���
0 0 0 . . . gk

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 0
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . .

� � � 0
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

�����

-

��
	&� ��� ������� ��� ����� dAk �	� dBk ���� ���	�	 Dk 

%	 ����� dAk �	� dBk ��	 k = 1 ��	 �� �
��� ���	 ���	�� �	�	�	�������
��� ���� 	
���

� ����	 �	� ��� ���� �
#�� 	��������	 ��� ���	�	 Dk ���

���
�� ���	 �� dAk �	 �
�	�����
� �	�� ��� ���
�� ���� ���� ��	����� �
�
�� �	 ���� � 
�� �� ����� dBk �	 �
�	�����
� �	�� m ���
�� ���� ��	�����
� �
�� �	 ���� � ���� �
���� ������ �

������ �	 dAk �	� dBk �������	� ����
��	����� �
 	����
�
� &�
�� �	� �
 ���	�	 ��� �	� m 	��������	 $����	
���
���
 �	 ��	���������
 ��� �
�� 	�� �����	 ���� ��� k �	 ��� ����� �	
�
���� �
 
�	&�� 

> ������� ���� ��� ���

� �	 ��

� �� k 
��	� 
�
��� � ����	 ��	 ���
	����� 
���
�� �	 ��� ����� �
����	� �
 
�	&� C	 ����
 ���	 
��	� �
�	���	���� ��&
	�� ��� �������� k ���� k 
�	����;� �� ����� dAk �	
��
� �
�	�����
� k &�
�� �	�� ����� ��� ��	������ �	� �	 ��	����	 �����
�	
��� �	 �	�	�	������� ��� ���
�� (2k − 1, 2k − 1) �	� (2k, 2k) =!���	 ��	 ��
����� dBk �	 ��	����	 �����
�	 ��� �	 �	�	�	������� ��� ���
�� ��� Dk 	��(
(n− km+ 1) , (n− km+ 1)

)
���
�

(
n − (k − 1)m,n − (k − 1)m

)
 0�	 �	

��� �����
 
�	&� ��� ��� ����� �
��
�

2k +mk ≤ n =⇒ k ≤ n

2 +m
., 9/

�2��	���������� ��� ��� ����
 ����%���� ��� �� ����� !� ��	�
� �� ��� ���# 	��
�����



����


�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� 2'

)	�	������
 ������ ��� �����
	��	 ��� �� k �	�
�
� ����� 	�� ��	 ��� n
2+m

���� �� m � �����	�� ��� �
�
	������� ����� dBk  

k = 1 . . .
n

2 +m
., '4/

����� � )�" �!
� �"� ��'" �7
"��

B��������
 ��� �����
 ��	 ���

�� ��	����� ������	 H = H1 ⊗H2 ����
��	��� n2 ���� n � �����	�� ��� ��
�� H1 �	� H2 =$��� ��� ������
 �	
����������
 ��	 �	�	��	���� �������	 |ψ〉 � ������	�	 ��� ���	�	 ����
�
�
���� | A〉〉 ��	����
�� n×n @	 �
�����
 	�� 	
���

�� �
 ��� 
�	�	�������
���	�	 Dk ��	 k = 1 ���	�� (D1 ⊗ I) | A〉〉 =| D1A〉〉 �	� �	 �
�
������
�
 ��� ����� ��� ���	"����� ����� ��� | A〉〉 �	� ��� | D1A〉〉 7�����	�	
���
���
 �	 �
�
������
 ��� ��������� ��� AA† = Tr2 (| A〉〉〈〈A |) �	� ���
D1A (D1A)† = Tr2 (| D1A〉〉〈〈D1A |) =?� 
��	� | D1A〉〉 =| A1〉〉 � 	����	���
��	�� ��� | A〉〉 �
�� �� �
��� ���	 

D1A (D1A)† = D1AA
†D†

1

@	 �����
 AA† = Tr2 (| A〉〉〈〈A |) = ρ �	� ���� ��� ��� � D1 
��	� �
	��	���
��� ��	������ ���	�	� �	 ����
� D†

1 = D1 �
	 � �	
	���� ����� ���
�	�

D1A (D1A)† = D1ρD1 ., ''/

$����� ��	 ��� 
�	�	������� ���	�	 Dk ���
�"���
 ��� ���

� �	 �
	&
� �

��� ��
&� ����� ��	 k = 1 ��

D1 =

[
dA1 0
0 C

]

���� C 
��	� ��	 ����� ��	����
�� (n− 2)×(n− 2) ��� �

���
� �	� �� �����
dB1  5��	��

C =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 . . . 0

0
   

   1
   

0 0 . . . dB1

⎤
⎥⎥⎦

0
�&���
 ���� ρ �	�D1ρD1 �
 ��
&� ����� ��	 �	 ���
�����
 �	 ����
�����

��� ��������� ���� �
 ��� ����
�	 ��� ����
�� ., */� .,�,/ �	� ., (/� ., 1/

ρ =

[
ρ11
A ρ12

A

ρ21
A ρ22

A

]
�& ���	� ������ ��  ���� ��� ��� ����� ��� %���� ��� 	�� ���� �������	�����
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�� �� 
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����� ��������� 2*

D1ρD1 =

[
dA1 0
0 C

] [
ρ11
A ρ12

A

ρ21
A ρ22

A

] [
dA1 0
0 C

]
=[

dA1 ρ
11
A d

A
1 dA1 ρ

12
A C

Cρ21
A d

A
1 Cρ22

A C

]

0�	 �	 ����
 �	���

	 �� ����� dA1 ρ
11
A d

A
1 ��� D1ρD1 �	 	����	�	�������
 ��

��� 
�� ��� ����� dA1 �
 ��� �	
	���� ��
&�

dA1 =

[
f1 0
0 f1

]

%��


dA1 ρ
11
A d

A
1 =

[
f 2

1ρ11 f 2
1ρ12

f 2
1ρ21 f 2

1ρ22

]
=!��� ρij �	 �����
�	 ��� ���	�	 ρ 
0�	 	��������� ��� 
�&
��
�� �	� 
������

� �
��� 	���� �	 ������
 ���
���	�	 dA1 ρ

11
A d

A
1 = ρ̃11

A  

0��
�"���
 ��� � ���	�	� D1ρD1 
��	� 

����	��� 	&�� 
��	� ��� ��
&�� RRT  
���
��� ���
���
 �	 �
�������������
 ��� 	�������	 ., */ @	 �����


λj (D1ρD1) ≥ λj
(
ρ̃11
A

)
., '*/

��	 j = 1 . . . 2 
?��� 	�� ��� ����� .* *,/ ��	 ��� ��������� ���	�	 A �	� Ac ���� c ��	�

�
�
�����
� ���

λj
(
ρ̃11
A

)
= f 2

1λj
(
ρ11
A

)
., ',/

)	�� �����
�	 	�� ��� ., '*/ �	� ., ',/ �	 �����


λj (D1ρD1) ≥ f 2
1λj
(
ρ11
A

)
?�����	 � ���	�	� ρ 
��	� 

����	��� �
	 	�� ��� 	�������	 ., */ �	�
����

��� �	
	���� �����

λj (ρ) ≥ λj
(
ρ11
A

)
., '(/

��	 j = 1 . . . 2  

������ ��� �
���� ���	��� ��� 	���
����� 
��	� �
�� ��� ������
���
��� �� ��� �
��
� ����"���
� ����� ��� ���	�	 D1ρD1 �	 
��	� �
�	���


� 	��
��� 	��������
� ��� ρ 0�	 ��� 
���
�#� ��� ������ 	���� ���	������ 
��	� �

���� ��� ��	�

�� f1 ?�� ��� ��� �	
	���� ����
�� �
�����
� ��� ��	 ���
����� 	��� 	
�
� � �	
	���� 	�������	

f 2
1λj
(
ρ11
A

)
> λj (ρ)



����


�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� 2,

%� ����� ρ11
A ��� ���	�	 ρ 
��	� 

����	�� �
	 ��	 ��� ��������� ��� ���
�"���


��� 
��	� �
	��	����� �� 	
������� 	
����� =$��� 	�� ��� �	
	���� �����
�
�����
� ���

f 2
1 >

λj (ρ)

λj (ρ11
A )

., '1/

?�� ��� ���� ��� �	
	���� 	������� �	 �
���
 �� �������	 ���	 ���
����� �
��
� �	 �	�
�
� ����� �� f1 ���
 �� ��� �
��
� ����"���
� ��� |
D1A〉〉 =| A1〉〉 �	 
��	� �
�	���


� 	�� ��� 	��������
� ��� | A〉〉 ?�

MA = max
j=1,2

{∣∣∣∣∣
√

λj (ρ)

λj (ρ11
A )

∣∣∣∣∣
}

���
 �� f1 ���

� �	 �	�
�
� ����� ��	 ��	����	�	 (−∞,−MA) �	� (MA,+∞) 
C	 ����
 ��� 	�� �	 ��� ��	����	�	 (−∞,−MA) �	� (MA,+∞) ����	�����
�	� 
���	&�

� �� ��	 ?��� ��	�� ���� ��	���	��	 ����������� ��� ���������
��� | D1A〉〉 �	
�����"
�	� �� f 2

1 �	� ��� �� f1 �
	 �	��	 ���	��	 	� 
��	�
�
���� � 	
������ $��������
 �	 ����
����
 ���� �
���� ����#��	 ���	��
��� �������	 (MA,+∞) 

6
 ��� �
��� ��� ���	�	 D1 ���� ���	�	 �
������� | A〉〉 ��������	�

���� ���	�	 | D1A〉〉 ��� ����� 	���
�
� ��� ��� ���	�	 �
������� 6
 ���
��� �	
	���� ��	���	��	 �
�#	�
 ��� �
���	�
 ��	 	�#���� ��� ����� ��� ���
�
���� ���	"����� ����� ��� | D1A〉〉 �
 ��� �
�����
�� ���	�	 ��� �	 
���
�
�
� �� f1 ��� �������	 (MA,+∞) ?��� ��	� ������
 �	� ��	 ��
�� ���
"�����
��� ?��� ��� ���
� �	 �
�#���
 ��	 �� �
��� ���	 ��� ��	���	��	�

��	� ��� �� ����"���
� ����� ��� | A〉〉 	�� n−m+1 ��� n ���	�� �	 σj (| A〉〉)
��	 j = n−m+ 1 . . . n 
��	� �
�	���

	 	�� �	 	��������	 ��� | D1A〉〉 

@	 	�����������
 �	
����	 ��	���	��	 �
 	��� ��� 	����������
 ��	 ��
f1� ��	 ��� �

��
���� ��� g1 �
 ������ �������	� �	��� �	� ��	 ��� �����
��� m �
�
��	��� ���	"����� ����� ��� | A〉〉 �	� | D1A〉〉 

�
 	��� ��� �
�����
�� �	� ��	 ��� �

��
���� ��� g1 �	 ��
�����
 ���
���	�	 D1 �
 ����� �� 
#��

D1 =

[
Y 0
0 dB1

]
�3������� ��� ����	� �#� ����$�
	%� ���%� �#��� �� ����
�� ��� ���� �� ����� ���

����	��� "� ����� �� ����� ��� �� ��� ��� ���������� ��� �������� �� ������
�� 	��
����� �
�� �#��� ������ �������	���



����


�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� 2(

���� �� ����� Y ��
� ��	����
�� (n−m)× (n−m) �	� �

���
� �	� �� �����
dA1  �
 ����� ����� �
������ �
 	��� ��� D1 ��
�"���
 �	� ��� ρ ���	��

ρ =

[
ρ11
B ρ12

B

ρ21
B ρ22

B

]
., '2/

���� �� ρ11
B ��
� ��	����
�� (n−m)× (n−m) �	� �� ρ22

B m×m %��


D1ρD1 =

[
Y 0
0 dB1

] [
ρ11
B ρ12

B

ρ21
B ρ22

B

] [
Y 0
0 dB1

]
=

[
Y ρ11

B Y Y ρ12
B d

B
1

dB1 ρ
21
B Y dB1 ρ

22
B d

B
1

]

@�����
 ρ̃22
B = dB1 ρ

22
B d

B
1 �	� ������	� ��� �
�#
�� �	 �	�	��#���
 ���� 
#��

��
&�
ρ̃22
B = g2

1ρ
22
B ., '3/

! ���	�	� ρ 
��	� 

����	��� ���
��� �
 ��� ����
�	 ��� ������ ., 1/ �	 ���

λm−j+1

(
ρ22
B

) ≥ λn−j+1 (ρ) ., '+/

��	 j = 1 . . .m 

=!���	 � ���	�	� D1ρD1 	&�� 
��	� ��� ��
&�� RRT 
��	� 

����	��� �
	 	��
��� 	�������	 ., 1/ �	 ���

λm−j+1

(
ρ̃22
B

) ≥ λn−j+1 (D1ρD1)

��	 j = 1 . . .m 

?��� 	�� ��� ����� .* *,/ ��	 ��� ��������� ���	�	 A �	� cA ���� c ��	�

�
��	 �	 λ ��� ρ̃22

B �	 ���

λm−j+1

(
ρ̃22
B

)
= g2

1

(
λm−j+1

(
ρ22
B

))
��	 j = 1 . . .m 

?�� ��� ��� �
�
��	�
� ����
�� �
�����
� ���

g2
1

(
λm−j+1

(
ρ22
B

)) ≥ λn−j+1 (D1ρD1) ., '9/

��	 j = 1 . . .m 
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C	 ��
���������
 ��� ��� ���
�� 	��� ������
 �	 �	�
�������
 ��� m �
�
�
��	�
� ����"���
� ����� ��� | D1A〉〉 ���� ���
 �	 
��	� ���
��


� 	�� ���
	��������
� ��� | A〉〉 � ������	�	 ��� m �
�
��	�
� ��������� ��� D1ρD1 ����
���
 �	 
��	� ���
��


� 	�� ��� 	��������
� ��� ρ ?��� ���

� �	 ���
� ����
&	��
�	� 	�� ��� ����
�� ., '+/ �	� ., '9/ 	
�
� �	 
����#���
 ������ g1 ���

�	 ����
� � �	
	���� 	�������	

g2
1

(
λm−j+1

(
ρ22
B

))
< λn−j+1 (ρ) ., *4/

��	 j = 1 . . .m  
! ���	�	� ρ22

B 
��	� 

����	��� ���
��� ���
�"���
 ��� �� ��������� ��� 
��	�
�� 	
������� �
	��	����� 	
����� �
	

g2
1 <

λn−j+1 (ρ)

λm−j+1 (ρ22
B )

., *'/

?�� ��� ���� ��� �	
	���� 	������� �	 �
���;
� �� �������	 ���	 ���
����� ���

� �	 �	�
�
� ����� �� g1 ���
 �� m �
�
��	�
� ��������� ��� D1ρD1

�	 
��	� ���
��


� 	�� ��� 	��������
� ��� ρ =?�

MB = min
j=1...m

{∣∣∣∣∣
√

λn−j+1 (ρ)

λm−j+1 (ρ22
B )

∣∣∣∣∣
}

���
 �� �������	 ��� �	 ���

� �	 �	�
�
� ����� �� g1 �	 
��	� �� (−MB,MB) 
F��� ��� ��� �� g1 
�&	��"
�	� �	�� ��� ���
�
�	 ���� ��� ��	���	��	� �;����
�� ��� �
�
������ �� 	
������� ����� �
� ����� �	��	 ���	��	 �	� �
�
���

�	� �������	 ����� �� (0,MB) 

�����	 ��	 �� �
��� ���	

• C	 ����
 ��� 	���

�� ������ ��� ���� ��	���	��	� 
��	� �	 ���
� �
�
���
� ��� 	
����� ����"���
� ����� ��� ���	�	 | A〉〉 �	� ���� ���
�� ���
�
�
��	�
� ��	��
���	� �	����
��	 �����
� �������
� ��� 6
 �� �
���
���	 ��� ��	���	��	� �
�#	�
 ��� �
 ��� �	������� 
������ ��� f1 �	� g1

�	�	&�
����
 �	 �
�	������
 ��� ��� �
��
� �	� �	 ���
	�����
 ��� m
�
�
��	�
� 

• )������ �	 ���
���
 �	 �
� ��� 	�� ��� ������ ��� �	�	&�
����
 ���
����
�
����� 	��� �
�	���� ��� ���
� ��� ���	"����� ������ �	 
�����
#���
 �� ���
��� ��� ����� dB1 ���� ���
 �	 ���
	�����
 �� 
��������
������ ���	"����� ����� �
 ��	 ���	� �	� �	 ��� �����
 
�	�	�������
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��	���	��	 ?��� ���� �	 ����
 ���� ��

�	 ���

� �	 ���
� 	��� ���
����	� �	� ��
���� ���
��

� �����
�� 	�� ��� 
�	�	������� ��	���	��	
�	� �
�
��

�� �������	�� 

• 5
� �����
 �����
� �	����� ��	 ��� �������
� ��� ���	�	 ��� ������
 �	
��	��
�����
 	� �	� 	�	&

��	��
 ����� ��� ���	 	��� 5
� ���	��
�
��� �� 	������
 @	 	�	&

����
 ��
#����� �
 	���� 	
���

	 	&�� �	
��������� ���� ���
� �	��
���� ��� f1 �	� g1 6��
� ��
	 �	 f1 �	�
g1 ���
��� �	 �	�
���� ����� �
 ��	 ������
� �������	 

����# �� ���
��� �!
��� �"� ��'" �7
"��

$��	�
 ��� �
��� ���	 ��� 	���
����� ��� �
 ��� �
��� ��� ���	�	 D1

�
�	���	�
 �� ���
� ��� ��� �
���� �	� ��� m �
�
��	��� ���	"����� �����
��� | A〉〉 %�� �
� �
��
� ��� ��� �
�	���	�
 �	� ��� m �
�
��	�
� ��� ���
�
	�����
 5
�#	�
 ��� ��	 ��� �
�	���� 	��� ��� ����
�
������ ���	"�����
����� 
����
�	� � 
�	�	�������� ���	�	� D1 �	� ���� ����
�
����	 �	 �����
	���� dA1 �	� dB1  

5
��

� ���	 ��� 	���
�����8

?�����	 �
 �� �
��� ���	 ������ ��� �
��

�� ���	��� 
��	� � 	�#��� ���
���
�� ��� �
���� �	� ���	
��� ����"���	� ����� ��� | D1A〉〉 =| A1〉〉 �	� �
�
���� ��� σn−2m+1 ��� �	� ��� σn−m ?��� 
��������
�	� �
 ��� �
���
	�� 	
���

� ���� ���	�	 | A1〉〉 ��� ���	�	 D2 ���	�� (D2 ⊗ I) | A1〉〉 =|
D2A1〉〉 =| D2D1A〉〉 ?��� �	 
��	� �	� �� �
��

� ���	 ��� 	���
����� %�
����� dA2 �	 
��	� ����� �
 �� dA1 	��� �
 ��	&�

���� ���� 
� ���
� ��	 ���
�
�	����� f2 ��� ���	 	��� �� ����� dA2 �	 �
���
�	� ��� ���
�� �
�� �	
���� 	�� �� dA1 �	� ��	 ��� �
��	 �����
�	 ��� ��	������ ��� D2 �	 ���
����
�����
� =!�� ��	 �� ����� dB2 �	 �
���
�	� m ���
�� ���� ���� 	�� 
�
� ���
�
�����	� �� dB1 ��� �
��� ���	 !� ���
�� ���� ��	����� 	�� n−m+1 ���
n ��� D2 �	 �	��&���� 	�� �����
� C	 ��������
 ��� ��� �
��

� ���	 ���
	���
����� ��� ���� ��� ���	�	 | A〉〉 ��
� ��

� ����� � ���	�	� | A1〉〉 !
| A〉〉 �	�
� �	 ���
�
� ��	 ��� 	���
���� �
�� �� �
��� ���	 

������ ���	 ��� 	���
�����8

��� ������ ���	 � ���	�	� | A〉〉 �	 ��
� 	����	�	��	�
� 	�� ��� | Dk−1Dk−2 . . .D1A〉〉 =|
�1�#��$�
�� ��� ���� ��� 	
����	� ��� ���� ����� ����� ��� ����������� �������� (���

������#	� �
�
 �� ����� ��
 ������� ����� ������ �� ������� ��� �
�� ��
 ������ 	���
�����������
 �������	���
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Ak−1〉〉 �
 	���� �	 �
�����
 	�� 	
���

� �
 ��� ���	�	Dk ���	�� (Dk ⊗ I) |
Ak−1〉〉 =| DkAk−1〉〉 =| Ak〉〉 %� ����� dAk ��� Dk �	 �	�	�	����
� ��� ���
��
(Dk)ij ��	 i = 2k−1 . . . 2k �	� j = 2k−1 . . . 2k ���
��� � ���
��&�
� ���
dAk 
��	� � 	�#��� ��� ����� ��� ���	"����� ����� σ2k−1 �	� σ2k ��� ���	�	
| Ak−1〉〉 ?�����	 �� ����� dBk �	 �	�	�	����
� ��� ���
�� (Dk)ij ��	 i =
(n− (k − 1)m+ 1) . . . (n− km+ 1) �	� j = (n− (k − 1)m+ 1) . . . (n− km+ 1) 
> �
��� ��� dBk ��� ���	 	��� �	 �
��	���
� ��� �
���� ��� σ(n−(k−1)m+1)

���
� �	� ��� σ(n−km+1) ��� ���	�	 | Ak−1〉〉  

�����
	��	8

6
�� 	�� � ���	�	 ��� 	���
����� �����
 �	�	&�

� �	 �
�	������
 ���
2k �
��
� ����"���
� ����� ��� ���	�	 | A〉〉 �	� �	����
��	 �	 ���
	����

��� mk �
�
��	�
� %� ���
��� ��� 	�#���� � 	��������	 ��� �
����� ���
���	"����� 
#	
���	� ��
�	 	�� ��� 
������ ��� fk �	� gk ��	 	��������	
��	����	�	 ����� ���� �	� ���
�	 	�� ��� �������
� ��� 	
����� ���	�	 ����
�
�
���� | A〉〉 ��� ������
 �	 ��	��
�����
 �	� �� ���
��� ��� �����
���
��� 	�	�����
 �	 �����
 

-	
��
���	8

C	 ����
 ��� �	
	���� 	���
���� ��� �

��
�;	�
 ���� �
�#� @	 
&	
�
������
 ��� 
� ���� 	���
���� �
 ��	� ���	�� ���	�	 | A〉〉 ��	����
��
100 × 100 > 
������ ��� ��	����
�� ����
 ���� ���
 �	 ���
�����
 �	
����
 
����	 ������ ��� �
�	����� ��� ���	"����� ����� �	� �	����
��	 �	
��� 
��	� ���� ���
�� � ���	�	� ���
 �	 ��� ���
�
� 	����� �����
��� 

!� ��	����
�� ��� ����� dBk 
��������	� �	 
��	� 2 × 2 > 
������ 	���
����
 ���� ��� ��� ��	 m = 2 �����
 ��� ���� 	��� �

������ F��� ���
��� �
� �����
 	�	&

�
� ��� ��� �	��
�"���
 �	 fk �	� gk ��� ����
�
��
���� �	
��
���	 �	 ��
���
 fk = 3 �	� gk = 0.001 ��	 ��	 �	 ���	�	 ���
��	���	��	� 

��� ����	 ., '/ 	����������	� �� ����"���
� ����� ��� | A〉〉 �	� ��� | A4〉〉
��� | A4〉〉 �����
 ��������
� ��� ���	�	 ��� �
�����
� ��� ���	
�� ���	
���	�� | A4〉〉 =| D4D3D2D1A〉〉 -	
	��
���
 ��� ����� �
�	����
� �
�� �	
���� �� ���� �
��
� ����"���
� ����� �	� �
�� �	 ���� �� ���� �
�
��	�
� 
=?�����
 	��� �	 ��

�
 �	 �

�������
 	&�� �� ����� dAk ��	 k = 1 . . . 4
��
� �����
� �	�� ����� ��� ��	������ ���
� �	� ��� ���
�� (D)ij ��	 i = 7 . . . 8
�	� j = 7 . . . 8 �	� ��
� 
����
� ��� ���
� ��� ���� �
���� ���	"����� ����� 
6
 ����� �
��� ���
��	� �	� �� ����� dBk ��	 k = 1 . . . 4 �	� 
��

�"
� ��� ����
�
�
��	�
� ����"���
� ����� 
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��� ����	 ., */ ��
� �
���
��
� � ��	���	��	 ���
� �	� �� �����	�� ���	
�	� �������
 ��� 	�#��� �	� �
���� 	��������	 ��� 
������
���
�� �

����	

�
���� �	� �
�
��	��� ���	"����� ����� 	��������	 
��� ����	 ., ,/ ��
� ������
��
� � 
�	�	������� ��	���	��	 �	� �� 	�����

�
��	 
��	� 	�#��� ��� �
����	 �
���� �	� � �
���� ��� �
����	 �
�
��	���
���	"����� ����� 

5�
��
����
��8

• )������ �	 ���
���
 �	 �
� ��� 	� � ���	�	� �
������� ��
� �

����
�����	�� ���
 ��� �
�
��	�� ���	 ��� ��	���	��	� ��	 ����"���	 ����

	0� ������
 ���������� 	�� 	�
�� ���� !�#������ ������� ��� �����%� �� ����	���		����
!� �������!���4 ���� 	�� 	�
�� ����� ��	���� �� ����� �����%� ��� ��� ����	���		�����
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� ����� ���	�	 | A〉〉 �	� | A25〉〉 

�	 ��
�
 	�
������� )	� ���	�	 	��� ���

� �	 ����
� ��
�� ���� �	
���	��
� ��� � 	���
����� �
� �
����
�
� 	&�� �����
 �
�	���
� �� ���
�
���� ��� ��������� ���	"����� ����� 

• $����	 ���

� �	 �
�����
� ������� ��	 �� ������ ��� ������� ?��
��� ���� ., '4/ �������
 ��� �� k ���	�� � 	
����� ��� �	� &	�

��
�
�	 ���	�	 �	�
�
� ����� 	�� ��	 ��� n

2+m
 

���
��� 	� ������
 �	 �����
 ��	 �
	��	���� ���	�	 ��� 	���
����� �� �����
��� �	 �	�
�
� �� k �	 �	��
�"���	� 	�� ���� �	
	���� ������ 	�����	 	� �
	
����� (2 +m) ��	�

� ��� n � ��� 

k = 1, . . . ,
n

2 +m
., **/

��	� � (2 +m) ��	�

� ��� n �	�

k = 1, . . . ,

[
n

2 +m

]
., *,/

��	� � (2 +m) �
� ��	�

� ��� n 

)	��
����� ��� m8

> 
������ ��� m 
#	
���	� 	�� ��� 	
�
�� ���	������� �	
�����
� %�
���
��� ��� �����
��� ��� ������
 �	 
��������
 
��	� � ��	� �	� �� ����
������
 �	 ��	��
�����
 ��� �����
� �������
� ��� 	
����� ���	�	 
��	� � ���
��� !���	����� �� ��� �	
	���� �	
�����
� 
��	� 	�������
��� �	� �
�	����
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���� ��	 �
��	�
� �
�	���� �	� ���� ����� ?
���� �	 ��������
 ��	 �	�
��
���� ��� m 	�����	 �
 �� ���
��� ��� �����
��� ��� 
��������
 �	� �	
����
 ���� ��

�	 ��� ���
�	 
�����
�	� �	� � �
��

�� �	
�����	� 

=$��� ��� ������
 �	 ����������
 ��	 ���	�� ���	�	 ����
�
���� | A〉〉
��	����
�� n× n �	� �
�����	��
 ��� ���
�� ��� �
��
� �	 �	��
�����
 ��
m B��������
 
����� ��� ������
 �	 �
�������������
 ���� �����
�� ���
s�
 �
��
� ����"���
� ����� ������ ������ 
��	� �	 
����#���
 ������ m ���

�	 �
�	������
 ��� s �
��
� �	� �	 ���
	�����
 ��� n − s �
�
��	�
� 0�	 �	

��������
 ��� 	�#��� ��� s �
���� ���	"����� ����� �
��
� �� ����� dAk
���� �
�
��	�	 
�	����;� �	 �
��
� ���� σs−1 �	� σs� �
���	 ��� ���	��
�
��� ��
� �
��
� �	� �
 ��
� ��� �
������
�
� ?��� �� ����� dAk ���
��	� �

���	 ��� �
	 ��	� �	 �
� ���� σs−1 �	� σs �	 �
���
�	� � 	���
����� ���� s

2


�	����;� =!��� ��	 �	 ��� �����
 
�	&� ��� dAk �	� dBk �	 �
��
� �	 ����
�

2
s

2
+m

s

2
= n

?�� ��� ���� �� �
�� m ��� �	
	���� 
#������ �
�����
� � ���� ��� m
��	 �	 �������� ��� ���	�	 ����
�
���� | A〉〉 �
�����������	� ��� s �
��
�
����"���
� ����� ���
���

m =
2 (n− s)

s
., *(/

���
����8

@	 ���
���
 ������� �	 �
� ��� �	 
����#���
 �� ���
��

� s ���	�� ���
���
 �	 �����
 ��� �
�	���

� �����
��� �	� �	 �
�������������
 ���� ���
��� �
��
� ����"���
� ����� ?��� 
� ���
� �
� ���

� �	 ���
� ��	�� ���

�
� ���
���
 �	 ��	��
�����
 ��� ����
� �������
� ��� 	
����� ���	�	 5
�
�	 	�	&

����
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�����
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 	��� 	&�� �	 �� �
�
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���

	 

����% ��7" ��
�� ��� fk ��� gk '�� ��� 
��������! ��
*
������

5�	��
��� ��� ������ ��� ρ = AA†8

6�	 	�� ��� �������
� ��� �
��
� �	 ��	��
�����
 
��	� �� ����� ��� ���	�	
AA† = Tr2 (| A〉〉〈〈A |) ��� 
��	� ��� �
 ��� �����	 ?��� ���	��
� ��� �

���
 ���	 ��� ��	���	��	� �
��
� � ���	�	� ����
�
���� ��� �
�����
� ����
�	��	��	"��
��� �
 ��� ��"���	����
�&� ��� �	 ��
� ����� ��� �
 ��	 

�
2#��� ����� ���  ���������� 
��!���
�� ��� �� s ����� ������  �� ����
 
 �������%�
���!�%� ���� ��� ������	
 ��
 �� �� ����



����


�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� 3'

C	 ����
 ��� ���

� �	 ���
� 	��� ��	 �� �
��� ���	 6
 ��� ��
��

����
��� �
���� ���	��� � ���	�	� ��� �
�����
� �	 
��	� � | D1A〉〉 ���
��� 	���
��� ������
 
��	� �� ����� ��� D1AA

†D1 = Tr2 (| D1A〉〉〈〈D1A |) �	 
��	� ���
�
 ��	 > ��	������ ��� D1AA

†D1 �	 
��	� ��� ��
&��

diag
(
D1AA

†D1

)
=
(
f 2

1ρ11, f
2
1ρ22, ρ33, . . . , g

2
1ρn−m, . . . , g

2
1ρnn

)
���� ρij �	 �����
�	 ��� ���	�	 ρ = AA† ���
��� �� ����� ��� D1ρD1 �	
���
�
 	�� ��� �	
	���� ����

Tr (D1ρD1) = f 2
1

2∑
i=1

ρii +

m−1∑
i=3

ρii + g2
1

n∑
i=m

ρii

)	�	������
 ��� �����
	��	 ��� ��	 ��� ��	��
��� ��� ������ ��� AA† 	
�
�
�	 ����
� � ������	

f 2
1

2∑
i=1

ρii +

m−1∑
i=3

ρii + g2
1

n∑
i=m

ρii = 1 ., *1/

?�� ��� �	
	���� ����� &	��
�	� ��� ���

� �	 ���
���� ����� "
��� f1

�	� g1 ��� �	 
��	� �	������	 ��	 ��� ��	��
��� ��� ������ ��� �
��� ���	 
�����
	 �����	 	�� 	��� 	����
����	� 	�� ��� ����
�� ., '1/ ., *'/ ��� 	�	��
���� 	�� �	 f1 �	� g1 �	 �
������	� �
 ��	 ����
�
����� �������	 ����� 

5�	��
��� ��� ������ ��� ρ2 =
(
AA†)28

6�	 �
��

� �������	 ��� ������
 �	 ��	��
�����
 
��	� �� ����� ���
(
A†A

)2
 

?� ����
 	
���� ��� ���

� �	 ���
� 	��� ��	 �� �
��� ���	 ! ���	�	� ���

�
�����
� �
�� �� �
��� ���	 
��	� � | D1A〉〉 =?
	 � 	���������� ���
(
AA†)2

�	 
��	� �
(
D1AA

†D1

)2
=
(
Tr2 (| D1A〉〉〈〈D1A |)

)2

= ρ
′2

 ������ �	� 
��

�	� �	 
����#���
 �	������	 f1 �	� g1 ���� ���
 �	 ���� ��� ��� �
�
��	���

������� �	 
��	� ��	 %� ����� ���
(
ρ

′)2
�	 ���
�
 	�� ��� �	
	���� ����

Tr

((
ρ

′
)2
)

= f 4
1

2∑
i,j=1

ρijρji + g4
1

n∑
i,j=m

ρijρji +
m−1∑
i,j=3

ρijρji

���
��� ��	 ��� ��	��
��� ��� ������ ��� (ρ)2 ���	�� ��� ������� ��� �
 ��

����� ���
(
ρ

′)2
	
�
� �	 ����
� � �	
	���� �����

f 4
1

2∑
i,j=1

ρijρji + g4
1

n∑
i,j=m

ρijρji +

m−1∑
i,j=3

ρijρji = Tr
(
ρ2
)

., *2/
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����� ��������� 3*

> �	
	���� ����� 
��	� ��	 ����
���� ��� f1 �	� g1 6
 
������ �������
f1 �	� g1 ���
 �	 ��	�������� ��� �	
	���� ����� �	�	&�
����
 �	 ��	���


�����
 �� ����� ��� ���	�	
(
ρ

′)2
��� �
 �� ����� ��� ρ2 $��	� &	�

� ���

�	 ���
���� ����� "
��� f1 �	� g1 ��� �	 ��	�������� ��� ., *2/ �����
	
�����	 	�� 	��� 	����
����	� 	�� ��� ����
�� ., '1/ ., *'/ ��� 	�	����� 	��
�	 f1 �	� g1 �	 �
������	� �
 ��	 ����
�
����� �������	 ����� 

-	
	��
��
��8

• 0�	 �	 ��	��
�����
 �	����
��	 �	� �� ����� ��� ρ
′

= D1AA
†D1 ���

�
 ��� �����	 �	� �� ����� ��� ρ
′2

=
(
D1AA

†D1

)2
��� �
 �� �����

��� ρ2 �
��
� �	 
����#���
 
�
��	 �	 f1 �	� g1 ��� ��	�������� �	�
��� ., *1/ �	� ��� ., *2/ �	� �	����
��	 �	 	������ ��	 ��	����	�	
��� �	� �	��
�"��� �� ����
�� ., '1/ �	� ., *'/  =!��� �	 ����
 ����
��

�	 �
� ���
���� f1 �	� g1 ��� �	 ��	�������� �	� ��� ., *1/ �	� ���
., *2/ B��
���� ���� ����� "
��� ��� ��	�������� ��� ��	 	�� ��� ���
����
�� �	� �	����
��	 
��	� ���� ����� ��� �	 ��	���������� �	� ���
���� ?�� 
�
��	 �	 "
��� �	 �
��
� �	 
����#���
 �	 �	���

	 �
���	
��� ����� �	 �	� ������
� �� �
�
��	 ��� �	�������� .Majorization/ 

• 6
 	������ �
��� �	��
�"���	� �	 ��	����	�	 ����� ��	 �	 "
��� fk
�	� gk ��	 �	 �������	 ���	�	 C	 ���
������
 
����� ��� ���� ��� ���
�� ����
�� ., *1/ �	� ., *2/ �
� ����� 
� ���
� ������ ���
�� 
��������

���	 	�� ��� ��� ������
 �	 �
	������
 	�����	 ��	�

�� 
�� �	����
�
��	 �
��
���"���
 ��� ���
�� ��� ����� �
 ��� �	������� 
������ ���
"
���� fk �	� gk 

����, $���"'! ��� �
����)� 3��')� (fk, gk)

6��
� ������� �����	�
 ��	 �� ��� �	��
�"���
 ��	 �������	 ����� ���	
	�� �� ����� �	 
����#���
 �	 fk �	� gk� ��	 �� ���
 ���	 ��� ��	���	��	� C	
��������
 ��� ��	 �	 "
��� ��� fk �	� gk �
 ���
 ���	 �����
 ������ 
�������
�	� �
��
� �
���� �	 �	��
�����
 ���	 �	 �
�
���
 �	�� "
��� �	� �
��

��
��� �	 ���
� � 
������ 	��� 

5
�#	�
 ���� �
������
�� �	
��
	&� ��� ��	��
���
 �� ����� ��� ���	�	
��������	� ρ �	� ρ2 ���� �

������ ��� ��	��	����� �����
��� 5
� �
�
�

���	�
 �� ���

� �	 ����	��
� �
 �	 �

��� ���� ��� ��	&�
�� ρ
′

�	� ρ
′2

���
�
�������� �
 ���
 ���	 ��� ��	���	��	� ?�	����� �	� 
��	� �	 ��� ��	��
��
����
 ���� �� �������� ����� ���� 	��� �
 ��� �	������� 
������ ��� "
����
fk �	� gk �	 ��	��
�����
 �	� �	 �

��� ���� 	���� =$��� �	��
�"���
 ���	
"
��� 
��	� ��	 ��� ����
�
����� �

������ �	 ��	���� � 
�
��	 ��� ��	��
���
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�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� 3,

�	� �	 �

��� ���� � ?��� �	���	���� 
�&
�"
�	� 	�� ��� �	
	���� 	�������
�
��� �
� 
��	� �����	 �	
	���� 	�� �� �
�
��	 ��� �	�������� ����� .* *1/
D*4E .Majorization/ ��	 ��� �

������ ��� �

���� ����� 

ρ↓11 ≤ ρ
′ ↓
11

ρ↓11 + ρ↓22 ≤ ρ
′ ↓
11 + ρ

′ ↓
22

ρ↓11 + ρ↓22 + ρ↓33 ≤ ρ
′ ↓
11 + ρ

′ ↓
22 + ρ

′ ↓
33

   
   

ρ↓11 + ρ↓22 + . . .+ ρ↓nn ≤ ρ
′ ↓
11 + ρ

′ ↓
22 + . . .+ ρ

′ ↓
nn

���� ρii �	 ��	����	 �����
�	 ��� ���	�	 ρ �	� ρ
′
ii �	 �����
�	 ��� ���	�	 ρ

′

��� � ���	 ��� ��	���	��	� C	 ����
 ��� 	&�� �	 fk �	� gk 	������ �
 ����
���
� �������	 �	 �����
 ��
�
	 ρ

′
 =!��� ��	 �������������� ������ �	�

��
�� ����� ��� �
�������	� 
��������
 �	 fk �	� gk 	�� �� �������	 �����
�
 ������ ���	 =!�� ���
��

� �� ���	 ���� �

�����

	 �	 ρ

′
��� �
����

����� ?�� �� ������ 	��� ��� ρ
′

�	 �
��
� �	 
����#���
 ��� ��	�����

� 
%	 �
���
�	 ��	 ��� 
������ �
� �	 
��	� �����	 ���� �	
� �	 �

��� ���� ���
������� ρ

′
��� ���
 ���	 6
 ��� 
������ ��� fk �	� gk ��� �	 ��	��������

��� ��
	���	 #�
���
 ��� �	� � ���	�	� ρ
′

�	� ���� �� ������	��� ��� 
��	� ��
��	�����

�� ��	 ��� �
�������� ��� ρ ?��� ��	�� �	 �

��� �	� �	����
��	
�� ����� ����� �	� �� 
#	�&	��"
� �� �
�
��	 ��� �	�������� .Majorization/

�� �
 
���
�� ������� �	� �	����
� �� �
�
��	 �
��������� �	����� ��#��
.Low-Rank Approximations / 

�����	

• ��� ���
�� 	��� �
��
� �	 ���
������
 ���� �
�
��	�	 ����� ��� �	�

	���� ��
	���	� 
���
	�
� � ������	 �	� ��� � 	�������	 �
 ��� �
���
���
�� ��� �����
 
����#
� �	 �
	���� 	�����	 ��	�

� �� ����� ��� ρ
�	� ��� ��� ρ2 

• ��� �
�����	 ��� ��	������ �����
��� ��� �
�
���
 �����
 
#����
�
��� �	 �
	������
 ��	�

� �� ����� ��� ρ2 �	� �
 ��� �	������� 
�����
�� ��� fk �	� gk �	 �
��
�������
 �� ����� ��� ρ 0�	 �	 �� 
��������

	��� �	 fk �	� gk �
��
� �	 �
������	� ���� ���
�� �	����� ��� ����	�
�����., (/ 6
 ��� ���
�� �	����� 
�&
�"
�	� � ����
���� ., *1/ �	�
�
 ��� ��	�
������ � ., *2/ 

���
�
 ����� � ����
 �#� ���	%	�#� .5�67/ ��� .5�68/ ��� �� � ��
 ��� ���
�� ������� ��
����� ��� � �������
 �#�  �����%� ����	��	�#� ��� ������ 	� ������ !� ����� �������
�
(�� 	
 ��������� ������� �� ���� ����� �� ������� �
����� 100× 100�
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�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� 3(
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0
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0.1

trace(AAT)2

trace(AAT)

g

f 

����	 , (8 ���	
���
�� ������ 
 �	� ρ2 

0�	 
�
��	 �	 fk �	� gk ��� 	������ ���� ���
�� �	����� ������
��
���� ���	�
� ρ

′
k F��� ��� 
������� 	���� ��� fk �	� gk �� ����� ��� ρ

′
k

�	 
��	� �
�	���

� ��� �����	� ?��� ��	�� ��	 ����
�
����� gk �� fk

��	� �
�	���

� 	�� 
�
��� ��� 	��������
� ���� �	����� ��� ������ 
5��	�� 	� ��	 �� �
��� ���	 ��� ��	���	��	� ρ

′ t
1 �
 t = 1 . . . z �� ���	�
�

	�� ���� ������� �
��
� �	 
����#� � 
������ �
��
� �	 	������
� ���
�	
	���� ���� 

ρ
′ t0
1 ≺ ρ

′ t
1 t = 1 . . . z

���� ρ
′ t0
1 � ��	�����

�� ���	�	� =$�	� 
������ �
���� �	 ����
 �����

���	�	� �	�����
� ��� ���� 
��	� �� �	����
� Lorenz ��� �

��
�&���	�
���� 
���
�� �	
��
	&� 

����/ ��
����� Lorenz

!� 
� ���� �	����
� 	�	�������	� 	�� ��� �	���	���� Lorenz 	�� ����
�	� ��
	� � ����� ����� �
 ����� ��� ����
��� �	�	����� ����
 D'9E 

��� �
�����	 ��� ��	������ �����
��� �	� ��� ���
�� ��� �	��������

������� ��� fk �	� gk ��� � ���	 ���� ���
 �	 �����
 ��	��
��� �	� ���
��������� ������ �	� ��� �

���� ������ �
�����
� ��	 ������ 	�� ���	�
�
��� �
��
� �	 
����#���
 ��� ��	�����

� 0�	 ��� 
������ 	��� ����
�����

�	 �

��� �	� �	 ����� ���� ����  ?��� �� �������� ����� ��� ������� 	����

��	� ��� �
 ��� �����	�� �	� ���� ����	 �����
 �	 ����
�����
 �	�	����� 

���
	��	���� 	��� �������� ��� �������	��� �� ����� ��
 AA† ��� ����� �����%� ������
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�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� 31

%	 �����
�	 ��� ��	������ ��� ������� 	���
���� ��� �	�	����� 	���� 
0�	 ��� �	�	��
�� ��� �	������ ��	 ���
 ���	�	 

�	"��	��
 �� 
#��8

5�	�������
 �	 ��	����	 �����
�	 ��� ���	�	 	�� �� ���
��

� ��� �
�	���
�

� �	� ���� �����
�	 	�
�����"���
 �	 ���
�	 Ts �


Ts =

(
s∑
i=1

aii
n
,
s

n

)
., *3/

���� s = 1 . . . n C	 ��
���������
 ��� n � �����	�� ��� ���	�	 �	� aii
�	 ��	�
�	����	 ����� ��	����	 �����
�	 ��� C	 ����
 ��� �� �
�&��	 ���
�	������ Lorenz �	 �
���
�	� ��� ��
� ��� 
2 �	� ��� ��
�� ��� �

���
�
�	�
	�� ��� 
��
�
� x = 0 x = 1 �	� y = 0 y = 1 � �
 ���	 ����	 ��� ���	��	��
�
�
����� > �������
&� �	�	���� �	 	����
����
�
�	� ��� 
���
�� 	��
��� 
��
�	 y = x ���� ������
 ���
���
 �	 ����

�����
 	�� ��� ����
., *3/ =!�
� �� �������
� �	�	����� �	 �
������	� ������ 	�� 	���� ����
��� ����	#�� ��� ���	�
 ��	 �����
�	 ��� ��	������ ��� ���	�	 ��� 	����������
�	�	����� 	�� �� ���
��

� ��� �
�	���

� 

0�	 ��� ����
��� �	�	����� 
�������
 ��� 	��������
� �	����
� Lorenz 
=!�	� 	���� �
� �������	� �	� ���� ��� ��� �
������	� ���� 	�� ��� 
��
�	
y = x �
 ��
	 �	 ���
�	 (0, 0) �	� (1, 1) �����	 �	 �
���
�
 ���� 	�� ���
���� ?��� ��� �
���
�	� ���� �	 
��	� �	� 	��� ��� �	�����
� %��
 ����

���
 �	 ��������
 ��	 ��	��
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��� �
�
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�����
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 ����� ��� �����
�� ���

�� ��	������ ���������� ��	 	��� �	� ��
�������
� ��� 
����#	�
 �	 ��	��
�����
 ��	� �� ����� ��� �
������� ���	�	
��������	� ρ ��� ������	��� �	� �� ����� ��� ρ2 > ��	��
��� ��� ������
��� ρ �	 
#	�&	��"
� ��� �	�	���� �	� �� ����� ��� ρ2 �	 
#	�&	��"
� ���

�	��	����� .entaglement/ 

0�	 �	 
��	� �� �	
��
���	 ���� �	�	����� �	� 
����	 ����
����� �� 	���
���
��	 �
�� ��� ��	���	��	 �����
���� 
��������
 �	 ����������
 ��	 
����	
�	� ���� ����
�
����	 ��� E.Scrodinger 
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� ���� 
����	 �

��
�&
�	� 	�� ��	� ���	�	 ��	����
�� 273 × 180 �	
�����
�	 ��� ������ 
��	� �
	��	����� 	
����� 	�� �� 0 ��� �	� �� 255 �	� 	��
���
����
���� 255 ��	&�

����� 	���
��
�� 	���
�	 ��� ���
� �	� �� �	�
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������
 ��� ��	���	��	 ���	 �
�� ���	 0�	 �	 ���
� ���� 	���
�	 �
��
� � ���	�	� ��� 	����
����
�
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����	 ���� P �	 ��
� �����
�
�������
� ���
 � ���	�	� PP † �	 
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���	"����� ����� ��� =$��� P̄ � ���	�	� ��� �
�����
� %��


P̄ = P
1√∑180
i=1 σ

2
i

., *+/

���
��� � ���	�	� P̄ ��
� ��� 	�	�����
�
� �������
� ���	�� � PP † 
��	� ���
�	�	� ��������	� �	� �� ����� ��� 
��	� ��� �
 ��� �����	 ! ���	�	� ������
��� ���� �	 �������� �	� ���� ����� �	 
&	
���� ��� 	���
���� �	 
��	� �
P̄ �	� ��� � P  $��������
 ��� ���� 	��� �

������ ���	�� �� ��	����
�� ���
����� dBk �	 
��	� 2×2 �
 ��� ��� ���
�
�	�� ��� ��	���	��	� 0�	 �	 �	��
���
�� ������ ��� ������� 
����� ��� �������	

n

2 +m
=

180

2 + 2
= 45

���&��	 �
 ��� ����� ., **/ ?��� �	 
��	� �	 �
	��	���� ������ ��� ���
����� %� k �	 �	�
�
� ����� 	�� ' ��� �	� (1 

-
��� ���	

0�	 �� �
��� ���	 	�	��	�� 
��	� �	 �
�����
 �	 f1 �	� g1 ?��� �	 �
��
"���	� ���&��	 �
 ��� 
#����
�� ., *1/ �	� ., *2/  =$��� �	 �����
 ��	 ��
����� ��� P̄ P̄ †

1 = 0.01715f 2
1 + 0.01246g2

1 + 0.97038


�� ��	 �� ����� ���
(
P̄ P̄ †)2 �	 �����


0.85076 = 0.01518f 4
2 + 0.01111g4

1 + 0.82445

> �
	&��� �	
���	�� ��� ��� �	
	���� 
#����
�� 	�
�����"
�
 ��� ����
�	 ., 2/ ���� �
 ��	�
������� �
	��� �����
 ��� ��	��
��� ��� ����� ���(
P̄ P̄ †)2 �	� �
 ���
�� ��� ��	��
��� ��� ����� ��� P̄ P̄ † =!��� �����
 �
�

�
	���
 ��	�

� �� ����� ���
(
P̄ P̄ †)2 ��� 	��������
� ���� 
�	��	����� .en-

taglement/ �	� �
��
���"���
 �� ����� ��� P̄ P̄ † =$��� ��
	 ��� ������
 �	
�����
 ��	 �� ����� ��� P̄ P̄ † ��	 �
�������� ��� ��#�� ��� 10−2 %��
 � 
���
���� ��� g1 �
��
� �	 
��	� 	���
�	 ��� 4 1* �	� �� 4 +9 �� ����� �	� �
������
�	� �� 
��
�
� ε1 �	� ε2 ��� ����	��� ., 2/ ! �	��
����� ��� ��	����	���
���	 	�� �� ����� �
��
� �	 
���
��
� �� g1 �
����;
 	�� ��� ��	&�
� ���


#����
�� ��	��
���� ��� ������ ���
(
P̄ P̄ †)2 �	� ��� P̄ P̄ † %� ����� 	���

�

��
�&
�	� �
	&��� ��� ����	 ., 3/
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?�� 	��� �	 "
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����#���
 �	 ��	�����

	 ���	�� 	���
��� ����� ��� �	���

� �
�������� ��	 �� ����� ��� P̄ P̄ † �	� �	����
��	
��	��
��� �	� �	 �

��� ���� :�
�� �	 ���	��
� ��� 	��� 
��	� 	�	
	������
�	�� 
��	� �	 
��������
 ������ g ��� ���� �

���� ��� ��	����	��� ���

��������
�	� � 
�������� �
�������� ��� ������ ��� P̄ P̄ † ��	 ��� �

�����
�� �	� ���	�� ��� ���� ��� 4 1* �	� 4 +9 C	 ���
������
 ��� ��� �� g
������"
� ���� �����	 �� ���
��� ��� �����
��� �
���
�	� �	� ��� ������"
�
�
�� �� ����� � �����
�� �
�	���
� =?
	 �
 ��� 
������ ��� g �

���� ���
����� ��� ��	����	��� [0.52, 0.89] 
�����������
 �	� ��	���������� �����
��
�	� ��	���������� �&���	 ��	 �� ����� ��� P̄ P̄ † 
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?�� �	 
� ���� "
��� �
 ��� ����
�	 ��� �	������ Lorenz ��� �	� 
#	�
�&	��"��� ��� ��	��
��� ��� �

���� ����� �
�����
� ��� �� "
���� f1 =
1.116, g1 = 0.705 
��	� �� ��	�����

� 
6
 ��� �	��
���� ��� f1 �	� g1 �	� ���� �����
�	 �
 ��� �
��� ��� ���	�	
D1 ���� ���	�	 P ������
��
�	� �� �
��� ���	 ��� 	���
����� ?�����
�
��	 ��� ���	��� 	���� 
��	� � 	�#��� ��� ����� ��� ��� �
���� ���	"�����
����� ��� ��#�� ��� 10−1 �	� � �
���� 	��������	 ��� ��� �
�
��	��� C	
���
������
 ��� �� ���
��� ��� �
����� 	� �	� &	��
�	� ���
� 
��	� 	
�
��
���	����� 	&�� �����
 �	 ������
 �
 ���	�	 �
 '+4 ��������� ��� 	�
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� �	� �� �
��	
	����� ����
��� ���	 ���� �	� �

�	��"
�	� $�
�� 
��
������ �	 	�	&�
���
 �

��� 	��
�	 "
��� (fk, gk) 

• f1 = 1.116 g1 = 0.705

• f8 = 1.973 g8 = 0.632

• f26 = 2.011 g26 = 0.643

• f45 = 2.117 g45 = 0.697

C	 ���
������
 ��� ��	 ��� �	��
���� ��� "
���� (fk, gk) ��
� �
������
�����
� ����� 	�
��
�	 �
�	�
���
�� �
�	����� ;�&��� %	 �	
	���� "
���
����� �����
� ��
������������ ��� �
��� �
�	���� ;�&�� ��
�� �	 ���	��
�
��� �	 �������	 �
� 
��	� ���	����� ��	 ��� 
#	���� 
��� �	��� 	���
����	�
��� 
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��� 	�� ��� ��� ��	���	�
��	 ���� ��&
	�� ��� 
����	� �
 ��� ����
�	 ��� ���	�	 P̄45 �	� ��� ��� P̄  
C	 ��������
 ��� 	
���� � ���	�	� P ������ ��	 �
�	�
��� ��	�
���	� ���
�
 ��� ���� 1√∑180

i=1 σ
2
i

����� ., *+/ ���
��� ��	 ��� 	�����
�&� ��� �
�	�

����	������ �	 ����	��	�������
 ��� ���	�	 P̄22 �
 ��� ����
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i=1 σ
2
i �	�
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���� qubits 
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#���� %	
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 ��� n�qubits ��	����� ����
�������"
�	� �	� �� �	������� �����
�� ��� qubits 
������ �	� 
#���� 	����
�����	 0�	 �	
��
���	 �� �������	 
������ ��	� *�qubits ��	������ �����

��	� �� |Φ〉 ⊗ |Ψ〉 
�� �	 ��	����	�	 
������ 
��	� �	 |Φ〉 �	� |Ψ〉 

=$��� |Q〉 ��	 	
���� �	�	��	���� �������	 �� ����� �	 �
��
� ��� �
��
�� ��	� ��	������ ����� %� �������	 
#���� �	 �
�����
� 	�� ��� �
���
������� �
�
��� ���� G ���� ��� 	
���� �������	 |Q〉 ?� W �� �������	

#���� �	 ����
�

|W 〉 = G |Q〉
C	 ���
������
 ��� � �
�
���� G 
#	
���	� 	����
������ 	�� �� 
���� ���
����� 

�,)* qubit 56��* 7 �3,)#5'-�*%

6�	 ��	����� ���� 
��� qubit 
��	� ��	 �	�
� ����� �� ����� �
�	�
��
�
�� qubit 
������ � � |Q〉 = a |0〉 + b |1〉 �
 qubit 
#���� |Φ〉 = a

′ |0〉+ b
′ |1〉 

6	���	���� ��	 �����	 ���� �

��
�&
�	� 	�� ��	� ���	�	 2 × 2 �
 ���	����
�����
�	 ?� 
��	� G � ���	�	� ��� �

��
�&
� ��� ���� F	�������	� ���



����


�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� +(

�;�� ��� �
��
� |a|2 + |b|2 = 1 �	��� 
����� �	�
∣∣a′∣∣2 +

∣∣b′∣∣2 = 1 �	�	������

��� �����
	��	 ��� � ���	�	� G �
��
� �	 
��	� ���	��	��� 

6

���� �	����� ��������
� ��	������ ���
�8

• > ���	��	�	 ���� I ���� ����	 �� qubit 
������ �	
	���
� �� ���� �
 ��
qubit 
#���� ! ���	�	� ��� ��� �

��
�&
� 
��	�

G = I =

[
1 0
0 1

]

• > ���� NOT � ����	 	���"
� ��� ��������
� ��� qubit 
������ !
���	�	� ��� ��� �

��
�&
� 
��	�

G = Q =

[
0 1
1 0

]

• > ���� Hadamard ?� |Φ〉 = a |0〉 + b |1〉 
��	� �� qubit 
������ ��

qubit 
#���� �	 
��	� ��
∣∣Φ′〉

= a |0〉+|1〉√
2

+ b |0〉−|1〉√
2

 ! ���	�	� ��� ���
�

��
�&
� 
��	�

G = H =
1√
2

[
1 1
1 −1

]

)��
 ��	 	�� ��� �	
	���� ��	������ ���
� 	����
����
�
�	� 	�� �� �	
	���
�� ������	 D**E 

 input  outputG

����	 , ',8 6�������
� ��	������ ���
� 

�6��* #� 063 qubits7��#5'-�*%

!� ���
� 	���� ����� ��� qubits 
������ �	� ��� qubits 
#���� %� ��	
	�� �	 qubits 
������ �����"
�	� qubit 
������ �	� �� ���� �����"
�	� qubit
������ ?�� 	���� ��	 	�� ��� ��� ���	������ 
��	� � CNOT ��� ����	 �	� �	
�

��
�;���
 

> ���� CNOT
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�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� +1

> 
&	
���� ��� ����� CNOT ��
� �� 
#��8 ��� qubit 
������ �
� �����

�	��	 �
�	���� �	� �	
	���
� �� ���� �	�� ��� �#��� ��� �	� qubit 
#���� %�
qubit ������ ���� �#��� ��� �	
	���
� �� ���� 	� �� qubit 
������ 
��	� ��
|0〉 
�� 	� 
��	� �� |1〉 �����
 	�	��
�&� ���� ��������
� ��� !� �
�	����
��� ���������� ��� qubits 
������ ��
� �� 
#��

|00〉 �−→ |00〉 |01〉 �−→ |01〉 |10〉 �−→ |11〉 |11〉 �−→ |10〉

=?
	 � ���	�	� ��� �

��
�&
� ��� ���� �	 
��	�

GCNOT =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

⎤
⎥⎥⎦

�
 	��������� ��	����� ������	

Control input Control output

inputTarget Target output

����	 , '(8 -��� CNOT

��#�� �������� �����
� ��'� �7
"� 
��������!� ��
*
������

@	 �
���	������
 �	 
�&
�����
 ��� ���	�	 D ��� ��	���	��	� �
 ������
�
��� ���� ���
 �	 �	� ������
� ���� ���� ��� �	 ���
���
 �	 ��
� ��
������	 

D = D0D1D2D3 . . .Dn

���� n �� �
�
��	�� ���	 ��� 
�	�	�������� ��	���	��	� �	� �	 Di ��	
i = 0 . . . n 
��	� �� ���	�
� 
�	����;�� ��	 ���
 ���	 DA���
 ., */E

$����	 �������
 ��� ���
 ��	 	�� �	 Di 
��	� ���� �
	��	�������	 ��	�
��	������ ���	�	� �
 ��� ����� ��	����
�� ��� 
�� ��� �
 ���� ����
�
����
�
� ���
�� =!��� ���
 ��	� 	�� ���� Di ���

� �	 �
	&
� �	� �����
�� ���
��	������ ������� 	�� ���� ������� � �
���� �	 �

���
� �� ���� ����� ���



����


�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� +2

Di ���� ���	 ���� �	� � �
��

�� �� ���� ����� ���� 	��������� ���� =$���
���

� �	 ��

� ��� �	
	���� ��
&�

D = D̃0D̃1D̃2 . . . D̃2n
˜D2n+1

˜D2n+1 ., *9/

C	 ���
������
 ��� �� ���	�
� D̃i �
 i = 0 . . . 2n + 1 ����� ����	��	��
� �

����� �
 ���� Di 	&�� ���
 ��	� 	�� ���� �
�
��	���� �
�&
�	� �	� �����
��
��� D̃i 0�	 ������ 	������	� �	� ��
�� ����� ��� �
�������	� ���� �����
�	
�	 	�	&

��	��
 �
 ���

� ��	����� ������	�	 ��� 
�&
�"���	� 	�� ��
���
Hilbert �����	��� 2m %��
 �	 D̃i ���
��� �	 
�&
	����� �
 ��� �	
	����
��
&�

D̃k =

(
Pk ⊗ T +

2m−1−1∑
i=0 i
=k

Pi ⊗ I2
)

., ,4/

?&�� �	 ���	�	 ��� 	���
����� 
��	� (2m−2 − 1) �� k �	 �	�
�
� ����� ���
�
�� �������� �	� ��	 �
	 k = 0, 1, 2, . . . , (2m−1 − 1) =! ���	�	� T ��
� ����	
��	����
�� 2 × 2 �	� �

���
� 
��
 �	 f 
��
 �	 g ���&��	 �
 ��� �	
	����
����

T = Tf k = 0, 1, 2, . . . ,

(
2m−1

2
− 1

)

T = Tg k =

(
2m−1

2

)
, . . . ,

(
2m−1 − 1

)
C	 ����
 
����� � Pk 
��	� �
�
���� ��	����
�� 2m−1 × 2m−1 �
 ����

Pk = |k〉 〈k|
���
��� � ��������� ���	�	� 
�	����;�� D �	 ��

� ��� 
#�� �
���� ��
&�

D =
2m−2−1∏
k=0

Dk =
2m−1−1∏
k=0

D̃k ., ,'/

)��
 ��	� 	�� ���� ���	�
� D̃k ��
� ���� ��� ���� ���	�	 control-D̃k 6

��� �
��� 	��� ��&
	��� ��� ���	�	 D ����� control� ���
���
 �	 �
�	����

��� 	��������� ��	����� ������	 

=!��� ��	 ��	����� ������	�	 � �����	 �
 ��� ����	 ���
���
 �	 �����
����
 
��	� 	��� ��� qubits ���
��� �
��
� ����� ���� �
���
� ��� ������
., ,'/ �	 ���� �
�	&
�����
 �
 ��	���� ��
&� C	 ��������
 ��� ����� ���
���� ��� ., ,4/ �	� ., ,'/ � �
����� k �	� �
���
� ��� ���� 
�&��
���� ���
����� T  =?
	

D =
2m−1−1∏
k=0

D̃k2
k ., ,*/
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�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� +3

���� �
�
��	�� ���� �
 ��� 
����� 
�����������
 ��� �
�	�
��� ��� k 	��
�� �
�	���� ������	 ��� ��	���� � � =$��� ��� �
�����	��
 ��� ��
� ����
"��� �	 ����� qubits �	� ��� �� k = 3 %��
 ���� ��	���� �
	&� �	 �����

32 = (1, 1) 

�����
	��	8

> ��� ��	���	��	 ��� �����
��� ��� �

��
�&��
 ���� �	
��
	&�., */ ���

�
�	 ��������
� ��	 ��	 ���

�� ��	����� ������	 �����	��� 2m �
 ��� ����
�	
��	������ ������	��� ����� controlmD ���� � ���	�	� D �

��
�&
�	� 	��
��� �
�
��	�	 ����� > ���� ��� ������	��� 
��	� m &�
�� control 	&�� ��
������	 ��
� �����	�� 2m �
	 �
��
� �	 ������� ��� ���	�	 
�	����;�� �	
�����
������ �
 m ��	&�

����� ���
�� C	 ����
 ��� � 	
������ #
����
�
	�� �� 4 � � ��	 m = 3 �	 control ��� �	 �����
 �	 
��	� ����

	 ����

��
�	��	������� �	� ��� 4 

-	
��
���	8

=$��� ���

�� ��	����� ������	 ��� �

��
�&
�	� 	�� ��
� H �����	���
23 6
 ��� ����
�	 ��� ����� ., ,*/ �	 �	
���
	&�����
 �� ��	����� ���
����	 �
 �� ����� ���

� �	 ��������
� � �����
�� ��� �	
	���� ������	��� 

=$����
 m = 3
=?
	

D =

3∏
k=0

D̃k2
k

���
���

D = D̃02

0 D̃
12

1 D̃
22

2 D̃
32

3

�	� ��	 ��� �
�	�
��� �
 ��	���� ��
&� �	 �����


02 ≡ (0, 0) 12 ≡ (0, 1) 22 ≡ (1, 0) 32 ≡ (1, 1)

D = D̃
(0,0)
0 D̃

(0,1)
1 D̃

(1,0)
2 D̃

(1,1)
3

-	
	��
���
 ��� �� � ���	�	� D 	���
�
��	� 	�� ����

�� 
����
��� ���	�
�
� ��� ����� ���� ���	�	 control-D̃k C	 ����
 ��	 ��� 	�	������ �
	&�

�� '9��
�� �����
	�� ��� �������	�� ��!���$����� ��� �� ����� D1k
= Tf ��� D2k

= Tg

���
� ���	��	��� 2× 2�



����


�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� ++

��� ���
 
��� 	�� 	������ �
���	 ��� �	 �	� ������
� ���� ��
��	��� ���
������	��� 

D̃
(a,b)
k = Pa ⊗ Pb ⊗ I2 +

∑
(i,j)
=(a,b)

Pi ⊗ Pj ⊗ I2

C	 ���
������
 ��� ���� �	
	���� ���� �	 a, b, i, j 
��	� 
�&
	����	 ���
��	���� ������	 ���
��� �	�
���� ����� 4 �	� ' 

?� ����
 ���	 �	 
��	� � ��
&� ��� ������	��� ��	 ��� D̃(a,b)
k  -
��
��	�

��	 ��	 ���� control-D �
 ��� qubits 
������ �	� ��	 ������ > �

��
	&�
�
 ��	����� ������	 &	��
�	� ��� .�� , '1/ 

Control input Control output

inputTarget Target output

Control input Control output

D

a

b

����	 , '18 -��� 

?� ��������
 ��� � ��������� ���	�	� D �
�&
�	� �	� �� �����
�� �������

D̃
(a,b)
k ���	��

D = D̃
(0,0)
0 D̃

(0,1)
1 D̃

(1,0)
2 D̃

(1,1)
3

���
 �� �������� ��	����� ������	 �	 �

��
�&
�	� 	�� ��� ����
�� �
����

�� ���������� ��� ��
&�� ��� ����	��� ., '1/ =$��� �
�����
� �� �����
���� ��	����� ������	

DD D D

0

0

0

1

1

0

1

1

����	 , '28 �������� ������	 
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�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� +9

��( )���#������ ��
����

���� �	
��
	&� 	��� ������ 
��	� �	 
#�������
 �	 	���
����	�	 ���
�����
��� �	� �	 ����
 ���� �� �
	��	���� ��
��� 	�� ��� 
&	
���� ��� ����
��	���	��	� �
 ��	 ���

�� ��	����� ������	 

?� #
��������
 �	 ����
 	
���� ���	 � �
��� ��� ���	�	 
�	����;�� Dk

��� ���

�� ��	����� ������	 =$��� ������	 ��� �

��
�&
�
 	�� ��
� H
�����	����� 2m �
 ���������	�	 H1 �	� H2 ��	����
���� 2

m
2 �	� 2

m
2 	����

�����	 %��
 ��	 �	�	��	���� �������	 ���� |ψ〉 �	 �
�&
�	�

|ψ〉 =
∑
ij

aij |i〉 ⊗ |j〉

��	 i = 1 . . . 2
m
2 �	� j = 1 . . . 2

m
2  %��
 ���&��	 �
 ��� &�
�	����� | A〉〉 �	�

��� �	
��
	&� ., ' '/ �	 �����


|ψ〉 ←→ | A〉〉

���
��� � ���	�	� ��� 	���
����� D ���

� �	 �
��
� ��� | A〉〉 ���� &	��
�	�
�	
	���� �
 ��� �
�����

(I ⊗D) | A〉〉 =| ADT 〉〉 ., ,,/

(D ⊗ I) | A〉〉 =| DA〉〉 ., ,(/

C	 ���
������
 ��� ���� �	
��
	&� ., */ ��
� �

��
	&
� � 	���
����� ����
��
��� ���&��	 �
 ��� �
�
��	�	 ����� > �
��� �	� ��� �
���� ������ 
��	�
����	 �
 	���� ��� �
��

�� 

���	����� 
��	� �	 ��������
 ��� ���&��	 �
 ��� ����� ., ,,/ � ���	�	�
D �
	 ���� �
��

� ��
� H2 ��� ��	������ ������	��� 
�� ���&��	 �

��� ����� ., ,(/ �����
 �
��� ���� �
��� ��
� H1 ���
��� �	� ���� ���
�

�����
�� �����
 ��	 ������ �
��� ��� ���	�	 D 

F��� ��� ��� ���� �	
��
	&� ., */ �

��
�;	�
 ��� �����
�� ���&��	 �

��� ���� ., ,(/ ���	�� �
��� ��� D ���� �
��� ��
�� ��� 
#�� �	 �
�
���

��� 	���������
 	���� ��� �
��� �
���� ! �
���� ��
�� H1 ��
� �����	��
2

m
2 ���
��� ��	 �	����	�� �

��"
�	� ��	 �	 �

��
	&
� m

2
qubits =!���

	
�
��� 
��	� �� &�
�� ��� �� �	�	����
�� 	���� ���
��� �	 �

��
	&��� 	��

��2#��� �� 	������� ��� � �� ���!��� ��� ������ �� ������	��� 	� 	�	���� ���	��	��
n !� �	����!����  �� �� �
� ��������� ��� ��������� �������	�� �� ������ ��
 ���
�
���	��	� 2m�

��:��� �� ���	��	��� �#� H1 ��� H2 ����� ����� �	��  �� �� �
� ��������� ��� 	
���%�
�� m �������



����


�� �� 

�������� ��
��
����� ��������� 94

�����

	 qubits 
��
 ���� ��� ��� �����	 	�� 	��� �
� �
��&�
��� ��
���
�����	 � ��
���� � 
��
 ���� ��� ��� �
�����	��
 �
 �����
� ��� ��
�� H1

���
��� �����
� ����
�	����
� 
��	� ���
����� 
6
 ��� ��	���	��	 �����
��� �	� �
 ��� ����
�	 ��� �
�
��	��� �
�����

����� �	����� ��#�� �	�	&�
����
 �	 &���
�
���
 �	�� ������ �
��� ���
��
��� �	� �	 �
�����������
 �����

	 	�� m

2
qubits ��	 ��� �

��
	&� ���

�	����	��� 
?� �
�	&
�����
 �� ��	����� ������	 ��� �����
 ���&��	 �
 �� �������

Alice �	� Bob ���� � Alice �	�	�	����
� ��� �
��� ��
� H1 �	� � Bob ���
�
��

� H2 �	 ���
���	�
 �	 ����
8

-
�� ��� ��	���	��	 �����
��� ��	 ��� �

��
	&� ��	� �	����	��� � Alice
�	 �

�	"��	�
 m

2
qubits ���	�� m

2
��������� ���
 ��	� 	�� ���� ������� �	

�	�
��
 ��	 qubit 6
�� ��� ��	���	��	 �����
��� �	 �
	������
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⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
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0 s 0 · · · 0
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0 0 · · · · · · sn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 −c −c . . . −c
0 1 −c · · · −c
0 0 1

   
   

   
   

0 0 · · · · · · 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ., ,1/
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 �����������

���	�	 ���
���
 �	 �
��	������
 ��	 �
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��	 ��� �	� ��	 �� ������� ��� ���� ��	���	��	� 
������ ��� ����
�
����� �
&��	�� �	 
��	� �	 
#
������
 	� ���
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′
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j=i ρ
′
jj =
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+1
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+1
ρ

′
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∑i+1+ n−1
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+1

j=i+ n−1
2

+1
ρjj

.( */
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2
− 1 
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 ����	����� �� �	
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��
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′
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2
.( (/
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2
− 1
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������� 	�� �� ������ H �	 �	� ������ ���	�
� ��������	� =?
	 	� ? �	�
A 	������ ��� H ���
 � ���	�	� C �


C = tA+ (1− t)B

�	� (0 ≤ t ≤ 1) �	 
��	� ���	�	� ��������	� ��
�� �	 ���	��
� ��� 	���
� ���
������ H 

@	 �
�#���
 ��� �	 ��	����� ������	�	 ��� 	����
����
����	� 	�� ���	�
�
� ��������	� �����	��� n �	� �	���"���	� �
 ��
���� �����	����� �������
��������	� 	�� ��� �������
�	 F ������"���	� �
 ��� �
��� ��� ����� "
����
(fk, gk) 

)	��
����� ��� F

:�
�� ����� ��� �
�������	� �
�
���
 ��� �� n 
��	� �
���� -	�
����

��� ������	�	 ��� ������ �� ���	�
� ��������	�� ρa �	� ρb 	������ ����
�������
�	 H %��
 ��	 	����� �	 ����
� � ������ .( '/ 5��	��

i+1∑
j=i

(ρa)jj =
i+1∑
j=i

(ρb)jj i = 1, 3, 5, . . . , n− 1 .( 1/

=$��� ���	�	� ��������	� ρc ��� �
�����
� �	� ��
��� �����	���� ��� ρa
�	� ρb� ���	�� ρc = tρa + (1− t) ρb �
 (0 ≤ t ≤ 1) %��


i+1∑
j=i

(ρc)jj = t
i+1∑
j=i

(ρa)jj + (1− t)
i+1∑
j=i

(ρb)jj

	��� �
 ��� ����
�	 ��� ������ .( 1/ �	 �����


i+1∑
j=i

(ρc)jj =

i+1∑
j=i

(ρb)jj =

i+1∑
j=i

(ρa)jj .( 2/

��	 i = 1, 3, 5, . . . , n− 1  
���
��� �� ����� ��� ���	�	 ��������	� ρc ��	��

��	� �	� � ����� .( '/


�	���
�
�	� C	 ��������
 ��	 ���� ��	 &�
� ��� 	��� 	���
�
� 	�	��	�	
������� �	� ��� ��	�� ��	 ��� �����
�� ��� ��
��� �����	���� ρc �
 ���
�
��� ��� ����� "
���� (fk, gk) 
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��� d2k

���	��+
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C	 ����
 �� ���
�
 �	� �
 ��� ����� .( ,/ � � ����	 	���
�
� ��� �
��

�
	�	��	�	 ������� � ���� �

������ ��� ���	�	 ρc ?&�� ρa �	� ρb 	������
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�"���
 ���

i+1∑
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(ρa)
2
jj =

i+1∑
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(ρb)
2
jj .( 3/

0�	 ��� ��
�� �����	��� ρc �	 �����


i+1∑
j=i

(ρc)
2
jj =

i+1∑
j=i

(tρa + (1− t) ρb)2
jj

=!��� �� ���	�
� ρa �	� ρb 
��	� ���	�
� ��������	� ���
��� ����
�
���� �
	
�	 ����
� ρaρb = ρbρa  =$��� � �	
	���� ����� ���
�	�

i+1∑
j=i

(ρc)
2
jj = t2
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j=i

(ρa)
2
jj + (1− t)2

i+1∑
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(ρb)
2
jj + 2t (1− t)

i+1∑
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(ρaρb)jj

�	� �
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�	 ��� ������ .( 3/ �	�
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2
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(ρa)
2
jj − 2t
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(ρa)
2
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(ρa)
2
jj + 2t (1− t)

i+1∑
j=i

(ρaρb)jj
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j=i

(ρa)
2
jj =

i+1∑
j=i

(ρb)
2
jj

��� ���&��	 �
 ��� .( ,/ 	���
�
� ��� �
��

� 	�	��	�	 ������� %��
 	��
��� ��� �
�
��	�
� �	 �����


i+1∑
j=i

(ρa)
2
jj = 2t2

i+1∑
j=i

(ρa)
2
jj − 2t

i+1∑
j=i

(ρa)
2
jj +

i+1∑
j=i

(ρa)
2
jj + 2t (1− t)

i+1∑
j=i

(ρaρb)jj

(t− 1)
i+1∑
j=i

(ρa)
2
jj + (1− t)

i+1∑
j=i

(ρaρb)jj = 0

=?
	 ��	 t �= 1 �	 �����


i+1∑
j=i

(ρa)
2
jj =

i+1∑
j=i

(ρaρb)jj .( +/
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 ��� ����� .( +/ 
#	�&	��"���
 ��� ��	��
��� ��� 
�	��	������ .Enta-
glement/ ��� ������	��� ��� �

��
�&
�	� 	�� ��� ρc C	 ���
������
 ���
� �

������ ��	 t = 1 ����	����� �
� �	� 
���	&�

� 	&�� �
� �����
 ��
��
�����	��� 	��� ���	�	 ��� 	���
� ���� �������
�	 H 

�����
	��	8

• )	�	������	� ���� ����� .( 2/ ����

	�����
 ��� ���� �� ��
��� ����
��	���� ������� ��������	� ��� 	������ ���� �������
�	 H ��	��
���
�� ����� ��� �
 ��� �����	 �
�����������	� �	 ���	 "
��� (fk, gk) 

• 0�	 ��� ��	��
��� ��� 
�	��	������ .Entaglement/ �
� ����	��
� ��
���� )	�	������
 ������ ��� ��	 ��� ��	��
��� ��� �
�
��	��� �
��
�
�� ���	�
� ��� ������
���� ���� ��
���� �����	����� �	 ��	��������
��� ����� .( +/ ���
��� ���
���� �����	 �����
�	 ��� �������
�	� H
��� ������ �� ��
��� �����	���� ��	�������� ��� ����� .( +/ ?���
��������� ��� �������
�	 F  

> �	
���	�� ��� �	
	���� �����
�
��� ��� 	�	&

���	�
� �
	&��� ���
� ��	
���� �	&� 
����	 ��	 ��� �
�	#� ���� ����
�� =!��� H � �������
�	 ��� ���

o

A

B
tA+(1-t)B

F

conv(F)

����� ����� ������� ���

� �	 
���
���
� � �����
�� �
 ��� �
��� ��� �����
"
���� (fk, gk) F � �������
�	 ��� ������� ��� ������ �	� �� ��
��� �����	�
���� ������"���	� �
 �	 ���	 "
��� (fk, gk) 
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?� ����
 ���� ��� ����
�
����	 ���	 ���

� �	 
��	� � ����� ��� �����
�
�	 ρ �
 �	 ρ

′
 0�	 �	 ���
� 	��� �	�	����� �
�&���
 ��� ����
��� .( 1/ �	� .( 3/

�
 ��� ����
�	 ��� 	�
�������� ��� ������ 	&�� ����	����� �	 	�
����	�	 ���
��	������ �����
��� 	��� �	� �������� %��
 � .( 1/ ���
�	�

Tr (Pi + Pi+1) ρ = Tr (Pi + Pi+1) ρ
′

i = 1, 3, 5, . . . , n− 1


�� � .( 3/ 
��	� ������	�� �


Tr (Pi + Pi+1) ρ
2 = Tr (Pi + Pi+1)

(
ρ

′
)2

i = 1, 3, 5, . . . , n− 1

���� Pi = |i〉 〈i| 
6
 ��� ����
�	 ��� �	
	���� ����� �
�"���
 �	 	�
����	�	 S1i

��	 ��
����� ��� ρ �	� �� S2i

��	 �� ����� ��� ρ2 �� 
#�� 

S1i
= Tr (Pi + Pi+1) ρ = Tr (Pi + Pi+1) ρ

′
i = 1, 3, 5, . . . , n− 1

S2i
= Tr (Pi + Pi+1) ρ

2 = Tr (Pi + Pi+1)
(
ρ

′
)2

i = 1, 3, 5, . . . , n− 1

���
��� �	�	������
 ��� ��� �
��
� �	 ��	��
����	� �� �������
� S1i
�	� S2i

 
=?
	 ;������
 �
�	����	������� ��� ��	��
��� �� ����� �

��� �	� ����� C	
����
 ���� � ��
&� ����

U = diag
(
Ck1

1 , C
k2
2 , . . . , C

kn
2

n
2

)
���� �	 ����� Cki

i 
��	� 2× 2 �	� 	������ ��� �	
	���� ������ M

M =
{
Cki
i : Cki

i C
ki
i

†
= I2

}
!� �	
	���� �
�	����	������ ��	��
��� ��� �������
� S1i

�	� S2i

ρ −→ UρU †

%��
 �� ρ ���	�	� ��������	� �	� ρ
′

� ���	�	� ��� �
�����
� �
�� ��� �
�	�
����	����� �	 �����


ρ
′
= UρU †

���
��� � �	
	���� ����� �	� ���
� ��	 �
��� ��� ��� ���� 
#	��������
���
 �	 �
���;
� �������
�	 ������� ��������	� �	 �����
�	 ��� ����	� �	

�"�#����� ��� ��
����
�� �� ������� �
�������� ������ ���	��	��  �� �
�� ���	���+
������� ��� �
��� ��� 	��	���� 1�� ������� �� ������
 ���	��	� � �������	�� ����� ������
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������"���	� �
 ��� �
��� ��� ����� "
���� fk �	� gk ��� ������"
�	� �	� �
ρ 

%��
 � �	���	���� ��&
	�� ��� F �	� ��� ��
��� ����� �	 
��	�

F =
{
UρU † / ρ ∈Wn, U = diag

(
Ck1

1 , Ck2
2 , . . . , C

k n
2

n
2

)
/ Cki

i C
ki

i

†
= I2, i = 1, 2, . . . ,

n

2

}

���� Wn �� ������ ��� ������� ��������	� ��	����
�� n× n

conv (F ) =

{
d∑
i=1

qiUiρU
†
i / qi ≥ 0,

d∑
i=1

qi = 1

}
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