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�����������

�� ����� �� ����������� ����� ����� µ� �������� ���� ��� �������� ��� �������

µ��, ���� ��� µ� �������� ���� ���������� ����� ��� ���������.

��������� ��������� ���� ��µ������� µ�� ���������, ��� ��. �������� ��������

���� ��� ��� ��. �������� �µµ������ ���������� ��� ��� ������µ����� ����������

��� µ�� ��������� ����� ��� ��� ��. �������� ������ ������ ��� ��� ��µµ����� ���

���� ���µ��� ��������.

������ �� ����� �� ����������� ��� ��������� ��� ����������� ����µ��µ����

����µ������ ��� ������������ ����������� (�����) �������� ������ �������� ���

��� ���������� ��� ��������� ��� ������������ �����µ��� ��� �����������.

������, ��������� ���� ��µ�������� µ�� ��� ������������ ������µµ� �������

������� �������� ��� ���� ������µ���� ��� ��� ���������� ����µ�� ��� ������µ� µ���

���� ��� �������� ��� ������� µ��.

�����, ��������� ��� ���������� µ�� ��� ��� ����� ���������� ��� µ�� �������

���’��� ��� �������� ��� ������� µ��.
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��������

������� ������ ��� �������� �������� ����� �� ��µ���������µ� µ�� µ����� � �����

�� �����µ������ �����µ��� ���� ������ �� ��������µ��� �����. �� ��������� �����

������ ������������µ���� µ� �� µ����� ��� �������µ���� ����� µ������ �� ����-

��������� ��� ����µ����� ���µ� ����� �� �����µ������ ������ �����µ���. ��� ��� ���-

���� ��� ������µ���� Riemann ��� �µ��������� ��� µ����� ���� ������ ��� ����µ����

����µ����µ� ��� ������������� ������� ��� Roe, ��� �������� µ��������� ����µ����-

��� ���� �� ����µ����� ���µ� �� ��������� ��������µ���� ��������� ��� �������µ� µ��

���������� �����µ����� ��� �����µ����. ����µ���µ� �� ����µ����� ���µ� �� ����-

µ��� µ���������� ���������� µ� ����� ��� ������� ������������� ��������µ����,

�µ�� � ������� ������ ��� ������ ��������� �� ����� ��� ����µ���� µ�� ���������

�� �����������µ� ������� ����������� ��� ����µ������ ���µ����. ���������µ� ��

����µ����� ���µ� ���� �� ����µ������ �� ������� OpenMP �� ����� ��µ�����������

����������������� �����µ��� ��������µ�� ��� ������� µ���µ����� ������� ������-

���. �� ����, ���� µ� ���� �������� ��������µ���, ������� ��� � ������� µ��������

��� ����µ������ ���µ���� ���� �� ����µ������ �� ������� OpenACC �� ����� ��µ�-

���������� �����µ��� µ� ���������� (����� ��������). �� �µ��� ����µ����� ���µ�

��� ��������µ� ����µ������� �� ������� OpenACC �������� ���� ��������µ�����

������� ��������� ��� ��������� ��� �������� �����µ����� �����µ���� ���� ������

�� ����µ����� �����.
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�������� 1

��������

� �����µ����� ������� �����µ���� ���� ���µµ����, ���������� ����µ���� ���

���������� ���� ������ ����� ���� ��µ��� µ� µ����� ������µ�����, �������� ��� ����-

��µ��� ����������. ��µ���� µ� �� ClimateCost project [18] ����µ���� ��� ����� ������

�������� ���� ���������� ������������� �� ���������� ����������� ����� 46 ������-

��µµ���� ���� ���� ����� µ���� �� 2050 ��� ������� ������ �����µ���. � �����������

����� ��� �� ����µ���������� ����� �� ����������� ����� �� ���������� ���µ��� ����

��������, �������µ���� ��� ����µ������� ������� �����µ���� ��� ��� ���� ��������

�������������� �������������. ����� ����� �������� �� �������� ��� ������� µ������

µ� µ���� ������������ ������ �� ����� �� �����µ������ ������ �����µ���.

�� ��������� ����� ������ ���� ��� ������� ���������� �����µ���������� ��� ��

�����µ������� ������ �����µ��� µ� ������ ���� ��������. �� ��������� ����� �����-

������� ��� ��� �����µ� ���������� ��������� µ� ������� ��� ���������� ��������.

��� �� �������������� ��� ��������� �� ���������µ� ��� ��� ��������� ����µ�����

���µ�. �������� µ������ ��������������� ��� ��������� ����� �����µ�������� ����

�������µ���� ��������, �������µ��� �������� ��� �� ��������� ������ ��������� ��µ�-

����� ����� �� µ������ �������µ���� �����. ��� ������� ������� �� �����µ��������

µ�� µ������ ��� �������µ���� ����� ����� upwind � ����� ��������� ���� ���������

��� µ������ ��� Godunov [4], � ����� �������� ��� ��������� ��������� ��� µ���� ���

��� ��µ�� �������� ��� ���������� ����� ��� ������ ���������� �µ��������� ��� ����

1



(shock capturing), �� ���� ��� �������� ��� �� ���� ����, ���� ��� ����� ������������

������ ����� µ������. � µ������ ��� Godunov ���������� ������ ��� ������ ���� ���

������µ���� Riemann µ������������ �� ����µ����� ���µ� ������ ��������� ���� �-

�������� ��� ��� µ� µ����� ������������ ������. ��� ������� ����� ��� µ������, �

����� ��� �����µ��������� ���� ������� �������, ����� � �������������� �������� Rie-

mann ��� Roe [5]. � ��������µ���� �������� ������ ������ �������������� ������ ���

�� ������µ� Riemann ����� �� �� �������.

��� ��� �����µ����� �������� ���� ���� �� ������ ���������� ���������� ������

�� ����µ����� ���µ� �� ��������� ���� ���� �� ���������� ��������µ���� �����������.

• ��������� ��������

• ����µ������� �����/�������� �����������

• ��������� �� �����µ�� ����������� (�� ������������� � C ��������)

• ������ �������� ���� ��� ������� ����

• ����µ�� ��� ���������� ��µ��

����µ����� ���µ��� �������µ���� �����, ������ �� �����µ��������µ� ����µ�-

����� ���� ��� �������� ����� ������ ��������, ��������������� ��� ��� �������

µ����� ������������ ������, �� ����� �� ������� �� �����µ� �� ����µ����������µ�

µ�� �����µ����� ���� µ����� ����� µ� ����� ����µ�. ������ ��� �������� ��� ����-

���� ����� �� �����������µ� �� ������������ ������ ���� ����µ��� ��� ����µ������

���µ����.

��� �� �������µ� µ����� ��� ������������� ������� ������ �� �����������������-

µ� ��� ���������� ��� ����µ����� µ�� ���µ� ��� �� ��������µ� ���� ���������� �� ���

����µ���������� ���������. ����� ������ �� �� ����µ����µ� ����� µ� �� �������

OpenMP ��� ����� ���� ������������������ ����������� �������� ����� ������������

�� ���������� ��������� ��� ���������� ��� ����µ������ ���µ����. �� ��������µ���

2



������� �������������� ��� �� µ���� ������ ������������� ��µ���� ���� µ� ������

������������ ����.

�� ���� ��� ������� ��µ��������µ���� ��� ������� �������� ���������� ��� ������

�������� (Graphics Processing Unit � GPU) ���� ����� µ�����µ� �� ����µ������-

����µ� ������ �������� ��������µ��� �� ���� ��������� ����������. �� ������

������ �������� ���� µ�-������µµ�����µ���� µ� ����������� �������������� ����-

��� ��� ������������ ��� ��� ����������� ���������� ������������� ��������. �

����������� �������� µ� µ�� ��������µ��� ���������� ���� � ���� ������ ���������� ��-

������� ���� �� ����������� ����µ��� ��������. ��� �������� ������������ ������

�������� µ� ������ µ����� ����µ� ������������� ������� ��� ���������� �����-

���� ��� ���������� µ����� ���� ������������ ������� �� �������� ������������ ���

�������� ��� ��� ������� ���� ���� �����. � ��� ������������ ��� �������� ���

�������� µ� ��� ��� ����µ���� �� ��� �������µ� �������µ����µ���� �����������

����� �� µ������� µ�� ����� �������� �� �����µ�������� �� ������ �������� ���-

�����µ���. ��� �� ����µ����� �� ��� ������µ� ������ �� ������µ� �� ���µ�������

�� ������µ� ������������� �������� ���� ��� ����������� ������ ����� ��� ������

����������� ��� ������ �������� [21]. �� ��������� ������ ������������� �������

������µµ����µ�� ��� ������µµ�������� ������������ ���� �� ��������� �����µ���

CPU-GPU ���� ����� ��� ���� � �������� µ��� ������� ����µ����.

��� ������� ������� µ��� ��� ������� ������µµ����µ�� Fortran ��� ��� �����-

��� OpenACC [22] �� ��µ����������µ� ��� ����� �������� ��� �����µ���� ���� ��

��������� ��� ���������� ���������� ��� ����µ������ ���µ���� ��� �� ����������� ��

������������ ������.

3



4



�������� 2

��������� ����� ������ ��� µ��
������ ��������

�� ��������� ����� ������ ��������� ��� �����µ� µ� ���µµ���� ����������� µ������

���������� ��������� ��� ����������� �� µ������� ��� ����� ��� ������ ��� �������

��� ��� ���������� ��µ�� ��� ���� (�� µ���� ��µ��). ���������� ��� ���� ��µ��� ���-

������� ��� µ���� ��� ��� ��µ��. ��� �� ������µ� ��� ��������� ���� µ�� ��������

������µ� �� ������ �� ��� ������ µ��������� ������� ��� ��������µ� ��� � ��������-

�� �������� ��� ������� ����� ���µ���� ��� � ��������� �������� u(x, t) ����� �������

�� ���� �����µ� ��� �������� (���µ� 2).

���µ� 2.1: ��� �� �������� ������ ��� ��� �������� ��� ���������
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2.1 ��������� µ����

������µ� ��� �� ������ ����� ���µ������, ������ � ��������� ���,�, ����� �������.

�������� ���������µ� �� ����� ��� ����� h �� ����µ�������� ��� ����� µ�� �������

�������� ��� �����µ� �� ���������µ�. ���� ������� [x1, x2] µ�����µ� �� ���������µ�

���,

���µ�� µ�������� µ���� = ������ ���� ����� ���� ��� ��������� ��� ��� �������

x1, x2.

� �������� µ��� ���µ��� �� ��� ��µ��� x1, x2 ��� ���µ���� (2.1.1) ����� :
x2Z

x1

⇢h(x, t)dx.

���� � ���µ�� µ�������� ��� µ���� ��� ����� t ������� ��

d

dt

x2Z

x1

⇢h(x, t)dx.

� ����� ��� ���� (mass flux ) ��������� �������������� ��� ��������� ��� ��µ��

����������, ������

h+bZ

B

⇢u(x, t)dy = ⇢u(x, t)

h+bZ

b

dy = ⇢u(x, t)h(x, t).

�������, � ��������� ����� ���� ��� ��������� ��� ��� ������� x1 ����� (⇢uh)|x1

��� ��� ��� ������� x2 ����� (⇢uh)|x2 . ���µ���� � ������������ µ���� ��� ��µ��

���������� ��� µ���� �� �����

d

dt

x2Z

x1

h(x, t)dx = (uh)|x1 � (uh)|x2 . (2.1)

�������������� ��� �������� ����� �� ���� �� ����� t, ��� ������� ������µ�

[t, t+�t]
t+�tZ

t

d

dt

x2Z

x1

hdx+ (uh)|x2
x1
dt = 0
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��� ��������� ��� �� ����������� h(x, t) ��� u(x, t) ����� ����������µ�� �������µ�

t+�tZ

t

x2Z

x1

@h

@t
+

@(uh)

@x
dxdt = 0,

����� � ��������� µ���� ��� ���������� ��� µ���� �����

@h

@t
+

@(uh)

@x
= 0. (2.2)

2.2 ��������� ��µ��

��� ��� ������� ��µ� ��� Newton ��������� � ��������� ��� ��µ�� , ������ ����

������� [x1, x2] ������ �� ������ ���

���µ�� µ�������� ��µ�� = ����µ���µ� ����µ�,

���� ���������� x (������ �������µ���� ��� µ�� ��������). � ���µ�� µ�������� ���

��µ�� ����� � ����� ��������� ��� ��������� ������ :

D

Dt

x2Z

x1

h+bZ

h

⇢udydx =

d

dt

x2Z

x1

⇢hu dx+ (⇢hu2
)|x2 � (⇢hu2

)|x1 .

������ � ����µ� ��� ����µ������ ���� ���������� x ����� �� ������µ� ��� ����µ��

��� ��µ��������� ���� ��� ������ ��� �������� ��� �� ���� ��� ��� ����µ�� ��� ������

��� ��� ���µ���.

� ����µ� ��� ������ ��� �� ���� ����� :

g
h h+bZ

b

⇢(y � h� b)dy
ix2

x1

=

h
�1

2

g⇢h2
ix2

x1

,

� ����µ� ��� ������ ��� ��� ���µ��� ����� :

�g

x2Z

x1

⇢h
db

dx
dx,
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��� � �������� ����µ� ��� ����µ������ ���� ���������� ��� x ����� :

h
�1

2

g⇢h2
ix2

x1

� g

x2Z

x1

⇢h
db

dx
dx,

���� g ����� � ���������� ��� ���������. �������, � ������������ µ���� ����������

��� ��µ�� ���� ��� µ���� :

d

dt

x2Z

x1

hu dx+ (hu2
)x2 � (hu2

)x1 =

h
�1

2

gh2
ix2

x1

� g

x2Z

x1

h
db

dx
dx. (2.3)

����������� ��� �� µ��������� h(x, t) ��� u(x, t) ����� ����������µ�� ��� ���������-

��� ��� ���� ���������� ��� ����µ������ ��� ��� ��������� ��� µ���� �������µ� ���

��������� µ���� ��� ���������� ��� ��µ��,

@(hu)

@t
+

@(hu2
+

1
2gh

2
)

@x
= �ghbx. (2.4)

�������� µ�����µ� �� ������µ�

d

dt

x2Z

x1

q(x, t) dx+ f(q(x2, t))� f(q(x1, t)) =

x2Z

x1

R dx (2.5)

��� ��� ������������ µ���� ���

qt + f(q)x = R (2.6)

��� ��� ���������, ����

q =


h
hu

�
, f =


hu

hu2
+

1
2gh

2

�
,R =


0

�ghbx

�
.

���� ��������� ��� ������� ������ � ������� ���� ��������������� ��� ������� ���

µ����

R =


0

�ghbx � ghSf

�
,

���� Sf ���������� ��� ����µ� ��� ������ ��� µ����� �� ����������� �����µ���������

��� �����

Sf = n2
m

u|u|
h4/3

,
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���� nm ����� � ����������� ��� Manning ��� ��µ����� ������� �µ�������� ��µ�� ���

����� 10

�2. � ���� ������ ����� ���µ���� ����.

�� �����µ� ��� µ������ ���������� ��������� ����� ���������� ������ � �������-

��� ������� ��� �����µ���� f �(q) ����� ��������������µ�� µ� ����µ������ ������µ��. ���

��� ��������� ����� ������ � ���������� ������� �����

f0(q) =
@f
@q

=


0 1

�u2
+ gh 2u

�
(2.7)

��� ���� ������µ�� �1 = u � c, �2 = u + c �� ������ ����� ����µ������, µ� c =

p
gh ��

����� � ������� �������� ��µ���� - �������. �� ���������� ����������µ��� �����

r1 =


1

u� c

�
, r2 =


1

u+ c

�
. (2.8)

���� �� �����µ� ��� (2.2) (2.4) ����� ����������. ���� ��������� �µ�� ��� �µ�������

��������,� ����� µ�������� ���� ��������� 2.4 � µ�� ��� ��� ��� ������µ�� (�������

��� ������ ���� ����� �µ��������� �� �������) µ����������. �� ��������µ� ����� �����

�� �����µ� �� ����� ��� �������������� ���.

���������µ� ��� �� ������µ�� �1,�2 µ������ �� ������ ����������� �����µ�, ����-

��µ���� ��� ��� �������� u �� ����� µ� �� c. ���� ������ ����� ������ � ����µ��

Fr =
|u|
c

���µ������ ����µ�� ��� Froude. ����� Fr > 1 � ��� ���µ������ ���������µ� ���

���� Fr < 1 ���µ������ ��������µ�. ���� ��������� ���� � ��� ����� ��������µ�,

Fr < 1 ) |u| < c, ��������µ� ��� � �������� c �������� ��� �������� ����µ� ��� ����

������µ��� ��������� �� ����µ��� ��������� ����������� ��� ����µ��� ���������.

������������ ��� ������µ�� �1 = u � c,�2 = u + c ������µ� ��� �1 < 0 ��� � �������

������µ� µ����� �� ����� ����������� �����µ�. ���� � ������ ���������� ����������

��� ���� ��� ��� ������������. ���� ���������µ� ��� Fr > 1 ) |u| > c, �� ����-

µ��� ��������� ����������� ����� ��� ���������, ��� �� ������µ�� ����� ����� �� ����

�����µ�, ��� � ������ ���������� ���� ���������� ���� µ�� ����������.
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2.3 ������µ� Riemann

�� ������ ������µ� ��� �����µ��������� ���� ��������� ����µ������ µ������ ��� ��-

���µ��� ����������� ����� ����� �� ������µ� Riemann �� ����� ��������� ���������

��� �µ����� ��µ� ���������� µ� ��������µ���� ������� ��������,

qt + f(q)x = 0,

q(x, 0) =

(
ql �� x < 0

qr �� x > 0

. (2.9)

��� ������µ� ��� ��µ� ���������� µ��� ��������� (2.6) ����� ������ ���, µ� �������

��������

ql =


hl

hlul

�
, qr =


hr

hrur

�
.

�������� �������� ������� ������ ��� µ������ �� ��������� ���� ��� ������� ���

������µ���� Riemann, [2], [3]. ���� ��������� ����������� ��� ��� ��µ���

(1) ��µ� �������� - shock (��������� ��µ�),

(2) shock - ��µ� ��������,

(3) ��µ� �������� - ��µ� ��������,

(4) shock - shock

� ���� ���� ����������� �����µ���� m ��������� ����������� ��� m ��µ��� �� �-

���� ��������� µ� ������������ ��������� ��� ���������µ� ��������� �����. ���� µ�

���µµ��� ��������� �� ��µ��� ������������� µ����� ���� ��� ������ ����µ����-

������ ���������, ��������� ���� �� ������µ��� �� ����� ����� ���� ������� � ���

µ������ �� ������ ���������. ��� ��� ��������� ����� ������ �� µ�� ��������, � ����

��� ������µ���� Riemann ����������� ��� ��� ��µ��� (����������� �������µ� ��-

µ���� �������� ��� ��µ���� ����� shock. �� ��µ��� ���� ����������� µ� ��������
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�1 ��� �� �������� ��� �2 ��� �� ���� �� ����� ���µ������� 1-��µ� ��� 2-��µ� ����-

������. �������� �� �������� ������µ� ���������� ��� ����������� ��µ����� ����

���� ������ � ���� ������������ ��� ������ ��� dx/dt = �1 ��� ��� ����� ���������� ���

dx/dt = �2 ��� ��� ������� ���������� ��� ��������������� ��µ����� [2].

2.4 � ������� Rankine-Hugoniot

���� �������µ��� ������� ���������� ��� � ������������ µ���� ��� ��µ�� �����-

����� (2.5) ���������� ���������� ��� ���� � ������ shocks. ��� �� ������µ� ���

��������� µ���� ���� �������µ� �µ������� ��� �����. ������ �� µ������ ����������

��������� ��������� ���������� �� ������ ��� ��������� �� µ�� ���������, �� ������ �

���� ���� µ���� µ��� ���������� �� ���������� ��� ��� ��µ������ µ���� ��� ��µ�� ���-

�������, ��� ������������. ����� µ�� ��������� � ����� ���������� µ� �������� s ���

�������� ���� ��� ���µ� (2.3.1) ���� ����µ� �������� �� µ�� µ���� ������� ���� ��� ���

��������� [x1, x1+�x] ��� �� ��� µ���� ������� ������µ� [t1, t1+�t] ���� � ��������

�������� ��� ���������� ����� ���������� �������. � ������� [x1, x1+�x]⇥ [t1, t1+�t]

��������� ��� �� shock �� ��� �������� ���� �� ���� µ�� � ���� q ����� ������� µ�

��µ�� ql, qr. �����µ������ ��� (2.5) ����µ� :

x1+�xZ

x1

q(x, t1 +�t)dx�
x1+�xZ

x1

q(x, t1)dx =

t1+�tZ

t1

f(q(x1, t))dt�
t1+�tZ

t1

f(q(x1 +�x, t))dt

��� ������ � q ����� ���������� ������� ���� µ���� ���� ��µ�� � �������� �������

������� ��� µ����

�xqr ��xql = �tf(ql)��tf(qr) +O(�t2) (2.10)

11



�� � �������� ��� shock ����� s, ���� �x = �s�t ��� (s < 0). �����µ��������� ����

�� ����� ���������� µ� ��t ��� ���������� �t ! 0 ��µ�����µ� �� �������

s(qr � ql) = f(qr)� f(ql) (2.11)

� ����� �������� ������� Rankine - Hugoniot. � ���� � ����� ���������� ��� ���-

��������� µ����, ��� ��� ��� ��������� ���� ����� �µ��� ��� ���������� ��� �������

Rankine - Hugoniot ���� µ���� ��� ���������� ���µ������ ������� ���� ��� ��µ�� ���-

������� ���� �������� ��� ��� �������� 2.1. ������������ ��������� ������ �� ������

����������� ��� (2.5), � µ����������� ��� ����� ��� ������������� ����� ��� ����� ��-

��� �������� ������ �� ����������. ����� ���������� ������ �� ������� ������������

��� �������� ��� µ���� ���������� ����������.

2.5 �������� ���� 2 ������� ����������

���� ��� ���������� � ��������� µ���� ��� ��������� ����� ������ µ� ������ ��� ���

���������� ��� ��� ����� ����� ��� ���� µ����

qt + f(q)x + g(q)y = R(q, x, y) + S(q, x, y) (2.12)

����

q =

2

4
h
hu
hv

3

5 , f(q) =

2

4
hu

hu2
+

1
2gh

2

huv

3

5 , g(q) =

2

4
hv
huv

hv2 + 1
2gh

2

3

5 (2.13)

µ� �� ������µ� [u, v]T �� ����� �� ����� ���������.��� ��� ������ ��� ������ R = R1+R2

µ�

R1 =

2

4
0

�ghbx(x, y)
0

3

5 ,R2 =

2

4
0

0

�ghby(x, y)

3

5 (2.14)

��� ��� ��� �����

S =

2

4
0

�ghSx
f

�ghSy
f

3

5 (2.15)
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µ� Sx
f ���������� ��� ����µ� ��� ������ �� ���� ��� x ���������� ��� Sy

f ���� ��� y

���������� ��� ������������� ��� ��� �������

Sx
f = n2

mu
p
u2

+ v2h� 4
3 ��� Sy

f = n2
mv

p
u2

+ v2h� 4
3 (2.16)

���� nm ����� � ����������� ��� Manning.

���� ��� ���������� �� ����µ� ��� ����������� ������� �� ������ �� ����� ��� µ����

f
0
(q) =

2

4
0 1 0

c2 � u2
2u 0

�uv u v

3

5 , g
0
(q) =

2

4
0 0 1

�uv v u
c2 � v2 0 2v

3

5 (2.17)

�� ������µ�� ��� ��� ������� �������� ���������� ���

�F
1 = u� c,�F

2 = u,�F
3 = u+ c (2.18)

���

�G
1 = v � c,�G

2 = v,�G
3 = v + c (2.19)

�� ����������µ��� ��� ������ A �����

rF1 =

2

4
1

u� c
v

3

5 , rF2 =

2

4
0

0

c

3

5 , rF3 =

2

4
1

u+ c
v

3

5 (2.20)

��� ��� ������ B �����

rG1 =

2

4
1

u
v � c

3

5 , rG2 =

2

4
0

�c
0

3

5 , rG3 =

2

4
1

u
v + c

3

5 (2.21)
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�������� 3

����µ����� ���µ�

3.1 ������� �������µ���� �����

��� ������� ������� �� ��������µ� �� ����µ����� ���µ� ��� �����µ��������� ���

��� ������� ��� ��������� ����� ������ ��� µ�� ��������. ������ �� ����� ���������

������� µ������� ����� � ����� µ��� ������� µ����� �� �µ������� ����������� �����

���� ���������� � ��� ������� ���� µ� ������µ��� ��������. ����� �����µ� µ�� µ�����

��� �� ���������� ����� �� ���� ��� ��� �������� ��� ���������� (shock capturing).

� µ������ ��� �����µ��������� ���� ������� ������� ����� µ������ �������µ����

�����, µ� ��� ����µ����� ���� �� ����������� ��� µ��� ��µ� ��� �������� ����� �� ����

�������� ����, � ����� ���������� ��������� ��� �µ������ ����������.���µ� ��� �� �

µ������ ���������� ����� ��� ���� ��� ��� �������� ��� ���������� ������� ���������

�� ��������� �� µ�� ������� ����� ����. ��� ���� �� �����µ� µ�� ���� ������� ����

�� µ�� ��������� �� µ�� ������µ��� ����. � ������� ����� � µ������ µ�� �� �����

�����������.

d

dt

x2Z

x1

q(x, t)dx = �[f(q(x2, t))� f(q(x1, t))].

��������� µ�� ���µ����� ��� ���� � = {x1, x2, . . . , xi, . . . , xn} µ� ������ ��µ� �x,

������ xi+1 = xi + �x, ����µ������� ��� �������� ����� ��� ������������ ����

Ci = [xi� 1
2
, xi+ 1

2
], µ� xi± 1

2
= xi ± 1

2�x ��� �������������� ��� ������� ������µ� ⌧n =
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[tn, tn+1
] µ� ������� ��µ� �tn = tn+1 � tn �������µ�

Z

Ci

q(x, tn+1
)dx =

Z

Ci

q(x, tn)dx�
Z

⌧n

[f(q(xi+ 1
2
, t))� f(q(xi� 1

2
, t))]dt,

�� ����� ��������

Qn+1
i = Qn

i �
�tn

�x

h
Fn
i+ 1

2
� Fn

i� 1
2

i
, (3.1)

����

Qn
i =

1

�x

Z

Ci

q(x, tn)dx (3.2)

����� � µ���� ���� ��� ����� �� ���� ������ ���� �� ������� ����µ� tn ���

Fn
i± 1

2
=

1

�tn

Z

⌧n

f(q(xi± 1
2
))dt (3.3)

����� � �������� µ���� ���� ��� ���� ��� ������ ��� ������ ��� ������� ������µ� ⌧n.

������������ ��� ����� (3.1) ��µ��������µ� ��� ��� ��� ��������µ� ��� ��µ�� Qn+1
i

�����µ���������� µ��� ��µ�� ��� �������µ���� �������� ��µ����, ����� ����� µ��

�µ��� µ������. ���������µ� ��� ����������� �� ���� �� ��� �� ������µ� ��������µ��

[↵, �], � ���� ������� µ��� ���� ��� �������� ��� ���� ��� ���� ��� ������µ����

(������).

�x
NX

i=1

Qn+1
i = �x

NX

i=1

Qn
i +

�tn

�x
(Fn

N+1/2 � Fn
N�1/2).

�� �������� µ������ ���µ������� ������������ ��� ���������� ����� ���� ������ ��-

�� , ��� µ�� µ������ � ����� �������� ��� ��� ��������� µ���� ��� ��µ�� ����������

����� ����������� ���� ����� �������� [2].

3.2 ������� ����� Godunov

�����µ��������� µ�� µ����� ��� µ����� (3.1) ���������� µ�� ��������� ������µ���

����µ����� ��� (3.3). ���������� ��� � µ������ ��� Godunov [4], ��� ������� µ��
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����� µ������ ��� ����µ�������� �������� ��� ����µ������ ��������� ��� �����������

��µ�� ����������. �� µ������ ����� Godunov ����� ����� upwind µ������ �� ������

������ ��� ������µ� Riemann

qt + f0(q)qx = 0

q(x, 0) =

(
ql , x < 0

qr , x > 0

(3.4)

�� ���� ���� ��� ������� ������ xi± 1
2

��� ���� ������� ��µ�. ����������� ��� �

���� µ�� ����� ���� �µ�µ��� �������, ������� ��� ��µ� Qi �� ���� ������������ ����,

������µ� �� ����� µ� �� ������µ� Riemann. ��� ��µ��� xi� 1
2

������� ���������

µ� ql = Qi�1 ��� qr = Qi. ���� µ����� ��� Godunov �� ����µ������ ���� ���

�����µ���������� ��� ���µ� (3.1) ���������� �����µ����� ��� ����µ����� ���������

���� ���� ���� ��� ������µ���� Riemann (2.9) ��� xi� 1
2

µ� ������� ��������

q(x, tn) =

(
Qn

i�1 x < xi� 1
2

Qn
i x > xi� 1

2

. (3.5)

�� ������ ��� ���������� ��� ��� ������µ� Riemann ��� ��� ��������� �����

������ ����� ���� shocks, ���� ��µ��� �������� (rarefactions),���� ��� �� ���, ��� �

µ���� ��� ����� ��������� ��� �� ������ ����µ��� ql, qr. ��� ����� ���� ��������

��µ���� �� ����µ��� ����������� ��� � ���������� �������µ�������.

3.3 � �������������� �������� Riemann ��� Roe

��� ��� µ����� ��� Godunov ���������� � ������� ������� ���� Riemann µ�µ���-

µ��� �� ���� ������ ���� ������µ���� , �� ����� ���� µ����� ������������ ������ ��

µ� ���µµ��� �����µ��� ����������� ���������� ���������. ��� �� ����������µ� ���

����µ����� ��� ��� ��µ��� xi�1/2 �����µ��������� µ��� � ���� ��� ��µ���� xi�1/2 ,

���µ���� ����� ������� �� ����������µ� ��� ����� ���� ��� ������µ���� Riemann.

������� ����� ��� ��������µ����� �� �����µ��������µ� µ�� ������������� �������
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��� ������µ���� Riemann ��� ��� ������ ��� ����µ������ ���� Fi�1/2. ��� �������

�������� �����µ��������� � �������� ��� Roe [5].� �������� ��� Roe ��� �� ����������

��� ��µ� ��� q(x, t) �����µ�������� ��� ���µµ�������µ��� �����µ� ��µ�� ����������

�������� �����������. ���� �� ���������� ��������������� ��� µ� ���µµ��� ���������

������ f0(q) µ� ��� �������, ��������������µ� f0(q) =

ˆ�, ���� f0(q) =

@f
@q . � ����-

��� ˆ� ���µ������ ������� ��� Roe ,� ������ ����� ��� ���������µ��� �����µ� ��µ��

����������, ��� ���������� �� ���������� ���� �������� ��������µ���.

[1 ] ˆ�i�1/2(Qi �Qi�1) = f(Qi)� f(Qi�1),

[2 ] ˆ�i�1/2 ����� ��������������µ�� µ� ����µ������ ������µ��,

[3 ] ˆ�i�1/2 ! f0(q) �µ���µ���� ����� Qi�1,Qi ! q,

��� ˆ�i�1/2 = ˆ�(Qi�1,Qi).

�� ������ ���� ��������µ��� � µ������ ���������� ���� ��� ���������� ��� ������-

����µ�. �� ���µ��� �� Qi,Qi�1 ���������� µ� ��� shock ���� ��� ��� �������µ� [1]

����µ� ���

ˆ�i�1/2(qr � ql) = f(qr)� f(ql)

���� ���� ������������� � ������� Rankine-Hugoniot ������ ���

f(qr)� f(ql) = s(qr � ql)

��� ���������µ� ���� �����

ˆ�i�1/2(qr � ql) = f(qr)� f(ql) = s(qr � ql),

������ ������ qr�ql �� ����� ����������µ� ��� ˆ� µ� ������µ� s. ����� �� �����µ� ���

������������� ���� µ�� ��������� � ����� ���������� µ� �������� s. �� ��� ��������µ�

[2] ���� � ������� � ����� ��������������µ�� �������� ��� ���� µ����.

� = X�X�1,
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���� � = diag(�1, . . . ,�m) � ������� ��� ������µ�� ��� X = [r1, . . . , rm] � ������� ���

����������µ����. ��� �� ��������� ��� ���µµ��� ������µ�, ������ ����� ��� ������

��� (R = 0 ), ����� �� ��������� ��� ��� ��������������� µ���������, ������ �����µ�

w = X�1q �����

qt + Aqx = 0 )

X�1qt + �X�1qx = 0 )

wt + � wx = 0 (3.6)

���� w ����� �� ������µ� ��� ����µ���� ��������������� µ���������. ������ � �

����� ��������� � (3.6) ����� ��� �����µ� m ���µ���� ��������� µ��������,

(wp)t + �p(wp)x = 0, p = 1, . . . ,m (3.7)

�� ����� �����µ� ����� �������µ�. ���� � ��������µ�� [2] µ�� �������� ��� �� ������µ�

qt +
ˆAqx = 0 ����� �������µ� ��� ����������. ����� � ��������µ�� [3] �������� ��

��������, ������ ��� � µ������ ����� �� ����� ���� �� �µ���� ��������.

��� ��� ��������� ����� ������ µ��� ��������� � ������� ˆA µ����� �� �����������

[2],[3] ��� ����� ���� � ���������� ������� (2.7) �����µ�µ���� ���� µ���� ��µ��

ˆhi�1/2 =
hi + hi�1

2

, ûi�1/2 =
ui�1

p
ghi�1 + ui

p
ghip

ghi�1 +
p
ghi

. (3.8)

�� �������������� ������µ�� �����

(

ˆ�1)i�1/2 = ûi�1/2 �
q

gˆhi�1/2, (

ˆ�2)i�1/2 = ûi�1/2 +

q
gˆhi�1/2, (3.9)

µ� �� ���������� ����������µ���

ˆr1 =


1

û� ĉ

�
,ˆr2 =


1

û+ ĉ

�
, (3.10)

���� ĉ =
q

g hi+hi�1

2 . ��� ����µ������ ���� ��� ����������µ� ��� ���� ������

Fn
i�1/2 =

ˆAQn
i � ˆA

+
(Qn

i �Qn
i�1), (3.11)

Fn
i+1/2 =

ˆ�Qn
i +

ˆA
�
(Qn

i+1 �Qn
i ), (3.12)
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� ������ µ�����µ� �� ������µ�

Fn
i�1/2 =

1

2

[f(Qi�1) + f(Qi)]�
1

2

|ˆA|(Qi �Qi�1), (3.13)

µ� |ˆ�| = ˆ�
+�ˆ�

�
, ���� ˆ�

+
=

ˆXdiag(ˆ�+
p )

ˆX
�1 ��� ˆ��

=

ˆXdiag(ˆ��
p )

ˆX
�1 µ� ˆX = [

ˆr1, . . . ,ˆrp].

3.3.1 F-wave ���������� ��� µ������

�� ������µ� ��� �������� µ����� µ� ����������� ����� � ������ �� µ�� ��������

�� ����µ� ��� ��������� ��� ���� �������� ����� ��� �� ��������µ� ��� ���µ���

��������. ��� ��������� �������� ��

Qi �Qi�1 =

mX

p=1

(Wp)i�1/2

���� ������µ���� �� ��� ���µµ��� ������µ� ���� �� ��� µ� ���µµ��� �� ����� µ���-

�����µ�, µ� �� ������� ��� ������ ��� Roe, �� ������ ���µµ���. ��� ��� ��������

����� �� ��������µ� �� �Qi�1/2 = Qi �Qi�1 �� ���µµ��� �������µ� ��� ���������-

�µ���� ��� ������ ���� �� �����µ� ��� (Wp)i�1/2 = (↵̂p)i�1/2(ˆrp)i�1/2 µ� �� (↵̂p)i�1/2 ��

���������� ��� ��� ������ ��� �����µ���� ↵̂i�1/2 =

ˆX
�1
�Qi�1/2 �� ���� µ�����µ� ��

�����µ� µ� ��� ��������� f(Q) ��� �� ��� ������µ� �� ����

f(Qi)� f(Qi�1) =

mX

p=1

(�p)i�1/2(rp)i�1/2 ⌘
mX

p=1

(Zp)i�1/2

��� ��� ��������µ� [1] ����µ� ���

f(Qi)� f(Qi�1) = ˆ�i�1/2(Qi �Qi�1) =

mX

p=1

(

ˆ�pWp)i�1/2 =

mX

p=1

(Zp)i�1/2.

����� ������µ� �� ��µ�����µ� ��� (Zp)i�1/2 = (

ˆ�pWp)i�1/2. �� ������µ��� Zp ���µ�-

������ f-��µ���. ������ ��� ���� ���µµ�������µ����� �������� Riemann �� ������ ���

:

(Zp)i�1/2 = sgn((ˆ�p)i�1/2)|(ˆ�p)i�1/2|(Wp)i�1/2
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��� ��� ��� (3.18) �� ������ ���

Fn
i�1/2 = f(Qi)�

mX

p=1

(↵̂p
ˆ�+
p ˆrp)i�1/2

= f(Qi)�
mX

p=1

1

2

⇣
1 + sgn((ˆ�p)i�1/2)

⌘
|(ˆ�p)i�1/2|(Wp)i�1/2

= f(Qi)�
mX

p=1

⇣
1 + sgn((ˆ�p)i�1/2)

⌘
(Zp)i�1/2, (3.14)

� ������ ��� ��� (3.20) µ�����µ� �� ������µ�

Fn
i�1/2 =

1

2

(Fn
i�1 + Fn

i )�
1

2

mX

p=1

h
|ˆ�p|↵̂pˆrp

i

i�1/2

=

1

2

(Fn
i�1 + Fn

i )�
1

2

mX

p=1

sgn((ˆ�p)i�1/2)(Zp)i�1/2. (3.15)

3.3.2 ������� ����

��� ����������� ����µ����� ������µ��� ������� ��� � ���������� ��� �����, � �����

���������� ��������� �������� ����� ���� ��������� ��� ����� ������. ������ ��

�µ������ ���µµ��� ������µ� ��� ����µ� qt + f(q)x = 0 µ����������� ��� ���� µ�-

�µ������ ���µµ��� ������µ�

qt + f(q)x = R(q).

����� µ� ��� ����µ������ ���� ������ �� ��µ���� ����������� ��� �� ���������������µ�

��� ������ ��� ����� µ����� �� �µ��������� ����µ������ �����������. � ��������-

������ ��� ����µ����µ� ����� µ�� Upwind ���������� ������

Rn
i ⇡ �x

2

⇣
R�

i+1/2 + R+
i�1/2

⌘
.

��� �� ����������µ� ��� ����µ����� ������ ��� ���������µ� ��� ������ ��� ���

����������µ��� ��� ������ ��� Roe [1] ��� ��µ�����µ� ��� upwind ������������ µ�
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Ri = R+
i�1/2 + R�

i+1/2 ����

R+
i�1/2 =

ˆ�
+
ˆ�
�1

Ri�1/2

=

1

2

(

ˆ� + |ˆ�|)ˆ��1
Ri�1/2

=

1

2

(I + |ˆ�|ˆ��1
)Ri�1/2

=

1

2

(

ˆX(I + ˆ�
�1|ˆ�|)ˆX�1

)Ri�1/2 (3.16)

���

R�
i+1/2 =

1

2

(� � |ˆ�|ˆ��1
)Ri+1/2

=

1

2

(

ˆX(I � ˆ�
�1|ˆ�|)ˆX�1

)Ri+1/2 (3.17)

�� ����µ����µ� ��� f-��µ��� ����� ������ ��� ����µ� ��� �������µ��� ��������

��� ���������µ� ��� ������ ��� �������µ� ��� µ����

f(Qi)� f(Qi�1)��xRi�1/2 =

mX

p=1

(Zp)i�1/2 (3.18)

��� ������µ� ��� Ri�1/2 ����� µ�� �������������� ��� ������� ����. ������ � ����-

��� �i�1/2 ���������� ��� ������� ��� Roe ��������µ� ��� (Zp)i�1/2 = (

ˆ�pWp)i�1/2 =

(�prp)i�1/2. � (3.16) ��������

Ri�1/2 =
1

�x

mX

p=1

ˆ�prpi�1/2, (3.19)

��� �������µ� �� ���� � �������� �� �����µ� ˆ� =

ˆX
�1

R, ����� ��µ�����µ�

ˆ�1 =
ĉ�b

2

, ˆ�2 = � ĉ�b

2

. (3.20)

��� ��� ��������� ����� ������ ��������� ���

Ri�1/2 =


0

1
2g(hi + hi�1)(bi � bi�1)

�
(3.21)

�� ������������� ��� (3.21) ���� (3.16) ��� (3.17) ��� ���������� ��� ������� ���������

���

R+
i�1/2 =

1

2

mX

p=1

h
ˆ�pr̂p(1 + sgn(ˆ�p))

i

i�1/2
, (3.22)
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R�
i+1/2 =

1

2

mX

p=1

h
ˆ�pr̂p(1� sgn(ˆ�p))

i

i+1/2
. (3.23)

��� ������ ������µ��� �µ�� ������� ��� � �����, ��� ����� �� ��µ���������µ� ���

����µ����� µ�� ���µ� ���� ������������ ����� ��� ������ ��� µ��� µ� ��� ��� ���

�����������.

S =


0

�ghSf

�

��� ����� ��� �������������µ� ��µ�����, µ� �µµ��� � �µ�-�µ��� �����, ��� �� ���-

�������� �� ����������� ���� � ����������� ������ ����� µ������, ���� ��� ��������

������� ��������� ���� ���. ���� µ�����µ� �� ������µ� �� ���µ� �� ����.

Qn+1
i =

Qn
i � (�tn/�x)(Fn

i+1/2 � Fn
i�1/2)� (�tn/�x)Ri � (�tn/�x)Si

1� (1� ✓)(�t/�x)Si/Qn

i

(3.24)

���� �� ✓ ����� � ���µ�� �µ�������� ��� ��� ��� ��� ������ : ✓ = 1 ����������� �� µ��

������� �µµ��� ����� ��� ✓ = 0 �� µ�� ������� �µ��� [6].

3.3.3 CFL �������

� CFL ������� ����� µ�� �������� ������� ���������� � ����� ������ �� �������������

��� ���� ��� µ������� �������µ���� ����� � �������µ���� �������� ���� ���� ��

����� ��������� ��� �� ���������� ���� ������ ���� ����� ��������µ� �� ����µ�. ��

����� ��� µ������� ������� ����� ���������, ������ ��� �� ����������µ� ��� ����

�� µ�� ���� (X, T ) ��������� ��� ������� ����� ������� ��µ��. �� ������ ����� ���

������� ��µ�� ��� ���������� ��� ��µ� ��� ����� µ�� ��� ��µ��� (X, T ) ����� �� �����

��������� ��� ��µ���� (X, T ). � µ������ ��� �����µ������µ� ��� ��� ��������µ� ���

Qn+1
i ����������� �� ��µ��� Qn

i�1,Q
n
i ,Q

n
i+1.

��� ��� CFL ������� ������ ��� µ�� ����µ����� µ������ ��������� µ��� ��� �� ����-

µ����� ����� ��������� �������� �� ����µ����� ����� ��������� ��� µ������ ����������

�������� , ����������� ��� ���� ����� �t ��� �x ������� ��� µ����.
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������ ��������� � �����

⌫ =

�tn

�x
max |�n

p |  1 (3.25)

� ����µ�� ⌫ ���µ������ ����µ�� CFL � ����µ�� Courant.�������, ���µ���� ��� �-

���µ�� Courant µ�����µ� �� ���������µ� �� ������� ��µ� �tn ��� �� ����� (3.25).���-

��� �� �������� ��� � ������� CFL ����� �������� ������� ��� ��������� (��� ��� ���

��������) ���� ��� ����� �����.

��� [2],[7] µ�����µ� �� ����µ� ������� ��� ��� ��������� ��� ��� �������� µ���

µ������ �������µ���� �����.

3.3.4 ��������� �������� (Entropy Fix)

� ������ µ���� ��� ����µ������ µ������ µ�� ��������� �� �µ��������� ����������

��� ���� µ��, ���� ��� µ�� ����������� ��� � ���� ��� �� �����µ� �� ����� ������

�����(���������), ����� µ�����µ� �� ����µ� ������ ������������ ������� ������.

���� ������ ��� ����� ��� ������� ������ �� ���������� ��� �������� ���������. �����

������ ��� ����µ����� ���µ� �� ����µ����µ� ��������� ��������. �� �������� ��

��� ����µ����µ� ���� �����µ� �� ������µ� Riemann �� µ����� ������ ��� �����

����������� ��µ� ��������.

����������� ��µ� �������� ��� ��µ� �������� ��� �� ����� ������ �p < 0 ���

�������� ��� ��µ���� ��� �p > 0 ��� ����� ��� ��µ����. � ��µ� ����� ��� ��µ����

���� �� �������������� ��� ����������� �� µ����� ��� ������.

��� �� ���������µ� �� �� ������ µ����� ������ ������� ����������� ��µ� �����-

��� ����� �� �������µ� �� ��� ������� Fi�1/2 ����� ���� µ�����. ������ ��� ���������

� ������µ� ˆ�p
i�1/2 ������ �� ����� ����� ��� µ����. ����� ����µ������� ��������� ����-

���� ������������� ��� ����µ����� ��� �� ���� �� µ����� ����������µ� ��� ������

��� ������.� �������� ���� ���µ������ �������� ��������� ��� Harten [8] ���� ���-

������������� �� ������µ�� ����� ���� �� ���������� ����� ��� µ����. � �����������
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��� �����µ� ��� ����µ����� µ�� ���µ� ����� �� ��������������µ� ��� ������µ�� |ˆ�p
i�1/2|

µ� ��� ��µ�� ��(
ˆ�p
i�1/2) ���� ��(�) ��� ��� �������µ��� ����µ� � ����� � ��������� :

��(�) =

(
|�| , |�| � �
�2+�2

2� , |�| < �
. (3.26)

�� ����µ�� � µ����� �� ����������� [9] ��µ���� µ� ��� �������� �����.

�i+1/2 = max [0, ˆ�i+1/2 � �i,�i+1 � ˆ�i+1/2],

�i�1/2 = max [0, ˆ�i�1/2 � �i�1,�i � ˆ�i�1/2].

3.3.5 C-��������

� C-�������� ����� � µ������ µ�� �� ������� ��� ��������� �� ��������� ���µ���.

������ �� ����µ� �� ������µ�

u(x, t) = 0 ↵◆ h(x, t) = D � b(x, t).

��� ��� ��������µ��� ��������� ���µ��� qt = 0, � ��������� ���� ��� � ������� ����

���������� �� ���������.

f(q)x = R

���� ��� �� ��������µ� ��� ����µ����� ���µ� ������� �� ������ �� ������� ���������

���µ��� ���� ����µ����� ��� ��� ��� ���������� ��� ������� ����.

Fi+1/2 � Fi�1/2 = Ri

��� �� ����µ����� ���µ� ��� ���������� ��� C-�������� ���� µ����� �� ���������

����������� ��� ����µ����� ��������µ���. ��� �� ���������µ� ��� ��� ����µ����� ���-

µ� ���������� ��� C-�������� ������ �� ���������µ� ��� ������� �� �������

�i+1/2(
ˆQi+1 � ˆQi) = F( ˆQi+1)� F( ˆQi), (3.27)

�i+1/2(
ˆQi+1 � ˆQi) = Ri+1/2, (3.28)
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��µ���� µ� �� [10].

��� �� ����µ����� ���µ� ��� Roe �� ���������µ� ��� �������� ������� ��� ���

���������µ��� ������ ��� Roe, ������ �i+1/2 =

ˆ�i+1/2 ��� µ� ˆQi �� ���� ��� ��

������µ� �� ���������. ��� ��� ��������µ� [1] ��� ������ Roe ����µ�

ˆ�i+1/2(
ˆQi+1 � ˆQi) = F( ˆQi+1)� F( ˆQi),

��� � ����� ����� ������, ����� �� ���������µ� ��� ������� �����

ˆ�i+1/2(
ˆQi+1 � ˆQi) =


0 1

�(ûi+1/2)
2
+ (ĉi+1/2)

2 ûi+1/2

� 
�

ˆhi+1/2

�(

ˆhû)i+1/2

�

=


0

(ĉi+1/2)
2
(

ˆhi+1 � ˆhi)

�

=


0

(ĉi+1/2)
2
(D � bi+1 �D + bi)

�

=


0

�(ĉi+1/2)
2
(

ˆbi+1 � ˆbi)

�
= Ri+1/2.

�� ���µ� ��� Roe ���������� ��� C-�������� ������ ������� ��������� ���µ��� ����

����µ����� ��� ��� ��� ���������� ��� ������� ����. �� �µ�� �� ������ ���� �µ��-

������� ������� � �������������� �������� Riemann ��� Roe ����������� ���� �����-

���µ� ��� ������������� �������� ����� ��� ������������ ���� ���� ������� �������

[2]. �� ���� ��� ��������� ������ �� ����� ���������� ������µ�� ���� �� ������������� �

C-��������.

3.4 ����µ������� ��������

3.4.1 C-�������� �� ����/������� ���������

��� �������µ��� ������� ����µ� ��� � �������� ��� Roe ���������� ��� C-��������

�µ� ��� ����µ� ������� ������� ��� ����� µ��. ���� �� �����µ� µ�� �������� ���

����µ����� ���µ� ���� �� ���������� C-�������� ��� µ� ��� �µ������ ��������. ��

��������µ� �� ���� Ii ���� ��� ����� �� ���� ��� ������� Ii+1 ���� ����µ�

�i+1/2(Qi+1 �Qi) =


0

(cni+1/2)
2
(hn

i+1 � hn
i )

�
=


0

(cni+1/2)
2
(b(xi)�D)

�
6= �i+1/2.
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� ����������� � ����� ������� ���� ������ ��� ���� ���� �� �������µ� �� ��������

������µ� ����� � ���� [10]:

Ri+1/2 =

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

"
0

�(cni+1/2)
2hn

i

#
, �� hn

i < b(xi+1)� b(xi),

"
0

(cni+1/2)
2hn

i+1

#
, �� hn

i+1 < b(xi)� b(xi+1),

"
0

�(cni+1/2)
2
(b(xi+1)� b(xi))

#
, ������

(3.29)

����� � ����� ��������� �� ��� ����, � ������� ���� ������������������� ��� ���� ����

������� ������� ���� ���� �� ���������� � �µ������ ������� ����µ��� ������. ��

��� �������� ����µ������� � �������� ��� Roe ������� ��������� ��� ���� ���������

�µ������� ��������.

3.4.2 ��������

� C-�������� �������� ����� ������������� ���� �� ��������� ��� �� ������ ���� ������

(u 6= 0) ���� �� ������ ������� ��������� �� ����� ���������� ���� ��������� ������

������� ���� ��� ������������ ��� ����µ� ��� �������µ��� �������. �������µ����

µ�� ���µ� ����������� ���� �� ��������µ� ������� ��� �����������. ����� ��� �� ����

Ii ���� ��� ����� �� ���� ��� ������� Ii+1 ��� �� ������ ���� ��������.������ ����µ�

Qn
i+1 = [0, 0]>

���������µ� ��� ���� ����������

• ����������µ� ��� ���������µ��� ������ ���

• ������µ� µ�� ��� �������� ��������� ˆQn
i ��

ˆQn
i =


hn
i

0

�
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• ����������µ� �� Qn+1
i ��� Qn+1

i+1 µ� ��� ����µ������ ���� ��� ���� ���������µ�����

�������� ����� �����µ�µ����� ���� ����������� ˆQn
i ,Q

n
i+1

�� ��� ���� ����� ���������µ� �� ����µ����� ���µ� �� �� ���� Ii ����� ������� ��� �����

�� ���� ��� ���� Ii+1. �� ��� ����µ� ����� �������, ���� ��� ��� ������� �������� ����

�������� ��� �� ������ ��� �������, ���� ��� �� ������� �� ������ µ����� ���������

����/������� ��� ��� ����µ��������µ� ��µ�� ��������.

3.5 ����µ����� ���µ��� ���������� �����

��� �� ����µ����� ���µ� �����µ�������µ� µ�� Upwind �������������� ��� ����� ���-

��� �����, ���������� ��� ���������� ���� ����������� ����µ����� ������� ���� �µ����

������. �� �����µ��������µ� ��� ���µ� �������� �����, ��� ��������µ� �� �������

���µ� ��� Lax-Wendro�, ��� �µ������� ����µ����� ������� ���� �µ���� ������ ����

����������� ����µ����� �������� [2],[3] ���� ���������� .��� ����� ��� ���� �� �������-

µ� ��� ���µ� �� ����� �� ����� �������� ����� ��� ��� �µ���� ������ ��� ������ �����

��� ��� ����������. ���� �� ���µ��� ���µ������� ���µ��� ������ �������� (high

resolution).

3.5.1 Flux-Limiting

��� �� �������µ� ��� ���µ� ������ �������� �� �����µ��������µ� ���� ���������

���� (flux - limiting). �� ����� ��� µ������� ������������µ� ����µ������ ���� ���

������������ ��� ��� ��� ������ ����� ��� ��� ��� �������� �����. ������ �� ������

��� µ����

fHO
i+1/2 = fFO

i+1/2 + �

n
i+1/2(f

SO
i+1/2 � fFO

i+1/2), (3.30)

���� fSO
i+1/2 ����� µ�� ����µ����� ��� �������� �����,fFO

i+1/2 ����� µ�� ����µ����� ���

������ ����� ��� �

n
i+1/2 ����� ���� ���������� ���������. � ��������� �� ��µ�����

��µ� µ���� �µ� ������µ���� �� ��� µ����� µ� ��������� ,����� �� ����µ� ��� ������
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�����, ��� ��� ��µ� ��� ���� ������µ���� �� �µ��� µ�����, ���� �� ����µ� ��������

����� ���.

����� ������ �� ������µ� ��� �������� �

n
i+1/2 ����� µ� �� ���� ��� ���������� �������

✓ni+1/2 =
qnI+1 � qnI
qni+1 � qni

, I = i� sgn(�n
i+1/2) (3.31)

���� � ����� � �������� ��� ��µ����. ���� ��������µ� � ��������� �

n
i+1/2 �� ����� ��-

������� ��� ✓. ������ �

n
i+1/2 = �(✓ni+1/2). ������� ��� ���� ��������� � ��� µ�����µ�

�� �����µ��������µ� ����� :

Flux-limiter �(✓)
Minmod max (0,min (1, ✓))

Roe’s Superbee max (0,min (2✓, 1),min (✓, 2))

van Leer |✓|+✓
1+|✓|

van Albada ✓2+✓
1+✓2

������� 3.1

3.5.2 ����µ������ ���� ������ ��������

���� ��������� ��� �����µ� �� ������������µ� ��� ������ �������� ���µ� ��� ���

�����µ� ���������µ� ��� ���� ���������� ��� ����µ� ��� ���� ���µ��� ���������

��������������� ����µ����� ��� ��� µ����� :

FHO
i+1/2 = FFO

i+1/2 + �

n
i+1/2(F

SO
i+1/2 � FFO

i+1/2). (3.32)

��� ��� �������� ����� �� �����µ��������µ� �� ���µ� ��� Lax -Wendro�, µ� ����µ�-

���� ��� :

Fi�1/2 =
1

2

(� � �t

�x
|�|)|�|�Qi�1/2.

��� �������� �������� ���� � =

ˆ� ��� �����µ��������� ��� ���� ����� ������ �����

��� ��� ��� Roe (3.13), µ�����µ� �� ����������µ� ��� ��� (3.32) ��� ����µ����� ���

������ ��������

Fn
i+1/2 =

1

2

(Fn
i+1 + Fn

i )�
1

2

(X|�|LX�1
)

n
i+1/2�Qn

i+1/2, (3.33)
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����

� = diag
⇣
1� �(

ˆ✓p)(1�
�t

�x
|ˆ�p|)

⌘
.

� µ�����µ� �� ��� ������µ� ���� µ���� f- ��µ����

Fn
i+1/2 =

1

2

(Fn
i+1 + Fn

i )�
1

2

mX

p=1

h
↵̂p|ˆ�p|(1� �(

ˆ✓p)(1� |⌫̂p|))ˆrp
i

i+1/2

(3.34)

����

ˆ✓p =
(↵̂p)I+1/2

(↵̂p)i+1/2
, I =

(
i� 1

ˆ�p > 0

i+ 1

ˆ�p < 0

, ⌫̂p =
�t

�x
ˆ�p.

� ����� ˆ✓p =
(↵̂p)I+1/2

(↵̂p)i+1/2
����� � µ�������� ��� ��� ����� ��������� � ��������� ��� ���µ�-

����� µ���� ��� �µ�������� ��� ����µ���� ����� ��� µ����� xi+1/2. ����� �� ����µ���

����� �µ��� ����µ����µ� ✓ni+1/2 ⇡ 1 ��� ����� �� ��������� �� ✓ni+1/2 �� ����� µ�����

��� �� 1. � �µ������� ��� ����µ���� ������ �� ���������� ���� ��������µ��� ���

����µ� �������µ���� ��� ��� ��������. ����� �� ����µ��� ����� �µ��� � �µ�������

��� ����µ���� �� ����� ��� ��µ� 1 (✓ = 1) ��� � ��������� �� ����� ��� ��µ� 1 (�(✓) = 1)

�������� ��� ������� ���� (2.34) ���������µ� ��� Lax - Wendro� ���µ� ��� ����� ���-

����� �����. �� ����µ� ��������� ���� � �µ������� ��� ����µ���� �� ����� ��� ��µ�

µ���� (✓ = 0) ��� � ��������� �� ����� ��� ��µ� 0 (�(✓) = 0) ��� �������� ��� �������

���� (2.34) ���������µ� �� ��� upwind ���µ�. ����� � �µ������� ��� ����µ���� �����

����� ����µ��� , ��� ��� �������� �� �����µ��������µ� ������� ��� ��� ������ (3.1)

3.5.3 ������� ���� ������ ��������

��� �� ������������� � C �������� ������ �� ���������� �� ����µ������ ���� µ� ���

������ ���. ������ ������ ������������µ� ��� ���� �������� �� ����� ������� [11].

������

Ri = RHO
i+1/2 + RHO

i�1/2

����

RHO
i+1/2 = RFO

i+1/2 + �(RSO
i+1/2 � RFO

i+1/2)
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�µ���� �� �����µ� ��� ��� ���������� �������� ����� µ�� Lax-Wendro� ����µ�����

���,

RSO
i+1/2 =

1

2

h
X(� � �t

�x
��1�2

)X�1R
i

i+1/2

���� ��������� ���

R±
i+1/2 =

1

2

h
ˆX(� ± ˆ�

�1|ˆ�|ˆ�)X�1�
i

i+1/2

� �� µ���� f-��µ����

R±
i+1/2 =

1

2

mX

p=1

h
ˆ�pˆrp(1± sgn(ˆ�p)(1� �(

ˆ✓p)(1� |⌫̂p|)))
i

i+1/2
(3.35)

3.6 ���������� ��������

�� ��� µ����� ��� Roe µ�����µ� �� ����������µ� ��� µ��� ���� �� ���� ������������

���� Qn+1
i ����� �� ��������µ� �� ���� ��� �������µ���� �������� ��µ���� ��� ����

Qn
i ��� ��� ��������� ����� ������ �� ��������µ� ��� ����µ������ ���� Fn

i�1/2 ��� Fn
i+1/2,

��� ������ µ�����µ� �� ����������µ� �� �����µ� ��� ������ Qn+1
i�1 , Q

n+1
i+1 �� ���� �� ��-

���. ��� ������ ��� ������ µ��, ������ ��� ����� ��� ��� ��������� ������������ ����,

��� ����µ� ��� �������µ��� ��������� ����������. ����� �������� �� ��������������

������ ���������� ����� [7] ��� ����� ������ �� ����������� � ���� ��� �������µ�-

��� �������� ��µ����. � ��µ� ��� ����� ��� ���������� ����� �� ��µ��������� ���

��� ������� ���������� �������� ��� ������µ����.

��� �� ���µ� ��� Roe �������µ���� ��� ��������� ���� ��� ���� ���������� ��� ��

����������µ� ��� ��� µ��� ���� ����� �� ������ ����� ��� ������µ���� �� ���������

µ�� ���� ��� �� �������� ������ ��� µ�� ���� ��� �� ����. �� �����µ��������µ�

��� flux-limiter µ����� �������µ���� ��� ��������� ����� ��� �� ����������µ� ��� ����

������ ��������, ���� ��µ����� ��� �� ������ ����� �� ��������� ��� ������ ��� ��

�������� ������ ��� ��� ������ ��� �� ����.

� ��µ� ��� �� ����� �� ���������� ����� ��������� ��� ��� ������� ���������� ���-

����� ��� ���� �� ������ ������µ� ��� ���������. ���� ������� ������� �� �������-
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��� ��µ�� ��� ����µ������� ����� ���� ���������� �������� ��������� ���� ����������

�������� ��������� ����.

���������� �������� ��������� � ��µ� ��� ����� ��� ���������� ����� ����� �����

µ� ���� ��� ���������� ������, ����� �� ��������µ� ����� [a, b] µ� �x ���µ�����

����µ�

Qn
a��x = Qn

a , Qn
b+�x = Qn

b

µ� ��� ���������� ���� �� ���� ������ ��� ������ ���

Qn
a�2�x = Qn

a��x = Qn
a , Qn

b+2�x = Qn
b+�x = Qn

b

µ� ��� ���������� ����� �� ���� ������.

���������� �������� ��������� ���� ������µ� ��� �� ��µ� ��������� ���� ���

������ ��� �� ������� �� ������ �����, ����� � ����µ������� ��� �� ���� ����� �� ����

��� ��µ���� �� µ����� ������� ��� � �������� ��� �� ����� ��������. ������ �� ��� �����

[a, b] µ� �x ���µ����� ��� ��� ���������� ���� �� ���� ������ ��� ������ �������� �

��µ� ��� ������ Qn
a��x,Qn

b+�x ��

hn
a��x = hn

a ��� (hu)na��x = �(hu)na ,

hn
b+�x = hn

b ��� (hu)nb+�x = �(hu)nb

��� ��� ���� ����� µ� ��� ���������� ����� �� ���� ������ �������� � ��µ� ��� ������

Qn
a��x,Q

n
a�2�x,Q

n
b+�x ��� Qn

b+2�x ��

hn
a�2�x = hn

a��x = hn
a ��� (hu)na�2�x = (hu)na��x = �(hu)na ,

hn
b+2�x = hn

b+�x = hn
b ��� (hu)nb+2�x = (hu)nb+�x = �(hu)nb .
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3.7 �������� ���� 2 ����������

3.7.1 ����µ����� ���µ�

�� ����������µ� �� ����µ����� ���µ� ���� ��� ����������, ���� ����� �� �������-

����� ���� �� ����� ���������. �� ��������µ� �� ���� �� ����� �� Ci,j µ� ������-

���� [xi�1/2, xi+1/2] ⇥ [yi�1/2, yi+1/2] µ� ������ ��µ� �x (���� ��� ����� x) ������

xi+1,j = xi,j +�x ��� ������ ��µ� �y ( ���� ��� ����� y) ������ yi,j+1 = yi,j +�y ���

�����������µ� ��� ������� ������µ� ⌧n = [tn, tn+1
] µ� ������� ��µ� �tn = tn+1 � tn

�� �����µ� ��� ���� µ����
Z

Ci,j

q(x, y, tn+1
)dx =

Z

Ci,j

q(x, y, tn)dxdy �
Z

⌧n

[f(q(xi+ 1
2
, y, t))� f(q(xi� 1

2
, y, t))]dt

�
Z

⌧n

[f(q(xx,j+ 1
2
, t))� f(q(xx,j� 1

2
, t))]dt

(3.36)

�� ����� ��������

Qn+1
i,j = Qn

i,j �
�tn

�x

⇥
Fn
i+1/2,j � Fn

i�1/2,j

⇤
� �tn

�y

⇥
Gn

i,j+1/2 � Gn
i,j�1/2

⇤
(3.37)

����

Qn
i,j =

1

�x�y

Z

Ci,j

q(x, y, tn)dxdy (3.38)

����� � µ���� ���� ��� ����� �� ���� ������ ���� �� ������� ����µ� tn ���

Fn
i± 1

2 ,j
=

1

�tn

Z

⌧n

f(q(xi± 1
2
, y))dt (3.39)

����� � �������� µ���� ���� ��� ���� �� ���� ��� ��������� ��� ����� x ���

Gn
i,j± 1

2
=

1

�tn

Z

⌧n

f(q(x, yi± 1
2
))dt (3.40)

����� � �������� µ���� ���� ��� ���� �� ���� ��� ��������� ��� ����� y ��� �������

������µ� ⌧n.
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���µ� 3.1: ����µ� ��������������� ���� 2 ���������� .

3.7.2 � �������������� �������� Riemann ��� Roe �� ��� ���-
�������

�� ��������µ� ����µ��� µ� ��� µ�� ��������. ������ �� �����µ� ��� ���������µ���

�����µ� ��µ�� ���������� �� ����� �� ����� ������� ��� �������������µ�. ���� ��

��������������µ� ���� ����������� ������� f0(q) ��� g0
(q) µ� ���� ˆ� ��� ˆ� ����������.

����� ����µ� f(q) =

ˆ�q ��� g(q) =

ˆ�q ��� ��� ���� ������� ˆ� ��� ˆ� �����µ� ����

��������µ���

[1 ] ˆ�i�1/2,j(Qi,j �Qi�1,j) = f(Qi,j)� f(Qi�1,j)

[2 ] ˆ�i�1/2,j ����� ��������������µ�� µ� ����µ������ ������µ��

[3 ] ˆ�i�1/2,j ! f0(q) �µ���µ���� ����� Qi�1,j,Qi,j ! q,

[4 ] ˆ�i,j�1/2(Qi,j �Qi,j�1) = g(Qi,j)� g(Qi,j�1)

[5 ] ˆ�i,j�1/2 ����� ��������������µ�� µ� ����µ������ ������µ��

[6 ] ˆ�i,j�1/2 ! g0
(q) �µ���µ���� ����� Qi,j�1,Qi,j ! q,
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��� ˆ�i�1/2,j = ˆ�(Qi�1,j,Qi,j). ��� ˆ�i,j�1/2 = ˆ�(Qi,j�1,Qi,j).

��� ��� ��������� ����� ������ �����µ������µ� ���� ����������� ������� ��������µ�-

���� ���� µ���� ��µ��

ûi±1/2,j =

p
hi±1,jui±1,j +

p
hi,jui,jp

hi±1,j +
p
hi,j

, v̂i,j±1/2 =

p
hi,j±1vi,j±1 +

p
hi,jvi,jp

hi,j±1 +
p

hi,j

(3.41)

���

ˆhi±1/2,j =
1

2

(hi±1,j + hi,j), ˆhi,j±1/2 =
1

2

(hi,j±1 + hi,j) (3.42)

���� ������ �� ������������ �� �������������� ������µ�� ��� ������������ ����� ����-

��� A ��� B

ˆ�F
1 = û� ĉ, ˆ�F

2 = û, ˆ�F
3 = û+ ĉ (3.43)

���

ˆ�G
1 = v̂ � ĉ, ˆ�G

2 = v̂, ˆ�G
3 = v̂ + ĉ (3.44)

µ� �� ���������� ����������µ���

ˆrF1 =

2

4
1

û� ĉ
v̂

3

5 ,ˆrF2 =

2

4
0

0

1

3

5 ,ˆrF3 =

2

4
1

û+ ĉ
v̂

3

5 (3.45)

��� ��� ������ B �����

ˆrG1 =

2

4
1

û
v̂ � ĉ

3

5 ,ˆrG2 =

2

4
0

1

0

3

5 ,ˆrG3 =

2

4
1

û
v̂ + ĉ

3

5 (3.46)

µ� ĉ =

q
gˆh.�� ����µ������ ���� �����

Fn
i+1/2,j =

1

2

(Fn
i+1,j + Fn

i,j)�
1

2

mX

p=1

h
↵̂F
p |ˆ�F

p |ˆr
F
p

in
i+1/2,j

(3.47)

Gn
i,j+1/2 =

1

2

(Gn
i,j+1 + Gn

i,j)�
1

2

mX

p=1

h
↵̂G
p |ˆ�G

p |ˆr
G
p

in
i,j+1/2

(3.48)
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���� ������ �� ↵̂F
p �����

(↵̂F
1,3)i+1/2,j =

1

2

�i+1/2,jh± 1

2ĉi+1/2,j
(ûi+1/2,j�i+1/2,jh��i+1/2,j(uh)) (3.49)

(↵̂F
2 )i+1/2,j =

1

ĉi+1/2,j
(�i+1/2,j(vh)� v̂i+1/2,j�i+1/2,jh) (3.50)

��� �� ↵̂G
p �����

(↵̂G
1,3)i,j+1/2 =

1

2

�i,j+1/2h± 1

2ĉi,j+1/2
(v̂i,j+1/2�i,j+1/2h��i,j+1/2(vh)) (3.51)

(↵̂G
2 )i,j+1/2 =

1

ĉi,j+1/2
(�i,j+1/2(uh)� ûi,j+1/2�i,j+1/2h) (3.52)

� CFL ������� ���� ��� ���������� µ�� ����� ��� ��������µ� ��� �������� ��µ����

�tn =

min{�x, �y}Cr

maxi,j{
q
u2
ij + v2ij + cij}

(3.53)

������� ����

��� ��� ���������� ��� ������� ���� �������������µ� ������� ���� ��� ������� ���-

������� ,������ R = R1
+ R2. ��������µ� ��� ��� R1 ��� ����������µ��� ��� ������

ˆA ��� ��� ��� R2 ��� ����������µ��� ��� ������ ˆB ���� ���� �� �����µ� :

R1
i,j = R1�

i+1/2,j + R1+
i�1/2,j, R2

i,j = R2�
i,j+1/2 + R2+

i,j�1/2 (3.54)

����

R1±
i+1/2,j =

1

2

mX

p=1

h
ˆ�F
p ˆr

F
p (1± sgn(ˆ�F

p ))

i

i+1/2,j
(3.55)

R2±
i,j+1/2 =

1

2

mX

p=1

h
ˆ�G
p ˆr

G
p (1± sgn(ˆ�G

p ))

i

i,j+1/2
(3.56)

��� �� ��µ�� �p ����� �� ����������� ��� ���������� ���� ��������µ� ��� ������ ���

���� ��� ����������µ��� ��� ������ ��� Roe. ����� �������µ� ���� ����������� :

�F
1 =

ĉ�b

2

, �F
2 = 0, �F

3 = � ĉ�b

2

(3.57)
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���� �b = bi+1,j � bi,j ���

�G
1 =

ĉ�b

2

, �G
2 = 0, �G

3 = � ĉ�b

2

(3.58)

���� �b = bi,j+1 � bi,j. ��µ� ��µ���������µ� ��� ���µ� µ�� ��� �����, ������ ����

������ ��� ����������� ��� � ���� ������ S = S1
+ S2 µ�

S1
=

2

4
0

�ghSf

0

3

5 , S2
=

2

4
0

0

�ghSg

3

5 (3.59)

��� �� Sf , Sg �������� ���� ���� (1.5) ��� ��� �������������µ� ��µ�����. ������ ��

���µ� µ����� �� ������� ���� ���� µ���� :

Qn+1

i,j =

Qn

i,j � �t

n

�x

⇥
�F + (R1

i,j)
n

⇤
� �t

n

�y

⇥
�G + (R2

i,j)
n

⇤
��tn✓Sn

i,j

1� (1� ✓)�tn
Sn
i,j

Q

n
i,j

(3.60)

µ� �F = Fn
i+1/2,j � Fn

i�1/2,j ��� �G = Gn
i,j+1/2 � Gn

i,j�1/2 ���� �� ✓ ����� � ���µ��

�µ�������� ��� ��� ��� ��� ������ : ✓ = 1 ����������� �� µ�� ������� �µµ��� ����� ���

✓ = 0 �� µ�� ������� �µ���.

3.7.3 ����µ������ ���� ��� ������� ���� ������ ��������

������������ ��� ���������� ��� ����µ������ ���� µ�� �������� �� ������������µ�

����µ������ ���� ��� �� ������������ ��� ��� ������ ��� �������� �����, ��� �� ����

�� ����� ��� µ�����

FHO
i+1/2,j = FFO

i+1/2,j + (�

n
i+1/2,j)

F
(FSO

i+1/2,j � FFO
i+1/2,j). (3.61)

GHO
i,j+1/2 = GFO

i,j+1/2 + (�

n
i,j+1/2)

G
(GSO

i,j+1/2 � GFO
i,j+1/2). (3.62)

���� ������ ��� ��� ������ ����� �� �����µ��������µ� ��� upwind ���� ��� Roe ���

��� �������� ����� ��� ���� ��� Lax-wendro� ����

Fi�1/2,j =
1

2

(� � �t

�x
|�|)|�|�Qi�1/2,j.

Gi,j�1/2 =
1

2

(� � �t

�x
|�|)|�|�Qi,j�1/2.
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����� ���������µ� ��� ���� ������ ��������

Fn
i+1/2,j =

1

2

(Fn
i+1,j + Fn

i,j)�
1

2

mX

p=1

h
↵̂F
p |ˆ�F

p |(1� �(✓Fp )(1� |�Fp |))ˆr
F
p

in
i+1/2,j

(3.63)

Gn
i,j+1/2 =

1

2

(Gn
i,j+1 + Gn

i,j)�
1

2

mX

p=1

h
↵̂G
p |ˆ�G

p |(1� �(✓Gp )(1� |�Gp |))ˆr
G
p

in
i,j+1/2

(3.64)

µ� ˆ✓Fp �� µ���� �µ�������� ����µ���� ��� µ����� xi+1/2,j ��� ˆ✓Gp �� µ���� �µ��������

��� µ����� xi,j+1/2 ������������� ��� ���� ������

✓Fp =

(↵̂F
p )I+1/2,j

(↵̂F
p )i+1/2,j

, I =

(
i� 1 �� ˆ�F

p > 0

i+ 1 �� ˆ�F
p < 0

⌫̂F
p =

�t
�x

ˆ�F
p (3.65)

✓Gp =

(↵̂G
p )i,J+1/2

(↵̂G
p )i,j+1/2

, J =

(
j � 1 �� ˆ�G

p > 0

j + 1 �� ˆ�G
p < 0

⌫̂G
p =

�t
�x

ˆ�G
p (3.66)

��� �������� ��� ��������µ� ���� ��� ��� ������(3.1). ��� ��� ������ ��� ������ ��

������� ��������� µ� ��� ����µ������ ����.

R1
i,j = R1,HO

i+1/2,j + R1,HO
i�1/2,j

R2
i,j = R2,HO

i,j+1/2 + R2,HO
i,j�1/2

µ�

R1,HO
i+1/2,j = R1,FO

i+1/2,j + �

F
(R1,SO

i+1/2,j � R1,FO
i+1/2,j)

R2,HO
i,j+1/2 = R2,FO

i,j+1/2 + �

G
(R2,SO

i,j+1/2 � R2,FO
i,j+1/2)

�µ���� �� �����µ� ��� ��� ���������� �������� ����� µ�� Lax-Wendro� ����µ���-

�� ���������� ��� ���� �������� �����,

R1,SO
i+1/2,j =

1

2

h
ˆX
F
(� � �t

�x
(

ˆ�
F
)

�1
(

ˆ�
F
)

2
)(

ˆX
F
)

�1R1
i

i+1/2,j

R2,SO
i,j+1/2 =

1

2

h
ˆX
G
(� � �t

�y
(

ˆ�
G
)

�1
(

ˆ�
G
)

2
)(

ˆX
G
)

�1R2
i

i,j+1/2
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�� ����� ��� ��������� ������������µ� ���� �������� ����� ������ ��������

R1±
i+1/2,j =

1

2

mX

p=1

h
ˆ�F
p ˆr

F
p (1± sgn(ˆ�F

p )(1� �F
p (1� |⌫̂F

p |)))
i

i+1/2,j
(3.67)

R2±
i,j+1/2 =

1

2

mX

p=1

h
ˆ�G
p ˆr

G
p (1± sgn(ˆ�G

p )(1� �G
p (1� |⌫̂G

p |)))
i

i,j+1/2
(3.68)

3.7.4 C-�������� ���� ��� ����������

� C-�������� ������ �� ��������� ���� 2 ����������. ��������� ��� ��������� �����

������ �� ��������� ���µ��� , ������

u(x, y, t) ⌘ 0, v(x, y, t) ⌘ 0 ��� h(x, y, t) = D � b 8(x, y, t) (3.69)

�� ����������� ����µ������ ���� ���������� f(q)x = R1 ��� g(q)y = R2. ��� �� ��-

���µ� ��� �������� ������� ����µ����� �� ���µ� ������ �� ��������� ��� ����µ������

���� µ� ��� ������������ ��� ������� ����

Fi+1/2,j � Fi�1/2,j = R1
i,j ��� Gi,j+1/2 � Gi,j�1/2 = R2

i,j (3.70)

3.7.5 ����µ������� �µ������� ��������

C-��������

� �������� Roe ����������� ���� ��� �µ������ �������� ��� ���� ��� ���� ����������

������� ������µ��. ������ �� µ��������µ� ��� ��������� ��� �������� ����������

µ� �µ������ ��������, ���� ����������µ� ��� ����������� ��� ������� ���� ���� ���

���������� ���� �� ������ � ���������� µ���� ��� C-���������. ������ ��� ����µ�����

���µ� ���� ��� ���������� ��µ� ��� ���������� ��� �������µ��� µ���� ��� C-���������

��� ����� ������� ��� �������� �����������

u ⌘ 0, v ⌘ 0, h(x, y) =

(
D � b(x, y) �� b < D

0 ������
(3.71)
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µ� D �������. ���� � ���� ���������� �����µ� ��� ���� D(x, y) < D ��� �������

���������� �����. ��� �������� ������������µ� ��� �������������� ���� ������ ���

������������� ��� ���������� ��� µ��� ���������.

Rn
i+1/2,j =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

2

64
0

�(cni+1/2,j)
2hn

i,j

0

3

75 �� hn
i,j < B(xi+1, yi)� B(xi, yi)

2

64
0

(cni+1/2,j)
2hn

i+1,j

0

3

75 �� hn
i+1,j < B(xi, yi)� B(xi+1, yi)

2

64
0

�(cni+1/2,j)
2B(xi+1, yi)� B(xi, yi)

0

3

75 �� ���� ���������

(3.72)

���

Rn
i,j+1/2 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

2

64
0

0

�(cni,j+1/2)
2hn

i,j

3

75 �� hn
i,j < B(xi, yi+1)� B(xi, yi)

2

64
0

0

(cni,j+1/2)
2hn

i+1,j

3

75 �� hn
i+1,j < B(xi, yi)� B(xi, yi+1)

2

64
0

0

�(cni,j+1/2)
2B(xi, yi+1)� B(xi, yi)

3

75 �� ���� ���������

(3.73)

��������

��� �������µ��� �������� ��������µ� �� �����µ� ��� ��������� ��� µ� �µ������

�������� ���� �� �����µ�� �����������. �� ����������� ��� ����µ� ������ ��� �������

������ �� �����µ� ���������� ���� ���� µ�� ��������. ��� ��������µ��� ���������µ�
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��� �������� ����������. �� ��������µ� ��� ������µ���� ��� ���� Ci,j

• ����������µ� ��� ���������µ��� ������ ���

• �������µ� �� ������� ����� Ci+1,j, Ci�1,j, Ci,j+1, Ci,j�1 �� ����µ� ����� �����/��������

� ���� ��������� ��� ������� ������ �����/�������� ���� ���������� ���

����� ��� x (���� �� ���� Ci+1,j) ������µ� µ�� ��� �������� ���������

Q̂n

i,j =

2

4
hn
i,j

0

hn
i,jv

n
i,j

3

5 (3.74)

� ����������µ� ��� ����µ����� ��� Fn
i+1/2,j ��� ���� �������� ����� R1±

i+1/2,j

���� ����������� Q̂n

i,j , Q̂n

i+1,j

� ���������µ� ��� Qn

i,j ��� ��µ� ��� ���� ���� ��� ��� ������

� ���� ��������� ��� ������� ������ �����/�������� ���� ���������� ���

����� ��� y (���� �� ���� Ci,j+1) ������µ� µ�� ��� �������� ���������

Q̂n

i,j =

2

4
hn
i,j

hn
i,ju

n
i,j

0

3

5 (3.75)

� ����������µ� ��� ����µ����� ��� Gn
i,j+1/2 ��� ���� �������� ����� R2±

i,j+1/2

���� ����������� Q̂n

i,j , Q̂n

i,j+1

� ���������µ� ��� Qn

i,j ��� ��µ� ��� ���� ���� ��� ��� ������

• ����������µ� ��� ��� ��µ� Qn+1

i,j

� ���������� ����� ����µ��� �� ����µ� µ�� ����� �������/����. �� ��� �������� ���-

������� � ���� �� ���� ����� ����/������� ��������� �� ����� ���������� µ� ���� ����

�����µ�� ����������� ��� µ��� , ������µ���� �� ����������µ� �� Qn+1

i,j , �� ����µ������

���� ������������ �� ���� ��� ������������� ���� ��� ���� ��� �����µ����������. ��

���� �� ����� �� µ����� ��� ��µ���� �� ��������� µ��� �� � ����� ��� ����� �� �����

µ��������� ��� ��� ����� ��� ������� ���� ��� ��� �����.
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�������� 4

���������� �������µ��

� ����µ����� µ������ � ����� ����������� ��� �������µ��� �������� �������� ����-

��� ���������� ���������, µ� �������� �� ����� ������ � ��������� ���������� �����-

����� �������µ�� ��� ��������� ������������������ �������������� ��������µ��. ��

�������� ���� ���������� ��� ��������� �������µ�� ��� �������������� ������ µ��µ��

�� ������ µ������ �� ��������� µ����� ������ ������������� ������� µ� µ���� ���-

��������� ���� ��� ��� ������ � µ���� ������ ���� µ� µ����� ������������ ����. ����

����� ��������� ������� �� ��������µ��� ����������� ��������µ�� ���� �� �����-

�� ��������µ��� (GPUs), ��� ��� ������� ��������� �� ����������������� �����µ���

��������� �������. � �������� ����µ���� ��� ��� ����� ��������� µ����� �� �����

µ� �� ����� ��� �������� OpenACC, ��� ��� ��� ������� µ� �� ������� OpenMP. ���

�������� ��������� � �������µ�� ��� ����������� �������µ�� ��� ���� �������������

µ��� ��� µ�� �����µ� ��������� ��� �������� ���������� ����.

4.1 �� ������� OpenMP

�� ������� OpenMP (Open specifications for Multiprocessing) ����� ��� API ��� �-

�������� ��� �������� ����µ���� �� �������������� ������ µ��µ�� µ� �� ����� ���

������� ������µµ����µ�� C , C++ ��� Fortran. �������� ����� ��������� �����-

�������� ��µ����, ���� ������ ��� ����������� ���� ����������� ��� µ��µ�� ��� ����

����������� ����� �µ��� �������µ� ��� ���� ���������� �������������� �������.
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��� ����µ��� � ����� ���� ���������� µ� �� ����� ��� �������� OpenMP ������

���������� �������� µ��� ���� ��������� ������������� ��µ���� (master thread) �� ���

���µ��� ������ ��� ���������� ���������, ���� �� master thread �� ��µ��������� µ��

�µ��� ��� ������������� ��µ��� �� ����� �� ���������� ��������� ��� ������� ���

���������� µ��� �� ����� ��� ������. �� master thread �������� ��� ���� µ���� ���

�µ���� ��� ������������� ��µ���� ��� ���� ����������� ��� �������� ��� ���������

�����������.

����� ������������� �� ������������� ��µ��� ����� �µ��� �������µ�� ��� �������

��� ������ µ��µ�� ��� ��������� �� �������� ������������� ��µ���. ����� ������

������� µ��������� �� �����µ��������� ������������ ��� �������� ��������������

������� ��� � ����� ���� ��� ���� ���������� �� �������� �� ����� ��������µ���.

��� ���� ���������� �� ������µ� �� ���� ���������������µ� �µ�µ� ��� �������µ��

����� µ��������� �� ����� ������ (shared) ������ ,������ ��������µ�� ��� ��� ��

������������� ��µ��� � ������������� (private) ������, ������ ���� �������������

��µ� �� �������� ���� ��� ���������. �� µ��������� ��� ��� �� �������� µ� ������

����� ���������� ��� ����� ������ ������ (shared).

� ���������� ������ OpenMP � ����� �����µ��������� ���� ������� �������

����� ���� ��� $omp parallel. �� ����� � master thread ��µ������� ��� �µ��� ���

�������������� ��µ���� ��� �� ���������� ��������� ��� ������� ��� ���������� ����

�µ������ ����� ��� �������. � ����µ��� ��� �������������� ��µ���� �������� ��� �� 0

��� ����� � master thread ��� ��� ����µ� N � 1 ��� N �������� ������������� ��µ���

��� ��������� ��� ������������ �µ���. � ������� ����� ��� ������� ��� ��� ������

������µµ����µ�� Fortran ����� :

$ omp parallel clause1(var1,var2,...),clause2(var3,...),...

...

�������

...
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$ end parallel

��� ������ ������ ��� �����µ��������� ��� ��� ��������� �������� �������������

����������� ����� � ������ $omp do, � ����� ����������� ��� � ������� ��� ���������

������ �� ���������� ��������� ��� �� �������µ� ������������� ��µ��� . �����������

�� ����

$ omp do clause1(var1,var2,...),clause2(var3,...),...

...

�������

...

$ end do

���� ��������� ��� ����µ������ ���µ���� �������� ��� ��������� ����� ������ �

������� ����������� ��� ������� ����������� ���������� �� ������ µ������ �� ������-

����� ���������. ������� ����������� �µ�� �� ������ �� ����������� µ� ��������µ���

�����,�� ������ �� ������µ����� �����, ���� � ����µ�� ��� ����� �� ���� �� ����� ��-

��µ���.

��� �������� �µ��������� � �������µ�� ��� Roe ��� ������������������ ���������-

����� �� ������ ��������� µ���� ������ ������������� ������� µ� ��µ������ �����-

������� ����. � �������µ�� ���� ���������� µ� ��� ����� ��� ���������� OpenMP

�������, ��� ���� ��� µ����

���������� �������µ�� Roe µ� ����� OpenMP.

$OMP PARALLEL DEFAULT(SHARED)

create initial conditions

$OMP END PARALLEL

do while (time < tfinal)
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$OMP PARALLEL DEFAULT(SHARED)

apply boundary conditions

$OMP END PARALLEL

$OMP PARALLEL DEFAULT(SHARED) PRIVATE(uaver, vaver, haver, c)

do i = -5, imax + 5

do j = -5 , jmax + 5

if ( (i,j) cell has a wet/dry or

dry/wet relation with neighbors cells ) then

treat u,v

compute uaver,vaver

revert u,v

else

compute uaver, vaver

endif

compute eigenvalues,eigenvectors

if ( (i,j) cell has a wet/dry or

dry/wet relation with neighbors cells ) then

treat u,v

compute a

revert u,v

else

compute a

endif

if ( (i,j) cell has a wet/dry or

dry/wet relation with neighbors cells ) then

treat B

compute b
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revert B

else

compute b

endif

enddo

enddo

$OMP END PARALLEL

$OMP PARALLEL DEFAULT(SHARED) PRIVATE(indices, thetas )

do i = -5, imax + 5

do j = -5 , jmax + 5

compute n, indices, thetas, phi

compute R1+, R1-, R2+, R2-

enddo

enddo

$OMP END PARALLEL

$OMP PARALLEL DEFAULT(SHARED)

do i = -5, imax + 5

do j = -5 , jmax + 5

compute R1, R2

if ( (i,j) cell has a wet/dry or

dry/wet relation with neighbors cells ) then

treat u,v

compute F, G

revert u, v

else

compute F, G

endif
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enddo

enddo

$OMP END PARALLEL

$OMP PARALLEL DEFAULT(SHARED)

do i = -5, imax + 5

do j = -5 , jmax + 5

compute Q

compute h ,u ,v

enddo

enddo

$OMP END PARALLEL

$OMP DO

do i = -5, imax + 5

do j = -5 , jmax + 5

compute max_eigenvalue

enddo

enddo

$END DO

$OMP END PARALLEL

compute time_step

enddo

apply boundary conditions

write results

4.2 �� ������� OpenACC

�� ������� OpenACC ����� ��� API(Application Programming Interface), µ��� ��� �-

����� ����� ������ � �������� µ����� ��� �������µ�� ��� ��� �������� �����������
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�� µ�� � �� ������������ �������� ����������� ��������µ�� (accelerator devices). �-

���������� ������µ� ����������� ��������µ� ��������� ��������µ��. �� ����� ���

�������� �� ������ ��������µ� �����µ���������� ������ �������� ��������µ����

(GPUs).

� ����� ��� �������� OpenACC ���� �������� µ��� ����µ���� ������µ����� ��

��µµ����� ��� ��������� �����������(CPU) � ������ ���� �� ���������� ��� ��� �����

��� ��������� ��� ����µ���� ��� �� ���������� µ� µ����� ������������ ������ ��� ��-

�������� ��������� ����������� ��� �������� ���� GPU. ���������� � (CPU) �� ��������

�� :

• ����������� ������ ��� µ��µ� ��� µ� �������� ��� GPU ��� �� ����µ��� ��� ���-

�����µ��

• ������������� �� µ������� ��� ����µ���� ��� µ��µ�� µ����� CPU ��� GPU

• ��������� �� ��������� ��� ���������� ��� GPU

� GPU ������� ��� ���������� ����������� �� ���� ������� �������� ���������������� ��

��������� ��µ��� ��������µ��(GPU threads), �� ����� �����µ������ ��� ���������

��� ����µ������ �������.

�� ������� OpenACC µ����� �� �����µ�������� ���� ������� ������µµ����µ��

���� C, C++ ��� Fortran, ���� ������� �������� ���� �����µ�������� � ������ Fortran.

�� �������� ������� ��� �����µ���������� �� ����� ��� ������� µ����� �� ��������

��� ������� ���� ����� �������� ���������� :

• ������� (construct directives)

• ����µ���� (execution directives)

• ��������� (data directives)
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����� �� ������� �������� ��������µ����� ����� (clauses) µ� ����������� ����µ���, ��

������ ������ ��������µ���� ������������ µ������������ ���� ��� µ��������� (compi-

ler). �� ����µ��� ��� ���� µ����� �� ����� µ���������, �������, ������µ��� � ��������.

������� �������

� !$acc kernels ����� µ�� ������, � ����� ������ ��� �µ�µ� ��� �������µ�� ��� ��

���������� ��� ���������� ����������� ���� GPU.���� ������ ��� ������� ��µ����-

������ ���� ��������µ���� ����µ�� �µ���� (gangs) ��� ������������ ��µ��� ��� ����

�� ������� �������� ����������� ��������� ��� ����� ��� �µ���� ���������. �� ����

��� !$acc kernels ������� µ����� �� ����� ���� ����µ���� , ���������� ���������,

�������� ��� ����µ�� ��� threads , �.�. � ������� ��� ����� � ����

!$acc kernels clause1(var1,var2,...),clause2(var3,...),...

...

�������

...

!$acc end kernels

������� ����µ����

!$acc data ����� µ�� ������ � ����� ������ µ�� ������� ����������� ��� �������µ�� �

����� ������µ����� �� ��������� ��������� ��������µ�� ��� �� GPU µ� ��������-

µ��� ����µ���. ������ �� ����µ��� ��� �� µ��µ� ��� ����������� (CPU) ��� µ��µ�

��� GPU(host to device transfer), ��� ��� ����� ��� �� ����� � ���������� µ�������

����µ���� (device to host transfer). � ������� ��� �����

!$acc data clause1(var1,var2,...),clause2(var3,...),...

...

�������
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...

!$acc end data

��� � ����� ��� ����������� ��� �����, �� ������ ���������� �� ����� µ��������

��� ����µ����. �� ���� ��� ����������� ��� ��� ��������� ��� �������� ��������

����� � copyin (var1,var2,...) ����, � ������ ������� �� ����µ��� ��� ������������

µ��� ��� ����µ� ���� GPU. �������� � copy (var1,var2,...) ���� ������� �� ����µ���

��� ������������ µ��� ���� ��� ���� GPU, ���� ���� �� ����������� ���� µ��µ�

��� CPU µ� ��� ���������� ��� ������� !$acc data. � ���� copyout (var1,var2,...)

������� �� ����µ��� ��� ����µ���� ��� ��� µ��µ� ��� GPU �� ���� ��� CPU µ� ���

���������� ��� �������. � create(var1,var2,...) ���� ��� ����µ�������� µ�������

����µ���� ���µ��� �� GPU ��� CPU ���� � CPU ���µ���� ������ µ��µ�� ���� GPU ���

�� ����µ��� ��� ����������� �� ����µ�.

������ ���������

!$acc loop ����� � ��������� ������ ��������� ������������� ���������� �����������

��� ���������� ���� ������� �������. ����� µ�� ������ � ����� �� ������ �� ���������

����� ��� ������� ������� !$acc kernels. �� ���� ��� ���������� ��� ������ !$acc

loop �� ���������� ��� ����� ��� �� ���������� � �������.� ������� ��� �����

!$acc loop clause1(var1,var2,...),clause2(var3,...),...

...

�������

��� � ���������� ���� ����� � gang [ ] ���� ��� ������ ��� ����µ� ��� �µ���� ��� �-

����������� ��µ��� ��� �� ����������� ��� ������. � ������������ vector [ ] ����

������ ��� ����µ� ��µ���� ���� �µ����. � independent ���� ���µ������ ��� µ�������-

����� compiler ��� �� ����������� ����� ��� ������� ��������� ����������� µ���������.

����� � private [ ] ���� ����������� �� ����� ������������� ������� µ��������� ����

���������� ����������� ��� ������� �����������.
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��� �������� ������������� � �������µ�� ��� ����µ������ ���µ���� Roe µ� ����� ���-

���� ��� �������� OpenACC ��� �������������� ��������µ�� �� ������ ������µ������

���������� ��������µ��.

���������� �������µ�� Roe µ� ����� OpenACC

create initial conditions

call acc_init(acc_device_nvidia)

!$acc data copy( B[], h[], u[], v[] )

!$acc data create ( eigenvales[], eigenvectors[], a[], b[], R1+[],

!$acc& R1-[], R2+[], R2-[], R1[], R2[], phi[], n[], F[], G[], Q[] )

do while (time < tfinal)

!$acc kernels

!$acc loop independent

do i = -5 , imax +5

!$acc loop

do j = -5 , jmax +5

apply boundary conditions

enddo

enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels

!$acc loop independent

do i = -5 , imax +5

!$acc loop private( uaver, vaver, haver, c )

do j = -5 , jmax +5

if ( (i,j) cell has a wet/dry or

dry/wet relation with neighbors cells ) then

treat u[], v[]
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compute uaver,vaver

revert u[] ,v[]

else

compute uaver, vaver

endif

compute eigenvalues[] ,eigenvectors[]

if ( (i,j) cell has a wet/dry or

dry/wet relation with neighbors cells ) then

treat u[] ,v[]

compute a[]

revert u[] ,v[]

else

compute a[]

endif

if ( (i,j) cell has a wet/dry or

dry/wet relation with neighbors cells ) then

treat B[]

compute b[]

revert B[]

else

compute b[]

endif

enddo

enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels

!$acc loop independent
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do i = -5 , imax +5

!$acc loop private( indices, thetas )

do j = -5 , jmax + 5

compute n[], indices, thetas, phi[]

compute R1+[], R1-[], R2+[], R2-[]

enddo

enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels

!$acc loop independent

do i = -5 , imax +5

!$acc loop

do j = -5 , jmax + 5

compute R1[], R2[]

if ( (i,j) cell has a wet/dry or

dry/wet relation with neighbors cells ) then

treat u[] ,v[]

compute F[], G[]

revert u[], v[]

else

compute F[], G[]

endif

enddo

enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels

!$acc loop independent
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do i = -5, imax + 5

!$acc loop

do j = -5 , jmax + 5

compute Q[]

compute h[], u[], v[]

enddo

enddo

!$acc end kernels

!$acc kernels

!$acc loop

do i = -5, imax + 5

!$acc loop

do j = -5 , jmax + 5

compute max_eigenvalue

enddo

enddo

!$acc end kernels

compute time_step

enddo

!$acc end data

apply boundary conditions

write results

�� ���µ��� �������� ����������� ��� µ����� ��� �������� ��� �������� �������-

µ�� �� ������������������ �������������� ��������µ�� µ� ����� � ��� �����������.
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�������� 5

������µ��� �� 2 ����������

�� ���� �� �������� �� ����µ����µ� �� ����µ����� µ�� ���µ� �� ���� �����������

������ ������µ���. ������ �� �������µ� ��� ������� ��� ���µ���� ��� Roe ������-

������ µ����� ����µ������ ��� ��� ������� ��� ������µ���� ��� �� �����������µ� ��

������� ������ ������� ��� �����µ����. ��� �������� �� ����������µ� �� ������µ���

���� ���� �� ���� �� ��� ����� ����µ��� ��� �� �������µ� �� ������� �������� ���

����µ����� ��������µ���. ����� �� ���������µ� ��� µ����� �� ������������������

�������������� ��������µ�� µ� ����� ��� �������� OpenMP ��� �� �������������� �-

�������µ�� µ� ���������� µ� ����� ��� �������� OpenACC ��� �� �����������µ�

���� ��� ������������ ��������� ������� � µ������.

�� ����� ������µ� ����� µ�� ������� ���������� ����µ���� [23] �� ����� �����

��� ������ ����µ������ ������µ� ��� ����� ���� ��� ������ ��� µ������ ��� Roe ���-

��������� ��� µ� ����� µ������� ��� ����µ������� ��� [3]. ���� ��� ��������� ���

������µ���� (����� �������� ����� ��� ����� �µ������ ��������) � ����µ��� ��� ��

��� ����� ����µ��� �� �� �������� ������ ��������, ����� ��� � ����µ��� ��� ��

������������������ �������������� ��������µ�� ��� ���� ������ ����������. � �����-

����� ����µ���� �� ������ µ� ���������� ��� ����� [24] ����� �� ������� ������µ� ��

����� ����� ��� ���������� ������ ������µ� ��� �� ����µ����� �� ��������� ����µ���

��� �� ������� ��� �������� ��� ���������. ���µ� �� ����µ����� �� ���������������-

��� �������������� ��������µ�� ��� ��� ��������� ��������µ� ��� ����������� ���
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�����µ����, ������ µ���� �� ������� ���µ��. �� ��������� ��� ����� ������µ� ���

����µ������ ����� � ���������� ��� ����µ���� ��� Malpasset [12],[14],[16],[17]. �����

����µ����� ������� ��� ����� ��������µ� ����µ����� ��������µ��� ��� �� �������-

µ� ��� ������� ��� ���µ���� ��� Roe ����� ��� ��� �������� ���� ����µ������� ���

µ����� �� ��������� ����µ���. � �����µ������� ��� ������������������ ���������-

����� ��������µ�� ����� �������� ����� � ������ ��������� ���� ��� ������� ����

��� ����µ������� ����� ������ ������������� ����������. �� ������������� ������-

���� ���������� ���������� ���� ����µ����µ� ��������� ����µ���.

5.1 ���������� �������� ����µ����

���� ��� ����µ������ ������µ� ��� ����� ���� �� ��������� ��� ������� ��� ���µ����

Roe µ� ����� ����� ����µ���� µ������� ��� �������� ��� [3], ���� ���� �� µ��������

� ������� ��� ��µ���� ����� ��� ������ ������� ���� ���� ��������.

������µ� ��� ������� ����µ� µ� ������ 2.5 µ���� ��� ������ ���� ����������

������ µ� ������ 40 µ����, �� ����µ� ���� 2.5 µ���� ���� ��� ����� ��� ����µ���� ��

���� ��� ����� ����� ��� 0.5 µ����. �����µ� ������ ������������ ���������� ��������

�� ��� �� ��������µ��� ������µ� �� µ�����µ� µ���� �� ����������� �� ������ ���

������. �� ����µ� ��� �����µ��������� ����� 200 ⇥ 200 ��� � ������� CFL ����

������� ��� ��µ� 0.4.

��� ���µ� 5.1 , ��� ����� ��� �������� ���������µ� �� ����� ��� ����� ��� 0.4

������������ , ���������µ� µ�� ������� ��������� �� ���������� ���� �� ��� ���

��������� µ�� ������� ������� ���� �� ��������� ��� ��µ���� � ����� ������ ����

������ �� ������ ��� ����µ����. ��� 0.7 ������������ (��� ���µ� 5.1 ��� �����) �

������� ������� ���� ��� ���������� ��� ������ ��� ����µ���� µ� ��������µ� ��

��µ��������� µ�� ������ ����� ��� ������ ������� ��� ������ ��� ����µ����. ���

���µ� 5.2 ������������� �� ������ ��� ����� ��� 1.4 ������������. ��� � �������

��������� ���� �������� ����������� ���� �� ��� ��� � ������µ��� ��������� �������
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���µ� 5.1: ����� ����� �� ������� ���������� ����µ���� ��� 0.4 (��������) ��� 0.7
������������ (�����).

���µ� 5.2: ����� ����� �� ������� ���������� ����µ���� ��� 1.4 ������������ �� ������
(��������) ��� ���� ��� (�����).

���� ��������� �� ������ µ����� ���µ� µ� ��������µ� � �������� ��������� ���� �����

���� ��� �� ������ ����� ��� ����� ��� ��� �� ����µ� (0.5 µ���� ), ��µ���������� µ��

������� ������� ��������� ��µ������� ��� ���� �� ����� ���� �������� ���� ������

��� ���µ���� 5.2 ��� �����. ��� ���µ� 5.3 ������������� � ���� ��� � ���� ���
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���µ� 5.3: ����� ����� �� ������� ���������� ����µ���� ��� 3.5 ������������ �� ����
��� (��������) ��� �� ���� ��� (�����).

���µ� 5.4: ����� ����� �� ������� ���������� ����µ���� ��� 4.7 ������������ �� ����
��� (��������) ��� �� ���� ��� (�����).

��� ������ ��� ����� ��� 3.5 ������������ , ���� � ������ ��������� ��������� ��

������������ ���� �� ������ ��� ������ ��� � ������� ��������� ���������� ���� ��

������ . ��� ��������� �����µ� (���µ� 5.4) ������������� � ���� ��� � ���� ��� ���

������ ��� ����� ��� 4.7 ������������ , ��� ����� µ���� ���� ����������� �� �������
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��� ��� ������ ��� ������ µ�� ��� ������� �� ���������� ���� �� ���.

���� �� ��������µ��� ��� �������������� ��� ���µ��� 5.1 ��� 5.4 ��µ������

����� µ� �� ��������µ��� ��� �������������� ��� [3] ���� �� ��������µ��� ������µ�

���� µ�������� �����µ�������.

5.2 ���������� ����µ���� �� ������ µ� ����������
��� �����

�� ���� �� ������µ� ��������� � ������� ��� ���µ���� ��� Roe ���� ��������µ� ��

��� ����������� �����������.�� ������µ� ���� ����������� ��� ��� ������ µ�����

75 µ����� ��� 30 µ����� �������, ��� ����� ������ ���� ���� ��� ������������ ���

����µ� µ����� 16 µ����� ��� ������� 30 µ����� ��� �� ����� ��� ����� �������� ���

1,875 µ����. �� �������� ������ ��������� ������� ��� ����� ��������µ��� 3 �����

, �� 2 ����� �������� ��� ���������� �� �������� ���������� ��� �� ����� ����� �� ���

���µ�����µ��� ��� ��� ����. � ���������� ������� ��� ��� �������� ����.

B(x, y) =max[0, 0.75e�(0.15(x�30))2�(0.375(y�22))2 , 0.75e�(0.15(x�30))2�(0.375(y�8))2 ,

1.8e�(0.15(x�55))2�(0.375(y�15))2
]

(5.1)

���µ� 5.5: ������� �������� (��������) ��� ������� ��� ���� ��� ����� �� ����� t = 2
������������
.
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���µ� 5.6: ������� ��� ���� ��� ����� �� ����� t = 5 ������������ (��������) ��� �� �����
t = 10 ������������.

���µ� 5.7: ������� ��� ���� ��� ����� �� ����� t = 20 ������������ (��������) ��� �� �����
t = 30 ������������.

���µ� 5.8: ������� ��� ���� ��� ����� �� ����� t = 40 ������������ (��������) ��� �� �����
t = 50 ������������.
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���µ� 5.9: ������� ��� ���� ��� ����� �� ����� t = 600 ������������.

�� ���� µ��� ��� ����µ� ��������� �������, ������ �� ��������� ��� ���� ��� ���

������������ ����� µ����. �� ���������� �������� ����� ������������ ��� � ����µ��

Manning ��� �����µ��������� �� ���� �� ������µ� ����� 0.0018. ��� ���µ��� 5.5

µ���� 5.9 �������������� ����� ����������� ����µ������ ����� ����������� �� �����µ�-

��. ������ ��� ���µ� 5.5 ������µ� ��� ������� ��� ������µ���� (������� ��������)

��� ��� �������� ��� ������� ��� µ���� �� �������� ������������ ��� �� ������� ���-

µ�� (��������� ���µ���). ��� ��� ������� ��� �����µ���� ���������µ� �� µ��������

����� �� ����������� ������� ���� ��� �������� ��� ��µ���� ��� ��� �������� ���-

�� ������ ��µ��� ����µ����� ������� �������. � ��������� ��� ����� µ� �� �����

��� ��� �������� µ� �� ������ ��� ������� ����� ��� ���µ���µ��� ������ ��µ������-

��. ���� ������� ��� ������ ������������ ������ �������� ��� µ�������� �� ����� ��

����µ������ µ���� �� ������µ� ���� ��������� ����������.

����µ��� �� ��������� ����µ���. �� �������� ����µ����� ��������µ��� �� ��-

��µ� ��� ��� ����µ��� ��� ����µ������ ���µ���� �� ����µ� ���������� 50⇥ 75. ���

�������� �� ����µ����µ� �� ���� ������µ� �� ��������� ����µ��� ��� �� ��������-

���µ� �� �����������µ� ������� ��� �� ������������� ���� ������� ��� �����µ����.

��� ������ �� ��µ����µ� ��� ��� ����µ� ��� ������ ���� ��� ������µ���� ��� ��
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����������µ� �� ����µ� ��� �� ����� ���� ����µ� ��� �� ���� µ�������� ����� ��

����µ� ��������. ����� �� ����� ���������� �� ������ �� ��� �����������µ� ��� ��

�����µ���.

���µ� 5.10: ������� ��� ���� ��� ����� �� ����� t = 8, 5 ������������ �� ����µ� 50⇥ 75.

���µ� 5.11: ������� ��� ���� ��� ����� �� ����� t = 8, 5 ������������ �� ����µ� 100⇥150.
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���µ� 5.12: ������� ��� ���� ��� ����� �� ����� t = 8, 5 ������������ �� ����µ� 200⇥300.

���µ� 5.13: ������� ��� ���� ��� ����� �� ����� t = 8, 5 ������������ �� ����µ� 300⇥450.

�� ���µ��� 5.11,5.12,5.13 ������������ ��� �� ���� �� ���� ����µ������ �� �����-

������ ����µ��� ��� ��� ���µ� 5.10 ����� �� ������ µ�� ����µ�. ������������ ��

���µ��� 5.10, 5.11 ���������µ� µ�� ��� �����µ����� ��������� ��� ��������µ����

����µ������� ���� ����� ��������� ��� ������ �� ����µ����� ��������µ���. ��� �����-
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�� ��� ��� ��µ�������� ������ ��µ��������� ������� �������� �������� ���� �� �����

µ���� ��� ����������� ��� ����� ����µ� ��� ��� ��������� ����µ� ������������ ����-

���� �� ���������� ����� ��� ��������. �� ��µ� ��� ���� ����������� ��� ��������

����� ������� �� ���������� ����µ������ ��� ������ ��µ���������� ������� ����������,

��� ����� ����µ� �� ���������� µ���� ��� ������������ ��� �� µ����� ��� ��µ���� ���-

����� �� ���� ������ ����������� �� ���� ��� ������. ��� ����� ����µ� �� ����������

������������ �������� ����� ��� �� µ����� ��� ��µ���� �������� �� ��������� ����.

�� ���������µ� �� ���µ��� 5.11,5.12,5.13 ���������µ� ��� ����� ������� ���� �

�������� ��� ��������µ���� ��� ����� ���� ��µ������. �� ����µ����� ���µ� ����µ�-

����� ��� �� ��������� ����µ��� (500⇥ 750 ��� 1000⇥ 1500) µ� �� ����µ����� �����-

���µ��� ��� ��������µ��� ����µ������ ������ �� µ�� ������������ ������ ��������

��� �� ��������µ��� ��� �µ���������� ��� ���µ� 5.13.

��� �� ��������µ��� ������µ� µ�����µ� �� ���µ� ��� ��� ����µ� ��� ����� ���

300 ⇥ 450 µ�� �������� µ�� ������������� �����µ����� ��� �����µ���� ��� � �����-

µ������� ��� ������ ����µ���� �� �� ��������� ��������� �� ��������µ��� µ��.

������������������ �������������� ��������µ�� � ����µ��� ��� ����µ������

���µ���� �� ��� ����� ����µ��� ���� ��� ��������µ� �� ������� ������������ ��� �-

���������. �� �����µ��������µ� ������������������ �������������� ��������µ�� ���

�� µ������µ� �� ����� ��������� ��� ��������µ���� ����µ���� �� ������� µ�����

����µ����. ������ �� ����µ����µ� �� ������� OpenMP ��� �� ����������µ� ��� �-

������ ��� �� �������� ��� ����� ��������� ��� ����µ������ ���µ���� �� ����� µ� ���

�������� ��������. �� ������� �� �� ����µ����µ� µ� ���, �������� ��� ���� �������-

������� ������� ��� ��� ��� ��������µ� ��� �������� ��� �������� �� ����������µ�

��� ���������� (speedup) ��� ��µ��������� ��� ����� ��������� ��� ����µ���� µ� ���

���� [25]

speedup =

�������µ���� ������ ��� ���� �����������
�������µ���� ������ ��� � ������������
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µ������ ����µ���� ������ ��������� OpenMP ������� ����µ������
1 CPU 2 CPUs 3 CPUs 4 CPUs

50⇥ 75 64.58 40.91 29.13 22.24 600

100⇥ 150 522.35 316.97 181.57 125.80 600

200⇥ 300 279.11 162.04 93.18 56.94 10

300⇥ 450 699.52 402.5 229.9 140.18 10

500⇥ 750 2043.26 1106.64 632.57 503.54 5

1000⇥ 1500 16261.29 8934.77 4336.34 3871.73 5

������� 5.1: ������ ��������� ��� ����µ���� �� 6 ����������� ����µ��� µ� ��

������� OpenMP

���µ� 5.14: �� speedup �� ����µ� ���������� 50⇥ 75 (��������) ��� 100⇥ 150 (�����).

���µ� 5.15: �� speedup �� ����µ� ���������� 200⇥ 300 (��������) ��� 300⇥ 450 (�����).
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���µ� 5.16: �� speedup �� ����µ� ���������� 500⇥750 (��������) ��� 1000⇥1500 (�����).

��� �����µ��� 5.14,5.15,5.16 �µ��������� � ���������� (speedup) ��� ��������� µ�

�� ����� ��� �������� OpenMP. ��������� ������������ �������������� ��� �����

����µ���, ���� �� ��������µ�� ����� ������������, µ� �������� � ���������������

��� µ������ �� ����� �������������. �� ���� ��µ����� ��� �� ������� ��� ����� µ���� ��

������ ������������ ��� ���������µ�� �� ����� µ� �� ������������.

�������������� ��������µ�� µ� ���������� �� ����������µ� �� µ����� ��� �� ����

����µ��� ��� �� ���� ������� ����µ������ �������� ����� ��� �������� OpenACC ���

�������������� ��������µ�� µ� ����������. �� ����������µ� ��� ������� ��� �����-

���µ���� ���������� ������������� ��� ���������� ��� ����µ����. �� ��������µ���

��� µ�������� �µ���������� ���� �������� ������ (������� 5.2).

����µ� ����µ������ �������� �������� �������� OpenACC Speedup
50⇥ 75 600 64.58 6.03 10.70
100⇥ 150 600 522.35 23.85 21.90
200⇥ 300 10 279.11 5.48 50.91
300⇥ 450 10 699.52 13.64 51.28
500⇥ 750 5 2043.26 35.25 57.96
1000⇥ 1500 5 16261.29 277.26 58.64

������� 5.2: ������ ��������� ��� ����µ���� �� 6 ����������� ����µ��� µ� ��

������� OpenACC.

����� ��������� ��� �� ��������µ� ��� ������������ (speedup), �� ������ ���µ���-
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������ ��� ������� �� ������������ ������ µ����� ������� 10 ��� 60, � ����������

�������µ�� ��� µ������ ��� ������������� ��µ����������� �� ������������� �������

��� ������������� ����������� ��� ������ ��������.

5.3 ����µ� Malpasset

� ���������� ��� ����µ���� ��� Malpasset ����� �����µ�������� ��� ����-����µ�� ���

shock-capturing µ������ ����������. �� ����µ� ��� Malpasset ��������� ��� �����-

� ��� ���������� �� 1959 ��� ���������� ���� µ������ ������������ ��� (55.100m3)

����������� ���� ��� 400 ��������. ��� �� ����µ��� ��� ���������� ��� ��������

�����µ���������� ������ ��� ����µ��� ��� �� ��������µ��� ��� ���µµ���� ��� ��-

������ ���������� ��� µ�������� ��� ����� � ������µ�� µ��� �� ��µ��� ����� ���

��� ������ ������������ ���µ���� 1 : 400 ��� ����µ����������� �� ����������. ��

����µ��� ��� ��� ������µ�� ����� � ������ ��� µ��������� µ���� �� ������� �� ���-

������� µ������µ������� ��� �������� (transformers arrival time) ��� �� µ������ ����

����� ��� ��µ���� �� ������� (police surveyed points). ��� ��� ������ ������������

��� ���µµ���� ���������� �� ����� ���������� ��� ����� ������ ��� ����� (physi-

cal model arrival time ) ����� ��� �� µ������ ���� ����� (physical model maximum

surface).

��µ������� ����������� ��� �� ��µ���������µ� �� �������� ������µ� �����

�� ������������µ� ��� ���������� Bi,j �� ��� �� ����� ��� ����µ���� µ� ���� ��

���µ������ ����µ��� ��� ������. �� ����µ� ��� ����µ������ ���µ���� ����� ��������,

������ ����������� ��� ��������� ������������µµ�, ��� �� ���µ������ ����µ��� ���

����µ���� ��� ��� �������� ������������ ��� ��� ���������� ����µ� ������� 13000

��µ����, �� ����� ����������� �� ������� ���������� 18, 5 ��µ ⇥10 ��µ.

��� �� ������������µ� ��� ���������� ��� ������µ���� �� ��������� ��� �� ���-

������� ����µ� ��� ���µ������� ����µ���� �� �����µ� ����µ���� ��� ������������-
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µ��� ����µ� ��� ����µ������ ���µ����. � ����µ���� ��� �����µ���������(Inverse

Distance Weighting [26]) ����� µ�� ����µ���� µ� ��������� ������ ��� ��������� ����

�������� �������� ��µ����, ������ ��� ���� ���� ��� ������������� ����µ���� ��

�����µ� ���������� ��� �� ������� ����������� ��µ��� ��� �� ������ ����������

����µ�. ��� ������ �� ������µ� ��� µ������ �������� ��� µ����� �� �������� ���

����������� ����� ��� ������ ������������ ����� �� ����������� ��µ��� ��� �� ���-

������� ����µ� ����� ������ µ���� µ�����. ��� �� ���µ� �������� ��� �� ����������

����µ� �� ������� �������� ����� ��� ����� ��� �����, ����� � µ������ ��������

������ �� µ����������� ������� �� ���� ������������ ���� ������µ���� ���� ���� ��

����� ��� ���������� ��� ������� �� ������ ������� ����������� ��µ��� ��� �� µ��

��µ���������� ���������� ��������� ��� ��������.

� µ������ �������� ������� ����������� ��µ� �� �������� �������� ��� �����������

����µ����, ��� ������� ��� ����µ���� µ� µ������ �������� �� 70 µ����, ��� �������

��� ��� �������� µ� µ������ �������� �� 90 µ���� , ��� ������� ��� µ������ ��������

µ� µ������ �������� �� 150 µ���� ��� ��� ������� ��� ���� ������� µ� ��� µ������

�������� �� �������� ��� 300 µ����.

� ��������� ��� �����µ��������� ��� ��� ����µ���� ����� � ��������

Bi,j =

4X

k=1

wkbk (5.2)

���� bk ����� �� ���µ������� ��µ�� ��� ����������� ��� �� 4 ����������� ��µ��� ���

wk ����� � ��������� ������ � ����� ������� ��������

wk =
(

R�rk
Rrk

)

2

P4
l=1(

R�rl
Rrl

)

2
(5.3)

R ����� � µ������ �������� ��� µ����� �� �������� �� ����������� ��� rk ����� �

�������� ��� ����� �� 4 ��µ��� ��� ����������� ����µ���� ��� �� ���� (i, j) ���

������������µ���� ����µ����. ���� � ��������� ������ ����� µ�� ��������� ���

����������� ��������� ��� ����� �������� ��µµ������ µ� ������ ��µ��� ��� �� 4 ���

����������� ����µ����. ��� ��������µ� � ��������� ��� ��µ���������� ��� ��� ��-
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��µ���� ����� ������ ��µµ������ µ� ��� ����µ����� ���������� ��� ���� ��µ��� ���

���������� ������ ��� µ��� ��µ� ��� �������� ��µ���� ��� �����µ������� ��� �� ���-

������� ����µ�.

���µ� 5.17: ���������� ����µ� ��� ���µ������� ����µ���� ��� ���������� �� ���� ���-
�������� ����µ���.

��� �������� �����µ��� (���µ� 5.17) ���������µ� �� ��������µ��� ��� ����µ-

����� �� ���� ����������� ����µ��� (480 ⇥ 150, 650 ⇥ 200, 1100 ⇥ 400) �� ����� �����

������������� ����� ��� �������� ���������� ��� ��������� ��� ������������µ���
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����µ����� ����µ�. ����µ��� ����� ����� ���� ���µ�����µ��� ��� ��µ��� ��� ���-

�������� ����µ����, ��� ��������µ� �� µ�� ����� ������� ����������� ��µ���. ������

�� ��µ��� ������µ� ��� ��µ� ��� ����������� Bi,j �� ������� ��� ������� ��µ� 105 µ����.

������� �������� ��� ���������� �������� ������� �������� ��� ������µ���

��� �� ���� ��� ����� hi,j ����µ� ��µ�� µ��� ��� ��� ������� ��������� ��� ����µ����

��� ���������� ����� �� ���� ��� ����� hi,j ��������� µ����. ��µ���� µ� �� ����µ���

�� ����µ� µ����� �� �������� ��� µ�� ������ ���µµ� ��� ������� ��� �� ��µ���

(4701,4143) ��� (4655,4392) ��� ����µ���� ����� ��� ����� ���� ��� ��� ������ ��

������µ� ��µ�� ��� �� ���� ��� ����� µ� ���� ��� �������� ��������� hi,j + Bi,j ��

����� �� 100 µ����, ������ hi,j = 100 � Bi,j. �� ������� �������� ��� ��� ���������

���� ��� ��� ������������ ui,j, vi,j ����� ������ µ���� ����� ����� ��� ����µ���� ��

���� �������� ������� ��� ����� ��� ���� ����� ������ �������.

�� ���������� �������� ��� ������µ���� ����� ��������� ���� �� ��� � ���µµ���

��� �� ������ ���� ��� ������ ��� ������ , ����� ��� ��� µ���� ��µµ��� ��� �������

�������.

���µ� 5.18: ������� �������� ����µ� Malpasset.
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���µ� 5.19: � ������� ��� ���� ��� 100 ������������(����) ��� ��� 200 ������������(����).

������� ���µ���� Roe �� ���µ��� 5.18 - 5.22 ������������ �� ���� ���������

����µ������ ��� ������� ��� ���� ��� ���µµ���� µ� ���� ��� �������� ��������� hi,j +

Bi,j ���� ��� �� ���������� Bi,j. �� ������� ����µ������ �������� ��� ����� t = 0

������������ (���µ� 5.18), ���� ���������µ� ��� ������� �������� ��� ������µ����

µ� ��� � µ��� ��� ����� �� ��������� ����� ��� ����µ����, ��� ���������� ��� �����

t = 2000 ������������ (���µ� 5.22) ���� � ���µµ��� ���� ������ ���� �������. �
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���µ� 5.20: � ������� ��� ���� ��� 400 ������������(����) ��� ��� 800 ������������(����).

������� ��� ��������� ������� ��� ���µµ���� ����� �����������. � ��� ��� �����

����� ������� ���� �����µ� ��� ����� ������� µ������ ��� �� ����µ� (���µ� 5.19)

��� ���� � ���µµ��� ������ ���� ������� ������� (���µ� 5.21), ���� ������ ����

�������, �� µ����� ��� ��µ���� ��������� ���� ����� ������� ��� ��������. �����

� ��� ����������� � �������� ��������� µ��� ��� ����µ� ����������� ������ ��� 30

����� ����� ��� ��� ���������� ��� ����µ����.
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���µ� 5.21: � ������� ��� ���� ��� 1200 ������������ (����) ��� ��� 1600 ���������-
���(����).

��� ���µ� 5.23 ���������µ� �� ��������µ��� ��� ���µ���� Roe �� �������� µ� ��

����µ����� ����µ��� (µ�������� ��� ������µ���) ��� µ� �� ����µ��� ��� �� µ������-

����µ��� �����µ� ��� ����µ�����������. �� ����µ��� ��� ����µ� �����

• � ������ ������ ��� ��µ���� ����� ����������� µ������µ������� (���µ� 5.23

���� ��������)
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���µ� 5.22: � ������� ��� ���� ��� 2000 ������������.

• � µ������ �������� ��������� hi,j +Bi,j �� ��µ��� ��� µ��������� ��� ��� ����-

��µ�� (���µ� 5.23 ���� �����)

• � µ������ �������� ��������� hi,j + Bi,j �� ��µ��� ��� �� µ����������µ��� ���-

��µ� (���µ� 5.23 ���� ��������)

• � ������ ������ ��� ��µ���� �� ��µ��� ��� �� µ����������µ��� �����µ� (���µ�

5.23 ���� �����)

���� ������� ��� ��� ������ ��� ������ ������ �� ������ ��µ��� ������µ� ��� �� ��µ�

���� ����������� �� ���� ���� �� ���� ��� ����� ��������� �� 0.5 µ����.

�� ����µ����� ��������µ��� ��� µ������ Roe ���� ��������µ� ��� µ������� ����-

����� ���������� ��µ������ µ� ��� µ�������� ��� ������µ��� �� ������ ��� �� 17

����������� ��µ��� (���µ� 5.23 ���� �����), �� ������ ��µ��� �µ�� � ���������� ��-

��� µ�����. ���� �� ����� ���� ���������� ��� ��������µ���� ��µ������ �� ��µ��� ���

�������� µ������ ��� �� ����µ�, ���� � ���������� ����� ����� ��� �����µ�. �����

������� �� µ����� ��� ����� ��� ���� �� ��µ��� �� ������������ ������ µ� ��µ���

���� ����� hi,j ��� µ������ ��������� ui,j, vi,j. ��� ��������µ���� ������ �� ����µ�����
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���µ� 5.23: �������� ����µ������ ��������µ���� �� ����� ����µ� (1100 ⇥ 400) µ� ���-
���� ����µ��� ��� �� ��������µ��� ��� ���µµ����.

���µ� ����������� �� ��� ���������� µ� ��������. �� ������µ� ���� µ����� �� ����-

����� µ���� ������ ���µ� ���������� �������� ����µ������ ��� ����µ����� ���µ�

���� �� µ�����µ� �� �� ���������µ� ����� �� ���µ� µ�� ����� �������������.

������ �� ��µ������ ��� �� ���µ������ ����µ��� ��� �����µ������µ� ��� �� ��-

����������µ� �� ���������� Bi,j �����µ���������� ������ ��� 1931 ����� µ��� ���

���µµ��� � ������� ���� ������� ���µ������ �������. ���� µ����� �� �������������

�� ��� �� ������ ��µ��� ��� ��µ������ �� ���� ��� ����������� µ� ��� �������-

�µ��� �������� ���������. ��� ��������µ� �� ������� ��µ��� ���� ������� �������

(13, 14, 16, 17) �� µ�������� ��� ������µ��� ��� ��� �������� ��������� hi,j + Bi,j �����

µ�������� ��� ��� ��������µ��� ���������� Bi,j. ��� ��������µ�, ������� ��������
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��� ����� ���µµ����µ���� �� ����µ����� ���µ� �� ��� ���������� ��������. ����� �� ¨�-

�������¨ µ�����µ� �� ��� ��������µ� ��������� ��µ�������� ��� ���� ��� ��������µ���

�������� ��� ����µ� ��� ����µ��� µ��.

�� ��������µ��� ��� µ������ ������������ ������ �� ��������µ��� ��� µ������-

����µ���� �����µ���� ��� ����� µ� 1 : 400 ���µ���. � ��µ�������� ��� µ������

���� ����� ��� �������� ��������� ����� ���������� µ� �� ������ µ������ (����� ��

��µ��� 4), ��� �� ������ ������ ��� ��µ���� ��µ������ ������ µ� ������ ��� �������

µ�������. �������� ��� ��������µ��� ������� ���� �� ������ �� �������µ� ��� �

µ������������ ��� ������µ���� �� ��������� �� ������� ��� ��µ���� ������ ���� ���

���µ������ ��� ���������� ��� ������� ��� ������ µ������ �� ����� µ� �� �������

��µ���.

����µ��� �� ��������� ����µ���. �� ����µ����µ� �� ����µ����� ���µ� �� ���

����� ����µ��� ��� �� �������µ� �� ����������µ� ��� �������� ����µ����� �������-

�µ���. �� �������µ� �� ����µ����� ��������µ��� ,��� ���������� ��� �� �����������

����µ��� ��� ����µ����µ�, µ� ��� µ�������� ��� ������µ��� �� ��������µ���� ����-

������. ��� ���µ��� ;; ��� 5.24 �µ���������� �� ����µ����� ��������µ��� µ��� µ� ���

µ�������� ��� ������µ��� �� ����� ����������� ����µ���. ����������� ��� ��� 150⇥ 60

����µ� (���µ� 5.24 ���� ��������) �� ����µ����� ���µ� ����������� �� ��������

�������� ��������µ��� ������ ��� ��µ��� 2 ��� 12 �� ����� ��µ��� ���������� ���

������� �����µ� ��� ����� ������� ��� �� ��µ��� ��� ���������� ��� ��� �������

��� ������� �������(12 ��� 17) �������������� ��������. ��� ����µ� 280⇥ 120 (���µ�

5.24 ���� �����) �� ����µ����� ��������µ��� ������������ ������� ��� �� �������µ���

����µ� ���� ��� ���� ��� ��µ������ µ� ��� µ�������� ��� ������µ���, ��� ��������µ�-

�� �� ��µ��� 3 ��� 9 ��� ����������� ����� ��� �� �������� �������� �� ������������

��� µ��������. ��� ����µ� 480 ⇥ 150 (���µ� 5.24 ���� ��������) � �������� ��� ����-

µ������ ��������µ���� ���������� ��� µ�����µ� �� ��������µ� ��� ��� ��������µ���
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���µ� 5.24: �������� ����µ������ ��������µ���� µ� ��� µ�������� ��� ������µ��� �� 4
����������� ����µ��� :

• ����µ� 150⇥ 60 ���� ��������

• ����µ� 280⇥ 120 ���� �����

• ����µ� 650⇥ 200 ���� ��������

• ����µ� 1100⇥ 400 ���� �����

����µ� �� ����µ����� ���µ� �������� ��������µ��� ��� ��µ������ µ� ��� µ��������.

����� �� ����µ� �������� ����������� (���µ� 5.24 ���� ��������) � �������� ��� �-

���µ������ ��������µ���� �������� ������� �� ��µ���. �� ������ ��µ��� ��� �������

��µ�� �������� ����� �� ����µ����� ���µ� ����������� �� �� ���������� ���������� ��

����µ� ��� �����µ���������, ��� �� ������ ���� ��µ��� ������� µ�� µ���� ��������.

����µ��� ��µ�������� ����������� �� ���������µ� �� ����µ����� ��������µ��� µ�

�� ��������µ��� ��� �� ������ µ������������ ��� ������µ����. ��� �� ���µ� 5.25

���������µ� �� ����µ����� ��������µ��� ��� ����� ����µ� �� µ�� ��µ������ µ� ��

79



����µ���. ����� �� ����µ� �������� �� ��������µ��� ������������ ��� �� ����µ�����

���µ� �������� �������� ��������µ��� �� ����µ� ��������� 480 ⇥ 150, �� ����� ���

����� ��������� �����. ��� ���µ� 5.26 ���������µ� �������� ��� ����µ������ �����-

���µ� 5.25: �������� ����µ������ ��������µ���� µ� �� ����µ��� ��� ��� ������ �����-
µ����� ��� ��� µ������ �������� ��������� �� 4 ����������� ����µ��� :

• ����µ� 150⇥ 60 ���� ��������

• ����µ� 280⇥ 120 ���� �����

• ����µ� 650⇥ 200 ���� ��������

• ����µ� 1100⇥ 400 ���� �����

���µ���� ��� �� ����� ������ ��� ���µµ���� �� ��������µ��� ��µ��� µ� �� ����µ���

��� �� ������ �����µ�����. ��� ��������µ��� �����µ� �������µ� �� �������� ���

���� � ����� ��� ����������� ��������� ��� ��� ���������� ��� ����µ����, �� ������-

���µ� �� ����� ����µ� �� ����� ����������� �� �������� �������� ��������µ���. ���

��������µ��� ������µ� ��� ��� ���������� ��� ��������µ���� µ����� �� ��������
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���µ� 5.26: �������� ����µ������ ��������µ���� µ� �� ����µ��� ��� ��� ������ �����-
������� ��� ��� ����� ������ ��� ���� �� 4 ����������� ����µ��� :

• ����µ� 150⇥ 60 ���� ��������

• ����µ� 280⇥ 120 ���� �����

• ����µ� 650⇥ 200 ���� ��������

• ����µ� 1100⇥ 400 ���� �����

��� �� ����µ� ����� 1100⇥ 440 �������� ������ �������� �����µ����� ��� �����µ����

��� � �����µ������� ��� ������ ����µ���� �� �� ��������� ��������� �� ����µ�����

��������µ���.

������������������ �������������� ��������µ�� � ����µ��� ��� ����µ������

���µ���� �� ��� ����� ����µ��� � µ������ ������� ������ ������������ ����������.

������ ����� �� µ������µ� �� ����� ��������� ��� ����µ���� ��µ��������µ���� ���

������������������ �������������� ��������µ��. �� ��������µ� ���� ��� ������-
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µ� 2 ��� �� ����µ����µ� �� �� ������� OpenMP ������������� ��� ������� ���

�� �������� ��� ����� ��������� ��� ����µ������ ���µ���� �� ����� µ� �� ��������

����� ���������. �� ������� �� �� ����µ����µ� µ� ���, �������� ��� ���� �������-

������� ������� ��� ��� ��� ��������µ� ��� �������� ��� �������� �� ����������µ�

��� ���������� (speedup) ��� ��µ��������� ��� ����� ��������� ��� ����µ����. ��

��������µ��� ��� µ�������� �µ���������� ��� �������� ������ (������� 5.3)

µ������ ����µ���� ������ ��������� OpenACC ������� ����µ������
1 CPU 2 CPUs 3 CPUs 4 CPUs

150⇥ 60 10.45 6.36 3.74 2.45 2000

280⇥ 120 186.17 92.99 48.25 26.99 2000

480⇥ 150 603.42 316.63 166.15 89.10 2000

650⇥ 200 699.52 402.5 424, 33 225.90 2000

1100⇥ 400 10953.95 5673.7 2903.18 1555.72 2000

2005⇥ 900 103706.32 51335.08 28273.78 19246.37 2000

������� 5.3: ������ ��������� ��� ����µ���� �� 6 ����������� ����µ��� µ� ��

������� OpenMP.

���µ� 5.27: �� speedup �� ����µ� ���������� 150⇥ 60 (��������) ��� 280⇥ 120 (�����).

��� ���µ��� 5.27 , 5.28 ��� 5.29 �µ��������� � ���������� speedup ��� ���������

µ� �� ����� ��� �������� OpenMP. �����µ� ����µ��� ��µ�������� µ� �� ������µ�
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���µ� 5.28: �� speedup �� ����µ� ���������� 480⇥ 150 (��������) ��� 650⇥ 200 (�����).

���µ� 5.29: �� speedup �� ����µ� ���������� 1100⇥400 (��������) ��� 2005⇥900 (�����).

2 ���� ��������� ������������ �������������� �� ����� ����µ��� ���� ������ ����µ�

µ����� ������������ ������ �� ����� µ� �� ������ ������������ ��� ���������µ��.

�������������� ��������µ�� µ� ���������� �� ����������µ� �� µ����� ��� ��

���� ����µ��� ��� �� ���� ������� ����µ������ �������� ����� ��� �������� OpenA-

CC ��� �������������� ��������µ�� µ� ����������. �� ����������µ� ��� ������� ���

��������µ���� ���������� ������������� ��� ���������� ��� ����µ����. �� �������-

�µ��� ��� µ�������� �µ���������� ���� �������� ������ (������� 5.2).
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����µ� ����µ������ �������� �������� �������� OpenACC Speedup
150⇥ 60 2000 10.45 1.15 9.03
280⇥ 120 2000 186.17 4.2 43.6
480⇥ 150 2000 603.42 13.02 46.34
650⇥ 200 2000 1574.09 31.56 49.87
1100⇥ 400 2000 10953.95 184.03 59.52
2005⇥ 900 2000 103706.07 1212.84 85.50

������� 5.2: ������ ��������� ��� ����µ���� �� 6 ����������� ����µ��� µ� ��

������� OpenACC.

��� ��� ��������µ� ��� ������������ speedup ������µ� ��� �� ��� ������� �����

��� ����µ��� ��µ��������, ������ �� ��� ����� ����µ��� ��������� ��������� �-

�����������. �� ������� OpenACC ,�µ�� , �������� ���� µ���������� ������������

�� ������ �������� ��� 9.03 ��� �� 150 ⇥ 60 ����µ� ��� ������ ��� ��µ� 85.50 ��� ��

2005⇥ 900 ����µ�.
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�������� 6

��µ�����µ���

��� ������� ������� ��������µ� µ�� µ����� � ����� ������� ����µ����� ��� ���������

����� ������, ��� ����� ���� ��� �����µ����� ������� �����µ���� ���� ��������-

���� ����µ����, ��� ������ µ��� �� ������ ��� ���������� ����������� ��� �����

���� ����� �� ����µ� ������� ��� ���������� ��������. ��� �� ����µ����� ���µ�

�����µ�������µ� ��� ������������� ������� Riemann ��� Roe ��� ����µ� ����������

����������, ���� ����� �����������, ��� �� ��µ���������µ� ��� ����µ����� ���µ� µ�

��������µ��� ��������������. ���������� �� ����µ� ��������� µ����� ��� ���� ���

��� ������� ���� �� �����µ� ������µ���, � ����� �� µ�� ������ �� �����µ� ������-

µ��� µ� �������. �� ��������µ� ��� ������� ���� � ����� �� �������� ������� ��

�������� ���� ��� ��µ� ��� ������µ����. ���µ� �� ���������� ������ ��������� ����

��� �������� ����� ��� ����� �� ����µ�������� ����� ��� �µ������ ��������.

����µ���µ� �� ����µ����� ���µ� �� ������ ������µ��� ��� ���������� ���� ��-

�������� ������� ������� ����µ������ �� ����� ������������ µ�� ������������� ���-

��µ����� ��� �����µ����. ���������� ��� ������µ� ��� ����������� ��� ����µ����

Malpasset, ��� ����� �������µ� ������� ����µ��� ��� �� ��������µ��� ��� ���µµ�-

���, �� ����µ����� ��������µ��� ��µ������ µ� �� ����µ��� ����. �� ����µ�����

��������µ��� ��� ����� ������µ���� ���������� µ� ��������µ��� ��� ����������

µ� ������ µ�������.

�� ����µ����� ��������µ��� µ������������, �� ���� ��� �������� ����, ������� ��
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����µ� ��� �����µ������µ� ���� ����µ��� ���. ������������ �� ����� ����µ��� ��

����µ����� ���µ� ������ ����������� �� �������� ����� ��������µ���, ��� ����� ��

����µ� �������� �� ��������µ��� �������� ��� ��������. � �������� ��� ��������µ�-

��� ������������ ���� ������������ �����µ��� ��� ����������� ����µ��� ��� ����

������� ����µ������ ��� ������µ��� ���� ������������ �� ����µ����� ��������µ��� µ�

����µ����� ����µ��� ��� �� ��������µ� ��� �����µ����.

� ������ ��� ���������� ��� ����µ���� ��µ������� ��� µ�������� ������ ��µ���

�x,�y µ� �� ����� ����� ������� �� ������� ��µ� �t, ��� ��������µ� �� �����������

��� ����. �� ������������ ������ ��� ����µ���� ��� ����µ������ ���µ���� �� �����

����µ��� ������� ������ µ����� ����� �� ���������� ����������� ������� ��µ��� ��

����������� ��� �� ��µ��������� � �����µ��� ������� ���� ��� �� ���� ������� ��µ�

����������� �� ������ ������������ ��������µ��. �� ������� ���� µ�� ��������� ��

����µ����µ� �� ���� ����� ����µ��� �� ����µ����� ���µ� ����� ������ µ��������

���� �� ����������� � ������ ��������� ��� ����µ����.

��� ��� ��������� ����µ����� ���µ� �� µ��������µ� ���� �� ����µ������ �� ���-

���� OpenMP. �� ��������µ��� ������� ��µ����������� ��� ������������������ ��-

������������ ��������µ�� ���� ����µ������ �� �����µ� µ� ���, �������� ��� ����

������������. �� ��������µ��� ��� �����µ� ��� ��� ������������ ����� ������ ��

��� �� ������µ��� ��� ��������µ� µ�� ������� ������� ��� ����� ���������, ������

������ ������������� �� ����� ���������. �� �����µ� �������� ������������ ��� �-

��� ������µ��� ����� ������� ��� ����� ��������� ������� ��� ���� ��� �� ���������

�����µ� ��� ���� ������������ µ�� ������� ���� ��� �����. �� ��������� ����� ��-

����������� ���� ����µ���µ� �� ����µ����� ���µ� �� ����� ����µ��� ��� �� �����

����µ��� �� ��������� ���� ��µ��������. ���� � ��µ�������� ����� ���µ���µ��� ��-

��� �� ����� ����µ��� � ������ ������������ ��� ���������µ�� ��� ������������ �����

µ������ �� ����� µ� ��� ����� ��������� ��� ��������µ��.

��� ������� µ�������� ��� ����µ����� ���µ� �������� �� µ����� �� ����µ����� ��
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������� OpenACC. �� ��������µ��� ������� ��µ����������� ��� �������������� ���-

�����µ�� µ� ���������� ��� ����µ������ �� �����µ� µ� ����� �������� ����� Tesla

M2070. �� ��������� ��� ��µ����������� ��� ����� ��������� ��� ����µ������ ���-

µ���� ���� ������ µ������ ������������ µ� ��� ��������� ��� ����� ��������. ��

��µ�� ��� ����µ� ���� ���������� ��� ������ ��������� ���� ����� ��� ���� ��� ��

����� ����µ��� ,��� ��� ����� ����µ��� ������� ������������ µ����� ��� �������

��� ������. ������µ����� ���������� ��� ����� ��� ������� ����� ����������� �� ����-

µ� ������� 1, 8 �����µµ����� ������ ��� ������µ� ��� ����������� ��� ����µ����

Malpasset.

�� ����µ����� ���µ� ����� �µ���, ������ ��� ��� ��������µ� ��� ����������� ��-

��� ���������� ����µ��� µ��� ��� �� �������µ��� ������� ��µ�. ���� � �µ������� , �

����� ��� ����������� µ� ��� µ�������� ��� ����µ������ ���µ���� ���� �� ����µ�����

�� ������� OpenACC, µ�� ��������� �� ����������� ���� �� ��������µ�� ���� �����

��������. � ��������� ������������ �� ��µ��������� ��� ������� �������� ��� ���-

���µ���� ��� ������ �� µ�������� ���� ����� ��������. ��� �������� � ����� ��������

�� ��������� ����� ���� ��������µ��� ��� � ��������� ������������ µ��� �� ������� ��

����������µ� ��� ������ ������� ����µ�, ���������� ������� �� �������� ���µ����µ��.

��� ����� �� ����� ��� ������ ���� ��� ��� ����� ��������. � ���� µ���� ��µµ���-

�� ��� ��������� ����������� ��� � µ���� ����������� µ� ��� ����� �������� �����

��� ��������µ� ��� ������ �������������� ��������� ��� ������������ µ� �� �������

OpenACC.
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