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Στην παρούσα εργασία πραγµατοποιήθηκε αριθµητική προσοµοίωση µιας 

ανατίναξης, µε σκοπό την µελέτη δηµιουργίας και διάδοσης των τασικών κυµάτων 

που παράγονται κατά την διάρκεια µιας ανατίναξης µε βασικό στόχο την 

αναπαραγωγή των συνθηκών που επικρατούν την στιγµή της ανατίναξης αλλά και 

την µελέτη δηµιουργίας ρωγµών σε µια ελεγχόµενη ανατίναξη. 

 

Η µελέτη δηµιουργίας και διάδοσης των τασικών κυµάτων είναι υψίστης σηµασίας 

στην µεταλλευτική τεχνολογία. Τα καταστατικά µοντέλα διάδοσης τασικών κυµάτων 

µπορεί να χρησιµοποιηθούν ως εργαλείο υπολογισµού της έντασης του τασικού 

παλµού και έµµεσα στον υπολογισµό θρυµµατισµού του πετρώµατος αλλά και για να 

προβλέψουν τις διάφορες επιδράσεις από αυτά, για διάφορα σχέδια ανατίναξης. 

 

Για την προσοµοίωση της ανατίναξης δηµιουργήθηκαν διάφορα δισδιάστατα µοντέλα 

τα οποία επιλύθηκαν µε την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων µε το λογισµικό 

πακέτο "Marc, Mentat-2000". 
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Κεφάλαιο 1                                                                                                      Εισαγωγή 

 

1. Εισαγωγή 

 

Τα τελευταία χρόνια οι µελετητικές ικανότητες του ανθρώπου έχουν εξελιχθεί 

σε πολύ µεγάλο βαθµό και σε συνδυασµό µε την ραγδαία εξέλιξη των υπολογιστών 

και των λογισµικών πακέτων, έχουν φέρει µεγάλες αλλαγές στον τρόπο µελέτης και 

αντιµετώπισης ενός σχεδιασµού υπαίθριας ή υπόγειας ανατίναξης. 

 Η µηχανική των ανατινάξεων είναι αναπόσπαστο κοµµάτι της µεταλλευτικής 

τεχνολογίας αφού τόσο σε υπαίθρια όσο και σε υπόγεια έργα είναι απαραίτητο 

εργαλείο µέσα από το οποίο γίνεται µείωση του κόστους εκµετάλλευσης ή άλλης 

δραστηριότητας όπως προσπέλασης, καθώς επίσης και µείωση κόστους επεξεργασίας 

(διακοσµητικοί όγκοι) και συντήρησης (σήραγγες). 

 Ο σχεδιασµός διέπεται από επιστηµονικές γνώσεις και τεχνολογικές εξελίξεις. 

Στην προσπάθεια σχεδιασµού  µιας ανατίναξης ή ακόµα και βελτίωσής της, είναι 

αναγκαίο, µαζί µε την εµπειρία να ενσωµατώνεται και η διαθέσιµη τεχνολογία. Για 

τον σωστό σχεδιασµό σε δύσκολες περιοχές (π.χ κατοικηµένες), είναι απαγορευτικό 

να παρουσιάζονται υψηλές δονήσεις στο έδαφος, καθιστώντας τις απαιτήσεις του 

σχεδιασµού υψηλότερες για τους προφανείς λόγους ασφαλείας των πολιτών και των 

κατασκευών. 

Στη µελέτη του σχεδιασµού µιας ανατίναξης υπάρχουν τρεις τρόποι ανάλυσης:  

 Εµπειρικός: ο εµπειρικός τρόπος ανάλυσης βασίζεται σε εµπειρικές 

παρατηρήσεις από την µελέτη και παρακολούθηση παρόµοιων ανατινάξεων. Από 

την παρακολούθηση αυτή εξάγονται διάφορα χρήσιµα στοιχεία που αφορούν την 

συµπεριφορά της βραχοµάζας σε διάφορους γεωλογικούς σχηµατισµούς αλλά και 

συµπεράσµατα για την συµπεριφορά και τις ιδιότητες της εκρηκτικής ύλης, για να 

καθίσταται δυνατή η επιλογή της σε διάφορες άλλες εφαρµογές. Οι εµπειρικές 

µέθοδοι δεν µπορούν να προβλέψουν µε µεγάλη ακρίβεια την συµπεριφορά της 

βραχοµάζας κατά την διάρκεια µιας ανατίναξης σε κάθε γεωλογική µορφή. Αυτό 

είναι και το µεγάλο µειονέκτηµα των εµπειρικών µεθόδων: ∆εν µπορούν να 

δώσουν σαφή στοιχεία για διάφορες περιπτώσεις. Τα συµπεράσµατα που 

εξάγονται είναι ειδικά για κάθε περίπτωση. 

 Αναλυτικός: ο αναλυτικός τρόπος, βασίζεται στην επίλυση µαθηµατικών 

σχέσεων κλειστής µορφής που είναι σε θέση να αποδώσουν το εντατικό και 
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παραµορφωσιακό πεδίο κάποιας βραχοµάζας σε κάθε σηµείο της µε µεγάλη 

ακρίβεια. Η εφαρµογή αυτών των εξισώσεων είναι δυνατή σε υπεραπλουστευµένα 

γεωµετρικά προβλήµατα. Γενικά οι αναλυτικές µέθοδοι δεν µπορούν να 

βοηθήσουν στη µελέτη προβληµάτων δύσκολης γεωµετρίας και πολύπλοκων 

γεωλογικών συνθηκών. Η χρήση τους είναι συνήθως ενδεικτική και εφαρµόζεται 

συνήθως για µικρή περιοχή προβληµάτων ανάλυσης (λύσεις Kirsh και λύσεις 

Mitchell). 

 Αριθµητικός: ο αριθµητικός τρόπος ανάλυσης έχει αναπτυχθεί τα τελευταία 

χρόνια µαζί µε την ραγδαία εξέλιξη των ηλεκτρονικών υπολογιστών. Η 

ταυτόχρονη εξέλιξη των αριθµητικών µεθόδων µε τους υπολογιστές οφείλεται 

στον µεγάλο όγκο µαθηµατικών σχέσεων που πρέπει να επιλυθούν και στον 

µεγάλο όγκο αποτελεσµάτων που παράγουν. Η λύση κάποιων σχέσεων θα ήταν 

αδύνατη χωρίς την χρήση υπολογιστή αν ληφθεί υπόψη ότι ένα αριθµητικό 

πρόβληµα απαιτεί την ταυτόχρονη επίλυση αρκετών χιλιάδων εξισώσεων. 

Μια από τις πιο συχνά εφαρµοζόµενες αριθµητικές µεθόδους είναι η µέθοδος 

των πεπερασµένων στοιχείων. Η µέθοδος αυτή θεωρεί το υπό µελέτη πρόβληµα 

κυρίως σαν ένα συνεχές µέσο µε σταθερές ή διαφοροποιηµένες ιδιότητες που 

παρίστανται µε κάποιας µορφής γεωµετρία και υπόκειται σε συγκεκριµένες 

συνοριακές συνθήκες. Το µέσο αυτό διαιρείται σε µεγάλο αριθµό µικρότερων 

στοιχείων, τα οποία έχουν συγκεκριµένη γεωµετρική µορφή και µαθηµατική έκφραση 

(διακριτοποίηση). Η βασική ιδέα της µεθόδου είναι ότι κάθε στοιχείο που 

σχηµατίζεται κατά την διακριτοποίηση, έχει συγκεκριµένη συµπεριφορά στις 

εξωτερικές συνθήκες που δρουν σε αυτό. Αυτή η συµπεριφορά εξαρτάται από τις 

παραµέτρους του υλικού και ορίζεται από συγκεκριµένες µαθηµατικές σχέσεις. Ο 

συνδυασµός της συµπεριφοράς όλων των στοιχείων οδηγεί στην επίλυση του 

προβλήµατος και στην τελική αναπαράσταση των µεταβολών που παρουσιάζονται 

στο φυσικό πρόβληµα. Εδώ δεν πρέπει να παραληφθεί να αναφερθεί ότι πίσω από 

αυτή την απλή επεξήγηση της µεθόδου υπάρχει µεγάλο µαθηµατικό υπόβαθρο που 

στο µέγεθος αυτής της διπλωµατικής εργασίας είναι αδύνατο να αναπτυχθεί. 

Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η µελέτη της συµπεριφοράς της 

βραχοµάζας και των τασικών παλµών (κύµατα) από δυναµική καταπόνηση, που 

παράγονται κατά την διάρκεια µιας ανατίναξης καθώς και η επίδραση ρωγµών στις 

ελεγχόµενες ανατινάξεις σε ελαστικό και ελαστοπλαστικό µέσο. Για την επίτευξη 
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αυτού έγινε προσοµοίωση ανατίναξης µονής και πολλαπλής σειράς έναυσης µε την 

µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων στο λογισµικό πακέτο 'Msc Marc-Mentat 2000'. 

 Στην δυναµική ανάλυση που έγινε, αρχικά µελετάται η σύγκλιση λύσης των 

αναλυτικών σχέσεων του Kirsh για διάφορους αριθµούς στοιχείων καθώς και η 

αριθµητική αστάθεια που µπορεί να προκύψει από την διακριτοποίηση. Στη συνέχεια 

πραγµατοποιείται διερεύνηση των διαφόρων µαθηµατικών συναρτήσεων για την 

επιλογή της κατάλληλης συνάρτησης και την εφαρµογή της για την επίλυση των 

αριθµητικών µοντέλων. Η ανάλυση των µοντέλων πραγµατοποιήθηκε σε δυο 

διαστάσεις µε την εφαρµογή δυναµικού φορτίου για διάφορους χρόνους διάρκειας 

παλµών σε συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης κατόπιν ελέγχου και για συνθήκες 

επίπεδης τάσης όπου δεν προέκυψε καµία διαφορά. Τέλος γίνεται παρουσίαση των 

αποτελεσµάτων που προέκυψαν από την ανάλυση µε την µέθοδο των πεπερασµένων 

στοιχείων. 
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2. Μηχανική των Εκρήξεων 

 

 

2.1 Εισαγωγή 
Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται µια σύντοµη περιγραφή γύρω από την θεωρία των 

εκρηκτικών υλών και της τεχνικής των ανατινάξεων. Ιδιαίτερη έµφαση δίδεται στους 

µηχανισµούς θραύσης του πετρώµατος από τη δυναµική φόρτιση, που προκαλείται κατά 

την διάρκεια µιας ανατίναξης, όπου είναι και το κυρίως αντικείµενο της εργασίας αυτής.  

 

 

2.2 Μοντέλο Έκρηξης 
Για την παρακολούθηση και µελέτη της έκρηξης χρησιµοποιείται συχνά το µοντέλο 

του σχήµατος 2.1 που αναφέρεται στην περίπτωση έκρηξης στήλης µε διαρρηκτική 

εκρηκτική ύλη.  

 

 
Σχήµα 2.1: Μοντέλο έκρηξης διαρρηκτικής εκρηκτικής ύλης (Τσουτρέλης, 1997) 

 

Η έκρηξη στο σχήµα αυτό κινείται από αριστερά προς δεξιά. Η όλη χηµική 

αντίδραση λαµβάνει χώρα µέσα στην πρωτογενή ζώνη αντίδρασης, η οποία αρχίζει από 

το µέτωπο της αντίδρασης και ολοκληρώνεται στο επίπεδο Chapman-Jouquet, πάνω στο 
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οποίο αναπτύσσεται σταθερή κατάσταση. Η ζώνη αυτή για την περίπτωση της 

νιτρογλυκερίνης, έχει πάχος περίπου 0.2 mm και στο τέλος της ζώνης αυτής έχει πίεση 220 

kbar (22GPa). Η θερµοκρασία είναι άνω των 3000 0Κ αλλά και η πυκνότητα κατά 30% 

µεγαλύτερη από ότι αρχικά. Στο ίδιο σχήµα διακρίνεται το εκρηκτικό κύµα που 

σχηµατίζεται πάνω στο πέτρωµα, που περιβάλλει το διάτρηµα καθώς και η φάση της 

ωστικής πίεσης που σχηµατίζεται µεταγενέστερα από τα αέρια προϊόντα της έκρηξης 

(Τσουτρέλης, 1997). 

 

 

2.3 Θεωρία Έκρηξης 
Οι εκρηκτικές ύλες ανάλογα µε τον τρόπο αντίδρασης τους χωρίζονται σε δυο 

κατηγορίες. (Α) Στις βραδύκαυστες που εναύονται µε θερµικό τρόπο και η αυτοδιάδοση 

της αντίδρασης τους πραγµατοποιείται µε αγωγιµότητα. (Β) Στις διαρρηκτικές που 

διεγείρονται µε κρουστικό τρόπο και η αυτοδιάδοση της αντίδρασης τους 

πραγµατοποιείται µε κρουστικό κύµα. Η πρώτη µορφή της αντίδρασης ονοµάζεται 

κατάκαυση και λαµβάνει χώρα σε υποηχητική ταχύτητα και πιέσεις µέχρι και 3.5 kbar. Η 

δεύτερη µορφή της αντίδρασης καλείται εκρηκτική αντίδραση και λαµβάνει χώρα σε 

υπερηχητική ταχύτητα και πιέσεις µέχρι και 200 kbar (Τσουτρέλης, 1997). 

Η έκρηξη είναι η πιο βίαια και ταχεία αντίδραση που µπορεί να συµβεί. 

Πραγµατοποιείται µε την διάδοση ενός κρουστικού κύµατος µέσα από την µάζα της 

εκρηκτικής ύλης, το οποίο προκαλεί την διέγερση της. Η διέγερση αυτή είναι µια 

εξώθερµη χηµική αντίδραση (οξείδωση), που εκλύει ενέργεια της τάξης του 1 cal/g µε 

πολύ µεγάλους ρυθµούς έκλυσης. Μέρος της ενέργειας αυτής αυτοκαταναλίσκεται για να 

διατηρήσει σταθερά χαρακτηριστικά του αντιδρώντος κύµατος (reactive wave) που 

διεγείρει την εκρηκτική ύλη και εξασφαλίζεται η αυτοδιάδοση της αντίδρασης. Όπως 

αναφέρθηκε και πιο πάνω η αντίδραση είναι µια οξείδωση, στην οποία τα µόρια ασταθών 

χηµικών ουσιών διασπώνται και σχηµατίζουν σταθερότερα µόρια όπως CO2, H2O, CO, 

NOx µε παράλληλη έκλυση ενέργειας (Τσουτρέλης, 1997). 
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2.4 Θερµοϋδροδυναµική Θεωρία Έκρηξης 
Τα πιο χαρακτηριστικά µεγέθη της αντίδρασης έκρηξης είναι η πυκνότητα, η 

ταχύτητα, η πίεση, η θερµοκρασία της έκρηξης καθώς και η διατιθέµενη ενέργεια για την 

εκτέλεση ωφέλιµου µέσα στην ζώνη αντίδρασης και ακριβώς πίσω της. Από αυτά τα 

µεγέθη, η πυκνότητα και η ταχύτητα έκρηξης µπορούν να προσδιοριστούν πειραµατικά, 

ενώ τα άλλα µεγέθη µπορούν να υπολογιστούν από υδροδυναµικές και θερµοδυναµικές 

σχέσεις. Η θερµοϋδροδυναµική θεωρία βασίζεται (Τσουτρέλης, 1997): 

 σε ορισµένες απλοποιητικές παραδοχές,  

 σε δυο πειραµατικές παρατηρήσεις, 

  σε γνωστούς νόµους της θερµοδυναµικής, 

  στις εξισώσεις Rankine και Hugoniot για κρουστικά κύµατα που αναφέρονται στην 

διατήρηση της µάζας, ορµής και ενέργειας καθώς και  

 στο διάγραµµα πίεσης-όγκου για την περίπτωση έκρηξης.   

Κατά την ανάπτυξη της σχετικής θεωρίας γίνονται αποδεκτές οι εξής παραδοχές 

(Τσουτρέλης, 1997): 

A. Η κυλινδρική γόµωση είναι σε τοµή µε άπειρη διάµετρο ώστε να αποκλείονται οι 

πλευρικές απώλειες µορίων. 

B. Μέσα στην εκρηκτική ύλη, η έκρηξη οδεύει προς µια κατεύθυνση και το επίπεδο του 

µετώπου της έκρηξης παραµένει πάντοτε κάθετο (σύµφωνα µε φωτογραφήσεις του 

µετώπου έκρηξης, είναι καµπύλο) στον άξονα γόµωσης. 

C. Η διατήρηση της αυτοδιάδοσης της έκρηξης επιτυγχάνεται, διότι µέρος της εκλυόµενης 

ενέργειας κατά την αντίδραση διατίθεται για την ενίσχυση του αρχικού κρουστικού 

κύµατος ώστε να διατηρείται σταθερό και ικανό να διεγείρει την εκρηκτική ύλη που 

βρίσκεται µπροστά από αυτό. Για να δειχθούν σχηµατικά τα προηγούµενα που 

αναφέρθηκαν, παρατηρείται το µοντέλο έκρηξης του Langweiler (Τσουτρέλης, 1997). 

Σύµφωνα µε το µοντέλο του σχήµατος 2.2, διακρίνονται τρεις ζώνες: 

A. Τη ζώνη 1, όπου η εκρηκτική ύλη δεν έχει αντιδράσει.  

B. Τη ζώνη 2, εκρηκτικής αντίδρασης, µέσα στην οποία πραγµατοποιείται η αντίδραση. 

Αρχίζει από το µέτωπο αντίδρασης και ολοκληρώνεται στο επίπεδο Chapman-Jouquet. 

Η περιοχή αυτή είναι πολύ µικρή σε µήκος και χαρακτηρίζεται από µεγάλη αύξηση 

πίεσης, θερµοκρασίας και πυκνότητας σε χρόνους µsec.  

C. Τη ζώνη 3, αραίωσης που χαρακτηρίζεται από πολύ µικρή πυκνότητα σε σχέση προς 

εκείνη της ζώνης αντίδρασης.  
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Στην περιοχή αυτή έχει ολοκληρωθεί η χηµική αντίδραση και υπάρχουν µόνο µόρια 

αερίων. 

 

 
Σχήµα 2.2: Μοντέλο έκρηξης Langweiler (Τσουτρέλης, 1997) 

 

 Οι τρείς αυτές ζώνες διαχωρίζονται µεταξύ τους σε δύο παράλληλα µέτωπα 

(Τσουτρέλης, 1997): 

 Το µέτωπο έκρηξης (shock wave front), στο οποίο το εκρηκτικό κύµα (πύρινα βλήµατα 

µορίων) προσβάλλει την εκρηκτική ύλη. 

 Το µέτωπο αραίωσης (Chapman-Jouquet), στο οποίο διαχωρίζεται η ζώνη αντίδρασης 

από την ζώνη αραίωσης, όπου έχει ολοκληρωθεί η χηµική αντίδραση για την 

περίπτωση ιδανικής έκρηξης. 

Για την κατανόηση του µηχανισµού της έκρηξης λαµβάνεται το διάγραµµα Rankine-

Hugoniot για έκρηξη στο οποίο έχουν χαραχθεί οι αδιαβατικές καµπύλες Hugoniot για 

Ν=0 και Ν=1, όπου εκφράζουν αντίστοιχα την αρχική και τελική κατάσταση της 

εκρηκτικής ύλης δηλαδή οι ενεργειακές σχέσεις για µηδενική και πλήρη µετατροπή.  
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Σχήµα 2.3: ∆ιάγραµµα Rankine-Hugoniot για έκρηξη (Τσουτρέλης, 1997) 

 

Εάν πάνω στην καµπύλη της αρχικής κατάστασης (Ν=1) ληφθεί το σηµείο Α (p1,V1) 

που εκφράζει την κατάσταση ενός σωµατιδίου της εκρηκτικής ύλης πριν την αντίδραση 

του, πρέπει να προσδιοριστεί πάνω στην καµπύλη (Ν=1) της τελικής σταθερής κατάστασης 

(επί του επιπέδου Chapman-Jouquet), η νέα και µοναδική θέση Γ (p2,V2) µετά την 

ολοκλήρωση της αντίδρασης του. Το ζητούµενο σηµείο Γ(p2,V2) είναι το σηµείο της 

επαφής της καµπύλης Hugoniot για Ν=2 και της γραµµής Rayleigh, η οποία χαράσσεται 

από το σηµείο Α (p1,V1) προς το σηµείο Β (p3,V3) που καλείται και αιχµή Von Neumann. 

Σύµφωνα µε το διάγραµµα για Ν=1, η εκρηκτική ύλη συµπιέζεται από τις συνθήκες της 

αρχικής κατάστασης Α µέχρι τις συνθήκες του σηµείου Β από την διέλευση του 

κρουστικού κύµατος, που αντιστοιχούν στην διέγερση της. Στη συνέχεια αρχίζει η 

αντίδραση της και η πίεση υποβιβάζεται από το σηµείο Β στο Γ, που αντιστοιχεί στην 

πίεση της σταθεράς κατάστασης p2 του επιπέδου Chapman-Jouquet. Η πίεση στο σηµείο Β 

είναι η µέγιστη που αναπτύσσεται κατά την διάρκεια της έκρηξης και αντιστοιχεί στην 

αιχµή Von Neumann µε τιµή διπλάσια της πίεσης έκρηξης p2. Η διαφορά µεταξύ τους 

εκφράζει την καταναλισκόµενη ενέργεια για την αυτοδιέγερση της εκρηκτικής ύλης 

(Τσουτρέλης, 1997).  
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2.5 Θραύση του Πετρώµατος µε Χρήση Εκρηκτικών Υλών - Σύντοµη 

Περιγραφή του Φαινοµένου 
Η αποδοτική χρήση των εκρηκτικών υλών για την θραύση του πετρώµατος καθώς 

και η επίτευξη ανατινάξεων υπό αυστηρά ελεγχόµενες συνθήκες προϋποθέτουν γνώση του 

µηχανισµού µε τον οποίο θραύεται το πέτρωµα υπό την επίδραση των εκρηκτικών υλών. 

Πρόκειται για ένα σύνθετο µηχανισµό που για περιγραφικούς λόγους µπορεί να θεωρηθεί 

ότι λαµβάνει χώρα σε δυο διακεκριµένες φάσεις. Η πρώτη φάση οφείλεται στο κρουστικό 

κύµα που δηµιουργήθηκε από την έκρηξη και η δεύτερη φάση, που δηµιουργείται χρονικά 

από την δράση των αερίων της έκρηξης. Ο διαχωρισµός αυτός σε δυο φάσεις του 

µηχανισµού θραύσης του πετρώµατος δεν επηρεάζει το αποτέλεσµα. Και οι δυο φάσεις 

αποτελούν τµήµατα της ίδιας συνάρτησης πίεσης-χρόνου )(tfp = , αν ληφθεί υπόψη ότι 

το πέτρωµα που υποβάλλεται σε πίεση από τα αέρια, γύρω από το θάλαµο της έκρηξης έχει 

προηγουµένως υποστεί συγκεκριµένες µεταβολές ως αποτέλεσµα της δράσης του 

κρουστικού κύµατος µέσα σε αυτό (Jimeno et al., 1995 και Τσουτρέλης, 2001). 

Η παράθεση σε ορισµένες φάσεις της διαδικασίας θραύσης του πετρώµατος σε 

ποσοτικούς χαρακτηρισµούς του µηχανισµού δεν είναι πάντα εφικτό διότι η πειραµατική 

παρακολούθηση του φαινοµένου της έκρηξης είναι αρκετά δύσκολη διαδικασία λόγω της 

ανάπτυξης, για βραχύτατο χρονικό διάστηµα ενός ισχυρού εντατικού πεδίου γύρω από τον 

θάλαµο της έκρηξης. Το πρόβληµα γίνεται ακόµα πιο δύσκολο διότι, τόσο οι 

χαρακτηριστικές ιδιότητες των εκρηκτικών υλών που καθορίζουν την επίδραση της σε 

κάθε µια από τις δυο φάσεις θραύσης, όσο και οι µηχανικές και δοµικές ιδιότητες των 

πετρωµάτων οι οποίες προσδιορίζουν την εξορυξιµότητα τους µε την χρήση των 

εκρηκτικών, κυµαίνονται ευρύτατα µε αποτέλεσµα να δηµιουργούνται περίπλοκες 

συνθήκες που καθιστούν δυσχερή την εξαγωγή αριθµητικών δεδοµένων. 

Στο σηµείο αυτό διευκρινίζεται ότι από ενεργειακής πλευράς, η ενέργεια που 

περιέχεται στην κρουστική φάση της έκρηξης µιας εκρηκτικής ύλης είναι ποσοτικώς πολύ 

µικρότερη της ενέργειας που περιέχεται στην ωστική φάση που ακολουθεί, χωρίς να 

µπορεί να διατυπωθεί µε βεβαιότητα ότι και το αποδιδόµενο έργο είναι πραγµατικά 

ανάλογο των διατιθέµενων σε κάθε φάση ποσών ενέργειας (Τσουτρέλης, 2001). 
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2.6 Κρουστική Φάση  
Όταν µια εκρηκτική ύλη διεγείρεται µέσα σε ένα διάτρηµα, η χηµική αντίδραση που 

προκαλείται διαδίδεται µε ταχύτητα 3000-6000 m/s ανάλογα µε τον τύπο του εκρηκτικού, 

την πυκνότητα γόµωσης και την διάµετρο του διατρήµατος. Στην ζώνη αντίδρασης η πίεση 

έκρηξης για διαρρηκτικές εκρηκτικές ύλες µε πληρότητα γόµωσης θαλάµου έκρηξης 100% 

κυµαίνεται από 0.5-20 GPa, ενώ σε πιο συνήθη εκρηκτικά µεταξύ 0.5-10 GPa. Η 

θερµοκρασία µπορεί να φτάσει µέχρι 3000-4000 0Κ. Σε αυτή την περίπτωση το τοίχωµα 

(πέτρωµα) που περιβάλλει τον θάλαµο έκρηξης υποβάλλεται σε µια δυναµική καταπόνηση, 

κατά τον χρόνο διέλευσης της αντίδρασης, που είναι της τάξης των µερικών δεκάδων µέχρι 

µερικών εκατοντάδων  (µsec) και είναι ανάλογος µε τα χαρακτηριστικά της εκρηκτικής 

ύλης και του πετρώµατος. Σε αυτό το σηµείο δεν πρέπει σε καµία περίπτωση να συγχέεται 

η πίεση έκρηξης (detonation pressure) µε την πίεση στα τοιχώµατα του θαλάµου του 

διατρήµατος (borehole pressure). Για την εύρεση της πίεσης στα τοιχώµατα του 

διατρήµατος θα γίνει ειδική αναφορά στη συνέχεια (Αγιουτάντης, 1996). 

 Στην εντατική κατάσταση που υποβάλλεται το πέτρωµα κατά την έκρηξη µιας 

ποσότητας εκρηκτικής ύλης µέσα σε αυτό ή στην επιφάνεια του οφείλεται η θραύση κατά 

την κρουστική φάση. Είναι γνωστό ότι οι πολύ διαρρηκτικές εκρηκτικές ύλες, στις οποίες 

σηµαντικό µέρος της ενέργειας τους περιέχεται στην κρουστική φάση, είναι οι πλέον 

κατάλληλες για εξόρυξη σκληρών και συνεκτικών πετρωµάτων. Το ANFO, του οποίου το 

κρουστικό κύµα είναι σχετικά ασθενές, το περισσότερο µέρος της ενέργειας του περιέχεται 

στην ωστική φάση και είναι κατάλληλο για ενδιάµεσα, πορώδη και ρωγµατωµένα 

πετρώµατα. Οι παρατηρήσεις αυτές έχουν οδηγήσει στο συµπέρασµα ότι οι καλύτερες 

συνθήκες µετάδοσης της κρουστικής ενέργειας που εκλύεται κατά την εκρηκτική 

αντίδραση ενός εκρηκτικού στο πέτρωµα, επιτυγχάνονται όταν ισχύει η σχέση 2.1 

(Τσουτρέλης, 2001): 

 

pe cD ρρ =                                                      (2.1) 

 

Από την σχέση 2.1 προκύπτει ότι οι βέλτιστες συνθήκες µετάδοσης της κρουστικής 

ενέργειας επιτυγχάνονται όταν το γινόµενο πυκνότητας εκρηκτικού (ρe) και ταχύτητα 

έκρηξης αυτού (D) εξισωθεί µε το γινόµενο πυκνότητας πετρώµατος (ρ) και ταχύτητας 

διάδοσης του διαµήκους ηχητικού κύµατος σε αυτό (cρ). Το γινόµενο της πυκνότητας επί 

την ταχύτητα διάδοσης του κύµατος σε ένα υλικό  αποδίδεται και µε τον όρο ακουστική 
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συµβατότητα του υλικού (acoustic impendance) από πλευράς µεταφοράς ενέργειας. Στα 

πετρώµατα κυµαίνεται µεταξύ 3-16x106 kg.m-2.s-1 ενώ στα εκρηκτικά από 1.8-11.6x106 

kg.m-2.s-1.Η τιµή αυτή στα εκρηκτικά µειώνεται κατά 10-20% σε περίπτωση έναυσης τους 

µε εκρηκτική θρυαλλίδα. Στον πίνακα 2.1 κάποιες ενδεικτικές τιµές του γινοµένου αυτού 

(Τσουτρέλης, 2001). 

 
Πίνακας 2.1: Τιµές ακουστικής συµβατότητας εκρηκτικών, πετρωµάτων και υλικών  

(Τσουτρέλης, 2001) 

Εκρηκτικές Ύλες Πετρώµατα και Υλικά 

Είδος De .ρ  (kg.m-2.s-1) Είδος pc.ρ  (kg.m-2.s-1) 

ANFO 2.9 Βασάλτης 15.4 

Ζελατίνη 11.6 Γρανίτης 11.2 

Ζελατινοδυναµίτιδα 8 Ψαµµίτης 5.8 

∆υναµίτιδα 4.6 Μάργα 2.2 

Αµµωνίτιδα 3.8 Ασβεστόλιθος 5 

Χ Χ Σκυρόδεµα 10.2 

Χ Χ Νερό 1.4 

Χ Χ Αέρας 0.006 

 

Το συµπέρασµα που εξάγεται για την σχέση 2.1 προκύπτει από την θεωρία της 

ελαστικότητας που καθορίζει ότι, όταν ένα κύµα προσκρούσει σε µια διεπιφάνεια, τότε για 

κάθετη  πρόσπτωση η µεταδιδόµενη τάση του κύµατος στο άλλο µέσο δίδεται από την 

σχέση (Τσουτρέλης, 2001): 

 

1
2211

222
σ

ρρ
ρ

σ
cc

c
t +
=                                                 (2.2) 

 

όπου σt :µεταδιδόµενη τάση του κύµατος στο µέσο 2,  

         σ1: τάση στο µέσο 1 την στιγµή της πρόσπτωσης (σ1= πίεση έκρηξης pd), 

         ρ1,ρ2: πυκνότητες υλικών (ρ1= γόµωσης, ρ2= πετρώµατος), 

         c1,c2: ταχύτητες διάδοσης του ηχητικού κύµατος (c1 = D, c2 = cp) 
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Η άποψη αυτή είναι αµφιλεγόµενη διότι πειραµατικά δεδοµένα δείχνουν ότι δεν 

ισχύει ακριβώς η ελαστική σχέση 2.2 για περιπτώσεις πολύ έντονων κρουστικών 

φαινοµένων διάρκειας (µsec). Αργότερα καθώς το κρουστικό κύµα αποµακρύνεται από την 

διεπιφάνεια του θαλάµου έκρηξης-πετρώµατος και αρχίζει να διαδίδεται µέσα στο 

πέτρωµα συνεχίζει να µειώνεται ή ένταση του και µετατρέπεται σταδιακά σε πραγµατικό 

ελαστικό θλιπτικό κύµα τύπου P (Τσουτρέλης, 2001). 

 

2.6.1  Αποζευγµένη γόµωση  

Στο σηµείο αυτό κρίνεται σκόπιµο να γίνει µια πλήρης αναφορά για την αποζευγµένη 

γόµωση (decoupled charge). Με τον όρο αποζευγµένη γόµωση θεωρείται η γόµωση όπου η 

διάµετρος της εκρηκτικής ύλης d1 είναι πολύ µικρότερη από την διάµετρο του διατρήµατος 

d2. O λόγος d1/d2 καλείται και λόγος ζεύξης (coupling ratio) και εκφράζεται σε ποσοστό 

(%). Ο αντίστροφος λόγος d1/d2 καλείται λόγος απόζευξης (decoupling ratio) Αποτέλεσµα 

αυτού, ο λόγος ζεύξης ∆= d1/d2 να είναι µικρότερος από τη µονάδα και ανάλογα µε την 

περίπτωση να κυµαίνεται από 10-70%. Η εκρηκτική ύλη είναι συσκευασµένη σε φυσίγγια. 

Η αποζευγµένη γόµωση αποσκοπεί στην µείωση της πίεσης που θα ασκηθεί στο τοίχωµα 

του διατρήµατος κατά την έκρηξη µε παρεµβολή διάκενου αέρα. Στο σχήµα 2.4 φαίνεται 

το προφίλ πίεσης πάνω στα τοιχώµατα του διατρήµατος συναρτήσει του χρόνου για 

αποζευγµένη γόµωση καθώς και γόµωση σε πλήρη ζεύξη (Τσουτρέλης, 1997).  

 

 

Σχήµα 2.4: Πίεση πάνω στα τοιχώµατα διατρήµατος για αποζευγµένη και σε πλήρη ζεύξη γόµωση 

(Jimeno et al., 1995) 

Σαρρής Ερνέστος- ∆ιπλωµατική Εργασία 12



Κεφάλαιο 2                                                                                      Μηχανική των Εκρήξεων 

Όπως έχει αναφερθεί, η µείωση αυτή µπορεί να εκφραστεί µε την εµπειρική σχέση (Crosby 

and Bauer, 1982): 

 
6.2∆= ddc pp                                                            (2.3) 

 

Όπου : πίεση έκρηξης που αναπτύσσεται στο τοίχωµα του διατρήµατος µε 

αποζευγµένη γόµωση, : κανονική πίεση έκρηξης που θα αναπτυχθεί στο τοίχωµα από 

την ίδια εκρηκτική ύλη όταν ο βαθµός ζεύξης είναι 100%, ∆: λόγος ζεύξης. Κατά τους 

ίδιους ερευνητές στην περίπτωση διακεκοµµένης γόµωσης, η σχέση 2.3 τροποποιείται: 

dcp

dp

 
6.2][ ∆= cpp ddc                                                    (2.4) 

 

όπου c = το ποσοστό της εκρηκτικής ύλης που έχει γοµωθεί (Τσουτρέλης, 2001). 

 H αποζευγµένη γόµωση χρησιµοποιείται στην ελεγχόµενη ανατίναξη, σε υπαίθριες 

και υπόγειες ανατινάξεις, όπου το περιβάλλον πέτρωµα πρέπει να προστατευτεί από την 

έκρηξη (ρωγµατώσεις) προκειµένου να διατηρήσει στο µέγιστο δυνατό τα αρχικά του 

µηχανικά χαρακτηριστικά. Ο τύπος του εκρηκτικού που χρησιµοποιείται είναι της 

οικογένειας των δυναµιτών µε διαµέτρους 11-30 mm. Εκτεταµένη χρήση της 

αποζευγµένης γόµωσης γίνεται επίσης στην εξόρυξη διακοσµητικών λίθων (µάρµαρα-

γρανίτες). Ο τύπος του εκρηκτικού που χρησιµοποιείται είναι πυρίτιδα ή εκρηκτική 

θρυαλλίδα. Για τις ελεγχόµενες ανατινάξεις θα γίνει αναφορά στη συνέχεια. 

 

2.6.2 Πίεση στα τοιχώµατα του διατρήµατος  

Η πίεση πάνω στα τοιχώµατα περιγράφει το έργο του εκρηκτικού που αναπτύσσεται 

κατά την διαδικασία θραύσης του πετρώµατος και αντιστοιχεί στην πίεση πίσω από την 

ζώνη αντίδρασης. Αυτό το δεδοµένο δείχνει απευθείας την µεταφορά της εκρηκτικής 

ενέργειας στο πέτρωµα και είναι συνάρτηση της αποδοτικότητας του εκρηκτικού. Έτσι 

είναι η σηµαντικότερη πληροφορία στην αξιολόγηση  απόδοσης του εκρηκτικού και στην 

πρόβλεψη των αποτελεσµάτων µιας ανατίναξης. Παρόλη την σηµαντικότητα αυτής της 

παραµέτρου, απευθείας µέτρηση της δεν µπορεί να γίνει εύκολα λόγω της απώλειας της 

ορατότητας. Υπάρχουν όµως διάφορες εµπειρικές σχέσεις ή θεωρίες εκρήξεων που 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να την υπολογίσουν. Όµως η ακρίβεια τέτοιων 

εκτιµήσεων παραµένει άγνωστη (Αγιουτάντης, 1996). 

Σαρρής Ερνέστος- ∆ιπλωµατική Εργασία 13



Κεφάλαιο 2                                                                                      Μηχανική των Εκρήξεων 

2.6.2.1. Προσδιορισµός πίεσης έκρηξης και πίεσης στα τοιχώµατα του διατρήµατος 

µε την θεωρία της ιδανικής ανατίναξης 

Η ιδανική έκρηξη θεωρεί ότι η ροή είναι µονοδιάστατη. Θεωρείται επίσης ότι η 

ταχύτητα έκρηξης που επιτυγχάνεται είναι ίση προς την µέγιστη θεωρητική ταχύτητα 

αντίδρασης της εκρηκτικής ύλης. Το επίπεδο µέτωπο έκρηξης είναι µια ασυνεχής απότοµη 

αλλαγή. Η χηµική αντίδραση της έκρηξης είναι πλήρης και ο παλµός που παράγεται από 

αυτήν είναι σταθερός και ανεξάρτητος από τον χρόνο. Το κριτήριο ιδανικής έκρηξης 

απαιτεί µια σταθερή λύση, το σηµείο cj. Η σχέση που δίνει την πίεση είναι: 

 

1

2

+
=

γ
ρ cjo

cj

D
p                                                        (2.5) 

 

όπου Pcj: πίεση έκρηξης (Pa) ,Dcj: ταχύτητα έκρηξης (m/s), ρo: πυκνότητα του εκρηκτικού 

που δεν αντέδρασε (kg/m3 ) και γ: λόγος ειδικής θερµότητας (Esen et al., 2003) 

Η πίεση στα τοιχώµατα είναι η πίεση από τα αέρια της έκρηξης που διαδίδονται 

στον αρχικό όγκο του διατρήµατος. Είναι ίση µε την πίεση των προϊόντων της αντίδρασης 

µετά την ολοκλήρωση της σε σταθερό όγκο. Η πίεση στα τοιχώµατα είναι θεωρητικά το 

45% της πίεσης έκρηξης θεωρώντας πλήρη αντίδραση στο µέτωπο έκρηξης. ∆εν είναι 

εύκολο να προσδιοριστεί διότι για µια µη ιδανική ανατίναξη, ο χρόνος ολοκλήρωσης της 

αντίδρασης µπορεί να αυξηθεί σε περίοδο µέσα σε µεγάλα διατρήµατα. Σύµφωνα µε τον 

Persson η πίεση στα τοιχώµατα Pb (Pa),  για διάτρηµα σε πλήρη ζεύξη  (100%) εκτιµάται 

(Esen et al., 2003): 

 

2
cJ

b
p

p =                                                           (2.6) 

 

2.6.2.2. Προσδιορισµός της πίεσης έκρηξης και πίεσης στα τοιχώµατα µε την θεωρία 

της µη ιδανικής ανατίναξης 

Έχει διαπιστωθεί ότι τα εµπορικά εκρηκτικά παρουσιάζουν µη ιδανική 

συµπεριφορά αφού η ταχύτητα έκρηξης εξαρτάται από την διάµετρο της γόµωσης και τον 

περιορισµό του εκρηκτικού. ∆ηλαδή η µη ιδανική έκρηξη θεωρεί ότι η ταχύτητα που 

επιτυγχάνεται είναι µικρότερη από την ιδανική έκρηξη. Η θεωρία της µη ιδανικής 

ανατίναξης εξηγείται από την δισδιάστατη θεωρία ανατίναξης. Πολλοί ερευνητές έχουν 

προτείνει διάφορα µοντέλα. Αναφέρεται το µοντέλο του Esen για την πρόβλεψη της 
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απόδοσης του εκρηκτικού καθώς και την πίεση πάνω στα τοιχώµατα. Ο  Esen εισάγει στο 

µοντέλο του την θερµότητα µιας πλήρης αντίδρασης και την ταχύτητα έκρηξης, οι οποίες 

δυο παράµετροι υπολογίζονται µε βάση την θεωρία της ιδανικής ανατίναξης. Άλλες 

παράµετροι που εισάγονται στο µοντέλο είναι η πυκνότητα του εκρηκτικού, η διάµετρος 

γόµωσης, το δυναµικό µέτρο ελαστικότητας και ο δυναµικός λόγος Poisson. Το µοντέλο 

χρησιµοποιεί πειραµατικές τιµές ταχύτητας έκρηξης και διαµέτρους γόµωσης για 

συγκεκριµένο εκρηκτικό. Προσδιορίζεται ένα διάγραµµα πίεσης – όγκου και µε βάση την 

εξίσωση (Esen et al., 2003): 

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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=
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                                           (2.7) 

 

όπου P: πίεση (Pa), D: Ταχύτητα έκρηξης µε βάση την θεωρία της µη ιδανικής ανατίναξης 

(m/s), u: ταχύτητα των σωµατιδίων (m/s), V: ειδικός όγκος (kg/m3), γ: λόγος ειδικής 

θερµότητας, qn: θερµότητα πλήρης αντίδρασης (MJ/kg). Η πίεση έκρηξης υπολογίζεται 

όταν ο λόγος των όγκων V/V0 = 1 όπου Vo = 1/ρο. Το µοντέλο έδειξε ότι προσεγγίζει την 

ταχύτητα έκρηξης σε πολύ λογικές τιµές. Η πίεση στα τοιχώµατα δίδεται από την σχέση 

(Esen et al., 2003): 

 
a
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=)(                                                  (2.8) 

 

όπου (Pb)dc: πίεση στα τοιχώµατα του διατρήµατος µε αποζευγµένη γόµωση (Pa), Pb: πίεση 

στα τοιχώµατα (Pa), C: το ποσοστό του διατρήµατος που είναι γοµωµένο. Το C είναι 

επίσης ένας συντελεστής  που είναι η ακτίνα γόµωσης, rerC .1= b: η ακτίνα του 

διατρήµατος (mm), α: είναι µια σταθερά που παίρνει τις τιµές 2, 2.4, 2.6 (Atlas Powder co., 

1987). 

Άλλοι ερευνητές αναφέρουν πειραµατικά αποτελέσµατα από slurries µε πίεση 

έκρηξης 38 και 50 kbar, µετρήθηκαν πιέσεις στα τοιχώµατα 19 και 25 kbar. Σε ANFO µε 

πίεση έκρηξης 34 kbar, µετρήθηκε πίεση στα τοιχώµατα 18 kbar. H πίεση που 

αναπτύσσεται πάνω στο τοίχωµα είναι 1/3-1/4 µικρότερη από την πίεση έκρηξης ανάλογα 
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µε τις ιδιότητες του εκρηκτικού και του πετρώµατος. Αξίζει να αναφέρουµε ότι οι 

παραπάνω ερευνητές δεν αναφέρουν µαθηµατικό υπολογισµό της πίεσης πάνω στα 

τοιχώµατα. Μια καλή εκτίµηση είναι να θεωρηθεί ότι η αναπτυσσόµενη πίεση στο τοίχωµα 

του θαλάµου είναι της τάξης του 50 % της πίεσης έκρηξης. Αξίζει να αναφέρθει ότι οι 

ερευνητές αυτοί υπολογίζουν ικανοποιητικά την πίεση έκρηξης από την σχέση 

(Τσουτρέλης, 2001): 

 

][
4

2

kPa
D

p e
d

ρ
=                                                    (2.9) 

 

όπου ρe: πυκνότητα εκρηκτικής ύλης σε g/cm3 και D: ταχύτητα έκρηξης σε m/sec 

 Με βάση το σχήµα 2.5, η πίεση που θα ασκηθεί στο τοίχωµα του θαλάµου είναι 

αρκετά µικρότερη από την πίεση έκρηξης λόγω της παρεµβολής διάκενου αέρα µεταξύ της 

ζώνης αντίδρασης και του τοιχώµατος. Το διάκενο αυτό προκαλεί στα µόρια που 

προήλθαν από την χηµική αντίδραση του εκρηκτικού, απώλεια κινητικής ενέργειας µε 

αποτέλεσµα να προσκρούουν στο περιβάλλον τοίχωµα µε µικρότερη ταχύτητα. 

 Η µαθηµατική διατύπωση της καµπύλης του σχήµατος 2.5 δίδεται από την σχέση 

(Berta, 1990): 
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d                                                     (2.8) 

 
όπου η1: λόγος p/pd (πίεση τοιχωµάτων προς πίεση έκρηξης), e: 2.72, d: διάµετρος 

διατρήµατος, de: διάµετρος εκρηκτικού 

 
Σχήµα 2.5: Μεταβολή ασκούµενης πίεσης στα τοιχώµατα σε συνάρτηση µε τον βαθµό απόζευξης της 

γόµωσης (Τσουτρέλης, 2001) 
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 Η πίεση έκρηξης που θα ασκηθεί στο τοίχωµα του διατρήµατος στην περίπτωση 

αποζευγµένης γόµωσης δίδεται από την εµπειρική σχέση: 

 
6.2∆= dpp                                                      (2.11) 

 

όπου ∆: λόγος ζεύξης.  

  

2.6.3   Ελαστικά µοντέλα αλληλεπίδρασης εκρηκτικού-πετρώµατος 

 Η έκρηξη ενός εκρηκτικού σε έναν υπόνοµο αντιστοιχεί σε δυναµική φόρτιση πάνω 

στα τοιχώµατα του διατρήµατος. Η πίεση που αναπτύσσεται σε κάθε σηµείο του 

τοιχώµατος από την άσκηση της πίεσης έκρηξης κατά την διέλευση του µετώπου της 

εκρηκτικής αντίδρασης του εκρηκτικού, θα διοχετευτεί στη συνέχεια στο περιβάλλον 

πέτρωµα υπό µορφή θλιπτικού τασικού κύµατος (compressive stress wave) µε ταχύτητα 

διάδοσης του ηχητικού κύµατος στο πέτρωµα. Παράλληλα η πίεση στο τοίχωµα (pb) από 

την αρχική τιµή της θα µειωθεί απότοµα µετά την διέλευση του µετώπου της εκρηκτικής 

αντίδρασης λόγω αξονικής και πλευρικής διόγκωσης του θαλάµου. Η µείωση αυτή 

ακολουθεί προσεγγιστικά την σχέση (Brady και Brown, 1994): 

 
t

bt epp β−=                                                    (2.12) 

 

όπου pt: Στιγµιαία τιµή της πίεσης στο τοίχωµα του διατρήµατος µετά από χρόνο t από 

τότε που σηµειώθηκε η µέγιστη τιµή πίεσης στο τοίχωµα pb, β: σταθερά. 

 Η σχέση 2.12 είναι γνωστή και ως η σχέση του Sharpe. Ισχύει για την περίπτωση 

σφαιρικής γόµωσης, ενώ στην εξόρυξη οι γοµώσεις είναι κυλινδρικές και η έκρηξη 

λαµβάνει χώρα σταδιακά σε όλες τις περιπτώσεις από το ένα άκρο στο άλλο. Λύση στο 

πρόβληµα της κυλινδρικής γόµωσης πρότειναν οι Starfield και Pugliese (1968) θεωρώντας 

ότι η κυλινδρική γόµωση µπορεί να χωριστεί σε διακριτά συνεχόµενα στοιχεία, κάθε ένα 

από το οποίο απεικονίζει µια  ισοδύναµη σφαιρική γόµωση. Από όλα όσα έχουν αναφερθεί 

παραπάνω, προκύπτει το µοντέλο του σχήµατος 2.3 το οποίο περιγράφει ικανοποιητικά την 

διάδοση του κρουστικού κύµατος που προήρθε από κυλινδρική γόµωση (Brady και Brown, 

1994). 
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Σχήµα 2.6: Μοντέλο έκρηξης και διάδοσης κρουστικού κύµατος στο πέτρωµα για κυλινδρική γόµωση 

(Brady και Brown, 1994) 
  

Όταν γίνεται η έναυση στον πυθµένα του διατρήµατος ισχύει : 

 

pcD 2=                                                           (2.13) 

 

 Η γωνία του κώνου του κρουστικού κύµατος που σχηµατίζεται µε τον άξονα του 

διατρήµατος εξαρτάται από τα σχετικά µεγέθη της ταχύτητας έκρηξης (D) και της 

ταχύτητας διάδοσης του κρουστικού κύµατος εντός του πετρώµατος (cp), η οποία σε 

σκληρά πετρώµατα κυµαίνεται από 4000-5000m/sec. Στην περίπτωση ανατίναξης σε 

τέτοιου είδους πετρώµατα µε εκρηκτικό χαµηλής ισχύος, τότε το κρουστικό κύµα µπορεί 

να έχει µεγαλύτερη ταχύτητα από την ταχύτητα έκρηξης και να προηγηθεί, 

εξαναγκάζοντας το πέτρωµα γύρω από το διάτρηµα σε συνθήκες προέντασης (Brady και 

Brown, 1994). 

Το κρουστικό κύµα που δηµιουργήθηκε στο τοίχωµα του διατρήµατος από την 

πρόσκρουση των µορίων των προϊόντων της χηµικής αντίδρασης, διαδίδεται στην συνέχεια 

µέσα στη µάζα του πετρώµατος. Λόγω της διαρκώς διευρυνόµενης επιφάνειας που 

καλύπτει χωρίς προσθήκη νέας ενέργειας και λόγω της εσωτερικής αντίστασης του 

πετρώµατος, η ένταση του µειώνεται µε εκθετικό τρόπο όπως φαίνεται στο σχήµα 2.7 σε 

συνάρτηση µε την απόσταση από το σηµείο γένεσης του κύµατος (Τσουτρέλης, 2001). 
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Σχήµα 2.7: Μεταβολή της έντασης του διαδιδόµενου στο πέτρωµα κρουστικού κύµατος σε συνάρτηση 

µε την απόσταση από το σηµείο έκρηξης (Τσουτρέλης, 2001) 
 

Ισχύει η σχέση (Τσουτρέλης, 2001): 

 

ar
r
app

n

br fγια⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=                                    (2.14) 

 

όπου pr: µέγιστη τάση του θλιπτικού κύµατος εντός του πετρώµατος και σε απόσταση r 

από το κέντρο του θαλάµου έκρηξης, pb: µέγιστη τιµή της πίεσης του εκρηκτικού κύµατος 

που µεταδόθηκε στο τοίχωµα του θαλάµου έκρηξης, α: ακτίνα του θαλάµου έκρηξης, η: 

συντελεστής απόσβεσης. 

Ο συντελεστής απόσβεσης είναι συνάρτηση των ιδιοτήτων του πετρώµατος και των 

εκρηκτικών υλών. Λαµβάνει τις τιµές µεταξύ 1.3-2 για κυλινδρικές γοµώσεις και συνήθη 

εκρηκτικά στην εξόρυξη (ANFO-Slurries). Στον πίνακα 2.2 δίνονται µερικές τιµές της 

µέγιστης πίεσης έκρηξης και του συντελεστή απόσβεσης όπως προέκυψαν από 

πειραµατικές δοκιµές σε διάφορα πετρώµατα µε δυο είδη εκρηκτικά (Magnafrac 1000 και 

ANFO). [Το Magnafrac 1000 είναι εκρηκτικό της οικογένειας των γαλακτωµάτων] 

Η διάδοση του κρουστικού κύµατος που προέρχεται από την έκρηξη βάζει το 

περιβάλλον πέτρωµα σε ισχυρή δυναµική εντατική κατάσταση, που σαν συνέπεια αυτής το 

πέτρωµα θραύεται σύµφωνα µε τους τρόπους που θα αναπτυχθούν στη συνέχεια 

(Τσουτρέλης, 2001). 
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Πίνακας 2.2:Τιµές πίεσης έκρηξης που µεταδόθηκε στο τοίχωµα του θαλάµου έκρηξης και του 

συντελεστή απόσβεσης (Τσουτρέλης, 2001). 

Magnafrac 1000 ANFO 
Υλικό 

Pb (kbar) n Pb (kbar) n 

Ασβεστόλιθος 54.2 1.52 26.4 1.35 

Γρανίτης 49 1.77 24 1.56 

Αργιλικός 

Σχιστόλιθος 

52.3 1.5 25.8 1.34 

Σκυρόδεµα 37.6 1.79 19.3 1.6 

 

 

2.6.4 Θραύση του πετρώµατος γύρω από τον θάλαµο έκρηξης 

 Γύρω από τον θάλαµο έκρηξης σχηµατίζονται τρεις ζώνες θραύσης. Ξεκινώντας από 

το κέντρο του διατρήµατος αυτές είναι (Τσουτρέλης, 2001): 

 Ζώνη θρυµµατισµού ή ζώνη σύνθλιψης (crushing zone) 

 Μεταβατική ζώνη (Transient zone) 

 Ελαστική ζώνη (Elastic-seismic zone) 

 

 
 

Σχήµα 2.8: Ζώνες θραύσης του πετρώµατος γύρω από τον θάλαµο έκρηξης (Τσουτρέλης, 2001) 
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2.6.4.1  Ζώνη θρυµµατισµού  

 Στη ζώνη θρυµµατισµού που αρχίζει από το τοίχωµα του θαλάµου της έκρηξης, η 

µεγάλη ένταση του κρουστικού κύµατος υπερβαίνει κατά πολύ την δυναµική αντοχή του 

πετρώµατος σε θλίψη. Η δυναµική αντοχή του πετρώµατος γύρω από τον θάλαµο της 

έκρηξης αναφέρεται σε τριαξονικές συνθήκες επειδή βρίσκεται σε περιοριστικές συνθήκες 

γύρω από την µάζα του πετρώµατος. Το πέτρωµα σε αυτή τη ζώνη θραύεται κατά ένα 

περίπλοκο τρόπο που οδηγεί τελικά σε λεπτοµερή θρυµµατισµό του (µυλονίτη). Η 

οποιαδήποτε αντοχή του πετρώµατος µέσα στη ζώνη αυτή δεν παίζει κανένα ρόλο λόγω 

της µεγάλης έντασης του κρουστικού κύµατος. Για τον λόγο αυτό το πέτρωµα θεωρείται 

ότι συµπεριφέρεται σαν ρευστό. Το πάχος ανάπτυξης της ζώνης αυτής που αυξάνει µε την 

πίεση έκρηξης (POD) και τον λόγο ζεύξης µπορεί να φτάσει µέχρι 8 φορές την διάµετρο 

του διατρήµατος για πολύ διαρρηκτικές εκρηκτικές ύλες σε πορώδη πετρώµατα 

(Τσουτρέλης, 2001). 

 Κάποιοι ερευνητές θεωρούν ότι η ακτίνα της ζώνης αυτής (rc) είναι της τάξης του 

διπλάσιου της ακτίνας (α) του θαλάµου έκρηξης. Αναφέρουν ότι η ζώνη αυτή έχει πάχος 

µέχρι δυο φορές από την διάµετρο του διατρήµατος. Υποστηρίζουν ότι στη θραύση σε 

αυτή την ζώνη καταναλώνεται το 30% της µεταφερόµενης κρουστικής ενέργειας στο 

πέτρωµα, ενώ από πλευρά ποσότητας θραύσης του πετρώµατος σε µια κανονική ανατίναξη 

είναι µόνο το 0.1 % του συνολικού όγκου εξόρυξης ανά υπόνοµο (Brady και Brown, 

1994). 

 Στην συνέχεια γίνεται µια σύντοµη ανάπτυξη σε κάποια µοντέλα που έχουν προταθεί 

για την πρόβλεψη της διεύρυνσης της ζώνης θρυµµατισµού, τα οποία θεωρούν ιδανική 

ανατίναξη και η πρόβλεψη γίνεται µε ηµί-εµπειρικές σχέσεις. 

 

 Θεώρηση σύµφωνα µε Il’yushin και Vovk et al.  

Οι Il’yushin, 1999 και Vovk et al, 1993 θεωρούν την συµπεριφορά του υλικού στη 

ζώνη σύνθλιψης ισότροπη, ασυµπίεστο κοκκώδες µέσο µε συνεκτικότητα. Η ακτίνα της 

ζώνης θρυµµατισµού δίδεται από την σχέση:  
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µε ro: ακτίνα διατρήµατος (mm), Pb: πίεση στα τοιχώµατα (Pa), γ: σταθερά αδιαβατικής 

διάδοσης του εκρηκτικού, κ: συνεκτικότητα (Pa), f: συντελεστής εσωτερικής τριβής, σc: 

αντοχή σε µονοαξονική θλίψη (Pa), T: ελαστική τάση (Pa), E: µέτρο του Young (Pa), v: 

λόγος Poisson.  

Η πίεση στα τοιχώµατα του διατρήµατος δίδεται από την σχέση 2.6. Το µοντέλο αυτό 

υστερεί στα αέρια που είναι και ο κύριος µηχανισµός αστοχίας. Έχει εφαρµογή σε 

συνθήκες πολύ σκληρών πετρωµάτων. ∆ίνει όµως υπερεκτίµηση στην διεύρυνση  της 

ζώνης σύνθλιψης (Esen et al., 2003).  

 

 Θεώρηση κατά Szuladzinski 

Η µοντελοποίηση της ζώνης θρυµµατισµού και των ρωγµών, σύµφωνα µε τον  

Szuladzinski, 1993, γίνεται στην εγγύτερη περιοχή του διατρήµατος από απότοµη 

µεταβολή της τάσης µε δυναµική ανάλυση. Το µοντέλο θεωρείται ελαστικό µε ικανότητα 

θρυµµατισµού και ορισµένη δύναµη αστοχίας. Η σχέση που προτάθηκε για την εκτίµηση 

της ακτίνας της ζώνης σύνθλιψης δίδεται από την σχέση: 
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όπου :ακτίνα ζώνης, rcr o: ακτίνα διατρήµατος (mm), ρο: πυκνότητα εκρηκτικού (g/mm3), 

Qef: ενεργή ενέργεια εκρηκτικού (nmm/g) υποτιθέµενη στα 2/3 της θερµότητας της 

πλήρους αντίδρασης (nmm/g) και F'c: δυναµική θλιπτική δύναµη τάση (ΜPa) που είναι 8 

φορές µεγαλύτερη από την στατική τάση σc: αντοχή σε µονοαξονική θλίψη (ΜPa) (Esen et 

al., 2003). 

 

 Θεώρηση κατά Djordjevic 

Το µοντέλο που προτάθηκε από τον Djordjevic, 1999, βασίζεται στην θεωρία 

αστοχίας του Griffith. Η ακτίνα της ζώνης θρυµµατισµού δίδεται από την σχέση:  
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όπου ro: ακτίνα διατρήµατος (mm), T: ελαστική τάση (Pa), Pb:πίεση στα τοιχώµατα (Pa). Η 

πίεση στα τοιχώµατα του διατρήµατος δίδεται από την σχέση 2.6 (Esen et al., 2003).  

 

 Θεώρηση κατά Kanchibotla et al. 

Το µοντέλο αυτό υπολογίζει την ακτίνα της ζώνης θρυµµατισµού σαν συνάρτηση της 

ακτίνας του διατρήµατος, της πίεσης έκρηξης και της αντοχής σε µονοαξονική θλίψη του 

υλικού, δίδεται από την σχέση (Kanchibotla et al, 1999): 
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σ0=                                                     (2.19) 

 

όπου ro: ακτίνα διατρήµατος (mm), Pd: πίεση έκρηξης (Pa), σc: αντοχή σε µονοαξονική 

θλίψη (Pa). Η πίεση έκρηξης υπολογίζεται από την σχέση 2.5. Το µοντέλο αυτό δεν είχε 

σκοπό να δώσει ακριβείς εκτιµήσεις  της διεύρυνση  της ζώνης θρυµµατισµού αλλά να 

χρησιµοποιηθεί σαν εµπειρικό εργαλείο για να υπολογίζει τον όγκο των λεπτοµερών 

υλικών που παράγονται από την ανατίναξη (Esen et al., 2003). 

 Γενικά η ακρίβεια των παραπάνω µοντέλων που υπολογίζουν την ακτίνα της ζώνης 

θρυµµατισµού µε τις εναύσεις ή τις πιέσεις πάνω στα τοιχώµατα σαν δεδοµένες 

παραµέτρους δεν είναι ικανοποιητική διότι η βασική παραδοχή τους είναι η ιδανική 

συµπεριφορά ανατίναξης. Από την άλλη µεριά  οι προσεγγίσεις των δυναµικών τιµών που 

προέρχονται από στατικές τιµές µπορούν να επηρεάσουν τα αποτελέσµατα λόγω έλλειψης 

δεδοµένων. Στις περισσότερες περιπτώσεις η ακτίνα δεν µπορεί να µετρηθεί απευθείας µε 

ακρίβεια και σε ειδικές περιπτώσεις µόνο, τα πειραµατικά δεδοµένα συµφωνούν µε τα 

µοντέλα.   

 Το τελευταίο µοντέλο που έχει αναπτυχθεί από τους Esen, Onedera, Bilgin (2003) 

επιτρέπει την απευθείας µέτρηση της ακτίνας σε κλίµακα µοντέλου. Επιπλέον µια νέα 

προσέγγιση επιτρέπει την προσέγγιση της πραγµατικής συµπεριφοράς της έκρηξης 

χρησιµοποιώντας µη ιδανικό µοντέλο έκρηξης επιτρέποντας µε τον τρόπο αυτό την 

εκτίµηση της πίεσης στα τοιχώµατα σαν συνάρτηση του εκρηκτικού, τις ιδιότητες του 
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πετρώµατος και της διαµέτρου του διατρήµατος. Στον προσδιορισµό της ζώνης 

θρυµµατισµού, σηµαντική είναι η θλιπτική τάση και η ακαµψία του πετρώµατος. Αφού η 

διαδικασία είναι δυναµική, το µοντέλο πρέπει να περιλαµβάνει τις δυναµικές ιδιότητες 

του πετρώµατος. Πολλές από τις δυναµικές αυτές ιδιότητες δεν µπορούν να µετρηθούν 

απευθείας και δεν υπάρχουν έτοιµες σε πίνακες ή να υπάρχουν κατάλληλοι 

πολλαπλασιαστές για αναγωγές. Σκοπός του νέου µοντέλου είναι να συνδυάσει και να 

χρησιµοποιήσει τόσο τις δυναµικές και τις στατικές τιµές που είναι διαθέσιµες. Η 

διεύρυνση της ζώνης σύνθλιψης (ακτίνα) είναι συνάρτηση του τύπου του εκρηκτικού και 

των ιδιοτήτων του πετρώµατος (Esen et al., 2003). 

 

 
Σχήµα 2.9: Παράµετροι που επηρεάζουν την διάδοση της ακτίνας ζώνης θρυµµατισµού  

(Esen et al., 2003) 

 

 ).,,( 0 cbc krrfr σ=                                                   (2.20) 

 

όπου ro: αρχική ακτίνα του διατρήµατος (mm), Pb: πίεσης στα τοιχώµατα (Pa) που 

υπολογίζεται από την θεωρία της µη ιδανικής ανατίναξης, K: η ακαµψία του πετρώµατος 

(Pa), σc : αντοχή µονοαξονικής θλίψης (Pa) (Esen et al., 2003).  

  Με µετρήσεις και προσδιορισµό στατικών και δυναµικών παραµέτρων του 

πετρώµατος εφαρµόζεται διαστατική ανάλυση  και προκύπτουν δυο αδιάστατοι δείκτες :   

 

c

o

r
r

=1π                                                             (2.21) 
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π =                                                         (2.22) 

 

Οι δείκτες αυτοί ονοµάζονται (czi) crushing zone index. Η σχέση µεταξύ αυτών των 

δεικτών είναι:  

 

219.0219.0 )(812.0)(231.1 czirήczi
r
r

oc
c

o == − ρ                        (2.23) 

 

Ο δείκτης (czi) φαίνεται να προσεγγίζει την δυναµική διαδικασία που γίνεται στην 

ζώνη σύνθλιψης λαµβάνοντας υπόψη την πίεση στα τοιχώµατα καθώς επίσης και τις 

ιδιότητες του πετρώµατος και την ακτίνα του διατρήµατος. 

Παρατήρηση: επειδή είναι αδύνατο ο λόγος µεταξύ της ro= αρχική ακτίνα του διατρήµατος 

και της ακτίνα της ζώνης σύνθλιψης rc να είναι µεγαλύτερος του 1, οι παραπάνω σχέσεις 

περιορίζονται για µικρές τιµές του (czi) <2.6. Αυτές οι τιµές γενικά ανταποκρίνονται σε 

πολύ µικρές πιέσεις στα τοιχώµατα που συνήθως παράγονται πάνω σε τοιχώµατα πολύ 

σκληρών πετρωµάτων από χαµηλής ενεργητικότητας εκρηκτικά (Esen et al., 2003). 

 

2.6.4.2  Μεταβατική ζώνη 

Ο χώρος γύρω από την ζώνη σύνθλιψης αποτελεί την µεταβατική ζώνη. Η ζώνη αυτή 

όπως και η προηγούµενη είναι µικρού πάχους που είναι 4-6 φορές µεγαλύτερο από εκείνο 

της ακτίνας του θαλάµου της έκρηξης. Στη ζώνη αυτή το πέτρωµα συµπεριφέρεται σαν ένα 

µη γραµµικό ελαστικό στερεό σώµα, το οποίο υπόκειται σε πολύ έντονες παραµορφώσεις. 

Νέες ρωγµές δηµιουργούνται και διαδίδονται µέσα στη ζώνη αυτή από την διέλευση του 

κρουστικού κύµατος, οι οποίες είναι µεν πολλές σε αριθµό αλλά µικρού µήκους σε 

τριχοειδής µορφή και σχεδόν ακανόνιστες σε διεύθυνση, µε κάποια επικράτηση ακτινικών 

(Τσουτρέλης, 2001). 

Γενικά η θραύση του πετρώµατος και σε αυτή τη ζώνη είναι µικρή σε έκταση, διότι η 

διάδοση µιας ρωγµής γίνεται µε ταχύτητα Vt που αντιστοιχεί µόλις στο 10-30 % της 

ταχύτητας διάδοσης cp του κρουστικού κύµατος στο πέτρωµα. Κατά συνέπεια, γρήγορα η 

αιχµή του κύµατος αλλά και ολόκληρο το κρουστικό κύµα αποµακρύνεται από την αιχµή 

της ρωγµής.  
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Πίνακας 2.3: Ταχύτητες διάδοσης ρωγµής σε διάφορα υλικά κατά την διέλευση του κρουστικού 

κύµατος εντός αυτών (Τσουτρέλης, 2001). 

Υλικό 

Ταχύτητα 

διάδοσης ρωγµής 

Vt  (m/sec) 

Ταχύτητα 

διάδοσης του ήχου 

cp (m/sec) 
p

t
c

V  

Γυαλί 1500 5180 0.289 

Ακρυλικό 400 2300 0.174 

Γρανίτης 130-230 5500-6000 0.024-0.038 

∆ιαβάσης 245 6260 0.039 

Αργιλικός 

Σχιστόλιθος 

580-670 5450-6310 0.106 

Ασβεστόλιθος 700-4000 5160-5875 0.136-0.681 

 

Ερευνητές που συγκέντρωσαν στοιχεία από διάφορες πηγές, ο λόγος 
p

t
c

V  κυµαίνεται από 

0.020 - 0.681. Στον πίνακα 2.3 δίνονται µερικές χαρακτηριστικές τιµές.  

Ένας άλλος σηµαντικός λόγος δηµιουργίας, στη ζώνη αυτή, περιορισµένου 

θρυµµατισµού είναι η εξασθένηση της έντασης του κρουστικού κύµατος καθώς 

αποµακρύνεται από το τοίχωµα του θαλάµου της έκρηξης (σχέση 2.14). Η αντοχή του 

πετρώµατος είναι ουσιαστική στη ζώνη αυτή από ότι η προηγούµενη, αλλά µέχρι το 

εξωτερικό της όριο, που επέρχεται ισορροπία µεταξύ δυναµικής αντοχής του πετρώµατος 

σε θλίψη και της ακτινικής θλιπτικής συνιστώσας τάσης του κρουστικού κύµατος. Η 

ένταση του κύµατος υπερβαίνει την δυναµική αντοχή του πετρώµατος σε θλίψη και κατά 

συνέπεια η θραύση είναι εντονότερη (Τσουτρέλης, 2001).  

 

2.6.4.3  Ελαστική ζώνη  

 Στην ελαστική ζώνη η κατάσταση που επικρατεί είναι πιο σαφής και ο µηχανισµός 

θραύσης µπορεί να ερµηνευτεί εφαρµόζοντας την θεωρία της γραµµικής ελαστικότητας. Η 

ζώνη αυτή εξ ορισµού αρχίζει από την απόσταση εκείνη από όπου η ένταση της ακτινικής 

θλιπτικής συνιστώσας του κρουστικού κύµατος είναι µικρότερη της δυναµικής αντοχής 

του πετρώµατος σε θλίψη. Η ζώνη αυτή εκτείνεται στο άπειρο αν θεωρηθεί συνεχές υλικό 

(απεριόριστο) ή αν υπάρχει διακοπή της συνέχειας του υλικού τότε µέχρι το τέλος του. 

Συνεπώς οποιαδήποτε θραύση παρατηρείται στην ζώνη αυτή θα οφείλεται στην 
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εφαπτοµενική εφελκυστική   συνιστώσα της τάσης που δηµιουργεί ο ακτινικός κρουστικός 

θλιπτικός παλµός καθώς περνάει από το πέτρωµα. 

 Συµπαγής άρρηκτος γρανίτης αστοχεί σε εφελκυσµό όταν δεχτεί ένταση της τάξης 

των 30 MPa που αντιστοιχεί σε ανηγµένη παραµόρφωση 0.1-0.2%, ενώ ένα πέτρωµα 

ρωγµατωµένο απαιτεί ένταση της τάξης του 1/4 έως του 1/10 της προηγούµενης τιµής για 

να ρωγµατωθεί περισσότερο. Ειδικότερα στο εσωτερικό τµήµα της ζώνης αυτής, το οποίο 

περιβάλλει την µεταβατική ζώνη, παρατηρείται ο σχηµατισµός περιορισµένου αριθµού 

ακτινικών ρωγµών (radial cracks) συνήθως 4-8. Οι ρωγµές αυτές οφείλονται όπως 

αναφέρθηκε πιο πριν στην εφελκυστική συνιστώσα της τάσης του κρουστικού κύµατος, 

που επιδράει περιφερειακά όπως φαίνεται στο σχήµα 2.10, και θραύει το πέτρωµα σε 

εφελκυσµό σχηµατίζοντας ακτινικές ρωγµές διότι η αντοχή του πετρώµατος σε εφελκυσµό 

είναι κατά πολύ µικρότερη από την αντοχή σε θλίψη (Τσουτρέλης, 2001). 

 

 
 

Σχήµα 2.10: Σχηµατισµός ακτινικών ρωγµών γύρω από τον θάλαµο της έκρηξης οφειλόµενες σε 

εφαπτοµενικές εφελκυστικές τάσεις του κρουστικού παλµού (Τσουτρέλης, 2001) 

 

Πειραµατικές παρατηρήσεις σε δοκίµια πετρώµατος, σκυροδέµατος και Plexiglas δείχνουν 

ότι οι ακτινικές ρωγµές αρχίζουν από το τέλος της µεταβατικής ζώνης και αποτελούν 

συνέχεια µερικών από εκείνων των µικρορωγµών της µεταβατικής ζώνης που έχουν 

ακτινικό προσανατολισµό. 

 Με την αύξηση της απόστασης από τον θάλαµο της έκρηξης και την εξασθένηση της 

έντασης του κρουστικού κύµατος, µειώνεται η εφελκυστική τάση που ασκείται 

περιφερειακά µε συνέπεια οι ακτινικές ρωγµές να µην µπορούν να αναπτυχθούν 
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περισσότερο. Συνήθως φτάνουν σε µήκος µέχρι 6-8 φορές εκείνου της διαµέτρου του 

διατρήµατος. Η ταχύτητα σχηµατισµού είναι της τάξης των 10-30% εκείνης της διάδοσης 

του κρουστικού κύµατος στο πέτρωµα και κατά συνέπεια το κρουστικό κύµα γρήγορα 

ξεπερνάει την ρωγµή και αποµακρύνεται από αυτή. Παρατηρούµε ότι η ταχύτητα αυτή του 

σχηµατισµού είναι ίδια µε την ταχύτητα σχηµατισµού των ρωγµών στην µεταβατική ζώνη 

(Τσουτρέλης, 2001). 

 Η ακτινική ρωγµάτωση θεωρείται από πρακτικής πλευράς ως η κυριότερη µορφή 

θραύσης του γύρω πετρώµατος από τον θάλαµο έκρηξης λόγω του κρουστικού κύµατος. 

Οι ακτινικές ρωγµές εξαρτώνται από (Τσουτρέλης, 2001):  

 την αύξηση της έντασης πάνω στο τοίχωµα από την αντίδραση έκρηξης 

  τη χαµηλή αντοχή σε εφελκυσµό του πετρώµατος 

  τη µικρή τιµή του συντελεστή απόσβεσης της σχέσης 2.14 

Όλοι αυτοί οι λόγοι οδηγούν σε αύξηση του αριθµού και του µήκους των ακτινικών 

ρωγµών. Το ποσό της συνολικής ενέργειας η2 της εκρηκτικής ύλης που µεταφέρεται στο 

πέτρωµα είναι (Τσουτρέλης, 2001): 

 Α) Για λόγο ζεύξης 100% 

 

2

2

2 )(
)(

1
re

re

ll
ll

n
+
−

−=                                               (2.24) 

όπου 

Dl ee ρ=                                                    (2.25) 

και  

pr cl ρ=                                                     (2.26) 

 

 Β) Για αποζευγµένη γόµωση 

Για την περίπτωση αποζευγµένης γόµωσης το ποσοστό ενέργειας που µεταφέρεται στο 

πέτρωµα µειώνεται σύµφωνα µε την σχέση 2.11.  

 Πειραµατικές µετρήσεις έδειξαν ότι αν 10 kg εκρηκτικής ύλης µε ισχύ 4.31 ΜJ/kg 

εκραγούν µέσα σε ένα διάτρηµα, θα µεταφερθεί ενέργεια στο πέτρωµα 37.06 ΜJ. Στην 

περίπτωση που η γόµωση είναι αποζευγµένη µε διάµετρο διατρήµατος 51mm και διάµετρο 

εκρηκτικού 44mm θα µεταφερθεί στο πέτρωµα ενέργεια 25.2 ΜJ. Οι δυο αυτές τιµές 

επιβεβαιώνουν τα όσα αναφέρθηκαν πιο πάνω περί έντασης πάνω στα τοιχώµατα του 

θαλάµου έκρηξης (Κατσαµπάνης, 2001). 
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2.6.5  Θραύση από ανάκλαση 

 Στην περίπτωση όπου το πέτρωµα γύρω από τον θάλαµο έκρηξης είναι απεριόριστο 

(περιπτώσεις προ-χαλάρωσης), τότε η προκαλούµενη θραύση και ρωγµάτωση του 

πετρώµατος είναι συνέπεια της δράσης του κρουστικού κύµατος και η διαδικασία 

ολοκληρώνεται µε όλα όσα έχουν ήδη αναφερθεί. Στην περίπτωση που το πέτρωµα δεν 

είναι απεριόριστο (περίπτωση βαθµίδας) γύρω από τον θάλαµο έκρηξης και υπάρχουν 

ελεύθερες επιφάνειες, τότε σε κάθε µια από αυτές εµφανίζεται µια ιδιόµορφη θραύση που 

ξεκινάει από έξω προς τα µέσα µε τις επιφάνειες θραύσης παράλληλες προς την ελεύθερη 

επιφάνεια. Η θραύση αυτή είναι γνωστή ως απολέπιση (spalling) ή θραύση κατά πλάκας 

(slabbing). Η θραύση αυτή µελετήθηκε εκτενώς από τους Duvall και Atchinson (1957) και 

θεωρούνται οι πρώτοι που διατύπωσαν την θεωρία της θραύσης του πετρώµατος από 

ανάκλαση (Τσουτρέλης, 2001). 

 Κατά την θεωρία αυτή, στην περιοχή της ελεύθερης επιφάνειας, όταν αυτή απέχει 

µικρή απόσταση από τον θάλαµο της έκρηξης, το πέτρωµα θραύεται  σε εφελκυσµό που 

είναι συνέπεια του δηµιουργούµενου από την ανάκλαση θλιπτικού κύµατος. Ο µηχανισµός 

αυτός φαίνεται στο σχήµα 2.11. Το κύµα αυτό αν και έχει µέγιστη ένταση πολύ µικρότερη 

του προσπίπτοντος θλιπτικού κύµατος πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια, είναι ικανό να 

θραύσει το πέτρωµα διότι έχει πολύ µικρότερη αντοχή σε εφελκυσµό παρά σε θλίψη 

(Τσουτρέλης, 2001). 

 

 
Σχήµα 2.11: Θραύση του πετρώµατος λόγω ανάκλασης (Τσουτρέλης, 2001) 

 
 

Σύµφωνα µε την κυµατική θεωρία, κατά την διέλευση κυµατικού παλµού από ένα 

υλικό σε ένα άλλο, µέρος του κυµατικού παλµού ανακλάται και µέρος διέρχεται στο άλλο 
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υλικό. Για την απλουστευµένη περίπτωση της κάθετης πρόσπτωσης ισχύουν οι σχέσεις 

(Τσουτρέλης, 2001): 
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όπου σ: ένταση του προσπίπτοντος κύµατος του υλικού 1, σr: ένταση του ανακλώµενου 

κύµατος στο υλικό 1, σt: ένταση του διερχόµενου κύµατος στο υλικό 2, ρ1,ρ2: πυκνότητες 

υλικών 1,2, c1,c2: ταχύτητες διάδοσης του διαµήκους ηχητικού κύµατος στα υλικά 1,2. 

Επειδή στην περίπτωση πετρώµατος (υλικό 1) και αέρα (υλικό 2) ισχύει: 

 

1122 cc ρρ pp                                                  (2.30) 

 

Το πρόσηµο της τάσης (σr) θα είναι αντίθετο µε της τάσης (σ). Αυτό σηµαίνει ότι το 

θλιπτικό κύµα που προσπίπτει σε ελεύθερη επιφάνεια, παράγει εφελκυστικό κύµα από 

ανάκλαση. Το φαινόµενο της θραύσης από ανάκλαση για την περίπτωση επίπεδου 

θλιπτικού κύµατος τριγωνικής µορφής, που καθώς προχωράει στο πέτρωµα συναντά 

ελεύθερη επιφάνεια φαίνεται στο σχήµα 2.12 (Τσουτρέλης, 2001). 
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Σχήµα 2.12: Θραύση του πετρώµατος σε παράλληλες πλάκες κατά την ανάκλαση θλιπτικού κύµατος σε 

ελεύθερη επιφάνεια (Τσουτρέλης, 2001) 

 

 Η εικόνα (α) δείχνει το θλιπτικό κρουστικό κύµα που κινείται από αριστερά προς 

δεξιά ακριβώς πριν συναντήσει την ελεύθερη επιφάνεια. 

 Η εικόνα (Β) δείχνει την κατάσταση που προκύπτει µετά από κάποιο χρονικό 

διάστηµα, όταν το εφελκυστικό κύµα που δηµιουργήθηκε έχει ένταση σt ίση µε την 

δυναµική αντοχή σε εφελκυσµό του πετρώµατος, δηλαδή: 

 

 ot T=σ                                                         (2.31) 

 

Όταν ισχύσει η παραπάνω σχέση τότε ακριβώς θραύεται παράλληλα προς την 

ελεύθερη επιφάνεια η πρώτη πλάκα, που αποµακρύνεται λόγω παγίδευσης κινητικής 

ενέργειας. Μετά την αποµάκρυνση της πρώτης πλάκας σχηµατίζεται νέα ελεύθερη 

επιφάνεια στην οποία θα ανακλαστεί το υπόλοιπο του κρουστικού παλµού.   

 Η εικόνα (γ) δείχνει ότι η ένταση που προκύπτει από το εφελκυστικό κύµα είναι 

µεγαλύτερη από την αντοχή του πετρώµατος σε εφελκυσµό, οπότε και σχηµατίζεται 

δεύτερη πλάκα παράλληλη προς την επιφάνεια, που επίσης αποµακρύνεται σύµφωνα 

µε όσα αναφέρθηκαν πιο πάνω. Η δεύτερη αυτή ελεύθερη επιφάνεια θα αποτελέσει την 
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νέα ελεύθερη επιφάνεια στην οποία θα ανακλαστεί και το υπόλοιπο τµήµα του 

θλιπτικού κύµατος που κινείται από αριστερά προς δεξιά.  

 Η εικόνα (δ) δείχνει ότι ανάλογα µε την ένταση του εφελκυστικού κύµατος που θα 

δηµιουργηθεί, είναι δυνατό να συνεχιστεί ο µηχανισµός της θραύσης από ανάκλαση ή 

να διακοπεί. Αυτό γίνεται όταν η ένταση του γίνει µικρότερη από την δυναµική αντοχή 

του πετρώµατος σε εφελκυσµό. 

Αν και περισσότερη θραύση του πετρώµατος δεν µπορεί να προκληθεί από το 

εφελκυστικό κύµα που επιστρέφει, πειραµατικές µετρήσεις δείχνουν ότι υφίσταται 

αλληλοεπίδραση µεταξύ του συστήµατος των ακτινικών ρωγµών γύρω από τον θάλαµο της 

έκρηξης και του εφελκυστικού κύµατος, η οποία εκδηλώνεται µε την παρουσία ακτινικών 

ρωγµών µεγαλύτερου µήκους προς τη διεύθυνση της ελεύθερης επιφάνειας σε σχέση προς 

τις άλλες διευθύνσεις. Αυτό φαίνεται στο σχήµα 2.13 (Τσουτρέλης, 2001). 

 

 

Σχήµα 2.13: Επέκταση του µήκους ακτινικών ρωγµών λόγω επίδρασης του εφελκυστικού κύµατος 

(Τσουτρέλης, 2001) 

 

Η εκλεκτική αυτή επέκταση οφείλεται στο εφελκυστικό κύµα χαµηλής έντασης (στο 

στάδιο αυτό), που αδυνατεί να προκαλέσει νέα ρωγµάτωση στο πέτρωµα αλλά µπορεί, 

σύµφωνα µε την θραυστοµηχανική, να επεκτείνει κατάλληλα προσανατολισµένες ρωγµές. 

Πρόσθετη θραύση του πετρώµατος λόγω εφελκυστικού κύµατος παρατηρείται όταν 

υπάρχουν τεµνόµενες ελεύθερες επιφάνειες, όπως φαίνεται στο σχήµα 2.14. Η θραύση 

οφείλεται στη συµβολή των εφελκυστικών κυµάτων που δηµιουργήθηκαν κατά την 

ανάκλαση του κρουστικού κύµατος στις επιφάνειες αυτές. 
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Σχήµα 2.14: Ρωγµάτωση του πετρώµατος από την συµβολή δυο εφελκυστικών κυµάτων κατά την 

πρόσπτωση του θλιπτικού σε δυο τεµνόµενες ελεύθερες επιφάνειες (Τσουτρέλης, 2001) 

 

Είναι ενδεχόµενο και άλλοι µηχανισµοί να συµβάλλουν στην  εκλεκτική επέκταση 

των ακτινικών ρωγµών δεδοµένου ότι το µήκος τους είναι αρκετά µεγαλύτερο από ότι 

µπορεί να δικαιολογηθεί από τους µηχανισµούς θραύσης που έχουν αναφερθεί 

προηγουµένως. Οι ρωγµές αυτές για ένα πολύ µικρό διάστηµα βρίσκονται υπό την 

επίδραση σύνθετου εντατικού πεδίου, που οφείλεται στα αέρια ψηλής πίεσης που 

δηµιουργούνται στον θάλαµο έκρηξης και στο επιστρέφων εφελκυστικό κύµα. Στην 

αλληλοεπίδραση αυτή µπορεί να αποδοθεί η εκλεκτική ανάπτυξη των ακτινικών ρωγµών 

(σε µήκος), πριν ακόµα αρχίσει η κυρίως ενέργεια των αερίων έκρηξης.  

Η δυναµική φάση της θραύσης του πετρώµατος ολοκληρώνεται µε την επιστροφή 

από την ελεύθερη επιφάνεια του κρουστικού κύµατος στο χώρο της υπονόµου που  

εξερράγη. Η διεργασία αυτή για µια ταχύτητα διάδοσης cp=4000m/sec ολοκληρώνεται σε 

χρόνο µόλις 0.5 msec/m. ∆ηλαδή απαιτούνται 2-3 msec για συνήθη φορτία (Τσουτρέλης, 

2001). 

 

 

2.7  Ωστική Φάση  
Η χηµική ενέργεια που εκλύεται κατά την χηµική αντίδραση µιας εκρηκτικής ύλης 

κατανέµεται στην ενέργεια που περιέχεται στο κρουστικό κύµα και στην ενέργεια των 
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αέριων προϊόντων, που είναι σε ψηλή πίεση. Τα αέρια αυτά είναι CO2 H2O, N2, O2 και 

έχουν µεγάλη κινητική ενέργεια. Από άποψη κινητικής υπολογίζεται ότι µόνο το 10-20% 

της συνολικής ενέργειας περιέχεται στο κρουστικό κύµα, ενώ το υπόλοιπο βρίσκεται 

συνδεδεµένο µε τα αέρια έκρηξης. Άρα είναι λογικό να αναµένεται ότι η συνεισφορά της 

ωστικής φάσης στην θραύση του πετρώµατος είναι σηµαντική (Τσουτρέλης, 2001). 

 Ο τρόπος µε τον οποίο θραύεται το πέτρωµα σε αυτή την φάση εκδηλώνεται µε την 

διεύρυνση των ήδη υφιστάµενων ρωγµών καθώς και µε την δηµιουργία νέων σε 

θεωρούµενες σχεδόν στατικές συνθήκες. Ο µηχανισµός θραύσης δεν είναι σαφής διότι η 

κατάσταση που επικρατεί στην περιοχή του θαλάµου έκρηξης αµέσως µετά την διέλευση 

του κρουστικού κύµατος, δεν παρέχει την δυνατότητα πειραµατικής µελέτης του 

µηχανισµού θραύσης υπό την πίεση των  αερίων έκρηξης. 

 Σε αντίθεση µε τα χαρακτηριστικά του κρουστικού κύµατος που µπορούν να 

µετρηθούν σε διάφορες αποστάσεις από το θάλαµο έκρηξης και µε προέκταση να 

καθοριστούν κάποιες παράµετροι γύρω από την περιοχή του θαλάµου έκρηξης, το εντατικό 

πεδίο που δηµιουργήθηκε από την πίεση των αερίων είναι µικρό σε έκταση, διότι 

µειώνεται πολύ πιο γρήγορα σε συνάρτηση µε την απόσταση συγκρινόµενο µε το 

κρουστικό. Η ανίχνευση του µε αισθητήρες πίεσης πέραν της µεταβατικής ζώνης είναι 

δυσχερής (Τσουτρέλης, 2001). 

 Οι σηµερινές γνώσεις προέρχονται κυρίως από θεωρητικούς υπολογισµούς και 

πειραµατικά δεδοµένα που δίνουν ποιοτικούς όµως χαρακτηρισµούς. Θεωρείται ότι η 

µέγιστη πίεση (pg) των αερίων της έκρηξης για πλήρη ζεύξη του εκρηκτικού µε το 

διάτρηµα είναι της τάξης του 10-20% της πίεσης έκρηξης που µεταδόθηκε στο τοίχωµα και 

σηµειώνεται σε ελάχιστο χρονικό διάστηµα µετά από την στιγµή διέλευσης του 

κρουστικού κύµατος. Οι υφιστάµενες ρωγµές (υπό πίεση τάξης µεγέθους κbar) 

επεκτείνονται µε συγκέντρωση τάσεων στην αιχµή τους και παράλληλα διευρύνονται, µε 

αποτέλεσµα οι µικρορωγµές να γίνουν µεγαλορωγµές. Η έκταση της θραύσης εξαρτάται 

(Τσουτρέλης, 2001): 

 από την πίεση των αερίων, 

 από το ικανοποιητικό µήκος της επιγόµωσης,  

 την ύπαρξη ασυνεχειών και τον προσανατολισµό τους, που µπορεί να είναι τέτοιος 

ώστε να διοχετευτούν από µέσα τους, τα αέρια έκρηξης και να µειωθεί η απόδοση τους 

για την παραγωγή ωφέλιµου έργου.  
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2.7.1  Συνθήκες στατικής εντατικής κατάστασης (χωρίς παρουσία ακτινικών ρωγµών) 

 Στην απλούστερη αλλά όχι συνήθη περίπτωση, γίνεται δεκτό ότι το πέτρωµα που 

βρίσκεται γύρω από το θάλαµο έκρηξης ακτίνας (α) δεν είναι ρωγµατωµένο. Ο θάλαµος 

είναι υπό στατική πίεση. Τότε η εντατική κατάσταση που επικρατεί σε οποιοδήποτε 

σηµείο, σε απόσταση (r) από το κέντρο του διατρήµατος, δίνεται από τις γνωστές σχέσεις 

του Kirsch (Brady και Brown, 1994).  

 

2

2

r
apgrr =σ    (ακτινική)                                            (2.32) 

 

 2

2

r
apg−=θθσ    (εφαπτοµενική)                                    (2.33) 

 

0=θσ r       (διατµητική)                                         (2.34) 

 

Οι οποίες σχέσεις όταν r = α (επί του συνόρου του θαλάµου έκρηξης) απλοποιούνται: 

 

grr p=σ                                                       (2.35) 

 

gp−=θθσ                                                      (2.36) 

 

 

Σχήµα 2.15: Συνθήκες στατικής εντατικής κατάστασης γύρω από διάτρηµα µε εσωτερική πίεση (pg) χωρίς 

ακτινικές ρωγµές (Brady και Brown, 1994) 
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Σε αυτή την περίπτωση, η θραύση του πετρώµατος είναι συνέπεια της πίεσης των αερίων 

της έκρηξης µόνο όταν οι τάσεις που δρουν στην επιφάνεια του πετρώµατος σrr και  σθθ 

υπερβούν τις αντίστοιχες αντοχές του πετρώµατος. 

 

2.7.2  Συνθήκες στατικής εντατικής κατάστασης (παρουσία ακτινικών ρωγµών) 

 Αυτή είναι η πιο συνήθης περίπτωση, κατά την οποία γύρω από τον θάλαµο έκρηξης 

έχουν σχηµατιστεί ακτινικές ρωγµές από την διέλευση του κρουστικού παλµού που 

προηγείται, τότε είναι δυνατό να διακριθούν δυο υποπεριπτώσεις. Στην πρώτη περίπτωση, 

γίνεται δεκτό ότι τα αέρια της έκρηξης δεν έχουν ακόµη εισχωρήσει µέσα στις ρωγµές. 

Στην δεύτερη περίπτωση, γίνεται δεκτό ότι έχουν εισχωρήσει και ασκούν εσωτερική πίεση 

στις παρειές της ρωγµής (Brady και Brown, 1994).   

 Στην πρώτη υποπερίπτωση, αφού δεν έχουν εισχωρήσει τα αέρια, δεν µπορεί να 

ασκούνται εφαπτοµενικές εφελκυστικές τάσεις στη ζώνη ρωγµάτωσης. Σε οποιοδήποτε 

σηµείο εντός της ζώνης αυτής, ακτίνας (rc), η εντατική κατάσταση σε τυχαίο σηµείο 

προσδιορίζεται από τις σχέσεις: 

 

2

2

r
apgrr =σ                                                           (2.37) 

 

0=θθσ                      για               ar ≥              (2.38) 

 

στη εξωτερική περίµετρο της ζώνης αυτής θα ισχύει: 

 

c
grr r
ap=σ                                                           (2.39) 

 

c
g r
ap−=θθσ                                                         (2.40) 
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Σχήµα 2.16: Συνθήκες στατικής εντατικής κατάστασης γύρω από διάτρηµα µε εσωτερική πίεση (pg) 

 µε ακτινικές ρωγµές (Brady και Brown, 1994) 

 

Οι παραπάνω σχέσεις 2.37-2.40 δείχνουν ότι οι ακτινικές ρωγµές γύρω από ένα διάτρηµα, 

µπορούν να επεκταθούν όταν η εντατική κατάσταση στο όριο της ζώνης ρωγµάτωσης 

ικανοποιεί το κριτήριο αστοχίας του πετρώµατος (Brady και Brown, 1994).  

 Στην δεύτερη υποπερίπτωση θεωρώντας ότι ο όγκος των ρωγµών είναι αµελητέος, η 

εντατική κατάσταση στο όριο της ζώνης ρωγµάτωσης δίνεται από τις σχέσεις: 

 

grr p=σ                                                         (2.41) 

 

gp−=θθσ                                                       (2.42)  

 

 Η πραγµατική εικόνα φαίνεται να είναι µεταξύ των δυο υποπεριπτώσεων, οι οποίες 

δίδονται από τις σχέσεις 2.40-2.42. Η παρουσία περιφερειακών εφελκυστικών τάσεων 

γύρω από το διάτρηµα παρέχει ένα ικανοποιητικό περιβάλλον για την επέκταση των ήδη 

υφιστάµενων ρωγµών. Ειδικά για την επέκταση των υφιστάµενων ακτινικών ρωγµών που 

δηµιουργήθηκαν από την διέλευση του κρουστικού κύµατος, έχουν διατυπωθεί πολλές 

θεωρίες. Μερικές από αυτές είναι (Brady και Brown, 1994): 

 Οι ρωγµές που είναι ευνοϊκά προσανατολισµένες, επεκτείνονται και ανάλογα µε το 

φορτίο µπορεί να φτάσουν µέχρι την ελεύθερη επιφάνεια. Οι συνθήκες αυτές 

προϋποθέτουν υψηλές πιέσεις από τα αέρια έκρηξης και η ανατίναξη να είναι 
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επιφανειακή-Βαθµίδας. Η ρωγµάτωση του πετρώµατος προς την ελεύθερη επιφάνεια 

γίνεται µε ρυθµό 3 msec ανά µέτρο φορτίου 

 Η απαιτούµενη ελάχιστη πίεση αερίων (κρίσιµη πίεση) για την επέκταση ρωγµών 

δεδοµένου µήκους, αυξάνει µε τον αριθµό των διατεταγµένων ρωγµών γύρω από τον 

θάλαµο έκρηξης. Η ελάχιστη πίεση αντιστοιχεί στην περίπτωση δυο ρωγµών 

αντιδιαµετρικά τοποθετηµένες, ενώ για την επέκταση µιας ρωγµής απαιτείται πίεση 

όση για τέσσερις ρωγµές συµµετρικά διατεταγµένες. Το µήκος της ρωγµής επηρεάζει 

επίσης την κρίσιµη πίεση στην περίπτωση ρωγµών µικρότερου µήκους από εκείνο της 

διαµέτρου του θαλάµου έκρηξης. Στην περίπτωση αυτή η κρίσιµη πίεση αυξάνει 

σηµαντικά καθώς µειώνεται το µήκος της ρωγµής, ενώ για ρωγµές µε µεγαλύτερο 

µήκος από εκείνο της διαµέτρου του θαλάµου εκρήξεως δεν παρατηρείται µεταβολή 

της κρίσιµης πίεσης.  

 Ο συσχετισµός της κρίσιµης πίεσης µε τον αριθµό και το µήκος των ακτινικών 

ρωγµών οδηγεί στο συµπέρασµα ότι για να επιτευχθεί η µέγιστη δυνατή επέκταση των 

ρωγµών υπό την πίεση των αερίων έκρηξης, πρέπει οι ρωγµές να είναι λίγες και αραιά 

διατεταγµένες µεταξύ τους, αλλά και να έχουν µεγάλο µήκος. Συνεπώς οι ζώνες 

θρυµµατισµού και η µεταβατική που έχουν πυκνές και µικρού µήκους ρωγµές, αποτελούν 

εµπόδιο για την επέκταση των ρωγµών µε την πίεση των αερίων. Από αυτό το λόγο 

προήλθε και η άποψη ότι, όταν γίνεται χρήση πολύ διαρρηκτικών εκρηκτικών, η θραύση 

οφείλεται κυρίως στο κρουστικό κύµα και η συνεισφορά της πίεσης των αερίων της 

έκρηξης είναι περιορισµένη (Τσουτρέλης, 2001). 

 Από πλευράς χρονικής διάρκειας, η κρουστική και η ωστική φάση θραύσης 

σηµειώνεται σε 2-3 msec από την στιγµή της έναυσης, όπου τα τοιχώµατα του θαλάµου 

δέχονται την ισχυρή κρούση από τα µόρια των προϊόντων της έκρηξης. Από το ισχυρό 

αυτό δυναµικό πεδίο και εντός 3-4 msec το πέτρωµα ρωγµατώνεται από το θάλαµο µέχρι 

την ελεύθερη επιφάνεια. Η άσκηση της πίεσης από τα αέρια πίεσης διαρκεί για διάστηµα 

20-30 msec ενώ στη συνέχεια διαφεύγουν από την επιγόµωση και τις ρωγµές. Τέλος άλλα 

60-80 msec διαρκεί το υπόλοιπο της θραύσης και µετακίνησης του πετρώµατος από την 

φυσική του θέση. Στην περίπτωση ταυτόχρονης έκρηξης µιας σειράς υπονόµων, η 

συνολική χρονική διάρκεια για την ολοκλήρωση της θραύσης µειώνεται κατά 10-30 msec 

λόγω αλληλεπίδρασης µεταξύ των υπονόµων. 
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2.7.3  Περίπτωση ανισότροπου πετρώµατος 

Η προηγούµενη περιγραφή του τρόπου θραύσης του πετρώµατος λόγω πίεσης από τα 

αέρια της έκρηξης, αναφέρεται σε περίπτωση ιδανικού πετρώµατος, στο οποίο 

απουσιάζουν κάθε µορφής ασυνέχειες που προσδίδουν στο πέτρωµα ανισοτροπία. Οι 

ασυνέχειες αυτές ανάλογα µε τα χαρακτηριστικά τους και τον προσανατολισµό τους σε 

σχέση µε το διάτρηµα επηρεάζουν τη ρωγµάτωση του πετρώµατος ως εξής (Τσουτρέλης, 

2001): 

 Εάν οι ασυνέχειες είναι µεγάλες και τέµνουν κάθετα ή υπό γωνία το διάτρηµα, θα 

προκαλέσουν διαρροή των αερίων προς την κατεύθυνση τους µε αποτέλεσµα την 

διεύρυνση τους αλλά και τη µείωση της ενέργειας για την θραύση του πετρώµατος. 

 Οριζόντιες ή σχεδόν οριζόντιες ασυνέχειες µε τα παραπάνω χαρακτηριστικά είναι 

συνήθως υπεύθυνες για την εκτόξευση θραυσµάτων του πετρώµατος σε µεγάλες 

αποστάσεις. 

 Μεγάλες ασυνέχειες παράλληλες προς τον άξονα του διατρήµατος µπορεί να 

προκαλέσουν ανάκλαση του κρουστικού κύµατος στην επιφάνεια τους πριν αυτό 

φτάσει στην ελεύθερη επιφάνεια. Τέτοια εσωτερική ανάκλαση προκαλεί εντονότερο 

θρυµµατισµό κοντά στο διάτρηµα και λιγότερο στη περιοχή της ελεύθερης επιφάνειας. 

Οι ακτινικές ρωγµές διακόπτονται απότοµα από τις ασυνέχειες . 

 Λεπτές ασυνέχειες που είναι παράλληλες  προς τον άξονα του διατρήµατος, είναι 

δυνατό να προκαλέσουν εσωτερικές ανακλάσεις του κρουστικού κύµατος αλλά απλά 

να διευρυνθούν από το επιστρέφων εφελκυστικό κύµα. Στην περίπτωση αυτή 

εµποδίζεται η επίδραση του εφελκυστικού κύµατος πάνω στις ακτινικές ρωγµές µε 

αποτέλεσµα να µην ολοκληρώνεται η θραύση του πετρώµατος. 

 

 

2.8  Επιλογή της Εκρηκτικής Ύλης 

Για να επιτευχθούν ικανοποιητικά αποτελέσµατα σε µια ανατίναξη είναι απαραίτητη 

η κατάλληλη επιλογή του εκρηκτικού, η οποία επιλογή βασίζεται (Brady και Brown, 

1994): 

 στις ιδιότητες του πετρώµατος 

 στα επιδιωκόµενα αποτελέσµατα από µια ανατίναξη 

 τις συνθήκες του χώρου ανατίναξης 
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Ανάλογα µε τα στοιχεία αυτά επιλέγεται το εκρηκτικό από το ευρύ φάσµα των εµπορικών 

εκρηκτικών που υπάρχει στο εµπόριο. Η συµπεριφορά του πετρώµατος κατά την διάρκεια 

µιας ανατίναξης εξαρτάται από τα χαρακτηριστικά του εκρηκτικού αλλά και από τα 

χαρακτηριστικά του ιδίου του πετρώµατος. Τα χαρακτηριστικά της εκρηκτικής ύλης 

εκφράζονται συνήθως από την ισχύ, που αποτελεί και το µέτρο της ικανότητας της να 

παράγει ωφέλιµο έργο στο περιβάλλον πέτρωµα. Η ισχύς αυτή προέρχεται από την 

κρουστική φάση, όσο και από την ακολουθούσα ωστική φάση της έκρηξης.  

Ο όρος θραυστικότητα (brissance) χρησιµοποιείται για να περιγράψει την 

δυνατότητα του εκρηκτικού να ρωγµατώσει το πέτρωµα. Η θραυστικότητα εξαρτάται από 

την πίεση έκρηξης, που µε την σειρά της  είναι συνάρτηση της ταχύτητας έκρηξης και της 

πυκνότητας της εκρηκτικής ύλης. Εκρηκτικές ύλες µε ταχύτητες έκρηξης µεγαλύτερες ή 

της τάξης των 5000m/sec θεωρούνται υψηλής θραυστικότητας, ενώ µικρότερες των 

2.500m/sec ως χαµηλής θραυστικότητας (Brady και Brown, 1994): 

Ένας εµπειρικός συσχετισµός επιλογής της κατάλληλης εκρηκτικής ύλης για διάφορα 

πετρώµατα µε κριτήρια της αντοχή τους σε µονοαξονική θλίψη και την πυκνότητα των 

ασυνεχειών τους , που εκφράζεται µε την µέση απόσταση µεταξύ των ασυνεχειών δίδεται 

από το σχήµα 2.17. 

 

 
Σχήµα 2.17: Εµπειρικός συσχετισµός εκρηκτικής ύλης και ιδιοτήτων του πετρώµατος 

(Brady και Brown, 1994) 
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Από το σχήµα 2.17 παρατηρείται ότι το ANFO καλύπτει πετρώµατα µε ευρύτατο 

φάσµα ιδιοτήτων. Ο λόγος αυτός εξηγεί γιατί το ANFO καλύπτει το 75-85% των συνολικά 

καταναλισκόµενων εκρηκτικών υλών. 

 

 

2.9 Επίδραση των Χαρακτηριστικών του Πετρώµατος στην Ανατίναξη 
Η εξόρυξη του πετρώµατος µε εκρηκτικές ύλες επηρεάζεται από ένα ευρύ φάσµα 

ιδιοτήτων του πετρώµατος, των οποίων η ποσοτική επίδραση δεν µπορεί να αποδοθεί µε 

σαφήνεια σε όλες τις περιπτώσεις. Καµία από τις γνωστές γεωµηχανικές ταξινοµήσεις της 

µάζας δεν µπορεί να προβλέψει ικανοποιητικά την συµπεριφορά του πετρώµατος σε 

συνθήκες ανατίναξης (Τσουτρέλης, 2001). Οι κυριότερες ιδιότητες του πετρώµατος που 

επηρεάζουν την εξορυξιµότητα µε εκρηκτικές ύλες είναι: (Α) η αντοχή, (Β) οι ελαστικές 

ιδιότητες (Γ) η ταχύτητα διάδοσης του ηχητικού κύµατος στο πέτρωµα, (∆) το πορώδες, 

(Ε) η ορυκτολογική του σύνθεση και το µέγεθος του κόκκου, (Στ) το επιτόπου εντατικό 

πεδίο και (Η) η γεωλογική δοµή (ασυνέχειες). Στη συνέχεια αναπτύσσονται οι πιο βασικές 

από τις προαναφερθέντες. 

 

2.9.1 Αντοχή 

Η αντοχή του πετρώµατος είναι και το βασικότερο κριτήριο για την επιλογή της 

εκρηκτικής ύλης αλλά και τον καθορισµό της ειδικής κατανάλωσης της. Για την ίδια ειδική 

κατανάλωση εκρηκτικής ύλης, ένα πέτρωµα υψηλής αντοχής σε θλίψη θα δώσει 

φτωχότερο θρυµµατισµό σε σύγκριση µε ένα πέτρωµα µικρότερης αντοχής. Η αντοχή σε 

µονοαξονική θλίψη (σc) µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως κριτήριο ευκολίας δηµιουργίας νέων 

ρωγµών στο πέτρωµα. Στο πίνακα 2.4 δίδεται η σχέση µεταξύ µιας κλίµακας, η οποία 

κάνει µια κατάταξη για διάφορα πετρώµατα ανάλογα µε την αντοχή τους, σε κατηγορίες 

και της απαιτούµενης ειδικής κατανάλωσης της εκρηκτικής ύλης για να επιτευχθεί σε όλες  

τις περιπτώσεις ο ίδιος ικανοποιητικός θρυµµατισµός (Τσουτρέλης, 2001).  
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Πίνακας 2.4: Σχέση µεταξύ αντοχής του πετρώµατος και της ειδικής κατανάλωσης  

(Τσουτρέλης, 2001) 

Πέτρωµα Κατηγορία πετρώµατος 

ανάλογα µε την αντοχή του 

Ειδική κατανάλωση 

εκρηκτικού (Kg/m3) 

Άργιλος, χαλικοπαγή και 

κροκαλοπαγή 

ΙΙΙ-ΙV 0.3-0.5 

Μαργα, λιγνίτης, γύψος, 

λιθάνθρακας, τόφφοι, 

κίσσηρης 

V-VI 0.35-0.55 

Ψαµµίτες, κροκαλοπαγή, 

αργιλικοί ασβεστόλιθοι, 

ανυδρίτης, αργιλικός 

σχιστόλιθος 

VII-VIII 0.45-0.6 

Γρανίτης, γνεύσιος, 

σερπεντινίτης, δολοµίτης, 

µάρµαρα. 

IX-X 0.6-0.7 

Γρανίτης, γνεύσιος, 

ανδεσίτης, βασάλτης, 

τραχείτης 

XI-XII 0.7-0.75 

Σκληρός γνεύσιος, 

πορφυρίτης, τραχείτης, 

χαλαζίτης, διορίτης 

XIII-XIV 0.85 

Ανδεσίτης, βασάλτης, 

γάββρος, διαβάσης 

XV-XVI 0.9 

 

Ένα πρόβληµα που προκύπτει σε περιπτώσεις εξόρυξης µε την χρήση εκρηκτικών 

είναι η αβεβαιότητα προσδιορισµού των µηχανικών χαρακτηριστικών της συµπεριφοράς 

του πετρώµατος, όταν αυτό υποβάλλεται σε εξαιρετικά υψηλούς ρυθµούς φόρτισης, όπως 

συµβαίνει µετά την πρόσκρουση του εκρηκτικού κύµατος πάνω στο πέτρωµα για πολύ 

µικρό χρονικό διάστηµα της τάξης του 1msec. Σε συνθήκες απότοµης φόρτισης για βραχύ 

χρονικό διάστηµα, η δυναµική αντοχή του πετρώµατος σε θραύση αυξάνεται από 5-13 

φορές σε σχέση µε την αντίστοιχη αντοχή σε στατική αντοχή. Αν γίνει αποδεκτό ότι γύρω 
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από το διάτρηµα, το πέτρωµα υπό την επίδραση του τασικού πεδίου που προκαλείται από 

το κρουστικό κύµα, θραύεται κυρίως σε θλίψη και έτσι προκύπτει ότι η ένταση του 

κύµατος που θα µεταφερθεί στο πέτρωµα δεν πρέπει να είναι πολύ µεγαλύτερη από την 

δυναµική αντοχή του πετρώµατος σε θλίψη για να αποφευχθεί η απορρόφηση µεγάλου 

µέρους της ενέργειας για την πραγµατοποίηση ωφέλιµού έργου σε κονιοποίηση του 

πετρώµατος (Τσουτρέλης, 2001).  

Αν θεωρηθεί δεδοµένο ότι σηµαντικό µέρος της θραύσης του πετρώµατος οφείλεται 

στην υποβολή του σε εφελκυστικές δυναµικές τάσεις (θραύση από ανάκλαση και 

σχηµατισµός ακτινικών ρωγµών), δεν πρέπει να αγνοείται η δυναµική αντοχή του 

πετρώµατος σε εφελκυσµό που είναι κατά πολλές φορές µικρότερη της αντίστοιχης 

αντοχής του σε θλίψη. Για τον λόγο αυτό η σηµασία της θραύσης και ρωγµάτωσης του 

πετρώµατος από εφελκυσµό είναι µεγαλύτερη στα πετρώµατα που έχουν υψηλές τιµές 

αντοχής σε σύγκριση µε µαλακότερα πετρώµατα, τα οποία προκαλούν µεγαλύτερη 

απόσβεση του κρουστικού κύµατος. Πετρώµατα µε χαµηλή αντοχή σε εφελκυσµό είναι πιο 

επιρρεπή στην ανάπτυξη ακτινικών ρωγµών γύρω από τον θάλαµο της έκρηξης 

(Τσουτρέλης, 2001). 

 

2.9.2 Ελαστικές ιδιότητες του πετρώµατος 

 Το µέτρο ελαστικότητας συνδέεται µε την ακαµψία του πετρώµατος και την 

ανθεκτικότητα του σε εξωτερικές επιδράσεις. Πετρώµατα µε υψηλές τιµές µέτρου 

ελαστικότητας απαιτούν ισχυρή κρουστική φάση για να επιτευχθεί επιθυµητός 

θρυµµατισµός και πίεση αερίων έκρηξης µικρότερη του 5% του µέτρου ελαστικότητας για 

να µην απωλεσθεί µεγάλο ποσοστό ενέργειας γύρω από τον θάλαµο έκρηξης. Ο λόγος 

Poisson στα πετρώµατα κυµαίνεται από 0.15-0.4. Καθώς µειώνεται ο λόγος αυτός, 

µειώνεται και η ψαθυρότητα του πετρώµατος. Ο θρυµµατισµός βελτιώνεται µε εκρηκτικά 

υψηλής ταχύτητας και πίεσης έκρηξης. Πετρώµατα που έχουν χαµηλή αντοχή σε θλίψη 

χαρακτηρίζονται συνήθως από κάποια πλαστική συµπεριφορά, η οποία απορροφά 

ταχύτερα το κρουστικό κύµα σε σύγκριση µε τα ψαθυρά πετρώµατα µε αποτέλεσµα να 

προκαλείται πολύ περιορισµένη θραύση λόγω ανάκλασης και κακός θρυµµατισµός. Σε 

τέτοιες περιπτώσεις γίνεται χρήση εκρηκτικών µε σηµαντική ωστική ενέργεια 

(Τσουτρέλης, 2001). 
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2.9.3 Ταχύτητα διάδοσης του ηχητικού κύµατος στο πέτρωµα 

 Η ταχύτητα διάδοσης του ηχητικού κύµατος στο πέτρωµα αντιστοιχεί προς την 

ταχύτητα διάδοσης του κρουστικού κύµατος στη µάζα του πετρώµατος. Στο σχήµα 2.18 

φαίνονται τιµές για διάφορα πετρώµατα και εδάφη. 

 

 

Σχήµα 2.18: Ταχύτητα διάδοσης ηχητικού κύµατος σε διάφορα πετρώµατα και εδάφη  

(Τσουτρέλης, 2001) 

 

Τα χαρακτηριστικά του πετρώµατος όπως ο βαθµός ρωγµάτωσης του, το πορώδες 

του, η διαπερατότητα του και η περιεκτικότητα του σε νερό επηρεάζουν τον ρυθµό 

απόσβεσης του κρουστικού κύµατος. Πετρώµατα µε υψηλή ταχύτητα διάδοσης του 

ηχητικού κύµατος απαιτούν εκρηκτικές ύλες µε µεγάλες ταχύτητες έκρηξης. Αν εξετασθεί 

από πλευρά µεταφοράς ενέργειας στο πέτρωµα, κατά την κρουστική φάση θεωρείται ότι 

επιτυγχάνεται ικανοποιητική απόδοση όταν εξασφαλίζεται σχετική συµβατότητα µεταξύ 

εκρηκτικής ύλης και πετρώµατος (Τσουτρέλης, 2001). 

 

2.9.4 Πορώδες 

 Το πορώδες του πετρώµατος επηρεάζει την απόδοση της ανατίναξης. Πετρώµατα µε 

υψηλό πορώδες απορροφούν γρήγορα µεγάλο µέρος της εκρηκτικής ενέργειας γύρω από 

τον θάλαµο της έκρηξη προκαλώντας έντονη περιφερειακή ρωγµάτωση µε αποτέλεσµα να 

παραχθούν λεπτά θραύσµατα και να αναλωθεί σηµαντική ενέργεια. Για την αντιµετώπιση 

τέτοιων προβληµάτων επιλέγονται εκρηκτικές ύλες που περιέχουν σηµαντικό ποσοστό της 

ενέργειας τους στην ωστική φάση και µε συνδυασµό καλής επιγόµωσης και κατάλληλο 

φορτίο για να µην απελευθερωθούν τα αέρια της έκρηξης, επιτυγχάνεται αποδοτική 
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ανατίναξη. Τέλος αξίζει να αναφερθεί ότι πορώδη πετρώµατα µε γεµάτους τους πόρους 

τους νερό, θραύονται ευκολότερα (Τσουτρέλης, 2001). 

 

2.9.5 Εντατικό πεδίο περιβάλλοντος χώρου 

 Στην ειδική περίπτωση όπου το φυσικό εντατικό πεδίο γύρω από ένα διάτρηµα δεν 

είναι το ίδιο, η ανάπτυξη των ακτινικών ρωγµών δεν είναι συµµετρική. Οι ρωγµές που 

βρίσκονται στην κατεύθυνση της µεγαλύτερης κύριας τάσης τείνουν να αναπτυχθούν 

παράλληλα προς αυτή και έχουν πάντοτε µεγαλύτερο µήκος. Στο σχήµα 2.19 φαίνεται η 

εκλεκτική αυτή ανάπτυξη των ακτινικών ρωγµών σε µια ανατίναξη προς την διεύθυνση 

ενέργειας της µεγαλύτερης κύριας τάσης σ1 (Hoek και Brown, 1982). 

 

 
Σχήµα 2.19: εκλεκτική ανάπτυξη ακτινικών ρωγµών κατά την διεύθυνση της µέγιστης κύριας τάσης 

(Τσουτρέλης, 2001) 

 

 Συνεπώς η διεύθυνση της µέγιστης κύριας τάσης στον χώρο της ανατίναξης 

επηρεάζει την γεωµετρία των ακτινικών ρωγµών γύρω από τον υπόνοµο και κατά συνέπεια 

την περίπτωση εφαρµογής µεθόδων ελεγχόµενης ανατίναξης. 

 

2.9.6 Ασυνέχειες 

 Τα δοµικά χαρακτηριστικά του πετρώµατος αναφέρονται συνήθως ως ασυνέχειες και 

υπάρχουν πάντοτε στα πετρώµατα σε µάκρο ή µίκρο µέγεθος. Η ύπαρξη των ασυνεχειών 

επηρεάζει θετικά την εξορυξιµότητα στις ανατινάξεις όταν έχουν ευνοϊκό προσανατολισµό 
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σε σχέση µε το κρουστικό κύµα και τον τρόπο δράσης των αερίων της έκρηξης. Οι 

ασυνέχειες επηρεάζουν όµως και αρνητικά την εξορυξιµότητα όταν αυτές δεν έχουν 

ευνοϊκή διεύθυνση. Η επίδραση αυτή πρέπει να αναζητείται και να ερµηνεύεται µε βάση 

τον µηχανισµό θραύσης του πετρώµατος µε χρήση διαρρηκτικών εκρηκτικών υλών. Οι 

ασυνέχειες χωρίζονται σε διάφορες περιπτώσεις, όµως δεν κρίνεται σκόπιµο να 

εξεταστούν λεπτοµερώς. 

 

 

2.10 Μέθοδοι Ελεγχόµενης Ανατίναξης 
Οι µέθοδοι της ελεγχόµενης ανατίναξης χρησιµοποιούνται εκτεταµένα σε επιφανειακά 

και υπόγεια έργα όπως φράγµατα, σήραγγες, διαµόρφωση υψηλών πρανών, διάνοιξη 

θεµελίων και µεταλλευτικών προσπελάσεων. Σκοπός της ελεγχόµενης ανατίναξης είναι η 

µείωση της υπερθραύσης αλλά και της ρωγµάτωσης του πετρώµατος γύρω από την 

περίµετρο µιας εκσκαφής. Χαρακτηριστικά όπως φαίνεται στο σχήµα 2.20, οι µηχανικές 

ιδιότητες του περιβάλλοντος πετρώµατος γύρω από µια σήραγγα αλλοιώνονται σαν 

συνέπεια µιας υπόγειας ανατίναξης (Τσουτρέλης, 2001).  

 

 
Σχήµα 2.20: Αλλοίωση των µηχανικών αντοχών του πετρώµατος κατά την διάρκεια µιας υπόγειας 

ανατίναξης (Τσουτρέλης, 2001) 

 

Με τις µεθόδους ελεγχόµενης ανατίναξης είναι δυνατόν να αποφευχθεί εκτεταµένη 

ρωγµάτωση σε περιµετρικές εκσκαφές. Ένα τέτοιο παράδειγµα φαίνεται στο σχήµα 2.21 

Σαρρής Ερνέστος- ∆ιπλωµατική Εργασία 46



Κεφάλαιο 2                                                                                      Μηχανική των Εκρήξεων 

όπου είναι εµφανής η ζηµιά που µπορεί να προκαλέσει µια υπόγεια ανατίναξη στο 

περιβάλλον πέτρωµα, αλλά και η επιθυµητή συνέπεια από µια ελεγχόµενη ανατίναξη. 

 

 
Σχήµα 2.21: Σύγκριση της έκτασης ρωγµάτωσης του περιβάλλοντος πετρώµατος µε συµβατική 

τεχνική ανατίναξης (α) και ελεγχόµενης (β) (Τσουτρέλης, 2001) 

 

Πρέπει να τονιστεί ιδιαίτερα η συµβολή των µεθόδων ελεγχόµενης ανατίναξης σε 

κατοικηµένες περιοχές, όπου αντιµετωπίζεται επιτυχώς το πρόβληµα της µείωσης των 

δονήσεων που παράγονται από ανατινάξεις. Η ανάπτυξη των µεθόδων ελεγχόµενης 

ανατίναξης δεν κρίνεται σκόπιµο να πραγµατοποιηθεί. Θα δοθεί όµως ιδιαίτερη έµφαση 

στο θεωρητικό υπόβαθρο του µηχανισµού µιας ελεγχόµενης ανατίναξης. Απλά αναφέρεται 

ότι στη διεθνή βιβλιογραφία διακρίνονται πέντε µεθόδοι ελεγχόµενης ανατίναξης (Jimeno 

et al., 1995): 

 Μέθοδος πρότµησης 

 Μέθοδος απαλής ανατίναξης 

 Μέθοδος ελαφρού φορτίου 

 Μέθοδος πυκνής διάτρησης και 

 Μέθοδος λείων τοιχωµάτων. 

 

 

2.11 Μηχανισµός Ελεγχόµενης Ανατίναξης 
 Όταν µια υπόνοµος εκραγεί τότε, σύµφωνα µε όλα όσα αναφέρθηκαν, δηµιουργείται 

γύρω από το διάτρηµα ένα ισχυρό δυναµικό εντατικό πεδίο, το οποίο προκαλεί έντονο 
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κατακερµατισµό του πετρώµατος µέχρι κονιοποίησης του σε µια µικρού πάχους ζώνη. Οι 

µεγάλες ρωγµές που σχηµατίζονται πέραν από την ζώνη αυτή οφείλονται στην δράση της 

εφελκυστικής συνιστώσας τάσης του θλιπτικού κρουστικού κύµατος (Jimeno et al., 1995). 

Για να ερµηνευτεί ο τρόπος θραύσης του πετρώµατος σε συγκεκριµένη διεύθυνση 

έχει προταθεί το µοντέλο θραύσης του σχήµατος 2.22. Σύµφωνα µε το µοντέλο αυτό, όταν 

δυο παράπλευρα διατρήµατα ευρισκόµενα σε µικρή απόσταση µεταξύ τους εκραγούν 

ταυτόχρονα τότε, στο µέσο της ευθείας γραµµής που τα συνδέει, επέρχεται συνάντηση των 

δυο κρουστικών κυµάτων µε αποτέλεσµα να δηµιουργείται κάθετα προς αυτά µια 

εφελκυστική τάση που προκαλεί την θραύση του πετρώµατος (Jimeno et al., 1995). 

 

 
Σχήµα 2.22: Θραύση του πετρώµατος µεταξύ δυο διατρηµάτων στην περίπτωση ελεγχόµενης 

ανατίναξης (Jimeno et al., 1995) 
 

 Μετά την κρουστική φάση της έκρηξης, ακολουθεί η ωστική φάση στην οποία τα 

µόρια των προϊόντων της αντίδρασης διατηρούν ακόµη σηµαντική κινητική ενέργεια, 

διεισδύουν στην ρωγµή που δηµιουργήθηκε µεταξύ των δυο διατρηµάτων και την 

επεκτείνουν µε αποτέλεσµα να δηµιουργηθεί το επίπεδο κοπής µεταξύ των δυο υπονόµων. 
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Από τα προαναφερθέντα προκύπτει η ανάγκη κατάλληλης επιγόµωσης για αποφυγή 

ταχείας διαφυγής των αερίων έκρηξης στην ατµόσφαιρα. 

 Αν γίνει δεκτό ότι ο σχηµατισµός του επιπέδου πρότµησης οφείλεται σε θραύση από 

εφελκυσµό, η στατική λύση του προβλήµατος η οποία σύµφωνα µε την θεωρία των 

παχέων κυλίνδρων, προκύπτει ότι η εφελκυστική τάση σt που δηµιουργείται σε απόσταση r 

από το κέντρο κυλίνδρου ακτίνας rh ευρισκόµενου υπό πίεση p δίδεται από την σχέση:  

 
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=
r
r

p h
tσ                                                         (2.43) 

 

Η ολική εφελκυστική δύναµη Fr, που αναπτύσσεται κατά µήκος της απόστασης S µεταξύ 

των δυο υπονόµων ανά µονάδα µήκους του διατρήµατος είναι: 
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Επειδή η δύναµη που αναπτύσσεται και από την άλλη υπόνοµο είναι ίδια, η συνολική 

δύναµη που ασκείται κατά µήκος της απόστασης µεταξύ των δυο υπονόµων Ft θα είναι: 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
S
r

prF h
ht

1
2                                                      (2.45) 

 

παραλείποντας τον όρο (rh / S) που στην πράξη κυµαίνεται µεταξύ 1/25 και 1/30 

προκύπτει: 

 

ht prF 2=                                                           (2.46) 

 

Η δύναµη που ανθίσταται στην θραύση του πετρώµατος ανά µονάδα µήκους του 

διατρήµατος είναι: 

 

).2( htr rSF −= σ                                                   (2.47) 
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εξισώνοντας την 2.46 και 2.47 προκύπτει η θραύση του πετρώµατος κατά την επιθυµητή 

διεύθυνση η οποία είναι: 

 

t

t
h
p

rS
σ
σ+

= 2                                                         (2.48) 

 

Η σχέση 2.48 παρέχει την βασική παράµετρο για τον σχεδιασµό µιας ελεγχόµενης 

ανατίναξης. Προϋπόθεση εφαρµογής της σχέσης για την επίτευξη επιθυµητών 

αποτελεσµάτων είναι η τάση (MPa) ή πίεση p να µην ξεπερνάει την αντοχή του 

πετρώµατος σε θλίψη (MPa) ώστε να περιοριστεί ο σχηµατισµός της ζώνης της έντονης 

ρωγµάτωσης γύρω από το πέτρωµα. Στο σχήµα 2.23 παρατηρείται η επίδραση της τάσης 

συναρτήσει του χρόνου για την περίπτωση πλήρης ζεύξης και αποζευγµένης γόµωσης 

(Τσουτρέλης, 2001).  

 

 
Σχήµα 2.23: Μείωση πίεσης συναρτήσει του χρόνου (Jimeno et al., 1995) 

 

 Για να περιοριστεί  η θραύση του πετρώµατος γύρω από το διάτρηµα πρέπει να 

µειωθεί η επαγόµενη πίεση πάνω στο τοίχωµα του διατρήµατος από την έκρηξη της 

εκρηκτικής ύλης έχοντας υπόψη ότι η πίεση αυτή  είναι της τάξης των 50% της πίεσης 

έκρηξης. Υφίστανται διάφοροι τρόποι µείωσης της πίεσης πάνω στο τοίχωµα ώστε να 
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ευρεθεί σε συµφωνία µε την αντοχή του πετρώµατος για την αποφυγή της υπερθραύσης. 

Οι τρόποι αυτοί είναι (Τσουτρέλης, 2001): 

 Μείωση της πυκνότητας γόµωσης αλλά και της ισχύος της αραιώνοντας το εκρηκτικό 

µε αδρανές υλικό (σφαιρίδια πολυστερίνης, ροκανίδι). Με τον τρόπο αυτό µειώνεται η 

πυκνότητα γόµωσης αλλά και η ταχύτητα έκρηξης µε αποτέλεσµα η ελάττωση της 

πίεσης έκρηξης να είναι σηµαντική και κατ' επέκταση η πίεση στα τοιχώµατα να είναι 

µειωµένη. 

 Χρήση διατρηµάτων µικρότερης διαµέτρου από εκείνη που η εκρηκτική ύλη 

πετυχαίνει µέγιστη  ταχύτητα έκρηξης. 

 Με παρεµβολή διάκενου αέρα µεταξύ εκρηκτικού και τοιχώµατος, το οποίο λειτουργεί 

ως µέσο µείωσης της πίεσης έκρηξης (τεχνική αποζευγµένης γόµωσης). 

Στο σχήµα 2.24 φαίνεται το αποτέλεσµα της χρησιµοποίησης αποζευγµένης γόµωσης µε 

διάκενο αέρα και νερό καθώς και το µέγεθος της πίεσης που ασκείται πάνω στο τοίχωµα 

σε σχέση µε µια κανονική ανατίναξη. 

 

 
Σχήµα 2.24: Σύγκριση κανονικής και αποζευγµένης γόµωσης µε παρεµβολή αέρα και νερού 

(Τσουτρέλης, 2001) 
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2.12  Ειδική Μέθοδος Εξόρυξης ∆ιακοσµητικών Όγκων 
Για την εξόρυξη διακοσµητικών όγκων έχουν προταθεί διάφοροι µέθοδοι εξόρυξης. 

Οι µέθοδοι αυτοί βασίζονται στην παρατήρηση ότι ένα διάτρηµα που φέρει αντιδιαµετρικά 

σε όλο του το µήκος δυο εγκοπές και τεθεί σε εντατική κατάσταση από µια έκρηξη τότε, 

σύµφωνα µε την θραυστοµηχανική, κατά την διεύθυνση των εγκοπών αυτών αναπτύσσεται 

ευκολότερα µια ρωγµή. Σύµφωνα µε το σχήµα 2.25 για την κοπή του πετρώµατος και 

ανάλογα µε το βάθος των εγκοπών απαιτείται πολύ µικρότερη πίεση στο διάτρηµα από ότι 

χωρίς την παρουσία τους (Τσουτρέλης, 2001).  

 

 
Σχήµα 2.25: Απαιτούµενη πίεση για την κοπή πετρώµατος κατά µήκος αντιδιαµετρικών κοπών 

(Τσουτρέλης, 2001) 

 

Η διάνοιξη των εγκοπών αυτών, που προετοιµάζουν το επίπεδο κοπής, και η θραύση του 

πετρώµατος εκλεκτικά κατά µήκος τους µπορεί να γίνει µε δυο τρόπους (Τσουτρέλης, 

2001): 

 Με ειδικά φυσίγγια εκρηκτικής ύλης 

 Με µηχανική  όρυξη των εγκοπών και στη συνεχεία µε χρήση εκρηκτικής ύλης. 

Ο πρώτος τρόπος πραγµατοποιείται µε: 

 χρήση φυσιγγίων µε µεταλλικό ή πλαστικό περίβληµα που φέρουν δυο αντιδιαµετρικές 

σχισµές και κατάλληλη γόµωση. Στο σχήµα 2.26 φαίνεται σε τοµή η εικόνα ενός 

τέτοιου φυσιγγιου. 
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Σχήµα 2.26: Φυσίγγιο µε αντιδιαµετρικές εγκοπές σχισµές για διάνοιξη εγκοπών στο πέτρωµα και 

κοπή του (Τσουτρέλης, 2001) 

 
Με τον τρόπο αυτό επιτυγχάνεται συγκέντρωση ενέργειας της εκρηκτικής ύλης στο 

πέτρωµα που βρίσκεται απέναντι των επιθυµητών θέσεων διάνοιξης των εγκοπών ενώ 

προστατεύεται από το περίβληµα το υπόλοιπο τοίχωµα του διατρήµατος. 

 Με χρήση ειδικά διαµορφωµένης γόµωσης αποτελούµενης  από συνδυασµό ασθενούς 

ισχύς εκρηκτική θρυαλλίδα και χαµηλής ισχύος και ταχύτητας εκρηκτικού. 

Ο δεύτερος τρόπος πραγµατοποιείται µε χρήση ειδικών κοπτικών άκρων που διανοίγουν 

δυο αντιδιαµετρικές εγκοπές παράλληλα µε το διάτρηµα. Μετά την διάνοιξη των εγκοπών 

αυτών γίνεται χρήση εκρηκτικής θρυαλλίδας για την κοπή του πετρώµατος στο επίπεδο 

που προσδιόρισε η εγκοπή (Τσουτρέλης, 2001). 
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3. Η Μέθοδος Των Πεπερασµένων Στοιχείων 
 
 

3.1 Εισαγωγή 

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων είναι µια σχετικά νέα τεχνική η οποία 

πρωτοεµφανίστηκε τη δεκαετία του 1950. Από τότε βρίσκεται σε συνεχή εξέλιξη αφού η 

µέθοδος συνδέεται µε την ραγδαία εξέλιξη των ηλεκτρονικών υπολογιστών. Σήµερα 

αποτελεί ένα αρκετά περίπλοκο εργαλείο επίλυσης προβληµάτων σε πολλούς θεωρητικούς 

και εφαρµοσµένους επιστηµονικούς τοµείς (Fagan, 1992).  

Η ευρύτατη χρήση της µεθόδου από τους µηχανικούς και τους επιστήµονες βασίζεται 

στην ικανότητα των πεπερασµένων στοιχείων να περιγράφουν και να αναλύουν προβλήµατα 

που είναι εξαιρετικά πολύπλοκα και πολλές φορές, αδύνατο να επιλυθούν αναλυτικά. Η 

αναλυτική επίλυση ενός προβλήµατος βασίζεται στην ανάπτυξη ενός µαθηµατικού µοντέλου 

το οποίο µπορεί να αποδώσει τις ζητούµενες µεταβλητές σε οποιοδήποτε σηµείο του υπό 

ανάλυση σώµατος. ∆υστυχώς η επίλυση αυτή µπορεί να γίνει µόνο για ορισµένα 

υπεραπλουστευµένα µοντέλα. Προβλήµατα που αφορούν περίπλοκη γεωµετρία, ιδιότητες 

και συνοριακές συνθήκες είναι αδύνατον να επιλυθούν µε αναλυτικές µεθόδους. Σε αυτήν τη 

περίπτωση οι αναλυτές πρέπει να καταφύγουν στην χρήση αριθµητικών µεθόδων µία εκ των 

οποίων είναι και αυτή των πεπερασµένων στοιχείων (Αγιουτάντης, 2002).  

 

 

3.2 Περιγραφή της Μεθόδου 
 
3.2.1 Βασική ιδέα 
 

Οι βασικές αρχές που διέπουν την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων δεν είναι 

ιδιαίτερα περίπλοκες. Για να γίνει κατανοητή η µέθοδος ας υποτεθεί ότι υπάρχει ένα σώµα 

στο οποίου ζητείται να βρεθεί η κατανοµή µίας άγνωστης µεταβλητής όπως η µετατόπιση. 

Αρχικά το σώµα διαιρείται σε σύνολο µικρότερων γεωµετρικών µορφών γνωστών ως 

«στοιχεία» (elements). Τα στοιχεία αυτά θεωρούνται συνδεµένα µεταξύ τους σε 

συγκεκριµένα σηµεία τα οποία ονοµάζονται «κόµβοι» (nodes). Η διαδικασία του 

διαµερισµού του σώµατος σε µικρότερα στοιχεία ονοµάζεται διακριτοποίηση (Fagan, 1992).  
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Σχήµα 3.1: ∆ιακριτοποίηση σώµατος (Fagan, 1992)  

 

Ανάλογα µε τον αριθµό και το είδος των στοιχείων που έχουν επιλεχθεί να 

περιγράψουν το σώµα, η ζητούµενη άγνωστη µεταβλητή θεωρείται ότι επιδρά σε κάθε 

στοιχείο µε κάποιο προκαθορισµένο τρόπο. Τελικά η κατανοµή της άγνωστης µεταβλητής 

δια µέσου του σώµατος προσεγγίζεται ικανοποιητικά εάν το σώµα έχει διακριτοποιηθεί 

σωστά (βλέπε σχήµα 3.1). Η κατανοµή των µεταβλητών σε κάθε στοιχείο ορίζεται από 

µαθηµατικές σχέσεις όπως είναι οι τριγωνοµετρικές και οι πολυωνυµικές συναρτήσεις. Οι 

πολυωνυµικές χρησιµοποιούνται περισσότερο γιατί είναι απλός και εύχρηστος ο 

µαθηµατικός τους χειρισµός και µπορούν να αποδώσουν µε αρκετή ακρίβεια τις µετατοπίσεις 

των κόµβων (Fagan, 1992).  

Μετά από την διαδικασία της διακριτοποίησης, υπολογίζονται οι εξισώσεις ισορροπίας 

που διέπουν το κάθε στοιχείο µε βάση τη µέθοδο των µετατοπίσεων όπου και σχηµατίζεται 

ένα σύστηµα εξισώσεων. Το σύστηµα αυτό περιγράφει τη συµπεριφορά όλων των στοιχείων 

του σώµατος και κατά συνέπεια όλο το σώµα. Το σύστηµα αυτών των εξισώσεων έχει την 

γενική µορφή: 

[Κ] ⋅ {U} = {F}                                                 (3.1) 

 

όπου [Κ] είναι ένας τετραγωνικός πίνακας, (µητρώο ακαµψίας) του σώµατος, {U} είναι το 

διάνυσµα των αγνώστων µετατοπίσεων στους κόµβους και {F} είναι το διάνυσµα που 

περιγράφει τις δυνάµεις που ασκούνται στους κόµβους.  

Λύνοντας την εξίσωση (3.1) ως προς το διάνυσµα των µετατοπίσεων θα προκύψουν οι 

τιµές των αγνώστων µεταβλητών. Πριν όµως πραγµατοποιηθεί η αναστροφή του µητρώου 
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ακαµψίας και η επίλυση της εξίσωσης, πρέπει να οριστούν οι συνοριακές συνθήκες που 

εφαρµόζονται στο σώµα.  

Σε προβλήµατα τάσεων η εφαρµογή συνοριακών συνθηκών εµποδίζει το σώµα να 

συµπεριφέρεται σαν στερεό οπότε και να µετατοπίζεται κατά την εφαρµογή δυνάµεων. Η 

λύση της εξίσωσης (3.1) δεν είναι µια απλή διαδικασία. Η δυσκολία συναντάται  στον 

µεγάλο αριθµό εξισώσεων που χρειάζονται για να περιγράψουν τον µεγάλο αριθµό κόµβων. 

Για παράδειγµα κάποια σώµατα για να περιγραφούν σωστά χρειάζονται αρκετές χιλιάδες 

εξισώσεις. Είναι  κατανοητό ότι η αναστροφή του µητρώου ακαµψίας δεν είναι εύκολη 

διαδικασία. Τα τελευταία χρόνια µε την ανάπτυξη των ηλεκτρονικών υπολογιστών και τη 

δηµιουργία ειδικών µαθηµατικών µεθόδων έχει γίνει εφικτή η επίλυση αυτών των εξισώσεων 

σε ικανοποιητικά χρονικά όρια (Fagan 1992).  

Από την στιγµή που θα λυθεί η εξίσωση (3.1) και θα βρεθούν οι άγνωστες µετατοπίσεις 

για κάθε κόµβο, είναι εύκολος ο υπολογισµός των παραµορφώσεων και των τάσεων στα 

στοιχεία. Από την εύρεση των αγνώστων µετατοπίσεων γίνεται ο υπολογισµός των 

παραµορφώσεων και των τάσεων σε όλο το σώµα (Fagan 1992).  

Στη συνέχεια θα δοθεί µια αναλυτικότερη περιγραφή της µεθόδου µε ιδιαίτερη έµφαση 

στον τρόπο χρήσης της από τους µηχανικούς και λιγότερο στις µαθηµατικές αρχές που 

διέπουν τη µέθοδο. Αξίζει να αναφερθεί ότι το µαθηµατικό υπόβαθρο των πεπερασµένων 

στοιχείων είναι τεράστιο και είναι αδύνατο να περιγραφεί µε λεπτοµέρεια αλλά και ξεφεύγει 

από το αντικείµενο µελέτης αυτής. Σκοπός είναι να δοθούν κάποιες βάσεις για την χρήση της 

µεθόδου και να γίνει µια προσπάθεια έτσι ώστε ο αναγνώστης να µην χρειαστεί να ανατρέξει 

σε διάφορα βοηθήµατα για να κατανοήσει κάποιες βασικές έννοιες. Η µαθηµατική ανάλυση 

της µεθόδου σε βάθος είναι ιδιαίτερα χρήσιµη σε αυτούς που ασχολούνται µε τον 

προγραµµατισµό και την εξέλιξή  της. 

 

3.2.2 ∆ιάρθρωση της Μεθόδου 

Η διαδικασία που ακολουθείται σε µία ανάλυση µε τη µέθοδο των πεπερασµένων 

στοιχείων σε κάποιο λογισµικό πακέτο αποτελείται από τρία στάδια (Spyrakos 1996).  

 Την προ-επεξεργασία (pre-processing) η οποία αποτελεί το βασικότερο µέρος ορισµού 

από το χρήστη των παραµέτρων της ανάλυσης. Σε αυτό το στάδιο γίνεται η 

διακριτοποίηση και η δηµιουργία του προς ανάλυση µοντέλου. Εισάγονται οι εξισώσεις 

που διέπουν τους κόµβους, µε την κατάλληλη επιλογή των  στοιχείων που θα 

χρησιµοποιηθούν (τριγωνικά, τετραγωνικά). Τέλος εισάγονται τα χαρακτηριστικά των 

υλικών και οι συνοριακές συνθήκες. 
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 Την επεξεργασία (processing) που αποτελεί το καθαρά µαθηµατικό µέρος της µεθόδου 

και κατά κύριο λόγο εκτελείται από τον ηλεκτρονικό υπολογιστή µε τη βοήθεια του 

λογισµικού. Σε αυτό το στάδιο πραγµατοποιείται ο υπολογισµός των µητρώων και των 

διανυσµάτων κάθε στοιχείου ξεχωριστά. Στη συνέχεια πραγµατοποιείται η σύνδεση των 

επί µέρους πινάκων και διανυσµάτων ώστε να δηµιουργηθούν οι εξισώσεις που 

περιγράφουν όλο το προς ανάλυση µοντέλο. Από τις εξισώσεις αυτές δηµιουργείται το 

µητρώο ακαµψίας και τα διανύσµατα όλου του µοντέλου. Σε αυτά εισάγονται και οι 

συνοριακές συνθήκες που επιδρούν στο µοντέλο. Στο τελευταίο µέρος αυτού σταδίου 

πραγµατοποιείται η επίλυση των εξισώσεων και η εύρεση των αγνώστων µεταβλητών 

στους κόµβους. 

 Την µετά-επεξεργασία (post-processing) όπου λαµβάνει χώρα η επεξεργασία των 

αποτελεσµάτων για να παρασταθούν στο µοντέλο οι τάσεις και οι παραµορφώσεις. 

Συνήθως αυτές, εκτός από τις αριθµητικές τους τιµές, µπορούν να παρασταθούν και 

γραφικά ώστε να είναι καλύτερα κατανοητές από τον µελετητή. 

 

 

3.3 ∆ιακριτοποίηση 

Η διακριτοποίηση αποτελεί το πρώτο βήµα στην διαδικασία ανάλυσης µε την µέθοδο 

των πεπερασµένων στοιχείων αφού είναι γνωστή η προς ανάλυση γεωµετρία. Σκοπός της 

διακριτοποίησης είναι ο διαµερισµός του υπό εξέταση σώµατος σε µικρότερα στοιχεία µε 

τέτοιο τρόπο, ώστε η άγνωστη µεταβλητή να εκπροσωπείται µε ικανοποιητικό τρόπο δια 

µέσου του σώµατος. 

Ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να δοθεί στην διαδικασία της διακριτοποίησης ώστε το 

µοντέλο που θα δηµιουργηθεί να προσφέρει όσο το δυνατόν καλύτερη ακρίβεια στον 

µικρότερο δυνατό χρόνο, δηλαδή, οικονοµία πεπερασµένων στοιχείων άρα και χρόνου 

ανάλυσης. Η απαλοιφή του προβλήµατος αυτού (του χρόνου επίλυσης) µπορεί να επιτευχθεί 

από τη χρήση απλοποιηµένης γεωµετρίας και την παρουσία συµµετρίας µέσα στο µοντέλο. 

(βλέπε σχήµατα 3.2 και 3.3) (Fagan 1992).  

Όλα τα σώµατα και οι κατασκευές στην πραγµατικότητα αποτελούνται από τρεις 

διαστάσεις. Πολλές φορές όµως για λόγους απλότητας και ευκολίας, προβλήµατα τριών 

διαστάσεων ανάγονται στο επίπεδο µε µικρή µείωση της ακρίβειας της ανάλυσης. Αν η 

γεωµετρία και τα φορτία που ασκούνται σε κάποιο σώµα µπορούν να παρασταθούν σε ένα 

επίπεδο τότε το πρόβληµα µπορεί να µοντελοποιηθεί σε δύο διαστάσεις. 
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 Τέτοιου είδους σώµατα είναι αυτά που διαθέτουν µια µεγάλη διάσταση σε σχέση µε 

τις άλλες και σε αυτή τη διάσταση, η γεωµετρία και τα φορτία που ασκούνται σε αυτή δεν 

µεταβάλλονται σηµαντικά, τότε η ανάλυση αυτών µπορεί να γίνει µε την θεώρηση επίπεδης 

τάσης ή επίπεδης παραµόρφωσης. (Οι δυο αυτές θεωρήσεις λύσεων αναπτύσσονται 

αναλυτικά πιο κάτω, Βλέπε 3.10.1) 

 

 

Σχήµα 3.2: Απλοποίηση γεωµετρίας από 3D σε 2D για εξοικονόµηση χρόνου επίλυσης (Felippa, 2003) 

 

Εκτός από τη γεωµετρική απλοποίηση που µπορεί να πραγµατοποιηθεί  σε κάποιο υπό 

µελέτη σώµα υπάρχει και η απλοποίηση λόγω συµµετρίας. Υπάρχουν κυρίως τέσσερα είδη 

συµµετρίας που συναντώνται  στα προβλήµατα µηχανικής, η αξονική, η επίπεδη, η κυκλική 

και η επαναλαµβανόµενη. Τα πιο πάνω φαίνονται στο σχήµα 3.3. Αν η γεωµετρία του 

σώµατος και οι εξωτερικοί παράγοντες όπως είναι τα φορτία που δέχεται το σώµα 

παρουσιάζουν κάποιο από τα παραπάνω είδη συµµετρίας, µπορεί να αναλυθεί µέρος του 

σώµατος  που παρουσιάζει συµµετρία και όχι ολόκληρο. Ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να δοθεί 

στις συνοριακές συνθήκες που επιβάλλονται στο µέρος του σώµατος που αναλύεται ώστε 

πραγµατικά να αντικατοπτρίζεται η συµµετρία του σώµατος (Fagan 1992). 
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Σχήµα 3.3: Είδη συµµετρίας (Fagan 1992) 

 

Ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να δίδεται στην περιοχή όπου περιµένουµε µεγάλη µεταβολή 

των µεταβλητών. Στο ακόλουθο σχήµα φαίνονται διάφορα προβλήµατα και που πρέπει να 

δοθεί έµφαση στην διακριτοποίηση τους 

 

 

Σχήµα 3.4: Περιοχές έµφασης της διακριτοποίησης (Felippa, 2003) 
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3.4 Είδη Στοιχείων 
Από τη στιγµή που θα αποφασισθεί το σώµα ή µέρος του σώµατος που θα αναλυθεί 

πρέπει να επιλεγεί το κατάλληλο ή τα κατάλληλα είδη στοιχείων τα οποία µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν για την διακριτοποίηση του. Τα βασικά στοιχεία που χρησιµοποιεί η 

µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων παρουσιάζονται στον πίνακα 3.1. Τα στοιχεία 

διακρίνονται από απλά σηµεία µέχρι και γεωµετρικά σχήµατα τριών διαστάσεων. 

 

Πίνακας 3.1: Βασικά στοιχεία ανάλυσης (Felippa, 2003) 

 
 

Οι πλευρές των στοιχείων µπορούν να είναι ευθείες ή κεκλιµένες µε περισσότερους 

κόµβους από ότι οι ακµές τους. Στο σχήµα 3.5 φαίνονται τέτοιου τύπου στοιχεία. 
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Σχήµα 3.5: Είδη στοιχείων (Felippa, 2003) 

 

Όταν χρησιµοποιούνται στοιχεία µε κεκλιµένες πλευρές ο χρόνος και η πολυπλοκότητα 

της επίλυσης αυξάνονται σηµαντικά. Αυτό συµβαίνει γιατί η µέθοδος λειτουργεί 

προσεγγίζοντας τη µεταβολή που υφίσταται κάποια µεταβλητή µέσα στο σώµα µε κάποια 

γνωστή συνάρτηση (συνήθως πολυωνυµικού χαρακτήρα) δια µέσου κάθε πεπερασµένου 

στοιχείου. Όµως και η γεωµετρία του κάθε κεκλιµένου στοιχείου περιγράφεται µε κάποια 

πολυωνυµική συνάρτηση. Στην περίπτωση που η πολυωνυµική συνάρτηση που περιγράφει 

την µεταβλητή είναι του ιδίου βαθµού µε αυτή που περιγράφει τη γεωµετρία τότε τα στοιχεία 

αυτά ονοµάζονται ισοπαραµετρικά. Είναι λοιπόν λογικό, χρησιµοποιώντας στοιχεία µε 

κεκλιµένες πλευρές να περιγράφεται µε µεγαλύτερη ακρίβεια η γεωµετρία του υπό µελέτη 

σώµατος, αλλά ταυτόχρονα αυξάνει ο βαθµός των πολυωνυµικών συναρτήσεων. Στο 

γράφηµα 3.1 φαίνεται η ακρίβεια επίλυσης µε διάφορα είδη στοιχείων 

 

 
Γράφηµα 3.1: Ακρίβεια επίλυσης για διαφορετικούς τύπους στοιχείων (Fagan, 1992) 
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Με την αύξηση του βαθµού των πολυωνυµικών συναρτήσεων έχει ως αποτέλεσµα  την 

αύξηση της πολυπλοκότητας του υπό επίλυση συστήµατος εξισώσεων αλλά και του χρόνου 

επίλυσης. Στο γράφηµα 3.2 φαίνεται ο χρόνος επίλυσης συναρτήσει του αριθµού στοιχείων 

για τετραγωνικά στοιχεία. 

 

 
Γράφηµα 3.2: Χρόνος επίλυσης συναρτήσει αριθµού στοιχείων (Fagan, 1992) 

 

Από το παραπάνω γράφηµα είναι προφανές ότι όσο περισσότερους κόµβους έχει ένα 

στοιχείο αυξάνεται και ο βαθµός των πολυωνυµικών συναρτήσεων άρα και ο χρόνος 

επίλυσης του συστήµατος. Η επιλογή του καταλληλότερου στοιχείου γίνεται ανάλογα µε την 

επιθυµητή ακρίβεια αλλά και του επιθυµητού χρόνου επίλυσης για συγκεκριµένα 

προβλήµατα. Περισσότερα για την κατάλληλη επιλογή στοιχείων αναπτύσσονται παρακάτω. 

 

 

3.5 ∆ιαίρεση του Πεδίου 
Ο σηµαντικότερος ίσως παράγοντας για την επιτυχή προσοµοίωση της συµπεριφοράς 

ενός σώµατος είναι η κατάλληλη διαίρεση του σώµατος (πεδίου) σε επιµέρους τµήµατα 

(στοιχεία). Οι παράµετροι που λαµβάνονται υπόψη είναι: 

 Επιλογή γεωµετρικής µορφής του στοιχείου (π.χ τετραγωνικό) 

 Επιλογή αριθµού κόµβων του στοιχείου (π.χ τετρακοµβικό ή οκτακοµβικό) 

 Επιλογή συναρτήσεων µορφής του κάθε στοιχείου 

 Επιλογή πυκνότητας καννάβου 
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Όπως αναφέρθηκε και στην αρχή επιλέγονται µικρότερα στοιχεία στην περιοχή όπου 

αναµένεται  µεταβολή υπολογιζόµενων µεταβλητών. Παρουσιάζεται λοιπόν το πρόβληµα ως 

προς το πιο είναι το πιο κατάλληλο στοιχείο που πρέπει να χρησιµοποιηθεί στην ανάλυση 

που πραγµατοποιείται. Το πρόβληµα φαίνεται να περιπλέκεται αν ληφθεί υπόψη ότι τα 

µεγάλα λογισµικά πακέτα των πεπερασµένων στοιχείων διαθέτουν πάνω από εκατό πενήντα 

διαφορετικά είδη στοιχείων. Παρόλα αυτά η επιλογή του κατάλληλου στοιχείου δεν είναι 

τόσο δύσκολη (Αγιουτάντης, 2002).   

Αρχικά αναγνωρίζεται το είδος του προβλήµατος που πρόκειται να αναλυθεί (τάσης, 

παραµόρφωσης), και εξαιρούνται ορισµένα στοιχεία. Στη συνέχεια επιλέγονται οι διαστάσεις 

που θα λάβει χώρα η ανάλυση (3D,2D,1D) οπότε ο αριθµός των πιθανών στοιχείων 

µειώνεται περισσότερο. Τέλος πρέπει να αναγνωριστεί από το µελετητή η µηχανική 

συµπεριφορά του υπό ανάλυση σώµατος. Έτσι κάποιο σώµα µπορεί να θεωρηθεί ράβδος σε 

στρέψη ή δοκός σε κάµψη, κλπ. οπότε, τα στοιχεία που µπορούν να εφαρµοστούν έχουν 

φτάσει να είναι περίπου δύο ή τρία. Στο σηµείο αυτό πρέπει να αναφερθεί ότι το στοιχείο 

που θα επιλεγεί θα πρέπει συνήθως να είναι το απλούστερο δυνατό, θα περιέχει όµως όλους 

τους βαθµούς ελευθερίας (περιστροφές, παραµορφώσεις) που απαιτούνται για να αναλυθεί 

σωστά το πρόβληµα.  

Από τη στιγµή που θα επιλεγεί το κατάλληλο στοιχείο, δηµιουργείται το ερώτηµα του 

µεγέθους και του αριθµού των στοιχείων που πρέπει να χρησιµοποιηθούν. Είναι εύκολα 

κατανοητό ότι ο αριθµός τους είναι αντιστρόφως ανάλογος του µεγέθους τους, δηλαδή όσο 

αυξάνονται τα στοιχεία θα πρέπει να µικραίνει το µέγεθος τους. Εύκολα µπορεί κανείς να 

υποθέσει ότι όσο µικρότερα είναι τα στοιχεία τόσο πιο κοντά στην πραγµατική λύση 

βρίσκεται η ανάλυση. Όσο όµως µικρότερα γίνονται τα στοιχεία τόσο αυξάνει ο αριθµός 

τους άρα και οι εξισώσεις που τα περιγράφουν. Αποτέλεσµα αυτού είναι η αύξηση του 

χρόνου ανάλυσης. Επίσης µετά από ένα αριθµό στοιχειών η ακρίβεια της  λύσης προσεγγίζει 

ασυµπτωτικά την πραγµατική τιµή της (Βλέπε γράφηµα 3.3). Στο γράφηµα 3.3 παρατηρείται 

ότι η ακρίβεια από το 4ο στο 8ο στοιχείο δεν µεταβλήθηκε πάνω από 5%. Είναι φανερό ότι 

µετά από κάποιο σηµείο, όσο αυξάνεται ο αριθµός των στοιχείων απλά µεγαλώνει ο χρόνος 

της ανάλυσης χωρίς να αυξάνει ιδιαίτερα η ακρίβεια (Desai, 1979, Fagan, 1996). Η 

αντιµετώπιση του προβλήµατος του χρόνου επίλυσης γίνεται µε επίλυση του προβλήµατος 

δυο φορές µε συγκεκριµένο αριθµό στοιχείων και στη συνέχεια µε λεπτοµερέστερη 

υποδιαίρεση  ώστε να γίνει σύγκλιση ταχύτητας λύσης.  
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Γράφηµα 3.3: Ταχύτητα σύγκλισης (Fagan, 1992) 

 

Είναι πολύ σηµαντικό σε κάθε ανάλυση που πραγµατοποιείται, να συνδέεται η 

ακρίβεια που ζητείται από την µέθοδο µε αυτήν που εφαρµόζεται στην πράξη. Επιπλέον δεν 

υπάρχει λόγος τα στοιχεία που περιγράφουν το πρόβληµα να έχουν όλα τις ίδιες διαστάσεις. 

Είναι προτιµότερο να έχουν διαφορετικές διαστάσεις µε σκοπό την πύκνωση του πλέγµατος 

(mesh) στα σηµεία που αναµένεται γρήγορη µεταβολή της άγνωστης µεταβλητής και την 

αραίωση του πλέγµατος σε άλλα σηµεία Ιδιαίτερη προσοχή πρέπει να δοθεί κατά την 

διαδικασία της πύκνωσης και της αραίωσης ώστε να µην µείνουν ελεύθεροι κόµβοι 

(Αγιουτάντης, 2002). 

 

 

Σχήµα 3.6: Σωστός τρόπος αραίωσης του πλέγµατος (Fagan, 1992) 

 

 
Σχήµα 3.7: Λανθασµένη αραίωση πλέγµατος (Fagan, 1992) 
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Ένα άλλο πρόβληµα που παρουσιάζεται κατά την διακριτοποίηση κάποιου σώµατος 

είναι η παραµόρφωση (distortion) και η µεταβολή του σχήµατος των στοιχείων. Για να 

πραγµατοποιηθεί µια σωστή και ακριβής ανάλυση τα στοιχεία πρέπει να είναι όσο το 

δυνατόν πιο οµοιόµορφα µεταξύ τους. Πρέπει να αποφεύγονται στοιχεία µακριά και στενά ή 

µε πολύ µεγάλες ή µικρές εσωτερικές γωνίες. 

Ο έλεγχος της παραµόρφωσης επιτυγχάνεται υπολογίζοντας το λόγο της µεγαλύτερης 

προς την µικρότερη διάσταση του στοιχείου (aspect ratio). Ένας άλλος τρόπος ελέγχου της 

παραµόρφωσης είναι η µέτρηση των εσωτερικών γωνιών. Για τριγωνικό στοιχείο οι 

εσωτερικές γωνίες πρέπει, να βρίσκονται µεταξύ 45ο και 75ο, ενώ σε τετράπλευρο οι γωνίες 

πρέπει να κυµαίνονται µεταξύ 45ο και 135ο (Fagan, 1992).   

 

 

Σχήµα 3.8: ∆ιακριτοποίηση (αραίωση πλέγµατος) και επιβολή συνοριακών συνθηκών 
 

Τέλος, όταν τα στοιχεία περιέχουν ενδιάµεσους κόµβους και οι πλευρές τους 

καµπυλώνονται για να αποδώσουν καλύτερα την γεωµετρία του σώµατος, οι ενδιάµεσοι 

κόµβοι δεν πρέπει να µετατοπίζονται πολύ προς τα άκρα του στοιχείου γιατί τότε αυξάνεται 

το σφάλµα της µεθόδου. Οι κόµβοι αυτοί πρέπει να παραµένουν κοντά στη µέση της κάθε 

πλευράς (Desai, 1979, Fagan, 1992).  

Όπως έχει αναφέρει προηγουµένως, από την στιγµή που θα αποδοθούν οι εξισώσεις για 

κάθε στοιχείο, συνδυάζονται για να δηµιουργήσουν το σύστηµα των εξισώσεων για 

ολόκληρο το µοντέλο. Το σύστηµα αυτό συνήθως επιλύεται µε δύο τρόπους.  
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Την απαλοιφή Gauss και την µέθοδο του µετώπου κύµατος (wave front method). 

Αυτές οι µέθοδοι δεν κρίνεται σκόπιµο να αναλυθούν εδώ αν και σε άλλα κεφάλαια θα 

αναλύσουµε κάποιες µεθόδους. Αξίζει να αναφερθεί ότι τα µεγάλα λογισµικά πακέτα της 

µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων χρησιµοποιούν κατά κύριο λόγο την µέθοδο µετώπου 

κύµατος για την επίλυση των εξισώσεων γιατί η µέθοδος αυτή απαιτεί λιγότερο χώρο µνήµης 

του υπολογιστή. Αυτό συµβαίνει γιατί µε τη µέθοδο αυτή δεν σχηµατίζεται ολόκληρο το 

µητρώο ακαµψίας του µοντέλου όπως συµβαίνει µε τη µέθοδο Gauss, αλλά κάθε στοιχείο 

αναλύεται ξεχωριστά. Τα δεδοµένα του στοιχείου που έχει αναλυθεί απαλείφονται από το 

µητρώο ακαµψίας και καταχωρούνται αλλού για να χρησιµοποιηθούν όταν χρειαστούν. 

Όταν χρησιµοποιείται η µέθοδος απαλοιφής Gauss η αρίθµηση των κόµβων πρέπει να 

πραγµατοποιείται κατά µήκος της µικρότερης διάστασης του υπό ανάλυση σώµατος. 

Αντίθετα η αρίθµηση των κόµβων στη µέθοδο µετώπου κύµατος µπορεί να γίνει µε 

οποιοδήποτε τρόπο αρκεί η αρίθµηση των στοιχείων να πραγµατοποιείται κατά µήκος της 

µικρότερης διάστασης (Fagan, 1992).  

 

 

3.6 Συναρτήσεις Παρεµβολής και Πεπερασµένα Στοιχεία  

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων λειτουργεί θεωρώντας µια γνωστή  κατανοµή 

διαµέσου κάθε στοιχείου για τις άγνωστες µεταβλητές. Οι εξισώσεις που ορίζουν την 

προσεγγιστική κατανοµή των µεταβλητών ονοµάζονται συναρτήσεις παρεµβολής και 

µπορούν να διατυπωθούν µε οποιαδήποτε µαθηµατική µορφή. Στην πράξη όµως 

χρησιµοποιείται η πολυωνυµική. Η επιλογή αυτή είναι αρκετά δηµοφιλής λόγο της ευκολίας 

του µαθηµατικού χειρισµού  της. Η  µορφή αυτή είναι αρκετά απλή για να παραγωγιστεί και 

να ολοκληρωθεί. Επίσης η ακρίβεια της ανάλυσης µπορεί να βελτιωθεί µε την αύξηση του 

βαθµού των πολυωνυµικών συναρτήσεων. 

Είναι φανερό ότι όσο υψηλότερου βαθµού είναι τα πολυώνυµα τόσο πιο κοντά στην 

πραγµατική λύση  βρίσκεται η ανάλυσή. Όµως µε την αύξηση του βαθµού του πολυωνύµου 

αυξάνει και ο αριθµός των υπολογισµών που πρέπει να πραγµατοποιηθούν για να αναλυθεί 

το µοντέλο. Χαρακτηριστικά µπορεί να αναφερθεί ότι η ανάλυση στοιχείου που 

περιγράφεται µε δευτέρου βαθµού πολυώνυµο απαιτεί τριπλάσιο υπολογιστικό χρόνο από ότι 

ένα γραµµικά ορισµένο στοιχείο. 
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 Για τον λόγο αυτό πολλές φορές προτιµάται η χρήση πυκνότερου πλέγµατος στοιχείων 

χαµηλότερου βαθµού, από ότι αραιότερο πλέγµα στοιχείων µεγαλύτερου βαθµού (Desai  

1986, Fagan 1992). Η γραµµική συνάρτηση µετατόπισης λαµβάνει την µορφή: 

 

 u(x)=α1+x⋅α2                                                    (3.2) 

 

όπου α1, α2 είναι σταθερές που υπολογίζονται αντικαθιστώντας u(x)=u(xi) και u(x)=u(xj).  

Η δευτεροβάθµια µορφή της συνάρτησης είναι: 

 

u(x,y)=α1+x⋅α2+x2⋅α3                                             (3.3) 

 

Οι σταθερές (αi) υπολογίζονται από τη γεωµετρία του στοιχείου το οποίο περιγράφει η 

συνάρτηση. Όσο αυξάνει ο βαθµός του πολυωνύµου τόσο αυξάνει και ο αριθµός των 

σταθερών όρων, κατά συνέπεια το ίδιο συµβαίνει και στους κόµβους του.  

Η επέκταση της ιδέας αυτής στις άλλες διαστάσεις είναι απλή. Για παράδειγµα η 

γραµµική συνάρτηση παρεµβολής στις δύο διαστάσεις λαµβάνει την µορφή: 

 

u(x,y)=α1+x⋅α2+y⋅α3                                            (3.4) 

 

Αυτή έχει τρεις σταθερές (α1,α2,α3) άρα το στοιχείο που αντιπροσωπεύει την παραπάνω 

συνάρτηση απαιτείται να έχει τρεις κόµβους και να βρίσκεται στο επίπεδο. Το στοιχείο αυτό 

είναι το απλό τριγωνικό που χρησιµοποιείται ευρέως στην µέθοδο των πεπερασµένων 

στοιχείων. Οµοίως, η συνάρτηση: 

 

u(x,y)=α1+x⋅α2+y⋅α3+x⋅y.α4                                            (3.5) 

 

διαθέτει τέσσερις σταθερούς όρους, άρα και τέσσερις κόµβους. Το στοιχείο αυτό είναι το 

απλό τετραπλευρικό στοιχείο. 

Η γενική µορφή των πολυωνύµων παρεµβολής για την περιγραφή της άγνωστης 

µεταβλητής όπως προκύπτει από τα παραπάνω είναι: 

 

u(x,y)=α1+x⋅α2+y⋅α3+α4⋅x2+α5⋅x⋅y+α6y2+…+αm⋅yn

(3.6α) 

u(x,y)=αm+1+x⋅αm+2+y⋅αm+3+αm+4⋅x2+αm+5⋅x⋅y+αm+6y2+…+α2m⋅yn



Κεφάλαιο 3                                                                  Μέθοδος των Πεπερασµένων Στοιχείων 

όπου:        

∑
+

=

=
1
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i
im  

 

Η εξίσωση (3.6α) µπορεί να παρασταθεί σε µορφή πινάκων: 

 

{α}Τ}1{φΤ{0}

Τ{0}Τ}1{φ
[φ]{α]

y)v(x,
y)u(x,

y)}{u(x,
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
==

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=  

 

{φ}Τ=[1 x y x2 xy y2 …yn]                                          (3.6β) 

Όπου {φ}Τ είναι το διάνυσµα των µετατοπίσεων και {α}Τ το διάνυσµα των συντελεστών των 

 προκύπτει ότι δεν είναι δυνατόν να γίνει επιλογή ενός µοντέλου 

µετατ

µετατόπισης πρέπει να είναι συνεχή στο εσωτερικό των 

η: Τα µοντέλα µετατόπισης πρέπει να περιλαµβάνουν και τις µετατοπίσεις 

µετατόπισης πρέπει να περιλαµβάνουν και την περίπτωση κατά 

{α}Τ=[ α1,α2,α3 … α2m] 

 

αγνώστων, οι οποίοι είναι γνωστοί και ως γενικευµένες συντεταγµένες. Καθώς τα µοντέλα 

µετατόπισης που εκφράζουν οι παραπάνω εξισώσεις διατυπώνονται µέσω γενικευµένων 

µεταβλητών (α), αναφέρονται ως µοντέλα µετατόπισης γενικευµένων συντεταγµένων. Η 

µορφή αυτή των µοντέλων µετατόπισης αποτελεί τη βασική µορφή των µοντέλων 

µετατόπισης που χρησιµοποιεί, κατά την εφαρµογή της, η µέθοδος των πεπερασµένων 

στοιχείων (Desai, 1979) 

Από τα παραπάνω

όπισης που να περιγράφει επακριβώς την πραγµατική κατανοµή των µετατοπίσεων σε 

κάθε στοιχείο. Εποµένως το µοντέλο µετατόπισης που θα χρησιµοποιηθεί στην ανάλυση θα 

πρέπει να πληρεί κάποιες προϋποθέσεις ώστε να διασφαλίζεται η σύγκλιση της λύσης στην 

πραγµατική τιµή (Desai, 1979). 

1η προϋπόθεση: Τα µοντέλα 

στοιχείων ενώ παράλληλα, οι µετατοπίσεις γειτονικών σηµείων πρέπει να είναι συµβατές 

µεταξύ τους. 

2η προϋπόθεσ

στερεού άκαµπτου σώµατος. 

3η προϋπόθεση: Τα µοντέλα 

την οποία όλα τα σηµεία ενός στοιχείου υφίστανται την ίδια παραµόρφωση.  
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Τα στοιχεία που ικανοποιούν την πρώτη προϋπόθεση καλούνται προσαρµοσµένα ή 

σύµµ

3.7 Καταστατικές εξισώσεις στοιχείου και σύνθεση του τελικού συστήµατος 

 τις κυριότερες εφαρµογές της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων είναι η 

ανάλυ

τικότητας έτσι και στην µέθοδο των 

πεπερ

ια παραµόρφωσης 

του σ

Π = Λ – W                                                   (3.7) 

Για απειροστό στοιχείο, όγκου (dV), η ενέργεια παραµόρφωσης υπολογίζεται ως: 

ορφα. Τα στοιχεία που δεν πληρούν την προϋπόθεση αυτή ονοµάζονται ασύµµορφα. 

Τα στοιχεία που πληρούν τόσο την δεύτερη όσο και την τρίτη καλούνται πλήρη. Για να έχει 

κάποιο νόηµα η χρήση διαφορικών αρχών για την διατύπωση των εξισώσεων, που 

αποτελούν την µαθηµατική έκφραση της µεθόδου, θα πρέπει να διασφαλίζεται η συνέχεια 

και η µη-µηδενικότητα των παραγώγων της µετατόπισης έως και τη µεγαλύτερη τάξη, που 

εµφανίζεται στις εκφράσεις της διαφορικής αρχής (Desai, 1979). 

 

 

εξισώσεων 

Μία από

ση προβληµάτων εντατικού πεδίου. Η µέθοδος µπορεί εύκολα να αντιµετωπίσει την 

εφαρµογή αρκετών µορφών φόρτισης. Μερικές από αυτές  είναι οι συγκεντρωµένες 

δυνάµεις, οι κατανεµηµένες πιέσεις, οι εσωτερικές δυνάµεις σώµατος (βαρυτικές), οι αρχικές 

παραµορφώσεις και οι επιβαλλόµενες µετατοπίσεις.  

Όπως συµβαίνει σε όλες τις αναλύσεις ελασ

ασµένων στοιχείων εφαρµόζεται η αρχή της υπέρθεσης (superposition). Με την αρχή 

αυτή γίνεται εφικτή η ανάλυση οποιουδήποτε συνδυασµού εφαρµοζόµενων φορτίων και την 

παράσταση τους τελικά σε µετατοπίσεις κόµβων. Από τις µετατοπίσεις αυτές υπολογίζονται 

οι παραµορφώσεις και στη συνέχεια οι τάσεις. Για να πραγµατοποιηθεί αυτού του είδους η 

ανάλυση έχουν αναπτυχθεί αρκετές µέθοδοι, µε πιο συχνά χρησιµοποιούµενη τη µέθοδο 

ελαχιστοποίησης της δυναµικής ενέργειας του συστήµατος (Fagan, 1992). 

Σύµφωνα µε αυτή, η δυναµική ενέργεια (Π), ισούται  µε την ενέργε

ώµατος (Λ), αφαιρώντας το έργο (W) που παράγεται από την εφαρµογή των 

εξωτερικών φορτίσεων στο σώµα. 

 

 

 

{σ}}{ε
2
1{σ}{ε}

2
1dΛ Τ

0
Τ −=                                       (3.8) 
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Όπου {ε} είναι το διάνυσµα των ολικών παραµορφώσεων, {ε0} το διάνυσµα των αρχικών

           

 

παραµορφώσεων και {σ} το διάνυσµα των τάσεων. Πρέπει να σηµειωθεί ότι το {ε} 

αποτελείται από τις ολικές παραµορφώσεις και περιλαµβάνει τις τιµές των αρχικών 

παραµορφώσεων. Η ολική ενέργεια παραµόρφωσης για πεπερασµένο όγκο υπολογίζεται 

ολοκληρώνοντας την σχέση (3.8) ως προς τον όγκο: 

 

dV{σ}}{ε{σ}{ε}
2
1Λ

V

Τ
0

Τ∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −=                                    (3.9) 

Για ανάλυση που λαµβάνει χώρα στην επίπεδη παραµόρφωση και σύµφωνα µε την σύνδεση

{ε}Τ={εx εy γxy}                                             (3.10α) 

  {σ}=[D]{ε} – [D]{ε0}                                          (3.11)

όπου 

 

 

 

τάσης-παραµόρφωσης µέσω των ελαστικών σταθερών ισχύει:  

 

{σ}Τ={σx σy τxy}                                            (3.10β) 

 

 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

−+
=

2
2v100

0v1v
0vv1

2v)v)(1(1
E[D]                                (3.12) 

 

Αντικαθιστώντας τη σχέση (3.11) στη σχέση (3.9): 

 

dV}0[D]{εΤ}0{ε}0[D]{εΤ2{ε}-[D]{ε}Τ{ε}
2
1Λ

V∫ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=                    (3.13) 

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων διαιρεί τον όγκο σε έναν αριθµό µικρότερων

{u} = [Ν]{U}                                                  (3.14) 

 

 

στοιχείων και προσεγγίζει τις µετατοπίσεις διαµέσου κάθε στοιχείου ξεχωριστά σύµφωνα µε 

τη σχέση: 
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Όπου [Ν] το µητρώο συναρτήσεων τις γεωµετρίας των στοιχείων και {U} το διάνυσµα των 

µετατοπίσεων. Πιο συγκεκριµένα στις δύο διαστάσεις: 

 

[N]{U}

v
u
v
u
v
u

N0N0N0
0N0N0N

v
u

k

k

j

j

i

i

kji

kji =
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⎪
⎪
⎪

⎭
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⎪
⎪

⎬
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
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                     (3.15) 

 

Οι παραµορφώσεις είναι απλές συναρτήσεις των µετατοπίσεων αυτών. Σύµφωνα λοιπόν µε 

τη βασική θεωρία ελαστικότητας, στο επίπεδο ισχύει: 

 

x
v

y
u      γ,

y
vε        ,

x
uε xyyx ∂

∂
+

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=                            (3.16) 

 

Εάν οι παραµορφώσεις αυτές διατυπωθούν σε µορφή διανύσµατος όπως στη σχέση (3.10α), 

µπορούν στη συνέχεια να συσχετιστούν µε τη µετατόπιση κόµβων σύµφωνα µε τη σχέση: 

 

 

{ε} = [Β]{U}                                                 (3.17) 

 

Όπου [Β] ο πίνακας που προκύπτει από την κατάλληλη διαφόριση των συναρτήσεων 

γεωµετρίας.  

Συνδέοντας  τη σχέση (3.13) τη σχέση (3.17) υπολογίζεται η ενέργεια παραµόρφωσης 

Λ(e) για κάθε στοιχείο ξεχωριστά: 

 

∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

+−
=

(e)V (e)
0

(e)T(e)
0

(e)
0

(e)T(e)T(e)(e)(e)(e)T(e)T(e)
(e) dv

}]{ε[D}{ε

}]{ε[D][B}2{U}]{U][B[D][B}{U
2
1Λ       (3.18) 

 

Αθροίζοντας, στη συνέχεια, τις ενέργειες παραµόρφωσης για κάθε στοιχείο µπορεί να 

υπολογιστεί η ενέργεια παραµόρφωσης ολόκληρου του σώµατος (Fagan, 1992). 
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Tο έργο που παράγεται σε κάποιο στοιχείο από τα επιβαλλόµενα φορτία, µπορεί να 

διαχωριστεί σε τρεις κατηγορίες. Το έργο που παράγεται από τις κατανεµηµένες πιέσεις που 

ασκούνται στο σώµα, από τις εσωτερικές δυνάµεις του σώµατος και τέλος από τα φορτία που 

που βρίσκονται συγκεντρωµένα  στους κόµβους. 

 

 
Σχήµα 3.9: Είδη επιβαλλόµενων φορτίων στα στοιχεία (Fagan, 1992) 

 

Γενικά το έργο που παράγεται ισούται µε το µέγεθος της δύναµης πολλαπλασιασµένο 

µε το µέτρο της απόστασης που το σώµα στο οποίο ασκήθηκε η δύναµη κινήθηκε. Εάν οι 

δυνάµεις σώµατος ανά µονάδα όγκου συµβολιστούν Χ, Υ, Ζ τότε για ένα στοιχείο το έργο 

που παράγεται από τις δυνάµεις αυτές ισούται µε: 

 

∫ ++=
(e)V

(e)(e)(e)(e)
B )dVwZvY(uXW                                  (3.19) 

 

Χρησιµοποιώντας την σχέση (3.14) η σχέση (3.19) παίρνει τη µορφή: 
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][N}{UW dV                                    (3.20) 

 

Με όµοιο τρόπο υπολογίζεται το έργο που παράγεται από τις πιέσεις που ασκούνται σε 

κάποια επιφάνεια του στοιχείου και δίνεται από τη σχέση: 
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Όπου px, py, pz η κατανοµή των πιέσεων παράλληλα στους άξονες συντεταγµένων του 

στοιχείου. Το πρόσηµο των πιέσεων είναι θετικό όταν η φορά τους είναι οµόρρoπη  µε τον 

θετικό άξονα των συντεταγµένων (Fagan 1992).  

Ο υπολογισµός του έργου που παράγουν τα φορτία που συγκεντρώνονται στους 

κόµβους του στοιχείου είναι πιο απλός. Εάν {Ρ(e)} είναι κάποιο διάνυσµα των κοµβικών 

φορτίων τότε το έργο που παράγεται ισούται µε: 

 

WC
(e) = {U(e)}T{Ρ(e)}                                           (3.22) 

 

Τελικά η δυναµική ενέργεια ενός στοιχείου δίνεται από τη σχέση: 

 

Π(e) = Λ(e) - WB
(e)

 - WP
(e)

 - WC
(e)

                                (3.23) 

 

Η δυναµική ενέργεια ολόκληρου του συστήµατος υπολογίζεται από το άθροισµα των 

επιµέρους δυναµικών ενεργειών των στοιχείων. 

 

∑
=

=
E

1e

(e)ΠΠ                                                  (3.24) 

 

Για να βρίσκεται το σώµα σε ισορροπία πρέπει η δυναµική του ενέργεια να λαµβάνει µια 

ελάχιστη τιµή. Η µαθηµατική έκφραση της αρχής αυτής είναι: 

 

0
}{U

Π

S

=
∂
∂                                                 (3.25) 

 

Όπου {US} είναι το διάνυσµα όλων των βαθµών ελευθερίας του µοντέλου και αποτελείται 

από όλα τα διανύσµατα των µετατοπίσεων των κόµβων, των στοιχείων. 

Επιλύνοντας  της σχέσεις (3.23), (3.24) και (3.25) λαµβάνεται η γενική µορφή: 

 

[Κ]{US} = {F}                                               (3.26) 

 

Όπου [Κ] είναι το µητρώο ακαµψίας του µοντέλου, {US} το διάνυσµα των µετατοπίσεων των 

κόµβων των στοιχείων και {F} το διάνυσµα των δυνάµεων που ασκούνται στους κόµβους 

(Desai, 1979, Fagan, 1996).  
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Συνοψίζοντας µπορεί να ειπωθεί ότι αρχικά η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων 

υπολογίζει το µητρώο ακαµψίας και τα διανύσµατα του κάθε στοιχείου ξεχωριστά. Στη 

συνεχεία τα συνθέτει και δηµιουργεί το µητρώο ακαµψίας και τα διανύσµατα δυνάµεων 

ολόκληρου του µοντέλου. Η σύνθεση αυτή προκύπτει µέσω κατάλληλης υπέρθεσης των 

εξισώσεων κάθε στοιχείου. Η υπέρθεση αυτή πρέπει να υπακούει στο νόµο της 

συµβατότητας ή συνέχειας. Επιλύνοντας το ολικό σύστηµα των εξισώσεων που διέπουν το 

µοντέλο υπολογίζονται οι µετατοπίσεις στους κόµβους. 

 

 

3.8 Επιβολή των Συνοριακών Συνθηκών  

Από τη στιγµή που οι καταστατικές εξισώσεις των στοιχείων έχουν δηµιουργηθεί και 

έχουν συσχετισθεί, για το σχηµατισµό του συστήµατος των εξισώσεων όλου του µοντέλου 

και για να περιγραφεί πλήρως το πρόβληµα πρέπει να ενσωµατωθούν και οι συνοριακές 

συνθήκες που εφαρµόζονται στο σώµα. Το σύστηµα των εξισώσεων δεν είναι δυνατόν να 

λυθεί χωρίς την εφαρµογή τους γιατί τότε το µητρώο ακαµψίας δεν µπορεί να αντιστραφεί. 

∆ηλαδή οι συνοριακές συνθήκες είναι περιοριστικές δυνάµεις, υπεύθυνες για την ισορροπία 

του σώµατος (Αγιουτάντης, 2002).   

Η φυσική σηµασία τις αδυναµίας αντιστροφής του µητρώου ακαµψίας χωρίς την 

εφαρµογή συνοριακών συνθηκών στα προβλήµατα τάσεων, είναι η ανεξέλεγκτη κίνηση µε 

τη µορφή άκαµπτου σώµατος. Παράδειγµα ελλιπούς περιορισµού αποτελεί η τρισδιάστατη 

ανάλυση όπου ένας κόµβος ορίζεται ώστε να µην µπορεί να µετακινηθεί προς καµία 

διεύθυνση. Το µοντέλο όµως µπορεί να περιστραφεί γύρω από τον κόµβο αυτό. 

 

Υπάρχουν τρεις διαφορετικοί τύποι συνοριακών συνθηκών (Αγιουτάντης, 2002): 

 Συνοριακές συνθήκες Dirichlet, άλλως γεωµετρικές συνθήκες και είναι ο  

προσδιορισµός της ζητούµενης παραµέτρου (µετατόπιση). Οι συνθήκες αυτές είναι της 

µορφής: 

 

0

0

vu
uu

y

x

=
=

                                                                 (3.27) 

 

όπου ux και uy: οι µετατοπίσεις στους κόµβους, u0 και v0: οι αντίστοιχες συνιστώσες 

µετατοπίσεων που επιβάλλονται στον κόµβο.  
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 Συνοριακές Συνθήκες Neumann, άλλως φυσικές συνοριακές συνθήκες και είναι ο 

προσδιορισµός της ζητούµενης παραµέτρου (παράγωγος µετατόπισης). Οι συνθήκες 

αυτές είναι της µορφής: 

 

0

0

wf
ff

y

x

=
=

                                                                 (3.28) 

 

όπου fx και fy:είναι οι κοµβικές δυνάµεις, f0 και w0: οι αντίστοιχες συνιστώσες δυνάµεων που 

επιβάλλονται στον κόµβο. 

 

 Μικτές συνοριακές συνθήκες που είναι ο προσδιορισµός και των δυο παραπάνω 

παραµέτρων. 

 

Ο τυπικός συµβολισµός τους φαίνεται στο σχήµα 3.10. Αξίζει να αναφέρουµε ότι µε 

την αξιοποίηση της συµµετρίας και την σωστή εφαρµογή των συνοριακών συνθηκών 

µειώνεται σηµαντικά ο αριθµός των κόµβων ενός προβλήµατος άρα και ο χρόνος επίλυσης. 

 

 

Σχήµα 3.10: Τυπικός συµβολισµός συνοριακών συνθηκών (Αγιουτάντης, 2002)  
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Σχήµα 3.12: Αξιοποίηση συµµετρίας (Felippa, 2003) 

 

Για να αντιµετωπιστεί το πρόβληµα της ενσωµάτωσης των συνοριακών συνθηκών στο 

σύστηµα των εξισώσεων έχουν αναπτυχθεί διάφορες µέθοδοι. Μία από αυτές είναι η 

αναδιαµόρφωση των εξισώσεων και διαµερισµός του µητρώου ακαµψίας ώστε όλοι οι 

προκαθορισµένοι βαθµοί ελευθερίας να βρίσκονται µαζί. ∆ηλαδή: 
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Όπου {U1} είναι το διάνυσµα των αγνώστων βαθµών ελευθερίας, {U2} το διάνυσµα των 

προκαθορισµένων βαθµών ελευθερίας, {F1} το διάνυσµα των γνωστών δυνάµεων στους 

κόµβους και {F2} οι άγνωστες δυνάµεις αντίδρασης στους κόµβους. Η εξίσωση (3.29) 

µπορεί να λάβει τη µορφή: 

 

[Κ11]{U1} + [K12]{U2} = {F1}                                     (3.30α) 

[Κ21]{U1} + [K22]{U2} = {F2}                                     (3.30β) 

 

Στη συνέχεια η εξίσωση (3.30) µπορεί να διαµορφωθεί: 

 

[Κ11]{U1} = {F1} - [K12]{U2} = {F1
*}                                (3.31) 
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Το διάνυσµα {U2} είναι γνωστό, άρα το δεύτερο µέλος της εξίσωσης (3.31) µπορούν να 

παρασταθούν µε ένα απλό διάνυσµα {F1
*} και η εξίσωση που προκύπτει µπορεί να λυθεί ως 

προς το άγνωστο διάνυσµα {U1}. Από τη στιγµή που θα βρεθούν οι άγνωστοι βαθµοί 

ελευθερίας, εφαρµόζονται στη σχέση (3.30β) για τον υπολογισµό των δυνάµεων αντίδρασης 

(Fagan, 1996). 

Λαµβάνοντας υπόψη και τις συνοριακές συνθήκες, το τελικό σύστηµα των 

εξισώσεων είναι της µορφής: 

 

}F{}U]{K[ S =                                                 (3.32) 

 

 

3.9 Επίλυση των εξισώσεων  

Η εξίσωση (3.32) αποτελεί ένα σύστηµα γραµµικών ή και µη γραµµικών εξισώσεων. Η 

εξίσωση αυτή µπορεί να γραφεί αναλυτικότερα ως εξής: 

 

Κ11⋅U1 + Κ12⋅U2 + … + Κ1n⋅Un = F1 

Κ21⋅U1 + Κ22⋅U2 + … + Κ2n⋅Un = F2   

:             :                      :        :                                  (3.33) 

Κn1⋅U1 + Κn2⋅U2 + … + Κnn⋅Un = Fn

 

Για την επίλυση των παραπάνω εξισώσεων υπάρχουν αρκετές µαθηµατικές µέθοδοι. 

Από τις βασικότερες είναι η µέθοδος απαλοιφής του Gauss, η µέθοδος Cholesky, αλλά η πιο 

συχνά εφαρµοζόµενη στα σηµερινά µεγάλα λογισµικά πακέτα της µεθόδου των 

πεπερασµένων στοιχείων είναι η µέθοδος µετώπου κύµατος. Η τελευταία έχει την 

δυνατότητα να επιλύει αρκετά µεγάλα συστήµατα εξισώσεων χωρίς να καταλαµβάνει 

υπερβολικά µεγάλη υπολογιστική µνήµη στο υπολογιστή (Fagan, 1992). 

Από τη στιγµή που θα επιλυθούν οι εξισώσεις αυτές, έχουν προσδιοριστεί οι τιµές των 

µετατοπίσεων στους κόµβους. Οι τιµές αυτές ονοµάζονται πρωτεύοντα µεγέθη. Από τα 

πρωτεύοντα αυτά µεγέθη είναι εύκολος ο υπολογισµός των δευτερευόντων µεγεθών όπως 

είναι οι παραµορφώσεις και οι τάσεις. Πρακτικής σηµασίας για τον µηχανικό είναι τα 

δευτερεύοντα µεγέθη.  
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3.10   Μοντέλα Συµπεριφοράς Υλικών 
Η επιλογή του κατάλληλου µοντέλου συµπεριφοράς του υλικού, καθώς και η επιλογή 

των τιµών των σταθερών του µοντέλου αυτού, συνιστά έναν από τους σηµαντικότερους 

παράγοντες για την επιτυχηµένη προσοµοίωση της συµπεριφοράς φυσικών υλικών 

(Αγιουτάντης, 2002). 

Το απλούστερο µοντέλο που µπορεί να χρησιµοποιηθεί είναι το γραµµικά ελαστικό 

µοντέλο. Το µοντέλο αυτό δεν θεωρείται το πλέον κατάλληλο για την περιγραφή της 

συµπεριφοράς πετρωµάτων και εδαφικών υλικών σε µια, ή περισσότερες διαστάσεις. Το 

υλικό θεωρείται ότι παραµορφώνεται γραµµικά και ισότροπα, όπως δίνεται από την 

ακόλουθη σχέση (Αγιουτάντης, 2002): 
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                                            (3.34) 

 

όπου: 

σij = ο τανυστής των τάσεων που υποδεικνύει την εντατική κατάσταση στο σώµα [ΜPa], 

Ε = το µέτρο ελαστικότητας του υλικού [ΜPa], 

ν = ο λόγος Poisson του υλικού, 

εij = ο τανυστής των παραµορφώσεων, 

δij = ο µοναδιαίος τανυστής (δέλτα του Kronecker). 

 

Για την περίπτωση της παραµόρφωσης σε µια διάσταση, είναι: 

 

εσ Ε=                                                             (3.35) 

όπου: 

σ = η τάση που επιβάλλεται στο υλικό [ΜPa], 

Ε = το µέτρο ελαστικότητάς του [ΜPa], 

ε = η ανηγµένη παραµόρφωση που αυτό επιδέχεται. 

Επιπλέον αυτών, µπορούν εύκολα να χρησιµοποιηθούν άλλα καταστατικά µοντέλα 

συµπεριφοράς, όπως µοντέλα µη ισοτροπικής (ορθοτροπικής ή ανισοτροπικής) ελαστικής 

συµπεριφοράς, καθώς και µοντέλα µη ελαστικής συµπεριφοράς. Επίσης, καθώς η διαίρεση 

του πεδίου δηµιουργεί συνεχή αλλά διακριτά τµήµατα του σώµατος, είναι δυνατόν να 

οριστούν διαφορετικά µοντέλα υλικού σε διάφορα σηµεία του σώµατος (Αγιουτάντης, 2002). 

 
 

Σαρρής Ερνέστος - ∆ιπλωµατική Εργασία 78



Κεφάλαιο 3                                                                  Μέθοδος των Πεπερασµένων Στοιχείων 

3.10.1 Ελαστική Συµπεριφορά σε δυο ∆ιαστάσεις 

Ο προσδιορισµός της εντατικής κατάστασης ενός σώµατος για τις περισσότερες 

εφαρµογές είναι ένα δύσκολο τρισδιάστατο πρόβληµα. Σε αρκετές όµως περιπτώσεις 

προβληµάτων που εξετάζονται από τη Μηχανική Πετρωµάτων (π.χ. υποστήριξη στοών, 

εντατική κατάσταση πρανών, θεµελιώσεις), το γεωµετρικό σχήµα του σώµατος και ο τρόπος 

φόρτισης του επιτρέπουν τη µελέτη σε δύο διαστάσεις (x, y ) . Στις επόµενες παραγράφους 

εξετάζεται η θεώρηση της επίπεδης τάσης (plane stress), και της επίπεδης παραµόρφωσης 

(plane strain), όπου ένα σώµα θεωρείται ότι βρίσκεται σε διαξονική ή επίπεδη εντατική 

κατάσταση. Στις δύο αυτές θεωρήσεις, οι µόνες σηµαντικές τάσεις και παραµορφώσεις είναι 

αυτές που ανήκουν στο επίπεδο (χ,y) και εκφράζονται από τις σχέσεις (Αγιουτάντης, 2002): 
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 Θεώρηση Επίπεδης Τάσης 

Στην περίπτωση που η τρίτη διάσταση (Z) ενός σώµατος είναι πολύ µικρή σε σχέση µε 

τις άλλες δύο (π.χ. λεπτή επίπεδη πλάκα) και τα φορτία που δέχεται το σώµα ανήκουν στο 

επίπεδο των δύο σηµαντικών διαστάσεων (επίπεδο x, y), µπορεί να θεωρηθεί ότι οι 

συνιστώσες τάσης κατά τον τρίτο άξονα είναι πολύ µικρές σε σύγκριση µε τις συνιστώσες 

κατά το επίπεδο φόρτισης (Σχήµα 3.13). Η θεώρηση αυτή ονοµάζεται θεώρηση της επίπεδης 

τάσης ή επίπεδης έντασης .(Αγιουτάντης, 2002). 

 

 
Σχήµα 3.12:Παραδοχή επίπεδης τάσης (Αγιουτάντης, 2002) 
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 Θεώρηση Επίπεδης Παραµόρφωσης 

Στην περίπτωση που η τρίτη διάσταση (z) ενός σώµατος δεν είναι µικρή, σε σύγκριση 

µε τις άλλες δύο (x, y) όπως θεωρήθηκε προηγουµένως, και τα φορτία που δέχεται το σώµα 

είναι πάνω στο επίπεδο (x, y), τότε µπορεί να θεωρηθεί ότι η συνιστώσα του διανύσµατος 

µετατοπίσεων (u) είναι µηδενική κατά την τρίτη διάσταση (uz = 0 και εποµένως εz = 0) 

(Σχήµα 3.13), καθώς επίσης ότι τα διανύσµατα µετατόπισης στο επίπεδο (x, y) είναι 

ανεξάρτητα από την τρίτη διάσταση, δηλαδή ux = f(x,y) και uy = f(x,y). Η θεώρηση αυτή 

ονοµάζεται θεώρηση της επίπεδης παραµόρφωσης  (Αγιουτάντης, 2002). 

 

 

Σχήµα 3.13: Παραδοχή επίπεδης παραµόρφωσης (Αγιουτάντης, 2002) 

 

 

3.10.2 Τύποι Στατικών Προβληµάτων 

Γενικά διακρίνονται τρεις τύποι προβληµάτων τα οποία ζητείται να επιλυθούν µε 

αριθµητικές µεθόδους (Αγιουτάντης, 2002): 

 Τα προβλήµατα συνοριακών τιµών (boundary value problems) 

 Τα προβλήµατα αρχικών τιµών (initial value problems) 

 Τα µικτά προβλήµατα (initial-boundary value problems) 

Στην πρώτη περίπτωση, δίνεται η κατάσταση του πεδίου (σώµατος) µε την µορφή 

συνοριακών συνθηκών στα όρια του πεδίου και ζητείται η επίλυση του προβλήµατος για όλο 

το πεδίο ή συγκεκριµένη περιοχή του πεδίου. Η µέθοδος πεπερασµένων στοιχείων αποτελεί 

µια κλασική µέθοδο για την επίλυση τέτοιων προβληµάτων. Η αρχή της µεθόδου φαίνεται 

στο σχήµα 3.14: 
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Σχήµα 3.14: Πρόβληµα συνοριακών τιµών (Press et al., 1992) 
 
 

Στην δεύτερη περίπτωση, δίνονται οι αρχικές τιµές (αρχικές συνθήκες) ενός 

προβλήµατος και ζητείται να υπολογιστεί η κατάστασή του µετά από ορισµένο χρόνο ή 

ορισµένη µεταβολή της κατάστασής του. Η αρχή της µεθόδου φαίνεται στο σχήµα 3.15. 

 

 
Σχήµα 3.15: Πρόβληµα αρχικών τιµών (Press et al., 1992) 

 

Η τρίτη περίπτωση αποτελεί µικτή περίπτωση.  
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3.10.3 ∆υναµικά Προβλήµατα 

Τα δυναµικά προβλήµατα είναι προβλήµατα αρχικών τιµών τα οποία εξετάζονται σε 

στάδια, µε την έννοια ότι οι αρχικές τιµές ενός σταδίου (n) είναι οι τιµές που προέκυψαν από 

την επίλυση του προηγούµενου σταδίου (n-1). Ένα πρόβληµα µπορεί να θεωρηθεί δυναµικό 

είτε όταν οι συνοριακές συνθήκες µεταβάλλονται µε το χρόνο, είτε όταν η συµπεριφορά του 

ίδιου του υλικού µεταβάλλεται µε το χρόνο (transient analysis) (Αγιουτάντης, 2002). 

 

 

3.11 Ερµηνεία των Αποτελεσµάτων 

Από τη στιγµή που όλες οι εξισώσεις λυθούν αρχίζει η διαδικασία της ερµηνείας των 

αποτελεσµάτων. Η διαδικασία αυτή της ερµηνείας µπορεί να αποδειχθεί αρκετά δύσκολη 

λόγω του τεραστίου όγκου τιµών που εξάγονται από την επίλυση του µοντέλου. Τα σηµερινά 

λογισµικά πακέτα διαθέτουν αρκετές λειτουργίες ώστε η διαδικασία αυτή να γίνει αρκετά πιο 

εύκολα και γρήγορα. 

Τα περισσότερα πακέτα διαθέτουν διαγράµµατα ισοϋψών  καµπυλών για τις διάφορες 

µεταβλητές που µελετούνται. Επίσης είναι εφικτή η πραγµατοποίηση διαγραµµάτων των 

µεταβλητών σε τοµές του µοντέλου που ο µελετητής ορίζει. Μια άλλη πολύ σηµαντική 

λειτουργία είναι δυνατότητα κίνησης (animation) του µοντέλου ανάλογα µε τα φορτία που 

επιβάλλονται ώστε να είναι ευκολότερη η κατανόηση της συµπεριφοράς του σώµατος. 
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4. Πεπερασµένα Στοιχεία Στη ∆υναµική Ανάλυση 
 

4.1 Εισαγωγή 
Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφεται η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων για 

την δυναµική ανάλυση. Παράγονται τα µητρώα µάζας και απόσβεσης του 

συστήµατος και στη συνέχεια γίνεται ανάπτυξη στις µεθόδους άµεσης και έµµεσης 

χρονικής ολοκλήρωσης των εξισώσεων κίνησης. Η ανάπτυξη θα γίνει µόνο στις 

µεθόδους που θα χρησιµοποιηθούν για την ανάλυση των µοντέλων.  

Αν η συχνότητα µιας διέγερσης εφαρµοστεί σε ένα υλικό και είναι µικρότερη 

κατά το ένα τρίτο της χαµηλότερης φυσικής συχνότητας ταλάντωσης του υλικού τότε 

η επίδραση της αδράνειας θεωρείται αµελητέα και το πρόβληµα καλείται ηµιστατικό. 

∆ηλαδή η σχέση  παρέχει αρκετή ακρίβεια για όλα τα φορτία του 

πίνακα {R} αφού οι µετατοπίσεις {D} µεταβάλλονται αργά µε τον χρόνο (Cook et al., 

1988) 

}{}]{[ RDK =

Η επίδραση της αδράνειας γίνεται σηµαντική όταν οι συχνότητες  διέγερσης 

πάρουν τιµές µεγαλύτερες από το ένα τρίτο της χαµηλότερης φυσικής συχνότητας 

του υλικού ή όταν το υλικό ταλαντώνεται ελεύθερα. Το µητρώο µάζας ενός στοιχείου 

µπορεί να γραφεί [m] και για όλο το υλικό [M]. Η επίδραση της απόσβεσης αν είναι 

σηµαντική µπορεί να συµπεριληφθεί στα µητρώα απόσβεσης [c] για ένα στοιχείο και 

[C] για όλο το υλικό (Cook et al., 1988). 

Τα προβλήµατα στη δυναµική µπορούν να χωριστούν σε δυο κατηγορίες: 

 κατηγορία προβληµάτων διάδοσης κυµάτων (wave propagation) και 

 κατηγορία προβληµάτων δυναµικών κατασκευών (structural dynamics) 

Στα προβλήµατα διάδοσης κυµάτων όπου είναι και το αντικείµενο µελέτης της 

παρούσας εργασίας, το φορτίο είναι αποτέλεσµα σύγκρουσης ή έκρηξης και η 

διέγερση που παράγεται είναι υψηλής συχνότητας. Στα προβλήµατα αυτά µελετάται 

η επίδραση των τασικών κυµάτων που παράγονται από την έκρηξη. Επιπλέον η 

χρονική διάρκεια της ανάλυσης είναι συνήθως πολύ µικρή και η επίδραση του 

χρόνου είναι σηµαντική και στην επιστροφή του κύµατος (ενδεχοµένως από 

ανάκλαση)  στο υλικό (Cook et al., 1988).  

Στην δυναµική ανάλυση ζητείται ο προσδιορισµός κίνησης του υλικού κάτω από 

προκαθορισµένα φορτία συναρτήσει του χρόνου. Ο προσδιορισµός αυτός καλείται 
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χρονική ιστορική ανάλυση (time-history analysis). Υπάρχουν δυο µέθοδοι 

προσδιορισµού της χρονικής ιστορικής ανάλυσης: η ιδιοµορφική µέθοδος ανάλυσης 

(modal analysis) και οι µέθοδοι άµεσης χρονικής ολοκλήρωσης (direct integration).  

Για την επίλυση των εξισώσεων στην δυναµική ανάλυση µε τις µεθόδους άµεσης 

ολοκλήρωσης, απαιτούνται τα µητρώα απόσβεσης, µάζας και ακαµψίας του υλικού. 

Ο σχηµατισµός των µητρώων αυτών δεν απαιτείται να παραχθούν από 

διακριτοποίηση πεπερασµένων στοιχείων. Παλαιότερα τα µητρώα αυτά παράγονταν 

από διακριτοποίηση πεπερασµένων διαφορών, όµως µε την ανάπτυξη της µεθόδου 

των πεπερασµένων στοιχείων, σήµερα τα µητρώα αυτά παράγονται από 

διακριτοποίηση µε πεπερασµένα στοιχεία. Η αλλαγή επιλογής µεθόδου για την 

κατάστρωση των µητρώων οφείλεται στο γεγονός ότι η µέθοδος των πεπερασµένων 

στοιχείων είναι πιο ευέλικτη στη δηµιουργία του καννάβου, προσφέροντας 

µεγαλύτερη πύκνωση στοιχείων και κόµβων σε επιθυµητά σηµεία αυξάνοντας µε 

αυτό τον τρόπο την ακρίβεια της επίλυσης. 

Όπως η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων χρησιµοποιείται για να ορίσει 

ένα συνεχές µηχανικό σύστηµα σε ένα διακριτό σύστηµα, έτσι και οι µέθοδοι 

χρονικής ολοκλήρωσης χρησιµοποιούνται για να αλλάξουν ένα συνεχές δυναµικό 

φαινόµενο σε ένα βήµα προς βήµα δυναµικό φαινόµενο. Τα κύρια σχήµατα 

χρονικής ολοκλήρωσης παράγονται από αφαίρεση αναπτυγµάτων Taylor ή χρονικές 

µεθόδους πεπερασµένων στοιχείων (Cook et al., 1988). 

 

 

4.2 ∆υναµικές Εξισώσεις – Μητρώα Μάζας και Απόσβεσης 
Οι εξισώσεις που διέπουν την δυναµική απόκριση ενός µέσου ή υλικού µπορούν 

να παραχθούν µε την προϋπόθεση ότι το παραγόµενο έργο από τις εξωτερικές 

δυνάµεις απορροφάται από το έργο που παράγεται από τις εσωτερικές, αδρανειακές 

και τις ιξώδεις δυνάµεις για κάθε µικρή επιτρεπτή κίνηση έτσι ώστε η κάθε µικρή 

κίνηση να ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες και την συµβατότητα. Για ένα 

µοναδικό πεπερασµένο στοιχείο ισχύει (Cook et al., 1988): 

 

∫ ∫ ∑ =+Φ+
=

Ve Se

n

i
i

T
i

TT pudsudVFu
1

}{}{}{}{}{}{ δδδ  

dVukuuu d
TT

Ve

T }){}{}{}{}{}({
...

δρδσδε ++∫                          (4.1) 
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όπου }{ uδ  και }{δε : οι µικρές µετατοπίσεις και παραµορφώσεις αντίστοιχα του 

στοιχείου, : οι δυνάµεις του σώµατος, }{F }{Φ : οι προκαθορισµένοι επιφανειακοί 

ελκυστές, : τα συγκεντρωµένα φορτία που επιδρούν στο σύνολο των n σηµείων 

του στοιχείου, :  η µετατόπιση του σηµείου όπου εφαρµόζεται φορτίο , ρ: η 

πυκνότητα του υλικού, : είναι παράµετρος απόσβεσης του υλικού που είναι 

ανάλογη του ιξώδους. 

ip}{

T
iu}{δ ip}{

dk

 Κάνοντας χρήση του κλασσικού συµβολισµού, οι µετατοπίσεις {u} που είναι 

συναρτήσεις του χρόνου και του χώρου δίνονται από την ακόλουθη σχέση µαζί µε τις 

δυο πρώτες χρονικές παραγώγους τους: 

 

}]{[}{}]{[}{}]{[}{
......
dNudNudNu ===                      (4.2) 

 

Στις παραπάνω σχέσεις, οι συναρτήσεις µορφής [Ν], είναι συναρτήσεις του χώρου 

και των βαθµών ελευθέριας των κόµβων του στοιχείου µόνο. {d} είναι συναρτήσεις 

του χρόνου µόνο. Συνδυάζοντας τις σχέσεις 4.1 και 4.2 λαµβάνεται (Cook et al., 

1988): 

 

∫ ∫ ∑

∫∫∫
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...
ρσδ

           (4.3) 

 

όπου έχει θεωρηθεί ότι τα σηµεία εφαρµογής των συγκεντρωµένων φορτίων 

είναι στα σηµεία των κόµβων του στοιχείου. Αφού }{

ip}{  

dδ είναι αυθαίρετο, η σχέση 4.3 

µπορεί να γραφεί: 

 

}{}{}]{[}]{[ int
...

extrrdcdm =++                                        (4.4) 

 

όπου τα µητρώα απόσβεσης και µάζας του στοιχείου δίδονται από τις σχέσεις: 

 

dVNNkc
Ve

T
d ][][][ ∫=                                             (4.5) 
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dVNNm
Ve

T ][][][ ∫= ρ                                              (4.6) 

 

οι εσωτερικές δυνάµεις και εξωτερικά φορτία της σχέσης 4.4 δίδονται από τις 

σχέσεις: 

 

∫= Ve

T dVBr }{][}{ int σ                                          (4.7) 

 

∫ ∫ ∑
=

+Φ+=
Ve Se
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n
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}{}{][}{][}{                      (4.8) 

 

Η σχέση 4.4 είναι ένα σύστηµα συζευγµένων διαφορικών εξίσωσεων δευτέρας τάξης 

στο χρόνο και καλείται ηµιδιακριτοποίηση στη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων 

διότι παρόλο που οι µετατοπίσεις {d} είναι διακριτές συναρτήσεις του χώρου, είναι 

ακόµη συνεχείς συναρτήσεις στο χρόνο.  

Οι µέθοδοι της δυναµικής ανάλυσης εστιάζονται στο πώς να λύσουν την 

εξίσωση αυτή (σχέση 4.4). Οι µέθοδοι ιδιοµορφικής ανάλυσης (modal) έχουν ως 

σκοπό να διαχωρίσουν την εξίσωση σε επιµέρους τµήµατα όπου µπορεί να γίνει η 

ανεξάρτητη επίλυση τους. Οι µέθοδοι άµεσης ολοκλήρωσης διακριτοποιούν την 

σχέση 4.4 στο χρόνο για να πετύχουν µια σειρά ταυτόχρονων αλγεβρικών εξισώσεων 

(Cook et al., 1988).  

Τα µητρώα µάζας [Μ] και απόσβεσης [C] του υλικού καθώς και το µητρώο 

εσωτερικών δυνάµεων {Rint} καταστρώνονται µε επέκταση των θεµελιωδών 

µητρώων του στοιχείου [m], [c] και {rint} έτσι ώστε να ανταποκρίνονται στο µέγεθος 

των διαστάσεων. Όταν υπολογίζονται οι σχέσεις 4.5 και 4.6 και χρησιµοποιούνται οι 

ίδιες συναρτήσεις µορφής [Ν] όπως χρησιµοποιήθηκαν και στις σχέσεις µετατόπισης 

4.2, για την κατάστρωση του µητρώου ακαµψίας του υλικού, τα αποτελέσµατα 

καλούνται σύµφωνα µητρώα µάζας [m] και απόσβεσης [c] (consistent mass, and 

damping matrices). Τα µητρώα αυτά είναι συµµετρικά. Όταν ρ και κd είναι µη 

µηδενικά στοιχεία τότε τα σύµφωνα µητρώα µάζας και απόσβεσης είναι θετικά 

ορισµένα (Cook et al., 1988). 

Το διάνυσµα εσωτερικών δυνάµεων στην σχέση 4.7 παριστάνει φορτία στους 

κόµβους που προκαλούνται από την διάταση του υλικού. Οι σχέσεις 4.4 και 4.7 

ισχύουν για γραµµική και µη γραµµική συµπεριφορά υλικού. Το διάνυσµα {σ} 
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µπορεί να παριστάνει µη γραµµική συνάρτηση της τάσης ή ρυθµό τάσης. Για 

γραµµική ελαστική συµπεριφορά το διάνυσµα της τάσης είναι (Cook et al., 1988): 

 

}]{][[}{ dBE=σ                                                   (4.9) 

 

και η σχέση 4.7 παίρνει την µορφή: 

 

}]{[}{ int dkr =                                                  (4.10) 

 

όπου το [k] είναι το µητρώο ακαµψίας και ορίζεται από την σχέση: 

 

∫= Ve

T dVBEBk ]][[][][                                          (4.11) 

 

όταν γίνεται εφαρµογή της σχέσης 4.11, η σχέση 4.4 λαµβάνει την µορφή: 

 

}{}]{[}]{[}]{[
...

entrdkdcdm =++                                 (4.12) 

 

όπου φαίνεται ότι τα εξωτερικά φορτία είναι σε ισορροπία µε συνδυασµό των 

αδρανειακών δυνάµεων, δυνάµεων απόσβεσης και ελαστικών δυνάµεων. Για µια 

κατασκευή ή υλικό συγκεκριµένων διαστάσεων η σχέση 4.12 γίνεται (Cook et al., 

1988): 

 

}{}]{[}]{[}]{[
...

extRDKDCDM =++                            (4.13) 

 

όπου } ανταποκρίνεται στα φορτία R του στατικού προβλήµατος, αλλά είναι 

γενικά µια συνάρτηση του χρόνου. Επιστρέφοντας στην σχέση 4.4 οι σχέσεις ενός 

υλικού συγκεκριµένων διαστάσεων µπορεί να γραφεί µε την εναλλακτική µορφή: 

{ extR

 

}{}{}]{[}]{[ int
...

extRRDCDM =++                             (4.14) 

 

όπου δεν απαιτείται τα υλικό να είναι γραµµικά ελαστικό. 
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4.3 Απόσβεση 
Η πραγµατική απόσβεση στις κατασκευές και στα υλικά δεν είναι ιξώδης. Η 

απόσβεση σε αυτές τις περιπτώσεις οφείλεται σε µηχανισµούς όπως υστέρηση µέσα 

στο υλικό και παρεµβολές των συνδέσµων του. Αυτοί οι µηχανισµοί δεν είναι καλά 

κατανοητοί και επιπλέον είναι δύσχρηστο να συνδυαστούν µε τις εξισώσεις 

δυναµικής ή όταν συνδυάζονται µε εξισώσεις δυναµικής, είναι δύσκολη η αριθµητική 

επίλυση τους. Για την λύση του προβλήµατος αυτού, γίνεται δεκτό από θεωρητικές 

και πειραµατικές δοκιµές ότι ο µηχανισµός απόσβεσης ενός υλικού µπορεί να 

προσεγγιστεί ικανοποιητικά από ιξώδη απόσβεση στα περισσότερα προβλήµατα 

(Cook et al., 1988). 

Ο χειρισµός της απόσβεσης στην υπολογιστική ανάλυση µπορεί να χωριστεί σε 

δυο κατηγορίες µεθόδων (Cook et al., 1988): 

 Μέθοδοι φαινοµενολογικής απόσβεσης, οι οποίες µοντελοποιούν τη φυσική 

µείωση µηχανισµών όπως ελαστοπλαστική απώλεια υστέρησης, τριβή ή 

µικρορωγµές. 

 Μέθοδοι φασµατικής απόσβεσης, όπου η ιξώδης απόσβεση εισάγεται σαν 

λόγος κρίσιµης απόσβεσης. Κρίσιµη απόσβεση υφίσταται όταν ο λόγος ξ, γίνει 

ξ=1, που εκφράζει την µετάβαση  από την αδράνεια στην αντίδραση της 

ταλάντωσης. 

Οι µέθοδοι φαινοµενολογικής απόσβεσης απαιτούν λεπτοµερή µοντέλα του 

µηχανισµού µείωσης και συνήθως καταλήγουν σε µη γραµµική ανάλυση, όµως 

σπάνια χρησιµοποιούνται. Με την προσέγγιση της φασµατικής απόσβεσης, 

πειραµατικές παρατηρήσεις της αντίδρασης του υλικού από την ταλάντωση, 

χρησιµοποιούνται για να οριστεί το κλάσµα της κρίσιµης απόσβεσης σαν 

συνάρτηση της συχνότητας. Ο λόγος απόσβεσης (ξ), εξαρτάται από το υλικό και το 

επίπεδο της τάσης. Μια γνωστή σχέση φασµατικής απόσβεσης είναι η σχέση 

Rayleigh η αλλιώς αναλογική απόσβεση (proportional dαmping) και σχηµατίζει το 

µητρώο της απόσβεσης [C] του υλικού σαν γραµµικό συνδυασµό του µητρώου 

ακαµψίας και του µητρώου µάζας του υλικού. Η σχέση  Rayleigh είναι (Cook et al., 

1988): 

 

][][][ MKaC β+=                                           (4.15) 
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όπου α: σταθερά αναλογικής απόσβεσης του µητρώου ακαµψίας και β: σταθερά 

αναλογικής απόσβεσης του µητρώου µάζας. Ο πίνακας [C] δίδεται από την σχέση 

4.15 και είναι ένας ορθογώνιος πίνακας απόσβεσης και επιτρέπει τον διαχωρισµό 

των περιπτώσεων (uncoupled modes) από τα ιδιοδιανύσµατα που συνδέονται µε το 

ιδιοπρόβληµα της µη απόσβεσης. Η σχέση µεταξύ των α, β και του κλάσµατος της 

κρίσιµης απόσβεσης ξ σε συχνότητα ω δίδεται από την ακόλουθη σχέση (Cook et 

al., 1988): 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

ω
βαωξ

2
1                                          (4.16) 

 

οι σταθερές α και β προσδιορίζονται επιλέγοντας τα κλάσµατα της κρίσιµης 

απόσβεσης ξ1 και ξ2 για δυο διαφορετικές συχνότητες ω1 και ω2. Επιλύνοντας 

ταυτόχρονα τις δυο σχέσεις για α και β λαµβάνεται (Cook et al., 1988): 
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Στο σχήµα 4.1, φαίνεται το κλάσµα της κρίσιµης απόσβεσης συναρτήσει της 

συχνότητας. Η απόσβεση αποδιδόµενη στο α[Κ], αυξάνει µε την αύξηση της 

συχνότητας ενώ η απόσβεση που αποδίδεται στο β[Μ], αυξάνει µε την µείωση της 

συχνότητας. Για υλικά που µπορεί να έχουν κίνηση άκαµπτου σώµατος είναι 

σηµαντικό το µητρώο µάζας στην αναλογική απόσβεση να µην είναι υπερβολικό. 

Θετικές τιµές του β µικρότερες από 0.1 ανα µονάδα χρόνου είναι αποδεκτές (Cook 

et al., 1988). 
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Σχήµα 4.1: Κλάσµα κρίσιµης απόσβεσης συναρτήσει της συχνότητας για απόσβεση Rayleigh, 

καθώς επίσης και η συνεισφορά των µητρώων ακαµψίας (Cook et al., 1988) 

 

Συνήθως οι συχνότητες ω1 και ω2 επιλέγονται περικλείουν το υπό σχεδίαση 

φάσµα, επιπλέον το ω1 σαν η χαµηλότερη φυσική συχνότητα του υλικού και ω2 η 

µέγιστη συχνότητα αντίδρασης ή φόρτισης. Για παράδειγµα στη σεισµική ανάλυση η 

µέγιστη συχνότητα λαµβάνεται η τιµή των 30 Hz διότι το περιεχόµενο του φάσµατος 

του σεισµικού σχεδιασµού ανωτέρω της τιµής αυτής δεν παρουσιάζει ενδιαφέρον. 

Φυσικά είναι δυνατό να κατασκευαστούν και πιο γενικά µητρώα αναλογικής 

απόσβεσης για διάφορες συχνότητες για τις οποίες τα κλάσµατα κρίσιµης απόσβεσης 

µπορούν να προσδιοριστούν όµως, σπάνια χρησιµοποιούνται στην πράξη (Cook et 

al., 1988).  

 

 

4.4 Χρονική-Ιστορική Ανάλυση και Μέθοδοι Άµεσης Χρονικής 

Ολοκλήρωσης  
Στις µεθόδους άµεσης χρονικής ολοκλήρωσης ή αλλιώς µέθοδοι βήµα προς 

βήµα, χρησιµοποιείται η προσέγγιση των πεπερασµένων διαφορών για την 

αντικατάσταση του χρόνου στην σχέση 4.13 από διαφορές ή µετατοπίσεις {D} για 

διάφορες χρονικές στιγµές. Η προσέγγιση µε πεπερασµένες διαφορές 

πραγµατοποιείται για να λύνει προβλήµατα αρχικών τιµών και χωρίζονται σε 
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έµµεσες (implicit) και άµεσες (explicit) µεθόδους. Η άµεση ολοκλήρωση είναι µια 

εναλλακτική έναντι των ιδιοµορφικών µεθόδων. Για πολλά προβλήµατα δυναµικής 

ανάλυσης όπως προβλήµατα διάδοσης κυµάτων, συµπεριλαµβανοµένων και 

περίπλοκων µη-γραµµικών, η άµεση χρονική ολοκλήρωση είναι η πιο κατάλληλη. 

Υπάρχουν πολλές µέθοδοι άµεσης ολοκλήρωσης αλλά η επιλογή της πιο κατάλληλης 

είναι αποκλειστικά εξαρτώµενη από τον τύπο του προβλήµατος (Cook et al., 1988).  

Στην άµεση ολοκλήρωση, η προσέγγιση είναι να γραφεί η εξίσωση κίνησης για 

µια συγκεκριµένη χρονική στιγµή, όπως: 

 

n
ext

nnn RDKDCDM }{}]{[}]{[}]{[
...

=++                        (4.18) 

 

όπου ο δείκτης n υποδηλώνει χρόνο n∆t µε ∆t το µέγεθος του χρονικού βήµατος. Η 

απουσία του χρονικού βήµατος από τα µητρώα ,  και ]  δηλώνει 

γραµµικότητα στο πρόβληµα. Για προβλήµατα όπου το υλικό δεν είναι γραµµικό, ο 

πίνακας ]  είναι συνάρτηση των µετατοπίσεων, άρα και του χρόνου. Σύµφωνα µε 

αυτό η εξίσωση 4.14 λαµβάνει την µορφή: 

][M ][C [K

[K

 

n
ext

nnn RRDCDM }{}{}]{[}]{[ int
...

=++                            (4.19) 

 

όπου : το διάνυσµα εσωτερικών δυνάµεων σε χρόνο n∆t εξαιτίας της 

παραµόρφωσης του υλικού. Το διάνυσµα αυτό προκύπτει από την σύνθεση των 

εσωτερικών δυνάµεων του στοιχείου  όπως δίδεται από την σχέση 4.7 

χρησιµοποιώντας το διάνυσµα των τάσεων 

nR }{ int

nr }{ int

n}{σ . Για µη γραµµικά προβλήµατα το 

 είναι µη γραµµική συνάρτηση του . Για γραµµικά προβλήµατα ισχύει: nR }{ int
nD}{

 

nn DKR }]{[}{ int =                                              (4.20) 

 

Στην σχέση 4.19, τα µητρώα [Μ] και [C] λαµβάνονται σαν χρονικά εξαρτώµενα 

παρόλο που κάποια προβλήµατα µπορεί να είναι µη γραµµικά (Cook et al., 1988). 

 Στη συνέχεια το µητρώο [Μ] θα θεωρείται θετικά ορισµένο εκτός και αν 

οριστεί αλλιώς και το [Κ] θα είναι θετικά ηµί-ορισµένο µητρώο που σηµαίνει ότι 
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επιτρέπει κίνηση άκαµπτου σώµατος (rigid body motion). Οι διάφορες µέθοδοι 

άµεσης ολοκλήρωσης των σχέσεων 4.18 και 4.19 µπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε 

έµµεσες και άµεσες. Οι έµµεσες έχουν την γενική µορφή: 

 

,...)}{,}{,}{,}({}{ 1

...

1 −+ = nnnnn DDDDfD                        (4.21) 

 

επιτρέποντας τον προσδιορισµό  σε όρους αποκλειστικά ιστορικής 

πληροφορίας περιέχοντας τις µετατοπίσεις και χρονικές παραγώγους των 

µετατοπίσεων σε χρόνο n∆t και πιο πριν. Οι άµεσες µέθοδοι έχουν την γενική µορφή: 

1}{ +nD

 

,...)}{,}{,}({}{ 1

..

1

.

1 nnnn DDDfD +++ =                           (4.22) 

 

και αφού ο υπολογισµός του  απαιτεί γνώση της χρονικής παραγώγου του 

 που είναι γνωστή. Οι έµµεσες και άµεσες µέθοδοι έχουν αξιοσηµείωτες 

διαφορές στις ιδιότητες τους που παρουσιάζουν σηµαντικές πρακτικές επιπλοκές. 

Μέθοδοι που έχουν γενική µορφή όπως τις σχέσεις 4.21 και 4.22 καλούνται 

πολυβηµατικές µέθοδοι (multistep methods). Όταν το δεξιό µέρος  των σχέσεων 4.21 

και 4.22 περιέχει χρονικές πληροφορίες για πιο πριν από την χρονική στιγµή n∆t 

ονοµάζονται µέθοδοι ενός βήµατος (single-step methods). Επίσης όταν ισχύει το ίδιο 

αλλά για χρόνο (n-1)∆t τότε καλούνται µέθοδοι δυο βηµάτων (two-step methods). 

Συνήθως οι µέθοδοι ενός βήµατος είναι εύκολες στον χειρισµό αρχικών συνθηκών 

ενώ οι πολυβηµατικές µέθοδοι απαιτούν ειδικές διαδικασίες που είναι δύσχρηστες και 

µπορεί να παρουσιάσουν ανακρίβειες. Προβληµατικές διαδικασίες στις αρχικές 

συνθήκες µπορεί να µειώσει την ακρίβεια και την ευστάθεια της λύσης. Οι 

προβληµατικές αυτές διαδικασίες εισαγωγής αρχικών συνθηκών δεν θα αναπτυχθούν 

στην εργασία αυτή, επίσης δεν κρίνεται σκόπιµο να αναπτυχθούν όλες οι µέθοδοι 

άµεσης ολοκλήρωσης. Στη συνέχεια αναλύονται τα στοιχειώδη των τριών πιο 

βασικών µεθόδων που κρίνεται αναγκαίο για τους σκοπούς της εργασίας αυτής (Cook 

et al., 1988).  

1}{ +nD

1}{ +nD
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4.4.1 Μέθοδος κεντρικών διαφορών 

Η πιο χαρακτηριστική µέθοδος έµµεσης ολοκλήρωσης (explicit direct 

integration) είναι η µέθοδος των κεντρικών διαφορών. Το σχήµα της µεθόδου 

φαίνεται στο σχήµα 4.2 (Press et al., 1992): 

 

 
Σχήµα 4.2: Σχήµα µεθόδου κεντρικών διαφορών (Press et al., 1992) 

 

Η µέθοδος αυτή προσεγγίζει ταχύτητα και επιτάχυνση από τις ακόλουθες σχέσεις: 
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2
1}{ 11

.
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= nnn DD
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D                                     (4.23) 
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Οι σχέσεις 4.23 και 4.24 λαµβάνονται µε ανάπτυξη των  και σε σειρές 

Taylor για χρόνο n∆t: 

1}{ +nD 1}{ −nD
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+∆+=+ nnnnn DtDtDtDD                 (4.25) 

 

...}{
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}{}{}{
...3..2.

1 +
∆

−
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+∆−=− nnnnn DtDtDtDD                 (4.26) 

 

Αφαιρώντας την σχέση 4.26 από την 4.25 λαµβάνεται η προσέγγιση της ταχύτητας 

της σχέσης 4.23 ενώ προσθέτοντας την σχέση 4.25 στην 4.26 λαµβάνεται η 

προσέγγιση της επιτάχυνσης, σχέση 4.24. Και στις δυο περιπτώσεις οι όροι περιέχουν 
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το για αυτό και οι υψηλές δυνάµεις παραλείπονται από τις σχέσεις 4.23 και 4.24, 

που έχουν ακρίβεια δευτέρας τάξης, δηλαδή το σφάλµα είναι 0( ). Συνδυάζοντας 

τις σχέσεις 4.23 και 4.24 µε την σχέση 4.18 λαµβάνεται η τελική µορφή των 

κεντρικών διαφορών (Cook et al., 1988): 

2t∆
2t∆
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Η σχέση 4.27 είναι ένα σύστηµα γραµµικών εξισώσεων. Αν τα µητρώα [Μ] και [C] 

είναι διαγώνια τότε οι εξισώσεις είναι διαχωρίσιµες και το  µπορεί να ληφθεί 

χωρίς την ταυτόχρονη επίλυση των εξισώσεων (Cook et al., 1988). 

1}{ +nD

 

Σχόλια (Cook et al., 1988): 

 Για µικρά µοντέλα πεπερασµένων στοιχείων, το µητρώο ακαµψίας [Κ] που 

κατασκευάζεται µπορεί να αποθηκεύεται και το διάνυσµα των εξωτερικών 

δυνάµεων να για κάθε χρονικό βήµα να υπολογίζεται µε πολλαπλασιασµό 

πινάκων . Επειδή το µητρώο ακαµψίας δεν χρειάζεται να 

κατασκευάζεται κάθε φορά, οι έµµεσες µέθοδοι µπορούν  να χρησιµοποιηθούν για 

τρισδιάστατα µοντέλα σε µέτριας δυναµικότητας υπολογιστή. 

nn DKR }]{[}{ int =

 Ξεκινώντας την εφαρµογή της µεθόδου από n=0, απαιτείται{D}-1 που µπορεί να 

υπολογιστεί από τις γνωστές αρχικές συνθήκες και . Εφαρµόζοντας την 

σχέση 4.26 λαµβάνεται: 

oD}{ oD}{
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}{}{}{ DtDtDD ∆
+∆−=−                             (4.28) 

 

οι όροι ανωτέρας τάξης ∆t3 παραλείπονται. Το  λαµβάνεται από την εξίσωση 

κίνησης 4.18 την χρονική στιγµή µηδέν: 
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 Η σχέση 4.27 είναι υποθετικά ευσταθής (conditionally stable) και απαιτεί ∆t 

τέτοιο ώστε: 

 

max

2
ω

≤∆t                                                (4.30) 

 

όπου ωmax: η µεγαλύτερη φυσική συχνότητα της εξίσωσης: 

 

0])[]det([ 2 =Μ−ωK                                     (4.31) 

 

Αν η σχέση 4.30 δεν ικανοποιείται τότε οι υπολογισµοί δεν είναι ευσταθείς. Η  

ευστάθεια της λύσης ισχύει οριακά, όταν: 

 

max

2
ω

=∆t                                             (4.32) 

 

και η σύγκλιση µπορεί να επιτευχθεί σε ορισµένες εφαρµογές µόνο. Αξίζει επίσης να 

αναφερθεί ότι η σχέση 4.27 δεν επηρεάζεται από την απόσβεση (Cook et al., 1988). 

 Είναι κατανοητό ότι γνωρίζοντας τις µετατοπίσεις και τις ταχύτητες σε µια 

δεδοµένη στιγµή (αρχικές συνθήκες), η µέθοδος των κεντρικών διαφορών είναι 

ευσταθής και µπορεί να εφαρµοστεί για χρόνο που έχει περάσει έτσι ώστε: 

 

maxmax

22
ωω

≤∆≤− t                                         (4.33) 

 

 Αν το ∆t είναι πολύ µεγάλο τότε η µέθοδος είναι ασταθής. Αν το ∆t είναι πολύ 

µικρό από ότι χρειάζεται τότε οι υπολογισµοί είναι βεβαρηµένοι. Είναι λοιπόν 

αναγκαίο να ορίζεται σωστά το όριο ωmax: 

 

L
c

e
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όπου e)( maxω : η µέγιστη συχνότητα (όριο) ενός στοιχείου, L: το µήκος του µοντέλου 

και c: η ακουστική ταχύτητα κύµατος ή ταχύτητα διευρυνόµενου κύµατος: 

 

ρ
Ec =                                               (4.35) 

 

και είναι η ταχύτητα µε την οποία ταξιδεύει η πληροφορία στο µοντέλο, άρα για να 

είναι η έµµεση ολοκλήρωση ευσταθής, το χρονικό βήµα θα πρέπει να είναι: 

 

c
Lt ≤∆                                               (4.36) 

 

που καλείται και συνθήκη CFL. 

 Ένας χρήσιµος ορισµός για το σχετικό χρονικό βήµα είναι ο αριθµός Courant Cn, 

όπου θεωρείται κριτήριο ευστάθειας και ορίζεται: 

 

stable

actual
n t

t
C

∆
∆

=                                           (4.37) 

 

όπου : το πραγµατικό χρονικό βήµα, actualt∆ stablet∆ : Το µεγαλύτερο χρονικό βήµα για 

να είναι η µέθοδος ευσταθής. Συνήθως το Cn παίρνει τιµές 0.95-0.98. 

 

4.4.2 Μέθοδος Houbolt 

Η µέθοδος Houbolt λαµβάνεται µε κυβική παρεµβολή Lagrange του {D} σε 

χρόνους (n-2)∆t έως (n-1)∆t. Η µέθοδος αυτή έχει χαρακτηριστικά υψηλής 

αριθµητικής απόσβεσης και συγκεκριµένα για υψηλές συχνότητες. Αυτή η υψηλή 

απόσβεση καθιστά την µέθοδο ευσταθή κα για µη γραµµικά προβλήµατα. Στην 

πραγµατικότητα η ευστάθεια της µεθόδου αυξάνει µε το µέγεθος του χρονικού 

βήµατος. Η αδυναµία της µεθόδου είναι στο ότι γίνεται ασταθής για µεγάλα χρονικά 

βήµατα. Τα αποτελέσµατα που λαµβάνονται µε την µέθοδο αυτή έχουν 

εξοµαλυσµένη µορφή αλλά δεν είναι απολύτως ακριβής. Οι σχέσεις τις µεθόδου 

έχουν ως εξής (Cook et al., 1988):  
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Αντικαθιστώντας τις σχέσεις 4.38 και 4.39 στην εξίσωση κίνησης 4.18 λαµβάνεται 

µια εξίσωση όπως την σχέση 4.27. Παλαιότερα η µέθοδος Houbolt ήταν η πιο γνωστή 

για δυναµικά προβλήµατα γενικής φύσης, όµως σήµερα έχει αντικατασταθεί από 

πολύ πιο εξελιγµένους αλγόριθµους οι οποίοι λαµβάνουν υπόψη τους σε µεγάλη 

ακρίβεια ιδιότητες απόσβεσης (Cook et al., 1988).  

 

4.4.3 Μέθοδος Newmark 

Η µέθοδος Newmark είναι η πιο γνωστή από τις µεθόδους άµεσης 

ολοκλήρωσης που χρησιµοποιούνται στα πεπερασµένα στοιχεία. Για γραµµικά 

προβλήµατα είναι απόλυτα ευσταθής και δεν παρουσιάζει αριθµητική απόσβεση. Η 

µέθοδος αυτή µπορεί να δώσει αποδοτικές λύσεις τόσο για γραµµικά όσο για µη 

γραµµικά προβλήµατα για ένα πολύ µεγάλο εύρος φορτίων. Η διαδικασία επιτρέπει 

την αλλαγή χρονικού βήµατος έτσι ώστε να µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε 

προβλήµατα απότοµης κρούσης που απαιτούν µείωση του χρονικού βήµατος. Η 

σχέσεις της µεθόδου είναι (Cook et al., 1988): 
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]}{}){1[(}{}{ 1

.....

1

.
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όπου το β, γ είναι συντελεστές για να ελέγχει ο αναλυτής την ευστάθεια και την 

ακρίβεια της µεθόδου. Αντικαθιστώντας τις σχέσεις 4.40 και 4.41 στην εξίσωση 

κίνησης 4.19 για χρόνο (n+1)∆t, λαµβάνεται µια εξίσωση όπως την σχέση 4.27. Για 

έµµεσες Newmark ισχύει (β=0) και για της άµεσες Newmark ισχύει (β>0). Στο σχήµα 

4.3 φαίνεται η ευστάθεια της µεθόδου (Cook et al., 1988). 

 

Σαρρής Ερνέστος - ∆ιπλωµατική Εργασία 97



Κεφάλαιο 4                                          Πεπερασµένα Στοιχεία Στη ∆υναµική Ανάλυση 

 
Σχήµα 4.3: Περιοχές ευστάθειας της µεθόδου Newmark (Bernard and Simon, 1993) 

 

Σύµφωνα µε τους ορισµούς που δόθηκαν για τις έµµεσες και άµεσες µεθόδους, 

η µέθοδος Newmark είναι άµεση όταν εκτός αν τα β = γ = 0, που είναι ασταθής για 

κάθε χρονικό βήµα ∆t και δεν µπορεί αν χρησιµοποιηθεί. Στις περισσότερες 

περιπτώσεις η µέθοδος έχει εφαρµογή για β=0 και γ≥ 1/2 που είναι έµµεση και για 

σκοπούς πρακτικότητας το µητρώο απόσβεσης [C] είναι διαγώνιο για την αποφυγή 

επίλυσης εξισώσεων ταυτόχρονα (Cook et al., 1988). 

Μια ποικιλία χρήσιµων µεθόδων µπορεί να επιτευχθεί από την εφαρµογή της 

Newmark για αυτό και ονοµάζεται οικογένεια λύσεων Newmark. Όταν γ=1/2, οι 

µέθοδοι δεν παρουσιάζουν απόσβεση και παρουσιάζουν ακρίβεια δευτέρας τάξης, µε 

την εξαίρεση ο πίνακας απόσβεσης να είναι [C]=0 που παρουσιάζει ακρίβεια 

τετάρτης τάξης. Αν ληφθεί γ>1/2 τότε εισάγεται τεχνητή απόσβεση αλλά όµως 

µειώνεται η ακρίβεια σε πρώτη τάξη. Για άµεσες µεθόδους Newmark αν ληφθεί: 
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4
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+= γβ                                                    (4.42) 
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µεγιστοποιείται η µείωση της υψηλής συχνότητας για δεδοµένη τιµή της γ>1/2. Στο 

πίνακα 4.1 φαίνονται συνοπτικά όλες οι µέθοδοι Newmark. 

 
Πίνακας 4.1: Σύνοψη µεθόδων Newmark (Cook et al., 1988) 

 Μέθοδος β γ Ωcrit Ακρίβεια 

Τεχνητή απόσβεση >γ/2 >1/2 ),( du∞  )(0 t∆  

Μέση επιτάχυνση 

(κανόνας 

τραπεζίου) 

1/4 1/2 ),( du∞  )(0 2t∆  

Γραµµική 

επιτάχυνση 
1/6 1/2 

32 =3.464(u)

Σχέση Α(d)

)(0 2t∆  

 

Άµεσες 

Fox Goodwin 
1/12 1/2 

6 =2.449(u)

Σχέση Α(d)

)(4 )(0 ut∆  
)(2 )(0 dt∆  

Κεντρικές 

διαφορές [Μ], [C] 

διαγώνιοι 

0 1/2 
2(u)

Σχέση Α(d)

)(0 2t∆  

 
Έµµεσες 

Τεχνητή απόσβεση 

[Μ], [C] διαγώνιοι 
0 >1/2 Σχέση Α(u,d) )(0 t∆  

 
 
όπου σχέση Α δίδεται από την εξίσωση:  
 

βγ

γξβγγξ
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2
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2
1( 22

crit                             (4.43) 

u: χωρίς απόσβεση, d: µε απόσβεση, ενώ η ευστάθεια της µεθόδου απαιτεί χρονικό 

βήµα: 

 

maxω
critt

Ω
=∆                                                    (4.44) 

 

Παρατηρείται ότι: 
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 Με την παρουσία της απόσβεσης στις έµµεσες µεθόδους, αυξάνεται το όριο 

ευστάθειας σε αντίθεση µε τις κεντρικές διαφορές που δεν παρουσιάζεται καµία 

αλλαγή στην ευστάθεια της µεθόδου. 

 Η µέθοδος Newmark (γραµµική επιτάχυνση) είναι ιδανική για ανάλυση 

απόκρισης  κατασκευών από σεισµούς,  στην οποία τα ξεχωριστά βήµατα της 

γραµµικής επιτάχυνσης χρησιµοποιούνται σαν την διέγερση που παράγεται από 

ένα σεισµό.  

 Ένα µειονέκτηµα της µεθόδου της είναι ότι η αριθµητική απόσβεση επιτυγχάνεται 

σε βάρος της ακρίβειας. 

Η µέθοδος Newmark έτσι όπως έχει προταθεί από τους Hilber, Hughes και Taylor, 

(1977), δεν παρουσιάζει την παραπάνω αδυναµία και µε κατάλληλη επιλογή 

παραµέτρων, επιτυγχάνεται ακρίβεια δευτέρας τάξης και αποδοτική µείωση υψηλών 

συχνοτήτων. Η σχέση της µεθόδου αυτής είναι (Cook et al., 1988): 

 

n
ext

n
ext

nnnnn

RaRa
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Αν οι παράµετροι επιλεγούν έτσι ώστε 0
3
1

≤≤− a , 
2

)21( αγ −
=  και 

4
)1( 2αβ −

= , η 

µέθοδος είναι άµεση και ευσταθής µε ακρίβεια δευτέρας τάξης. Αν α=0 η µέθοδος 

υποβιβάζεται σε κανόνα τραπεζίου που δεν παρουσιάζει µείωση συχνοτήτων, ενώ 

µειώνοντας το α τότε επιτυγχάνεται αύξηση αριθµητικής απόσβεσης. 

 

 

4.5 Ανάλυση Ευστάθειας 
Όταν γίνεται έλεγχος ευστάθειας, είναι επαρκές να θεωρηθεί οµογενής η µορφή 

της εξίσωσης κίνησης. Αυτό λαµβάνεται θέτοντας } . Η βασική ιδέα είναι 

ότι αν αποδειχτεί αυτή τη διαδικασία λύσης είναι ευσταθής χωρίς εξωτερικά φορτία 

τότε θα είναι επίσης ευσταθής και για   αλλά µε κάποιους περιορισµούς. 

Υπάρχουν αρκετές µέθοδοι ελέγχου ευστάθειας και µπορούν να χωριστούν σε δυο 

κατηγορίες (Cook et al., 1988).  

0{}{ =extR

}0{}{ ≠extR
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 Φασµατική ευστάθεια Fourier, όπου ελέγχεται το αποτέλεσµα της χρονικής 

ολοκλήρωσης σε µια µοναδική εξίσωση κίνησης που πετυχαίνεται ο σταδιακός 

διαχωρισµός των αρχικών εξισώσεων του υλικού. 

 Ενεργειακή ευστάθεια, όπου γίνεται χειρισµός των αρχικών µητρώων του 

υλικού, θέτοντας τις συνθήκες κάτω από τις οποίες  µια νόρµα η οποία προκύπτει 

από την επίλυση στη χρονική στιγµή n∆t µπορεί να συνδεθεί µε µια νόρµα που 

προκύπτει από την επίλυση για χρόνο µηδέν. 

Η φασµατικές µέθοδοι ευστάθειας όµως δίνουν καλύτερα και πιο ακριβής 

αποτελέσµατα. Οι ενεργειακές µέθοδοι ευστάθειας ορισµένες φορές προσφέρουν 

αποτελέσµατα που δεν είναι µεγάλης ακρίβειας όµως µπορούν να εφαρµοστούν σε 

περίπλοκα προβλήµατα όπου οι φασµατικές µέθοδοι δεν είναι τόσο ευέλικτες. 

 Το πιθανά σφάλµατα στις µεθόδους άµεσης ολοκλήρωσης φαίνονται στο 

σχήµα 4.4 (Cook et al., 1988):  

 

 
Σχήµα 4.4: Πιθανά σφάλµατα στις µεθόδους άµεσης ολοκλήρωσης (Cook et al., 1988) 

 

 

4.6 Συµπεράσµατα για την Ιστορική Χρονική Ανάλυση 
Με βάση όλα όσα έχουν αναφερθεί σε αυτό το κεφάλαιο, η χρονική ιστορική 

ανάλυση είναι µια πολύπλοκη διαδικασία στην οποία εξάγονται τα πιο κάτω 
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συµπεράσµατα για την επιλογή της µεθόδου, την επιλογή των στοιχείων καθώς 

επίσης και την επιλογή της διακριτοποίησης (Cook et al., 1988). 

 

4.6.1 Επιλογή µεθόδου 

Η επιλογή της µεθόδου στην χρονική ιστορική ανάλυση είναι αποκλειστικά 

εξαρτώµενη από τον τύπο του προβλήµατος. Η αποδοτικότητα της µεθόδου 

εξαρτάται από το πρόβληµα αν είναι δυναµική διάδοση κύµατος ή δυναµική 

απόκριση κατασκευών, τη χρονική διάρκεια την οποία απαιτεί η ανάλυση, αν το 

πρόβληµα είναι γραµµικό ή µη γραµµικό, καθώς επίσης και από την επιλογή της 

διακριτοποίησης.  

Στα προβλήµατα δυναµικής διάδοσης κυµάτων, η διέγερση είναι συνισταµένη 

υψηλών συχνοτήτων. Η χρονική κλίµακα ενδιαφέροντος είναι πολύ µικρή και της 

τάξης του να διαδοθεί και να επιστρέψει στο σηµείο το οποίο ξεκίνησε. Συνήθως το 

ενδιαφέρων σε τέτοια προβλήµατα είναι η διάδοση των τασικών κυµάτων διαµέσου 

των στοιχείων και των αιφνίδιων µεταβολών που προκαλεί (Cook et al., 1988).  

Οι µέθοδοι ρυθµού επαλληλίας (modal superposition) είναι κατάλληλες για 

µικρό αριθµό ταλαντώσεων στο πρόβληµα. Στα προβλήµατα δυναµικής διάδοσης 

κυµάτων απαιτούνται µεγάλοι ρυθµοί και αριθµοί ταλάντωσης για αυτό και οι 

µέθοδοι αυτοί είναι ακατάλληλες για τέτοιου τύπου προβλήµατα. 

Η σύγκλιση είναι επίσης εξαρτώµενη από τον τύπο του προβλήµατος και 

συνήθως είναι µικρή. Γενικά οι µέθοδοι άµεσης ολοκλήρωσης είναι επιθυµητές σε µη 

γραµµικά προβλήµατα. Με τις µεθόδους έµµεσης ολοκλήρωσης, η ευστάθεια απαιτεί 

το χρονικό βήµα να είναι αρκετά µικρό έτσι ώστε η πληροφορία να µπορεί να 

διαδοθεί όχι λιγότερο, ούτε περισσότερο από ένα στοιχείο (συνθήκη CFL). Οι 

έµµεσες µέθοδοι είναι ιδανικές για προβλήµατα δυναµικής διάδοσης κυµάτων διότι ο 

περιορισµός της ευστάθειας δεν είναι µεγάλο µειονέκτηµα διότι το µικρό χρονικό 

βήµα που χρησιµοποιείται είναι απαραίτητο για την ακρίβεια. Άλλοι θετικοί 

παράγοντες των έµµεσων µεθόδων είναι η εύκολη εφαρµογή, ο ακριβής χειρισµός 

των µη γραµµικών προβληµάτων, καθώς επίσης και η αντιµετώπιση πολύ µεγάλων 

προβληµάτων  µε µέτριας δυναµικότητας υπολογιστή και χώρο αποθήκευσης (Cook 

et al., 1988). 

Το µόνο πλεονέκτηµα των άµεσων από των έµµεσων µεθόδων είναι ότι 

επιτρέπουν πολύ µεγαλύτερο χρονικό βήµα επειδή είναι ευσταθείς υπό συγκεκριµένες 

συνθήκες. Οι άµεσες µέθοδοι είναι βεβαρηµένες για προβλήµατα δυναµικής διάδοσης 
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κυµάτων διότι η ακρίβεια τους απαιτεί µικρό χρονικό βήµα. Σε σύγκριση µε τις 

έµµεσες µεθόδους, οι άµεσες µέθοδοι είναι πιο δύσκολες στην εφαρµογή τους 

ειδικότερα στα µη γραµµικά προβλήµατα καθώς επίσης απαιτούν πολύ µεγαλύτερο 

χώρο αποθήκευσης δεδοµένων για την επίλυση ενός προβλήµατος (Cook et al., 

1988).     

 

4.6.2 Επιλογή στοιχείων και διακριτοποίηση 

Όταν γίνεται η διακριτοποίηση ενός σώµατος ή περιοχής, ο αναλυτής µπορεί να 

επιλέξει από απλά στοιχεία, χαµηλής τάξης, γραµµικά, διγραµµικά τετράεδρα ή και 

ανώτερης τάξης στοιχεία όπως τετραεδρικά Lagrange. Σε προβλήµατα δυναµικής 

διάδοσης κυµάτων, τα στοιχεία χαµηλής τάξης είναι πιο κατάλληλα για την εξαγωγή 

αποτελεσµάτων διότι τα ανώτερης τάξης στοιχεία τείνουν να παράγουν αριθµητικό 

θόρυβο. Τα στοιχεία υψηλής τάξης είναι κατάλληλα σε προβλήµατα ιδιοτιµών. 

 Όπως ισχύει στα στατικά προβλήµατα, έτσι και στα δυναµικά προβλήµατα, η 

ανάλυση απαιτεί πύκνωση των στοιχείων στην περιοχή όπου αναµένεται η αιφνίδια 

µεταβολή της τάσης. Στα συγκεκριµένα δυναµικά προβλήµατα µπορεί να απαιτείται 

και πυκνότερη διακριτοποίηση σε σχέση µε στατικά. Η µετάβαση των στοιχείων δεν 

πρέπει να είναι απότοµη. Αν είναι απότοµη, το µητρώο µάζας που θα προκύψει θα 

είναι ακριβής διακριτή αναπαράσταση της πραγµατικής κατανοµής µάζας του υλικού. 

Ως συνέπεια αυτού θα αυξηθούν οι ανακλάσεις και ο αριθµητικός θόρυβος κοντά στα 

σύνορα µετάβασης των στοιχείων (Cook et al., 1988). 

 

 

4.7 Μη Γραµµικά ∆υναµικά Προβλήµατα 
Όπως αναφέρθηκε στην αρχή του κεφαλαίου αυτού, αν η συχνότητα µιας 

διέγερσης  (ανατίναξη) εφαρµοστεί σε ένα υλικό και είναι µεγαλύτερη κατά το ένα 

τρίτο της χαµηλότερης φυσικής συχνότητας ταλάντωσης του υλικού τότε η επίδραση 

της αδράνειας είναι σηµαντική και το πρόβληµα καλείται δυναµικό. Οι µέθοδοι που 

χρησιµοποιούνται στην µη γραµµική ανάλυση είναι οι µέθοδοι της άµεσης 

ολοκλήρωσης (Cook et al., 1988).  
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4.7.1 Έµµεσες µέθοδοι ολοκλήρωσης 

Ο χειρισµός των µη γραµµικών προβληµάτων µε τις έµµεσες µεθόδους είναι 

ακριβής και αποδοτικός. Οι έµµεσες µέθοδοι απαιτούν τον υπολογισµό των 

εσωτερικών δυνάµεων,  πριν τον υπολογισµό των νέων µετατοπίσεων . 

Ο υπολογισµός των εσωτερικών δυνάµεων στοιχείο µε στοιχείο  

χρησιµοποιώντας την σχέση 4.7 απαιτεί τις τάσεις 

nr ){ int
1}{ +nD

nr ){ int

n}{σ να είναι γνωστές. Για 

γραµµικά προβλήµατα ισχύει: 

 

nn DBE }]{][[}{ =σ                                             (4.46) 

 

στην οποία το  είναι γνωστό. Για την πλαστικότητα, το βήµα της τάσης nD}{

}{}{ σσ ∆=d  µπορεί να υπολογιστεί από το βήµα της παραµόρφωσης (σχέση 4.47) 

και ενός καταστατικού νόµου (σχέση 4.48): 

 

)}{}]({[}{ 1−−Β=∆ nn DDε   [Βήµα παραµόρφωσης]  (4.47) 

 

)]{[}{ εσ dd epΕ=            [Καταστατικός νόµος]  (4.48) 

 

όπου [Β]: χωρική παράγωγος του πεδίου µεταβλητών και είναι [Β]{d}, : Μέτρο 

ελαστικότητας. Αφού το διάνυσµα της τάσης την χρονική στιγµή n∆t δίδεται από την 

σχέση: 

][ epΕ

 

}{}{}{ 1 σσσ ∆+= −nn                                          (4.49) 

 

τότε το διάνυσµα  λαµβάνεται µε την επίλυση της σχέσης 4.7. nr ){ int

 Όπως και στα γραµµικά προβλήµατα, η ακρίβεια µιας έµµεσης µεθόδου 

εξασφαλίζεται όταν το κριτήριο ευστάθειας του χρονικού βήµατος ικανοποιηθεί. Τα 

κριτήρια αυτά (σχέση 4.30) ισχύουν και για µη γραµµικά προβλήµατα δεδοµένου ότι 

εφαρµόζονται για την στιγµιαία τιµή του ωmax που είναι συνάρτηση των ιδιοτήτων 

του υλικού, την γεωµετρία του στοιχείου και την γεωµετρία της διακριτοποίησης 

(Cook et al., 1988). 
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Αριθµητική αστάθεια είναι συνήθως εύκολη να εντοπιστεί σε γραµµικά 

προβλήµατα διότι η αστάθεια µεγαλώνει χωρίς όριο. Στα µη γραµµικά προβλήµατα 

µε ελαστοπλαστικά υλικά, εισάγεται επιπλέον ενέργεια στο σύστηµα διότι µειώνεται 

από την αριθµητική αστάθεια του έργου πλαστικότητας ή κάποιου άλλου µη 

αντιστρέψιµου µηχανισµού έτσι ώστε να µπορεί να εντοπιστεί η αστάθεια αυτή και 

να αντιµετωπιστεί (Cook et al., 1988). 

 

4.7.2 Έλεγχος ισοζυγίου ενέργειας 

Στην ανάλυση µη γραµµικών δυναµικών προβληµάτων,  συνήθως συνίσταται η 

εκπόνηση ισοζυγίου ενέργειας για να βοηθήσει στην εξακρίβωση της ευστάθειας και 

της ακρίβειας των υπολογισµών. Ιδανικά, η ενέργεια τη χρονική στιγµή (n+1)∆t σε 

ένα σύστηµα που ξεκινάει µε αρχικές συνθήκες ηρεµίας, ικανοποιούν της εξίσωση 

(Cook et al., 1988): 

 
ext

nnn WTW 11
int

1 +++ =+                                               (4.50) 

 

όπου W: έργο και Τ: κινητική ενέργεια. Από φυσική άποψη η σχέση 4.50 δηλώνει ότι 

το έργο των εξωτερικών φορτίων  µετατρέπεται σε κινητική ενέργεια και σε ενέργεια 

που αποθηκεύεται από ελαστικότητα ή παραµόρφωση πλαστικότητας. 

 Το εσωτερικό έργο  αναπαριστά το έργο που παράγεται από τα φορτία 

στους κόµβους που αναπτύσσονται από την παραµόρφωση του υλικού και δίδεται 

από την σχέση: 

int
1+nW

 

∫
∆+

∆
+ +=

tn

tn
nn dtWWW

)1( int.
intint

1                                      (4.51) 

 

σηµειώνεται όπου  

 

n
T
n RDW }{}{ int

.int.
=                                         (4.52) 

 

και προσεγγίζει το ολοκλήρωµα στη σχέση 4.51 µε τον κανόνα του τραπεζίου ως 

εξής: 
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)}{}{}{}({
2 1

int
1

.
int

.
intint

1 +++ +
∆

+= n
T
nn

T
nnn RDRDtWW                (4.53) 

Η σχέση 4.53 είναι κατάλληλη για χρήση µε έµµεσες µεθόδους για υπολογισµό 

ταχυτήτων σε όλα τα χρονικά βήµατα (π.χ µέθοδος Newmark για β=0). Όταν οι 

ταχύτητες είναι γνωστές στα µισά χρονικά βήµατα, όπως στη µέθοδο των κεντρικών 

διαφορών, η σχέση 4.53 γράφεται (Cook et al., 1988): 

 

)}{}({}{
2 1

intint
2/1

.
intint

1 +++ +
∆

+= nn
T
nnn RRDtWW                      (4.54) 

 

Το εξωτερικό έργο , παριστάνει το έργο που παράγεται από τα εξωτερικά φορτία 

και δίδεται από την σχέση: 

ext
nW 1+

 

∫
∆+

∆
+ +=

tn

tn

extText
n

ext
n dtRDWW

)1( .

1 }{}{                             (4.55) 

 

Η κινητική ενέργεια, Τn, δίδεται από την σχέση: 

 

n
T
nn DMDT }]{[}{

2
1 ..

=                                     (4.56) 

 

ή σε µισούς χρόνους µε τις ταχύτητες γνωστές: 

 

)(
2
1

2/12/1 +− += nnn TTT                                   (4.57) 

 

Σηµειώνεται ότι κατά την κατασκευή ενός ισοζυγίου ενέργειας, η σχέση 4.50 δεν 

ικανοποιείται πλήρως. Για την µέτρηση της ποιότητας της λύσης µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί (Cook et al., 1988): 

 
ext

nnn
ext

nnn WTWeWTW ++≤−+ intint (                         (4.58) 
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όπου e: είναι αριθµός ανοχής. Τα απόλυτα στη σχέση είναι για να εµποδιστούν οι 

µικρές αρνητικές τιµές του εξαιτίας αριθµητικών σφαλµάτων. Οι όροι µέσα στην 

παρένθεση στο δεξί µέρος της εξίσωσης παριστάνουν την συνολική ενέργεια του 

συστήµατος. Το αριστερό µέρος της εξίσωσης είναι το ενεργειακό λάθος. Ένας 

ευσταθής έµµεσος υπολογισµός πρέπει να ικανοποιεί την εξίσωση 4.58 µε ανοχή 

. Αν η σχέση 4.58, απαιτεί ανοχή  για την ικανοποίηση της, τότε 

ακόµα και για µοντέλα µε χιλιάδες στοιχεία στην διακριτοποίηση τους και µε χιλιάδες 

χρονικά βήµατα στην επίλυση, θα πρέπει να αναµένεται αστάθεια στα αποτελέσµατα 

(Cook et al., 1988).  

extW

02.0≤e 05.0≥e

 

4.7.3 Άµεσες µέθοδοι 

Συγκρίνοντας τις έµµεσες µεθόδους µε τις άµεσες µεθόδους, οι πιο κατάλληλες 

µέθοδοι για την αντιµετώπιση µη γραµµικών προβληµάτων είναι οι έµµεσες. Οι 

άµεσες δεν είναι κατάλληλες για τον λόγο ότι η εφαρµογή τους απαιτεί χρήση 

µεγάλων χρονικών βηµάτων. Η µη γραµµικότητα παρουσιάζει τις ίδιες δυσκολίες 

τόσο στη στατική όσο και στη δυναµική ανάλυση. Η ακαµψία είναι συνάρτηση των 

µετατοπίσεων που δεν είναι γνωστές εκ των προτέρων. Η σύγκλιση είναι το πιο 

σύνηθες πρόβληµα που αντιµετωπίζεται στις µεθόδους αυτές. Οι µέθοδοι που 

µπορούν να δώσουν καλά αποτελέσµατα είναι η µέθοδος εφαπτόµενης ακαµψίας 

και η µέθοδος αρχικής ακαµψίας, όµως δεν κρίνεται σκόπιµο να αναλυθούν (Cook 

et al., 1988). 
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5. Ελαστοπλαστική Συµπεριφορά και Προβλήµατα Επαφής 
 

5.1  Εισαγωγή 

Στο κεφάλαιο αυτό θα περιγραφούν οι έννοιες της ελαστοπλαστικής 

συµπεριφοράς και των αντιστοίχων καταστατικών µοντέλων, καθώς επίσης και η 

εισαγωγή των µοντέλων αυτών στη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων. Θα 

περιγραφούν οι έννοιες του ορίου πλαστικής διαρροής (plastic yield limit), της 

συνάρτησης πλαστικής συµπεριφοράς (plastic potential function), της κράτυνσης 

(hardening), καθώς και της χαλάρωσης (softening) του υλικού (Potts & 

Zdravkovic,1999). Η περιγραφή θα πραγµατοποιηθεί σε µία διάσταση διότι µια 

πλήρης περιγραφή ξεφεύγει από τους σκοπούς της ανάλυσης µας αν και θα δοθούν 

εξηγήσεις για την διαδικασία επίλυσης σε περισσότερες διαστάσεις. Τέλος θα γίνει 

αναφερά στην σύνθεση των προβληµάτων επαφής.  

 

 

5.2 Γενικά 
Η ελαστοπλαστική συµπεριφορά χαρακτηρίζεται από ένα γραµµικά ή µη 

γραµµικά ελαστικό κλάδο όπως φαίνεται στο σχήµα 5.1. Όταν η εντατική κατάσταση 

του υλικού αντιπροσωπεύεται από τον ελαστικό κλάδο τότε το υλικό παρουσιάζει 

ελαστική συµπεριφορά. Όταν όµως η εντατική κατάσταση του υλικού υπερβεί το 

σηµείο διαρροής του τότε αρχίζει η εµφάνιση µόνιµων παραµορφώσεων. Επίσης ένα 

πέτρωµα ή γεωυλικό µπορεί να µην χαρακτηρίζεται από τέλεια ελαστοπλαστική 

συµπεριφορά αλλά στον κλάδο µετά το σηµείο διαρροής να παρουσιάσει κράτυνση ή 

χαλάρωση (Αγιουτάντης 2002). 

 

 
Σχήµα 5.1: Ελαστοπλαστική συµπεριφορά (Αγιουτάντης 2002) 
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5.2.1 Ελαστικό-Τέλεια Πλαστικό Υλικό 

Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζεται η διαδικασία µιας µονοαξονικής φόρτισης 

σε ιδανικά ελαστοπλαστικό υλικό (ελαστικό-τέλεια πλαστικό). Η φόρτιση προέρχεται 

από την εφαρµογή µίας θλιπτικής αξονικής παραµόρφωσης (ε) και παρουσιάζεται η 

καµπύλη τάσης-παραµόρφωσης του υλικού (σ-ε).  

 

 

Σχήµα 5.2:Ελαστικό τέλεια πλαστικό υλικό (Potts & Zdravkovic,1999) 

 

Κατά την αρχική φόρτιση η συµπεριφορά του υλικού (γραµµή ΑΒ) είναι 

γραµµική και ελαστική. Η κλίση της γραµµής αυτής είναι σταθερή και ίση µε το 

µέτρο ελαστικότητας  (E). Αν η φόρτιση διακοπεί πριν η τάση στο υλικό προσεγγίσει 

το όριο διαρροής του υλικού στο σηµείο Β, και ξεκινήσει αποφόρτιση του υλικού, 

τότε στην καµπύλη τάσης-παραµόρφωσης η γραµµή ΒΑ θα παρουσιαστεί 

πανοµοιότυπη  µε αυτήν της φόρτισης χωρίς µόνιµες παραµορφώσεις.   

Στην περίπτωση που η παραµόρφωση στο υλικό οδηγήσει την τάση στο σηµείο 

διαρροής Β τότε αυτό αρχίζει να συµπεριφέρεται πλαστικά. Η τάση όπου το υλικό 

µεταβαίνει από µία κατάσταση σε άλλη, ονοµάζεται αρχικό όριο διαρροής σΥ 

(initial yield stress). Από το σηµείο αυτό και πέρα δεν ακολουθείται η γραµµική 

σχέση µεταξύ τάσης-παραµόρφωσης αλλά η τάση παραµένει σταθερή καθώς η 

παραµόρφωση συνεχίζεται. Αν από την πλαστική περιοχή ξεκινήσει αποφόρτιση του 

υλικού, η συµπεριφορά του επανέρχεται στην ελαστική κατάσταση και ακολουθεί τη 

γραµµή αποφόρτισης CD. Η γραµµή αυτή είναι παράλληλη µε τη γραµµή φόρτισης 

ΑΒ. Μετά το τέλος της αποφόρτισης ενώ η τάση στο υλικό µηδενίζεται παραµένει 

µία τιµή παραµόρφωσης . Από το σηµείο D αν επαναφορτισθεί το υλικό, θα P
cε
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παρουσιάσει ελαστική γραµµική συµπεριφορά µέχρι το σηµείο C και από εκεί και 

πέρα θα συµπεριφερθεί πάλι πλαστικά.  

Όταν η συµπεριφορά του υλικού είναι αντιστρέψιµη χωρίς µόνιµες 

παραµορφώσεις ονοµάζεται ελαστική. Όταν δεν είναι αντιστρέψιµη µε µόνιµες 

παραµορφώσεις, δηλαδή µετά την αποφόρτιση το υλικό δεν επανέρχεται στο αρχικό 

του σχήµα, η συµπεριφορά ονοµάζεται πλαστική. Ο συνδυασµός των συµπεριφορών 

αυτών απαντάται πολύ συχνά στα γεωυλικά και ονοµάζεται ελαστοπλαστική 

συµπεριφορά (Potts & Zdravkovic, 1999).  

  

5.2.2 Ελαστικό-Πλαστικό Υλικό µε Κράτυνση 

Στο ακόλουθο σχήµα παρουσιάζεται η καµπύλη τάσης-παραµόρφωσης (σ-ε) 

ενός υλικού µε τις ίδιες συνθήκες που αναφέραµε πιο πάνω. Η συµπεριφορά του 

υλικού αυτού κατά τη φόρτιση από το σηµείο Α στο Β είναι γραµµική και ελαστική. 

Από το σηµείο αρχικής διαρροής Β και παραπέρα η συµπεριφορά του γίνεται µη 

γραµµική.  

   Αν η συµπεριφορά του υλικού είναι αντιστρεπτή και στη µη γραµµική περιοχή, 

δηλαδή κατά την αποφόρτιση η καµπύλη ακολουθεί την καµπύλη φόρτισης, το υλικό 

συµπεριφέρεται µη γραµµικά ελαστικά 

 

 

Σχήµα 5.3:Ελαστικό-Πλαστικό υλικό µε κράτυνση (Potts & Zdravkovic, 1999) 

 

   Όταν η συµπεριφορά του δεν είναι αντιστρέψιµη, αλλά από το σηµείο C κατά την 

αποφόρτιση το υλικό συµπεριφέρεται γραµµικά τότε αυτό ονοµάζεται ελαστικό µη 

γραµµικό πλαστικό. Κατά την επαναφόρτιση του από το σηµείο D, το όριο διαρροής 

του δεν θα είναι πλέον το Β αλλά το σηµείο C, όπου η γραµµική καµπύλη τέµνει τη 
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µη γραµµική. Όταν κατά διαδοχικά στάδια φόρτισης αποφόρτισης το όριο διαρροής 

συνεχώς αυξάνει, η συµπεριφορά του υλικού ονοµάζεται ελαστική γραµµική 

παραµόρφωση ή έργο, µε κράτυνση πλαστικό [Linear elastic strain (or work) 

hardening plastic] (Potts & Zdravkovic, 1999).   

 

5.2.3 Ελαστικό-Πλαστικό Υλικό µε Χαλάρωση 

Στην αντίθετη περίπτωση όπου το όριο διαρροής µειώνεται, η συµπεριφορά του 

υλικού ονοµάζεται ελαστική γραµµική πλαστική µε χαλάρωση. Η συµπεριφορά αυτή 

παρουσιάζεται στο σχήµα 5.4. Η µορφή της καµπύλης τάσης-παραµόρφωσης 

παρουσιάζει γραµµική ελαστική συµπεριφορά από το Α στο Β και αντίστροφα (Potts 

& Zdravkovic, 1999). 

 

 

Σχήµα 5.4:Ελαστικό-Πλαστικό υλικό µε χαλάρωση (Potts & Zdravkovic, 1999) 

 
Το σηµείο Β είναι το αρχικό όριο διαρροής και από το σηµείο αυτό και µετά  το 

υλικό συµπεριφέρεται µη γραµµικά πλαστικά, δηλαδή κατά την αποφόρτιση δεν 

επιστρέφει στην αρχική του θέση αλλά παραµένει σε αυτό κάποια παραµόρφωση. Τα 

υλικά που συµπεριφέρονται κατά αυτόν τον τρόπο παρουσιάζουν ιδιαίτερο 

ενδιαφέρον από κατασκευαστική άποψη γιατί αν φορτιστούν πέρα από το αρχικό 

όριο διαρροής, οι τάσεις που µπορούν να παραλάβουν ελαττώνονται σηµαντικά.  

 

 

5.3 Συµπεριφορά Υλικών σε Περισσότερες ∆ιαστάσεις  
  Για την εφαρµογή των ελαστοπλαστικών καταστατικών µοντέλων σε 

περισσότερες διαστάσεις πρέπει να οριστεί η συµπεριφορά τους σε πολυαξονικό 
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εντατικό πεδίο. Για να περιγραφεί η εντατική κατάσταση στον τρισδιάστατο χώρο, 

θεωρείται ότι σε κάποιο σηµείο υπάρχουν έξι ανεξάρτητες µεταβλητές τάσης και έξι 

παραµορφώσης. Είναι φανερό ότι η διαδικασία προσαρµογής των καταστατικών 

εξισώσεων συµπεριφοράς των υλικών σε περισσότερες διαστάσεις είναι επίπονη 

διαδικασία.  

  Υπάρχουν κάποιες παραδοχές που απλουστεύουν τη διαδικασία αυτή. Αν το 

υλικό θεωρηθεί ισότροπο, δηλαδή οι ιδιότητες του είναι ανεξάρτητες από τον 

προσανατολισµό του υλικού και το όριο διαρροής εξαρτάται µόνο από το µέγεθος 

των τάσεων, τότε µπορούν να προκύψουν απλοποιήσεις µε τη χρήση των σταθερών 

των τάσεων Ι1, Ι2, Ι3 (invariants of stress), και των παραµορφώσεων. Όπως είναι 

γνωστό οι τρεις σταθερές τάσεων απαιτούνται για την περιγραφή του µεγέθους της 

τάσης. Αυτές µπορούν να λάβουν τις τιµές των κύριων τάσεων ή συνδυασµό αυτών 

(Potts & Zdravkovic, 1999).  

  Στις περιπτώσεις της πλαστικότητας η συµπεριφορά περιγράφεται µε κάποια 

µορφή σταδίων όπου η τάση υπολογίζεται ως συσσωρευµένη τάση (accumulated 

stress) για κάθε στάδιο µε βάση την σταθερά (invariant) παραµόρφωσης για το 

συγκεκριµένο στάδιο. Όταν θεωρείται ελαστοπλαστικό και ισότροπο το υλικό, το 

πρόβληµα απλοποιείται σηµαντικά αφού οι έξι µεταβλητές τάσεων παραµορφώσεων 

µειώνονται σε τρεις. Στην περίπτωση που το υλικό δεν µπορεί να θεωρηθεί ισότροπο 

και πρέπει να µοντελοποιηθεί ως ανισότροπο τότε απαιτούνται έξι µεταβλητές 

τάσεων και παραµορφώσεων (Potts & Zdravkovic, 1999).   

 

 

5.4 ∆ηµιουργία Ελαστοπλαστικών Καταστατικών Μοντέλων  
  Για την µαθηµατική έκφραση των καταστατικών µοντέλων ελαστοπλαστικής 

συµπεριφοράς απαιτούνται τρεις συναρτήσεις:  

 Συναρτήσεις έκφρασης του ορίου διαρροής του υλικού  

 Συνάρτηση έκφρασης της πλαστικής συµπεριφοράς  

 Συνάρτηση που να περιγράφει την κράτυνση ή χαλάρωση του υλικού µετά το 

αρχικό όριο διαρροής.  

  Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, το όριο διαρροής ( Yσ ) εκφράζει το όριο 

µετάβασης από την ελαστική συµπεριφορά στην πλαστική (σε µία διάσταση). Σε 

πολυδιάστατες εντατικές καταστάσεις δεν υπάρχει ένας αριθµός που να ορίζει αυτό 
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το όριο γιατί η τάση εµφανίζεται µε µεγαλύτερο αριθµό µεταβλητών. Για να οριστεί 

το όριο διαρροής σε πολυδιάστατη εντατική κατάσταση, απαιτείται κάποια 

συνάρτηση, που να λαµβάνει υπόψη της όλες τις µεταβλητές που περιγράφουν την 

εντατική κατάσταση στο χώρο. Αυτή ορίζεται ως η φυσική ποσότητα από το 

συνδυασµό των τάσεων (σ) και των φυσικών παραµέτρων του υλικού (κ). 

 

0}){},({ =κσF                                                   (5.1) 

 

  Η συνάρτηση αυτή διαχωρίζει την καθαρά ελαστική συµπεριφορά από την 

ελαστοπλαστική. Στις περιπτώσεις της τέλειας πλαστικότητας το {κ} είναι σταθερό 

και παριστάνει το µέγεθος των τάσεων κατά τη διαρροή του υλικού. Σε περιπτώσεις 

όπου αναπτύσσεται κράτυνση ή χαλάρωση του υλικού το {κ} είναι µεταβλητό και 

εξαρτάται από την πλαστική παραµόρφωση του υλικού. Σε αυτή την περίπτωση το 

{κ} εκφράζει τη διακύµανση του ορίου διαρροής (Potts & Zdravkovic, 1999).   

  Η τιµή της συνάρτησης διαρροής F χρησιµοποιείται για τον καθορισµό της 

συµπεριφοράς του υλικού. 

 }){},({ κσF <0 παρουσιάζεται τέλεια ελαστική συµπεριφορά  

 }){},({ κσF =0 παρουσιάζεται πλαστική ή και ελαστοπλαστική συµπεριφορά.  

 }){},({ κσF >0 δεν υφίσταται. 

 Η συνάρτηση F περιγράφεται ως επιφάνεια στο χώρο ή ως καµπύλη στο 

επίπεδο (σχήµα 5.5).  

 

 

Σχήµα 5.5: Γραφική αναπαράσταση συνάρτησης διαρροής (Potts & Zdravkovic, 1999) 
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 Ο χώρος που περικλείεται από την επιφάνεια ή την καµπύλη καθορίζει την 

ελαστική περιοχή ενώ έξω από αυτές ορίζεται η πλαστική περιοχή. Η επιφάνεια του 

σχήµατος 5.5 περιγράφει όριο διαρροής ισοτροπικού υλικού. Στην περίπτωση 

ανισότροπου υλικού, η συνάρτηση διαρροής θα χρειαζόταν έξι µεταβλητές. Η 

σχεδίαση τέτοιας επιφάνειας δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί γιατί απαιτεί έξι 

διαστάσεις.  

Στην περίπτωση της µίας διάστασης λήφθηκε η υπόθεση ότι η πλαστική 

παραµόρφωση λαµβάνει χώρα στην ίδια κατεύθυνση µε την επιβαλλόµενη φόρτιση. 

Σε περισσότερες διαστάσεις όπου είναι δυνατόν να εµφανίζονται και έξι µεταβλητές 

φόρτισης δεν είναι προφανής η κατεύθυνση της πλαστικής παραµόρφωσης. Για τον 

καθορισµό της κατεύθυνσης αυτής απαιτείται µια συνάρτηση που να την περιγράφει 

για κάθε εντατικό πεδίο. Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται κανόνας ροής (flow rule) 

και εκφράζεται από τη σχέση (Potts & Zdravkovic, 1999):  

  

1

}){},({
σ
σε
∂

∂
Λ=

mPd P
i                                                (5.2) 

 

 όπου  παριστάνει τις έξι συνιστώσες της πλαστικής παραµόρφωσης σε κάθε    P
idε

                     στάδιο φόρτισης.  

            Ρ παριστάνει τη συνάρτηση πλαστικής συµπεριφοράς και το  

            Λ εκφράζει ένα αριθµητικό πολλαπλασιαστή.  

Η µορφή της συνάρτησης πλαστικής συµπεριφοράς δίνεται από τη σχέση:  

 

 Ρ({σ},{m}) = 0                                                    (5.3) 

 

όπου {m} ορίζεται διάνυσµα που εξαρτάται από τις φυσικές παραµέτρους του 

υλικού. Η συνάρτηση Ρ παρουσιάζεται γραφικά στο σχήµα 5.6. Σε αυτό 

παρουσιάζεται ένα τµήµα της συνάρτησης πλαστικής συµπεριφοράς, ως προς τις 

κύριες τάσεις. Το κάθετο διάνυσµα στην επιφάνεια εκφράζει τη διεύθυνση της 

πλαστικής παραµόρφωσης. Το µέτρο του διανύσµατος για συγκεκριµένο εντατικό 

πεδίο, εκφράζεται από τον αριθµητικό πολλαπλασιαστή (Λ). Ο πολλαπλασιαστής 

αυτός εξαρτάται από τον κανόνα κράτυνσης -χαλάρωσης του υλικού.  
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Σχήµα 5.6:Αναπαράσταση της συνάρτησης της πλαστικής συµπεριφοράς (Potts & Zdravkovic, 1999) 

 

Ορισµένες φορές παρουσιάζεται µια απλοποιηµένη µορφή της συνάρτησης 

πλαστικής συµπεριφοράς και αυτής του ορίου διαρροής όπου: 

 

}){},({}){},({ mPF σκσ =                                           (5.4) 

 

Στην περίπτωση αυτή ο κανόνας ροής ονοµάζεται συσχετισµένος (associated) 

και το κατά στάδια διάνυσµα της πλαστικής παραµόρφωσης παρουσιάζεται κάθετο 

στην επιφάνεια διαρροής. Όταν η συνάρτηση πλαστικής συµπεριφοράς και αυτή του 

ορίου διαρροής διαφέρουν τότε ο κανόνας ροής ονοµάζεται µη συσχετισµένος (non 

associated).  

Η σηµασία των κανόνων ροής είναι µεγάλη στη διαδικασία δηµιουργίας 

καταστατικών µοντέλων. Χάρη σε αυτούς µπορούν να περιγραφούν φαινόµενα 

ογκοµετρικής µεταβολής (dilatancy) τα οποία επηρεάζουν σηµαντικά τη µεταβολή 

του όγκου του υλικού και την αντοχή του. Επίσης όταν ο κανόνας ροής είναι 

συσχετισµένος, το µητρώο ακαµψίας εµφανίζεται συµµετρικό, αντίθετα στην 

περίπτωση του µη συσχετισµένου, το µητρώο ακαµψίας εµφανίζεται µη συµµετρικό. 

Όπως είναι γνωστό η διαδικασία αναστροφής µη συµµετρικών πινάκων είναι αρκετά 

πιο δύσκολη και χρονοβόρα από ότι των συµµετρικών. Είναι φανερή η επίδραση των 

διαφόρων µοντέλων στη διαδικασία επίλυσης µε τη µέθοδο των πεπερασµένων 

στοιχείων (Potts & Zdravkovic, 1999).  
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Ο κανόνας κράτησης-χαλάρωσης περιγράφει τον τρόπο µε τον οποίο η 

παράµετρος {κ} µεταβάλλεται µε την πλαστική παραµόρφωση. Από αυτή τη 

συσχέτιση εξάγεται η τιµή του πολλαπλασιαστή Λ. Αν το υλικό είναι τέλεια πλαστικό 

τότε δεν παρουσιάζεται κράτυνση ή χαλάρωση και η παράµετρος {κ} παραµένει 

σταθερή. Στην περίπτωση αυτή το Λ δεν χρειάζεται. Όταν το υλικό παρουσιάζει 

κράτυνση ή χαλάρωση κατά τη διαδικασία πλαστικής παραµόρφωσης απαιτείται 

κάποιος κανόνας που να καθορίζει την µεταβολή της συνάρτησης διαρροής του 

υλικού. Σε πολυαξονικό εντατικό πεδίο είναι συνηθισµένος ο συνδυασµός της 

µεταβολής του µεγέθους της επιφάνειας διαρροής µε τις µεταβλητές της 

επιφερόµενης πλαστικής παραµόρφωσης. Τέτοιου είδους κανόνες κράτυνσης-

χαλάρωσης ονοµάζονται κράτυνση-χαλάρωση λόγω παραµόρφωσης (strain 

hardening/softening).   

 Μια διαφορετική αντιµετώπιση όχι πολύ συχνά εφαρµοζόµενη είναι ο 

συσχετισµός της µεταβολής της επιφάνειας διαρροής µε την αύξηση του έργου λόγω 

πλαστικότητας. Ο συσχετισµός αυτός ορίζεται από τη σχέση: 

 

∫ ΡΤ ∆= }{}{ εσPW                                                     (5.5) 

 

Αυτός ο κανόνας ονοµάζεται κράτυνση-χαλάρωση λόγω έργου (work 

hardening/softening). Στην περίπτωση των υλικών µε κράτυνση-χαλάρωση, η 

επιφάνεια του ορίου διαρροής µετατοπίζεται καθώς παρουσιάζεται πλαστική 

παραµόρφωση. Αν η επιφάνεια µετατοπίζεται αλλά το κέντρο της παραµένει σταθερό 

η κράτυνση ονοµάζεται ισότροπη (isotropic). Αν το µέγεθος της επιφάνειας 

παραµένει σταθερό αλλά µετατοπίζεται το κέντρο της τότε η κράτυνση ονοµάζεται 

κινηµατική (kinematic). Οι µορφές της κράτυνσης που περιγράφηκαν παραπάνω 

παρουσιάζονται στο σχήµα 5.7. Πολλές φορές εφαρµόζεται συνδυασµός της 

ισότροπης και κινηµατικής κράτυνσης (Potts & Zdravkovic, 1999).  
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Σχήµα 5.7: Αναπαράσταση ελαστικής-τέλεια πλαστικής συµπεριφοράς υλικού  

(Potts & Zdravkovic, 1999) 

 

 

5.5 ∆ηµιουργία Ελαστοπλαστικού Καταστατικού Μητρώου   
Αφού έχουν αναφερθεί τα βασικά µέρη δηµιουργίας ελαστοπλαστικών 

µοντέλων, συνεχίζεται η ανάλυση µε την εξαγωγή του συσχετισµού, ανά στάδιο, 

µεταξύ της αυξανόµενης τάσης (incremental stress) µε την αυξανόµενη 

παραµόρφωση (incremental strain). O συσχετισµός αυτός σε µορφή εξίσωσης δίνεται 

από την σχέση:  

 

}]{[}{ εσ ∆=∆ epD                                                    (5.6) 

 

όπου ][  συµβολίζει των πίνακα ακαµψίας στην ελαστοπλαστική περιοχή. Η ολική 

παραµόρφωση ανά στάδιο (incremental strain) 

epD

}{ ε∆ µπορεί να θεωρηθεί ως το 

άθροισµα της ελαστικής }{  και της πλαστικής }{ παραµόρφωσης. Οπότε: eε∆ Pε∆

 

}{}{}{ Ρ∆+∆=∆ εεε e                                                (5.7) 

 

Οι τάσεις }{ σ∆  σχετίζονται µε τις ελαστικές παραµορφώσεις }µε τον πίνακα 

ελαστικής ακαµψίας [D] και λαµβάνουν τη µορφή:  

{ eε∆

 

 }                                                    (5.8) ]{[}{ eD εσ ∆=∆
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Από το συνδυασµό των σχέσεων (5.7) και (5.8) λαµβάνεται η µορφή:  

 

 }                                            (5.9) {}]({[}{ Ρ∆−∆=∆ εεσ D

 

Οι πλαστικές παραµορφώσεις }σχετίζονται µε τη συνάρτηση πλαστικής 

συµπεριφοράς Ρ({σ},{m})=0 δια µέσω του κανόνα ροής που δίνεται στην εξίσωση 

5.2, τελικά προκύπτει: 

{ Ρ∆ε

 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
Ρ∂

Λ=∆ Ρ

σ
σε }){},({}{ m                                          (5.10) 

 

όπου (Λ) είναι αριθµός. Αντικαθιστώντας την σχέση 5.9 στη σχέση 5.8 λαµβάνεται η 

µορφή: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

Λ−∆=∆
σ

σεσ }){},({][}]{[}{ mPDD                            (5.11) 

 

Όταν το υλικό συµπεριφέρεται πλαστικά η εντατική κατάσταση πρέπει να  ικανοποιεί 

την συνάρτηση του ορίου διαρροής F({σ},{κ}) = 0. Κατά συνέπεια dF({σ},{κ}) = 0, 

µε την εφαρµογή του κανόνα της αλυσίδας για την παραγώγιση λαµβάνεται η µορφή: 

 

0}{}){},({}{}){},({}){},({ =∆
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Η σχέση 5.12 είναι γνωστή ως εξίσωση συνάφειας (consistency equation). Η 

τροποποίηση της ως προς το {∆σ} δίνει τη µορφή:  
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                                      (5.13) 

 

Από το συνδυασµό των σχέσεων (5.11) και (5.13) λαµβάνεται η µορφή: 
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όπου 
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κ
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Με αντικατάσταση της σχέσης 5.14 στη σχέση 5.11 λαµβάνεται η µορφή:  
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Από το συνδυασµό των σχέσεων (5.6) και (5.16) προκύπτει ο ελαστοπλαστικός 

καταστατικός πίνακας ][ µε τη µορφή:  epD

 

AmPDF

DFmPD
DDep

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

−= Τ

Τ

σ
σ

σ
κσ

σ
κσ

σ
σ

}){},({][}){},({

][}){},({}){},({][
][][                        (5.17) 

 

Η µορφή της παραµέτρου (Α) που δίνεται από τη σχέση 5.15 και εξαρτάται από το 

είδος της πλαστικής συµπεριφοράς του υλικού. ∆ηλαδή αν είναι τέλεια πλαστικό ή 

πλαστικό µε κράτυνση κλπ.  

 Τέλεια Πλαστικό υλικό 

Στην περίπτωση που το υλικό είναι τέλεια πλαστικό η παράµετρος {κ} είναι 

σταθερή και κατά συνέπεια:  
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Εποµένως  Α=0.  
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 Πλαστικό µε κράτυνση ή χαλάρωση 

Στην περίπτωση που το υλικό είναι πλαστικό µε κράτυνση ή χαλάρωση, η 

παράµετρος {κ} σχετίζεται µε την επιφερόµενες πλαστικές παραµορφώσεις {εP}. και 

συνεπώς η σχέση 5.15 λαµβάνει τη µορφή:  
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Αν υπάρχει γραµµική σχέση µεταξύ του {κ} και του {εP} ώστε:  

 

σταθ
ε

=
∂
∂

Ρ}{
}{k                                                   (5.20) 

 

Με αντικατάσταση της σχέσης 5.20 στη 5.19 και µε τη χρήση του κανόνα ροής που 

ορίζεται από τη σχέση 5.10, ο άγνωστος αριθµός Λ απαλείφεται ενώ το Α λαµβάνει 

τη µορφή ορίζουσας. Αν δεν υπάρχει γραµµική σχέση µεταξύ των {κ} και {εP}, ο 

διαφορικός λόγος του αριστερού µέρους της εξίσωσης 5.20 εκφράζεται συναρτήσει 

της πλαστικής παραµόρφωσης και άρα είναι συνάρτηση του Λ. Με αντικατάσταση 

της σχέσης 5.20 στη 5.19 και µε τη χρήση του κανόνα ροής που ορίζεται από τη 

σχέση 5.10, ο άγνωστος αριθµός Λ δεν απαλείφεται ενώ το Α γίνεται αόριστο. 

Εποµένως, δεν είναι δυνατός ο προσδιορισµός του καταστατικού πίνακα ακαµψίας 

[Dep]. Στην πράξη όλα τα µοντέλα που χρησιµοποιούν κράτυνση-χαλάρωση λόγω 

παραµόρφωσης δέχονται γραµµική σχέση µεταξύ των {κ} και {εP} (Potts & 

Zdravkovic, 1999).  

  

 Πλαστικότητα λόγω έργου µε κράτυνση ή χαλάρωση 

 Στην περίπτωση της κράτυνσης-χαλάρωσης λόγω έργου (work hardening/ 

softening), η παράµετρος {κ} σχετίζεται µε το επιφερόµενο έργο λόγω 

πλαστικότητας (WP), το οποίο εξαρτάται µε τη σειρά του από την πλαστική 

παραµόρφωση. Όπως και στην περίπτωση της κράτυνσης-χαλάρωσης λόγω 

παραµόρφωσης, έτσι και στην περίπτωση του έργου, η µη γραµµική σχέση µεταξύ 

{κ} και {WP}, αναγκάζει το (Α) να αποτελεί συνάρτηση του (Λ). Ο προσδιορισµός 

του µητρώου ακαµψίας [Dep] δεν είναι εφικτός. Και στην περίπτωση αυτή τα 
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πρακτικά µοντέλα που χρησιµοποιούνται παρουσιάζουν γραµµικό συσχετισµό 

µεταξύ του {κ} και {WP}.   

Αν ο ελαστικός καταστατικός πίνακας [D] είναι συµµετρικός όπως στην 

περίπτωση ισοτροπικού ελαστικού υλικού, τότε και ο ελαστοπλαστικός πίνακας [Dep] 

είναι συµµετρικός αν ο αριθµητής της σχέσης 5.17 είναι συµµετρικός. Ουσιαστικά 

πρέπει να ισχύει:  
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Η παραπάνω ιδιότητα θεωρεί όµοιες τη συνάρτηση διαρροής και τη συνάρτηση 

πλαστικής συµπεριφοράς. Όπως αναφέρθηκε νωρίτερα η οµοιότητα αυτή 

εµφανίζεται σε µια µορφή πλαστικότητας όπου ο κανόνας ροής θεωρείται 

συσχετισµένος.  

Η κατασκευή ενός συµµετρικού πίνακα ακαµψίας [Dep] για όλα τα στοιχεία 

ενός κανάβου θα δώσει συµµετρικό ολικό πίνακα ακαµψίας. Στη γενική περίπτωση 

της πλαστικότητας όπου ο κανόνας ροής παρουσιάζεται ασυσχέτιστος, ο 

καταστατικός πίνακας [Dep] εµφανίζεται µη συµµετρικός. Ο σχηµατισµός του ολικού 

πίνακα ακαµψίας λαµβάνει µη συµµετρική µορφή σε αυτήν την περίπτωση. Η 

αντιστροφή του ολικού µητρώου ακαµψίας στην περίπτωση της µη συµµετρικής 

µορφής είναι αρκετά πιο περίπλοκη και χρονοβόρα διαδικασία (Potts & 

Zdravkovic,1999).  

 

 

5.6 Συναρτήσεις Ορίων ∆ιαρροής   
 Η συνάρτηση διαρροής υλικού περιγράφει τις εντατικές συνθήκες κάτω από τις 

οποίες το υλικό θα µεταβεί από την ελαστική στην πλαστική συµπεριφορά. Το όριο 

διαρροής ή κριτήριο αστοχίας όπως είναι γνωστό, µπορεί να εκφραστεί βάση των 

τάσεων, των παραµορφώσεων, της ενέργειας παραµόρφωσης κλπ. Η συνάρτηση που 

ορίζει το όριο διαρροής, δίνεται από τη σχέση (Potts & Zdravkovic,1999): 

 

0}){},({ =ΥσF                                                 (5.22) 
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 Όπου {σ} εκφράζει το εντατικό πεδίο και  

           {Υ} την αντοχή του υλικού σε εφελκυσµό ή θλίψη. 

 Όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως το όριο διαρροής παρουσιάζεται όταν 

F=0, αντίθετα για F<0 το υλικό συµπεριφέρεται ελαστικά. Για την ανάπτυξη της 

συνάρτησης διαρροής οι µεταβλητές της τάσης συνδυάζονται σε µία παράµετρο 

γνωστή µε τον όρο ενεργός τάση (σef). Η ενεργός τάση στη συνέχεια συγκρίνεται µε 

το όριο διαρροής (Υ) βάσει κάποιας συνάρτησης. Η µορφή της συνάρτησης αυτής 

εξαρτάται από την κατηγορία στην οποία ανήκει το υλικό. Στη συνέχεια θα 

περιγραφούν αναλυτικά κάποιες συναρτήσεις διαρροής οι οποίες χρησιµοποιούνται 

ευρέως στη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων (Potts & Zdravkovic,1999).  

 

5.6.1 Κριτήριο Von Mises  

Το κριτήριο πυκνότητας ενέργειας διάτµησης, ή κριτήριο Von Mises όπως είναι 

πιο γνωστό, δηλώνει ότι διαρροή του υλικού εµφανίζεται όταν η πυκνότητα 

ενεργειακής παραµόρφωσης σε κάποιο σηµείο εξισωθεί µε την πυκνότητα ενέργειας 

διάτµησης στο σηµείο διαρροής, κατά τη µονοαξονική θλίψη ή εφελκυσµό. Η 

πυκνότητα ενέργειας διάτµησης είναι η ενέργεια που σχετίζεται µε την αλλαγή της 

µορφής του σώµατος. Η ολική συνάρτηση πυκνότητας ενέργειας (energy density 

function) (Uo) δίνεται από τη σχέση (Potts & Zdravkovic,1999):  
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όπου (σi) ονοµάζονται οι κύριες τάσεις, )]21(3[ v
EK −=  και )]1(2[ V

EG +=  

 Η ολική συνάρτηση πυκνότητας ενέργειας (Uo) χωρίζεται σε δύο µέρη, όπου το 

πρώτο µέρος: 
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=
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321 σσσ

VU                                              (5.24) 

 

εκφράζει την ογκοµετρική αλλαγή του υλικού στο εντατικό πεδίο των κυρίων 

τάσεων.  
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Το δεύτερο µέρος: 
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εκφράζει τη στρέβλωση (distortion) που παρουσιάζεται στο υλικό εξαιτίας της 

εφαρµογής του εντατικού πεδίου, εκφρασµένο µε τις κύριες τάσεις (Potts & 

Zdravkovic,1999).  

Το κριτήριο πυκνότητας ενέργειας διάτµησης µπορεί να εκφραστεί µε τη µορφή 

του δεύτερου τανυστή (J2), µε τη µορφή:  
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όπου  
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Σε σχέση µε το γενικό σύστηµα συντεταγµένων (Χ,Υ,Ζ) ο δεύτερος αποκλίνων 

τανυστής (J2), µπορεί να εκφραστεί µε τις σταθερές τάσεων Ι1, Ι2, µε τη µορφή:  

 

2
122 3

1 IIJ +=                                                    (5.28) 

 

Στο σηµείο διαρροής κατά τον εφελκυσµό ή τη µονοαξονική θλίψη, ισχύει η ισότητα: 

 

σ1 = ± Υ,        σ2 = σ3 = 0                                       (5.29) 

Άρα 

YJ
3
1

2 =                                                       (5.30) 

 

Από τις εξισώσεις (5.28) και (5.29) η συνάρτηση διαρροής λαµβάνει τη µορφή:  
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Εναλλακτικά η παραπάνω σχέση λαµβάνει τη µορφή: 

 
22 YF e −= σ                                                     (5.32) 

όπου  

 2
2

13
2

32
2

21 3])()()[(
2
1 Je =−+−+−= σσσσσσσ                   (5.33) 

 

Σε τρισδιάστατο εντατικό πεδίο µε άξονες τις κύριες τάσεις, η συνάρτηση διαρροής 

δηµιουργεί κυλινδρική επιφάνεια όπως παρουσιάζεται στο σχήµα 5.8. Σε δύο 

διαστάσεις η συνάρτηση αυτή περιγράφεται από µία έλλειψη. Το κριτήριο αστοχίας 

Von Mises, παρουσιάζει αρκετά καλά αποτελέσµατα για όλκιµα υλικά (Potts & 

Zdravkovic,1999). 

 

 

Σχήµα 5.8:Συνάρτηση διαρροής Von Mises (Potts & Zdravkovic,1999) 

 

5.6.2 Κριτήριο Mohr-Coulomb   

  Η πρόβλεψη του σηµείου όπου παρουσιάζεται η αρχική διαρροή του υλικού και 

αυτό µεταπίπτει από την ελαστική κατάσταση στην πλαστική, δεν περιορίζεται µόνο 

στα όλκιµα υλικά. Πολλά είναι τα υλικά στα οποία η συµπεριφορά τους κοντά στο 

όριο διαρροής διαφέρει από τα όλκιµα. Κατάλληλα κριτήρια αστοχίας ή συναρτήσεις 

διαρροής έχουν κατασκευαστεί για υλικά όπως τα εδάφη και τα πετρώµατα.  
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Η συµπεριφορά κατά τη διαρροή αρκετών συνεκτικών υλικών, όπως τα 

πετρώµατα και το σκυρόδεµα, έχει παρατηρηθεί ότι εξαρτάται από την υδροστατική 

εντατική κατάσταση. Πιο συγκεκριµένα µε αύξηση των υδροστατικών θλιπτικών 

τάσεων δηµιουργεί αύξηση της αντοχής των υλικών. Επίσης τα υλικά αυτά 

εµφανίζουν διαφορετικό όριο διαρροής στον εφελκυσµό και διαφορετικό στη θλίψη.  

  Το κριτήριο αστοχίας Mohr-Coulomb αποτελεί γενίκευση του κριτηρίου 

αστοχίας Tresca. Η γενικευµένη αυτή µορφή συµπεριλαµβάνει την επίδραση των 

υδροστατικών τάσεων. Η συνάρτηση διαρροής περιγράφεται από τις τάσεις που 

δρουν στο υλικό καθώς και από δύο σταθερές που εξαρτώνται από το υλικό. Οι 

σταθερές αυτές είναι η συνοχή του υλικού (c) και η γωνία εσωτερικής τριβής (φ) 

(Potts & Zdravkovic, 1999).   

Εκφρασµένο σε κύριες τάσεις το κριτήριο αστοχίας των Mohr Coulomb 

ορίζεται από τη σχέση:  

 

ϕϕσσσσ cos2]sin)([max −++−= ≠ jijijiF                   (5.34) 

 

Στην περίπτωση της µονοαξονικής θλίψης όπου σ1 = ΥC, σ2 = σ3 = 0, η σχέση 5.34 

λαµβάνει τη µορφή:  

 

ϕ
ϕ

sin1
cos.2

+
=

cYc                                                   (5.35) 

 

Οµοίως για την περίπτωση εφελκυσµού όπου σ1 = ΥΤ, σ2 = σ3 = 0, η σχέση 5.34 

λαµβάνει τη µορφή: 

 

ϕ
ϕ

sin1
cos.2

−
=

cYc                                                   (5.36) 

 
Από τις εξισώσεις (5.35) και (5.36) µπορούν να ληφθούν οι χαρακτηριστικές 

παράµετροι του υλικού, συνοχή (c), και γωνία εσωτερικής τριβής (φ). Αυτές οι 

παράµετροι υπολογίζονται από τις δύο παρακάτω σχέσεις: 

 

T

cT

Y
YY

c
2

=                                                        (5.37) 
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⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−= −

c

T

Y
Y1tan2

2
πϕ                                                (5.38) 

 

Η επιφάνεια διαρροής του κριτηρίου Mohr-Coulomb, απεικονίζεται µε τη µορφή 

ακανόνιστης εξαγωνικής πυραµίδας (σχήµα 5.9). Ο άξονας της πυραµίδας αποτελεί 

τον υδροστατικό άξονα, ενώ η γεωµετρία της πυραµίδας εξαρτάται από τις 

παραµέτρους, συνοχή και γωνία εσωτερικής τριβής. 

 

 

Σχήµα 5.9: Συνάρτηση διαρροής Mohr-Coulomb (Potts & Zdravkovic,1999) 

 

Για υλικά µε εσωτερική τριβή µηδενική (φ=0), το κριτήριο αστοχίας Mohr-Coulomb 

υποπίπτει στην περίπτωση του κριτηρίου Tresca. 

 

5.6.3 Κριτήριο Drucker-Prager   

  Το κριτήριο Drucker-Prager αποτελεί γενίκευση του κριτηρίου Von Mises. Η 

γενικευµένη αυτή έκφραση έχει την ικανότητα να λαµβάνει υπόψη την επίδραση του  

υδροστατικού εντατικού πεδίου στον υπολογισµό της αντοχής του υλικού. Η 

µαθηµατική έκφραση του κριτηρίου αυτού είναι (Potts & Zdravkovic,1999):   

 

kJaIF −+= 21                                                    (5.39) 
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όπου (α) και (Κ) οι σταθερές που εξαρτώνται από τη συνοχή του υλικού και τη γωνία 

εσωτερικής τριβης. Η απεικόνιση του κριτηρίου αυτού στο τρισδιάστατο εντατικό 

πεδίο των κυρίων τάσεων αποτελεί κυκλικό κώνο. Το µέγεθος του κώνου αυτού 

προσεγγίζει το µέγεθος της πυραµίδας του κριτηρίου Mohr-Coulomb µε κατάλληλη 

επιλογή των παραµέτρων (α), (Κ). Η απεικόνιση και των δύο κριτηρίων µαζί 

παρουσιάζεται στο σχήµα 5.10.  

 

 

Σχήµα 5. 10: Συγκριτικό διάγραµµα συναρτήσεων διαρροής Mohr-Coulomb και Drucker-Prager 

(Potts & Zdravkovic,1999) 

 
Οι παράµετροι (α), (Κ) υπολογίζονται από τις δύο παρακάτω σχέσεις: 

 

)sin3(3
sin2

ϕ
ϕ

+
=a                                                (5.40) 

 

)sin3(3
cos.6

ϕ
ϕ

+
=

cK                                               (5.41) 

 

Στην περίπτωση της µηδενικής γωνίας εσωτερικής τριβής, το κριτήριο Drucker-

Prager υποβαθµίζεται σε αυτό του Von Mises.   
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5.6.4 Κριτήριο Hoek-Brown   

  Το κριτήριο Hoek-Brown αποτελεί εµπειρικό κριτήριο το οποίο 

κατασκευάστηκε για να αντιµετωπίσει δυσκολίες και χαρακτηριστικά που 

παρουσιάζονται στα πετρώµατα και δεν µπορούν να περιγραφούν από το φάκελο 

αστοχίας του κριτηρίου Mohr Coulomb. Ουσιαστικά το κριτήριο Hoek-Brown 

περιγράφει καλύτερα τη µη γραµµική συµπεριφορά των πετρωµάτων. Σηµαντικό 

πλεονέκτηµα αυτού σε σχέση µε το Mohr-Coulomb, είναι η δυνατότητα του να 

λαµβάνει υπόψη τις ασυνέχειες που εµφανίζονται στα πετρώµατα. 

Η µορφή του κριτηρίου αυτού είναι σε θέση να περιγράψει την συµπεριφορά 

οµογενούς δοκιµίου ενός πετρώµατος σε όλες τις περιπτώσεις φόρτισης. Από την 

περίπτωση της µονοαξονικής θλίψης µέχρι την τριαξονική θλιπτική καταπόνηση. 

Επίσης παρέχει τη δυνατότητα εισαγωγής της επίδρασης των ασυνεχειών του 

πετρώµατος. Είναι φανερό ότι στα πετρώµατα το κριτήριο Hoek-Brown υπερτερεί 

από αυτό του Mohr-Coulomb γιατί µπορεί να αντιµετωπίσει καλύτερα την 

ανοµοιογένεια και την ανισοτροπία που παρουσιάζουν (Hoek & Brown, 1990).  

  Η σχέση που περιγράφει το κριτήριο αστοχίας Hoek-Brown είναι της µορφής: 

 

2
331 ... cc sm σσσσσ ++=                                        (5.42) 

Όπου: 

σ1: η µέγιστη κύρια τάση  

σ3: η ελάχιστή κύρια τάση  

σc: η αντοχή σε µονοαξονική θλίψη του ακέραιου πετρώµατος 

m,s: σταθερές που εξαρτώνται από το είδος του πετρώµατος και το βαθµό 

κατακερµατισµού του.  

Το κριτήριο Hoek-Brown µπορεί να εκφραστεί σε σχέση µε την ορθή και την 

διατµητική τάση σύµφωνα µε τη σχέση:  

 

m

c

T
m
4
.

1)..( 3
σ

σσ +=Τ                                               (5.43) 

 

Όπου: σ, Τ, η ορθή και διατµητική τάση αντίστοιχα , ενώ το   

 

 )(5.0 31 σσ −=mT                                                 (5.44) 
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5.7 Προβλήµατα Επαφής  
 Πολλά φυσικά προβλήµατα απαιτούν την αριθµητική µοντελοποίηση επαφής 

σωµάτων. Τέτοιου είδους προβλήµατα παρουσιάζονται σε γεωτεχνικά προβλήµατα. 

Το πιο κλασσικό πρόβληµα επαφής σε γεωτεχνικά προβλήµατα είναι η 

αλληλεπίδραση ενός υπογείου ανοίγµατος µε την υποστήριξη. Ένα πιο ειδικό 

πρόβληµα είναι και αυτό της διάδοσης της ρωγµής αν κάνουµε την παραδοχή ότι η 

ρωγµή ανοίγει και διαδίδεται αν οι τάσεις που ασκούνται στο εσωτερικό της 

υπερβούν την αντοχή το υλικού σε εφελκυσµό Το. Τα σύγχρονα λογισµικά παρέχουν 

αυτή την δυνατότητα εισάγοντας στο µοντέλο µια τάση αποχωρισµού (separation 

stress). Οπότε θα υπάρξει ρωγµή σε προκαθορισµένο επίπεδο αν (Marc, 2000): 

 

σsep>To                                                                                 (5.45) 

   

Η ανάλυση προβληµάτων επαφής είναι αρκετά περίπλοκη διαδικασία γιατί 

απαιτείται ο ακριβής εντοπισµός της κίνησης πολλαπλών γεωµετρικών σωµάτων. 

Επίσης απαιτείται η ανάλυση της κίνησης λόγω της αλληλεπίδρασης αυτών των 

σωµάτων µετά το στάδιο επαφής τους. Η αναπαράσταση της επαφής περιλαµβάνει 

την περιγραφή της τριβής µεταξύ των επιφανειών, την µεταφορά θερµότητας µεταξύ 

σωµάτων, κλπ.  

  Η αριθµητική προσοµοίωση προβληµάτων επαφής απαιτεί την ανίχνευση της 

κίνησης των σωµάτων, ανίχνευση επαφής, επιβολή κατάλληλων περιορισµών ώστε 

να αποφεύγονται φαινόµενα διείσδυσης και τέλος επιβολή κατάλληλων συνοριακών 

συνθηκών ώστε να περιγραφούν τα φαινόµενα τριβής και µετάδοσης θερµότητας.  

Τα προβλήµατα επαφής παρουσιάζουν ευρύ φάσµα διακύµανσης µε µορφές 

που κυµαίνονται από επαφή χωρίς τριβή µε µικρές µετατοπίσεις, έως προβλήµατα µε 

τριβή επαφής και µεγάλες ανελαστικές παραµορφώσεις. Παρόλο που ο µαθηµατικός 

προσδιορισµός των συνθηκών επαφής παρουσιάζει την ίδια περίπου µορφή σε όλα τα 

προβλήµατα, η επίλυση αυξάνει σε δυσκολία ανάλογα µε το βαθµό µη 

γραµµικότητας του προβλήµατος. Η µη γραµµικότητα της ανάλυσης στην περίπτωση 

προβληµάτων επαφής εξαρτάται από τη γεωµετρία και τη συµπεριφορά του υλικού 

καθώς και από τις συνθήκες επαφής. Είναι φανερό ότι τέτοιου είδους προβλήµατα 

παρουσιάζουν µη γραµµικές συµπεριφορές σε πολλά σηµεία του υπό µελέτη 

προβλήµατος, όπου η κάθε κατάσταση επηρεάζει την άλλη (Marc, 2000).    
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5.7.1 Μαθηµατική Σύνθεση Προβληµάτων Επαφής  

  Τα στάδια για τη σύνθεση και επίλυση προβληµάτων επαφής µε τη µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων απαιτούν την επιβολή συνθηκών κινηµατικής επαφής, 

επιβολή του κατάλληλου νόµου τριβής επιφανειών και τέλος επίλυση του 

προβλήµατος µε την αρχή του υποθετικού έργου (Marc, 2000). 

Οι µετατοπίσεις στο όριο επαφής των σωµάτων πρέπει να είναι συµβατές 

µεταξύ τους ώστε να µην παρουσιάζονται φαινόµενα διείσδυσης. Οι κινηµατικοί 

περιορισµοί  για να µην παρουσιάζονται φαινόµενα διείσδυσης περιγράφονται µε τη 

σχέση:  

  

cgnuug Γ≥+−= στο0)( 02
21                                (5.46) 

  

όπου u1, u2 αποτελούν τα διανύσµατα µετατοπίσεων δύο σωµάτων που βρίσκονται σε 

επαφή. Το πρώτο σώµα µπορεί να ονοµαστεί επαφέας (contactor), ενώ το δεύτερο 

σώµα, στόχος (target). Ο όρος (Γc) εκφράζει το όριο επαφής των σωµάτων ενώ το 

(g0) το αρχικό κενό µεταξύ των δύο σωµάτων  πριν την επαφή. Ο όρος (n2) αποτελεί 

το µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο στο σηµείο επαφής του δεύτερου σώµατος. Το 

διάνυσµα αυτό ορίζει την διεύθυνση επαφής. Η σχέση 5.46 ορίζει το κενό σε κάθε 

στάδιο µεταξύ των δύο σωµάτων όταν (Ling & Stolarski 1997): 

 Η απόσταση είναι µεγαλύτερη του µηδενός (g>0), δεν παρουσιάζεται επαφή.  

 Η περίπτωση (g=0) ορίζει επαφή των δύο σωµάτων.  

 Αντίθετα, όταν το κενό παρουσιάζει αρνητική τιµή (g<0) τότε έχει παρουσιαστεί 

διείσδυση των σωµάτων. 

 Σε αναλύσεις επαφής δεν επιτρέπεται διείσδυση οπότε η περίπτωση αυτή 

πρέπει να αποκλείεται µε κατάλληλους µαθηµατικούς περιορισµούς. Για την 

επίλυση των προβληµάτων επαφής χρησιµοποιείται η αρχή του υποθετικού έργου. 

Για τα συγκεκριµένα  προβλήµατα στη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, το 

υποθετικό έργο δίνεται από τη σχέση:  

 

0=Γ−−∫ ∫ ∫
−

Τ dtudVbudV
V V V

TT δδσδε                                (5.47) 

Στη σχέση 5.47, τα (b) και )  παριστάνουν τις δυνάµεις σώµατος και κίνησης 

επιφανείας, αντίστοιχα. Ο όρος (δ

(
−

t

u) εκφράζει το υποθετικό διάνυσµα µετατοπίσεων. 
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Από αυτές τις µετατοπίσεις παράγονται οι υποθετικές παραµορφώσεις (δε). Το (Γ) 

εκφράζει το όριο της περιοχής (V) του σώµατος που περικλείει τη ζώνη επαφής.  

  Η τυπική προσέγγιση του προβλήµατος επαφής µε τη µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων οδηγεί τη σχέση 5.47 σε σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων 

για κάθε σώµα που βρίσκεται σε επαφή. Για κάθε στάδιο φόρτισης ή χρονικής 

µεταβολής, το σύστηµα των εξισώσεων παρουσιάζει τη µορφή:  

 

[Κ] {δu} = {F}                                                 (5.48) 

 

 όπου (∆u) αποτελεί το διάνυσµα των ανά στάδια µετατοπίσεων στους κόµβους και 

(∆F) περιέχει τα εξωτερικά φορτία αλλά και τις δυνάµεις που προκύπτουν από την 

επαφή των σωµάτων για κάθε στάδιο. Το (Κ) αποτελεί όπως έχει αναφερθεί και 

προηγούµενα το εφαπτοµενικό µητρώο ακαµψίας του σώµατος, µε µορφή:  

 

∫= V ep
T BdVDBK                                                 (5.49) 

 

όπου (Β) το µητρώο παραµόρφωσης-µετατόπισης. Οι δυνάµεις επαφής είναι 

άγνωστες και πρέπει να υπολογιστούν ώστε να ικανοποιούν την εξίσωση 5.48, και τις 

απαιτήσεις συµβατότητας.  

  Οι δυνάµεις επαφής πρέπει να υπακούουν τον κανονικοποιηµένο νόµο τριβής 

σε κάθε σηµείο επαφής, δηλαδή:  

 

0])([ ≤ΤΤ+=+ γιανϕ tSnFF ttn                                  (5.50) 

 

όπου Fn και Ft, αποτελούν την ορθή και εφαπτοµενική συνιστώσα των δυνάµεων 

επαφής. Επίσης λόγω της τριβής ισχύει |Fn| = -T. Για την περίπτωση της τριβής και 

του νόµου που την εκφράζει, θα γίνει αναφορά στη συνέχεια (Ling & Stolarski 1997).  

Οι βασικοί άγνωστοι αποτελούνται από τους όρους (∆u), (∆Τ) και την εξίσωση 

5.48. Οι υπολογισµοί για την επίλυση του προβλήµατος πραγµατοποιούνται κατά 

στάδια και επαναληπτικά για κάθε στάδιο. Αρχικά, πραγµατοποιείται η υπόθεση ότι 

ισορροπία και συµβατότητα ικανοποιούνται σε κάποιο στάδιο φόρτισης. Αυτό το 

στάδιο θεωρείται πάντα το αρχικό. Στη συνέχεια ορίζεται συγκεκριµένο φορτίο για το 

επόµενο στάδιο και υπολογίζονται τα διανύσµατα (∆u), (∆Τ). Ο υπολογισµός τους 
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πραγµατοποιείται µε επαναληπτική διαδικασία ώστε να αποκαθίσταται ισορροπία 

στο σύστηµα και να µην εµφανίζονται φαινόµενα διείσδυσης. Πρέπει πάντα η 

απόσταση µεταξύ των σωµάτων που έρχονται σε επαφή να είναι θετική (g>0) (Ling 

& Stolarski 1997).  

  Οι κατά στάδιο τιµές των (∆u), (∆t), περιγράφονται από το παρακάτω σύστηµα 

εξισώσεων που προκύπτει από την ανάλυση της εξίσωσης 4.48:  
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Οι δύο πρώτες γραµµές του συστήµατος των εξισώσεων (5.48) αναπαριστούν τις 

συνθήκες ισορροπίας των δύο σωµάτων (επαφέα και στόχου), ενώ η τελευταία 

γραµµή εκφράζει τους περιορισµούς της επαφής που εφαρµόζονται. Οι τιµές τους 

ρυθµίζονται από την επαναληπτική µεταβολή των δυνάµεων επαφής (∆Τ).  

  Τα σύµβολα που εµφανίζονται στο σύστηµα 5.51, ορίζονται ως εξής:  

 Κc, Kt :τα µητρώα ακαµψίας των δύο σωµάτων. Όπου εµφανίζεται ο δείκτης (c) 

εννοεί το σώµα του επαφέα ενώ (t) το σώµα του στόχου.  

 ∆uc,.∆ut: τα κατά στάδια, διανύσµατα µετατόπισης των κόµβων για τα δύο 

σώµατα.  

 ∆Τ : το διάνυσµα των ορθών δυνάµεων επαφής σε κάθε στάδιο.  

 Fc,Ft : τα εξωτερικά διανύσµατα δυνάµεων λόγω της εφαρµογής των συνοριακών 

συνθηκών στο πρόβληµα.  

 Rc,Rt : τα εσωτερικά διανύσµατα δυνάµεων στους κόµβους των σωµάτων  

 Τc,Τt  : οι δυνάµεις επαφής σε κάθε επαναληπτικό κύκλο επίλυσης.  

 Gc,Gt : τα µητρώα δυνάµεων επαφής των σωµάτων  

 Ηc,Ηt : τα µητρώα µετατοπίσεων επαφής των σωµάτων 

Τα µητρώα Gc, Gt, Ηc, Ηt, ορίζονται από τις παρακάτω εξισώσεις για κάθε τιµή 

του διανύσµατος (∆Τ) (Ling & Stolarski 1997):  

 

tunGc ϕ−−=                                                (5.52) 
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nH T
c −=                                                    (5.54) 
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Οι συναρτήσεις ξ,η,ζ,ω, εξαρτώνται από τη γεωµετρία της επιφάνειας επαφής των 

δύο σωµάτων (Ling & Stolarski 1997).  

Η τριβή είναι ένα σύνθετο φυσικό φαινόµενο και επηρεάζεται από τα 

χαρακτηριστικά της επιφάνειας όπως η οµαλότητα και η θερµοκρασία της. Ο πιο 

γνωστός και ευρέως εφαρµοσµένος νόµος τριβής είναι αυτός του Coulomb. Αυτός 

περιγράφεται από τη σχέση:  

 

 σfr < -µσn.t                                                    (5.56) 

 

 όπου (σn) αποτελεί την ορθή τάση στην επιφάνεια, (σfr) η εφαπτοµενική τάση που 

προκύπτει λόγω τριβής, (µ) ο συντελεστής τριβής και (t) το εφαπτοµενικό διάνυσµα 

διεύθυνσης της σχετικής ταχύτητας:  

 

r

r

V
Vt =                                                        (5.57) 

 

όπου (Vr) η σχετική ταχύτητα ολίσθησης των επιφανειών.  

Στη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων δεν χρησιµοποιείται αυτούσιος ο 

νόµος του Coulomb γιατί παρουσιάζει αριθµητικές δυσκολίες. Αντίθετα εφαρµόζεται 

η κανονικοποιηµένη (regularized) µορφή του νόµου. 
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Η µορφή αυτή ορίζεται από τη σχέση:  

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

RVCNST
Vf

f rn
t arctan

2
π
µ

                                        (5.58) 

 

Η φυσική σηµασία της τιµή (RVCNST) αποτελεί την τιµή της σχετικής ταχύτητας 

ολίσθησης των επιφανειών κατά τη στιγµή που θα παρουσιαστεί ολίσθηση (Marc, 

2000).  

 

 

Σχήµα 5.11:Αναπαράσταση Μοντέλου επαφής (Marc 2000)  

 
Η σχέση 5.58 παρουσιάζει µη γραµµική σχέση µεταξύ της σχετικής ταχύτητας 

ολίσθησης (Vr) και της δύναµης της τριβής (ft). Η µαθηµατική προσοµοίωση του 

φαινοµένου, πραγµατοποιείται µε την χρήση ενός µοντέλου, µη γραµµικού 

ελατηρίου.  

 Για την αντιµετώπιση αριθµητικών δυσκολιών κατά την επίλυση προβληµάτων 

τριβής η τιµή της σχετικής ταχύτητας ολίσθησης δεν πρέπει να είναι ούτε πολύ 

µεγαλύτερη από την πραγµατική αλλά ούτε και πολύ µικρότερη. Για να αποφευχθούν  

οι δυσκολίες αυτές εισάγεται η τιµή (RVCNST) που αναφέρθηκε προηγούµενα. Η 

διακύµανση της τιµής αυτής πρέπει να κυµαίνεται µεταξύ 1% και 10% της σχετικής 

ταχύτητας ολίσθησης (Marc, 2000).  
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5.8 Αριθµητικές Μέθοδοι Επίλυσης Προβληµάτων Επαφής  

 
5.8.1 Πολλαπλασιαστές Lagrange 

Κατά την ανάλυση προβληµάτων επαφής απαιτείται η επίλυση 

ελαχιστοποίησης των περιορισµών (constrain) στο πρόβληµα. Οι περιορισµοί στην 

περίπτωση των προβληµάτων επαφής αποτελούν την διαδικασία προσοµοίωσης της 

απουσίας διείσδυσης. Η τεχνική των πολλαπλασιαστών Lagrange παρουσιάζει την 

µεγαλύτερη ευκολία στην επιβολή των περιορισµών σε κάποιο σύστηµα σωµάτων µε 

µαθηµατική έκφραση. Με αυτή την τεχνική αν οι περιορισµοί είναι σωστά 

εφαρµοσµένοι δεν εµφανίζονται φαινόµενα διείσδυσης. ∆υστυχώς η τεχνική αυτή 

παρουσιάζει ορισµένες δυσκολίες στην αριθµητική επίλυση. Η αντιµετώπιση αυτών 

των δυσκολιών επιτυγχάνεται µε την εφαρµογή επιπρόσθετων αριθµητικών τεχνικών. 

Οι τεχνικές αυτές δεν θα αναλυθούν εδώ, αλλά λόγω αυτών πολλές φορές ο 

υπολογιστικός χρόνος επίλυσης προβληµάτων επαφής µε τη µέθοδο των 

πολλαπλασιαστών Lagrange βελτιώνεται.  

  Ένα µεγάλο µειονέκτηµα που παρουσιάζει αυτή η µέθοδος είναι η αδυναµία 

υπολογισµού φορτίων πεδίου, όπως το βάρος της µάζας. Σε περιπτώσεις δυναµικής 

ανάλυσης ή άλλες αναλύσεις που απαιτείται η χρήση µάζας του υλικού, δεν µπορεί 

να εφαρµοστεί η µέθοδος των πολλαπλασιαστών Lagrange (Marc 2000).  

  

   

5.8.2 Μέθοδος Ποινών   

Οι µέθοδοι ποινών αποτελούν εναλλακτική µορφή της µαθηµατικής εφαρµογής 

περιορισµών της επαφής. Με την τεχνική αυτή περιορίζεται η κίνηση του σώµατος 

µε την επιβολή ποινών στο µέγεθος της διείσδυσης που εµφανίζεται. Η µέθοδος αυτή 

µπορεί να θεωρηθεί ως ανάλογο ενός µη γραµµικού ελατηρίου µεταξύ των δύο 

σωµάτων, που έρχονται σε επαφή. Σε αυτή την τεχνική εµφανίζεται διείσδυση των 

σωµάτων κατά την επαφή όπου το µέγεθος αυτής της διείσδυσης καθορίζεται από τις 

σταθερές της συνάρτησης ποινών. Η επιλογή των κατάλληλων τιµών ποινών έιναι 

µεγάλης σηµασίας για την αριθµητική σταθερότητα του ολικού συστήµατος 

εξισώσεων. Η µέθοδος αυτή είναι σχετικά εύκολη στην εφαρµογή της και 

χρησιµοποιείται ευρέως στην δυναµική ανάλυση. Προσοχή πρέπει να δίνεται σε 

περιπτώσεις επαφής παραµορφώσιµων σωµάτων ώστε να µην παρουσιάζεται 
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υπερβολικά άκαµπτο σύστηµα. Αυτό οφείλεται στην υπόθεση ότι η πίεση επαφής 

είναι ανάλογη του βαθµού διείσδυσης (Marc 2000).   

  

 

5.8.3 Μέθοδος Απευθείας Περιορισµών   

Μια άλλη µέθοδος επίλυσης των προβληµάτων επαφής είναι η απευθείας 

επιβολή περιορισµών. Σε αυτή τη τεχνική η κίνηση των σωµάτων εντοπίζεται και 

όταν παρουσιαστεί επαφή, εφαρµόζονται απευθείας περιορισµοί στην κίνηση µε τη 

χρήση συνοριακών συνθηκών. Αυτές αποτελούνται από κινηµατικούς περιορισµούς 

στους βαθµούς ελευθερίας καθώς και δυνάµεις στους κόµβους. Αυτή η µέθοδος είναι 

εξαιρετικά ακριβής στην περίπτωση που το πρόγραµµα µπορεί να προβλέψει πότε 

εµφανίζεται επαφή των σωµάτων. Το µεγάλο πλεονέκτηµα της µεθόδου είναι η 

αποφυγή της εκ των προτέρων γνώσης των σηµείων επαφής των σωµάτων (Marc 

2000).  
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6. Ανάλυση Ανατίναξης µε την Μέθοδο των Πεπερασµένων 

Στοιχείων 
 

6.1 Εισαγωγή 
Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται η παρουσίαση των αποτελεσµάτων που προέκυψαν 

από την ανάλυση των µοντέλων που αναπτύχθηκαν µε την αριθµητική µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων. Η ανάλυση ξεκινάει µε τον γεωµετρικό ορισµό του 

προβλήµατος, στη συνέχεια γίνεται ένας έλεγχος σύγκλισης µε τις σχέσεις του Kirsch 

καθώς επίσης και µια διερεύνηση, η οποία έγινε για την επιλογή της καταλληλότερης 

µεθόδου δυναµικής ανάλυσης και για το καταλληλότερο κριτήριο διαρροής του 

υλικού. Τέλος γίνεται και µια µελέτη των µοντέλων υπό την επίδραση ελεγχόµενης 

ανατίναξης και δηµιουργίας ρωγµών σε προκαθορισµένη διεύθυνση. 

Ο σκοπός της εργασίας αυτής είναι η προσοµοίωση της δυναµικής φάσης της 

ανατίναξης καθώς επίσης: 

 Η µελέτη διάδοσης των κυµάτων κατά την κρουστική φάση της ανατίναξης που 

είναι δυναµική,  

 Η ανάκλαση των κυµάτων που δηµιουργείται πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια που 

ουσιαστικά είναι και ο κύριος µηχανισµός θραύσης του πετρώµατος διότι οι 

αντοχές των πετρωµάτων σε εφελκυσµό είναι πολύ µικρότερες από ότι σε θλίψη. 

 Η συµβολή των κυµάτων από αλληλεπίδραση διατρηµάτων µονής και πολλαπλής 

σειράς έναυσης 

 Η εξάπλωση των τάσεων σε άπειρο µέσο   

 Η εύρεση των συντελεστών έντασης των τάσεων στις ρωγµές που 

δηµιουργούνται κατά την ελεγχόµενη ανατίναξη µε την βοήθεια του λογισµικού 

Franc2d καθώς επίσης και η αλληλεπίδραση τους. 

Η ανάλυση των µοντέλων πραγµατοποιήθηκε σε δυο διαστάσεις και σε µια 

απλή εφαρµογή στις τρεις διαστάσεις. Η επίλυση έγινε σε συνθήκες επίπεδης 

παραµόρφωσης αφού πριν την επιλογή αυτή έγινε και επίλυση σε συνθήκες επίπεδης 

τάσης όπου δεν προέκυψαν διαφορές. 
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6.2 Ορισµός Γεωµετρίας 
Στο σχεδιασµό µιας ανατίναξης, η επιλογή της κατάλληλης γεωµετρίας είναι 

υψίστης σηµασίας για την επιτυχία αυτής. Με τον όρο επιτυχής ανατίναξη εννοείται 

ότι έχει επιτευχθεί ο επιθυµητός θρυµµατισµός µε την ακριβή ποσότητα εκρηκτικού 

και όσο το δυνατό ελεγχόµενες δονήσεις. Ανάλογα µε την επιθυµητή παραγωγή, ο 

σχεδιασµός µπορεί να είναι µιας σειράς έναυσης ή πολλαπλής σειράς έναυσης. Στο 

σχήµα 6.1 και 6.2 φαίνεται ο σχεδιασµός της γεωµετρίας µονής σειράς και πολλαπλής 

σειράς έναυσης αντίστοιχα. 

 

 
Σχήµα 6.1: Μοντελοποίηση µονής σειράς έναυσης 

 

Στο σχήµα 6.1 φαίνεται ο σχεδιασµός της µονής σειράς έναυσης, η απλοποίηση 

της γεωµετρίας καθώς επίσης και η µοντελοποίηση της γεωµετρίας που έγινε, Α) για 

απόσταση µεταξύ των διατρηµάτων ίση µε το φορτίο, Β) για απόσταση µεταξύ των 

διατρηµάτων ίση µε δυο φορτία και Γ) διερεύνηση εξάπλωσης τάσεων σε άπειρο 

µέσο. Στη συνέχεια, αφού εξετάστηκε το πρόβληµα της απόστασης (S) ίσης µε το 

φορτίο (B), απόσταση ίση µε δυο φορτία και η εξάπλωση τάσεων σε άπειρο µέσο, η 

ανάλυση συνεχίζεται µε την µοντελοποίηση αλληλεπίδρασης διατρηµάτων 

πολλαπλής σειράς για απόσταση ίση µε το φορτίο. 
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Σχήµα 6.2: Μοντελοποίηση πολλαπλής σειράς έναυσης και αλληλεπίδρασης διατρηµάτων 

 

Στο σχήµα 6.2 φαίνεται ο σχεδιασµός της πολλαπλής σειράς έναυσης, η 

απλοποίηση της γεωµετρίας καθώς επίσης και η µοντελοποίηση της γεωµετρίας που 

έγινε, ∆) συµµετρία πολλαπλής σειράς έναυσης και Ε) αλληλεπίδραση πολλών 

διατρηµάτων. Οι γεωµετρίες Α,Β,Γ,∆ µοντελοποιήθηκαν και µε στοιχεία επαφής 

προσοµοιάζοντας µε αυτό τον τρόπο τις ελεγχόµενες ρωγµές σε διεύθυνση κάθετη 

πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια. 

 

 

6.3 Έλεγχος Σύγκλισης  
Όταν µελετάται ένα πρόβληµα ή µοντελοποιείται ένα φυσικό φαινόµενο µε 

αριθµητικές µεθόδους, είναι απαραίτητο να γίνεται ένας έλεγχος σύγκλισης των 

λύσεων που αναµένεται να ληφθούν. Με τον όρο σύγκλιση λύσης εννοείται πόσο η 

αριθµητική λύση προσεγγίζει την αναλυτική λύση κλειστής µορφής όπως είναι οι 

σχέσεις του Kirsch (σχέσεις 6.1). Η σύγκλιση στο Msc.Marc-Mentat επιτυγχάνεται µε 

διάφορες επιλύσεις του προβλήµατος ιδίων διαστάσεων και γεωµετρίας µε 

διαφορετικό αριθµό στοιχείων έτσι ώστε η ακρίβεια της λύσης να συγκλίνει προς την 

πραγµατική. Σε αυτό το σηµείο πρέπει να τονιστεί ότι όσο αυξάνει ο αριθµός των 

στοιχείων τόσο αυξάνει και το υπολογιστικό κόστος. Συνήθως η επιθυµητή σύγκλιση 

επιτυγχάνεται όταν οι αριθµητικές λύσεις δεν ξεπερνούν το 3-5 % διαφορά µεταξύ 

τους και προσεγγίζουν ικανοποιητικά την αναλυτική λύση. 
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Στην απλούστερη αλλά όχι συνήθη περίπτωση, γίνεται δεκτό ότι το πέτρωµα 

που βρίσκεται γύρω από το θάλαµο έκρηξης ακτίνας (α) δεν είναι ρωγµατωµένο. Ο 

θάλαµος είναι υπό στατική πίεση. Τότε η εντατική κατάσταση που επικρατεί σε 

οποιοδήποτε σηµείο, σε απόσταση (r) από το κέντρο του διατρήµατος, δίνεται από τις 

γνωστές σχέσεις του Kirsch (Brady και Brown, 1994): 
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αφού γίνεται δεκτό όπως αναφέρθηκε πιο πάνω ότι ο θάλαµος είναι σε στατική πίεση 

και το υλικό είναι ελαστικό, οµογενές και ισότροπό τότε το Κ=1, οπότε οι παραπάνω 

σχέσεις λαµβάνουν την µορφή: 

 

2

2

r
apgrr =σ    (ακτινική)                                            (6.2) 

 

 2

2

r
apg−=θθσ    (εφαπτοµενική)                                    (6.3) 

 

0=θτ r       (διατµητική)                                         (6.4) 

 

 Η επίλυση των σχέσεων 6.2-6.4 σε γραφική παράσταση φαίνεται στο γράφηµα 

6.1. Η επίλυση έγινε µε θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης σε πίεση 1000 MPa. Ο 

τύπος φόρτισης έγινε µε απότοµη φόρτιση σε χρόνο 0.00375 sec και αποφόρτιση σε 

0.015 sec σε ηµι-στατικές συνθήκες. Τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά ήταν λόγος οπής 

προς εξωτερικά όρια γεωµετρίας ίσος 10 προς 100 (µονάδες µήκους).  
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Αναλυτικές σχέσεις Kirsh χωρίς ρωγµές
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Γράφηµα 6.1: Αναλυτικές λύσεις Kirsch 

 

Παρατήρηση: Οι λύσεις του γραφήµατος 6.1 που λαµβάνονται θα είναι ίδιες για θ=00 

θ=900 αφού µε την αντικατάσταση του Κ=1 στις σχέσεις 6.1, απαλείφονται οι γωνίες. 

 

 Η επιθυµητή σύγκλιση επιτυγχάνεται όταν οι αριθµητικές λύσεις προσεγγίσουν 

κατά το καλύτερο δυνατότερο τις αναλυτικές λύσεις του γραφήµατος 6.1.  Για τον 

σκοπό αυτό έγιναν πέντε επιλύσεις σε ίδια γεωµετρία µε αριθµό στοιχείων και 

ιδιότητες υλικού για 500, 1000, 1500, 2500, 5000. Στα σχήµατα 6.3-6.4-6.5 φαίνεται 

η γεωµετρία και ο αριθµός των στοιχείων της κάθε επίλυσης καθώς επίσης και τα 

γραφήµατα των εφαπτοµενικών και ακτινικών τάσεων που προέκυψαν από τις 

αριθµητικές λύσεις. 

 

 
Σχήµα 6.3: Επίλυση µε 500 και 1000 στοιχεία 
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Σχήµα 6.4: Επίλυση µε 1500 και 2500 στοιχεία 

 

Σχήµα 6.5: Επίλυση µε 5000 στοιχεία 
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Γράφηµα 6.2: Σύγκλιση διαφορετικών επιλύσεων µε την αναλυτική λύση εφαπτοµενικής τάσης 
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Σύγκλιση Λύσης Ακτινικής τάσης σr
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Γράφηµα 6.3: Σύγκλιση διαφορετικών επιλύσεων µε την αναλυτική λύση ακτινικής τάσης 

 

Συµπέρασµα: Από τα γραφήµατα σύγκλισης ακτινικών και εφαπτοµενικών τάσεων 

παρατηρείται καλή σύγκλιση µεταξύ των 2500 και 5000 στοιχείων διότι οι καµπύλες 

των λύσεων αυτών προσεγγίζουν καλύτερα την αναλυτική λύση τους και δεν 

διαφέρουν µεταξύ τους περισσότερο από 5%. Το διάγραµµα διατµητικών τάσεων 

παραλείπεται διότι οι τιµές που παρουσιάζει είναι σχεδόν µηδενικές. Αφού 

διαπιστώθηκε η ικανοποιητική ακρίβεια των αριθµητικών µοντέλων είναι  δυνατή η 

συνέχιση ανάλυσης σε προβλήµατα όπου δεν υπάρχει αναλυτική λύση. 

 

 

6.4 Τύποι Φόρτισης 
Στη δυναµική ανάλυση µε την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, πολύ 

σηµαντικός παράγοντας είναι ο τρόπος φόρτισης του υλικού. Όπως έχει αναφερθεί σε 

προηγούµενο κεφάλαιο, το προφίλ πίεσης συναρτήσει του χρόνου µπορεί να χωριστεί 

σε δυο κατηγορίες: 

 (Α) όταν το εκρηκτικό είναι σε επαφή µε το πέτρωµα όπου οι πιέσεις που 

αναπτύσσονται πάνω στο τοίχωµα του πετρώµατος είναι µεγάλες (τάξης >6000 

ΜPa) ανάλογα µε τον τύπο του εκρηκτικού και  

 (Β) όταν το εκρηκτικό δεν είναι σε επαφή µε το πέτρωµα όπου παρεµβάλλεται 

αέρας ή νερό όπου οι πιέσεις που αναπτύσσονται πάνω στο πέτρωµα είναι της 

τάξης των 1000-6000 ΜPa.   

 Για την καλύτερη δυνατή προσέγγιση του προβλήµατος αυτού επιλέχθηκε να 

γίνεται έλεγχος σε δυο διαφορετικές πιέσεις. Η µια πίεση που επιλέχθηκε είναι τα 
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1000 ΜPa που είναι η µικρότερη τάξη µεγέθους πίεσης πάνω στα τοιχώµατα για 

αποζευγµένη γόµωση. Η άλλη πίεση που επιλέγηκε είναι τα 6000 ΜPa που είναι η 

µεγαλύτερη τάξη µεγέθους για αποζευγµένη γόµωση αλλά παράλληλα και η 

µικρότερη τάξη µεγέθους γόµωσης σε πλήρη ζεύξη. 

Ο σηµαντικότερος παράγοντας στην επιτυχή προσοµοίωση ανατίναξης και 

γενικά σε προβλήµατα διάδοσης κυµάτων (dynamic transient wave propagation)  

είναι ο πραγµατικός χρόνος διάρκειας της δυναµικής καταπόνησης που πρέπει να 

ληφθεί υπόψη στον τρόπο φόρτισης του υλικού. Ο πραγµατικός χρόνος διάρκειας της 

δυναµικής καταπόνησης είναι της τάξης των 30-50 msec ανάλογα µε την ποσότητα, 

το είδος του εκρηκτικού αλλά και από τον τύπο του πετρώµατος. Ο χρόνος της 

δυναµικής καταπόνησης θεωρείται ότι αρχίζει από τη στιγµή της έναυσης, διαρκεί 

µέχρι την διάδοση και ανάκλαση του κρουστικού παλµού πάνω στην ελεύθερη 

επιφάνεια και τελειώνει όταν ο ανακλώµενος κρουστικός παλµός επιστρέψει πίσω 

στο διάτρηµα από όπου ξεκίνησε. Για τους σκοπούς της προσοµοίωσης επιλέγηκε να 

χρησιµοποιηθεί ως συνολικός χρόνος διάρκειας του φαινοµένου τα 30 msec που είναι 

και η πιο ρεαλιστική τιµή διάρκειας της δυναµικής φάσης. 

Όσο αφορά την διάρκεια φόρτισης, είναι εύκολα κατανοητό ότι είναι αδύνατο 

να διαρκεί η πίεση 30 msec, όσο δηλαδή ο συνολικός χρόνος διάρκειας της δυναµικής 

φάσης φόρτισης. Ένας εµπειρικός κανόνας θεωρεί ότι η µέγιστη πίεση στα τοιχώµατα 

του διατρήµατος φτάνει σε χρόνο 1/8 της συνολικής διάρκειας του φαινοµένου, 

δηλαδή η µέγιστη πίεση επιτυγχάνεται σε χρόνο 0.00375 sec. Η αποφόρτιση διαρκεί 

άλλα 3/8 της συνολικής διάρκειας του φαινοµένου δηλαδή 0.01125 sec και το 

υπόλοιπο του χρόνου που παραλείπεται είναι η χρονική διάρκεια εξάπλωσης της 

τάσης στο πέτρωµα, οπότε ένας πλήρης κύκλος φόρτισης-αποφόρτισης του 

διατρήµατος διαρκεί:  
 

sec03.0015.001125.000375.0 =++=Κ Φ−Φ τασηςεξαπλωσηρτισηαποφορτισηκλος όAύ    (6.5) 

 

Πριν γίνει ανάπτυξη στους τύπους φόρτισης πρέπει να τονιστεί ότι οι πιέσεις 

που αναπτύσσονται στα τοιχώµατα των διατρηµάτων ξεπερνούν κατά πολύ τις 

δυναµικές αντοχές των πετρωµάτων όπου έχουµε και την ζώνη σύνθλιψης γύρω από 

το διάτρηµα. Με τους τρόπους φόρτισης που αναφέρθηκαν πιο πάνω είναι φανερό ότι 

δηµιουργείται µια αιχµή στο προφίλ της πίεσης συναρτήσει του χρόνου που ίσως η 

χρονική διάρκεια της να µην παράγει παλµό ικανό να θρυµµατίσει το πέτρωµα αφού 
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είναι γνωστό ότι αν η διάρκεια του παλµού είναι τόσο µικρής χρονικής διάρκειας, 

περνάει από το πέτρωµα χωρίς να το διαρρήξει. Για τον λόγο αυτό επιλέχθηκαν και 

άλλοι δυο τύποι φόρτισης µε κορυφές της τάξης των 35 και 70 secµ , οπότε θα 

εξεταστούν τέσσερις τύποι φόρτισης για δυο διαφορετικές πιέσεις έτσι ώστε να 

προσεγγιστεί κατά το καλύτερο δυνατό η προσοµοίωση της ανατίναξης. 
 

 
Σχήµα 6.6: Τύποι φόρτισης του διατρήµατος 

 

Από το σχήµα 6.6 φαίνονται οι τέσσερις τύποι φόρτισης που χρησιµοποιήθηκαν 

για την φόρτιση του διατρήµατος. Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφερθεί ότι στη 

δυναµική ανάλυση ο αριθµός των στοιχείων είναι συνδεδεµένος µε το χρονικό βήµα. 

Τα στοιχεία πρέπει να είναι τέτοιου µεγέθους και το χρονικό βήµα επίλυσης να είναι 

τέτοιας τάξης έτσι ώστε το τασικό κύµα να µην ξεπερνάει τα δυο στοιχεία κατά την 

διάρκεια διάδοσης του. Το χρονικό βήµα επίλυσης βρίσκεται από την σχέση: 
 

Sec
ίήό
άόόt ί 00033.0

90
03.0

==
ΕΑ
∆ΧΣ

=∆
λυσηςπµατοςβριθµ
ρκειαςινοςρςυνολικ

λυσηςεπ        (6.6)  
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6.5 ∆ιακριτοποίηση και Αριθµητική Αστάθεια Στοιχείων 
Για τα µοντέλα που αναπτύχθηκαν για την προσοµοίωση της ανατίναξης, έγινε 

µοντελοποίηση του µισού της γεωµετρίας και όχι το ένα τέταρτο της αν και υπήρχε 

συµµετρία στη γεωµετρία. Η διακριτοποίηση έγινε µε αυτό τον τρόπο διότι δεν ήταν 

γνωστό αν η επιβολή συνοριακών συνθηκών κατά τον άξονα µελέτης Χ επηρέαζε τα 

αποτελέσµατα στη δυναµική ανάλυση. Τα στοιχεία που χρησιµοποιήθηκαν ήταν 

ορθογώνια, όπου ήταν εφικτό µε θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης. Οι συνοριακές 

συνθήκες ήταν κύλιση κατά τον κατακόρυφο άξονα και κύλιση κατά τον οριζόντιο 

άξονα στο πάνω και κάτω µέρος του µοντέλου, εξασφαλίζοντας έτσι την 

επαναλαµβανόµενη συµµετρία των διατρηµάτων. Οι κόµβοι επί της ελεύθερης 

επιφάνειας αφέθηκαν ελεύθεροι προσοµοιάζοντας µε αυτό τον τρόπο την ελεύθερη 

επιφάνεια.  

Συνήθως, σε προβλήµατα προσοµοίωσης όπου πρέπει να συνδυαστούν καµπύλα 

τµήµατα µε τετραγωνικά, είναι αναπόφευκτη η χρήση τριγωνικών στοιχείων για την 

σύνδεση των τµηµάτων. Αυτού του τύπου διακριτοποίηση είναι δυνατό να αλλοιώσει 

τα αποτελέσµατα. Για την αποφυγή τέτοιων προβληµάτων εξετάστηκαν διάφοροι 

τύποι διακριτοποίησης διότι παρατηρήθηκε ότι κατά την διάρκεια επιβολής του 

τασικού παλµού τα στοιχεία πύκνωναν και αραίωναν στα σηµεία όπου υπήρχαν τα 

τριγωνικά στοιχεία, κατακρατώντας την διάδοση του τασικού παλµού (σχήµα 6.7).  

 

 
Σχήµα 6.7: Αστάθεια στοιχείων 
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Για την ανάλυση που πραγµατοποιήθηκε σε απλά γεωµετρικά σχήµατα, 

χρησιµοποιήθηκαν αποκλειστικά ορθογώνια στοιχεία µε την τεχνική της δηµιουργίας 

επιφάνειας και µετατροπής αυτής σε στοιχεία. Η τεχνική αυτή έλυσε το πρόβληµα 

του σχήµατος 6.7 αλλά σε πολύπλοκά γεωµετρικά σχήµατα, ήταν απαραίτητη η 

χρήση τριγωνικών στοιχείων. Για την ελαχιστοποίηση του σφάλµατος επιλέγηκε η 

σύνδεση µε τριγωνικά στοιχεία να γίνεται σε µεγάλη απόσταση από το σύνορο του 

διατρήµατος τέτοια ώστε να δίδεται η χρονική ευχέρεια να φορτίζεται και να 

αποφορτίζεται το διάτρηµα, δηλαδή το τασικό κύµα να φτάνει τα τριγωνικά στοιχεία 

σε χρόνο 0.015 sec. 

 
 

6.6 Επιλογή Μεθόδου ∆υναµικής Ανάλυσης 
Η επιλογή της µεθόδου δυναµικής ανάλυσης είναι πολύ σηµαντική για την 

επιτυχή προσοµοίωση της δυναµικής φάσης της ανατίναξης. Οι µέθοδοι που µπορούν 

να χρησιµοποιηθούν από το λογισµικό πακέτο για την ανάλυση είναι: 

 Newmark 

 Houbolt 

 Central difference 

Πραγµατοποιήθηκε ανάλυση και µε τις τρεις µεθόδους σε ιδίων διαστάσεων 

µοντέλο µε τις εξής ιδιότητες υλικού: 

 
Πίνακας 6.1: Ιδιότητες υλικού 

Υλικό Ε (GPa) v 

Ασβεστόλιθος 20 0.3 

 

Η φόρτιση που χρησιµοποιήθηκε είναι η τύπου Γ µε πίεση Pi = 1000 MPa όπου 

λήφθηκαν τα πιο κάτω αποτελέσµατα.   

 

6.6.1 Μέθοδος Newmark 

Οι σχέσεις γενικής µορφής της µεθόδου Newmark όπως χρησιµοποιούνται από 

το λογισµικό πακέτο είναι (Marc 2000): 
 

1221 )
2
1( ++ ∆+∆−+∆+= nnnnn tttvuu αβαβ        (µετατοπίσεις)    (6.7) 
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11 )1( ++ ∆+∆−+= nnnn tatavv γγ                  (ταχύτητες)         (6.8) 
 

όπου το n: ο αριθµός του χρονικού βήµατος. Για την συγκεκριµένη µορφή δυναµικών 

εξισώσεων που ανταποκρίνονται στον κανόνα του τραπεζίου, χρησιµοποιούνται οι 

τιµές των σταθερών β = 0.25 και γ = 0.5 όπου η κλασσική εξίσωση κίνησης του 

συστήµατος λαµβάνει τη µορφή: 
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t

aMRFuKC
t

M
t

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∆
++−=∆⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∆
+

∆
+ 424 1

2             (6.9) 

 

όπου η εσωτερική δύναµη δίδεται από την σχέση: 
 

∫ Τ=
V

dvR σβ                                                  (6.10) 

 

Αντικαθιστώντας την 6.10 στην εξίσωση 6.9 επιτρέπεται έµµεση λύση (implicit 

solution) του συστήµατος: 
 

uuu nn ∆+=+1                                                 (6.11) 
 

Από την επίλυση του προβλήµατος µε την µέθοδο Newmark λαµβάνονται τα πιο 

κάτω αποτελέσµατα στους κόµβους µελέτης 1, 528, 931: 
 

 
Σχήµα 6.8: Επίλυση µε τη µέθοδο Newmark 

 

Σαρρής Ερνέστος- ∆ιπλωµατική Εργασία 
 

148



Κεφάλαιο 6                                         Ανάλυση Ανατίναξης µε Πεπερασµένα Στοιχεία 

 
 

Γράφηµα 6.4: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 
 
 

 
 

Γράφηµα 6.5: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 
 
 

 
 

Γράφηµα 6.6: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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6.6.2 Μέθοδος Houbolt 

Η µέθοδος Houbolt βασίζεται στη χρήση της κυβικής παρεµβολής µε τρία 

σηµεία σε ένα επίπεδο του χρόνου και ενός άγνωστου σηµείου σε επόµενο επίπεδο 

χρόνου. Οι σχέσεις γενικής µορφής της µεθόδου Houbolt όπως χρησιµοποιούνται από 

το λογισµικό πακέτο είναι (Marc 2000): 
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αντικαθιστώντας τις σχέσεις 6.12 και 6.13 στην κλασσική εξίσωση κίνησης του 

συστήµατος λαµβάνεται η σχέση: 
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Η σχέση 6.14 επιτρέπει άµεση επίλυση του συστήµατος 6.11 και βασίζεται σε 

οµοιόµορφα χρονικά βήµατα. Από την επίλυση του προβλήµατος µε την µέθοδο 

Houbolt λαµβάνονται τα πιο κάτω αποτελέσµατα στους κόµβους µελέτης 1, 528, 931: 
 

 
Σχήµα 6.9: Επίλυση µε τη µέθοδο Houbolt 
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Γράφηµα 6.7: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  

 

 

 
Γράφηµα 6.8: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  

 

 

 
Γράφηµα 6.9: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  

 

Σαρρής Ερνέστος- ∆ιπλωµατική Εργασία 
 

151



Κεφάλαιο 6                                         Ανάλυση Ανατίναξης µε Πεπερασµένα Στοιχεία 

6.6.3 Μέθοδος Κεντρικών ∆ιαφορών 

Η µαθηµατική συνάρτηση των κεντρικών διαφορών θεωρεί µια δευτεροβάθµια 

µεταβολή στις µετατοπίσεις ανάλογη του χρόνου. Οι σχέσεις των ταχυτήτων και των 

επιταχύνσεων δίδονται από τις σχέσεις (Marc 2000): 
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τέτοια ώστε: 
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οπότε η κλασσική εξίσωση κίνησης λαµβάνει την µορφή: 
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Από την επίλυση του προβλήµατος µε την µέθοδο Houbolt λαµβάνονται τα πιο 

κάτω αποτελέσµατα στους κόµβους µελέτης 1, 528, 931: 
 

 
Σχήµα 6.9: Επίλυση µε τη µέθοδο των κεντρικών διαφορών 
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Γράφηµα 6.10: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  

 

 

 

 
Γράφηµα 6.11: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Γράφηµα 6.12: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Παρατηρήσεις 

 

 Στο κόµβο 1 (Newmark) επί του διατρήµατος, παρουσιάζονται µεγάλες θλιπτικές 

τάσεις και µετά το τέλος της φόρτισης το σύστηµα συνεχίζει να ταλαντώνεται 

ελεύθερα. 

 Στο κόµβο 528 (Newmark) που είναι στο κέντρο του µοντέλου παρατηρείται ότι η 

το κύµα φτάνει σε χρόνο 0.017 sec και οι τάσεις που ασκούνται είναι µειωµένες 

σε σχέση µε τις τάσεις στον κόµβο 1 αλλά αρκετά µεγάλες για την διάρρηξη του 

πετρώµατος. 

 Στο κόµβο 931 (Newmark) που είναι πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια 

παρατηρείται ότι το κύµα φτάνει σε χρόνο 0.023 sec και οι τάσεις που ασκούνται 

είναι πολύ µικρές σε σχέση µε τις τάσεις της φόρτισης. Μια άλλη παρατήρηση 

είναι η ανάκλαση του θλιπτικού κύµατος στην ελεύθερη επιφάνεια και η 

επιστροφή του σαν εφελκυστικό αλλά πολύ µικρής τάξης. 

 Στη µέθοδο Houbolt ισχύουν τα ίδια µε την µέθοδο Newmark αλλά µε διαφορά 

ότι τα αποτελέσµατα που προκύπτουν παρουσιάζουν εξοµάλυνση. 

 Στη µέθοδο των κεντρικών διαφορών παρατηρείται συνεχής διατήρηση του 

µετώπου κύµατος και η αποκοπή του µετά το πέρας της φόρτισης. 

 

Συµπεράσµατα 

 
Οι πιο πάνω τεχνικές άµεσης ολοκλήρωσης παρουσιάζουν κάποιες ανακρίβειες 

άσχετα µε ποια θα χρησιµοποιηθεί. Οι ανακρίβειες που παρατηρήθηκαν είναι η 

τεχνητή απόσβεση και σφάλµατα φάσης. Η καταλληλότερη µέθοδος που επιλέγηκε 

για να χρησιµοποιηθεί για την επίλυση των µοντέλων είναι η µέθοδος Newmark και 

αυτό φαίνεται από τα ακόλουθα συµπεράσµατα: 

 Η µέθοδος Newmark δεν παρουσιάζει αριθµητική απόσβεση. ∆ίνει ακριβείς 

λύσεις για προβλήµατα µε µεγάλο εύρος φορτίσεων και µπορεί να ρυθµιστεί το 

χρονικό βήµα καθιστώντας την τεχνική κατάλληλη για απότοµες µεταβολές στη 

φόρτιση. 

 Η µέθοδος Houbolt παρουσιάζει ισχυρή απόσβεση. Η ισχυρή απόσβεση κάνει την 

µέθοδο ευσταθή και για µη γραµµικά συστήµατα. Εξαιτίας των ιδιοτήτων 

απόσβεσης που παρουσιάζει η τεχνική αυτή, καθίσταται κατάλληλη για 

προβλήµατα δυναµικής επαφής. 
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 Η µέθοδος των κεντρικών διαφορών είναι κατάλληλη για προβλήµατα απότοµης 

µεταβολής, όµως για το συγκεκριµένο πρόβληµα εξέτασης που απαιτείται η 

µελέτη εξάπλωσης των τάσεων, η τεχνική αυτή είναι ακατάλληλη διότι όπως 

φαίνεται και από την επίλυση, δεν παρουσιάζεται εξάπλωση τάσεων.  

 

 

6.7 Επιλογή Συνάρτησης ∆ιαρροής 

Η τάση διαρροής ενός υλικού είναι µια µετρούµενη ποσότητα όπου διαχωρίζει 

την ελαστική και ανελαστική συµπεριφορά. Το µέγεθος της τάσης διαρροής 

λαµβάνεται γενικά από δοκιµές µονοαξονικής θλίψης, όµως στην πραγµατικότητα οι 

τάσεις που ασκούνται είναι πολυαξονικές. Η µέτρηση της διαρροής για την 

πολυαξονική κατάστασης τάσεων ονοµάζεται και συνθήκη διαρροής. Η συνθήκη 

διαρροής µπορεί να έχει πολλές µορφές. Για παράδειγµα, η συνθήκη διαρροής µπορεί 

να εξαρτάται από όλες τις συνιστώσες των τάσεων ή να εξαρτάται από τις 

διατµητικές συνιστώσες ή ακόµα και από τις υδροστατικές τάσεις µόνο.   

 

6.7.1 Συνθήκη διαρροής Von Mises 

Το κριτήριο Von Mises είναι το πιο συχνά εφαρµοζόµενο. Η τόσο συχνή 

επιλογή του σε διάφορες αναλύσεις οφείλεται στη συνεχή φύση της συνάρτησης που 

ορίζει το κριτήριο αυτό καθώς επίσης και στη συµφωνία των αποτελεσµάτων που 

δίνει µε παρατηρούµενη συµπεριφορά στα πιο συνήθη όλκιµα υλικά. Το κριτήριο 

δηλώνει ότι η διαρροή εµφανίζεται όταν η ενεργή ή ισοδύναµη τάση (σ) εξισωθεί µε 

την τάση διαρροής (σy) όπως έχει µετρηθεί από δοκιµές µονοαξονικής θλίψης ή 

εφελκυσµού αντίστοιχα. Η ανάλυση µε το κριτήριο Von Mises δεν απαιτεί κάποια 

εισαγωγή δεδοµένων ή σταθερών στο πρόγραµµα. 

 

6.7.2 Συνθήκη διαρροής Mohr-Coulomb (linear) 

Το κριτήριο για ελαστοπλαστική συµπεριφορά Mohr-Coulomb, βασίζεται σε 

επιφάνεια διαρροής που παρουσιάζει υδροστατική εξάρτηση τάσεων. Τέτοιου είδους 

συµπεριφορά παρατηρείται σε µια µεγάλη τάξη εδαφών και πετρωµάτων. Τέτοιου 

τύπου υλικά µπορούν να χαρακτηριστούν και ως υλικά Mohr-Coulomb. Υπάρχουν 

δυο είδη υλικά  Mohr-Coulomb, τα γραµµικά και τα παραβολικά. Στην ανάλυση που 
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πραγµατοποιήθηκε, έγινε χρήση του γραµµικού κριτηρίου. Στο σχήµα 6.10 φαίνεται η 

γραµµική συµπεριφορά Mohr-Coulomb. 

 

 
Σχήµα 6.10: Γραµµική συµπεριφορά Mohr-Coulomb (Marc, 2000) 

  

Η συνάρτηση διαρροής όπως φαίνεται από το σχήµα 6.10 θεωρείται ότι είναι 

γραµµική συνάρτηση των υδροστατικών τάσεων. Η ανάλυση µε το γραµµικό 

κριτήριο Mohr-Coulomb στο πρόγραµµα πραγµατοποιείται µε την εισαγωγή της 

τάσης διαρροής ( ) και της σταθεράς (α). Η τάση διαρροής και η σταθερά (α) 

συνδέεται µε την συνοχή (c) και την γωνία εσωτερικής τριβής (φ) µε τις ακόλουθες 

σχέσεις: 

−

σ

 

2/12 )121(3 α
σ

−
=

−

c                                 (6.19) 

 

2/12 )31(
3sin
α
αφ

−
=                                             (6.20) 

 

Αν θεωρηθεί ένα τυπικός ασβεστόλιθος µε τα χαρακτηριστικά του πίνακα 6.2 

λαµβάνονται οι τιµές της τάσης διαρροής ( ) και της σταθεράς (α): 
−

σ
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Πίνακας 6.2: Ιδιότητες υλικού 

Υλικό Αντοχή σε 

µονοαξονική 

θλίψη (MPa) 

Συνοχή c 

(MPa) 

Γωνία 

εσωτερικής 

τριβής (φ)0

Τάση 

διαρροής 

 (MPa) 

Σταθερά 

(α) 

Ασβεστόλιθος 80 25.50 25 67.34 0.136858 

 

Επιλύνοντας µε το κριτήριο Von Mises και το γραµµικό Mohr-Coulomb για 

πίεση 1000 (MPa) και φόρτιση τύπου Γ, λαµβάνονται τα διαγράµµατα µετατοπίσεων 

συναρτήσει του χρόνου και τάσεων συναρτήσει του χρόνου για τους κόµβους µελέτης 

528 και 931.  

 

Έλεγχος ορίου διαρροής (κόµβος 528)

-2.00E-07

0.00E+00

2.00E-07

4.00E-07

6.00E-07

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Χρόνος (sec)

Μ
ετ
ατ
οπ

ίσ
ει
ς 

(m
)

Von Mises kinematic Linear Mohr-Coulomb isotropic
 

Γράφηµα 6.13: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Έλεγχος ορίου διαρροής (κόµβος 931)
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Γράφηµα 6.14: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Έλεγχος ορίου διαρροής (κόµβος 528)
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Γράφηµα 6.15: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  

 

 

 

Έλεγχος ορίου διαρροής (κόµβος 931)
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Γράφηµα 6.16: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  

 

 

Παρατηρήσεις 

 
 Στην ανάλυση που πραγµατοποιήθηκε και µε τα δυο κριτήρια παρατηρείται 

διαφορά στον κεντρικό κόµβο 528 στον τρόπο που µετατοπίζεται αλλά και στις 

τάσεις που δέχεται.  

 

 Στον κόµβο 931 που είναι πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια, οι µετατοπίσεις και οι 

τάσεις που δέχεται ο κόµβος και µε τα δυο κριτήρια τείνουν να πάρουν την ίδια 

µορφή. 
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Συµπεράσµατα 

Μετά την ανάλυση που πραγµατοποιήθηκε µε τα δυο κριτήρια επιλογής, 

επιλέγηκε για την επίλυση των ελαστοπλαστικών µοντέλων το κριτήριο Mohr-

Coulomb διότι δίνει πιο ρεαλιστικά αποτελέσµατα για πετρώµατα από το κριτήριο 

Von Mises το οποίο αν και µπορεί να γίνει αποδεκτό, φαίνεται να έχει περισσότερη 

ακρίβεια σε όλκιµα υλικά όπως είναι τα µέταλλα.  

 

 

6.8 Επεξεργασία Μοντέλων  
Τα µοντέλα που επιλύθηκαν µε ιδιότητες ελαστικού και ελαστοπλαστικού 

υλικού ήταν πέντε και φαίνονται στο σχήµα 6.11. Όπως αναφέρθηκε και στον ορισµό 

της γεωµετρίας, η µοντελοποίηση χωρίστηκε σε δυο µέρη, την µοντελοποίηση 

συµµετρίας και την µοντελοποίηση αλληλεπίδρασης.  
 

 
Σχήµα 6.11: Γεωµετρία µοντέλων  

 

Η επιβολή των συνοριακών συνθηκών όπως αναφέρθηκε και πιο πριν είναι 

κύλιση στον κατακόρυφο άξονα, κύλιση στο πάνω και κάτω µέρος των µοντέλων 

κατά τον οριζόντιο άξονα εξασφαλίζοντας την συµµετρία της γεωµετρίας καθώς και 

πίεση στο διάτρηµα. Η διακριτοποίηση αποτελείται εξολοκλήρου από ορθογώνια 

στοιχεία στα µοντέλα Α, Β και ∆, ενώ στα µοντέλα Γ και Ε γίνεται και χρήση 

τριγωνικών στοιχείων αλλά σε απόσταση τέτοια ώστε να µην επηρεάζεται η 

ταλάντωση των κόµβων αλλά και η εξάπλωση των τάσεων. Η θεώρηση επίλυσης 

είναι επίπεδη παραµόρφωση. 

Το υλικό που χρησιµοποιήθηκε σε όλες τις επιλύσεις ήταν τυπικός 

ασβεστόλιθος και οι ιδιότητες αυτού φαίνονται στον πίνακα 6.3: 
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Πίνακας 6.3: Ιδιότητες υλικού 

Υλικό Αντοχή σε 

µονοαξονική 

θλίψη  

Co (MPa) 

Μέτρο 

Ελαστικότητας 

E (GPa) 

Λόγος  

Poisson 

v 

Συνοχή 

c 

(MPa) 

Γωνία 

εσωτερικής 

τριβής (φ)0

Ασβεστόλιθος 80 20 0.3 25.50 25 

 

 

6.8.1 Μοντελοποίηση συµµετρίας ελαστικού υλικού (S=B) 

Η ελαστική επίλυση που προέκυψε µε όλες τις παραµέτρους που αναφέρθηκαν 

φαίνεται στο σχήµα 6.12: 

 

Σχήµα 6.12: Επίλυση µοντέλων και κόµβοι µελέτης  

 

Από την επίλυση που έγινε λαµβάνονται οι γραφικές παραστάσεις: Α) τάσεων 

συναρτήσει του χρόνου και Β) κατακόρυφων µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου 

για πιέσεις 1000 MPa και 6000 MPa και για τα τέσσερα είδη φόρτισης που 

αναπτύχθηκαν στο εδάφιο 6.4. 
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6.9 Εύρεση Συντελεστών Έντασης των Τάσεων µε την Βοήθεια του 

Λογισµικού Franc2D 
Στο εδάφιο αυτό γίνεται µια ανασκόπηση των αρχών της γραµµικής ελαστικής 

θραυστοµηχανικής (LEFM-Linear elastic fracture mechanics), που θεωρείται ένα 

αναλυτικό εργαλείο επίλυσης και πρόβλεψης θραύσης υπό ασταθής συνθήκες. Οι 

σχέσεις οι οποίες θα αναφερθούν δεν δίδονται µε τις αποδείξεις τους διότι ξεφεύγει 

από τους σκοπούς της εργασίας αυτής. 

Υπάρχουν δυο βασικές προσεγγίσεις για την πρόβλεψη της θραύσης µε 

κυρίαρχες συνθήκες, γραµµικές και ελαστικές. Η πρώτη βασίζεται στο ισοζύγιο 

ενέργειας που είναι και η απαραίτητη συνθήκη για την θραύση. Η δεύτερη βασίζεται 

στο µέγεθος της έντασης της τάσης στην αιχµή της ρωγµής, όπου φτάνει µια κρίσιµη 

τιµή έτσι ώστε να ξεκινήσει η θραύση. Οι δυο αυτές προσεγγίσεις είναι ισοδύναµες 

και δεν είναι αναγκαίο να γίνεται επιλογή µεταξύ τους για επίτευξη βέλτιστων 

αποτελεσµάτων σε µια ανάλυση. Οι δυο αυτές µέθοδοι, µπορούν να αναλύσουν και 

κάποιας περιορισµένης έκτασης πλαστικότητα, κάτι που κάνει τις δυο µεθόδους 

εύχρηστες και εφαρµόσιµες σε διάφορα προβλήµατα (Saxena, 1998). 

 

 

6.9.1 Προσέγγιση θραύσης µε τους συντελεστές έντασης των τάσεων 

Ξεκινώντας την προσέγγιση θραύσης µε τους συντελεστές έντασης των τάσεων, 

ορίζονται τρεις διαφορετικοί τρόποι φόρτισης και τύποι ρωγµών ενός ρωγµατωµένου 

σώµατος. (Α) ρωγµή τύπου Ι (άνοιγµα), όπου η φόρτιση της ρωγµής επιβάλλεται 

συµµετρικά ως προς τα επίπεδα x-y και x-z. (Β) ρωγµή τύπου ΙΙ (ολίσθηση σε 

επίπεδο), όπου η ρωγµή φορτίζεται σχετικά ως προς τα επίπεδα x-y και x-z. (Γ) 

ρωγµή τύπου ΙΙΙ (ολίσθηση εκτός επιπέδου), όπου η ρωγµή φορτίζεται ασύµµετρα ως 

προς τα επίπεδα x-y και x-z. Η επαλληλία των πιο πάνω τύπων ρωγµών φαίνονται 

στο σχήµα 6.29 και µπορούν να περιγράψουν τις περισσότερες περιπτώσεις θραύσης 

µε την προϋπόθεση να ισχύουν συνθήκες επίπεδης τάσης και παραµόρφωσης 

(Saxena, 1998). 
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Σχήµα 6.29: Τύποι ανοίγµατος ρωγµών (Saxena, 1998) 

 

Οι ακόλουθες αναλυτικές λύσεις τάσεων και µετατοπίσεων προτάθηκαν από τον 

Irwin για συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης (Saxena, 1998).  

Τύπου Ι: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

Κ
= Ι

2
3sin

2
sin1

2
cos

2
θθθ

π
σ χχ r

                            (6.21) 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

Κ
= Ι

2
3sin

2
sin1

2
cos

2
θθθ

π
σ

ryy                            (6.22) 

 

2
3cos

2
cos

2
sin

2
θθθ

π
σ

rxy
ΙΚ

=                               (6.23) 

 

)( yyzz v σσσ χχ +=                                      (6.24) 

 

0== yzxz σσ                                            (6.25) 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=

2
cos21

2
cos

2
2 θνθ

π
r

G
K

u I                          (6.26) 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=

2
cos22

2
sin

2
2 θνθ

π
r

G
K

V I                         (6.27) 

 

0=w                                                    (6.28) 
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Τύπου ΙΙ: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

Κ
= ΙΙ

2
3cos

2
cos2

2
sin

2
θθθ

π
σ χχ r

                            (6.29) 

 

     
2

3cos
2

cos
2

sin
2

θθθ
π

σ
ryy

ΙΙΚ
=                                 (6.30) 

 

                           ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

Κ
= ΙΙ

2
3sin

2
sin1

2
cos

2
θθθ

π
σ χ ry                           (6.31) 

 

)( yyzz v σσσ χχ +=                                      (6.32) 

 

0== yzxz σσ                                            (6.33) 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=

2
cos22

2
cos

2
2 θνθ

π
r

G
K

u II                          (6.34) 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−=

2
sin21

2
cos

2
2 θνθ

π
r

G
K

V II                         (6.35) 

 

0=w                                                    (6.36) 

 

Τύπου ΙΙΙ: 

2
sin

2
θ

π
σ

r
K III

zx =                                        (6.37) 

 

2
cos

2
θ

π
σ

r
K III

yz −=                                       (6.38) 

 

0==== xyzzyyxx σσσσ                                (6.39) 
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2
sin2 θ

π
r

u
Kw III=                                      (6.40) 

 

0== vu                                             (6.41) 

 

όπου ν: λόγος Poisson, Ε: µέτρο ελαστικότητας και 
)1(2 v

EG
+

= µέτρο διάτµησης. 

Για να διαδοθεί µια ρωγµή, ο ρυθµός της ελαστικής ενέργειας που 

απελευθερώνεται πρέπει να είναι τουλάχιστο ίσος µε τον ρυθµό ενέργειας που 

απαιτείται για να δηµιουργηθεί µια νέα ελεύθερη επιφάνεια ρωγµής. Την συνέπεια 

αυτή ενίσχυσε ο Irwin, προσθέτοντας ολκιµότητα στην θεωρεία του Griffith. Η 

ελαστική ενέργεια αποδίδεται από µια παράµετρο Κ που ονοµάζεται συντελεστής 

έντασης της τάσης και βρίσκεται κοντά στην περιοχή της αιχµής της ρωγµής. Ο 

συντελεστής έντασης της τάσης Κ εξαρτάται από το µέγεθος της ρωγµής, την 

γεωµετρία και το επίπεδο φόρτισης.  

Η διάδοση της ρωγµής ξεκινάει όταν κάποιος από τους παράγοντες που 

αναφέρθηκαν προκαλεί τον συντελεστή έντασης της τάσης να γίνει ίσος ή 

µεγαλύτερος από την ιδιότητα του υλικού Κc. Σκοπός της γραµµικής ελαστικής 

θραυστοµηχανικής είναι ο προσδιορισµός του Κ. Ο ρυθµός απελευθέρωσης της 

ενέργειας G εξαρτάται µόνο από τους συντελεστές έντασης των τάσεων για τους 

τρείς διαφορετικούς τρόπους φόρτισης. Για συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης ισχύει 

(Saxena, 1998): 

 

222
2 1)(1

IIIIII K
E

vKK
E
vG +

++
−

=                                  (6.42) 

 

Για επίπεδη τάση ισχύει: 

 

)(1 22
III KK

E
G +=                                            (6.43) 
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6.9.2 Αριθµητική προσοµοίωση διάδοσης ρωγµής 

Στη συνέχεια πραγµατοποιείται µια ανάλυση ενός διατρήµατος που δέχεται 

µεγάλη εσωτερική πίεση καθώς επίσης ανάλυση επιλεκτικής έναρξης και διάδοσης 

µιας ρωγµής λόγω µεγάλης εσωτερικής πίεσης. Η ανάλυση γίνεται µε την βοήθεια 

του λογισµικού Franc2D. 

 

Παραδοχές: 

 Το διάτρηµα δεν επηρεάζεται από άλλα ανοίγµατα 

 Γίνεται ελαστική ανάλυση του προβλήµατος µε θεώρηση επίπεδης 

παραµόρφωσης 

 Tο πρόβληµα λύνεται µε συµµετρία ηµικυκλίου 

 

Οι ιδιότητες του υλικού φαίνονται στον πίνακα 6.4: 

 

Πίνακας 6.4 

Πέτρωµα Μέτρο Ελαστικότητας 

(Gpa) 

Λόγος Poisson 

Ασβεστόλιθος 20 0.3 

 

Η διακριτοποίηση γίνεται αραιά µε λόγο στοιχείων 1:3 έξω από την περιοχή 

ενδιαφέροντος ενώ στην περιοχή του διατρήµατος η διακριτοποίηση γίνεται πιο 

πυκνή. Το πρόβληµα λύθηκε µε συµµετρία ηµικυκλίου οπότε οι συνοριακές συνθήκες 

ορίστηκαν  

 Κύλιση στον Άξονα Χ (dy = 0) όλοι οι οριζόντιοι κόµβοι στα όρια πάνω και κάτω 

της γεωµετρίας του µοντέλου 

 Κύλιση στον Άξονα Υ (dχ = 0)  όλοι οι κάθετοι κόµβοι, πάνω και κάτω από το 

διάτρηµα 

 Η εσωτερική πίεση που εφαρµόζεται είναι της τάξης των 6000 MPa.  

 
 

6.9.2.1 Αριθµητική προσοµοίωση διάδοσης µιας επιλεκτικής ρωγµής 

Από την επίλυση που προέκυψε µε το λογισµικό Franc2D λαµβάνονται τα 

γραφήµατα των συντελεστών έντασης των τάσεων (ΚΙ+ΙΙ)και τα γραφήµατα των 
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ρυθµών έκλυσης ενέργειας παραµόρφωσης (GΙ+ΙΙ). Στο σχήµα 6.30 φαίνεται ο τρόπος 

µε τον οποίο το λογισµικό σπάει το πλέγµα, δηµιουργεί την επιλεκτική ρωγµή 

(προκαθορίζεται από τον χρήστη), διακριτοποιεί την αιχµή της ρωγµής και 

συµπληρώνει το πλέγµα µε τριγωνικά στοιχεία 

 

 
Σχήµα 6.30: ∆ιακριτοποίηση ρωγµής 

 

Στο σχήµα 6.31 φαίνεται η επίλυση που προέκυψε µε το λογισµικό. Στο 

σηµείο αυτό θα πρέπει να σηµειωθεί ότι η ρωγµές όπως αναφέρθηκε προηγουµένως 

προκαθορίζεται από τον χρήστη. Ο προκαθορισµός αυτός γίνεται µετά από ανάλυση 

και εύρεση του µεγαλύτερου εντατικού πεδίου και προς πια κατεύθυνση οπότε και 

αναµένεται να δηµιουργηθεί η ρωγµή. Η διάδοση της ρωγµής από το πρόγραµµα 

γίνεται µε την θεωρεί της µέγιστης περιφερειακής τάσης (maximum circumferential 

stress theory), κάνει την ανάλυση λοιπόν και εκεί όπου εµφανίζονται οι µέγιστες 

τάσεις θεωρεί ότι προς τα εκεί θα κινηθεί και η ρωγµή. 
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Σχήµα 6.31: Επίλυση 

 

Από την επίλυση λαµβάνονται τα διαγράµµατα έντασης των τάσεων 

συναρτήσει του µήκους της ρωγµής και ρυθµού έκλυσης ενέργειας παραµόρφωσης 

συναρτήσει του µήκους της ρωγµής  

 

Συντελεστής Έντασης των τάσεων KI συναρτήσει του µήκους της ρωγµής
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Γράφηµα 6.161: ΚΙ συναρτήσει του µήκους της ρωγµής  
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Ρυθµός έκλυσης ενέργειας παραµόρφωσης GI συναρτήσει του µήκους της 
ρωγµής
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Γράφηµα 6.162: GΙ συναρτήσει του µήκους της ρωγµής  

 

Συντελεστής Έντασης των τάσεων KΙΙ συναρτήσει του µήκους της ρωγµής
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Γράφηµα 6.163: ΚΙI συναρτήσει του µήκους της ρωγµής  

 

Ρυθµός έκλυσης ενέργειας παραµόρφωσης GIΙ συναρτήσει του µήκους της 
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Γράφηµα 6.164: GΙI συναρτήσει του µήκους της ρωγµής  
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6.9.2.2 Αριθµητική προσοµοίωση διάδοσης τριών επιλεκτικών ρωγµών 

Μετά την µελέτη της επιλεκτικής δηµιουργίας και διάδοσης µίας ρωγµής που 

προσοµοιάζει την ρωγµάτωση του πετρώµατος στην περίπτωση ελεγχόµενης 

ανατίναξης, κρίθηκε σκόπιµο µε µελετηθούν και δηµιουργηθεί ακόµα ένα µοντέλο µε 

έναρξη και διάδοση τριών ρωγµών µε διαφορά 45ο µεταξύ τους. Οι συνθήκες και 

παράµετροι του µοντέλου είναι οι ίδιες µε του προηγούµενου και για αυτό δεν 

κρίνεται σκόπιµο να αναφερθούν ξανά. 

 

 
Σχήµα 6.32: Επίλυση 

 

Από την επίλυση όπως και προηγουµένως λαµβάνονται τα διαγράµµατα 

έντασης των τάσεων συναρτήσει του µήκους της ρωγµής και ρυθµού έκλυσης 

ενέργειας παραµόρφωσης συναρτήσει του µήκους της ρωγµής  
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Συντελεστής Έντασης των τάσεων KI συναρτήσει του µήκους των ρωγµών
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Γράφηµα 6.165: ΚΙI συναρτήσει του µήκους της ρωγµής  
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Γράφηµα 6.166: GΙ συναρτήσει του µήκους της ρωγµής  
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Γράφηµα 6.167: ΚΙI συναρτήσει του µήκους της ρωγµής  
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Ρυθµός έκλυσης ενέργειας παραµόρφωσης GIΙ συναρτήσει του µήκους 
των ρωγµών
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Γράφηµα 6.164: GΙI συναρτήσει του µήκους της ρωγµής  

 

Συµπεράσµατα: 

 Η ανατίναξη παρουσιάζει ρωγµές τύπου Ι (αποχωρισµός) και τύπου ΙΙ (διάτµηση). 

Ο συντελεστής έντασης τάσης ΚΙ+ΚΙΙ καθώς επίσης και ο ρυθµός έκλυσης 

ενέργειας GI+GIΙ για την περίπτωση της µιας ρωγµής µειώνονται µε την αύξηση 

του µήκους της ρωγµής. Γνωρίζοντας ότι aK I .πσ= , όπου σ: τάσεις γύρω από 

την ρωγµή και α: µήκος ρωγµής. Είναι λογικό ότι οι τάσεις µειώνονται µε την 

απόσταση από την πηγή έκρηξης, αλλά αυξάνεται το µήκος της ρωγµής έχοντας 

ως αποτέλεσµα την µείωση του ΚΙ και του GI συναρτήσει του µήκους της ρωγµής. 

 

 Ο συντελεστής έντασης τάσης ΚΙ+ΚΙΙ καθώς επίσης και ο ρυθµός έκλυσης 

ενέργειας GI+GIΙ για την περίπτωση των τριών ρωγµών, µειώνονται πολύ λίγο και 

µετά παρουσιάζουν µικρή σταθερότητα µε την αύξηση του µήκους της ρωγµής. 

Αυτό γίνεται µέχρι ένα σηµείο και µετά παρουσιάζουν άνοδο. Συγκρίνοντας το 

λόγο r/a (ακτίνα διατρήµατος προς µήκος ρωγµής) µε θεωρητικές καµπύλες, η 

µορφή των διαγραµµάτων είναι σωστή αλλά η τάξη µεγέθους της αύξησης των 

καµπύλων είναι υπερτιµηµένη. Αυτό µπορεί να αποδοθεί σε δυο λόγους. Α) Στο 

ότι µετά το τέλος της ρωγµής 2 η υπόλοιπη ενέργεια µοιράζεται στις άλλες δυο 

ρωγµές κα Β) το µοντέλο να παρουσιάζει αριθµητική αστάθεια.  
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Πίνακας 6.3: Ιδιότητες υλικού 

Υλικό Αντοχή σε 

µονοαξονική 

θλίψη  

Co (MPa) 

Μέτρο 

Ελαστικότητας 

E (GPa) 

Λόγος  

Poisson 

v 

Συνοχή 

c 

(MPa) 

Γωνία 

εσωτερικής 

τριβής (φ)0

Ασβεστόλιθος 80 20 0.3 25.50 25 

 

 

6.8.1 Μοντελοποίηση συµµετρίας ελαστικού υλικού (S=B) 

Η ελαστική επίλυση που προέκυψε µε όλες τις παραµέτρους που αναφέρθηκαν 

φαίνεται στο σχήµα 6.12: 

 

Σχήµα 6.12: Επίλυση µοντέλων και κόµβοι µελέτης  

 

Από την επίλυση που έγινε λαµβάνονται οι γραφικές παραστάσεις: Α) τάσεων 

συναρτήσει του χρόνου (γραφήµατα 6.17-6.22) και Β) κατακόρυφων µετατοπίσεων 

συναρτήσει του χρόνου (γραφήµατα 6.23-6.28) για πιέσεις 1000 MPa και 6000 MPa 

και για τα τέσσερα είδη φόρτισης που αναπτύχθηκαν στο εδάφιο 6.4. 
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 1000 MPa (κόµβος 1)
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Γράφηµα 6.17: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1)
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Γράφηµα 6.18: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 1000 MPa (κόµβος 211)
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Γράφηµα 6.19: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Κεφάλαιο 6                                         Ανάλυση Ανατίναξης µε Πεπερασµένα Στοιχεία 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 211)
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Γράφηµα 6.20: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 1000 MPa (κόµβος 421)
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Γράφηµα 6.21: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 421)
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Γράφηµα 6.22: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Κεφάλαιο 6                                         Ανάλυση Ανατίναξης µε Πεπερασµένα Στοιχεία 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 1000 MPa (κόµβος 1)
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Γράφηµα 6.23: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1)
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Γράφηµα 6.24: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 1000 MPa (κόµβος 211)
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Γράφηµα 6.25: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Κεφάλαιο 6                                         Ανάλυση Ανατίναξης µε Πεπερασµένα Στοιχεία 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 
211)
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Γράφηµα 6.26: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 1000 MPa (κόµβος 421)
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Γράφηµα 6.27: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  

 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 
421)
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Γράφηµα 6.28: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Κεφάλαιο 6                                         Ανάλυση Ανατίναξης µε Πεπερασµένα Στοιχεία 

Παρατηρήσεις: 

 Από το σχήµα 6.12 της επίλυσης, φαίνεται καθαρά το θλιπτικό κύµα που 

προσκρούει στην ελεύθερη επιφάνεια και η επιστροφή του πίσω ως εφελκυστικό 

 Τα γραφήµατα των τάσεων και των µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου έχουν 

την ίδια µορφή για τις πιέσεις 1000 MPa και 6000 MPa, υπάρχει αλλαγή όπως 

αναµενόταν στην τάξη µεγέθους 

 Στους κόµβους πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια φαίνεται η εφελκυστική δράση 

του κύµατος και σε τάξη µεγέθους ικανή για αστοχία του υλικού σε εφελκυσµό.  

 Στα γραφήµατα των µετατοπίσεων φαίνεται ο τρόπος ταλάντωσης του κάθε 

κόµβου µελέτης στην χρονική στιγµή που φτάνει το τασικό κύµα σε αυτούς. 

 Οι τάσεις και οι µετατοπίσεις για τους τύπους φόρτισης Β, Γ και ∆ παρουσιάζουν 

την ίδια µορφή. 

 

6.8.2 Μοντελοποίηση συµµετρίας ελαστικού υλικού (S=2B) 

Η ελαστική επίλυση που προέκυψε καθώς επίσης και οι κόµβοι µελέτης 

φαίνονται στο σχήµα 6.13: 
 

 
Σχήµα 6.13: Επίλυση µοντέλων και κόµβοι µελέτης  

 

Από την επίλυση του σχήµατος 6.13 λαµβάνονται τα γραφήµατα τάσεων και 

µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου (γραφήµατα 6.29-6.40): 
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Κεφάλαιο 6                                         Ανάλυση Ανατίναξης µε Πεπερασµένα Στοιχεία 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 1000 ΜPa (κόµβος 1)
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Γράφηµα 6.29: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 1)
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Γράφηµα 6.30: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 1000 MPa (κόµβος 528)
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Γράφηµα 6.31: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Κεφάλαιο 6                                         Ανάλυση Ανατίναξης µε Πεπερασµένα Στοιχεία 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 528)
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Γράφηµα 6.32: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 1000 MPa (κόµβος 931)
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Γράφηµα 6.33: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 931)
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Γράφηµα 6.34: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Κεφάλαιο 6                                         Ανάλυση Ανατίναξης µε Πεπερασµένα Στοιχεία 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 1000 MPa (κόµβος 1)
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Γράφηµα 6.35: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  

 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1)
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Γράφηµα 6.36: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  

 

Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 1000 MPa (κόµβος 528)
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Γράφηµα 6.37: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Κεφάλαιο 6                                         Ανάλυση Ανατίναξης µε Πεπερασµένα Στοιχεία 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 528)
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Γράφηµα 6.38: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 1000 MPa (κόµβος 931)
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Γράφηµα 6.39: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 931)
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ράφηµα 6.40: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Κεφάλαιο 6                                         Ανάλυση Ανατίναξης µε Πεπερασµένα Στοιχεία 

Παρατηρήσεις: 

   Όπως και πιο πριν, οι τύποι φόρτισης Β, Γ και ∆ δεν παρουσιάζουν σηµαντικές 

διαφορές οπότε για σκοπούς σύγκρισης στα επόµενα γραφήµατα θα δίνονται οι 

φορτίσεις τύπου Α και Γ που είναι οι πιο αντιπροσωπευτικοί τύποι φόρτισης ενός 

διατρήµατος 

   Τα γραφήµατα τάσεων και µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου για τις πιέσεις 

1000 MPa και 6000 MPa παρουσιάζουν την ίδια µορφή µε διαφοροποιηµένη την 

τάξη µεγέθους, για αυτό και στη συνέχεια επιλέγηκε να δίνονται τα γραφήµατα 

της πίεσης των 6000 MPa 

 

6.8.3 Μοντελοποίηση συµµετρίας ελαστικού υλικού (Εξάπλωση τάσεων σε 

άπειρο µέσο) 

Η ελαστική επίλυση που προέκυψε καθώς επίσης και οι κόµβοι µελέτης 

φαίνονται στο σχήµα 6.14: 

 

 

Σχήµα 6.14: Επίλυση µοντέλων και κόµβοι µελέτης  
 

Από την επίλυση του σχήµατος 6.14 λαµβάνονται τα γραφήµατα τάσεων και 

µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου (γραφήµατα 6.41-6.54): 
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 9)
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Γράφηµα 6.41: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 89)
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Γράφηµα 6.42: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου   
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 687)
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Γράφηµα 6.43: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  

Σαρρής Ερνέστος- ∆ιπλωµατική Εργασία 
 

171
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 560)
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Γράφηµα 6.44: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 4051)
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Γράφηµα 6.45: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 
 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 3841)
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Γράφηµα 6.46: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 4279)
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Γράφηµα 6.47: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 9)
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Γράφηµα 6.48: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 89)
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Γράφηµα 6.49: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 687)
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Γράφηµα 6.50: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 560)
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Γράφηµα 6.51: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  

 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 4051)
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Γράφηµα 6.52: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 3841)
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Γράφηµα 6.53: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 4279)
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Γράφηµα 6.54: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

Παρατηρήσεις: 

   Η µορφή των καµπύλων των δυο φορτίσεων είναι ίδιας µορφής. 

   Στα γραφήµατα των τάσεων και των µετατοπίσεων, η καµπύλη της φόρτισης 

τύπου Α είναι πιο απότοµη και λίγο µεγαλύτερης σε µέγεθος. Αυτό είναι 

αναµενόµενο διότι η φόρτιση τύπου Α είναι πιο βίαιη σε σχέση µε την φόρτιση 

τύπου Γ.  

   Στο γράφηµα των µετατοπίσεων του κόµβου 4279 που είναι ο συνοριακός κόµβος 

δεν παρουσιάζει ταλάντωση αλλά φαίνεται από το γράφηµα των τάσεων ότι 

δέχεται τάσεις. Αυτό είναι λογικό διότι στο κόµβο αυτό έχουν επιβληθεί 

συνοριακές συνθήκες (κύλιση κατά χ άξονα). 
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   Στο µοντέλο αυτό µελετήθηκε η εξάπλωση των τάσεων. Από την µελέτη του 

ελαστικού υλικού φαίνεται ότι το πέτρωµα δέχεται τάσεις ακόµα και 10 φορτία 

απόσταση πίσω από το διάτρηµα αλλά πολύ µικρού µεγέθους. Επίσης οι κόµβοι 

ταλαντώνονται σε µεγάλη απόσταση από το διάτρηµα αλλά σε πολύ µικρή τάξη 

µεγέθους.  

 

 

6.8.4 Μοντελοποίηση συµµετρίας πολλαπλής σειράς έναυσης ελαστικού υλικού 

(S=2B) 

Η ελαστική επίλυση που προέκυψε καθώς επίσης και οι κόµβοι µελέτης 

φαίνονται στο σχήµα 6.15: 

 

 
Σχήµα 6.15: Επίλυση µοντέλων και κόµβοι µελέτης  

 

Από την επίλυση του σχήµατος 6.15 λαµβάνονται τα γραφήµατα τάσεων και 

µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου (γραφήµατα 6.55-6.62): 
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 3845)
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Γράφηµα 6.55: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 4372)
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Γράφηµα 6.56: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 4775)
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Γράφηµα 6.57: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 900)
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Γράφηµα 6.58: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει  του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 3845)
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Γράφηµα 6.59: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 4372)
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Γράφηµα 6.60: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 4775)
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Γράφηµα 6.61: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 900)
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Γράφηµα 6.62: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

Παρατηρήσεις: 

   Στο µοντέλο αυτό µελετήθηκε η συµµετρία διπλής σειράς έναυσης. Από τις 

γραφικές παραστάσεις των τάσεων φαίνεται ότι η καµπύλη της φόρτισης τύπου Γ 

φτάνει σε µέγεθος την καµπύλη της φόρτισης τύπου Α που είναι πιο βίαιη. Αυτό 

δεν σηµαίνει ότι οφείλεται στην αλληλεπίδραση των διατρηµάτων. 

   Οι µετατοπίσεις στους κόµβους µακριά από το διάτρηµα δεν παρουσιάζουν 

αύξηση σε µέγεθος στις ταλαντώσεις. Αυτό ίσως να οφείλεται στην ύπαρξη 

απόσβεσης που εµφανίζεται από τον µεγάλο αριθµό στοιχείων στο µοντέλο. 
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6.8.5 Μοντελοποίηση αλληλεπίδρασης πολλαπλής σειράς έναυσης ελαστικού 

υλικού (S=2B) 

Η ελαστική επίλυση που προέκυψε καθώς επίσης και οι κόµβοι µελέτης 

φαίνονται στο σχήµα 6.16: 

 

 

Σχήµα 6.16: Επίλυση µοντέλων και κόµβοι µελέτης  
 

Από την επίλυση του σχήµατος 6.16 λαµβάνονται τα γραφήµατα τάσεων και 

µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου (γραφήµατα 6.63-6.74): 

 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 1684)
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Γράφηµα 6.63: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 1830)
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Γράφηµα 6.64: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 5409)
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Γράφηµα 6.65: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 2171)
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Γράφηµα 6.66: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 1936)
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Γράφηµα 6.67: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 436)
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Γράφηµα 6.68: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1684)
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Γράφηµα 6.69: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1830)
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Γράφηµα 6.70: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 5409)
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Γράφηµα 6.71: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 2171)
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Γράφηµα 6.72: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1936)
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Γράφηµα 6.73: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 436)
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Γράφηµα 6.74: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

Παρατηρήσεις: 

   Στο µοντέλο αυτό µελετήθηκε η συµµετρία διπλής σειράς έναυσης και η 

αλληλεπίδραση από τα γειτονικά διατρήµατα. Από την επίλυση φαίνονται τα 

µέτωπα των θλιπτικών κυµάτων και τα επιστρεφόµενα εφελκυστικά κύµατα. 

   Οι τάσεις και οι µετατοπίσεις στους κόµβους 1936 και 2171 είναι τα ίδια οπότε 

ικανοποιείται η συµµετρία 

   Από το διάγραµµα των µετατοπίσεων, ο κόµβος 436 φαίνεται να ταλαντώνεται 

από την αρχή της χρονικής στιγµής, σιγά στην αρχή και πιο γρήγορα προς το 

τέλος. Αυτό οφείλεται στην αλληλεπίδραση των διατρηµάτων, κάτι που δεν 

φάνηκε στο προηγούµενο µοντέλο.  
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6.8.6 Μοντελοποίηση συµµετρίας ελαστοπλαστικού υλικού (S=B) 

Η ελαστοπλαστική επίλυση που προέκυψε καθώς επίσης και οι κόµβοι µελέτης 

φαίνονται στο σχήµα 6.17: 

 

 
Σχήµα 6.17: Επίλυση µοντέλων και κόµβοι µελέτης  

 

Από την επίλυση του σχήµατος 6.17 λαµβάνονται τα γραφήµατα τάσεων και 

µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου (γραφήµατα 6.75-6.80: 

 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1)
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Γράφηµα 6.75: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 211)
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Γράφηµα 6.76: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 421)
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Γράφηµα 6.77: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1)

-5,00E-06

0,00E+00

5,00E-06

1,00E-05

1,50E-05

2,00E-05

2,50E-05

0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03

Χρόνος (sec)

Μ
ετ
ατ
οπ

ίσ
ει
ς 

(m
)

Φόρτιση τύπου Α Φόρτιση τύπου Γ
 

Γράφηµα 6.78: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 211)
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Γράφηµα 6.79: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 421)
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Γράφηµα 6.80: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

Παρατηρήσεις: 

 Οι τάσεις στο σύνορο του διατρήµατος παρουσιάζονται ως θλιπτικές και τάξης 

2500 MPa, σε αντίθεση µε το ελαστικό µοντέλο που παρουσιάζονται 

εφελκυστικές της τάξης των 5500 MPa. Η παρουσίαση των θλιπτικών τάσεων επί 

του διατρήµατος είναι πιο πραγµατική περίπτωση. 

 Οι τάσεις και µετατοπίσεις στο µέσο του µοντέλου και στην ελεύθερη επιφάνεια 

παρουσιάζουν την ίδια µορφή µε τα ελαστικά αλλά έχουν κατά 50% µειωµένη 

τάξη µεγέθους. 
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6.8.7 Μοντελοποίηση συµµετρίας ελαστοπλαστικού υλικού (S=2B) 

Η ελαστοπλαστική επίλυση που προέκυψε καθώς επίσης και οι κόµβοι µελέτης 

φαίνονται στο σχήµα 6.18: 

 

 
Σχήµα 6.18: Επίλυση µοντέλων και κόµβοι µελέτης  

 

Από την επίλυση του σχήµατος 6.18 λαµβάνονται τα γραφήµατα τάσεων και 

µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου (γραφήµατα 6.81-6.86): 

 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1)
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Γράφηµα 6.81: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  

Σαρρής Ερνέστος- ∆ιπλωµατική Εργασία 
 

188



Κεφάλαιο 6                                         Ανάλυση Ανατίναξης µε Πεπερασµένα Στοιχεία 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 528)
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Γράφηµα 6.82: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 931)
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Γράφηµα 6.83: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1)
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Γράφηµα 6.84: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 528)
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Γράφηµα 6.85: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 931)
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Γράφηµα 6.86: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

Παρατηρήσεις: 

 Οι τάσεις στον κόµβο επί του διατρήµατος είναι και πάλι θλιπτικές σε σχέση µε 

τα ελαστικά µοντέλα που παρουσιάζουν  εφελκυστικές τάσεις. 

 Οι τάσεις στον κόµβο της ελεύθερης είναι ίδιας µορφής στα ελαστικά και 

ελαστοπλαστικά µοντέλα αλλά σε µειωµένη τάξη µεγέθους. 

 Οι µετατοπίσεις είναι διαφορετικής µορφής από τα ελαστικά. Στα ελαστικά 

φαίνεται να ταλαντώνεται ο κόµβος χωρίς απόσβεση σε σχέση µε τα 

ελαστοπλαστικά που φαίνεται να παρουσιάζει µικρή απόσβεση. 
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6.8.8 Μοντελοποίηση συµµετρίας ελαστοπλαστικού υλικού (Εξάπλωση τάσεων 

σε άπειρο µέσο) 

Η ελαστοπλαστική επίλυση που προέκυψε καθώς επίσης και οι κόµβοι µελέτης 

φαίνονται στο σχήµα 6.19: 

 

 
Σχήµα 6.19: Επίλυση µοντέλων και κόµβοι µελέτης  

 

Από την επίλυση του σχήµατος 6.19 λαµβάνονται τα γραφήµατα τάσεων και 

µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου (γραφήµατα 6.87-6.100): 

 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 9)
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Γράφηµα 6.87: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 89)
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Γράφηµα 6.88: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 687)
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Γράφηµα 6.89: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 560)
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Γράφηµα 6.90: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 4051)

-0,000002

0

0,000002

0,000004

0,000006

0,000008

0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03

Χρόνος (Sec)

Τά
σε
ις

 (M
Pa

)

Φόρτιση τύπου Α Φόρτιση τύπου Γ

Γράφηµα 6.91: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 3841)
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Γράφηµα 6.92: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 4279)
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Γράφηµα 6.93: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 1000 MPa (κόµβος 9)
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Γράφηµα 6.94: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 89)
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Γράφηµα 6.95: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 687)
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Γράφηµα 6.96: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 560)
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Γράφηµα 6.97: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 4051)
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Γράφηµα 6.98: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  

 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 3841)
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Γράφηµα 6.99: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 4279)
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Γράφηµα 6.100: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

Παρατηρήσεις: 

  Η µορφή των καµπύλων φόρτισης είναι όµοια. 

 Παρατηρείται το ίδιο µε τα προηγούµενα µοντέλα. Η σηµαντική αλλάγη στις 

τάσεις και τις µετατοπίσεις παρουσιάζει ο κόµβος επί του διατρήµατος δίνοντας 

θλιπτικές τάσεις στα ελαστοπλαστικά µοντέλα και ακανόνιστη µορφή 

ταλάντωσης µε µικρή απόσβεση σε σχέση µε τα ελαστικά µοντέλα που δίνουν 

εφελκυστικές τάσεις και οµοιόµορφη ταλάντωση χωρίς απόσβεση. 

 Ο κόµβος που είναι µακριά από το διάτρηµα ενώ φαίνεται να µην ταλαντώνεται, 

δέχεται τάσεις. Αυτό εξηγείται από την επιβολή συνοριακών συνθηκών (κύλιση 

κατά χ άξονα). 
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6.8.9 Μοντελοποίηση συµµετρίας πολλαπλής σειράς έναυσης ελαστοπλαστικού 

υλικού (S=2B) 

Η ελαστοπλαστική επίλυση που προέκυψε καθώς επίσης και οι κόµβοι µελέτης 

φαίνονται στο σχήµα 6.20: 

 

 
Σχήµα 6.20: Επίλυση µοντέλων και κόµβοι µελέτης  

 

Από την επίλυση του σχήµατος 6.20 λαµβάνονται τα γραφήµατα τάσεων και 

µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου (γραφήµατα 6.101-6.108): 

 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 3845)
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Γράφηµα 6.101: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 4372)
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Γράφηµα 6.102: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 4775)
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Γράφηµα 6.103: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  

 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 900)
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Γράφηµα 6.104: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 3845)
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Γράφηµα 6.105: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 
4372)
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Γράφηµα 6.106: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 4775)
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Γράφηµα 6.107: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 900)
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Γράφηµα 6.108: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

Παρατηρήσεις: 

 Οι τάσεις που παρουσιάζει ο κόµβος στη µέση του διατρήµατος στο 

ελαστοπλαστικό µοντέλο είναι διπλάσιες από τις τάσεις που παρουσίασε το 

ελαστικό µοντέλο. Αυτό γίνεται λόγω αλληλεπίδρασης των διατρηµάτων. 

 Οι µετατοπίσεις δεν παρουσιάζουν αλλαγή στο ελαστοπλαστικό µοντέλο. Είναι 

όµοια µε προηγούµενα µοντέλα. Αυτό ίσως να οφείλεται στην ύπαρξη απόσβεσης 

που εµφανίζεται λόγω του µεγάλου αριθµού στοιχείων στο µοντέλο.  
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6.8.10 Μοντελοποίηση αλληλεπίδρασης πολλαπλής σειράς έναυσης 

ελαστοπλαστικού υλικού (S=2B) 

Η ελαστοπλαστική επίλυση που προέκυψε καθώς επίσης και οι κόµβοι µελέτης 

φαίνονται στο σχήµα 6.21: 

 

Σχήµα 6.21: Επίλυση µοντέλων και κόµβοι µελέτης  
 

Από την επίλυση του σχήµατος 6.21 λαµβάνονται τα γραφήµατα τάσεων και 

µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου (γραφήµατα 6.109-6.120): 

 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 1684)
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Γράφηµα 6.109: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 1830)
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Γράφηµα 6.110: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 5409)
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Γράφηµα 6.111: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 2171)
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Γράφηµα 6.112: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 1936)
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Γράφηµα 6.113: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 436)
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Γράφηµα 6.114: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1684)
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Γράφηµα 6.115: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1830)
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Γράφηµα 6.116: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 
5409)
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Γράφηµα 6.117: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 2171)
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Γράφηµα 6.118: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1936)
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Γράφηµα 6.119: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 436)
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Γράφηµα 6.120: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

Παρατηρήσεις: 

 Οι τάσεις στον κεντρικό κόµβο δεν φαίνεται να παρουσιάζουν αύξηση όπως έγινε 

στην περίπτωση ανάλυσης 6.8.9. Αυτό ίσως να οφείλεται σε κράτυνση του 

τασικού παλµού από τα τριγωνικά στοιχεία που συνδέουν την µεταβολή της 

γεωµετρίας. 
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6.8.11 Μοντελοποίηση συµµετρίας ελαστικού υλικού (S=2B) µε επίδραση 

προκαθορισµένης ρωγµής 

Η ελαστική επίλυση που προέκυψε µε την επίδραση προκαθορισµένης ρωγµής 

καθώς επίσης και οι κόµβοι µελέτης φαίνεται στο σχήµα 6.22: 

 

 
Σχήµα 6.22: Επίλυση µοντέλων και κόµβοι µελέτης  

 

Από την επίλυση του σχήµατος 6.22 λαµβάνονται τα γραφήµατα τάσεων και 

µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου (γραφήµατα 6.121-6.132):: 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 1)
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Γράφηµα 6.121: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 1964)
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Γράφηµα 6.122: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 559)
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Γράφηµα 6.123: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 1934)
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Γράφηµα 6.124: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 931)
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Γράφηµα 6.125: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 1922)

-1
-0,5

0
0,5

1
1,5

2
2,5

3

0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03

Χρόνος (Sec)

Τά
σε
ις

 (M
Pa

)

Φόρτιση τύπου Α Φόρτιση τύπου Γ
 

Γράφηµα 6.126: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1)
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Γράφηµα 6.127: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1964)
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Γράφηµα 6.128: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 559)
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Γράφηµα 6.129: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Mετατοπίσεις συναρτήσει  του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1934)
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Γράφηµα 6.130: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 931)
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Γράφηµα 6.131: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 1922)
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Γράφηµα 6.132: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

Παρατηρήσεις: 

 Οι τάσεις και οι µετατοπίσεις στους κόµβους που επιλέχτηκαν για πάνω και κάτω 

από την επιφάνεια επαφής είναι ίδιες. Στη συνέχεια θα µελετώνται µόνο οι πάνω 

κόµβοι µελέτης. 

 Αξίζει να αναφερθεί ότι στις διάφορες δοκιµές που πραγµατοποιήθηκαν, η 

διάδοση της ρωγµής καθώς και το µέγεθος ανοίγµατος ήταν πάντα ανάλογη της 

εφαρµοζόµενης τάσης.   

 Οι τάσεις στον κόµβο επί του διατρήµατος είναι αρκετά µειωµένες σε σχέση µε 

τα προηγούµενα ελαστικά µοντέλα. Αυτό ίσως να οφείλεται στο ότι µέρος των 

τάσεων "ξοδεύεται" στην δηµιουργία και διάδοση της ρωγµής.  
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6.8.12 Μοντελοποίηση συµµετρίας ελαστικού υλικού (S=B) µε επίδραση 

προκαθορισµένης ρωγµής 

Η ελαστική επίλυση που προέκυψε µε την επίδραση προκαθορισµένης ρωγµής 

καθώς επίσης και οι κόµβοι µελέτης φαίνεται στο σχήµα 6.23: 

 

Σχήµα 6.23: Επίλυση µοντέλων και κόµβοι µελέτης  

 

Από την επίλυση του σχήµατος 6.23 λαµβάνονται τα γραφήµατα τάσεων και 

µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου (γραφήµατα 6.133-6.138): 

 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 911)

-1500
-1000

-500
0

500
1000
1500
2000

0 0,005 0,01 0,015 0,02 0,025 0,03

Χρόνος (Sec)

Τά
σε

ις
 (M

Pa
)

Φόρτιση τύπου Α Φόρτιση τύπου Γ
 

Γράφηµα 6.133: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 892)
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Γράφηµα 6.134: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 883)
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Γράφηµα 6.135: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 911)
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Γράφηµα 6.136: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 892)
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Γράφηµα 6.137: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 883)
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Γράφηµα 6.138: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

Παρατηρήσεις: 

 Οι τάσεις επί του διατρήµατος φαίνεται να είναι εφελκυστικές όπως και στα 

προηγούµενα ελαστικά µοντέλα σε µειωµένη τάξη µεγέθους. Αυτό ίσως να 

οφείλεται στην δηµιουργία και διάδοση της ρωγµής. 

 Οι µετατοπίσεις στους κόµβους δεν παρουσιάζουν ταλάντωση αλλά το µέγεθος 

διεύρυνσης της ρωγµής, δηλαδή πόσο αποχωρίζεται το ένα κοµµάτι από το άλλο. 
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6.8.13 Μοντελοποίηση συµµετρίας ελαστικού υλικού (Εξάπλωση τάσεων σε 

άπειρο µέσο) µε επίδραση προκαθορισµένης ρωγµής 

Η ελαστική επίλυση που προέκυψε µε την επίδραση προκαθορισµένης ρωγµής 

καθώς επίσης και οι κόµβοι µελέτης φαίνεται στο σχήµα 6.24: 

 

Σχήµα 6.24: Επίλυση µοντέλων και κόµβοι µελέτης  

 

Από την επίλυση του σχήµατος 6.24 λαµβάνονται τα γραφήµατα τάσεων και 

µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου (γραφήµατα 6.139-6.152): 

 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 9)
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Γράφηµα 6.139: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 89)
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Γράφηµα 6.140: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 687)
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Γράφηµα 6.141: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 560)
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Γράφηµα 6.142: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  

Σαρρής Ερνέστος- ∆ιπλωµατική Εργασία 
 

215



Κεφάλαιο 6                                         Ανάλυση Ανατίναξης µε Πεπερασµένα Στοιχεία 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 4030)
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Γράφηµα 6.143: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  

 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 4378)
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Γράφηµα 6.144: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 4279)
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Γράφηµα 6.145: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 9)
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Γράφηµα 6.146: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  

 

 

Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 89)
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Γράφηµα 6.147: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 687)
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Γράφηµα 6.148: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 560)
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Γράφηµα 6.149: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 4030)
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Γράφηµα 6.150: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 4378)
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Γράφηµα 6.151: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 4279)
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Γράφηµα 6.152: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

Παρατηρήσεις: 

 Η ρωγµή στο µοντέλο αυτό είναι πολύ µικρή. Οι τάσεις και µετατοπίσεις στον 

κόµβο επί του διατρήµατος είναι όµοιες µε το προηγούµενο µοντέλο που 

αντιπροσωπεύουν την ρωγµή. Οι τάσεις παρουσιάζουν αυξοµοίωση ενώ οι 

µετατοπίσεις εκφράζουν τον αποχωρισµό.  

 Μακριά από το διάτρηµα όπου δεν διαδόθηκε η ρωγµή, η µορφή των τάσεων 

είναι ίδια και σε τάξη µεγέθους µε το ελαστικό µοντέλο 6.8.3 χωρίς την 

προκαθορισµένη ρωγµή. Οι κόµβοι ταλαντώνονται µε την ίδια µορφή και τάξη 

µεγέθους µε το µοντέλο 6.8.3 
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6.8.14 Μοντελοποίηση συµµετρίας πολλαπλής σειράς έναυσης ελαστικού υλικού 

µε επίδραση προκαθορισµένης ρωγµής 

Η ελαστική επίλυση που προέκυψε µε την επίδραση προκαθορισµένης ρωγµής 

καθώς επίσης και οι κόµβοι µελέτης φαίνεται στο σχήµα 6.25: 

 

Σχήµα 6.25: Επίλυση µοντέλων και κόµβοι µελέτης  
 

Στο σχήµα 6.26 φαίνεται σε µεγέθυνση η επίδραση της ελαστικής ρωγµής µέχρι 

την ελεύθερη επιφάνεια καθώς επίσης και η αλληλεπίδραση των ρωγµών από δυο 

διατρήµατα όπου µπορεί να θεωρηθεί ως κοπή του πετρώµατος από περίπτωση 

ελεγχόµενης ανατίναξης. Ακολουθούν και τα γραφήµατα τάσεων και µετατοπίσεων 

συναρτήσει του χρόνου (γραφήµατα 6.153-6.160) 
 

 

Σχήµα 6.26: Ελαστική ρωγµή και αλληλεπίδραση ρωγµών  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 5797)
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Γράφηµα 6.153: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 5780)
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Γράφηµα 6.154: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 5766)
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Γράφηµα 6.155: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Τάσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 ΜPa (κόµβος 5835)
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Γράφηµα 6.156: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 5797)
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Γράφηµα 6.157: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 5780)
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Γράφηµα 6.158: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
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Mετατοπίσεις συναρτήσει  του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 5766)
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Γράφηµα 6.159: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 

 

Mετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa (κόµβος 5835)
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Γράφηµα 6.160: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου  
 
 
 
Παρατηρήσεις: 
  
 Όµοια µε προηγούµενα µοντέλα 

 

  

 Η ελαστοπλαστική επίλυση µε προκαθορισµένη ρωγµή δεν µπόρεσε να γίνει µε 

την µέθοδο ολοκλήρωσης Newmark. Η επίλυση έγινε δυνατή µε την µέθοδο Houbolt 

που όπως αναφέρθηκε και σε προηγούµενα εδάφια, η µέθοδος αυτή παρουσιάζει 

ισχυρή απόσβεση καθιστώντας την µέθοδο κατάλληλη και ευσταθή στα προβλήµατα 

δυναµικής επαφής, καθώς επίσης γίνεται χρήση της µεθόδου διότι δίνει 
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Κεφάλαιο 6                                         Ανάλυση Ανατίναξης µε Πεπερασµένα Στοιχεία 

εξοµαλυσµένα δεδοµένα. Η επίλυση των µοντέλων δεν µπορεί να πραγµατοποιηθεί 

µε διαφορετική µέθοδο όµως από την µέθοδο Newmark διότι δεν θα είναι συγκρίσιµα 

τα αποτελέσµατα που θα ληφθούν µε τα προηγούµενα. 

 Η αδυναµία επίλυσης των ελαστοπλαστικών µοντέλων µε την µέθοδο Newmark 

και η επιτυχία επίλυσης τους µε την µέθοδο Houbolt ίσως να οφείλεται στο ότι τα 

στοιχεία που είναι πάνω στην επαφή, φτάνουν γρήγορα το όριο διαρροής τους και 

αστοχούν µε την συνεχή επιβολή τάσεων. Με τον όρο αστοχία στη διακριτοποίηση 

εννοείται ότι το στοιχείο αν και µπορεί να παραλάβει τάσεις, δεν µπορεί τις 

µεταδώσει στην περίπτωση προβληµάτων επαφής µε αποτέλεσµα να 

παραµορφώνεται υπερβολικά και στο τέλος δεν γίνεται σωστή κατάστρωση των 

µητρώων για την επίλυση του συστήµατος. 

 

 
Σχήµα 6.27: Αστοχία στοιχείων  
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Κεφάλαιο 7                                                                          Συµπεράσµατα - Προτάσεις 

 

7.  Συµπεράσµατα και Προτάσεις 
 

7.1 Εισαγωγή 
Από την παρούσα διπλωµατική εργασία προέκυψαν κάποια ενδιαφέροντα 

συµπεράσµατα, µερικά από αυτά έχουν ήδη αναφερθεί στα προηγούµενα κεφάλαια. 

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται η προσπάθεια να συνοψισθούν όλα µαζί καθώς επίσης 

γίνονται και κάποιες προτάσεις για επέκταση και βελτίωση της παρούσας ανάλυσης. 

 

 

7.2 Συµπεράσµατα 
Από την ανάλυση των µοντέλων που δηµιουργήθηκαν λαµβάνονται τα 

συγκριτικά συγκεντρωτικά διαγράµµατα τάσεων συναρτήσει του χρόνου και 

µετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου για τις δυο φορτίσεις ξεχωριστά. Σε ξεχωριστή 

κατηγορία παρουσιάζονται επίσης και τα διαγράµµατα ελαστικής και 

ελαστοπλαστικής συµπεριφοράς (γραφήµατα 7.1-7.24). 

 

Φορτίσεις (τύπου Α) Ελαστικά Μοντέλα: 

 

Συγκεντρωτικό διάγραµµα τάσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 
6000 MPa και φόρτιση  (τύπου Α) για τους κόµβους επί του διατρήµατος
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Γράφηµα 7.1: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου 
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Συγκεντρωτικό διάγραµµα τάσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 
6000 MPa και φόρτιση (τύπου Α) για τους µεσαίους κόµβους
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Γράφηµα 7.2: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου 
 

 

 

 

Συγκεντρωτικό διάγραµµα τάσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 
6000 MPa και φόρτιση (τύπου Α) για τους κόµβους της ελεύθερης 

επιφάνειας
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Γράφηµα 7.3: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου 
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Συγκεντρωτικό διάγραµµα µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 
6000 MPa και φόρτιση  (τύπου Α) για τους κόµβους επί του διατρήµατος
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Γράφηµα 7.4: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου 

 

 

 

 

Συγκεντρωτικό διάγραµµα µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου για 
πίεση 6000 MPa και φόρτιση  (τύπου Α) για τους µεσαίους κόµβους
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Γράφηµα 7.5: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου 
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Συγκεντρωτικό διάγραµµα µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου για 
πίεση 6000 MPa και φόρτιση  (τύπου Α) για τους κόµβους της 

ελεύθερης επιφάνειας

-1.00E-07

-5.00E-08

0.00E+00

5.00E-08

1.00E-07

1.50E-07

2.00E-07

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Χρόνος (sec)

Μ
ετ
ατ
οπ

ίσ
ει
ς 

(m
)

S=B S=2B Μακρινό πεδίο Συµµετρία διπλής σειράς Αλληλεπίδραση
 

Γράφηµα 7.6: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου 
 

Φορτίσεις (τύπου Γ) Ελαστικά Μοντέλα: 

 

 

Συγκεντρωτικό διάγραµµα τάσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa και 
φόρτιση (τύπου Γ) για τους κόµβους επί του διατρήµατος
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Γράφηµα 7.7: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου 
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Συγκεντρωτικό διάγραµµα τάσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 
6000 MPa και φόρτιση (τύπου Γ) για τους µεσαίους κόµβους
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Γράφηµα 7.8: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου 
 

 

 

 

Συγκεντρωτικό διάγραµµα τάσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa 
και φόρτιση (τύπου Γ) για τους κόµβους της ελεύθερης επιφάνειας
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Γράφηµα 7.9: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου 
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Κεφάλαιο 7                                                                          Συµπεράσµατα - Προτάσεις 

Συγκεντρωτικό διάγραµµα µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 
6000 MPa και φόρτιση  (τύπου Γ) για τους κόµβους επί του διατρήµατος
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Γράφηµα 7.10: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου 
 

 

 

 

Συγκεντρωτικό διάγραµµα µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 
6000 MPa και φόρτιση  (τύπου Γ) για τους µεσαίους κόµβους
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Γράφηµα 7.11: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου 
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Συγκεντρωτικό διάγραµµα µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου για 
πίεση 6000 MPa και φόρτιση  (τύπου Γ) για τους κόµβους της ελεύθερης 

επιφάνειας
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Γράφηµα 7.12: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου 
 

 

Φορτίσεις (τύπου Α) Ελαστοπλαστικά Μοντέλα: 

 

 

Συγκεντρωτικό διάγραµµα τάσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 
6000 MPa και φόρτιση (τύπου Α) για τους κόµβους επί του διατρήµατος
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Γράφηµα 7.13: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου 
 

Σαρρής Ερνέστος-∆ιπλωµατική Εργασία 
 

242
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Συγκεντρωτικό διάγραµµα τάσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa 
και φόρτιση (τύπου Α) για τους µεσαίους κόµβους
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Γράφηµα 7.14: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου 

 

 

 

 

Συγκεντρωτικό διάγραµµα τάσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 
6000 MPa και φόρτιση (τύπου Α) για τους κόµβους της ελεύθερης 

επιφάνειας
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Γράφηµα 7.15: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου 
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Συγκεντρωτικό διάγραµµα µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου για 
πίεση 6000 MPa και φόρτιση  (τύπου Α) για τους κόµβους επί του 

διατρήµατος
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Γράφηµα 7.16: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου 
 

 

 

 

Συγκεντρωτικό διάγραµµα µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 
MPa και φόρτιση  (τύπου Α) για τους µεσαίους κόµβους 
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Γράφηµα 7.17: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου 
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Συγκεντρωτικό διάγραµµα µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 
6000 MPa και φόρτιση  (τύπου Α) για τους κόµβους της ελεύθερης επιφάνειας 

-6.00E-08

-5.00E-08

-4.00E-08

-3.00E-08

-2.00E-08

-1.00E-08

0.00E+00

1.00E-08

2.00E-08

3.00E-08

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

Χρόνος (sec)

Μ
ετ
ατ
οπ

ίσ
ει
ς 

(m
)

S=B S=2B Μακρινό πεδίο Συµµετρία διπλής σειράς Αλληλεπ ίδραση

 
Γράφηµα 7.18: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου 

 

 

Φορτίσεις (τύπου Γ) Ελαστοπλαστικά Μοντέλα: 

 

 

Συγκεντρωτικό διάγραµµα τάσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 
MPa και φόρτιση (τύπου Γ) για τους κόµβους επί του διατρήµατος
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Γράφηµα 7.19: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου 
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Συγκεντρωτικό διάγραµµα τάσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 6000 MPa και 
φόρτιση (τύπου Γ) για τους µεσαίους κόµβους
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Γράφηµα 7.20: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου 
 

 

 

 

Συγκεντρωτικό διάγραµµα τάσεων συναρτήσει του χρόνου για πίεση 
6000 MPa και φόρτιση (τύπου Γ) για τους κόµβους της ελεύθερης 

επιφάνειας
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Γράφηµα 7.21: Τάσεις συναρτήσει του χρόνου 
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Γράφηµα 7.22: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου 
 

 

 

 

Συγκεντρωτικό διάγραµµα µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου για 
πίεση 6000 MPa και φόρτιση  (τύπου Γ) για τους µεσαίους κόµβους 
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Γράφηµα 7.23: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου 
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Συγκεντρωτικό διάγραµµα µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου για 
πίεση 6000 MPa και φόρτιση  (τύπου Γ) για τους κόµβους της ελεύθερης 

επιφάνειας 
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Γράφηµα 7.24: Μετατοπίσεις συναρτήσει του χρόνου 
 

Από την µελέτη και επεξεργασία των αποτελεσµάτων που προέκυψαν από την 

επίλυση των µοντέλων, εξάγονται τα εξής γενικά συµπεράσµατα: 

 

 Η επίλυση σχεδόν όλων των µοντέλων έδειξε ανάκλαση των κυµάτων πάνω στην 

ελεύθερη επιφάνεια και επιστροφή του τασικού κύµατος ως εφελκυστικό. 

Μάλιστα όπως φαίνεται και από τα πιο πάνω γραφήµατα το µέγεθος του 

εφελκυστικού κύµατος είναι της ίδιας τάξης και λίγο µεγαλύτερης από την  

αντοχή του πετρώµατος σε  εφελκυσµό, οπότε συµπεραίνεται ότι το πέτρωµα θα 

αστοχούσε σε εφελκυσµό που είναι ουσιαστικά και ένας από τους µηχανισµούς 

αστοχίας του πετρώµατος κατά την διάρκεια µιας ανατίναξης. 

 

 Σε ορισµένες περιπτώσεις παρατηρήθηκε και δευτερεύουσα ανάκλαση του 

πρώτου µετώπου κύµατος που επέστρεφε ως εφελκυστικό µε επόµενα θλιπτικά 

κύµατα. Αυτό παρατηρήθηκε κατά την διάρκεια επίλυσης αλλά δεν 

παρουσιάστηκε στα γραφήµατα. 

 

 Όλα τα µοντέλα έδειξαν την δηµιουργία και διάδοση του τασικού κύµατος αλλά 

και την δηµιουργία του κρατήρα γύρω από το διάτρηµα. 
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 Τα ελαστοπλαστικά µοντέλα φαίνεται να προσεγγίζουν πιο πολύ τις πραγµατικές 

συνθήκες και αυτό φαίνεται σε όλα τα γραφήµατα όπου παρουσιάζονται θλιπτικές 

οι τάσεις σε όλα τα µοντέλα στους κόµβους επί των διατρηµάτων. 

 

 Από τα γραφήµατα τάσεων συναρτήσει του χρόνου παρατηρείται επίσης ότι 

σηµαντικό µέρος της ενέργειας ξοδεύεται στην δηµιουργία της ζώνης σύνθλιψης 

παρά στον θρυµµατισµό. Αυτό φαίνεται από την µελέτη τους κόµβους κοντά στο 

διάτρηµα ότι παραλαµβάνουν µεγάλες τάσεις ενώ οι κόµβοι µακριά από το 

διάτρηµα όχι. Σε διάφορες δοκιµές που έγινάν δεν έγινε εφικτό να αυξηθεί το 

µέγεθος των τάσεων µακριά από το διάτρηµα χωρίς την ανάλογη αύξηση κοντά 

στο διάτρηµα.  

 

 ∆υστυχώς τα µοντέλα δεν µπόρεσαν να γίνουν σε πραγµατικές διαστάσεις έτσι τα 

µοντέλα είναι υπό κλίµακα λόγου διατρήµατος προς ελεύθερη επιφάνεια 10/100. 

Κατά την διάρκεια πειραµατισµού µέχρι την τελική κατάληξη σε αυτές τις 

διαστάσεις παρατηρήθηκε ότι µε την ίδια εφαρµοζόµενη πίεση στα τοιχώµατα του 

διατρήµατος διαφορετικής διαµέτρου, η εξάπλωση του τασικού παλµού διαφέρει. 

Αυτό φαίνεται και στα γραφήµατα µετατοπίσεων συναρτήσει του χρόνου που 

προκύπτουν για τις διαφορετικές γεωµετρίες. ∆ηλαδή τα µοντέλα αυτά δεν 

µπορούν να περιγράψουν ανατίναξη σε υπόγειες σήραγγες λόγω των µεγάλων 

διαστάσεων της γεωµετρίας. Περιγράφουν όµως µε αρκετά καλή συµφωνία από 

θεωρητικά δεδοµένα υπαίθριες ανατινάξεις. 

 

 Κατά την διάρκεια πειραµατισµού για την επιλογή του τελικού υλικού 

(ασβεστόλιθος), παρατηρήθηκε ότι µε την αλλαγή των ελαστικών παραµέτρων 

µέτρου ελαστικότητας και λόγου Poisson τα κύµατα έφταναν στην ελεύθερη 

επιφάνεια µε πιο µεγάλη ένταση, όταν το µέτρο ελαστικότητας ήταν µεγάλο και 

µε µικρότερη ένταση, όταν το µέτρο ελαστικότητας ήταν µικρότερο. Το υλικό που 

επιλέχθηκε τελικά ήταν ασβεστόλιθος διότι τα αποτελέσµατα που εξάχθηκαν είναι 

σε συµφωνία µε θεωρητικά δεδοµένα. Έτσι µπορεί να θεωρηθεί ότι έγινε 

ικανοποιητική βαθµονόµηση των µοντέλων που αναπτύχθηκαν.    
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 Από τα µοντέλα µε την προκαθορισµένη ρωγµή, στόχος ήταν να αναπαραχθούν οι 

συνθήκες ανατίναξης και η δηµιουργία ρωγµής από την έκρηξη ελεγχόµενης 

ανατίναξης. Από τα µοντέλα τέτοιου τύπου παρατηρήθηκε ότι το µήκος της 

ρωγµή που δηµιουργείται είναι ανάλογο της εφαρµοζόµενης πίεσης. 

 

 Από τα γραφήµατα τάσεων συναρτήσει του χρόνου παρατηρείται ότι το τασικό 

κύµα δεν είναι ανάλογης έντασης πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια όπως στα άλλα 

µοντέλα. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η δηµιουργία ρωγµής έφερε απόσβεση 

στο κύµα. Επίσης τα ανακλώµενο κύµα δεν φαίνεται να επηρεάζει το άνοιγµα της 

ρωγµής. 

 

 Από τα διαφορετικά είδη φόρτισης που εξηγήθηκαν σε προηγούµενο εδάφιο 

(τύπου Α-∆), παρατηρήθηκε ότι δηµιουργούσαν διαφορετικά µήκη ανοίγµατος 

ρωγµής. Το µεγαλύτερο άνοιγµα στη ρωγµή παρατηρήθηκε από την φόρτιση 

τύπου Α και το µικρότερο από την φόρτιση τύπου Β. Οι φορτίσεις τύπου Γ και ∆ 

έδιναν το ίδιο µέγεθος ανοίγµατος ρωγµής. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι αν 

µετά από την κορυφή των 35 µsec αυξηθεί η διάρκεια του µέγιστου χρονικού 

παλµού, ίσως να φτάνει σε ένα µέγιστο το άνοιγµα και να µην βελτιώνεται µετά. 

∆ηλαδή όσο µικρός ο παλµός, τόσο µικρές και οι ρωγµές που δηµιουργούνται.   

 

Κατά την διάρκεια µελέτης και κατασκευής των µοντέλων, προέκυψαν από την 

επίλυση τους και κάποια ειδικά συµπεράσµατα: 

 

 Η καταλληλότερη µέθοδος άµεσης ολοκλήρωσης για τον τύπο προβλήµατος που 

εξετάστηκε φάνηκε να είναι η µέθοδος Νewmark και το καταλληλότερο κριτήριο 

διαρροής, το κριτήριο Mohr-Coulomb. Το κριτήριο Mohr-Coulomb αν και 

παρουσιάστηκε ευαίσθητο στις µεγάλες και απότοµες µεταβολές της πίεσης στα 

µοντέλα µε την προκαθορισµένη ρωγµή, κρίθηκε κατάλληλο για τους σκοπούς 

της ανάλυσης. 

 

 Κατά την  µοντελοποίηση διάδοσης των κυµάτων παρατηρήθηκε το φαινόµενο 

της αριθµητικής διασποράς (numerical dispersion). Όταν κατασκευάζονται 

αριθµητικά µοντέλα διάδοσης κυµάτων πρέπει να λαµβάνονται υπόψη τα 

χαρακτηριστικά διάδοσης και µεταβίβασης της πληροφορίας διαµέσου των 
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στοιχείων. Η αριθµητική διασπορά είναι ένα πρόβληµα που παρουσιάζει η 

µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων και κάνει την ταχύτητα των κυµάτων να 

εξαρτάται από τα χαρακτηριστικά του µοντέλου όπως είναι η µέθοδος χρονικής 

ολοκλήρωσης, το µέγεθος των στοιχείων που χρησιµοποιούνται (διακριτοποίηση), 

ακόµα και τον τύπο και την τάξη του στοιχείου. Όλα όσα έχουν αναφερθεί πιο 

πάνω έχουν ως αποτέλεσµα την αύξηση του αριθµητικού σφάλµατος κατά την 

διάρκεια διάδοσης του κύµατος. Ο τύπος του σφάλµατος είναι συστηµατικός και 

µε την αναπαραγωγή του κατά την διάρκεια διάδοσης µπορεί να δηµιουργήσει 

µεγάλες αποκλίσεις έως σε σηµείο τα µοντέλα να µην γίνουν αποδεκτά.    

 

 

7.3 Προτάσεις 
Στην εργασία αυτή που έγινε η µελέτη του πρώτου δυναµικού βήµατος µιας 

ανατίναξης, τα πειράµατα που έγιναν στην κατασκευή των µοντέλων, έγιναν για την 

επίδραση της πηγής και την εκλυόµενη πίεση που παράγεται. ∆εν λήφθηκε υπόψη, 

ότι στο αντιπροσωπευτικό πέτρωµα ασβεστόλιθου, οι µηχανικές ιδιότητες του, 

επηρεάζουν την δηµιουργία και διάδοση των κυµάτων. Τέτοιες ιδιότητες όπως το 

πορώδες και η διαπερατότητα δεν λήφθηκαν υπόψη για τους σκοπούς της παρούσας 

διπλωµατικής εργασίας. Στη συνέχιση της εργασίας αυτής για βελτίωση, θα 

µπορούσε να γίνει: 

 

 Να ληφθεί υπόψη το πορώδες και η διαπερατότητα του προς εξέταση υλικού και 

να διερευνηθεί η συµµετοχή τους στη θραύση. 

 

 Για την πιο ρεαλιστική προσοµοίωση της ανατίναξης θα µπορούσε να µελετηθεί 

η δηµιουργία και διάδοση των κυµάτων σε πέτρωµα µε συνθήκες προέντασης 

έτσι όπως είναι στο πεδίο. Έτσι λαµβάνοντας τις επιταχύνσεις και τις ταχύτητες 

των κυµάτων θα βοηθούσε και στην ρεαλιστική µελέτη εδαφικών κινήσεων από 

ανατινάξεις. 

 

 Τέλος για την δηµιουργία ενός πιο περίπλοκου µοντέλου, είναι γνωστό ότι δεν 

υπάρχουν µοντέλα που να περιγράφουν και τις δυο φάσεις ανατίναξης µαζί, την 

κρουστική και την ωστική. Θα µπορούσε να κατασκευαστεί ένα µοντέλο 
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υπολογίζοντας την συνεισφορά της πίεσης από τα αέρια που δηµιουργούνται 

λαµβάνοντας υπόψη και µια καταστατική εξίσωση αερίων όπως την (J.W.L-

Jones, Wilkens, Lee equation of state). Η εξίσωση αυτή λαµβάνει υπόψη την 

πίεση που δηµιουργεί η χηµική αντίδραση από την ανατίναξη. Η δηµιουργία 

τέτοιου µοντέλου θα βοηθούσε στο πραγµατικό υπολογισµό της ζώνης επίδρασης 

ζηµιάς από την δράση της ανατίναξης.  
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