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Περίληψη 

Στην παρούσα εργασία αναπτύσσεται το θεωρητικό πλαίσιο και η πλήρης υλοποίηση 

ενός συστήµατος αναγνώρισης (identifier). Ο κύριος προσανατολισµός της εργασίας 

έγκειται στην επίτευξη των χαρακτηριστικών κίνησης του απλού εκκρεµούς. Η 

υλοποίηση των τελευταίων έχει λάβει χώρα στο αναπτυξιακό περιβάλλον του 

Simulink της Mat Lab τα πλεονεκτήµατα του οποίου εγγυώνται για την ικανοποίηση 

των παραπάνω απαιτήσεων. Το σύστηµα υποβλήθηκε σε µια σειρά προσοµοιώσεων 

προκειµένου να αξιολογηθεί η αποδοτικότητα και η αξιοπιστία του. Εφαρµόστηκαν 

διαφορετικές τιµές στις επιµέρους παραµέτρους του συστήµατος προκειµένου να 

ελεγχθεί η ακρίβεια και η διακύµανση που παρουσιάζει το σύστηµα αναγνώρισης για 

κάθε µία από αυτές τις εκάστοτε τιµές πριν καταλήξουµε στις ιδανικότερες για την 

υλοποίηση του συστήµατος µας.  
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1 Εισαγωγή 

Με την πάροδο των ετών και καθώς η βιοµηχανία των συστηµάτων σηµειώνει 

ιδιαίτερη άνθιση, νέες απαιτήσεις διαµορφώνονται στον χώρο των συστηµάτων 

αυτοµατισµού. Νέες µέθοδοι επεξεργασίας και επίλυσης προβληµάτων εντοπίζονται. 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία θα παρουσιάσουµε τα RBF συστήµατα , τις 

ιδιότητες τους και τα κίνητρα πίσω από την χρησιµοποίηση τους καθώς και κάποιες 

εφαρµογές τους , κλείνοντας µε την υλοποίηση του  συστήµατός µας και την 

προσοµοίωση µε την χρήση του µοντέλου του απλού εκκρεµούς .   

Ξεκινώντας την θέση µας, στο Κεφάλαιο 2 θα κάνουµε µια ιστορική αναδροµή στην 

δηµιουργία και χρήση των εκκρεµών , στα είδη των εκκρεµών , καταλήγοντας να  

παρουσιάσουµε τις χαρακτηριστικές κίνησης του απλού εκκρεµούς , τις εξισώσεις 

της γωνιακής ταχύτητας και επιτάχυνσης και τη εξίσωση της περιόδου κίνησης . 

Στο Κεφάλαιο 3 θα κάνουµε µία εισαγωγή στη θεωρία των ασαφών γνωστικών 

χαρτών (Fuzzy Cognitive Maps – FCM’s) , θα δώσουµε κάποιους ορισµούς που 

διέπουν τους ΑΓΧ , κάποιες ιδιότητες , και κάποια παραδείγµατα µοντέλων στα 

οποία βρίσκουν εφαρµογή.  

Στο Κεφάλαιο 4  θα αναφερθούµε στα RBF συστήµατα και γιατί είναι τόσο εύχρηστα 

σε πολλά µαθηµατικά θέµατα , θα παραθέσουµε µερικά είδη RBF συστηµάτων , θα 

παρουσιάσουµε διάφορες αρχιτεκτονικές RBF ∆ικτύων , κλείνοντας µε διάφορες 

εφαρµογές των συστηµάτων αυτών . 

Στο Κεφάλαιο 5 τέλος θα παρουσιάσουµε θεωρητικά την δοµή του RBF Νευρωνικού 

∆ικτύου που κατασκευάσαµε , και στην συνέχεια θα αναλύσουµε την υλοποίηση , 

στην  οποία προβήκαµε µε το εργαλείο Simulink της Matlab . Εν συνεχεία θα 

παραθέσουµε τις προσοµοιώσεις στις οποίες προβήκαµε , για να αποδείξουµε την 

ορθότητα της λειτουργίας του συστήµατος µας, µε την βοήθεια του µοντέλου του 

Απλού Εκκρεµούς. Εν κατακλείδι παρουσιάζουµε τα συµπεράσµατα και τις 

µελλοντικές επεκτάσεις στο τοµέα των RBF Νευρωνικών ∆ικτύων . 
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2 Απλό Εκκρεμές 

 

 

2.1 Εισαγωγή 

 

Το εκκρεµές, αναλύοντας το ως οντότητα, αποτελείται από ένα αντικείµενο 

οποιουδήποτε σχήµατος και µάζας, το οποίο αιωρείται από ένα σταθερό σηµείο και  

ταλαντώνεται µπρος και πίσω, υπό την επήρεια της βαρύτητας   

Τα εκκρεµή χρησιµοποιούνται σε διάφορα είδη µηχανικών συσκευών όπως πχ 

σε κάποιους τύπους ρολογιών. Ο βασικότερος τύπος εκκρεµούς είναι το απλό 

εκκρεµές , το οποίο  και θα µελετήσουµε στην παρούσα διπλωµατική εργασία. Σε ένα 

απλό εκκρεµές , το οποίο ταλαντώνεται µπρος και πίσω υπό έναν σταθερό άξονα , η 

µάζα του αντικειµένου  µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένη στο 

αιωρούµενο αντικείµενο.  

Η κίνηση των εκκρεµών , όπως αυτών που χρησιµοποιούνται σε ρολόγια, αναπαριστά 

σχεδόν ιδανικά την κίνηση του απλού εκκρεµούς. Ένα παρεµφερές µοντέλο 

εκκρεµούς µε το Απλό, είναι και το Σφαιρικό Εκκρεµές. Η ταλάντωση ενός 

σφαιρικού εκκρεµούς δεν περιορίζεται γύρω από µια απλή βάση, κάτι που έχει σαν 

αποτέλεσµα να έχει πολύ πιο πολύπλοκη κίνηση.  

Η Θεµελιώδης Αρχή του Εκκρεµούς ανακαλύφθηκε από τον ιταλό φυσικό και 

αστρονόµο Γαλιλαίο, ο οποίος εδραίωσε την αρχή, κατά την οποία η περίοδος της 

ελεύθερης ταλάντωσης ενός εκκρεµούς δεδοµένου µήκους, παραµένει σταθερή και 

ανεξάρτητη από το ύψος και την γωνία ταλάντωσης (Αν η γωνία ταλάντωσης είναι 

πάρα πολύ µεγάλη, τότε η περίοδος εξαρτάται από την γωνία.). Το φαινόµενο αυτό 

αποκαλείται Ισοχρονισµός και ο Γαλιλαίο τόνισε τις πιθανές εφαρµογές του στις 

χρονοκαθυστερήσεις. Λαµβάνοντας υπόψη µας τον καθοριστικό ρόλο που 

διαδραµατίζει η βαρύτητα, στην αρχή κίνησης ενός εκκρεµούς, η περίοδος , είναι 

στενά συσχετισµένη µε την γεωγραφική θέση καθώς η δύναµη της βαρύτητας 

µεταβάλλεται συνάρτηση του ύψους και του πλάτους. Για παράδειγµα , η περίοδος 

ταλάντωσης θα είναι µεγαλύτερη στη κορυφή ενός βουνού σε αντίθεση µε τη 
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επιφάνεια της θάλασσας .Για τον λόγο αυτόν τα εκκρεµή χρησιµοποιούνται 

γεωγραφικά, για την εύρεση και τον ακριβή  προσδιορισµό της επιτάχυνσης της 

βαρύτητας. 

 

 

2.2 Είδη Εκκρεμών 

 

Ανάλογα µε τις ανάγκες κάθε εποχής, έχουν χρησιµοποιηθεί και τα εκκρεµή 

σε διαφορετικές εφαρµογές. Υπάρχουν είδη εκκρεµών που κατασκευάστηκαν για τον 

ακριβή υπολογισµό της ώρας , άλλα κατασκευάστηκαν για την καταγραφή της 

περιστροφικής κίνησης της Γής, όπως επίσης έχουµε εντοπίσει την χρησιµοποίηση 

εκκρεµών σε συσκευές για τον υπολογισµό της θερµοκρασίας κ.λπ. 

 

2.2.1  Σύνθετα Εκκρεμή 

Το µήκος του ιδανικού απλού εκκρεµούς , το οποίο χρησιµοποιείται για τον 

υπολογισµό της περιόδου , είναι η απόσταση από το σηµείο περιστροφής µέχρι το 

κέντρο βάρους της οντότητας . Ένα πραγµατικό εκκρεµές  το οποίο αποτελείται από 

έναν περιστρεφόµενο άκαµπτο σώµα , ονοµάζεται σύνθετο εκκρεµές , του οποίου το 

µήκος, είναι πολύ δύσκολο να προσδιοριστεί.      

 Ένα πραγµατικό εκκρεµές ταλαντώνεται µε την ίδια περίοδο όπως το απλό 

εκκρεµές , µε µήκος ίσο µε την απόσταση από το σηµείο περιφοράς µέχρι το σηµείο 

στο εκκρεµές που ονοµάζεται κέντρο της ταλάντωσης . Το σηµείο αυτό βρίσκεται 

κάτω από το κέντρο βάρους του σώµατος , σε µία απόσταση που αποκαλείται  ακτίνα 

περιστροφής και εξαρτάται από την κατανοµή της µάζας κατά µήκος του εκκρεµούς. 

Παραταύτα, για το σύνηθες είδος εκκρεµούς , κατά το οποίο η µεγαλύτερη ποσότητα 

της µάζας είναι συγκεντρωµένη στο αντικείµενο , το κέντρο της ταλάντωσης 

ταυτίζεται µε το κέντρο βάρους του αντικειµένου.    

Το 1673 ο Christiaan Huygens απέδειξε ότι το σηµείο περιφοράς και το 

κέντρο της ταλάντωσης είναι αµοιβαία συσχετιζόµενα [1] , κάτι που σηµαίνει ότι αν 

κάποιο εκκρεµές στραφεί τα πάνω κάτω , και τεθεί σε ταλάντωση από κάποιο σηµείο 
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του κέντρου ταλάντωσης, τότε αυτό θα έχει την ιδία περίοδο µε πριν και το νέο 

κέντρο ταλάντωσης θα είναι το παλιό σηµείο περιφοράς. 

 

2.2.2  Επιστημονικά Εκκρεμή 

 

Τα εκκρεµή χρησιµοποιούνται σε πολλούς και διαφορετικούς τύπους 

επιστηµονικών εργαλείων όπως το εκκρεµές Βifilar  , το εκκρεµές Foucault και το 

εκκρεµές  Τorsion. 

 Τα εκκρεµή Βifilar αποτελούνται από δύο νήµατα ή σύρµατα , και 

χρησιµοποιούνται για να καταγράφεται η ακανόνιστη περιστροφή της Γής καθώς και 

για να εντοπίζονται σεισµικές ανωµαλίες. Τα εκκρεµή Foucault χρησιµοποιούνται 

επίσης για να παρουσιάζεται η κίνηση περιστροφής της Γής. Ονοµάστηκε προς τιµήν 

του Γάλλου φυσικού Jean Bernard Leon Foucault.  

Το εκκρεµές αποτελείται από µία οµοιόµορφα κατανεµηµένη µάζα 

προσδεµένη σε ένα πολύ µακρύ σύρµα . Ο Foucault χρησιµοποίησε µάζα είκοσι-οκτώ 

κιλών προσδεµένη σε ένα σύρµα 67 µέτρων . Εν συνεχεία, το εκκρεµές θέτετε σε 

κίνηση, έτσι ώστε να βάλλεται σε ελεύθερη ταλάντωση µπρός πίσω. Η κίνηση της 

Γής προκαλεί τον προσανατολισµό των µπρος και πίσω κινήσεων του εκκρεµούς να  

τείνουν σιγά σιγά να περιστρέφονται µε προοπτική το έδαφος κάτω από το εκκρεµές  

.Το φαινόµενο είναι περισσότερο εµφανές στον Βόρειο Πόλο όπου το 

εκκρεµές περιστρέφεται µία φορά κάθε είκοσι τέσσερις ώρες . Το ποσοστό της 

περιστροφής του εκκρεµούς µε προοπτική το έδαφος , µειώνεται ανάλογα µε το 

γεωγραφικό πλάτος που τοποθετείται.. Στον ισηµερινό το εκκρεµές δεν 

περιστρέφεται καθόλου [2] .  

Το εκκρεµές Torsion αποτελείται από ένα σύρµα. Το εκκρεµές ταλαντώνεται 

επανειληµµένα µε στροβιλισµούς  γύρω από τον άξονα του κέντρου του σύρµατος , 

σε αντίθεση µε το απλό εκκρεµές το οποίο κάνει απλή ταλάντωση. Η δύναµη του 

περιστρεφόµενου ελάσµατος αντιστρέφει την κατεύθυνση περιστροφής και έτσι το 

εκκρεµές Torsion ταλαντώνεται αργά, τόσο µε την ίδια φορά µε τους δείκτες του 

ρολογιού όσο και µε την αντίθετη.  
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Ενώ δεν θεωρείται αυστηρά έναν εκκρεµές, καθώς δεν ταλαντώνεται λόγω 

της επιρροής της δύναµης της βαρύτητας , οι µαθηµατικές αρχές που  προσδιορίζουν 

την κίνηση ενός εκκρεµούς Torsion είναι παρεµφερείς µε τις εξισώσεις που 

περιγράφουν την κίνηση του απλού εκκρεµούς [3] .  

 

Παρακάτω παραθέτουµε σχηµατικά τα τρία εκκρεµή στα οποία 

αναφερόµαστε στην ενότητα αυτή : 

 

 

 

 

Σχήµα 2.2.2.1 : (a) Το εκκρεµές Bifilar (b) Λεπτοµέρειες µίας Filar ταλάντωσης γεωµετρικά 

και δυναµικά.  (c) η Filar στρεπτική ροπή επαναφοράς που εφαρµόζεται στο κεντρικό άξονα 

του σωµάτιο. 
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Σχήµα 2.2.2.2 : Το εκκρεµές Foucault 

 

 

 

 

Σχήµα 2.2.2.3 : Το εκκρεµές Torsion 
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2.2.3  Εκκρεμή Σταθερού Μήκους 

 

Το απλό εκκρεµές , το οποίο χρησιµοποιείται για την µέτρηση χρόνου είναι 

ακριβές σαν ρυθµιστικό στοιχείο στην µέτρηση αυτή αν διατηρείται το κατάλληλο 

µήκος της ράβδου. Με το πέρασµα των χρόνων όµως  παρατηρήθηκε ότι την 

χειµερινή περίοδο τα ρολόγια πήγαιναν πολύ γρήγορα και την καλοκαιρινή πολύ 

αργά , καθώς η µεταβολή στις καιρικές συνθήκες και το κρύο προκαλούσαν την 

σµίκρυνση της µεταλλικής ράβδου και η ζέστη την µεγέθυνση της . Για να 

αποφευχθεί το παραπάνω πρόβληµα , καταλήξαµε στα εκκρεµή σταθερού µήκους τα  

οποία φέρουν ράβδο άκαµπτη και σταθερού µήκους.  Τα δυο πιο γνωστά είδη 

εκκρεµών σταθερού µήκους είναι τα εκκρεµή Mercury και τα εκκρεµή  Gridiron.  

Τα εκκρεµή Mercury  αποτελούνται από έναν γυάλινο κύλινδρο σχεδόν 

γεµάτο µε υδράργυρο .Όταν το εκκρεµές επεκτείνεται κάτωθεν εξαιτίας της 

θερµότητας , οι αλλαγές αντισταθµίζονται από την άνωθεν επέκταση του υδραργύρου 

µέσα στον σωλήνα . Τα εκκρεµή Gridiron αποτελούνται από µια σειρά κάθετων 

µεταλλικών ράβδων , συνήθως κατασκευασµένοι από ατσάλι ή χαλκό , έχοντας 

διαφορετική σύσταση και για τον λόγο αυτόν και διαφορετικούς συντελεστές 

θερµαγώγηµης διαστολής .  

Εάν τα σχετικά µήκη των σωλήνων αυτών ρυθµιστούν προσεκτικά , τότε η 

οποιαδήποτε αλλαγή στην θερµοκρασία δεν θα έχει καµία επιρροή στην µέτρηση του 

χρόνου από το εκκρεµές   [4] .  

Παρακάτω παραθέτουµε µε εικόνες και διαγράµµατα τα δύο εκκρεµή στα 

οποία αναφερόµαστε στην ενότητα αυτή : 
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Σχήµα 2.2.3.1 : Το εκκρεµές Mercury  Παρατηρούµε τα δύο γυάλινα φιαλίδια να είναι γεµάτα 

µε υδράργυρο , ο οποίος διαστέλλεται µε την αύξηση της θερµοκρασίας .. 
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Σχήµα 2.2.3.2 :  (Α) Το εκκρεµές Gridiron .(Β) Η σχηµατική αναπαράσταση του εκκρεµούς 

σε κανονική θερµοκρασία . (C) H σχηµατική αναπαράσταση σε υψηλότερη θερµοκρασία . 
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2.2.4  Εκκρεμή Μέτρησης Χρόνου 

 

Το εκκρεµές ήταν , µέχρι να ανακαλυφθούν τα ρολόγια χαλαζία , η παγκόσµια 

σταθερά για τον ακριβή υπολογισµό της ώρας . Εκτός των ωρολογιακών εκκρεµών , 

τα ελεύθερης ταλάντωσης εκκρεµή δευτερόλεπτων , χρησιµοποιούνταν ευρέως  ως 

χρονοµέτρες ακριβείας σε επιστηµονικά πειράµατα τον δέκατο έβδοµο και τον 

δέκατο όγδοο αιώνα . Τα εκκρεµή απαιτούν µεγάλη µηχανική σταθερότητα . µια 

αλλαγή στο µήκος του εκκρεµούς µόνο κατά 0.02 % θα προκαλέσει σφάλµα ενός 

λεπτού ανά επτά ηµέρες .Τα εκκρεµή σε ρολόγια φτιάχνονται συνήθως από µία µάζα 

κρεµασµένη σε µία ράβδο από ξύλο ή µέταλλο .  

  Για να µειωθεί η αντίσταση του αέρα , η οποία είναι υπαίτια για το 

µεγαλύτερο  ποσοστό απώλειας ενέργειας στα ρολόγια , το σωµάτιο είναι 

παραδοσιακά ένας δίσκος µαζί µε έναν σταυρό σε σχήµα φακού , παρότι τα παλαιά 

ρολόγια είχαν συνήθως διακοσµήσεις συγκεκριµένες , ανάλογα µε τον τύπο του 

ρολογιού. Σε ρολόγια υψηλής ποιότητας το σωµάτιο είναι κατασκευασµένο τόσο 

βαρύ , όσο το αιώρηµα του µηχανισµού µπορεί να αντέξει .και να πραγµατοποιείται η 

κίνηση , καθώς κάτι τέτοιο βελτιώνει τη ρύθµιση του ρολογιού . Ένα σύνηθες βάρος 

για το σωµάτιο των εκκρεµών υπολογισµού των δεύτερων της ώρας είναι τα 6.8 κιλά 

. Αντί να κρέµονται από ένα σηµείο ταλάντωσης, τα εκκρεµή µέτρησης χρόνου 

υποβοηθούνται συνήθως από ένα κοντό ευθύ έλασµα από µία ελαστική µεταλλική 

ταινία .  

Αυτή η κατασκευή εξαλείφει τις τριβές που προκαλούνται στο σηµείου 

ταλάντωσης και η ελαφριά κύρτωση του ελάσµατος  απλώς προσθέτει στο εκκρεµές 

αποθηκευµένη δύναµη.  Κάποια ρολόγια ακριβείας χρησιµοποιούν αιχµηρές λεπίδες 

για σωµάτια ταλάντωσης . Η ώθηση για να διατηρείται το εκκρεµές σε ταλάντωση 

παράγεται από ένα χέρι το οποίο κρέµεται πίσω από το εκκρεµές και αποκαλείται 

crutch , το οποίο καταλήγει σε ένα πιρούνι, του οποίου τα δόντια εναγκαλίζουν την 

ράβδο του εκκρεµούς . To crutch ωθείται µπρος και πίσω από την αντεπιστροφή 

άγκυρα του ωρολογιακού µηχανισµού.  

Κάθε φορά το εκκρεµές ταλαντώνεται προς τη κεντρική θέση του και 

ελευθερώνει ένα δόντι από τον τροχό διαφυγής . Ο τροχός γυρίζει και το δόντι πιέζει 

αντίθετα σε µία από τις παλέτες , παρέχοντας στο εκκρεµές µια µικρή ώθηση .  
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Οι τροχοί του ρολογιού προσαρµοσµένοι στον τροχό διαφυγής, κινούν 

έµπροσθεν  ένα συγκεκριµένο αριθµό µε κάθε ταλάντωση του εκκρεµούς  , 

βελτιώνοντας τα χέρια του ρολογιού . Το εκκρεµές έχει πάντα έναν τρόπο ρύθµισης 

της περιόδου , συνήθως µε χρησιµοποίηση ενός προσαρµοστικού περικοχλίου  κάτω 

από το σωµάτιο, το οποίο το κινεί πάνω – κάτω στη ράβδο . Μετακινώντας το 

σωµάτιο πάνω µειώνεται το µήκος του εκκρεµούς , προκαλώντας ταυτόχρονα το 

εκκρεµές να ταλαντώνεται γρηγορότερα και το ρολόι  κερδίζει χρόνο κατά την 

µέτρηση .  

Κάποια ρολόγια ακριβείας , έχουν ένα µικρό, βοηθητικό και συνάµα 

ρυθµιστικό βάρος  στο σπειρωτό άξονα  του σωµάτιου για να διευκολύνει τη 

καλύτερη προσαρµογή. Κάποια ρολόγια ακριβείας χρησιµοποιούν ένα δίσκο 

προσδεµένο στη ράβδο του εκκρεµούς , στον οποίον µπορούν να προστεθούν ή να 

αφαιρεθούν µικρά βάρη , έτσι ώστε να επιτρέπεται η ρύθµιση της περιστροφής χωρίς 

να χρειάζεται να σταµατά το ρολόι . 

 Το εκκρεµές πρέπει να κρεµαστεί από µια άκαµπτη βάση . Κατά την διάρκεια 

της επιχείρησης , οποιουδήποτε είδους ελαστικότητα υπάρξει στη βάση , θα οδηγήσει 

σε απειροελάχιστη και ανεπαίσθητη πλευρική κίνηση της βάσης , η οποία θα 

επηρεάσει την περίοδο του ρολογιού καταλήγοντας σε λάθος . Τα ρολόγια που έχουν 

στους µηχανισµούς τους σχετικά εκκρεµή θα έπρεπε να  στηρίζονται σταθερά  σε 

τείχους . Το πιο κοινό µήκος της ράβδου του εκκρεµούς σε ποιοτικά ρολόγια , είναι 

περίπου ένα µέτρο .Μόνο σε κάποια ρολόγια-πύργους χρησιµοποιούνται µακρύτερα 

εκκρεµή που µπορεί να φτάνουν και τα τέσσερα µέτρα [5] .  

 



Τοµέας Συστηµάτων - Εργαστήριο Αυτοµατισµού 
 

 
 

Αναγνώριση Του Μοντέλου Του Απλού Εκκρεµούς Με Τη Χρήση Ασαφών 
Γνωστικών Χαρτών (FCM: Fuzzy Cognitive Maps) 

18 

 

 

Σχήµα 2.2.4.1 : Ωρολογιακό εκκρεµές που χρησιµοποιεί µηχανισµό διαφυγής . 

 

Σχήµα 2.2.4.2: Ωρολογιακό εκκρεµές που φέρει σταυρό κάτωθεν του σωµάτιου ταλάντωσης 
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2.2.5  Το Ανεστραμμένο Εκκρεμές  

 

Το ανεστραµµένο εκκρεµές , είναι ένα εκκρεµές το οποίο έχει το σωµάτιο 

πάνω από το σηµείο περιφοράς . Συνήθως η κατασκευή και υλοποίησή του φέρουν το 

σηµείο περιφοράς  προσδεµένο σε έναν καροτροχό που µπορεί να κινείται οριζόντια 

και αποκαλείται καρότροχος και πόλος . Ενώ ένα κανονικό εκκρεµές είναι σταθερό 

όταν κρέµεται  προς τα κάτω  ,ένα ανεστραµµένο εκκρεµές  είναι εγγενώς ασταθές 

και πρέπει να ισορροπήσει ενεργώς µε σκοπό να διατηρηθεί κατακόρυφα  , είτε 

εφαρµόζοντας µία στρεπτική ροπή στο σηµείο περιστροφής ,είτε µετακινώντας το 

σηµείο περιφοράς οριζόντια ως τµήµα ενός συστήµατος ανάδρασης.  

Το ανεστραµµένο εκκρεµές είναι ένα κλασσικό πρόβληµα στην δυναµική και 

στην θεωρεία ελέγχου και χρησιµοποιείται ευρέως σαν µέτρο σύγκρισης για να 

ελεγκτικούς µηχανισµούς σε αλγορίθµους (ελεγκτές PID, νευρωνικά δίκτυα , fuzzy 

control, γενετικοί αλγόριθµοι, κλπ). Παραλλαγές στο παραπάνω πρόβληµα εµπεριέχει 

πολύπλοκους συνδέσµους , που επιτρέπουν η κίνηση του καρότροχου να ελέγχεται 

καθώς διατηρείται το εκκρεµές και ισορροπεί το σύστηµα εκκρεµούς – καρότροχου 

.Το ανεστραµµένο εκκρεµές σχετίζεται µε τη ρουκέτα  ή τον χειρισµό βληµάτων  

,όπου η ώθηση ενεργοποιείται στο κατώτατο σηµείο ενός ψηλού οχήµατος. Η 

κατανόηση ενός παρεµφερούς προβλήµατος  έχει κατασκευαστεί στην τεχνολογία 

Segway, µια αυτό-ισορροπούµενη συσκευή µεταφοράς.  

Η πιο ευρεία εφαρµοστική χρήση του , εντοπίζεται σε τεράστιους γερανούς 

ανύψωσης σε λιµάνια . Όταν µετακινούνται  έµπροσθεν και πίσω µεγάλα φορτία , οι 

γερανοί µετακινούν τα φορτία ανάλογα έτσι ώστε ποτέ να µην ταλαντωθούν και 

αναποδογυρίσουν . Μένουν πάντα σε τέλεια θέση κάτω από τον χειριστή ακόµη και 

όταν κινούνται και σταµατούν βιαστικά . 

 Ένας άλλος τρόπος να σταθεροποιηθεί ένα ανεστραµµένο εκκρεµές χωρίς 

ελεγκτικούς ή αναδραστικούς µηχανισµούς είναι θέτοντας τη βάση σε γρήγορη 

ταλάντωση πάνω κάτω .Αν η ταλάντωση είναι  αρκετά ισχυρή ( από την άποψη της 

επιτάχυνσης και του πλάτους ) τότε το ανεστραµµένο εκκρεµές µπορεί να επανέλθει 

από διαταράξεις µε έναν εντυπωσιακά αντιδραστικό τρόπο. Αν το µετακινούµενο 

σηµείο κινείται  σε απλή αρµονική κίνηση τότε η κίνηση του εκκρεµούς περιγράφεται 

από την εξίσωση του Mathieu . 
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 Πειραµατικά , το ανεστραµµένο εκκρεµές ,κατασκευάζεται συχνά από µια 

λωρίδα αλουµινίου , τοποθετηµένη σε ένα σφαιρικό σωµάτιο, µε την δύναµη 

ταλάντωσης να παρέχει µε µια σέγα (jigsaw) [6].  

 Παρακάτω παραθέτουµε 2 σχήµατα από είδη ανεστραµµένων εκκρεµών . 

 

 

 

Σχήµα 2.2.5.1: Ανεστραµµένο  εκκρεµές πάνω σε καρότροχο. Ο καρότροχος φέρει µάζα Μ , 

το σφαιρικό σωµάτιο µάζα m και η ράβδος µήκος l. 

 

 

Σχήµα 2.2.5.2: Ανεστραµµένο εκκρεµές µε ταλαντώµενη  βάση. Η ράβδος θεωρείται ότι έχει 

αµελητέα µάζα. Το σφαιρικό σωµάτιο  φέρει µάζα m και η ράβδος µήκος l . 
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2.3 Το Απλό Εκκρεμές 

 

 

2.3.1 Γενική Περιγραφή Του Απλού Εκκρεμούς 

 

 

Το µοντέλο του απλού εκκρεµούς είναι το αντικείµενο µελέτης της παρούσας 

διπλωµατικής εργασίας . Ένα εκκρεµές είναι ένα σωµάτιο συγκεκριµένης µάζας και 

βάρους , το οποίο αιωρείται από ένα σηµείο περιφοράς έτσι ώστε να µπορεί να 

ταλαντώνεται ελεύθερα [7] . 

Όταν το εκκρεµές µετατοπίζεται από την ηρεµία στην οποία βρίσκεται στο 

σηµείο ισορροπίας , είναι υποκείµενο σε µία δύναµη επαναφοράς εξαιτίας της 

βαρύτητας, η οποία το επιταχύνει να επανέλθει στο σηµείο ισορροπίας . όταν 

αφήνεται ελεύθερο , η δύναµη επαναφοράς προκαλεί την ελεύθερη ταλάντωση γύρω 

από το σηµείο ισορροπίας , κάνοντας ταλάντωση επανειληµµένα προς πίσω .Ο 

χρόνος που χρειάζεται να για πραγµατοποιηθεί ένας πλήρης κύκλος, δηλαδή µια 

δεξιά και µια αριστερή ταλάντωση ως προς το σηµείο ισορροπίας ονοµάζεται 

περίοδος .  

Από την αρχή της ανακάλυψής του περίπου στα 1602 από τον Γαλιλαίο , η 

κανονική κίνηση των εκκρεµών χρησιµοποιούταν για την µέτρηση του χρόνου  και η 

ήταν παγκοσµίως , η πιο ακριβής τεχνολογία µέτρησης του χρόνου µέχρι και τα 1930 

. Τα εκκρεµή χρησιµοποιούνται για να ελέγχουν την ακριβή λειτουργία των ρολογιών 

. και χρησιµοποιούνται σε πολλά επιστηµονικά όργανα και εργαλεία όπως σε 

επιταχυντές και σεισµοµετρητές .  

Από ιστορικής πλευράς τα εκκρεµή χρησιµοποιούνταν στο παρελθόν ως 

µετρητές της βαρύτητας και πιο συγκεκριµένα για να µετρούν την επιτάχυνση της 

βαρύτητας σε γεωφυσικές τοπογραφήσεις όπως επίσης και ως σταθερές του µήκους . 

Η διεθνείς ορολογία pendulum για το εκκρεµές . είναι νεολατινική και προέρχεται  

από τη Λατινική λέξη pendulous που σηµαίνει κρεµάµενο [8] . 
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Το απλό βαρυντικό εκκρεµές  ή αλλιώς απλό εκκρεµές είναι ένα 

εξιδανικευµένο µαθηµατικό µοντέλο [9][10][11] .Έχει ένα σωµάτιο µε συγκεκριµένο 

βάρος και µάζα στο τέλος µιας ράβδου ,µε µάζα αµελητέα , το οποίο ταλαντώνεται 

από ένα σηµείο περιφοράς χωρίς την επίδραση τριβών και εξωτερικών δυνάµεων. 

Όταν του δοθεί µία αρχική ώθηση τότε θα βάλλεται σε ελεύθερη ταλάντωση µε 

σταθερό πλάτος . Τα πραγµατικά εκκρεµή φυσικά και επηρεάζονται από τριβές και 

την αντίσταση του αέρα ,έτσι το πλάτος της ταλάντωσης τους σταδιακά µειώνεται . 

 

 

 

2.3.2   Περίοδος Ταλάντωσης Του Απλού Εκκρεμούς 

 

 

Η περίοδος ταλάντωσης ενός απλού εκκρεµούς εξαρτάται από το µήκος της 

ράβδου , την επιτάχυνση της βαρύτητας και σε ένα µικρό βαθµό από την µέγιστη 

γωνία  ταλάντωσης , θ0 ,  που θα αποµακρυνθεί το εκκρεµές από τον οριζόντιο άξονα  

που καλείται πλάτος . Είναι ανεξάρτητη από τη µάζα του σωµάτιου που βρίσκεται 

στην άκρη της ράβδου . Αν το πλάτος είναι περιορισµένο σε µικρές ταλαντώσεις , 

τότε η περίοδος Τ του απλού εκκρεµούς είναι χρόνος που διαρκεί για να 

πραγµατοποιηθεί ένας πλήρης κύκλος και ισούται µε [12]  : 

 

2
L

T
g

π=
            ,         0 1θ ≪                 (1)  

 

Όπου το L είναι το µήκος του εκκρεµούς και το g είναι η τοπική επιτάχυνση της 

βαρύτητας . 

Για µικρής γωνίας ταλαντώσεις , η περίοδος ταλάντωσης  είναι ακριβώς ίδια , 

ανεξαρτήτου του µεγέθους της γωνίας ταλάντωσης και για τον λόγο αυτόν η περίοδος 

είναι ανεξάρτητη του πλάτους ταλάντωσης . Η ιδιότητα αυτή ονοµάζεται 

ισοχρονισµός  και είναι η αιτία που τα εκκρεµή είναι τόσο χρήσιµα  στη µέτρηση του 
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χρόνου . Οι επιτυχηµένες ταλαντώσεις του εκκρεµούς ακόµα και όταν µεταβάλλεται 

το πλάτος διαρκούν τον ίδιο ακριβώς χρόνο . 

 

Η µέθοδος είναι επακριβής µόνο για απειροελάχιστου πλάτους ταλαντώσεις . 

Για  µεγαλύτερα πλάτη , η περίοδος αυξάνει εκθετικά συναρτήσει του πλάτους και 

έτσι είναι πολύ διαφορετική από την παραπάνω εξίσωση . Για παράδειγµα , αν η 

γωνία  θ0 = 22° τότε η περίοδος είναι 1 % µεγαλύτερη από την τιµή που µας δίνει η 

(1) . 

Η πραγµατική περίοδος δεν µπορεί να παρασταθεί από κλειστή µέθοδο αλλά 

δίνεται από την παρακάτω σειρά απείρων όρων [13][14] : 

 

2 4
0 0

1 11
2 1 ...

16 3072

L

g
π θ θ Τ = + + + 

   

 

 

 

Η διαφορά µεταξύ της πραγµατικής περιόδου και της περιόδου για µικρές 

γωνίες (1) ονοµάζεται κυκλικό σφάλµα .Από µαθηµατική σκοπιά , για µικρές 

ταλαντώσεις το εκκρεµές προσεγγίζει έναν αρµονικό ταλαντωτή και η ταλάντωση 

του προσεγγίζει την απλή αρµονική εξίσωση : 

 

 

0( ) cos
g

t t
L

θ θ
 

=   
          ,      0 1θ ≪
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2.3.3 Χαρακτηριστική Ταλάντωσης Του Απλού Εκκρεμούς 

 

Τα µαθηµατικά στα εκκρεµή είναι συνήθως αρκετά πολύπλοκα . Υποθέσεις 

που απλοποιούν τις χαρακτηριστικές µπορούν να γίνουν ,και στην περίπτωση ενός 

απλού εκκρεµούς επιτρέπει στις εξισώσεις κίνησης να επιλύονται αναλυτικά , για 

µικρή γωνία ταλάντωσης . 

 

 

 

Ένα  απλό εκκρεµές είναι µια εξιδανίκευση , η οποία βασίζεται στην εξής 

θεώρηση : 

• Η ράβδος πάνω στην οποία ταλαντώνεται το σωµάτιο έχει αµελητέα µάζα , 

σταθερού µήκους και διατηρεί την κατάστασή της πάντα σταθερή και 

τεντωµένη  

• Η κίνηση πραγµατοποιείται σε 2 – διαστάσεων άξονα , το εκκρεµές δηλαδή 

δεν µπορεί να κινηθεί σε έλλειψη .. 

• Η κίνηση του εκκρεµούς δεν επηρεάζεται από εξωτερικούς παράγοντες όπως 

η τριβή και η αντίσταση του αέρα. 

Η διαφορική εξίσωση που χαρακτηρίζει την κίνηση του εκκρεµούς είναι :  

2

2
sin 0

d g

dt L

θ
θ+ =

                                                              ( )1  

Η παραπάνω εξίσωση είναι γνωστή και ως η εξίσωση Mathieu’s . Μπορεί να 

παραγωγιστεί χρησιµοποιώντας την Αρχή ∆ιατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας .Σε 

κάθε σηµείο της ταλάντωσης η κινητική ενέργεια του σωµάτιου είναι ίση µε 

δυναµική ενέργεια  που έχασε πέφτοντας από το ψηλότερο σηµείο στο τέλος της 

ταλάντωσης .Και µέσω της κινητικής ενέργειας µπορεί να υπολογιστεί η ταχύτητα .   

Η ταχύτητα γνωρίζουµε ότι είναι η πρώτη παράγωγος της µετατόπισης οπότε και την 

υπολογίζουµε ως δείχνουµε κάτωθεν : 
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( )0

2
cos cos

d g

dt L

θ
θ θ= −

                                     ( )2
 

 

Η εξίσωση (2) µας δίνει την ταχύτητα συναρτήσει της γωνίας και περιέχει την αρχική 

µετατόπιση 0θ σαν µια ενσωµατωµένη σταθερά . 

 

 

 

Σχήµα 2.3.3.1: Τριγωνοµετρική αναπαράσταση της κίνησης του Απλού Εκκρεµούς. 
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2.3.3.1   Προσέγγιση Μικρής Γωνίας Ταλάντωσης 

Η διαφορική εξίσωση που παραθέσαµε στην παράγραφο 2.3.3  δεν είναι 

επιλύσιµη σε στοιχειώδη εξισώσεις . Μια περεταίρω υπόθεση στην οποία 

οδηγούµεθα ,είναι ότι το εκκρεµές βάλλεται σε µία πολύ µικρή γωνία , κατά την 

οποία ισχύει : 

1θ ≪  

Και το οποίο είναι αρκετό ώστε να επιτρέπει στο σύστηµα να επιλύεται επακριβώς 

.Προβαίνοντας σε αυτή τη θεώρηση της µικρής γωνίας ταλάντωσης , µας επιτρέπεται 

να προβούµε και σε άλλη µια θεώρηση κατά την οποία θεωρούµε ότι : 

sinθ θ≈  

 

Στη πρωτο-τάξια , το σφάλµα κατά την προσέγγιση είναι ανάλογο µε το θ 3   

(υπολογίζεται από τη σειρά Maclaurin για sin) .Αντικαθιστώντας την προσέγγιση 

αυτήν στην εξίσωση (1) της παραγράφου 2.3.3 , παράγεται η εξίσωση για την 

αρµονική ταλάντωση : 

2

2
0

d g

dt L

θ
θ+ =

 

Και θεωρώντας για αρχικές τιµές  θ(0) = θ0 και dθ/dt (0) = 0 ,τότε η λύση είναι η : 

 

( ) 0 cos
g

t t
L

θ θ
 

=   
 

                                                  1θ ≪  
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Η κίνηση είναι απλή αρµονική κίνηση όπου το θ0  είναι η µισή γωνία της 

ταλάντωσης ( αυτή είναι η µέγιστη γωνία µεταξύ της ράβδου του εκκρεµούς και του 

οριζόντιου άξονα) .Η περίοδος της κίνησης ,ο χρόνος δηλαδή για µια πλήρη 

ταλάντωση (προς τα έξω και πίσω) είναι : 

 

 

0 2
L

T
g

π=
                                               0 1θ ≪  

 

 

που είναι και ο νόµος του Christian Huygen για την περίοδο. Εδώ 

σηµειώνουµε ότι όταν θεωρήσουµε µικρή γωνία , η περίοδος είναι ανεξάρτητη της 

γωνίας θ0;κάτι που είναι γνωστό ως η ιδιότητα του ισοχρονισµού . 

 

 

2.3.3.2   Κανόνας Του Αντιχειρα  

 

Μπορούµε να κάνουµε την παρακάτω θεώρηση : 

 

 

2
0

0 2
2

4

L g
T L

g
π

π
Τ→= =←

 

 

 

Αν χρησιµοποιούµε µονάδες του SI και υποθέσουµε ότι το πείραµα γίνεται 

στην επιφάνεια της Γής τότε θα έχουµε : 9.81g ≈ m/s2  και 2/ 1g π ≈ . 
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Αντικαθιστώντας λοιπόν παίρνουµε : 

2
0

4

T
L ≈

 

Καταλήγουµε δηλαδή ότι στην επιφάνεια της Γης το µήκος ενός εκκρεµούς είναι 

ακριβώς το ένα τέταρτο του τετραγώνου της τιµής της περιόδου ταλάντωσης . 

 

2.3.4    Χαρακτηριστική Γωνιακής Ταχύτητας 

Στα πλαίσια του µοντέλου που υλοποιήσαµε οδηγηθήκαµε στην 

χρησιµοποίηση και της εξίσωσης της γωνιακής ταχύτητας του σωµάτιου του 

εκκρεµές κατά την διάρκεια της ταλάντωσης που την παρουσιάζουµε και στο 

Σχήµα2.3.3.1. και η χαρακτηριστική είναι η : 

cos 0
d g

dt L

θ
θ− =

 

 

Ή διαφορετικά σε µια πιο γενικευµένη µορφή η χαρακτηριστική θα µπορούσε να 

εκφραστεί ως : 

 

( ) ( )2 1 cost gLω θ= −
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3 Ασαφείς Γνωστικοί Χάρτες 

 

 

3.1 Εισαγωγή 

 

 

Οι Γνωστικοί Χάρτες  (όπως και οι νοητικοί χάρτες , τα γνωστικά µοντέλα ή 

τα νοητικά µοντέλα) είναι ένα είδος νοητικών διαδικασιών , αποτελούµενων από µια 

σειρά από ψυχολογικούς µετασχηµατισµούς κατά τους οποίους  ένα άτοµο µπορεί να 

αφοµοιώνει , να κωδικοποιεί , να αποµνηµονεύει , να θυµάται και να αποκωδικοποιεί 

πληροφορίες που έχουν να κάνουν µε σχετικές τοποθεσίες και χαρακτηριστικά 

φαινοµένων της καθηµερινότητας τους και του χωρικού περιβάλλοντος στο οποίο 

ζουν [15]. 

Η δηµιουργία τους έχει πιστωθεί στον Edward Tolman [16]. Οι Γνωστικοί 

Χάρτες έχουν µελετηθεί σε διάφορα πεδία όπως η ψυχολογία , η εκπαίδευση , η 

αρχαιολογία , η γεωγραφία , η αρχιτεκτονική , οι αστικές εµφυτεύσεις και η διοίκηση 

. Σαν αποτέλεσµα , τα νοητικά αυτά µοντέλα αναφέροντα αρκετά συχνά ως γνωστικοί 

χάρτες ,νοητικοί χάρτες , σχήµατα και πλαίσια αναφοράς .  

Για να το θέσουµε απλούστερα, οι γνωστικοί χάρτες είναι µια µέθοδος που 

χρησιµοποιείται για να χαράσσεται και να συγκεντρώνεται χωρική γνώση 

επιτρέποντας στον εγκέφαλο να συλλαµβάνει νοερά εικόνες , µε απώτερο σκοπό να 

ελαττώσει γνωστικές πληροφορίες και να ενισχύσει την αποµνηµόνευση και την 

αποστήθιση της πληροφορίας .Αυτό το είδος χωρικής σκέψης µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί και ως µεταφορά µη-χωρικής ενέργειας , όπου οι άνθρωποι 

βάλλονται σε µη-χωρικές ενέργειες ,χρησιµοποιώντας την µνήµη και την απεικόνιση  

και χρησιµοποιούν την χωρική γνώση για να βοηθήσουν στην συνέχιση της ενέργειας 

[17]. Η παλαιότερη , γνωστή , τυπική µέθοδος όπου χρησιµοποιούνται οι χωρικές 

τοποθεσίες για αποµνηµόνευση δεδοµένων είναι η µέθοδος loci .Η µέθοδος αυτή 

πρωτοχρησιµοποιήθηκε από φοιτητές της ρητορείας στην Αρχαία Ρώµη όπου 

αποµνηµόνευαν οµιλίες .Για την χρησιµοποιήσει κάποιος πρέπει αρχικά να 

αποστηθίσει την εµφάνιση µιας φυσικής περιοχής (για παράδειγµα , την συχνότητα 

των δωµατίων σε ένα κτίριο.). Όταν µια λίστα  λέξεων ,για παράδειγµα , χρειάζεται 
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να αποµνηµονευθεί , ο µαθητευόµενος σχηµατίζει νοερά την εικόνα ενός 

αντικειµένου που αναπαριστά την λέξη , σε µία από τις τοποθεσίες που είχε 

αποµνηµονεύσει νωρίτερα . 

 

 

Για να θυµηθεί λοιπόν την λίστα , ο µαθητευόµενος νοητά διαβαίνει τις 

τοποθεσίες που είχε αποµνηµονεύσει , διακρίνοντας τα αντικείµενα που είχε 

τοποθετήσει εκεί στην φάση της αποµνηµόνευσης . 

Ένας Ασαφής Γνωστικός Χάρτης είναι ένας Γ.Χ στον οποίον , οι σχέσεις 

µεταξύ των στοιχείων (π.χ υποθέσεις , γεγονότα ) µίας νοητικής τοποθεσίας , µπορεί 

να χρησιµοποιηθεί για να υπολογιστεί η δύναµη σύγκρουσης των στοιχείων αυτών . 

Η θεωρία πίσω από τους υπολογισµούς αυτούς είναι ασαφής λογική. Οι Ασαφείς 

γνωστικοί χάρτες είναι ανεπιφύλακτα ασαφή διαγράµµατα . Μπορεί µε µία πρώτη 

µατιά να µοιάζουν µε διαγράµµατα Hasse , αλλά δεν είναι . Χρησιµοποιούνται 

πίνακες για να εισαχθούν οι Α.Γ.Χ σε υπολογιστικές στήλες για περεταίρω 

υπολογισµούς . 

Οι εφαρµογές στις κοινωνικές επιστήµες εισήγαγαν τους Α.Γ.Χ στο κοινό  , 

ενώ χρησιµοποιούνται και σε πολλές άλλες εφαρµογές , οι οποίες έχουν να κάνουν µε 

την δηµιουργία και την χρήση µοντέλων , ασαφών και πολύπλοκων διεργασιών και 

συστηµάτων . 

Στο κεφάλαιο αυτό θα παραθέσουµε τον ορισµό και τις βασικές ιδιότητες των 

Ασαφών Γνωστικών Χαρτών .Στη συνέχεια θα παραθέσουµε τις ιδιότητες και 

διάφορα µοντέλα των Α.Γ.Χ και θα παρουσιάσουµε µερικές εκ των εφαρµογών σε 

προβλήµατα όπως η µέγιστη χρησιµοποίηση δροµολογίων , κοινωνικό-οικονοµικά 

προβλήµατα και ιατρικά προβλήµατα . Τέλος στην τελευταία ενότητα του κεφαλαίου 

θα παρουσιάσουµε µια γενική απεικόνιση των A.Γ.Χ . 
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3.2 Ορισμοί Ασαφών Γνωστικών Χαρτών 

 

Στην ενότητα αυτή θα παραθέσουµε την έννοια των Ασαφών Γνωστικών 

Χαρτών (Α.Γ.Χ), που παρουσιάστηκε από τον Bart Kosko το 1986 .Θα δώσουµε 

επίσης ορισµένους σχετικούς ορισµούς  µε το αντικείµενο µελέτης µας στο υπάρχον 

κεφάλαιο .Οι Α.Γ.Χ διαδραµατίζουν έναν πολύ σηµαντικό ρόλο κυρίως, όταν τα 

µελετώµενα  δεδοµένα είναι ακαθόριστα . Τέλος η µέθοδος αυτή είναι πολύ απλή και 

συνάµα αποτελεσµατική καθώς µπορεί να αναλύσει δεδοµένα απευθείας µέσω 

γραφηµάτων και πινάκων διασύνδεσης .  

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.1 : Ένας Α.Γ.Χ είναι συνεχής γράφος µε έννοιες όπως 

µεθοδεύσεις, γεγονότα κ.λ.π όπου παραθέτονται ως κόµβοι και  οι αιτιότητες αυτών 

ως ακµές . 

Παράδειγµα 3.1.1 : Στην Ταµίλ Ναντού (µια νότια πολιτεία της Ινδίας) την 

τελευταία δεκαετία , νέα ιδρύµατα για µηχανικούς εγκρίθηκαν και ξεκίνησαν την 

λειτουργία τους .Σαν αποτέλεσµα είχαµε την αύξηση των αποφοίτων µηχανικών ,που 

όµως ήταν δυσανάλογη µε την απαίτηση σε εργατικό δυναµικό . Αυτό οδήγησε σε 

εκατοντάδες ανέργων και ηµιενασχολούµενων νέων µηχανικών .Λαµβάνοντας υπόψη 

µας την γνώµη ενός ειδικού , µελετήσαµε την επίδραση αυτών των ατόµων στην 

κοινωνία . Ο ειδικός µας παρουσίασε τις πέντε κύριες έννοιες συσχετίζοντας τες µε 

τους άνεργους µηχανικούς ως : 

 

Ε1 - Απογοήτευση 

Ε2 - Ανεργία 

Ε3 - Αύξηση των µορφωµένων κακοποιών 

Ε4 - Ηµιαπασχόληση 

Ε5 - Χρήση Ναρκωτικών κ.λ.π 

 

Ο γράφος όπου τα Ε1,Ε2,…,Ε5 λαµβάνονται ως κόµβοι και οι αιτιότητες ως 

ακµές παραθέτεται στο Σχήµα 3.1.1. 
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Σχήµα 3.1.1 

 

 

Σύµφωνα µε το µοντέλο , η αύξηση της ανεργίας προκαλεί αύξηση στην 

απογοήτευση .Αύξηση στην ανεργία προκαλεί αύξηση στους µορφωµένους .Η 

απόγνωση προκαλεί τους νέους να καταλήξουν στην χρήση ναρκωτικών ουσιών κ.λ.π 

. Η ανεργία προκαλεί επίσης την αύξηση των ατόµων που κάνουν χρήση ναρκωτικών 

ουσιών κλπ , για να ξεχνούν τις ανησυχίες τους και την ανεργία  .Η ηµιαπασχόληση 

οδηγεί σε πράξεις βίας όπως κλοπές .Μπορεί να µας παρέχονται στατιστικά δεδοµένα 

µέσω του µοντέλου όµως µας δίνεται µια άποψη της καταστάσεως . Είναι απλά µία 

απεικόνιση, για να καταλάβουµε πως οι Α.Γ.Χ περιγράφονται µέσω του γράφου . 

 Εάν η αύξηση (ή η µείωση αντίστοιχα) σε µια έννοια οδηγεί στην αύξηση (ή 

την µείωση) σε µίαν άλλη τότε θέτουµε την τιµή 1 .Εάν δεν υπάρχει καµία σχέση 

µεταξύ δύο εννοιών τότε δίνουµε την τιµή 0 .Εάν η αύξηση (ή η µείωση) σε µια 

έννοια δίνει µείωση (ή αύξηση) σε µίαν άλλη τότε δίνουµε την τιµή -1 . Οι Α.Γ.Χ 

περιγράφονται όπως παρουσιάσαµε παραπάνω . 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.2 : Όταν οι κόµβοι του Α.Γ.Χ είναι ασαφή σύνολα τότε 

καλούνται ασαφή κόµβοι . 
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ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.3 : Οι Α.Γ.Χ στους οποίους τα βάρη των ακµών ή των 

αιτιοτήτων τους παίρνουν τιµές από το κλειστό σύνολο τιµών {-1 , 0 , 1} καλούνται 

Απλοί Ασαφείς Γνωστικοί Χάρτες . 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.4 : Θεωρούµε τους κόµβους Κ1,Κ2,…,Κn ενός Α.Γ.Χ 

.Υποθέτουµε ότι το γράφηµα έχει σχεδιαστεί , χρησιµοποιώντας τις ακµές βαρών  

ije ∈  { }1,0,1− . 

Ο πίνακας Ε σχηµατίζεται ως : 0ia = { }ijE e=  , όπου τα ije είναι τα βάρη 

των ακµών ,j iK K  . Ο πίνακας Ε καλείται γειτονικός πίνακας του Α.Γ.Χ ,γνωστός 

και ως συνδετικός πίνακας του Α.Γ.Χ. Είναι σηµαντικό να σηµειώσουµε ότι όλοι οι 

πίνακες που σχετίζονται µε έναν Α.Γ.Χ είναι πάντα τετραγωνικοί πίνακες µε την 

διαγώνιο να είναι µηδενική. 

 

 

 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.5 : Έστω ότι Κ1,Κ2,…,Κn είναι οι κόµβοι ενός Α.Γ.Χ.  

 

( )1 2, ,..., nA a a a=  

Όπου το ia  ανήκει στο {0 , 1} .Ο Α καλείται στιγµιαίος παράγοντας κατάστασης και 

παρέχει την on-off κατάσταση του κόµβου σε µια στιγµή : 

 

0ia =   εάν ia είναι off  και 

1ia =   εάν ia είναι on. , όπου I = 1,2,…,n . 

 

 ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.6 : Έστω ότι Κ1,Κ2,…,Κn είναι οι κόµβοι ενός Α.Γ.Χ µε  

 

1 2 2 3 3 4, , ,..., i jΚ Κ Κ Κ Κ Κ Κ Κ
������ ������� ������� ������
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Να είναι οι ακµές του Α.Γ.Χ ( )i j≠ .και τις ακµές να σχηµατίζουν έναν συνεχή 

κύκλο .Ένας Α.Γ.Χ καλείται κυκλικός αν σχηµατίζει έναν συνεχή κύκλο . Ένας 

Α.Γ.Χ καλείται µη – κυκλικός αν δεν σχηµατίζει κανέναν συνεχή κύκλο .  

  

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.7 : Ένας Α.Γ.Χ µε σχηµατισµένους κύκλους έχει προβολές . 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.8 : Όταν υπάρχουν προβολές ενός Α.Γ.Χ και οι αιτιώδεις 

συσχετίσεις  ρέουν διαµέσου ενός κύκλου µε σταθερό τρόπο , τότε ο Α.Γ.Χ καλείται 

δυναµικό σύστηµα . 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.9 : Έστω  τα 1 2 2 3 1, ,..., n nK K K K K K−  σχηµατίζουν κύκλο . Όταν 

το 1 2 ... pE E E E= + + +  ενεργοποιείται και η αιτιότητα κινείται µέσω των ακµών ενός 

κύκλου και προκαλέσει ξανά την ενεργοποίηση του iK ,τότε λέµε ότι το δυναµικό 

σύστηµα κινείται κυκλικά . Αυτό αληθεύει για κάθε κόµβο iK όπου i=1,2,…,n.Το 

σηµείο ισορροπίας του δυναµικού συστήµατος ονοµάζεται κρυφό πρότυπο . 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.10 : Εάν µια κατάσταση ισορροπίας ενός δυναµικού 

συστήµατος είναι ένα µοναδικό διάνυσµα κατάστασης , τότε καλείται αµετάβλητο 

σηµείο .  

 

 

Παράδειγµα 3.1.2 : Θεωρούµε Α.Γ.Χ µε Κ1,Κ2,..,Κn να είναι οι κόµβοι .Ας 

ξεκινήσουµε το δυναµικό σύστηµα ενεργοποιώντας το Κ1. Ας θεωρήσουµε ότι ο 

Α.Γ.Χ καταλήγει στους Κ1 και Κn οπότε και το διάνυσµα κατάστασης παραµένει ως 

(1,0,0,…,0,1) ,το οποίο και καλείται αµετάβλητο σηµείο . 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.11 : Εάν ο Α.Γ.Χ καταλήγει σε ένα διάνυσµα κατάστασης µε 

επαναλαµβανόµενο σχήµα της µορφής : 

 

1 2 1... iA A A A→ → → →  
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Τότε η ισορροπία αυτή καλείται περιορισµένος κύκλος .Μέθοδοι για τον εντοπισµό 

των κρυµµένων παραµέτρων θα παρατεθούν παρακάτω . 

 

  

 ΟΡΙΣΜΟΣ 3.1.12 : Έστω ότι πεπερασµένος αριθµός από Α.Γ.Χ  µπορεί να 

συνδυαστεί για να παραχθεί το κοινό αποτέλεσµα όλων των Α.Γ.Χ . Έστω 

1 2, ,..., pE E E ότι είναι οι γειτονικοί πίνακες των Α.Γ.Χ µε ακµές Κ1,Κ2,…,Κn και ο 

συνδυαζόµενος Α.Γ.Χ παράγεται προσθέτοντας όλους τους γειτονικούς πίνακες 

1 2, ,..., pE E E .Ο συνδυαζόµενος Α.Γ.Χ δίδεται ως : 

1 2 ... pE E E E= + + +  

 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ : Υποθέτουµε A = (α1, … , αn) ότι είναι ένα άνυσµα το οποίο 

εισάγεται σε ένα δυναµικό σύστηµα Ε . Θεωρούµε AE = (α'1, … , α'n) 

ενηµερώνοντας το διάνυσµα και  θεωρούµε ότι λαµβάνουµε  (b1, … , bn) 

.υποδηλώνοντας ότι αυτό συµβαίνει µέσω της σχέσης (a'1, a'2, … , a'n) → (b1, b2, … 

, bn) . 

Έτσι το σύµβολο '→' δηλώνει ότι το τελικό διάνυσµα  έχει ενηµερωθεί .  

 

Οι Ασαφείς Γνωστικοί Χάρτες έχουν διάφορα πλεονεκτήµατα καθώς και 

µειονεκτήµατα .Το κύριο πλεονέκτηµα τους είναι ότι η µέθοδος αυτή είναι απλή . 

Λειτουργεί καθαρά µε γνώµονα την προσωπική κρίση του κατασκευαστή .Όταν τα 

δεδοµένα τυχαίνει να κυµαίνονται σε λογικά πλαίσια τότε ο Α.Γ.Χ µας πέφτει 

βολικός .Οι Α.Γ.Χ είναι η µόνη Ασαφής τεχνολογία που αναδίδει τον κρυµµένο 

παράγοντα της εκάστοτε κατάστασης .Καθώς έχουµε µία πολύ γνωστή θεωρία , η 

οποία υποδηλώνει ότι  

 

η δύναµη των δεδοµένων εξαρτάται από το νούµερο των γνωµών των ειδικών 

που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ,συνδυάζοντας Α.Γ.Χ µε διάφορων γνώµες 

ειδικών . 
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Ταυτόχρονα το µεγάλο µειονέκτηµα των συνδυασµένων Α.Γ.Χ εµφανίζεται 

όταν οι τιµές των βαρών είναι 1 και -1 για τα ίδια Κi , Kj και έτσι λαµβάνουµε το 

αποτέλεσµα προσθέτοντας το µηδέν, καθώς όλες τις φορές οι συνδετικοί πίνακες 

Ε1,…,Εk  µπορεί να µην είναι σύµφωνοι µε την πρόσθεση .Συνδυασµένες 

συγκρουόµενες απόψεις τείνουν να ακυρώνουν το µοντέλο και υποβοηθούµενες από 

τους ισχυρούς νόµους των µεγάλων αριθµών , αναδεικνύουν µία γενική παραδοχή , 

καθώς η δειγµατική άποψη προσεγγίζει την υποκείµενη πληθυσµιακή άποψη . Αυτό 

το πρόβληµα µπορεί εύκολα να ξεπεραστεί εάν οι είσοδοι στον Α΄Γ΄Χ είναι µόνο 0 

και 1 . 

 

 

 

3.3 Ασαφείς Γνωστικοί Χάρτες – Ιδιότητες και 

Μοντέλα 

 

 

Οι Ασαφείς Γνωστικοί Χάρτες (Α.Γ.Χ) είναι περισσότερο εφαρµόσιµοι , όταν 

τα αρχικά δεδοµένα είναι υποκειµενικά .Οι Α.Γ.Χ εφαρµόζονται στην γνώµη των 

ειδικών. Οι Α.Γ.Χ µοντελοποιούν τον κόσµο σαν µία συλλογή κλάσσεων και 

αιτιωδών σχέσεων µεταξύ κλάσσεων .  

Οι Α.Γ.Χ είναι ασαφώς σχεδιασµένα ,άµεσα γραφήµατα µε προβολές . Η 

άµεση ακµή eij  από το αιτιώδες σενάριο Ci  στο σενάριο Cj µετρά το ποσοστό που 

επηρεάζει το σενάριο Ci  το Cj . Το σενάριο της συνάρτησης του µεταβαλλόµενου 

χρόνου µετρά το µη – αρνητικό συµβάν µερικών ασαφών γεγονότων , πιθανόν την 

δύναµη µίας πολιτικής αντίληψης , µιας ιστορικής τάσης ή ενός στρατιωτικού 

αντικειµένου . Οι Α.Γ.Χ χρησιµοποιούνται για να µοντελοποιήσουµε µερικούς 

τύπους προβληµάτων που ποικίλλουν, από την στοµαχική συµπεριφορά ενός ατόµου 

µέχρι την ανάπτυξη πολιτικών τάσεων κ.λ.π. Οι Α.Γ.Χ χρησιµοποιούνται επίσης στην 

ροµποτική ως ελεγκτικός µηχανισµός . 
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Οι ακµές eij παίρνουν τιµές στο ασαφές αιτιώδες διάστηµα [-1,1] .Το eij = 0  

δεν υποδηλώνει καµία αιτιότητα, το eij > 0  υποδηλώνει αιτιατή αύξηση του Cj όσο 

αυξάνει   

το Ci  (αντίστοιχα και στην µείωση ισχύει το ίδιο) , το eij < 0 υποδηλώνει αιτιατή 

µείωση ή αρνητική αιτιατότητα. του Cj  όσο αυξάνεται Ci . 

Οι ακµές των απλών Α.Γ.Χ παίρνουν µεταξύ των τιµών {-1,0,1}. Τότε ,  αν η 

αιτιότητα συµβεί, θα συµβεί σε ένα µέγιστα θετικό ή αρνητικό βαθµό .Οι απλοί 

Α.Γ.Χ προκαλούν µια γρήγορη αρχική προσέγγιση σε µία ειδική αντιµετώπιση ή 

στην αιτιατή γνώση .Το παρουσιάζουµε αυτό µε τα ακόλουθα , τα οποία δίνουν έναν 

απλό Α.Γ.Χ ενός κοινωνικό-οικονοµικού µοντέλου .Ένα τέτοιο µοντέλο φτιάχνεται 

βασισµένο στον πληθυσµό , το έγκληµα , την οικονοµική κατάσταση της κοινωνίας , 

τη φτώχεια και την ανεργία ως κόµβους ή σενάρια .Παρακάτω παραθέτουµε το απλό , 

τρισθενές , άµεσο γράφο όπως φαίνεται στο σχήµα 3.3.1 και είναι η γνώµη του 

ειδικού .  

 

 

 

 

 

Σχήµα 3.3.1 
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Οι αιτιατές προβολές κινούνται περιφερειακά στον Α.Γ.Χ µε παχιές γραµµές 

.Οι προβολές αποκλείουν τις τεχνικές που βασίζονται σε αναζητήσεις πάνω στο 

γράφο που χρησιµοποιούνται σε ειδικευµένα συστήµατα τεχνικής νοηµοσύνης .Οι 

προβολές των Α.Γ.Χ επιτρέπουν στους ειδικούς να σχηµατίζουν αιτιατές εικόνες των 

προβληµάτων , και επιτρέπει αιτιατούς προσαρµοστικούς κανόνες , συµπεραίνοντας 

αιτιατές συνδέσεις από τα απλά δεδοµένα .Οι προβολές των Α.Γ.Χ επιβάλουν να 

εγκαταλειφτεί η αναζήτηση πάνω στους γράφους .Αντιθέτως µελετούµε τον Α.Γ.Χ 

σαν ένα δυναµικό σύστηµα και παίρνουµε την συµπεριφορά ισορροπίας σαν ένα 

βελτιωµένο αποτέλεσµα. Οι σύγχρονοι Α.Γ.Χ συµπεριφέρονται σαν Προσωρινές 

Σχεσιακές Μνήµες (Π.Σ.Μ). Μπορούµε πάντα , σε περίπτωση ενός µοντέλου , να 

προσθέσουµε δύο ή περισσότερους Α.Γ.Χ για να παραχθεί ένας νέος . Ο ισχυρός 

νόµος των µεγάλων αριθµών µας παρέχει την σιγουριά σε ένα βαθµό , ότι η γνωστική 

αξιοπιστία θα αυξάνει . 

Αναλύουµε λογικά τους Α.Γ.Χ. Εισάγουµε διανύσµατα κατάστασης Κ 

επανειληµµένα στους Α.Γ.Χ µέσω του πίνακα διασύνδεσης Ε , µετασχηµατίζοντας µη 

γραµµικά το αποτέλεσµα µετά από κάθε πέρασµα .Ανεξάρτητο από το µέγεθος του 

Α.Γ.Χ ,µπορεί γρήγορα να καταλήξει γρήγορα σε έναν περιορισµένο κύκλο ,  ή . 

σταθερό σηµείο ενός Π.Σ.Μ το οποίο σε κάθε περίπτωση θα είναι ο κρυµµένος 

παράγοντας του συστήµατος για το συγκεκριµένο διάνυσµα κατάστασης Κ . Η 

διαδικασία του περιορισµένου κύκλου ή του σταθερού σηµείου ,συνοψίζει τα 

συνδυαζόµενα αποτελέσµατα όλης της αλληλεπιδρόµενης ασαφής γνώσης .  

 

Παράδειγµα 3.3.1 : Θεωρούµε έναν αιτιατό 5 x 5 πίνακα διασύνδεσης Ε ο 

οποίος αναπαριστά το κοινωνικό οικονοµικό µοντέλο χρησιµοποιώντας Α.Γ.Χ ως 

δίνονται στο σχήµα  3.3.1 . 
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Οι Ακµές των σεναρίων αντιπροσωπεύουν διεργασίες , γεγονότα ,τιµές ή 

πολιτικές. Θεωρούµε την πρώτη ακµή Κ1=1 . ∆ιατηρούµε την Κ1 στην διαδικασία 

ανάκλησης της Π.Σ.Μ. Οι συναρτήσεις των οριακών σηµάτων ,ενηµερώνουν 

συγχρονισµένα κάθε σενάριο , µετά από κάθε πέρασµα µέσω του πίνακα διασύνδεσης 

Ε. Ξεκινούµε µε τον πληθυσµό  ( )1 10000K =    . 

Το βέλος υποδεικνύει την διαδικασία του threshold . 

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 00 101 10001 2

2 00 111 10011 3

3 11 111 11011 4

4 11 101 11001 5

5 00 101 10001 6 2

K E K

K E K

K E K

K E K

K E K K

= − → =

= − → =

= − − → =

= − − → =

= − → = =

 

 

Έτσι η αύξηση στον πληθυσµού οδηγεί στο πρόβληµα της ανεργίας ,το οποίο 

και είναι ένας οριακός κύκλος . Αυτό το παράδειγµα παραθέτει τα προτερήµατα και 

τις αδυναµίες της ανάλυσης των Α.Γ.Χ, Οι Α.Γ.Χ επιτρέπουν στον ειδικό να 

αναπαριστά αντικειµενικά και αποτιµηµένα σενάρια σε ένα συµµετοχικό πλαίσιο .Οι 

ειδικοί µπορούν εύκολα να σχεδιάσουν τους Α.Γ.Χ ή να απαντήσουν σε ερωτήµατα 

.Οι ειδικοί µπορούν να συµφωνήσουν ή να διαφωνήσουν σε µια τοπική αιτιατή δοµή 

και πιθανότατα στην παγκόσµια ισορροπία.  Η γνωστική αναπαραστατική δοµή και 

παρέµβαση των Α.Γ.Χ  µειώνεται σε µια απλές διεργασίες διανυσµάτων και πινάκων  

και ολοκληρωµένες κυκλωµατικές εφαρµογές που επιτρέπουν την επέκταση σε 

νευροστατιστικές ή δυναµικές τεχνικές συστηµάτων . Ακόµα ένας Α.Γ.Χ κωδικοποιεί 

την γνώση ή την άγνοια ενός ειδικού , την σοφία ή την προκατάληψη .Αρνητικό 



Τοµέας Συστηµάτων - Εργαστήριο Αυτοµατισµού 
 

 
 

Αναγνώριση Του Μοντέλου Του Απλού Εκκρεµούς Με Τη Χρήση Ασαφών 
Γνωστικών Χαρτών (FCM: Fuzzy Cognitive Maps) 

40 

βέβαια είναι ότι διαφορετικοί ειδικοί έχουν άλλη αντίληψη στο πως ορίζουν αιτιατές 

δυνάµεις στις ακµές και σε ποια σενάρια προσδίδουν σχετική αιτιατότητα .Ο Α.Γ.Χ 

φαίνεται αποκλειστικά να κωδικοποιεί την προκατάληψη του δηµιουργού του και 

µπορεί να µην την περιγράφει και ακριβέστατα .   Ο συνδυασµός Α.Γ.Χ παρέχει µια 

µερική επίλυση στο παραπάνω πρόβληµα. Επιπρόσθετα , µπορούµε να 

τοποθετήσουµε κάθε έναν Α.Γ.Χ σε συνδυαστικό µνηµονικό τρόπο , ακόµα και αν η 

σύνδεση των πινάκων E1, …, EK  µπορεί να µην είναι συµβατή για πρόσθεση. 

Συνδυάζοντας συγκρουόµενες γνώµες που τείνουν να ακυρώνουν το µοντέλο και 

βοηθούµενες και από τη θεωρία των µεγάλων αριθµών , µια οµοφωνία αναδύεται 

καθώς η δειγµατική γνώµη προσεγγίζει την υποκείµενη πληθυσµιακή γνώµη .  

 

Ο συνδυασµός των Α.Γ.Χ επιτρέπει τους γνωστικούς ερευνητές να 

κατασκευάσουν Α.Γ.Χ µέσω επαναλαµβανόµενων συνεντεύξεων ή αποστέλλοντας 

ερωτηµατολόγια . 

Η θεωρία των µεγάλων αριθµών απαιτεί ότι τα τυχαία δείγµατα πρέπει να 

είναι πανοµοιότυπα ανεξάρτητα , προσφέροντας τυχαίες µεταβλητές µε πεπερασµένο 

εύρος .Η ανεξαρτησία µοντελοποιεί κάθε ειδικό ατοµικά .Πανοµοιότυπες 

συνεισφορές µοντελοποιούν µια συγκεκριµένη τοµεακή εστίαση . 

Συνδυάζουµε αυθαιρέτους συνδετικούς πίνακες F1, F2, …, FK προσθέτοντας 

τους αυξητικούς πίνακες F1, F2, …, FK . Κάθε αυξητικός πίνακας Fi αποτελείται από n 

–στήλες και n –γραµµές ,όπου το n ισούται µε το συνολικό αριθµό των διαφορετικών 

σεναρίων που χρησιµοποιούνται από τους ειδικούς .Μεταβάλλουµε τις γραµµές και 

τις στήλες των πινάκων για να τους οδηγήσουµε σε αµοιβαία συγκυρία .Τέλος 

προσθέτουµε το Fi σηµείο σοφά, για να παραχθεί τελικά ο συνδυαζόµενος πίνακας F 

του Α.Γ.Χ .  

 

i
i

F F=∑  

  

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την F για να κατασκευάσουµε τον 

συνδυαζόµενο ευθύ γράφο του Α.Γ.Χ . Ακόµα και αν οι ειδικοί δώσουν την τρισθενή 

περιγραφή τους στο σύνολο τιµών {-1,0,1}, η συνδυαζόµενη και κανονικοποιηµένη 
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είσοδος fij τείνει να είναι στο {-1,1} .Η θεωρία των µεγάλων αριθµών εξασφαλίζει 

ότι το fij θα παρέχει µια λογική προσέγγιση στο άγνωστη, υποκειµενική γνώµη του 

πληθυσµού στο κατά πόσο το Κi επηρεάζει το Κj. Μπορούµε να κανονικοποιήσουµε 

το fij µε τον αριθµό κ των ειδικών .Οι ειδικοί τείνουν να δίνουν τρισθενείς εκτιµήσεις 

πιο πρόθυµα και µε µεγαλύτερη ακρίβεια από το να δώσουν στατιστικές εκτιµήσεις . 

Όταν αντιγράφουµε συνεντεύξεις ή έγγραφα , ένας νοητικός µηχανικός µπορεί να 

προσδιορίσει µε πολύ µεγαλύτερη αξιοπιστία το γνώρισµα µιας ακµής παρά το 

µέγεθος της. Μερικοί ειδικοί µπορεί να είναι πιο πιστευτοί από άλλους .Μπορούµε να 

µετρήσουµε κάθε ειδικό µε ένα µη αρνητικό βάρος αξιοπιστίας µετρώντας τον 

αυξητικό πίνακα του Α.Γ.Χ, 

 

i iF w F=∑  

 

 

Τα βάρη πρέπει να είναι στο διάστηµα [0,1] . η µόνη συνθήκη είναι ότι πρέπει 

να είναι µη αρνητικά . ∆ιαφορετικά βάρη µπορεί να παράγουν διαφορετικούς 

οριακούς κύκλους ισορροπίας ή σταθερά σηµεία ως κρυµµένα σχήµατα . Μπορούµε 

επίσης να µετρήσουµε χωριστά κάθε Υποπίνακα, κάθε αυξητικού πίνακα του Α.Γ.Χ,  

Οι αυξητικοί πίνακες υποδηλώνουν ότι κάθε ειδικός ,συζητά αιτιατά , κάθε 

σενάριο K1,K2,…,Kn . Εάν ένας ειδικός δεν περιλαµβάνει Kj στο Α.Γ.Χ µοντέλο 

του, τότε αυτόµατα λέει ότι το Kj δεν είναι αιτιατά συσχετισµένο .Έτσι η j-οστή 

στήλη και η j-οστή γραµµή του αυξητικού συνδετικού πίνακα περιέχει µόνο µηδενικά 

.   

Το µοναδικό µειονέκτηµα που έπεσε στην αντίληψη µας ενώ εφαρµόζαµε 

τους Α.Γ.Χ σε διάφορα µοντέλα είναι ότι δεν έχουµε κανέναν τρόπο να πούµε ή να 

εκφράσουµε εάν η σχέση µεταξύ δύο αιτιατών σεναρίων Κi και Kj είναι ακαθόριστη . 

 

 

 

 

 



Τοµέας Συστηµάτων - Εργαστήριο Αυτοµατισµού 
 

 
 

Αναγνώριση Του Μοντέλου Του Απλού Εκκρεµούς Με Τη Χρήση Ασαφών 
Γνωστικών Χαρτών (FCM: Fuzzy Cognitive Maps) 

42 

3.4 Ασαφείς Γνωστικοί Χάρτες – Παραδείγματα 

 

Σε αυτήν την ενότητα θα παρουσιάσουµε δύο παραδείγµατα µοντέλων Α.Γ.Χ 

διάφορων ερευνητών µε σκοπό να δείξουµε το µεγάλο εύρος όπου µπορούν οι Α.Γ.Χ 

να βρουν εφαρµογές .  

 

  

3.4.1  Α.Γ.Χ – Σύστημα Υποστήριξης Αποφάσεων  

 

 

Καθώς η τεχνολογία στους υπολογιστές εξελίσσεται ραγδαία , και οι απειλές 

του ηλεκτρονικού εγκλήµατος αυξάνονται ,  η ανησυχία και η πρόληψη τέτοιων 

παραβιάσεων γίνεται όλο και δυσκολότερη αλλά και προκλητική .Με το πέρασµα 

των χρόνων , ο εντοπισµός παράνοµων εισβολών έχει γίνει ένα µεγάλο κεφάλαιο 

ερευνών στην επιστήµη υπολογιστών . Τα συστήµατα εντοπισµού εισβολών 

συνήθως χαρακτηρίζονται βασισµένα σε δύο απόψεις : 

 

• τη πηγή δεδοµένων (από host / από  multi-host / από δίκτυο)  

• στο µοντέλο εντοπισµού εισβολής .(εντοπισµός ανωµαλιών και 

σφαλµάτων) 

 

Υπάρχουν µεγάλο εύρος παραλλαγών στις τεχνικές που χρησιµοποιούνται 

από τα συστήµατα εντοπισµού εισβολής . 

Το νοήµων σύστηµα εντοπισµού εισβολών (ΝΣΕΕ) είναι ένα πρωτότυπο , 

σχεδιαζόµενο ως µέρος µιας ερευνητικής προσπάθειας στον εντοπισµό εισβολών στο 

τµήµα της επιστήµης υπολογιστών του πανεπιστήµιου του Μισσισσιππή . Τα 

παρακάτω χαρακτηριστικά προσδιορίζουν το ΝΣΕΕ . 

 

• Πραγµατικού χρόνου και δικτυακά βασισµένη αρχιτεκτονική . 
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• Ενσωµάτωση τόσο του εντοπισµού ανωµαλιών όσο και του 

εντοπισµού των σφαλµάτων (για παράδειγµα στον εντοπισµός 

σφαλµάτων ψάχνουµε για γνωστά πρότυπα επίθεσης ,ενώ στον 

εντοπισµό ανωµαλιών ψάχνουµε για αποκλίσεις από φυσιολογικά 

πρότυπα συµπεριφοράς. ) 

• Ενσωµάτωση αλγορίθµων µε ασαφή λογική και χρήση γενετικών 

αλγορίθµων για βελτιστοποίηση λειτουργιών . 

• Χρησιµοποίηση µηχανής επιλογής ,µε σκοπό  να συνδέει πληροφορία 

από διαφορετικούς τύπους µοντέλων εντοπισµού , µε σκοπό να παίρνει 

αποφάσεις για την συνολική υγεία του δικτύου . 

 

 

 

Θα παραθέσουµε ξανά την περιγραφή ενός µοντέλου µε µηχανή επιλογής 

ενσωµατωµένο σε αρχιτεκτονική νοήµονος συστήµατος εντοπισµού εισβολών, το 

οποίο χρησιµοποιεί αιτιατή  γνώση µαζί µε Α.Γ.Χ .Μια πρωταρχική λειτουργία της 

µηχανής επιλογής είναι να αναλύει τα παραγόµενα αποτελέσµατα από τον εντοπισµό 

σφαλµάτων που αντιστοιχούσαν σε γνωστές επιθέσεις . Για εντοπισµό σφαλµάτων το 

ΝΣΕΕ χρησιµοποιεί µηχανισµούς εντοπισµού βασισµένους στον κανόνα , ότι ο 

µηχανισµός θα λειτουργεί σε κάθε χρήστη του δικτύου . Η έξοδος από τα πρότυπα 

εντοπισµού σφαλµάτων  µπορεί να είναι σαφέστατη ή ασαφής . Για κάποια είδη 

επιθέσεων η υπογραφή ελέγχου µπορεί να είναι είτε παρούσα είτε απούσα  και έτσι η 

έξοδος του προτύπου είναι δυαδική .Για άλλους τύπους επιθέσεων όπως ο αριθµός 

αποτυχηµένων συνδέσεων , η έξοδος του προτύπου εντοπισµού σφαλµάτων είναι µία 

ασαφής µέτρηση του ποσοστού υποψίας . Ο µηχανισµός επιλογής πρέπει να 

εξακριβώσει τα αποτελέσµατα των πολλαπλών προτύπων εντοπισµού σφαλµάτων , 

µε σκοπό να υπολογίσει τη κατάσταση κινδύνου για κάθε µηχάνηµα και για κάθε 

λογαριασµό χρήστη.  

 

Το παρακάτω παράδειγµα παρουσιάζει πως ένας Α.Γ.Χ µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για να απεικονίσει το γεγονός υποψίας . 
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Θεωρούµε το εξής σενάριο : ο εισβολέας προσπαθεί να βρει πρόσβαση στο 

δίκτυο µπαίνοντας σε ένα συγκεκριµένο τερµατικό .Ο εισβολέας προσπαθεί να κάνει 

εισαγωγή µε διάφορους κωδικούς χρηστών και αποτυγχάνει . Κάποιος µπορεί να 

αναγνωρίσει ένα τέτοιο σενάριο επίθεσης , παρατηρώντας τον αριθµό αποτυχηµένων 

εισόδων , το χρήστη και το τερµατικό στους οποίους λαµβάνει µέρος το σενάριο , και 

την ηµέρα και ώρα του συµβάντος . Τέτοιου είδους επίθεση θα έπρεπε να ενεργοποιεί 

µία κατάσταση επαγρύπνησης για κάθε τερµατικό και για κάθε λογαριασµό χρήστη . 

 

 

Σχήµα 3.4.1 

 

 Το σχήµα 3.4.1 δείχνει έναν Α.Γ.Χ να απεικονίζει το σενάριο του 

παραδείγµατος. Η ενεργοποίηση του σεναρίου 

ΕΙΣΟ∆ΟΣ_Ι∆ΙΟ_ΤΕΡΜΑΤΙΚΟ_∆ΙΑΦΟΡΕΤΙΚΟΣ_ΧΡΗΣΤΗΣ από τα άλλα σενάρια 

, µπορεί να εκτελεστεί χρησιµοποιώντας µία ασαφή αρχή του κανόνα .Οι ασαφής 

κανόνες χρησιµοποιούνται για να απεικονίσουν τα πολλαπλά σενάρια εισόδου  (τις 

αιτίες) µέχρι το σενάριο εξόδου (το αποτέλεσµα) .Πολλαπλοί ασαφής κανόνες µπορεί 

να χρησιµοποιηθούν για να αντιστοιχίσουν τη γνώση που περιγράφεται σε έναν 

αυτούσιο  

Α.Γ.Χ .  
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Ο Α.Γ.Χ του σχήµατος 3.4.1 µπορεί να εκτελεστεί µε έναν απλό ασαφή κανόνα : Εάν 

ο αριθµός των αποτυχηµένων προσπαθειών εισόδου είναι φυσιολογικός , το χρονικό 

όριο µικρό και αυτό έχει συµβεί στο ίδιο τερµατικό δοκιµάζοντας διαφορετικούς 

λογαριασµούς χρηστών , τότε το σενάριο 

ΕΙΣΟ∆ΟΣ_Ι∆ΙΟ_ΤΕΡΜΑΤΙΚΟ_∆ΙΑΦΟΡΕΤΙΚΟΣ_ΧΡΗΣΤΗΣ ενεργοποιείται 

αυτόµατα . 

 Το είδος ασαφής γνωστικής µοντελοποίησης ,όπου οι ασαφής κανόνες 

χρησιµοποιούνται για υποστηρίξουν τον Α.Γ.Χ , έχει βρει εφαρµογές για την 

εκτίµηση κινδύνου στην υγειονοµική περίθαλψη .Η υποστήριξη ασαφών κανόνων , 

κάνει τους Α.Γ.Χ συµβατούς και επιτρέπει την ποιοτική µοντελοποίηση . 

 

 

 

 

Σχήµα 3.4.2 

 

 

 Ένας γειτονικός πίνακας χρησιµοποιείται για να πινακογραφίσουµε τις 

συσχετίσεις, αιτίας και αποτελέσµατος µεταξύ των κόµβων .Ο χρόνος εκτέλεσης 

εντοπίζεται απλά προσδιορίζοντας την επόµενη τιµή κάθε σεναρίου από το εκάστοτε 
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σενάριο ,συνδέοντας τις τιµές των ακµών ,κάτι που µπορεί να για κάθε σενάριο Ci την 

χρονική στιγµή tn+1 .  

 

Τα πρότυπα εντοπισµού ανωµαλιών µετρούν τις ανοµοιότητες µεταξύ 

λογικών και µη δεδοµένων ,από τη σκοπιά του ποσοστού επαγρύπνησης και της 

µέτρησης των οµοιοτήτων . Με σκοπό να εκτιµήσουµε τα συνδυαζόµενα 

αποτελέσµατα των εξόδων , των πρότυπων εντοπισµού ανωµαλιών του δικτύου , η 

µηχανή επιλογής χρησιµοποιεί αιτιατή ανάλυση µέσω του Α.Γ.Χ. Το σχήµα 3.4.1 

δείχνει ένα παράδειγµα ενός τέτοιου Α.Γ.Χ που να µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να 

συµπεράνουµε το επίπεδο επαγρύπνησης του δικτύου . 

 

 

 

 

 

Σχήµα 3.4.3 

 

 

 

 Αιτιατές συσχετίσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να αποδώσουµε µία 

σειρά ασαφών Α.Γ.Χ κανόνων . Καθώς η µέτρηση οµοιοτήτων αυξάνεται , µπορούµε 

να θεωρήσουµε ότι το επίπεδο επαγρύπνησης ανωµαλιών µειώνεται µε 0.8 

αιτιατότητα . ∆ιαισθητικά αυτό σηµαίνει ότι όταν η µέτρηση οµοιοτήτων είναι πολύ 

υψηλή , η επαγρύπνηση ανωµαλιών είναι πολύ χαµηλή και αντίστροφα , όταν η 

µέτρηση οµοιοτήτων είναι χαµηλή , ο επαγρύπνηση ανωµαλιών είναι υψηλή.  
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3.4.2  Α.Γ.Χ  –  Ένας Νέος Βαθμός Ισορροπίας  

 

 

Στην ενότητα αυτή θα παραθέσουµε το σενάριο βαθµών ισορροπίας στους 

Α.Γ.Χ και τα σηµαντικά αποτελέσµατα στα οποία καταλήξαµε .Θεωρούµε έναν 

Α.Γ.Χ που αναφέρεται στην δηµόσια υγεία µε επτά κόµβους C1, C2, …, C7 και έστω 

το σενάριο C1 (πληθυσµός πόλης ) στο σχήµα 3.4.4 είναι συνδεδεµένο µε το σενάριο 

C7 (βακτηρίδια) µέσω δύο δρόµων .Ο πρώτος είναι ο : C1 (+)→ C4 (+)→ C7 και 

υποδηλώνει έµµεση αιτιατή σχέση και ο δεύτερος είναι ο : C1 (+)→ C3 (+)→ C5 (+)→ C7 

που υποδηλώνει επίσης έµµεση αιτιατή σχέση . Στην περίπτωση αυτή δεν µπορούµε 

να συµπεράνουµε εάν το τελικό αποτέλεσµα του σεναρίου C1→  C7 είναι θετικό ή 

αρνητικό , ή µε άλλα λόγια εάν η αύξηση του πληθυσµού της πόλης θα αυξήσει ή θα 

µειώσει τα βακτηρίδια .  

 

 

 

Σχήµα 3.4.4 



Τοµέας Συστηµάτων - Εργαστήριο Αυτοµατισµού 
 

 
 

Αναγνώριση Του Μοντέλου Του Απλού Εκκρεµούς Με Τη Χρήση Ασαφών 
Γνωστικών Χαρτών (FCM: Fuzzy Cognitive Maps) 

48 

  

Ένας Α.Γ.Χ είναι µη ευσταθής εάν µπορούµε να βρούµε δύο διαδροµές 

µεταξύ των ίδιων δύο ακµών που δηµιουργούν αιτιατές σχέσεις διαφορετικού 

πρόσηµου . Στην αντίθετη περίπτωση ο Α.Γ.Χ είναι ευσταθής . Τον όρος “ευσταθής“ 

τον έχουµε πάρει από την Θεωρία Γραφηµάτων (Graph Theory) . Σε έναν µη ευσταθή 

Α.Γ.Χ δεν µπορούµε να προσδιορίσουµε το πρόσηµο της συνολικής επίδρασης ενός 

σεναρίου πάνω σε ένα άλλο . Χρησιµοποιώντας την άποψη ότι όσο το µήκος της 

διαδροµής αυξάνει , η έµµεση αιτιατή σχέση γίνεται αδύναµη .Υπάρχουν διάφορες 

εκτιµήσεις ανάλογα µε τον ερευνητή . Υπάρχει η θέση κατά την οποία , η συνολική 

επίδραση θα έπρεπε να έχει το πρόσηµο της µικρότερης διαδροµής  µεταξύ των 

κόµβων . Από την άλλη υπάρχει η άποψη ότι το πρόσηµο της συνολικής επίδρασης 

θα έπρεπε να είναι το πρόσηµο της πιο σηµαντικής διαδροµής , όπου η πιο σηµαντική 

διαδροµή , είναι αυτή η οποία διέρχεται από τους σηµαντικότερους κόµβους . 

Ο βαθµός κατά τον οποίο ένα διάγραµµα ενός Α.Γ.Χ είναι ευσταθές ή όχι 

,δίνεται από τον Βαθµό Ισορροπίας του διαγράµµατος .∆ιάφοροι τύποι Βαθµών 

Ισορροπίας έχουν προταθεί , κάθε ένας εκ των οποίων είναι κατάλληλος για 

συγκεκριµένους τύπους προβληµάτων .Για παράδειγµα, για µία σειρά προβληµάτων 

έχει προταθεί ο ακόλουθος βαθµός ισορροπίας : 

/a p t=  

Όπου p είναι ο αριθµός των θετικών ηµικυκλίων του διαγράµµατος και t είναι 

ο συνολικός αριθµός των ηµικυκλίων (ηµικύκλιος καλείται ένας κύκλος σε 

διάγραµµα το οποίο µπορεί να δηµιουργηθεί χωρίς να λαµβάνουµε υπόψη µας την 

διαδροµή των τόξων ) .Ο πιο κοντινός στη µονάδα είναι ο δείκτης a , ο κοντινότερος 

για να ισορροπήσει το διάγραµµα .  

 

 

            

( )

( )

m
m

m
m

p f m
a

t f m
=
∑
∑            ,   αλλιώς  ,             

( )

( )

m
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m
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a
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∑
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Όπου pm είναι ο αριθµός των θετικών ηµικύκλων στον γράφο που έχουν 

µήκος m, nm είναι ο αριθµός των αρνητικών ηµικύκλων στον γράφο που έχουν µήκος 

m , tm είναι ο συνολικός αριθµός των ηµίκυκλων στον γράφο που έχουν µήκος m ,  

και f(m) µια µονοτονικά αυξανόµενη συνάρτηση ,για παράδειγµα : f(m) = 1/ m, f(m) = 

1 /m2 ή f(m) = 1/2m . 

 

Παραθέσαµε έναν Νέο Βαθµό Ισορροπίας r ο οποίος ελέγχει αυστηρά την ισορροπία 

του διαγράµµατος και είναι πολύ χρήσιµο για τους Α.Γ.Χ. Ο βαθµός αυτός µπορεί να 

πάρει τιµή σε όλο το σύνολο [0, 1]. Όσο περισσότερο τείνει στο µηδέν ο r , τόσο 

περισσότερο τείνει σε ένα εξ ‘ ολοκλήρου ισορροπηµένο διάγραµµα το διάγραµµά 

µας .Για να υπολογίσουµε τον νέο βαθµό , ελέγχουµε τα πρόσηµα όλων των έµµεσων 

αιτιατών σχέσεων που υπάρχουν ανάµεσα σε κάθε ζεύγος σεναρίων Ci και Cj .Ας 

υποθέσουµε τώρα ότι υπάρχουν pij θετικές διαδροµές από τα σενάρια Ci στο σενάριο 

Cj και ότι nij είναι ο αριθµός των αρνητικών διαδροµών από τα σενάρια Ci στο 

σενάριο Cj . Τώρα υπάρχουν δύο περιπτώσεις : 

 

• Περίπτωση 1 : pij + nij = 2k. 

 

Στην περίπτωση αυτή ο συνολικός αριθµός διαδροµών µεταξύ δύο σεναρίων είναι 

άρτιος .Εάν i = j τότε αναφερόµαστε στους κύκλους . Η περίπτωση ενός εξ ‘ 

ολοκλήρου ισορροπηµένου διαγράµµατος (r = 0)  συµβαίνει όταν έχουµε , είτε pij = 0 

και nij = 2k είτε pij = 2k και nij = 0 .Η περίπτωση ενός εξ ‘ ολοκλήρου µη 

ισορροπηµένου Α.Γ.Χ  συµβαίνει όταν pij = nij = k . Το κλάσµα : 

 

{ }min ij ijp n

k  

 

∆ίνει µια µέτρηση της ισορροπίας βασισµένο στα παραπάνω .Εάν έχουµε θετικό 

αριθµό  
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k + x, x > 0 (αρνητικό) διαδροµών και k – x αρνητικό αριθµό (θετικό) διαδροµών, 

τότε το παραπάνω κλάσµα µας δίνει (k – x) /k , το οποίο είναι η σωστή µέτρηση για 

την ισορροπία του Α.Γ.Χ. 

 

 

• Περίπτωση 2 : pij + nij = 2k + 1 

 

Σε αυτή τη περίπτωση ο συνολικός αριθµός διαδροµών µεταξύ δύο σεναρίων είναι 

περιττός .Η περίπτωση ενός εξ ‘ολοκλήρου ισορροπηµένου διαγράµµατος (r = 0)  

συµβαίνει όταν έχουµε είτε pij = 0 και nij = 2k +1 , είτε pij = 2k + 1 και nij = 0 .Η 

περίπτωση ενός εξ’ ολοκλήρου µη ισορροπηµένου διαγράµµατος Α.Γ.Χ (r = 1)  

συµβαίνει όταν        pij = k και nij = k + 1 ή όταν pij = k + 1 και nij = k .Το κλάσµα : 

 

 

{ }min

1
ij ijp n

k +  

 

∆ίνει µια µέτρηση της ισορροπίας βασισµένο στα παραπάνω . Εάν έχουµε 

θετικό αριθµό k - x, x > 0 (αρνητικό) διαδροµών και k + x +1 αρνητικό αριθµό 

(θετικό) διαδροµών , τότε το παραπάνω κλάσµα µας δίνει (k – x) / (k+1) , το οποίο 

είναι η σωστή µέτρηση για την ισορροπία του Α.Γ.Χ.  

Οι βαθµοί ,οι οποίοι προτείνονται από τις δύο παραπάνω περιπτώσεις είναι 

διαφορετικοί στον παρανοµαστή .Μπορούµε να ενοποιήσουµε τις δύο περιπτώσεις σε 

µία χρησιµοποιώντας το κλάσµα :  

 

{ }min

1
int

2

ij ij

ij ij

p n

p n+ + 
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Όπου η συνάρτηση int() επιστρέφει το ακέραιο µέρος ενός δεκαδικού .Ο νέος 

βαθµός ισορροπίας είναι χρήσιµος , επειδή  µας παρέχει µία επακριβή ένδειξη του 

αριθµού συγκρούσεων που υπάρχουν στο διάγραµµα ενός A.Γ.Χ.  

Από αυτό µπορούµε να βγάλουµε συµπεράσµατα για την δυναµική 

συµπεριφορά που αναµένουµε από τον Α.Γ.Χ. Αυτό είναι σηµαντικό καθώς η 

προβλεπόµενη διαδικασία του Α.Γ.Χ απαιτεί την µελέτη της δυναµικής 

συµπεριφοράς του µοντέλου του Α.Γ.Χ. 
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4 Radial Basis Function – RBF 

 

 

4.1 Εισαγωγή 

 

Μια radial basis συνάρτηση (radial basis function - RBF) είναι µια συνάρτηση 

που παίρνει πραγµατικές τιµές . Οι τιµές εξαρτώνται µόνο από την απόσταση από την 

αρχή των αξόνων , έτσι ώστε : 

 

( ) ( )x xϕ ϕ=
                ( )1  

 

 Εναλλακτικά , εξαρτάται από την απόσταση από κάποιο άλλο σταθερό σηµείο c , το 

οποίο καλούµε κέντρο έτσι ώστε : 

 

( ) ( ),x c x cϕ ϕ= −
 

 

Οποιαδήποτε συνάρτηση φ ικανοποιεί την ιδιότητα (1) είναι συνάρτηση radial 

(ακτινοειδής) . Η νόρµα είναι συνήθως η Ευκλείδεια απόσταση , αν και , άλλες 

συναρτήσεις απόστασης είναι επίσης πιθανό να χρησιµοποιούνται . 

 Για παράδειγµα , εάν χρησιµοποιηθεί η µετρική Lukaszyk-Karmowski , είναι 

πιθανό για κάποιες ακτινοειδείς συναρτήσεις [18] ,να αποφευχθούν προβλήµατα µε 

τον πίνακα επίλυσης , που καθορίζει  τους συντελεστές wi , καθώς το x  είναι πάντα 

µεγαλύτερο του µηδενός .Αθροίσεις µεταξύ radial basis συναρτήσεων 

,χρησιµοποιούνται για να προσεγγίζουµε δοσµένες συναρτήσεις . Αυτή η διαδικασία 

προσέγγισης µπορεί επίσης να ερµηνευτεί ως ένα απλοϊκού είδος νευρωνικού δικτύου 

.  
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4.2 Είδη Radial Basis Functions 

 

Οι ευρέως χρησιµοποιούµενοι τύποι συναρτήσεων radial basis της µορφής 

( )ir = −x c  είναι οι παρακάτω : 

 

• Gaussian : 

2( ) exp( )r rϕ β= −  , για τυχαίο β > 0 

• Multiquadric : 

2 2( )r rϕ β= +  , για τυχαίο β > 0 

• Polyharmonic Spline : 

( ) , 1,3,5,kr r kϕ = = …  

 ( ) ln( ), 2,4,6,kr r r kϕ = = …  

• Thin Plate Spline :  

2( ) ln( )r r rϕ =  
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4.3 Προσεγγίσεις Συναρτήσεων  

 

Οι Radial Basis συναρτήσεις χρησιµοποιούνται για τη κατασκευή προσεγγίσεων 

συναρτήσεων της µορφής : 

1

( ) ( ),
N

i i
i

y w φ
=

= −∑x x c
 

Όπου η προσεγγιστική συνάρτηση y(x) αναπαριστάται ως το άθροισµα των Ν 

radial basis συναρτήσεων , καθεµία συσχετιζόµενη µε διαφορετικό κέντρο ci ,και 

σταθµισµένη µε έναν κατάλληλο συντελεστή wi. Τα βάρη wi µπορούν να εκτιµηθούν , 

χρησιµοποιώντας τη µέθοδο πινάκων των γραµµικών ελαχίστων τετραγώνων , καθώς 

η προσεγγιστική συνάρτηση είναι γραµµική για τα βάρη . 

Τα προσεγγιστικά σχήµατα τέτοιου είδους , έχουν κατά κόρον χρησιµοποιηθεί 

σε µεθόδους πρόβλεψης χρόνου , ελέγχου µη-γραµµικών συστηµάτων , τα οποία 

παρουσιάζουν εµφανέστατα χαοτική συµπεριφορά , 3-D ανακατασκευή 

υπολογιστικών γραφικών . 

 

4.4 Radial Basis Function Δίκτυα  

 

Ένα Radial Basis Function ∆ίκτυο είναι ένα νοητικό νευρωνικό δίκτυο , το 

οποίο χρησιµοποιεί radial basis συναρτήσεις ως συναρτήσεις ενεργοποίησης .Είναι 

ένας γραµµικός συνδυασµός radial basis συναρτήσεων .Χρησιµοποιούνται σε 

προσεγγίσεις συναρτήσεων , προβλέψεις χρόνου και ελέγχους [19]. 
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4.4.1  Αρχιτεκτονική Δικτύου  

 

Τυπικά τα RBF ∆ίκτυα έχουν τρία επίπεδα ιεραρχίας .Το επίπεδο εισόδου , 

ένα κρυφό επίπεδο µε µη – γραµµική RBF συνάρτηση ενεργοποίησης και ένα 

γραµµικό επίπεδο εξόδου . Η έξοδος , 

: nϕ →ℝ ℝ , του δικτύου δίνεται από τον τύπο : 

1

( ) (|| ||)
N

i i
i

aϕ ρ
=

= −∑x x c
 

Όπου N είναι ο αριθµός των νευρώνων στο κρυµµένο επίπεδο , ic είναι ο  

 

κεντρικός παράγοντας για το νευρώνιο i και ai είναι τα βάρη της γραµµικής εξόδου 

του νευρωνίου . Στη βασική µορφή του , όλες οι είσοδοι είναι συνδεδεµένοι 

σε κάθε κρυµµένο νευρώνιο .  

 

Η νόρµα συνήθως υπολογίζεται από την Ευκλείδεια απόσταση και η 

συνάρτησης βάσης από την Gaussian : 

2
exp( )i iρ β − = − − x c x c  

 

Η Gaussian συναρτήσεις βάσης είναι βασισµένες στην θέση ότι :  

|| ||
lim ( ) 0ix

ρ
→∞

− =x c
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Για παράδειγµα εάν αλλάξουµε τις παραµέτρους ενός νευρωνικού , έχει µόλις 

µια µικρή επίδραση στις τιµές εισόδου που απέχουν πολύ από το κέντρο του 

νευρωνικού . 

Τα RBF ∆ίκτυα είναι καθολικοί προσεγγιστές σε ένα υποσύνολο του n
ℝ . 

Κάτι τέτοιο σηµαίνει ότι ένα RBF ∆ίκτυο µε αρκετούς κρυµµένους νευρώνες 

µπορεί να προσεγγίσει οποιαδήποτε συνεχή συνάρτηση µε αυθαίρετη 

ακρίβεια . Τα βάρη ia , ic  και β προσδιορίζονται µε έναν τρόπο που βελτιστοποιεί 

το ταίριασµα µεταξύ της ϕ  και των δεδοµένων . 

 

 

Σχήµα 4.4.1.1: Η αρχιτεκτονική ενός RBF ∆ικτύου. Χρησιµοποιείται ένας παράγοντας 

εισόδου ως είσοδο σε όλες τις RBF ,σε καθεµία µε διαφορετική παράµετρο. Η έξοδος 

του ∆ικτύου είναι ένας γραµµικός συνδυασµός των εξόδων των RBF. 
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4.4.2  Κανονικοποιημένη  Αρχιτεκτονική 

 

  

 

Πέραν της παραπάνω µη - κανονικοποιηµένης αρχιτεκτονικής , τα RBF ∆ίκτυα 

µπορούν να κανονικοποιηθούν . Σε αυτή τη περίπτωση έχουµε : 

 

 

def
1

1

1

( )
( )

( )
( )

N

i i N
i

i iN
i

i
i

a
a u

ρ
ϕ

ρ

=

=

=

−
= = −

−

∑
∑

∑

x c
x x c

x c
 

 όπου, 

 

def

1

( )( )
( )

i
i N

i
i

u
ρ

ρ
=

−
− =

−∑

x c
x c

x c  

 

Και η οποία είναι γνωστή ως κανονικοποιηµένη Radial Basis συνάρτηση [20] . 
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Σχήµα 4.4.2.1: ∆ύο µη-κανονικοποιηµένες RBFs σε διάσταση µιας εισόδου .Τα 

κέντρα της συνάρτησης βάσης είναι τα c1 = 0.75 και c2 = 3.25. 

 

 

 

4.4.3  Θεωρητικό Κίνητρο Για Κανονικοποίηση  

Αρχιτεκτονικής Δικτύου  

 

 

 

Υπάρχει θεωρητική αιτιολόγηση για την αρχιτεκτονική αυτή στην περίπτωση 

ροής στοχαστικών δεδοµένων .Θεωρούµε µια προσέγγιση στοχαστικής διαδικασίας  

για τη συνδυαστική πυκνότητα πιθανότητας : 
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( )
1

1 ( ) ( )
N

i i
i

P y y e
N

ρ σ
=

∧ = − −∑x x c
 

όπου τα βάρη ic και ie είναι τυχαίες τιµές από τα δεδοµένα και απαιτούµε οι 

πυρήνες να είναι κανονικοποιηµένοι . 

 

1( ) n
i dρ − =∫ x c x

 

και  

1( )iy e dyσ − =∫  

 

Οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας στα διαστήµατα των εισόδων και των 

εξόδων είναι : 

( ) ( )
1

1 ( )
N

i
i

P P y dy
N

ρ
=

= ∧ = −∑∫x x x c
 

και το προσδοκώµενο y δοσµένης εισόδου x  είναι : 

 

( ) ( ) ( )
def

| |E y y P y dyϕ = = ∫x x x  

όπου , 

( )|P y x  

 

είναι η εξαρτηµένη πιθανότητα του y µε δοσµένο το x . Η εξαρτηµένη πιθανότητα 

συσχετίζεται µε τη συνδυασµένη πιθανότητα µέσω του Θεωρήµατος του Baves : 

( ) ( )
( )

|
P y

P y
P

∧
=

x
x

x  
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Το οποίο τελικά µας δίνει : 

 

( ) ( )
( )

P y
y dy

P
ϕ

∧
= ∫

x
x

x , 

και τελικά παίρνουµε : 

 

( ) 1

1

1

( )
( )

( )

N

i i N
i

i iN
i

i
i

e
e u

ρ
ϕ

ρ

=

=

=

−
= = −

−

∑
∑

∑

x c
x x c

x c  

 

Όταν εκτελεστεί η αντικατάσταση . 

 

 

Σχήµα 4.4.3.1: ∆ύο κανονικοποιηµένες RBFs σε διάσταση µιας εισόδου .Τα κέντρα της 

συνάρτησης βάσης είναι τα c1 = 0.75 και c2 = 3.25. 
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Σχήµα 4.4.3.2: Τρεις κανονικοποιηµένες RBFs σε διάσταση µιας εισόδου .Τα κέντρα 

της συνάρτησης βάσης είναι τα c1 = 0.75 και c2 = 3.25 και c3 = 2.75. 

 

 

4.4.4  Τοπικά Γραμμικά Μοντέλα 

 

 

Κάποιες φορές µας διευκολύνει να επεκτείνουµε την αρχιτεκτονική µε σκοπό να 

συµπεριλάβουµε τοπικά γραµµικά µοντέλα . Στην περίπτωση αυτή οι αρχιτεκτονικές 

τροποποιούνται σε πρώτης τάξης : 

 

( ) ( )( )
1

· ( )
N

i i i i
i

aϕ ρ
=

= + − −∑x b x c x c
 

και  
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( ) ( )( )
1

· ( )
N

i i i i
i

a uϕ
=

= + − −∑x b x c x c
 

 

στην µη – κανονικοποιηµένη περίπτωση και στην κανονικοποιηµένη περίπτωση 

αντίστοιχα . Εδώ τα ib είναι βάρη που πρέπει να καθοριστούν .Υψηλότερου βαθµού 

γραµµικοί παράγοντες είναι επίσης πιθανοί . 

 

Το αποτέλεσµα µπορεί να γραφεί ως : 

 

( )
2

1 1

( )
N n

ij ij i
i j

e vϕ
= =

= −∑∑x x c
 

όπου  

 

, if [1, ]

, if [ 1,2 ]
i

ij
ij

a i N
e

b i N N

∈
=  ∈ +

 

και 

 

( )
def , if [1, ]

, if [ 1,2 ]

( )
( )

( )
ij i

ij i

ij ij i

i N
v

x c i N N

δ ρ

ρ

 − ∈
− = 

− − ∈ +

x c
x c

x c  

 

στην µη κανονικοποιηµένη περίπτωση και 

 

 

( )
def , if [1, ]

, if [ 1,2 ]

( )
( )

( )
ij i

ij i

ij ij i

u i N
v

x c u i N N

δ − ∈
− = 

− − ∈ +

x c
x c

x c
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στην κανονικοποιηµένη περίπτωση . 

 

Στην περίπτωση µας το είναι µια δέλτα συνάρτηση ορισµένοι ως : 

1, if 

0, if ij

i j

i j
δ

=
= 

≠
, 

 

 

 

Σχήµα 4.4.4.1: Τέσσερις κανονικοποιηµένες RBFs σε διάσταση µιας εισόδου .Τα 

κέντρα της συνάρτησης βάσης είναι τα c1 = 0.75 και c2 = 3.25 και c3 = 2.75 . Η 

τέταρτη έχει το κέντρο της στο c4 = 0 .Παρατηρούµε ότι η πρώτη συνάρτηση βάσης 

(σκούρο µπλε) έχει εντοπιστεί . 
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4.4.5   Εκπαίδευση Δικτύου 

 

 

Σε ένα RBF ∆ίκτυο υπάρχουν τρεις τύποι παραµέτρων που πρέπει να 

επιλεχθούν για να προσαρµόσουµε το δίκτυο για ένα συγκεκριµένο σκοπό : ο 

κεντρικός παράγοντας ci , τα βάρη εξόδου wi και οι παράµετροι πλάτους του RBF βi . 

Στην επαναλαµβανόµενη εκπαίδευση τα βάρη ενηµερώνονται σε κάθε χρονικό βήµα , 

καθώς τα δεδοµένα αναλύονται [21] .  

 Για κάποια θέµατα , έχει νόηµα να προσδιορίσουµε µια αντικειµενική 

συνάρτηση και να επιλέξουµε τις τιµές των παραµέτρων που ελαχιστοποιούν την τιµή 

του .  

 

 

 

Η πιο κλασσική αντικειµενική συνάρτηση , είναι η συνάρτηση των ελαχίστων 

τετραγώνων : 

 

def

1

( ) ( )t
t

K K
∞

=

= ∑w w  

όπου ,  

 

def
2( ) ( ) ( ),[ ( )]tK y t tϕ= −w x w  

 

Κατηγορηµατικά , έχουµε συµπεριλάβει την εξάρτηση στα βάρη . Η 

ελαχιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης ελαχίστων τετραγώγων από βέλτιστη 

επιλογή  των βαρών , βελτιστοποιεί την ακρίβεια στο ταίριασµα . 

Υπάρχουν περιπτώσεις , κατά τις οποίες , πολλαπλές αντικειµενικές , όπως η 

οµαλότητα ή η ακρίβεια , πρέπει να βελτιστοποιηθούν . Σε αυτή τη περίπτωση , είναι 

χρήσιµο να βελτιστοποιήσουµε µια κανονικοποιηµένη αντικειµενική συνάρτηση 

όπως η: 
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def def

1

( ) ( ) ( ) ( )t
t

H K S Hλ
∞

=

= + = ∑w w w w
 

όπου 

 

def

1

( ) ( )t
t

S S
∞

=

= ∑w w
 

και  

 

def

( ) ( ) ( )t t tH K Sλ= +w w w  

 

Όπου η βελτιστοποίηση των S µεγιστοποιηµένων οµαλότητων και το λ είναι γνωστό 

ως παράµετρος κανονικοποίησης . 
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5 Identification Without Control 

 

 

5.1 Εισαγωγή 

 

 

Στο παρών κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε το πειραµατικό κοµµάτι ης 

διπλωµατικής εργασίας µας . Θα  παραθέσουµε την σχεδίαση , υλοποίηση και 

προσοµοίωση της µεθοδολογίας που ακολουθήσαµε , για ντετερµινιστική εκµάθηση 

ενός µη γραµµικού δυναµικού συστήµατος χωρίς έλεγχο . µε το εργαλείο  Simulink 

της Mat lab . Η κύρια ιδέα της εργασίας µας είναι να προσεγγίσουµε τις αποκλίσεις 

του διανύσµατος κατάστασης σε ένα πεπερασµένο χρονικό διάστηµα , µέσω ενός 

Νευρωνικού ∆ικτύου (Ν∆) µε αναδροµική κλήση , χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα 

µίας Radial Basis Function (RBF) µε Gaussian αναδροµικό διάνυσµα . 

 Η διαφορά των δύο αυτών όρων , των αποκλίσεων του διανύσµατος 

κατάστασης και του RBF Νευρωνικού ∆ικτύου , συνιστά το διάνυσµα σφάλµατος , το 

οποίο µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να εκπαιδεύσουµε το IRBF (integral radial basis 

function) Νευρωνικό ∆ίκτυο µε έναν συνήθη κανόνα ανανέωσης . Με σκοπό να 

αποδείξουµε τα αποτελέσµατα σύγκλισης , η διατήρησης της χαρακτηριστικής της 

διέγερσης (persistence of excitation property - PE) εγκαθιδρύεται για το ολοκλήρωµα 

πεπερασµένου χρόνου του ενεργοποιηµένου ανάδροµου RBF υποδιανύσµατος . 

Χρησιµοποιώντας την χαρακτηριστική ΡΕ , µια λεπτοµερής ανάλυση σταθερότητας 

µας δείχνει ότι , τα βάρη του N∆ συγκλίνουν σε ένα γειτονικό προς το βέλτιστο 

διανυσµατικό βάρος αντιστοιχίζοντας το στη βέλτιστη προσέγγιση της µη – 

γραµµικότητας του συστήµατος του Ν∆ , µέσα στη περιοχή όπου οι τροχιές 

κατάστασης αναπτύσσονται . Στη µελέτη µας για το παραπάνω σύστηµα έχει 

προσοµοιωθεί το µοντέλο του ταλαντωτή του Απλού Εκκρεµούς , επαληθεύοντας την 

αποτελεσµατικότητα της προτεινόµενης σχεδίασης .  

Τα Νευρωνικά ∆ίκτυα έχουν χρησιµοποιηθεί εκτενώς για την αναγώριση 

(identification) και τον έλεγχο (control) µη – γραµµικών συστηµάτων [22] . Όπως 

αναφέραµε και παραπάνω στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουµε µία προσέγγιση 
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ντετερµινιστικής εκµάθησης χωρίς έλεγχο . Η προτεινόµενη µεθοδολογία 

προσδιορίζει παραλλαγές του χωρικού διανύσµατος κατάστασης .  

 

 

5.2 Αρχικοποίηση Και Θεώρηση Του Προβλήματος 

 

 

Θεωρούµε ένα γενικό µη – γραµµικό σύστηµα της µορφής : 

 

( )x f x=ɺ      (1) 

 

Όπου [ ]1 2( ) ( ), ( ),..., ( )
T

nf x f x f x f x=  και [ ]1 2, ,...,
T

nx x x x= το διάνυσµα 

κατάστασης και  ( ) : ( 1,2,..., )n
if i nℜ →ℜ =i  οι άγνωστες µη – γραµµικότητες 

του συστήµατος . Θεωρούµε ότι οι καταστάσεις του συστήµατος τείνουν να 

συγκλίνουν στο πέρασµα του χρόνου , µε κάποια περιοδική τροχιά . Το πρόβληµα της 

αναγνώρισης των άγνωστων µη – γραµµικοτήτων fi(x) του συστήµατος , από τις 

µετρήσεις κατάστασης , προσπαθούµε να επιλύσουµε στην υπάρχουσα εργασία . Τα 

συστήµατα µε σχέση , εισάγουν την επιλογή ενός Ν∆ ελεγκτή µε βάρη εκπαιδευµένα 

από το σφάλµα εντοπισµού που πηγάζει από το διάνυσµα σφάλµατος . 

 

 

5.2.1 Προσέγγιση με Gaussian RBF Δίκτυο  

 

Στην υπάρχουσα διπλωµατική εργασία οδηγηθήκαµε στη χρησιµοποίηση των 

RBF Νευρωνικών ∆ικτύων [23] , λόγω της πολύ καλής ικανότητάς τους να 

προσεγγίζουν άγνωστες µη – γραµµικότητες και της  ακρίβεια τους στην εύρεση του 

κανόνα ανανέωσης [24]. Τα RBF ∆ίκτυα ανήκουν στην κατηγορία των γραµµικά 

παραµετροποιηµένων δικτύων της εξής µορφής : 
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1

( ) ( ) ( )
N

T
nn i i

i

f Z w s Z W S Z
=

= =∑                          (2) 

 

Όπου 
qZ Ζ∈Ω ⊂ ℜ  είναι το διάνυσµα εισόδου , [ ]1 2: , ,...,

T

NW w w w= είναι το 

διανυσµατικό βάρος , N είναι ο αριθµός σύγκλισης του Νευρωνικού ∆ικτύου και 

1 1 2 2( ) : [ ( ), ( ),..., ( )]Tn nS Z s Z s Z s Zξ ξ ξ= − − − µε ( )is ⋅  να είναι η 

RBF και ( 1,2,..., )i i Nξ =  να είναι διακριτά , χωρικά , σηµεία κατάστασης (τα κέντρα 

των αριθµών σύγκλισης) . 

 Η Gaussian RBF που χρησιµοποιούµε είναι η :  

 

( )
2

( )
( ) : exp , 1,2,...,i i

i i
i

Z Z
s Z i N

ξ ξ
ξ

η

Τ − −
− = − = 

  
             (3) 

 

Όπου 1 2: [ , ,..., ]Ti i i iqξ ξ ξ ξ= , iη είναι τα κέντρα και τα πλάτη του δεκτικού 

πεδίου . Τα Gaussian RBF Νευρωνικά ∆ίκτυα είναι χωρικά δίκτυα , υπό την έννοια 

ότι κάθε συνάρτηση βάσης µπορεί να επηρεάσει το δίκτυο τοπικά . Ένα RBF ∆ίκτυο , 

µε αρκετά µεγάλο αριθµό σύγκλισης και κατάλληλα τοποθετηµένα κέντρα σύγκλισης 

και διαστάσεις , µπορεί να προσεγγίσει οποιαδήποτε συνεχή συνάρτηση 

( ) : Zf Ζ Ω →ℜ  µέσα στο κλειστό σύνολο τιµών 
q

ZΩ ⊂ℜ  µε ακρίβεια : 

 

( ) ( ) ( ),T
Zf z W S Z Z Zε∗= + ∀ ∈Ω              (4) 

 

Όπου W∗ είναι το ιδανικό σταθερό διανυσµατικό βάρος και ε(Ζ) είναι το 

προσεγγιστικό σφάλµα του Νευρωνικού ∆ικτύου . Το ιδανικό σταθερό διανυσµατικό 

βάρος ορίζεται ως η τιµή του W που ελαχιστοποιεί το |ε| για όλα τα 

q
ZZ∈Ω ⊂ ℜ ,π.χ. , 
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* : arg min sup ( ) ( )N
Z

T
ZW

W f Z W S Z∈Ω∈ℜ
= −

 (5) 

 

Και θεωρούµε και µια άγνωστη , θετική , σταθερά ε*>0 ως | ( ) | *,ε ε ΖΖ ≤ ∀Ζ∈Ω . 

Η χωρική αναπαράσταση των Gaussian RBF Νευρωνικών ∆ικτύων ορίζει ότι για 

οποιαδήποτε φραγµένη τροχιά ( )( 0)Z t t∀ ≥ µέσα στο σύνολο ΖΩ , η 

( )f Z µπορεί να προσδιοριστεί χρησιµοποιώντας νευρώνες τοποθετηµένους τοπικά 

(π.χ. σε µια ε- περιοχή) κατά µήκος της τροχιάς 

*( ) ( ) ( )Tf Z W S Zζ ζ ζε= + Ζ           (6) 

Όπου ζε είναι το σφάλµα προσέγγισης , µε  | ζε -ε | µικρό , 

1( ) : [ ( ),..., ( )]T N
j jzS Z s Z s Z ζ

ζ = ∈ℜ  , 
* * * *

1 2: [ , ,..., ]T N
j j jnW w w w ζ

ζ = ∈ℜ , µε 

ζΝ < Ν , και οι ακέραιοι ij ορίζονται από το | ( ) | ,
i

N

j p ps Z Z ζϖ> ∈ℜ  . Το 

παραπάνω είναι αληθές εάν ( )
ij

t ξ εΖ − <  για t>0 . Ένα πάνω όριο δίνεται στην 

νόρµα από το διάνυσµα βάσης του Gaussian RBF Νευρωνικού ∆ικτύου από το 

παρακάτω κανόνα . 

 

KΑΝΟΝΑΣ 5.2.1.1 : Θεωρούµε το Gaussian RBF ∆ίκτυο (1) , (3) . Έστω   

   : (1 / 2)mini j i jh ξ ξ≠= −  και θεωρούµε ότι q και η , 

ορίζονται όπως στις (1) και (3) .Εν συνεχεία παίρνουµε ένα άνω όριο ( )S Z  ως 

 

2 2 21 2 / *

1

( ) 3 ( 2) :q h k

k

S Z q k e sη
∞

− −

=

≤ + =∑              (7) 

 

Ακόµα µια σηµαντική ιδιότητα στην ικανότητα εκµάθησης των Νευρωνικών ∆ικτύων 

είναι η ακρίβεια στην χαρακτηριστική διέγερσης .  
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ΟΡΙΣΜΟΣ 5.2.1.1 : Μια συνεχής, οµοιόµορφα κατανεµηµένη, συνάρτηση 

: [0, ] mS ∞ → ℜ λέγετε ότι ικανοποιεί την συνεχή χαρακτηριστική διέγερσης , εάν 

υπάρχουν θετικές σταθερές 1 2,a a και 0T τέτοιες ώστε  : 

 

0 0

0
2 1 0( ) ( ) , 0

t T
T

t
a I S S d I tτ τ τ α

+
≥ ≥ ∀ ≥∫    (8) 

 

Όπου 
m mI ∗∈ℜ είναι ο ταυτόσηµος πίνακας. 

Ο ακόλουθος ορισµός της κατάστασης της χαρακτηριστικής διέγερσης είναι 

ταιριαστός για αναγνώριση (identification) RBF Νευρωνικών Μοντέλων.  

 

ΟΡΙΣΜΟΣ 5.2.1.2 : Έστω µ, µία θετική, Σ-πεπερασµένη , ποσότητα Borel στο 

[0, )∞ . Μια συνεχής, οµοιόµορφα κατανεµηµένη, συνάρτηση : [0, ] mS ∞ → ℜ  

υπάρχει διαρκώς, εάν υπάρχουν θετικές σταθερές 1 2,a a και δ τέτοιες ώστε : 

0

0

2 2

2 1 0( ) ( ) , 0
t

T

t

a c S cd c t
δ

τ µ τ α
+

≥ ≥ ∀∫ ≻   (9) 

Να ισχύει 0 0t∀ ≥  και κάθε σταθερό παράγοντα 
mc∈ℝ . 

Το ακόλουθο θεώρηµα [25] αποδείχθηκε ότι χαρακτηρίζει την διατήρηση της 

χαρακτηριστικής διέγερσης, για κάθε περιοδική τροχιά που εισάγεται σε ένα RBF 

∆ίκτυο κατασκευασµένο σε κανονικό δικτύωµα.  

 

ΘΕΩΡΗΜΑ 5.2.1.1 : Θεωρούµε µια περιοδική συνάρτηση Ζ(t) µε περίοδο 0T . 

Υποθέτουµε ότι η Ζ(t) είναι ένας συνεχής χάρτης από το διάστηµα [0, )∞  στο qℜ , 

και η Ζ(t) παραµένει κλειστή σε ένα υποσύνολο qΩ ⊂ ℜ . Τότε για το RBF ∆ίκτυο 

( )TW S Z , µε κέντρα τοποθετηµένα σε κανονικό δικτύωµα (αρκετά µεγάλα για να 

καλύπτουν το σύνολο Ω), ο αναδροµικός υποπαράγοντας ( )Sζ Ζ  ,ως θεωρήθηκε 

στην (7), διεγείρεται συνεχώς µε βάση την (10).  

Ακόµα θα βασιστούµε στον παρακάτω κανόνα: 
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KΑΝΟΝΑΣ 5.2.1.2 : Θεωρούµε µια περιοδική συνάρτηση Ζ(t) µε περίοδο 0T . 

Υποθέτουµε ότι η Ζ(t) είναι ένας συνεχής χάρτης από το διάστηµα [0, )∞  στο qℜ , 

και η Ζ(t) παραµένει κλειστή σε ένα υποσύνολο qΩ ⊂ ℜ . Τότε για το RBF ∆ίκτυο 

( )TW S Z , µε κέντρα τοποθετηµένα σε κανονικό δικτύωµα (αρκετά µεγάλα για να 

καλύπτουν το σύνολο Ω), ο αναδροµικός υποπαράγοντας ( ( ))
t

t T

S Z s dsζ
−
∫  ως 

θεωρήθηκε στην (7), διεγείρεται συνεχώς µε βάση την (10).  

 

 

 

 

5.2.2 Κύρια Θεωρητικά Αποτελέσματα 

 

Εντάσσοντας την (1) στο χρονικό διάστηµα [t-τ,t] καταλήγουµε στην σχέση : 

( ) ( ) ( ( ))
t

i i i

t

x t x t f x s ds
τ

τ
−

− − = ∫             (10) 

όπως στην (4), ένα Gaussian RBF Νευρωνικό ∆ίκτυο S(x) µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί να προσεγγίσουµε καθεµία εκ των συναρτήσεων  ( )if x  στην (10) σε 

κάποιο υποσύνολο qΩ ⊂ ℜ (όπου το διάνυσµα κατάστασης x εξελίσσεται). Για 

παράδειγµα : 

 

*( ) ( ) ( )T
i i if x W S x xε= +                           (11) 

Με βέλτιστο διάνυσµα βάρους  * : arg min sup ( ) ( )N
i

T
i x i iW

W f x W S x∈Ω∈ℜ
= − και 

εγκλεισµένο λάθος προσέγγισης *( ) , ( 1,2,..., )n
i ix x i nε ε≤ ∀ ∈Ω ⊂ ℜ = . Εν συνεχεία, 

η (10) µπορεί να γραφεί ως : 
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*( ) ( ) ( ( )) ( )
t

T
ii i i

t

x t x t W S x s ds t
τ

τ ε
−

− − = +∫                                (12) 

Όπου το ( )i tε ορίζεται ως :  

     ( ) ( ( ))
t

i i

t

t x s ds
τ

ε ε
−

= ∫                  (13) 

Για το σφάλµα ( )i tε αληθεύει ότι : 

 

*( ) ( ( )) ( ( ))
t t

i i i i

t t

t x s ds x s ds
τ τ

ε ε ε ε τ
− −

= ≤ ≤∫ ∫                         (14) 

 

ΣΗΜΕΙΩΣΗ 5.2.2.1 : Από την (12) µπορούµε να δούµε ότι οι i-οστες διακυµάνσεις 

κατάστασης ( ) ( )i ix t x t τ− −  µπορούν να προσεγγιστούν από ένα IRBF Gaussian Ν∆ 

* ( ( ))
t

T
i

t

W S x s ds
τ−
∫  όπου το *

iW είναι το διάνυσµα βάρους που αντιστοιχεί στη βέλτιστη 

προσέγγιση των ( )if x  στο Ω. 

Ένας συνήθης κανόνας ανανέωσης της µορφής  

 

( )ˆ ( ) ˆ ( )
i

i i

i

E t
W t y

W t

∂
= −

∂
ɺ

                                                    (15) 

 

Με προσαρµοστική ισχύ 0iy ≻ και συνάρτηση ενέργειας  

 

2

ˆ( ) : ( ) ( ) ( ) ( ( ))
t

T
i i i i

t T

E t x t x t W t S x s dsτ
−

 
= − − − 
 

∫            (16) 
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 Που µπορεί να χρησιµοποιηθεί το Gaussian RBF Νευρωνικό ∆ίκτυο. ‘Έτσι ο 

προσαρµοστικός κανόνας ασκείται στη παρακάτω µορφή : 

 

 

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))
t t

T
i i i i i

t T t T

W t y x t x t W t S x s ds S x s dsτ
− −

 
= − − − 

 
∫ ∫

ɺ
              (17) 

 

 

 Στην επόµενο παράγραφο , αποδεικνύεται ότι αν χρησιµοποιηθεί ένας επαρκής και 

µεγάλος αριθµός τοµών από Νευρωνικά ∆ίκτυα, τότε ο αλγόριθµος εκπαίδευσης 

εξασφαλίζει ότι τα βάρη ˆ ( )iW tɺ των Ν∆ συγκλίνουν προς κάποια γειτονικά των 

βέλτιστων βαρών *
iW  δίνοντας αύξηση στην βέλτιστη προσέγγιση 

* ( )T
iW S x  του 

Ν∆ των ( )if x  στο διάστηµα Ω. Τότε το Gaussian RBF Ν∆ ˆ ( )T
iW S xɺ

θα το 

ακολουθήσει το 
* ( )T

iW S x το οποίο σε περιφορά, παράγει µια αποδοτική  

προσέγγιση των άγνωστων δυναµικών ( )if x  του συστήµατος. 
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5.3 Σχεδίαση Και Υλοποίηση Συστήματος 

 

 

Στην ενότητα αυτή θα παραθέσουµε την σχεδίαση  και υλοποίηση του 

συστήµατός µας µε την χρήση του εργαλείου Simulink της Matlab . Το γενικευµένο 

µοντέλο του συστήµατος µας φαίνεται στο σχήµα 5.3.1. 

Σε αυτό µπορούµε να δούµε τα τρία υποσυστήµατα στα οποία λαµβάνει µέρος 

όλη η θεωρία στην οποία βασιζόµαστε , το Simple Pendulum, το RBFNN1 και το 

RBFNN2. 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.3.1: Το Υλοποιηµένο Σύστηµα. Παρατηρούµε τα τρία υποσυστήµατα του 

µοντέλου µας, τo Simple Pendulum, το RBFNN1 και το RBFNN2. 
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• Simple Pendulum Subsystem : 

 

Στο υποσύστηµα του Απλού Εκκρεµούς υλοποιούµε τις δύο συναρτήσεις 

κίνησης του µοντέλου που περιγράψαµε στο κεφάλαιο 2 ,τη συνάρτηση της 

γωνίας και τη συνάρτηση της γωνιακής ταχύτητας. Αυτές είναι οι δύο 

περιοδικές συναρτήσεις µε τις οποίες θα αποδείξουµε ότι εκπαιδεύεται το 

σύστηµα µας. Παρατηρούµε ότι η µία είναι η παράγωγος της άλλης. Οι έξοδοι 

x1 και x2 θα είναι αυτές που θα εισάγουµε στο RBF Gaussian Νευρωνικό 

∆ίκτυο µας ενώ οι f1 και f2 θα είναι αυτές µε τις οποίες θα συγκρίνουµε τις 

εξόδους του Νευρωνικού µας ∆ικτύου.  

Οι συναρτήσεις που υλοποιούµε είναι αυτή της γωνίας η οποία είναι η : 

2

2
sin 0

d g

dt L

θ
θ+ =  

και της γωνιακής ταχύτητας η οποία είναι η :  

cos 0
d g

dt L

θ
θ− =  

 

Παρακάτω στο σχήµα 5.3.2 παραθέτουµε το σύστηµα του Απλού Εκκρεµούς 

υλοποιηµένο στο Simulink της Matlab. 

 

Σχήµα 5.3.2: Το υποσύστηµα του Απλού Εκκρεµόυς 
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• RBFNN1 Subsystem : 

 

 

Στο υποσύστηµα RBFΝΝ1 υλοποιούµε το RBF Gaussian Νευρωνικο ∆ίκτυο όπως το 

περιγράψαµε στην ενότητα 5.2.1. Το υποσύστηµα δέχεται ως εισόδους, τις εξόδους 

x1,x2 του υποσυστήµατος του Απλού Εκκρεµούς. Αυτές εισάγονται στο RBF NN το 

οποίο µε βάση τον τύπο (2) της 5.2.1,το θέτουµε σε λειτουργία για Ν=13. 

Παρατηρούµε ότι το υποσύστηµα µας δίνει τέσσερις εξόδους. Η πρώτη είναι η 

προσεγγιστική f1_est από το RBF NN την οποία και θα συγκρίνουµε µε την f1 του 

υποσυστήµατος του Simple Pendulum, η δεύτερη είναι η ολοκλήρωση της 

παράστασης ( ) ( )S Sτ τ Τ ,την οποία και αιτούµαστε µε βάση τον τύπο (8) της ενότητας 

5.2.1, η τρίτη είναι το S(x) που µας δίνει το RBF Νευρωνικό ∆ίκτυο , και τέλος η 

τέταρτη είναι το ολοκλήρωµα της παράστασης του S(x) .  

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.3.3: Το Υποσύστηµα RBFNN1 
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 Στο RBF ∆ίκτυο υλοποιούµε τη σχέση (7) της ενότητας 5.2.1. Σκοπός µας 

είναι να παράξουµε το s*. 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.3.4: Το Υποσύστηµα RBF NN 
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• RBFNN2 Subsystem : 

 

Tο υποσύστηµα RBFNΝ2 δέχεται τρείς εισόδους. Την έξοδο x2 του υποστήµατος του 

Απλού Εκκρεµούς, και τις δύο εξόδους του RBF ∆ικτύου, την S(x) και την integrated 

S(x). Η έξοδος του υποσυστήµατος είναι η προσεγγιστική τιµή της τιµής εξόδου της 

δεύτερης συνάρτησης f2, δηλαδή η f2_est.  

 

 

 

Σχήµα 5.3.4: Το Υποσύστηµα RBFNN2 

 

Εν κατακλείδι, κατασκευάσαµε ένα σύστηµα αναγνώρισης (identifier) 

χρησιµοποιώντας ένα RBF Gaussian Νευρωνικό ∆ίκτυο για να µπορέσουµε να 

κάνουµε αναγνώριση στο Μοντέλο του Απλού Εκκρεµούς που παρουσιάσαµε στο 

κεφάλαιο 2. Το σύστηµα µας έχει τρείς παραµέτρους για κάθε µία εκ των εισοδων 

που του δίνουµε. Οι παράµετροι είναι οι sx,xmin,varx και sy,ymin,vary αντίστοιχα 

για κάθε εξίσωση του εκκρεµούς. Τα xmin και ymin τα θέτουµε αφού 

παρατηρήσουµε την ελάχιστη τιµή των x1 και x2 του συστήµατος. Τα sx και sy είναι 

το βήµα του συστήµατος µας και τα varx και vary είναι το εύρος των x1 και x2 

αντίστοιχα. Τέλος έχουµε ακόµα δύο παραµέτρους, το d (distortion-παραµόρφωση) 

και το gain, για τις οποίες καταλήξαµε πειραµατικά στις τιµές d=0.2 και gain=1µετά 

από πολλές δοκιµές . 
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5.4 Προσομοίωση Του Συστήματος 

 

 

 Παρακάτω θα παραθέσουµε τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης του 

συστήµατός µας µε το εργαλείο Simulink της Matlab. Θα παρουσιάσουµε διαδοχικές 

χρονικές απόψεις της αναγνώρισης των εξισώσεων του µοντέλου του Απλού 

Εκκρεµούς από το σύστηµά µας. Θα δούµε την σταδιακή βελτίωση και την εν τέλει 

οριακή ταυτοποίηση των χαρακτηριστικών του συστήµατος µας µε αυτές του Απλού 

εκκρεµούς.  

Με λευκό χρώµα είναι οι παραγώµενες ταλαντώσεις από το υποσύστηµα του απλού 

εκκρεµούς και µε το µώβ χρώµα οι παραγώµενοι παλµοί από το RBF ∆ίκτυο µας. 

 

 

 

 

f1 και f1_est για 0-25 sec 
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f2 και f2_est για 0-25 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 25-50 sec 
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f2 και f2_est για 25-50 sec 

 

 

 

 

f1 και f1_est για 50-75 sec 
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f2 και f2_est για 50-75 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 125-150 sec 
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f2 και f2_est για 125-150 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 200-225 sec 
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f2 και f2_est για 200-225 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 300-325 sec 
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f2 και f2_est για 300-325 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 400-425 sec 
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f2 και f2_est για 400-425 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 500-525 sec 
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f2 και f2_est για 500-525 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 600-625 sec 
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f2 και f2_est για 600-625 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 700-725 sec 
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f2 και f2_est για 700-725 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 800-825 sec 
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f2 και f2_est για 800-825 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 900-025 sec 
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f2 και f2_est για 900-025 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 1050-1075 sec 
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f2 και f2_est για 1050-1075 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 1500-1525 sec 
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f2 και f2_est για 1500-1525 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 2000-2025 sec 
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f2 και f2_est για 2000-2025 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 2500-2525 sec 
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f2 και f2_est για 250-2525 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 3000-3025 sec 
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f2 και f2_est για 3000-3025 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 3500-3525 sec 
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f2 και f2_est για 350-3525 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 4000-4025 sec 
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f2 και f2_est για 4000-4025 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 4500-4525 sec 
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f2 και f2_est για 4500-4525 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 5000-5025 sec 
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f2 και f2_est για 5000-5025 sec 

 

 

 

f1 και f1_est για 5500-5525 sec 
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f2 και f2_est για 5500-5525 sec 
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6 Συμπεράσματα 

 

 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία παρουσιάσαµε µια µεθοδολογία 

µοντελοποίησης και αναγνώρισης των χαρακτηριστικών της Γωνιακής Ταχύτητας και 

της Γωνιακής Επιτάχυνσης του Απλού Εκκρεµούς. Σχεδιάστηκε και υλοποιήθηκε ένα 

σύστηµα αναγνώρισης (identification system), το οποίο έχει σκοπό την επίτευξη της 

προσοµοίωσης των χαρακτηριστικών εξισώσεων του απλού εκκρεµούς που 

αναφέραµε παραπάνω . Το σύστηµα αναγνώρισης βασίζεται στην χρησιµοποίηση 

ενός RBF (Radial Basis Function – Τροχιακής Συνάρτησης Βάσης) Νευρωνικού 

∆ικτύου. Η χρήση ενός RBF Ν∆ είναι µια νέα µέθοδος σε Νοήµονα Νευρωνικά 

∆ίκτυα που χρησιµοποιείται για βέλτιστες εκτιµήσεις δυναµικών συστηµάτων. Έχει 

το πλεονέκτηµα του ότι χρειάζεται πολύ λιγότερο υπολογιστικό χρόνο συγκριτικά µε 

άλλα Ν∆ κατά την εκπαίδευση του ∆ικτύου χάρις στον πολύ χαµηλό χρόνο 

εκπαίδευσης. Αφού υλοποιήσαµε και προσοµοιώσαµε το σύστηµα καταλήξαµε σε 

πολύ θετικά πειραµατικά αποτελέσµατα αποδεικνύοντας ότι το σύστηµα µας 

λειτουργεί πολύ σωστά. Κάτι τέτοιο µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι κάλλιστα, 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο συγκεκριµένος  identifier ως τµήµα ενός controller 

παρέχοντας πολύ θετικές επιδόσεις. 
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