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1.0 ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚΕΣ ΛΕΠΤΟΜΕΡΕΙΕΣ 

 

1.1 ΕΠΙΚΟΙΝΩΝΙΑ 

Για περαιτέρω πληροφορίες επικοινωνήστε µε τον: 

Σκάρο Μ. Νικόλαο, 

∆ιπλωµατούχο Μηχανικό Οικονοµίας & ∆ιοίκησης, 

Μεταπτυχιακό φοιτητή τµήµατος Μηχανικών Παραγωγής και ∆ιοίκησης 

 

Μυτιληνιοί, Πυθαγόρειο 

Σάµος, τ.κ. 83101 

 

Τηλ.: +306945806513 

∆ιεύθυνση Ηλεκτρονικού Ταχυδροµείου: nskaros@hotmail.com 

 

1.2 ΈΛΕΓΧΟΣ ΕΓΓΡΑΦΟΥ 

Σύνταξη:                              Σκάρος Μ. Νικόλαος 

Έγκριση:  

 Σταυρουλάκης Γεώργιος  (επιβλέπων διατριβής), 

Καθηγητής τµήµατος Μηχανικών Παραγωγής & ∆ιοίκησης,  

Πολυτεχνείου Κρήτης 

Τηλ.:  28210 37418 

E-mail: gestavr@dpem.tuc.gr 
  

∆ουλάµης Αναστάσιος 

Επίκουρος Καθηγητής τµήµατος Μηχανικών Παραγωγής & ∆ιοίκησης,  

Πολυτεχνείου Κρήτης 

Τηλ.: 28210 37430 
E-mail: adoulam@dpem.tuc.gr 

  

Κοσµατόπουλος Ηλίας 

Επίκουρος Καθηγητής τµήµατος Μηχανικών Παραγωγής & ∆ιοίκησης,  

Πολυτεχνείου Κρήτης 

Τηλ.: 28210 37306 
E-mail: kosmatop@dssl.tuc.gr 
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2.0 ΣΚΟΠΟΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 

Η παρακάτω µεταπτυχιακή διατριβή εκπονήθηκε µε σκοπό την απόκτηση µεταπτυχιακού διπλώµατος 

ειδίκευσης του τµήµατος Μηχανικών Παραγωγής και ∆ιοίκησης του Πολυτεχνείου Κρήτης.  

Μέσα από ένα αριθµό προβληµάτων που επιλύθηκαν και παρουσιάζονται ο µεταπτυχιακός φοιτητής 

κατανόησε πως µπορεί να σχεδιάσει αλγορίθµους για βέλτιστο σχεδιασµό δυσδιάστατων κατασκευών, να 

καταλάβει πως λειτουργούν και τι προβλήµατα επιλύουν. 
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3.0 ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

Η ερευνητική εργασία που εκπονήθηκε έχει να κάνει µε τον Βέλτιστο Σχεδιασµό ∆ικτυωτών Φορέων, όπως 

για παράδειγµα οι φορείς που χρησιµοποιούνται σε πλαίσια οχηµάτων, µε την βοήθεια της µεθόδου των 

Πεπερασµένων Στοιχείων και αλγορίθµων Βελτιστοποίησης. 

Ο Βέλτιστος Σχεδιασµός έχει να κάνει µε το ελάχιστο βάρος (και συνεπώς τη µείωση του κόστους) ή µε την 

µέγιστη ακαµψία της κατασκευής, µε την αποφυγή περιοχών συχνοτήτων συντονισµού (για την αποφυγή 

ταλαντώσεων,  κραδασµών, κόπωσης υλικού), και παράπλευρες συνθήκες που επιβάλλονται από τον 

περιορισµό των παραµορφώσεων (για λειτουργικούς ή άλλους λόγους), τον περιορισµό των τάσεων (αντοχή 

υλικού), κ.α. 

Αρχικά περιγράφονται συνοπτικά οι έννοιες των πεπερασµένων στοιχείων, του βέλτιστου σχεδιασµού 

κατασκευών και των αλγορίθµων βελτιστοποίησης.  

Ακολούθως συνδέουµε τις παραπάνω έννοιες και εξηγούµε το σκεπτικό µε το οποίο στήθηκαν τα 

προγράµµατά µας. 

Απαραίτητο για την συνέχεια είναι ο έλεγχος του ότι αυτό που σχεδιάσαµε λειτουργεί σωστά. Συγκρίναµε 

λοιπόν τα αποτελέσµατα τα µας, για ένα γνωστό δεδοµένο πρόβληµα, µε αποτελέσµατα δηµοσιευµένου 

επιστηµονικού άρθρου. 

Έτσι στα κεφάλαια 7, 8 και 9 αντιµετωπίζουµε και βγάζουµε αποτελέσµατα για τα προβλήµατα της 

“ελαχιστοποίησης του βάρους δυσδιάστατου πλαισίου µε περιορισµούς µετακινήσεων, τάσεων”, 

“µεγιστοποίησης ακαµψίας µε περιορισµό βάρους” και “ελαχιστοποίησης βάρους σε περίπτωση διπλής, 

ασύγχρονης και σε διαφορετικό σηµείο εφαρµογής, φόρτισης”, αντίστοιχα. 

Τέλος παραθέτουµε κάποια συµπεράσµατά µας και εφαρµογές της διατριβής 
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4.0 ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ 

 

4.1 Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ 

Η αναλυτική λύση των εξισώσεων µε τις οποίες περιγράφονται τα διάφορα τεχνικά προβλήµατα είναι δυνατή 

µόνο σε ειδικές περιπτώσεις, όπου οι καταπονήσεις και τα γεωµετρικά σχήµατα είναι πάρα πολύ απλά. Η 

ανάγκη για επίλυση περισσότερο πολύπλοκων προβληµάτων , οδήγησε στην ανάπτυξη διάφορων 

προσεγγιστικών µεθόδων. 

Μια τέτοια µέθοδος είναι η µέθοδος των Πεπερασµένων Στοιχείων. Είναι µεν προσεγγιστική µέθοδος, αλλά 

µπορεί να δώσει αξιόπιστα αποτελέσµατα και έχει το πλεονέκτηµα ότι µπορεί να εφαρµοστεί σε όλα τα 

προβλήµατα. Το µειονέκτηµά της είναι οι αυξηµένες απαιτήσεις σε υπολογιστική ισχύ, ιδίως όταν 

εφαρµόζεται σε σύνθετα µοντέλα. 

Η µέθοδος των Πεπερασµένων Στοιχείων είναι µια εξέλιξη των µητρωΐκων µεθόδων που έγινε από 

επιστήµονες όπως ο Αργύρης Ι., ο Clough, ο Ritz και άλλοι. Οι βασικές ιδέες προήλθαν στις αρχές της 

δεκαετίας του 40, από εξελίξεις στην δοµική ανάλυση αεροσκαφών. Αρχικά ο Hrenikoff χρησιµοποίησε τη 

“Μέθοδο των ∆ικτυωµάτων” , αργότερα Ο Turner δηµιούργησαν µητρώα ακαµψίας για δικτυώµατα, δοκούς 

και άλλα στοιχεία. Ο όρος Πεπερασµένα στοιχεία χρησιµοποιήθηκε το 1960. Οι µαθηµατικές, βέβαια, βάσεις 

για την σηµερινή µορφή της µεθόδου µπήκαν την δεκαετία του 70. 

Πλέον αποτελεί ένα ισχυρό εργαλείο για την αριθµητική επίλυση ενός µεγάλου φάσµατος προβληµάτων 

µηχανικού. Οι εφαρµογές εκτείνονται από την παραµόρφωση και ανάλυση τάσεων σε αυτοκίνητα, 

αεροπλάνα, κτίρια και γέφυρες, µέχρι την ανάλυση πεδίων ροής θερµότητας, ροής υγρών, µαγνητικής ροής, 

κ.α. Με την εξέλιξη των υπολογιστικών συστηµάτων και των συστηµάτων CAD, σύνθετα προβλήµατα 

µπορούν να µοντελοποιηθούν πολύ εύκολα. Με αυτή τη µέθοδο µια πολύπλοκη περιοχή, διακριτοποιείται σε 

απλά γεωµετρικά σχήµατα, τα οποία ονοµάζονται Πεπερασµένα Στοιχεία (Finite Elements). Μια διαδικασία 

σύνθεσης, η οποία θεωρεί φορτία και περιορισµούς, έχει ως αποτέλεσµα ένα σύνολο εξισώσεων. Η επίλυση 

αυτών, δίνει κατά προσέγγιση( µε αρκετά µεγάλη ακρίβεια) τη συµπεριφορά του αρχικού πολύπλοκου 

µοντέλου.  1 

 

Για να εφαρµοστεί η µέθοδος απαιτούνται τα εξής στάδια: 

• Εισαγωγή της γεωµετρίας της κατασκευής 

 

                                                 
1 Chandrupatla, 2002 
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Σχήµα 1: Γεωµετρία κατασκευής  

 

• Χωρίζεται το µοντέλο σε Πεπερασµένα Στοιχεία και αφού ετοιµαστεί το πλέγµα επιλέγεται το είδος 

της επίλυσης µε ταυτόχρονη εισαγωγή επιπλέον δεδοµένων (pre processor πρόγραµµα) 

 

Σχήµα 2 : ∆ιακριτοποίηση κατασκευής 

 

• Γίνεται η επίλυση του προβλήµατος µε αριθµητικές µεθόδους (solver πρόγραµµα) 

Εδώ µε την βοήθεια της σχέσης  *K u p= , επιλύουµε ένα σύνολο εξισώσεων της µορφής 

1 *u K p−= , όπου u  η µετακίνηση κάποιου κόµβου. 

 

• Τέλος, υπάρχει δυνατότητα να εµφανίζονται τα αποτελέσµατα (post processor πρόγραµµα)
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Στο σχήµα της παρακάτω εικόνας φαίνεται ένα κοµµάτι από το πλαίσιο ενός οχήµατος, αναλυµένο µε την 

µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, έτοιµο για επίλυση. Παρατηρούµε ότι η πολύπλοκη, αρχική γεωµετρία 

του κοµµατιού, απλοποιήθηκε από πολλά µικρά, εύκολα διαχείρισιµα, γεωµετρικά σχήµατα. 

 

 
Σχήµα 3: Κοµµάτι από πλαίσιο οχήµατος, αναλυµένο µε την µέθοδο Πεπερασµένων Στοιχείων. Πηγή: www.math.tu-

berlin.de 

 

Υπάρχουν δύο προσεγγίσεις της µεθόδου. Η προσέγγιση Galerkin και η προσέγγιση της ∆υναµικής 

Ενέργειας. 

 

4.1.1 Η ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ ΤΗΣ ∆ΥΝΑΜΙΚΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ 

Στη µηχανική των στερεών, το πρόβληµά µας είναι να προσδιορίσουµε την µετατόπιση (τάσεις →  

παραµορφώσεις →  µετατοπίσεις) ενός σώµατος, που ικανοποιεί τις εξισώσεις ισορροπίας. Αυτό 

προϋποθέτει την επίλυση µερικών διαφορικών εξισώσεων δεύτερης τάξης. Η λύση του συνόλου 

των εξισώσεων ορίζεται ως ακριβής λύση. Τέτοιες λύσεις υπάρχουν σε απλές γεωµετρικές µορφές 

και απλές συνθήκες φόρτισης. Για προβλήµατα, όµως, µε σύνθετες γεωµετρίες, συνοριακές 

συνθήκες και συνθήκες φόρτισης, η επίτευξη τέτοιων λύσεων είναι σχεδόν αδύνατη. Εδώ βρίσκουν 

εφαρµογή οι προσεγγιστικές µέθοδοι επίλυσης και συνήθως εφαρµόζουν την προσέγγιση της 

∆υναµικής Ενέργειας, Π. 

Η συνολική ενέργεια ενός ελαστικού σώµατος ορίζεται ως το άθροισµα της Ενέργειας 

Παραµόρφωσης U και της ικανότητας παραγωγής έργου WP. 

 

                                                                  Π = U + WP ή 

1

2
T T T T

i i
iv v v

dV u fdV u TdS u Pσ εΠ = − − −∑∫ ∫ ∫ , 
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Όπου  V: όγκος του σώµατος 

           S: επιφάνεια του σώµατος 

           T: δύναµη ανά µονάδα επιφάνειας 

           u: παραµόρφωση σηµείου 

           f: κατανεµηµένη δύναµη ανά µονάδα όγκου 

          P: φορτίο 

          σ: τάση 

          ε: παραµόρφωση 

 

Από τα παραπάνω ορίζεται η αρχή της ελάχιστης ∆υναµικής Ενέργειας που λέει ότι: “από όλα τα 

πεδία επιτρεπτών µετακινήσεων, αυτά τα οποία αντιστοιχούν σε ισορροπία παρουσιάζουν ακρότατα 

ολικής ∆υναµικής Ενέργειας”.1 

 

 

4.2 ΒΕΛΤΙΣΤΟΣ ΣΧΕ∆ΙΑΣΜΟΣ ΚΑΤΑΣΚΕΥΩΝ 

Μια από τις κυριότερες εκφράσεις της επιστήµης του Μηχανικού είναι ο σχεδιασµός. Από τη πρώτη στιγµή 

που εµφανίστηκε αυτή η έννοια, στόχος της έγινε ο “τρόπος να γίνει κάτι” για να καλύπτει ορισµένες 

ανάγκες, µε τα εκάστοτε διαθέσιµα µέσα. 

Οι κυριότερες φάσεις του σχεδιασµού είναι: 

1. η αναγνώριση της ανάγκης για σχεδιασµό (καθορισµός προβλήµατος) 

2. το σχέδιο δράσης 

3. η συλλογή εναλλακτικών λύσεων. 

 

Παραδοσιακά η επιλογή της καλύτερης από τη συλλογή των εναλλακτικών λύσεων, αποτελεί το 

κοµµάτι του Βέλτιστου Σχεδιασµού2.  

Αυτό το κοµµάτι µπορεί να προσεγγιστεί αν απαντήσουµε στα παρακάτω ερωτήµατα. 

• Πως περιγράφουµε τον διαφορετικό σχεδιασµό; (παράµετροι, µεταβλητές σχεδιασµού) 

• Ποια τα κριτήρια (objective criteria) µας για την επιλογή της καλύτερης/βέλτιστης λύσης; 

• Ποια τα διαθέσιµα µέσα; (περιορισµοί) 

 
                                                 
1 Chandrupatla, Belegundu, 2002 
2 Papalambros,Wilde, 1988 
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4.2.1 ΤΟΠΟΛΟΓΙΚΗ ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ 

Η Τοπολογική Βελτιστοποίηση αποτελεί ένα από τα σηµαντικότερα προβλήµατα του µηχανικού και ορίζεται 

ως η βέλτιστη διανοµή περιορισµένου υλικού σε µια συγκεκριµένη επιφάνεια. Ως παράδειγµα δίνεται η 

παρακάτω γέφυρα. 

Αρχικά φαίνεται η γέφυρα µε όλα τα στοιχεία της και στο τέλος µια απλούστερη κατασκευή µε ίδια ανοχή σε 

φορτίσεις, τάσεις, κ.α. Τα ενδιάµεσα σχήµατα µας δίνουν τις ενδιάµεσες φάσεις έως ότου προσεγγίσουµε το 

τελικό αποτέλεσµα. Έτσι για παράδειγµα πετυχαίνουµε ελαφρότερη κατασκευή, ή κατασκευή µε λιγότερη 

δαπάνη υλικού τις ίδιες ανοχές, σε συγκεκριµένη φόρτιση, µε την αρχική/ 

 
Σχήµα 4: Φάσεις Τοπολογικής  Βελτιστοποίησης 
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Η Τοπολογική Βελτιστοποίηση1 κατασκευών διαφέρει από την απλή βελτιστοποίηση όσον αφορά την 

πολυπλοκότητα της. Υπάρχουν δύο πιθανά προβλήµατα που δικαιολογούν αυτό το γεγονός. Το πρώτο είναι 

ότι τα µοντέλα από µόνα τους διαφοροποιούνται κατά τη διάρκεια της σχεδιαστικής διαδικασίας και δεύτερο 

είναι ότι ο αριθµός των συνδέσεων των στοιχείων αυξάνεται µε µεγάλο ρυθµό καθώς αυξάνουµε του 

κόµβους σύνδεσης.   

Ύστερα από µελέτες, τα πλαίσια µε µεταλλικές δοκούς είναι τα πλέον κατάλληλα για την εφαρµογή της 

τοπολογικής βελτιστοποίησης. 

 
 
 
4.3 ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΙ ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗΣ 

Ένας Αλγόριθµος βελτιστοποίησης αποτελεί µια αριθµητική µέθοδο για την εύρεση µια τιµής *x , ώστε το 

αποτέλεσµα µιας αντικειµενικής συνάντησης  ( )f x  να είναι βέλτιστο (ελάχιστο ή µέγιστο). Πιθανό 

είναι να υπάρχουν και κάποιοι περιορισµοί όσον αφορά τις τιµές του x .  

Η µαθηµατική έκφραση αυτού είναι η παρακάτω: 

 

            Minimize ( )f x  

µε περιορισµούς  
( ) 0

( ) 0

h x

g x

=

≤
 

                       µε  nx X R∈ ⊆ , 

 

όπου X  ένα υποσύνολο του n-διάστατου χώρου nR . 

 

4.3.1. ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ QUASI - NEWTON 

Στην βελτιστοποίηση οι µέθοδοι Quasi – Newton (γνωστή και ως variable metric µέθοδος) είναι  αλγόριθµοι 

για την εύρεση τοπικών ελάχιστων και τοπικών µέγιστων σε µια συνάρτηση. Βασίζονται στη µέθοδο του 

Newton, η οποία προσπαθεί να προσδιορίσει ένα στάσιµο σηµείο, όπου η πρώτη παράγωγος  είναι ίση µε 

µηδέν. Αυτή η µέθοδος υποθέτει ότι µια συνάρτηση, σε µια περιοχή γύρω από το βέλτιστο, µπορεί, τοπικά, 

να προσεγγιστεί σαν τετραγωνική (quadratic). Έτσι µε την βοήθεια της πρώτης και της δεύτερης παραγώγου, 

µπορεί να βρεθεί το στάσιµο σηµείο. 

 

                                                 
1 Kirsch, 1993 
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Ας προσπαθήσουµε να περιγράψουµε την µέθοδο. Αν ένας πραγµατικός αριθµός *x  είναι στάσιµο για µια 

συνάρτηση ( )f x , τότε ο *x  είναι ρίζα της ' ( )f x . Το ανάπτυγµα του Taylor για την ( )f x  θα 

δίνεται από τον παρακάτω τύπο, 

' " 21
( ) ( ) ( ) ( )

2
f x x f x f x x f x x+ ∆ = + ∆ + ∆ , 

και επιτυγχάνει το ακρότατο όταν το x∆  επιλύει την γραµµική εξίσωση, 

' "( ) ( ) 0f x f x x+ ∆ =  

και η  " ( )f x  είναι θετική. Γι’ αυτό το λόγο, εφόσον η ( )f x  είναι διπλά διαφορήσιµη, και η αρχική 

υπόθεση 0x  (τιµή από την οποία ξεκινά ο αλγόριθµος), έχει επιλεχθεί κοντά στο *x , η ακολουθία 

nx  ορίζεται από τον παρακάτω τύπο, 

'

1 "

( )
, 0

( )
n

n n
n

f x
x x n

f x+ = − ≥  

και συγκλίνει στο *x .  

 

Παρακάτω φαίνεται, γραφικά,  πως ο αλγόριθµος αυτός συγκλίνει στο *x . 

 
Σχήµα 5 : Σύγκλιση µε Quasi-Newton . Πηγή: http://documents.wolfram.com/mathematica/Built-

inFunctions/AdvancedDocumentation/Optimization.html 

 

Αυτή η επαναληπτική ιδέα µπορεί να γενικευθεί σε πολλές διαστάσεις, αντικαθιστώντας την πρώτη 

παράγωγο µε βαθµωτή µεταβολή (gradient), ( )f x∇  και την δεύτερη παράγωγο µε τον αντίστροφο του 

Hessian πίνακα, ( )Hf x . Έτσι έχουµε, 
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1
1 [ ( )] ( ), 0n n n nx x Hf x f x n−
+ = − ∇ ≥ . 

Συνηθίζεται η µέθοδος Quasi-Newton να περιλαµβάνει ένα µικρό βήµα, µεγαλύτερο του µηδενός, 

αντί για 1γ = , 

1
1 [ ( )] ( ), 0n n n nx x Hf x f x nγ −
+ = − ∇ ≥ . 

Αυτό γίνεται για να εξασφαλισθεί ότι ισχύουν οι συνθήκες Wolfe, για κάθε βήµα 1n nx x +→  της 

επανάληψης.1 

 

Ο πρώτος αλγόριθµος Quasi-Newton προτάθηκε από τον Davidon W. C. Το 1959, η DFP ενηµερωτική 

φόρµουλα (DFP updating formula). Σήµερα οι γνωστότεροι και συχνότερα χρησιµοποιούµενοι αλγόριθµοι  

Quasi-Newton είναι η φόρµουλα SR1 και η µέθοδος BFGS. 

 

 

 

                                                 
1 Mordecai, 2003 
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5.0 ΜΟΡΦΩΣΗ ΚΑΙ ΕΠΙΛΥΣΗ 

Σε αυτό το κεφάλαιο περιγράφεται µε ποιο σκεπτικό στήσαµε τους κώδικές µας και πως δουλεύουν-

συνεργάζονται για την επίλυση των προβληµάτων που θα αντιµετωπίσουµε παρακάτω. 

Αρχικά πρέπει να αναφέρουµε ότι οι κώδικες αναπτύχθηκαν σε περιβάλλον MATLAB 2007b.   

Το γενικό σχέδιο ήταν να κατασκευάσουµε το µηχανικό πρόβληµα, να προσδιορίσουµε / προσεγγίσουµε 

τις συναρτήσεις στόχους και τέλος να βελτιστοποιήσουµε αυτές και τις παραµέτρους τους. 

Πάνω από όλα τρέχει ένα σχετικά απλό πρόγραµµα βελτιστοποίησης, µε περιορισµούς, που χρησιµοποιεί 

Quasi-Newton µέθοδο. Αυτό παίρνει σαν είσοδο του τιµές διατοµών της κατασκευή µας και σαν έξοδο 

έχει τιµές διατοµών που δίνουν την βέλτιστη αντικειµενική συνάρτηση , καθώς και την τιµή της. 

Πίσω από αυτό σχεδιάσαµε κώδικες που , αρχικά, σχεδιάζουν δυσδιάστατα την κατασκευή µας. Στη 

συνέχεια εισέρχονται τα Πεπερασµένα στοιχεία και επιλύεται το σύστηµα των εξισώσεων *K u p= .  

Αξίζει σε αυτό το κοµµάτι να επεκταθούµε και να εξηγήσουµε την αρίθµηση των κόµβων και ράβδων 

του πλαισίου µας. Η αρίθµηση των κόµβων γίνεται όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. Ξεκινάµε από 

τον κόµβο µε αριθµό 1, που βρίσκεται στο κάτω αριστερό άκρο και κατευθυνόµαστε προς τα δεξιά. Στη 

συνέχεια ανεβαίνουµε µια γραµµή πάνω και συνεχίζουµε την αρίθµηση. 

 

 
Σχήµα 6: Ανοίγµατα nx, ny και αρίθµηση κόµβων 

 

 

 

 

 

j 

i 

α β 

δ γ 

1 nx nx+1 

ny+1 

1 
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Για να γενικεύσουµε, έστω ότι έχουµε το τυχαίο τετράπλευρο που δηµιουργείται από τους κόµβους 

α,β,γ,δ. Η αρίθµηση αυτών θα δίνεται από τις παρακάτω σχέσεις, όπου,  

 

                      

                       α= (j-1)*(nx+1)+i, 

                       β= α+1= (j-1)*(nx+1)+i+1, 

                       γ= j*(nx+1)+i, 

                       δ= γ+1= j*(nx+1)+i+1, 

µε 1 1i nx≤ ≤ +  και 1 1j ny≤ ≤ + . 

 

 

Όσον αφορά, τώρα την αρίθµηση των ράβδων που αποτελούν το πλαίσιό µας, εργαζόµαστε ως εξής στο 

παρακάτω σχήµα, 

 

Σχήµα 7 :  Αρίθµηση ράβδων (λεπτοµέρεια) 

 

Ο παρακάτω πίνακας µας δίνει την αρχή και τέλος κάθε ράβδου του παραπάνω σχήµατος. 

 

Ραβδος Αρχή (κόµβος) Τέλος (κοµβος) 

1 γ α 

2 α β 

3 γ β 

4 α δ 

 

Πίνακας  1 : Συνδεσµολογία ράβδων (λεπτοµέρεια)  

 

 

α 

δ γ 

β 

1 

2 

3 

4 
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Στη συνέχεια χωρίζουµε το πλαίσιο µας σε τέτοια µικρά σχήµατα και συνεχίζουµε την αρίθµηση προς τα 

δεξιά και πάνω. 

Κάποια στιγµή όταν τελειώσει αυτή διαδικασία έχουµε αριθµήσει τις παρακάτω ράβδους του πλαισίου. 

 
Σχήµα 8 :Πλαίσιο µε φορά αρίθµησης 

 

Παρατηρούµε ότι έως τώρα δεν έχουµε αριθµήσει τις ράβδους της δεξιάς και της πάνω πλευράς. Γι’ αυτό 

συνεχίζουµε από εκεί που είχαµε µείνει και αριθµούµε αρχικά τις ράβδους της δεξιάς πλευράς (από κάτω 

προς τα πάνω) και τέλος τις ράβδους της πάνω πλευράς (από αριστερά προς τα δεξιά). 

Σε αυτό το κοµµάτι απλά εξηγήσαµε τον τρόπο µε τον οποίο αριθµούνται οι κόµβοι και οι ράβδοι. 

Ευτυχώς, οι κώδικές µας τα υπολογίζουν αυτά µόνοι τους, γιατί σε µεγάλα παραδείγµατα είναι αρκετά 

επίπονος ο υπολογισµός αυτών.  

 

Αφού καθοριστεί η συνδεσµολογία, στη συνέχεια καθορίζονται οι συνοριακές συνθήκες στήριξης, οι 

παράµετροι του υλικού και θέτουµε φορτίσεις. Έτσι έχουµε προσοµοιώσει µια κατασκευή µας. 

Κάθε φορά ο αλγόριθµος βελτιστοποίησης επεξεργάζεται την εκάστοτε αντικειµενική συνάρτηση 

(συνάρτηση βάρους ή συνάρτηση δυσκαµψίας) και προσπαθεί να βγάλει τα βέλτιστα αποτελέσµατα κάτω 

από περιορισµούς που του δίνουµε (Βέλτιστος Σχεδιασµός). Τα αποτελέσµατα αυτά είναι οι τιµές των 

διατοµών που βελτιστοποιούν κάθε φορά την αντικειµενική συνάρτηση, καθώς και γραφικά 

αποτελέσµατα ( εδώ λαµβάνει χώρα η Τοπολογική Βελτιστοποίηση).  
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6.0 ΕΛΕΓΧΟΣ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ ΜΑΣ 

Για να βγάλουµε ασφαλή συµπεράσµατα πρέπει να αποδείξουµε ότι αυτό που σχεδιάσαµε δουλεύει 

σωστά. Γι’ αυτό λοιπόν παρακάτω συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα του αλγορίθµου που υλοποιήσαµε µε 

τα αποτελέσµατα του άρθρου “Particle swarm approach for structural design optimization” των Perez P. 

E. και Behdinan K1. 

 

6.1 ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΦΟΡΤΙΣΗΣ ∆ΕΚΑ ΡΑΒ∆ΩΝ 

Το άρθρο αυτό παρουσιάζει αποτελέσµατα εφαρµογής αλγορίθµων βέλτιστου σχεδιασµού πλαισίου µε 

δέκα ράβδους, συνδεδεµένους όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα.  

 

 
 

Σχήµα  9 : Πλαίσιο δέκα ράβδων µε φορτίσεις. Πηγή Perez & Behdinan, 2006 

 

Επιλύθηκε µε αρκετούς αλγορίθµους µε σκοπό τη ελαχιστοποίηση του βάρους του, κάτω από ορισµένες 

προϋποθέσεις. 

 

Αυτές είναι, 

1. επιτρεπτή Τάση κυµαίνεται από +25000 psi (εφελκυσµός) έως -25000 psi (θλίψη). 

2. επιτρεπτή µετακίνηση των κόµβων κυµαίνεται από -2 σε +2 in. 

3. πυκνότητα του υλικού κατασκευής είναι 0.1 3/lb in . 

4. ο συντελεστής Young E, είναι  410 ksi 

5. δυο φορτίσεις προς τα κάτω στους κόµβους 2 και 4, µε µέτρο 100kip  

 

Τα αποτελέσµατα του άρθρου παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα. 

                                                 
1 Perez P. E., Behdinan K, 2006 
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Η αρίθµηση 1 έως 10 µας δίνει τις διατοµές των δέκα ράβδων που πλαισίου και η τελευταία 

γραµµή µας δίνει το  ελάχιστο βάρος. 
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Πίνακας 2: Αποτελέσµατα βελτιστοποίησης πλαισίου δέκα ράβδων, Πηγή Perez & Behdinan, 2006 
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6.2 ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ ΜΕ ΤΟΝ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟ ΠΟΥ ΥΛΟΠΟΙΗΘΗΚΕ 

Στη συνέχεια επεξεργαστήκαµε τα παραπάνω δεδοµένα µε το αλγόριθµο που αναπτύξαµε και τα 

αποτελέσµατα που µας έδωσε, ύστερα από 26 επαναλήψεις, είναι τα παρακάτω: 

 

Optimization Results for the 10-bar truss 

Truss area Παρούσα ∆ιατριβή 

01 30.509 

02 0.100 

03 22.147 

04 15.050 

05 0.100 

06 1.015 

07 5.816 

08 21.882 

09 22.130 

10 0.100 

Βάρος 4885.10 

 

Πίνακας 3: Αποτελέσµατα της  βελτιστοποίησης διατριβής µας στο” πρόβληµα των 10 ράβδων”  

 

 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι η αρίθµηση ράβδων που βγάζει κώδικας µας, σε matlab, είναι διαφορετικός από 

αυτόν του Πίνακα 1 , αλλά στον Πίνακα 2, η αρίθµηση, τελικά, τροποποιήθηκε και συµπίπτει. 

 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται κάποια γραφικά αποτελέσµατα. 
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Σχήµα 10: ∆ικτύωµα Πριν και Μετά τις φορτίσεις (κεφ. 6) 

 

Στο παραπάνω σχήµα παρουσιάζεται το δικτύωµα πριν (µπλε) και µετά (κόκκινο) τη φόρτιση.  

 
Σχήµα 11: Τάσεις λόγω της εφαρµογής φορτίσεων (κεφ. 6) 

 

Στο δεύτερο σχήµα παρουσιάζονται χρωµατικά οι τάσεις στις ράβδους του δικτυώµατος λόγω των 

φορτίσεων, σύµφωνα µε την παρακάτω κλίµακα, 

 

 
Σχήµα 12 : Χρωµατική κλίµακα τάσεων(κεφ. 6) 

Stresses Scaling 

-25000 -1250 0 1250 25000 
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Σχήµα 13 : Βελτιστοποιηµένες διατοµές ράβδων(κεφ. 6) 

 

Στο τρίτο µας σχήµα παρατηρούµε τις διατοµές κάθε ράβδου, για να επιτύχουµε το ελάχιστο βάρος, υπό τις 

προϋποθέσεις του προβλήµατός µας. 

 

 

6.3 ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ ΚΑΙ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Τέλος συγκρίναµε το βελτιστοποιηµένο βάρος του δικτυώµατος µε τον µ.ο., την µέγιστη και την ελάχιστη 

τιµή των υπολοίπων αλγορίθµων βελτιστοποίησης µε τον δικό µας. 

 

Compare of  Optimum Weights 

Βέλτιστο βάρος 

παρούσας διατριβής 

Μέσος όρος ∆ιαφορά από τον 

µέσο όρο 

Μέγιστο βάρος Ελάχιστο βάρος 

4885.10 5064.35 3.53% 5176.27 4981.10 

 

Πίνακας 4 : Συγκριτικά  Αποτελέσµατα συνάρτησης βάρους για το “ πρόβληµα των 10 ράβδων”  

 

Παρατηρούµε, τελικά, ότι ο αλγόριθµός δουλεύει σωστά, αφού προσεγγίζει µε εξαιρετική ακρίβεια τα 

υπόλοιπα αποτελέσµατα του άρθρου και µάλιστα σχεδίασε την ελαφρότερη κατασκευή µε διαφορά από τον 

µέσο όρο των υπολοίπων είναι της τάξης του 3.53%. 
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7.0 ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΒΑΡΟΥΣ ΠΛΑΙΣΙΟΥ ΜΕ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ 

 

7.1 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 
Το πρώτο πρόβληµα που θα αντιµετωπίσουµε είναι η ελαχιστοποίηση του βάρους µια κατασκευής, µε άµεσο 

αποτέλεσµα την ελαχιστοποίηση του κόστους, Εφ’ όσον, ελαφρότερη κατασκευή, σηµαίνει λιγότερη 

σπατάλη υλικού, συνεπώς αυτό µεταφράζεται σε µικρότερο κόστος. 

 

7.2 ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ 

Η µαθηµατική έκφραση του παραπάνω προβλήµατος είναι η παρακάτω: 

 

min  
1

* * ,
nelements

i i
i

W x lρ
=

= ∑  

( ) *iK x U p=  

st min max

min max

,Sigma Sigma Sigma

U U U

≤ ≤

≤ ≤
 

µε  min maxix x x≤ ≤ . 

 

Ο στόχος µας είναι να σχεδιάσουµε την πιο ελαφριά κατασκευή µε περιορισµό τάσεων +10 ή – 5 µονάδες 

και διατοµή που δεν θα είναι µικρότερη από 0.1 µονάδες. Η πυκνότητα του υλικού κατασκευής είναι 0.1 

3/lb in , ο συντελεστής Young, E, είναι  104. 

 

Για την υλοποίηση του παραπάνω προβλήµατος αναπτύξαµε τα υποπρογράµµατα ,exoftrus2d2.m, 

exoftrus2d2Sigma.m, exoftrus2d2Utotal.m, perior.m, καθώς και την υπορουτίνα truss2d.m  που βρίσκονται 

στο CD (ΚΩ∆ΙΚΕΣ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 7).  

Ο αλγόριθµος βελτιστοποίησής µας παίρνει την αντικειµενική συνάρτηση func1 (συνάρτηση βάρους), το 

Sigma, το Utotal από τα τρία πρώτα, αντίστοιχα και βελτιστοποιεί την func1 αφού λάβει τους περιορισµούς 

του τέταρτου, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 
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Σχήµα 14 : Λειτουργία-Συνεργασία προγραµµάτων µας (κεφ.7) 

 

 

Ο αλγόριθµος που σχεδιάσαµε είναι ο παρακάτω: 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

%%Algorithmos Veltistopoiisis 

 nx=…; 

 ny=…; 

 nelements = (nx*ny)*4+ny+nx;  

 x0=ones(nelements,1); 

 %Oria pou mporei na kinithoun oi times tou A 

 lb=[0.1*ones(nelements,1)]; 

 ub=[]; 

 options =optimset('LargeScale', 'off'); 

[x,fval,exitflag,output]=fmincon(@exoftrus2d2,x0,[] ,[],[],[],lb,ub,@perior,optio

ns); 

--------------------------------------------------- ----------- 

 

Optimization 
Algorithm 

exoftrus2d2.m 

exoftrus2d2A.m 

exoftrus2d2Sigma.m 

perior.m 

exoftrus2d2Utotal.m 
exoftrus2d2xc.m 

exoftrus2d2x.m Γραφικά 
αποτελέσµατα 

Συνάρτηση 
στόχος/ 
βάρος 

Περιορισµός 
τάσεων 

Περιορισµός 
µετακινήσεων 
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Όπου nx,ny είναι ο αριθµός της υποδιαίρεσης του µήκους κάθε πλευράς του πλαισίου µας. Ο συνολικός 

αριθµός των ράβδων (nelements) καθώς και τα υπόλοιπα δεδοµένα (αριθµός κόµβων, κ.α.) υπολογίζονται 

αυτόµατα στο πρόγραµµά µας. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι θέσαµε περιορισµούς στις τιµές των διατοµών των ράβδων σε 0.1 µονάδες, (lb). ∆εν 

µπορεί να υπάρξει µη-θετική διατοµή. 

Εφαρµόζουµε φόρτιση στον κόµβο (nx+2)/2 , κάθε φορά, κάθετη µε κατεύθυνση προς τα κάτω και µέτρο 50 

µονάδες. 

Ως πρότυπη κατασκευή χρησιµοποιούµε ένα δυσδιάστατο πλαίσιο, το οποίο το φορτίζουµε µε µονόπλευρη 

δύναµη και δουλεύουµε πάνω σε αυτό, όπως φαίνεται παρακάτω. 

 

 
Σχήµα 15 : Πλαίσιο φόρτισης (κεφ. 7) 

 

Αφού υπολογιστούν οι βέλτιστες διατοµές των ράβδων και µε την βοήθεια των υποπρογραµµάτων 

exoftrus2d2x.m, exoftrus2d2xc.m, exoftrus2d2A.m, παρατηρούµε γραφικά τα αποτελέσµατα της φόρτισης 

του πλαισίου µας, τις τάσεις που αναπτύσσονται στις ράβδους (µε καθορισµένη χρωµατική κλίµακα), καθώς 

και το πάχος που έχουν οι ράβδοι (µε καθορισµένη κλίµακα). 

 

 

 

 

 

 

Φόρτιση κάθετη στο 
µέσο, της µιας 
πλευράς του πλαισίου 

Στηρίξεις Στηρίξεις 

Κόµβος 
(nx+1)/2 
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Η χρωµατική κλίµακα που χρησιµοποιήθηκε για τις τάσεις είναι η παρακάτω. 

 
Σχήµα 16: Χρωµατική κλίµακα τάσεων(κεφ. 7) 

 

Φαίνεται η διαβάθµιση των τάσεων του πλαισίου µας. Ειδικά από -5 έως 0, έχουµε θλίψη και από 0 έως 10 

εφελκυσµό. Το όριο της θλίψης είναι µικρότερο από το όριο για εφελκυσµό γιατί πολύ ευκολότερα µια 

κατασκευή λυγίζει και οδηγούµαστε σε καταστάσεις δύσκολα προβλέψιµες, παρά σπάει. 

Οι όταν οι τάσεις σχεδιάζονται µε µαύρο χρώµα, αυτό αποτελεί πολύ καλό αποτέλεσµα για την ακαµψία της 

κατασκευής µας. Με τάσεις στο χρώµα µπλε ή κίτρινο σχετικά καλό αποτέλεσµα και τέλος µε τάση στο 

χρώµα κόκκινο, άσχηµο αποτέλεσµα. 

 

Η δε κλίµακα που χρησιµοποιήθηκε για το πάχος των ράβδων είναι η παρακάτω. 

Για διατοµή µικρότερη των Alpha_min+2*L/30 µονάδων, σχεδίασε µε LineWidth = 1,  

για διατοµή µικρότερη των Alpha_min+2*L/6 µονάδων, σχεδίασε µε LineWidth = 2, 

για διατοµή µικρότερη των Alpha_min+3*L/5 µονάδων, σχεδίασε µε LineWidth = 3, 

για διατοµή µικρότερη των Alpha_min+4*L/5 µονάδων, σχεδίασε µε LineWidth = 7, 

αλλιώς σχεδίασε µε LineWidth = 9. 

Όπου  L= Alpha_max-Alpha_min µε Alpha_max, Alpha_min να καθορίζονται από εµάς. Π.χ. στην 

συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε Alpha_max=1.5 και Alpha_min=0.1 

 

 

7.3 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ – ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

Παρακάτω, αρχικά, παρουσιάζονται αναλυτικά τα αποτελέσµατα για πλαίσιο µε nx=2 και ny=1.  
 
 
Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι τάσεις που αναπτύσσονται στις ράβδους και οι διατοµές τους, µετά την 
βελτιστοποίηση. 
 
 
 
 
 
 
 

Stresses Scaling 

-5 -2.5 0 2.5 7.5 10 
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Ράβδος Sigma (µονάδες) ∆ιατοµή (µονάδες) 
1 -3.78 0.10 
2 0.00 0.10 
3 5.69 0.10 
4 -5.00 6.95 
5 10.00 4.91 
6 0.00 0.10 
7 -5.00 6.95 
8 5.69 0.10 
9 -3.78 0.10 
10 -4.25 0.10 
11 -4.25 0.10 
Βελτιστο βάρος (µονάδες) 857.67 

 

Πίνακας 5 : Αποτελέσµατα τάσεων και βέλτιστων διατοµών (κεφ. 7) 

 
 
Παρατηρούµε ότι και οι διατοµές και οι τάσεις ικανοποιούν τους περιορισµούς που θέσαµε. 
 
Ακολούθως έχουµε τα κάτωθι διαγράµµατα. Το πρώτο γράφηµα παρουσιάζει τις µετακινήσεις των ράβδων 
λόγω της εφαρµογής της δύναµης. Το δεύτερο γράφηµα παρουσιάζει τις τάσεις που αναπτύσσονται στις 
ράβδους. Το τρίτο γράφηµα παρουσιάζει το πλαίσιό µας µε τις διατοµές των ράβδων που προήλθαν από την 
βελτιστοποίηση.  
 

 
Σχήµα 17: Μετατόπιση κόµβων πριν και µετά τη φόρτιση (κεφ. 7) 

 



 32 

 
Σχήµα 18: Τάσεις (κεφ. 7) 

 

 
Σχήµα 19: Βέλτιστο πάχος διατοµών (κεφ. 7) 
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Παρατηρούµε ότι οι κόµβοι 2 και 5 παρουσιάζουν την µεγαλύτερη µετακίνηση. Στο τελευταίο σχήµα 

παρατηρούµε που µπορεί να γίνει οικονοµία υλικού. Φαίνεται ποιοι ράβδοι πρέπει να έχουν µεγάλο πάχος, 

γιατί δέχονται τις µεγαλύτερες τάσεις από την φόρτιση και ποιοι ράβδοι παραµένουν σχεδόν ανενεργοί, άρα 

µπορούµε να τους αποφύγουµε. 

 

Τελικά µπορεί να κατασκευαστεί το πλαίσιο του παρακάτω σχήµατος, που προσεγγίζει κατά πολύ µεγάλο 

βαθµό τη συµπεριφορά του αρχικού µου µε µικρότερο κόστος κατασκευής όµως, λόγω οικονοµίας υλικού. 

 
Σχήµα  20: Τελική µορφή, µε την βοήθεια της Τοπολογικής Βελτιστοποίησης (κεφ. 7) 

 

Αυτό το τελευταίο είναι το πιο σηµαντικό κοµµάτι της δουλειάς µας και αποτελεί την τοπολογική 

βελτιστοποίηση. Με αυτή πετυχαίνουµε οικονοµία υλικού, χωρίς να αλλάξουµε την συµπεριφορά της 

κατασκευής µας σε καθορισµένες συνθήκες. Το όφελος, ειδικά σε µεγάλες κατασκευές, είναι πολύ µεγάλο. 

Υπάρχουν και άλλα περιθώρια για οικονοµικότερη-ελαφρότερη κατασκευή βέβαια και αυτό εξαρτάται από 

το τι συντελεστή ασφάλειας δίνει  ο σχεδιαστής στην κατασκευή του. 

 

Στη συνέχεια, για να υπάρξει σύγκριση εφαρµόσαµε τον αλγόριθµο για αρκετά παραδείγµατα στην 

περίπτωση που έχω µόνο περιορισµό τάσεων (+10 και –5 µονάδες), στην περίπτωση που έχω µόνο 

περιορισµό µετακινήσεων (+ ή – 2 µονάδες) και τέλος στην περίπτωση που έχω και τους δύο περιορισµούς. 

Τα αποτελέσµατα που λάβαµε είναι τα παρακάτω, 
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Πίνακας 6: Αποτελέσµατα Ελαχιστοποίησης βάρους για τρεις διαφορετικές περιπτώσεις περιορισµών 

 
 
 
 
 
 
 
 

Ελαχιστοποίηση βάρους πλαισίου 
 Με περιορισµό τάσεων Με περιορισµό  Μετακινήσεων Με περιορισµούς τάσεων & 

µετακινήσεων 
nx ny Βέλτιστο 

βάρος 
βήµατα Χρόνος 

(min.) 
Βέλτιστο 
βάρος 

βήµατα Χρόνος 
(min.) 

Βέλτιστο 
βάρος 

βήµατ

α 
χρόνος 
(min.) 

2 1 857.67 7 0.1 288.25 10 0.1 857.67 7 0.1 

2 2 995.39 9 0.1 316.12 10 0.1 995.39 9 0.1 

4 2 877.09 11 1 306.46 31 1 877.09 11 1 

4 4 1030.80 17 3 352.08 33 2 1030.80 17 3 

6 4 915.27 21 7 320.67 55 7 915.27 21 7 

6 6 1065.00 26 25 546.34 92 20 1065.00 26 25 

10 1 1731.10 14 2 1391.0 88 3 1731.10 14 2 

10 2 1059.40 17 5 493.29 85 9 1059.40 17 5 

10 10 1132.60 32 - 311.66 99 - 1132.60 32 - 
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Σχήµα  21: Κατασκευές µε διαφορετική διακριτοποίηση, βελτιστοποιηµένες ως προς το βάρος, υπό διαφορετικούς περιορισµούς 
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Αρχικά παρατηρούµε ότι τα αποτελέσµατα µε περιορισµό τάσεων και τα αποτελέσµατα µε περιορισµό τάσεων 

και µετακινήσεων είναι τα ίδια. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι σχεδόν πάντα ο ένας περιορισµός καλύπτει τον 

άλλο. Αυτό δεν σηµαίνει όµως ότι µπορούµε να παραλείψουµε κάποιον περιορισµό, γιατί συναντάµε 

περιπτώσεις κατά τις οποίες δεν µπορούµε να προβλέψουµε ποιος περιορισµός θα “κυριαρχίσει”.  

Έγιναν αρκετές δοκιµές µε αλλαγές στα µεγέθη των περιορισµών και αποτέλεσµα ήταν πάντα, ο ένας 

περιορισµός να καλύπτει τον άλλο. Το παρακάτω γράφηµα µας βοηθάει να καταλάβουµε το λόγο για το οποίο 

συµβαίνει αυτό. Να σηµειωθεί ότι τα Sigma και Utotal αναφέρονται σε απόλυτες τιµές. 

 

 

Σχήµα  22: ∆ιάγραµµα περιορισµών Τάσεων-Μετακινήσεων 

 

Από το σχήµα φαίνεται ότι υπάρχει ένα “σύνορο” για τους περιορισµούς Τάσεων και Μετακινήσεων. Αν 

ξεπεραστεί αυτό από τη µια ή από την άλλη πλευρά, τότε ο ένας περιορισµός καλύπτει τον άλλον. Για να γίνει 

περισσότερο κατανοητό και οι τάση και η µετατοπιση έχουν άµεσο αποτέλεσµα στην διατοµή µιας ράβδους. 

Θέτοντας λοιπόν και τους δύο περιορισµούς µόνο ο ένας θα µπορεί να παράγει µια περισσότερο “ισχυρή” 

ανισοτική σχέση από τον άλλο. Για παράδειγµα η σχέση 5 10x− ≤ ≤  είναι ισχυρότερη από την 

10 15x− ≤ ≤ , αν θα πρέπει να ισχύσουν και οι δύο ταυτόχρονα. 

Παρατηρούµε επίσης, ότι καθώς αυξάνει η διακριτοποίηση της κατασκευής αυξάνει και το βάρος της. 

Εξαίρεση αποτελεί, βέβαια η δοµή µε nx=10 και ny=1, και γενικά οι δοµές µε nx πολύ µικρότερο από το ny. 

Π.χ. 6nx≥  και ny=1, δηλαδή κατασκευές µε πολλά περισσότερα ανόιγµατα στον άξονα x. Σε αυτές τις 

περιπτώσεις παρατηρούµε περισσότερο έντονη µεταβολή του βάρους. 

Τέλος παρατηρούµε ότι οι χρόνοι προσοµοίωσης δεν είναι απαγορευτικοί, εκτός από αρκετά µεγάλες 

κατασκευές µε 9nx≥  και 9ny≥ , που για να ολοκληρωθούν χρειάζονται αρκετές ώρες, έως ηµέρες. 

Sigma 

U
to

ta
l 

Περιοχή όπου η Τάση 
καλύπτει τους περιορισµούς 

Περιοχή όπου η Μετατόπιση 
καλύπτει τους περιορισµούς 
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8.0 ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΑΚΑΜΨΙΑΣ ΓΙΑ ΣΥΓΚΕΚΡΙΜΕΝΟ ΒΑΡΟΣ ΠΛΑΙΣΙΟΥ 

 

8.1 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 

Κάνουµε ένα βήµα παρακάτω και τώρα µε δεδοµένο βάρος θα φτιάξουµε την πιο δύσκαµπτη κατασκευή. 

  

8.2 ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ 

Η µαθηµατική έκφραση του νέου αυτού προβλήµατος είναι η παρακάτω: 

 

min  1

* ,
nnodes

j j
j

F U F
=

= ∑  

( ) *i jK x U p=  

st max,W W≤  

µε  min maxix x x≤ ≤ . 

 

Ο στόχος µας είναι να σχεδιάσουµε την πιο άκαµπτη κατασκευή µε περιορισµό βάρους και διατοµή που δεν 

θα είναι µικρότερη από 0.1 µονάδες. Η πυκνότητα του υλικού κατασκευής είναι 0.1 3/lb in , ο συντελεστής 

Young E, είναι  104 

 

Για την υλοποίηση του παραπάνω προβλήµατος αναπτύξαµε τα υποπρογράµµατα ,exoftrus2d2.m, 

exoftrus2d2func1.m, perior.m, καθώς και την υπορουτίνα truss2d.m που βρίσκονται στο CD (ΚΩ∆ΙΚΕΣ 

ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ 8).  

Ο αλγόριθµος βελτιστοποίησής µας παίρνει την αντικειµενική συνάρτηση func2 (συνάρτηση κάµψης), το 

βάρος από τα δύο πρώτα, αντίστοιχα και βελτιστοποιεί την func2 αφού λάβει τους περιορισµούς του τρίτου, 

όπως φαίνεται παρακάτω. 

 



 38 

 

Σχήµα 23 : Λειτουργία-Συνεργασία προγραµµάτων µας(κεφ. 8) 

 

 

 

Ο αλγόριθµος που σχεδιάσαµε, όπως και στο προηγούµενο κεφέλαιο, είναι ο παρακάτω: 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

%%Algorithmos Veltistopoiisis 

 nx=…; 

 ny=…; 

 nelements = (nx*ny)*4+ny+nx;  

 x0=ones(nelements,1); 

 %Oria pou mporei na kinithoun oi times tou A 

 lb=[0.1*ones(nelements,1)]; 

 ub=[101*ones(nelements,1)]; 

 options =optimset('LargeScale', 'off'); 

[x,fval,exitflag,output]=fmincon(@exoftrus2d2,x0,[] ,[],[],[],lb,ub,@perior,optio

ns); 

--------------------------------------------------- ----------- 

 

Optimization 
Algorithm 

exoftrus2d2.m 

exoftrus2d2A.m 

perior.m 

exoftrus2d2func1.m 
exoftrus2d2xc.m 

exoftrus2d2x.m Γραφικά 
αποτελέσµατα 

Συνάρτηση 
στόχος/ 
κάµψη 

Περιορισµός 
βάρους 
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Όπου nx,ny είναι ο αριθµός της υποδιαίρεσης του µήκους κάθε πλευράς του πλαισίου µας. Ο συνολικός 

αριθµός των ράβδων (nelements) καθώς και τα υπόλοιπα δεδοµένα (αριθµός κόµβων, κ.α.) υπολογίζονται 

αυτόµατα στο πρόγραµµά µας. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι θέσαµε περιορισµούς στις τιµές των διατοµών των ράβδων από 0.1 µονάδες, έως 101 

µονάδες(lb, ub). ∆εν µπορεί να υπάρξει µη-θετική διατοµή. 

Εφαρµόζουµε φόρτιση στον κόµβο (nx+2)/2 , κάθε φορά, κάθετη µε κατεύθυνση προς τα κάτω και µέτρο 50 

µονάδες. 

Όπως και πριν ως πρότυπη κατασκευή χρησιµοποιούµε ένα δυσδιάστατο πλαίσιο, το οποίο το φορτίζουµε µε 

µονόπλευρη δύναµη και δουλεύουµε πάνω σε αυτό. 

 
Σχήµα 24 : Πλαίσιο φόρτισης (κεφ. 8) 

 

Αφού υπολογιστούν οι βέλτιστες διατοµές των ράβδων και µε την βοήθεια των υποπρογραµµάτων 

exoftrus2d2x.m, exoftrus2d2xc.m, exoftrus2d2A.m, παρατηρούµε γραφικά τα αποτελέσµατα της φόρτισης 

του πλαισίου µας, τις τάσεις που αναπτύσσονται στις ράβδους (µε καθορισµένη χρωµατική κλίµακα), καθώς 

και το πάχος που έχουν οι ράβδοι (µε καθορισµένη κλίµακα). 

Η χρωµατική κλίµακα που χρησιµοποιήθηκε για τις τάσεις είναι η παρακάτω. 

 

Σχήµα  25: Χρωµατική κλίµακα τάσεων(κεφ. 8) 

 

Stresses Scaling 

-2.5 0 2.5 7.5 

Φόρτιση κάθετη στο 
µέσο, της µιας 
πλευράς του πλαισίου 

Στηρίξεις Στηρίξεις 

Κόµβος 
(nx+1)/2 
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Φαίνεται η διαβάθµιση των τάσεων του πλαισίου µας. Ειδικά από −∞  έως 0, έχουµε θλίψη και από 0 έως  

+∞  εφελκυσµό. 

Οι όταν οι τάσεις σχεδιάζονται µε µαύρο χρώµα, αυτό αποτελεί πολύ καλό αποτέλεσµα για την ακαµψία της 

κατασκευής µας. Με τάσεις στο χρώµα µπλε ή κίτρινο σχετικά καλό αποτέλεσµα και τέλος µε τάση στο 

χρώµα κόκκινο, άσχηµο αποτέλεσµα. 

 

Η δε κλίµακα που χρησιµοποιήθηκε για το πάχος των ράβδων είναι η παρακάτω. 

Για διατοµή µικρότερη των Alpha_min+2*L/30 µονάδων, σχεδίασε µε LineWidth = 1,  

για διατοµή µικρότερη των Alpha_min+2*L/6 µονάδων, σχεδίασε µε LineWidth = 2, 

για διατοµή µικρότερη των Alpha_min+3*L/5 µονάδων, σχεδίασε µε LineWidth = 3, 

για διατοµή µικρότερη των Alpha_min+4*L/5 µονάδων, σχεδίασε µε LineWidth = 7, 

αλλιώς σχεδίασε µε LineWidth = 9. 

Όπου  L= Alpha_max-Alpha_min µε Alpha_max, Alpha_min να καθορίζονται από εµάς. Π.χ. στην 

συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε Alpha_max=1.5 και Alpha_min=0.1 

 

 

8.3 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ - ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
Παρακάτω παρουσιάζονται αναλυτικά τα αποτελέσµατα για πλαίσιο µε nx=2 και ny=1. 
 
 
Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι τάσεις που αναπτύσσονται στις ράβδους και οι διατοµές τους, µετά την 
βελτιστοποίηση, µε περιορισµό βάρους 1000 µονάδες. 
 

Ράβδος Sigma (µονάδες) ∆ιατοµή (µονάδες) 
1 -3.21 0.10 
2 0.00 0.10 
3 4.83 0.10 
4 -5.68 6.57 
5 5.86 8.41 
6 0.00 0.10 
7 -5.68 6.53 
8 4.83 0.10 
9 -3.21 0.10 
10 3.61 0.10 
11 -3.61 0.10 

Βέλτιστη ακαµψία (µονάδες) 329.90 
 

Πίνακας 7 : Αποτελέσµατα τάσεων και βέλτιστων διατοµών (κεφ. 8) 

 
 
Παρατηρούµε ότι οι διατοµές ικανοποιούν τους περιορισµούς µας. 
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Ακολούθως έχουµε τα κάτωθι διαγράµµατα. Το πρώτο γράφηµα παρουσιάζει τις µετακινήσεις των ράβδων 
λόγω της εφαρµογής της δύναµης. Το δεύτερο γράφηµα παρουσιάζει τις τάσεις που αναπτύσσονται στις 
ράβδους. Το τρίτο γράφηµα παρουσιάζει το πλαίσιό µας µε τις διατοµές των ράβδων που προήλθαν από την 
βελτιστοποίηση.  

 
Σχήµα 26: Μετατόπιση κόµβων πριν και µετά τη φόρτιση (κεφ. 8) 

 

 
Σχήµα 27: Τάσεις(κεφ. 8)  
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Σχήµα 28: Βέλτιστο πάχος διατοµών(κεφ. 8) 

 

Παρατηρούµε ότι οι µετακινήσεις των κόµβων είναι µικρές, στο χαρακτηριστικό παράδειγµά µας, γεγονός το 

οποίο, κύρια, οφείλεται στη σχετικά µικρή φόρτιση του πλαισίου µας. 

Στο τελευταίο σχήµα παρατηρούµε που µπορεί να γίνει οικονοµία υλικού. Φαίνεται ποιοι ράβδοι πρέπει να 

έχουν µεγάλο πάχος, γιατί δέχονται τις µεγαλύτερες τάσεις από την φόρτιση και ποιοι ράβδοι παραµένουν 

σχεδόν ανενεργοί, άρα µπορούµε να τους αποφύγουµε.  

Τελικά µπορεί να κατασκευαστεί το πλαίσιο του παρακάτω σχήµατος, που προσεγγίζει κατά πολύ µεγάλο 

βαθµό τη συµπεριφορά του αρχικού µου µε µικρότερο κόστος κατασκευής όµως, λόγω οικονοµίας υλικού. 
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Σχήµα 29: Τελική µορφή, µε την βοήθεια της Τοπολογικής Βελτιστοποίησης (κεφ. 8) 

 

Στη συνέχεια, για να υπάρξει σύγκριση εφαρµόσαµε τον αλγόριθµο για αρκετά παραδείγµατα. Τα 

αποτελέσµατα που λάβαµε παρουσιάζονται παρακάτω. 

Από τα αποτελέσµατα παρατηρούµε, ότι καθώς αυξάνει η διακριτοποίηση της κατασκευής µειώνεται και η 

ακαµψία της (ελαχιστοποιούµε συνάρτηση κάµψης). Ειδική περίπτωση αποτελεί η δοµή µε nx=2 και ny=10, 

και γενικά οι δοµές µε nx πολύ µεγαλύτερο από το ny. Π.χ. 2nx≤  και 9ny≥ , δηλαδή κατασκευές µε πολλά 

περισσότερα ανοίγµατα στον άξονα y. Σε αυτές τις περιπτώσεις παρατηρούµε σηµαντική αύξηση της κάµψης. 

Τέλος παρατηρούµε ότι οι χρόνοι προσοµοίωσης δεν είναι απαγορευτικοί, εκτός από αρκετά µεγάλες 

κατασκευές µε 9nx≥  και 9ny≥ , που για να ολοκληρωθούν χρειάζονται αρκετές ώρες, έως ηµέρες. 

 

 

 

 

 

 

 

 
Πίνακας 8: Συγκριτικά  Αποτελέσµατα συνάρτησης βάρους 

 

Ελαχιστοποίηση συνάρτησης κάµψης πλαισίου, µε περιορισµό βάρους 
nx ny Βέλτιστη κάµψη βήµατα χρόνος 
2 1 329.9 (exflg=5) 8 0.1 
2 2 621.3 (exflg=5) 9 0.1 
2 10 15,299.0 (exflg=0) 96 6 
4 2 1,194.3 (exflg=0) 93 1.5 
4 4 1,781.6 (exflg=0) 96 4 
6 4 2,269.6 (exflg=0) 97 7 
6 6 4,961.7 (exflg=0) 96 14 
10 2 3,068.1 (exflg=0) 95 5 
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Σχήµα 30 : Πλαίσια µε διαφορετική διακριτοποίηση, βελτιστοποιηµένες ως προς την κάµψη 
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Αξίζει να προσθέσουµε την παρατήρηση, ότι καθώς χαλαρώναµε τον περιορισµό βάρους, δηλαδή αυξάναµε 

το διαθέσιµο υλικό µας παρατηρήσαµε την κατασκευή µας να “χτίζεται”, όπως φαίνεται στα παρακάτω 

σχήµατα. 

Ξεκινήσαµε µε βάρος 600 µονάδων και το χαλαρώσαµε σταδιακά σε 1200 µονάδες, 1400 µονάδες και 2000 

µονάδες, αντίστοιχα. 

 

 
Σχήµα  31:“ Χτίσιµο” της κατασκευής µας, µε σταδιακή χαλάρωση βάρους   

 

Καθώς αυξάνουµε τις µονάδες του βάρους θα καταλήγουµε σε δύσκαµπτες, βαριές κατασκευές. Η αύξηση 

αυτή θα σταµατήσει όταν όλες οι διατοµές των ράβδων χτυπήσουν το πάνω όριο που έχουµε θέσει (101 

µονάδες). 
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9.0 ΒΕΛΤΙΣΤΟΠΟΙΗΣΗ ΒΑΡΟΥΣ ΠΛΑΙΣΙΟΥ ΜΕ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ (∆ΥΟ 

ΠΕΡΙΠΤΩΣΕΙΣ ΦΟΡΤΙΣΗΣ) 

 

9.1 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ 
Το τελευταίο πρόβληµα που θα αντιµετωπίσουµε, είναι, πάλι, η ελαχιστοποίηση του βάρους µιας 

κατασκευής, µε άµεσο αποτέλεσµα την ελαχιστοποίηση του κόστους, αλλά µε τη διαφορά, από το 7ο 

κεφάλαιο, ότι εδώ θα δώσουµε τελικά αποτελέσµατα, έχοντας υπόψη δυο διαφορετικές (σε σηµείο 

εφαρµογής και ασύγχρονες) φορτίσεις. 

 

9.2 ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ 
Η µαθηµατική έκφραση του παραπάνω προβλήµατος είναι η παρακάτω: 

 

min  1 * *ifunc rho x l=  

st 
5 10,

2 2

Sigma

Utotal

− ≤ ≤

− ≤ ≤
 

1 101ix≤ ≤  

 

και εφαρµόζεται δύο φορές, για δύο διαφορετικές φορτίσεις ως προς το σηµείο εφαρµογής τους, βγάζοντας 

στο τέλος συνθετικά αποτελέσµατα. 

Όπως και στο Κεφ. 7, τρέχουµε µε το ίδιο τρόπο τον αλγόριθµο βελτιστοποίησής µας, µε τη διαφορά ότι 

τώρα εξάγουµε αποτελέσµατα µε δυο υποπρογράµµατα για τις διαφορετικές φορτίσεις. Τη µία φορά 

τρέχουµε το υποπρόγραµµα exoftrus2d2Sigma.m και την άλλη το exoftrus2d2Sigma1.m και εξάγουµε δύο 

αποτελέσµατα για τις τάσεις που επηρεάζονται άµεσα από την αλλαγή στις φορτίσεις. 

Άρα εισέρχονται και στους περιορισµούς δύο διαφορετικές τάσεις Sigma και Sigma1, που πρέπει να λάβουµε 

υπόψη. 

Σε αυτή την περίπτωση σε αντίθεση µε το το Κεφ. 7 δεν θέτουµε περιορισµούς µετακινήσεων. 
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 Σχήµα 32 : Λειτουργία-Συνεργασία προγραµµάτων µας (κεφ. 9) 

 

 

Ο αλγόριθµος που σχεδιάσαµε, όπως και στα προηγούµενο κεφάλαια, είναι ο παρακάτω: 

----------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

%%Algorithmos Veltistopoiisis 

 nx=…; 

 ny=…; 

 nelements = (nx*ny)*4+ny+nx;  

 x0=ones(nelements,1); 

 %Oria pou mporei na kinithoun oi times tou A 

 lb=[ones(nelements,1)]; 

 ub=[]; 

 options =optimset('LargeScale', 'off'); 

[x,fval,exitflag,output]=fmincon(@exoftrus2d2,x0,[] ,[],[],[],lb,ub,@perior,optio

ns); 

--------------------------------------------------- ----------- 

 

Optimization 
Algorithm 

exoftrus2d2.m 

exoftrus2d2A.m 

exoftrus2d2Sigma.m 

perior.m 

exoftrus2d2Sigma1.
exoftrus2d2xc.m 

exoftrus2d2x.m Γραφικά 
αποτελέσµατα 

Συνάρτηση 
στόχος/ 
βάρος 

Περιορισµός 
τάσεων µε την 
πρώτη 
φόρτιση 

Περιορισµός 
τάσεων µε την 
δεύτερη 
φόρτιση 
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Όπου nx,ny είναι ο αριθµός της υποδιαίρεσης του µήκους κάθε πλευράς του πλαισίου µας. Ο συνολικός 

αριθµός των ράβδων (nelements) καθώς και τα υπόλοιπα δεδοµένα (αριθµός κόµβων, κ.α.) υπολογίζονται 

αυτόµατα στο πρόγραµµά µας. 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι θέσαµε περιορισµούς στις τιµές των διατοµών των ράβδων 0.1 µονάδες (lb). ∆εν 

µπορεί να υπάρξει µη-θετική διατοµή. 

Εφαρµόζουµε φόρτιση στους κόµβους 1 και nx , ξεχωριστά, κάθετη δύναµη µε κατεύθυνση προς τα κάτω 

και µέτρο 50 µονάδες. 

Ως πρότυπη κατασκευή, για άλλη µια φορά, χρησιµοποιούµε ένα δυσδιάστατο πλαίσιο, το οποίο το 

φορτίζουµε, δύο φορές µε µονόπλευρη, διαφορετική, δύναµη και δουλεύουµε πάνω σε αυτό. 

 
Σχήµα 33 : Φόρτιση στον κόµβο 2 

 
Σχήµα 34 :Φόρτιση στον κόµβο nx 

Φόρτιση κάθετη στο 
µέσο, της µιας 
πλευράς του πλαισίου 

Στηρίξεις Στηρίξεις 

Κόµβος nx 

Φόρτιση κάθετη στο 
µέσο, της µιας 
πλευράς του πλαισίου 

Στηρίξεις Στηρίξεις 

Κόµβος 2 
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Αφού υπολογιστούν οι βέλτιστες διατοµές των ράβδων και µε την βοήθεια των υποπρογραµµάτων 

exoftrus2d2x.m, exoftrus2d2xc.m, exoftrus2d2A.m, παρατηρούµε γραφικά τα αποτελέσµατα της φόρτισης 

του πλαισίου µας, τις τάσεις που αναπτύσσονται στις ράβδους (µε καθορισµένη χρωµατική κλίµακα), καθώς 

και το πάχος που έχουν οι ράβδοι (µε καθορισµένη κλίµακα). 

 

Η χρωµατική κλίµακα που χρησιµοποιήθηκε για τις τάσεις είναι η παρακάτω. 

 
Σχήµα 35: Χρωµατική κλίµακα τάσεων (κεφ. 9) 

 

Φαίνεται η διαβάθµιση των τάσεων του πλαισίου µας. Ειδικά από -5 έως 0, έχουµε θλίψη και από 0 έως 10 

εφελκυσµό. Το όριο της θλίψης είναι µικρότερο από το όριο για εφελκυσµό γιατί πολύ ευκολότερα µια 

κατασκευή λυγίζει και οδηγούµαστε σε καταστάσεις δύσκολα προβλέψιµες, παρά σπάει. 

Οι όταν οι τάσεις σχεδιάζονται µε µαύρο χρώµα, αυτό αποτελεί πολύ καλό αποτέλεσµα για την ακαµψία της 

κατασκευής µας. Με τάσεις στο χρώµα µπλε ή κίτρινο σχετικά καλό αποτέλεσµα και τέλος µε τάση στο 

χρώµα κόκκινο, άσχηµο αποτέλεσµα. 

 

Η δε κλίµακα που χρησιµοποιήθηκε για το πάχος των ράβδων είναι η παρακάτω. 

Για διατοµή µικρότερη των Alpha_min+2*L/30 µονάδων, σχεδίασε µε LineWidth = 1,  

για διατοµή µικρότερη των Alpha_min+2*L/6 µονάδων, σχεδίασε µε LineWidth = 2, 

για διατοµή µικρότερη των Alpha_min+3*L/5 µονάδων, σχεδίασε µε LineWidth = 3, 

για διατοµή µικρότερη των Alpha_min+4*L/5 µονάδων, σχεδίασε µε LineWidth = 7, 

αλλιώς σχεδίασε µε LineWidth = 9. 

Όπου  L= Alpha_max-Alpha_min µε Alpha_max, Alpha_min να καθορίζονται από εµάς. Π.χ. στην 

συγκεκριµένη περίπτωση έχουµε Alpha_max=1.5 και Alpha_min=0.1 

 

 

 

 

 

Stresses Scaling 

-5 -2.5 0 2.5 7.5 10 
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9.3 ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ - ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
Παρακάτω παρουσιάζονται αναλυτικά τα αποτελέσµατα για πλαίσιο µε nx=4 και ny=1. 
 
 
 
Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι τάσεις που αναπτύσσονται στις ράβδους και οι διατοµές τους, µετά την 

βελτιστοποίηση. 

 

Ράβδος ∆ιατοµή (φορτ. στον 2) ∆ιατοµή (φορτ. στον nx) ∆ιατοµή (διπλή φόρτ.) 
1 1.35 0.18 0.16 
2 0.12 0.70 1.24 
3 0.69 0.10 0.10 
4 6.33 2.39 8.20 
5 3.12 1.06 3.67 
6 0.10 0.10 0.10 
7 0.10 0.10 0.10 
8 1.23 2.38 2.70 
9 0.10 0.10 0.10 
10 0.10 0.10 0.10 
11 2.38 1.23 2.70 
12 0.10 0.10 0.10 
13 1.06 3.12 3.67 
14 0.70 0.12 1.24 
15 2.39 6.33 8.20 
16 0.10 0.69 0.10 
17 0.18 1.35 0.16 
18 0.33 0.10 0.10 
19 1.84 0.67 3.74 
20 0.67 1.84 3.74 
21 0.10 0.33 0.10 

Βέλτιστο βάρος 858.42 858.42 1251.60 
 

 

Πίνακας 9 : Βέλτιστες διατοµές για φόρτιση στους κόµβους 2, nx, διπλή φόρτιση 
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Ράβδος Τάση (φορτ. στον 2) Τάση (φορτ. στον nx) Τάση (διπλή φόρτ.) 
1 -5.00 -5.00 -1.17 
2 10.00 -5.00 -5.00 
3 10.00 9.27 2.14 
4 -5.00 -5.00 -1.67 
5 10.00 10.00 3.24 
6 -0.66 -4.33 -0.98 
7 -5.00 9.78 4.35 
8 10.00 -5.00 -5.00 
9 -4.33 -4.33 -3.37 
10 -4.33 -0.66 1.23 
11 -5.00 10.00 5.13 
12 9.78 -5.00 -0.58 
13 10.00 10.00 10.00 
14 -5.00 10.00 4.75 
15 -5.00 -5.00 -5.00 
16 9.27 10.00 9.13 
17 -5.00 -5.00 -5.00 
18 -5.00 -2.25 -0.95 
19 -5.00 -5.00 -1.72 
20 -5.00 -5.00 -5.00 
21 -2.25 -5.00 -4.08 

 

 

Πίνακας 10: Τάσεις για φόρτιση στους κόµβους 2, nx, διπλή φόρτιση 

 

 

Παρατηρούµε ότι οι διατοµές έχουν αυξηθεί σηµαντικά στην περίπτωση της διπλής φόρτισης και τελικά 

φτάνουµε σε µια διαφορά βάρους της τάξης του 31.4 % . Ακόµη παρατηρούµε ότι και οι διατοµές, και οι 

τάσεις ικανοποιούν τους περιορισµούς που θέσαµε. 
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Ακολούθως έχουµε τα κάτωθι διαγράµµατα. Η πρώτη σειρά παρουσιάζει φόρτιση στον κόµβο 2 και οι 

διατοµές µετά την εφαρµογή της βελτιστοποίησης. Η δεύτερη σειρά παρουσιάζει φόρτιση στον κόµβο nx και 

οι διατοµές µετά την εφαρµογή της βελτιστοποίησης. Η τρίτη σειρά παρουσιάζει φόρτιση στον κόµβο 2 και 

στον nx και οι διατοµές µετά την εφαρµογή της βελτιστοποίησης.  

 

 

 
Σχήµα  36: Μετακινήσεις και βέλτιστες διατοµές για φόρτιση στον κόµβο 2, nx και διπλή φόρτιση, αντίστοιχα 
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Τελικά από τα παραπάνω, µέσω της τοπολογικής βελτιστοποίησης µπορούµε να κατασκευάσουµε το 

παρακάτω πλαίσιο που θα δείχνει ανοχή σε δυνάµεις 50 µονάδων, κάθετες προς τα κάτω, που εφαρµόζονται 

στους κόµβους 2 και nx. Το σηµαντικό που επιτυγχάνουµε είναι ελαφρότερη κατασκευή. 

 
Σχήµα  37: Τελική µορφή, µε την βοήθεια της Τοπολογικής Βελτιστοποίησης (κεφ. 9) 

 

 

 

Παρακάτω παρουσιάζονται περισσότερα αποτελέσµατα για την διπλή φόρτιση. Έχουµε επιπλέον σπατάλη 

υλικού από τη µία, αλλά ανθεκτική κατασκευή σε δύο περιπτώσεις φόρτισης από την άλλη.  

 

Όσον αφορά τα γραφήµατα, στην πρώτη γραµµή φαίνεται η βέλτιστη κατασκευή για φόρτιση στον κόµβο 2, 

στη δεύτερη γραµµή για φόρτιση στον κόµβο nx και στην τελευταία γραµµή για φόρτιση και στους δύο 

κόµβους. 
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Βελτιστοποίηση συνάρτησης βάρους µε περιορισµούς τάσεων 
 Φόρτιση στον κόµβο 2 Φόρτιση στον κόµβο nx ∆ιπλή φόρτιση 

nx ny Βέλτιστο βάρος βήµατα Χρόνος 
(min.) 

Βέλτιστο βάρος βήµατα Χρόνος 
(min.) 

Βέλτιστο βάρος βήµατα χρόνος 
(min.) 

4 1 858.42 13 0.1 858.42 13 0.1 1251.80 11 0.1 

4 2 720.28 9 0.5  720.28 9 0.5 1170.01 23 1 

4 4 830.65 19 1.5 830.65 19 1.5 1287.30 17 2 

6 4 643.64 14 2 643.64 14 2 1019.30 31 10 

6 6 720.62 22 4  720.62 22 4 1049.00 40 45 

10 2 576.77 48 5 576.77 48 5 898.44 16 5 

10 10 624.80 33 100 624.80 33 100 911.08 - 1440 

 
Πίνακας 11: Αποτελέσµατα Ελαχιστοποίησης βάρους για φόρτιση στους κόµβους 2, nx, διπλή φόρτιση 
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 Σχήµα  38: Αποτελέσµατα των δύο διαφορετικών φορτίσεων, καθώς η σύνθεσή τους
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Από τα αποτελέσµατα παρατηρούµε τα αντίθετα αποτελέσµατα από το Κεφ. 7, δηλαδή καθώς 

αυξάνει η διακριτοποίηση της κατασκευής µειώνεται το βάρος της. Αυτό ισχύει και στις δύο 

περιπτώσεις της µονής και της διπλής φόρτισης. 

Επίσης, ο πίνακας µας δείχνει, ότι αν λάβουµε υπόψη µας και τις δύο φορτίσεις σχεδιάζουµε µια 

πιο βαριά κατασκευή, περίπου 30-35 % , όπως ήταν αναµενόµενο. 

Τέλος παρατηρούµε ότι οι χρόνοι προσοµοίωσης δεν είναι απαγορευτικοί για προσοµοίωση 

µεγάλων πλαισίων. 
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10.0 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ-ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 

Ολοκληρώνοντας θα θέλαµε τα τονίσουµε χρησιµότητα της διατριβής. Σχεδιάσαµε έναν 

εξαιρετικά ευέλικτο κώδικα που µπορεί να βρει εφαρµογές σε πολλούς κλάδους του 

κατασκευαστικού τοµέα. Στην αρχή αυτού σχεδιάζουµε την κατασκευή, πάνω στην οποία 

θέλουµε να δουλέψουµε. Αυτό το σχεδιαστικό κοµµάτι είναι έτσι φτιαγµένο, ώστε µε πολύ µικρή 

προσπάθεια να µπορούµε να σχεδιάσουµε από γέφυρες, έως πλαίσια οχηµάτων, αεροσκαφών, 

κ.α., σε δύο διαστάσεις πάντα. 

Το πρώτο κοµµάτι που επιλύσαµε, κυρίως, βρίσκει εφαρµογή σε περιπτώσεις που έχουµε 

περιορισµένους πόρους και προσπαθούµε να φτιάξουµε την πιο άκαµπτη κατασκευή. Πάρα πολύ 

χρήσιµο εργαλείο για τον µηχανικό, αφού, κατά ένα πολύ µεγάλο ποσοστό, οι διαγωνισµοί των 

έργων κερδίζονται µε το “ποιος θα φτιάξει το βέλτιστο, µε το µικρότερο κόστος”. 

Παροµοίως το δεύτερο κοµµάτι που επιλύσαµε βρίσκει τις ίδιες εφαρµογές, µε τη διαφορά ότι 

πρέπει να φτιάξουµε την πιο άκαµπτη κατασκευή µε δεδοµένο κόστος. Ειδικά αυτό είναι ιδανικό 

εργαλείο σε περιπτώσεις όπου έχει οριστεί ένα ορισµένο ποσό από τον ιδιοκτήτη του έργου, εξ’ 

αρχής. 

Το τελευταίο κοµµάτι πάνω στο οποίο δουλέψαµε βρίσκει εφαρµογή σε περιοχές όπου δεν έχω 

ελεγχόµενη φόρτιση. ∆ηλαδή µπορεί φόρτιση να τεθεί σε διάφορα γνωστά σηµεία της 

κατασκευής µας, χωρίς να µπορεί να υπάρξει πρόβλεψη γι’ αυτό. Σε αυτή την περίπτωση είµαστε 

υποχρεωµένοι να εξασφαλίσουµε ότι η κατασκευή µας θα αντέξει κάτω από διαφορετικές 

συνθήκες, έχοντας υπ’ όψη µας και την ελαχιστοποίηση του κόστους της. Η πιο γνωστή 

εφαρµογή αυτού είναι στα crash-test των οχηµάτων. Εκεί για να εξασφαλίσουµε την µέγιστη 

ασφάλεια της καµπίνας των επιβατών, λαµβάνουµε υπόψη ότι το όχηµα µπορεί να δεχθεί 

φορτίσεις (κρούση →µεταβολή ορµής →δύναµη, εφ’ όσον 
P

F
t

∆
=

∆
) σε πολλά σηµεία.  

Τέλος, όσο παράξενο και αν ακούγεται, ο κώδικάς µας µπορεί να βγάλει αποτελέσµατα, µε πολύ 

µικρή τροποποίηση, ακόµη και για περιπτώσεις θερµικής φόρτισης κατασκευών (διαστολές 

µετάλλων από πυρκαγιές σε γέφυρες, κ.α.). Αυτό µπορεί να επιτευχθεί µε την απλή υπόθεση ότι 

µια θερµική φόρτιση, σε ένα στοιχείο της κατασκευής µας, ισοδυναµεί  µε δύο αντίθετες σε φορά 

δυνάµεις διαστολής. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

ΕΠΕΞΗΓΗΣΗ ΠΡΟΓΡΑΜΜΑΤΩΝ 

Σε αυτό το σηµείο θα εξηγήσουµε πως δουλεύουν τα διάφορα κοµµάτια του κώδικα για την 

τελική βελτιστοποίηση. 

 

__________________________________________________________ 

%% automatic preparation 

% length and number of segments in x direction 

lx = 10; nx = 3; 

% length and number of segments in y direction 

ly = 10; ny = 3; 

__________________________________________________________ 

Σε αυτό το κοµµάτι δίνουµε το µήκος και το πλάτος της κατασκευής µας, καθώς και από πόσα 

ανοίγµατα αποτελείται το καθένα. Για παράδειγµα εδώ έχουµε µήκος και πλάτος 10 µονάδες και 

το καθένα από αυτά είναι διαιρεµένο σε 3 ίσα τµήµατα. 

 

__________________________________ 
%% number of nodes 

nnodes = (nx+1)*(ny+1); 

%% nodes 

xnode=zeros(nnodes,1); 

ynode=zeros(nnodes,1); 

iel=0; 

for i = 1:nx+1 

    for j = 1:ny+1 

        iel=(j-1)*(nx+1)+i; 

        xnode(iel)=(lx/nx)*(i-1); 

        ynode(iel)=(ly/ny)*(j-1); 

    end 

end  

____________________________________ 

Σε αυτό το σηµείο, αρχικά, υπολογίζεται ο αριθµός των κόµβων του πλαισίου µας. Στη συνέχεια 

δείχνουµε πως πρέπει να τοποθετηθούν οι κόµβοι στο εσωτερικό του και η σειρά αρίθµισης. 
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_________________________________________________ 

%% number of elements 

nelements = (nx*ny)*4+ny+nx; 

%% connectivity of elements 

cnct = zeros(nelements,2); 

jel=0; 

for ii=1:nx 

    for jj=1:ny 

        jel=((jj-1)*nx+(ii-1))*4; 

         cnct(jel+1,1) = jj*(nx+1)+ii; 

         cnct(jel+1,2) = (jj-1)*(nx+1)+ii; 

         cnct(jel+2,1) = (jj-1)*(nx+1)+ii; 

         cnct(jel+2,2) = (jj-1)*(nx+1)+ii+1; 

         cnct(jel+3,1) = jj*(nx+1)+ii; 

         cnct(jel+3,2) = (jj-1)*(nx+1)+ii+1; 

         cnct(jel+4,1) = (jj-1)*(nx+1)+ii; 

         cnct(jel+4,2) = jj*(nx+1)+ii+1; 

          

    end 

end 

jel=nx*ny*4; 

for jj = 1:ny 

        jel= jel+1; 

         cnct(jel,1) = (nx+1)*jj; 

         cnct(jel,2) = (nx+1)*(jj+1); 

end 

 

jel=nx*ny*4+ny; 

for ii = 1:nx 

       jel=jel+1; 

         cnct(jel,1) = ny*(nx+1)+ii; 

         cnct(jel,2) = ny*(nx+1)+ii+1; 

end 

________________________________________________ 

Εδώ υπολογίζουµε τον αριθµό των στοιχείων που ενώνουν τους κόµβους, καθώς και τον τρόπο 

µε τον οποίο συνδέονται. 
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______________________________________ 

%% loading 

% number of loads 

nuload = 1; 

% number of node, x - y loadings 

loads = zeros(nuload,3); 

loads(1,1) = (nx+2)/2; 

loads(1,2) = 0; 

loads(1,3) = -1000; 

______________________________________ 

∆ίνουµε των αριθµό των φορτίσεων, το σηµείο εφαρµογής τους, την κατεύθυνσή τους και το 

µέτρο τους. 

 

_________________________________________________ 

%% boundary conditions 

% number of boundary conditions 

nubcs = 2; 

% number of node, x - y displs (code 1 = 0, code 0 = free) 

bcs = zeros(nubcs,3); 

bcs(1,1) = 1; 

bcs(1,2) = 1; 

bcs(1,3) = 1; 

bcs(2,1) = nx+1; 

bcs(2,2) = 1; 

bcs(2,3) = 1; 

_________________________________________________ 

∆ίνουµε τον αριθµό των συνοριακών συνθηκών (στηρίξεις), το σηµείο εφαρµογής και το είδος 

της στήριξης. 

 

________________________________ 

%% solving the system of equations 

Utotal=Ktotal\Ftotal; 

________________________________ 

Εδώ επιλύεται το σύστηµα των εξισώσεών µας. 
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______________________________________________________________________________ 

%% calculation of optimization functions 

%func1 = 0; 

func2 = 0; 

rho = 1; 

for i=1:nelements 

    % for element i 

    % first node number cnct(i,1)  

    iarxis = cnct(i,1); 

    itelous = cnct(i,2); 

% first node coordinates xnode(cnct(i,1)), ynode(cn ct(i,1)) 

    P1 = [ xnode(cnct(i,1)), ynode(cnct(i,1)) ]; 

    P2 = [ xnode(cnct(i,2)), ynode(cnct(i,2)) ]; 

  l = norm(P2-P1); 

alpha = atan2(P2(2)-P1(2),P2(1)-P1(1)); 

lamb1 = [-cos(alpha) -sin(alpha) cos(alpha) sin(alp ha)]; 

% 

displnodes = [ Utotal(2*(iarxis-1)+1) Utotal(2*(iar xis-1)+2) 

Utotal(2*(itelous-1)+1) Utotal(2*(itelous-1)+2) ]';  

sigma(i) = (E(i)/l)*lamb1*displnodes; 

force(i) = sigma(i)*A(i); 

%func1 = func1+rho*A(i)*l; 

for j=1:2*nnodes 

    func2=func2+Utotal(j)*Ftotal(j); 

    %for maximization 

    %func2 = -func2; 

end 

end 

func2 

%func1 

______________________________________________________________________________ 

Σε αυτό το σηµείο δίνουµε τις συναρτήσεις ως προς βελτιστοποίηση. Ακόµη εδώ υπολογίζονται 

και άλλα µεγέθη, όπως οι τάσεις. 
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_________________________________________ 

%% printing the solution 

%  

newplot 

 hold on 

for i=1:nelements 

 x = [xnode(cnct(i,1)) xnode(cnct(i,2)) ]; 

 y = [ynode(cnct(i,1)) ynode(cnct(i,2)) ]; 

 ... 

 plot(x,y,'...',...) 

end 

 title('...') 

 hold off 

_________________________________________ 

Σε αυτό το σηµείο λαµβάνουµε τα γραφικά αποτελέσµατα (διατοµές, τάσεις, παραµορφώσεις) 

 

 

__________________________________________________________ 

%% Routina Periorismwn 

function [c, ceq] = confun(A) 

nx = 3; 

ny = 3; 

nelements = (nx*ny)*4+ny+nx; 

numbofvariables = (nx*ny)*4+ny+nx; 

c = zeros(nelements,1); 

ceq = zeros(nelements,1); 

Sigma= zeros(nelements,1); 

 

% Nonlinear inequality constraints 

   

    [sigma] = exoftrus2d2sigma(A); 

    A; 

    sigma; 

    % gia periorismous sigma <= 10 kai -5 <= sigma  

    c = [sigma-10 ; -sigma-5] 

    

% Nonlinear equality constraints 
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ceq = []; 

c; 

end 

__________________________________________________________ 

Είναι το σηµείο που θέτουµε τους περιορισµούς µας. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 64 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ 

 

Chandrupatla, Tirupathi R. and Belegundu, Ashok D., “Introduction to Finite Elements in 

Engineering”,3rd edition, Prentice Hall, 2002 

 

Kirsch U., “Structural Optimization, Fundamentals and Applications”, Springer-Verlag, …  

 

Mordecai A., “Nonlinear Programming: Analysis and Methods”, Dover Publishing, 2003 

 

Nocedal J. and Wright S. J., “Numerical Oprimization”, Springer-Verlag., 1999 

 

Papalambros P., Wilde D., “Principles of Optimal Design, Modeling and Computation”, 

Cambridge University Press, 1988 

 

Perez R.E., Behdinan K., “Particle swarm approach for structural design optimization”, Toronto, 

2006 

 

 

Ιστοσελίδες 

 

http://www.math.tu-berlin.de 

 

http://documents.wolfram.com/mathematica/BuildingFunctions/AdvancedDocumentation
/Optimization.html 


