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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 

 
Η παρούσα µεταπτυχιακή διατριβή πραγµατοποιήθηκε στο πλαίσιο του 

Προγράµµατος Μεταπτυχιακών Σπουδών του Τοµέα Μηχανικής, του Γενικού 
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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 
Αντικείµενο της παρούσας διατριβής αποτελεί ο προσδιορισµός ενός αξιόπιστου 

υπολογιστικού µοντέλου για την προσοµοίωση της µηχανικής συµπεριφοράς της 

τοιχοποιίας ιστορικών κατασκευών µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων. Για 

το σκοπό αυτό πραγµατοποιήθηκε αρχικά µια θεωρητική διερεύνηση των 

µηχανισµών αστοχίας που είναι δυνατό να εµφανιστούν σε µια κατασκευή από 

τοιχοποιία. Εξετάστηκαν και αξιολογήθηκαν τα κλασικά κριτήρια αστοχίας (Mohr-

Coulomb, γραµµικό και παραβολικό, Von Mises, Rankine κ.α.), τα οποία έχουν 

αναπτυχθεί γενικά για φυσικά ψαθυρά υλικά (εδάφη, πετρώµατα κ.α.), αλλά και 

κριτήρια αστοχίας που έχουν προταθεί από σύγχρονους ερευνητές τα τελευταία 

τριάντα χρόνια για την προσέγγιση σύνθετων δοµικών υλικών όπως το σκυρόδεµα. 

Επιπλέον στα πλαίσια της παρούσας εργασίας προτάθηκε ένα γενικευµένο 

τετραγωνικό κριτήριο αστοχίας, το οποίο περιγράφεται πλήρως από τρεις 

παραµέτρους. Για την ακριβή αριθµητική προσοµοίωση της µηχανικής συµπεριφοράς 

της τοιχοποιίας σαν υλικό αλλά και της δυναµικής απόκρισης της τοιχοποιίας σαν 

δοµικό σύστηµα, διερευνήθηκε η εφαρµογή µοντέλων υλικών τα οποία θα 

προσεγγίζουν όσο το δυνατόν πιο ρεαλιστικά τη µη γραµµική της συµπεριφορά. Πιο 

συγκεκριµένα αξιολογήθηκε ο τρόπος προσοµοίωσης της µη γραµµικής 

συµπεριφοράς µε την χρήση της ελαστοπλαστικής ανάλυσης. Τέλος έγινε και 

εφαρµογή των µοντέλων προσοµοίωσης της µηχανικής συµπεριφοράς, στην µελέτη 

επιρροής της ενίσχυσης ενός υφιστάµενου τοίχου µε στοιχεία οπλισµένου 

σκυροδέµατος. Η µελέτη βασίστηκε στην εφαρµογή της µεθόδου των πεπερασµένων 

στοιχείων µέσω του εµπορικού λογισµικού MARC-MENTAT. Το συγκεκριµένο 

λογισµικό αποτελεί ένα πρόγραµµα γενικής εφαρµογής και επιτρέπει την 

ενσωµάτωση κατάλληλα διαµορφωµένων υπορουτίνων σε γλώσσα FORTRAN, για 

την καλλίτερη προσαρµογή της λειτουργίας του στις απαιτήσεις των προβληµάτων 

που αντιµετωπίστηκαν. 
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Κεφάλαιο 1ο 
 

Εισαγωγή 

 
Η τοιχοποιία αποτελεί το σπουδαιότερο δοµικό υλικό που χρησιµοποιήθηκε 

από το άνθρωπο σε όλες σχεδόν τις περιόδους της ιστορίας, για την κατασκευή 

υποδοµών, δηµοσίων κτιρίων, οικιών καθώς και ναών. Οι τύποι τοιχοποιίας στις 

ιστορικές κατασκευές που εµφανίζονται από την νότια και κεντρική Αµερική (Σχήµα 

1.1), µέχρι τα παράλια της Μεσογείου (Σχήµα 1.2), τη βόρεια Ευρώπη και την 

ανατολική Ασία, ποικίλουν ανάλογα τις πρώτες ύλες που ήταν διαθέσιµες σε κάθε 

περιοχή και είναι ενδεικτικές της τεχνολογικής και πολιτισµικής σφραγίδας που 

άφησε η εκάστοτε κοινωνία [25]. ∆εν είναι µικρός ο αριθµός των κατασκευών από 

τοιχοποιία που διασώζονται µέχρι σήµερα ενώ αρκετές από αυτές, κυρίως νεότερες, 

διατηρούνται σε πολύ καλή κατάσταση (Σχήµα 1.3). Η παρατήρηση αυτή υποδηλώνει 

αφενός µεν τη σταδιακή ενσωµάτωση των αρχών της µηχανικής και της γεωµετρίας 

στις κατασκευαστικές τεχνικές από εποχή σε εποχή, αφετέρου δε τη δυνατότητα 

συντήρησης και επισκευής υφιστάµενων κατασκευών, αρκετές απ’ τις οποίες 

αποτελούν µνηµεία πολιτιστικής κληρονοµιάς. 

 

 
Σχήµα 1.1: Κτίριο από φέρουσα τοιχοποιία στην αρχαία πόλη των Ίνκας, Μάτσου Πίτσου στις 

Περουβιανές Άνδεις. 
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Σχήµα 1.2: Πύλη των Λεόντων στις Μυκήνες. 

 

α) β)

Σχήµα 1.3: α) Αρχαιολογικό µουσείο Χανίων. β) Ο αιγυπτιακής κατασκευής φάρος στο Ενετικό 

λιµάνι των Χανίων. 
 

Η τοιχοποιία είναι ένα σύνθετο υλικό το οποίο αποτελείται από τις δοµικές 

µονάδες (ή τοιχοσώµατα) και το συνδετικό υλικό (ή συνδετικό κονίαµα). Οι δοµικές 

µονάδες, µπορεί να είναι τούβλα (κεραµικά κυρίως σώµατα ποικίλης γεωµετρίας), 

φυσικοί λίθοι λαξεµένοι ή µη, πλίνθοι, ανώµαλες πέτρες και άλλα. Η συνδετική ύλη 

µπορεί να είναι άργιλος, πίσσα, κιµωλία, ασβέστης/βασισµένο στο τσιµέντο κονίαµα, 

κόλλα ή άλλο. Ο µεγάλος αριθµός πιθανών συνδυασµών δοµικών µονάδων και 

συνδετικής ύλης, ο τρόπος τοποθέτησης των δοµικών µονάδων (γεωµετρία 
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µικροδοµής), καθώς επίσης και τα µηχανικά χαρακτηριστικά των συνδετικών υλών , 

έχουν ως αποτέλεσµα την ύπαρξη αρκετών διαφορετικών τύπων τοιχοποιίας [24]. 

Οι τεχνικές ενίσχυσης µια υφιστάµενης κατασκευής από τοιχοποιία, αλλά και 

η ανάπτυξη της κατάλληλης τεχνογνωσίας για την κατασκευή νέων κτιρίων, απαιτούν 

την διερεύνηση και την κατανόηση της µηχανικής συµπεριφοράς του συγκεκριµένου 

υλικού. Με τον όρο µηχανική συµπεριφορά ενός δοµικού υλικού συνήθως εννοούνται 

τα ακόλουθα χαρακτηριστικά [1, 24, 37, 46]: 

 

 Τα ποσοτικά µεγέθη που περιγράφουν την αντοχή του υλικού σε διαφόρους 

τύπους καταπόνησης. Σηµαντικό ενδιαφέρον για υλικά σύνθετα και ψαθυρά 

όπως είναι το σκυρόδεµα και οι τοιχοποιίες, παρουσιάζουν η αντοχή σε θλίψη,  

σε εφελκυσµό λόγω κάµψης και σε διάτµηση. Επιπλέον πρέπει να λαµβάνεται 

υπόψη και η αντοχή του υλικού σε κόπωση, ο ερπυσµός, καθώς και η αντοχή 

του σε αξονικό εφελκυσµό, η οποία είναι κατά κανόνα µικρότερη από την 

αντίστοιχη καµπτική. 

 

 Οι τρόποι και οι συνθήκες αστοχίας των υλικών, οι οποίες διαφέρουν ανάλογα 

µε τον τύπο φόρτισης και τις µηχανικές αντοχές. Ιδιαίτερη σηµασία πρέπει να 

δίνεται στις περιπτώσεις πολυαξονικής καταπόνησης, όπου λόγω της 

σύνθετης δοµής του εντατικού πεδίου, ο προσδιορισµός του τρόπου και των 

συνθηκών αστοχίας αποτελεί ένα πολυπαραµετρικό πρόβληµα. 

 

 Η σχέση µεταξύ τάσεων και παραµορφώσεων (καταστατική συµπεριφορά) ή 

δυνάµεων και µετατοπίσεων, η οποία µπορεί να είναι γραµµική ή µη 

γραµµική.  

 

Όλα τα παραπάνω χαρακτηριστικά διαφοροποιούνται ανάλογα µε τον τύπο της 

τοιχοποιίας. Πολλές φορές αποτελούν και κριτήρια για την κατηγοριοποίηση των 

διαφορών τύπων τοιχοποιίας (π.χ. φέρουσες ή µη). Για το λόγο αυτό πέραν τον 

κλασσικών θεωρητικών και πειραµατικών µεθόδων προσέγγισης  της µηχανικής 

συµπεριφοράς µίας κατασκευής από τοιχοποιία, κρίνεται πλέον αναγκαία η χρήση 

εξειδικευµένων αριθµητικών µεθόδων. Οι µέθοδοι αυτοί, µέσω της κατάλληλης 

µαθηµατικής µορφοποίησης, δίνουν τη δυνατότητα να µελετηθούν πολύπλοκα 

γεωµετρικά δοµικά συστήµατα, µε την ταυτόχρονη ενσωµάτωση και των µηχανικών 
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ιδιαιτεροτήτων υλικών «δύσκολων», όπως είναι η τοιχοποιία. Επιπλέον, οι 

αριθµητικές µέθοδοι βοηθούν τόσο στη συστηµατοποίηση των τεχνικών επίλυσης 

διαφόρών προβληµάτων όσον και στη σηµαντική µείωση του απαιτούµενου για την 

ανάλυση χρόνου [24, 25, 29]. 

Στην προσπάθεια να ληφθούν υπόψη, όλα εκείνα τα τεχνικά στοιχεία που 

χρειάζονται ώστε να επιτευχθεί µια όσον το δυνατό γίνεται πιο ρεαλιστική 

προσέγγιση της µηχανικής συµπεριφοράς µίας τοιχοποιίας µε αριθµητικές µεθόδους, 

η παρούσα εργασία έχει την ακόλουθη δοµή: 

 

 Στο κεφάλαιο 2 γίνετε µια συνοπτική εισαγωγή στους κυριότερους τύπους 

τοιχοποιίας, στα κριτήρια κατηγοριοποίησης των τοιχοποιιών, στους τρόπους 

προσδιορισµού των µηχανικών αντοχών της τοιχοποιίας, πειραµατικούς και 

θεωρητικούς, στα ελαστικά χαρακτηριστικά της και τέλος στην έννοια της 

µηχανικής οµογενοποίησης ενός σύνθετου υλικού. 

 

 Στο κεφάλαιο 3 εξετάζονται οι τρόποι αστοχίας των ψαθυρών υλικών, καθώς 

οι τοιχοποιίες ανήκουν σε αυτήν την κατηγορία υλικών, παρουσιάζονται και 

µελετώνται αφενός µεν τα κλασσικά κριτήρια αστοχίας αφετέρου δε κάποια 

κριτήρια που έχουν αναπτυχθεί από σύγχρονους ερευνητές και τέλος 

προτείνεται ένα γενικευµένο τετραγωνικό κριτήριο αστοχίας το οποίο 

περιγράφεται πλήρως από τρεις παραµέτρους. 

 

 Στο κεφάλαιο 4 γίνεται µια συνοπτική παρουσίαση της εφαρµογής της 

µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείών στη δυναµική των κατασκευών και 

αναπτύσσεται η έννοια της µη γραµµικής συµπεριφοράς των κατασκευών µε 

έµφαση στην ελαστοπλαστική ανάλυση και τα προβλήµατα επαφής. Όσον 

αφορά την ελαστοπλαστική ανάλυση, δίνεται βάρος στις συναρτήσεις 

διαρροής των ψαθυρών υλικών µε αναφορές και στο Κεφάλαιο 3, καθώς η 

επιλογή της κατάλληλης συνάρτησης είναι εξαιρετικά σηµαντική για την 

προσέγγιση της µη γραµµικής συµπεριφοράς των ψαθυρών υλικών και 

ιδιαίτερα της τοιχοποιίας. 

 

 Στο Κεφάλαιο 5 παρουσιάζονται αριθµητικές εφαρµογές στην επίλυση 

προβληµάτων που έχουν να κάνουν µε τη µη γραµµική συµπεριφορά, τον 
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εντοπισµό των πιθανών για αστοχία περιοχών και τους τρόπους ενίσχυσης 

κατασκευών από τοιχοποιία. 

 

Τέλος, στο έκτο κεφάλαιο παραθέτονται τα συµπεράσµατα και οι προτάσεις που 

προέκυψαν από την θεωρητική µελέτη, την παραµετρική ανάλυση και των 

εφαρµογών που έγιναν στα πλαίσια της παρούσας εργασίας. 
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Κεφάλαιο 2ο 
 

Στοιχεία µηχανικής της τοιχοποιίας 

 
2.1 Εισαγωγή 

Η τοιχοποιία αποτελεί ένα σύνθετο δοµικό υλικό το οποίο συνίσταται από τα 

τοιχοσώµατα, φυσικά ή τεχνητά και το συνδετικό κονίαµα (σχήµα 2.1). Υπάρχουν 

και περιπτώσεις τοιχοποιίας κυρίως σε ιστορικές κατασκευές, όπου απουσιάζει το 

συνδετικό κονίαµα και η συνοχή της τοιχοποιίας οφείλεται κυρίως στις δυνάµεις 

τριβής µεταξύ των τοιχοσωµάτων. Η αξιόπιστη περιγραφή της µηχανικής 

συµπεριφοράς µιας τοιχοποιίας και η προσοµοίωση της µε την εφαρµογή 

υπολογιστικών µεθόδων, προϋποθέτει τη µελέτη και τον ακριβή προσδιορισµό των 

ποιοτικών αλλά ποσοτικών µεγεθών που έχουν να κάνουν µε τη δοµή, τις φυσικές και 

µηχανικές ιδιότητες, καθώς και τις µηχανικές αντοχές του συγκεκριµένου υλικού. Τα 

ποιοτικά µεγέθη αναφέρονται στον χαρακτηρισµό της µικροδοµής µιας τοιχοποιίας, 

καθώς ο µεγάλος αριθµός πιθανών συνδυασµών µεταξύ των δοµικών συστατικών 

της, έχει ως αποτέλεσµα την ύπαρξη αρκετών διαφορετικών τύπων. Τα ποσοτικά 

µεγέθη αναφέρονται στις φυσικές και µηχανικές ιδιότητες οι οποίες προσδιορίζονται 

κυρίως πειραµατικά µε την εκτέλεση εργαστηριακών δοκιµών, αλλά και θεωρητικά 

µε την εφαρµογή συνήθως της θεωρίας της µαθηµατικής ελαστικότητας και 

πλαστικότητας. 

 

 
Σχήµα 2.1: Η τοιχοποιία ως δοµικό υλικό. 
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2.2 Ταξινόµηση τοιχοποιιών 

Η ταξινόµηση των τοιχοποιιών πραγµατοποιείται µε βάση τα ακόλουθα φυσικά, 

µηχανικά και γεωµετρικά χαρακτηριστικά που εµφανίζουν [24]: 

 

I. Το είδος των τοιχοσωµάτων. Ανάλογα µε την προέλευση του τοιχοσώµατος 

οι τοιχοποιίες διαχωρίζονται σε λιθοδοµές, µε τοιχοσώµατα προερχόµενα από 

φυσικούς λίθους κατεργασµένους ή µη και σε πλινθοδοµές, µε τεχνικά 

τοιχοσώµατα. 

 

II. Τη λειτουργία τους σε ένα δοµικό σύστηµα. Με τον όρο λειτουργία ενός 

δοµικού στοιχείου περιγράφεται το είδος της καταπόνησης που εφαρµόζεται 

στο στοιχείο αυτό κατά την συµµετοχή του σε ένα δοµικό σύστηµα. Με βάση 

αυτό το κριτήριο οι τοιχοποιίες διαχωρίζονται σε: 

 

 Φέρουσες. Οι τοιχοποιίες που προορίζονται για να παραλάβουν 

τόσο τα κατακόρυφα (βαρυτικά) φορτία µίας κατασκευής όσο και τις 

οριζόντιες δράσεις (σεισµικά φορτία) και να τα µεταφέρουν στο 

έδαφος. Φέρουσες µπορούν να χαρακτηριστούν και τοιχοποιίες οι 

οποίες χρησιµοποιούνται ως µέσω πλήρωσης πλαισίων από 

οπλισµένο σκυρόδεµα, αλλά σχεδιάζονται µε τέτοιο τρόπο ώστε να 

συλλειτουργούν µε τα στοιχεία σκυροδέµατος στην παραλαβή των 

φορτίων.  

 

 Πληρώσεως. Οι τοιχοποιίες που δε προορίζονται για να 

παραλάβουν κάποια φορτία της κατασκευής αλλά για να 

διαµορφώσουν αρχιτεκτονικά τους εξωτερικούς και εσωτερικούς 

χώρους ενός οικοδοµήµατος. 

  

 Αντιστήριξης. Οι τοιχοποιίες που αποτελούν το δοµικό υλικό 

τοίχων αντιστήριξης δηλαδή τοίχων που παραλαµβάνουν τις ωθήσεις 

εδαφών σε φυσικά ή τεχνητά πρανή.  

 

 Επένδυσης. Η χρήση τοιχοποιιών για λόγους αισθητικής στην 

επένδυση επιφανειών δοµικών στοιχείων από οπλισµένο σκυρόδεµα.  
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III. Του τρόπου δόµησης. Οι τοιχοποιίες είτε από φυσικά είτε από τεχνητά 

τοιχοσώµατα, αναλόγως του τρόπου δόµησης διακρίνονται σε συµπαγής και 

σε κοίλες ή µε πυρήνα. Σε µια τοµή συµπαγούς τοιχοποιίας κάθετα στο 

επίπεδο ανάπτυξης της, δεν διακρίνονται ξεχωριστές κατακόρυφές στρώσεις. 

Αντίθετα σε µια αντίστοιχη τοµή κοίλης τοιχοποιίας διακρίνονται η εξωτερική 

στρώση, η εσωτερική στρώση και ανάµεσα τους υπάρχει µια στρώση που 

καλείται πυρήνας. Ο πυρήνας είτε είναι κενός είτε πληρωµένος µε κονίαµα. 

Στην περίπτωση που µια κοίλη τοιχοποιία είναι φέρουσα η εξωτερική και η 

εσωτερική στρώση συνδέονται µε συνδέσµους (σχήµα 2.2).  

 

 
Σχήµα 2.2: Τοµές συµπαγών, κοίλων και χυτών τοιχοποιιών 

 

Επιπλέον για τις λιθοδοµές, ανάλογα µε τον τρόπο δόµησης τους, διακρίνονται οι 

περιπτώσεις των ξηρολιθοδοµών και των χυτών τοιχοποιιών. Οι ξηρολιθοδοµές 

αποτελούνται από ακατέργαστους φυσικούς λίθους και χαρακτηρίζονται από την 

απουσία συνδετικού κονιάµατος. Οι χυτές τοιχοποιίες αποτελούν µίγµατα πυλού, 

κροκάλων (από στρογγυλοποιηµένα τεµάχια φυσικών λίθων) και λατυπών (γωνιώδη 

τεµάχια φυσικών λίθων) τα οποία µετά την παρασκευή τους τοποθετούνται σε 

καλούπια ώστε να σκληρυνθούν και να δηµιουργήσουν έναν τοίχο (σχήµα 2.2). 

Εξωτερικά µια χυτή τοιχοποιία είναι δυνατό να επενδυθεί είτε µε επιχρίσµατα είτε µε 

λαξεµένους φυσικούς λίθους [24]. Οι χυτές τοιχοποιίες εξαιτίας του τρόπου 

κατασκευής τους, αποτελούν ως δοµικό υλικό τον πρόδροµο του σκυροδέµατος και 

γι’ αυτό πολλές φορές παρουσιάζουν παραπλήσια µηχανική συµπεριφορά µε αυτό. 
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2.3 Μηχανικές αντοχές της τοιχοποιίας 

Η σπουδαιότερη κατηγορία µηχανικών ιδιοτήτων της τοιχοποιίας, όπως και 

άλλων δοµικών υλικών, είναι οι µηχανικές αντοχές της. Με τον όρο µηχανική αντοχή 

εννοείτε η ικανότητα ενός υλικού να παραλαµβάνει εξωτερικά φορτία χωρίς να 

καταστρέφεται η µικροδοµή του. Ανάλογα µε τον τύπο των εξωτερικών φορτίων που 

εφαρµόζονται σε ένα υλικό µπορούν να διακριθούν η αντοχή σε θλίψη, σε 

εφελκυσµό, σε διάτµηση, σε κάµψη, σε στρέψη και σε κόπωση. Οι κυριότεροι τύποι 

µηχανικών αντοχών που ενδιαφέρουν όταν εξετάζεται µια κατασκευή από τοιχοποιία, 

είναι οι τέσσερις πρώτοι (σχήµα 2.3). Όπως έχει ήδη αναφερθεί η τοιχοποιία αποτελεί 

ένα σύνθετο υλικό και ως τέτοιο παρουσιάζει ανοµοιογένεια και ανισοτροπία τόσο ως 

προς τις φυσικές όσο και ως προς τις µηχανικές του ιδιότητες. Επιπλέον η τοιχοποιία 

δεν αποτελεί βιοµηχανικό υλικό έτσι ώστε οι ιδιότητες του να είναι ελεγχόµενες και 

σχετικά προβλέψιµες. Για το λόγο αυτό η µελέτη και ο προσδιορισµός των 

µηχανικών αντοχών του συγκεκριµένου υλικού, αποτελεί ένα πολυπαραµετρικό 

πρόβληµα του οποίου η επίλυση στηρίζεται κυρίως σε πειραµατικά δεδοµένα, που 

προκύπτουν από εργαστηριακές δοκιµές, αξιολογούµενα σε συνδυασµό µε 

θεωρητικές και αριθµητικές προσεγγίσεις [1, 24]. 

 

Σχήµα 2.3: Μερικοί από του κυριότερους τύπους καταπόνησης που συναντώνται σε κατασκευές από 

τοιχοποιία και οι αντίστοιχες µορφές αστοχίας. α) Κατακόρυφη µοναξονική θλίψη. β) Εκτός επιπέδου 

κάµψη. γ) Εντός επιπέδου διάτµηση. 

 

2.3.1 Αντοχή σε µοναξονική θλίψη 

Οι κυριότεροι παράγοντες που επηρεάζουν την θλιπτική αντοχή της 

τοιχοποιίας, w
cΥσ , είναι συνοπτικά οι παρακάτω [24]: 
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 H θλιπτική αντοχή των τοιχοσωµάτων, b
cΥσ  και του κονιάµατος m

cΥσ . 

 H σύσταση του κονιάµατος. 

 O βαθµός συνάφειας µεταξύ τοιχοσώµατος και κονιάµατος. 

 Ο βαθµός εµπλοκής των τοιχοσωµάτων µεταξύ τους. 

 Η γεωµετρία των τοιχοσωµάτων. 

 Η µικροδοµή της τοιχοποιίας (ύπαρξη κενών-περιοχές συγκέντρωσης τάσεων) 

[1, 11, 18, 24]. 

 

Ιδιαίτερα δε για τις λιθοδοµές, ιδιότητες όπως η γεωµετρία, ο βαθµός κατεργασίας 

(λιθοσώµατα λαξεµένα ή µη), το µέγεθος και η τραχύτητα των επιφανειών των 

λιθοσωµάτων έχουν καθοριστικό ρόλο στην συνολική θλιπτική αντοχή της 

τοιχοποιίας. 

 

 
Σχήµα 2.4: ∆οκιµή µοναξονικής θλίψης τοιχοποιίας α) κάθετα στους αρµούς β) παράλληλα στους 

αρµούς  

 

Η θλιπτική αντοχή της τοιχοποιίας είναι δυνατό να προσδιοριστεί άµεσα µε 

την πραγµατοποίηση δοκιµών µοναξονικής θλίψης στο εργαστήριο (σχήµα 2.4) αλλά 

και έµµεσα µε την χρήση εµπειρικών εξισώσεων οι οποίες προκύπτουν από τον 

συνδυασµό πειραµατικών δεδοµένων και θεωρίας [22, 24, 48]. Οι Francis (1971) και 

Lenczener (1972) ανέπτυξαν θεωρίες για την θλιπτική αντοχή της τοιχοποιίας 

στηριζόµενοι αφενός µεν στην θεωρία της γραµµικής ελαστικότητας και πιο 

συγκεκριµένα στην συµβατότητα των ελαστικών παραµορφώσεων στην διεπιφάνεια 

κονιάµατος – τοιχοσώµατος, αφετέρου δε στη γραµµική συσχέτιση των αντοχών σε 
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θλίψη και εφελκυσµό [24]. Η θεωρία αυτή προβλέπει ότι η θλιπτική αντοχή των 

τοιχοσώµατων συνδέεται µε αυτή της τοιχοποιίας σύµφωνα µε τη σχέση [24]: 

 

( )
( )m

bm
b
Yc

w
Yc

v1λ
vβvα1

1
σ
σ

−
−

+
=                                                                                               (2.1) 

 

όπου: 

α ο λόγος του πάχους του αρµού προς το ύψος τοιχοσώµατος  

β ο λόγος του µέτρου ελαστικότητας του κονιάµατος, Εm προς το µέτρο 

ελαστικότητας του τοιχοσώµατος Eb 

λ ο λόγος της εφελκυστικής, b
Ytσ  προς τη θλιπτική αντοχή, b

Ycσ  του 

τοιχοσώµατος 

v οι λόγοι Poisson τοιχοσώµατος, vm και κονιάµατος vb.  

 

Ο Τάσιος (1986) στηριζόµενος τόσο στην θεωρία του Francis όσο και σε πειραµατικά 

δεδοµένα προτείνει την σχέση  

 

( )
( )( )bm

bm
b
Yc

w
Yc

v1αβv1λ
vβvα1

1
σ
σ

−+−
−

+
=                                                                                 (2.2) 

 

όπου: 

4 m
tΥm σ1.05.0v −=  

4 b
tΥb σ1.05.0v −=  

 

Επίσης ο ίδιος προτείνει την ακόλουθη εµπειρική σχέση η οποία προκύπτει από 

πειραµατικά δεδοµένα [24]: 

 

m
Yc

b
Yc

w
Yc σbaσ

3
2σ +−=                                                                                            (2.3) 

όπου: 
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w
Ycσ , b

Ycσ  και m
Ycσ   οι θλιπτικές αντοχές τοιχοποιίας, τοιχοσώµατος και 

κονιάµατος αντίστοιχα 

α µειωτικός συντελεστής για τοιχοποιία από φυσικούς 

λίθους που κυµαίνεται από 0.5 για λαξευµένους λίθους 

µέχρι 2.5 για κροκάλες (για τεχνητούς λίθους α=0) 

β συντελεστής που λαµβάνει υπόψη την συνεισφορά του 

κονιάµατος στην αντοχή και λαµβάνει τιµές από 0.1 για 

οπτοπλινθοδοµές έως 0.5 για λιθοδοµές.  

 

Σύµφωνα µε τους κανονισµούς σχεδιασµού η θλιπτική αντοχή της τοιχοποιίας 

υπολογίζεται συναρτήσει των θλιπτικών αντοχών των τοιχωµάτων και του 

κονιάµατος από σχέσεις της µορφής [24, 38]: 

 

( )Ν2,1
w

cΥ
w

cΥ
w

cΥ κ,,κκ,σ,σgσ K=                                                                                   (2.4) 

 

όπου κ1, κ2, …, κΝ διορθωτικοί συντελεστές που έχουν να κάνουν µε τους διάφορους 

παράγοντες που επιδρούν στην θλιπτική αντοχή της τοιχοποιίας και αναφέρθηκαν 

στην αρχή της παραγράφου. 

 

2.3.2 Αντοχή σε πολυαξονική θλίψη 

Το πρόβληµα της πολυαξονικής καταπόνησης των δοµικών υλικών 

παρουσιάζει έντονο ενδιαφέρον διότι στις πραγµατικές κατασκευές τα φορτία που 

παραλαµβάνουν τα δοµικά στοιχεία σπάνια µπορούν να θεωρηθούν ως µοναξονικά. 

Ιδιαίτερα δε στις κατασκευές από φέρουσα τοιχοποιία, η συγκεκριµένη εντατική 

κατάσταση είναι ο κανόνας, καθώς σε µια τέτοιου είδους κατασκευή τα δοµικά 

στοιχεία από το συγκεκριµένο υλικό καλούνται να παραλάβουν τόσο τα κατακόρυφα 

όσο και τα οριζόντια φορτία. Επιπλέον λόγοι για τους οποίους πρέπει να µελετάται η 

επίδραση ενός πολυαξονικού συστήµατος δυνάµεων, αποτελούν αφενός µεν η 

ανισοτροπία που εµφανίζει µια τοιχοποιία κάθετα και παράλληλα στους αρµούς, 

κυρίως όσον αφορά τις µηχανικές αντοχές και τα ελαστικά χαρακτηριστικά της, 

αφετέρου δε η αυξηµένη αντοχή σε θλίψη προς µια συγκεκριµένη διεύθυνση, όταν η 

τοιχοποιία καταπονείτε  και από πλευρικά θλιπτικά φορτία [1, 27]. 
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Εργαστηριακά η πολυαξονική ένταση στην περίπτωση των τοιχοποιιών 

προσεγγίζεται µε τις πειραµατικές δοκιµές της διαξονικής θλίψης (σχήµα 2.5). Τα 

δοκίµια που χρησιµοποιούνται είναι τοιχία, των οποίων οι διαστάσεις ποικίλουν 

ανάλογα µε τη µικροδοµή της τοιχοποιίας (µέγεθος και γεωµετρία τοιχοσωµάτων, 

µέγεθος αρµών, είδος τοιχοποιίας κ.α.). Κατά την εκτέλεση του πειράµατος 

εφαρµόζεται αρχικά µια πλευρική τάση σ3, σαφώς µικρότερη από την αντοχή της 

τοιχοποιίας σε θλίψη κατά την συγκεκριµένη διεύθυνση (κάθετα ή παράλληλα στους 

αρµούς) και στη συνέχεια µε τη σταδιακή εφαρµογή µιας κατακόρυφης τάσης σ1, το 

δοκίµιο εξωθείται στην αστοχία. Ο ρυθµός φόρτισης της τοιχοποιίας µε την 

κατακόρυφη τάση, επιλέγεται κατάλληλα ανάλογα µε το είδος της τοιχοποιίας και τις 

ειδικές συνθήκες που επικρατούν κατά την εκτέλεση του πειράµατος (εργαστηριακός 

εξοπλισµός, µέγεθος δοκιµίου κ. α.). Η ίδια διαδικασία επαναλαµβάνεται για 

διάφορες τιµές της πλευρικής τάσης και κάθε φορά υπολογίζεται η αντοχή σε θλίψη 

κατά την διεύθυνση επιβολής του φορτίου σ1.  

 
Σχήµα 2.5: Σχηµατική απεικόνισης της δοκιµής διαξονικής θλίψης τοιχίων από τοιχοποιία, α) κάθετα 

στο επίπεδο των αρµών και β) παράλληλα στο επίπεδο των αρµών. 

 

Συσχετίζοντας τα αποτελέσµατα της διαξονικής θλίψης υπολογίζονται οι 

πειραµατικές περιβάλλουσες αστοχίας. Οι περιβάλλουσες αστοχίας µπορεί να είναι 

πολυωνυµικές συναρτήσεις της µορφής: 

 

( ) 0σσασ,σ
n

1i

m

1j

1j
3

1i
1ij31 ==∑∑

= =

−−f                                                                                  (2.5) 

 

οι οποίες αφενός µεν οριοθετούν αναλυτικά τις ασφαλείς περιοχές των τάσεων 

(σχήµα 2.6), αφετέρου δε συνδέουν την αντοχή σε θλίψη µιας τοιχοποιίας κατά την 
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κατακόρυφη διεύθυνση µε την εφαρµοζόµενη πλευρική τάση. Οι συντελεστές αij µιας 

πολυωνυµικής περιβάλλουσας αστοχίας, υπολογίζονται µε παρεµβολή εφαρµόζοντας 

την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, ενώ είναι δυνατό να συσχετισθούν και µε 

άλλα µεγέθη αντοχής της τοιχοποιίας όπως είναι η αντοχές σε εφελκυσµό ή 

διάτµηση. Τέλος σηµειώνεται ότι οι δοκιµές διαξονικής θλίψης, αποτελούν 

σηµαντικό κοµµάτι τόσο στην διατύπωση κριτηρίων αστοχίας πολυαξονικής έντασης 

(βλ. Κεφάλαιο 3) όσο και στη µελέτη της µη γραµµικής συµπεριφοράς της 

τοιχοποιίας (βλ. Κεφάλαιο 4) [27]. 

 

 

 
Σχήµα 2.6: Πολυωνυµική περιβάλλουσα αστοχίας, η οποία υπολογίζεται από τα πειραµατικά 

δεδοµένα µε παρεµβολή [1, 2, 3, 24]. 

 

2.3.3 Εφελκυστική αντοχή σε κάµψη 

Η κάµψη αποτελεί ένα είδος φόρτισης το οποίο προκαλεί ταυτόχρονα στο 

σώµα που εφαρµόζεται εφελκυστικά, διατµητικά και θλιπτικά φορτία. Για το λόγο 

αυτό οι εφελκυστικές τάσεις που εµφανίζονται σε µια τοιχοποιία οφείλονται κυρίως 

σε καµπτικές ροπές που προκαλούνται από την ύπαρξη έκκεντρων κατακόρυφων 

φορτίων εντός ή εκτός του επιπέδου της και από οριζόντιες δυνάµεις που ασκούνται 

κάθετα στο επίπεδο αυτής (άνεµος, οριζόντια σεισµικά φορτία κτλ.). Με βάση τα 

παραπάνω προκύπτει ότι για τις ανάγκες σχεδιασµού µιας κατασκευής από τοιχοποιία 

έχει µεγαλύτερη σηµασία ο προσδιορισµός της καµπτικής ροπής που προκαλεί 

αστοχία σε εφελκυσµό, παρά η καθαρή αντοχή σε εφελκυσµό [24, 28, 38]. 
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α) β) 
Σχήµα 2.7: ∆οκιµή εκτός επιπέδου κάµψης τεσσάρων σηµείων τοιχοποιίας σε επίπεδο  

α)παράλληλο και β)κάθετο στους αρµούς [1, 2, 7, 8] 

 

Η καµπτική εφελκυστική αντοχή µιας τοιχοποιίας συνήθως αναφέρεται στην 

γωνία που σχηµατίζει το επίπεδο κάµψης µε τα επίπεδα των αρµών. Κατά την 

πειραµατική εξέταση πρέπει να προσδιοριστεί η καµπτική αντοχή σε επίπεδα κάθετα 

και παράλληλα στους αρµούς. Ο εργαστηριακός έλεγχος πραγµατοποιείται µε την 

εφαρµογή της εκτός επιπέδου κάµψης τεσσάρων σηµείων (σχήµατα 2.7 και 2.8). 

 

 
Σχήµα 2.8: Εντατική κατάσταση τοιχοποιίας στο επίπεδο της κάµψης τεσσάρων σηµείων 

 

Η διεύθυνση των εφελκυστικών τάσεων στην εκτός επίπεδου κάµψη, 

ταυτίζεται µε την τοµή των επιπέδων κάµψης και ανάπτυξης της τοιχοποιίας. Η 

µέγιστη τιµής της τάσης, για δεδοµένη καµπτική ροπή, προσδιορίζεται από την 

τεχνική θεωρία της αντοχής των υλικών σύµφωνα µε την σχέση (σχήµα 2.8): 

 

z

yz
x I2

tM
=σ                                                                                                                (2.6) 
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από την οποία µε αντικατάσταση της ροπής που προκαλεί την αστοχία σε εφελκυσµό, 

προκύπτει η καµπτική εφελκυστική αντοχή 

 

2
yz

w
Ybtw

bt tt
M6

=σΥ                                                                                                             (2.7) 

 

όπου: 
w
Ybtσ  η καµπτική εφελκυστική αντοχή  

w
YbtM  η καµπτική ροπή που προκαλεί αστοχία σε εφελκυσµό  

tz η ανάπτυξη του τοίχου σε διεύθυνση κάθετη στο επίπεδο κάµψης  

ty το πάχος της τοιχοποιίας.  

 

∆εδοµένα που έχουν προκύψει από εργαστηριακές δοκιµές, δείχνουν ότι η καµπτική 

εφελκυστική αντοχή σε επίπεδο παράλληλο στους αρµούς είναι 2 έως 5 φορές 

µεγαλύτερη από την αντίστοιχη αντοχή σε επίπεδο κάθετο στους αρµούς. Ο λόγος 

των δύο αντοχών είναι δείκτης της ανισοτροπίας του υλικού και εξαρτάται από την 

αντοχή των τοιχοσωµάτων εφόσον τα επίπεδα αστοχίας διέρχονται µέσα από αυτά, 

την πλήρωση των κενών των λιθοσωµάτων µε κονίαµα (τούβλα µε οπές, 

τσιµεντόλιθοι κτλ.), το ποσοστό των κενών της τοιχοποιίας, τον λόγο των πλευρών 

των τοιχοσωµάτων και την ύπαρξη κατακόρυφης τάσης εντός του επιπέδου της 

τοιχοποιίας χωρίς εκκεντρότητα [24]. 

 

2.3.4 ∆ιατµητική αντοχή 

Οι διατµητικές τάσεις-δυνάµεις που εµφανίζονται σε µία φέρουσα τοιχοποιία, 

αποτελούν είτε συνιστώσες θλιπτικών φορτίων σε επίπεδα κάθετα στην τοιχοποιία τα 

οποία σχηµατίζουν γωνία µε τους αρµούς διάφορη των 0 και 90°, είτε συνισταµένες 

ενός πολυδιάστατου (διαξονικού ή τριαξονικού) εντατικού πεδίου, είτε δυνάµεις 

αντίδρασης στην επιβολή οριζόντιων φορτίων (π.χ. σεισµικά φορτία). Η αστοχία σε 

διάτµηση της τοιχοποιίας από την εφαρµογή ενός ή και περισσοτέρων τύπων 

φόρτισης εκδηλώνεται συνήθως µε τους ακόλουθους τρόπους [24]: 

 

I. Ολίσθηση κατά µήκος των αρµών λόγω αστοχίας του κονιάµατος. Οι αρµοί 

από την φύση τους αποτελούν επίπεδα αδυναµίας, καθώς οι µηχανικές αντοχές 
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των κονιαµάτων είναι κατά κανόνα µικρότερες από τις αντίστοιχες των 

τοιχοσωµάτων. Ο συγκεκριµένος τρόπος αστοχίας οφείλεται είτε στην 

εφελκυστική αστοχία του κονιάµατος κάθετα στους αρµούς, είτε στη 

διατµητική αστοχία του κονιάµατος παράλληλα στους αρµούς. 

 

II. Ολίσθηση κατά µήκος των αρµών λόγω υπέρβασης των δυνάµεων συνοχής. 

Ο συγκεκριµένος τρόπος αστοχίας εκδηλώνεται µε την αποκόλληση των 

τοιχοσωµάτων από το κονίαµα, όταν η εφελκυστική τάση που ασκείται κάθετα 

στη διεπιφάνεια τοιχοσώµατος-κονιάµατος υπερβεί τις αντίστοιχες δυνάµεις 

συνάφειας. 

 

III. Εφελκυστική αστοχία των τοιχοσωµάτων. Στη περίπτωση αυτή, η επιφάνεια 

διατµητικής αστοχίας διέρχεται µέσα από τα τοιχοσώµατα. Ο συγκεκριµένος 

τύπος αστοχίας, προκαλεί συνήθως την εµφάνιση µεγάλων µετατοπίσεων στο 

εσωτερικό της τοιχοποιίας. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα  την αναδιαµόρφωση 

όλου του εντατικού πεδίου µε την εµφάνιση συγκέντρωσης τάσεων στις 

περιοχές που έχουν αστοχήσει και τελικά την εκδήλωση και άλλων τύπων 

αστοχίας (π.χ. αποκόλληση τοιχοσωµάτων από το κονίαµα, εφελκυστική και 

διατµητική αστοχία των αρµών). 

 

Οι διαφορετικοί µηχανισµοί αστοχίας που αναφέρθηκαν παραπάνω, δυσκολεύουν την 

θεωρητική προσέγγιση του φαινοµένου, αφενός µεν επειδή µια τέτοιου τύπου 

ανάλυση πέραν των µηχανικών αντοχών κονιάµατος και τοιχοσωµάτων απαιτεί και 

την γνώση της µηχανικής συµπεριφοράς της διεπιφάνειας κονιάµατος-τοιχοσώµατος, 

αφετέρου δε επειδή είναι δυνατό να εκδηλωθούν αλυσιδωτά περισσότεροι του ενός 

τύπου αστοχίας. Ο ασφαλέστερος τρόπος για τον προσδιορισµό της διατµητικής 

αντοχής µιας τοιχοποιίας είναι πραγµατοποίηση εργαστηριακών δοκιµών διάτµησης 

σε κατάλληλα διαµορφωµένα δοκίµια. 

Σε αντίθεση µε την αντοχή σε εφελκυσµό και θλίψη, για τον πειραµατικό 

προσδιορισµό της αντοχής σε διάτµηση µιας τοιχοποιίας δεν έχουν οριστεί πρότυπες 

εργαστηριακές δοµικές. Επειδή κάποιοι από τους τρόπους αστοχίας µιας τοιχοποιίας 

σε διάτµηση είναι παραπλήσιοι µε αυτούς της αστοχίας σε καµπτική φόρτιση, κύριο 

µέληµα σε µια τέτοια πειραµατική διαδικασία είναι η αποφυγή εµφάνισης καµπτικών 

ροπών στο δοκίµιο της τοιχοποιίας. Με βάση τη παρατήρηση αυτή µια κατάλληλη 
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πειραµατική διάταξη είναι αυτή που απεικονίζεται στο σχήµα 2.9. Στη συγκεκριµένη 

διάταξη το δοκίµιο της τοιχοποιίας υποβάλλεται σε κατακόρυφη θλιπτική φόρτιση µε 

αποτέλεσµα οι αρµοί της να καταπονούνται σε διάτµηση. Λαµβάνοντας υπόψη την 

εντατική κατάσταση του δοκιµίου (σχήµα 2.9) η αστοχία σε διάτµηση εκδηλώνεται 

όταν επαληθεύεται η σχέση: 

 

θcos
στ αYw

Y ≤                                                                                                                  (2.8) 

 

όπου: 

σYα η κατακόρυφη τάση για την οποία εκδηλώνεται διατµητική αστοχία  
w
Yτ  η διατµητική αντοχή της τοιχοποιίας 

θ η γωνία που σχηµατίζει το επίπεδο διατµητικής αστοχίας µε την 

διεύθυνση της κατακόρυφης τάσης σΥα 

θα η γωνία που σχηµατίζει το επίπεδο των αρµών µε την διεύθυνση της 

κατακόρυφης τάσης σΥα 

 

 
Σχήµα 2.9: ∆οκιµή αντοχής σε διάτµηση τοιχοποιίας ( m

Υτ  και m
tΥσ  οι αντοχές του κονιάµατος σε 

διάτµηση και εφελκυσµό αντίστοιχα). 
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Όσον αφορά τη γωνία θ µπορούν να διακριθούν οι ακόλουθες περιπτώσεις, σε 

συνδυασµό πάντα µε την επιτόπου παρατήρηση της µορφής του δοκιµίου µετά την 

αστοχία: 

 

 Εάν αθθ ≠  η αστοχία εκδηλώνεται κατά µήκος των αρµών είτε λόγω της 

εφελκυστικής ή διατµητικής αστοχίας του κονιάµατος είτε λόγω της 

υπέρβασης των αντιστοίχων δυνάµεων συνοχής τοιχοσώµατος κονιάµατος 

(τρόποι αστοχίας Ι ή/και ΙΙ). Στην περίπτωση αυτή η διατµητική αντοχή της 

τοιχοποιίας αποτελεί συνάρτηση της εφελκυστικής και της διατµητικής 

αντοχής του κονιάµατος. 

 

 Εάν αθθ ≠ , η επιφάνεια αστοχίας θα διέρχεται µέσα από τα τοιχοσώµατα 

(τρόπος αστοχίας ΙΙΙ), κάτι το οποίο υποδηλώνει την εφελκυστική αστοχία 

των τοιχοσωµάτων. 

 

2.4 Ελαστικά χαρακτηριστικά της τοιχοποιίας 

Η τοιχοποιία λόγω της δοµής της, µπορεί να θεωρηθεί ως ψαθυρό υλικό και 

ως τέτοιο εµφανίζει πολύ µεγαλύτερη αντοχή σε θλίψη από ότι σε εφελκυσµό και 

διάτµηση. Για να περιγραφεί η καταστατική συµπεριφορά ενός ψαθυρού υλικού, 

δηλαδή η σχέση µεταξύ τάσεων και παραµορφώσεων, ορίζεται ένα τυπικό διάγραµµα 

τάσης-παραµόρφωσης για τα πειράµατα του µοναξονικού εφελκυσµού και της 

µοναξονικής θλίψης (σχήµα 2.10). Από ένα τέτοιο διάγραµµα παρατηρείται ότι στην 

περιοχή του εφελκυσµού το δοκίµιο αστοχεί ξαφνικά όταν η αξονική τάση ξεπεράσει 

την αντοχή σε εφελκυσµό, σΥt. Μετά την εκδήλωση της αστοχίας τα εφελκυστικά 

φορτία που δύναται να παραλάβει το υλικό είναι απειροστά κάτι το οποίο σηµαίνει 

ότι οι εφελκυστικές πλαστικές παραµορφώσεις είναι απειροστές έως ανύπαρκτες. 

Αντίθετα στην περιοχή της θλίψης, το υλικό ναι µεν αστοχεί όταν η αξονική τάση 

ξεπεράσει την αντοχή του σε θλίψη, σYc, ωστόσο µετά την εκδήλωση της αστοχίας το 

υλικό είναι σε θέση να παραλάβει κάποιου µεγέθους θλιπτικά φορτία. Η 

παραµένουσα αντοχή του υλικού οφείλεται στις δυνάµεις τριβής που εµφανίζονται 

στα επίπεδα αστοχίας. Όσον αφορά τις πλαστικές παραµορφώσεις που παρουσιάζει 

το υλικό µετά την αστοχία σε θλίψη, οφείλονται στην ολίσθηση που εµφανίζεται στα 

επίπεδα αστοχίας.  
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Σχήµα 2.10: Τυπικό διάγραµµα τάσης-παραµόρφωσης ψαθυρού υλικού [1, 24, 37] 

 

Ο ασφαλέστερος τρόπος για να προσδιοριστεί το µέτρο ελαστικότητας της 

τοιχοποιίας είναι η δοκιµή µοναξονικής θλίψης σε διευθύνσεις κάθετα και παράλληλα 

στους αρµούς. Εναλλακτικά το µέτρο ελαστικότητας σε διεύθυνση κάθετα στους 

αρµούς µπορεί να προσδιοριστεί από την θεωρία της ελαστικότητας σύµφωνα µε τη 

σχέση [1, 24]: 

 

( )
bmmb

bmmb
w EtEt

ttEEE
+

+
=                                                                                                  (2.9) 

 

όπου Εw, Eb και Εm τα µέτρα ελαστικότητας της τοιχοποιίας, των τοιχοσωµάτων και 

του κονιάµατος αντίστοιχα και tb και tm το ύψος του τοιχοσώµατος και το πάχος των 

αρµών αντίστοιχα. Τέλος ο λόγος Poisson της τοιχοποιίας εκτιµάται µεταξύ 0.15-0.35 

[24]. 

 

2.5 Οµογενοποίηση τοιχοποιιών 

Με τον όρο µηχανική οµογενοποίηση µιας τοιχοποιίας ή γενικότερα ενός 

σύνθετου υλικού, περιγράφεται η διαδικασία κατά την οποία προσδιορίζονται οι 

µηχανικές ιδιότητες ενός οµογενούς ισότροπου ή ανισότροπου υλικού, το οποίο 

εµφανίζει την ίδια καταστατική συµπεριφορά και τις ίδιες µηχανικές αντοχές µε το 

σύνθετο υλικό. Η διαδικασία της µηχανικής οµογενοποίηση είναι δυνατό να 

πραγµατοποιηθεί είτε µε την εφαρµογή εργαστηριακών δοκιµών όπως έχει ήδη 

αναφερθεί σε προηγούµενες παραγράφους, είτε µε την χρήση αναλυτικών ή/και 
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αριθµητικών µεθόδων [22, 33, 47, 48]. Σχετικά απλές αλλά χαρακτηριστικές 

περιπτώσεις µηχανικής οµογενοποίησης τοιχοποιιών αποτελεί η σχέση του Francis 

για τον υπολογισµό της θλιπτικής αντοχής (εξίσωση 2.1) αλλά και η εξίσωση (2.9) 

για τον υπολογισµό του µέτρου ελαστικότητας σε διεύθυνση κάθετα στους αρµούς 

µιας τοιχοποιίας. Κάποια απ’ τα πλεονεκτήµατα των µηχανικά οµογενοποιηµένων 

υλικών είναι συνοπτικά τα παρακάτω [24, 29, 46]: 

 

 Στην πολυαξονική εντατική κατάσταση η αστοχία ενός τέτοιου υλικού είναι 

δυνατό να ελεγχθεί σε όλη του την έκταση µε την χρήση αναλυτικών 

συναρτήσεων των τάσεων, οι οποίες καλούνται κριτήρια αστοχίας. 

 

 Η αριθµητική προσοµοίωση της µηχανικής συµπεριφοράς µιας κατασκευής 

από τοιχοποιία απλουστεύεται σηµαντικά καθώς ορίζονται ενιαίες παράµετροι 

καταστατικής συµπεριφοράς για όλο το υλικό (δεν υπάρχει διαχωρισµός 

τοιχοσωµάτων κονιάµατος) και µειώνεται σηµαντικά το υπολογιστικό κόστος. 

 

 Απλούστευση στην εφαρµογή των κανονισµών σχεδιασµού κατασκευών από 

τοιχοποιία, καθώς παρέχεται η δυνατότητα της απευθείας συσχέτισης των 

µηχανικών ιδιοτήτων κονιάµατος και τοιχοσωµάτων µε τις ιδιότητες της 

οµογενοποιηµένης τοιχοποιίας. 
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Κεφάλαιο 3ο 
 

Κριτήρια αστοχίας των ψαθυρών υλικών 

 
3.1 Γενικά 

Οι κατασκευές στον φυσικό τους χώρο υπόκεινται στην επίδραση ενός 

σύνθετου τρισδιάστατου εντατικού πεδίου το οποίο συνίσταται τόσο από διατµητικές 

όσο και ορθές τάσεις (Σχήµα 3.1). Αυτό έχει ως αποτέλεσµα η αστοχία των δοµικών 

υλικών να προκύπτει από ένα συνδυασµό φορτίσεων και όχι καθαρά από την 

επίδραση ενός είδους καταπόνησης (π.χ. θλιπτική, εφελκυστική ή διατµητική). Είναι 

λοιπόν αναγκαίο η εντατική κατάσταση µιας κατασκευής, να αναχθεί σε µια µορφή 

τέτοια ώστε να είναι δυνατή η σύγκριση της µε τα µεγέθη αντοχής των δοµικών 

υλικών. Αυτό επιτυγχάνεται µε τον υπολογισµό των κυρίων τάσεων (Σχήµα 3.1) οι 

οποίες αφενός µεν περιγράφουν µια ισοδύναµη εντατική κατάσταση µε την ύπαρξη 

µόνο ορθών τάσεων, αφετέρου δε µπορούν να συγκριθούν άµεσα µε τις αντοχές του 

υλικού σε εφελκυσµό και θλίψη [1].  

 

 
Σχήµα 3.1: Γενικευµένη τρισδιάστατη εντατική κατάσταση (y1//x, y2//y, y3//z) 
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Οι κύριες τάσεις αποτελούν τις ρίζες της κυβικής εξίσωσης: 
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Για τις ρίζες της εξίσωσης (3.1) ισχύει η σύµβαση σ1>σ2>σ3, ενώ θετικές τιµές των 

τάσεων δηλώνουν εφελκυσµό και αρνητικές θλίψη. Οι κύριες τάσεις µπορούν να 

εκφρασθούν συναρτήσει των συνιστωσών του τανυστή των τάσεων σύµφωνα µε την 

σχέση [16]: 
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321
3
13 IJI

3
1I

27
1J ++−=  

 

Όταν η εκδήλωση της αστοχίας σε κάποια περιοχή του υλικού είναι 

αποτέλεσµα της εφαρµογής ενός σύνθετου πολυδιάστατου εντατικού πεδίου, η 

µαθηµατική διατύπωση των κριτηρίων αστοχίας γίνεται πιο πολύπλοκη, καθώς αυτά 

δεν αποτελούν πλέον ανισότητες εφαρµοζόµενων τάσεων και αντιστοίχων αντοχών, 

αλλά ανισότητες συναρτήσεων των συνιστωσών των τάσεων. Η γενικευµένη 

µαθηµατική διατύπωση ενός τέτοιου κριτήριου είναι η ακόλουθη: 

 

( ) 0k,,k,k,F n21ij ≥σ L                                                                                               (3.3) 

 

όπου F(σij, k1, k2, … ,kn) η συνάρτηση αστοχίας και ki, µε i=1:n, παράµετροι της 

συνάρτησης οι οποίες συσχετίζονται µε τις µηχανικές αντοχές του υλικού και 

υπολογίζονται κυρίως πειραµατικά. Τα κριτήρια αστοχίας είναι δυνατό και πολλές 

φορές πιο χρήσιµο, να εκφραστούν ισοδύναµα είτε ως συναρτήσεις των κυρίων 

τάσεων σ1, σ2 και σ3, είτε ως συναρτήσεις των τασικών αναλλοίωτων I1, J2, και θ . Η 

τασική αναλλοίωτος Ι1 είναι η πρώτη αναλλοίωτος του τανυστή των τάσεων, 

αποτελεί συνάρτηση της ενέργειας που δαπανάται για να µεταβληθεί ο όγκος του 

υλικού (ένεργεια διαστολής) και εκφράζει την συνεισφορά του υδροστατικού πεδίου 

στην αστοχία του υλικού [37]. Η τασική αναλλοίωτος J2 είναι η δεύτερη αναλλοιώτος 

του αποκλίνοντα τανυστή των τάσεων, αποτελεί συνάρτηση της ένεργειας που 

δαπανάται για να µεταβληθεί το σχήµα ενός σώµατος (ενέργεια στρέβλωσης) και 

εκφράζει την συνεισφορά των διατµητικών τάσεων στην αστοχία του υλικού [37]. 

 

3.2 Τρόποι αστοχίας των ψαθυρών υλικών  

Οι περισσότερες κατασκευές αποτελούνται άλλες εξ’ ολοκλήρου και άλλες ως 

ένα ποσοστό από ψαθυρά δοµικά υλικά όπως το σκυρόδεµα, η τοιχοποιία, τα 

κονιάµατα , τα πετρώµατα (λιθοδοµές) και τα κεραµικά (οπτοπλινθοδοµές). Επιπλέον 

ο χάλυβας που είναι και το σύνηθες υλικό οπλισµού των δοµικών στοιχείων από 

σκυρόδεµα, όταν εµφανίσει σηµαντικές πλαστικές παραµορφώσεις συµπεριφέρεται 

ως ψαθυρό υλικό.  
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Τα ψαθυρά υλικά παρουσιάζουν περισσότερες ιδιοµορφίες σε σχέση µε τα 

όλκιµα, κυρίως όσον αφορά τους τρόπους µε τους οποίους αστοχούν. Αυτό οφείλεται 

στο ότι τα υλικά αυτά αφενός µεν εµφανίζουν µεγαλύτερη αντοχή σε θλίψη απ’ ότι σε 

εφελκυσµό (πολλές φορές έως και µια τάξη µεγέθους), αφετέρου δε οι µηχανισµοί 

αστοχίας διαφοροποιούνται ανάλογα µε το αν το εντατικό πεδίο που εφαρµόζεται 

είναι ισχυρά θλιπτικό ή ελφεκυστικό. Οι τρόποι αστοχίας των ψαθυρών υλικών, 

ανεξάρτητα απ’ το αν πρόκειται για µια κατασκευή στο χώρο λειτουργίας της ή για 

κάποιο δοκίµιο που υποβάλλεται σε εργαστηριακές δοκιµές, είναι οι ακόλουθοι [1]: 

 

 Αστοχία σε διάτµηση 

 
 Αστοχία σε εφελκυσµό 

 

3.3 Αστοχία σε διάτµηση 

Ένα ψαθυρό υλικό αστοχεί σε καποίο σηµείο σε διάτµηση όταν καταπονείται 

από ένα ισχυρά θλιπτικό εντατικό πεδίο, δηλαδή όταν I1≤0. Η διατµητική αστοχία 

εκδηλώνεται κατα µήκος ενός επιπέδου, όταν η συνισταµένη διατµητική τάση 

ξεπεράσει µια κρίσιµη τιµή. Το επίπεδο αστοχίας καλείται και επίπεδο αδυναµίας 

και διαφοροποιείται ανάλογα µε την σύνθεση του πολυδιάστατου εντατικού πεδίου 

(Σχήµα 3.2). 

 

 
Σχήµα 3.2: Μηχανισµός διατµητικής αστοχίας σε κάποιο επίπεδο αδυναµίας 

 

Οι κυριότερες θεωρίες που έχουν αναπτυχθεί για να περιγράψουν τη 

διατµητική αστοχία των ψαθυρών υλικών είναι αυτές των Coulomb (1773) και Mohr 
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(1900). Η θεωρία του Coulomb αρχικά διατυπώθηκε για να περιγράψει την αστοχία 

των εδαφικών σχηµατισµών και στηρίζεται στην παρατήρηση ότι η αντοχή ενός 

εδαφικού σχηµατισµού οφείλεται αφενός µεν σε δυνάµεις τριβής µεταξύ των κόκκων 

του εδάφους, αφετέρου δε στις γενικότερες δυνάµεις συνοχής του υλικού [1, 37]. Η 

µαθηµατική έκφραση του κριτήριου Coulomb είναι η ακόλουθη: 

 

φtanσSτ 0 −≥                                                                                                          (3.4) 

 

όπου: 

τ: η µέγιστη διατµητική τάση στο επίπεδο αστοχίας 

σ: η ορθή τάση στο επίπεδο αστοχίας 

S0: η συνοχή ή διατµητική αντοχή του υλικού 

φ: η γωνία εσωτερικής τριβής του υλικού. 

 

Στο κριτήριο λαµβάνεται υπόψη η απόλυτη τιµή της διατµητικής τάσης, καθώς το 

πρόσηµο της δεν επηρεάζει τον µηχανισµό αστοχίας [1]. Όσον αφορά τις 

παραµέτρους εσωτερικής τριβής και συνοχής του υλικού, σηµειώνεται ότι για υλικά 

µη συνεκτικά όπως είναι τα εδάφη αλλά και κάποιοι τύποι λιθοδοµών 

(ξήρολιθοδοµές), η συνοχή είναι συνήθως µηδέν και η αντοχή τους οφείλεται 

αποκλειστικά στις δυνάµεις τριβής µεταξύ των κόκκων ή των λιθοσωµάτων εάν 

πρόκειται για λιθοδοµές. Επιπλέον η µηδενική συνοχή συνεπάγεται και µηδενική 

εφελκυστική αντοχή. 

Το κριτήριο αστοχίας Coulomb, επειδή ακριβώς αναπτύχθηκε για να 

περιγράψει την αστοχία µη συνεκτικών υλικών ή υλικών µε πολύ χαµηλή 

εφελκυστική αντοχή, εµφανίζει κάποιους περιορισµούς καθώς δεν προσάρµοζεται 

ικανοποιήτικα σε πειραµατικά δεδοµένα εφελκυσµού [1, 8]. Τα προβλήµατα αυτά 

οδηγησαν το Mohr να διατυπώσει µια γενίκευση της θεωρίας του Coulomb για κάθε 

υλικό συνεκτικό( πετρώµατα, σκυρόδεµα, πλινθοδοµές κτλ.) ή µη (εδάφη, κονιάµατα, 

ξηρολιθοδοµές). Σύµφωνα µε τη θεωρία αυτή η διατµητική τάση αστοχίας σε κάποιο 

επίπεδο αδυναµίας αποτελεί µια συνάρτηση της ορθής τάσης (όχι απαραίτητα 

γραµµική) και η αστοχία εκδηλώνεται όταν ικανοποιείται η ακόλουθη συνθήκη:  

 

( )n21 c,,c,cσ,fτ L≥                                                                                                 (3.5) 
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όπου: 

( )n21 c,,c,cσ,f L : συνάρτηση αστοχίας ή περιβάλλουσα αστοχίας του 

υλικού 

c1,2,…,n: παράµετροι της συνάρτησης αστοχίας, οι οποίες 

υπολογίζονται κατάλληλα ώστε να επιτυγχάνεται η 

βέλτιστη προσαρµογή του κριτηρίου στα πειραµατικά 

δεδοµένα δοκιµών, που έχουν να κάνουν µε τον 

προσδιορισµό των µηχανικών αντοχών του υλικού. 

 

Στο σχήµα 3.3 παρουσιάζεται η συνδυασµένη γραφική απεικόνιση σε διάγραµµα σ-τ, 

της περιβάλουσας αστοχίας και των κύκλων του Mohr που αντιστοιχούν σε εντατικές 

καταστάσεις οριακής αστοχίας. Οι παρατηρήσεις που µπορούν να γίνουν µε βάση το 

διάγραµµα αυτό είναι οι ακόλουθες: 

 

 Ένα υλικό αστοχεί κάτω από την επίδραση ενός εντατικού πεδίου, όταν η 

περιβάλλουσα αστοχίας τέµνει ή εφάπτεται (οριακή αστοχία) µε τον κύκλο 

του Mohr που περιγράφει το συγκεκριµένο πεδίο τάσεων. 

 

 Η ενδιάµεση κύρια τάση σ2 δεν συµµετέχει στη διαµόρφωση του µηχανισµού 

αστοχίας κάτω από την επίδραση ενός πολυδιάστατου εντατικού πεδίου. Αυτό 

έχει ως αποτέλεσµα η εκδήλωση της διατµητικής αστοχίας να λαµβάνει χώρα 

σε επίπεδα κάθετα στο επίπεδο που ορίζουν τα διανύσµατα της µέγιστης (σ1) 

και ελάχιστης (σ3) κύριας τάσης.  

 

 
Σχήµα 3.3: Περιβάλουσα αστοχίας σύµφωνα µε την θεωρία του Mohr 
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Τέλος αναφέρεται ότι στην περίπτωση που η περιβάλλουσα αστοχίας είναι µια 

ευθεία γραµµή, τα κριτήρια Mohr και Coulomb ταυτίζονται. Για το λόγο αυτό και τα 

κριτήρια διατµητικής αστοχίας των ψαθυρών υλικών, συνήθως αναφέρονται ως 

κριτήρια Mohr-Coulomb µε πιο διαδεδοµένα το γραµµικό και το παραβολικό. 

 

3.3.1 Γραµµικό κριτήριο αστοχίας Mohr-Coulomb 

Η µαθηµατική διατύπωση του γραµµικού κριτηρίου αστοχίας Mohr-

Coulomb συναρτήσει των κυρίων τάσεων, γίνεται µε την θεώρηση ενός κυλινδρικού 

δοκιµίου ψαθυρού υλικού το οποίο υποβάλλεται σε τριαξονική θλίψη [1, 16, 37]. Η 

αστοχία εκδηλώνεται οριακά σε κάποιο επίπεδο αδυναµίας, όταν η περιβάλλουσα του 

Coulomb έρθει σε επαφή µε τον κύκλο του Mohr που περιγράφει την εντατική 

κατάσταση του δοκιµίου (Σχήµα 3.4). Στην περίπτωση αυτή η ακτίνα του κύκλου 

είναι κάθετη στη περιβάλλουσα αστοχίας και οι τάσεις στο επίπεδο αστοχίας 

υπολογίζονται από τις σχέσεις (Σχήµα 3.4): 

 

φcosσσ
2
1τ 31θ −=  

( ) φsinσσ
2
1σσ

2
1σ 3131θ −++=                                                                               (3.6) 

 

 
Σχήµα 3.4: Γραµµικό κριτήριο αστοχίας Mohr-Coulomb 

 

Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (3.6) στο κριτήριο του Coulomb προκύπτουν οι 

ακόλουθες σχέσεις: 
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⇒−= φtanσSτ θ0θ  

( ) ⇒−−+−=− φφφφ tansinσσ
2
1tanσσ

2
1Scosσσ

2
1

3131031  

( ) ⇒=−+++−− 0sinσσ
2
1sinσσ

2
1cosScosσσ

2
1 2

31310
2

31 φφφφ

( ) ( ) 0cosSsinσσ
2
1σσ

2
1,S,σ,σF 03131031 =−++−= φφφ                                         (3.7) 

 

Η γενική µορφή του κριτηρίου αστοχίας στην τρισδιάστατη εντατική κατάσταση 

προκύπτει από την αντικατάσταση των κυρίων τάσεων σύµφωνα µε την σχέση (3.2)  

στην εξίσωση (3.7) και γράφεται [16]: 

 

( ) ( ) 0cosSJθAsin
3
Ι,S,θ,J,IF 02

1
021 =−+= φφφ                                                     (3.8) 

 

όπου: 

( ) ( ) ( ) ( )
3
sinθsinθcosθΑ φ

−=  

 

Η εξίσωση (3.8) µπορεί να απλοποιηθεί σηµαντικά, εάν ληφθεί υπόψη ότι 

σύµφωνα µε τη θεωρία του Mohr η ενδιάµεση κύρια τάση δεν συµβάλει στη 

διαµόρφωση του µηχανισµού οριακής αστοχίας σε διάτµηση (βλ. Σχήµα 3.3). 

Σύµφωνα µε την παρατήρηση αυτή, η ενδιάµεση κύρια τάση µπορεί να ληφθεί ίση 

είτε µε την µέγιστη είτε µε την ελάχιστη κύρια τάση. Στις δύο αυτές ακραίες 

περιπτώσεις, η γωνία θ  ισούται µε π/6 ή –π/6 αντίστοιχα (σχήµα 3.5). Στην 

περίπτωση που θ =π/6 (σ2=σ1), µε αντικατάσταση στην εξίσωση (3.8) προκύπτει η 

σχέση: 

 

( ) 0kJΙak,a,J,IF 2121 =−+=                                                                                 (3.9) 

 

όπου: 

( ) ( )1m3
1m

sin33
sin2a

+
−

=
−

=
φ

φ  
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( ) 1)(m3
2σ

sin33
cos6Sk Υc0

+
=

−
=

φ
φ  

Υt

Yc

σ
σm =  

σYc: η αντοχή του υλικού σε θλίψη 

σYt: η αντοχή του υλικού σε εφελκυσµό 

 

Η σχέση (3.9) αποτελεί το κλασικό κριτήριο των Drucker-Prager, το οποίο είναι µια 

εξοµαλυµένη-γενικευµένη διατύπωση του γραµµικού κριτηρίου αστοχίας Mohr-

Coulomb (Σχήµα 3.5). Το κριτήριο Drucker-Prager είναι λιγότερο συντηρητικό από 

το γραµµικό Mohr-Coulomb καθώς οριοθετεί µια ευρύτερη ασφαλή περιοχή τάσεων 

[1, 16, 25, 37]. 

 

 
Σχήµα 3.5: Γενίκευση του γραµµικού κριτηρίου Mohr-Coulomb, 

συµφωνα µε τους Drucker-Prager. 

 

3.3.2 Παραβολικό κριτήριο αστοχίας Mohr-Coulomb 

Σύµφωνα µε το παραβολικό κριτήριο Mohr-Coulomb, η περιβάλλουσα 

αστοχίας είναι µια συνάρτηση της µορφής: 

 

σccτ 21
2 +=                                                                                                            (3.10) 

 

όπου c1 και c2 παράµετροι του κριτηρίου οι οποίες υπολογίζονται, όπως θα δειχθεί 

παρακάτω (εξίσωση 3.18), από τις µηχανικές αντοχές του υλικού σε εφελκυσµό και 
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θλίψη. Η διατύπωση του κριτηρίου συναρτήσει των κυρίων τάσεων αλλά και η 

γενίκευση του στις τρεις διαστάσεις γίνεται αντίστοιχα µε το γραµµικό κριτήριο, µε 

την θεώρηση ενός κυλινδρικού δοκιµίου ψαθυρού υλικού το οποίο υποβάλλεται σε 

τριαξονική θλίψη (Σχήµα 3.6). Το υλικό αστοχεί οριακά όταν η περιβάλλουσα 

αστοχίας εφάπτεται µε το κύκλο του Mohr που περιγράφει την εντατική κατάσταση 

του δοκιµίου. Στο σηµείο επαφής η ακτίνα του κύκλου Mohr θα είναι κάθετη στην 

εφαπτόµενη της περιβάλλουσας αστοχίας. Από την καθετότητα αυτή προκύπτει η 

ακόλουθη σχέση (Σχήµα 3.6): 

 

( )
φtan

190φtanθ2tan −=−=                                                                                  (3.11) 

 

Η εφαπτοµένη της γωνίας φ στο σηµείο επαφής υπολογίζεται από τη σχέση: 

 

( )
θ

2

θ21

2θ

τ2
c

σcc2
c

σ
στφtan =

+
=

∂
∂

=                                                                       (3.12) 

 

 
Σχήµα 3.6: Παραβολικό κριτήριο αστοχίας Mohr-Coulomb 

 

Αντικαθιστώντας την εξίσωση (3.12) στην (3.11) προκύπτει η σχέση: 

 

2

θ

c
τ2θ2tan −=                                                                                                         (3.13) 

 



Κεφάλαιο 3ο                                                    Κριτήρια αστοχίας των ψαθυρών υλικών 

 32

Η εφαπτόµενη της γωνίας 2θ είναι δυνατό να υπολογιστεί συναρτήσει των τάσεων 

ακολουθώντας το εξής σκεπτικό: 

 

( ) ( )31

31

31

31

2
22tan

22cos

22sin

σ+σ−σ
τ

=θ⇒

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

σ−σ
σ+σ−σ

=θ

σ−σ
τ

=θ

θ

θ

θ

θ

                                         (3.14) 

 

Αντικαθιστώντας την (3.14) στην (3.13) προκύπτει: 

 

( )
2

cσσσ 231
θ

−+
=                                                                                                  (3.15) 

 

Η διατµητική τάση τθ υπολογίζεται από την εξίσωση του κύκλου του Mohr, ως εξής: 

 

( ) ( )15.32

θ
312

θ

2
31 σ

2
σστ

4
σσ

⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
+=

−  

( ) 2
2

2
31

2 c4 −σ−σ=τθ                                                                                               (3.16) 

 

Αντικαθιστώντας διατµητική (εξίσωση 3.16) και ορθή (εξίσωση 3.15) τάση στο 

κριτήριο αστοχίας (εξίσωση 3.10), προκύπτει η σχέση (οριακή αστοχία): 

 

( ) ( ) ( ) ( ) 0cc4σσσσc2c,c,σ,σF 2
21

2
313122131 =−+−−+=                                      (3.17) 

 

Οι συντελεστές c1 και c2 υπολογίζονται σύµφωνα µε την εξίσωση (3.17) ως εξής: 

 

Μοναξονικός Εφελκυσµός: 

Μοναξονική θλίψη: 

( )
( ) ⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=−+−−

=−+−

0cc4σσc2

0cc4σσc2
2
21

2
YcYc2

2
21

2
YtYt2

m4
mcσc

2
2

2
Yc

1
−

=  

( )
m2

m1c Yc
2

−σ
=                                                                                                       (3.18) 
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Η τελική γενικευµένη τρισδιάστατη µορφή του κριτηρίου είναι η ακόλουθη:  

 

( ) ( ) 0
m

cosJ4I
m

1mm,,,J,IF
2

Yc2
21

Yc
Yc21 =

σ
−θ+

−σ
=σθ                                        (3.19) 

 

και προκύπτει από την αντικατάσταση των συντελεστών c1, c2 καθώς και των κυρίων 

τάσεων µε βάση τη εξίσωση (3.2). Αναπτύσσοντας παραπέρα την µορφή του 

κριτηρίου και λαµβάνοντας υπόψη την παρατήρηση του Mohr για την ενδιάµεση 

κύρια τάση στην περίπτωση της οριακής αστοχίας ( )6/π±=θ , προκύπτει η σχέση: 

 

( ) ( ) 0
m
σJ3I

m
1mσm,σ,J,IF

2
Yc

21
Yc

Yc21 =−+
−

=                                                     (3.20) 

 

Το παραβολικό κριτήριο Mohr-Coulomb συναντάται στη βιβλιογραφία και µε την 

µορφή [34]: 

 

( ) 0σJ3Iβσ3σ,β,J,IF 2
Υ21ΥY21 =−+=                                                                 (3.21) 

 

όπου: 

m
cΥ

Υ

σ
=σ  

( )
m3
1m −

=β . 

 

3.4 Αστοχία σε εφελκυσµό – Κριτήριο µέγιστης κύριας τάσης 

Όταν σε κάποιο σηµείο ενός ψαθυρού υλικού εφαρµόζεται ένα ισχυρά 

εφελκυστικό πεδίο τάσεων (Ι1>0), το υλικό αστοχεί συνήθως σε εφελκυσµό. Η 

αστοχία εκδηλώνεται µε την εµφάνιση εφελκυστικών ρωγµών σε επίπεδο κάθετο στη 

διεύθυνση της µέγιστης κύριας τάσης, όταν η τελευταία ξεπεράσει την αντοχή του 

υλικού σε εφελκυσµό [16, 37]. Το πιο διαδεδοµένο κριτήριο που περιγράφει τον 

συγκεκριµένο τύπο αστοχίας είναι αυτό του Rankine (1876), το οποίο εκφράζεται 

µαθηµατικά σύµφωνα µε τη σχέση: 
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( ) 0σσσ,σF Yt1tΥ1 ≥−=                                                                                          (3.22) 

 

όπου σΥt η αντοχή του υλικού σε µοναξονικό εφελκυσµό. 

 

 
Σχήµα 3.7: Ανάπτυξη ρωγµής σε διεύθυνση κάθετη στην διεύθυνση της µέγιστης κύριας τάσης σ1  

 

3.5 Σύνθετα και πολυπαραµετρικά κριτήρια αστοχίας 

Οι διαφορετικοί µηχανισµοί αστοχίας σε εφελκυσµό και θλίψη ενός ψαθυρού 

υλικού, καθώς και η αδυναµία πολλές φορές να προσαρµοστούν τα κλασσικά 

κριτήρια αστοχίας (Mohr-Coulomb γραµµικό ή παραβολικό, Drucker-Prager, 

Rankine) σε πειραµατικά δεδοµένα οδήγησαν στη διατύπωση πολυπαραµετρικών ή 

και συζευγµένων κριτηρίων αστοχίας. Ως πολυπαραµετρικά χαρακτηρίζονται τα 

κριτήρια αστοχίας, τα οποία πέραν των παραµέτρων που υπολογίζονται απευθείας 

από τις αντοχές του υλικού σε εφελκυσµό και θλίψη, περιλαµβάνουν και 

παραµέτρους οι οποίες καθορίζουν τη µορφή της συνάρτησης αστοχίας [2, 3, 5, 6, 7, 

8, 10, 18, 32]. Οι παράµετροι µορφής επιλέγονται κατάλληλα έτσι ώστε το κριτήριο 

να προσαρµόζεται ικανοποιητικά και στα πειραµατικά δεδοµένα της τριαξονικής 

θλίψης. 

 

3.5.1 Κριτήριο αστοχίας Von Mises – Rankine 

Τα συζευγµένα κριτήρια αστοχίας προκύπτουν από τον συνδυασµό ενός 

κριτήριου διατµητικής αστοχίας (Von-Mises, γραµµικό ή παραβολικό Mohr-

Coulomb) και του κριτηρίου εφελκυστικής αστοχίας Rankine [29, 30, 32]. Το 

απλούστερο συζευγµένο κριτήριο αστοχίας που λαµβάνει υπόψη τις δύο κυριότερες 

ιδιοµορφίες των ψαθυρών υλικών (βλ. παρ. 3.2) είναι αυτό των Von Mises-Rankine. 

Σύµφωνα µε το κριτήριο αυτό η αστοχία σε διάτµηση περιγράφεται από το κριτήριο 
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αστοχίας του Von Mises ενώ σε εφελκυσµό από αυτό του Rankine (Σχήµα 3.8). Η 

µαθηµατική διατύπωση του κριτηρίου για την τρισδιάστατη ένταση είναι η εξής: 

 

για tΥ321 σσήσήσ ≥  ( ) ( )( )( ) 0σσσσσσσ,σ,σ,σF Yt3Yt2Yt1Yt321 =−−−=  

για tΥ321 σσήσήσ <  ( ) 0σJ3σ,JF 2
Υc2Yc2 =−=                                        (3.23) 

 

ενώ για συνθήκες επίπεδης έντασης γράφεται:  

 

για t31 ή Υσ≥σσ  ( ) ( )( ) 0σσσσσ,σ,σF Yt3Yt1Yt31 =−−=  

για t31 ή Υσ<σσ  ( ) 0σσσσσσ,σ,σF 2
Υc31

2
3

2
1cY31 =−−+=                             (3.24) 

 

 
Σχήµα 3.8: Κριτήριο αστοχίας Von-Mises–Rankine 

 

Μελετώντας το κριτήριο αστοχίας Von Mises-Rankine σε συνθήκες επίπεδης 

έντασης, παρατηρείται ότι η ασφαλής περιοχή των τάσεων που οριοθετείται από την 

καµπύλη αστοχίας, είναι µικρότερη από την αντίστοιχη του παραβολικού Mohr-

Coulomb (Σχήµα 3.9). Αυτό σηµαίνει ότι το συγκεκριµένο κριτήριο είναι πιο 

συντηρητικό και έχει ως αποτέλεσµα τον ακριβέστερο προσδιορισµό τόσο των 

περιοχών αστοχίας ενός υλικού, όσο και του τύπου αστοχίας που εκδηλώνεται 

(διατµητική ή εφελκυστική). Οι αδυναµίες τώρα, που εµφανίζει το κριτήριο Von 

Mises-Rankine είναι συνοπτικά οι ακόλουθες: 
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 ∆εν µπορεί να διατυπωθεί µαθηµατικά από µια ενιαία αναλυτική συνάρτηση 

αστοχίας, κάτι το οποίο αυξάνει τον όγκο των υπολογισµών στη περίπτωση 

εφαρµογής αριθµητικών µεθόδων προσοµοίωσης.  

 

 Σύµφωνα µε το κριτήριο αστοχίας του Von Mises, η γωνία µεταξύ της 

διεύθυνσης της µέγιστης κύριας τάσης και της κάθετου του επιπέδου 

αδυναµίας που εκδηλώνεται η διατµητική αστοχία, ισούται πάντα µε π/4. 

Αυτό είναι κάτι το οποίο δεν ανταποκρίνεται στην πραγµατικότητα όσον 

αφορά τα ψαθυρά υλικά και οφείλεται στο ότι το εν λόγω κριτήριο δεν 

λαµβάνει υπόψη στο υπολογισµό της κρίσιµης διατµητικής τάσης, την τιµή 

της ορθής τάσης η οποία είναι και απευθείας ανάλογη της αναλλοίωτου I1. 

 

 
Σχήµα 3.9: ∆ισδιάστατη συνδυασµένη γραφική απεικόνιση των κριτηρίων αστοχίας Von-Mises–

Rankine και Παραβολικό Mohr-Coulomb. 

 

3.5.2 Κριτήριο αστοχίας Buyukozturk 

Οι αδυναµίες που χαρακτηρίζουν τα συζευγµένα κριτήρια αστοχίας, οδήγησαν 

κατά καιρούς µια σειρά ερευνητών να αναπτύξουν κριτήρια αστοχίας που θα 

περιγράφονται µαθηµατικά από µια ενιαία αναλυτική συνάρτηση. Ένα τέτοιο 

κριτήριο προτάθηκε από τον Oral Buyukozturk το 1975 και αναπτύχθηκε µε στόχο 

να περιγραφεί η µη γραµµική καταστατική συµπεριφορά – αστοχία των ψαθυρών 
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υλικών που προσεγγίζουν την συµπεριφορά και τις αντοχές του σκυροδέµατος [8]. Το 

κριτήριο αυτό αποτελεί µια τροποποιηµένη µορφή του παραβολικού Mohr-Coulomb, 

έτσι ώστε αφενός µεν να εισαχθεί στο κριτήριο ένας συντελεστής ή παράµετρος 

µορφής, αφετέρου δε να ληφθεί υπόψη η ενισχυµένη παρουσία της ορθής τάσης στο 

µηχανισµό αστοχίας. Ουσιαστικά το συγκεκριµένο κριτήριο αποτελεί ένα κριτήριο 

διατµητικής αστοχίας το οποίο όµως µε την εισαγωγή παραµέτρων µορφής είναι 

δυνατό να περιγράψει ικανοποιητικά και την περίπτωση της εφελκυστικής αστοχίας. 

Η µαθηµατική διατύπωση του κριτηρίου είναι η ακόλουθη [9, 34]: 

 

( ) 0σJ3ΙαΙβσ3σ,β,J,IF 2
Υ2

2
11ΥY21 =−++=                                                        (3.25) 

 

όπου: 

( )
m

1
Yc

α+
σ=σΥ  

( )( )
m3

1mα1
β

−+
=  

α:  παράµετρος µορφής, η τιµή της οποίας επιλέγεται κατάλληλα ώστε να 

επιτυγχάνεται η βέλτιστη προσαρµογή του κριτηρίου αστοχίας στα 

πειραµατικά δεδοµένα. 

 

Με βάση τα αποτελέσµατα που έχουν προκύψει από εργαστηριακές δοκιµές 

παρατηρείται ότι η αντοχή σε µοναξονικό εφελκυσµό του σκυροδέµατος είναι 

περίπου δέκα φορές µικρότερη (m≈10) από την αντοχή του σε µοναξονική θλίψη, 

ενώ η βέλτιστη προσαρµογή της επιφάνειας αστοχίας στα πειραµατικά δεδοµένα 

επιτυγχάνεται για α=0.2 [8, 34]. Σύµφωνα µε αυτή την παρατήρηση η σχέση (3.25) 

παίρνει τη µορφή: 

 

( ) 0
9
σJ3Ι2.0Ισσ,J,IF

2
cΥ

2
2
11cΥY21 =−++=                                                            (3.26) 

 

Σε συνθήκες επίπεδης τάσης και για α=0.2 το κριτήριο του Buyukozturk γράφεται: 

 

( ) ( ) ( ) 0σσσβσ3σσ6.0σσ2.1σ,β,σ,σF 2
Υ31Υ31

2
3

2
1Y31 =−++−+=                        (3.27) 
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Από την συνδυασµένη γραφική απεικόνιση των κριτηρίων Mohr-Coulomb 

παραβολικό, Von Mises–Rankine και Buyukozturk στο επίπεδο σ3-σ1, για συνθήκες 

επίπεδης έντασης, προκύπτει ότι το κριτήριο αστοχίας του Buyukozturk αποτελεί µια  

µέση λύση (ικανοποιητική όπως θα αποδειχθεί σε επόµενο κεφάλαιο) µεταξύ των 

άλλων δυο κριτηρίων, κυρίως όσον αφορά την ασφαλή περιοχή τάσεων που οριοθετεί 

(Σχήµα 3.10). 

 

 
Σχήµα 3.10: ∆ισδιάστατη συνδυασµένη γραφική απεικόνιση των κριτηρίων αστοχίας Von-Mises–

Rankine, Παραβολικό Mohr-Coulomb και Buyukozturk. 

 

3.5.3 Γενικευµένο Τετραγωνικό Κριτήριο αστοχίας 

Ακολουθώντας τη µεθοδολογία και το σκεπτικό τόσο του Buyukozturk όσο 

και του παραβολικού κριτηρίου Mohr-Coulomb, στα πλαίσια της παρούσας εργασίας 

αναπτύχθηκε ένα γενικευµένο τετραγωνικό κριτήριο το οποίο περιγράφεται πλήρως 

από τρεις παραµέτρους. Η µαθηµατική διατύπωση του Γενικευµένου Τετραγωνικού 

Κριτηρίου συναρτήσει των κυρίων τάσεων, σε συνθήκες επίπεδης έντασης, είναι η 

ακόλουθη: 

 

( ) ( ) ( ) ⇒=−++++= 0σσσcσσbσσac,b,a,σ,σF 2
cΥ3131

2
3

2
131  

( ) ( ) 0σσcσaσσbcσac,b,a,σ,σF 2
cΥ3

2
313

2
131 =−++++=                                        (3.28) 
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όπου: 

ma =  

 

b : παράµετρος σχήµατος, η οποία επιλέγεται κατάλληλα ώστε να 

επιτυγχάνεται η βέλτιστη προσαρµογή του κριτηρίου αστοχίας σε πειραµατικά 

δεδοµένα πολυαξονικής θλίψης. 

 

Μελετώντας τη συνάρτηση (3.28) παρατηρείται ότι αυτή αποτελεί µια δευτεροβάθµια 

εξίσωση ως προς σ1 και έχει πραγµατικές ρίζες όταν επαληθεύεται η ανίσωση: 

 

( ) ⇒≥σ+σ−σ−σ+=∆ 0a2ac4a4bc 2
Yc3

2
3

22
31  

( ) ( )
( ) 0

a2b
a4cc2a2b

2
Yc

2

3
2
31 ≥

−
σ+

+σ+σ+=∆                                                               (3.29) 

 

Επιπλέον για να περιγράφει µια κλειστή καµπύλη στο επίπεδο σ3-σ1 θα πρέπει ∆1=0. 

Σύµφωνα µε αυτή την συνθήκη προκύπτει η ακόλουθη σχέση για το εύρος τιµών του 

σ3: 

 

( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
∆±−

≤σ≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
∆±−

a2b2
c2

max
a2b2

c2
min 3

3
3                                                          (3.30) 

 

όπου: 

( )( )
( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

σ++
−=∆

a2b
a4ca2bc4

2
Yc

2
2

3 . 

 

Το γενικευµένο τετραγωνικό κριτήριο αστοχίας, περιγράφει µια οικογένεια 

από περιβάλλουσες αστοχίας, κάθε µια από τις οποίες ορίζει και µια διαφορετική 

περιοχή ασφαλών τάσεων, η οποία εξαρτάται από την τιµή της παραµέτρου b (Σχήµα 

3.11). Επιπλέον για συγκεκριµένους συνδυασµούς τιµών του λόγου αντοχών m και 

της παραµέτρου µορφής b, από την εξίσωση 3.28 είναι δυνατό να προκύψουν οι 

περιβάλλουσες αστοχίας κριτηρίων, είτε χαρακτηριστικών ως προς τη µορφή, είτε 

γνωστών. Πιο συγκεκριµένα µπορούν να διακριθούν οι ακόλουθες περιπτώσεις: 

( ) cΥσ1mc −=
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 Για b=0 η συνάρτηση ( ) 0c,b,a,σ,σF 31 =  περιγράφει έναν κύκλο σε επίπεδο 

σ3-σ1, µε κέντρο ( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ−σ−

m2
m1,

m2
m1C YcYc  και ακτίνα 

2
m1

m
r

2
c +σ

= Υ . 

 

 Για b=-1 και a=1 η συνάρτηση ( ) 0c,b,a,σ,σF 31 =  ταυτίζεται µε το κριτήριο 

του Von Mises. 

 

 Για b=-m η συνάρτηση ( ) 0c,b,a,σ,σF 31 =  ταυτίζεται µε το παραβολικό 

κριτήριο αστοχίας Mohr-Coulomb. 

 

 Για b=-m/2 η συνάρτηση ( ) 0c,b,a,σ,σF 31 =  ταυτίζεται µε το κριτήριο 

αστοχίας του Buyukozturk. 

 

 
Σχήµα 3.11: Περιβάλλουσες αστοχίας που αντιστοιχούν στο Γενικευµένο Τετραγωνικό Κριτήριο, για 

διάφορες τιµές του συντελεστή µορφής b, σε συνθήκες επίπεδης έντασης. 

 

Όσον αφορά την µορφή του γενικευµένου τετραγωνικού κριτηρίου στην 

τρισδιάστατη εντατική κατάσταση προτείνεται η ακόλουθη σχέση: 
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( ) ( ) ( ) ( ) 0σJbm2Ibm
3
1Iσ1mb,σ,m,J,IF 2

cΥ2
2
11YccΥ21 =−−+++−=                     (3.31) 

 

η οποία αφενός µεν σε συνθήκες επίπεδης έντασης δίνει την εξίσωση (3.28) αφετέρου 

δε ικανοποιεί τις χαρακτηριστικές περιπτώσεις του συντελεστή b που έχουν 

αναφερθεί παραπάνω. Η εξίσωση 3.31 µπορεί να γραφεί στην ακόλουθη ισοδύναµη 

µορφή: 

 

( ) ( ) 0J~Ib,,m,J,IF 2
22

2
2

01c21 =α−
β
α

+σ−=σΥ                                                        (3.32) 

 

όπου: 

 

( )
( ) c0 bm2

m13~
Υσ+

−
=σ  

( ) b
3
41m

3
2m

bm2
3 2c ++−
+

σ
=α Υ  

( )
bm
bm23

2

2

+
−

=
β
α  

 

Η συνάρτηση 3.32 για ( )m2,mb −∈ , παριστάνει σε επίπεδο 21 JI −  µια έλλειψη µε 

κέντρο Κ ( )0,σ~0 , µεγάλο ηµιάξονα α και µικρό β, ενώ για ( )m2,mb −∉  παριστάνει 

µια αντίστοιχη υπερβολή (Σχήµα 3.12). Επίσης από την εξίσωση 3.31, προκύπτει ότι 

η παράµετρος µορφής b συνδέεται µε την διατµητική αντοχή του υλικού σύµφωνα µε 

τις σχέσεις: 

 

( ) ⇒=σ−τ− ΥΥ 0bm2 2
c

2  

2

2
cm2b

Υ

Υ

τ
σ

−=                                                                                                           (3.33) 

 

Τέλος πρέπει να σηµειωθεί ότι η εξίσωση (3.31) δεν αποτελεί µονοσήµαντη 

προέκταση της εξίσωσης (3.28) στην τρισδιάστατη εντατική κατάσταση καθώς είναι 
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δυνατό η τελευταία να αντιστοιχεί σε πιο πολύπλοκες συναρτήσεις των τασικών 

αναλλοίωτων, οι οποίες έχουν τη γενική µορφή: 

 

( ) 0b,σ,m,θ,J,J,IF cΥ221 =                                                                                    (3.34) 

 

 
Σχήµα 3.12: Γραφική απεικόνιση του Γενικευµένου Τετραγωνικού Κριτηρίου για διάφορες τιµές του 

συντελεστή µορφής b, σε συνθήκες τρισδιάστατης έντασης. 
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Κεφάλαιο 4ο 

 

Μη γραµµική δυναµική αριθµητική ανάλυση 

κατασκευών 

 
4.1 Εισαγωγή 

Η πολυπλοκότητα που εµφανίζουν συχνά οι πραγµατικές κατασκευές τόσο ως 

προς τη δοµή τους όσο και ως προς τη φύση των δοµικών υλικών που 

χρησιµοποιούνται, δηµιούργησαν την ανάγκη ανάπτυξης αριθµητικών µεθόδων 

υπολογισµού και προσοµοίωσης των κατασκευών, καθώς οι κλασικές αναλυτικές 

µέθοδοι αποδείχθηκαν σε αρκετές περιπτώσεις ανεπαρκείς. Επιπλέον η ταυτόχρονη 

εξέλιξη των υπολογιστικών µέσων την τελευταία εικοσαετία, οδήγησε αφενός µεν 

στην καθιέρωση των αριθµητικών µεθόδων ως ισχυρά υπολογιστικά εργαλεία 

αφετέρου δε στην διατύπωση µιας πληθώρας τέτοιων µεθόδων από διάφορους 

ερευνητές [1, 15, 16, 25, 29]. 

Οι κατασκευές από τοιχοποιία όπως έχει ήδη αναφερθεί αποτελούν δοµικά 

συστήµατα µε µια ευρεία κλίµακα πολυπλοκότητας και για αυτό το λόγο είναι ένα 

πεδίο έρευνας στο οποίο οι αριθµητικές µέθοδοι προσοµοίωσης βρίσκουν ευρύτατη 

εφαρµογή. Η πολυπλοκότητα των κατασκευών από τοιχοποιία οφείλεται τόσο στη µη 

γραµµική καταστατική συµπεριφορά του συγκεκριµένου υλικού όσο και στο ότι σε 

µια τέτοιου είδους κατασκευή συνήθως εκτός της τοιχοποιίας υπάρχουν και δοµικά 

στοιχεία ενίσχυσης από υλικά µε διαφορετική καταστατική συµπεριφορά, όπως 

σκυρόδεµα, ξύλο και µέταλλο (στοιχεία ενίσχυσης πάνω από τα ανοίγµατα, κολώνες, 

τοιχία κτλ.) [24, 25, 38, 46]. Όταν λοιπόν ένα τέτοιο δοµικό σύστηµα καταπονείται 

από ένα σύνθετο δυναµικό σύστηµα εξωτερικών δυνάµεων (π.χ. σεισµός), 

εµφανίζονται αφενός µεν φαινόµενα αλληλεπίδρασης µεταξύ των στοιχείων 

ενίσχυσης και της τοιχοποιίας, αφετέρου δε φαινόµενα πλαστικής συµπεριφοράς, 

ρωγµές και γενικώς βλάβες στη µικροδοµή της τοιχοποιίας [29, 38]. Ανάλογα µε την 

φύση του προβλήµατος που εξετάζεται κάθε φορά αλλά και την επιθυµητή ακρίβεια 
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τη λύσης, εφαρµόζονται λιγότερο ή περισσότερο σύνθετες αριθµητικές µέθοδοι. Μια 

ευρύτατα διαδεδοµένη και εφαρµοζόµενη µέθοδος είναι αυτή των πεπερασµένων 

στοιχείων, η οποία µε κατάλληλη µαθηµατική µορφοποίηση είναι δυνατό να λάβει 

υπόψη της την πολυπλοκότητα ενός τέτοιου σύνθετου µηχανικά προβλήµατος. 

 

4.2 Βασικές αρχές της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων 

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων αποτελεί µια διαδικασία αριθµητικής 

επίλυσης διαφορικών εξισώσεων µε µερικές παραγώγους [1, 15, 26, 36]. Η διαφορική 

εξίσωση που επιλύεται στα προβλήµατα µηχανικής είναι η εξίσωση της κίνησης η 

οποία στην τρισδιάστατη εντατική κατάσταση έχει την ακόλουθη µορφή:  

 

j
i

ijj
2

j
2

P
y
σ

t
u

c
t
u

dVρ =
∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
                                                                                     (4.1) 

 

όπου: 

ρ η πυκνότητα του υλικού 

dV ο στοιχειώδης απειροστός όγκος του σώµατος που µελετάται 

uj η µετατόπιση κατά την διεύθυνση yj, j=1:3 

yi οι διευθύνσεις του τρισδιάστατου συστήµατος αναφοράς (y1//x, y2//y, 

y3//z) 

c o συντελεστής απόσβεσης του υλικού 

i

ij

y∂
σ∂

 η συνισταµένη των εσωτερικών δυνάµεων κατά την διεύθυνση j 

σij ο τανυστής των τάσεων  

Pj η συνισταµένη των εξωτερικών δυνάµεων κατά την διεύθυνση j 

 

Το ζητούµενο σε ένα πρόβληµα µηχανικής, είναι ο προσδιορισµός της 

κατανοµής των µετατοπίσεων στο εσωτερικό και την εξωτερική επιφάνεια ενός 

σώµατος όταν σε αυτό εφαρµόζεται ένα συγκεκριµένο σύστηµα δυνάµεων, στατικό ή 
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δυναµικό. Κατά την εφαρµογή της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων το δοµικό 

σύστηµα που εξετάζεται διαιρείτε σε έναν πεπερασµένο αριθµών τµηµάτων, τα 

στοιχεία, τα οποία συνδέονται µεταξύ τους µε τους κόµβους (σχήµα 3.1). Στη 

συνέχεια γίνεται η παραδοχή ότι η µετατόπιση προς µια συγκεκριµένη διεύθυνση σε 

κάθε σηµείο του στοιχείου, υπολογίζεται από µια συνάρτηση µορφής η οποία είναι 

συνήθως κάποιο πολυώνυµο παρεµβολής και διατυπώνεται ως εξής: 

 

( ) ∑∑∑
= = =

=
m

0j

m

0k

m

0w

wkj
jkw zyxaz,y,xu                                                                                (4.2) 

 

Οι συντελεστές ajkw προσδιορίζονται από τις τιµές των µετατοπίσεων στους κόµβους 

του στοιχείου και τις συντεταγµένες των κόµβων κάθε στοιχείου. 

 

Σχήµα 3.1: ∆ιακριτοποίηση σώµατος, στοιχεία, κόµβοι 

 

Με την χρήση των συναρτήσεων µορφής διατυπώνονται οι εξισώσεις της κίνησης για 

κάθε στοιχείο ξεχωριστά και στη συνέχεια υπερθέτονται κατάλληλα έτσι ώστε να 

διατυπωθεί το τελικό σύστηµα εξισώσεων, το οποίο µε την χρήση πινάκων γράφεται 

στη συµπαγή µορφή [14, 15, 26, 36]: 

 

PKuuCuM =++ &&&                                                                                                    (4.3) 

 

όπου:  

Μ Το µητρώο µάζας του συστήµατος 

C Το µητρώο απόσβεσης του συστήµατος 
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Κ Το µητρώο ακαµψίας του συστήµατος 

u&&  Το διάνυσµα των κοµβικών επιταχύνσεων 

u&  Το διάνυσµα των κοµβικών ταχυτήτων 

u  Το διάνυσµα των κοµβικών µετατοπίσεων 

P  Το διάνυσµα των χρονικά µεταβαλλόµενων δυνάµεων που 

εφαρµόζονται σε κάθε κόµβο. Στην περίπτωση που το σύστηµα 

διεγείρεται από κάποια εδαφική επιτάχυνση (σεισµικό φορτίο) το P 

ισούται µε guM &&  όπου gu&&  το διάνυσµα των εδαφικών επιταχύνσεων. 

 

Τα µητρώα µάζας, απόσβεσης και ακαµψίας είναι τετραγωνικοί πίνακες διαστάσεων 

n x n όπου n οι βαθµοί ελευθερίας του συστήµατος. Για να επιλυθεί το σύστηµα (4.3) 

εφαρµόζονται συνοριακές συνθήκες οι οποίες αντιπροσωπεύουν τις στηρίξεις και τις 

δυνάµεις που εφαρµόζονται στο σώµα. Τέλος σηµειώνεται ότι οι δυνάµεις που 

ασκούνται σε µία κατασκευή εφαρµόζονται στους κόµβους των στοιχείων 

ανεξάρτητα εάν αποτελούν κατανεµηµένα φορτία, δυνάµεις πεδίου (βαρυτικά 

φορτία) ή σηµειακές φορτίσεις. 

 

4.3 Το εξαεδρικό οκτακοµβικό τρισδιάστατο στοιχείο 

Ένα από τα συνηθέστερα χρησιµοποιούµενα στοιχεία στην τρισδιάστατη 

ανάλυση είναι το εξαεδρικό οκτακοµβικό στοιχείο (σχήµα 3.2). Οι συναρτήσεις 

µορφής που δίδουν την κατανοµή των µετατοπίσεων στο εσωτερικό ενός 

ισοπαραµετρικού τέτοιου στοιχείου είναι οι ακόλουθες [15, 36]: 

 

( ) xyzazxayzaxyazayaxaaz,y,xu 87654321x +++++++=  

( ) xyzbzxbyzbxybzbybxbbz,y,xu 87654321y +++++++=                                 (4.4) 

( ) xyzczxcyzcxyczcycxccz,y,xu 87654321z +++++++=  

 

οι οποίες µπορούν να δοθούν σε συµπαγή µορφή µε την χρήση πινάκων ως εξής: 
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                                                                               (4.5) 
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όπου: 

[ ]xyzzxxzxyzyx1=N  

[ ]00000000=O  

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
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⎧
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1
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a
Ma , 
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⎫

⎪
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⎪
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8

1

b

b
Mb , 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

8

1

c

c
Mc  

 

 
Σχήµα 3.2: Το εξαεδρικό οκτακοµβικό στοιχείο 

 

Το µητρώο ακαµψίας του στοιχείου υπολογίζεται από τη σχέση [15, 26, 36]: 

 

∫ ∫ ∫=
V

dVDBBK T
e                                                                                                   (4.6) 

 

όπου: 
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⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

i

i

i

i

NOO
ONO
OON

Α  

[ ]iiiiiiiiiiii zyxxzzxyxzyx1=iN  

D το µητρώο καταστατικής συµπεριφοράς 

V ο όγκος του στοιχείου 

i=1:8 οι κόµβοι του στοιχείου 

 

Το µητρώο καταστατικής συµπεριφοράς στην περίπτωση της τρισδιάστατης 

εντατικής κατάστασης είναι ένας πίνακας 6x6 και συνδέει τις τάσεις µε τις 

παραµορφώσεις συµφωνά µε την σχέση: 

 

Dεσ =                                                                                                                       (4.7) 

 

όπου: 

[ ]T312312332211 σσσσσσ=σ  το διάνυσµα των τάσεων  

[ ]T312312332211 εεεεεε=ε  το διάνυσµα των ανηγµένων 

συνολικών παραµορφώσεων 

 

Το µητρώο καταστατικής συµπεριφοράς ενός γραµµικά ελαστικού ισότροπου υλικού, 

υπολογίζεται συναρτήσει του µέτρου ελαστικότητας Ε και του λόγου Poisson v του 

υλικού και έχει την ακόλουθη µορφή [37]: 
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0001
0001
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)21)(1(
ED          (4.8) 

 

Το µητρώο µάζας του στοιχείου υπολογίζεται µε την βοήθεια των 

συναρτήσεων µορφής του και συναρτήσει της πυκνότητας του υλικού, σύµφωνα µε 

τη σχέση [15, 26, 36]: 
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∫∫∫=
dV

T dVρ SSMe                                                                                                      (4.9) 

όπου: 
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Το µητρώο απόσβεσης συνήθως υπολογίζεται ως γραµµικός συνδυασµός των 

µητρώων ακαµψίας και µάζας µε την παραδοχή της αναλογικής αποσβέσεως ή 

αποσβέσεως κατά Rayleigh. Πιο συγκεκριµένα το µητρώο απόσβεσης υπολογίζεται 

από την µια σχέση της µορφής [4, 14, 15, 34]: 

 

eee KMC RR βα +=                                                                                                 (4.10) 

 

όπου αR ο συντελεστής αναλογικής απόσβεσης του µητρώου µάζας και βR ο 

συντελεστής αναλογικής απόσβεσης του µητρώου ακαµψίας. Οι συντελεστές αR και 

βR συνδέονται µε τον λόγο απόσβεσης του υλικού σύµφωνα µε τη σχέση: 

 

2
ωβ

ω2
αζ jR

j

R
j +=                                                                                                      (4.11) 

 

όπου ωj η j γωνιακή ιδιοσυχνότητα του σώµατος ή της κατασκευής και ζj ο λόγος 

απόσβεσης που αντιστοιχεί στην j ιδιοµορφή. Οι ιδιοσυχνότητες ενός µηχανικού 

συστήµατος µε n βαθµούς ελευθερίας υπολογίζονται από την επίλυση του 

προβλήµατος των ιδιοµορφών (Eigenvalues Problem-Modal Analysis) ως οι ρίζες της 

εξίσωσης [15, 26]: 

 

( ) ⇒=− 0ωdet 2MK  
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( ) 0ωdet 2 =− IKM-1                                                                                                (4.12) 

 

Οι γωνιακές ιδιοσυχνότητες που προκύπτουν ταξινοµούνται µε σειρά αύξουσα και η 

πρώτη ιδιοσυχνότητα η οποία είναι και η µικρότερη καλείται θεµελιώδης 

ιδιοσυχνότητα. Εφόσον τώρα ληφθεί ενιαίος λόγος απόσβεσης για όλες τις 

ιδιοµορφές, οι συντελεστές απόσβεσης υπολογίζονται µε την χρήση της θεµελιώδους 

ιδιοσυχνότητας ω0 και µιας οποιασδήποτε άλλης (συνήθως της δεύτερης ω1), από τη 

σχέση: 
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4.4 Η µέθοδος εν χρόνο ολοκλήρωσης Newmark 

Μια από τις συνηθέστερα χρησιµοποιούµενες µεθόδους χρονικής 

ολοκλήρωσης της εξίσωσης (4.3) είναι η µέθοδος Newmark [14, 15]. Σύµφωνα µε 

την µέθοδο αυτή, τα διανύσµατα των κοµβικών µετατοπίσεων και ταχυτήτων τη 

χρονική στιγµή ti+1 = (i+1)dt, θα δίδονται από τις σχέσεις: 

 

( ) 2
1i

2
iii1i dtdt5.0dt ++ β+β−++= uuuuu &&&&&                                                                (4.14) 

 

( ) dtγdtγ1 1iii1i ++ +−+= uuuu &&&&&&                                                                                 (4.15) 

 

όπου dt το χρονικό βήµα ολοκλήρωσης και γ, β συντελεστές οι οποίοι επιλέγονται 

ανάλογα µε την απαιτούµενη αριθµητική ευστάθεια και ακρίβεια της µεθόδου. Με 

αντικατάσταση των εξισώσεων (4.14) και (4.15) στην εξίσωση (4.3) προκύπτει η 

γενικευµένη αριθµητική εξίσωση της κίνησης: 

 

( )iii1i
1

1i uWuWuWuWu 432g1 −−−= +
−

+ &&&&&&&                                                                (4.16) 

 

όπου: 
2βdtγdt KMCMIW 11

1
−− ++=  

2β)dt(0.5γ)dt(1 −+−= −− KMCMW 11
2  
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dtKMCMW 11
3

−− +=  

KMW 1
4

−=  

 

Ανάλογα µε τις τιµές του συντελεστή β οι µέθοδοι Newmark διακρίνονται σε άµεσες 

(β > 0) και έµµεσες (β = 0). Όσον αφορά την αριθµητική ευστάθεια των µεθόδων 

Newmark µπορεί να αποδειχτεί ότι [14, 15] 

 

 για 
2
1γ <  η µέθοδος είναι ασταθής σε κάθε περίπτωση. 

 για 
2
1γβ2 ≥≥  η µέθοδος είναι ευσταθής σε κάθε περίπτωση. 

 για 
2
1γ ≥ κα

2
1β <  η µέθοδος είναι ευσταθής υπό συνθήκες όταν 

0

crit

ω
ωdt ≤   

 

όπου: 

( )
( )β2/γ

)γ(ζβ2/γγζ
ω

2
2

12
2

1

crit −
−+−+−

=  

ω0 η θεµελιώδης γωνιακή ιδιοσυχνότητα της κατασκευής 

ζ ο λόγος απόσβεσης του υλικού 

 

4.5 Μη γραµµική ανάλυση 

Με τον όρο µη γραµµική καταστατική συµπεριφορά ή απλά µη γραµµική 

συµπεριφορά ενός υλικού ή µιας κατασκευής γενικότερα, χαρακτηρίζεται η 

κατάσταση κατά την οποία τάσεις και παραµορφώσεις ή δυνάµεις και µετατοπίσεις 

δεν είναι µεγέθη ανάλογα [16]. Το φαινόµενο αυτό εκδηλώνεται συνήθως όταν το 

έργο που παράγει η συνισταµένη δύναµη που ασκείται σε κάποιο σηµείο ενός 

σώµατος, ξεπεράσει µια κρίσιµη τιµή. Η µη γραµµικότητα είναι ένα φαινόµενο το 

οποίο εµφανίζεται σχεδόν σε κάθε πραγµατικό υλικό ή κατασκευή, ωστόσο τα αίτια 

εκδήλωσης του διαφέρουν κατά περίπτωση. Τα βασικότερα αίτια που οδηγούν ένα 

υλικό να εµφανίσει τη συγκεκριµένη συµπεριφορά είναι τα ακόλουθα: 

 

 Ένα ψαθυρό υλικό αστοχεί σε εφελκυσµό σε κάποιο σηµείο µε την 

δηµιουργία εφελκυστικών ρωγµών (Θεωρία Rankine ή µέγιστης κύριας 
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τάσης). Η ύπαρξη ρωγµών επιδρά στην δυσκαµψία της κατασκευής κάνοντας 

την πιο εύκαµπτη και µεταβάλλοντας την καταστατική της συµπεριφορά. Η 

συµπεριφορά του υλικού µεταβάλλεται ακόµα περισσότερο όταν οι ρωγµές 

κάτω από την επίδραση των δυνάµεων που εφαρµόζονται στο σώµα αρχίζουν 

να επεκτείνονται [5, 6, 11, 18, 33, 47]. 

 

 Ένα όλκιµο υλικό αρχίζει να διαρρέει. Η διαρροή των όλκιµων υλικών 

προκαλεί την ανακατανοµή της µάζας του σώµατος εντός των γεωµετρικών 

του ορίων, κάτι το οποίο επιδρά ευθέως στην καταστατική συµπεριφορά του 

υλικού από το σηµείο αυτό και µετά. Συνέπεια της παραπάνω διεργασίας είναι 

η εµφάνιση παραµενουσών-πλαστικών παραµορφώσεων στον υλικό. 

 

 Ένα ψαθυρό υλικό αστοχεί σε διάτµηση. Όπως έχει ήδη αναφερθεί σε 

προηγούµενο κεφαλαίο η συγκεκριµένη µορφή αστοχίας εκδηλώνεται σε 

κάποιο σηµείο του υλικού όταν η εντατική του κατάσταση είναι ισχυρά 

θλιπτική. Μετά την εκδήλωση της αστοχίας είναι δυνατό να εµφανιστεί  

ολίσθηση κατά την επιφάνεια αστοχίας η οποία διέπεται κυρίως από 

φαινόµενα τριβής και όχι από αυτή καθαυτή την καταστατική συµπεριφορά 

του υλικού. 

 

 ∆ύο ή περισσότερα σώµατα του ιδίου ή διαφορετικού υλικού έρχονται σε 

επαφή µεταξύ τους και σχηµατίζουν µια διεπιφάνεια. Η µη γραµµικότητα 

στην περίπτωση αυτή διέπεται από τις ίδιες αρχές µε αυτή της διατµητικής 

αστοχίας των υλικών [25, 34, 44]. 

 

4.5.1 Ελαστοπλαστική ανάλυση 

Η ελαστοπλαστική ανάλυση είναι µια µέθοδος η οποία αναπτύχθηκε αρχικά 

για την προσοµοίωση της µη γραµµικής συµπεριφοράς των όλκιµων υλικών. 

Σύµφωνα µε τη συγκεκριµένη µέθοδο είναι δυνατό να διακριθούν δύο καταστάσεις 

κατά την φόρτιση ενός υλικού, η ελαστική κατά την οποία εµφανίζονται µόνο 

ελαστικές παραµορφώσεις και η ελαστοπλαστική κατά την οποία εµφανίζονται τόσο 

ελαστικές όσο και πλαστικές (µόνιµες) παραµορφώσεις [16]. Η µετάβαση ενός 

υλικού στην ελαστοπλαστική συµπεριφορά περιγράφεται από ένα κριτήριο διαρροής 

το οποίο έχει την γενική µορφή [16]: 
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0σσF Υeq =−=                                                                                                       (4.17) 

 

όπου σeq η ισοδύναµη τάση και σΥ η αρχική τάση διαρροής. Η ισοδύναµη τάση 

είναι ένα µέγεθος έντασης το οποίο επινοήθηκε και χρησιµοποιείται για την 

προσέγγιση της πολυδιάστατης εντατικής κατάστασης από µια ισοδύναµη 

µονοδιάστατη εντατική κατάσταση (σχήµα 4.3). Η ισοδύναµη τάση υπολογίζεται 

συναρτήσει των συνιστωσών των τάσεων και παραµέτρων που έχουν να κάνουν µε 

τις µηχανικές ιδιότητες και αντοχές του υλικού. Για τα όλκιµα υλικά, τα οποία έχουν 

παραπλήσιες αντοχές σε εφελκυσµό και θλίψη, η ισοδύναµη τάση υπολογίζεται µε 

βάση το ισοζύγιο της ελαστικής ενέργειας µεταξύ µοναξονικού εφελκυσµού και 

πολυδιάστατης έντασης, ως εξής: 

 

⇒+= sVe UUU  

⇒+
−

= 2
2
1

2
eq J

G2
1I

E6
v21

2E
σ

 

( ) 2
2
1eq J1v2I

3
v21σ ++

−
=                                                                                    (4.18) 

 

όπου [16, 37]: 

 

Ue η ελαστική ενέργεια που αποδίδεται στο υλικό ή το έργο που παράγει 

η ισοδύναµη αξονική δύναµη όταν το υλικό υποβάλετε σε µοναξονικό 

εφελκυσµό 

Uv η ενέργεια διόγκωσης, δηλαδή το τµήµα της ενέργειας που αποδίδεται 

στο υλικό από την επίδραση ενός πολυδιάστατου εντατικού πεδίου και 

έχει ως αποτέλεσµα της µεταβολή του όγκου του 

Us η ενέργεια στρέβλωσης, δηλαδή το τµήµα της ενέργειας που 

αποδίδεται στο υλικό από την επίδραση ενός πολυδιάστατου εντατικού 

πεδίου και έχει ως αποτέλεσµα της µεταβολή του σχήµατος του 

( )1v2
EG
+

=  το µέτρο διάτµησης του υλικού. 
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Από τις εξισώσεις (4.17) και (4.18) γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι στην περίπτωση των 

όλκιµων υλικών η αρχική τάση διαρροής θα ισούται µε το όριο διαρροής σε 

εφελκυσµό ή θλίψη του υλικού. 

 

 
Σχήµα 4.3: Ισοδύναµες εντατικές καταστάσεις 

 

Στο σχήµα 4.4 απεικονίζεται η καµπύλη ισοδύναµων τάσεων-

παραµορφώσεων ενός υλικού µε γραµµικό ελαστοπλαστικό κλάδο. Όσον αφορά την 

κλίση της καµπύλης στην ελαστοπλαστική περιοχή διακρίνονται οι ακόλουθες 

περιπτώσεις [16]: 

 

 EH = 0 τέλεια ελαστοπλαστικό υλικό 

 ΕΗ > 0 ελαστοπλαστικό υλικό µε κράτυνση (Hardening) 

 ΕΗ < 0 ελαστοπλαστικό υλικό µε χαλάρωση (Softening) 

 

 
Σχήµα 4.4: Εξιδανικευµένη καµπύλη ισοδύναµων τάσεων-παραµορφώσεων υλικού µε γραµµικό 

ελαστοπλαστικό κλάδο. 
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Για την πραγµατοποίηση µιας ελαστοπλαστικής ανάλυσης πρέπει να έχουν 

οριστεί [3, 16]: 

 

I. Οι ελαστικές σταθερές του υλικού, δηλαδή το µητρώο καταστατικής 

συµπεριφοράς του γραµµικά ελαστικού υλικού (περιοχή γραµµικής 

συµπεριφοράς). 

 

II. Μια συνάρτηση ή κριτήριο διαρροής το οποίο να περιγράφει τις συνθήκες 

έναρξης των πλαστικών παραµορφώσεων. 

 

III. Η καταστατική συµπεριφορά του υλικού µετά την έναρξη της διαρροής 

(τέλεια ελαστοπλαστικό, εµφάνιση κράτυνσης ή χαλάρωσης). 

 

Η διατύπωση της καταστατικής εξίσωσης του υλικού στην ελαστοπλαστική περιοχή 

γίνεται αφενός µεν µε την χρήση της συνάρτησης ή κριτηρίου διαρροής του, 

αφετέρου δε µε την εφαρµογή των ακόλουθων περιορισµών [8, 9, 16]: 

 

I Κατά την έναρξη της διαρροής καθώς και καθ’ όλη την διάρκεια της, 

επαληθεύεται το κριτήριο διαρροής. Εάν ληφθεί υπόψη ότι το κριτήριο 

διαρροής περιγράφει µια επιφάνεια σε άξονες σ1-σ2-σ3 τότε σύµφωνα µε την 

προηγούµενη παρατήρηση οι τάσεις θα πρέπει ορίζουν σηµεία της 

επιφάνειας αυτής. Άµεση συνέπεια όλων αυτών είναι η εξίσωση, 0dF = . 

 

II Η ικανοποίηση της συνθήκης I προϋποθέτει ότι η τάση διαρροής αποτελεί 

συνάρτηση της ισοδύναµης πλαστικής παραµόρφωσης, ( )peqΥ εgσ = . 

 

III Το διάνυσµα µεταβολής των πλαστικών παραµορφώσεων είναι συνάρτηση 

της µεταβολής της ισοδύναµης πλαστικής παραµόρφωσης και υπολογίζεται 

µε βάση το νόµο πλαστικής ροής των Prandl-Reuss, 
σ

εp ∂
∂

ε=
Fdd peq  [8, 16]. 

 

IV Οι συνολικές παραµορφώσεις στην ελαστοπλαστική περιοχή προκύπτουν 

από το άθροισµα ελαστικών και πλαστικών παραµορφώσεων, pe εεε += . 
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Από την συνθήκη Ι προκύπτει η εξίσωση [8]: 

 

( )4.17

Υ
Υ

0σd
σ
FdFdF ⇒=

∂
∂

+
∂
∂

= σ
σT  

0d =σ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

σ∂

σ∂
+

∂
∂

Υ
Υ

1dF eqσ
σT                                                                                    (4.19) 

 

Λαµβάνοντας υπόψη την συνθήκη ΙΙ, η εξίσωση (4.19) γράφεται στην ισοδύναµη 

µορφή [8]: 
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                                                                                              (4.20) 

 

Τέλος το διάνυσµα των πλαστικών παραµορφώσεων υπολογίζεται µε βάση την 

συνθήκη III και την εξίσωση (4.20) από την σχέση: 

 

p
eq E1

FdF

d

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
σ∂

σ∂
−

∂
∂

∂
∂

=

Υ

σ
σ

σεp

T
                                                                                                (4.21) 

 

Οι συνολικές παραµορφώσεις µετά την διαρροή του υλικού υπολογίζονται µε βάση 

την συνθήκη IV και την εξίσωση 4.21 από την σχέση: 
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σDεεε 1
eppe dddd −=+=                                                                                            (4.22) 

 

όπου Dep το ελαστοπλαστικό µητρώο καταστατικής συµπεριφοράς το οποίο 

υπολογίζεται από την σχέση [8, 16]: 
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Η ελαστοπλαστική ανάλυση αν και αναπτύχθηκε για την µη γραµµική 

συµπεριφορά των όλκιµων υλικών, µε την επιλογή κατάλληλων συναρτήσεων 

διαρροής (πίνακας 4.1 και κεφάλαιο 3) µπορεί να χρησιµοποιηθεί και στην 

προσοµοίωση της µη γραµµικής συµπεριφοράς των ψαθυρών υλικών [2, 3, 7, 8, 10, 

19, 24, 25, 29, 30, 32, 43]. Τα κριτήρια διαρροής στην περίπτωση των ψαθυρών 

υλικών πρακτικά αποτελούν κριτήρια αστοχίας καθώς οι πλαστικές παραµορφώσεις 

που είναι δυνατό να εµφανίσουν τα συγκεκριµένα υλικά είναι απειροστές έως 

µηδενικές. Η µη γραµµική τους συµπεριφορά, όπως έχει ήδη αναφερθεί, οφείλεται 

κυρίως σε αίτια που έχουν να κάνουν µε την ολίσθηση κατά µήκος επιφανειών 

διατµητικής αστοχίας ή την ανακατανοµή της δυσκαµψίας του υλικού λόγο 

εφελκυστικών ρωγµών (σχήµα 4.5). Με βάση τα παραπάνω οι υπολογιζόµενες 

πλαστικές παραµορφώσεις ενός ψαθυρού υλικού και οι αντίστοιχες µετατοπίσεις του 

σώµατος, δεν πρέπει να εξετάζονται ως πραγµατικά µεγέθη αλλά ως ενδεικτικά του 

µηχανισµού αστοχίας των υλικών και ως µεγέθη της έκτασης των βλαβών που έχει 

υποστεί µια κατασκευή. ∆εδοµένου τώρα ότι στην ανάλυση δοµικών συστηµάτων 

από ψαθυρά υλικά (σκυρόδεµα, τοιχοποιία, κεραµικά κτλ.) δεν έχει σηµασία τόσο η 

συµπεριφορά του υλικού µετά την αστοχία ή διαρροή (ισοδύναµη έννοια κατά την 

ελαστοπλαστική ανάλυση) αλλά αυτός καθαυτός ο προσδιορισµός του µηχανισµού 

και των περιοχών αστοχίας, η ελαστοπλαστική ανάλυση κρίνεται ως ένα αξιόπιστο 

υπολογιστικό εργαλείο µε ικανοποιητικά αποτελέσµατα [19, 24, 25, 29, 32, 40, 42, 

43]. 
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Πίνακας 4.1: Συναρτήσεις διαρροής για ψαθυρά υλικά και αντίστοιχες ισοδύναµες τάσεις (σY=σΥc) 

Συναρτήσεις 

διαρροής 
σeq ∂σeq/∂σΥ 

Von Mises 2J3  0 

Drucker-Prager 21 J3
2

1mI
2

1m +
+

−  0 

Mohr-Coulomb 

Παραβολικό 
( ) 21cΥ mJ3Iσ1m +−  

( )
eq

1

σ2
I1m −  

Buyukozturk ( ) 2
2
11cΥ J

1α
m3I

1α
mαIσ1m

+
+

+
+−  

( )
eq

1

σ2
I1m −  

Γενικευµένο 

Τετραγωνικό Κριτήριο 
( ) ( ) ( ) 2

2
11cΥ Jbm2Ibm

3
1Iσ1m −+++−  

( )
eq

1

σ2
I1m −  

 

 
Σχήµα 4.5: Μορφές και αίτια µη γραµµικότητας ψαθυρών και όλκιµων υλικών 

 

4.5.2 Προβλήµατα Επαφής  

Μια άλλη µορφή µη γραµµικότητας είναι η σχετική µετατόπιση που 

εµφανίζεται κατά µήκος των διεπιφανειών µεταξύ δύο σωµάτων ή στο εσωτερικό 

ενός σώµατος στην περίπτωση ύπαρξης ρωγµών. Τα προβλήµατα αυτά καλούνται 
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προβλήµατα επαφής. Χαρακτηριστικές περιπτώσεις τέτοιων προβληµάτων αποτελούν 

οι διεπιφάνειες µεταξύ των τοιχοσωµάτων µίας τοιχοποιίας και του κονιάµατος 

καθώς και η διεπιφάνεια µεταξύ τοιχοποιίας και δοµικών στοιχείων ενίσχυσης από 

σκυρόδεµα [13, 21, 25, 42, 44]. 

Η ύπαρξη διεπιφανειών διαφορετικών σωµάτων ή ρωγµών στο εσωτερικό 

ενός σώµατος συνοδεύεται από την εµφάνιση δυνάµεων–τάσεων τριβής. Η 

περιγραφή της εντατικής κατάστασης του συστήµατος στην περιοχή της διεπιφάνειας 

µπορεί να γίνει µε τον νόµο τριβής του Coulomb. Ο νόµος αυτός ορίζει ότι η δύναµη-

τάση τριβής που εµφανίζεται σε µια διεπιφάνεια είναι ανάλογη της ορθής δύναµης–

τάσης που ασκείται κάθετα στη διεπιφάνεια, µε συντελεστή αναλογίας το συντελεστή 

τριβής [25, 34, 44]. Εάν η διεπιφάνεια περιγράφεται από µια καµπύλη τότε η τάση 

τριβής σε κάθε σηµείο της διεπιφάνειας έχει διεύθυνση παράλληλη µε την 

εφαπτοµένη της καµπύλης στο συγκεκριµένο σηµείο (σχήµα 4.6). Κατά την ανάλυση 

ενός τέτοιου προβλήµατος µπορούν να διακριθούν δύο καταστάσεις, µια κατά την 

οποία δε υπάρχει σχετική µετατόπιση µεταξύ των δύο σωµάτων (στατική τριβή–stick 

friction) και η αντίθετη της (τριβή ολίσθησης-slip friction) [25, 34, 44]. Όταν το 

σύστηµα των δύο σωµάτων βρίσκεται στην κατάσταση της στατικής τριβής ο νόµος 

του Coulomb γράφεται: 

 

NT SS µ−=                                                                                                              (4.24) 

 

όπου:  

ST η τάση τριβής ή εφαπτοµενική τάση (σχήµα 3.4) 

SN η ορθή τάση (σχήµα 3.4) 

µ ο συντελεστής τριβής  

 

Η ολίσθηση µεταξύ των δύο σωµάτων που βρίσκονται σε επαφή εµφανίζεται όταν η 

τάση τριβής ξεπεράσει µια κρίσιµη τιµή ST0. Η εφαπτοµενική τάση µετά την έναρξη 

της ολίσθησης εξαρτάται από την σχετική ταχύτητα των δύο σωµάτων και ο νόµος 

του Coulomb παίρνει την µορφή (σχήµα 4.7): 

 

t
v
v
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⎝
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−= −                                                                                        (4.25) 
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όπου:  

vr το διάνυσµα της σχετικής ταχύτητας ολίσθησης (παράλληλο στην 

εφαπτοµένη της διεπιφάνειας) 

vr0 η κρίσιµη τιµή της σχετικής ταχύτητας, πέραν την οποίας ξεκινάει η 

ολίσθηση 

r

r

v
vt =  το µοναδιαίο διάνυσµα της σχετικής ταχύτητας ολίσθησης 

 

`Σχήµα 4.6: Σύστηµα δυνάµεων σε σηµείο της 

διεπιφάνειας διαφορετικών υλικών ή σωµάτων 

Σχήµα 4.7: Καµπύλη τάσης τριβής – σχετικής 

ταχύτητας  

 

Ένα άλλο φαινόµενο το οποίο είναι δυνατό να εµφανιστεί σε τέτοια 

προβλήµατα είναι η αποκόλληση του ενός σώµατος από το άλλο. Αυτό συµβαίνει 

όταν στο σηµείο της επαφής που εξετάζεται, η ορθή τάση είναι εφελκυστική, δηλαδή 

όταν  

 

0SN ≥                                                                                                                      (4.26) 

 

Με βάση αυτή την παρατήρηση είναι δυνατό να οριστούν τα προβλήµατα επαφής 

τύπου κόλλας [34]. Για τα προβλήµατα αυτά ισχύει ότι κατά µήκος της διεπιφάνειας 

ο συντελεστής τριβής είναι πρακτικά άπειρος και τα δύο σώµατα µπορούν να 

διαχωριστούν µεταξύ τους όταν η εφελκυστική ορθή τάση ξεπεράσει µια κρίσιµη 

τιµή. 
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Κεφάλαιο 5ο 

 

Αριθµητικές εφαρµογές 

 
5.1 Εισαγωγή 

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζονται οι εφαρµογές της µεθόδου των 

πεπερασµένων στοιχείων στην προσοµοίωση και την επίλυση προβληµάτων 

τοιχοποιίας. Πιο συγκεκριµένα τα προβλήµατα που µελετώνται είναι τα ακόλουθα: 

 

 Παραµετρική διερεύνηση και αξιολόγηση του τρόπου προσοµοίωσης της µη 

γραµµικής καταστατικής συµπεριφοράς µιας τοιχοποιίας. 

 

 Παραµετρική διερεύνηση και αξιολόγηση των µεθόδων ενίσχυσης 

τοιχοποιιών µε την χρήση δοµικών στοιχείων από σκυρόδεµα. 

 

Το σύνολο της αριθµητικής προσοµοίωσης των παραπάνω προβληµάτων που 

µελετήθηκαν, έγινε µε την χρήση του λογισµικού πεπερασµένων στοιχείων MARC-

MENTAT. Επιπλέον στα πλαίσια της εφαρµογής της ελαστοπλαστικής ανάλυσης, 

ενσωµατωθήκαν στο συγκεκριµένο λογισµικό εξειδικευµένες συναρτήσεις διαρροής, 

µε την χρήση ειδικά διαµορφωµένων υπορουτινών. 

 

5.2 ∆ιερεύνηση του τρόπου προσοµοίωσης της µη γραµµικής συµπεριφοράς 

τοιχοποιίας 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί, ένας τρόπος για να προσεγγιστεί η µη γραµµική 

καταστατική συµπεριφορά της τοιχοποιίας, είναι η ελαστοπλαστική ανάλυση. Η 

ακρίβεια της συγκεκριµένης µεθοδολογίας, ιδιαίτερα στις περιπτώσεις σύνθετων και 

ψαθυρών υλικών όπως η τοιχοποιία, εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από την επιλογή του 

κατάλληλου κριτηρίου διαρροής. Τόσο από την θεωρητική διερεύνηση των κριτηρίων 

όσο και από µελέτες αριθµητικής προσοµοίωσης που έχουν γίνει (βλ. Παράρτηµα Α), 

προκύπτει ότι κάθε κριτήριο διαρροής ανάλογα µε τις παραδοχές που λαµβάνονται 
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υπόψη κατά την διατύπωση του, αφενός µεν περιγράφει µια περιβάλλουσα αστοχίας 

η οποία οριοθετεί µια συγκεκριµένη περιοχή ασφαλών τάσεων (Σχήµα 5.1), αφετέρου 

δε προβλέπει και µια συγκεκριµένη καταστατική συµπεριφορά του υλικού µετά την 

εκδήλωση της διαρροής [43]. Ο στόχος της µελέτης που έγινε και παρουσιάζεται στη 

συνέχεια, είναι η αξιολόγηση της ικανότητας ενός κριτηρίου διαρροής να εντοπίζει 

τις περιοχές αστοχίας στο εσωτερικό µιας τοιχοποιίας, διαχωρίζοντας ταυτόχρονα 

τους µηχανισµούς και τα αίτια αστοχίας [19, 43]. Τα κριτήρια διαρροής που 

εξετάζονται είναι το γραµµικό (Drucker-Prager) και παραβολικό Mohr-Coulomb, το 

κριτήριο διαρροής του Buyukozturk καθώς και το προτεινόµενο στα πλαίσια της 

παρούσας εργασίας Γενικευµένο Τετραγωνικό κριτήριο. Επιπλέον εξετάζεται για 

κάθε κριτήριο διαρροής που µελετάται, η προβλεπόµενη µη γραµµική συµπεριφορά 

της τοιχοποιίας. 

 
Σχήµα 5.1: Θεωρητικές περιβάλλουσες αστοχίας τοιχοποιίας µε σΥc=935[KPa] και m=4.05. 

 

Για την πραγµατοποίηση της µελέτης ορίζονται ένα δοκίµιο-τοιχίο και ένας 

τοίχος από µηχανικά οµογενοποιηµένη τοιχοποιία (Πίνακας 5.1), της οποίας η 

καταστατική συµπεριφορά είναι τέλεια ελαστοπλαστική. Τα δύο αυτά δοµικά 

συστήµατα εξωθούνται στην αστοχία καταπονούµενα σε εντός επιπέδου κάµψη και 

διάτµηση. Οι συγκεκριµένοι τύποι φόρτισης επιλέχθηκαν επειδή σε συνδυασµό και 

µε τα ιδιαίτερα γεωµετρικά χαρακτηριστικά του κάθε σώµατος (π.χ. ύπαρξη ή µη 

ανοιγµάτων), προκαλούν ταυτόχρονα τόσο εφελκυστικά όσο και θλιπτικά φορτία 

(Σχήµα 5.2). Επιπλέον, οι συγκεκριµένοι τύποι φόρτισης είναι οι πλέον 
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καταστροφικοί λόγω της χαµηλής αντοχής σε εφελκυσµό που εµφανίζει µια 

τοιχοποιία και ταυτόχρονα αποτελούν τους συνήθεις τύπους φόρτισης που προκαλούν 

οι οριζόντιες συνιστώσες ενός σεισµικού φορτίου [3, 5, 6].  

 
Πίνακας 5.1: Μηχανικές ιδιότητες τοιχοποιίας. 

Ε[Pa] v ρ[kg/m³] S0 ή τΥ[Pa] φo C0 ή σΥc[Pa] Τ0 ή σΥt[Pa] 

8.82e+9 0.15 1700 0.198e+6 44.1 0.935e+6 0.231e+6 

 

 
Σχήµα 5.2: Τοιχίο σε εντός επιπέδου α) κάµψη και β) διάτµηση. Εντατική κατάσταση τοιχίου 

(∆ιάγραµµα Ελευθέρου Σώµατος) και µορφές αστοχίας στα επίπεδα των αρµών διάστρωσης. 
 

5.2.1 Εντός επιπέδου κάµψη και διάτµηση δοκιµίου τοιχοποιίας 

Το πρώτο βήµα για την αξιολόγηση ενός κριτηρίου διαρροής µε την 

εφαρµογή αριθµητικών µεθόδων, είναι ο ορισµός ενός προβλήµατος µηχανικής για το 

οποίο αφενός µεν υπάρχει αναλυτική λύση απλή και αξιόπιστη, αφετέρου δε 

φαινόµενα συγκέντρωσης τάσεων ή εµφάνισης πολύπλοκων εντατικών πεδίων 

απουσιάζουν. Αυτό επιτρέπει η µελέτη του προβλήµατος να επικεντρωθεί καθαρά 

στη καταστατική συµπεριφορά και τους τρόπους αστοχίας του υλικού, υπό την 

επίδραση συγκεκριµένων τύπων φόρτισης. Για το λόγο αυτό, επιλέχθηκε να λυθεί 

αρχικά ένα παραλληλεπίπεδο δοκίµιο-τοιχίο σε εντός επιπέδου κάµψη και διάτµηση 

(Σχήµα 5.3), καθώς το συγκεκριµένο πρόβληµα πληρεί τις προϋποθέσεις απλότητας 

που τέθηκαν παραπάνω. 

Η αριθµιτική επίλυση του δοκιµίου έγινε µε την θεώρηση επίπεδης τάσης 

(σ33=σ23=σ31=0). Το πλέγµα των στοιχείων που χρησιµοποιήθηκε, αποτελείται από 

720 τετραπλευρικά τετρακοµβικά στοιχεία επίπεδης έντασης, µε 777 κόµβους και 
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συνολικά 1554 βαθµούς ελευθερίας. Οι συνοριακές συνθήκες που εφαρµόστηκαν στο 

δοκίµιο είναι οι ακόλουθες (Σχήµα 5.3): 

 

 Στην κορυφή του δοκιµίου εφαρµόζεται σταδιακά µια οριζόντια µετατόπιση 

ux=0.25mm, µε ρυθµό φόρτισης sec/mm025.0dt/du x = . Το πρόβληµα 

αντιµετωπίζεται ως δυναµικό και επιλύεται σε Ν=100 βήµατα (dt=0.1 sec), µε 

την εφαρµογή της µεθόδου χρονικής ολοκλήρωσης Newmark. Το µέγεθος της 

µετατόπισης επιλέγεται έτσι ώστε, η καµπτική ροπή στη βάση ή/και στην 

κορυφή του δοκιµίου να δώσει µια τάση µεγαλύτερη από την αντοχή του 

υλικού σε εφελκυσµό και µικρότερη από την αντοχή του σε θλίψη. 

 

 Στη βάση του τοίχου εφαρµόζεται πάκτωση (ux=uy=0). 

 

 Στην περίπτωση της εντός επιπέδου διάτµησης, εφαρµόζεται εκτός των 

παραπάνω συνθηκών και κύλιση κατά την οριζόντια διεύθυνση (άξονας-x) 

στην κορυφή του δοκιµίου. 

 

 
Σχήµα 5.3: Γεωµετρία (όλες οι διαστάσεις σε m), κόµβοι µελέτης και συνοριακές συνθήκες δοκιµίου 

τοιχοποιίας για τις περιπτώσεις της εντός επιπέδου κάµψης και διάτµησης. 
 

Για την αξιολόγηση των αποτελεσµάτων της ανάλυσης που έγινε, 

λαµβάνονται χρωµατικοί χάρτες και µηκοτοµές που περιγράφουν την κατανοµή της 

κατακόρυφης πλαστικής παραµόρφωσης εp22 και της οριζόντιας µετατόπισης ux, στο 

τέλος της επίλυσης, καθώς και διαγράµµατα της τάσης σ22 και της αντίστοιχης 

συνολικής παραµόρφωσης σε συγκεκριµένους κόµβους µελέτης. 
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Σχήµα 5.4: Κατακόρυφες πλαστικές παραµορφώσεις εp22, στην εντός επιπέδου κάµψη σύµφωνα µε τα 

κριτήρια διαρροής α) Mohr-Coulomb γραµµικό, β) Mohr-Coulomb Παραβολικό, γ) Buyukozturk, δ) 

Γενικευµένο τετραγωνικό µε b=0, ε) b=-m/4 και ζ) b=-1.5m. 
 

 
Σχήµα 5.5: Κατακόρυφες πλαστικές παραµορφώσεις εp22, στην εντός επιπέδου διάτµηση σύµφωνα µε 

τα κριτήρια διαρροής α) Mohr-Coulomb γραµµικό, β) Mohr-Coulomb Παραβολικό, γ) Buyukozturk, δ) 

Γενικευµένο τετραγωνικό µε b=0, ε) b=-m/4 και ζ) b=-1.5m. 
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Κόµβος Ι

0,00E+00

5,00E+04

1,00E+05

1,50E+05

2,00E+05

2,50E+05

3,00E+05

0,00E+00 2,00E-04 4,00E-04 6,00E-04 8,00E-04 1,00E-03 1,20E-03
ε22

σ 2
2[

Pa
]

Mohr-Coulomb γραµµικό
Mohr-Coulomb παραβολικό
Buyukozturk 
Γενικευµένο τετραγωνικό b=0
Γενικευµένο τετραγωνικό b=-m/4
Γενικευµένο τετραγωνικό b=-1.5m

 
Σχήµα 5.6: Καµπύλη κατακόρυφης συνολικής παραµόρφωσης – τάσης, ε22-σ22, στον κόµβο µελέτης Ι 

για την περίπτωση της εντός επιπέδου κάµψης (πλήρες διάγραµµα). 

 

Κόµβος Ι

0,00E+00

5,00E+04

1,00E+05

1,50E+05

2,00E+05

2,50E+05

3,00E+05

0,00E+00 2,50E-05 5,00E-05 7,50E-05 1,00E-04
ε22

σ 2
2[

Pa
]

Mohr-Coulomb γραµµικό
Mohr-Coulomb παραβολικό
Buyukozturk 
Γενικευµένο τετραγωνικό b=0
Γενικευµένο τετραγωνικό b=-m/4
Γενικευµένο τετραγωνικό b=-1.5m

 
Σχήµα 5.7: Καµπύλη κατακόρυφης συνολικής παραµόρφωσης – τάσης, ε22-σ22, στον κόµβο µελέτης Ι 

για την περίπτωση της εντός επιπέδου κάµψης (εστίαση στην περιοχή παραµορφώσεων [0, 1e-4]). 

 

Κόµβος IΙ
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2.00E+05
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0.00E+00 5.00E-05 1.00E-04 1.50E-04 2.00E-04 2.50E-04 3.00E-04 3.50E-04
ε22

σ 2
2[

Pa
] Mohr-Coulomb γραµµικό

Mohr-Coulomb παραβολικό
Buyukozturk 
Γενικευµένο τετραγωνικό b=0
Γενικευµένο τετραγωνικό b=-m/4
Γενικευµένο τετραγωνικό b=-1.5m

 
Σχήµα 5.8: Καµπύλη κατακόρυφης συνολικής παραµόρφωσης – τάσης, ε22-σ22, στον κόµβο µελέτης ΙΙ 

για την περίπτωση της εντός επιπέδου κάµψης. 
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Κόµβος Ι
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5.00E+04

1.00E+05

1.50E+05

2.00E+05

2.50E+05

3.00E+05

0.00E+00 2.00E-04 4.00E-04 6.00E-04 8.00E-04 1.00E-03
ε22

σ 2
2[

Pa
] Mohr-Coulomb γραµµικό

Mohr-Coulomb παραβολικό
Buyukozturk 
Γενικευµένο τετραγωνικό b=0
Γενικευµένο τετραγωνικό b=-m/4
Γενικευµένο τετραγωνικό b=-1.5m

 
Σχήµα 5.9: Καµπύλη κατακόρυφης συνολικής παραµόρφωσης – τάσης, ε22-σ22, στον κόµβο µελέτης Ι 

για την περίπτωση της εντός επιπέδου διάτµησης (πλήρες διάγραµµα). 

 

Κόµβος Ι

0.00E+00

5.00E+04

1.00E+05

1.50E+05

2.00E+05

2.50E+05
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0.00E+00 1.00E-04 2.00E-04 3.00E-04 4.00E-04
ε22

σ 2
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Mohr-Coulomb παραβολικό
Buyukozturk 
Γενικευµένο τετραγωνικό b=0
Γενικευµένο τετραγωνικό b=-m/4
Γενικευµένο τετραγωνικό b=-1.5m

 
Σχήµα 5.10: Καµπύλη κατακόρυφης συνολικής παραµόρφωσης – τάσης, ε22-σ22, στον κόµβο µελέτης Ι 

για την περίπτωση της εντός επιπέδου διάτµησης (εστίαση στην περιοχή παραµορφώσεων [0, 4e-4]). 

 

Κόµβος ΙI
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0.00E+00 2.00E-05 4.00E-05 6.00E-05 8.00E-05 1.00E-04
ε22

σ 2
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Pa
] Mohr-Coulomb γραµµικό

Mohr-Coulomb παραβολικό
Buyukozturk 
Γενικευµένο τετραγωνικό b=0
Γενικευµένο τετραγωνικό b=-m/4
Γενικευµένο τετραγωνικό b=-1.5m

 
Σχήµα 5.11: Καµπύλη κατακόρυφης συνολικής παραµόρφωσης – τάσης, ε22-σ22, στον κόµβο µελέτης 

ΙΙ για την περίπτωση της εντός επιπέδου διάτµησης. 
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Σχήµα 5.12: Καθ’ ύψος κατανοµή της κατακόρυφης πλαστικής παραµόρφωσης εp22, στο τελευταίο 

βήµα επίλυσης της εντός επιπέδου κάµψης, για διαφορετικά κριτήρια διαρροής. 
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Σχήµα 5.13: Καθ’ ύψος κατανοµή της οριζόντιας µετατόπισης ux, στο τελευταίο βήµα επίλυσης της 

εντός επιπέδου κάµψης, για διαφορετικά κριτήρια διαρροής. 



Κεφάλαιο 5ο                                                                               Αριθµητικές εφαρµογές 

 69

Με βάση τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από την ανάλυση που έγινε, 

µπορούν να γίνουν και για τους δύο τύπους φόρτισης που εξετάστηκαν, οι ακόλουθες 

παρατηρήσεις: 

 

 Τόσο από την κατανοµή, όσο και από το πρόσηµο των κατακόρυφων 

πλαστικών παραµορφώσεων εp22 (Σχήµατα 5.4 και 5.5), γίνεται αντιληπτό ότι 

όλα τα κριτήρια διαρροής που εφαρµόστηκαν, λαµβάνουν υπόψη τις 

διαφορετικές αντοχές της τοιχοποιίας σε εφελκυσµό και θλίψη, εντοπίζοντας 

την αστοχία στις αντίστοιχές περιοχές. Σύµφωνα µε την σύµβαση προσήµου 

που έχει οριστεί, θετικές τιµές των πλαστικών παραµορφώσεων εp22, 

δηλώνουν εφελκυσµό, ενώ αρνητικές θλίψη. 

 

 Από τη κατανοµή των πλαστικών παραµορφώσεων επίσης, αλλά και από την 

έκταση τους, προκύπτει ότι οι περιοχές που εντοπίζεται η αστοχία του 

δοκιµίου διαφοροποιούνται ανάλογα µε το κριτήριο διαρροής που 

εφαρµόζεται. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι σε κάθε κριτήριο αντιστοιχεί 

µια περιβάλλουσα αστοχίας, η οποία περιγράφει µια διαφορετική περιοχή 

ασφαλών τάσεων. 

 

 Προέκταση της προηγούµενης παρατήρησης είναι και η καταστατική µη 

γραµµική συµπεριφορά που εµφανίζει η τοιχοποιία, ανάλογα µε το κριτήριο 

διαρροής που εφαρµόζεται. Έτσι λοιπόν, τα κριτήρια αστοχίας γραµµικό 

Mohr-Coulomb και Γενικευµένο Τετραγωνικό µε b=0, εµφανίζονται 

περισσότερο συντηρητικά σε σχέση µε το παραβολικό Mohr-Coulomb και το 

Buyukozturk, καθώς τα δύο πρώτα προβλέπουν µεγαλύτερες πλαστικές 

παραµορφώσεις (Σχήµατα 5.6 και 5.9) και σε πολύ συγκεκριµένες περιοχές 

του δοκιµίου (Σχήµατα 5.4 και 5.5). 

 

 Ένα φαινόµενο το οποίο παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον, είναι η εµφάνιση 

πλαστικής άρθρωσης (Κόµβος ΙΙ) στο δοκίµιο, στις περιπτώσεις των 

κριτηρίων παραβολικό Mohr-Coulomb και Buyukozturk (Σχήµατα 5.4 και 

5.5). Η εµφάνιση της πλαστικής άρθρωσης οφείλεται στο ότι από ένα σηµείο 

και µετά την αστοχία του υλικού σε εφελκυσµό, η ελαστοπλαστική 

συµπεριφορά του υλικού προκαλεί την εκτόνωση των τάσεων στη βάση του 
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δοκιµίου (Κόµβος Ι) και την συγκέντρωση µεγάλων πλαστικών 

παραµορφώσεων σε ψηλότερα σηµεία (Κόµβος ΙΙ). Ενδεικτικά της 

αποφόρτισης του δοκιµίου στη βάση του, είναι τα διαγράµµατα κατακόρυφων 

συνολικών παραµορφώσεων-τάσεων στον Κόµβο Ι (Σχήµατα 5.7 και 5.10), 

καθώς και οι µηκοτοµές καθ’ ύψος του δοκιµίου στην πλευρά εµφάνισης της 

πλαστικής άρθρωσης (σχήµατα 5.12 και 5.13). 

 

5.2.2 Εντός επιπέδου κάµψη και διάτµηση τοίχου από τοιχοποιία 

Με βάση τις παρατηρήσεις και την αξιολόγηση των κριτηρίων διαρροής που 

προέκυψαν από την επίλυση ενός δοκιµίου τοιχοποιίας, η µελέτη της µη γραµµικής 

συµπεριφοράς του συγκεκριµένου υλικού επεκτείνεται µε την επίλυση ενός πιο 

συνθέτου γεωµετρικά δοµικού συστήµατος. Το δοµικό σύστηµα του όποιου η 

µηχανική συµπεριφορά µελετάται στη παρούσα παράγραφο, είναι ένας τοίχος (Σχήµα 

5.14.α) από την ίδια µε το δοκίµιο µηχανικά οµογενοποιηµένη ελαστοπλαστική 

τοιχοποιία (Πίνακας 5.1). 

 

α)
β)

Σχήµα 5.14: α) Γεωµετρία (όλες οι διαστάσεις σε m), κόµβοι µελέτης και β) διακριτοποίηση του 

τοίχου στις δύο διαστάσεις. 

 

Η αριθµητική επίλυση του τοίχου έγινε µε την θεώρηση επίπεδης τάσης 

(σ33=σ23=σ31=0). Η διακριτοποίηση προέκυψε µετά από διερεύνηση που έγινε ώστε 

να επιτευχθεί η µεγαλύτερη δυνατή ακρίβεια των υπολογισµών µε ταυτόχρονη 

ελαχιστοποίηση του υπολογιστικού κόστους. Για το λόγο αυτό στις κοντινές στα 

ανοίγµατα περιοχές του τοίχου, έγινε κατάλληλη πύκνωση του πλέγµατος των 

στοιχείων. Το τελικό πλέγµα αποτελείται από 1344 τετραπλευρικά τετρακοµβικά 
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στοιχεία επίπεδης έντασης, µε 1485 κόµβους και συνολικά 2970 βαθµούς ελευθερίας 

(σχήµα 5.14.β). Οι συνοριακές συνθήκες που εφαρµόστηκαν στον τοίχο είναι οι 

ακόλουθες (Σχήµα 5.15): 

 

 Στην κορυφή του τοίχου εφαρµόζεται σταδιακά µια οριζόντια µετατόπιση 

ux=1mm, µε ρυθµό φόρτισης sec/mm1.0dt/du x = . Το πρόβληµα 

αντιµετωπίζεται ως δυναµικό και επιλύεται σε Ν=200 βήµατα (dt=0.05 sec), 

µε την εφαρµογή της µεθόδου χρονικής ολοκλήρωσης Newmark. 

 

 Στη βάση του τοίχου εφαρµόζεται πάκτωση (ux=uy=0). 

 

 Στην περίπτωση της εντός επιπέδου διάτµησης, εφαρµόζεται εκτός των 

παραπάνω συνθηκών και κύλιση κατά την οριζόντια διεύθυνση (άξονας-x) 

στην κορυφή του δοκιµίου. 

 

 
Σχήµα 5.15: Συνοριακές συνθήκες στο πρόβληµα της εντός επιπέδου α) κάµψης και β) διάτµησης του 

τοίχου. 

 

Για την αξιολόγηση των αποτελεσµάτων της ανάλυσης που έγινε, 

λαµβάνονται χρωµατικοί χάρτες και µηκοτοµές που περιγράφουν την κατανοµή της 

κατακόρυφης πλαστικής παραµόρφωσης εp22 και της οριζόντιας µετατόπισης ux, στο 

τέλος της επίλυσης, καθώς και διαγράµµατα της τάσης σ22 και της αντίστοιχης 

συνολικής παραµόρφωσης σε συγκεκριµένους κόµβους µελέτης. 
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Σχήµα 5.16: Κατακόρυφες πλαστικές παραµορφώσεις εp22, στην εντός επιπέδου κάµψη σύµφωνα µε 

τα κριτήρια διαρροής α) Mohr-Coulomb γραµµικό, β) Mohr-Coulomb Παραβολικό, γ) Buyukozturk 

και δ) Γενικευµένο τετραγωνικό (b=0). 

 

 
Σχήµα 5.17: Κατακόρυφες πλαστικές παραµορφώσεις εp22, στην εντός επιπέδου διάτµηση σύµφωνα 

µε τα κριτήρια διαρροής α) Mohr-Coulomb γραµµικό, β) Mohr-Coulomb Παραβολικό, γ) Buyukozturk 

και δ) Γενικευµένο τετραγωνικό (b=0). 
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Κόµβος Ι

0.00E+00

5.00E+04

1.00E+05

1.50E+05

2.00E+05

2.50E+05

0.00E+00 5.00E-05 1.00E-04 1.50E-04
ε22

σ 2
2[

Pa
] Mohr-Coulomb γραµµικό

Mohr-Coulomb παραβολικό
Buyukozturk 
Γενικευµένο τετραγωνικό  (b=0)

 
Σχήµα 5.18: Καµπύλη κατακόρυφης συνολικής παραµόρφωσης – τάσης, ε22-σ22, στον κόµβο µελέτης 

Ι, για την περίπτωση της εντός επιπέδου κάµψης  (εστίαση στην περιοχή παραµορφώσεων [0, 1,5e-4]). 

 

Κόµβος ΙI

0.00E+00

5.00E+04

1.00E+05

1.50E+05

2.00E+05

2.50E+05

0.00E+00 1.00E-04 2.00E-04 3.00E-04 4.00E-04
ε22

σ 2
2[

Pa
]

Mohr-Coulomb γραµµικό
Mohr-Coulomb παραβολικό
Buyukozturk 
Γενικευµένο τετραγωνικό  (b=0)

 
Σχήµα 5.19: Καµπύλη κατακόρυφης συνολικής παραµόρφωσης – τάσης, ε22-σ22, στον κόµβο µελέτης 

ΙΙ, για την περίπτωση της εντός επιπέδου κάµψης (εστίαση στην περιοχή παραµορφώσεων [0, 4e-4]). 

 

Γενικευµένο τετραγωνικό κριτήριο (b=0) 

0.00E+00

5.00E+04

1.00E+05

1.50E+05

2.00E+05

2.50E+05

0.00E+00 2.00E-04 4.00E-04 6.00E-04 8.00E-04 1.00E-03 1.20E-03 1.40E-03
ε22

σ 2
2[

Pa
] Κόµβος Ι

Κόµβος ΙΙ

 
Σχήµα 5.20: Καµπύλη κατακόρυφης συνολικής παραµόρφωσης – τάσης, ε22-σ22, στους κόµβους 

µελέτης Ι και ΙΙ για την περίπτωση της εντός επιπέδου κάµψης . 
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0

1

2

3

4

5

6

7

0.00E+00 4.00E-04 8.00E-04 1.20E-03 1.60E-03

εp22

Mohr-Coulomb γραµµικό 
Mohr-Coulomb παραβολικό  
Buyukozturk
Γενικευµένο Τετραγωνικό (b=0)

Μηκοτοµή Α-Α΄ 

 
Σχήµα 5.21: Καθ’ ύψος κατανοµή της κατακόρυφης πλαστικής παραµόρφωσης εp22, στο τελευταίο 

βήµα επίλυσης της εντός επιπέδου κάµψης, για διαφορετικά κριτήρια διαρροής. 

 

0

1

2

3

4

5

6

7

-4.00E-04 0.00E+00 4.00E-04 8.00E-04 1.20E-03

ux[m]

Mohr-Coulomb γραµµικό 
Mohr-Coulomb παραβολικό  
Buyukozturk
Γενικευµένο Τετραγωνικό (b=0)

Μηκοτοµή Α-Α΄ 

 
Σχήµα 5.22: Καθ’ ύψος κατανοµή της κατακόρυφης πλαστικής παραµόρφωσης εp22, στο τελευταίο 

βήµα επίλυσης της εντός επιπέδου κάµψης, για διαφορετικά κριτήρια διαρροής. 
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Με βάση τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από την ανάλυση που έγινε, 

µπορούν να γίνουν και για τους δύο τύπους φόρτισης που εξετάστηκαν, οι ακόλουθες 

παρατηρήσεις: 

 

 Όσον αφορά την αξιολόγηση των κριτηρίων διαρροής, οι παρατηρήσεις που 

έγιναν για το δοκίµιο ισχύουν σε γενικές γραµµές και στην περίπτωση του 

τοίχου. Η µόνη διαφοροποίηση που εντοπίζεται είναι η εµφάνιση πλαστικής 

άρθρωσης και στις περιπτώσεις εφαρµογής των κριτηρίων γραµµικό Mohr-

Coulomb και γενικευµένο τετραγωνικό (σχήµατα 5.18, 5.20, 5.21 και 5.22). 

 

 Η αστοχία του τοίχου σε εφελκυσµό, εντοπίζεται αφενός µεν στα πλευρικά 

του όρια, αφετέρου δε στις γωνίες των ανοιγµάτων (Σχήµατα 5.16, 5.17 και 

5.21). Η κατανοµή των πλαστικών παραµορφώσεων καθώς και η έκταση τους, 

αποδεικνύει ότι οι τύποι φόρτισης που εφαρµόστηκαν είναι οι εξαιρετικά 

επικίνδυνοι για την ευστάθεια ενός τέτοιου δοµικού συστήµατος, ενώ 

επιπλέον υποδεικνύουν και τα σηµεία στα όποια πρέπει να τοποθετηθούν 

στοιχεία ενίσχυσης. 

 

Υπενθυµίζεται ότι στις περιπτώσεις µελέτης ψαθυρών υλικών, οι υπολογιζόµενες 

πλαστικές παραµορφώσεις είναι µεγέθη ενδεικτικά του τρόπου αστοχίας (πρόσηµο 

συνιστωσών του τανυστή των πλαστικών παραµορφώσεων) και της έκτασης των 

βλαβών που έχει υποστεί µια κατασκευή (µέγεθος συνιστωσών του τανυστή των 

πλαστικών παραµορφώσεων ή της ισοδύναµης πλαστικής παραµόρφωσης). Επιπλέον, 

οι υπολογιζόµενες συνολικές παραµορφώσεις στην περίπτωση της θλιπτικής 

αστοχίας, προσεγγίζουν τις πραγµατικές συνολικές παραµορφώσεις. Αντίθετα στην 

περίπτωση της εφελκυστικής αστοχίας, οι υπολογιζόµενες συνολικές παραµορφώσεις 

δεν είναι πραγµατικά µεγέθη, καθώς τέτοιου είδους υλικά αστοχούν σε εφελκυσµό µε 

την εµφάνιση ρωγµών σε επίπεδα κάθετα στη διεύθυνση της εφελκυστικής µέγιστης 

κύριας τάσης. 

 

5.3 Παραµετρική διερεύνηση του τρόπου ενίσχυσης τοιχοποιιών µε στοιχεία 

από οπλισµένο σκυρόδεµα 

Μια από τις ευρύτατα χρησιµοποιούµενες µεθόδους ενίσχυσης κατασκευών 

από τοιχοποιία, είναι η τοποθέτηση δοµικών στοιχείων από σκυρόδεµα στις ασθενείς 
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µηχανικά περιοχές. Με τον όρο ασθενείς µηχανικά περιοχή µιας κατασκευής, 

προσδιορίζεται η περιοχή στην οποία υπάρχει µεγαλύτερη πιθανότητα να εκδηλωθεί 

αστοχία του υλικού. Η ύπαρξη µηχανικά ασθενών περιοχών, οφείλεται είτε στη 

απότοµη µεταβολή της γεωµετρίας ενός δοµικού φορέα-στοιχείου (π.χ. ύπαρξη 

γωνιών, ανοιγµάτων) είτε σε δοµικές ατέλειες του ιδίου του υλικού (π.χ. ρωγµές, 

κενά). Και στις δύο προηγούµενες περιπτώσεις το αποτέλεσµα είναι η συγκέντρωση 

τάσεων στα σηµεία αυτά και η εµφάνιση πολυδιάστατων σύνθετων εντατικών πεδίων, 

τα οποία προκαλούν σηµαντική καταπόνηση του υλικού. Στόχος της ενίσχυσης µιας 

υφιστάµενης κατασκευής από τοιχοποιία, είναι η εκτόνωση των τάσεων στις επίφοβες 

για αστοχία περιοχές. 

Σε προηγούµενη παράγραφο παρουσιάστηκαν τα αποτελέσµατα της µελέτης 

των µηχανισµών αστοχίας ενός τοίχου από τοιχοποιία. Με βάση τα αποτελέσµατα 

αυτά, µεταξύ των άλλων διαπιστώθηκε ότι οι πλέον επικίνδυνες περιοχές για την 

εκδήλωση αστοχίας του υλικού, είναι οι κοντινές στις γωνίες των ανοιγµάτων, καθώς 

και οι περιοχές στα πλευρικά όρια του τοίχου κοντά στη βάση του. Τα συνηθέστερα 

αίτια που προκαλούν βλάβες σε µια φέρουσα τοιχοποιία, είναι οι οριζόντιες 

συνιστώσες των σεισµικών φορτίων οι οποίες καταπονούν την κατασκευή σε εντός ή 

εκτός επιπέδου διάτµηση ή/και κάµψη. Ένας τρόπος για αντιµετωπιστούν τα 

αποτελέσµατα που έχουν αυτοί οι τύποι φόρτισης είναι η τοποθέτηση δοκών από 

σκυρόδεµα πάνω από ανοίγµατα ενός τοίχου. Οι δοκοί µπορούν να είναι είτε 

ανώφλια, είτε σενάζ. Τα ανώφλια αποτελούν δοκούς περιορισµένης έκτασης κατά τον 

άξονα τους, οι οποίες καλούνται να παραλάβουν τα φορτία στις κοντινές στα 

ανοίγµατα περιοχές του τοίχου (Σχήµα 5.23). Αντίθετα τα σενάζ είναι δοκοί οι οποίοι 

καλύπτουν όλο το εύρος του τοίχου κατά µήκος της πρόσοψης του (Σχήµα 5.24), µε 

αποτέλεσµα να ενισχύουν και τα τµήµατα της τοιχοποιίας που βρίσκονται µεταξύ των 

ανοιγµάτων. Οι περιοχές µεταξύ των ανοιγµάτων είναι επίσης περιοχές µηχανικά 

ασθενής, καθώς όπως θα αποδειχθεί παρακάτω, µπορούν να αστοχήσουν κάτω από 

την επίδραση εκτός επιπέδου σεισµικών φορτίων. 

Στη παρούσα παράγραφο παρουσιάζεται η παραµετρική διερεύνηση και 

αξιολόγηση του τρόπου ενίσχυσης µιας κατασκευής από οµογενοποιηµένη µηχανικά 

τοιχοποιία (Πίνακας 5.1). Η κατασκευή που µελετάται είναι ο τοίχος του σχήµατος 

5.14. Η τοιχοποιία θεωρείται ως ελαστοπλαστικό υλικό και η µη γραµµική 

καταστατική συµπεριφορά της περιγράφεται µε τη χρήση του κριτηρίου διαρροής-

αστοχίας Buyukozturk. Τα στοιχεία ενίσχυσης είναι δοκοί από ελαστικό σκυρόδεµα 
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µε µέτρο ελαστικότητας Εcon=25GPa, λόγο poisson vcon=0.2 και πυκνότητα 

ρcon=2400Kg/m³. Οι παράµετροι ως προς τις οποίες εξετάζεται η αποτελεσµατικότητα 

µιας ενίσχυσης, είναι το µέσο ενίσχυσης, ανώφλια ή σενάζ, η διεύθυνση οριζόντιας 

καταπόνησης, κάθετα (εκτός επιπέδου) ή παράλληλα (εντός επιπέδου) στο επίπεδο 

ανάπτυξης του τοίχου και ο τρόπος µε τον οποίο µπορεί να προσοµοιωθεί µε την 

µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων η διεπιφάνεια σκυροδέµατος-τοιχοποιίας. 

Ιδιαίτερα δε ο τρόπος προσέγγισης της µηχανικής συµπεριφοράς της διεπιφάνειας 

σκυροδέµατος-τοιχοποιίας, είναι το πλέον κρίσιµο ζήτηµα που πρέπει να διερευνηθεί 

για να επιτευχθεί µια αξιόπιστη και ρεαλιστική αριθµητική προσοµοίωση [40, 42, 

44]. Για το λόγο αυτό στα πλαίσια της συγκεκριµένης µελέτης, διερευνάται η 

προσοµοίωσης της διεπιφάνειας µε τους εξής τρόπους: 

 

 Χρήση κοινών κόµβων µεταξύ των στοιχείων σκυροδέµατος και τοιχοποιίας 

(fixed Condition). 

 

 Χρήση στοιχείων επαφής (Contact element-Contact analysis) µεταξύ 

σκυροδέµατος και τοιχοποιίας, µε συντελεστή τριβής µ=0.6. 

 

 
Σχήµα 5.23: Τοίχος ενισχυµένος µε ανώφλια από σκυρόδεµα. 

 

Η αριθµητική επίλυση του τοίχου πραγµατοποιείται στις τρεις διαστάσεις, 

λαµβάνοντας πάχος ίσο µε 0.5m. Η διακριτοποίηση του τοίχου προέκυψε µετά από 

διερεύνηση που έγινε ώστε να επιτευχθεί η µεγαλύτερη δυνατή ακρίβεια των 

υπολογισµών µε ταυτόχρονη ελαχιστοποίηση του υπολογιστικού κόστους. Για το 
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λόγο αυτό στις κοντινές στα ανοίγµατα περιοχές αλλά και στις περιοχές πλησίον και 

εκατέρωθεν των διεπιφανειών σκυροδέµατος-τοιχοποιίας, έγινε κατάλληλη πύκνωση 

του πλέγµατος των στοιχείων. Το τελικό πλέγµα αποτελείται από 3984 εξαεδρικά 

οκτακοµβικά στερεά στοιχεία τοιχοποιίας και σκυροδέµατος, µε 6236 κόµβους και 

συνολικά 18708 βαθµούς ελευθερίας (Σχήµατα 5.23 και 5.24). 

 

 
Σχήµα 5.24: Τοίχος ενισχυµένος µε σενάζ από σκυρόδεµα. 

 

Οι συνοριακές συνθήκες που εφαρµόστηκαν στον τοίχο είναι οι ακόλουθες (Σχήµα 

5.25): 

 

 Στην βάση του τοίχου εφαρµόζεται µια οριζόντια χρονικά µεταβαλλόµενη 

εδαφική µετατόπιση ug(t), της οποίας η χρονοϊστορία παρουσιάζεται στο 

σχήµα 2.26. Η χρονοϊστορία αυτή, αποτελεί ένα εξιδανικευµένο αρµονικό 

ηµιτονοειδές σεισµικό φορτίο, του όποιου το πλάτος αυξάνεται συναρτήσει 

του χρόνου. Ανάλογα τώρα µε τη διεύθυνση εφαρµογής της εδαφικής 

µετατόπισης διακρίνονται η εντός, ux=ug(t) και η εκτός, uz=ug(t), επιπέδου 

σεισµική καταπόνηση. Ταυτόχρονα µε την εδαφική µετατόπιση και ανάλογα 

µε τη διεύθυνση της, εφαρµόζονται µηδενικές µετατοπίσεις προς τις άλλες 

δύο διευθύνσεις (Σχήµα 5.25). Το πρόβληµα αντιµετωπίζεται ως δυναµικό και 

επιλύεται σε Ν=100 βήµατα (dt=0.01 sec), µε την εφαρµογή της µεθόδου 

χρονικής ολοκλήρωσης Newmark.  
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 Βαρυτικά κατακόρυφα φορτία του τοίχου, για τα οποία λαµβάνεται η 

επιτάχυνση της βαρύτητας ίση µε 9.81m/sec². 

 

 Βάρος ορόφων και οροφής P=29500Pa, το όποιο αντιστοιχεί σε πλάκες 

σκυροδέµατος πάχους 0.25m και επιφάνειας 80m². 

 

 
Σχήµα 5.25: Συνοριακές συνθήκες στο πρόβληµα της α) εκτός και β) εντός επιπέδου δυναµικής 

καταπόνησης τοίχου από ένα οριζόντιο σεισµικό φορτίο. 
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Σχήµα 5.26: Χρονοϊστορία εδαφικής µετατόπισης. 

 

Για την αξιολόγηση των αποτελεσµάτων της ανάλυσης που έγινε λαµβάνονται τα 

ακόλουθα διαγράµµατα: 

 

 Μηκοτοµές της ισοδύναµης πλαστικής παράµορφωσης κατά την κατακόρυφη 

διεύθυνση ανάπτυξης του τοίχου (σχήµα 5.23). 
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 Χάρτες χρωµατικού κώδικα, ο οποίοι απεικονίζουν την κατανοµή της 

ισοδύναµης πλαστικής παραµόρφωσης, στην περίπτωση προσέγγισης της 

διεπιφάνειας σκυροδέµατος-τοιχοποιίας µε στοιχεία επαφής. 

 

 Χρονοιστορίες της ισοδύναµης πλαστικής παραµόρφωσης σε συγκεκριµένους 

κόµβους µελέτης, οι οποίοι εµπεριέχονται στις µηκοτοµές (Σχήµα 5.23). 

 

 
Σχήµα 5.27: Σχηµατική απεικόνιση κόµβων µελέτης και µηκοτοµών. 

 

Τέλος σηµειώνεται ότι στη περίπτωση της παρούσας µελέτης, οι πλαστικές 

παραµορφώσεις που προκύπτουν από την ελαστοπλαστική ανάλυση, είναι ενδεικτικές 

του µεγέθους και της έκτασης των βλαβών που προβλέπεται να εµφανίσει η 

κατασκευή. 
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0.00E+00 2.10E-03
εpeq

Χωρίς Ανώφλια 
Κοινοί κόµβοι
∆ιεπιφάνεια  µ=0.6

 
Σχήµα 5.28: Μηκοτοµή Α-Α΄. Ισοδύναµη πλαστική παραµόρφωση, εpeq, τοίχου ενισχυµένου µε 

ανώφλια στην περίπτωση της εντός επιπέδου σεισµικής φόρτισης.  

 

0.00E+00 2.10E-03
εp22

Χωρίς σενάζ  
Κοινοί κόµβοι
∆ιεπιφάνεια  µ=0.6

 
Σχήµα 5.29: Μηκοτοµή Α-Α΄. Ισοδύναµη πλαστική παραµόρφωση, εpeq, τοίχου ενισχυµένου µε σενάζ 

στην περίπτωση της εντός επιπέδου σεισµικής φόρτισης.  
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-3.80E-04 0.00E+00 3.80E-04
εpeq

Χωρίς Ανώφλια 
Κοινοί κόµβοι
∆ιεπιφάνεια  µ=0.6

 
Σχήµα 5.30: Μηκοτοµή Β-Β΄. Ισοδύναµη πλαστική παραµόρφωση, εpeq, τοίχου ενισχυµένου µε 

ανώφλια στην περίπτωση της εντός επιπέδου σεισµικής φόρτισης.  

 

-3.80E-04 0.00E+00 3.80E-04
εpeq

Χωρίς σενάζ  
Κοινοί κόµβοι
∆ιεπιφάνεια  µ=0.6

 
Σχήµα 5.31: Μηκοτοµή Β-Β΄. Ισοδύναµη πλαστική παραµόρφωση, εpeq, τοίχου ενισχυµένου µε σενάζ 

στην περίπτωση της εντός επιπέδου σεισµικής φόρτισης.  
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-2.50E-04 0.00E+00 2.50E-04
εpeq

Χωρίς Ανώφλια 
Κοινοί κόµβοι
∆ιεπιφάνεια  µ=0.6

 
Σχήµα 5.32: Μηκοτοµή Γ-Γ΄. Ισοδύναµη πλαστική παραµόρφωση, εpeq, τοίχου ενισχυµένου µε 

ανώφλια στην περίπτωση της εκτός επιπέδου σεισµικής φόρτισης.  

 

-2.50E-04 0.00E+00 2.50E-04
εpeq

Χωρίς σενάζ  
Κοινοί κόµβοι
∆ιεπιφάνεια  µ=0.6

 
Σχήµα 5.33: Μηκοτοµή Γ-Γ΄. Ισοδύναµη πλαστική παραµόρφωση, εpeq, τοίχου ενισχυµένου µε σενάζ 

στην περίπτωση της εκτός επιπέδου σεισµικής φόρτισης.  
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Σχήµα 5.34: Κατανοµή της πλαστικής παραµόρφωσης εp22 για διαφορετικές περιπτώσεις φόρτισης και 

τρόπου ενίσχυσης. 
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Κόµβος III 
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Κοινοί κόµβοι 
∆ιεπιφάνεια  µ=0.6
Χωρίς ανώφλια  

 
Σχήµα 5.35: Χρονοϊστορία ισοδύναµης πλαστικής παραµόρφωσης, εpeq, στον κόµβο ΙΙΙ για την 

περίπτωση της εντός επιπέδου σεισµικής φόρτισης τοίχου ενισχυµένου µε ανώφλια. 

 

Κόµβος IV 

0.00E+00

1.00E-04

2.00E-04

3.00E-04

4.00E-04

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t[sec]

ε p
eq

Κοινοί κόµβοι 
∆ιεπιφάνεια  µ=0.6
Χωρίς ανώφλια  

 
Σχήµα 5.36: Χρονοϊστορία ισοδύναµης πλαστικής παραµόρφωσης, εpeq, στον κόµβο ΙV για την 

περίπτωση της εντός επιπέδου σεισµικής φόρτισης τοίχου ενισχυµένου µε ανώφλια. 

 

Κόµβος III

0.00E+00
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2.00E-04

3.00E-04
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Κοινοί κόµβοι 
∆ιεπιφάνεια  µ=0.6
Χωρίς σενάζ   

 
Σχήµα 5.37: Χρονοϊστορία ισοδύναµης πλαστικής παραµόρφωσης, εpeq, στον κόµβο ΙΙΙ για την 

περίπτωση της εντός επιπέδου σεισµικής φόρτισης τοίχου ενισχυµένου µε σενάζ. 
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Κόµβος IV 
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Σχήµα 5.38: Χρονοϊστορία ισοδύναµης πλαστικής παραµόρφωσης, εpeq, στον κόµβο ΙV για την 

περίπτωση της εντός επιπέδου σεισµικής φόρτισης τοίχου ενισχυµένου µε σενάζ. 

 

Κόµβος V 
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Σχήµα 5.39: Χρονοϊστορία ισοδύναµης πλαστικής παραµόρφωσης, εpeq, στον κόµβο V για την 

περίπτωση της εκτός επιπέδου σεισµικής φόρτισης τοίχου ενισχυµένου µε ανώφλια. 

 

Κόµβος V
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Σχήµα 5.40: Χρονοϊστορία ισοδύναµης πλαστικής παραµόρφωσης, εpeq, στον κόµβο V για την 

περίπτωση της εκτός επιπέδου σεισµικής φόρτισης τοίχου ενισχυµένου µε σενάζ. 
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Με βάση τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από την ανάλυση που έγινε, 

µπορούν να γίνουν οι ακόλουθες παρατηρήσεις: 

 

 Από την επίλυση του τοίχου χωρίς στοιχεία ενίσχυσης, εντοπίζονται οι 

ασθενείς µηχανικά περιοχές στις οποίες προβλέπεται να εκδηλωθεί αστοχία 

του υλικού. Πιο συγκεκριµένα, στην περίπτωση της εντός επιπέδου σεισµικής 

φόρτισης, οι πλαστικές παραµορφώσεις εντοπίζονται στις γωνίες των 

ανοιγµάτων και στα πλευρικά όρια του τοίχου κοντά στη βάση του. Αντίθετα 

στην περίπτωση της εκτός επιπέδου σεισµικής φόρτισης, οι πλαστικές 

παραµορφώσεις εντοπίζονται στις περιοχές µεταξύ των ανοιγµάτων και στη 

βάση του τοίχου (Σχήµα 5.34). 

 

 Τα στοιχεία ενίσχυσης, ανώφλια και σενάζ, δεν φαίνεται να αναστέλλουν 

αποτελεσµατικά την εµφάνιση πλαστικών παραµορφώσεων, στην περίπτωση 

που η διεπιφάνεια σκυροδέµατος-τοιχοποιίας προσεγγίζεται µε την χρήση 

κοινών κόµβων µεταξύ των δύο υλικών και για τους δύο τύπους φόρτισης 

(Σχήµατα 5.28-5.33 και 5.35-5.40). 

 

 Στην περίπτωση που η διεπιφάνεια σκυροδέµατος-τοιχοποιίας προσεγγίζεται 

µε τη χρήση στοιχείων επαφής µε συντελεστή τριβής µ=0.6, παρατηρούνται 

τα εξής, ανάλογα µε το είδος των στοιχείων ενίσχυσης: 

 

⇒ Η χρήση ανωφλίων και για του δύο τύπους φόρτισης, αφενός µεν δεν 

ανακουφίζει τις επικίνδυνες για αστοχία περιοχές του τοίχου, 

αφετέρου δε προκαλεί την εντονότερη καταπόνηση των περιοχών 

αυτών µε αποτέλεσµα να επεκτείνεται η εµφάνιση πλαστικών 

παραµορφώσεων (Σχήµα 5.34). Το φαινόµενο αυτό είναι εντονότερο 

στην εντός επιπέδου σεισµική φόρτιση (Σχήµα 5.30), καθώς λόγω της 

υψηλής εδαφικής επιτάχυνσης που δέχεται ο τοίχος κατά την οριζόντια 

διεύθυνση, τα ανώφλια είναι δυνατό να λειτουργήσουν ως σφήνες 

στην τοιχοποιία, προκαλώντας την επέκταση των ρωγµών που είδη 

υπάρχουν. 
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⇒ Αντίθετα µε τα ανώφλια, τα σενάζ ανακουφίζουν πλήρως τις 

επικίνδυνα καταπονούµενες περιοχές, αποτρέποντας πρακτικά την 

εκδήλωση αστοχίας του υλικού και κατά συνέπεια την εµφάνιση 

πλαστικών παραµορφώσεων (Σχήµα 5.29, 5.31, 5.33 και 5.34). Το 

φαινόµενο αυτό παρουσιάζεται και στις δύο περιπτώσεις σεισµικής 

φόρτισης.  
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Κεφάλαιο 6ο 

 

Συµπεράσµατα - προτάσεις 

 
Συνοψίζοντας τα αποτελέσµατα της βιβλιογραφικής επισκόπησης, αλλά και της 

µελέτης συγκεκριµένων προβληµάτων µηχανικής της τοιχοποιίας µε την εφαρµογή 

υπολογιστικών µεθόδων, µπορούν να διατυπωθούν τα ακόλουθα γενικά 

συµπεράσµατα: 

 

 Οι κατασκευές από τοιχοποιία, χρήζουν ιδιαιτέρας αντιµετώπισης όταν 

προσοµοιώνεται η µηχανική τους συµπεριφορά µε αριθµητικές µεθόδους. 

Αυτό συµβαίνει αφενός µεν επειδή αποτελούν σύνθετα ψαθυρά υλικά, 

αφετέρου δε επειδή είναι ανοµοιογενή και ανισότροπα υλικά τόσο ως προς τις 

µηχανικές τους αντοχές, όσο και ως προς τις µηχανικές τους ιδιότητες. 

 

 Η ασφαλέστερη µέθοδος για τον προσδιορισµό των µηχανικών αντοχών και 

ιδιοτήτων µιας τοιχοποιίας, είναι η διεξαγωγή εργαστηριακών δοκιµών σε 

δείγµατα που λαµβάνονται από µια συγκεκριµένη κατασκευή. Επειδή όµως 

πολλές φορές είναι αδύνατο ή πολύ δύσκολο να ληφθούν δείγµατα 

τοιχοποιίας, ιδιαίτερα από ιστορικές κατασκευές, η µηχανική οµογενοποίηση 

µε την εφαρµογή αριθµητικών µεθόδων αποτελεί µια ικανοποιητική 

εναλλακτική λύση, εφόσον έχει ελεγχθεί ως προς την ορθότητα των 

αποτελεσµάτων που δίνει. Επιπλέον οι αριθµητικές µέθοδοι είναι ταχύτερες 

και προσφέρουν τη δυνατότητα προσέγγισης τοιχοποιιών µε πολύπλοκη 

γεωµετρικά µικροδοµή (λιθοδοµές µε ακατέργαστους φυσικούς λίθους). 

 

 Η µη γραµµική καταστατική συµπεριφορά µιας τοιχοποιίας µπορεί να 

προσεγγιστεί ικανοποιητικά µε την εφαρµογή της ελαστοπλαστικής 

ανάλυσης, εφόσον ορισθεί µια αντιπροσωπευτική του υλικού συνάρτηση 

διαρροής. Η συναρτήσεις ή κριτήρια διαρροής που χρησιµοποιούνται θα 
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πρέπει να λαµβάνουν υπόψη τους τις διαφορετικές αντοχές της τοιχοποιίας σε 

εφελκυσµό και θλίψη όπως επίσης και τους αντίστοιχους τρόπους αστοχίας 

(εφελκυσµός-διάτµηση). Τέλος οι πλαστικές παραµορφώσεις που 

υπολογίζονται, αποτελούν ένα δείκτη για το είδος της αστοχίας (αστοχία σε 

εφελκυσµό, θλίψη ή/και διάτµηση), το µέγεθος, αλλά και την έκταση των 

βλαβών που µπορεί να εµφανίσει µια κατασκευή, υπό την επίδραση µιας 

συγκεκριµένης καταπόνησης. 

 

 Το γενικευµένο τετραγωνικό κριτήριο, µε την εισαγωγή µιας επιπλέον 

παραµέτρου που καθορίζει τη µορφή του, δίνει τη δυνατότητα προσαρµογής 

της περιβάλλουσας αστοχίας στα πειραµατικά δεδοµένα πολυαξονικής 

θλίψης. Σηµειώνεται ότι όσο µικρότερη είναι η περιοχή ασφαλών τάσεων που 

οριοθετεί η περιβάλλουσα αστοχίας, τόσο ακριβέστερη είναι η προσέγγιση 

των περιοχών του υλικού που εκδηλώνεται η αστοχία. 

 

 Η ενίσχυση κατασκευών από τοιχοποιία µε την χρήση δοµικών στοιχείων από 

σκυρόδεµα, είναι ένα πολυπαραµετρικό πρόβληµα καθώς έχει να κάνει τόσο 

µε την µη γραµµική καταστατική συµπεριφορά της τοιχοποιίας, όσο και µε 

ζητήµατα επαφής υλικών µε διαφορετικές φυσικές και µηχανικές ιδιότητες. 

Πιο συγκεκριµένα το σκυρόδεµα παρουσιάζει γενικά µεγαλύτερη δυσκαµψία 

από µια τοιχοποιία και αυτό έχει ως αποτέλεσµα τα στοιχεία ενίσχυσης 

(ανώφλια, τοιχία κτλ.) κάποιες φορές να λειτουργούν ως αυτόνοµα σώµατα, 

επιβαρύνοντας την εντατική κατάσταση της κατασκευής. Η λειτουργία αυτή 

των στοιχείων ενίσχυσης εξαρτάται από το είδος και το µέγεθος της 

καταπόνησης που δέχεται η κατασκευή. Παρόλα αυτά η τοποθέτηση 

κατάλληλων στοιχείων ενίσχυσης, όπως τα σενάζ, κυρίως σε περιοχές όπου 

µεταβάλλεται απότοµα η γεωµετρία µιας τοιχοποιίας (περιοχές κοντά στα 

ανοίγµατα κτλ.) συντελεί στην εκτόνωση των τάσεων και τον περιορισµό των 

βλαβών. 

 

 Στην πράξη έχει παρατηρηθεί ότι η τοποθέτηση σενάζ πάνω από τα ανοίγµατα 

ενός τοίχου από τοιχοποιία, έχει ως αποτέλεσµα την αποφόρτιση των 

µηχανικά ασθενών περιοχών και της αποφυγή αστοχίας του υλικού. Η 

παρατήρηση αυτή επιβεβαιώθηκε από τις αριθµητικές εφαρµογές µόνο στην 
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περίπτωση που η διεπιφάνεια σκυροδέµατος-τοιχοποιίας προσεγγίστηκε µε 

την χρήση στοιχείων επαφής. Αυτό αποδεικνύει ότι στη πραγµατικότητα 

υπάρχει δυνατότητα σχετικής µετατόπισης µεταξύ τοιχοποιίας και στοιχείων 

ενίσχυσης, µε αποτέλεσµα οι δυνάµεις τριβής που αναπτύσσονται, να 

αποσβένουν µεγάλο τµήµα της µηχανικής ενέργειας που αποδίδεται στη 

κατασκευή από την εφαρµογή ενός οριζοντίου σεισµικού φορτίου. 

 

Κάποιες προτάσεις που µπορούν να γίνουν για περεταίρω ερεύνα του θέµατος που 

εξετάστηκε στη παρούσα εργασία, είναι οι ακόλουθες: 

 

 Ανάκτηση πειραµατικών δεδοµένων από πολυαξονικές δοκιµές αντοχής 

τοιχοποιιών, ώστε να υπάρξει µια πιο σαφή εικόνα τόσο για την καταστατική 

συµπεριφορά όσο και για τα κριτήρια αστοχίας των συγκεκριµένων υλικών. 

Τα πειραµατικά δεδοµένα µπορούν επίσης να χρησιµοποιηθούν και για την 

αξιολόγηση της µηχανικής οµογενοποίησης µε την εφαρµογή αριθµητικών 

µεθόδων. 

 

 ∆ιατύπωση κριτηρίων αστοχίας και συναρτήσεων διαρροής που να 

προσεγγίζουν πληρέστερα την µη γραµµική καταστατική συµπεριφοράς µιας 

τοιχοποιίας κατά την ελαστοπλαστική ανάλυση. Επιπλέον, έλεγχος αστοχίας 

της τοιχοποιίας µε την χρήση υλικών χαµηλής εφελκυστικής αντοχής κατά 

την εφαρµογή αριθµητικών µεθόδων προσοµοίωσης. 

 

Σύµφωνα µε τα συµπεράσµατα και τις προτάσεις που παρατέθηκαν παραπάνω 

προτείνεται η ακόλουθη διαδικασία για την µελέτη αντοχής και ενίσχυσης µιας 

υφιστάµενης κατασκευής από τοιχοποιία: 

 

1. Συλλογή πειραµατικών δεδοµένων από εργαστηριακές δοκιµές, για τον 

προσδιορισµό των µηχανικών αντοχών της τοιχοποιίας. 

 

2. Προσέγγιση των µηχανικών αντοχών µιας τοιχοποιίας από τις αντίστοιχες 

αντοχές τοιχοσωµάτων και κονιάµατος µε την µέθοδο της αριθµητικής 

οµογενοποίησης. 
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3. Αξιολόγηση των πειραµατικών και αριθµητικών αποτελεσµάτων και εξαγωγή 

των τελικών µηχανικών αντοχών  

 

4. Επιλογή κριτηρίου αστοχίας ή διαρροής ανάλογα µε την τρόπο που 

προσεγγίζεται η µη γραµµική συµπεριφορά της τοιχοποιίας. Τα κριτήρια που 

προτείνονται είναι το παραβολικό Mohr-Coulomb, το κριτήριο του 

Buyukozturk αλλά και το Γενικευµένο Τετραγωνικό. Τα συγκεκριµένα 

κριτήρια διαχωρίζουν τους µηχανισµούς αστοχίας µιας τοιχοποιίας, ενώ έχουν 

την ικανότητα να προσαρµόζονται ικανοποιητικά και στα δεδοµένα 

πολυαξονικής θλίψης. 

 

5. Μη γραµµική αριθµητική προσοµοίωση της κατασκευής µε την µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων σε στατική και δυναµική καταπόνηση. Από τα 

αποτελέσµατα της ανάλυσης είναι δυνατό να εντοπιστούν οι πιθανές περιοχές 

της κατασκευής που υπάρχει κίνδυνος εµφάνισης βλαβών ή αστοχίας. 

 

6. Επιλογή, ανάλογα µε την περίπτωση, του τρόπου ενίσχυσης της κατασκευής 

από στοιχεία οπλισµένου σκυροδέµατος. Προτείνεται η χρήση σενάζ καθώς 

όπως αποδείχτηκε και από την ανάλυση που έγινε, ο συγκεκριµένος τρόπος 

ενίσχυσης βοηθάει περισσότερο στην αποφόρτιση των µηχανικά ασθενών 

περιοχών της κατασκευή. 

 

7. Νέα αριθµητική προσοµοίωση της ενισχυµένης κατασκευής και αξιολόγηση 

του επιλεγµένου τρόπου ενίσχυσης. 
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Abstract. In order to study the unilateral contact effects (i.e. separation, sliding) 
between the lintels of reinforced concrete over the openings and the masonry wall, a 
parametric non-linear dynamic analysis was done. The nonlinear behaviour of the 
masonry is modelled by means of appropriately modified elastoplastic laws. Different 
values of the friction coefficient, various designs for the roof and the horizontal plates 
at the first floor and various earthquakes are considered. From the analysis it is 
shown that the influence of this reinforcement on the dynamic response of masonry 
structures depends on many parameters like the magnitude of the ground motion and 
the friction coefficient of the interface between the lintels and the masonry. The 
positive effects of contact mechanisms can be reduced in case of a strong motion 
where  topical relief in parallel with stress concentration to other places appear. 
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1 INTRODUCTION 

The application of various strengthening methods on existing masonry structures 
leads to changes of the existing structure and the need of cooperation between 
materials with different mechanical behaviour. This could be critical in some cases of 
dynamic loads like seismic excitations. The cooperation of the new materials and 
general the new structural elements with the old masonry depends on the way of 
construction and the degree of connection between them. If full connection does not 
exist partial contact phenomena are developed which are responsible for the beneficial 
aseismic behaviour. 

The dynamic response of masonry structures depends on the non-linearity of both 
the masonry and the material used for the strengthening. By using an elastoplastic 
model for the masonry the computed plastic deformation  indicates the degree of the 
developed damages. The comparison of the analytical results with the existing 
damages is used for modelling verification. Comparison of the results of the non-
linear dynamic response analysis of the structure before and after the application of 
strengthening techniques, provide us with the evaluation of the strengthening method 
effectiveness.  

The replacement of old wooden beams with lintels of reinforced concrete over the 
openings to a masonry wall is widely used technique. A lintel is a structural member 
placed over an opening in a wall. In the case of a brick masonry wall, lintels may 
consist of reinforced brick masonry, brick masonry arches, precast concrete or 
structural steel shapes. Regardless of the material chosen for the lintel, its prime 
function is to support the loads above the opening, and it must be designed properly. 
To eliminate the possibility of structural cracks in the wall above these openings, the 
structural design of the lintels should not involve the use of "rule-of-thumb" methods, 
or the arbitrary selection of structural sections without careful analysis of the loads to 
be carried and calculation of the stresses developed. Many of the cracks which appear 
over openings in masonry walls are due to excessive deflection of the lintels resulting 
from improper or inadequate design. 

In this work the influence of the horizontal reinforced concrete lintels on the 
mechanical behavior of a typical masonry wall is studied, by taking into account 
contact effects (i.e. separation and sliding) between lintels and the masonry wall. The 
nonlinear behaviour of the masonry is modelled be means of appropriately modified 
elastoplastic laws and different values of the friction coefficient, various designs of 
the roof and the horizontal plates at the first floor and various earthquakes loads are 
considered. Some results of the parametric non-linear dynamic analysis are presented 
in this paper. 

 

2 UNILATERAL FRICTIONAL CONTACT ANALYSIS 
Several computational methods have been developed for modeling and analysis of 

historical masonry structures [1, 2]. The possibility that some separation appears 
between two parts of a structure coming into contact is known as the unilateral contact 
phenomenon. This is a typical variable-structure nonlinearity, which involves either-
or decisions in the  mechanical model. The frictional stick-slip nonlinearity is an 
analogous phenomenon. Both problems belong to the area known as nonsmooth 
mechanics [3, 4].  
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Unilateral contact along interfaces is a suitable model for nonlinear analysis of 
masonry structures [5, 6]. A number of potential interfaces at the boundaries of the 
lintels and the masonry wall, are defined and along these interfaces separation and 
frictional effects are considered. The actual state at each point of the interface will be 
found after the solution of the problem. In case of unilateral contact and friction, 
several empirical or semi-empirical algorithms have been proposed and modern 
general-purpose finite element software (like the MARC [7] which is used for this 
study) can be used for the solution of real-life problems. 

The numerical objective is to calculate the mechanical response of the bodies, to 
apply suitable constraints to avoid penetration and to apply appropriate boundary 
conditions for the friction behavior. The Coulomb friction model is used and the 
computation of Coulomb friction can be based on either nodal stresses or nodal 
forces. For the solution of the contact problem the direct constraint method is used in 
the following application. In this procedure, the motion of the bodies is tracked and 
when contact occurs, direct constraints are placed on the motion using boundary 
conditions, both kinematic constraints on transformed degrees of freedom and nodal 
forces. The constraint imposed ensure that penetration does not occur. In our model 
these constraints are modeled by the definition of tying relations for displacement 
components of the contacting nodes.  

 

3 FINITE ELEMENT MODELING  

3.1 Geometry of the models 
A masonry wall including reinforcing elements from reinforced concrete material 

(lintels) over the door or window openings was considered. The finite element model 
with its dimensions is shown in Figure 1.  
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Figure 1: The finite element model of the masonry wall with the reinforced 

concrete lintels. 
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The following load cases were considered: the weight of the mass, a vertical 

pressure at the level of the first floor (simulating the loads which are transferred to the 
wall from the horizontal slab) and a vertical pressure at the top level (simulating the 
loads of the roof). A displacement history according to the earthquake of Kobe (1996) 
was considered at the applied base movement of the wall (fig. 2) in the out of plane 
direction (perpendicular to the wall). Since the earthquake excitation was strong 
enough, two load cases were considered: 

First the real data of displacement was applied but the analysis was done for the 
first 10 sec, Second the whole history was applied but after multiplication of the 
displacement values with a factor 0.25, in order to see the influence of contact 
mechanism for a non strong excitation.  
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Figure 2: Displacement history of Kobe earthquake data. 

3.2 Material Model  
As it is well known the masonry or the stone wall is composed of materials with 

brittle mechanical behaviour, small to zero strength to tension, and is in a lot of cases 
non homogeneous. Although each component of a masonry wall has its own specific 
mechanical characteristics, they are all expected to act together as an homogeneous 
structural material. In the past a number of theories have been developed in order to 
represent the mechanical behavior of this composite material which consists of stones 
and mortar in between, with high compression and low tension strength.  

In case of an earthquake, the structure will be subjected to a series of cyclic 
horizontal actions, which will often cause high additional bending and shear stresses 
in structural walls, exceeding the range of the elastic behaviour. The nonlinearity of 
the material appears for example if the stress-strain relationship or constitutive 
equation is nonlinear. 
Thus, for the nonlinear analysis of the examined models, in addition to the elastic 
material constants (Young's modulus and Poisson's ratio), the yield stress and the 
hardening slopes were included. These last two constants deal with the inelastic 
(plastic) material behavior by the definition of a stress-strain curve which is described 
from two branches, the first one which corresponds to the elastic region of the 
material and the second one to the plastic region.  

The magnitude of the yield stress is generally obtained from a uniaxial test but 
since the stresses in a structure are usually multiaxial, a yield condition must be used 
for measurement of yielding of the mutliaxial state of stress. The yield condition can 
be dependent on all stress components, on shear components only, or on hydrostatic 
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stresses. In our application the Mohr-Coulomb material model was used which 
describe elastic-plastic behavior based on a yield surface that exhibits hydrostatic 
stress dependence. Such behavior is observed in a wide class of soil and rock-like 
materials.  

The material data (elastic properties) of the masonry are as follows: Young's 
modulus E= 8820 MPa, Poisson's ration ν= 0.15 and Density 1700 Kg/m3 . The 
material has been considered as homogeneous and isotropic, the numerical values 
have been chosen on the basis of compression tests performed on specimens. Also a 
damping equal to 5% was considered. For masonry two cases were examined: first the 
Mohr-Coulomb model developed by Drucker and Prager has been used with isotropic 
hardening and for the plasticity the initial yield stress is assumed to be equal to 
228.523 kPa. As a second case failure criteria based on maximum stresses have been 
used. Particularly, the following considerations were done: maximum tensile stress = 
880 kPa, maximum compressive stress=8.8 MPa and maximum shear stress=198 kPa. 

The material data used for the description of the elastic properties of the shotcrete 
are as follows: Young's modulus E= 27406 MPa, Poisson's ration ν= 0.20 and Density 
2400 Kg/m3.  

3.3 Finite element models 
The finite element method was used on a three - dimensional, solid model of the 

wall. Solid finite elements have been used for the analysis In order to consider the 
unilateral contact effects in our analysis, the lintels were separated from the wall and 
were connected with unilateral frictional interfaces. The criterion about crack 
initiation - opening is based on the normal stresses which are developed at the outer 
nodes of the contact bodies. The yield limit was considered equal to 0.1Mpa.  

The following three models, with different contact and friction conditions were 
examined: 
Model 1: Fixed conditions were considered between the masonry wall and the lintels.  
Model 2: Contact conditions with friction coefficient equal to 0.4,  between the 
masonry wall and the lintels were considered. 
Model 3: Contact conditions with friction coefficient equal to 0.6,  between the 
masonry wall and the lintels were considered. 

 

4 RESULTS 

In the case with the elastoplastic material model, the estimation of the region with 
plastic strain is an indication of failure and crack development. The contours of the 
equivalent plastic strain, for the two load cases, are given in figure 3 and 4 
respectively.  
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Figure 3: Equivalent plastic strain at time 48sec (First load case), for Model 1 (left) and Model 2 

(right). 
 
In a previous work [10], it was shown from a static analysis with a suitable earthquake 
equivalent loading, that the consideration of the unilateral effects reduces the plastic 
strains in the masonry wall. In the present investigation, which is based on dynamic 
analysis, it is shown that the horizontal reinforced concrete lintels, is able to eliminate 
the plastic strain in the case with the non strong earthquake (fig. 3), something which 
doesn’t happened in case with the strong excitation (fig. 4, the analysis of the first 10 
sec and for the recorded values of the displacement).  The same notice is shown in the 
figures 5 and 6 where the history of equivalent plastic strain and for a node at the 
level of the lower openings (node I, fig. 1), are given. 

 
 
  
Figure 4: Equivalent plastic strain at time 48sec (First load case), for Model 1 (left) and Model 2 
(right). 
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Figure 5: History of equivalent plastic strain of node I (first load case). 
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 Figure 6: History of equivalent plastic strain of node I (second load case). 
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5 CONCLUSIONS  
The horizontal reinforced concrete lintels, reduce the plastic strains when contact 

and friction effects exist between them and the masonry wall for not strong excitation. 
In opposite for strong excitations stress concentrations appear at different places. The 
same conclusion is given from the analysis considering failure criteria and calculating 
the corresponding failure index. The energy dissipation mechanism which work in the 
case of  small displacements would leads to negative results when the sliding 
movements between the lintels and the masonry goes beyond some limits. Further 
investigation is needed about this mechanism  and its behaviour under various seismic 
excitations.  
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Abstract. The masonry of old structures varies in a wide range: geometry of walls and columns, type and 
dressing of stones, joint constructions and materials, and others. Also repair work and strengthening techniques 
of old masonry have a major influence on the mechanical behavior so additionally material models are needed 
to describe the seismic behavior of strengthened masonry.   

The masonry material constituting the structures of monumental and old constructions is often characterized 
by very low tensile strength with respect to the compression strength. In parallel, masonry compression 
behaviour is of crucial importance for design and safety assessment purposes, since masonry structures are 
primarily stressed in compression. However, the compression failure mechanism of quasi-brittle materials is 
rather complex, especially when compared with tensile failure.  

The finite element method is usually adopted to achieve sophisticated simulations of the structural 
behaviour. A mathematical description of the material behaviour, which yields the relation between the stress 
and strain tensor in a material point of the body, is necessary for this purpose. This constitutive model must be 
capable of predicting the behaviour of the structure from the linear elastic stage, through cracking and 
degradation until total loss of strength.  

Masonry is a composite material made of bricks and mortar, which exhibits distinct directional properties 
due to the mortar joints which act as planes of weakness. In our research, on the numerical representation the 
macromodeling of masonry as a composite is used, which is applicable when the structure is composed of solid 
walls with sufficiently large dimensions so that the stresses across or along a macro-length will be essentially 
uniform and also is more practice oriented. 

Nonlinear behaviour of both components should be considered to obtain a realistic model able to describe 
cracking, slip, and crushing of the material.  Its yield behaviour is a strong function of hydrostatic pressure and 
tensile yield stress and compressive yield stress, under uniaxial loading are different. In order to obtain a better 
representation, individual yield criteria must be considered, according to different failure mechanisms, one in 
tension and the other in compression. Something which is not so easy in many yield and failure criteria which 
are already programmed to finite elements programs. 

In this paper, some results of a parametric investigation about the applicability of widely used criteria like 
the Drucker and Prager, the Parabolic Mohr- Coulomb and the Buyukozturk, in the dynamic analysis of 
masonry wall are presented. The analysis was done, considering various dynamic loads in order to study the 
influence of the selected criterion on the dynamic behaviour locally or globally of the structure. The correlation 
of the results is concentrated on the effectiveness of the examined criteria to represent the real mechanical 
behavior and the estimation of critical areas. Also the differences which are presented seems to be remarkable 
when complicated dynamic loads are applied.  

1 INTRODUCTION 

The finite element method is usually adopted to achieve sophisticated simulations of the structural behaviour. 
A mathematical description of the material behaviour, which is named a constitute model,  is necessary for this 
purpose. An important objective of today’s research is to obtain robust numerical tools, capable of predicting the 
behaviour of the structure from the linear elastic stage, through cracking and degradation until total loss of 
strength. Also an important parameter is the type of finite element which will be used. Numerical simulations are 
fundamental to provide insight into the structural behaviour and to assess/retrofit existing masonry structures [1]. 
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Masonry is a composite material made of units which are such as stones, bricks and others, and joints which 
can be clay, lime/cement based mortar or other mortar.  Due to the mortar joints which act as planes of 
weakness, the masonry exhibits distinct directional properties. In general, the approach towards its numerical 
representation can focus on the micro-modelling of the individual components, or the macro-modelling of 
masonry as a composite. Depending on the level of accuracy and the simplicity desired, one modelling strategy 
can be preferred over the other.  Micro-modelling studies are necessary to give a better understanding about the 
local behaviour of masonry structures. Macro-models are applicable when the structure is composed of solid 
walls with sufficiently large dimensions so that the stresses across or along a macro-length will be essentially 
uniform. Clearly, macro-modelling is more practice oriented. 

So in large structures, the knowledge of the behaviour of the interaction between units and joints does not 
usually determine the global behaviour of the structure. In this case, it is more adequate to resort to continuum 
models, which establish the relation between average stresses and average strains in masonry [2, 3]. In parallel 
various cracks are developed due to low tension strength. Energy dissipation mechanisms arising due to contact 
and friction along these contact interfaces are certainly responsible for the beneficial aseismic behavior [4, 5]. 
The nonlinear behavior of both components should be considered to obtain a realistic model able to describe 
cracking, slip, and crushing of the material. Its is therefore of relevant importance that, for each type of masonry, 
experiments to correlate the strength characteristics of constituent materials with the characteristics of masonry 
must be carried out. 

In this study a recoverable, nonlinear elastic behaviour and a plastic irrecoverable behaviour were considered 
for the masonry. In both cases, the relationship of stress-strain is nonlinear, however, in the case of nonlinear 
elastic analysis the unloading follows the curve of stress-strain, while in the plastic analysis take place elastic 
unloading. The elastic-plastic results can be considered as reliable only when instability phenomena can be ruled 
out [6]. The material was considered as homogenous and it was modeled by elastoplastic theory, using the 
simple forms of yield surfaces written in terms of the first and the second deviatoric stress invariants. 
In particularly, some results of a parametric investigation are presented about the applicability of widely used 
criteria like the Drucker and Prager, the Parabolic Mohr- Coulomb and the Buyukozturk, in the dynamic analysis 
of a masonry wall.  The analysis of a masonry wall with openings, part of typical masonry building, was done, 
considering various dynamic loads in order to study the influence of the every time selected criterion on the 
dynamic behaviour locally or globally of the structure. The correlation of the results is concentrated on the 
effectiveness of the examined criteria to represent the real mechanical behavior, relates with the type of applied 
loadings.  

2 MATERIAL MODEL 

2.1 Continuum models 

In order to consider a composite material as homogenous, an homogenization technique must be applied 
either with experimental tests or with analytical and computational methods [7, 8, 9, 10]. The application of 
computational homogenization techniques for structural masonry computations, is an alternative to the 
formulation of complex closed-form macroscopic constitutive laws. Due to the difference existing between brick 
units and mortar, a complex interaction between the two masonry components occurs with masonry deformation. 
In general, non-linear behaviour of masonry unit is dominated by mortar joint. In order to derive the 
homogenized inelastic material properties of masonry basic cell, a reliable material model for masonry 
components (brick and mortar) is important [11]. 

The well-known failure criteria namely Mohr-Coulomb, Saint Venant and Navier, can be successfully used in 
order to predict the stress state (biaxial and shear stresses) at which the three fundamental failure modes can be 
expected; i.e. slipping of the mortar joints, cracking of bricks and splitting of joints, and spalling in the middle 
plane. The Mohr-Coulomb frictional law can be slightly modified to take into account the nonlinear dependence 
of shear strength on normal stress at high compression levels [12].  

In reality, the material in non-homogeneous and a close material representation is only possible if the units 
and joints are modelled separately [13]. In case of modeling large structures, subjected to loads and boundary 
conditions such that the state of stress and strain across a macro-length can be assumed to be uniform, a 
continuum model can be used. A macro-modelling strategy represents a compromise between efficiency and 
accuracy. The model introduced in Lourenço et al [14] combines the advantages of modern plasticity concepts 
with a powerful representation of anisotropic material behaviour, which includes different hardening/softening 
behaviour along each material axis. The model includes the combination of a Rankine-like yield surface for 
tension and a Hill-like yield surface in compression. This composite surface permits to reproduce the results 
obtained in uniaxial tests, in which different behaviour are obtained along different directions.  

One serious problem associated with smooth criteria is the poor representation of materials with a large 
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difference between uniaxial compressive strength and uniaxial tensile strength, which leads to unacceptable 
overestimation of strength in the tension-compression regime. To obtain a better representation, individual yield 
criteria must be considered, according to different failure mechanisms., one in tension and the other in 
compression. The former is associated with a localised fracture process, denoted by cracking of the material, 
and, the latter, is associated with a more distributed fracture process which is usually termed crushing of the 
material. Several models have been tested for these [3, 15]. 

Softening is a gradual decrease of mechanical resistance under a continuous increase of deformation forced 
upon a material specimen or structure. It is a salient feature of quasi-brittle materials like clay brick, mortar, 
ceramics, rock or concrete, which fail due to a process of progressive internal crack growth. Such mechanical 
behaviour is commonly attributed to the heterogeneity of the material, due to the presence of different phases 
and material defects, like flaws and voids. A model which is formulated on the basis of softening plasticity for 
tension, shear, and compression, was presented by Lourenco and Rots [13]. Numerical implementation is based 
on modern algorithmic concepts such as implicit integration of the rate equations and consistent tangent stiffness 
matrices. The approach used in this work is based on idea of concentrating all the damage in the relatively weak 
joints and, if necessary, in potential tension cracks in the bricks. 

2.2 Generalized yield failure criteria 

A fundamental notion in the plasticity theory is the existence of a yield function that bounds the elastic 
domain. According to Coulomb-Navier theory a ductile material such as soil, rocks, concrete and masonries 
failure under a multiaxial stress loading system when the effective shear stress in a specific plane get over from a 
critical value which is usually a function of shear strength and hydrostatic pressure. The general mathematical 
formulation of this type yield criteria is:  
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where: 

I1 Stress tensor first invariant (hydrostatic stress contribution in yielding or failure) 
J2 Deviatoric stress tensor second invariant (shear stress contribution in yielding or failure, shear 

internal forces work) 

θ Lode angle ( )π/6θ6/π ≤≤−  
c Coefficient which vary from 0 to 1 
c1, c2 material strength, cohesion and internal friction parameters  

 

2.3 Mohr Coulomb linear or Drucker Prager 

The Mohr-Coulomb criterion is a first two-parametric yield surface, for the maximum compression and 
tension. The model is the first one that takes shearing into account. it should be noted that the criterion considers 
the maximum difference between the major and the minor principal stresses only, and does not take the 
intermediate principal stress in the strength criterion. The Mohr-Coulomb strength criterion can be represented 
graphically, by Mohr’s circle. Most of the classical engineering materials, including rock materials, somehow 
follow this rule in at least a portion of their shear failure envelope. The Generalized Mohr-Coulomb linear or 
Drucker-Prager yield-failure criteria can be mathematical expressed by the equation 2: 
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Υtσ  Material tensile yield stress or tensile strength 

Υcσ  Material compression yield stress or tensile strength 

0S  Material shear yield stress or shear strength or cohesion 
φ  Material internal friction angle 
Υσ  initial equivalent yield stress 

 

2.4 Mohr CoulombParabolic 

The Mohr-Coulomb parabolic yield-failure criterion mathematical can be expressed by the equation 3. 
 
( ) 0σJ3Ιβσ3σ,β,J,IF 2
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Figure 1:Yield surface in 2D of the Mohr-Coulomb Parabolic and the Buyukozturk models. 

2.5 Buyukozturk’s Modified Model 

Oral Buyukozturk formulate a modified version of Mohr-Coulomb parabolic yield-failure criterion (1975), 
adding in the equation (3) an extra term which is a function of first stress tensor invariant square. The 
generalized yield and failure criteria are developed to account for the two major sources of nonlinearity: the 
progressive cracking of concrete in tension, and the nonlinear response of concrete under multiaxial 
compression. Using these criteria, incremental stress-strain relationships are established in suitable form for the 
nonlinear finite element analysis [16]. The Buyukozturk yield function is given by the equation 4. 
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where: 
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α, a function’s shape parameter. The optimum value for α parameter is 0.2. 
( )

m3
α11mβ +−

=
 

m
α1σσ YcΥ

+
=

 Initial equivalent yield stress 
In figure 1 the yield surfaces in two dimensions of the Mohr-Coulomb Parabolic and the Buyukozturk models 

are presented.  

3 FINITE ELEMENT MODELING 

3.1 Geometry and loads of the models 

X

Y

 

Figure 2: Geometry of the masonry wall. 

In order to investigate the response of a masonry wall with openings (see fig. 2) under typical conditions,  
like in plane and out of plane buckling, in plane compression, and dynamic behaviour under base excitation, 
different time varied loads were considered. The loading histories arising from the multiplication of a scale 
factor with a linear function f(t)=(1/tmax)t, or with a sinusoidal function f(t)=sin(2πt/T), tmax=3T/2 , and tmax=3T/2. 

  
(a)     (b) 
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Figure 3: Displacement histories for a) load case 1, 2 and 3, b) load case 4 and 6 and c) load case 5. 

The following load cases were considered: 
Load case 1(Lc1): A linear time varied horizontal displacement ux (in plane direction) (Fig. 3a) which are 

applied at the top of the wall with a maximum value equal to 0.001m. Fixed condition at the base are assumed. 
Load case 2 (Lc2): A linear time varied horizontal displacement, uz (out of plane direction) (Fig. 3a) which 

are applied at the top of the wall with maximum value equal to -0.005m. Fixed condition at the base are 
assumed. 

Load case 3 (Lc3): A linear time varied vertical displacement, uy (Fig. 3a) which are applied at the top of the 
wall with a maximum value equal to -0.001m. Fixed condition at the base are assumed. 

Load case 4 (Lc4): A horizontal sinusoidal displacement uz (Fig. 3b) at the base of the wall are applied in 
parallel with the weight of the mass, a vertical pressure at the level of the first floor (simulating the loads which 
are transferred to the wall from the horizontal slab) and a vertical pressure at the top level (simulating the loads 
of the roof). Maximum value of displacement equal to -0.01m.  

Load case 5 (Lc5): An amplifying sinusoidal horizontal displacement uz (Fig. 3c) at the base of the wall are 
applied in parallel with the weight of the mass, a vertical pressure at the level of the first floor (simulating the 
loads which are transferred to the wall from the horizontal slab) and a vertical pressure at the top level 
(simulating the loads of the roof). Maximum value of displacement equal to -0.005m.  

Load case 6 (Lc6): A horizontal sinusoidal displacement uz (Fig. 3b) at the base of the wall are applied in 
parallel with the weight of the mass, a vertical pressure at the level of the first floor (simulating the loads which 
are transferred to the wall from the horizontal slab) and a vertical pressure at the top level (simulating the loads 
of the roof). Maximum value of displacement equal to -0.1m. 

3.2 Material model 

In case of an earthquake, the structure will be subjected to a series of cyclic horizontal actions, which will 
often cause high additional bending and shear stresses in structural walls, exceeding the range of the elastic 
behaviour. The nonlinearity of the material appears for example if the stress-strain relationship or constitutive 
equation is nonlinear. Thus, for the nonlinear analysis of the examined models, in addition to the elastic material 
constants (Young's modulus and Poisson's ratio), the yield stress and yield function must be determined in order 
to describe the inelastic (plastic) material behavior by the definition of a stress-strain curve which is described 
from two branches, the first one which corresponds to the elastic region of the material and the second one to the 
plastic region. The magnitude of the yield stress is generally obtained from a uniaxial test but since the stresses 
in a structure are usually multiaxial, a yield condition must be used for measurement of yielding of the mutliaxial 
state of stress. The yield condition can be dependent on all stress components, on shear components only, or on 
hydrostatic stresses.  

In our applications the general purpose finite element program MARC, was used in which several elasto-
plastic models can be used [17]. Special the  generalized Mohr-Coulomb model developed by Drucker and 
Prager, the Mohr-Coulomb Parabolic and the Buyukozturk model were selected in order to use in our 
applications.   

The material data of the masonry is given to Table 1 and the values of the material models parameters as 
were described in precious section, are given in Table 2. The material has been considered as homogeneous and 
isotropic, the numerical values have been chosen on the basis of compression tests performed on specimens. 
  

 Masonry 
Ε[Pa] 8.82e+9 
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v 0.15 
ρ[Kg/m³] 1700 

φ 44.1 
τY[Pa] 0.198e+6 
σYt[Pa] 0.231e+6 
σYc[Pa] 0.935e+6 

m 4.05 

Table 1: Mechanical properties of masonry  

The finite element method was used on a three - dimensional, solid model of the wall. Solid finite elements 
have been used for the analysis.  

The following three models, with different material models were examined: 
Model 1 : Masonry wall with the Drucker and Prager material model  
Model 2 : Masonry wall with the Parabolic Mohr-Coulomb material model 
Model 3 : Masonry wall with the Buyukozturk material model 

 

 Drucker and Prager Mohr-Coulomb 
Parabolic Buyukozturk 

σΥ (Pa) 370000 464619 508965 
Alpha  0.35 - - 
Beta - 0.88 0.96 

Table 2: Parameters of yield functions for the material models. 

4 RESULTS 

In the case with the elasto-plastic material model, the estimation of the region with plastic strain is an 
indication of failure and crack development. Some specific nodes were selected in order to study their response 
during the time and at the final time step (see Fig. 4).  

From the deformation of the examined models for the  load case 1where tension is developed across the left 
side and compression across the right side and the final equivalent plastic strains (see Fig. 5a)  the node 1227 
was selected in order to see its behaviour to tension (Fig. 5b). The models 2 and 3 give the same results and 
small differences to plastic stresses are presented for model 1. The same indication is given form the diagram of 
the equivalent plastic strains across the section 1 of models for the load case 2 (Fig. 6). Comparing the final 
contours of the plastic strains for the examined models neglected differences are presented for both load case 1 
and 2 where we have out of plane and in plane buckling of wall. In opposite overestimation of the plastic strains 
is happened for Model 1 from the comparison of the results for the load case 3 (Fig. 7a, b). The same conclusion 
arising for the diagram of tension and compression  response of the center point 3090, as they are shown in 
figures 8 and 9.  

Node 2895

Node 3198

Node 3090

Node 1227

Section 1
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Figure 4: Finite element model and specific nodes for results presentation. 

 

(a)                                                                                (b) 

Figure 5: Stress-strain curve in y direction of node 1227 and countour plot of equivalent plastic strains (Model 3)  
for load case 1. 

 
(a)                                                                               (b) 

Figure 6: Equivalent plastic strain across section 1 and countour plot of equivalent plastic strains (Model 3)  for 
load case 2. 

 
Model 1    Model 2    Model 3 

Figure 7: Contours plot of equivalent plastic strain at the final time step of load case 3. 
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Figure 8: Stress-strain curve in x direction, of node 3090 and for load case 3. 

The estimation of critical areas where possible cracks may be appeared due to this loads compare well with 
corresponding exprerimenat results and pictures from real structures. Since more complicated dynamic loads 
llike seismic loads, are usually applied to real structures wich arise more complicated phenomena, other cyclic 
dynamic loads were considered in our study in order to investigate the selected material models. For this reason 
the load cases 4 and 5were considered and the response of selected points were also examined. From calculated 
equivalent plastic strains the critical areas around the lower conrners of the lower openings and the bottom of the 
wall were estimated (Fig. 10a). The differenses of the examined model are higher at higher time steps as it is 
shown  to the history plot of equivalent plastic strain of node 3198 and for load case 4 (Fig. 10b). The same 
conclusion is given if the same load history is applied with a higher value of scaling factor (load case 6).  

In case of the amplifying sinusoidal horizontal displacement uz (load case 5) the stress strain curve of the 
node 2895 (between the lower two openings) describe the dynamic phenomena which are arising during the time 
and the difference between the examined models. The different response of model 1 in comparison the models 2 
and 3 seems to be remarkable at the higher time steps.   
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Figure 9: Stress-strain curve in y direction, of node 3090 and for load case 3. 
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(a)                                                                              (b) 

Figure 10:a)Countour plot of equivalent plastic strains (Model 2), b) History plot of equivalent plastic strain of 
node 3198 and for load case 4. 
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Figure 11: Stress-strain curve in y direction of node 3090 and for load case5. 

 

5 CONCLUSIONS 

In our applications widely used elasto-plastic material models like the  generalized Mohr-Coulomb model 
which was developed by Drucker and Prager, the Mohr-Coulomb Parabolic and the Buyukozturk models were 
selected to be used in the dynamic analysis of a typical masonry wall, part of a real structure. Simple linear time 
varied, sinusoidal and amplifying sinusoidal dynamic loads were applied in order to examine the dynamic 
behaviour of the wall and to estimate the critical areas, areas where plastic strains are developed.  

From the results the selected material models can simulate the failure mechanisms in tension and 
compression and the dynamic behaviour of the wall under dynamic loads.  Significant differences presented to 
the overestimation of the plastic strains when the Drucker Prager model is used, which could give a picture of 
failure unrealistic and strong reinforcements could be selected. These differences are remarkable when the 
sinusoidal or the amplifying sinusoidal dynamic horizontal displacements at the base of the wall are applied. The 
Mohr-Coulomb Parabolic and the Buyukozturk models give almost the same results with small differences 
special to the amplifying sinusoidal dynamic loads.  

General the applicability of these models depends on the level of accuracy, the simplicity desired, the loading 
conditions and the special interest on the local or global behaviour of a small or a large structure. Significant 
differences relates with the complication of the dynamic loads. Another factor is the estimation of the material 
parameters which relates with the nonlinearity of the masonry and the components of these composite material. 
So it is important, for each type of masonry, experimental results to correlate the strength characteristics of 
constituent materials with the characteristics of masonry. 
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