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Εισαγωγή 
 

 Σε ολόκληρο τον κόσµο υπάρχουν λιθόκτιστες κατασκευές οι οποίες 

κατασκευάστηκαν πριν από πολλούς αιώνες, αλλά και σε νεότερα χρόνια ή 

κατασκευάζονται ακόµη και σήµερα. Είναι πολλές οι περιπτώσεις που αυτές οι 

λιθόκτιστες κατασκευές αποτελούσαν ή συνεχίζουν να αποτελούν  µέρος της 

υποδοµής διαφόρων περιοχών ή της πολιτιστικής τους κληρονοµιάς. Πέρα από τους 

διαφόρους λόγους για τους οποίους αυτές οι κατασκευές δηµιουργήθηκαν, είναι 

αναµφισβήτητο γεγονός ότι υπάρχει ανάγκη για τη διατήρησή τους. 

 Συνεπώς η µελέτη και η ανάλυση αυτών των κατασκευών είναι πάντοτε 

επίκαιρη για την καλύτερη κατανόηση των φαινοµένων που τις διέπουν, των υλικών 

από τα οποία φτιάχτηκαν, των µεθόδων που χρησιµοποιήθηκαν για την κατασκευή 

τους και για τον τρόπο µε τον οποίο συµπεριφέρονται όταν υπόκεινται σε φορτίσεις 

και δη δυναµικές φορτίσεις, όπως είναι οι σεισµοί. 

 Στη χώρα µας αυτού του είδους οι κατασκευές ευρίσκονται διάσπαρτες σε 

όλες τις γεωγραφικές περιοχές και σε αυτές ανήκουν αρχαία κτίσµατα, εκκλησίες 

διαφόρων περιόδων, φρούρια, κτίρια γενικώς κ.α. Μια ξεχωριστή κατηγορία 

λιθόκτιστων κατασκευών αποτελούν τα γεφύρια της Ηπείρου. Με αυτό τον 

χαρακτηρισµό είναι σύνηθες να αποκαλούνται όλες οι λιθόκτιστες τοξωτές γέφυρες, 

οι οποίες βρίσκονται σχεδόν σε όλη την ηπειρωτική Ελλάδα, αλλά και στα υπόλοιπα 

κράτη της Βαλκανικής χερσονήσου και της γειτονικής περιοχής.  

 Αυτές οι γέφυρες κατασκευάστηκαν κυρίως κατά τα Βυζαντινά χρόνια, κατά 

τη διάρκεια της τουρκικής κατοχής, αλλά και καθ’ όλη τη διάρκεια του 19ου αιώνα. 

Μια από αυτές τις κατασκευές επελέγη για να µελετηθεί στα πλαίσια της παρούσης 

εργασίας.  

 Πρόκειται για το «γεφύρι της Πλάκας», του οποίου η κατασκευή ξεκίνησε το 

1863 και ενώνει τις όχθες του ποταµού Άραχθου µέσα στα διοικητικά όρια του 

Νοµού Ιωαννίνων, στην κοινότητα Ραφταναίων, στο γεωγραφικό διαµέρισµα της 

Ηπείρου. Για τη µοντελοποίηση και ανάλυση της κατασκευής χρησιµοποιήθηκε το 

λογισµικό πακέτο MSC.MARC 2005  της εταιρίας Marc Analysis Corp. Το 

πρόγραµµα αυτό χρησιµοποιεί τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων για την 

ανάλυση κατασκευών, και µπορεί να εκτελέσει πλήθος διαφορετικών µελετών, 

 - 10 -  



στατικών, δυναµικών, θερµοµηχανικών, ακουστικών κα.  Τα πλεονεκτήµατα της 

µεθόδου ανάλυσης µε πεπερασµένα στοιχεία είναι πολλά και πολλοί ερευνητές την 

έχουν χρησιµοποιήσει για παρόµοιες µελέτες. 

 Σε µία από τις έρευνες πάνω στις λιθόκτιστες τοξωτές κατασκευές [1] 

προτείνεται µια γενική δισδιάστατη, αναλυτική µέθοδος για τη στατική µελέτη της 

συνεχούς κατανοµής των εσωτερικών τάσεων και µετατοπίσεων, για µια τοξωτή 

γέφυρα, η οποία υπόκειται σε διάφορες καταπονήσεις. Η βάση του ελαστοπλαστικού 

µοντέλου είναι τρεις εξισώσεις ισορροπίας, στον οριζόντιο άξονα και τρεις στον 

κατακόρυφο, συν την ισορροπία των ροπών αντιστοίχως για τους ίδιους άξονες. Σε 

αυτές προστίθενται και συνοριακές συνθήκες για την απόδοση της στήριξης της 

κατασκευής και την αποτροπή των µετακινήσεων στις διευθύνσεις ισορροπίας. 

Ακόµη εισήχθησαν οι κατάλληλες ιδιότητες του υλικού κατασκευής ούτως ώστε να 

προβλέπεται η δηµιουργία ρωγµών και ασυνεχειών στο υλικό της κατασκευής. 

 Η παραπάνω θεωρεία εισήχθη σε ειδικό λογισµικό το οποίο χρησιµοποιήθηκε 

για την εξαγωγή αποτελεσµάτων για δύο περιπτώσεις καταπόνησης. Εφαρµογή 

σηµειακού κατακόρυφου φορτίου και µετατόπιση του ενός εκ των θεµελίων της 

γέφυρας στον οριζόντιο άξονα αντιστοίχως. 

 Από τα συµπεράσµατα της έρευνας προκύπτει ότι το προτεινόµενο αναλυτικό 

µοντέλο είναι ένας συµφέρων συµβιβασµός µεταξύ των άλλων υπαρχόντων, 

δισδιάστατων αναλυτικών µεθόδων, οι οποίες δεν υπολογίζουν κατακόρυφα φορτία, 

ούτε προβλέπουν τη δηµιουργία ασυνεχειών, και των τρισδιάστατων µεθόδων που 

χρησιµοποιούν την ανάλυση µε πεπερασµένα στοιχεία, αλλά έχουν υψηλό 

υπολογιστικό κόστος. 

 Σε άλλη µελέτη [2] προτείνεται η χρήση τεχνικών συνέχειας – ασυνέχειας για 

την ανάλυση τοξωτών, λιθόκτιστων γεφυρών. Χρησιµοποιήθηκαν, στα πλαίσια της 

έρευνας, τρία διαφορετικά εργαλεία µοντελοποίησης του προβλήµατος. Η ανάλυση 

ασυνεχούς παραµόρφωσης (DDA), ανάλυση βασισµένη σε διακριτά στοιχεία και µη 

– γραµµική ανάλυση µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων.  

 Έγινε σύγκριση των αποτελεσµάτων των τριών διαφορετικών µεθόδων σε ένα 

πειραµατικό µοντέλο το οποίο αναπτύχθηκε στο Πανεπιστήµιο του Εδιµβούργου. Στα 

πλαίσια  της συγκεκριµένης έρευνας, παρουσιάστηκαν οι δυνατότητες των τριών 

µεθόδων επίλυσης, ενώ έγινε και ανάλυση ευαισθησίας για κατασκευή µε τόξο 

ηµικυκλικού σχήµατος. 

 Ακόµη µία έρευνα [3] η οποία ασχολείται µε τις λιθόκτιστες, τοξωτές 
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κατασκευές, παρουσιάζει την ανάλυση µε µοντελοποίηση στην οποία υπάρχουν 

διεπιφάνειες τριβής µεταξύ των στοιχείων που σχηµατίζουν το τόξο της κατασκευής. 

Η επίλυση του µοντέλου γίνεται µε τη µέθοδο των πεπερασµένων. Η διεπιφάνειες 

τριβής χρησιµοποιούνται για την προσοµοίωση της δηµιουργίας ρωγµών κατά την 

καταπόνηση της γέφυρας, ενώ εξετάζεται η επίδραση της ενίσχυσης του τόξου µε 

πλινθόκτιστη τοιχοποιία εκατέρωθέν του ανοίγµατος. Η ανάλυση εστιάζεται στον 

υπολογισµό του οριακού φορτίου που µπορεί να διαχειριστεί η κατασκευή, χωρίς να 

αστοχήσει και στην µελέτη του µηχανισµού κατάρρευσης.  

 Για την επαλήθευση των αποτελεσµάτων της επίλυσης, χρησιµοποιήθηκε η 

κλασική µέθοδος του µηχανισµού αστοχίας, η οποία χρησιµοποιεί γραµµικό 

προγραµµατισµό. Τα αποτελέσµατα της µεθόδου ήταν ικανοποιητικά για το οριακό 

φορτίο, ενώ και η µελέτη για τη συµβολή της ενισχυτικής τοιχοποιίας εκατέρωθεν 

του τόξου, επιβεβαιώθηκε από πειραµατικά δεδοµένα. 

 Σε άλλη εργασία [4] παρουσιάζεται η µελέτη µιας τυπικής, λιθόκτιστης, 

τοξωτής γέφυρας, µε τη µέθοδο του µηχανισµού κατάρρευσης. Το φορτίο 

κατάρρευσης το οποίο προβλέπεται από τη συγκεκριµένη µέθοδο, εξαρτάται από την 

κατανοµή των διαµηκών πιέσεων του εδάφους, εξωτερικά της κατασκευής. Το 

προφίλ της γέφυρας διαφοροποιείται σηµαντικά τη στιγµή της κατάρρευσης, από το 

αρχικό του σχήµα.  

 Τα αποτελέσµατα της ανάλυσης του µηχανισµού κατάρρευσης είναι ακριβή 

µόνο όταν όλες οι δυνάµεις και τα σηµεία εφαρµογής τους είναι γνωστά. Οι 

ερευνητές µετέβαλαν τη µέθοδο περιλαµβάνοντας και έναν αλγόριθµο συσχέτισης 

της πίεσης µε την παραµόρφωση. Τα αποτελέσµατα της εργασίας επιβεβαίωσαν τη 

σηµασία της παραµέτρου αυτής στην προσέγγιση του οριακού φορτίου κατάρρευσης 

της κατασκευής, ενώ το πρόβληµα της πρόβλεψης της ακριβούς παραµόρφωσης 

παρέµεινε ως αντικείµενο µελλοντικής έρευνας.  

 Ακόµη µία έρευνα που διεξήχθη µε τη χρήση της µεθόδου των πεπερασµένων 

στοιχείων [5] για την ανάλυση λιθόκτιστης, τοξωτής γέφυρας, σε δυναµική 

καταπόνηση, χρησιµοποίησε διεπιφάνειες τριβής για τη µοντελοποίηση της αστοχίας 

µέσω της εµφάνισης ρωγµών, ενώ και σε αυτή την περίπτωση µελετήθηκε η συµβολή 

της ενισχυτικής τοιχοποιίας εκατέρωθεν του τόξου της γέφυρας. 

 Από τα συµπεράσµατα της έρευνας προκύπτει ότι η συγκεκριµένη 

µοντελοποίηση οδηγεί σε ικανοποιητικά αποτελέσµατα, ενώ σηµαντικό ρόλο έχουν 

το πλήθος, η θέση και ο συντελεστής τριβής µ των διεπιφανειών επαφής των 
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στοιχείων του τόξου, για τη ρεαλιστική απεικόνιση των συνεπειών της δυναµικής 

καταπόνησης σε µια τέτοιου είδους κατασκευή.   

 Στα πλαίσια µιας ακόµη έρευνας [6] παρουσιάζεται µια απλοποιηµένη 

µέθοδος για την προσέγγιση της αντισεισµικής ικανότητας των λιθόκτιστων, τοξωτών 

κατασκευών. Ο αλγόριθµος που προτείνεται συνδιάζει δύο απλές µεθόδους – τη 

γραµµική µέθοδο µε χρήση πεπερασµένων στοιχείων και την οριακή ανάλυση, η 

οποία ακολουθεί την υπόθεση του Heyman [7] για έναν προεπιλεγµένο µηχανισµό 

κατάρρευσης. Πιο συγκεκριµένα, η γραµµική ανάλυση χρησιµοποιείται για την 

ανίχνευση ζωνών εφελκυστικών και θλιπτικών τάσεων στο τόξο της κατασκευής και 

για την ταυτοποίηση µιας πιθανής στάθµης µηχανισµών κατάρρευσης, για τον 

υπολογισµό των οποίων χρησιµοποιείται ο πολλαπλασιαστής αστοχίας, µε τη βοήθεια 

ενός τυπικού προγράµµατος CAD. 

 Η µέθοδος εφαρµόστηκε σε τρεις διαφορετικές, υπάρχουσες κατασκευές, µε 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα στην αντισεισµική αξιολόγησή τους. 

 Τέλος µια ακόµη έρευνα [8] παρουσιάζει την ταξινόµηση της αποδόµησης 

των υλικών κατασκευής, των µηχανισµών αστοχίας ή κατάρρευσης και τις διάφορες 

ζηµιές τις οποίες έχουν υποστεί τοξωτές, λιθόκτιστες γέφυρες στην επικράτεια της 

γειτονικής Τουρκίας. Στα πλαίσια της συγκεκριµένης έρευνας, γίνεται συζήτηση για 

τις διάφορες µεθόδους που έχουν χρησιµοποιηθεί από τους αντίστοιχους κρατικούς 

φορείς, για την αποκατάσταση των ιστορικών, αυτών κατασκευών. 

 Στη συγκεκριµένη εργασία [9] αναφέρεται σε ένα πρόγραµµα το οποίο έλαβε 

χώρα στο Πολυτεχνείο του Αϊτχόβεν το 2001 και έιχε στόχο την εκπαίδευση των 

υποψηφίων µηχανικών στην µελέτη λιθόκτιστων τοξοτών κατασκευών. 

Χρησιµοποιήθηκαν τεχνικές εύρεσης της κατάλληλης µορφής τόξου, γραφικές 

τεχνικές και υπολογιστικά προγράµµατα για την ανάλυση των κατασκευών. Για τον 

υπολογισµό των εφελκυστικών και καµπτικών φορτίων όµως, χρησιµοποιήθηκαν 

εφαρµογές ανάλυσης µε πεπερασµένα στοιχεία, οι οποίες ήταν οι πιο κατάλληλες για 

τη µελέτη των συγκεκριµένων φαινοµένων. 

 Προς µελέτη τέθηκαν µία γέφυρα µε ορθογώνιο άνοιγµα και τρεις γέφυρες µε 

µήκος ανοίγµατος 3 µέτρων και σχήµα αναλυτικής καµπύλης. Η ελαστικότητα του 

τόξου είχε σηµαντικές επιπτώσεις στη µέτρηση και την εφαρµογή των φορτίων. Η 

θέση της γραµµής τάσεων προέκυψε από την παραµόρφωση των τόξων, ενώ η 

περιοχή επαφής και το άνοιγµα των ρωγµών ήταν πλάτους λίγων χιλιοστών. Τα τόξα 

κατέρρευσαν ξαφνικά και απότοµα, ενώ όλες οι µορφές που τέθησαν προς µελέτη 

 - 13 -  



παρουσίασαν παρόµοια συµπεριφορά. 

 Σε αυτή την εργασία [10], οι ερευνητές ασχολούνται µε την ανάγκη για 

ανάλυση ιστορικών κατασκευών, η οποία προκύπτει από τη σηµασία που έχουν και 

την ιστορική τους αξία, η οποία οδηγεί στην έρευνα για την εξεύρεση µεθόδων και 

εργαλείων για τη διατήρησή τους.  

 Παρουσιάζονται διαφορετικές µέθοδοι για την ανάλυση δυο συγκεκριµένων 

τύπων ιστορικών κατασκευών, ενός λιθόκτιστου τοίχου και ενός λιθόκτιστου τόξου. 

Οι µέθοδοι που παρουσιάζονται είναι οι πιο συνηθισµένες υπολογιστικές µέθοδοι που 

χρησιµοποιούνται ευρέως για την προσέγγιση της συµπεριφοράς αυτού του είδους 

κατασκευών, ξεκινόντας από τη ελαστική συµπεριφορά, την πλαστική συµπεριφορά 

και καταλήγοντας στη µη-γραµµική συµπεριφορά, η οποία θεωρείται ως η µέθοδος 

που µπορεί να προσοµοιώσει καλύτερα τα πολύπλοκα φαινόµενα που εµφανίζονται 

κατά τη φόρτιση τέτοιων κατασκευών. 

 Για την αξιολόγηση των αποτελεσµάτων τους, οι ερευνητές µελέτησαν και 

τέσσερις υφιστάµενες κατασκευές, χρησιµοποιώντας τη µέθοδο µη-γραµµικής 

συµπεριφοράς. Τα συµπεράσµατα στα οποία κατέληξαν, τους οδήγησαν στο να 

προτείνουν κανόνες για τη µελέτη και την ενίσχυση αυτών των κατασκευών.  

Συγκεκριµένα, το κύριο συµπέρασµα της εργασίας τους είναι ότι θα πρέπει να 

χρησιµοποιούνται τα απλούστερα δυνατά εργαλεία, για να µπορούν να διαχειριστούν 

και να αξιολογήσουν οι ενδιαφερόµενοι τα αποτελέσµατά τους. Πιο ειδικά 

προτείνουν τη µοντελοποίηση δοµικών µερών και όχι ολόκληρων – πολύπλοκων – 

κατασκευών, να µην χρησιµοποιούνται τρισδιάστατα µοντέλα ολόκληρων των 

κατασκευών και τέλος να µην γίνονται ελαστικοί υπολογισµοί για ιστορικές 

κατασκευές, διότι δεν µπορούν να περιγράψουν µε πληρότητα τα φαινόµενα που τις 

διέπουν. 

 Παρακάτω παρουσιάζεται η µελέτη σε υφιστάµενη τοξωτή γέφυρα, η οποία 

βρίσκεται στο Λινκολνσάιρ της Αγγλίας και η οποία έχει ενισχυθεί µε µια µέθοδο που 

προτείνουν οι ερευνητές [11]. Η µελέτη τους περιλάµβανε πειράµατα µε πραγµατική 

φόρτιση, αλλά και προσοµοίωση µε υπολογιστικές µεθόδους σε ηλεκτρονικό 

υπολογιστή.  

 Η υπολογιστική µέθοδος που χρησιµοποιήθηκε ήταν µε πεπερασµένα στοιχεία 

και τα αποτελέσµατά της σε συνδυασµό µε τα πειραµατικά δεδοµένα, αποδείχθηκαν 

επαρκή όχι µόνο για την εκτίµηση της αντοχής της γέφυρας σε κατάρρευση, αλλά και 

στη συµπεριφορά της γέφυρας σε συνθήκες χρήσης όπως τις προκύπτουσες 
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παραµορφώσεις και ρωγµές που µπορεί να εµφανιστούν κάτω από κυκλικά φορτία 

όπως αυτά που καταπονούν µια κατασκευή αυτού του είδους η οποία χρησιµοποιείται 

για να στηρίξει έναν δρόµο αρκετά υψηλής κυκλοφορίας αυτοκινήτων και φορτηγών. 

 Σε άλλη µια εργασία [12] παρουσιάζεται η µελέτη µιας γέφυρας του 12ου 

αιώνα η οποία κατασκευάστηκε στην Κίνα. Πρόκειται για τη γέφυρα του «Ουράνιου 

Τόξου», η οποία είναι µια τοξωτή γέφυρα που αποτελείται από ξύλινους φορείς, 

σχηµατίζοντας χωροδικτύωµα. Η µελέτη έγινε µε χρήση της µεθόδου των 

πεπερασµένων στοιχείων, σε συνδυασµό µε πειραµατικά δεδοµένα τα οποία 

εξήχθησαν από ένα υπό κλίµακα µοντέλο που δηµιουργήθηκε για τις ανάγκες της 

µελέτης. Τα αποτελέσµατα των υπολογιστικών µοντέλων συνέπεσαν µε εκείνα του 

πειράµατος και κατέδειξαν την ευφυία της κατασκευής που επιτρέπει την 

ελαχιστοποίηση των καµπτικών τάσεων και παραµορφώσεων. 

 

 

Εικόνα 1: Καλλιτεχνική απεικόνιση της γέφυρας του «Ουράνιου Τόξου» [12]. 

 

 Σε άλλη εργασία [13] οι ερευνητές ασχολούνται µε την αντοχή λιθόκτιστων, 

τοξωτών κατασκευών, τα τόξα των οποίων αποτελούνται από από πολλαπλές 

στρώσεις υλικών. Το συγκεκριµένο φαινόµενο που εξετάζουν οι ερευνητές, είναι η 

µετατόπιση των θεµελίων των τόξων και κατά συνέπεια, οι παραµορφώσεις που 

προκύπτουν στην κατασκευή συνολικά και οι ρωγµές ή αποκολλήσεις µεταξύ των 

στρώσεων των υλικών του τόξου. 

 Η µελέτη χρησιµοποιεί ένα υπολογιστικό µοντέλο τα αποτελέσµατα του 

οποίου δεικνύουν τη σταδιακή απώλεια αντοχής εξαιτίας της µετατόπισης των 

θεµελίων και της συνεπαγόµενης ανάπτυξης ρωγµών και αποκολλήσεων στις 
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στρώσεις του τόξου. 

 Το µοντέλο χρησιµοποιεί τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων και 

εφαρµόζεται σε µια υφιστάµενη µνηµειακή κατασκευή, την «Βασιλική του San 

Fedele», η οποία βρίσκεται στο Κόµο της Ιταλίας και κατασκευάστηκε τον 11ο αιώνα. 

Τα προαναφερθέντα αποτελέσµατα συµφωνούν µε την πραγµατική κατάσταση στην 

οποία βρίσκεται σήµερα η κατασκευή. 

 Στην παρακάτω εργασία [14], οι ερευνητές µελετούν την αντοχή λιθόκτιστης 

τοξωτής γέφυρας, σε στατικό φορτίο λαµβάνοντας υπ’ όψιν την επίδραση που έχει η 

ενισχυτική τοιχοποιία στη συµπεριφορά της κατασκευής. ∆ηµιούργησαν δύο 

διαφορετικά, δισδιάστατα µοντέλα σε ηλεκτρονικό υπολογιστή – µε ένα τόξο και µε 

πολλαπλά τόξα – και χρησιµοποίησαν τα πειραµατικά δεδοµένα από πείραµα 

κατάρρευσης πραγµατικής γέφυρας για την αξιολόγηση των αποτελεσµάτων τους. 

 

 

 

Εικόνα 2: Η πραγµατική κατασκευή και το µοντέλο ενός τόξου [14]. 

 

 Χρησιµοποίησαν τριγωνικά στοιχεία για την ενισχυτική τοιχοποιία και 

γραµµικά στοιχεία δύο κόµβων για τα τόξα. Ακόµη χρησιµοποίησαν στοιχεία επαφής 

για την διεπιφάνεια  µεταξύ τόξου – τοιχοποιίας για να ανιχνεύσουν τυχόν ασυνέχειες 

στην ταχύτητα των στοιχείων τόξου – τοιχοποιίας που θα υποδηλώνουν 

αποκολλήσεις µεταξύ τους. 

 Τα αποτελέσµατα της έρευνάς τους συµφωνούν µε τα πειραµατικά δεδοµένα 

αν και οι παραδοχές που έχουν κάνει για τις εντός επιπέδου τάσεις και τις ιδανικές 

συνθήκες στήριξης, θεωρούν ότι χρήζουν περαιτέρω µελέτης. 

 Σε αυτή τη µελέτη οι ερευνητές [15], χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των 
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πεπερασµένων στοιχείων, προσπάθησαν να αντιµετωπίσουν το πρόβληµα του 

εντοπισµού των βλαβών σε µια γέφυρα. Με τη βοήθεια του αλγορίθµου Lanczos  και 

προσαρµοζόµενης διακριτοποίησης της προς µελέτη κατασκευής, υπολόγισαν τις 

ιδιοσυχνότητες της γέφυρας. 

 Στη συνέχεια δηµιουργώντας βλάβες σε συγκεκριµένα σηµεία και µελετώντας 

τις εκάστοτε µεταβολές στο φάσµα απόκρισης της κατασκευής, δηµιούργησαν µια 

µέθοδο εντοπισµού των βλαβών ανάλογα µε το φάσµα συχνοτήτων που παρουσιάζει 

µια γέφυρα, την οποία θα µπορούσαν να χρησιµοποιήσουν για τον έλεγχο, τη 

συντήρηση και την αποκατάσταση υπαρχόντων κατασκευών. 

 

  

Εικόνα 3: Το µοντέλο γέφυρας 2 τόξων και οι τοποθεσίες των βλαβών [15]. 

 

 Στην εργασία αυτή [16], οι ερευνητές µελετούν τις απροσδιοριστίες που 

προκύπτουν από την δοµική απόκριση λιθόκτιστων γεφυρών. Ο σηµαντικότερος 

παράγων που καθορίζει τη συµπεριφορά αυτών των κατασκευών είναι η συνύπαρξη 

δύο διαφορετικών υλικών, των λίθων και του συνδετικού υλικού, τα οποία έχουν 

διαφορετικές ιδιότητες ακαµψίας και αντοχής. Οι συγκεκριµένες απροσδιοριστίες 

µοντελοποιούνται κατά το σχεδιασµό του προβλήµατος µε ένα κριτήριο ασαφούς 

λογικής και η δοµική απόκριση µελετάται λαµβάνοντας υπ’ όψιν τη µη – γραµµική 

συµπεριφορά του συστήµατος. Συνεπώς ο στόχος των ερευνητών ήταν να υποδείξουν 

τη σηµασία της µη – γραµµικής ανάλυσης µε χρήση ασαφούς λογικής σε τυπικά 

προβλήµατα µηχανικής µε πρακτικές ωφέλειες.  

 Από τα συµπεράσµατα της µελέτης προκύπτει ότι η συγκεκριµένη διαδικασία 

είναι αποτελεσµατική στον εντοπισµό των πιο επικίνδυνων σχηµατισµών και των 

αντίστοιχων οριακών πολλαπλασιαστών κατάρρευσης που απαιτούνται για την 

αξιολόγηση της ασφάλειας των λιθόκτιστων γεφυρών. 

 Σε άλλη εργασία [17], οι ερευνητές χρησιµοποίησαν τα δεδοµένα από πείραµα 

κατάρρευσης που διεξήχθη στο Ηνωµένο Βασίλειο από το Ινστιτούτο Μεταφορών και 
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Οδικών Ερευνών ως αναφορά για την αξιολόγηση της ικανότητας των µοντέλων 

πεπερασµένων στοιχείων να αναπαράγουν τη συνολική συµπεριφορά των 

λιθόκτιστων τοξωτών κατασκευών. 

Χρησιµοποίησαν δύο δισδιάστατα µοντέλα: 

 Ένα απλοποιηµένο στο οποίο η συµπεριφορά της ενισχυτικής τοιχοποιίας 

προσοµοιώνεται µε µη – γραµµικά ελατήρια ενεργούντα στον σε οριζόντια 

κατεύθυνση και  

 Ένα πιο λεπτοµερές µοντέλο στο οποίο η ενισχυτική τοιχοποιία έχει 

διακριτοποιηθεί µέσα στον κάνναβο των πεπερασµένων στοιχείων. 

Στη δεύτερη περίπτωση η µη – γραµµική συµπεριφορά του εδάφους έχει 

προσοµοιωθεί µε ένα πλαστικό µοντέλο. Και στις δύο περιπτώσεις το µοντέλο που 

υιοθετήθηκε αποτελείται από µια διακριτή προσέγγιση, στην οποία οι ενώσεις 

διακριτοποιούνται αρχικά από στοιχεία διεπιφάνειας µηδενικού πάχους, και οι 

θεµελιώσεις µε γραµµικά –ελαστικά στοιχεία  άπειρου µήκους. Τα αποτελέσµατα των 

υπολογιστικών µοντέλων συγκρίνονται µε τα αποτελέσµατα του πειράµατος και 

αξιολογούνται ως επαρκή. 

 

 

 

Εικόνα 4: Άποψη της προκύπτουσας παραµόρφωσης στον κάνναβο των πεπερασµένων στοιχείων 

[17]. 

 

 Στην περίπτωση του απλοποιηµένου µοντέλου υπάρχουν αρκετές αποκλίσεις 

όσον αφορά στις αλληλεπιδράσεις µεταξύ του τόξου και της ενισχυτικής τοιχοποιίας 

και των θεµελίων και του εδάφους, αλλά λαµβάνοντας υπ’ όψιν το ελάχιστο 
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υπολογιστικό και χρονικό κόστος, θεωρείται µια καλή προσέγγιση της 

πραγµατικότητας. Το πιο εµπεριστατωµένο µοντέλο έδωσε αποτελέσµατα πολύ 

κοντύτερα στα πειραµατικά ειδικά όσον αφορά στη συµπεριφορά της ενισχυτικής 

τοιχοποιίας, το µέγιστο φορτίο κατάρρευσης και την αλληλεπίδραση της κατασκευής 

µε το έδαφος. 

 Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η διερεύνηση των συνδυασµένων 

µηχανικών φαινοµένων που προκύπτουν κατά τη διάρκεια της στατικής – υπό το ίδιο 

της το βάρος – και της δυναµικής καταπόνησης – από έναν πραγµατικό σεισµό – µιας 

λιθόκτιστης, τοξωτής γέφυρας. Ως µοντέλο χρησιµοποιήθηκε το προαναφερθέν 

«γεφύρι της Πλάκας». Μεγάλο µέρος της εργασίας αφιερώθηκε στην όσο το δυνατόν 

καλύτερη µοντελοποίηση της κατασκευής, µε τη χρήση διεπιφανειών επαφής στο 

τόξο για την προσοµοίωση των εστιών εµφάνισης ρωγµών στο υλικό της γέφυρας.  

 Στο πρώτο κεφάλαιο της εργασίας, γίνεται µια παρουσίαση του θεωρητικού 

υποβάθρου των σεισµών µε την κατάταξή τους αναλόγως της αιτίας που τους 

προκαλεί, το µέγεθός τους, το εστιακό τους βάθος κλπ. Ακόµη γίνεται αναφορά στα 

σεισµικά κύµατα, στους τρόπους µέτρησης των σεισµών και στις διάφορες κλίµακες, 

σύµφωνα µε τις οποίες γίνονται αυτές οι µετρήσεις. 

 Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζεται το θεωρητικό υπόβαθρο της παρούσας 

εργασίας. Στο πρώτο κοµµάτι γίνεται µια περιγραφή της µεθόδου των πεπερασµένων 

στοιχείων από τη σκοπιά των µαθηµατικών. Στη συνέχεια παρουσιάζεται η 

τεχνολογία των πεπερασµένων στοιχείων που χρησιµοποιεί το λογισµικό πρόγραµµα 

µε το οποίο πραγµατοποιήθηκε η ανάλυση. Γίνεται εµβάθυνση στην ανάλυση 

επαφής, στο µοντέλο της τριβής που χρησιµοποιήθηκε, καθώς και στο είδος των 

πεπερασµένων στοιχείων που χρησιµοποιήθηκαν κατά την µοντελοποίηση του 

προβλήµατος. Στο τελευταίο κοµµάτι του κεφαλαίου παρουσιάζονται οι 

επαναληπτικές µέθοδοι επίλυσης. 

 Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζεται η διαδικασία µοντελοποίησης του 

προβλήµατος. Περιγράφεται αναλυτικά η µοντελοποίηση των σωµάτων, η 

µοντελοποίηση της επαφής, ο ορισµός των συνοριακών συνθηκών, καθώς και η 

εισαγωγή στο πρόγραµµα των ιδιοτήτων του υλικού. Τέλος παρουσιάζεται ο ορισµός 

των συνθηκών της ανάλυσης για τη µοντελοποίηση του προβλήµατος – µε τρία 

διαφορετικά σενάρια επίλυσης και ένα τέταρτο, στο οποίο δεν συµµετέχει η 

ενισχυτική τοιχοποιία εκατέρωθεν του τόξου για να ελεγχθεί κατά πόσο αντέχει χωρίς 

αυτήν στη δυναµική καταπόνηση του σεισµού – και ο τρόπος παρουσίασης των 
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αποτελεσµάτων από το λογισµικό. 

 Στο τέταρτο κεφάλαιο γίνεται η παρουσίαση των αποτελεσµάτων. Τα 

αποτελέσµατα αφορούν στις µετατοπίσεις της κατασκευής και ιδιαίτερα του τόξου, 

στους άξονες x και y, στις ισοδύναµες τάσεις που αναπτύσσονται, στο κατά πόσο 

υπάρχει δηµιουργία ρωγµών κα. Στη συνέχεια γίνεται σχολιασµός και ανάλυση 

αυτών των αποτελεσµάτων. 

 Στο πέµπτο και τελευταίο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα συµπεράσµατα που 

προέκυψαν από την παρούσα εργασία και γίνεται αναφορά στους τοµείς που χρήζουν 

περαιτέρω έρευνας.  
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Κεφάλαιο 1: Οι Σεισµοί και η ∆υναµική Συµπεριφορά 
των Λιθόκτιστων Τοξωτών Κατασκευών 
 

Γενικά 

 

 Ο σεισµός είναι ένα φυσικό φαινόµενο, το οποίο προκαλείται από ξαφνική 

απελευθέρωση µηχανικής ενέργειας από το εσωτερικό της γης µε συνέπεια τη 

δηµιουργία σεισµικών κυµάτων. Τα κύµατα αυτά µεταφέρουν την ενέργεια του 

σεισµού και προκαλούν ταλαντώσεις και αναταράξεις του εδάφους. Άλλη µια 

συνέπεια των σεισµών, που προκαλείται από τη µετακίνηση των λιθοσφαιρικών 

πετρωµάτων κατά την εκδήλωσή τους, είναι η δηµιουργία τσουνάµι στη θάλασσα 

όταν ο σεισµός είναι υποθαλάσσιος και η µετακίνηση µεγάλη. 

 Ο σεισµός µπορεί να είναι και αποτέλεσµα ανθρώπινης δραστηριότητας (όπως 

για παράδειγµα µιας έκρηξης ή µιας υπόγειας πυρηνικής δοκιµής). Γενικά, η λέξη 

"σεισµός" περιγράφει κάθε σεισµικό γεγονός -φυσικό φαινόµενο ή αποτέλεσµα 

ανθρώπινης δραστηριότητας– που παράγει σεισµικά κύµατα τα οποία διαδίδονται στο 

εσωτερικό της γης. Οι περισσότεροι σεισµοί σχετίζονται µε τον τεκτονικό χαρακτήρα 

της Γης και ονοµάζονται τεκτονικοί σεισµοί. 

 Την πραγµατική αιτία των σεισµών διαπίστωσε ο Βρετανός Τζον Μίτσελ 

(John Michell), ο οποίος θεωρείται και πατέρας της επιστήµης µελέτης των σεισµών, 

της Σεισµολογίας. 

 

1.1 Η κίνηση των λιθοσφαιρικών πλακών 

 

 Η λιθόσφαιρα χωρίζεται σε επτά πολύ µεγάλες πλάκες, αλλά υπάρχει κι ένα 

πλήθος άλλων µικρότερων. Π.χ.  στην περιοχή του Αιγαίου υπάρχουν πολλές µικρές 

πλάκες. Οι πλάκες επιπλέουν στην πλαστική ασθενόσφαιρα. 

 Τριών ειδών κινήσεις µπορούν να συµβούν στα όρια µεταξύ πλακών. 

∆ηµιουργία (επέκταση) πλάκας. Σε µεσο-ωκεάνια ρήγµατα αποµακρύνονται κατά 

µερικά cm/year και σε περιοχές αποχώρησης λιωµένα πετρώµατα αναδύονται και 
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δηµιουργούν νέο ωκεάνιο δάπεδο στις δύο πλευρές του ρήγµατος. Στο όριο αυτό 

δηµιουργίας µια µεσο-ωκεάνια ράχη (οροσειρά) την οποία αποτελεί το τελευταίο 

αναδυόµενο πέτρωµα. Καθώς ψύχεται το νέο πέτρωµα τα µαγνητικά του υλικά 

προσανατολίζονται ανάλογα µε τον προσανατολισµό του µαγνητικού πεδίου την 

εποχή εκείνη. Καθώς το γεωµαγνητικό πεδίο αλλάζει φορά κάθε 1x106 έτη 

περιµένουµε να δούµε στρώµατα (στην άκρη της ράχης) µε εναλλασσόµενη 

µαγνήτιση.  

 Καταστροφή πλάκας (λόγω καταβύθισης µέρους της). Μία πλάκα γλιστρά 

κάτω από µία άλλη και λιώνει καθώς εισχωρεί στον µανδύα. Αυτή η περιοχή 

ονοµάζεται ζώνη καταβύθισης και δηµιουργεί µεσο-ωκεάνιες τάφρους. Όπου τα 

ελαφρότερα µέρη της καταβυθιζόµενης πλάκας λιώνουν αυτά ανέρχονται στην 

επιφάνεια και δηµιουργούν ηφαίστεια. Όταν ηπειρωτικά τµήµατα από αντίθετες 

πλάκες συµπιέζονται σε µία ζώνη καταβύθισης, επειδή  είναι ελαφρότερα από το 

βυθιζόµενο υπόστρωµα, αναγκάζονται να καµφθούν και σχηµατίζουν οροσειρές.  

 Κίνηση πλακών. Σε µερικά όρια οι γειτονικές πλάκες γλιστρούν µεταξύ τους 

χωρίς να συγκρούονται ή να αποχωρίζονται. Τα όρια αυτά όπου έχουµε µόνο 

οριζόντια κίνηση λέγονται ζώνες θραύσης (ή ρήγµατα µετασχηµατισµού). Εκεί οι 

σεισµοί είναι συχνό φαινόµενο λόγω της τριβής ανάµεσα στα όρια των πλακών. Εν 

γένει λοιπόν µία ιδανική πλάκα θα έχει µία πλευρά σε ζώνη καταβύθισης, την 

απέναντι σε ζώνη ανύψωσης και τις πλάγιες να γλιστρούν οριζόντια σε σχέση µε τις 

γειτονικές. 

 

1.2 Τύποι Σεισµών 

Ανάλογα µε τον τρόπο γένεσης 

 

Τεκτονικοί 

 Η λιθόσφαιρα αποτελείται από πολλές πλάκες που βρίσκονται σε διαρκή 

κίνηση, λόγω των πιέσεων που εξασκούνται από τις περιβάλλουσες λιθοσφαιρικές 

πλάκες ή λόγω των κινήσεων του µάγµατος κάτω από αυτές. Στα όρια των πλακών 

δηµιουργούνται εφελκυστικές η συµπιεστικές ζώνες διάρρηξης: εφελκυστικές στα 

σηµεία που οι πλάκες αποµακρύνονται µεταξύ τους, συµπιεστικές στα σηµεία που 

πλησιάζουν. 
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 Τα όρια των τεκτονικών πλακών, καθώς αυτές κινούνται, τρίβονται µεταξύ 

τους συσσωρεύοντας ενέργεια, τασικό φορτίο. Όταν η πίεση ξεπεράσει µια κρίσιµη 

τιµή και φθάσει το όριο θραύσεως του πετρώµατος του εστιακού χώρου, το 

αποτέλεσµα είναι η βίαιη ταλάντωση των πετρωµάτων και η απελευθέρωση της 

συσσωρευµένης ενέργειας. 

 

Εγκατακρηµνισιγενείς 

 Είναι σεισµοί συνήθως µικρού µεγέθους και τοπικού χαρακτήρα. Οφείλονται 

στην εγκατακρήµνιση οροφών υπογείων κοιλωµάτων (π.χ. σπηλαίων) λόγω 

διάβρωσης. Ορισµένες φορές έχουν παρατηρηθεί σε µετασεισµική ακολουθία ως 

συνεπακόλουθο άλλου τύπου σεισµών. 

 

Ηφαιστειακοί 

 Οι σεισµοί που σχετίζονται µε ηφαιστειακή δραστηριότητα µπορεί να είναι 

εξίσου καταστροφικοί, προκαλώντας σχισµές στο έδαφος, παραµόρφωση του 

εδάφους, και ζηµιές σε κατασκευές. Ηφαιστειακός ονοµάζεται ο σεισµος που είναι 

αποτέλεσµα αλλαγής της πίεσης στο εσωτερικό της γης, λόγω της εισροής ή εκροής 

µάγµατος. Το σήµα τέτοιων σεισµών ονοµάζεται ηφαιστειογενής δόνηση. 

 

Ανάλογα µε το Βάθος 

 

 Η ακριβής θέση στην οποία συµβαίνει ένας σεισµός ονοµάζεται εστία. Αν η 

εστία θεωρηθεί ως σηµείο, αυτό ονοµάζεται υπόκεντρο. Η προβολή του υποκέντρου 

στην επιφάνεια της Γης ονοµάζεται επίκεντρο. Ανάλογα µε την απόσταση του 

υποκέντρου από την επιφάνεια της Γης (εστιακό βάθος, ΕΒ), οι σεισµοί 

χαρακτηρίζονται ως: 

 Επιφανειακοί ή σεισµοί µικρού βάθους  

 Σεισµοί ενδιαµέσου βάθους  

 Σεισµοί µεγάλου βάθους  

 Το εστιακό βάθος είναι σηµαντικό χαρακτηριστικό ενός σεισµού, ως προς τις 

καταστροφές που αυτός µπορεί να επιφέρει στις ανθρώπινες κατασκευές. Π.χ. ένας 

επιφανειακός σεισµός µεγέθους 6,5 ρίχτερ είναι καταστρεπτικότερος από ένα σεισµό 

ενδιάµεσου βάθους µεγέθους 6,9 ρίχτερ. Αυτό συµβαίνει για δύο κυρίως λόγους. 
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Πρώτον αυξάνεται η απόσταση µεταξύ εστίας και επιφανείας της Γης, επιφέροντας 

έτσι εξασθένηση στα σεισµικά κύµατα και δεύτερον η διασπορά των σεισµικών 

κυµάτων είναι µεγαλύτερη.  

 Το µεγαλύτερο εστιακό βάθος που έχει καταγραφεί είναι περίπου 750 km και 

είναι το σηµείο όπου ο γήινος φλοιός καταβυθίζεται στον ανώτερο µανδύα 

. 

1.3 Σεισµικά κύµατα 

 Για να εκτιµηθούν τα αποτελέσµατα των σεισµών πρέπει να καθοριστούν 

διάφορα στοιχεία, που χρησιµεύουν σαν βάση εκτιµήσεως. Πρώτο στοιχείο είναι η 

εστία του σεισµού, η υπόγεια θέση στην οποία γεννιέται ο σεισµός. ∆εύτερο στοιχείο 

είναι το επίκεντρο του σεισµού , δηλ. η περιοχή της επιφάνειας της Γης που βρίσκεται 

κάθετα πάνω από την εστία. Έπειτα πρέπει να διακρίνουµε τα διάφορα σεισµικά 

κύµατα, καθώς και τα αποτελέσµατα των σεισµών (καταστροφές, πληµµύρες, 

πυρκαγιές, ανθρώπινα θύµατα). Τα αποτελέσµατα ποικίλλουν ανάλογα µε τις 

συνθήκες (αντοχή υπεδάφους, κατασκευή σπιτιών, πυκνότητα πληθυσµού, τοπική 

ώρα, συνήθειες πληθυσµού). 

 

 

Εικόνα 1.5: Γραφική απεικόνιση των δύο κύριων ειδών σεισµικών κυµάτων 

 

 Όταν ένας σεισµός χτυπά ο πρώτος παλµός της ενέργειας, που έρχεται από το 

σηµείο της εστίας, περιλαµβάνει τα πρωτεύοντα ή κύµατα πίεσης (P - primary). Είναι 

διαµήκη κύµατα και διατρέχουν όλη τη Γη ενώ φτάνουν πρώτα σε ένα σεισµολογικό 

 - 24 -  



σταθµό. Κινούνται βραχώδη εδάφη µε 6, περίπου, km/s ενώ στο νερό µε το ένα τρίτο 

αυτής της ταχύτητας. Όταν φθάσουν στην επιφάνεια της Γης µπορούν να κινηθούν 

και στον αέρα, σαν ηχητικά κύµατα. Ανάλογα µε τη συχνότητά τους µπορούν να 

ακουστούν από τον άνθρωπο ή µόνο από τα ζώα. 

 Τα επόµενα κύµατα που φτάνουν σε ένα τόπο είναι τα δευτερεύοντα (S - 

secondary). ∆εν διαδίδονται µέσω υγρών σωµάτων (π.χ. στη θάλασσα ή στον 

εξωτερικό πυρήνα της Γης). Είναι πιο αργά (κινούνται µε περίπου 2 km/sec), αλλά 

πιο ισχυρά και καταστρεπτικά από τα διαµήκη και τα ακολουθούν στο 

σεισµόγραµµα. 

 Τα κύµατα P ταξιδεύουν δύο φορές γρηγορότερα από τα δευτερεύοντα (S) 

κύµατα και αυτά είναι που φέρνουν την ισχυρή καταστρεπτική µετακίνηση του 

εδάφους, χαρακτηριστική των µεγάλων σεισµών. Τα κύµατα S χρησιµοποιούνται 

παραδοσιακά για να αξιολογήσουν το µέγεθος ενός σεισµικού γεγονότος, αλλά αυτές 

οι πληροφορίες σταχυολογούνται µόνο µετά από το σεισµό. 

 Τα δύο παραπάνω κύµατα διέπονται από όλες τις αρχές διάδοσης των 

κυµάτων (ανάκλαση, διάθλαση, αρχή του Fermat και του Huygens). 

 

 

Εικόνα 1.6: Γραφική απεικόνιση των επιφανειακών, σεισµικών κυµάτων. 

 

 Τέλος, όταν η ενέργεια ενός σεισµού φθάσει στην επιφάνεια της Γης, 

δηµιουργούνται δύο άλλοι τύποι επιφανειακών σεισµικών κυµάτων που έπονται των 

άλλων δύο. Το όνοµά τους προέρχεται από αυτόν που τα ανακάλυψε και 
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δηµιουργούνται όταν η εστία είναι σε µικρό βάθος. 

Τα πρώτα είναι τα κύµατα Love (τα ανακάλυψε ο H. Love θεωρητικά το 1911), που 

κατά τη διάδοσή τους τα υλικά σηµεία του µέσου ταλαντώνονται οριζοντίως, 

καθέτως προς τη διεύθυνση διάδοσης του κύµατος. ∆ηµιουργούν δηλαδή 

µετακινήσεις πλευρικές της επιφανείας του εδάφους. Είναι µάλιστα γραµµικώς 

πολωµένα. 

 Και τα δεύτερα είναι τα κύµατα Rayleigh (τα ανακάλυψε το 1887 ο Strutt 

Rayleigh), που κατά τη διάδοση τους τα υλικά σηµεία του µέσου κινούνται σε 

ελλειπτικές τροχιές των οποίων οι µεγάλοι άξονες είναι κατακόρυφοι και οι µικροί 

παράλληλοι µε τη διεύθυνση διάδοσης του κύµατος.  ∆ιαδίδονται στα επιφανειακά 

στρώµατα της Γης και για το λόγο αυτό δεν εµφανίζονται σχεδόν καθόλου σε 

σεισµούς µε βαθύτερες εστίες.  

 Τα δύο τελευταία κύµατα κινούνται πιο αργά από τα πρώτα (P και S) αλλά 

είναι πιο καταστρεπτικά, ιδιαίτερα τα κύµατα Love. Ειδικά τα τελευταία είναι συχνά 

υπεύθυνα για την κατάρρευση των κτιρίων. 

 

1.4 Η µέτρηση των σεισµών 

 

 Οι σεισµοί καταγράφονται από ένα σεισµογραφικό δίκτυο. Κάθε σεισµικός 

σταθµός στο δίκτυο µετρά τη µετακίνηση του εδάφους στο τόπο εκείνο. Η ολίσθηση 

του βράχου πάνω από ένα άλλο σε ένα σεισµό απελευθερώνει ενέργεια που κάνει το 

έδαφος να δονείται. Αυτή η δόνηση ωθεί το πλαϊνό τµήµα του εδάφους και το 

αναγκάζει να δονηθεί. Έτσι συνεχίζεται να διαδίδεται η ενέργεια του σεισµικού 

κύµατος. 

 Το όργανο που χρησιµοποιείται για την µέτρηση των σεισµικών δονήσεων 

ονοµάζεται σεισµογράφος. Η λειτουργία του σεισµογράφου βασίζεται στην αρχή της 

αδράνειας. Η σεισµική δόνηση µεταβάλλει την δυνητική ενέργεια του µετρητή. Η 

καταγραµµένη µεταβολή ονοµάζεται σεισµόγραµµα. 
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Εικόνα 1.7: Παράδειγµα σεισµογράµµατος. 

 

 Οι σεισµογράφοι µπορούν να έχουν τον αδρανειακό µηχανισµό καταγραφής 

σε οριζόντια ή κατακόρυφη θέση. Η διάταξη του κάθετου σεισµογράφου είναι σχεδόν 

όµοια µε αυτή του µετρητή βαρύτητας που χρησιµοποιείται στην µέτρηση του 

βαρυτικού πεδίου [18]. 

. 

1.5 Οι κλίµακες των σεισµών 

 

 Υπάρχουν πολλές κλίµακες και διάφορα σεισµικά µεγέθη Μ. Έχει δε 

διαπιστωθεί ότι κάθε κέντρο (σεισµολογικό ινστιτούτο) για τον ίδιο σεισµό 

ανακοινώνει διαφορετικό µέγεθος.  

 Υπάρχουν πολλοί διαφορετικοί τρόποι να µετρηθούν οι διαφορετικές όψεις 

ενός σεισµού. Το µέγεθος Μ είναι το πιο κοινό µέτρο ενός σεισµού. Επειδή είναι 

µέτρο του µεγέθους της πηγής του σεισµού, είναι ο ίδιος αριθµός οπουδήποτε και να 

είµαστε, όπως και να τον αισθανθούµε. Η κλίµακα Richter µετρά τη µεγαλύτερη 

διαταραχή-κίνηση στην καταγραφή, αλλά υπάρχουν κι άλλες κλίµακες µεγέθους που 

µετρούν διαφορετικά µέρη του σεισµού. 

 Μια αύξηση του µεγέθους κατά ένα (για παράδειγµα, από 4.6 σε 5.6) 

αναπαριστά µια δεκαπλάσια αύξηση στο πλάτος του κύµατος σε ένα σεισµογράφο ή 

περίπου µια αύξηση περίπου κατά 25 φορές της ελευθερούµενης ενέργειας. Με άλλα 

λόγια, ένας σεισµός µεγέθους 6.7 ελευθερώνει πάνω από 700 φορές (25 επί 25) την 

ενέργεια ενός σεισµού 4,7. 

 Τα µεγέθη που χρησιµοποιούνται για τη µέτρηση ενός σεισµού είναι τα 

παρακάτω: 
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 ML Είναι το τοπικό µέγεθος (Magnitude Local: τοπικό µέγεθος που 

παρουσιάστηκε από τον Charle Richter το 1935). Η κλίµακα Richter είναι ένας 

µαθηµατικός τύπος. Το µέγεθος ενός σεισµού καθορίζεται από το λογάριθµο του 

πλάτους των κυµάτων που καταγράφονται από τους σεισµογράφους σε µια 

ορισµένη περίοδο. Το ML είναι αξιόπιστο, όταν υπολογίζεται από σεισµογράφους 

που δεν απέχουν περισσότερο από 600 χιλιόµετρα από το επίκεντρο του σεισµού. 

Ισχύει µόνο για ορισµένη συχνότητα σεισµικών κυµάτων και για ορισµένη 

απόσταση από το επίκεντρο. Έτσι, για διαφορετικές αποστάσεις από το επίκεντρο 

του σεισµού οι σεισµολόγοι βασίζονται σε διαφορετικά σεισµικά κύµατα για τους 

υπολογισµούς τους.  

 Ms Είναι το µέγεθος που λαµβάνεται από τη µέτρηση των κυµάτων επιφανείας. 

Για παράδειγµα, αν το µέγεθος ενός σεισµού µετρήθηκε σαν 5 βαθµοί της 

κλίµακας Ρίχτερ (ML), µπορεί να µετρηθεί και ως 5.5 Ms. Το Ms είναι αξιόπιστο 

για επιφανειακούς (< 50 km βάθος) σεισµούς και για µεγάλες αποστάσεις από το 

επίκεντρο. Η ενέργεια που εκλύεται δίνεται σε erg από τον τύπο : logE=12,24+ 

1,40Ms.  

 MB Είναι µια επέκταση της κλίµακας Richter και έτσι εκµεταλλεύεται καλύτερα 

το δίκτυο των σεισµογράφων. Είναι το µέγεθος που λαµβάνεται από τη µέτρηση 

των πρωτευόντων P κυµάτων (Compressional Body Wave Magnitude). Είναι 

αξιόπιστο µέγεθος σεισµών µε µεγαλύτερα εστιακά βάθη και για µεγάλες 

αποστάσεις από το επίκεντρο.  

 Mw Όλα τα προηγούµενα µεγέθη βγαίνουν από τύπους που περιέχουν ένα 

συγκεκριµένο πλάτος ταλάντωσης ενός σεισµικού κύµατος σε κάποια χρονική 

στιγµή. Το Mw, το οποίο χρησιµοποιείται για τη µέτρηση µεγάλων σεισµών, 

υπολογίζεται από ένα πολύπλοκο τύπο και είναι πολύ αξιόπιστο.  

 Md Είναι η κλίµακα µεγέθους διάρκειας.  

 Mo Η κλίµακα µεγέθους σεισµικής ροπής, που θεωρείται η πιο ακριβής. 

Προτάθηκε το 1979 και δεν εξαρτάται από την περίοδο των σεισµικών κυµάτων 

αλλά από τη µέτρηση της σεισµικής ροπής.  

 Me, το οποίο εκφράζει το δυναµικό καταστροφικότητας ενός σεισµού και 

χρησιµοποιείται για την ποσοτικοποίηση εκλυόµενης σεισµικής ενέργειας 

µεγάλων συµβάντων.  

 Από τον τύπο logE=12,24+ 1,40Ms προκύπτει ότι για σεισµό 5 Richter η 

ενέργεια που ελευθερώνεται είναι 24.1019 erg ενώ από 6 Richter η ενέργεια είναι 
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64.1020 erg. ∆ηλαδή για µια αύξηση κατά 1 Richter εκλύεται ενέργεια περίπου 25 

φορές περισσότερη. Σηµειωτέον ότι η βόµβα που δοκιµάστηκε στα νησιά Μπικίνι 

ήταν 1019 erg. 

 Οι σεισµοί αποδεσµεύουν ένα τεράστιο ποσό ενέργειας κι αυτός είναι ο λόγος 

για τον οποίο µπορούν να είναι τόσο καταστρεπτικοί. 

Η Εικόνα 4 παρουσιάζει σε πίνακα τα µεγέθη µε το κατά προσέγγιση ποσό της 

ποσότητας TNT που απαιτείται για να αποδεσµεύσει το ίδιο ποσό ενέργειας. 

 

Μέγεθος 

(Richter) 

Κατά προσέγγιση ισοδύναµη 

ενέργεια TNT 

4.0 1010 τόνοι 

5.0 31800 τόνοι 

6.0 1.010.000 τόνοι 

7.0 31.800.000 τόνοι 

8.0 1.010.000.000 τόνοι 

9.0 31.800.000.000 τόνοι 

Εικόνα 1.8:  Μεγέθη σεισµών και ισοδύναµη ενέργεια ΤΝΤ. 

 

 Ανάλογα µε τη γεωλογία της περιοχής γίνονται διορθώσεις στα διάφορα 

µεγέθη. Επίσης επιλέγεται εκείνο το µέγεθος που εκφράζει µε τη µεγαλύτερη 

ακρίβεια το σεισµικό συµβάν. Για παράδειγµα, εάν µια σεισµική εστία βρίσκεται σε 

µεγάλο βάθος, τότε δεν παράγονται επιφανειακά κύµατα, όπως γίνεται στους πιο 

αβαθείς σεισµούς, και δεν θα υπολογιστεί -ή καλύτερα δεν θα ανακοινωθεί- το 

µέγεθος Ms, αλλά το ML ή το MB. Αν το επίκεντρο είναι µακριά (αρκετές 

εκατοντάδες χιλιόµετρα), τότε πιο αξιόπιστο µέγεθος είναι το MB. 

 Αν όµως ο σεισµός είναι αρκετά µεγάλος, το µέγεθός του θα το αποδώσει το 

στιγµιαίο µέγεθος Mw, γιατί ενώ οι µεγάλοι σεισµοί έχουν µεγαλύτερη διάρκεια από 

τους µικρότερους, το MB προσδιορίζεται από το πλάτος των P κυµάτων στα πρώτα 5 

δευτερόλεπτα της δόνησης. Έτσι το MB, δεν θα αποδώσει µε ακρίβεια το πραγµατικό 

µέγεθος µεγάλων σεισµών, οι οποίοι, συνήθως, διαρκούν περισσότερο και δίνουν το 

πραγµατικό µέγεθός τους µετά την πάροδο µερικών δευτερολέπτων. 

 Η ένταση από την άλλη είναι ένα µέτρο της αναταραχής και των ζηµιών που 

προκαλούνται από το σεισµό, και αυτή η τιµή φυσικά αλλάζει από θέση σε θέση. 

Εξαρτάται όχι µόνο από το µέγεθος του σεισµού αλλά επίσης από την απόσταση από 
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το επίκεντρο του σεισµού αλλά και τη γεωλογική µορφή του τόπου.  

 Οι κλίµακες έντασης, όπως είναι η τροποποιηµένη κλίµακα Mercalli και η 

κλίµακα Rossi-Forel, µετρούν το ποσό της σεισµικής αναταραχής  σε µια ιδιαίτερη 

θέση. Έτσι η ένταση ενός σεισµού θα µεταβάλλεται ανάλογα µε το τόπο που είµαστε. 

Μερικές φορές οι σεισµοί αναφέρονται από τη µέγιστη ένταση που παράγουν. Οι 

κλίµακες µεγέθους, όπως είναι το µέγεθος Richter µετρούν το µέγεθος του σεισµού 

στην πηγή της. Έτσι δεν εξαρτώνται από εκεί που γίνεται η µέτρηση. 

 Στη σεισµολογία οι βλάβες που οφείλονται στους σεισµούς µετρώνται µε τη 

σεισµική ένταση, η οποία είναι ένα µέτρο της αισθητότητας και των αποτελεσµάτων 

του σεισµού και συνδέεται µε το µέγεθος µε διάφορες εµπειρικές σχέσεις. Η µέτρηση 

της έντασης γίνεται µε τη δωδεκάβαθµη κλίµακα Mercalli, της οποίας οι διαβαθµίσεις 

στηρίζονται στην εκτίµηση των µακροσεισµικών αποτελεσµάτων ενός σεισµού [19]. 

 

 

1.6 Η ∆υναµική Συµπεριφορά Των Λιθόκτιστων Τοξωτών 

Κατασκευών 

 

 Η ανάλυση λίθινων τόξων γίνεται συνήθως αναφερώµενη στο µοντέλο του 

Heyman, το οποίο αφορά τόξα φτιαγµένα από σφηνόληθους. Το οριακό πεδίο στο 

επίπεδο M-N (καµπτική ροπή και ακτινική δύναµη) της παραλληλόγραµης διατοµής 

µεταξύ δύο σφηνόλιθων δίνεται από τις δύο ευθείες που ξεκινούν από την αρχή: 

 
όπου το s είναι το πάχος του τόξου. Η τριβή µεταξύ των σφινόλιθων θεωρείται 

αρκετά υψηλή για να µην επιτρέπει την αστοχία λόγω ολίσθησης. 

Η κατάρρευση του τόξου προκύπτει όταν δηµιουργηθούν ρωγµές που θα γίνουν κενά 

τα οποία θα µετατρέψουν το τόξο σε αρθρωτό µηχανισµό. Με άλλα λόγια αν βρεθεί 

µια γραµµή τάσεων που βρίσκεται εντός της κατασκευής και αντιπροσωπεύει µια 

κατάσταση ισορροπίας για το τόξο, υπό την επίδραση των εξωτερικών φορτίων και η 

οποία επιτρέπει τη δηµιουργία κενών ικανών να το µετατρέψουν σε αρθρωτό 

µηχανισµό, τότε η κατασκευή είναι στα όρια της κατάρρευσης. 

 Η µελέτη της δυναµικής συµπεριφοράς άκαµπτων σωµάτων ξεκίνησε από µια 

διάσηµη εργασία του [20] πάνω στην δυναµική συµπεριφορά ενός πέτρινου µπλοκ. 
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Οι ιδέες του χρησιµοποιήθηκαν και αναπτύχθηκαν από διάφορους ερευνητές για να 

περιγράψουν την απόκριση άκαµπτων σωµάτων σε σεισµική διέγερση [21]. Μεγάλη 

βιβλιογραφία πάνω στο θέµα έχει παραχθεί από τους Augusti and Sinopoli [22]. 

Ακόµη, σχετική µε το θέµα της σεισµικής απόκρισης άκαµπτων µπλόκ, συνεισφορά 

έχουν κάνει και οι Tso και Wong [23], Heyman [24] και Hogan [25]. 

 Σήµερα η µη – γραµµική ανάλυση λιθόκτιστων τοξωτών κατασκευών µπορεί 

να γίνει µε τη βοήθεια αλγορίθµων πεπερασµένων στοιχείων σε ηλεκτρονικούς 

υπολογιστές. Όµως για την έρευνα των βασικών πτυχών της δυναµικής 

συµπεριφοράς των λιθόκτιστων τόξων, είναι χρήσιµο να γίνεται χρήση του µοντέλου 

του Heyman, για την πρωταρχική ανάλυση. 

 Η δυναµική συµπεριφορά αυτού του είδους των κατασκευών είναι 

πολύπλοκη, εξαιτίας της µη – γραµµικής συµπεριφοράς τους. Συνεπώς είναι ένα πολύ 

ενδιαφέρον πρόβληµα από θεωρητικής πλευράς, αλλά µελετάται και για τεχνικούς 

λόγους. Μεταξύ αυτών είναι η αξιολόγηση της δυναµικής απόκρισης µνηµειακών 

κατασκευών και από αυτήν η ένταση των εδαφικών επιταχύνσεων προηγουµένων 

σεισµών [26]. 

 Η ανάλυση γίνεται σε δύο βήµατα. Στο πρώτο βήµα στο οποίο γίνεται η 

εφαρµογή των µετακινήσεων, διεξάγεται η στατική ανάλυση για να υπολογιστεί ο 

µηχανισµός κατάρρευσης και η ο αντίστοιχος συντελεστής οριζόντιας επιτάχυνσης. 

Στο δεύτερο βήµα αναλύεται η δοµική συµπεριφορά του µηχανισµού τεσσάρων 

αρθρώσεων. 

 Θεωρείται το κυκλικό τόξο της παρακάτω εικόνας µε γωνία β και πάχος s. 

Υποθέτουµε ότι υπάρχει µια γραµµή τάσεων εντός του τόξου σε ισορροπία µε το 

φορτίο του ίδιου βάρους της κατασκευής. 

 

 

Εικόνα 1.9: Η προς µελέτη διάταξη [21]. 
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 Η βάση του τόξου υπόκειται σε οριζόντια επιτάχυνση: -xg = -λg, όπου το g 

είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας. Σε αυτές τις συνθήκες το τόξο υπόκειται στην 

κατακόρυφη φόρτιση από το ίδιο του το βάρος και στην οριζόντια φόρτιση λόγω των 

αδρανιακών δυνάµεων εξαιτίας της επιτάχυνσης. Σύµφωνα µε το θεώρηµα 

ασφαλείας, η κατασκευή είναι ασφαλής, εάν η γραµµή τάσεων που δηµιουργούν τα 

παραπάνω φορτία, βρίσκεται εντός της κατασκευής. 

 Το θεώρηµα της µοναδικότητας µπορεί να περιγραφεί ως εξής: εάν η απόλυτη 

τιµή της επιτάχυνσης και συνεπώς τα αδρανιακά φορτία, αυξηθούν έως την τιµή της 

κατάρρευσης, ενόσω το κατακόρυφο φορτίο παραµένει σταθερό, η τιµή της 

επιτάχυνσης στο σηµείο της κατάρρευσης είναι µοναδική. Η γραµµή των τάσεων 

αλλάζει και δηµιουργούνται τουλάχιστον τέσσερις αρθρώσεις. Στο σηµείο της 

κατάρρευσης η γραµµή των τάσεων διέρχεται από τα σηµεία των αρθρώσεων και αν 

η άρθρωση βρίσκεται εντός της διατοµής του τόξου, θα πρέπει να είναι εφαπτοµένη 

µε το προφίλ του τόξου. 

 Ο µηχανισµός κατάρρευσης και ο αντίστοιχος συντελεστής µπορούν να 

βρεθούν χρησιµοποιώντας µια επαναληπτική διαδικασία [27], η οποία µπορεί να 

εκκινήσει δίνοντας έναν πρώτο µηχανισµό και τα αντίστοιχα διαγράµµατα των των 

συνισταµένων της ταχύτητας (βλέπε Εικόνα 6(α)). Η εξίσωση της ισορροπίας µπορεί 

να γραφεί ως εξής: 

 

Pv + λ* Pb = 0 

 

όπου το Pv και το Pb είναι οι δυνάµεις εξαιτίας των κατακόρυφων και οριζόντιων 

φορτίων αντίστοιχα. 

 

 
 

 Στις παραπάνω εξισώσεις το m είναι η µάζα ανά µονάδα µήκους του τόξου, 

ενώ τα η και ξ είναι οι κατακόρυφες και οριζόντιες συνιστώσες τις ταχύτητας 

αντιστοίχως. Είναι προφανές ότι τα κατακόρυφα φορτία έχουν αποσβεστικό 

χαρακτήρα. 
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Εικόνα 1.10: Η γραµµή τάσεων κατά το πρώτο βήµα της επαναληπτικής διαδικασίας και η 

πραγµατική γραµµή τάσεων στο σηµείο της κατάρρευσης[21]. 

 

Τέλος από τα παραπάνω προκύπτει και ο συντελεστής της επιτάχυνσης: 

 

 
 

 Από το λ µπορεί να βρεθεί το φορτίο που επιδρά στην κατασκευή και από εκεί 

να καθοριστούν οι αντιδράσεις και το πολύγωνο που περνά από τις υποτειθέµενες 

αρθρώσεις. Η τιµή του λ είναι ο συντελεστής κατάρρευσης για την επιτάχυνση, εαν 

το πολύγωνο που περνά από τις αρθρώσεις βρίσκεται οπουδήποτε εντός του τόξου. 

Αν δεν είναι, στο επόµενο βήµα της επαναληπτικής διαδικασίας θα πρέπει να 

µετακινηθούν οι αρθρώσεις στις θέσεις όπου η απόσταση µεταξύ του πολυγώνου και 

του προφίλ του τόξου, είναι µέγιστη (βλέπε Εικόνα 6(b)). 

 Στην Εικόνα 7 παρουσιάζεται το διάγραµµα του συντελεστή κατάρρευσης για 
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την οριζόντια επιτάχυνση λ προς το s/R για διαφορετικές τιµές του β. Όπως φαίνεται 

το λ αυξάνει γραµµικά ως προς το s/R για κάθε β. Εξάλλου το λ γίνεται πολύ µεγάλο 

όταν το β µειώνεται. Αυτό το φαινόµενο εγγυάται ότι κατά την ταλάντωση της 

κατασκευής, κάθε δοκός συµπεριφέρεται σαν άκαµπτο σώµα και δεν δηµιουργούνται 

αρθρωτοί υποµηχανισµοί. Για την ακρίβεια κάθε δοκός είναι ένα τόξο µε µικρό β και 

συνεπώς χρειάζονται πολύ µεγάλες τιµές του λ για να την µετατρέψουν σε αρθρωτό 

µηχανισµό. 

 

 

Εικόνα 1.11: ∆ιάγραµµα του λ προς το s/R για διαφορετικές τιµές του β[21]. 

 

 

Εικόνα 1.12: ∆ιάγραµµα θέσης των κενών βi/β προς το s/R για διαφορετικές τιµές του β[21]. 

 

 Τέλος στην Εικόνα 9 παρουσιάζεται το διάγραµµα θέσης των κενών βi/β προς 

το s/R για διαφορετικές τιµές του β. Σε κυκλικά τόξα το κενό D εµφανίζεται πάντοτε 

στη δεξιά άρθρωση, ενώ το κενό Α µπορεί και να µην εµφανιστεί στην αριστερή 
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άρθρωση. 

Η δυναµική συµπεριφορά της κατασκευής 

 Εάν η τιµή της επιτάχυνσης είναι µεγαλύτερη από την οριακή τιµή που 

υπολογίστηκε παραπάνω, τότε η κατασκευή µετατρέπεται σε έναν αρθρωτό 

µηχανισµό όπως φαίνεται στην παρακάτω εικόνα. Η δυναµική της συµπεριφορά 

επηρεάζεται κυρίως από την απόσβεση που δηµιουργούν οι συγκρούσεις στα σηµεία 

των κενών όταν το τόξο περνά από την φυσική του διάταξη.  

 

 

 

 

Εικόνα 1.13: Ο µηχανισµός κατάρρευσης[21]. 

 

 Παρακάτω γίνεται εστίαση στο πρώτο µισό της περιόδου ταλάντωσης, µέχρι 

την πρώτη επιστροφή της κατασκευής στη φυσική της διάταξη και η απόσβεση δεν 

λαµβάνεται υπ’ όψιν. Η εξίσωση της κίνησης του συστήµατος ενός βαθµού 

ελευθερίας [28], επιλύεται αριθµητικά θεωρώντας την περιστροφή φ του σκέλους ΑΒ 

σαν Λανγκρανζιανή συντεταγµένη (βλέπε Εικόνα 9). 

 Ένα κυκλικό τόξο µε β=125ο και s/R=0,06 έχει οριστεί το οποίο θεωρείται ότι 

αποτελείται από µεγάλο αριθµό σφηνολίθων. Κενά δηµιουργούνται στις στηρίξεις A 

και D και σε θέσεις -15ο και +34ο από την κλείδα του τόξου, όταν η οριζόντια 

επιτάχυνση είναι 0,263g. 

 

Ελεύθερη ταλάντωση 

 Εκκινώντας την ανάλυση της ελεύθερης ταλάντωσης ενός λιθόκτιστου τόξου, 

θεωρούνται αρχικές συνθήκες φ(0)=φ0 και φ’(0)=0. Εάν το φ0 είναι µεγαλύτερο από 

µια τιµή φv, τότε το τόξο θα καταρρεύσει. Εάν το φ0 < φv, τότε θα επιστρέψει στη 

φυσική του διάταξη, όπου η οριακή τιµή φv αντιστοιχεί σε µια µέγιστη δυναµικής 
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ενέργειας. Για φ0 = φv, η ισορροπία είναι ασταθής και το τόξο θα παραµείνει σε αυτή 

τη διάταξη επ’ άπειρον, δεδοµένου ότι δεν θα υπάρξουν άλλες διαταραχές. 

 

 

Εικόνα 1.14: ∆ιάγραµµα ελεύθερης ταλάντωσης φv ως προς s/R για διαφορετικές τιµές του β[21]. 

 

 Στο διάγραµµα της Εικόνας 10, φαίνεται ότι το φv αυξάνει µε το s/R και 

µειώνεται µε το β. Τέλος για την αναλυόµενη κατασκευή το φv = 0,0385 rad.  

 

Ηµιτονοειδής ταλάντωση 

 Θεωρείται το ίδιο τόξο ότι διεγείρεται από µια ηµιτονοειδή επιτάχυνση στα 

θεµέλιά του a sin(2π/Ta)t, µε 0≤ t≤ ta και συχνότητα 1/Τα και πλάτος α. Στο 

διάγραµµα της Εικόνας 11, το πλάτος av παρουσιάζεται ως προς την περίοδο Τα για 

δύο περιπτώσεις του πρώτου τεταρτηµορίου ηµιτονοειδούς επιτάχυνσης και µιας 

πλήρους περιόδου. Προφανώς, η δεύτερη καµπύλη παρουσιάζει τιµές µεγαλύτερες 

από την πρώτη. Η ελάχιστη τιµή 0,263g για την οποία η κατασκευή µετατρέπεται σε 

αρθρωτό µηχανισµό, συµπίπτει µε την οριακή τιµή κατάρρευσης av µόνο για υψηλές 

τιµές περιόδου Τα και για τις τρεις περιπτώσεις, ενώ αυξάνει όταν µειώνεται η 

περίοδος. 
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Εικόνα 1.15: Το πλάτος av ως προς την περίοδο Τα για ta= Ta/2, ta= Ta, ta>>Ta[21]. 
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Κεφάλαιο 2: Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων 
 

 

Γενικά  

 

 Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων είναι µια από τις πιο δυναµικές 

διαδικασίες για την αριθµητική προσεγγιστική επίλυση ποσοτικών προβληµάτων 

στην επιστήµη της Μηχανικής. Η πρώτη δηµοσίευση που έγινε για τη µέθοδο αυτή 

ήταν του µαθηµατικού Courant. Πέρασε όµως απαρατήρητη, γιατί η εφαρµογή της 

είχε µεγάλο φόρτο µαθηµατικών πράξεων. Με την εφεύρεση των ηλεκτρονικών 

υπολογιστών όµως, πέρασε στην πρώτη γραµµή της έρευνας και η εξέλιξή της ήταν 

ραγδαία. 

 Ο Strang [29] µας λέει ότι το πρώτο βήµα ήταν η τροποποίηση των αρχών των 

ελαχίστων. Επειδή ήταν εύκολο να δει κανείς πώς «διακριτοποιείται» µια διαφορική 

εξίσωση, η µέθοδος των πεπερασµένων διαφορών είχε την πρωτοπορία. Αυτό που 

δεν είχε γίνει αντιληπτό πλήρως ήταν ότι ακόµη και οι πεπερασµένες διαφορές 

γίνονται απίστευτα πολύπλοκες σε πραγµατικά προβλήµατα Τεχνικής, όπως οι τάσεις 

σε ένα αεροπλάνο ή οι φυσικές συχνότητες του ανθρωπίνου εγκεφάλου. Η 

πραγµατική δυσκολία δεν έγκειται στην επίλυση των εξισώσεων, αλλά στην 

διατύπωσή τους. Για µια ασύµµετρη περιοχή χρειαζόµαστε ασύµµετρο πλέγµα, 

αποτελούµενο από τρίγωνα, τετράπλευρα, τετράεδρα ή εξάεδρα, και κατόπιν 

χρειαζόµαστε έναν συστηµατικό τρόπο προσέγγισης των υποκειµένων φυσικών 

νόµων. Με άλλα λόγια, ο υπολογιστής πρέπει να βοηθήσει όχι µόνο στη λύση του 

διακριτού προβλήµατος, αλλά και στη διατύπωσή του. 

 Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων µπόρεσε να εκµεταλλευτεί τη 

δύναµη του υπολογιστή στο να κατασκευάσει µια διακριτή προσέγγιση, να τη λύσει 

και να παραθέσει αποτελέσµατα, περισσότερο από κάθε άλλη τεχνική στην 

επιστηµονική υπολογιστική. Το κλειδί είναι να διατηρήσουµε την απλότητα της 

βασικής ιδέας και ας είναι οι εφαρµογές πολύπλοκες. 

Για να εξηγήσει τη µέθοδο, ο Strang ξεκινάει από την κλασική αρχή των Rayleigh - 

Ritz που λέει ότι η λύση της Ax = b ισοδυναµεί µε την ελαχιστοποίηση της P(x) = 

(1/2)xT Ax – xT b και κατόπιν εισάγει τη νέα ιδέα των πεπερασµένων στοιχείων. 
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Εργάζεται µε την ίδια διαφορική εξίσωση –u΄΄ = f(x) και τις ίδιες συνοριακές 

συνθήκες u(0) = u(1) = 0 των πεπερασµένων διαφορών. Το πρόβληµα, 

οµολογουµένως, είναι «απείρων διαστάσεων», το b έχει αντικατασταθεί από τη 

συνάρτηση f και ο πίνακας Α από τον τελεστή – d2/dx2. Προχωρά ανάλογα και 

καταγράφει την τετραγωνική µορφή της οποίας ζητείται η ελαχιστοποίηση, 

αντικαθιστώντας  εσωτερικά γινόµενα µε ολοκληρώµατα 

∫ ∫−−=−=
1

0

1

0
.)()())('')(()2/1()2/1()( dxxfxudxxuxubuAuuuP TT      (2.1-1) 

Η παράσταση αυτή πρέπει να ελαχιστοποιηθεί, ως προς όλες τις συναρτήσεις u που 

ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες και η συνάρτηση που δίνει το ελάχιστο θα είναι 

η λύση u. Η διαφορική εξίσωση µετατράπηκε σε αρχή ελαχίστου και αποµένει να 

ολοκληρώσουµε κατά µέρη: 

∫ ∫ =
=−=−

1

0

1

0

1
0

2 ]'[)'()''( x
xuudxudxuu   άρα   ∫ ∫−=

1

0

1

0

2 .)'()2/1()( ufdxdxuuP

Ο όρος uu΄ είναι µηδέν και στα δύο άκρα, διότι το ίδιο συµβαίνει µε την u. Επίσης ο 

τετραγωνικός όρος  είναι συµµετρικός, όπως η xTAx, καθώς επίσης και θετικός, 

άρα εξασφαλίζουµε ένα ελάχιστο. 

∫ 2)'(u

 Πώς βρίσκεται αυτό το ελάχιστο; Ο ακριβής υπολογισµός είναι ισοδύναµος µε 

την ακριβή λύση της διαφορικής εξίσωσης και το πρόβληµα αυτό είναι απείρων 

διαστάσεων. Η αρχή των Rayleigh - Ritz παράγει ένα n-διάστατο πρόβληµα, 

διαλέγοντας n µόνο δοκιµαστικές συναρτήσεις u = V1,…, u = Vn, αποδεχόµενη όλους 

τους συνδυασµούς V =y1V1(x)+…+ynVn(x) και υπολογίζοντας τον ειδικό συνδυασµό 

U που ελαχιστοποιεί την P(V). Η ιδέα είναι να ελαχιστοποιήσουµε υπεράνω ενός 

υποχώρου, αντί υπεράνω όλων των δυνατών u και η συνάρτηση που δίνει το ελάχιστο 

είναι η U, αντί της u, ελπίζοντας ότι αυτές οι δύο θα είναι κοντά η µία στην άλλη. 

 Αντικαθιστώντας την u µε την V, η τετραγωνική µορφή γίνεται 

∫ ∫ ++−++=
1

0

1

0 11
2

11 .)...()'...'()2/1()( fdxVyVydxVyVyVP nnnn   (2.1-2) 

Οι V επελέγησαν εκ των προτέρων και οι άγνωστοι είναι τα y1,…, yn. Εάν βάλουµε 

αυτά τα βάρη σε ένα διάνυσµα y, τότε η P(V) = (1/2)yT Ay – yTb αναγνωρίζεται 

ακριβώς σαν µια από τις οικείες τετραγωνικές µορφές. Τα στοιχεία Aij του πίνακα 

είναι  συντελεστής του yi yj και οι συνιστώσες bi είναι  

συντελεστές των yi. Τώρα µπορεί να βρεθεί το ελάχιστο της (1/2)yT Ay – yTb, πράγµα 

ισοδύναµο µε τη λύση της Ay = b. Τα βήµατα λοιπόν της µεθόδου των Rayleigh- Ritz 

∫ =dxVV ji '' ∫ =fdxVi
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είναι (i) διάλεξε δοκιµαστικές συναρτήσεις (ii) υπολόγισε τους συντελεστές Aij και bj 

(iii) λύσε την Ay = b και (iv) γράψε την προσεγγιστική λύση U = y1V1 + …+ ynVn.  

 Τα πάντα εξαρτώνται από το βήµα (i). Εκτός κι αν οι συναρτήσεις Vj είναι 

εξαιρετικά απλές, τα άλλα βήµατα θα είναι, στην πραγµατικότητα ακατόρθωτα. Εάν 

επίσης δεν υπάρχει συνδυασµός των V κοντά στην πραγµατική λύση u, τα βήµατα θα 

είναι  άχρηστα. Το πρόβληµα είναι να συνδυαστούν και τα δύο, δυνατότητα 

υπολογισµού και ακρίβεια, και η ιδέα κλειδί που χάρισε την επιτυχία στην µέθοδο 

των πεπερασµένων στοιχείων, ήταν η χρήση τµηµατικά πολυωνυµικών συναρτήσεων 

ως δοκιµαστικών συναρτήσεων V.  

 Το απλούστερο και περισσότερο χρησιµοποιούµενο στοιχείο είναι τµηµατικά 

γραµµικό. Αρχικά τοποθετούνται κόµβοι στα σηµεία x1 = h, x2 = 2h,…, xn = nh, όπως 

ακριβώς και στις πεπερασµένες διαφορές. Στα σηµεία x0 = 0 και xn + 1 = 1, οι 

συνοριακές απαιτούν από κάθε V να είναι µηδέν. Τότε η Vj είναι η «συνάρτηση -

οροφή» που ισούται µε 1 στον κόµβο xj και µηδέν σε όλους τους άλλους κόµβους (βλ. 

Εικόνα 2.1α), άρα είναι συγκεντρωµένη σε ένα µικρό διάστηµα γύρω από τον κόµβο 

της και µηδενίζεται παντού αλλού. Ο κάθε συνδυασµός  y1V1 + … +ynVn θα πρέπει να 

έχει την τιµή yj στον κόµβο j, διότι όλες οι άλλες V είναι µηδέν. Έτσι το γράφηµά της 

σχεδιάζεται εύκολα (βλ. Εικόνα 2.1β). 

 Αυτά συµπληρώνουν το βήµα (i). Στη συνέχεια υπολογίζουµε τους 

συντελεστές ∫= dxVVA jiij ''  του «πίνακα ακαµψίας» Α. Η κλίση Vj΄ ισούται µε 1/h 

στο µικρό διάστηµα αριστερά του xj και – 1/h στο διάστηµα δεξιά του. Το ίδιο ισχύει 

και για την  Vi΄ κοντά στον κόµβο της xi και εφ’όσον αυτά τα «διπλά διαστήµατα» 

δεν τέµνονται, το γινόµενο Vi΄ Vj΄ είναι ταυτοτικά µηδέν. Τα διαστήµατα τέµνονται 

µόνο όταν 

 

V4 
1 

1 1 0 0

V=y1V1+…+y5V5 

y1 y4 

(α) (β) 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 2.1: Συναρτήσεις - οροφές και οι γραµµικοί συνδυασµοί τους [30]. 
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Συνεπώς ο πίνακας ακαµψίας είναι, στην πραγµατικότητα, τριδιαγώνιος: 
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Αυτό µοιάζει µε τις πεπερασµένες διαφορές και οδήγησε σε χιλιάδες συζητήσεις για 

τη σχέση µεταξύ των δύο µεθόδων. Πιο πολύπλοκα πεπερασµένα στοιχεία – 

πολυώνυµα µεγαλυτέρου βαθµού, που ορίζονται σε τρίγωνα ή τετράπλευρα, για 

µερικές διαφορικές εξισώσεις – παράγουν επίσης αραιούς πίνακες Α. Τα 

πεπερασµένα στοιχεία µπορούν να θεωρηθούν ως ένα συστηµατικός τρόπος 

κατασκευής εξισώσεων διαφορών ακριβείας για ασύµµετρα πλέγµατα, οπότε τα 

πεπερασµένα στοιχεία βρίσκονται στην «τοµή» των µεθόδων Rayleigh- Ritz και 

πεπερασµένων διαφορών. Το ουσιαστικό είναι η απλότητα αυτών των τµηµατικά 

πολυωνυµικών συναρτήσεων, λόγω της οποίας οι κλίσεις τους σε κάθε υποδιάστηµα 

είναι εύκολο να βρεθούν και να ολοκληρωθούν. 

 Οι συνιστώσες bj στην δεξιά πλευρά είναι διαφορετικές. Αντί για τη 

µεµονωµένη τιµή της f στο xj, όπως στις πεπερασµένες διαφορές, είναι τώρα µια µέση 

τιµή της f γύρω από το σηµείο: ∫= fdxVb jj   . Κατόπιν, στο βήµα (iii) λύνουµε το 

τριδιαγώνιο σύστηµα Ay = b, που δίνει τους συντελεστές της δοκιµαστικής, 

ελαχιστοποιούσας συνάρτησης U = y1V1 +…+ ynVn. Τέλος, συνδέοντας όλα αυτά τα 

ύψη yj µε µια τεθλασµένη γραµµή, έχουµε µια εικόνα της προσεγγιστικής λύσης U. 

 Η ιδέα των Rayleigh - Ritz – η ελαχιστοποίηση υπεράνω µιας οικογένειας 

συναρτήσεων V, πεπερασµένων διαστάσεων, αντί για όλες τις δυνατές u – είναι 

χρήσιµη τόσο στις εξισώσεις σταθεράς καταστάσεως όσο και στα προβλήµατα 

ιδιοτιµών. Αυτή τη φορά ελαχιστοποιείται το πηλίκο Rayleigh. Το πραγµατικό του 

ελάχιστο είναι η θεµελιώδης συχνότητα λ1 και το κατά προσέγγιση ελάχιστο Λ1 θα 
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αυξηθεί όταν περιορίσουµε την οικογένεια των δοκιµαστικών συναρτήσεων από τις u 

στις V. Και πάλι το διακριτό πρόβληµα µπορεί να διευθετηθεί. Η αρχή πράγµατι 

εφαρµόζεται, µόνο που θα πρέπει οι συναρτήσεις Vj να υπολογίζονται εύκολα. Έτσι 

το βήµα που έγινε τα τελευταία 30 χρόνια ήταν τελείως φυσιολογικό και 

αναπόφευκτο: να εφαρµοστούν οι νέες ιδέες των πεπερασµένων στοιχείων σ’αυτή 

την από µακρού καθιερωθείσα µεταβολική µορφή του προβλήµατος των ιδιοτιµών. 

 Το καλύτερο παράδειγµα κατά τον Strang είναι το απλούστερο: 

- u΄΄ = λu, µε u(0) = u(1) = 0. 

Το πρώτο ιδιοδιάνυσµά του είναι u = sin π x, µε ιδιοτιµή λ1 = π2. Η συνάρτηση   u = 

sin π x δίνει το ελάχιστο στο αντίστοιχο πηλίκο Rayleigh 
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Από φυσική άποψη, αυτό είναι το πηλίκο της δυναµικής προς την κινητική ενέργεια, 

που ισορροπούν για το ιδιοδιάνυσµα. Κανονικά αυτό το ιδιοδιάνυσµα θα ήταν 

άγνωστο και για να το προσεγγισθεί  θα έπρεπε να παρθούν µόνο υποψήφιες 

συναρτήσεις V = y1V1 +…+ ynVn: 
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 Αντιµετωπίζεται τώρα το πρόβληµα της ελαχιστοποίησης του yTAy/yTMy. Εάν 

ο πίνακας Μ ήταν ο ταυτοτικός, αυτό θα οδηγούσε στο συνηθισµένο πρόβληµα 

ιδιοτιµών Ay = λy. Όµως ο πίνακας Μ θα είναι τριδιαγώνιος και αυτή ακριβώς η 

κατάσταση είναι που οδηγεί στο γενικευµένο πρόβληµα ιδιοτιµών. Η ελάχιστη τιµή Λ1 

θα είναι η µικρότερη ιδιοτιµή της Ay = λMy και θα είναι κοντά στο π2. Το αντίστοιχο 

ιδιοδιάνυσµα y θα δίνει µια προσέγγιση της ιδιοσυνάρτησης: U = y1V1 +…+ ynVn. 

Όπως και στο στατικό πρόβληµα, η µέθοδος µπορεί να συνοψισθεί σε τέσσερα 

βήµατα: (i) διάλεξε τα Vj, (ii) υπολόγισε τους Α και Μ, (iii) λύσε το Ay = λMy, (iii) 

τύπωσε τοΛ1 και την U.  
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2.1 Μεθοδολογία Εφαρµογής Της Μεθόδου Των 

Πεπερασµένων  Στοιχείων 

 

2.1.1. Περιγραφή του προβλήµατος και εισαγωγή γεωµετρίας 
φορέα 

 Το βασικό στοιχείο για την επίλυση ενός προβλήµατος είναι ο ακριβής 

ορισµός του. Άρα πρώτα πρέπει να εντοπιστεί το πρόβληµα, να καθοριστούν οι 

παράµετροι του, τα σταθερά στοιχεία που αποτελούν τα δεδοµένα του προβλήµατος 

καθώς και τα ζητούµενα που αποτελούν τις άγνωστες µεταβλητές. 

 Μετά πρέπει να δηµιουργηθεί το γεωµετρικό µοντέλο της κατασκευής. Για να 

γίνει αυτό απαιτείται η περιγραφή των χαρακτηριστικών σηµείων της, ορισµός 

δηλαδή των καµπυλών που καθορίζουν τα όρια της (γραµµικό µοντέλο) και η 

δηµιουργία των επιφανειών του φορέα (επιφανειακό µοντέλο), από τα οποία 

συντίθεται ο όγκος της κατασκευής (χωρικό µοντέλο). 

 

2.1.2. ∆ιακριτοποίηση του φορέα 

 Η υποδιαίρεση ενός σώµατος σε πεπερασµένα στοιχεία είναι µια διαδικασία 

κατά την οποία κρίνεται η ικανότητα ενός µηχανικού να αποφασίσει για τον αριθµό, 

το σχήµα, το µέγεθος και τη διάταξη των στοιχείων που θα χρησιµοποιήσει έτσι ώστε 

το σώµα να αναπαρασταθεί όσο το δυνατόν µε µεγαλύτερη ακρίβεια. Ο αριθµό των 

στοιχείων που θα χρησιµοποιηθούν είναι καθοριστικός. Ο αρχικός σκοπός είναι η 

διακεκριµενοποίηση να γίνεται κατά τέτοιο τρόπο που το σώµα να διαιρείται σε 

αρκετά µικρά στοιχεία ώστε να µπορεί να προσεγγίσει όσο το δυνατόν καλύτερα την 

πραγµατικότητα. Από την άλλη πλευρά όµως πρέπει να λαµβάνεται υπόψη ότι όσο 

καλύτερη υποδιαίρεση γίνεται τόσο µεγαλύτερος κόπος απαιτείται αλλά υπάρχει και 

η πιθανότητα δηµιουργίας ενός δύσχρηστου υπολογιστικού µοντέλου. 

 Η διακριτοποίηση είναι η διαδικασία µετατροπής ενός φυσικού προβλήµατος 

σε διακριτά γεωµετρικά δεδοµένα µε σκοπό την ανάλυση. Αφορά τη διαίρεση του 

φορέα σε τµήµατα µε πεπερασµένο αριθµό και µέγεθος στοιχείων τα οποία 
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ονοµάζονται πεπερασµένα στοιχεία (finite element). Ανάλογα µε τις δυνατότητες 

παραµόρφωσης που προσδίδονται στα στοιχεία και τις µορφές τους, χωρίζονται σε 

διάφορες κατηγορίες όπως στοιχεία ράβδου, δοκού, επίπεδα τριγωνικά ή 

τετραγωνικά, στερεά όπως τετραπλευρικά κ.λ.π. Εποµένως η επιλογή του τύπου των 

στοιχείων που θα χρησιµοποιηθούν βασίζεται στην δυνατότητα τους να περιγράψουν 

την µηχανική συµπεριφορά της κατασκευής µε καλύτερη ακρίβεια. 

 Ο ορισµός των στοιχείων γίνεται αρχικά µε την τοποθέτηση των κόµβων 

(nodes). Σε κάθε κόµβο αντιστοιχούν οι βαθµοί ελευθερίας (degrees of freedom) του 

κόµβου µέσω των οποίων ορίζεται η δυνατότητα του κόµβου να µετακινηθεί ή να 

περιστραφεί. Σε κάθε κόµβο στοιχείου αντιστοιχεί επίσης και ένας αριθµός κοµβικών 

παραµέτρων οι οποίες αποτελούν τις γενικευµένες µετατοπίσεις (οι µετατοπίσεις και 

οι παράγωγοί τους). Οι παραµορφώσεις σ’ ένα στοιχείο συνδέονται µε τις 

µετατοπίσεις. Οι µετατοπίσεις σε κάθε σηµείο του στοιχείου εκφράζονται συναρτήσει 

των µετατοπίσεων των κόµβων µε τη βοήθεια κάποιας συνάρτησης  παρεµβολής ή 

συνάρτησης µορφής. Συνήθως γι’ αυτή την παρεµβολή χρησιµοποιούνται 

πολυώνυµα. Μια διακριτοποίηση είναι ένα πλέγµα κόµβων και στοιχείων.  

 Στη διακριτοποίηση περιλαµβάνονται η τοποθέτηση γεωµετρικού συστήµατος 

συντεταγµένων καθώς και η οµαδοποίηση των κόµβων στα στοιχεία. Στο πρόγραµµα 

MSC MARC 2005, που χρησιµοποιείται στη συγκεκριµένη εργασία, για να γίνει η 

διακριτοποίηση, οι κόµβοι πρέπει να ανήκουν σε γεωµετρικό σύστηµα 

συντεταγµένων και να συνδέονται µε ένα στοιχείο. Τα  στοιχεία λοιπόν 

περιγράφονται ως εξής: βάζοντας τον αριθµό τους, τον τύπο τους και των αριθµό των 

κόµβων που περικλείουν κάθε στοιχείο εισάγοντας τις φυσικές συντεταγµένες των 

κόµβων. 

 Οι πιο φανερές θέσεις για τους κόµβους ή για τις κοµβικές γραµµές και τα 

κοµβικά επίπεδα είναι οι θέσεις όπου λαµβάνουν χώρα σηµαντικές µεταβολές στη 

γεωµετρία, τη φόρτιση και στις ιδιότητες του υλικού. Όπως φαίνεται και στο 

παράδειγµα του σχήµατος 3.3.2.1α κρίνεται απαραίτητη η ύπαρξη ενός κόµβος στη 

θέση που εφαρµόζεται ένα συγκεντρωµένο φορτίο για να µπορεί να αναπαρασταθεί 

µε τα πεπερασµένα στοιχεία κατάλληλα η εξωτερική φόρτιση (µε αυτόν τον τρόπο 

εξωτερικό φορτίο και κοµβικό φορτίο συµπίπτουν). Επιπλέον στην περιοχή του 

σηµείου εµφανίζονται έντονες τάσεις και εποµένως ένας πυκνότερος κάναβος µε 

κέντρο το σηµείο εφαρµογής του φορτίου είναι αναγκαίος. Κόµβοι όµως πρέπει να 

προβλέπονται και στις περιοχές εκείνες όπου υπάρχει απότοµη µεταβολή του 
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κατανεµηµένου φορτίου για τους ανάλογους λόγους. 

 Αντίστοιχα στις περιοχές εκείνες που έχουµε ασυνέχειες στη γεωµετρία θα 

πρέπει να προβλέπονται κοµβικές γραµµές (οι γραµµές εκείνες που συνδέουν δύο 

οποιουσδήποτε κόµβους) ώστε όλα τα στοιχεία να έχουν σταθερό πάχος. Επίσης 

κοµβικές γραµµές ή κοµβικά επίπεδα πρέπει να προβλέπονται στις περιοχές εκείνες 

που διαχωρίζονται δύο υλικά µε διαφορετικές ιδιότητες. 

 Η διακριτοποίηση του φορέα µιας κατασκευής πρέπει να γίνεται προσεκτικά 

έτσι ώστε να περιγράψει, όσο το δυνατό πιο πιστά την πραγµατική κατασκευή και τις 

γεωµετρικές ιδιότητες του φορέα. Ο αριθµός των στοιχείων που θα χρησιµοποιηθούν 

είναι καθοριστικός στην αξιοπιστία του µοντέλου. Για το σκοπό αυτό 

πραγµατοποιούνται διαδοχικές επιλύσεις µε διαδοχική πύκνωση του δικτύου των 

πεπερασµένων στοιχείων ελέγχοντας την σύγκλιση ή απόκλιση των αποτελεσµάτων 

για των εντοπισµό του τελικού µοντέλου που θα χρησιµοποιηθεί στην ανάλυση. 

 

2.2 Τεχνολογία πεπερασµένων στοιχείων στο λογισµικό 

πρόγραµµα MSC.MARC 2005 

 

 

 Στην παρούσα εργασία, για να γίνει η µελέτη του σύνθετου θερµό– µηχανικού  

προβλήµατος της πέδησης, χρησιµοποιήθηκε το λογισµικό πακέτο ηλεκτρονικού 

υπολογιστή MSC.MARC 2005. Το Mentat είναι το περιβάλλον στο οποίο γίνεται ο 

σχεδιασµός και γενικότερα η µοντελοποίηση του προβλήµατος, ενώ το Marc είναι το 

λογισµικό πρόγραµµα που εφαρµόζει την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων για 

την επίλυση του προβλήµατος. 

 Το MSC.MARC 2005 αναπτύχθηκε στη βάση της µεθόδου µετατόπισης [30]. 

Η µεθοδολογία ακαµψίας που χρησιµοποιεί αναθέτει σχέσεις δύναµης – µετατόπισης 

µέσα από την ακαµψία του συστήµατος. Η σχέση δύναµης – µετατόπισης για ένα 

γραµµικό, στατικό πρόβληµα µπορεί να εκφραστεί ως  

Ku = f.   (2.2-1) 

όπου Κ είναι ο πίνακας ακαµψίας του συστήµατος, u είναι η κοµβική µετατόπιση και 

f είναι το διάνυσµα της δύναµης. Υποθέτοντας ότι έχουν αποδοθεί στην κατασκευή 

συνοριακές συνθήκες, όσον αφορά στις δυνάµεις και τις µετατοπίσεις η εξίσωση (2.2-
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1) µπορεί να γραφεί ως εξής 
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όπου u1 είναι το άγνωστο διάνυσµα µετατόπισης, f1 είναι το δοσµένο διάνυσµα 

δύναµης, u2 είναι το δοσµένο διάνυσµα µετατόπισης και f2 είναι το διάνυσµα της 

δύναµης αντίδρασης. Αφού επιλυθεί η εξίσωση (2.2-2) ως προς u, τότε οι τάσεις σε 

κάθε στοιχείο µπορούν να υπολογιστούν από τη σχέση διατµιτικής τάσης – 

παραµόρφωσης που όσον αφορά στην παραµόρφωση του κόµβου ενός στοιχείου 

είναι:  

εel = βuel.  (2.2-3) 

Οι ορθές τάσεις σε ένα στοιχείο υπολογίζονται από τη σχέση διατµιτικών – ορθών 

τάσεων ως: 

σel  = Lεel.  (2.2-4) 

όπου σel και Lεel είναι ορθές και διατµιτικές τάσεις αντίστοιχα και uel είναι το 

διάνυσµα της παραµόρφωσης που αφορά στα κοµβικά σηµεία του στοιχείου. Τα β 

και L είναι συντελεστές διατµιτικής τάσης – παραµόρφωσης και ορθής – διατµιτικής 

τάσης αντιστοίχως. 

 Για δυναµικά προβλήµατα η συνεισφορά των µαζών και των αποσβέσεων θα 

πρέπει να περιληφθεί στο σύστηµα. Η εξίσωση που περιγράφει ένα γραµµικό, 

δυναµικό πρόβληµα είναι: 

fKuuDuM =++
•••

.  (2.2-5) 

όπου Μ είναι ο πίνακας µάζας του συστήµατος, D είναι ο πίνακας απόσβεσης, η 

εξίσωση (2.2-6) είναι το διάνυσµα της επιτάχυνσης και u είναι το διάνυσµα της 

ταχύτητας. Η εξίσωση που περιγράφει ένα αναπόσβεστο δυναµικό σύστηµα είναι: 

fKuuM =+
••

 .  (2.2-6) 

Οι εξισώσεις που περιγράφουν άλλες διαδικασίες είναι παρόµοιες. Για παράδειγµα η 

εξίσωση που περιγράφει την ανάλυση του µεταβολικού προβλήµατος µετάδοσης 

θερµότητας είναι: 

QHTTC =+
•

  .  (2.2-7) 

όπου C είναι ο πίνακας θερµικής ικανότητας, H είναι ο πίνακας θερµικής 

αγωγιµότητας, Q είναι το διάνυσµα ροής της θερµότητας και Τ είναι το διάνυσµα της 
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κοµβικής θερµοκρασίας. Η εξίσωση (2.2-7) απλοποιείται για το πρόβληµα σταθερής 

κατάστασης και γίνεται: 

QHT = .   (2.2-8) 

Είναι προφανές ότι η εξίσωση που περιγράφει τη µεταφορά θερµότητας σε ένα 

πρόβληµα σταθερής κατάστασης (2.2-8) και η εξίσωση της στατικής (2.2-1) παίρνουν 

την ίδια µορφή. 

 Η εξίσωση που περιγράφει το θερµό – µηχανικό πρόβληµα έχει ως εξής: 

fuTKuTDuM =++
•••

)()( .  (2.2-9) 

IQQTTHTTC +=+
•

)()( .  (2.2-10) 

Στις εξισώσεις (2.2-9) και (2.2-10) ο πίνακας απόσβεσης D, ο πίνακας ακαµψίας K, ο 

πίνακας θερµικής ικανότητας C και ο πίνακας θερµικής αγωγιµότητας H είναι όλοι 

εξαρτώµενοι από τη θερµοκρασία. Το QI είναι η εσωτερική θερµότητα που 

αναπτύσσεται λόγω ανελαστικής παραµόρφωσης. Η ζεύξη του προβλήµατος 

µετάδοσης της θερµότητας και του µηχανικού προβλήµατος γίνεται µέσω των 

εξαρτώµενων από τη θερµοκρασία µηχανικών ιδιοτήτων και της εσωτερικά 

αναπτυσσόµενης θερµότητας. Εάν πραγµατοποιηθεί µια ανανεωµένη Λαγκρανζιανή   

ανάλυση, τα K και H εξαρτώνται από προηγούµενες παραµορφώσεις. 

 Οι εξισώσεις που περιγράφονται παραπάνω είναι είτε αλγεβρικές εξισώσεις 

είτε συνήθεις διαφορικές εξισώσεις. Η µεταβλητή του χρόνου είναι συνεχής για τις 

συνήθεις διαφορικές εξισώσεις. Για την απλοποίηση των διαφορικών εξισώσεων και 

την µετατροπή τους σε αλγεβρικές χρησιµοποιείται µια διαδικασία ολοκλήρωσης (για 

παράδειγµα Newmark-Beta, Houbolt, ή κεντρικών διαφορών για δυναµικά 

προβλήµατα, και προς τα πίσω διαφοράς για προβλήµατα µετάδοσης θερµότητας ). Η 

τελική µορφή των σχέσεων που περιγράφουν όλες τις διαδικασίες ανάλυσης ενός 

προβλήµατος, είναι συνεπώς, ένα σύνολο αλγεβρικών εξισώσεων. 

 Παραπάνω παρουσιάστηκαν πίνακες συστήµατος οι οποίοι 

συναρµολογήθηκαν από πίνακες στοιχείων µέσα στο σύστηµα. Για παράδειγµα, ο 

πίνακας ακαµψίας του συστήµατος,  εκφράζεται ως άθροισµα των πινάκων ακαµψίας 

των στοιχείων του συστήµατος: 

∑
=

=
N

i

el
iKK

1

.   (2.2-11) 

όπου το Ν είναι το πλήθος των στοιχείων που αποτελούν το σύστηµα. Όπως είδαµε 
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και στην προηγούµενη παράγραφο, ο πίνακας ακαµψίας του συστήµατος είναι ένας 

συµµετρικός ταινιοειδής πίνακας. Όταν χρησιµοποιείται επίλυση στοιχείο προς 

στοιχείο, δεν σχηµατίζεται ποτέ ο συνολικός πίνακας ακαµψίας του συστήµατος. Ο 

πίνακας ακαµψίας ενός στοιχείου µπορεί να εκφραστεί ως: 

∫=
elv

elel dvLβK βT .  (2.2-12) 

όπου vel είναι ο όγκος του στοιχείου, β∗ είναι ο συντελεστής διατµιτικής τάσης – 

παραµόρφωσης και L είναι ο συντελεστής ορθών – διατµιτικών τάσεων. 

ε = βu .  (2.2-13) 

σ = Lε .  (2.2-14) 

O πίνακας της µάζας µπορεί να εκφραστεί ως: 

∫=
elv

Tel NdvNM ρ .  (2.2-15) 

Η ολοκλήρωση στην εξίσωση (2.2-12) γίνεται αριθµητικά στο MSC.MARC 2005 και 

εξαρτάται από την επιλογή των σηµείων ολοκλήρωσης. Ο πίνακας ακαµψίας 

στοιχείου µπορεί να ολοκληρωθεί πλήρως ή µερικώς, ενώ ο πίνακας µάζας 

ολοκληρώνεται πάντοτε πλήρως. 

 Στην εξίσωση (2.2-1) το διάνυσµα δύναµης f στον κόµβο περιλαµβάνει τη 

συνεισφορά πολλών ειδών φορτίσεων. 

f = fpoint + fsurface + fbody + f*.  (2.2-16) 

όπου το fpoint είναι διάνυσµα σηµειακού φορτίου, το fsurface είναι διάνυσµα φορτίου 

κατανεµηµένου σε επιφάνεια και το fbody είναι διάνυσµα φορτίου κατανεµηµένου σε 

όγκο. Το f* αναφέρεται σε άλλου είδους φορτίσεις όπως θερµικές και άλλες. Οι 

σηµειακές φορτίσεις σχετίζονται άµεσα µε τους βαθµούς ελευθερίας των κόµβων και 

έτσι µπορούν να προστεθούν απ’ ευθείας στο διάνυσµα δύναµης του κόµβου. Για τα 

κατανεµηµένα φορτία fsurface και fbody πρέπει να υπολογισθούν τα ισοδύναµα 

διανύσµατα κοµβικού φορτίου για να προστεθούν στο διάνυσµα δύναµης του 

κόµβου. Στο MSC.MARC 2005 αυτός ο υπολογισµός γίνεται µε αριθµητική 

ολοκλήρωση του κατανεµηµένου φορτίου στην επιφάνεια ή τον όγκο στον οποίο 

εφαρµόζεται και µπορεί να εκφραστεί ως εξής: 

fsurface = .   (2.2-17) ∫
A

T dAN ρ

                                                 
∗ Σηµείωση: Ο πίνακας β εξαρτάται από τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά του στοιχείου 
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fbody = .   (2.2-18) ∫
V

T dVN ρ

όπου ρ είναι η πίεση. 

 

 

2.2 Ανάλυση επαφής 

 

2.2.1 Γενικά 

 

 Η προσοµοίωση πολλών φυσικών προβληµάτων απαιτεί την ικανότητα 

µοντελοποίησης του φαινοµένου της επαφής. Αυτό περιλαµβάνει µεταξύ άλλων, την 

ανάλυση ανοχών συναρµολόγησης, την ανάλυση ελαστικών και την ανάλυση 

διαφόρων κατασκευαστικών διαδικασιών όπως η σφυρηλασία, η ολκή και άλλων. Η 

ανάλυση της συµπεριφοράς της επαφής είναι πολύπλοκη, εξαιτίας της ανάγκης για 

ακριβή παρακολούθηση της κίνησης πολλαπλών γεωµετρικών σωµάτων και της 

κίνησης που προκύπτει από την αλληλεπίδρασή τους µετά την εµφάνιση της επαφής. 

Αυτό περιλαµβάνει την απεικόνιση της τριβής που αναπτύσσεται µεταξύ επιφανειών 

και τη µετάδοση θερµότητας µεταξύ σωµάτων, όταν είναι απαραίτητο. Ο αριθµητικός 

στόχος είναι να ανιχνευθεί η κίνηση των σωµάτων, να εφαρµοσθεί περιορισµός µη – 

διείσδυσης και να εφαρµοστούν κατάλληλες συνοριακές συνθήκες για την 

προσοµοίωση της τριβικής συµπεριφοράς και της µετάδοσης θερµότητας. ∆ιάφορες 

διαδικασίες έχουν αναπτυχθεί για την επίλυση αυτών των προβληµάτων, όπως οι 

λαγκρανζιανές µέθοδοι, οι µέθοδοι ποινής, οι ευθείς περιορισµοί και άλλες. 

Επιπροσθέτως, η προσοµοίωση επαφής συχνά απαιτεί τη χρήση ειδικών στοιχείων 

ανοχής. Στην συνέχεια παρουσιάζονται τα κυριότερα µέρη της ανάλυσης επαφής 

[30]. 

2.2.2 Αριθµητικές µέθοδοι στην ανάλυση επαφής 

 

Πολλαπλασιαστές Lagrange 

 Στην ανάλυση επαφής, ουσιαστικά λύνεται ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης 
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υπό περιορισµόν, ο οποίος είναι ο περιορισµός µη διείσδυσης. Η τεχνική των 

πολλαπλασιαστών Lagrange είναι η πιο κοµψή διαδικασία για την εφαρµογή 

µαθηµατικών περιορισµών σε ένα σύστηµα. Χρησιµοποιώντας αυτή τη µέθοδο, αν οι 

περιορισµοί γραφούν µε ακρίβεια, δεν θα προκύψει διείσδυση. ∆υστυχώς οι 

πολλαπλασιαστές Lagrange οδηγούν σε υπολογιστικές δυσκολίες, διότι η εφαρµογή 

τους έχει ως αποτέλεσµα τη δηµιουργία ενός µη – θετικά ορισµένου συστήµατος. 

Αυτό απαιτεί πρόσθετες λειτουργίες  για την εξασφάλιση µιας ακριβούς και σταθερής 

λύσης, µε αποτέλεσµα την αύξηση του υπολογιστικού κόστους. Άλλο ένα πρόβληµα 

µε αυτή τη µέθοδο είναι ότι δεν υπάρχει µάζα στο βαθµό ελευθερίας του 

πολλαπλασιαστή Lagrange. Αυτό οδηγεί στη δηµιουργία ενός γενικού πίνακα µάζας ο 

οποίος δεν είναι δυνατόν να αντιστραφεί. Αυτό οδηγεί στην ανικανότητα της µεθόδου 

να εφαρµοστεί σε δυναµικά προβλήµατα. 

 

Μέθοδοι ποινής 

 Η µέθοδος ποινής είναι µία εναλλακτική διαδικασία για την εφαρµογή των 

περιορισµών της επαφής. Περιορίζει την κίνηση των σωµάτων εφαρµόζοντας µια 

ποινή στο µέγεθος της διείσδυσης που προκύπτει µεταξύ τους. Η προσέγγιση της 

ποινής µπορεί να θεωρηθεί ως ανάλογη ενός µη γραµµικού ελατηρίου µεταξύ των 

σωµάτων. Η µέθοδος αυτή είναι σχετικά εύκολο να εφαρµοστεί και χρησιµοποιείται 

ευρέως στην ανάλυση δυναµικών προβληµάτων, αν και µπορεί να οδηγήσει σε ένα 

πολύ δύσκαµπτο πίνακα όταν πρόκειται για επαφή µεταξύ µη παραµορφώσιµων 

σωµάτων. 

 

Υβριδικές και ανάµεικτες µέθοδοι 

 Στην υβριδική µέθοδο το στοιχείο επαφής προέρχεται από µια συνδυασµένη 

ενεργειακή αρχή µέσω της εφαρµογής της συνέχειας της επιφάνειας επαφής ως 

περιορισµού και θεωρώντας της δυνάµεις της επαφής ως πρόσθετα στοιχεία. Οι 

ανάµεικτες µέθοδοι χρησιµοποιούνται για την υπερπήδηση των δυσκολιών της 

µεθόδου Lagrange. 
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Ευθείς περιορισµοί 

  Άλλη µία µέθοδος για την επίλυση του προβλήµατος της επαφής είναι η 

µέθοδος των ευθέων περιορισµών.  Σε αυτή τη διαδικασία, παρακολουθείται η 

κίνηση των σωµάτων και µόλις προκύψει επαφή, εφαρµόζονται ευθείς περιορισµοί 

στην κίνηση µέσω των συνοριακών συνθηκών – τόσο κινηµατικοί περιορισµοί στους 

µετασχηµατισµένους βαθµούς ελευθερίας, όσο και στις κοµβικές δυνάµεις. Αυτή η 

µέθοδος µπορεί να είναι πολύ ακριβής εάν το πρόγραµµα µπορεί να προβλέψει πότε 

ακριβώς θα προκύψει η επαφή και δεν χρειάζεται ειδικά στοιχεία ανοχής.  

 

2.2.3 Ορισµός των προς επαφή σωµάτων 

 

 Υπάρχουν δύο είδη σωµάτων στην ανάλυση επαφής – παραµορφώσιµα και µη 

παραµορφώσιµα. Όπως φαίνεται και στην Εικόνα 2.2 τα παραµορφώσιµα σώµατα 

αποτελούνται από ένα σύνολο πεπερασµένων στοιχείων. 

 

 

Εικόνα 2.2: Παραµορφώσιµο σώµα [30]. 

 

Αυτό το σώµα έχει τρία σηµεία κλειδιά: 

 

1. Τα πεπερασµένα στοιχεία από τα οποία αποτελείται. 

2. Τους κόµβους που βρίσκονται στην εξωτερική του επιφάνεια και µπορούν να 

έρθουν σε επαφή µε άλλα σώµατα ή µε το ίδιο. Αυτοί οι κόµβοι θεωρούνται 

εν δυνάµει κόµβοι επαφής. 

 - 51 -  



3. Τις ακµές (2D) ή τις έδρες (3D) που περιγράφουν την εξωτερική του 

επιφάνεια µε την οποία ένας κόµβος ή ένα άλλο σώµα µπορεί να έρθει σε 

επαφή. Αυτές οι ακµές / έδρες θεωρούνται εν δυνάµει τοµείς επαφής. 

 Είναι σηµαντικό ότι αυτό το σώµα µπορεί να είναι πολλαπλώς ενωµένο (δηλ. 

να περιέχει οπές). Είναι ακόµη δυνατόν να αποτελείται τόσο από τριγωνικά 

πεπερασµένα στοιχεία, όσο και από τετράπλευρα, αν είναι δισδιάστατο και από 

τετράεδρα και εξάεδρα πεπερασµένα στοιχεία αν είναι τρισδιάστατο. Ακόµη είναι 

διαθέσιµα για ανάλυση επαφής, στοιχεία ράβδοι και στοιχεία κελύφη.  

 Τα µη παραµορφώσιµα σώµατα αποτελούνται από γραµµές όταν είναι 

δισδιάστατα και από επιφάνειες όταν είναι τρισδιάστατα. Μπορούν ακόµη να 

αποτελούνται από ειδικά, «θερµικά» πεπερασµένα στοιχεία όταν πρόκειται για 

θερµό-µηχανική ανάλυση. Το πιο σηµαντικό σηµείο των µη παραµορφώσιµων 

σωµάτων είναι αυτό που δηλώνει και το όνοµά τους, ότι δηλαδή δεν 

παραµορφώνονται. Τα µη παραµορφώσιµα σώµατα µπορούν να έρθουν σε επαφή µε 

παραµορφώσιµα σώµατα, αλλά δεν µπορούν να έρθουν σε επαφή µε άλλα µη 

παραµορφώσιµα σώµατα. Μπορούν να δηµιουργηθούν µε τη βοήθεια κάποιου 

συστήµατος CAD και να περάσουν στο MSC.MARC 2005  µέσα από το σχεδιαστικό 

κοµµάτι του λογισµικού συστήµατος, το Mentat, ή να δηµιουργηθούν απευθείας 

χρησιµοποιώντας το Mentat. Υπάρχουν διάφοροι τύποι γραµµών και επιφανειών που 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν όπως φαίνεται και στην Εικόνα 2.3. 

 
2D 3D 

line 4-node patch 

circular arc ruled surface 

spline surface of revolution 

NURB Bezier 

 poly-surface 

 cylinder 

 sphere 

 NURB 

 trimmed NURB 

  

Εικόνα 2.3: ∆ιάφορα είδη γραµµών και επιφανειών για τη δηµιουργία µη παραµορφώσιµων 

σωµάτων. 
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 Όλες αυτές οι γεωµετρικές οντότητες µπορούν να προσεγγισθούν µε δύο 

τρόπους, είτε τµηµατικά είτε αναλυτικά. Όταν θεωρούνται τµηµατικά, διαιρούνται σε 

ευθύγραµµα τµήµατα – οι γραµµές – και σε επίπεδα οι επιφάνειες. Ελέγχοντας την 

πυκνότητα της διαίρεσης µπορεί να ρυθµιστεί η ακρίβεια αυτής της προσέγγισης. 

Όταν προσεγγίζονται αναλυτικά βελτιώνεται η ακρίβεια της αναπαράστασης. Άλλο 

ένα σηµαντικό σηµείο κατά τον καθορισµό της γεωµετρίας των µη παραµορφώσιµων 

σωµάτων είναι ο ορισµός της εσωτερικής και της εξωτερικής τους πλευράς. Αυτό 

γίνεται χρησιµοποιώντας τον κανόνα του δεξιού χεριού καθώς ακολουθείται µια 

γραµµή στις δύο διαστάσεις και καθώς ακολουθείται ένα κοµµάτι επιφανείας στις 

τρεις διαστάσεις. 

 

 

Εικόνα 2.4: Προσανατολισµός τοµέων µη παραµορφώσιµων σωµάτων [30]. 

 

 

2.2.4 Κίνηση των προς επαφή σωµάτων 

 

 Η κίνηση των παραµορφώσιµων σωµάτων καθορίζεται συµβατικά από την 

εφαρµογή µετακινήσεων, δυνάµεων και κατανεµηµένων φορτίων σε αυτά. Είναι 

προτιµότερο να µην εφαρµόζονται µετακινήσεις ή σηµειακά φορτία σε κόµβους οι 

οποίοι µπορεί να έλθουν σε επαφή µε άλλα µη παραµορφώσιµα σώµατα. Αν είναι 

απαραίτητος ο καθορισµός µιας µετακίνησης είναι καλύτερο να δηµιουργηθεί ένα νέο 

µη παραµορφώσιµο σώµα και να εφαρµοστεί η κίνηση σε αυτό. Οι επιφάνειες 

συµµετρίας αντιµετωπίζονται σαν να είναι ειδικά σώµατα τα οποία έχουν την 

ιδιότητα να µην εµφανίζουν τριβή και οι κόµβοι τους να µην διαχωρίζονται. 

 Υπάρχουν τρεις τρόποι να καθοριστεί η κίνηση µη παραµορφώσιµων 

επιφανειών: 
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- Καθορισµένη ταχύτητα. 

- Καθορισµένη θέση. 

- Καθορισµένο φορτίο. 

 Σχετιζόµενο µε ένα µη παραµορφώσιµο σώµα, είναι ένα σηµείο το οποίο 

ονοµάζεται κέντρο περιστροφής (centroid). Όταν επιλέγεται µια από τις δύο πρώτες 

µεθόδους, καθορίζεται η µεταφορική κίνηση και η περιστροφική κίνηση αυτού του 

σηµείου, γύρω από έναν άξονα ο οποίος περνάει από αυτό το σηµείο (βλ. Εικόνα 

2.5). Η διεύθυνση του άξονα αυτού, µπορεί να καθοριστεί για τρισδιάστατα 

προβλήµατα, ενώ για προβλήµατα στις δύο διαστάσεις ο άξονας περιστροφής είναι 

µια γραµµή παράλληλη µε το επίπεδο. Όταν χρησιµοποιούνται µη παραµορφώσιµα 

σώµατα, ελεγχόµενα από φορτία, ένας πρόσθετος κόµβος σχετίζεται µε κάθε µη 

παραµορφώσιµο σώµα (βλ. Εικόνα 2.6). Έτσι το φορτίο µεταφέρεται στους κόµβους 

που έρχονται σε επαφή µε την µη παραµορφώσιµη επιφάνεια. 

 

 

 

 

Εικόνα 2.5: Μη παραµορφώσιµη επιφάνεια ελεγχόµενη από ταχύτητα [30]. 
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Εικόνα 2.6: Μη παραµορφώσιµη επιφάνεια ελεγχόµενη από φορτίο [30]. 

2.2.5 Ανίχνευση της επαφής 

 

 Κατά τη βηµατική διαδικασία επίλυσης, κάθε προς επαφή κόµβος, ελέγχεται 

αρχικά για να διαπιστωθεί αν βρίσκεται κοντά σε έναν τοµέα επαφής. Οι τοµείς 

επαφής είναι είτε ακµές άλλων δισδιάστατων παραµορφώσιµων σωµάτων, είτε έδρες 

άλλων τρισδιάστατων σωµάτων, είτε τοµείς µη παραµορφώσιµων σωµάτων. Εξ 

ορισµού κάθε κόµβος, θα µπορούσε να έρθει σε επαφή µε οποιονδήποτε άλλον 

τοµέα, περιλαµβανοµένων και τοµέων που ανήκουν στο ίδιο σώµα µε τον κόµβο. 

Αυτό επιτρέπει σε ένα σώµα να έρθει σε επαφή µε τον εαυτό του. Για την 

απλοποίηση των υπολογισµών µπορεί να χρησιµοποιηθεί η επιλογή του πίνακα 

επαφής, για να καθοριστεί αν ένα συγκεκριµένο σώµα µπορεί ή όχι να έρθει σε 

επαφή µε τον εαυτό του.  

 Εξαιτίας της πιθανής ύπαρξης µεγάλου αριθµού κόµβων και τοµέων, έχουν 

αναπτυχθεί επαρκείς αλγόριθµοι για την επίλυση αυτών των διαδικασιών. Ένας 

αλγόριθµος περικλείοντος κουτιού χρησιµοποιείται, για να ξεκαθαριστεί γρήγορα αν 

ένας κόµβος βρίσκεται κοντά σε έναν τοµέα επαφής. Αν ο κόµβος περάσει µέσα στο 

κουτί, τότε χρησιµοποιούνται πιο ενδελεχείς τεχνικές για τον καθορισµό της ακριβούς 

κατάστασης του κόµβου. 
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 Κατά τη διαδικασία της επαφής, ένας κόµβος είναι σχετικά δύσκολο να έρθει 

ακριβώς σε επαφή µε µια επιφάνεια. Γι’ αυτό το λόγο µια ανοχή επαφής σχετίζεται µε 

κάθε επιφάνεια (βλ. Εικόνα 2.7). 

 

 

Εικόνα 2.7: Ανοχή επαφής [30]. 

 

Αν ένας κόµβος βρεθεί µέσα στην ανοχή επαφής, τότε θεωρείται ότι έρχεται σε 

επαφή µε τον συγκεκριµένο τοµέα. Η ανοχή επαφής υπολογίζεται από το πρόγραµµα, 

ως µικρότερη από το 5% της πλευράς του µικρότερου πεπερασµένου στοιχείου. Είναι 

ακόµη δυνατόν να καθοριστεί κατά βούληση η ανοχή επαφής από τον χρήστη του 

προγράµµατος. Κατά τη διάρκεια ενός βήµατος επίλυσης, αν ένας κόµβος Α κινηθεί 

από το Α(t)  στο Α(trial) (t + ∆t) όπου Α(trial) (t + ∆t) είναι µέσα στην ανοχή επαφής, τότε 

ο κόµβος θεωρείται ότι έχει εισχωρήσει στην επιφάνεια. Σε αυτήν την περίπτωση το 

βήµα είτε διαιρείται σε υπό – βήµατα, είτε µειώνεται σε µέγεθος (βλ. Εικόνα 2.8). 

 

 

Εικόνα 2.8: ∆οκιµαστική µετατόπιση µε εισχώρηση [30]. 

 

 Το µέγεθος της ανοχής επαφής έχει καθοριστική σηµασία για το υπολογιστικό 

κόστος και την ακρίβεια της λύσης. Αν η ανοχή επαφής είναι πολύ µικρή, τότε η 

ανίχνευση της επαφής καθίσταται δύσκολη µε αποτέλεσµα το υψηλότερο 
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υπολογιστικό κόστος. Ακόµη, πολλοί κόµβοι, µπορεί να θεωρηθούν ότι εισχωρούν, 

µε αποτέλεσµα να αυξηθεί η διαίρεση των βηµάτων επίλυσης αυξάνοντας το 

υπολογιστικό κόστος. Αν η ανοχή επαφής είναι πολύ µεγάλη, τότε κάποιοι κόµβοι 

θεωρείται ότι έρχονται σε επαφή πρόωρα, µε αποτέλεσµα την απώλεια της ακρίβειας. 

Επιπροσθέτως, κάποιοι κόµβοι µπορεί να «εισχωρήσουν» στην επιφάνεια σε µεγάλο 

βαθµό. 

 

 

2.2.6 Εφαρµογή περιορισµών 

 

 Για την επαφή µεταξύ ενός παραµορφώσιµου σώµατος και µιας µη 

παραµορφώσιµης επιφάνειας, ο περιορισµός που σχετίζεται µε τη µη διείσδυση, 

επιτυγχάνεται µε τη µετατροπή των βαθµών ελευθερίας του προς επαφή κόµβου και 

την εφαρµογή µιας συνοριακής συνθήκης για την κάθετη µετατόπιση. Μπορούµε, 

λοιπόν, να θεωρήσουµε την επίλυση του παρακάτω συστήµατος:  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

b

a

b

a

bbab

baaa

f
f

u
u

KK
KK ˆˆ

ˆ

ˆˆˆ . 

όπου το  αναπαριστά τους κόµβους σε επαφή, οι οποίοι έχουν τοπική µετατροπή 

και το  αναπαριστά τους κόµβους που δεν εφάπτονται πουθενά και έτσι δεν έχουν 

υποστεί καµία µετατροπή. Στους  κόµβους που έχουν υποστεί µετατροπή, η 

µετατόπιση στην κάθετη διεύθυνση περιορίζεται έτσι ώστε το 

â

b̂

nâδ  να είναι ίσο µε τη 

βηµατική, κάθετη µετατόπιση του µη παραµορφώσιµου σώµατος στο σηµείο επαφής 

(βλ. Εικόνα 2.9).  
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Εικόνα 2.9: Σύστηµα που έχει υποστεί µετατροπή (2D) [30]. 

 

 Καθώς ένα µη παραµορφώσιµο σώµα, µπορεί να αναπαρασταθεί σαν µια 

τµηµατικά γραµµική ή σαν µια αναλυτική (NURB) επιφάνεια, χρησιµοποιούνται δύο 

διαδικασίες. Για τµηµατικά γραµµικές αναπαραστάσεις, η κάθετη µετατόπιση είναι 

συνεχής µέχρι ο κόµβος P να συναντήσει µια γωνία µεταξύ δύο τοµέων όπως 

φαίνεται στο Εικόνα 2.3.6.2. Κατά τη διάρκεια της επαναληπτικής διαδικασίας 

µπορεί να προκύψει µία από τις τρεις παρακάτω καταστάσεις. Αν η γωνία α είναι 

µικρή        (- αsmooth < α < αsmooth),  τότε ο κόµβος P περνά στον επόµενο τοµέα. Σε 

αυτή την περίπτωση η κάθετη µετατόπιση επαναπροσδιορίζεται µε βάση το νέο 

τοµέα. Αν η γωνία α είναι µεγάλη ( α >  αsmooth ή α < - αsmooth ), τότε ο κόµβος 

διακόπτει την επαφή µε την επιφάνεια αν βρίσκεται στην εξωτερική πλευρά της 

γωνίας ή κολλάει στην επιφάνεια αν βρίσκεται στην εσωτερική πλευρά της γωνίας. Η 

τιµή της αsmooth είναι σηµαντική για τον έλεγχο του υπολογιστικού κόστους. Μια 

µεγάλη τιµή για την αsmooth µειώνει το κόστος, αλλά µπορεί να οδηγήσει σε 

ανακρίβειες. Η προκαθορισµένες τιµές του προγράµµατος είναι 8,625 µοίρες για 

δισδιάστατη ανάλυση και 20 µοίρες για τρισδιάστατη. 

 

 

Εικόνα 2.10: Γωνιακές συνθήκες για εξωτερική και εσωτερική πλευρά αντίστοιχα (2D) [30]. 
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 Στις τρεις διαστάσεις οι γωνιακές συνθήκες είναι περισσότερο πολύπλοκες. 

Ένας κόµβος (P) σε επαφή µε έναν επίπεδο τοµέα Α, γλιστράει ελεύθερα µέχρι να 

συναντήσει την τοµή µεταξύ δύο τοµέων. Αν βρίσκεται στην εσωτερική πλευρά, τότε 

προσπαθεί αρχικά να κινηθεί πάνω στην τοµή, πριν περάσει στον τοµέα Β (βλ. 

Εικόνα 2.11). Αυτή είναι και η φυσική ακολουθία της κίνησης (προς τη µικρότερη  

ενεργειακή κατάσταση). Αυτές οι γωνιακές συνθήκες ισχύουν και στην περίπτωση 

της ανάλυσης επαφής µεταξύ παραµορφώσιµων σωµάτων. Εξαιτίας του γεγονότος 

ότι τα σώµατα αλλάζουν συνεχώς Εικόνα, οι γωνιακές συνθήκες 

επαναπροσδιορίζονται συνεχώς. 

 

 

 

Εικόνα 2.11: Γωνιακές συνθήκες για εσωτερική και εξωτερική πλευρά αντίστοιχα (3D) [30]. 

 

 

 Όταν ένα µη παραµορφώσιµο σώµα αναπαρίσταται σαν αναλυτική επιφάνεια, 

η κάθετη µετατόπιση επαναπροσδιορίζεται σε κάθε επανάληψη µε βάση τη θέση του 

κόµβου κάθε στιγµή. Αυτό οδηγεί σε µια ακριβέστερη λύση, αλλά έχει µεγαλύτερο 

υπολογιστικό κόστος εξαιτίας της αναπαράστασης NURB. 

 Όταν ένας κόµβος ενός παραµορφώσιµου σώµατος έρθει σε επαφή µε ένα 

άλλο παραµορφώσιµο σώµα, αυτοµάτως εφαρµόζεται ένας περιορισµός πολλαπλών 

σηµείων. Γνωρίζοντας τις εξωτερικές ακµές (2D) ή τις εξωτερικές πλευρές (3D) των 

άλλων παραµορφώσιµων σωµάτων, σχηµατίζεται ένα σύνολο περιορισµών. Για 

δισδιάστατη ανάλυση περιορίζονται τρεις κόµβοι – δύο από την ακµή και ο 

εφαπτόµενος κόµβος. Στις τρεις διαστάσεις ο αριθµός των περιοριζόµενων κόµβων 
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είναι πέντε – τέσσερις από τον επίπεδο τοµέα και ο εφαπτόµενος κόµβος. Η εξίσωση 

των περιορισµών είναι τέτοια ώστε ο εφαπτόµενος κόµβος να µπορεί να γλιστρήσει 

πάνω στον τοµέα υποκείµενος στις εκάστοτε  συνθήκες τριβής. Αυτό οδηγεί σε µια 

µη οµογενή, µη γραµµική εξίσωση περιορισµών. 

 Κατά τη διάρκεια της επαναληπτικής διαδικασίας, ένας κόµβος µπορεί να 

γλιστρήσει από έναν τοµέα σε έναν άλλο, αλλάζοντας κάθε φορά τους κόµβους που 

σχετίζονται µε τον περιορισµό. 

 

 

2.2.7 Μοντελοποίηση της τριβής 

 

 Η τριβή είναι ένα πολύπλοκο φυσικό φαινόµενο που περιλαµβάνει τα 

χαρακτηριστικά της επιφάνειας στην οποία εµφανίζεται όπως την τραχύτητα, τη 

θερµοκρασία, την ορθή τάση και τη σχετική ταχύτητα. Η κατανόηση της φυσικής της 

τριβής συνεχίζει να είναι ένα θέµα για συνεχή επιστηµονική έρευνα. Συνεπώς η 

αριθµητική µοντελοποίηση του φαινοµένου έχει απλοποιηθεί σε δύο ιδανικά µοντέλα. 

 Το πιο δηµοφιλές µοντέλο είναι το µοντέλο τριβής Coulomb. Αυτό το 

µοντέλο χρησιµοποιείται στις περισσότερες εφαρµογές, εκτός από εφαρµογές  

µορφοποίησης όγκου, όπως είναι η σφυρηλασία. Το µοντέλο Coulomb ορίζεται ως: 

tnfr ⋅−≤ µσσ . 

όπου 

 σn είναι η ορθή τάση. 

 σfr είναι η εφαπτοµένη τάση (τάση τριβής). 

 µ είναι ο συντελεστής τριβής. 

 t είναι το εφαπτόµενο διάνυσµα στην κατεύθυνση της σχετικής ταχύτητας. 

r

r

V
Vt = . 

όπου Vr είναι η σχετική ταχύτητα ολίσθησης. 

Συχνά το µοντέλο Coulomb γράφεται σε σχέση µε τις δυνάµεις: 

tff nt ⋅−≤ µ . 

όπου  

 ft είναι η εφαπτοµένη δύναµη. 
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 fn είναι η κάθετη αντίδραση. 

 Αρκετά συχνά σε προβλήµατα επαφής, δηµιουργούνται ουδέτερες γραµµές. 

Αυτό σηµαίνει ότι επάνω σε µια επιφάνεια επαφής, υλικό ρέει προς µια κατεύθυνση 

σε ένα κοµµάτι της επιφάνειας και προς την αντίθετη κατεύθυνση σε ένα άλλο 

κοµµάτι της επιφάνειας. Αυτές οι ουδέτερες γραµµές δεν είναι γνωστές, εκ των 

προτέρων, συνήθως.  

 Για µια δεδοµένη κάθετη τάση, η τάση της τριβής έχει συµπεριφορά 

βηµατικής συνάρτησης µε βάση την τιµή του vr  ή την τιµή του ∆u (βλ. Εικόνα 2.12). 

 

 

Εικόνα 2.12: Το µοντέλο τριβής Coulomb [30]. 

 

 Αυτή η ασυνέχεια στην τιµή του σfr µπορεί να οδηγήσει σε αριθµητικές 

δυσκολίες  έτσι χρησιµοποιείται ένα διαφοροποιηµένο µοντέλο τριβής Coulomb. 

t
RVCNST

Vr
nfr ⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−≤ arctan2

π
µσσ . 

 Στην πραγµατικότητα το RVCNST είναι η τιµή της σχετικής ταχύτητας των 

δύο σωµάτων όταν ολισθαίνουν µεταξύ τους. Η τιµή του RVCNST είναι σηµαντική 

για τον καθορισµό της ακρίβειας του µαθηµατικού µοντέλου όσον αφορά στην 

αναπαράσταση της βηµατικής συνάρτησης. Μεγάλη τιµή του RVCNST συνεπάγεται 

µείωση της τιµής της τριβής που αναπτύσσεται, ενώ µικρή τιµή του RVCNST οδηγεί 

σε δυσκολία της επαναληπτικής µεθόδου να συγκλίνει. Συνίσταται η τιµή του 

RVCNST να είναι µεταξύ του 1% και 10% της πραγµατικής σχετικής ταχύτητας Vr. 

Εξαιτίας αυτής της διαδικασίας οµαλοποίησης, ένας κόµβος που βρίσκεται σε επαφή, 

πάντοτε θα εµφανίζει ένα ποσό ολίσθησης. Εκτός των αριθµητικών λόγων, αυτό το 
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µοντέλο «αέναης ολίσθησης» έχει και βάση στη φυσική. Οι Oden  και Pires έδειξαν 

ότι για τα µέταλλα  υπάρχει µια ελαστο – πλαστική παραµόρφωση σε µικροσκοπικό 

επίπεδο (ονοµαζόµενη «ψυχρή συγκόλληση»), η οποία οδηγεί σε µη τοπική, µη 

γραµµική τριβική συµπεριφορά.   

 Ένας ειδικός τύπος µοντέλου τριβής είναι η επιλογή συγκόλλησης, η οποία 

θεωρεί ότι δεν υφίσταται σχετική, εφαπτοµενική κίνηση µεταξύ των εφαπτόµενων 

σωµάτων. Η συγκολληµένη κίνηση ενεργοποιείται από την επιλογή του πίνακα 

επαφής. Μια συνηθισµένη εφαρµογή επαφής είναι η ένωση δυο διαφορετικών 

πλεγµάτων πεπερασµένων στοιχείων. Σε αυτή την περίπτωση, καθορίζοντας µια 

υπερβολικά µεγάλη δύναµη διαχωρισµού και εφαρµόζοντας την επιλογή της 

συγκόλλησης, γράφονται αυτοµάτως οι εξισώσεις των περιορισµών για τα δύο 

πλέγµατα των πεπερασµένων στοιχείων. 

 

 

2.3 Επιλογή τύπου πεπερασµένων στοιχείων  

 

2.3.1 Γενικά 

 

 Το λογισµικό πρόγραµµα MSC.MARC 2005  επιτρέπει την επαφή σχεδόν µε 

κάθε διαθέσιµο τύπο πεπερασµένου στοιχείου, αλλά η χρήση συγκεκριµένων 

στοιχείων έχει συνέπειες στη διαδικασία της ανάλυσης. Η ανάλυση επαφής µπορεί να 

διεξαχθεί µε όλους τους τύπους των δοµικών, σε σειρά πεπερασµένων στοιχείων, 

εκτός από εκείνα που είναι συµµετρικά εκ περιστροφής µε στρέψη. Η µοντελοποίηση 

της τριβής περιλαµβάνεται σε όλα αυτά τα στοιχεία, εκτός από εκείνα που είναι ηµί – 

άπειρα. Υψηλότερης τάξης ισοπαραµετρικού Εικόνατος  συναρτήσεις  έχουν 

αναγωγικές συναρτήσεις οι οποίες οδηγούν στις ισοδύναµες δυνάµεις που 

εµφανίζονται µεταξύ των γωνιακών και των κεντρικών κόµβων των στοιχείων. 

Καθώς αυτό επηρεάζει καταλυτικά την ανίχνευση της τριβής, αλλά και το 

διαχωρισµό των σωµάτων που ήλθαν σε επαφή, έχει εφαρµοσθεί µια διαδικασία για 

την αποφυγή αυτού του προβλήµατος. Στις εξωτερικές επιφάνειες οι κεντρικοί 

κόµβοι περιορίζονται σε σχέση µε τους γωνιακούς αυτοµάτως. Συνεπώς, αυτό έχει 

σαν αποτέλεσµα την γραµµική µεταβολή της µετατόπισης σε αυτές τις επιφάνειες. Τα 
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υπόλοιπα στοιχεία στο εσωτερικό µέρος του σώµατος συµπεριφέρονται µε το 

συµβατικό τρόπο της υψηλότερης τάξης. 

 Σε αρκετές αναλύσεις µεθόδων κατασκευής, τα χαµηλότερης τάξης 

πεπερασµένα στοιχεία συµπεριφέρονται καλύτερα, εξαιτίας της ικανότητάς τους να 

αναπαριστούν µεγάλες παραµορφώσεις, και άρα συνίστανται για τέτοιου είδους 

εφαρµογές. 

 

 

2.3.2 Τύποι στοιχείων 

 

 Η επιλογή του είδους των στοιχείων που θα χρησιµοποιηθούν βασίζεται σε 

διάφορα κριτήρια µεταξύ των οποίων είναι: 

 Η διάσταση του προβλήµατος αν είναι δισδιάστατο ή τρισδιάστατο  

 Η γεωµετρία της κατασκευής  

 Το είδος του υλικού 

 Το είδος και ο τρόπος της φόρτισης  

 Ο τρόπος επίλυσης  

 Το είδος των επιθυµητών αποτελεσµάτων 

 

 Οι οικογένειες στοιχείων που βασίζονται στα τριγωνικά, ορθογωνικά και 

τετραεδρικά στοιχεία εν γένει δεν µπορούν να παραστήσουν ικανοποιητικά τα όρια 

ενός σώµατος. ∆ηλαδή οι συντεταγµένες των στοιχείων µπορούν να 

µετασχηµατιστούν σε νέα συστήµατα στον καρτεσιανό χώρο (στοιχεία µονοδιάστατα, 

δισδιάστατα ή τρισδιάστατα απεικονίζονται σε παράγωγες µορφές στον καρτεσιανό 

χώρο). Ισοπαραµετρικά στοιχεία είναι αυτά που ο αριθµός των κόµβων σε κάθε 

πλευρά του στοιχείου που χρησιµοποιούνται για την περιγραφή των συντεταγµένων 

συµπίπτει µε τον αριθµό των κόµβων που χρησιµοποιούνται για την περιγραφή των 

µετακινήσεων. Τα ισοπαραµετρικά στοιχεία συχνά µειώνουν την ταχύτητα 

σύγκλισης. 

2.3.3 Τα ισοπαραµετρικά πεπερασµένα στοιχεία 

 

 Η ισοπαραµετρική διατύπωση µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την παραγωγή 
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πολλών χρήσιµων στοιχείων (Στεφανουδάκης, 2004). Ο ισοπαραµετρικός τύπος κάνει 

δυνατή τη δηµιουργία στοιχείων τα οποία δεν είναι ορθογώνια αλλά έχουν καµπύλες 

πλευρές. Αυτές οι µορφές των στοιχείων είναι πολύ χρήσιµες για τη διακριτοποίηση 

και την αναπαραγωγή κυρτών επιφανειών. Η οικογένεια των ισοπαραµετρικών 

στοιχείων περιλαµβάνει στοιχεία επίπεδα, στερεά, πλάκες και κελύφη για την 

επίλυση των αντίστοιχων προβληµάτων. 

 Η αρχή στην οποία στηρίζεται η προτεινόµενη µεθοδολογία βασίζεται στη 

θεώρηση κατ’ αρχάς, µιας απεικόνισης ένα προς ένα µεταξύ των καµπυλόγραµµων 

και των καρτεσιανών συντεταγµένων. Έχοντας αυτή την απεικόνιση είναι δυνατόν να 

καταγραφούν σε τοπικά συστήµατα οι συναρτήσεις Εικόνατος και στη συνέχεια µε 

κατάλληλους µετασχηµατισµούς να θεµελιωθούν οι ιδιότητες του στοιχείου βάσει 

των καµπυλόγραµµων συντεταγµένων. Όµως για να πάρουµε τις τελικές εξισώσεις 

ισορροπίας του σώµατος θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί η αντίστροφη απεικόνιση, εφ’ 

όσον οι εξισώσεις αυτές αναφέρονται στον καρτεσιανό χώρο. 

 Στον τύπο των ισοπαραµετρικών στοιχείων πρέπει να χρησιµοποιηθούν οι 

τοπικές συντεταγµένες (σύστηµα ξ, η, ζ). Τα διαστήµατα εκφράζονται αρχικά στα 

τοπικά συστήµατα συντεταγµένων και στη συνέχεια καθορίζονται και στο ολικό. Για 

να γίνει αυτή η µετατροπή πρέπει να χρησιµοποιηθεί ο πίνακας J που ονοµάζεται 

«Ιακωβιανός» πίνακας. 

 Για να είναι ένα στοιχείο ισοπαραµετρικό θα πρέπει να ικανοποιεί κάποιες 

συνθήκες. Με τον όρο ισοπαραµετρικό εννοείται «ίδιες παράµετροι», που σηµαίνει 

ότι επειδή οι µετατοπίσεις αλλά και οι συντεταγµένες εξαρτώνται από τον βαθµό των 

κόµβων θα πρέπει οι πίνακες Ν και Ñ να είναι ίδιοι για να είναι ένα στοιχείο 

ισοπαραµετρικό. Οι Ν και Ñ δίνονται από τις παρακάτω εξισώσεις: 

1. ο βαθµός ελευθερίας του κόµβου {d} καθορίζει τη µετατόπιση [u   v   w] ενός 

σηµείου στο στοιχείο η οποία δίνεται από τον πίνακα [u   v   w]Τ = [Ν] {d}. 

2. οι συντεταγµένες του κόµβου {c} καθορίζουν τις συντεταγµένες [x   y   z] ενός 

σηµείου στο στοιχείου µε τον πίνακα [x   y   z]Τ = [Ñ]{c}. 

Οι πίνακες Ν και Ñ είναι συναρτήσει των ξ, η και ζ. Αν ο Ν είναι µεγαλύτερου 

βαθµού από ότι ο Ñ τότε το στοιχείο ονοµάζεται υποπαραµετρικό, αλλά αν ο Ν είναι 

µικρότερου βαθµού από τον Ñ τότε το στοιχείο λέγεται υπερπαραµετρικό. 
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2.4 Επαναληπτικές µέθοδοι επίλυσης µη γραµµικών 

συστηµάτων 

2.4.1 Γενικά 

 

 Η διακριτοποίηση και στη συνέχεια η επίλυση συστηµάτων τα οποία 

παρουσιάζουν µη γραµµική συµπεριφορά, απαιτεί την αναπαράστασή τους από ένα 

σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων για το οποίο πρέπει να βρεθεί λύση. Συνήθως η 

επίλυση ενός τέτοιου συστήµατος είναι αδύνατον να γίνει µε αναλυτικό τρόπο, γι’ 

αυτό και έχουν προταθεί διάφορες επαναληπτικές, αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης, οι 

οποίες έχουν την ικανότητα να συγκλίνουν σε µια αποδεκτή προσέγγιση της λύσης. 

2.4.2 Η µέθοδος Newton – Raphson 

 

 H βάση της µεθόδου Newton – Raphson στην ανάλυση δοµικών 

προβληµάτων, είναι ότι πρέπει να ικανοποιείται η ισορροπία του συστήµατος. Αρχικά 

θεωρούµε τις παρακάτω εξισώσεις: 

)()( uRFuuK −=δ .  (2.5.2-1) 

όπου το u είναι το διάνυσµα της κοµβικής µετατόπισης, το F είναι το διάνυσµα του 

εξωτερικού, κοµβικού φορτίου, το R είναι το διάνυσµα της εσωτερικής, κοµβικής 

αντίδρασης σε αυτό το φορτίο και το K αναπαριστά τον εφαπτόµενο πίνακα 

ακαµψίας. Το διάνυσµα της εσωτερικής κοµβικής αντίδρασης προκύπτει από τις 

εσωτερικές τάσεις ως εξής: 

∑∫=
elem V

T dvR σβ .   

Σε αυτό το σύστηµα εξισώσεων το R και το K είναι συναρτήσει του u. Σε πολλές 

περιπτώσεις, και το F είναι συναρτήσει του u. Η µορφή των εξισώσεων επιτρέπει την 

επίλυσή τους µε τη µέθοδο Newton – Raphson.  

 Θεωρώντας ότι η τελευταία προσέγγιση είναι η δui, όπου ο εκθέτης ( i ) είναι ο 

αύξων αριθµός της επανάληψης, η εξίσωση (2.5.2-1) µπορεί να γραφεί ως εξής: 

)()( 1
1

1
1

−
+

−
+ −= i

n
i
n uRFuuK δ .   

Αυτή η εξίσωση λύνεται ως προς δu iκαι η επόµενη λύση προκύπτει από: 
iii uuu δ+∆=∆ −1  και .   ii

n
i
n uuu δ+= −

++
1
11
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Η επίλυση αυτής της εξίσωσης ολοκληρώνει µια επανάληψη και η διαδικασία µπορεί 

να επαναληφθεί. Ο δείκτης n εννοεί τον αύξοντα αριθµό του βήµατος και 

παρουσιάζει την κατάσταση t = n. 

 Η µέθοδος Newton – Raphson είναι η προεπιλεγµένη µέθοδος που 

χρησιµοποιεί το MSC.MARC 2005  για την επίλυση µη γραµµικών προβληµάτων. 

Παρουσιάζει καλά αποτελέσµατα για τα περισσότερα προβλήµατα (βλ. Εικόνα 2.13), 

αλλά έχει υψηλό υπολογιστικό κόστος για πολύπλοκες τρισδιάστατες αναλύσεις. 

 

 

Εικόνα 2.13: Η πορεία σύγκλισης της µεθόδου Newton – Raphson [30]. 

 

2.4.3 Η τροποποιηµένη µέθοδος Newton – Raphson 

 

 Η τροποποιηµένη µέθοδος Newton – Raphson µοιάζει µε την ολοκληρωµένη 

µέθοδο Newton – Raphson, µε τη διαφορά ότι δεν δηµιουργεί από την αρχή τον 

πίνακα ακαµψίας σε κάθε επανάληψη. 

)()( 10 −−= ii uRFuuK δ . 

Η διαδικασία έχει µικρό υπολογιστικό κόστος, διότι ο εφαπτόµενος πίνακας 

ακαµψίας δηµιουργείται και αποσυντίθεται µια φορά στην αρχή. Από εκεί κι ύστερα, 

κάθε επανάληψη απαιτεί τη δηµιουργία της δεξιάς πλευράς της εξίσωσης µόνο, και 

µια απλή προς τα πίσω αντικατάσταση στη διαδικασία της επίλυσης. Η σύγκλιση 

όµως, είναι γραµµική και υπάρχει πιθανότητα να χρειαστούν πολλές επαναλήψεις ή 
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και να µην συγκλίνει η µέθοδος τελικά. 

 

 

Εικόνα 2.14: Η σύγκλιση της τροποποιηµένης µεθόδου Newton – Raphson [30]. 

 

 Αν προκύψει µη γραµµική συµπεριφορά εξαιτίας επαφής ή εξαιτίας του 

υλικού που µελετάται, δεν είναι δυνατόν να αποφευχθεί η δηµιουργία του πίνακα 

ακαµψίας ξανά. Συνεπώς η µέθοδος έχει αποτέλεσµα σε µεγάλης κλίµακας, αλλά 

ελαφράς µη γραµµικότητας προβλήµατα. Όταν καλείται ο επαναληπτικός αλγόριθµος 

επίλυσης, δεν είναι δυνατή η απλή, προς τα πίσω αντικατάσταση, καθιστώντας τη 

µέθοδο αναποτελεσµατική. Σε αυτές τις περιπτώσεις θα πρέπει να χρησιµοποιείται η 

ολοκληρωµένη µέθοδος Newton – Raphson. 
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Κεφάλαιο 3: Η µοντελοποίηση του προβλήµατος 
 

Γενικά 

 

 Η µελέτη των πολύπλοκων µηχανικών φαινοµένων που προκύπτουν κατά τη 

διαδικασία της δυναµικής καταπόνησης ιστορικών κατασκευών, ιδιαίτερα κατά τη 

διάρκεια σεισµών, έχει γίνει αντικείµενο πολυάριθµων ερευνών τόσο σε 

πανεπιστηµιακό όσο και σε κρατικό επίπεδο. Η συµπεριφορά των τριβόµενων 

επιφανειών, η αντοχή των υλικών στη δυναµική καταπόνηση και οι ιδιότητες, 

γενικότερα των κατασκευών που έχουν αντέξει στη διάρκεια των ετών, είναι µερικά 

από τα πολλά σηµεία, στα οποία έχει εστιαστεί η επιστηµονική έρευνα.  

 Η παρούσα εργασία έχει ως σκοπό, τη µελέτη της συµπεριφοράς µιας 

πραγµατικής, ιστορικής κατασκευής, κατά την καταπόνησή της από έναν πραγµατικό 

σεισµό τα δεδοµένα του οποίου (γράφηµα µετατοπίσεων στον άξονα x) 

χρησιµοποιήθηκαν για την πιστότερη απεικόνιση των πραγµατικών συνθηκών, στις 

οποίες ευρίσκεται η προς µελέτη γέφυρα. Για την πληρέστερη µελέτη των διαφόρων 

φαινοµένων που ανακύπτουν κατά τη διάρκεια του σεισµού, εκτελέστηκαν τέσσερα 

διαφορετικά σενάρια επίλυσης. Από τα αποτελέσµατα των επιλύσεων προέκυψαν 

χρήσιµα αποτελέσµατα τα οποία παρουσιάζονται στο Κεφάλαιο 4.  

 Στο παρόν κεφάλαιο περιγράφεται η διαδικασία µοντελοποίησης του 

προβλήµατος και αναλύονται οι λόγοι για τους οποίους ακολουθήθηκε η 

συγκεκριµένη διαδικασία µε τις αντίστοιχες επιλογές. 

 

 

3.1 Ιστορική αναδροµή 

 

 Η προς µελέτη ιστορική κατασκευή είναι µια µονότοξη, λιθόκτιστη γέφυρα η 

οποία ενώνει δύο όχθες του ποταµού Άραχθου, µέσα στα διοικητικά όρια του Νοµού 

Ιωαννίνων, στην κοινότητα Ραφταναίων, τοποθεσία Πλάκα – από την οποία έχει 

πάρει και το όνοµά της ως «Γεφύρι της Πλάκας» - κοντά στα όρια µε το Νοµό Άρτης. 

Είναι το µεγαλύτερο µονότοξο γεφύρι της Ηπείρου µε άνοιγµα τόξου στα 40 µέτρα 
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και µέγιστο ύψος τα 20 µέτρα. 

 

 

Εικόνα 3.16: Άποψη του τόξου του γεφυριού της Πλάκας. 

  

 Το 1863 ο ∆ηµ. Αρβανιτογιάννης από τα Πράµαντα προσέφερε 30.000 γρόσια 

για την κατασκευή του γεφυριού. Όµως στα εγκαίνια αυτού του έργου το γεφύρι 

σωριάστηκε, µπροστά στα έκπληκτα µάτια των παρευρισκοµένων. Το 1866 χτίστηκε 

το γεφύρι που υπάρχει και σήµερα, µε έξοδα των Ιωάννη Λούλη από την Αετορράχη, 

Αναγνώστη Λύτρα και Ιωάννη Ρήγκα από τα Πράµαντα του Αναγνώστη Μάρου από 

τους Μελισσουργούς, των κοινοτήτων Πραµάντων και Μελισσουργών, ενώ η 

κοινότητα Αγνάντων προσέφερε την ξυλεία για τις σκαλωσιές του οικοδοµήµατος. 

Επίσης, γειτονικές κοινότητες προσέφεραν χρηµατικά ποσά και προσωπική εργασία. 

 Για το χτίσιµο του γεφυριού υπάρχει η παράδοση ότι στέριωσαν άνθρωπο στα 

θεµέλιά του. Άλλοι ισχυρίζονταν ότι έβαλαν έναν Τούρκο κι άλλοι µια επιληπτική 

κοπέλα από το χωριό Μονολίθι. Το 1881 ο Άραχθος έγινε το σύνορο µεταξύ Ελλάδας 

και Τουρκίας και δίπλα από το γεφύρι της Πλάκας, από την νότια πλευρά, 

κατασκευάστηκε υποτελωνείο, ενώ και οι Τούρκοι κατασκεύασαν φυλάκιο κοντά στο 

γεφύρι.  
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Εικόνα 3.17: Άποψη του καταστρώµατος του γεφυριού της Πλάκας.  

  

 Στο χάνι που βρίσκεται κοντά στο γεφύρι το Φεβρουάριο του 1942 ήρθαν σε 

συνεννόηση οι αντάρτικες οργανώσεις ΕΑΜ και Ε∆ΕΣ και υπέγραψαν συµφωνία 

κατάπαυσης των εχθροπραξιών. 

 

3.2 Η µοντελοποίηση της κατασκευής 

 

 Η µελέτη του προβλήµατος πραγµατοποιήθηκε µε τη µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων και για την υλοποίησή της χρησιµοποιήθηκε το λογισµικό 

πακέτο ηλεκτρονικού υπολογιστή MSC.MARC 2005 της εταιρίας Marc Analysis 

Research Corporation. Το Mentat είναι το κοµµάτι του λογισµικού που 

χρησιµοποιείται για τη µοντελοποίηση του προβλήµατος, ενώ το Marc είναι που 

αναλαµβάνει την επίλυσή του, µέσω των επαναληπτικών αλγορίθµων επίλυσης που 

διαθέτει. 

 Η διαδικασία της µοντελοποίησης της γέφυρας στο περιβάλλον εργασίας του 

Mentat, άρχισε µε το σχεδιασµό των ακµών που ορίζουν το σχήµα του τόξου της, το 

σχήµα της ενισχυτικής τοιχοποιίας εκατέρωθεν του τόξου και των αντίστοιχων 

ανακουφιστικών αψιδωτών οπών. Ακολουθήθηκε η υφιστάµενη γεωµετρία της 

κατασκευής µε τη συνέχεια της ενισχυτικής τοιχοποιίας στο επάνω µέρος του τόξου 

της γέφυρας σε κλίµακα 1:1, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 
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Εικόνα 3.3: Η γεωµετρία της προς µελέτη κατασκευής και ο ορισµών των ακµών στο περιβάλλον 

εργασίας του Mentat. 

 

 Για την αναπαραγωγή του σχήµατος της γέφυρας χρησιµοποιήθηκαν ογδόντα 

(80) ακµές. Στη συνέχεια, µε τη χρησιµοποίηση της εντολής Automesh έγινε ο 

χωρισµός σε πεπερασµένα στοιχεία, όσον αφορά στην ενισχυτική τοιχοποιία 

εκατέρωθεν και πάνω από το τόξο. Η διαδικασία που ακολουθήθηκε έχει ως εξής. 

Αφού σχεδιάστηκαν όλες οι ακµές που ορίζουν τη γεωµετρία της τοιχοποιίας και της 

εξωτερικής πλευράς του τόξου, από το µενού Automesh έγινε η επιλογή 2D Planar 

Meshing. Σε αυτή την επιλογή είναι δυνατόν να δηµιουργηθεί αυτοµάτως ένα σύνολο 

δισδιάστατων πεπερασµένων στοιχείων, µεταβλητής πυκνότητας, αν αυτό κρίνεται 

απαραίτητο, το οποίο θα ορίζεται από ένα σύνολο ακµών, το οποίο µε τη σειρά του 

ορίζει µια – απαραιτήτως – κλειστή γεωµετρία. H πυκνότητα του πλέγµατος των 

πεπερασµένων στοιχείων ορίζεται από το χρήστη και είναι πολύ σηµαντική 

παράµετρος όσον αφορά στην ακρίβεια της µεθόδου.  Η επιλογή της αυτόµατης 
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δηµιουργίας του πλέγµατος των πεπερασµένων στοιχείων δεν έγινε τυχαία. Ήταν 

απαραίτητη λόγω της πολύπλοκης γεωµετρίας της ενισχυτικής τοιχοποιίας, η οποία 

κατέστησε αδύνατο το διαχωρισµό της σε πεπερασµένα στοιχεία µε άλλο τρόπο. 

 Για τη µοντελοποίηση του τόξου ακολουθήθηκε διαφορετική διαδικασία. 

Αρχικά σχεδιάστηκαν οι δύο χορδές που ορίζουν την εξωτερική και την εσωτερική 

περιφέρειά του. Στη συνέχεια ορίσθηκαν από της δύο αυτές χορδές, είκοσι δύο (22) 

επίπεδες επιφάνειες, η οποίες µε την εντολή Convert µετετράπησαν σε ισάριθµα 

σύνολα δισδιάστατων πεπερασµένων στοιχείων. Και πάλι η πυκνότητα της 

διακριτοποίησης ορίζεται από το χρήστη. Η παραπάνω διαδικασία είναι η πιο 

συνηθισµένη όταν πρόκειται να διακριτοποιηθεί µια σχετικά απλή επίπεδη 

γεωµετρία. Ο λόγος για τον οποίο έγινε ο χωρισµός σε ένα τέτοιο πλήθος ξεχωριστών 

επιφανειών αντί µίας και ενιαίας επιφάνειας, είναι ότι αυτές οι επιφάνειες και τα 

πεπερασµένα στοιχεία στα οποία µετατραπήκαν, θα αποτελέσουν τα δοµικά στοιχεία 

του τόξου. Οι διεπιφάνειες µεταξύ των δοµικών στοιχείων χρησιµοποιούνται για την 

προσοµοίωση της δηµιουργίας ρωγµών, η διάδοση των οποίων οδηγεί στη 

δηµιουργία κενών τα οποία είναι δυνατόν, τελικά, να οδηγήσουν ακόµη και στην 

κατάρρευση της κατασκευής.   

 Το αποτέλεσµα της παραπάνω διαδικασίας φαίνεται στην Εικόνα 3.4. Στη 

συγκεκριµένη εικόνα παρατηρείται και ο διαφορετικός βαθµός πυκνότητας του 

πλέγµατος των πεπερασµένων στοιχείων, ο οποίος µεγαλώνει στα σηµεία υψηλού 

ενδιαφέροντος, τα οποία είναι το τόξο και η διεπιφάνειά του µε την ενισχυτική 

τοιχοποιία. 

 

 

Εικόνα 3.4: Άποψη του κάνναβου των πεπερασµένων στοιχείων στα οποία διακριτοποιήθηκε το 

αρχικό σχέδιο. 
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 Συνολικά ο κάνναβος αποτελείται από 4.832 ισοπαραµετρικά, τετράπλευρα 

πεπερασµένα στοιχεία τα οποία ορίζονται από 5.794 κόµβους. Ο λόγος για τον οποίο 

επελέγη η δισδιάστατη µοντελοποίηση της κατασκευής, είναι η συµµετρία της ως 

προς το επιλεγµένο επίπεδο εντός του οποίου δρουν και όλες οι τάσεις, η οποία 

οδηγεί στην παραδοχή ότι οι παραµορφώσεις στον κάθετο του επιλεγµένου επιπέδου 

άξονα, είναι αµελητέες.  

 Τέλος, για τη βελτιστοποίηση της διαδικασίας επίλυσης, όταν τελειώσει η 

µοντελοποίηση των σωµάτων, είναι απαραίτητη η εκτέλεση της εντολής Renumber, η 

οποία έχει σκοπό την απαρίθµηση και σωστή καταχώρηση των πεπερασµένων 

στοιχείων και των κόµβων που τα αποτελούν. Έτσι εξασφαλίζεται ο σωστός 

προσανατολισµός και η ακριβής σύνδεση των στοιχείων που συµµετέχουν στην 

ανάλυση (βλ. Σχήµα 3.5). 

 

 

Εικόνα 3.5: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας της εντολής Renumber. 

3.3 Η µοντελοποίηση της επαφής 

 

 Για τη µελέτη ενός δυναµικού, µηχανικού προβλήµατος, στο οποίο 

εντάσσονται σώµατα τα οποία ευρίσκονται σε επαφή µεταξύ τους, µε τη βοήθεια του 

λογισµικού MSC.MARC 2005, είναι απαραίτητος ο καθορισµός των συνθηκών της 

επαφής µεταξύ των διαφόρων σωµάτων που λαµβάνουν µέρος στην ανάλυση. 

 Αρχικά πρέπει να οριστούν τα προς επαφή σώµατα µέσα από την εντολή 

Contact Bodies. Εν προκειµένω τα δοµικά στοιχεία του τόξου της γέφυρας και η 

ενισχυτική τοιχοποιία εκατέρωθεν και πάνω από αυτό. Τα δοµικά στοιχεία του τόξου 

ορίζονται ως ξεχωριστά σώµατα για τους λόγους που εξηγήθηκαν παραπάνω, ενώ η 
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τοιχοποιία ορίζεται ως ενιαίο σώµα (βλέπε Εικόνα 3.6). Όλα θεωρούνται 

παραµορφώσιµα µε συντελεστή τριβής µ = 0,5. 

 

 

Εικόνα 3.6: Άποψη των 23 συνολικά σωµάτων τα οποία ορίζουν την προς µελέτη κατασκευή. 

 

 Στη συνέχεια, από την εντολή Contact Table, γίνεται ο ορισµός για το ποια 

σώµατα θα έρθουν σε επαφή µε ποια και υπό ποιες συνθήκες. Αναλόγως µε το 

σενάριο που θα εκτελεστεί κάθε φορά, οι επιλογές διαφέρουν. Εν προκειµένω, στο 

πρώτο σενάριο, ορίζεται ότι τα δοµικά στοιχεία του τόξου µπορούν να έρθουν σε 

επαφή σύµφωνα µε τη ρύθµιση Touch. Αυτό σηµαίνει ότι είναι δυνατόν να 

αναπτυχθεί τριβή µεταξύ τους µε συντελεστή µ = 0,5, όπως έχει ορισθεί παραπάνω. 

Το τόξο µε την τοιχοποιία σε αυτή την περίπτωση θεωρείται ότι έρχονται σε επαφή 

σύµφωνα µε τη ρύθµιση Glue. Αυτό σηµαίνει ότι είναι µονίµως σε επαφή µεταξύ 

τους και δεν µπορεί να αναπτυχθεί σχετική ταχύτητα ανάµεσα τους. ∆ηλαδή, 

ουσιαστικά ορίζουµε ότι αναπτύσσεται τριβή µε συντελεστή µ = ∞. Αναλόγως 

ορίζονται οι συνθήκες της επαφής των σωµάτων και για τα υπόλοιπα σενάρια. Στο 

δεύτερο θεωρείται ότι τα δοµικά στοιχεία του τόξου έρχονται σε επαφή σύµφωνα µε 
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τη ρύθµιση Glue µεταξύ τους, ενώ µε την τοιχοποιία έρχονται σε επαφή σύµφωνα µε 

τη ρύθµιση Touch. Στο τρίτο σενάριο ορίζουµε ότι όλα τα σώµατα έρχονται σε επαφή 

µεταξύ τους σύµφωνα µε τη ρύθµιση Touch. Τέλος στο σενάριο που εκτελείται για τη 

διερεύνηση της συµµετοχής της ενισχυτικής τοιχοποιίας στη αντοχή της κατασκευής 

στα δυναµικά φορτία, ορίζουµε ότι τα δοµικά στοιχεία του τόξου έρχονται σε επαφή 

σύµφωνα µε τη ρύθµιση Touch. Στο παρακάτω σχήµα εµφανίζεται µια άποψη του 

περιβάλλοντος εργασίας της εντολής Contact Table.  

 

 

Εικόνα 3.7: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας της εντολής Contact Table, µε έµφαση στις 

εντολές ορισµού και ανίχνευσης της επαφής. 

 

 Τέλος, για να µειωθεί το υπολογιστικό κόστος, από την επιλογή Contact Table 

ορίζουµε ότι κατά τη διάρκεια της επίλυσης του προβλήµατος, η ανίχνευση της 

επαφής, από το λογισµικό πρόγραµµα, θα γίνεται µε διαφορετικό τρόπο κάθε φορά 

αναλόγως το εκτελούµενο σενάριο. 

 

3.4 Ορισµός συνοριακών συνθηκών 

 

 Σε κάθε ανάλυση µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, είναι 

απαραίτητος ο καθορισµών των συνοριακών συνθηκών που επικρατούν και ορίζουν 
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τις στηρίξεις των σωµάτων και τα διάφορα εξωτερικά φορτία που επιδρούν σε αυτά. 

Στη συγκεκριµένη µελέτη οι συνοριακές συνθήκες αφορούν στη στήριξη της 

κατασκευής, στο βάρος της και στην εφαρµογή του δυναµικού φορτίου του σεισµού. 

Από το µενού Boundary Conditions του προγράµµατος έγινε η επιλογή Fixed 

Displacement για να οριστεί η στήριξη της κατασκευής. Πιο συγκεκριµένα, ορίστηκε 

ότι η κατασκευή δεν µπορεί να µετακινηθεί κατά τον άξονα y, µιας και στηρίζεται 

στο έδαφος. Ακόµη, από το ίδιο µενού και στην επιλογή Gravity Load ορίστηκε το 

βάρος της κατασκευής. Ουσιαστικά µε αυτή τη διαδικασία ορίζεται η επιτάχυνση της 

βαρύτητας και το πρόγραµµα υπολογίζει το βάρος της κατασκευής σύµφωνα µε την 

πυκνότητα των υλικών που έχουµε ορίσει όπως θα δειχθεί παρακάτω.  

 Τέλος για την επιβολή της δυναµικής καταπόνησης επελέγη από το ίδιο µενού 

Fixed Displacement µέσω του οποίου εισήχθη το γράφηµα των µετατοπίσεων στον x 

άξονα του σεισµού. Αυτή και η πρώτη συνθήκη της στήριξης επιβλήθηκαν στους 

κόµβους της κατασκευής οι οποίοι έρχονται σε επαφή µε το έδαφος, ενώ το βάρος 

επιβλήθηκε σε όλα τα πεπερασµένα στοιχεία της κατασκευής, όπως φαίνεται και στην 

Εικόνα 3.8. 

 

Εικόνα 3.8: Οι συνοριακές συνθήκες που επιβλήθηκαν για την επίλυση του προβλήµατος. 

 

 

 Πρόκειται για το γράφηµα των µετατοπίσεων στον άξονα x (βλέπε Εικόνα 

3.9) του σεισµού που συνέβη στη ∆υτική Μακεδονία και πιο συγκεκριµένα στην 
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περιοχή της Κοζάνης στις 15 Μαΐου του 1995 µε επίκεντρο την τεχνητή λίµνη 

Πολυφύτου και ένταση 6,6 βαθµών της κλίµακας Ρίχτερ.  

 

 

Εικόνα 3.9: Το γράφηµα των µετατοπίσεων στον x άξονα του σεισµού της Κοζάνης το 1995. 

3.6 Ορισµός των ιδιοτήτων του υλικού 

 

 Όπως είναι φυσικό, για να αποδώσει αποτελέσµατα µια ανάλυση 

πεπερασµένων στοιχείων, θα πρέπει να έχουν οριστεί οι µηχανικές ιδιότητες των 

υλικών που απαρτίζουν τα προς µελέτη σώµατα. Συνεπώς από το µενού Material 

Properties (βλέπε Εικόνα 3.10) επελέγη ο ορισµός ισότροπου υλικού µε τις 

ακόλουθες ιδιότητες για το υλικό του τόξου:  

 Τόξο 

- E = 3.0 Gpa 

- v = 0.22 

- density = 2700 Kg/m3  
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Εικόνα 3.10: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας του ορισµού µηχανικών ιδιοτήτων, της 

επιλογής Material Properties για το ισότροπο υλικό του τόξου. 

 

 Από το µενού Material Properties επελέγη ο ορισµός ισότροπου υλικού µε τις 

ακόλουθες ιδιότητες για το υλικό της ενισχυτικής τοιχοποιίας:  

 Τοιχοποιία 

- E = 30 MPa 

- v = 0.22 

- density = 2700 Kg/m3 

 

  

Εικόνα 3.11: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας του ορισµού ιδιοτήτων εµφάνισης ρωγµών και 

απόσβεσης αντίστοιχα, της επιλογής Material Properties για το ισότροπο υλικό της ενισχυτικής 

τοιχοποιίας. 

 

 Εκτός όµως από αυτές τις ιδιότητες έπρεπε να εισαχθούν επιπλέον στοιχεία 
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για το υλικό της τοιχοποιίας που αφορούν στην εµφάνιση ρωγµών και στις ιδιότητες 

απόσβεσης, τις οποίες εµφανίζει το συγκεκριµένο υλικό όπως φαίνεται στην εικόνα 

3.11. Τέλος τα αποτελέσµατα της παραπάνω διαδικασίας για την απόδοση 

διαφορετικών ιδιοτήτων στα υλικά της κατασκευής, παρουσιάζονται στην παρακάτω 

εικόνα. 

 

 

Εικόνα 3.12: Εικόνα του ορισµού διαφορετικών υλικών στην κατασκευή. 

 

3.7 Ορισµός των συνθηκών ανάλυσης 

 

 Σε αυτό το κοµµάτι της µοντελοποίησης του προβλήµατος, πραγµατοποιείται 

η συγκέντρωση και καταχώριση όλων των παραµέτρων που έχουν καθοριστεί 

παραπάνω, σε µορφή που µπορεί να διαχειριστεί το λογισµικό του ηλεκτρονικού 

υπολογιστή. Επιλέγεται ο τύπος του προς επίλυση προβλήµατος, η διαδικασία 

επίλυσης, ορίζονται οι παράµετροι της επαναληπτικής διαδικασίας, καθορίζεται ο 

τύπος των πεπερασµένων στοιχείων που θα χρησιµοποιηθούν και τέλος, καθορίζονται 

οι παράµετροι για τις οποίες θα ανακτηθούν αποτελέσµατα, καθώς και η συχνότητα 

ανάκτησης αυτών των αποτελεσµάτων. 

 Ο τύπος του προβλήµατος επιλέγεται µέσα από το µενού Loadcase και 

καθορίστηκε ως µηχανικό, δυναµικό, µεταβατικό πρόβληµα επαφής (βλέπε Εικόνα 

3.13). 
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Εικόνα 3.13: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας της επιλογής Loadcase (Mechanical Dynamic 

Transient). 

 

 Η διαδικασία επίλυσης είναι η ολοκληρωµένη µέθοδος Newton – Raphson. Η 

χρονική διάρκεια της προσοµοίωσης ορίστηκε στα 15,5 δευτερόλεπτα, σύµφωνα µε 

τα δεδοµένα του σεισµού και χωρίστηκε σε 775 προκαθορισµένα χρονικά βήµατα 

των 0,02 δευτερολέπτων για το πρώτο και το τέταρτο σενάριο και σε 1240 

προκαθορισµένα χρονικά βήµατα των 0,0125 δευτερολέπτων για το δεύτερο και το 

τρίτο σενάριο (βλέπε Εικόνα 3.14). Ο συγκεκριµένος διαχωρισµό έγινε για την 

προσαρµογή των υπολογιστικών απαιτήσεων του προβλήµατος στις δυνατότητες του 

ηλεκτρονικού υπολογιστή που χρησιµοποιήθηκε για την επίλυσή του. 
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Εικόνα 3.14: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας της επιλογής Loadcase µε έµφαση στο 

διαφορετικό πλήθος των χρονικών βηµάτων επίλυσης. 

 

 Στη συνέχεια στο µενού Job εισάγουµε όλα τα παραπάνω δεδοµένα και 

επιλέγουµε επιπροσθέτως, το είδος της τριβής, τον τύπο των πεπερασµένων 

στοιχείων, καθώς και τα εξαγόµενα αποτελέσµατα που θα προκύψουν µετά το πέρας 

της επαναληπτικής διαδικασίας επίλυσης (βλ. Εικόνα 3.15).  

 

 

Εικόνα 3.15: Άποψη του περιβάλλοντος εργασίας του µενού Job (Mechanical Dynamic Transient). 

 Το είδος της τριβής που επελέγη είναι Coulomb, ενώ ο τύπος των 

πεπερασµένων στοιχείων είναι ο 11  [ ] από τη βιβλιοθήκη πεπερασµένων στοιχείων 

του λογισµικού. Αυτά είναι δισδιάστατα, τετράπλευρα, ισοπαραµετρικά στοιχεία 

τεσσάρων κόµβων όπως παρουσιάζονται στο στην Εικόνα 3.16. 
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Εικόνα 3.16: Το στοιχείο 11 και τα αντίστοιχα σηµεία ολοκλήρωσης Gauss [30].  

 

 Τα δεδοµένα για τα οποία ορίστηκε να εξαχθούν αποτελέσµατα, ήταν µεταξύ 

άλλων οι δυνάµεις αντίδρασης, οι ισοδύναµες τάσεις, η µέση τιµή των κάθετων 

τάσεων, η συνολική ενέργεια παραµόρφωσης, η κάθετη δύναµη επαφής και η δύναµη 

τριβής. Όλα αυτά τα δεδοµένα µαζί µε τα προεπιλεγµένα αποτελέσµατα τα οποία 

εξάγει το λογισµικό µετά την επιτυχή επίλυση του προβλήµατος, συγκροτούν ένα νέο 

αρχείο, το οποίο αποθηκεύεται αυτοµάτως από το λογισµικό πρόγραµµα στο σκληρό 

δίσκο του ηλεκτρονικού υπολογιστή και µπορεί να υποστεί επεξεργασία µέσω του 

µενού Results. Ακόµη το πρόγραµµα παρέχει στο χρήστη τη δυνατότητα να εξάγει 

αριθµητικά δεδοµένα για συγκεκριµένους κόµβους που θα επιλέξει ούτως ώστε να τα 

εισάγει σε οποιοδήποτε λογισµικό επεξεργασίας δεδοµένων για να διεξάγει 

συγκριτικές αναλύσεις, να δηµιουργήσει γραφήµατα ή ό,τι άλλο θεωρεί χρήσιµο για 

να καταλήξει σε χρήσιµα συµπεράσµατα. 
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Κεφάλαιο 4: Τα αποτελέσµατα της ανάλυσης και η 
επεξεργασία τους 
 

 

Γενικά 

 

 Στην παρούσα ενότητα παρουσιάζονται γραφικά τα αποτελέσµατα της 

επίλυσης των τεσσάρων σεναρίων, όπως προέκυψαν µετά το πέρας της 

προσοµοίωσης, µε τη βοήθεια του ηλεκτρονικού υπολογιστή. Το λογισµικό πακέτο 

MSC.MARC 2005 χρησιµοποιεί χρωµατικές κλίµακες για την απεικόνιση των 

διακυµάνσεων των τιµών, για τις οποίες ζητείται κάθε φορά να παρουσιαστούν 

αποτελέσµατα. Ακόµη τα αριθµητικά αποτελέσµατα που προκύπτουν για κάθε 

κόµβο, σε κάθε βήµα της ανάλυσης, υπάρχει η δυνατότητα να ανακτηθούν και να 

εισαχθούν σε οποιοδήποτε πρόγραµµα ανάλυσης δεδοµένων για περαιτέρω 

επεξεργασία. 

 Συγκεκριµένα, στη συνέχεια θα παρουσιαστούν τα αποτελέσµατα για τα 

διαφορετικά σενάρια ξεχωριστά, όπως απεικονίζονται από το πρόγραµµα µε 

χρωµατικές κλίµακες, σε συγκεκριµένες χρονικές στιγµές, αναλόγως µε το κάθε 

αποτέλεσµα και µε κύριο σκοπό την ανάδειξη ενδιαφερόντων φαινοµένων και την 

καλύτερη κατανόησή τους. 

 Ακόµη θα παρουσιαστούν γραφήµατα που έχουν προκύψει από την 

επεξεργασία των αποτελεσµάτων µε τη βοήθεια του λογισµικού προγράµµατος Excel 

της Microsoft.  
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4.1 Πρώτο σενάριο (∆οµικά στοιχεία τόξου: Touch, τόξο – 

τοιχοποιία: Glue) 

 

 Αρχικά παρουσιάζονται οι µετατοπίσεις της κατασκευής στον άξονα x και 

στον άξονα y, όπως τις αντιλαµβάνεται το λογισµικό πρόγραµµα και τις αποδίδει 

γραφικά µε χρωµατικές κλίµακες, για το τελευταίο βήµα της ανάλυσης. 

 

 

Εικόνα 4.18: Οι µετατοπίσεις της κατασκευής στον άξονα x για το τελευταίο βήµα της ανάλυσης. 
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Εικόνα 4.19: Οι µετατοπίσεις της κατασκευής στον άξονα y για το τελευταίο βήµα της ανάλυσης. 

 

 Στην Εικόνα 4.1 παρατηρείται ότι το τόξο έχει υποστεί αξιόλογη 

παραµόρφωση, ιδιαίτερα στα σηµεία όπου συναντά την ενισχυτική τοιχοποιία 

εκατέρωθεν της κορυφής του. Παρατηρείται όµως επίσης ότι η τοιχοποιία έχει 

παραλάβει και έχει διαχειριστεί αυτές τις µετατοπίσεις µε αποτέλεσµα η κατασκευή 

να µην αστοχήσει. Παρατηρείται επίσης και στις δύο εικόνες ότι τα δοµικά στοιχεία 

του τόξου έχουν µετακινηθεί από τις αρχικές τους θέσεις και το ένα σε σχέση µε το 

άλλο. Αυτό φαίνεται εντονότερα στην Εικόνα 4.2, όπου εµφανίζονται στην αριστερή, 

επάνω πλευρά του τόξου, δύο διαδοχικά στοιχεία να έχουν µετακινηθεί το ένα προς 

τα επάνω και το άλλο  προς τα κάτω. Αντίστοιχα και στην δεξιά, επάνω πλευρά του 

τόξου. Αυτό το γεγονός υποδεικνύει ότι στα συγκεκριµένα σηµεία θα µπορούσε να 

εµφανίζεται η δηµιουργία ρωγµών. Αυτό φαίνεται καθαρά και στην επόµενη εικόνα η 

οποία εστιάζει στην επάνω αριστερή πλευρά του τόξου εµφανίζοντας την κατάσταση 

της επαφής (Contact Status) µεταξύ των σωµάτων. 
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Εικόνα 4.20: Contact Status στην επάνω αριστερή πλευρά του τόξου. 

 

 Τέλος στις δύο πρώτες εικόνες παρατηρείται ότι στις εξωτερικές τις πλευρές η 

τοιχοποιία εµφανίζει ουσιαστικά ελάχιστη παραµόρφωση, η οποία οφείλεται στο 

στατικό φορτίο του ίδιου του βάρους της. 

 Στην Εικόνα 4.4 παρουσιάζονται οι ισοδύναµες τάσεις στην κατασκευή κατά 

το τελευταίο βήµα της επίλυσης, ενώ στην Εικόνα 4.5 παρουσιάζεται η πυκνότητα 

της ενέργειας από τη συνολική παραµόρφωση της κατασκευής. Σε αυτές τις δύο 

εικόνες παρατηρείται η ικανότητα των τοξοτών κατασκευών να συγκεντρώνουν τις 

τάσεις στις βάσεις του τόξου. Αυτός είναι και ο λόγος για τον οποίο χρησιµοποιείται 

η συγκεκριµένη γεωµετρία για την κατασκευή γεφυρών και άλλων παρόµοιων 

κατασκευών, οι οποίες συνδέουν σηµεία µε µεγάλη απόσταση µεταξύ τους. Έτσι 

παρατηρείται ότι οι τάσεις είναι συγκεντρωµένες στη βάση του τόξου και στα σηµεία 

όπου εµφανίζονται οι ρωγµές, ενώ η ενέργεια παραµόρφωσης είναι πυκνότερη στα 

ίδια σηµεία. Η µόνη διαφορά είναι ότι η ενέργεια παραµόρφωσης πυκνώνει και στις 

βάσεις της τοιχοποιίας εξαιτίας του στατικού της φορτίου. 
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Εικόνα 4.21: Οι ισοδύναµες τάσεις στην κατασκευή κατά το τελευταίο βήµα της επίλυσης. 

 

Εικόνα 4.22: Η πυκνότητα της ενέργειας από τη συνολική παραµόρφωση της κατασκευής κατά 

το τελευταίο βήµα της επίλυσης. 
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4.2 ∆εύτερο σενάριο (∆οµικά στοιχεία τόξου: Glue, τόξο – 

τοιχοποιία: Touch) 

 

 Αρχικά και σε αυτή την περίπτωση παρουσιάζονται οι µετατοπίσεις της 

κατασκευής στον άξονα x και στον άξονα y, όπως τις αντιλαµβάνεται το λογισµικό 

πρόγραµµα και τις αποδίδει γραφικά µε χρωµατικές κλίµακες, για το τελευταίο βήµα 

της ανάλυσης. 

 

 

Εικόνα 4.23: Οι µετατοπίσεις της κατασκευής στον άξονα x για το τελευταίο βήµα της ανάλυσης. 
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Εικόνα 4.24: Οι µετατοπίσεις της κατασκευής στον άξονα y για το τελευταίο βήµα της ανάλυσης. 

 

 Στην Εικόνα 4.6 και στην Εικόνα 4.7 παρατηρείται ότι το τόξο δεν έχει 

υποστεί σηµαντικές παραµορφώσεις. Αυτό µε την έννοια ότι δεν επιτρέπεται η 

σχετική µετατόπιση των δοµικών του στοιχείων, από τους περιορισµούς που έχουν 

τεθεί στις συνθήκες της µεταξύ τους επαφής. Σαν σύνολο όµως, έχει υποστεί 

παραµόρφωση. Η τοιχοποιία όµως φαίνεται να έχει µετατοπιστεί τόσο από το στατικό 

της φορτίο, όσο και από την υποστήριξη των µικρο-µετατοπίσεων του τόξου. Αυτό 

εµφανίζεται καλύτερα στην επόµενη εικόνα.  
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Εικόνα 4.25: Contact Status στην επάνω αριστερή πλευρά του τόξου για το τελευταίο βήµα της 

ανάλυσης. 

 

 Στην Εικόνα 4.8 παρατηρείται ότι στα σηµεία που στο προηγούµενο σενάριο 

υπήρχαν εστίες εµφάνισης ρωγµών, τώρα εµφανίζονται αποκολλήσεις µεταξύ τόξου 

και ενισχυτικής τοιχοποιίας. Από τα παραπάνω συνεπάγεται ότι ο µηχανισµός 

καταπόνησης της κατασκευής είναι ο ίδιος και στις δύο περιπτώσεις. Απλώς 

κάνοντας πιο άκαµπτο το τόξο στο δεύτερο σενάριο µεταφέρθηκε η καταπόνηση 

στην τοιχοποιία.  

 Στις Εικόνες 4.9 και 4.10 παρουσιάζονται οι ισοδύναµες τάσεις στην 

κατασκευή κατά το τελευταίο βήµα της επίλυσης και η πυκνότητα της ενέργειας από 

τη συνολική παραµόρφωση της κατασκευής. 

 

 - 90 -  



 

Εικόνα 4.26: Οι ισοδύναµες τάσεις στην κατασκευή κατά το τελευταίο βήµα της επίλυσης. 

 

 

Εικόνα 4.27: Η πυκνότητα της ενέργειας από τη συνολική παραµόρφωση της κατασκευής κατά 

το τελευταίο βήµα της επίλυσης. 
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 Στις παραπάνω εικόνες παρατηρούνται οµοιότητες, όπως και κάποιες έντονες 

διαφοροποιήσεις σε σχέση µε τα αντίστοιχα αποτελέσµατα του πρώτου σεναρίου. 

Όσον αφορά στις ισοδύναµες τάσεις, πέρα από τη συγκέντρωσή τους στη βάση του 

τόξου, εµφανίζεται διαφορετική κατανοµή τους στην περιφέρειά του. Αν θεωρηθεί 

µια γραµµή η οποία περνάει από το µέσον της διατοµής του τόξου, οι τάσεις για τα 

ίδια σηµεία βρίσκονται στη µία περίπτωση πάνω από αυτή τη γραµµή και στην άλλη 

περίπτωση, κάτω από τη γραµµή, και αντίστροφα. Αυτό υποδεικνύει ότι αλλάζοντας 

τα δεδοµένα αλλάζει και ο τρόπος που φορτίζεται το τόξο. 

 Άλλη µια σηµαντική διαφοροποίηση υπάρχει στην Εικόνα 4.10 σε σχέση µε 

την αντίστοιχη εικόνα του πρώτου σεναρίου. Εµφανίζεται µεγάλη πύκνωση της 

ενέργειας παραµόρφωσης στα σηµεία όπου η ενισχυτική τοιχοποιία αποκολλάται από 

το τόξο. Αυτό όµως ήταν αναµενόµενο, µιας και στο πρώτο σενάριο οι περιορισµοί 

της επαφής δεν επέτρεπαν να συµβεί κάτι τέτοιο. 

 

 

 4.3 Τρίτο σενάριο (∆οµικά στοιχεία τόξου: Touch, τόξο – 

τοιχοποιία: Touch) 

 

 Και σε αυτή την περίπτωση, αρχικά στην Εικόνα 4.11 παρουσιάζονται οι 

µετατοπίσεις της κατασκευής στον άξονα x και στην Εικόνα 4.12 παρουσιάζονται οι 

µετατοπίσεις της κατασκευής στον άξονα y, όπως τις αντιλαµβάνεται το λογισµικό 

πρόγραµµα και τις αποδίδει γραφικά µε χρωµατικές κλίµακες, για το τελευταίο βήµα 

της ανάλυσης. 

 

 - 92 -  



 

Εικόνα 4.28: Οι µετατοπίσεις της κατασκευής στον άξονα x κατά το τελευταίο βήµα της 

επίλυσης. 

 

 

Εικόνα 4.29: Οι µετατοπίσεις της κατασκευής στον άξονα y κατά το τελευταίο βήµα της 

επίλυσης. 
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 Στην Εικόνα 4.11 παρατηρείται ότι γενικά η κατασκευή έχει υποστεί αρκετές 

παραµορφώσεις στον x άξονα, οι οποίες σε κάποιες περιπτώσεις φτάνουν και τα 8cm. 

Ακόµη είναι εµφανής η σχετική µετατόπιση που εµφανίζουν τα δοµικά στοιχεία του 

τόξου στον ίδιο άξονα. Εµφανέστερη όµως είναι στην Εικόνα 4.12 όπου η κλείδα του 

τόξου έχει µετατοπιστεί κατά 22cm. Το γεγονός αυτό υποδεικνύει έντονη εµφάνιση 

ρωγµών στο τόξο της γέφυρας οι οποίες την φέρνουν στα όρια της κατάρρευσης, µιας 

και τόσο έντονη παραµόρφωση στο συγκεκριµένο σηµείο είναι πολύ κρίσιµη. Ακόµη 

η ενισχυτική τοιχοποιία υπόκειται και αυτή σε παραµορφώσεις πέρα από αυτές που 

οφείλονται στο στατικό φορτίο του βάρους της, λόγω της υποστήριξης του τόξου. 

 

 

Εικόνα 4.30: Contact Status µεταξύ των δοµικών στοιχείων του τόξου και µεταξύ τόξου και 

τοιχοποιίας, για το τελευταίο βήµα της ανάλυσης. 

 

 Στην παραπάνω εικόνα είναι εµφανές ότι η επαφή έχει χαθεί σε αρκετά 

σηµεία µεταξύ τόξου και τοιχοποιίας, µε εντονότερο το σηµείο της κλείδας του 

τόξου. Όσον αφορά στα δοµικά στοιχεία του τόξου, είναι εµφανές ότι και κάποια από 
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αυτά έχουν χάσει την πλήρη επαφή µε τα γειτονικά τους, ενώ η κλείδα είναι 

προφανές ότι έχει χάσει την επαφή της µε τα εκατέρωθεν στοιχεία, στο κάτω µέρος 

της,  ακόµη και χωρίς την επισήµανση του Contact Status.  

 

 

Εικόνα 4.31: Οι ισοδύναµες τάσεις στην κατασκευή κατά το τελευταίο βήµα της επίλυσης. 

 

 Στην Εικόνα 4.14 παρουσιάζονται οι ισοδύναµες τάσεις στην κατασκευή κατά 

το τελευταίο βήµα της επίλυσης. Μπορεί να ειπωθεί ότι αυτό που παρουσιάζεται σε 

αυτή την εικόνα είναι ένας συνδυασµός των αντίστοιχων εικόνων από τα δύο πρώτα 

σενάρια. ∆ηλαδή, έντονη συγκέντρωση των τάσεων στη βάση του τόξου , αλλά και 

εµφάνιση τάσεων στα σηµεία όπου παρατηρούνται εστίες εµφάνισης ρωγµών ή και 

κενών, όπως στην περίπτωση της κλείδας. 
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Εικόνα 4.32: Η πυκνότητα της ενέργειας από τη συνολική παραµόρφωση της κατασκευής κατά 

το τελευταίο βήµα της επίλυσης. 

 

 Και στην παραπάνω εικόνα όπου παρουσιάζεται η πυκνότητα της ενέργειας 

από τη συνολική παραµόρφωση της κατασκευής κατά το τελευταίο βήµα της 

επίλυσης, µπορεί να ειπωθεί ότι εµφανίζεται ένας συνδυασµός των αντίστοιχων 

εικόνων των δύο πρώτων σεναρίων. Έτσι η ενέργεια της παραµόρφωσης πυκνώνει 

στα σηµεία εµφάνισης αποκολλήσεων µεταξύ τόξου και ενισχυτικής τοιχοποιίας, 

αλλά και στη βάση της τοιχοποιίας από την παραµόρφωση λόγω του στατικού 

φορτίου του βάρους της κατασκευής. 
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4.4 Τέταρτο σενάριο (Τόξο, χωρίς Ενισχυτική Τοιχοποιία) – 

Ανακεφαλαίωση 

 

 Σε αυτήν την ενότητα παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα για την επίλυση του 

τέταρτου σεναρίου. Σε αυτή την περίπτωση, η επίλυση έδειξε ότι το τόξο καταρρέει 

χώρις την υποστήριξη της ενισχυτικής τοιχοποιίας (βλέπε Εικόνα 4.16). 

 

 

Εικόνα 4.33: Contact Status µεταξύ των δοµικών στοιχείων του τόξου για το βήµα 71 της 

ανάλυσης. 

 

 Η Εικόνα 4.16 παρουσιάζει το τόξο υπό την επίδραση της δυναµικής 

καταπόνησης του σεισµού, µετά από 1,42sec. Το γεγονός αυτό δείχνει ότι χωρίς την 

εκατέρωθεν ενισχυτική τοιχοποιία, το τόξο καταρρέει και µάλιστα σχεδόν αµέσως 

µόλις υπάρξει η παραµικρή καταπόνηση. Ένα ακόµη ενδιαφέρον σηµείο της 

παραπάνω εικόνας είναι ότι το τόξο αστοχεί σε τέσσερα σηµεία και όχι παντού 

ταυτόχρονα. 
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 Ανακεφαλαιώνοντας την παρουσίαση των αποτελεσµάτων, παρακάτω 

παρουσιάζεται για τα τρία πρώτα σενάρια που επιλύθηκαν για το συγκεκριµένο 

πρόβληµα, η συνισταµένη των µετακινήσεων της κατασκευής κατά το τελευταίο 

βήµα της επίλυσης. Είναι εµφανής η διαφορετική συµπεριφορά της κατασκευής 

αναλόγως των συνθηκών. 

 

(α) 

(β) 

(γ) 

Εικόνα 4.34: Η συνισταµένη των µετακινήσεων της κατασκευής κατά το τελευταίο βήµα της 

επίλυσης (α: 1ο σενάριο, β: 2ο σενάριο, γ: 3ο σενάριο). 
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Παρατηρείται λοιπόν, ότι στα δυο σενάρια όπου η συνθήκη της επαφής επιτρέπει τη 

ανάπτυξη σχετικής ταχύτητας µεταξύ των δοµικών στοιχείων του τόξου, υπάρχει 

µετατόπιση και συνεπάγεται ότι υπό τη δεδοµένη δυναµική καταπόνηση, θα υπάρξει 

δηµιουργία ρωγµών, οι οποίες στο τελευταίο σενάριο είναι έντονες στο σηµείο της 

κλείδας του τόξου, γεγονός που οδηγεί στο συµπέρασµα ότι εκεί µπορεί και να 

αστοχήσει η κατασκευή. 

 

 

4.5 Επεξεργασία Αποτελεσµάτων 

 

 Παρακάτω παρουσιάζονται κάποια ενδιαφέροντα διαγράµµατα, τα οποία 

προέκυψαν από την επεξεργασία των αποτελεσµάτων της επίλυσης, των τριών 

πρώτων σεναρίων του υπό µελέτη προβλήµατος. Αυτά τα διαγράµµατα αφορούν σε 

συγκεκριµένους κόµβους της κατασκευής και στην τιµή διαφόρων παραµέτρων τους 

καθ’ όλη τη διάρκεια της προσοµοίωσης. Πρώτα απ’ όλα παρουσιάζονται δύο 

διαγράµµατα. Το πρώτο είναι το διάγραµµα του σεισµού, όπως ακριβώς εισήχθη στις 

παραµέτρους του προβλήµατος και αναφέρθηκε και στο τρίτο κεφάλαιο της 

παρούσης εργασίας. ∆εύτερο είναι το διάγραµµα των µετατοπίσεων στον άξονα x του 

κόµβου 1105, ο οποίος ευρίσκεται στην κάτω, αριστερή βάση της κατασκευής, για το 

πρώτο σενάριο επίλυσης. 

 

 (α)  (β) 

Εικόνα 4.35(α) Το διάγραµµα του σεισµού και (β) το διάγραµµα των µετατοπίσεων στον άξονα x 

του κόµβου 1105. 
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 Από τη σύγκριση των δύο διαγραµµάτων, η οποία γίνεται για την επαλήθευση 

της ορθότητας της προσοµοίωσης, προκύπτει ότι η εφαρµογή της δυναµικής 

καταπόνησης έγινε επιτυχώς, µιας και ο συγκεκριµένος κόµβος είναι ένας από 

εκείνους στους οποίους εφαρµόστηκε αυτή η συνοριακή συνθήκη. Το ίδιο ισχύει και 

για τα υπόλοιπα σενάρια επίλυσης. 

 Στην Εικόνα 4.19 παρουσιάζεται, πάλι για το πρώτο σενάριο επίλυσης του 

προβλήµατος, ένα συγκριτικό διάγραµµα της συνισταµένης των µετατοπίσεων για 

τρεις κόµβους της κατασκευής. Τον κόµβο 1105 η θέση του οποίου αναφέρθηκε 

προηγουµένως, τον κόµβο 6699, ο οποίος βρίσκεται στην επάνω αριστερή, εξωτερική 

πλευρά του τόξου, και τον κόµβο 7691 ο οποίος βρίσκεται στην επάνω δεξιά, 

εξωτερική πλευρά του τόξου. 
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Εικόνα 4.36: Συγκριτικό διάγραµµα της συνισταµένης των µετατοπίσεων για τρεις κόµβους της 

κατασκευής (1105, 6699 και 7691). 

 

 Από το παραπάνω διάγραµµα είναι εµφανής η απόσβεση των φορτίων από 

την κατασκευή. Ενώ παρατηρείται µια αρχικά µεγάλη µετατόπιση των κόµβων του 

τόξου στο πρώτο 0,5 sec, µετά κινήσεις τους είναι πολύ µικρές σε σχέση µε τις 

µετατοπίσεις της βάσης εξαιτίας του σεισµού. Ακόµη η αρχικά µεγάλη µετατόπιση 

οφείλεται στο στατικό φορτίο του βάρους της κατασκευής, το οποίο υπολογίζεται από 

το λογισµικό στα πρώτα βήµατα της επίλυσης. Το παραπάνω φαινόµενο γίνεται 
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καλύτερα κατανοητό από τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στα επόµενα δύο 

διαγράµµατα (βλέπε Εικόνες 4.20 και 4.21). 

 

 

Εικόνα 4.37: Οι µετατοπίσεις των κόµβων 6699 και 7691 στον άξονα x, καθ’ όλη τη διάρκεια της 

δυναµικής φόρτισης. 

 

 

Εικόνα 4.38: Οι µετατοπίσεις των κόµβων 6699 και 7691 στον άξονα y, καθ’ όλη τη διάρκεια της 

δυναµικής φόρτισης. 

 

 Από την Εικόνα 4.20 φαίνεται ότι αρχικά το στατικό φορτίο της κατασκευής 
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τείνει να συµπτύξει τα δοµικά στοιχεία του τόξου, τα οποία στη συνέχεια 

λειτουργούν συγχρονισµένα, περίπου σαν ένα κοµµάτι, όσον αφορά τις οριζόντιες 

µετατοπίσεις. Αυτό είναι ένα πολύ ενδιαφέρον φαινόµενο και εξηγεί την ευρεία 

χρήση αυτής της γεωµετρίας σε αυτού του είδους τις κατασκευές. 

 Στην Εικόνα 4.21 παρατηρείται  ότι µετά την αρχική µετατόπιση προς τα 

κάτω, υπό το βάρος τους για περίπου 1,5cm, οι κόµβοι µετακινούνται προς τα πάνω, 

εξαιτίας της σύµπτυξης των δοµικών στοιχείων του τόξου, όπως αναφέρθηκε 

προηγουµένως. Ακόµη, σε αυτή την εικόνα παρατηρείται ότι η συνθήκη που 

επιτρέπει την ανάπτυξη σχετικών µετατοπίσεων µεταξύ των δοµικών στοιχείων του 

τόξου, τους επιτρέπει να συµπεριφέρονται σχεδόν αντίστροφα. Πράγµα που εξηγεί 

και την παραµόρφωση που παρατηρείται στο τέλος της επίλυσης.  

 Παρόµοια εικόνα παρατηρήθηκε και στο τρίτο σενάριο, ενώ στο δεύτερο, 

όπως φάνηκε και στην παρουσίαση των αποτελεσµάτων της επίλυσης, η επιλογή 

Glue για το τόξο, δεν επέτρεψε την ανάπτυξη σχετικών µετατοπίσεων.  
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Εικόνα 4.39: Συγκριτικό διάγραµµα των µετατοπίσεων  στον άξονα x των κόµβων οι οποίοι 

βρίσκονται στην εσωτερική πλευρά του τόξου, στις συνδέσεις µεταξύ των δοµικών του 

στοιχείων, για το τελευταίο βήµα της επίλυσης και των τριών σεναρίων. 

 

 Στην Εικόνα 4.22 παρουσιάζεται συγκριτικό διάγραµµα των µετατοπίσεων  

στον άξονα x των κόµβων οι οποίοι βρίσκονται στην εσωτερική πλευρά του τόξου, 
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στις συνδέσεις µεταξύ των δοµικών του στοιχείων, για το τελευταίο βήµα της 

επίλυσης και των τριών σεναρίων. Φαίνεται σε αυτό το διάγραµµα η διαφορά στη 

συµπεριφορά της κατασκευής ανάλογα µε τους περιορισµούς που τέθηκαν κατά τη 

µοντελοποίηση των σεναρίων. 

 Παρατηρείται ότι το αποτέλεσµα της καταπόνησης είναι η σύµπτυξη του 

τόξου, πράγµα που δείχνει και το γιατί η κατασκευή αντέχει σε αυτή την 

καταπόνηση, µιας και όταν συµπτύσσεται αυξάνονται οι δυνάµεις της επαφής µεταξύ 

των στοιχείων της. Ακόµη άλλο ένα στοιχείο για την ορθότητα της συµπεριφοράς της 

κατασκευής, είναι ότι τα φορτία σε αυτή την περίπτωση µετατρέπονται σε θλιπτικά 

και όχι σε εφελκυστικά, στα οποία τα λιθόκτιστα υλικά παρουσιάζουν µικρή αντοχή. 
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Εικόνα 4.40: Συγκριτικό διάγραµµα των µετατοπίσεων  στον άξονα y των κόµβων οι οποίοι 

βρίσκονται στην εσωτερική πλευρά του τόξου, στις συνδέσεις µεταξύ των δοµικών του 

στοιχείων, για το τελευταίο βήµα της επίλυσης και των τριών σεναρίων. 

 

 Στην παραπάνω εικόνα παρουσιάζεται συγκριτικό διάγραµµα των 

µετατοπίσεων  στον άξονα y των κόµβων οι οποίοι βρίσκονται στην εσωτερική 

πλευρά του τόξου, στις συνδέσεις µεταξύ των δοµικών του στοιχείων, για το 

τελευταίο βήµα της επίλυσης και των τριών σεναρίων. Σε αυτή την εικόνα 

παρατηρούνται έντονες µετατοπίσεις στον άξονα y, οι οποίες υποδεικνύουν ότι στα 

συγκεκριµένα σηµεία η εµφάνιση ρωγµών έχει αρχίσει και ιδιαίτερα στην κλείδα, στο 
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τρίτο σενάριο η µετατόπιση είναι οριακή, διότι αν προχωρήσει λίγο παραπάνω, η 

κλείδα θα φύγει από τη θέση της και η κατασκευή θα καταρρεύσει.  

 ∆ύο ακόµη ενδιαφέροντα σηµεία των εικόνων 4.22 και 4.23 είναι αφενός οι 

πολύ µικρές µετατοπίσεις που παρουσιάζουν οι κόµβοι στο δεύτερο σενάριο εξαιτίας 

της επιλογής Glue, και ο κανόνας των τριών ως πέντε σηµείων εκκίνησης της 

αστοχίας µιας τοξωτής κατασκευής, ο οποίος ακολουθείται από τη προς µελέτη 

γέφυρα, όπως φαίνεται από τα αποτελέσµατα. Ειδικά στην περίπτωση του δευτέρου 

σεναρίου, µπορεί οι µετατοπίσεις να είναι πολύ µικρές, ακολουθούν όµως το µοτίβο 

των υπολοίπων σεναρίων. 
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Εικόνα 4.41: Συγκριτικό διάγραµµα των κάθετων δυνάµεων επαφής των κόµβων, οι οποίοι 

βρίσκονται στην εσωτερική πλευρά του τόξου, στις συνδέσεις µεταξύ των δοµικών του 

στοιχείων, για το τελευταίο βήµα της επίλυσης και των τριών σεναρίων. 

 

 Στην Εικόνα 4.24 παρουσιάζονται οι κάθετες δυνάµεις επαφής στους κόµβους 

οι οποίοι βρίσκονται στην εσωτερική πλευρά του τόξου, στις συνδέσεις µεταξύ των 

δοµικών του στοιχείων, για το τελευταίο βήµα της επίλυσης και των τριών σεναρίων. 

Αυτή η εικόνα είναι πολύ ενδιαφέρουσα, διότι αφενός δείχνει τα σηµεία στα οποία 

εντοπίζονται οι καταπονήσεις, αλλά αφετέρου όπου οι τιµές της δύναµης είναι 

µηδενικές, δείχνει ότι η επαφή έχει χαθεί. 
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Εικόνα 4.42: Συγκριτικό διάγραµµα των ισοδύναµων τάσεων των κόµβων, οι οποίοι βρίσκονται 

στην εσωτερική πλευρά του τόξου, στις συνδέσεις µεταξύ των δοµικών του στοιχείων, για το 

τελευταίο βήµα της επίλυσης και των τριών σεναρίων. 

 

 Στο παραπάνω διάγραµµα παρουσιάζονται οι ισοδύναµες τάσεις των κόµβων, 

οι οποίοι βρίσκονται στην εσωτερική πλευρά του τόξου, στις συνδέσεις µεταξύ των 

δοµικών του στοιχείων, για το τελευταίο βήµα της επίλυσης και των τριών σεναρίων. 

Αυτό το διάγραµµα δείχνει γιατί προτιµάται αυτή η γεωµετρία – του τόξου – για 

κατασκευές που χρειάζεται να ενώσουν σηµεία τα οποία απέχουν µεγάλη απόσταση 

µεταξύ τους. Οι τάσεις συγκεντρώνονται στις βάσεις του τόξου. Έτσι µπορούν να 

κατασκευαστούν γέφυρες σχετικά ελαφριές και συνάµα ανθεκτικές, τουλάχιστον σε 

στατικά φορτία. Οι υπόλοιπες κορυφές του διαγράµµατος αντιπροσωπεύουν σηµεία 

στα οποία υπάρχει εκκίνηση εµφάνισης ρωγµών. 

 Παρόµοιο φαινόµενο παρουσιάζεται και στο επόµενο διάγραµµα (βλέπε 

Εικόνα 4.26), το οποίο ενισχύει τα προαναφερθέντα σχόλια. 

 

 - 105 -  



Πυκνότητα συνολικής ενέργειας παραµόρφωσης
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Εικόνα 4.43: Συγκριτικό διάγραµµα της πυκνότητας της συνολικής ενέργειας παραµόρφωσης 

των κόµβων, οι οποίοι βρίσκονται στην εσωτερική πλευρά του τόξου, στις συνδέσεις µεταξύ των 

δοµικών του στοιχείων, για το τελευταίο βήµα της επίλυσης και των τριών σεναρίων. 

 

 Σε αυτή την εικόνα παρουσιάζεται η πυκνότητα της συνολικής ενέργειας 

παραµόρφωσης των κόµβων, οι οποίοι βρίσκονται στην εσωτερική πλευρά του τόξου, 

στις συνδέσεις µεταξύ των δοµικών του στοιχείων, για το τελευταίο βήµα της 

επίλυσης και των τριών σεναρίων. Όπως και παραπάνω, έτσι και σε αυτή την 

περίπτωση παρατηρείται ότι τα φορτία κυρίως, µεταφέρονται στη βάση του τόξου, 

ενώ οι υπόλοιπες κορυφές, και εδώ, αντιπροσωπεύουν σηµεία στα οποία υπάρχει 

εκκίνηση εµφάνισης ρωγµών. 
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Γενικά συµπεράσµατα 
 Σκοπός της παρούσης εργασίας ήταν η µελέτη της µηχανικής συµπεριφοράς 

µια λιθόκτιστης, τοξωτής γέφυρας, όταν αυτή υποβάλλεται σε στατική και δυναµική 

καταπόνηση. Οι κατασκευές αυτού του είδους παρουσιάζουν εξαιρετικό ενδιαφέρον, 

τόσο από µηχανολογική σκοπιά, όσο και από πολιτιστική σκοπιά, µιας και πλέον δεν 

κατασκευάζονται υποδοµές µε τέτοιο τρόπο και χρειάζεται να γίνει αντιληπτός ο 

τρόπος κατασκευής και λειτουργίας τους, αλλά και ο καλύτερος τρόπος 

αποκατάστασης και διατήρησής τους όπου αυτό είναι εφικτό. 

 Η µελέτη της συγκεκριµένης κατασκευής πραγµατοποιήθηκε µε τη µέθοδο 

των πεπερασµένων στοιχείων, µε τη χρήση του λογισµικού προγράµµατος 

MSC.MARC 2005. αφορούσε στη στατική και δυναµική ανάλυση της κατασκευής 

όταν πλήττεται από έναν σεισµό, της τάξεως των συνήθως συµβαινόντων στον 

Ελλαδικό χώρο. Για την πραγµατοποίησή της δηµιουργήθηκαν τρία συν ένα 

διαφορετικά σενάρια επίλυσης, όσον αφορά τις σχέσεις επαφής των δοµικών 

στοιχείων της γέφυρας, µε στόχο την καλύτερη προσοµοίωση της συµπεριφοράς των 

υλικών από τα οποία είναι κατασκευασµένη. Τα αποτελέσµατα των επιλύσεων 

οδήγησαν σε ενδιαφέροντα συµπεράσµατα, τα οποία είναι δυνατόν να βοηθήσουν 

στην κατανόηση αυτού του είδους των κατασκευών.  

 Αρχικά, ένα πρώτο και πολύ σηµαντικό συµπέρασµα ήταν ότι η προσέγγιση 

της συµπεριφοράς των υλικών µε διεπιφάνειες  επαφής, λειτούργησε και οδήγησε 

στην ρεαλιστικότερη απεικόνιση της πραγµατικής συµπεριφοράς της κατασκευής. Το 

κόστος αυτής της µέθοδο είναι η πολυπλοκότητα και η δυσκολία στη µοντελοποίηση, 

αλλά και στη διαχείριση των δεδοµένων, από το λογισµικό. 

 Ένα δεύτερο συµπέρασµα το οποίο προκύπτει από τα αποτελέσµατα της 

επίλυσης, είναι ότι η κατασκευή, τελικά, αντέχει στα επιβαλλόµενα φορτία, τόσο του 

βάρους της, όσο και του σεισµού. Και στα τρία σενάρια στα οποία περιλαµβάνεται 

στο µοντέλο, η υπάρχουσα ενισχυτική τοιχοποιία εκατέρωθεν του τόξου της γέφυρας, 

το αποτέλεσµα της καταπόνησης ήταν να προκληθούν παραµορφώσεις και «ρωγµές» 

στην κατασκευή, αλλά όχι και η κατάρρευσή της.  

 Τρίτο ενδιαφέρον συµπέρασµα, ήταν ότι οι αστοχίες και στα τέσσερα σενάρια 

εντοπίζονται σε τρία έως πέντε σηµεία κάθε φορά και όχι σε όλο το σώµα του τόξου. 

αυτό γίνεται πιο έντονα εµφανές κατά την επίλυση του τέταρτου σεναρίου, από  το 
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οποίο έχει αφαιρεθεί η ενισχυτική τοιχοποιία. Σε αυτό το σενάριο βασίζεται και το 

τελευταίο σηµαντικό συµπέρασµα, το οποίο εξάγεται από τα αποτελέσµατα της 

παρούσης εργασίας, και δεν είναι άλλο από το ότι η ενισχυτική τοιχοποιία δρα όντως 

ενισχυτικά και χωρίς την υποστήριξη που παρέχει στο τόξο, η γέφυρα καταρρέει µε 

την επιβολή του δυναµικού φορτίου. 

 Εκκινώντας από τα παραπάνω, ενδιαφέρον για περαιτέρω έρευνα, 

παρουσιάζει η επιλογή και άλλων εναλλακτικών σεναρίων επίλυσης, κατά τα οποία 

θα διαφοροποιούνται και άλλες παράµετροι, όπως ο συντελεστής τριβής µ µεταξύ 

των διεπιφανειών επαφής, η ένταση και η διάρκεια της δυναµικής καταπόνησης. 

Ακόµη θα ήταν δυνατή η βελτιστοποίηση του πλήθους των δοµικών στοιχείων του 

τόξου της γέφυρας για την επίτευξη του λεπτοµερέστερου ελέγχου των πιθανών 

εστιών εµφάνισης ρωγµών. 

 Τέλος µεγάλο ενδιαφέρον θα παρουσίαζε και η τρισδιάστατη µοντελοποίηση 

της κατασκευής και η επιβολή των µετακινήσεων του σεισµού και στους υπόλοιπους 

άξονες για την περαιτέρω βελτίωση της προσέγγισης στην πραγµατικότητα, µέσω 

των καταπονήσεων εκτός επιπέδου, που είναι δυνατόν να εµφανιστούν κατά τη 

διάρκεια ενός σεισµού. 
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