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Πρόλογος

Το κεντρικό ϑέµα της εργασίας είναι η µελέτη και ανάπτυξη παράλληλου

αλγορίθµου για την αριθµητική επίλυση των µαθηµατικών εξισώσεων που

περιγράφουν προβλήµατα ϱοής νερού µε ελεύθερη επιφάνεια κάτω από την

επίδραση της ϐαρύτητας. Το υπολογιστικό κόστος των παραπάνω προβλη-

µάτων είναι µεγάλο όταν πρέπει να προσοµοιωθεί κάποιο ϕυσικό ϕαινόµε-

νο, πχ κατάρρευση ϕράγµατος, σε πραγµατικό υπολογιστικό πεδίο αρκετών

τετραγωνικών χιλιοµέτρων. Αφού κατανοηθεί η αριθµητική µέθοδος και ο

τρόπος που χρησιµοποιείται το υπολογιστικό πλέγµα αναλύεται ο κώδικας

και σχεδιάζεται η παράλληλη µέθοδος. ∆ίνεται ιδιαίτερη σηµασία στον κα-

τακερµατισµό του υπολογιστικού πλέγµατος καθώς επίσης και στον τρόπο

επικοινωνίας των επεξεργαστών ώστε να έχουµε το καλύτερο δυνατό απο-

τέλεσµα. Ο κώδικας δοκιµάζεται και συγκρίνεται µε τον σειριακό µε σκοπό

την επαλήθευση των αποτελεσµάτων για διάφορα προβλήµατα και υπολο-

γιστικά πλέγµατα. Τέλος µετράµε την επιτάχυνση και απόδοση εξάγοντας

συµπεράσµατα για την συµπεριφορά του κώδικα καθώς και της δυνατότητας

κλιµάκωσης που έχει.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Οι ϱοές νερού µε ελεύθερη επιφάνεια κάτω από την επίδραση της ϐαρύτητας

αποτελούν µια µεγάλη κλάση προβληµάτων επιστηµονικού και πρακτικού εν-

διαφέροντος. Φυσικά ϕαινόµενα όπως πληµµύρες, κατάρρευση ϕραγµάτων,

διάδοση κυµάτων σε ποταµούς και παράκτιες περιοχές απασχολούν εδώ και

αρκετά χρόνια την επιστηµονική κοινότητα λόγο του µεγάλου πρακτικού εν-

διαφέροντος που παρουσιάζουν.Για ϕαινόµενα ϱοής ϱευστών τα µαθηµατικά

µοντέλα αποτελούνται από συστήµατα µερικών διαφορικών εξισώσεων µε αρ-

χικές και συνοριακές συνθήκες. Το επόµενο ϐήµα είναι η κατασκευή και

επιλογή κατάλληλων αριθµητικών µεθόδων για την επίλυση αυτών.

Μέχρι στιγµής για την προσοµοίωση ϕαινοµένων, όπως αναρρίχηση κύµα-

τος στην ακτή, πληµµύρα ακτών και ϑραύση κυµατισµών, έχουν αναπτυχθεί

και χρησιµοποιούνται ευρέως διάφοροι επιχειρησιακοί κώδικες. Μερικοί από

αυτούς είναι : HECRAS [6] ο οποίος ϐασίζεται στις εξισώσεις St. Venant µίας

διάστασης, TELEMAC2D [5], [4] ο οποίος ϐασίζεται στις εξισώσεις ϱηχών υ-

δάτων δύο διαστάσεων και οι οποίες επιλύονται µε πεπερασµένα στοιχεία

και LISFLOODFP [4] όπου οι εξισώσεις ϱηχών υδάτων δύο διαστάσεων επι-

λύονται µε πεπερασµένες διαφορές. Σε ακαδηµαϊκό επίπεδο οι αριθµητικές

µέθοδοι που έχουν χρησιµοποιηθεί είναι µέθοδοι πεπερασµένων διαφορών,

πεπερασµένων στοιχείων [56] και τα τελευταία χρόνια µέθοδοι πεπερασµένων

όγκων.

Το χαρακτηριστικό της αριθµητικής µεθόδου είναι η δυνατότητα εύρεσης

ικανοποιητικής ακρίβειας λύσης µε σχετικά µικρούς µεγέθους υπολογιστικό
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πλέγµα. Τα πράγµατα όµως είναι διαφορετικά όταν πρέπει να προσοµοιωθεί

ένα πραγµατικό ϕυσικό ϕαινόµενο όπου το υπολογιστικό πλέγµα αντιστοιχεί

σε περιοχή αρκετών KM2. Σε αυτή την περίπτωση το υπολογιστικό πλέγµα

µπορεί να αποτελείται από εκατοντάδες χιλιάδες ή ακόµα και µερικά εκατοµ-

µύρια στοιχεία. Το υπολογιστικό κόστος καθώς και το µέγεθος των δεδοµένων

είναι πλέον µεγάλο και υπολογίσιµο ακόµα και για τους ποιο σύγχρονους ε-

πεξεργαστές.

Η παραλληλοποίηση των αριθµητικών µεθόδων είναι πλέον µονόδροµος

χάρις των δυνατοτήτων που προσφέρουν οι σύγχρονες υπολογιστικές µονάδες.

Σήµερα υπάρχουν δύο ϑεµελιώδης παράλληλες αρχιτεκτονικές. (1) τα συ-

στήµατα διαµοιραζόµενης µνήµης (shared memory systems) όπως οι διάφο-

ϱοι σταθµοί εργασίας µε τους πολύ πύρηνους επεξεργαστές πάνω στην ίδια

µητρική κάρτα ή συστήµατα µε τους πολύ πλυθείς επεξεργαστές παραγωγής

γραφικών GPUs κατάλληλα ϱυθµισµένους για παράλληλους υπολογισµούς.

Και (2) τα συστήµατα κατανεµηµένης µνήµης distributed memory systems

οπού αρκετοί αυτόνοµοι σταθµοί εργασίας είναι συνδεδεµένοι µεταξύ τους

µέσω ενός γρήγορου δικτύου που τους επιτρέπει την γρήγορη ανταλλαγή

µηνυµάτων µεταξύ τους.

Τα τελευταία χρόνια υπάρχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον για την 1η αρχιτεκτο-

νική παραλληλοποίησης, ο λόγος είναι ότι πλέον οι επεξεργαστές είναι πολύ

πήρηνοι και ο καθένας µπορεί να έχει ακόµα και στο ϕορητό του υπολογιστή

την δυνατότητα των τεσσάρων ή και παραπάνω πυρήνων. Ο προγραµµατισµός

σε αυτά τα συστήµατα γίνεται µε την χρήση της ϐιβλιοθήκης OpenMP όπου

είναι συµβατή µε τις περισσότερες γλώσσες προγραµµατισµού και αρκετά

κατανοητή στους προγραµµατιστές. Πολύ τελευταία είναι ιδιαίτερα διαδεδο-

µένος ο προγραµµατισµός των επεξεργαστών για γραφικά όπου µπορεί να

προσφέρει υπό συνθήκες ιδιαίτερα µεγάλες επιδόσεις. Το πρόβληµα σε αυτή

την περίπτωση είναι οι αρκετοί περιορισµοί στις γλώσσες προγραµµατισµο-

ύ και στις ιδιαίτερες προγραµµατιστικές γνώσεις για να κάνεις έναν κώδικα

συµβατό µε αυτό το περιβάλλον. Γενικά σε αυτή την αρχιτεκτονική παραλλη-

λοποίησης το ϐασικό πρόβληµα είναι το µέγεθος της µνήµης η οποία είναι η

ίδια για όλους τους επεξεργαστές.

Αντίθετα στην 2η αρχιτεκτονική ο περιορισµός είναι στο πλήθος των επε-
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ξεργαστών και στην επικοινωνία µεταξύ τους και όχι την µνήµη αφού ο κάθε

κόµβος διαθέτει την δική του. Η επικοινωνία µεταξύ των κόµβων γίνεται µε

την χρήση της ϐιβλιοθήκης του MPI όπου το προγραµµατιστικό ϐάρος πέφτει

στην µείωση της επιµέρους επικοινωνίας µεταξύ των επεξεργαστών. Σε αυτή

την αρχιτεκτονική ο κάθε επεξεργαστής τρέχει µια δική του διεργασία όπου

ανάλογα µε τον εκάστοτε αλγόριθµο έχει οριστεί µια τοπολογία πάνω στην

οποία και γίνεται η επικοινωνία µεταξύ των επεξεργαστών. Κατά την διάρκεια

της επικοινωνίας οι επεξεργαστές ϐρίσκονται σε κατάσταση αναµονής µέχρι

την ολοκλήρωσή της.

Η απόδοση ενός παράλληλου κώδικα µετριέται µε την επιτάχυνση spe

edup S και την απόδοση efficiency E, όπου εξαρτάτε από το µέγεθος του

προβλήµατος και το πλήθος των επεξεργαστών np. Στην περίπτωσή µας το

µέγεθος του προβλήµατος ορίζεται από το πλήθος των υπολογιστικών κελιών

του πλέγµατος nc, οπότε η επιτάχυνση και η απόδοση ορίζονται ως,

S(nc, np) =
T (nc, 1)

T (nc, np)
, E(nc, np) =

T (nc, 1)

npT (nc, np)
(1.1)

όπου T (nc, np) είναι ο χρόνος εκτέλεσης του προγράµµατος και np = 1 ο-

ϱίζει την διαδοχική υλοποίηση. Ο νόµος τους Amdahl ορίζει την µέγιστη

επιτάχυνση Smax και την µέγιστη απόδοση Emax ως,

Smax(np) =
1

1− θp + θp/np

, Emax(np) =
1

np(1− θp) + θp
(1.2)

όπου θp είναι το κοµµάτι του κώδικα που µπορεί να εκτελεστεί παράλληλα.

Το µέγιστο θp = 1 µε Smax = np και Emax = 1. Γενικά όταν το θp < 1

η απόδοση του παράλληλου κώδικα µειώνεται αυξάνοντας των αριθµό των

επεξεργαστών np.

Σε αυτή την εργασία η παραλληλοποίηση του κώδικα έγινε ϐάση της κα-

τανεµηµένης µνήµης αρχιτεκτονικής χρησιµοποιώντας την ϐιβλιοθήκη του

MPI. Μετά από σχετική µελέτη των αλγορίθµων του κώδικα αποφασίστηκε η

παραλληλοποίηση να γίνει µε την λογική του SPMD, Single Program Mul

tiple Data. Αφού το κύριο πρόβληµα είναι ο όγκος των δεδοµένων και πα-

ϱαλληλοποίηση των επιµέρους ϱουτινών ϑα είχε τεράστιο υπολογιστικό αλλά

και προγραµµατιστικό, όσον αφορά την υλοποίηση, κόστος. Σύµφωνα µε το

SPMD µοντέλο ο κάθε επεξεργαστής τρέχει τον ίδιο κώδικα µε διαφορετική
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είσοδο δεδοµένων (input) και διαφορετική έξοδο αποτελεσµάτων (output). Ο

καταρκεµατισµός του µη δοµηµένου πλέγµατος (unstructure grid) είναι στα-

τικός και έγινε µε τις ϱουτίνες του Metis v4x [34]. Η περίπτωση δυναµικού

κατακερµατισµού ϑα αύξανε την πολυπλοκότητα καθώς επίσης ϕεύγει από

την λογική του SPMD αφού ϑα ήταν απαραίτητη συνεχώς η µεταφορά µε-

γάλου όγκου δεδοµένων µεταξύ των επεξεργαστών. Ανάλογες εργασίες είναι

[40],[10].



Κεφάλαιο 2

Μαθηµατικό µοντέλο

Οι µη-γραµµικές εξισώσεις ϱηχών υδάτων (NSWE) σε δύο χωρικές διαστάσεις

παράγονται από την ολοκλήρωση κατά το ϐάθος των NavierStokes εξισώσε-

ων, αγνοώντας την κάθετη επιτάχυνση των σωµατιδίων του νερού και λαµ-

ϐάνοντας την κατανοµή της πίεσης ως υδροστατική. Αγνοώντας τα ϕαινόµενα

Coriolis, επιφανειακής τάσης, οι εξισώσεις δίνονται στη διανυσµατική µορφή

νόµων διατήρησης ως :

∂U

∂t
+∇ · H(U) = L(U, x, y) στο Ω× [0, t] ⊂ R

2 × R
+, (2.1)

όπου Ω× [0, t] είναι χώρο-χρόνος στο Καρτεσιανό επίπεδο πάνω στο οποίο

λύνονται οι εξισώσεις, το διάνυσµα των συντηρητικών µεταβλητών του νόµου

διατήρησης και των συναρτήσεων ϱοής στην x− και y− διάσταση είναι

U =




h

hu

hv


 , H(U) = [F G] =




hu hv

hu2 + 1
2
gh2 huv

huv hv2 + 1
2
gh2


 ,

όπου u = [u, v]T είναι το διάνυσµα του πεδίου ταχυτητας, h(x, y, t) το ϐάθος

της ϱοής (απόσταση µεταξύ του πυθµένα και της ελεύθερης επιφάνειας) και

g η επιτάχυνση του πεδίου ϐαρύτητας. Ο πηγαίος όρος L(U) = [R + S]

µοντελοποιεί την επίδραση του ανάγλυφου του πυθµένα και της τριβής στη

ϱοή. Το ανάγλυφο του πυθµένα ορίζεται από τη συνάρτηση B(x, y), ενώ οι

γεωµετρικοί όροι δίνονται από R = R1 +R2 όπου

R1 =
[
0 −gh∂B(x,y)

∂x
0
]T

και R2 =
[
0 0 −gh∂B(x,y)

∂y

]T
.
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Το στοιχείο S του πηγαίου όρου περιέχει την τάση της τριβής στον πυθµένα

ως

S =
[
0 −τbx

ρ
−τby

ρ

]T
,

όπου ρ είναι η πυκνότητα του νερού. Οι όροι της τάσης στον πυθµένα τbx

και τby αντιπροσωπεύουν την διάχυση της ενέργειας, που οφείλεται στην τρα-

χύτητα του πυθµένα πάνω στην ϱοή και προσεγγίζεται από την σχέση

τbx = ρCfu
√
u2 + v2 και τby = ρCfv

√
u2 + v2.

Ο συντελεστής της τραχύτητας του πυθµένα υπολογίζεται από

Cf = gn2
m/h

1/3, µε nm να είναι ο συντελεστής τραχύτητας Manning.

Οι Ιακωβιανοί πίνακες του συστήµατος (2.1) δίνονται ως

∂F

∂U
= A =




0 1 0

c2 − u2 2u 0

−uv v u


 ,

∂G

∂U
= B =




0 0 1

−uv v u

c2 − v2 0 2v


 ,

µε c =
√
gh να είναι η ταχύτητα του κύµατος.

Η ολοκληρωτική µορφή των εξισώσεων πάνω σε ένα χωρίο Ω είναι

∂

∂t

∫∫

Ω

UdΩ+

∫∫

Ω

(
∇ · H

)
dΩ =

∫∫

Ω

LdΩ, (2.2)

και από το ϑεώρηµα απόκλισης του Gauss στο ολοκλήρωµα της ϱοής έχουµε

∂

∂t

∫∫

Ω

UdΩ +

∮

Γ

(
H · ñ

)
dΓ =

∫∫

Ω

LdΩ, (2.3)

όπου Γ είναι το σύνορο του χωρίου και ñ = [ñx, ñy]
T είναι το µοναδιαίο

κάθετο προς τα έξω διάνυσµα. Μια διακριτή προσέγγιση της εξίσωσης (2.3)

εφαρµόζεται σε κάθε υπολογιστικό κελί του Ω =
⋃
ΩP , P = 1, ..., N , η χωρι-

κή ολοκλήρωση αντιπροσωπεύει τα ολοκληρώµατα στο |ΩP | του κελιού και τα

επιφανειακά ολοκληρώµατα αντιπροσωπεύουν την συνολική ϱοή στα όρια των

κελιών. Το UP υποδηλώνει την προσέγγιση όρων διατήρησης πάνω στο χωρίο

την δεδοµένη χρονική στιγµή, από την εξίσωση (2.3) η εξίσωση διατήρησης

σε κάθε κελί µπορεί να γραφεί ως

∂UP

∂t
= − 1

|ΩP |

∮

ΓP

(
Fñx +Gñy

)
dΓ =

∫∫

ΩP

LdΩ. (2.4)
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Ο Ιακωβιανός πίνακας, J,της συνάρτησης ϱοής (H · n), επαληθεύετε ως

J =
∂(H · n)

∂U
= Anx +Bny

και µπορεί να εκφραστεί ως

J =




0 nx ny

(c2 − u2)nx − uvny 2unx + vny uny

−uvnx + (c2 − v2)ny vnx unx + 2vny


 . (2.5)

Οι ιδιοτιµές του J δίνονται από

λ1 = unx + vny − c, λ2 = unx + vny, λ3 = unx + vny + c, (2.6)

µε τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

r1,3 =
[
1 u± cnx v ± cny

]T
, r2 =

[
0 −cny cnx

]T
(2.7)

Από τα παραπάνω ιδιοδιανύσµατα δύο πίνακες Pκαι P−1µπορούν να κατα-

σκευαστούν µε την ιδιότητα ότι διαγωνοποιούν τον Ιακωβιανό πίνακα J ως

J = PΛP−1,

όπου Λ είναι ο διαγώνιος πίνακας τις ιδιοτιµές στην κύρια διαγώνιο.
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Κεφάλαιο 3

Κεντροθετιµένη ∆ιακριτοποίηση

Πεπερασµένων ΄Ογκων

3.1 Πεπερασµένοι όγκοι

Η αρχική διακριτοποίηση του υπολογιστικού χωρίου γίνεται µε τριγωνισµούς.

Το σύνορο ∂CP του χωρίου ελέγχου CP γύρω από κάθε εσωτερικό κόµβο P

του πλέγµατος ορίζεται από την ένωση των ϐαρύκεντρων των τριγώνων που

έχουν τον κόµβο P ως κοινή κορυφή µε τα µέσα των αντίστοιχων ακµών που

τέµνονται στον κόµβο P , Median Dualapproach,βλ. Σχήµα (3.1). Συνεπώς

οι άγνωστες ποσότητες ορίζονται στο σηµείο (κόµβο) P (NodeCentered).

Με ∂CPQ = G1MG2 ορίζουµε το κοινό τµήµα του ∂CP και ∂CQ, όπου M

είναι το µέσο της ακµής PQ. Το προς τα έξω κάθετο διάνυσµα στο ∂CPQ είναι

nPQ = [nPQx, nPQy]
T και ñPQ = [ñPQx, ñPQy]

T
είναι το αντίστοιχο µοναδιαίο

διάνυσµα. Αν nPQ,1 είναι το κάθετο στο G1M (µε νόρµα ίση µε το µήκος του

G1M ), και nPQ,2 είναι το κάθετο στο MG2 (µε νόρµα ίση µε το µήκος του

MG2) τότε

nPQ =

∫

∂CPQ

ñ dl = nPQ,1 + nPQ,2,

όπου dl είναι υπολογισµένο κατά µήκος του ∂CPQ. Το υπό-κελί TPQ είναι

η ένωση των τριγώνων G1MP και MG2P . Με AP ορίζουµε το εµβαδόν του

υπολογιστικού κελιού CP .

Για έναν συνοριακό κόµβο P του πλέγµατος ο ορισµός του κελιού ελέγχου
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Σχήµα 3.1: Ορισµός του κελιού ελέγχου για ένα εσωτερικό κόµβο του υπολογιστικού

πλέγµατος

περιγράφεται στο Σχήµα (3.2). Το προς τα έξω κάθετο διάνυσµα στο M1PM2

είναι nP = [nPx, nPy]
T, όπου το ñP = [ñPx, ñPy]

T
είναι το αντίστοιχο µονα-

διαίο διάνυσµα. Αν nP,1 είναι κάθετο στο M1P (µε νόρµα ίση µε το µήκος

του M1P ), όπου nP,2 είναι κάθετο στο PM2 (µε νόρµα ίση µε το µήκος του

PM2) τότε :

nP =

∫

M1PM2

ñ dl = nP,1 + nP,2,

όπου dl είναι υπολογισµένο στο M1PM2. Επίσης, στην περίπτωση ενός συ-

νοριακού κόµβου P , ∂CPQ = M2G2 και αν nPQ,2 είναι κάθετο στο MG2 (µε

νόρµα ίση µε το µήκος του MG2) τότε :

nPQ =

∫

∂CPQ

ñ dl = nPQ,2,

όπου το dl είναι υπολογισµένο κατά µήκος του ∂CPQ.

Αν Γ είναι σύνορο του χωρίου και KP η οµάδα γειτονικών κόµβων του P ,

τότε ∂CP περιγράφεται ως :

∂CP =
⋃

Q∈KP

∂CPQ + (∂CP ∩ Γ) .
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Σχήµα 3.2: Ορισµός του υπολογιστικού κελιού για ένα συνοριακό κόµβο

3.2 Ολοκλήρωση των εξισώσεων και ορισµός της

αριθµητικής ϱοής

Ακολουθώντας την εξίσωση (2.3) η ολοκληρωτική µορφή της εξίσωσης στο

δηµιουργηµένο nodecentered όγκο ελέγχου δίνεται από
∫∫

CP

∂U

∂t
dxdy +

∮

∂CP

(
Fñx +Gñy

)
dl =

∫∫

CP

L dxdy

ή

∫∫

CP

∂U

∂t
dxdy +

∑

Q∈KP





∫

∂CPQ

(
Fñx +Gñy

)
dl





+

∫

∂CP∩Γ

(
Fñx +Gñy

)
dl =

∫∫

CP

L dxdy.

Χωρίζουµε τον πηγαίο όρο του ολοκληρώµατος σε άθροισµα των ολοκλη-

ϱωµάτων στα υπό-κελιά TPQ, Q ∈ KP ,

∫∫

CP

∂U

∂t
dxdy +

∑

Q∈KP





∫

∂CPQ

(
Fñx +Gñy

)
dl





+

∫

∂CP∩Γ

(
Fñx +Gñy

)
dl

=
∑

Q∈KP






∫∫

TPQ

L dxdy





.

(3.1)
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Για την ολοκλήρωση της χρονικής παραγώγου του διανύσµατος των µετα-

ϐλητών του νόµου διατήρησης, υποθέτουµε µια οµοιόµορφη κατανοµή των

άγνωστων ποσοτήτων στο CP , ίση µε την τιµή του στον κόµβο P
∫∫

CP

∂U

∂t
dxdy =

∂UP

∂t

∫∫

CP

dxdy =
∂UP

∂t
AP .

Στη συνέχεια εισάγουµε τα διανύσµατα των συναρτήσεων ϱοής ως

ΦPQ =

∫

∂CPQ

(
Fñx +Gñy

)
dl και ΦP,out =

∫

∂CP∩Γ

(
Fñx +Gñy

)
dl.

ως εκ τούτου η εξίσωση (3.1) γίνεται

∂UP

∂t
AP +

∑

Q∈KP

ΦPQ +ΦP,out =
∑

Q∈KP





∫∫

TPQ.

L dxdy





(3.2)

Για όλες τις ακµές του µη δοµηµένου πλέγµατος η συνάρτηση ϱοής ΦPQ

ϑα πρέπει να υπολογιστεί και να προστεθεί (µε το κατάλληλο πρόσηµο) στο

άθροισµα της ϱοής των παρακείµενων κελιών CP και CQ αντίστοιχα. Η συ-

νάρτηση ϱοής µπορεί, υποθέτοντας οµοιόµορφη κατανοµή της στο ∂CPQ, να

προσσεγγιστεί από τον κανόνα του µέσου των επικαµπύλιων ολόκληρωµάτων

του H στο ∂CPQ, ίσο µε την τιµή του στο µέσο M της ακµής PQ, έτσι

ΦPQ =

∫

∂CPQ

(
Fñx+Gñy

)
dl ≈

(
Fñx+Gñy

)
M
‖nPQ‖ =

(
FnPQx+GnPQy

)
M
.

Προκειµένου να υπολογίσουµε το ϐαθµωτό γινόµενο Z = H·ñ = FnPQx+

GnPQy στο M και αντίστοιχα το διάνυσµα ϱοής, υποθέτουµε το µονοδιάστατο

πρόβληµα Riemann µεταξύ της αριστερής (L) και δεξιάς (R) κατάστασης

στις δύο πλευρές του σηµείου M , και που ορίζεται από τα διανύσµατα UL
PQ

και UR
PQ αντίστοιχα, το οποίο επιλύεται µε την προσέγγιση του Roe (Roe’s

approximate Riemman solver)[48]. Λαµβάνοντας υπόψη ένα απλοποιηµένο

πρόβληµα Riemann το οποίο λύνεται µε ακριβή τρόπο το σχήµα του Roe

χρησιµοποιείται ευρέως. Η λύση στηρίζεται στο γεγονός ότι ο Ιακωβιανός

πίνακας (2.5) είναι σταθερός και υπολογίζεται µε συνέπεια στους νόµους

διατήρησης κατά µήκος του PQ. ΄Ετσι,

ΦPQ =
1

2

{
Z
(
UL

PQ,nPQ

)
+Z

(
UR

PQ,nPQ

)}
− 1

2

∣∣∣J̃PQ

∣∣∣
(
UR

PQ−UL
PQ

)
, (3.3)
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όπου J̃PQ είναι ο Ιακωβιανός πίνακας που υπολογίζεται µε την προσέγγιση

(µέσες τιµές) του Roe στις µεταβλητές W = [h, u, v]T και

∣∣∣J̃PQ

∣∣∣ ορίζεται ως

∣∣∣J̃PQ

∣∣∣ =
(
P̃

∣∣∣Λ̃
∣∣∣ P̃−1

)
PQ

,

µε |Λ| να είναι ο διαγώνιος πίνακας που περιέχει τις απόλυτες τιµές των

ιδιοτιµών του J. Το ˜ υποδηλώνει ότι οι πίνακες υπολογίστηκαν µε τις µέσες

τιµές του Roe που δίνονται ως,

h̃ =
√
hL · hR, ũ =

√
hLuL +

√
hRuR

√
hL +

√
hR

, ṽ =

√
hLvL +

√
hRvR√

hL +
√
hR

και c̃ =
√
g hL+hR

2
.

Η εξίσωση (3.3) µπορεί εναλλακτικά να γραφεί µε την παρακάτω µορφή, η

οποία και χρησιµοποιείται στην υλοποίηση

ΦPQ = Z
(
UL

PQ, nPQ

)
+ J̃−

PQ

(
UR

PQ −UL
PQ

)
, (3.4)

όπου

J̃−

PQ =
(
P̃ Λ̃− P̃−1

)
PQ

, Λ̃− = diag

{
λ̃−

i

}
, λ̃−

i = min
(
λ̃i, 0

)
, i = 1, 2, 3,

και

Z
(
UL

PQ, nPQ

)
= FLnPQx+GLnPQy =




h
(
u nPQx + v nPQy

)

hu
(
u nPQx + v nPQy

)
+

1

2
gh2nPQx

hv
(
u nPQx + v nPQy

)
+

1

2
gh2nPQy




L

.

Το πρώτης τάξης ακρίβειας (στο χώρο) αριθµητικό σχήµα προκύπτει εάν

οι τιµές UL
PQ = UP και UR

PQ = UQ, δηλαδή υποθέτουµε µια κατά τµήµατα

σταθερή προσέγγιση των αγνώστων ποσοτήτων στους όγκους ελέγχου.

3.3 ∆εύτερης τάξης σχήµα αριθµητικής ϱοής

Προκειµένου να ϐελτιωθεί η χωρική τάξη ακρίβειας του αριθµητικού σχήµα-

τος περισσότεροι κόµβοι ϑα πρέπει να λαµβάνονται υπόψη στον υπολογισµό

της αριθµητικής ϱοής πάνω σε ένα αριθµητικό κελί. Ως εκ τούτου εφαρ-

µόζεται ένα δεύτερης τάξης σχήµα ϐασισµένο στην γραµµική ανακατασκευή
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MUSLC [54] των ϐασικών µεταβλητών σε κάθε όγκο ελέγχου χρησιµοποιών-

τας έναν περιορισµό στην κλίση που ελέγχει το συνολική µεταβολή στο υπο

ανακατασκευή πεδίο.

Για το λόγο αυτό η κλίση (∇W)P πρέπει να υπολογιστεί σε κάθε όγκο

ελέγχου P του υπολογιστικού πλέγµατος εφαρµόζοντας το GreenGauss ϑε-

ώρηµα στη περιοχή ΩP , ϐλ. Σχήµα (3.3), το οποίο περιγράφεται από την

ένωση όλων των τριγώνων που µοιράζονται την κορυφή P , ακολουθώντας το

[3]. Το (∇W)P υπολογίζεται ως µέσος όρος λαµβάνοντας υπόψη ότι η διακρι-

τή λύση του (∇W)P µεταβάλλεται γραµµικά, το οποίο σηµαίνει ότι η κλίση

είναι σταθερή (GreenGauss γραµµική αναπαράσταση). Για κάθε συνηστώσα

του W έχουµε

Σχήµα 3.3: Ορισµός της περιοχής όπου υπολογίζεται το διάνυσµα κλίσης των ϐασικών

µεταβλητών

∫∫

ΩP

∇widA =

∮

∂ΩP

win̂ dl,

από την οποία αποδυκνείεται ότι

(∇wi)P =
1

AP

∑

Q∈KP

1

2

(
wi,P + wi,Q

)
nPQ.

Στη περίπτωση που ο κόµβος P είναι συνοριακός ϐλ. Σχήµα (3.2) η προηγο-

ύµενη σχέση µετασχηµατίζεται ώς :

(∇wi)P =
1

AP

{
∑

Q∈KP

1

2

(
wi,P + wi,Q

)
nPQ + wi,P

(
nP,1 + nP,2

)}
.
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Σε αυτό το σηµείο είναι σηµαντικό να πούµε ότι, οι παραπάνω σχέσεις

είναι ϐασισµένες στις ακµές του υπολογιστκού πλέγµατος (τριγωνισµού) και

είναι συµβατές µε την γενική δοµή της υλοποίησης µας. Στο µη-δοµηµένο

υπολογιστικό πλέγµα το σχήµα MUSCL εφαρµόζεται σε κάθε ακµή. ∆εξιά και

αριστερά οι ϐασικές µεταβλητές στο µέσο M της ακµής PQ προσεγγίζονται

(ανακατασκευάζονται γραµµικά) ως

wL
i,PQ = wi,P +

1

2
rPQ · (∇wi)P ,

wR
i,PQ = wi,Q − 1

2
rPQ · (∇wi)Q ,

όπου rPQ είναι το διάνυσµα που συνδέει τους κόµβους P και Q και από εδώ

και στο εξής, οι εκθέτες ϑα δηλώνουν τις ανακατασκευασµένες τιµές, εκτός

και αν ορίζεται διαφορετικά. Για την πρόληψη ταλαντώσεων από το αριθµη-

τικό σχήµα στη ανακατασκευή της λύσης εφαρµόζεται αυστήρη µονοτονία

χρησιµοποιώντας τον Albadavan Leer περιοριστή (limiter) κλίσης [53] µε

αποτέλεσµα

wL
i,PQ = wi,P +

1

2
LIM (aP , b) ;

wR
i,PQ = wi,Q − 1

2
LIM (aQ, b) ,

όπου

b = wi,Q − wi,P ,

aP = 2
((

∇wi

)
P
· rPQ

)
− b,

aQ = 2
(
(∇wi)Q · rPQ

)
− b

και

LIM (a, b) =






(a2 + e) b+ (b2 + e) a

a2 + b2 + 2e
, if ab > 0

0, if ab ≤ 0,

όπου 0 < e << 1, χρησιµοποιείται για την αποφυγή διάχυσης λόγο του µηδέν

(e = 10−16 στην υλοποίηση µας). Μπορούν επίσης να εφαρµοστούν και άλλοι

περιοριστές αλλά στην παρούσα εργασία έχει χρησιµοποιήθει ο παραπάνω.

Αξίζει να σηµειωθεί εδώ ο η ίδια ανακατασκευή χρησιµοποιείται και για τον

υπολογισµό της κλίσης της ϐαθυµετρίας B(x, y), η οποία χρειάζεται για τον

υπολογισµό του πηγαίου όρου της κλίσης του πυθµένα.
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3.4 ∆ιακριτοποίηση πηγαίων όρων κλίσης πυθ-

µένα

Η ολοκλήρωση των πηγαίων όρων της κλίσης τους πυθµένα R(U) πάνω στον

όγκο ελέγχου CP υπολογίζεται ως

∫∫

CP

R (U) dxdy =

∫∫

CP

{
R1 +R2

}
dxdy =

∫∫

CP









0

−gh

0



∂B

∂x
+




0

0

−gh



∂B

∂y





dxdy.

Υπολογίζουµε τον όρο τοπογραφίας ως διάνυσµα ϱοής

ΨPQ =

∫∫

TPQ








0

−gh

0



∂B

∂x
+




0

0

−gh



∂B

∂y





dxdy, Q ∈ KP ,

ως εκ τούτου, ∫∫

CP

R (U) dxdy =
∑

Q∈KP

ΨPQ.

Για όλες τις ακµές, του µη δοµηµένου πλέγµατος, το διάνυσµα ΨPQ ϑα

πρέπει να υπολογίζεται έτσι ώστε να προστεθεί σωστά στην ϱοή το άθροισµα

των δύο γειτονικών κελιών CP και CQ αντίστοιχα. Το διάνυσµα ΨPQ προσεγ-

γίζεται στην διακριτή µορφή Ψ̃PQ. Το διακριτό διάνυσµα ϱοής των πηγαίων

όρων εξαρτάται από τις τιµές των µεταβλητών στο σύνορο ∂CPQ του κελιού

ελέγχου, και στο αντίστοιχο κάθετο διάνυσµα. ΄Οπως έχει αποδειχθεί στο [8]

και [7], ένα upwind σχήµα χρησιµοποιείται για την προσέγγιση του πηγαίου

όρου της τοπογραφίας ώστε να αποφευχθούν µη ϕυσικές ταλαντώσεις στην

λύση ικανοποιώντας την λεγόµενη ιδιότητα-C της στάσιµης κατάστασης σε

ηρεµία, u = v = 0, πάνω από τοπογραφία. Για να επιτευχθεί αυτό η ο-

λοκλήρωση του πηγαίου όρου προβάλλεται στα ιδιοδιανύσµατα του J̃ και η

γραµµικοποιηµένοι µορφή της µπορεί να γραφτεί ως :

Ψ̃PQ =
(
P̃P̃−1Ψ̃

)
PQ

.
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Προκειµένου να επιτευχθεί η αριθµητική κατάσταση ισσοροπίας (ως εκ το-

ύτου ικανοποιείται η ιδιότητα-C) ο πηγαίος όρος της τοπογραφίας πρέπει να

γραµµικοποιηθεί µε τον ίδιο τρόπο (Roeaveraged state) όπως ο όρος της

αριθµητικής ϱοής Φ προηγούµενα. Η upwind διακριτοποίηση του πηγαίου

όρου παρέχει τους παρακάτω δύο όρους οι οποίοι ϑα προστεθούν στον πηγα-

ίο όρο για τους αντίστοιχους όγκους ελέγχου γύρω από τα σηµεία P και Q

αντίστοιχα :

Ψ̃−

PQ =
(
P̃I−P̃−1Ψ̃

)
PQ

, Ψ̃+
PQ =

(
P̃I+P̃−1Ψ̃

)
PQ

= Ψ̃−

QP ,

όπου I± = Λ̃±Λ̃−1. όπου µε κατάλληλες αλγεβρικές πράξεις έχουµε :

Ψ̃−

PQ =
1

2

(
P̃
(
I−

∣∣∣Λ̃
∣∣∣ Λ̃−1

)
P̃−1Ψ̃

)

PQ
(3.5)

και :

Ψ̃+
PQ =

1

2

(
P̃
(
I+

∣∣∣Λ̃
∣∣∣ Λ̃−1

)
P̃−1Ψ̃

)
PQ

. (3.6)

Ο όρος (Ψ̃)PQ στην εξίσωση (3.5) και (3.6) προσεγγίζεται µε τον παρακάτω

τρόπο ώστε να εξισορροπηθούν οι αντίστοιχοι όροι ϱοής στις υδραστατικές

συνθήκες,

(Ψ̃)PQ =




0

−g
hL + hR

2

(
BR − BL

)
nPQx

−g
hL + hR

2

(
BR − BL

)
nPQy




PQ

όπου, για το 1ης τάξης σχήµα, το αποτέλεσµα είναι

(Ψ̃)PQ =




0

−g
hP + hQ

2
(BQ − BP )nPQx

−g
hP + hQ

2
(BQ − BP )nPQy




PQ

.

Η συνεισφορά της αριθµητικής ϱοής πρέπει τώρα να είναι ίση µε αυτή του

πηγαίου όρου για τις υδροστατικές συνθήκες :

Z
(
UL

PQ, nPQ

)
+
(
P̃Λ̃−P̃−1

) (
UR

PQ −UL
PQ

)
=

(
1

2
P̃
(
I−

∣∣∣Λ̃
∣∣∣ Λ̃−1

)
P̃−1Ψ̃

)

PQ

.

(3.7)
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Υπενθυµίζουµε ότι,

c̃ =

√
g
hL + hR

2

και όσον αφορά τις υδροστατικές συνθήκες έχουµε :

u = v = 0, BR − BL = −
(
hR − hL

)
.

Η ισότητα της εξίσωσης (3.7) δίνει το ακόλουθο:




−c̃‖nPQ‖
2

(
hR − hL

)

c̃2nPQx

2

(
hR − hL

)

c̃2nPQy

2

(
hR − hL

)



+




0
1

2
g
(
hL
)2

nPQx

1

2
g
(
hL
)2

nPQy


 =




−c̃

(
hR − hL

)

2
‖nPQ‖

c̃2
(
hR − hL

)

2
nPQx

c̃2
(
hR − hL

)

2
nPQy



.

(3.8)

Στην περίπτωση 1ης τάξης σχήµα η εξίσωση (3.8) δίνει :




−c̃‖nPQ‖
2

(hQ − hP )

c̃2nPQx

2
(hQ − hP )

c̃2nPQy
2

(hQ − hP )



+

1

2
gh2

P




0

nPQx

nPQy


 =




−c̃
(hQ − hP )

2
‖nPQ‖

c̃2
(hQ − hP )

2
nPQx

c̃2
(hQ − hP )

2
nPQy



,

και µόνο το αριστερό µέλος είναι αυτό που δεν µπορεί να ακυρωθεί απευ-

ϑείας από κάποιον παρόµοιο όρο στο δεξί µέλος της ισότητας. Αν λάβουµε

όµως υπόψη ότι όλες οι ϱοές αθροίζονται σε όλες τις ακµές που έχουν κοινή

κορυφή P (κατά µήκος ∂CP ), ο δεύτερος όρος εξαφανίζεται. Αυτό οφείλεται

στο γεγονός ότι

∮

∂CP

ndl = 0,

∮

∂CP

(
n · î

)
dl = 0 ⇒

∮

∂CP

nxdl = 0 και

∮

∂CP

(
n · ĵ

)
dl = 0

⇒
∮

∂CP

nydl = 0.

Τότε

∑

Q∈KP

1

2
g
(
hL
)2




0

nPQx

nPQy


 =

1

2
gh2

P

∑

Q∈KP




0

nPQx

nPQy


 =

1

2
gh2

P




0

0

0


 =




0

0

0


 .
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Στην περίπτωση της 2ης τάξης MUSCL διακριτοποίησης, η συνεισφορά

της αριθµητικής ϱοής δεν εξισώνεται µε την διακριτοποίηση του πηγαίου

όρου για τις υδροστατικές συνθήκες, ακόµα και στην περίπτωση που είναι

2ης τάξης και η διακριτοποίηση της κλίσης του πυθµένα (όπως είχε τονιστεί

προηγουµένος, η ίδια διαδικασία ανακατασκευής χρησιµοποιείται για να υ-

πολογιστεί η κλισης της τοπογραφίας B(x, y)). Ο λόγος είναι ότι ο δεύτερος

όρος της εξίσωσης (3.8) δεν εξαφανίζεται λόγω του ότι το ανακατασκευασµένο

hL έχει διαφορετική τιµή για κάθε ένα από τα διαφορετικά ∂CPQ, Q ∈ KP

και ως εκ τούτου

∑

Q∈KP

1

2
g
(
hL
)2




0

nPQx

nPQy


 6= 0.

Σε αυτή την περίπτωση, ένας όρος ϑα πρέπει να προστεθεί στον πηγαίο όρο

Ψ̃−

PQ, προκειµένου να εξισώσει τους αντίστοιχους µη µηδενικούς όρους της

αριθµητικής ϱοής, σύµφωνα µε την εργασία [32, 45], έχοντας κατά νού ότι

όλες οι τιµές έχουν ανακατασκευστεί. Ο όρος που πρέπει να προστεθεί είναι :



0

−g
hL + hP

2

(
BL − BP

)
nPQx

−g
hL + hP

2

(
BL − BP

)
nPQy



.

Ο παραπάνω όρος απαλήφεται για το 1ης τάξης σχήµα ως BL = BP . Για τις

υδροστατικές συνθήκες έχουµε :

BL −BP = −
(
hL − hP

)

και έτσι ο νέος όρος είναι γραµµένος για τις υδροστατικές συνθήκες ως :



0

−g
hL + hP

2

(
BL − BP

)
nPQx

−g
hL + hP

2

(
BL −BP

)
nPQy



=




0

−g
hL + hP

2

(
hP − hL

)
nPQx

−g
hL + hP

2

(
hP − hL

)
nPQy



=

=




0

−g
1

2

(
h2
P −

(
hL
)2)

nPQx

−g
1

2

(
h2
P −

(
hL
)2)

nPQy


 =




0

−g
1

2
h2
PnPQx

−g
1

2
h2
PnPQy


+




0

g
1

2

(
hL
)2

nPQx

g
1

2

(
hL
)2

nPQy


 .

(3.9)
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Ο δεύτερος όρος του δεξιού µέλους της εξίσωσης (3.9) τώρα εξισώνεται µε τον

αντίστοιχο όρο της αριθµητικής ϱοής, ο δεύτερος προστέθηκε στο δεξί µέλος

της εξίσωσης (3.8) ενώ ο πρώτος όρος απαλήφεται, οπότε έχουµε :

∑

Q∈KP

1

2
gh2

P




0

nPQx

nPQy


 =




0

0

0


 .

Ο όρος που προστήθεται στον πηγαίο όρο Ψ̃+
PQ = Ψ̃−

QP (για τον υπολογι-

σµό της ϱοής στο Q) οµοίος δίνεται ως :




0

−g
hR + hQ

2

(
BR − BQ

)
(−nPQx)

−g
hR + hQ

2

(
BR − BQ

)
(−nPQy)



=




0

−g
hR + hQ

2

(
BQ − BR

)
nPQx

−g
hR + hQ

2

(
BQ − BR

)
nPQy



.

Τονίζουµε εδώ ότι, οι ανωτέρω υψηλή τάξης διόρθωση για τους πηγαίους

όρους δίνει µια ακριβή ισορροπία µεταξύ της αριθµητικής και του πηγαίου

όρου σε υδροστατικές συνθήκες (ϱοή σε κατάσταση ηρεµίας), µε αποτέλεσµα

ένα πλήρως 2ης τάξης σχήµα.

3.5 Στεγνό-υγρό µέτωπο, αντιµετώπιση για την

διατήρηση της µάζας

Στις περισσότερες πραγµατικές εφαρµογές υπάρχει κινούµενο σύνορο µετα-

ξύ των στεγνών και υγρών περιοχών του υπολογιστικού πλέγµατος κατά την

µεταβολή της στάθµης του νερού. Αυτό το σύνορο χαρακτηρίζεται από µια

υγρή-στεγανή κατάσταση και ένας ειδικός χειρισµός είναι απαραίτητος για

τον ακριβή υπολογισµό του κινούµενου συνόρου. Το υπολογιστικό πλέγµα

είναι συγκεκριµένο και σταθερό µε τους υπολογιστικούς όγκους να χαρακτη-

ϱίζονται ως υγρό ή όχι κατά την προσέγγιση της λύσης. Με σκοπό να οριστεί

πότε ένα κελί είναι στεγνό και πότε υγρό έχει οριστεί µια παράµετρος εwd

που το καθορίζει. Αν η στάθµη του νερού είναι χαµηλότερη από το εwd σε

ένα όγκο ελέγχου του πλέγµατος τότε το χωρίο ελέγχου χαρακτηρίζεται ως

στεγνό. Η επιλογή του εwd δεν είναι πάντα εύκολη υπόθεση και εξαρτάται
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από το είδος του προβλήµατος που µελετάµε, την ακρίβεια της µηχανής και

το µέγεθως του υπολογιστικού πλέγµατος. Παρακάτω αναλύονται τα ϐήµατα

που ακολουθούνται στην προσέγγιση του ϑγρού-στεγανού µετώπου.

Ας υποθέσουµε οτι έχουµε την περίπτωση υγρού-στεγανού µεταξύ των

κόµβων P και Q, που συνδέονται από την ακµή PQ. Χωρίς περιορισµό της

γενικότητας, υποθέτουµε ότι ο κόµβος Q είναι στεγανός και ο κόµβος P είναι

υγρός. Με ϐάση την παράµετρο υγρού-στεγανού έχουµε

hQ ≤ εwd και hP > εwd

και ορίζουµε WQ = [0 0 0]T. Αυτό αποτελεί κοινή πρακτική στους υπο-

λογισµούς µε τις εξισώσεις ϱηχών υδάτων, παράδειγµα [30].

Σύµφωνα µε την εργασία [17], ένα αριθµητικό σχήµα ϑεωρείται ότι ε-

ίναι καλά ισορροπηµένο εάν µπορεί να υπολογίζει ακριβώς σε στάσιµη κα-

τάσταση λύσεις που αντιστοιχούν σε ϱοή σε ηρεµίας, ανεξάρτητα της ύπαρξης

υγρών-στεγανών µετώπων ή όχι, προκειµένου να ικανοποιήσει την εκτετα-

µένη ιδιότητα-C . Για να επιτευχθεί αυτό πρέπει να επαναπροσδιορίσουµε

τη ϐαθυµετρία στο σηµείο Q. Ο λόγος για τον επανακαθορισµό της ϐαθυµε-

τρίας είναι να επιτευχθεί η ακριβής αριθµητική ισορροπία µεταξύ της κλίσης

του πυθµένα και των υδροστατικών όρων,[15]. Ο επαναπροσδιορισµός της

ϐαθυµετρίας στο σηµείο Q ορίζεται ως :

∆BPQ =




− (hQ − hP ) , αν hP > εwd και hQ ≤ εwd και hP <

(
BQ − BP

)
,

BQ − BP αλλιώς,

στον υπολογισµό του (Ψ̃)PQ στην εξίσωση (3.5) και (3.6). Επιπλέον, για την

ακµή PQ (όπου υπάρχει υγρό-στεγανό µεταξύ των σηµείων) εφαρµόζουµε

πάντοτε την χρήση ενώς πρώτης τάξεως σχήµατος για την διακριτοποίηση της

πρώτης εξίσωσης για τον υπολογισµό της στάθµης του νερού, ένα πρώτης

τάξης σχήµα επίσης χρησιµοποιείται για όλες τις στεγανές περιοχές στη δια-

κρητοποίηση. Αυτό εισάγεται µε σκοπό να έχουµε µια τµηµατικά σταθερή

κατανοµή της ϐαθυµετρίας και του ϐάθους στη περιοχή που ορίζεται ως υγρό-

στεγανό µέτωπο. Το υβριδικό πρώτης-δεύτερης τάξης σχήµα έχει δώσει πολύ

καλά αποτελέσµατα στα διάφορα υπολογιστικά πειράµατα. Στην περίπτωση

που και οι δύο κορυφές της ακµής είναι υγρές, το δεύτερης τάξης σχήµα
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χρησιµοποιείται και για τις τρείς εξισώσεις, εκτός και αν έχει επιλεγεί πρώτης

τάξης σχήµα για όλο το υπολογιστικά πλέγµα.

Ενώ µε τον παραπάνω επαναπροσδιορισµό του διακριτοποιηµένης τοπο-

γραφίας µπορεί κανείς να αντιµετωπίζει τις καταστάσεις ανύψωσης τοπογρα-

ϕίας για µια ϱοή σε κατάσταση ηρεµίας περαιτέρω τροποποιήσεις πρέπει να

γίνουν για µια ϱοή στην κίνηση. Για την ακµή PQ µε ένα υγρό-στεγανό µέτω-

πο µεταξύ των κορυφών της, επιβάλουµε τον ακόλουθο περιορισµό για τον

υπολογισµό των αντίστοιχων ϱοών, ακολουθώντας τις εργασίες [17, 19, 21],

An
[
hP > εwd και hQ ≤ εwd και hP < (BQ − BP )

]

τότε uL = uR = vL = vR = 0.

Να σηµειωθεί εδώ ότι το πεδίο ταχυτήτων δεν είναι µηδέν στο υγρό κελί P ,

αλλά η παραπάνω σχέση επιβάλεται προσωρινά όταν υπολογίζεται η αριθµη-

τική ϱοή και συνεισφορά των πηγαίων όρων. Η υπολογιστική λύση είναι η

ίδια αν ο Q είναι υγρός κόµβος και ο P στεγανός. ΄Οπως έχει σηµειωθεί στο

[17] έχουµε καλύτερη προσέγγιση της λύσης στα υγρά σηµεία όπου η ορµή

είναι µικρότερη κατά απόλυτη τιµή.

Στην περίπτωση όπου η ϐαθυµετρία ενός στεγανού κελιού είναι µικρότε-

ϱη ή ίση µε αυτή στο υγρό κελί η ϱοή ϑα συνεχίσει και ϑα κατακλίσει το

στεγανό κελί και συνήθως δεν είναι ανάγκη να µεταβάλουµε την κλίση του

πυθµένα. Στην περίπτωση όµως που ο πυθµένας έχει απότοµη κλίση, πε-

ϱισσότερο νερό από το κανονικό µπορεί να υπολογιστεί σαν αυτό που έχει

κατακλίσει το στεγανό κελί, αυτό έχει σαν συνέπεια το ϐάθος στο υγρού κελί

να γίνει αρνητικό και το αριθµητικό σχήµα να γίνει ασταθές. Σε αυτή την

εργασία ακολουθώντας το [14], που παρουσιαστεί το παραπάνω ϕαινόµενο

και προκειµένου να διατηρηθεί η ευστάθεια του αριθµητικού σχήµατος στα

κελιά που έχει υπολογιστεί αρνητικό ϐάθος µετά από ένα χρονικό ϐήµα η

στάθµη του νερού και οι ταχύτητες µηδενίζονται. Αυτό προσθέτει νερό στο

γενίκο σύστηµα. Στη συνέχεια ο ίδιος όγκος νερού αφαιρείται από τα υγρά

κελιά µε σκόπο να διατηρηθεί η συνολική µάζα. Επιπλέον και προκειµένου

να διατηρηθούν τα στοιχεία της ταχύτητας, οι διατηρητέες µεταβλητές uh και

vh στα κελία όπου έχει µεταβληθεί ο όγκος του νερού αλλάζουν ανάλογα ώστα

τα στοιχεία της ταχύτητας u και v να παραµείνουν τα ίδια στο ίδιο χρονικό
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ϐήµα. Να σηµειωθεί εδώ ότι η ίδια διαδικασία ακολουθείται και στα κελιά

που είναι σχεδόν στεγνα (σύµφωνα µε την παράµετρο εwd), και το ϐάθος του

νερού εκεί ορίζεται µηδέν.

3.6 Συνοριακές συνθήκες

Στην nodebased προσεγγίση οι ϐαθµοί ελευθερίας (άγνωστοι) ορίζονται κα-

τευθείαν στο σύνορο, κατα συνέπεια η nodecentered προσέγγιση είναι ϐο-

λική για συνοριακές συνθήκες τύπου Dirichlet. Ωστόσο ένα ϑεµελιώδες

πρόβληµα εµφανίζεται όταν δύο γειτονικές ακµές, µε συνοριακό κόµβο στην

ενωσή τους, έχουν διαφορετικού τύπου συνοριακές συνθήκες [43]. Οι συνο-

ϱιακές συνθήκες που ϐασίζονται στις ακµές αντί τις κορυφές εφαρµόζονται

καλύτερα σε ασθενής προσεγγίσεις όταν οι συνοριακές συνθήκες εισάγονται

στα υπόλοιπα της ϱοής στο σύνορο, ϐλ. Σχήµα (3.4). Σε αυτή την περίπτω-

ση οι συνοριακές συνθήκες είναι διατυπωµένες µε παρόµοιο τρόπο και στη

nodecentered και στη cellcentered διακριτοποίηση (µε το πλεονέκτηµα της

µη χρήσης ιδεατών (ghost) κελιών στην nodecentered προσέγγιση.

Σχήµα 3.4: Υλοποίηση συνοριακών συνθηκών για την nodecentered διακριτοποίηση.

Ας υποθέσουµε ότι η επιφάνεια PQ στο Σχήµα (3.4) ανήκει σε σύνορο

τύπου τοίχου. Για την καλύτερη προσοµοίωση του συνόρου τύπου τοίχου η

ϱοή στο σύνορο PM2 του εµπλεκόµενου όγκου ελέγχου υπολογίζεται µε το

κάθετο διάνυσµα στο πεδίο των ταχυτήτων ίσο µε το µηδέν. Το nP,2 είναι το

κάθετο διάνυσµα στη επιφάνεια PM2, ϐλ. Σχήµα (3.4). Τότε σύµφωνα µε την

εξίσωση (3.4) της εµπλεκόµενης ϱοής (που προστίθεται στον όγκο ελέγχου)
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υπολογίζεται ως

ΦP,2 = Z
(
UP,2,nP,2

)
=




h
(
u nP,2x + v nP,2y

)

hu
(
u nP,2x + v nP,2y

)
+

1

2
gh2nP,2x

hv
(
u nP,2x + v nP,2y

)
+

1

2
gh2nP,2y




P

.

Η υλοποίηση του µηδενικού κάθετου διανύσµατος στο πεδίο των ταχυτήτων

απαιτεί ότι (
u nP,2x + v nP,2y

)
= 0

µε αποτέλεσµα

ΦP,2 =




0
1

2
gh2

P nP,2x

1

2
gh2

P nP,2y


 .

Αν υποθέσουµε ότι η επιφάνεια PR στο Σχήµα (3.4) είναι σύνορο τύπου

εκροής (outflow) και nP,1 είναι το κάθετο στη επιφάνεια PM1 διάνυσµα. Τότε,

σύµφωνα µε την εξίσωση (3.4) της εµπλεκόµενης ϱοής (που προστήθετε στον

όγκο ελέγχου P ) υπολογίζεται ως

ΦP,1 = Z
(
UP,1,nP,1

)
=




h
(
u nP,1x + v nP,1y

)

hu
(
u nP,1x + v nP,1y

)
+

1

2
gh2nP,1x

hv
(
u nP,1x + v nP,1y

)
+

1

2
gh2nP,1y




P

.

Ο δεύτερος όρος στην εξίσωση (3.4) εξαφανίζεται καθώς δεν προβλέπεται κα-

µία διαφοροποίηση των συντηρητικών µεταβλητών που λαµβάνουν µέρος στο

σύνορο της εκροής.

Για συνοριακές συνθήκες εισροής το διάνυσµα των συντηρητικών µετα-

ϐλητών επιβάλεται στους συνοριακούς κόµβους σε κάθε χρονικό ϐήµα, το

οποίο χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό της ϱοής στους εµπλεκόµενους

όγκους ελέγχου. Στην περίπτωση συνόρου τύπου εκροής έχουµε την ίδια αν-

τιµετώπιση. Η παραπάνω αντιµετώπιση των συνοριακών συνθηκών διατηρεί

την ακρίβεια δεύτερης τάξης του σχήµατος στους συνοριακούς κόµβους, που

χρειάζονται για τον υπολογισµό της ϱοής στο σύνορο. Η ϑέση των ϐαθµών

ελευθερίας απευθείας στο σύνορο στη nodecentered διακριτοποίηση απλο-

ποιεί την υλοποίηση για διαφόρου τύπου συνοριακές συνθήκες. Επιπλέον,
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συνοριακές συνθήκες ϐασισµένες στις επιφάνειες του πλέγµατος είναι συµ-

ϐατές µε την edgebased υλοποίηση.

3.7 Χρονική διακριτοποίηση

Στις προηγούµενες ενότητες εξετάσαµε την χωρική διακριτοποίηση σε πεπε-

ϱασµένους όγκους. Προκειµένου να επιτευχθεί ένα πλήρως διακριτό σχήµα

πρέπει να διακριτοποιήσουµε και τον χρονικό τελεστή. Για την χρονική δια-

κριτοποίηση επιλέγουµε την άµεση RungeKutta (RK) τεσσάρων σταδίων,

λόγω της ενισχυµένης περιοχής ευστάθειάς της [35, 36]. Η διακριτοποιη-

µένη µορφή της εξίσωσης (3.2) γράφεται ως

∂UP

∂t
= RHS (U) ,

µε RHS ορίζουµε την χωρική διακριτοποίηση.

Το RK σχήµα περιγράφεται παρακάτω

U
(0)
P = Un

P ;

U
(k)
P = U

(0)
P + ak ∆tn RHS

(
U

(k−1)
P

)
, για k = 1, ..., 4;

Un+1
P = U

(4)
P ,

όπου ∆tn = tn+1 − tn είναι το χρονικό ϐήµα. Η ϐέλτιστες τιµές (λαµβάνοντας

υπόψη την CFL συνθήκη) για ak έχουµε, [35, 36]:

a1 = 0.11, a2 = 0.26, a3 = 0.5 και a4 = 1.0.

΄Οπως αναφέρεται στο [35, 36], όταν χρησιµοποιούµε την παράµετρο a3 =

0.5, µπορεί να αποδειχθεί ότι η αντίστοιχη µέθοδος RK είναι δεύτερης τάξης

ακρίβειας στο χρόνο. Το παραπάνω σχήµα µειώνει την Euler ολοκλήρωση

για k = 1 και a1 = 1.

Αν RP είναι η ελάχιστη απόσταση µεταξύ του P και του ∂CP , τότε το

γενικό χρονικό ϐήµα ∆tn υπολογίζεται ϐάση του CFL όρου ως

∆tn = CFL ·min
P

(
RP(√

u2 + v2 + c
)n
P

)
.
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3.8 ∆ιακριτοποίηση του όρου της τριβής

Σύµφωνα µε τις εργασίες [13, 44, 33, 1] µια σηµειο-κεντρικά έµεση στο

χρόνο διακριτοποίηση του όρου της τριβής µπορεί να προκαλέσει αριθµητική

αστάθεια όταν ο συντελεστής τραχύτητας είναι υψηλός. Για να προσεγγίσουµε

κατάλληλα τον όρο της τριβης ακολουθούµε τις εργασίες [13, 1, 33]. Ξεκινάµε

µε µια ξεχωριστή έµεση διατύπωση των όρων της τριβής που µπορεί να έχει

κανείς για τις µεταβλητές της ορµής στο P−κελί.

(hu)n+1
P = (hu)∗P − (ghSf

x)
n+1
P ∆tn (3.10)

(hv)n+1
P = (hv)∗P − (ghSf

y )
n+1
P ∆tn (3.11)

όπου υπολογίζονται οι τιµές που έχουν σύµανση ∗, χωρίς να να συµπερι-

λαµβάνονται οι δυνάµεις τριβής, χρησιµοποιώντας οποιοδήποτε σχήµα πε-

περασµένων χωρίων όπως έχει ήδη περιγραφεί στις προηγούµενες ενότητες.

Ορίζοντας

Rf =
n2
m||υ||
h

4

3

οι εξισώσεις (3.11) γράφονται :

(hu)n+1
P = (hu)∗P − (ghuRf)

n+1
P ∆tn

= (hu)∗P − (ghu)n+1
P

[
(1− θ)(Rf )

n+1
P + θ(Rf )

n
P

]
∆tn

διαχωρίζοντας τα αµέσα και έµεσα τµήµατα έχουµε

(hu)n+1
P

[
1 + (1− θ)g(Rf)

n+1
P ∆tn

]

= (hu)∗P − g(hu)nPθ(Rf )
n
P∆tn. (3.12)

Υποθέτοντας ότι (Rf)
n+1 ≃ (Rf )

∗ µπορούµε να γράψουµε την εξίσωση (3.12)

ως

(hu)n+1
P =

(hu)∗P − θg(hu)nP (Rf )
n
P∆tn

1 + (1− θ)g(Rf)
∗
P∆tn

.

Με τον ίδιο τρόπο έχουµε

(hv)n+1
P =

(hv)∗P − θg(hv)nP (Rf )
n
P∆tn

1 + (1− θ)g(Rf)∗P∆tn
.
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Η παράµετρος θ είναι παράµετρος εµεσότητας. ΄Οταν θ = 0 ο όρος της τριβής

υπολογίζεται ολικώς έµεσα και οταν θ = 1 υπολογίζεται ολικώς άµεσα. Η

παραπάνω αντιµετώπιση είναι απευθείας συµβατή µε την χρονική διακριτο-

ποίηση RungeKutta.

Σύµφωνα µε [44] και [33] η άµεση διακριτοποίηση των όρων της τριβής

επιδρά µε το CFL και δίνει ένα εναλλακτικό µέγεθος του χρονικού ϐήµατος

για τις δύο πρώτης και δεύτερης τάξης προσεγγίσεις για το αρχικό υπολογι-

στικό πλέγµα αλλιώς για να επιτευχθεί σταθερότητα πρέπει να γίνει επενε-

ξέταση του υπολογιστικού πλέγµατος. Και οι δύο περιπτώσεις προσφέρουν

ευστάθεια αλλά µε µεγάλο υπολογιστικό κόστος ειδικά κοντά σε στεγανά-

υγρά µέτωπα που χαρακτηρίζονται από µικρά ϐάθη και ο όρος της τριβής

κυριαρχεί της κλίσης του πυθµένα. Από την άλλη, η άµµεση διακριτοποίηση

των όρων της τριβής δεν εξερτάται από το χρόνο άρα και δεν απαιτεί περαιτέρω

περιορισµούς στο χρονικό ϐήµα πέρα από το CFL.
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Κεφάλαιο 4

Σειριακός Κώδικας

4.1 Αρχικός Κώδικας Fortran 77

4.1.1 Περιγραφή

Ο αρχικώς κώδικας γράφτηκε από τους Ι. Νικολός και Α. ∆ελής το ∆εκέµβριο

του 2009, στο κώδικα αυτόν προστέθηκαν τµήµατα όσον αφορά το αριθµητικό

σχήµα από την Μ. Καζολέα στα πλαίσια της µεταπτυχιακής της εργασίας αρ-

χικά και της διδακτορικής της διατριβής στην συνέχεια. Ο κώδικας γράφτηκε

σε Fortran 77 και το σύνολο των συναρτήσεων και υπορουτίνων υπήρχαν σε

ένα αρχείο. Η δέσµευση µνήµης ήταν στατική στην αρχή του προγράµµατος

και οι κοινές µεταβλητές όπως τα διανύσµατα του πλέγµατος και της λύσης

περνούσαν στα υποπρογράµµατα µέσο των common blocks που προσφέρει

η Fortran 77.

4.1.2 Κατακερµατισµός και Fortran 90

Αρχικά ο κώδικας κατακερµατίστηκε σε αρχεία όπου το κάθε ένα περιέχει

την κάθε υπορουτίνα ή συνάρτηση, το όνοµα του αρχείου αποτελείται από το

όνοµα του υποπρογράµµατος που περιέχει µε την κατάληξη .f. Στη συνέχεια

ϕτιάχτηκε Makefile ώστε να γίνεται οργανωµένα η µεταγλώττιση του κώδικα.

Ο κατακερµατισµός του κώδικα έγινε µε το εργαλείο fsplit το οποίο είναι

ανοικτού κώδικα.

http://people.sc.fsu.edu/˜jburkardt/c_src/f77split/ f77split.html
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Στο επόµενο ϐήµα έγινε ο µετασχηµατισµός του κώδικα από Fortran 77 σε For

tran 90. Ο µετασχηµατισµός κρίθηκε απαραίτητος διότι η Fortran 90 προσφέρει

δυναµική διαχείριση της µνήµης πράγµα σηµαντικό για την απόδοση και οργάνωση

του παράλληλου κώδικα στην συνέχεια. Ο µετασχηµατισµός έγινε µε το λογισµό

ανοικτού κώδικα tof90.f90 όπου µε κατάλληλη τροποποίηση έφερε το επιθυµητό

αποτέλεσµα. Στην συνέχεια αναλύθηκε η χρήση της µνήµης από τον κώδικα και

προστέθηκε η υπορουτίνα memalloc.f90 όπου εκεί γίνονται πλέον οι αρχικές δεσµε-

ύσεις µνήµης ανάλογα µε το πρόβληµα κάθε ϕορά. Τέλος τα αρχικά common blocks

µετασχηµατίστηκαν σε modules στο αρχείο modules.f90 όπου και οργανώθηκαν α-

νάλογα µε την χρήση της κάθε µεταβλητής.

http://jblevins.org/mirror/amiller/to_f90.f90

Με την ολοκλήρωση του µετασχηµατισµού έγιναν αρκετές δοκιµές σε σύγκριση µε

τον αρχικό κώδικα ώστε να µην υπάρχει κάποια αµφιβολία για τυχόν λογικό σφάλµα

που ϑα οδηγούσε σε λάθος αποτελέσµατα.



Κεφάλαιο 5

Παράλληλος Κώδικας

5.1 Γενική Περιγραφή

Το µοντέλο παραλληλοποίησης που επιλέχτηκε είναι το SPMD, Single Program Mul

tiple Data µε στατικό κατακερµατισµό του υπολογιστικού πλέγµατος. Το αρχικό υ-

πολογιστικό πλέγµατα κατακερµατίζεται σε np µικρότερα πλέγµατα όπου i0, ..., np−1

ανεξάρτητες διεργασίες τρέχουν στο κάθε ένα από αυτά. Οι p διεργασίες αρχίζουν

και τελειώνουν αυτόνοµα µε δικά τους η κάθε µια δεδοµένα εισόδου και εξόδου. Οι

επικοινωνία που απαιτεί η αριθµητική µέθοδος γίνεται σε κάθε χρονικό ϐήµα µε

την αποστολή και λήψη µηνυµάτων που έχουν να κάνουν µε τις τιµές στα εσωτερικά

σύνορα.

Το µοντέλο SPMD υπερέχει του µοντέλου MasterSlave, όπου ένας επεξεργαστής

(Master) συγκεντρώνει τα δεδοµένα και οργανώνει τις διεργασίες των υπολοίπων

επεξεργαστών (Slave), καθώς επίσης χρησιµοποιείται και σαν δίαυλος επικοινωνίας

µε τα δεδοµένα εισόδου και εξόδου. ΄Ενα σηµαντικό πλεονέκτηµα του µοντέλου

SPMD είναι ότι το θp = 1 στην εξίσωση (1.2) πράγµα που σηµαίνει ότι επιτυγχάνεται

υψηλή απόδοση αυξάνοντας το np. Σε αντίθεση µε το MasterSlave µοντέλο όπου

το θp < 1. Επίσης ένα εξίσου σηµαντικό πλεονέκτηµα είναι ότι µε το SMPD µοντέλο

γίνεται η µικρότερη δυνατή παρέµβαση στον αρχικό σειριακό κώδικα.

Τέλος για την υλοποίηση της παραλληλοποίησης επιλέχτηκε η αρχιτεκτονική κα-

τανεµηµένης µνήµης µε την χρήση της ϐιβλιοθήκης του MPI, η οποία είναι απολύτως

συµβατή και µε της διαµοιραζόµενες µνήµης αρχιτεκτονικές πράγµα που κάνει τον

κώδικα ευέλικτο στην χρήση.
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5.2 Υπολογιστικό Πλέγµα

5.2.1 Γενικά

Το υπολογιστικό πλέγµα είναι µη δοµηµένο (unstructure) και έγινε ϐάση του τρι-

γωνισµού Delaunay, µέσω του ανοικτού κώδικα λογισµικό Delaundo. Η µορφή

του παραγόµενου αρχείου του υπολογιστικού πλέγµατος είναι της µορφής delaundo

όπου και ο κώδικας είναι σχεδιασµένος να δέχεται αυτή την µορφή σαν είσοδο του

υπολογιστικού πλέγµατος.

Η µορφή delaundo χωρίζει το αρχείο του υπολογιστικού πλέγµατος σε τρία

τµήµατα. Το πρώτο τµήµα περιγράφει τα στοιχεία (elements) του πλέγµατος ϐάση

των κόµβων (nodes) που απαρτίζουν κάθε στοιχείο και τα γειτονικά σε αυτό στοιχεία.

Επίσης περιγράφεται το είδος του στοιχείου, τρίγωνο στην περίπτωσή µας, καθώς

επίσης και ο αύξων αριθµός του. Στο δεύτερο τµήµα περιγράφονται οι κόµβοι µε

τις x, y, z συντεταγµένους και τον αύξων αριθµό τους. Τέλος στο τρίτο τµήµα πε-

ϱιγράφονται στα σύνορα του πλέγµατος. Το κάθε ένα σύνορο περιγράφεται από το

πλήθος των στοιχείων που το αποτελούν, όπου για κάθε ένα στοιχείο του συνόρου

δίνει τους κόµβους που είναι πάνω στο σύνορο και το είδος του συνόρου αυτού.

5.2.2 Κατακερµατισµός

Ο κατακερµατισµός του υπολογιστικού πλέγµατος είναι το σηµαντικότερο κοµµάτι

στο µοντέλο SPMD µιας και καθορίζει το υπολογιστικό ϕορτίου του κάθε επεξεργα-

στή καθώς επίσης και τον οµοιόµορφο καταµερισµός εργασίας (load balance) των

επεξεργαστών. Στα πλήρως µη δοµηµένα πλέγµατα ο κατακερµατισµός ϐάση των

καρτεσιανών συντεταγµένων [55] δεν έχει τα επιθυµητά αποτελέσµατα όσον αφορά

την ισορροπία και τον καταµερισµό της επεξεργαστικής ισχύς. Ο λόγος είναι ότι σε

κάποια σηµεία το πλέγµα µπορεί να είναι αρκετά πυκνό ενώ σε άλλα σηµεία αρκετά

ποιο αραιό, Σχήµα (5.1).

Για το λόγο αυτό χρησιµοποιήθηκε η ϐιβλιοθήκη του Metis [34], η οποία εφαρ-

µόζοντας διάφορα εργαλεία σχετικά µε τον κατακερµατισµό γράφων εξασφαλίζει ένα

ισορροπηµένο καταµερισµό µε την λιγότερη δυνατή επικοινωνία µεταξύ των υπο-

πλεγµάτων µε σχετικά εύκολο τρόπο. Η ϐιβλιοθήκη του Metis υποστηρίζει κατακερ-

µατισµό ϐασιζόµενο είτε στις κορυφές είτε στα κελιά του πλέγµατος. Το Metis ϑεωρεί

το πλέγµα των κορυφών συνδεδεµένο µε ακµές µεταξύ των κελιών ως πλέγµα (nodal
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Σχήµα 5.1: Μη δοµηµένο Πλέγµα

mesh) και το πλέγµα των κέντρων των κελιών συνδεδεµένων µε το κέντρο των γειτονι-

κών κελιών το οποίο είναι το dual mesh. Στην δικής µας περίπτωση το πλέγµα που

δόθηκε αρχικά στο Metis είναι τύπου nodal. Το Metis µε την επεξεργασία παράγει

δύο αρχεία της µορφής < filename > .npart.x και < filename > .epart.x όπου

x = 2, ..., p µε p το πλήθος των πλεγµάτων που ϑέλουµε να διαµεριστεί το αρχικό.

Το npart αρχείο περιέχει σε µια στήλη την πληροφορία για το σε ποιο υποπλέγµα

ανήκει ο κάθε κόµβος του αρχικού πλέγµατος όπου η κάθε γραµµή του αρχείου

npart αντιστοιχεί στον αύξων αριθµό του αρχικού. Οµοίως το αρχείο epart για τα

στοιχεία του αρχικού πλέγµατος.

5.2.3 ∆ηµιουργία υποπλεγµάτων

Βασιζόµενοι στην λογική του SMPD πρέπει ο κώδικας να είναι ο ίδιος σε κάθε επε-

ξεργαστή µε τις λιγότερες δυνατές αλλαγές σε σχέση µε τον αρχικό. Για το λόγο αυτό

η µορφή του υπολογιστικού πλέγµατος του κάθε επεξεργαστή πρέπει να είναι σύµ-
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ϕωνη µε την αρχική. Για να επιτευχθεί αυτό ϕτιάχτηκε ένας ανεξάρτητος κώδικας

(post processing), το Parmesh,(Appendix A), σε ansi C το οποίο δηµιουργεί αρχεία

της µορφής mesh − x.dpl όπου x = 0, 1, 2, ..., p µε p το πλήθος των διαθέσιµων

επεξεργαστών. Το αρχεία αυτά έχουν ακριβώς την ίδια δοµή µε το αρχικό, δηλαδή

µορφή delando, µε λιγότερες εγγραφές.

Το Parmesh διαβάζει το αρχικό αρχείο πλέγµατος delaundo καθώς επίσης και

τα αρχεία που παράγει το Metis. Το κάθε στοιχείο (element) του πλέγµατος αποθη-

κεύεται στην προσωρινή µνήµη µεσώ ενός πίνακα τύπου element_t που περιγράφει

η παρακάτω δοµή.

1 typedef struct element {

2 int tp ,nds [3 ] , nbrs [3 ] , id ;

3 int dnbrs [ 3 ] ;

4 int ndbc[2 ] , bc ;

5 int dom,ddom, did ;

6 } element_t ;

Στη γραµµή (2) είναι οι µεταβλητές που αποθηκεύονται τα δεδοµένα που δια-

ϐάζονται από το αρχείο του αρχικού υπολογιστικού πλέγµατος, ενώ οι υπόλοιπες

γραµµές είναι διάφορες ϐοηθητικές µεταβλητές για την υλοποίηση. Οµοίως ο κάθε

κόµβος του πλέγµατος αποθηκεύεται στην προσωρινή µνήµη µέσω ενός πίνακα

τύπου node_t που περιγράφει η παρακάτω δοµή, όπου και εδώ οι γραµµές (2) και

(3) είναι µεταβλητές για τα δεδοµένα του αρχικού πλέγµατος και οι υπόλοιπες είναι

ϐοηθητικές µεταβλητές για την υλοποίηση.

1 typedef struct node {

2 float x , y , z , icond [ 3 ] ;

3 int id ;

4 int did ,dom,ddom,dm;

5 } node_t ;

Τέλος το τρίτο µέρος του πλέγµατος µε την πληροφορία για τα σύνορα αποθη-

κεύεται στην προσωρινή µνήµη ενός πίνακα τύπου bc_element_t που περιγράφεται

από την παρακάτω δοµή.

1 typedef struct bc_element {

2 int nd1, nd2;

3 int id , tp ;
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4 } bc_element_t ;

Μετά την εισαγωγή των δεδοµένων από το αρχικό αρχείο του υπολογιστικού πλέγµα-

τος καθώς επίσης και της πληροφορίας του METIS οι κόµβοι και τα στοιχεία έχουν

χωριστεί στους n κοµµάτια όπου n = 0, 1, ...np − 1. Η πληροφορία αυτή έχει κα-

ταχωρηθεί στην µεταβλητή dom. Το κάθε τρίγωνο του πλέγµατος αποτελείται από

τρεις κόµβους, σύµφωνα µε το METIS ένα τρίγωνο ανήκει στον ι επεξεργαστή αν δύο

από τους κόµβους του τουλάχιστον ανήκουν στον επεξεργαστή αυτόν. Το παραπάνω

δηµιουργεί στο κάθε τµήµα του υπολογιστικού πλέγµατος δόντια τα οποία δυσκο-

λεύουν τον ορισµό των εσωτερικών συνοριακών συνθηκών που ϑα δούµε παρακάτω.

Για το λόγο αυτό ο κώδικας δηµιουργεί ευθύγραµµα εσωτερικά σύνορα τουλάχιστον

δύο τριγώνων, Σχήµα (5.2), αλλάζοντας προσωρινά το τµήµα που ανήκει το κάθε

τρίγωνο, η αλλαγή αυτή αποθηκεύεται στην µεταβλητή ddom. ΄Επειτα διατρέχουµε

όλους τους κόµβους και κάνουµε τις αντίστοιχες αλλαγές και σε αυτούς.

Σχήµα 5.2: Κατακερµατισµένο Πλέγµα

Η αριθµητική µέθοδος όπως έχουµε ήδη δείξει είναι ϐασισµένη στους κόµβους
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του υπολογιστικού πλέγµατος. Για το λόγο αυτό η αρχική πληροφορία του METIS

για την προέλευση του κάθε κόµβου είναι πολύτιµη. Βάση αυτής της πληροφορίας

ορίζονται οι κόµβοι που ϑα χαρακτηριστούν ως εσωτερικοί συνοριακοί και πάνω σε

αυτούς ϑα γίνει σε κάθε χρονικό ϐήµα η ανταλλαγή πληροφορίας που ϑα δούµε

παρακάτω. Η µέθοδος, όπως έχουµε δει, για το κάθε ένα νέο υπολογιστικό στοιχείο

που δηµιουργεί παίρνει πληροφορία από τους γειτονικούς κόµβους των γειτονικών

τριγώνων, το ϐάθος αυτής της πληροφορίας είναι ένα τρίγωνο. ΄Αρα το κάθε κοµµάτι

του αρχικού υπολογιστικού πλέγµατος αρκεί να µπαίνει µέσα στο γειτονικό πλέγµα

ένα τρίγωνο, Σχήµα (5.2). Αυτό σηµαίνει ότι για το κάθε κοµµάτι έχουµε το υπολο-

γιστικό σύνορο, δηλαδή µέχρι που λύνει ο κάθε επεξεργαστής, και το πραγµατικό

εσωτερικό σύνορο του οποίου την πληροφορία χρειάζεται ο κάθε επεξεργαστής για

να λύσει µέχρι το υπολογιστικό σύνορο. Το πραγµατικό εσωτερικό σύνορο είναι υπο-

λογιστικό σύνορο του γειτονικού επεξεργαστή. Βάση λοιπόν των παραπάνω ο κάθε

επεξεργαστής πρέπει να ενηµερωθεί για το ποιου κόµβοι είναι προς ανταλλαγή και

µε ποιόν επεξεργαστή. Ο κώδικας λοιπόν που παράγει τα κατακερµατισµένα υπο-

λογιστικά πλέγµατα δηµιουργεί επίσης και np αρχεία µε όνοµα scomx.dpl, όπου

x = 0, ..., np − 1. Ο κάθε ένας επεξεργαστής στην αρχή του προγράµµατος µετά την

εισαγωγή του υπολογιστικού πλέγµατος διαβάζει το αντίστοιχο αρχείο και καθορίζει

ποιους κόµβους ϑα στείλει και σε ποιόν. Σε αυτό το σηµείο γίνεται επικοινωνία όλων

των επεξεργαστών µεταξύ τους που καθορίζουν το µέγεθος, τον τρόπο επικοινωνίας

και κάνουν τις αντιστοιχίσεις των κόµβων που ανταλλάσσουν. Η πληροφορία που

στέλνεται και λαµβάνεται κάθε ϕορά αποθηκεύεται σε δύο διανύσµατα προσωρινής

µνήµης αντίστοιχα. Η διάσταση αυτών των διανυσµάτων καθορίζεται από το µεγα-

λύτερο µύνηµα. Επείδη το υπολογιστικό πλέγµα είναι µη δοµηµένο το µέγεθος των

µυνηµάτων προς και από κάθε επεξεργαστή δεν είναι πάντα το ίδιο. Επιλέγεται

το µεγαλύτερο ώστε να γίνει µια ϕορά δυναµική δέσµευση µνήµης. Η δυναµική

δέσµευση µνήµης πλεονεκτεί έναντι της στατικής αλλά δεν παύει να είναι αργό κοµ-

µάτι του κώδικα µιας και γίνεται κλίση συστήµατος (system call). Επίσης πολλαπλές

δεσµεύσεις και αποδευσµέσεις µέσα στον κώδικα προκαλλούν κατακερµατισµό της

µνήµης (fragmentation) που είναι και αυτό καταστροφικό από ϑέµα απόδοσης, (ϱου-

τίνα inpbnd.f90, Appendix B).
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5.3 Τοπολογία επεξεργαστών

5.3.1 Γενικά

Η τοπολογία των επεξεργαστών σε ένα παράλληλο πρόβληµα αποτελεί σηµαντικό

παράγοντα τόσο για την επιτυχή υλοποίηση όσο για την απόδοση του κώδικα [29]. Η

τοπολογία ϑα µπορούσε να χωριστεί σε δύο κατηγορίες, στην πραγµατική τοπολογία

των επεξεργαστών όπως την δίνει η αρχιτεκτονική και στην τοπολογία που απαιτεί η

ϕύση του προβλήµατος το οποίο λύνουµε παράλληλα. Η τεχνολογία των υπολογιστών

σήµερα µας δίνει µια µεγάλη γκάµα αρχιτεκτονικών, µε ιδιαίτερα διαδεδοµένα τα

πολύ-πύρηνα συστήµατα όπου ένας ή και παραπάνω πολύ-πύρηνοι επεξεργαστές

είναι στην ίδια µητρική κάρτα µε συµµετρική (UMA) ή µε µη συµµετρική (NUMA)

πρόσβαση στην µνήµη, Σχήµα (5.3). Πολλά τέτοια συστήµατα κατάλληλα συνδεµένα

µεταξύ τους µας δίνουν την δυνατότητα για µεγάλο αριθµό διαθέσιµων επεξεργαστών.

Σχήµα 5.3: Συµµετρική και µη συµµετρική πρόσβαση στην µνήµη

5.3.2 Τοπολογία προβλήµατος

Το υπολογιστικό πλέγµα του προβλήµατος, πάνω στο οποίο παραλληλοποιήθηκε

ο κώδικας, είναι µη δοµηµένο (unstructure). Αυτό σηµαίνει ότι και ο κατακερ-

µατισµός δεν ακολουθεί κάποια σειρά αλλά γίνεται µε µόνο κριτήριο την όσον το

δυνατόν καλύτερη κατανοµή του υπολογιστικού ϕορτίου. Ο κάθε επεξεργαστής λοι-

πόν µπορεί να επικοινωνεί µε τον οποιοδήποτε καθώς επίσης και δεν έχουν όλοι

οι επεξεργαστές τον ίδιο αριθµό γειτόνων για επικοινωνία. Τον καθορισµό της ε-

πικοινωνίας, όπως έχει ήδη αναφερθεί, τον κανονίζει η ϱουτίνα inpbnd.f90, µετά
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το διάβασµα των αρχείων δηµιουργείται ένας δυαδικός πίνακας ο topo διάστασης

np×np όπου ο αύξων αριθµός της κάθε στήλης αντιστοιχεί µε το id του επεξεργαστή

που στέλνει και ο αύξων αριθµός της κάθε γραµµής αντιστοιχεί µε το id του επεξερ-

γαστή που παραλαµβάνει. ΄Αρα όταν στο στοιχείο (i, j) του πίνακα είναι (i, j) = 1

τότε ο επεξεργαστής j στέλνει πληροφορία στον επεξεργαστή i και ο i την λαµβάνει

από τον j. Ο πίνακας αυτός είναι γνωστός σε όλους τους επεξεργαστές. Αντίστοιχα

δηµιουργούνται δύο πίνακες οι snd_nds και rcv_nds µε διάσταση Nmax×np όπου

Nmax ο µέγιστος αριθµός των κόµβων προς αποστολή και παραλαβή αντίστοιχα. Ο

κάθε ένας επεξεργαστής έχει τους δικούς του πίνακες όπου η κάθε στήλη αντιστοιχή

σε αύξων αριθµό επεξεργαστή. ΄Αρα ο κάθε ένας ξέρει τους κόµβους που στέλνει και

σε ποιόν όπως επίσης και τους κόµβους που λαµβάνει και από ποιόν. Από το παρα-

πάνω προκύπτει ότι η προεπιλεγµένη τοπολογία που δηµιουργεί η ϐιβλιοθήκη του

MPI κατά την εκτέλεση του προγράµµατος δεν είναι αρκετή αφού οι επεξεργαστές

είναι στην σειρά ο ένας µετά των άλλων. Επίσης δεν εξυπηρετεί ούτε η δηµιουρ-

γία καρτεσιανής τοπολογίας αφού δεν έχει νόηµα το δεξιά,αριστερά, πάνω και κάτω.

Αυτό που εύκολα αντιλαµβάνεται κανείς είναι ότι η επικοινωνία των επεξεργαστών

είναι τυχαία κάθε ϕορά, Σχήµα (5.4). Από το Σχήµα (5.4) ϐλέπουµε ότι η επικοι-

Σχήµα 5.4: Τυχαία επικοινωνία µεταξύ των επεξεργαστών

νωνία αποτελεί ένα κατευθυνόµενο γράφο, άρα ϑα πρέπει στον κώδικα να ορίσουµε

τοπολογία γράφου. Ο κατευθυνόµενος γράφος ορίζεται από το Ϲεύγος D = (V,A),

όπου V είναι οι κορυφές του γράφου και A οι ακµές που συνδέουν τις κορυφές. Στο

κώδικα οι κορυφές είναι οι επεξεργαστές και οι ακµές η τυχόν επικοινωνία µεταξύ

τους. Αυτή η πληροφορία υπάρχει στον πίνακα µε την επικοινωνία που δηµιουργεί η
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ϱουτίνα inpbnd.f90. Οπότε καλούµε την ϱουτίνα graph_topo (Appendix C) η οποία

δηµιουργεί µια καινούργια τοπολογία γράφου ϐάση της οποίας γίνεται η αποστολή

και παραλαβή των µηνυµάτων µεταξύ των επεξεργαστών. Εδώ αξίζει να τονιστεί ότι

για την κατασκευή του γράφου υποθέσαµε ότι όλες οι ακµές έχουν το ίδιο ϐάρος,

δηλαδή ότι το κόστος επικοινωνίας είναι το ίδιο για όλους τους επεξεργαστές. Αυτή

η υπόθεση κάνει την υλοποίηση απλούστερη µε κόστος µικρό µεν αλλά υπαρκτό δε

στην απόδοση. Αυτό που ϑα έπρεπε να γίνει [28] είναι να οριστούν ϐάρη στις ακµές

του γράφου, τα ϐάρη αυτά καθορίζονται από την αρχιτεκτονική πλέον. Παράδειγµα

στο Σχήµα (5.3) η επικοινωνία που γίνεται µέσω του πρωτοκόλλου είναι ποιο αργή

σε σχέση µε την επικοινωνία µέσα στο κάθε κοµµάτι.

5.4 Επικοινωνία στους εσωτερικούς συνορια-

κούς κόµβους

΄Εχοντας πλέον ορίσει την τοπολογία που περιγράφει την επικοινωνία µεταξύ των

επεξεργαστών περνάµε στην δηµιουργία της ϱουτίνας εκείνης όπου σε κάθε χρονικό

ϐήµα ϑα καλείται και ϑα ενηµερώνει τους κόµβους που αποτελούν εσωτερικό σύνο-

ϱο για τον κάθε ένα επεξεργαστή. Η επικοινωνία σε αυτό το σηµείο είναι point to

point ο κάθε επεξεργαστής στέλνει ένα συγκεκριµένο µήνυµα σε κάποιον άλλο και

αντίστροφα. Ο σκοπός είναι να αποστέλλονται ταυτόχρονα όσον το δυνατόν περισ-

σότερα µηνύµατα χωρίς όµως να διατρέχουµε κίνδυνο για dead lock. Οι επιλογές

που έχουµε για την point to point επικοινωνία είναι η blocking και η nonblocking

επικοινωνία. Στην blocking επικοινωνία για να προχωρήσει ο κώδικας πρέπει για

κάθε µια αποστολή (Send) πρέπει να έχει ολοκληρωθεί µια παραλαβή (Receive), αν-

τίθετα στην nonblocking ο κώδικας προχωράει και ας υπάρχουν σε εκκρεµότητα

παραλαβές ή αποστολές. Στην δεύτερη περίπτωση υπάρχει η δυνατότητα για συγ-

χρονισµό των διεργασιών στα σηµεία που ϑεωρούµε σκόπιµο.

Η nonblocking επικοινωνία σε ορισµένα προβλήµατα επιτυγχάνει καλύτερη α-

πόδοση, στο συγκεκριµένο όµως πρόβληµα η αποστολή και παραλαβή των δεδοµένων

είναι κρίσιµη διότι η αριθµητική µέθοδος απαιτεί καινούργια πληροφορία σε κάθε

χρονικό ϐήµα για τους εσωτερικούς συνοριακούς κόµβους, άρα ο συγχρονισµός είναι

απαραίτητος. ΄Εχοντας λάβει υπόψη την καινούργια τοπολογία ο κάθε επεξεργαστής

είναι ξεκάθαρο µε ποιον επικοινωνεί οπότε επιλέγουµε ταυτόχρονη blocking επικοι-

νωνία χωρίς να υπάρχει κίνδυνος για dead lock. Η ϱουτίνα αυτή λέγεται bc_com.f90,
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Appendix D και καλείται µια ϕορά στην αρχή και µετά σε κάθε χρονικό ϐήµα. Η

ϱουτίνα αυτή χρησιµοποιεί την πληροφορία που παράγει

5.5 Χρονικό ϐήµα δtn

΄Οπως έχουµε δεί στην εξίσωση (3.7) το χρονικό ϐήµα υπολογίζεται δυναµικά ϐάση

του CFL. ΄Οταν το υπολογιστικό πλέγµα είναι οµοιόµορφο και έχει δοµηµένη µορφή

τότε σε κάθε κοµµάτι του έχουµε το ίδιο δtn. Αυτό όµως δεν συµβαίνει σε πλήρως µη

δοµηµένα πλέγµατα, οπότε ο κάθε επεξεργαστής έχει το δικό του. Στην περίπτωση

αυτή η υπολογιστική λύση του κάθε κοµµατιού προηγείται ή καθυστερεί έναντι των

υπολοίπων. Επειδή σε κάθε χρονικό ϐήµα υπάρχει εξάρτηση µεταξύ των κοµµατιών

πρέπει να συγχρονιστεί η λύση. Ο συγχρονισµός µπορεί να γίνει µε δύο τρόπους,

ο πρώτος τρόπος είναι να έχουµε αναµονή µέχρι να ϕτάσουν όλοι την ίδια χρονικη

στιγµή πριν την επικοινωνία ενώ ο δεύτερος τρόπος είναι να υπολογίσει το δtn ο κάθε

επεξεργαστής και να γίνει µια προς όλους επικοινωνία µε σκοπό να επικρατήσει το

µικρότερο σε όλα τα κοµµάτια.

! *** Collect all the dt1 and reduce the minimum one at dt2,

call mpi_allreduce(dt1,dt2,1,MPI_DOUBLE_PRECISION, &

MPI_MIN,MPI_COMM_WORLD, ierr)

5.6 Υγρό - στεγανό µέτωπο

Στο µοντέλο υπάρχει µια παράµετρο (threshold) που καθορίζει από ποιο σηµείο και

µέτα ένας κόµβος ϑα ϑεωρείται στεγανός. Η παράµετρος αυτή µπορεί να καθοριστεί

από τον αρχείο που αρχικοποιεί το µοντέλο και να ϑεωρηθεί στην συνέχεια σταθερή

ή να υπολογιστεί στην αρχή του κώδικα ανάλογα µε το υπολογιστικό πλέγµα και

τις αρχικές συνθήκες. Στην δεύτερη περίπτωση ακολοθείται µια διαδικασία όπως η

παραπάνω ώστε να επικρατήσει το µικρότερο σε όλα τα κοµµάτια.
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Αριθµητικά αποτελέσµατα

6.1 Γενικά

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζονται τρία αριθµητικά προβλήµατα στα οποία δοκι-

µάστηκε ο παράλληλος κώδικας για την ορθότητα των αποτελεσµάτων καθώς και

την απόδοσή του. Ιδιαίτερη έµφαση δόθηκε στην δοκιµή διαφόρων υπολογιστικών

πλεγµάτων τόσο µε δοµηµένα χαρακτηριστικά όσο και πλήρως µη δοµηµένα.

6.2 Thacker’s axisymmetric

Αρκετές αναλυτικές λύσεις υπάρχουν για δύο διαστάσεων NSWE µε ελεύθερο και

κινούµενο σύνορο, εµπεριέχοντας και ϕαινόµενα υγρού-στεγανού µετώπου. Η δύο

διαστάσεων αναλυτική λύση για NSWE που δοκιµάζουµε εδώ είναι το αξισυµµετρικό

πρόβληµα του Thacker [49]. Το πρόβληµα αυτό έχει χρεσηµοποιηθεί σε αρκετές

επιστηµονικές εργασίες µε σκοπό να δοκιµαστούν διάφορα αριθµητικά µοντέλα [31,

39, 22, 18, 42, 16, 47, 2, 12, 41, 46, 45].

Στο πρόβληµα αυτό η αναλυτική λύση είναι :

h(x, y, t) = h0

[
(1−A2)1/2

1−A cos(ωt)
− 1

− r2

a2

(
(1−A2)1/2

(1−A cos(ωt))2
− 1

)]
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u =

[
1

1−A cos(ωt)

(
1

2
ωxA sin(ωt)

)
,

1

1−A cos(ωt)

(
1

2
ωyA sin(ωt)

)]T
,

όπου η συχνότητα ω δίνεται από ω =
√

8gh0/a2, r είναι η απόσταση από το κέντρο,

r0 είναι η αρχική απόσταση από το κέντροA = (a2−r20)/(a
2+r20). Η αναλυτική λύση

στο t = 0 χρησιµοποιείται σαν αρχική κατάσταση. Οι τιµές που χρησιµοποιούνται

για τα αριθµητικά test είναι a = 1, r0 = 0.8m και h0 = 0.1m. Η λύση είναι

περιοδική µε T = 2π/ω, στην πρώτη µισή περίοδο (t ∈ [0, T/2]) το νερό κινείται

προς τα έξω ενώ την δεύτερη µισή το νερό µαζεύει προς τα µέσα.

Σχήµα 6.1: Thacker’s Axisymmetric

Στο Σχήµα (6.1) ϐλέπουµε την σύγκριση της αναλυτικής λύσης (contours µε

γραµµές) µε την υπολογιστική (flood contours) για υπολογιστικό πλέγµα µε αριθµό

κόµβων np = 4305. Το υπολογιστικό πλέγµα χωρίστηκε σε οκτώ επεξεργαστές.
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CPUs 1 2 4 6 8 12 36 48 60 72 84

Time (sec) 3327 1689 783 591 433 383 109 78 71 58 47

Πίνακας 6.1: Υπολογιστικό πλέγµα 185493 κόµβων

CPUs 1 2 4 8 12 36 48 60 72 92

Time (sec) - - 9761 4015 2455 733 521 459 353 268

Πίνακας 6.2: Υπολογιστικό πλέγµα 1156732 κόµβων

6.3 ∆ιάφορα υπολογιστικά πλέγµατα

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζονται δοκιµές που έγιναν µε διαφορετικά υπολογι-

στικά πλέγµατα. Στον πίνακα (6.1) ϐλέπουµε το χρόνο εκτέλεσης, σε δευτερόλεπτα,

σύµφωνα µε το πλήθος των επεξεργαστών για ένα υπολογιστικό πλέγµα µε 185493

κόµβους για χρόνο t = 4T + T/2 όπου T η περίοδος. Αντίστοιχα στον πίνακα (6.2)

ϐλέπουµε το χρόνο εκτέλεσης µε 1156732 κόµβους. Τέλος στο Σχήµα (6.2) ϐλέπου-

µε την παράλληλη υπολογιστική λύση (flood contours) σε σύγκριση µε την σειριακή

λύση (line contours) για distorted υπολογιστικό πλέγµα.

6.4 2D πρόβληµα µονήρους κύµατος πάνω σε

κωνικό νησί

Τέτοιου είδους προβλήµατα είχαν µεγάλο ενδιαφέρον ειδικά την δεκαετία του 90 λόγο

των διαφόρων γεγονότων όπως tsunamis και διάφορα άλλα ϕαινόµενα κατακλυσµού

µικρών νησιών. Με σκοπό την συλλογή τέτοιου είδους αποτελεσµάτων, τόσο υπο-

λογιστικών όσο πειραµατικών, µια σειρά από µεγάλης κλίµακας πειράµατα έγιναν

στο εργαστήριο µηχανικής υδάτων του στρατού των Ηνωµένων Πολιτειών της Αµερι-

κής, στις εργασίες [11, 56] γίνεται εκτενής αναφορά. Το υπολογιστικό πλέγµα έχει

διαστάσεις 30 × 25m µε ένα κωνικό νησί κοντά στο κέντρο. Η ϐάση του νησιού έχει

διάµετρο 7.2µ και στην κορυφή 2.2µ, ενώ το ύψος του είναι 0.625µ. Το πρόβληµα

αυτό έχει χρησιµοποιηθεί σε πολλές εργασίες [38, 50, 51, 39, 9, 30, 20] µε σκοπό

να δοκιµαστεί η συµπεριφορά διαφόρων υπολογιστικών µεθόδων. Ο αρχικός κώδι-
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Σχήµα 6.2: Thacker’s Axisymmetric distorted mesh
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CPUs 1 2 4 8 12 36 48

Time (sec) 415 233 116 60 43 14 11

Πίνακας 6.3: Υπολογιστικό πλέγµα 52191 κόµβων

κας σύµφωνα µε τις εργασίες [45] έχει ελεγχθεί ως προς την ακρίβεια της µεθόδου

και της ορθότητας των αποτελεσµάτων, ϐάση αυτού γίνεται στο Σχήµα (6.3,6.4,6.5)

σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων του σειριακού και του παράλληλου κώδικα για

τα ίδια δεδοµένα εισόδου την ίδια χρονική στιγµή. Στο πίνακα (6.3) ϐλέπουµε τον

χρόνο εκτέλεσης,σε δευτερόλεπτα, µε 52191 κόµβους.
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Σχήµα 6.3: Στιγµιότυπα από την λύση ενός µονήρους κύµατος πάνω σε κωνικό νησί

(αριστερά) και contour (δεξιά) µε γραµµές για την λύση που δίνει ο αρχικός σειριακός

κώδικας και flood που δίνει ο παράλληλος κώδικας για 24 επεξεργαστές τη χρονική

στιγµή t = 4
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Σχήµα 6.4: Στιγµιότυπα από την λύση ενός µονήρους κύµατος πάνω σε κωνικό νησί

(αριστερά) και contour (δεξιά) µε γραµµές για την λύση που δίνει ο αρχικός σειριακός

κώδικας και flood που δίνει ο παράλληλος κώδικας για 24 επεξεργαστές τη χρονική

στιγµή t = 9
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Σχήµα 6.5: Στιγµιότυπα από την λύση ενός µονήρους κύµατος πάνω σε κωνικό νησί

(αριστερά) και contour (δεξιά) µε γραµµές για την λύση που δίνει ο αρχικός σειριακός

κώδικας και flood που δίνει ο παράλληλος κώδικας για 24 επεξεργαστές τη χρονική

στιγµή t = 12
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6.5 Το ϕράγµα του Malpasset

6.5.1 Ιστορικά στοιχεία

Το Malpasset ήταν ένα τόξο ϕράγµα στον Reyran ποταµό, κατασκευάστηκε περίπου

7 χλµ. ϐόρεια της Fréjus στην Κυανή Ακτή , νότια Γαλλία , στην Var διαµέρισµα

. Κατέρρευσε στις 21:13 2 ∆εκεµβρίου 1959, σκοτώνοντας 421 ανθρώπους από τις

πληµµύρες. ∆ιάφορες πηγές αναφέρουν αριθµούς ϑανάτων των 361, 400, 423, 429

ή 510. Η Ϲηµία ανήλθε σε συνολικά 68 εκατοµµύρια δολάρια. Ο ολόκληρος τοίχος

Σχήµα 6.6: Το ϕράγµα του Malpasset το 1988, 29 χρόνια µετά την καταστροφή

κατέρρευσε µε µόνο µερικά τετράγωνα να παραµείνουν στη δεξιά πλευρά. Τα κοµ-

µάτια του ϕράγµατος είναι ακόµα διάσπαρτα σε όλη την περιοχή. Η κατάρρευση

δηµιούργησε ένα τεράστιο κύµα µε ύψος 40 µέτρα (130 πόδια) που κινούταν µε 70

χιλιόµετρα (43 µίλια) ανά ώρα, καταστρέφοντας δύο µικρά χωριά - Malpasset και

Bozon, όπου και τελικά κατέληξε στην ϑάλασσα. Το σπάσιµο του ϕράγµατος και

η διαδροµή του νερού έγινε πόλος έλξης πολλών ερευνητών τόσο στο να προσηµει-

ώσουν ϕυσικά υπό κλίµακα το ϕαινόµενο όσο και υπολογιστικά δοκιµάζοντας την

συµπεριφορά διαφόρων µοντέλων.



60 Αριθµητικά αποτελέσµατα

6.5.2 Αριθµητικά αποτελέσµατα

Στη ϐιβλιογραφία, όπως ήδη αναφέρθηκε, υπάρχουν πολλές αναφορές και µελέτες

σχετικές µε την ϕυσική αυτή καταστροφή (ϐλ. [27, 24, 25, 52, 57, 13, 37, 26,

23]). ∆εδοµένα για τη περιοχή του ϕαινοµένου έχουµε από την Γαλλική εταιρεία

ηλεκτρισµού (Electricite de France EDF). Η σχετική µε αυτό εργασία προτάθηκε

από την EDF στα πλαίσια του Ευρωπαϊκού προγράµµατος CADAM. Οι διαστάσεις

της περιοχής µελέτης είναι 17.5km×9km. Η υψοµετρική της κοιλάδας κυµαίνεται

από -20µ µέχρι +100µ, και εκτός της ϑάλασσας και του ταµιευτήρα ο πυθµένας είναι

στεγνός. Το υπολογιστικό πλέγµα είναι πλήρως µη δοµηµένο και αποτελείται από

13.541 κόµβους και 26.000 τρίγωνα, όπως έχει παρουσιαστεί στην εργασία [25], ϐλ

Σχήµα (6.7).

Σχήµα 6.7: Μετασχηµατιστές �, σηµεία µετρήσεων της αστυνοµίας � και µετρήσεις

από ϕυσικό µοντέλο υπό κλίµακα•

Το µόνο ανοικτό σύνορο είναι στην ϑάλασσα µε σταθερό ϐάθος. Για τις αρχικές

συνθήκες το ϐάθος του νερού µέσα στον ταµιευτήρα είναι 100µ.
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Κατά την διάρκεια της καταστροφής η τοπική αστυνοµία έκανε µετρήσεις σε 17

σηµεία, ϐλ Σχήµα (6.7), σχετικές µε την ώρα άφιξης του νερού καθώς επίσης και

της στάθµης. Αν και οι µετρήσεις της τοπικής αστυνοµίας δεν είναι ακριβείς έχουµε

ακριβή χρόνο άφιξης του νερού σε τρία σηµεία όπου υπήρχαν µετασχηµατιστές της

εταιρείας ηλεκτρισµού και ξέρουµε την ακριβή ώρα που σταµάτησαν να λειτουργούν.

Επίσης το 1964 έγινε ϕυσική προσοµοίωση υπό κλίµακα 1:4000 µε σκοπό την κα-

λύτερη κατανόηση της ϱοής του νερού όπου και ορίστηκαν κάποια σηµεία µέσα στην

κοιλάδα σχετικά µε την άφιξη και την στάθµη του νερού, [24]. ΄Ολα τα παραπάνω

δεδοµένα χρησιµοποιήθηκαν στο να ελεγχθεί η αριθµητική µέθοδος και ο σειριακός

κώδικας, ϐλ [45]. ΄Οπως και στον σειριακό κώδικα έτσι και εδώ ο αριθµητικός όρος

της τριβής ορίστηκε να είναι θ = 0 που σηµαίνει ότι χρησιµοποιείται έµµεσο σχήµα

για τον υπολογισµό της.

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί στην εργασία [45] το αριθµητικό µοντέλο προσεγγίζει

ικανοποιητικά τα πειραµατικά δεδοµένα και τις µετρήσεις. Το σφάλµα που παρου-

σιάζεται δεν µπορούµε εύκολα να πούµε ότι οφείλεται σε σφάλµα της αριθµητικής

µεθόδου ή των µετρήσεων. Κάνοντας χρήση του παράλληλου κώδικα µας δόθηκε η

δυνατότητα να τρέξουµε το αριθµητικό µοντέλο για µεγαλύτερα πλέγµατα ώστε να

ϐγάλουµε κάποια συµπεράσµατα για την προέλευση του σφάλµατος που παρουσι-

άζεται.



62 Αριθµητικά αποτελέσµατα

Σχήµα 6.8: Σύγκριση αριθµητικών αποτελεσµάτων µε πειραµατικά δεδοµένα για δι-

άφορα πλέγµατα
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Σχήµα 6.9: Σύγκριση αριθµητικών αποτελεσµάτων µε πειραµατικά δεδοµένα για δι-

άφορα πλέγµατα
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Σχήµα 6.10: Σύγκριση αριθµητικών αποτελεσµάτων µε πειραµατικά δεδοµένα για

διάφορα πλέγµατα
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Σχήµα 6.11: Στιγµηότυπα της κίνησης του νερού κατά την διάρκεια της καταστροφής

τις χρονικές στιγµές t = 0, 400, 800, 1200, 1600, 2400
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Κεφάλαιο 7

Ανάλυση απόδοσης

7.1 Γενικά

Σε αυτή την ενότητα γίνεται ανάλυση του παράλληλου κώδικα όσον αφορά την επι-

τάχυνση και την απόδοση. Για το λόγο αυτό χρησιµοποιήθηκε το Beowulf Cluster

του Ινστιτούτου Γενετικής και Βιολογίας (ΙΘΑΒΙΓ) του Ελληνικού Κέντρου Θαλασσίων

Ερευνών (ΕΛΚΕΘΕ), το οποίο αποτελείται από 96 επεξεργαστές και 432GB RAM συ-

νολικά. Αναλυτικότερα το cluster αποτελείται από 8 κόµβους όπου ο κάθε κόµβος

έχει τα παρακάτω χαρακτηριστικά

2 x

Processor Number X5680

# of Cores 6

# of Threads 12

Clock Speed 3.33 GHz

Max Turbo Frequency 3.6 GHz

Intel Smart Cache 12 MB

Bus/Core Ratio 25

Intel QPI Speed 6.4 GT/s

# of QPI Links 2

Instruction Set 64-bit

Instruction Set Extensions SSE4.2

Embedded Options Available No

Lithography 32 nm

Max TDP 130 W
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VID Voltage Range 0.750V-1.350V

Max Memory Size 48GB (7nodes)

Memory Types DDR3-1333 ECC

# of Memory Channels 3

Max Memory Bandwidth 32 GB/s

Max Memory Size 96GB (1nodes)

Memory Types DDR3-1333 ECC

# of Memory Channels 3

Max Memory Bandwidth 32 GB/s

Η διασύνδεση των παραπάνω κόµβων γίνεται µε κάρτες dual 10Gb SFP+ ultra low

latency πάνω σε ένα αντίστοιχο 10Gb οπτικό switch. Το λειτουργικού σύστηµα

είναι Linux x86_64 ϐασισµένο στην διανοµή Gentoo µε πυρήνα custom 2.6.35

ειδικά τροποποιηµένο για ϐέλτιστη απόδοση. Ο compliler που χρησιµοποιήθηκε

είναι ο intel ifort (IFORT) 12.0.2 20110112 και η ϐιβλιοθήκη mpich21.4.1p1 µε

τα παρακάτω optimization flags

-O3 -ipo -xSSE4.2

7.2 Συντελεστής επιτάχυνσης

Ο συντελεστής επιτάχυνσης ορίζεται από την εξίσωση (1.1) και (1.2), όπου όπως

έχουµε ήδη αναφέρει ο όρος θp της εξίσωσης (1.2) είναι το παράλληλο κοµµάτι

του κώδικα όπου στο συγκεκριµένο πρόβληµα είναι θp = 1. Αυτό σηµαίνει ότι ο

συντελεστής επιτάχυνσης µπορεί σε ιδανικές συνθήκες να πάρει την µέγιστη τιµή.

Οι µετρήσεις έγιναν για υπολογιστικό πλέγµα 185493 κόµβων, όπου στο Σχήµα

(7.1) ϐλέπουµε ότι ο συντελεστής επιτάχυνσης είναι γραµµικός και σε σχέση µε τον

ιδανικό έχουµε τρία σκαλοπάτια, στους 12, 48 και 60 επεξεργαστές. Η απόκλιση

σε σχέση µε τον ιδανικό έχει να κάνει µε το κόστος επικοινωνίας όπου κρατώντας το

µέγεθος του προβλήµατος σταθερό αυξάνει κατά την αύξηση των επεξεργαστών. Τα

σκαλοπάτια έχουν να κάνουν περισσότερο µε την δοµή του cluster.

Αν παρατηρήσει κανείς τον πίνακα (6.1) και το Σχήµα (7.2) ϑα διαπιστώσει ότι

ο συντελεστής επιτάχυνσης είναι υπερ γραµµικός σε κάποιο σηµείο. Η επιτάχυνση
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Σχήµα 7.1: Συντελεστής επιτάχυνσης

είναι υπερ γραµµική όταν είναι ποιο πάνω από την ιδανική ϑεωρητική. Αυτό το

ϕαινόµενο συµβαίνει σπάνεια και µπερδεύει τους αρχάριους που περιµένουν κάτι

λιγότερο ή ίσο του ϑεωρητικού. Η πιθανότερη αιτία της υπερ γραµµικής επιτάχυνσης

είναι cache µνήµες και η ιεραρχία αυτών στα σύγχρονα υπολογιστικά συστήµατα. Σε

ένα παράλληλο κώδικα δεν αλλάζει µόνο ο αριθµός των επεξεργαστών αλλά η cache

µνήµη. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει το ενδεχώµενο ένα µεγάλο κοµµάτι δεδοµένων να

χωραέι στην cache οπότε επεξεργασία εκεί είναι εξαιρετικά ποιο γρήγορη.

7.3 Συντελεστής απόδοσης

Η απόδοση efficiency (1.1) µετράει το ποσοστό των πόρων του συστήµατος που χρη-

σιµοποιεί ο κώδικας, όπως είναι λογικό συνδέεται µε το συντελεστή επιτάχυνσης.

Στα σηµεία που έχουµε γραµµικό και κοντά στο ϐέλτιστο συντελεστή επιτάχυνσης

περιµένουµε η απόδοση να είναι κοντά στην µονάδα, ϐλ. Σχήµα (7.2).
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Σχήµα 7.2: Συντελεστής απόδοσης

7.4 Κλιµάκωση scaling

Η δυνατότητα κλιµάκωσης (scaling) είναι ένα από τα Ϲητούµενα ενός παράλληλου

κώδικα. ΄Οπως είδαµε στο Σχήµα (7.1) η επιτάχυνση ενός προβλήµατος, όσο καλός

και να είναι ο κώδικας, έχει κάποιο όριο όπου από και πέρα ο κώδικας δεν είναι

το ίδιο αποδοτικός και δεν χρησιµοποιεί καλά του πόρους του συστήµατος. ΄Αρα

λοιπόν για το κάθε µέγεθος πρόβληµα έχουµε έναν µέγιστο αριθµό επεξεργαστών

και επιτάχυνσης, από εκεί και πέρα είναι σηµαντικό να δούµε πως συµπεριφέρεται

ο κώδικας σε µεγαλύτερο πρόβληµα µε τους ίδιους πόρους. Σκοπός λοιπόν δεν είναι

να επιταχύνουµε το πρόβληµα αλλά να λύσουµε ένα µεγαλύτερο πρόβληµα στον ίδιο

χρόνο.

Αυξήσαµε λοιπόν το µέγεθος του προβλήµατος κατά έξι περίπου ϕορές, οπότε

όπως ϐλέπουµε στο Σχήµα (7.3) ο χρόνος είναι σχεδόν ο ίδιος για αντίστοιχα έξι

ϕορές περισσότερους επεξεργαστές. Η κλίση που παρατηρείται οφείλεται στο γεγονός

ότι µεγαλύτερο πρόβληµα αντιστοιχεί σε µεγαλύτερα µηνύµατα προς αποστολή και
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Σχήµα 7.3: Κλιµάκωση

παραλαβή. Για µεγάλο αριθµό επεξεργαστών η κλιµάκωση είναι σχεδόν 100% διότι

τα µηνύµατα είναι µεν πολλά αλλά είναι δε µικρά, δηλαδή πλησιάζουν το µέγεθος

των µηνυµάτων του κατά 6 ϕορές µικρότερου προβλήµατος.
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7.5 Αντί επίλογου

Η παραλληλοποίηση µιας πλήρως µη δοµηµένης µεθόδου αποτελεί ένα δύσκολο

πρόβληµα που υπόσχεται πολλά όσον αφορά την απόδοση. Εκτός την παραλληλο-

ποίηση της µεθόδου απαιτείται ιδιαίτερη δουλειά για την οργάνωση και τον κατα-

κερµατισµό του µη δοµηµένου υπολογιστικού πλέγµατος. Η κατασκευή του κώδικα

Parmesh είχε σαν σκοπό να διαχωρίσει αυτά τα δύο πράγµατα µε σκοπό να κάνει,

πέρα των άλλων, τον κώδικα ποιο ευέλικτο σε τυχόν διαφορετικές µορφές υπολογι-

στικού πλέγµατος. Το αποτέλεσµα της εργασίας αυτής είναι αφενός η κατασκευή του

προγράµµατος που κατακερµατίζει το υπολογιστικό πλέγµα και αφετέρου η κατα-

σκευή των κατάλληλων υπορουτίνων που µπορούν εν δυνάµει να εφαρµοστούν στην

επίλυση οποιουδήποτε προβλήµατος µε την ίδια µέθοδο, πχ εξισώσεις Euler.

Παρουσιάστηκαν αρκετά προβλήµατα στον κατακερµατισµό του υπολογιστικού

πλέγµατος, ιδιαίτερα όταν το πλέγµα παρουσίαζε τελείως µη δοµηµένη µορφή. Αν

και αρχικά η πηγή των προβληµάτων ήταν διάφορες ατέλειες στον κώδικα (bugs) στην

πορεία παρουσιάστηκαν και προβλήµατα που πήγαζαν από το πως κατακερµάτιζε το

Metis κάθε ϕορά το πλέγµα, ιδιαίτερα στην έκδοση 5. Αυτό ήταν και η ϐασική αιτία

που το πρόβληµα του Malpasset δεν καταφέραµε να το τρέξουµε για παραπάνω από

8 επεξεργαστές σε αντίθεση µε τα υπόλοιπα προβλήµατα που δεν είχαµε κανένα

περιορισµό.

Μελλοντική δουλειά που ϑα µπορούσε να γίνει είναι η κατασκευή του αρχικού

πλέγµατος σε γράφο τύπου dual και όχι nodal που είναι τώρα ώστε το Metis να δίνει

καλύτερα αποτελέσµατα καθώς επίσης και η πλήρως σύνδεσή του µε τον κώδικα ώστε

να λαµβάνεται υπόψη και η απόσταση των επεξεργαστών µεταξύ τους. ΄Ετσι κατά την

κατασκευή της τοπολογίας των επεξεργαστών να ορίζονται τα αντίστοιχα ϐάρη στις

ακµές µεταξύ των κόµβων, ώστε να πετύχουµε ακόµα καλύτερη απόδοση.
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APPENDIX

.1 Ansi C:Parmesh Code

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <string.h>

typedef struct element {

int tp,nds[3],nbrs[3],id,did;

int dnbrs[3];

int ndbc[2],bc;

int dom,ddom;

} element_t;

typedef struct node {

double x,y,z,icond[3];

int id,dom;

int did,ddom,dm;

} node_t;

typedef struct bc_element {

int nd1, nd2;

int id,tp;

} bc_element_t;

int main(int argc, char * argv[]) {

int nprocs;

FILE * fmesh, * fepart, * fnpart, ** output, ** routput, ** soutput;

char in_epart[20], in_npart[20];

char ** fout, ** rout, ** sout;

char title[100];

int bl1[3],nnodes;
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register int i,j,k,m,l;

double domains[6];

int tm1,tm2,tm3,tm4;

int * ntri, * nnd,id=1,tmp0,tmp1,tmp;

int nbc, * nel, * bct, ** dnel,pnbc,n1bc;

int foo,pan;

element_t * tri ;

bc_element_t ** bc, * ibc;

node_t * nd, * nbuf;

if (argc < 3) {

printf("This program requires at least two argument.\n");

exit(5);

}

fmesh = fopen(argv[1],"r");

nprocs = atoi(argv[2]);

sprintf(in_epart,"metis.msh.epart.%d",nprocs);

sprintf(in_npart,"metis.msh.npart.%d",nprocs);

fepart = fopen(in_epart,"r");

fnpart = fopen(in_npart,"r");

/ * number of elements for each domain * /

ntri = (int * )malloc(nprocs * sizeof(int));

/ * number of nodes for each domain * /

nnd = (int * )malloc(nprocs * sizeof(int));

for (i=0; i<nprocs; i++) {

ntri[i]=0;

nnd[i]=0;

}



Ansi C:Parmesh Code 75

/ * First mesh block * /

fscanf(fmesh,"%s",title);

fscanf(fmesh,"%d %d %d",&bl1[0],&bl1[1],&bl1[2]);

tri = (element_t * )malloc(bl1[0] * sizeof(element_t));

for (i=0; i<bl1[0]; i++){

fscanf(fmesh,"%d %d %d %d %d %d %d %d",&tri[i].tp,&tri[i]. nds[0],

&tri[i].nds[1],&tri[i].nds[2],

&tri[i].nbrs[0],&tri[i].nbrs[1],&tri[i].nbrs[2],&tr i[i].id);

fscanf(fepart,"%d",&tri[i].dom);

ntri[tri[i].dom]++;

tri[i].did=0;

tri[i].ddom=-1;

tri[i].ndbc[0]=-1;

tri[i].ndbc[1]=-1;

tri[i].bc=-1;

tri[i].dnbrs[0]=0;

tri[i].dnbrs[1]=0;

tri[i].dnbrs[2]=0;

}

/ * Second mesh block * /

fscanf(fmesh,"%d",&nnodes);

fscanf(fmesh,"%lf %lf %lf %lf %lf %lf",&domains[0],&doma ins[1],

&domains[2],&domains[3],&domains[4],&domains[5]);

nd = (node_t * )malloc(nnodes * sizeof(node_t));

for (i=0; i<nnodes; i++){

fscanf(fmesh,"%lf %lf %lf %lf %lf %lf %d",&nd[i].x,

&nd[i].y,&nd[i].z,&nd[i].icond[0],

&nd[i].icond[1],&nd[i].icond[2],&nd[i].id);

fscanf(fnpart,"%d",&nd[i].ddom);

nnd[nd[i].ddom]++;

nd[i].did=nd[i].id;

nd[i].dom=-1;

nd[i].dm=nd[i].dom;
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}

/ * Third mesh block * /

fscanf(fmesh,"%d",&nbc);

bc = (bc_element_t ** )malloc(nbc * sizeof(bc_element_t * ));

dnel = (int ** )malloc(nprocs * sizeof(int * ));

nel = (int * )malloc(nbc * sizeof(int));

for (i=0; i<nbc; i++) {

fscanf(fmesh,"%d %d",&nel[i],&tmp);

bc[i] = (bc_element_t * )malloc(nel[i] * sizeof(bc_element_t));

for (j=0; j<nel[i]; j++) {

fscanf(fmesh,"%d %d %d %d",&bc[i][j].nd1,

&bc[i][j].nd2,&bc[i][j].id,&tmp);

bc[i][j].tp=i;

}

}

fclose(fmesh);

fclose(fnpart);

fclose(fepart);

/ * printf("----EKSODOS----\n");

for (i=0; i<bl1[0]; i++)

printf("%d\n",tri[i].nds[0]);

return (1);

* /

/ * output: domain mesh file & internal domain communication fi le * /

fout = (char ** )malloc(nprocs * sizeof(char * ));

// rout = (char ** )malloc(nprocs * sizeof(char * ));
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sout = (char ** )malloc(nprocs * sizeof(char * ));

output = (FILE ** )malloc(nprocs * sizeof(FILE * ));

// routput = (FILE ** )malloc(nprocs * sizeof(FILE * ));

soutput = (FILE ** )malloc(nprocs * sizeof(FILE * ));

for (i=0; i<nprocs; i++){

fout[i] = (char * )malloc(20 * sizeof(char));

// rout[i] = (char * )malloc(20 * sizeof(char));

sout[i] = (char * )malloc(20 * sizeof(char));

output[i] = (FILE * )malloc(20 * sizeof(FILE));

// routput[i] = (FILE * )malloc(20 * sizeof(FILE));

soutput[i] = (FILE * )malloc(20 * sizeof(FILE));

sprintf(fout[i],"mesh-%3.3d.dpl",i);

// sprintf(rout[i],"rcom-%3.3d.dpl",i);

sprintf(sout[i],"scom-%3.3d.dpl",i);

output[i]=fopen(fout[i],"w");

// routput[i]=fopen(rout[i],"w");

soutput[i]=fopen(sout[i],"w");

fprintf(output[i],"%s\n",title);

fprintf(soutput[i],"Global ID\tDest ID\t\tDest Domain\ n");

// fprintf(routput[i],"Global ID\tLocal ID\t\tHost Doma in\n");

}

for(k=0; k<nprocs; k++){

printf("Domain:%d---prin----%d\n",k,ntri[k]);

/ * Kataxorisi ton trigonon tou domain sto buffer * /

for (i=0; i<bl1[0]; i++){

if (tri[i].dom==k){

tri[i].ddom=k;

}

}

/ * Kataxorisi ton gitonon pou den einai sto domain sto buffer * /
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for (i=0; i<bl1[0]; i++){

if (tri[i].dom==k){

for (j=0; j<3; j++){

if (tri[tri[i].nbrs[j]-1].dom!=k ){

tri[tri[i].nbrs[j]-1].ddom=k;

}

}

}

}

/ * Kataxorisi ton kombon tou domain * /

for (i=0; i<bl1[0]; i++){

if (tri[i].ddom==k){

for (j=0; j<3; j++){

nd[tri[i].nds[j]-1].dom=k;

}

}

}

/ * Epanelenxos gia tixon dontia * /

for (i=0; i<bl1[0]; i++){

if ( nd[tri[i].nds[0]-1].dom==k && nd[tri[i].nds[1]-1]. dom==k

&& nd[tri[i].nds[2]-1].dom==k )

if ( tri[i].ddom != k ){

tri[i].ddom=k;

printf(" ******** ###### ******* \n");

}

}

for (i=0; i<bl1[0]; i++){

if (tri[i].ddom==k){

for (j=0; j<3; j++){

nd[tri[i].nds[j]-1].dom=k;
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}

}

}

id=1;

ntri[k]=0;

for (j=0; j<bl1[0]; j++){

if(tri[j].ddom==k){

tri[j].did=id;

id++;

ntri[k]++;

}

}

printf("Domain:%d---meta----%d\n",k,ntri[k]);

nnd[k]=0;

id=1;

for (j=0; j<nnodes; j++){

if(nd[j].dom==k){

nnd[k]++;

nd[j].id=id;

id++;

}

}

for (j=0; j<bl1[0]; j++){

if (tri[j].ddom==k){

for (i=0; i<3; i++){

if ( tri[j].nbrs[i] == 0 )

tri[j].dnbrs[i]=0;

else if ( tri[tri[j].nbrs[i]-1].ddom != k)

tri[j].dnbrs[i]=0;
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else

tri[j].dnbrs[i]=tri[tri[j].nbrs[i]-1].did;

}

}

}

tmp0=0;

tmp1=-1;

/ * n1bc metraei tous eswterikous sinoriakous kombous * /

n1bc=0;

/ * Grapsimo tou block ton elements sto ka8e mesh file * /

fprintf(output[k],"\t%d\t %d\t %d\t\n",ntri[k],bl1[1] ,bl1[2]);

for (i=0; i<bl1[0]; i++){

if (tri[i].ddom==k){

fprintf(output[k],"\t%d\t %d\t %d\t %d\t %d\t %d\t %d\t %d \n",

tri[i].tp,nd[tri[i].nds[0]-1].id,nd[tri[i].nds[1]-1 ].id,

nd[tri[i].nds[2]-1].id,tri[i].dnbrs[0],tri[i].dnbrs [1],

tri[i].dnbrs[2],tri[i].did);

}

}

/ * Grapsimo ton kombon tou ka8e domain * /

fprintf(output[k],"\t%d\n",nnd[k]);

fprintf(output[k],"\t%lf\t %lf\t %lf\t %lf\t

%lf\t %lf\n",domains[0],domains[1],

domains[2],domains[3],domains[4],domains[5]);

for (i=0; i<nnodes; i++){

if ( nd[i].dom == k )

fprintf(output[k],"\t%lf\t %lf\t %lf\t %lf\t %lf\t %lf\t %d\t %d\n",

nd[i].x,nd[i].y,nd[i].z,nd[i].icond[0],

nd[i].icond[1],nd[i].icond[2],nd[i].id,nd[i].did);

if ( nd[i].dom == k && nd[i].ddom !=k ){

fprintf(soutput[nd[i].ddom],"%d\t\t%d\t\t%d\n",nd[i ].did,

nd[i].id,nd[i].dom);
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// fprintf(routput[k],"%d\t\t%d\t\t%d\n",nd[i].did,n d[nd[i].did-1].id,

nd[i].ddom);

}

}

/ * Metrima ton sinoriakon kombon ana idos kai ana domain * /

dnel[k]=(int * )malloc(nbc * sizeof(int));

for (i=0; i<nbc; i++) {

dnel[k][i]=0;

for (j=0; j<nel[i]; j++) {

if (tri[bc[i][j].id-1].ddom == k)

dnel[k][i]++;

}

}

for (i=0; i<nbc; i++)

printf("ID:%d,No:%d,Size:%d\n",k,i,dnel[k][i]);

pnbc=0;

for (i=0; i<nbc; i++)

if (dnel[k][i] != 0)

pnbc++;

/ * Metrima ton esoteriko boundary komvon * /

n1bc=0;

for (i=0; i<bl1[0]; i++) {

if (tri[i].ddom == k){

for (j=0; j<3; j++) {

if (tri[tri[i].nbrs[j]-1].ddom != k)

n1bc++;

}

}

}

/ * Memory allocation kai kataxorisi ton eswteriko boundary no des * /

ibc = (bc_element_t * )malloc(n1bc * sizeof(bc_element_t));
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l=0;

for (i=0; i<bl1[0]; i++) {

if (tri[i].ddom == k){

for (j=0; j<3; j++) {

if (tri[tri[i].nbrs[j]-1].ddom != k) {

if (j == 0) {

ibc[l].nd1=nd[tri[i].nds[1]-1].id;

ibc[l].nd2=nd[tri[i].nds[2]-1].id;

ibc[l].id=tri[i].did;

l++;

} else if (j==1) {

ibc[l].nd1=nd[tri[i].nds[0]-1].id;

ibc[l].nd2=nd[tri[i].nds[2]-1].id;

ibc[l].id=tri[i].did;

l++;

}else {

ibc[l].nd1=nd[tri[i].nds[0]-1].id;

ibc[l].nd2=nd[tri[i].nds[1]-1].id;

ibc[l].id=tri[i].did;

l++;

}

}

}

}

}

printf("ID:%d---->n1bc=%d\n",k,n1bc);

/ * Grapsimo tou bc tou ka8e domain * /

fprintf(output[k],"\t%d\n",pnbc+1);

fprintf(output[k],"\t%d\t %d\n",n1bc,tmp0);

/ * for (i=0; i<bl1[0]; i++){

if (tri[i].ddom==k && tri[i].dom!=k){

fprintf(output[k],"\t");

foo=0;
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for (j=0; j<3; j++){

if (nd[tri[i].nds[j]-1].ddom!=k){

fprintf(output[k],"%d\t",nd[tri[i].nds[j]-1].id);

foo++;

}

}

fprintf(output[k],"%d\t %d\n",tri[i].did,tmp0);

}

}

* /

for (i=0; i<n1bc; i++) {

fprintf(output[k],"\t%d\t%d\t%d\t%d\n",ibc[i].nd1,i bc[i].nd2,

ibc[i].id,tmp0);

}

for (i=0; i<nbc; i++) {

if (dnel[k][i] != 0) {

fprintf(output[k],"\t%d\t %d\n",dnel[k][i],i+1);

for (j=0; j<nel[i]; j++) {

if (tri[bc[i][j].id-1].ddom == k && bc[i][j].tp == i)

fprintf(output[k],"\t%d\t%d\t%d\t%d\n",nd[bc[i][j]. nd1-1].id,

nd[bc[i][j].nd2-1].id,tri[bc[i][j].id-1].did,tmp0);

}

}

}

/ * Init * /

for (i=0; i<nnodes; i++)

nd[i].dom=-1;

for (i=0; i<bl1[0]; i++){

tri[i].ddom=-1;

tri[i].did=0;

tri[i].dnbrs[0]=0;

tri[i].dnbrs[1]=0;

tri[i].dnbrs[2]=0;
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}

free(ibc);

}

return (0);

}

.2 Fortran 90: inpbnd.f90

subroutine inpbnd

INCLUDE ’PARAM.H’

INCLUDE ’mpif.h’

character (LEN=24) :: rfilein,sfilein

integer, allocatable :: ii(:),com_map(:),sr_nds(:,:),s buf(:),rbuf(:)

integer :: scnt,rcnt,i,j,k,l,m,d1,d2,d3,tmp,kk

integer :: ierr,snmax1,psz,stat(MPI_STATUS_SIZE)

logical :: flag

integer, allocatable :: stats(:,:), reqs(:)

!----non-blocking variables memory allocation

psz = 100

allocate( stats(MPI_STATUS_SIZE,2), reqs(psz) )
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!----Read the internal boundary nodes for each domain

write(frank,’(I3.3)’) myid

write(sfilein, * ) ’scom’,’-’,frank,’.dpl’

allocate(rn(0:nprocs-1))

allocate(sn(0:nprocs-1))

allocate(ii(0:nprocs-1))

open (UNIT=10,FILE=sfilein)

rewind(10)

read(10, * )

!----Calculate kai measure the Sent Nodes

rn(:)=0

sn(:)=0

scnt=0

d2=-1

d1=d2

do

read(10, * ,END=200)tmp,tmp,d1

sn(d1)=sn(d1)+1

d2=d1

scnt=scnt+1

end do

200 continue

!----Max size of Sent Nodes array

snmax=sn(0)

do i=1,nprocs-1

if (sn(i) > snmax) snmax=sn(i)

end do
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call mpi_allreduce(snmax,snmax1,1,MPI_INTEGER, &

MPI_MAX,MPI_COMM_WORLD, ierr)

snmax=snmax1

call mpi_barrier(MPI_COMM_WORLD,ierr)

!----Memory allocations of buffer arrays

allocate(snd_nds(snmax,0:nprocs-1), &

rcv_nds(snmax,0:nprocs-1),sr_nds(snmax,0:nprocs-1))

allocate(qsnd(3,snmax),qrcv(3,snmax),sbuf(snmax),rb uf(snmax))

snd_nds(:,:)=0

rcv_nds(:,:)=0

sr_nds(:,:)=0

rewind(10)

read(10, * )

!----Read the Sent nodes array

ii(:)=1

do

read(10, * ,END=500)d2,d3,d1

snd_nds(ii(d1),d1)=d2

sr_nds(ii(d1),d1)=d3

ii(d1)=ii(d1)+1

end do

500 continue

!---Search and Find the local index of Sent Nodes

do k=0,nprocs-1

do i=1,sn(k)

do j=1,nnode

if (snd_nds(i,k) == indx(j)) snd_nds(i,k)=j

end do

end do

end do
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!---create Communication Map

allocate(com_map(0:nprocs-1),topo(0:nprocs-1,0:npro cs-1))

com_map(:)=0

do i=0,nprocs-1

if (sn(i) /= 0) com_map(i)=1

end do

close(10)

!----All Gather the communication topology

call MPI_ALLGATHER(com_map,size(com_map), &

MPI_INTEGER,topo,size(com_map), &

MPI_INTEGER, MPI_COMM_WORLD, ierr)

call MPI_Barrier(MPI_COMM_WORLD,ierr)

!----Create graph topology

call graph_topo

do i=1,nneighbors

k=neighbors(i)

call MPI_Send(sn(k),1,MPI_INTEGER,k,1, &

COMM_GRAPH,ierr)

call MPI_Recv(rn(k),1,MPI_INTEGER,k,1, &

COMM_GRAPH,stat,ierr)

end do

call MPI_TYPE_CONTIGUOUS(snmax,MPI_INTEGER, &

columntype,ierr)

call MPI_TYPE_COMMIT(columntype,ierr)

do i=1,nneighbors

k=neighbors(i)
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call MPI_Send(sr_nds(1,k),1,columntype,k,myid, &

COMM_GRAPH,ierr)

call MPI_Recv(rcv_nds(1,k),1,columntype,k,k, &

COMM_GRAPH,stat,ierr)

end do

do i=0,nprocs-1

if ( myid /= i ) then

do l=1,rn(i)

indexnod(rcv_nds(l,i))=-1

end do

end if

end do

return

end subroutine inpbnd

.3 Fortran 90: graph_top.f90

subroutine graph_topo

include ’PARAM.H’

include ’mpif.h’

integer :: ierr,i,j,k,stat

integer :: nnodes,nedges

integer :: degree

integer ,allocatable :: indexl(:),edgs(:)

logical :: reorder

allocate( indexl(nprocs) )

degree=0

indexl(:)=0

do i=0,nprocs-1

do j=0,nprocs-1

if ( topo(i,j) == 1 ) degree=degree+1
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enddo

indexl(i+1)=degree

end do

allocate (edgs(degree))

k=1

do i=0,nprocs-1

do j=0,nprocs-1

if (topo(i,j) == 1) then

edgs(k) = j

k=k+1

end if

end do

end do

reorder=.false.

call MPI_GRAPH_CREATE(MPI_COMM_WORLD,nprocs, &

indexl,edgs,reorder,COMM_GRAPH,ierr)

call MPI_TOPO_TEST(COMM_GRAPH, stat,ierr)

call MPI_GRAPHDIMS_GET(COMM_GRAPH,nnodes,&

nedges,ierr)

call MPI_GRAPH_GET(COMM_GRAPH, nnodes, nedges, &

indexl, edgs,ierr)

call MPI_GRAPH_NEIGHBORS_COUNT(COMM_GRAPH, myid, &

nneighbors, ierr)

allocate(neighbors(nneighbors))

call MPI_GRAPH_NEIGHBORS(COMM_GRAPH, myid, nneighbors, &

neighbors, ierr)

return

end subroutine graph_topo



90 Ανάλυση απόδοσης

.4 Fortran 90: bc_com.f90

subroutine bc_com

INCLUDE ’PARAM.H’

INCLUDE ’mpif.h’

integer :: i,j,k,l,ierr

integer :: stat(MPI_STATUS_SIZE)

do i=1,nneighbors

k=neighbors(i)

do l=1,sn(k)

qsnd(1,l)=q(1,snd_nds(l,k))

qsnd(2,l)=q(2,snd_nds(l,k))

qsnd(3,l)=q(3,snd_nds(l,k))

end do

call MPI_Send(qsnd,3 * sn(k),MPI_DOUBLE_PRECISION,&

k,myid,COMM_GRAPH,ierr)

call MPI_Recv(qrcv,3 * rn(k),MPI_DOUBLE_PRECISION,k, &

k,COMM_GRAPH,stat,ierr)

do l=1,rn(k)

q(1,rcv_nds(l,k))=qrcv(1,l)

q(2,rcv_nds(l,k))=qrcv(2,l)

q(3,rcv_nds(l,k))=qrcv(3,l)

end do

end do

return

end subroutine bc_com
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