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Περίληψη

Από τον εγκέφαλο και µόνο από τον εγκέφαλο πηγάζουν η ευχαρίστηση, οι ηδονές, οι

χαρές, το γέλιο και οι λύπες µας. Μέσω του εγκεφάλου ϐλέπουµε ακούµε, γευόµαστε,

διακρίνουµε το άσχηµο από το ωραίο και το ευχάριστο από το δυσάρεστο.

Ιπποκράτης 460-377 π.Ξ

Τα γλοιώµατα είναι από τους σοβαρότερους και συχνότερους κακοήθεις όγκους του εγ-

κεφάλου. Οι ασθενείς έχουν συνήθως χαµηλό προσδόκιµο Ϲωής. Το σηµαντικότερο

πρόβληµα στην διάγνωσή τους είναι η ταχύτατη διήθηση των καρκινικών κυττάρων στους

γειτονικούς ϕυσιολογικούς ιστούς. ΄Εχουν δηµιουργηθεί διάφορα µαθηµατικά µοντέλα

µερικών διαφορικών εξισώσεων, στηριζόµενα σε πειραµατικά δεδοµένα αξονικών και µα-

γνητικών τοµογραφιών, για να προσοµοιάσουν την εξέλιξη των καρκινικών όγκων στον

εγκέφαλο. Στην παρούσα εργασία το µοντέλο για την προσοµοίωση της διάχυσης των

καρκινικών που µελετάται έχει ως ϐασικό του χαρακτηριστικό κυττάρων την ασυνέχεια

που εµφανίζεται στον συντελεστή διάχυσης λόγω της ετερογένειας του εγκεφάλου (λευκή

και ϕαιά ουσία). Στη συνέχεια, σ΄ αυτό το µαθηµατικό µοντέλο γίνεται εφαρµογή της

µεθόδου του Φωκά, µιας νέας ηµι-αναλυτικής µεθόδου από την οποία δίνεται µε ολο-

κληρώµατα η λύση των διαφορικών εξισώσεων. Τέλος, γίνεται αριθµητική προσέγγιση

της λύσης και παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα.
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Κεφάλαιο 1

Εγκέφαλος - Γλοιώµατα

Στο κεφάλαιο αυτό ορίζονται όλες οι ϐιολογικές έννοιες, οι οποίες χρειάζονται για την

καλύτερη κατανόηση του µαθηµατικού µοντέλου και του προβλήµατος που προκύπτει

[18].

1.1 Εγκέφαλος

Το νευρικό σύστηµα (Ν.Σ.) διαιρείται στο κεντρικό νευρικό σύστηµα (Κ.Ν.Σ.) το οποίο

αποτελείται από τον εγκέφαλο και τον νωτιαίο µυελό και το περιφερικό νευρικό σύστηµα

(Π.Ν.Σ.), το οποίο αποτελείται από τα εγκεφαλικά, τα περιφερικά νεύρα και τους κλάδους

τους. Ο εγκέφαλος είναι το τµήµα του ΚΝΣ που ϐρίσκεται στο κρανίο κι ο νωτιαίος µυελός

είναι το τµήµα που ϐρίσκεται στη σπονδυλική στήλη.

Ο εγκέφαλος µε τη σειρά του αποτελείται από νευρώνες και τα κύτταρα της γλοίας, τα

οποία ξεπερνούν αριθµητικώς τους νευρώνες κατά 10 ϕορές.

• Οι νευρώνες είναι εξειδικευµένα κύτταρα που είναι υπεύθυνα για την λήψη, ε-

πεξεργασία και µεταφορά πληροφοριών. Αποτελούνται από: α) κεραίες-δεκτικές

περιοχές µέσω των οποίων λαµβάνουν πληροφορίες (δενδρίτες), ϐ) το κυτταρικό

σώµα όπου ολοκληρώνονται οι πληροφορίες και γ) ένα µακρύ άξονα, που µοιάζει

µε ηλεκτρικό καλώδιο, µέσω του οποίου µεταφέρονται οι πληροφορίες. (άξονας ή

νευράξονας ) Ο άξονας αυτός καταλήγει σε απολήξεις µέσω των οποίων ο νευρώνας

έρχεται σε επαφή µε τις δεκτικές περιοχές άλλων νευρώνων, δηλαδή δηµιουργεί
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συνάψεις µε άλλους νευρώνες. Με τις συνάψεις τους οι νευρώνες σχηµατίζουν ε-

κτενή νευρωνικά δίκτυα (άξονες ή νευράξονες ή νευρικές ίνες ). Ουσιαστικά το

παραπάνω λειτουργεί ως εξής : οι δενδρίτες προσλαµβάνουν τις πληροφορίες, το

κυτταρικό σώµα ολοκληρώνει και οι άξονες µεταβιβάζουν. Η διαδικασία αυτή ο-

νοµάζεται πόλωση. Τα σώµατα των νευρικών κυττάρων τα οποία διατάσσονται σε

οµάδες, στήλες ή στοιβάδες αποτελούν την ϕαιά ουσία του Κ.Ν.Σ. Το γκριζωπό της

χρώµα το οφείλει στο ότι µέσα σε αυτή ϐρίσκονται σε µεγάλη συγκέντρωση τα σώ-

µατα των κυττάρων αυτών. Αντίθετα, η λευκή ουσία σχηµατίζεται κυρίως από τους

νευράξονες των νευρικών κυττάρων. Οι νευρώνες κάτω από την επίδραση διαφόρων

τοξικών παραγόντων µπορεί να χάσουν την σφριγηλότητα τους, να αποσύρουν τις

απολήξεις τους , να συρρικνωθούν και τελικά να πεθάνουν. Ο νευρωνικός ϑάνατος

έχει σαν αποτέλεσµα την απώλεια λειτουργιών του εγκεφάλου.

• Υπάρχουν τέσσερα είδη κυττάρων γλοίας (Fields, Stevens-Graham, 2002). Τα

ολιγοδενδροκύτταρα, τα κύτταρα Schwann, µικρογλοιακά κύτταρα και τα αστρο-

κύτταρα. Για δεκαετίες, ϑεωρούταν ότι η λειτουργία των κυττάρων της γλοίας ήταν

µόνο να παρέχουν στήριξη σε νευρώνες παρέχοντας σε αυτούς τροφή, αποµακρύ-

νοντας τα υπολείµµατα και διαµορφώνοντας µια ϕυσική µήτρα για τη συγκράτηση

νευρωνικών κυκλωµάτων. Τα τελευταία χρόνια, τα κύτταρα της γλοίας έχει απο-

δειχθεί ότι στέλλουν και λαµβάνουν σήµατα από νευρώνες και άλλα κύτταρα της

γλοίας και ότι ελέγχουν την καθιέρωση και τη διατήρηση συνάψεων µεταξύ νευρώ-

νων και ότι συµµετέχουν σε κυκλώµατα της γλοίας (Volterra, Meldolesi, 2005).

Ο ανθρώπινος εγκέφαλος ϐρίσκεται µέσα στο κύτος του κρανίου προβαλλόµενος για µε-

γαλύτερη προστασία από τρία περιβλήµατα, τις µήνιγγες. Η σκληρή µήνιγγα είναι το

εξωτερικό περίβληµα. Το µεσαίο µηνιγγικό περίβληµα αποτελεί η αραχνοειδής µήνιγγα.

Τόσο η σκληρή όσο κι η αραχνοειδής µήνιγγα περιβάλλουν χαλαρά τον εγκέφαλο. Το

εσωτερικό περίβληµα είναι η χοριοειδής µήνιγγα, η οποία προσκολλάται ΑΕ την επι-

ϕάνεια του εγκεφάλου. Επίσης ο εγκέφαλος διαιρείται σε πέντε τµήµατα, στον τελικό,
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διάµεσο, µέσο, οπίσθιο, και έσχατο εγκέφαλο. Εκτός όλως από αυτήν την εµβρυολογική

διαίρεση συνηθίζεται για περιγραφικούς λόγους η διαίρεσή του σε τρία κύρια ϑέρη που

είναι :

• Τα ηµισφαίρια του εγκεφάλου,

• Το στέλεχος του εγκεφάλου και

• Την παρεγκεφαλίδα.

Τα εγκεφαλικά ηµισφαίρια είναι τα δυο τµήµατα στα οποία χωρίζεται µορφολογικά αλλά

και από άποψη λειτουργιών ο εγκέφαλος του ανθρώπου και άλλων ϑηλαστικών. Κάθε

ηµισφαίριο ελέγχει την «χιαστί» αντίθετη πλευρά του σώµατος. ∆ηλαδή, το δεξί ηµισφαί-

ϱιο δέχεται τα ερεθίσµατα από το αριστερό τµήµα του σώµατος, και ελέγχει τις κινήσεις

αυτού του τµήµατος. Το αντίστροφο ισχύει για το αριστερό.

Στην επιφάνειά τους παρουσιάζουν πολυάριθµες προεξοχές και αυλακώσεις. οι οποίες

ονοµάζονται έλικες και αύλακες αντίστοιχα. Οι ϐαθύτερες αύλακες ονοµάζονται σχισµές.

Η επιµήκης σχισµή χωρίζει τα ηµισφαίρια µεταξύ τους ενώ άλλες σχισµές χωρίζουν το

κάθε ηµισφαίριο σε 4 λοβούς : το µετωπιαίο λοβό, το ϐρεγµατικό λοβό, τον κροταφικό

λοβό και τον ινιακό λοβό. Τα εγκεφαλικά ηµισφαίρια αποτελούνται από ένα εξωτερι-

κό στρώµα ϕαιάς ουσίας, το ϕλοιό των ηµισφαιρίων, ενώ κάτω από τον ϕλοιό ϐρίσκεται

η λευκή ουσία η οποία αποτελείται από προσαγωγές και απαγωγές ϕλοιώδεις ίνες, οι

οποίες συγκλίνουν και σχηµατίζουν την έσω κάψα. Επίσης ϕαιά ουσία ϐρίσκεται και

εσωτερικά, ανάµεσα στη λευκή ουσία, και αποτελεί τους πυρήνες των ηµισφαιρίων.

Και τα δύο ηµισφαίρια δέχονται, επεξεργάζονται και αφοµοιώνουν τις ίδιες πληροφορίες.

Μόνο το κυρίαρχο ηµισφαίριο (συνήθως το αριστερό) περιέχει τις περιοχές για οµιλία

και γλώσσα και αυτή η πλευρά ενδιαφέρεται κυρίως για τις αναλυτικές λειτουργίες.

Το µη κυρίαρχο ηµισφαίριο παίζει µεγαλύτερο ϱόλο στην µη προφορική, δηµιουργική

δραστηριότητα που απαιτεί εκτίµηση του χώρου (Tyldesley, Grieve, 1996)
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1.2 Νεοπλάσµατα του Κ.Ν.Σ. - Γλοιώµατα

Τα νεοπλάσµατα του ΚΝΣ διαχωρίζονται σε 2 κατηγορίες. Στα πρωτοπαθή και στα δευτε-

ϱοπαθή. Τα πρωτοπαθή νεοπλάσµατα είναι µια ιδιαίτερα µεγάλη οµάδα µε ποικιλία ως

προς την ιστολογική εικόνα τους, διαφορετική διάγνωσης τους, την ϐιολογική συµπερι-

ϕορά τους, την ιδιαίτερα υψηλή ϑνησιµότητα που έχουν και τη ϑεραπεία τους.

Τα νεοπλάσµατα του νευροπαθητικού ιστού αποτελούν τη µεγαλύτερη οµάδα πρωτοπα-

ϑών νεοπλασµάτων του ΚΝΣ (περίπου το 50-60%), µε συχνότερα τα γλοιώµατα, που προ-

έρχονται από τα νευρογλοιακά κύτταρα. Ανάλογα µε την προέλευση και µορφολογία τους

τα νεοπλάσµατα αυτά χαρακτηρίζονται ως αστροκυττώµατα, ολιγοδενδρογλοιακά και ε-

πενδυµατικά, ενώ υπάρχουν και µεικτές µορφές (π.χ. ολιγοαστροκυτώµατα). Ανάλογα,

επίσης, µε τα µορφολογικά κριτήρια και την αναµενόµενη ϐιολογική τους συµπεριφορά

κατηγοριοποιούνται σε 4 ϐαθµίδες (grades)

• Βαθµός I: Πιλοκυτταρικό (τριχοειδή ή νεανικά) αστροκυττώµατα

• Βαθµός II: Αστροκυττώµατα, επενδυµώµατα, ολιγοδενδρογλοιώµατα

• Βαθµός III: Αναπλαστικά αστροκυττώµατα (γλοιώµατα ή ολιγοδενδρογλοιώµατα)

• Βαθµός IV: Πολύµορφα γλοιοβλαστώµατα

Οι ϐαθµοί I-IV είναι ενδεικτικοί της επιθετικότητας των όγκων αυτών.

Τα αστροκυττώµατα, τα συχνότερα πρωτοπαθή νεοπλάσµατα του ΚΝΣ, αποτελούν µια

ετερογενή οµάδα από περιγεγραµµένες ϐλάβες µε ϐραδεία εξέλιξη, έως διηθητικά νεο-

πλάσµατα υψηλής κακοήθειας. Στους ενήλικες αναπτύσσονται κυρίως στα εγκεφαλικά

ηµισφαίρια ενώ στην παιδική ηλικία συχνότερα στο εγκεφαλικό στέλεχος ή το ϑάλαµο.

Λιγότερο συχνά αναπτύσσονται στο ΝΜ και την παρεγκεφαλίδα. Τα αστροκυττώµατα χω-

ϱίζονται για πρακτικούς λόγους σε α) διάχυτα διηθητικά και ϐ) καλά περιγεγραµµένα,

ενώ ανάλογα µε την ϐιολογική τους συµπεριφορά διακρίνονται σε α) χαµηλής κακοή-

ϑειας και ϐ) υψηλής κακοήθειας (αναπλαστικό [III], γλοιοβλάστωµα [IV]). Τα ολιγοδεν-
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δρογλοιακά διακρίνονται στα ολιγοδενδρογλοιώµατα (II) και στα αναπλαστικά ολιγοδεν-

δρογλοιώµατα (III). Αναπτύσσονται σε όλο το νευράξονα, κυρίως όµως στα εγκεφαλικά

ηµισφαίρια και συνήθως σε ενήλικες.

Τα επενδυµατικά αναπτύσσονται σε όλο το νευράξονα σε στενή σχέση µε το επένδυµα ή

υπολειµµατικά στοιχεία. ∆ιακρίνονται σε υποεπενδυµώµατα (I), µυξοθηλώδη επενδυµώ-

µατα (I), επενδυµώµατα (II) και αναπλαστικά επενδυµώµατα (ΙΙΙ).

Το κυριότερο χαρακτηριστικό των γλοιωµάτων είναι η εξέλιξη τους από νεοπλάσµατα

καλής διαφοροποίησης σε περισσότερο κακοήθεις µορφές, όπως αναπλαστικά αστρο-

κυττώµατα και πολύµορφα γλοιοβλαστώµατα σε διάστηµα ενός µε δέκα χρόνων, και

οφείλεται στην συσσώρευση όλο και περισσότερων γενετικών ϐλαβών. Βέβαια, είναι δυ-

νατή εξ΄ αρχής η ανάπτυξη πολύµορφου γλοιοβλαστώµατος, χωρίς να αποτελεί εξέλιξη

των ϐαθµίδων I,II ή III. Χαρακτηριστικό των αστροκυττωµάτων είναι η διήθηση του γει-

τονικού ϕυσιολογικού εγκεφαλικού ιστού διαµέσου συγκεκριµένων ανατοµικών δοµών

και είναι εµφανής τόσο στα υψηλης ϐαθµίδας νεοπλάσµατα όσο και στα χαµηλής.

Το σύνηθες σύµπτωµα των γλοιωµάτων είναι η εµφάνιση εστιακής ή γενικευµένης επιλη-

πτικής κρίσης κι αργότερα εκδηλώσεις αυξηµένης ενδοκρανιακής πίεσης (κεφαλαλγία,

έµετοι, οίδηµα των οπτικών ϑηλών, διαταραχές συνείδησης κ.τ.λ.). Στους νέους οι όγκοι

εµφανίζονται κυρίως στην παρεγκεφαλίδα και συνδυάζονται µε αστάθεια, οπτικές διατα-

ϱαχές, κ.τ.λ.

Η µαγνητική και η αξονική τοµογραφία είναι οι µέθοδοι εντοπισµού του όγκου και κα-

ϑορισµού του σταδίου, στο οποίο ϐρίσκεται. Πολλές ϕορές καθίστανται απαραίτητες και

πρόσθετες µέθοδοι απεικόνισης, όπως η µαγνητική ϕασµατοσκοπία, η λειτουργική µα-

γνητική τοµογραφία, η τρισδιάστατη µαγνητική τοµογραφία και η τοµογραφία εκποµπής

ποζιτρονίων.

Παρ΄ όλο που η αφαίρεση του όγκου µέσω κρανιοτοµίας, που χρησιµοποιούταν πα-

λαιότερα, επέτρεπε τη λειτουργική επιβίωση για µεγάλο χρονικό διάστηµα, τα τελευταία

χρόνια εφαρµόζονται µέθοδοι ϱιζικότερης αφαίρεσης των γλοιωµάτων, ακόµα και σε ι-
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διαίτερα δυσπρόσιτες περιοχές, οι οποίες προστατεύουν τις σηµαντικές λειτουργίες κι

έχουν αυξήσει και ποσοτικά και ποιοτικά το προσδόκιµο Ϲωής. Τέτοιες τεχνικές είναι

η νευροπλοήγηση, η λειτουργική µαγνητική τοµογραφία, ο διεγχειρητικός νευροφυσιο-

λογικός έλεγχος και η διεγχειρητική απεικόνιση µέσω υπερήχου ή ειδικών συστηµάτων

διεγχειρητικής τοµογραφίας. Σε ιδιαίτερα δυσµενείς περιπτώσεις, λόγου χάρη διήθησης

περισσοτέρων του ενός λοβού του εγκεφάλου, επέκτασης σε περιοχή λειτουργικών κέν-

τρων, κ.τ.λ., η κρανιοτοµία δεν προσφέρει ουσιαστικά οφέλη, αφού δεν γίνεται ϱιζική

αφαίρεση του γλοιώµατος, και συνίσταται επιβεβαίωση της διάγνωσης µέσω ιστολογι-

κής εξέτασης. Σε όλες τις περιπτώσεις γλοιωµάτων χορηγείται µετεγχειρητικά συµβατική

ακτινοθεραπεία και συµπληρωµατική χηµειοθεραπεία κατά τη διάρκεια αυτής.
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Κεφάλαιο 2

Μαθηµατικό µοντέλο της Swanson

Το σηµαντικότερο πρόβληµα στη έγκαιρη διάγνωση των γλοιωµάτων είναι η ταχεία δι-

ήθηση του γειτονικού ϕυσιολογικού ιστού από τα καρκινικά κύτταρα µε αποτέλεσµα

την αδυναµία διάγνωσης του όγκου σε αρχικό στάδιο µε τις συνηθισµένες µεθόδους α-

πεικόνισης, αξονική και µαγνητική τοµογραφία. Αυτός είναι ο κυριότερος λόγος, που

οι επιστήµονες τις τελευταίες δεκαετίες µελετούν την ανάπτυξη των γλοιωµάτων µέσω

διαφόρων µαθηµατικών µοντέλων. Τα πρώτα µοντέλα, που ϐασίζοντας σε νόµους εκθε-

τικούς, Verhulst ή Gompertz, αντικαταστάθηκαν από deterministic µοντέλα, τα οποία

ϑεωρούν την ανάπτυξη των καρκινικών κυττάρων ως ένα ϕαινόµενο διάδοσης κύµατος.

Τα µοντέλα, που χρησιµοποιούνται τώρα πιο συχνά, είναι µοντέλα διάχυσης, στα οποί-

α µέσω διαφορικών εξισώσεων µε µερικές παραγώγους προσοµοιώνεται η αλλαγή της

πυκνότητας των κυττάρων του γλοιώµατος [3,8,11,13,14,16].

2.1 Γενική µορφή

Το µαθηµατικό µοντέλο της Swanson [8,9,10,11], το οποίο έχει αναπτυχθεί τα τελευ-

ταία χρόνια, έχει διαπιστωθεί µετά από έρευνες στο Πανεπιστήµιο της Wasington ότι

προσοµοιάζει τη συµπεριφορά ενός πραγµατικού καρκινικού όγκου µε µεγάλη αποτελε-

σµατικότητα, αφού η πιο σηµαντική διαφορά του σε σχέση µε τα προγενέστερα µοντέλα

είναι ότι λαµβάνει υπόψιν την ανατοµία του εγκεφάλου. Με άλλα λόγια τη διαφορετική

κινητική πυκνότητα στη ϕαιά και στη λευκή ουσία. Μπορεί να περιγραφεί από τη σχέση:
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ϱυθµός µεταβολής της πυκνότητας του πληθυσµού = διάχυση καρκινικών κυττάρων στη

λευκή ή στη ϕαιά ουσία + πολλαπλασιασµός των καρκινικών κυττάρων

Αυτό οδηγεί στην εξής διαφορική εξίσωση

∂c

∂t
= ∇ · J + ρc, (2.1)

όπου c(x, t) είναι ο αριθµός των κυττάρων στη ϑέση x και στο χρόνο t, ρ (time−1) το

ποσοστό ανάπτυξης των κυττάρων αυτών συµπεριλαµβανοµένου του πολλαπλασιασµού

και του ϑανάτου τους και J η διάχυση ϱοής των κυττάρων, η οποία λαµβάνεται να είναι

ανάλογη της κλίσης της κυτταρικής πυκνότητας, δηλαδή

J = D ∇c, (2.2)

όπου D (distance2/time) είναι η σταθερά διάχυσης των κυττάρων στον ιστό του εγκεφά-

λου.

΄Αρα η εξίσωση (2.1) χρησιµοποιώντας την εξίσωση (2.2) γίνεται

∂c

∂t
= D ∇2

c+ ρc (2.3)

ή αλλιώς
∂c

∂t
= ∇ · (D(x)∇c) + ρc . (2.4)

Λαµβάνοντας υπόψιν την ετερογένεια του ιστού του εγκεφάλου, η σταθερά διάχυσης,

η οποία αντιπροσωπεύει την κινητικότητα των καρκινικών κυττάρων, είναι διαφορετική

στην ϕαιά και διαφορετική στη λευκή ουσία, δηλαδή

D(x) =

{
Dw, x ανήκει σε περιοχή µε λευκή ουσία
Dg, x ανήκει σε περιοχή µε ϕαιά ουσία , (2.5)

όπου Dw και Dg είναι σταθερές και ισχύει Dw > Dg.

Χρησιµοποιώντας την Fisher προσέγγιση [3] η σταθερά διάχυσης στη λευκή και στη
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ϕαιά ουσία µπορεί να αντιστοιχιστεί µε τη γραµµική ταχύτητα των καρκινικών κυττάρων,

δηλαδή

Dw =
u2w
4ρ

(2.6)

και

Dg =
u2g
4ρ
, (2.7)

όπου uw και ug οι γραµµικές ταχύτητες της λευκής και ϕαιάς περιοχής, αντίστοιχα,

που έχει διαγνωστεί ότι είναι προσβεβληµένη από καρκίνο. Αυτή η προσέγγιση είναι

επακόλουθο της παρατήρησης ότι ο πληθυσµός που διέπεται από την διάχυση και τον

πολλαπλασιασµό εξαπλώνεται για µεγάλο χρονικό διάστηµα µε ϱυθµό 2
√
ρD.

Πειραµατικά δεδοµένα γλοιωµάτων υψηλού ϐαθµού κακοήθειας δίνονται από τον παρα-

κάτω πίνακα [8]

Παράµετροι Σύµβολο Πειραµατικές Μονάδες
Τιµές Μέτρησης

Γραµµική ταχύτητα στη λευκή ουσία uw > 0.016 cm
day

Γραµµική ταχύτητα στη ϕαιά ουσία ug 0.008 cm
day

Σταθερά διάχυσης στη λευκή ουσία Dw > 0.0042 cm2

day
Σταθερά διάχυσης στη ϕαιά ουσία Dg 0.0013 cm2

day
Ποσοστό ανάπτυξης καρκινικών κυττάρων ρ 0.0012 day−1

΄Οπως προκύπτει η σταθερά διάχυσης στη λευκή ουσία είναι περίπου πενταπλάσια της

σταθεράς διάχυσης στη ϕαιά ουσία Dw ' 5Dg.

Επίσης, στον παρακάτω πίνακα παραθέτονται πειραµατικά δεδοµένα για τη σταθερά διά-

χυσης στη ϕαιά ουσία γλοιωµάτων διαφόρων ϐαθµών κακοήθειας, τα οποία εντοπίστηκαν

στον κροταφικό λοβό

Βαθµός κακοήθειας γλοιώµατος Σταθερά διάχυσης στη ϕαιά ουσία Dg

Βαθµός I 0.00013
Βαθµός II 0.0013
Βαθµός III 0.00013
Βαθµός IV 0.0013

Τέλος, στο σύνορο η ϱοή ϑεωρείται µηδενική, δηλαδή

D(x)∇c · n = 0, (2.8)
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και η αρχική πηγή των καρκινικών κυττάρων δίνεται από την σχέση

c(x, 0) = f(x). (2.9)

2.2 Μονοδιάστατη µορφή - 1 περιοχή

Για να γίνει µετάβαση του προβλήµατος από την γενική µορφή των τριών διαστάσεων

(x, y, z) στη µονοδιάστατη, δηλαδή στον x−άξονα, σε 1 ενιαία περιοχή [a, b] λευκής ή

ϕαιάς ουσίας χρησιµοποιήθηκαν οι αδιάστατες µεταβλητές

x =

√
ρ

Dw

x, (2.10)

t = ρt, (2.11)

c(x, t) =
Dw

ρN0

c(

√
ρ

Dw

x, ρt), (2.12)

και

f(x) = f(

√
ρ

Dw

x), (2.13)

όπου N0 =
∫
f(x)dx δηλώνει τον αρχικό αριθµό καρκινικών κυττάρων στον εγκέφαλο,

δηλαδή για χρόνο t = 0.

Παραδείγµατος χάρη για το χρόνο η σχέση µεταξύ της αδιάστατης ποσότητας t και του

πραγµατικού χρόνου για ρ = 0.012day−1 δίνεται από τον πίνακα

Αδιάστατη ποσότητα χρόνου t Πραγµατικός χρόνος
t = 0.01 ≈ 20 ώρες
t = 0.10 ≈ 8 µέρες
t = 1.00 ≈ 3 µήνες
t = 4.00 ≈ 1 χρόνος
t = 10.00 ≈ 2 χρόνια

.

Η εξίσωση του µαθηµατικού µοντέλου (2.4) µετατρέπεται σε

∂c

∂t
= ∇ · (D(x)∇c) + ρc . (2.14)
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Το µοντέλο, λοιπόν, σε µία διάσταση µπορεί να γραφεί συνοπτικά ως εξής
ct = (Dcx)x + c, x ∈ [a, b], t ≥ 0
cx(a, t) = 0 και cx(b, t) = 0
c(x, 0) = f(x)

. (2.15)

Αντικαθιστώντας

q(x, t) = e−tc(x, t) (2.16)

µετατρέπεται σε 
qt = (Dqx)x, x ∈ [a, b], t ≥ 0
qx(a, t) = 0 και qx(b, t) = 0
q(x, 0) = f(x)

, (2.17)

όπου [a, b] να συµβολίζει µια περιοχή λευκής ή ϕαιάς ουσίας, η αδιάστατη παράµετρος

D ϑεωρείται

D(x) =

{
1, x σε περιοχη λευκής ουσίας
γ, x σε περιοχή ϕαιάς ουσίας , µε γ :=

Dg

Dw

< 1, (2.18)

και

c(x, 0) = f(x), (2.19)

µε την αρχική πηγή των καρκινικών κυττάρων f(x) να ορίζεται ως εξής

f(x) := δ(x− ξ), ξ ∈ (a, b), (2.20)

όπου δ(x) δηλώνει τη συνάρτηση του Dirac. Για πολλαπλές πηγές η αρχική συνθήκη

έχει τον εξής ορισµό

f(x) :=
m∑
τ=1

δ(x− ξτ ), ξτ ∈ (a, b). (2.21)

2.3 Μονοδιάστατη µορφή - n + 1 περιοχές

΄Εστω a = r0 < r1 < r2 < . . . < rn < rn+1 = b και Rj := {x : rj−1 < x < rj}.

Λόγω της ετερογένειας του εγκεφαλικού ιστού ϑεωρείται το ίδιο µονοδιάστατο πρόβληµα

ορισµένο στο πεπερασµένο σύνολο [a, b], το οποίο χωρίζουν τα σηµεία r1, r2, . . . , rn σε
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n + 1 περιοχές Rj. Εξαιτίας αυτής της εναλλαγής στις περιοχές από ϕαιά σε λευκή κι

από λευκή σε ϕαιά ουσία, αν x ∈ Rj σηµαίνει ότι x ανήκει σε περιοχή µε λευκή ουσία,

τότε x ∈ Rj−1 και x ∈ Rj+1 σηµαίνουν ότι x ανήκει σε περιοχή µε ϕαιά ουσία για κάθε

j. ∆ηλαδή αλλάζει και η σταθερά διάχυσης από τη µια περιοχή στην άλλη.

Ορίζεται, λοιπόν, η D ως εξής :

D(x) =

{
γ1, x ∈ Rj µε j = περιττός
γ2, x ∈ Rj µε j = άρτιος , (2.22)

όπου 0 < γ1 ≤ γ2 = 1 ή 0 < γ2 ≤ γ1 = 1 ανάλογα µε το αν υπάρχει λευκή ή ϕαιά ουσία

στην πρώτη περιοχή, αντίστοιχα.

Ρθ.πνγ

Σχήµα 2.1: Γραφική παράσταση της D(x) για 0 < γ1 ≤ γ2 = 1.

Από την ασυνέχεια αυτή στη σταθερά διάχυσης D και τη συνέχεια στην ϱοή Dqx συνε-

πάγεται, όχι µόνο ασυνέχεια στην qx, αλλά και πρόβληµα στο ορισµό της στα σηµεία

διασύνδεσης των περιοχών Rj. Με άλλα λόγια η λύση q είναι συνεχής, αλλά δεν είναι

παραγωγίσιµη, στα σηµεία αυτά, δηλαδή ορίζονται :

q(rj, t) := lim
x→r+j

q(x, t) = lim
x→r−j

q(x, t), ∀j = 1, 2, . . . , n . (2.23)

Ανάλογα, λόγω της διατήρησης της ϱοής στα σηµεία διασύνδεσης, ορίζονται :

Dqx(rj, t) := lim
x→r+j

D(x)qx(x, t) = lim
x→r−j

D(x)qx(x, t), ∀j = 1, 2, . . . , n . (2.24)
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Κεφάλαιο 3

Μέθοδος του Φωκά

Είναι µια νέα ηµι-αναλυτική µέθοδος, µε την οποία χρησιµοποιώντας ϑεωρήµατα και

τεχνικές µιγαδικής ανάλυσης µπορεί να παρασταθεί µε ολοκληρώµατα η λύση µιας

µερικής διαφορικής εξίσωσης. Το σηµαντικότερο πλεονέκτηµα της µεθόδου αυτής σε

σχέση µε τις προγενέστερές της είναι ότι µπορεί να υπολογιστεί η λύση του προβλήµατος

σε οποιοδήποτε σηµείο (x, t) χωρίς να χρειάζονται επιπλέον υπολογισµοί σε ενδιάµεσα

χρονικά στάδια [5]. Η επέκταση της µεθόδου του Φωκά στο µονοδιάστατο 3 περιοχών

µαθηµατικό µοντέλο της Swanson έγινε από τον ∆ιονύσιο Μαντζαβίνο στο Πανεπιστήµιο

του Cambridge και υλοποιήθηκε αριθµητικά από την οµάδα του Εργαστηρίου Εφαρ-

µοσµένων Μαθηµατικών και Η/Υ του Πολυτεχνείου Κρήτης [7]. Στο κεφάλαιο αυτό

παρουσιάζεται η µέθοδος και στη συνέχεια επεκτείνεται η εφαρµογή της στο µαθηµα-

τικό µοντέλο των n + 1 περιοχών αναγάγωντας το σε προβλήµατα 1 περιοχής, τα οποία

συνδέονται µεταξύ τους.

3.1 Παρουσίαση της µεθόδου

΄Εστω

Ω = {(x, t) : 0 < x < L, 0 < t < T} (3.1)

και q(x, t) ικανοποιεί την γραµµική εξελικτική (evolution) διαφορική εξίσωση

qt + ω(−i∂x)q = 0, (x, t) ∈ Ω (3.2)

13



όπου ω(k) είναι πολυώνυµο ϐαθµού n τέτοιο ώστε <(ω(k)) ≥ 0 για k πραγµατικό κι

ονοµάζεται dispersion relation της (3.2). Αυτός ο περιορισµός για το ω(k) διασφαλίζει

το πρόβληµα είναι καλά ορισµένο, δηλαδή ότι η λύση δεν απειρίζεται. ΄Εστω ότι

ω(k) = αnk
n + αn−1k

n−1 + . . .+ α0, αn 6= 0. (3.3)

Από τον περιορισµό <(ω(k)) > 0 συνεπάγεται ότι αν n άρτιος, τότε απαραίτητα ο όρος

αn ισούται µε i ή −i, ενώ αν n περιττός, τότε <(αn) ≥ 0.

Ορίζεται, επίσης, η τιµή της αρχικής συνθήκης (initial condition) q(x, 0). Αν από τις

συνοριακές συνθήκες (boundary conditions) εµφανίζονται N για x = 0 και n − N για

x = L > 0, µε

N :=


n
2
, n = άρτιος

n+1
2
, n = περιττός, αn = i

n−1
2
, n = περιττός, αn = −i

. (3.4)

τότε το πρόβληµα αρχικών και συνοριακών συνθηκών είναι καλά ορισµένο. Ορίζονται,

λοιπόν, οι τιµές των ∂jxq(0, t) και ∂jxq(L, t) για j = 0, 1, 2, . . . , n − 1. Η εξίσωση (3.2)

επαληθεύεται από την µονοπαραµετρική οικογένεια λύσεων

e−ikx+ω(k)t, (3.5)

εποµένως, εύκολα µπορεί να µετατραπεί στην local relation [19]

(e−ikx+ω(k)tq(x, t))t − (e−ikx+ω(k)t
n−1∑
j=0

cj(k)∂jxq(x, t))x = 0, (3.6)

όπου cj(k)n−10 πολυώνυµα, τα οποία µπορούν να υπολογιστούν ως προς ω(k) µε την

ταυτότητα
n−1∑
j=0

cj(k)∂jx = i
ω(k)− ω(−i∂x)

k − i∂x
. (3.7)

Εφαρµόζοντας το Θεώρηµα του Green στην (3.6) στην περιοχή (3.1) προκύπτει η σχέση

q̂(k, 0)− g̃(k) + e−ikLh̃(k) = eω(k)T
L∫

0

e−ikxq(x, T )dx (3.8)

κι αντικαθιστώντας το T µε t προκύπτει η σχέση

q̂(k, 0)− g̃(k) + e−ikLh̃(k) = eω(k)t
L∫

0

e−ikxq(x, t)dx, (3.9)
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όπου

g̃(k) =
n−1∑
j=0

cj(k)

t∫
0

eω(k)s∂jxq(0, s)ds και h̃(k) =
n−1∑
j=0

cj(k)

t∫
0

eω(k)s∂jxq(L, s)ds (3.10)

και q̂(k, 0) ο µετασχηµατισµός Fourier της αρχικής συνθήκης

q̂(k, 0) =

+∞∫
−∞

e−ikxq(k, t)dk. (3.11)

Η εξίσωση (3.9) ισχύει για κάθε k ∈ C και ονοµάζεται global relation της (3.2).

Υπάρχουν συναρτήσεις {ν1, ν2, . . . , νn−1}, τέτοιες ώστε να αφήνουν το ω(k) αναλλοίωτο,

δηλαδή

ω(k) = ω(νj(k)), j = 1, 2, . . . , n− 1. (3.12)

Εφαρµόζοντας αυτούς τους µετασχηµατισµούς στην (3.9) και αντικαθιστώντας τις συνο-

ϱιακές συνθήκες προκύπτει ένα σύστηµα n εξισώσεων µε n αγνώστους. Στη συνέχεια,

λύνοντας αυτό το σύστηµα κι εφαρµόζοντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier στην

(3.9) προκύπτει µια σχέση για την q(x, t), η οποία ύστερα από χρήση του Θεωρήµατος

του Gauss, του Λήµµατος του Jordan και απαλοιφής κάποιων όρων δίνει τη λύση της

εξίσωσης (3.2) [5]

q(x, t) =
1

2π

+∞∫
−∞

eikx−ω(k)tq̂(k, t)dk

− 1

2π

∫
∂D+

eikx−ω(k)tg̃(k)dk

− 1

2π

∫
∂D−

eik(x−L)−ω(k)th̃(k)dk,

(3.13)

όπου

D = {k ∈ C : <(ω(k)) < 0} (3.14)

και

D+ = D ∩ C+, D− = D ∩ C−. (3.15)

15



3.2 Εφαρµογή στο µονοδιάστατο µαθηµατικό µοντέλο
1 περιοχής

΄Εστω το µονοδιάστατο πρόβληµα (2.17), όπου [a, b] είναι µια ενιαία περιοχή λευκής ή

ϕαιάς ουσίας, δηλαδή ο συντελεστής διάχυσης D είναι 1 ή γ σε όλο το [a, b]. ΄Εστω

Dc := D(x) = const, τότε η λύση q ικανοποιεί τη συνάρτηση

qt = (Dcqx)x = Dcqxx (3.16)

΄Εστω L διαφορικός τελεστής, τότε ο L∗ είναι ο formal adjoint του L αν και µόνον αν

〈L(u), v〉 = 〈u, L∗(v)〉 ∀u, v. (3.17)

∆ηλαδή αν ο διαφορικός τελεστής είναι

L(u) = A
∂2(u)

∂x2
+ 2B

∂2(u)

∂x∂t
+ Γ

∂2(u)

∂t2
+ α

∂(u)

∂x
+ β

∂(u)

∂t
+ γu (3.18)

τότε από την (3.17) προκύπτει ότι

L∗(u) =
∂2(Au)

∂x2
+ 2

∂2(Bu)

∂x∂t
+
∂2(Γu)

∂t2
− ∂(αu)

∂x
− ∂(βu)

∂t
+ γu (3.19)

Η q̃(x, t) ικανοποιεί την εξίσωση που αντιστοιχεί στον formal adjoint της (3.16), δηλαδή

την εξίσωση

−q̃t = Dcq̃xx . (3.20)

Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη τις (3.16) και (3.20) µε q̃ και q αντίστοιχα και στη συνέχεια

προσθέτοντας κατά µέλη προκύπτει :

qtq̃ + qq̃t = Dcqxxq̃ −Dcqq̃xx

⇒ (qq̃)t = (Dcqxq̃ −Dcqq̃x)x

⇒ (qq̃)t − (Dcqxq̃ −Dcqq̃x)x = 0 . (3.21)

Μια µονοπαραµετρική οικογένεια λύσεων της (3.20) δίνεται από την

q̃(x, t, k) = e−ikx+Dck
2t, k ∈ C. (3.22)
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΄Αρα η εξίσωση (3.21) γίνεται

(e−ikx+Dck
2tq)t − (e−ikx+Dck

2tDc(qx + ikq))x, k ∈ C, (3.23)

και λέγεται local relation της εξίσωσης (3.16). Η ποσότητα ω(k) = Dck
2, που εµφανίζεται

στους εκθέτες, ονοµάζεται dispersion relation της (3.16).

΄Εστω C µια ϑετικά-δεξιόστροφα προσανατολισµένη κλειστή καµπύλη και D το χωρίο

το οποίο περικλύει. Αν P και Q συναρτήσεις ορισµένες σε ανοιχτή περιοχή που να

περιέχει το D µε συνεχείς πρώτες µερικές παραγώγους, τότε από το Θεώρηµα του Green

συνεπάγεται ∮
C

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(∂xQ− ∂yP )dxdy. (3.24)

Ολοκληρώνοντας την local relation της (3.16) στο χωρίο A, όπου

A := {(x, t) : x ∈ [a, b], 0 ≤ t ≤ T}, (3.25)

προκύπτει : ∫∫
A

(∂tP (x, t, k) + ∂xQ(x, t, k))dxdt = 0, (3.26)

όπου P (x, t, k) = e−ikx+Dck
2tq(x, t) και Q(x, t, k) = −e−ikx+Dck2tDc(qx(x, t) + ikq(x, t)).

Από το Θεώρηµα του Green συνεπάγεται

∮
∂A+

(P (x, t, k)dx−Q(x, t, k)dt) = 0, (3.27)

δηλαδή το διπλό ολοκλήρωµα στο χωρίο A µετατράπηκε σε επικαµπύλιο ολοκλήρωµα

πάνω στο σύνορο ∂A του χωρίου µε ϑετικό-δεξιόστροφο προσανατολισµό. Συνεπώς,

µπορεί να γραφεί κι ως άθροισµα των επικαµπύλιων ολοκληρωµάτων πάνω στις πλευρές
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του χωρίου A, δηλαδή
b∫

a

e−ikxf(x)dx−
b∫

a

e−ikx+Dck
2T q(x, T )dx

−
T∫

0

e−ika+Dck
2tDc(qx(a, t) + ikq(a, t))dt

+

T∫
0

e−ikb+Dck
2tDc(qx(b, t) + ikq(b, t))dt = 0

(3.28)

και λαµβάνοντας υπόψιν τις συνοριακές συνθήκες (boundary conditions)
b∫

a

e−ikxf(x)dx−
b∫

a

e−ikx+Dck
2T q(x, T )dx

−
T∫

0

e−ika+Dck
2tiDckq(a, t)dt

+

T∫
0

e−ikb+Dck
2tiDckq(b, t)dt = 0

(3.29)

για κάθε k ∈ C.

Ο µετασχηµατισµός Fourier µιας συνάρτησης f(x) είναι η συνάρτηση

f̂(k) =

+∞∫
−∞

e−ikxf(x)dx. (3.30)

Αν είναι γνωστός ο µετασχηµατισµός Fourier µιας συνάρτησης, µπορεί να υπολογισθεί

η ίδια η συνάρτηση f(x) µέσω του αντίστροφου µετασχηµατισµού Fourier, δηλαδή µέσω

της σχέσης

f(x) =
1

2π

+∞∫
−∞

eikxf̂(k)dk (3.31)

Στην περίπτωση συναρτήσεων δύο µεταβλητών ο µετασχηµατισµός Fourier ως προς x και

ο αντίστροφός του ορίζονται ως εξής

f̂(k, t) =

+∞∫
−∞

e−ikxf(x, t)dx. (3.32)
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και

f(x, t) =
1

2π

+∞∫
−∞

eikxf̂(k, t)dk (3.33)

΄Εστω f̂(x) και q̂(k, t) οι µετασχηµατισµοί Fourier των συναρτήσεων f(x) και q(x, t)

αντίστοιχα, δηλαδή

f̂(k) =

b∫
a

e−ikxf(x)dx (3.34)

και

q̂(k, t) =

b∫
a

e−ikxq(x, t)dx. (3.35)

Ορίζεται, επίσης, η συνάρτηση q̃ ως εξής

q̃(x,Dck
2) :=

T∫
0

eDck
2tq(x, t)dt . (3.36)

Χρησιµοποιώντας τους παραπάνω ορισµούς η (3.29) γίνεται

eDck
2T q̂(k, T ) = f̂(k) − e−ikaikDcq̃(a,Dck

2) + e−ikbikDcq̃(b,Dck
2), (3.37)

για κάθε k ∈ C. Στη σχέση (3.37) µπορεί να γίνει αντικατάσταση του T µε t, αφού ισχύει

για κάθε t ∈ [0, T ], ακόµα και καθώς T →∞. Εποµένως, µετατρέπεται σε

eDck
2tq̂(k, t) = f̂(k) − e−ikaikDcq̃(a,Dck

2) + e−ikbikDcq̃(b,Dck
2), (3.38)

για κάθε k ∈ C, η οποία ονοµάζεται global relation της εξίσωσης (3.16) στην περιοχή

[a, b]. Οι όροι της global relation είναι αναλυτικοί και ϕραγµένοι για κάθε k ∈ C, διότι

οι µετασχηµατισµοί Fourier και οι q̃ είναι αναλυτικές και ϕραγµένες συναρτήσεις.

΄Εστω λ2(k) := Dck
2 και c := D

− 1
2

c . Αντικαθιστώντας τα λ και τα c στην (3.38) και στη

συνέχεια µετονοµάζοντας το λ σε k προκύπτει

ek
2tq̂(ck, t) = f̂(ck) − Dce

−ickaickq̃(a, k2) + Dce
−ickbickq̃(b, k2), (3.39)

για κάθε k ∈ C.

Πολλαπλασιάζοντας την (3.39) µε 1
2π
eickx−k

2t κι εφαρµόζοντας αντίστροφο µετασχηµατι-
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σµό Fourier συνεπάγεται

q(x, t) =
c

2π

+∞∫
−∞

eickx−k
2tf̂(ck)dk

− 1

2π

+∞∫
−∞

eick(x−a)−k
2tikq̃(a, k2)dk

+
1

2π

+∞∫
−∞

eick(x−b)−k
2tikq̃(b, k2)dk,

(3.40)

΄Οµως η q(x, t) δεν αποτελεί λύση της (3.16), διότι είναι άγνωστες οι ποσότητες q̃(a, k2)

και q̃(b, k2).

Εφαρµόζοντας στην global relation τον µετασχηµατισµό k → −k, ο οποίος αφήνει αναλ-

λοίωτη την dispersion relation, αυτή µετατρέπεται σε

ek
2tq̂(−ck, t) = f̂(−ck) + Dce

ickaickq̃(a, k2) − Dce
ickbickq̃(b, k2) (3.41)

για κάθε k ∈ C.

Από τις global relations πριν και µετά τον µετασχηµατισµό προκύπτει το 2× 2 σύστηµα

Gq̃ = f̂ , (3.42)

όπου

G =

[
Dce

−ickaick −Dce
−ickbick

−Dce
ickaick Dce

ickbick

]
,

q̃ =

[
q̃(a, k2)
q̃(b, k2)

]
και f̂ =

[
f̂(ck)

f̂(−ck)

]
.

Παραλείπονται από το σύστηµα (3.42) οι όροι q̂(±ck, t), διότι τα ολοκληρώµατα, που

περιέχουν τους όρους q̂(±ck,t)
det(G)

, µηδενίζονται [5,19].

΄Εστω η συνάρτηση f(k) αναλυτική πάνω σε ένα κλειστό µονοπάτι C και στο εσωτερικό

του, εκτός από πεπερασµένο αριθµό σηµείων k1, k2, . . . , kN στο εσωτερικό του. Τότε από
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το Θεώρηµα του Cauchy [3] ∮
C

f(k)dk = 2πi
N∑
j=1

αj, (3.43)

όπου αj = Res(f(k), kj), δηλαδή το ολοκληρωτικό υπόλοιπο της συνάρτησης f(k) στο

σηµείο kj. ΄Εστω, επίσης,ότι f(k) → 0 οµοιόµορφα καθώς ‖k‖ → ∞ και k ∈ CR, το

οποίο είναι ηµικύκλιο ακτίνας R. Τότε καθώς R → ∞ από το Λήµµα του Jordan [3]

συνεπάγεται

lim
R→∞

∫
CR

eickf(k)dk = 0, (3.44)

όπου c > 0. Οι αναλυτικές συναρτήσεις, που περιέχονται στα ολοκληρώµατα της (3.40),

επιτρέπουν µε χρήση του Θεωρήµατος του Cauchy και του Λήµµατος του Jordan την

αντικατάσταση των ολοκληρωµάτων αυτών µε επικαµπύλια ολοκληρώµατα στα οποία η

προς ολοκλήρωση συνάρτηση ϕθίνει εκθετικά καθώς k →∞.

Αρχικά, ϑα γίνει αλλαγή του δεύτερου ολοκληρώµατος της (3.40). ΄Εστω

D = {k ∈ C : <(ω(k)) < 0},

δηλαδή περιέχει τα k, για τα οποία

<(ω(k)) < 0 ⇒ <(Dck
2) < 0

⇒ Dc cos(2arg(k)) < 0
⇒ 2arg(k) ∈ (π

2
+mπ, 3π

2
+mπ), m = 0, 1,

⇒ arg(k) ∈ (π
4
, 3π

4
) ∪ (5π

4
, 7π

4
),

τα σύνολα

C+ = {k ∈ C : =(k) > 0}, D+ = D ∩ C+,

C− = {k ∈ C : =(k) < 0}, D− = D ∩ C−,

και η ϑετικά (αριστερόστροφα) προσανατολισµένη καµπύλη

C = [−R,R] ∪ CR1 ∪ C∂D+ ∪ CR2 ,

όπου:

• C∂D+ = {k ∈ ∂D+ : |k| ≤ R και arg(k) ∈ {π
4
, 3π

4
, }}
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• CR1 = {k ∈ C\D+ : |k| = R και arg(k) ∈ [0, π
4
]}

• CR2 = {k ∈ C\D+ : |k| = R και arg(k) ∈ [3π
4
, π]}.

Σχήµα 3.1: Η καµπύλη C.

Η συνάρτηση eick(x−a)−k2tickq̃(a, k2) είναι αναλυτική και ϕραγµένη πάνω στην καµπύλη

C, διότι

• eick(x−a) (x− a > 0) αναλυτική και ϕραγµένη για =(k) > 0

• e−k2t (t ≥ 0) αναλυτική και ϕραγµένη για <(ω(k)) ≥ 0

• q̃ αναλυτική και ϕραγµένη για κάθε k ∈ C

κι, εποµένως, από την εφαρµογή του Θεωρήµατος του Cauchy συνεπάγεται∮
C

eick(x−a)−k
2tg̃(a, k2)dk = 0 (3.45)

δηλαδή

(

R∫
−R

+

∫
CR1

+

∫
C∂D+

+

∫
CR2

)eick(x−a)−k
2tickq̃(a, k2)dk = 0. (3.46)

Καθώς R → ∞ η συνάρτηση eick(x−a)−k
2tickq̃(a, k2) συγκλίνει οµοιόµορφα στο 0, συ-

νεπώς, για τα ολοκληρώµατα πάνω στα τόξα CRi , i = 1, 2, από το Λήµµα του Jordan

ισχύει

lim
R→∞

∫
CRi

eicl(j)k(x−rj−1)−k2tg̃(j)(rj−1, k
2)dk = 0. (3.47)
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΄Αρα η (3.86) καθώς R→∞ γίνεται

(

∞∫
−∞

+

∫
−∂D+

)eick(x−a)−k
2tickq̃(a, k2)dk = 0. (3.48)

Χρησιµοποιείται ο ίδιος συλλογισµός και για το τρίτο ολοκλήρωµα της (3.40) εφαρµό-

Ϲοντας το Θεώρηµα του Cauchy στην ϑετικά προσανατολισµένη καµπύλη

C = [−R,R] ∪ CR3 ∪ C∂D− ∪ CR4 ,

όπου

• C∂D− = {k ∈ ∂D− : |k| ≤ R και arg(k) ∈ {5π
4
, 7π

4
}}

• CR3 = {k ∈ C\D+ : |k| = R και arg(k) ∈ [π, 5π
4

]}

• CR4 = {k ∈ C\D+ : |k| = R και arg(k) ∈ [7π
4
, 2π]}.

Επίσης, τα ολοκληρώµατα πάνω στα τόξα CRi , i = 3, 4, µηδενίζονται καθώς R→∞ από

το Λήµµα του Jordan. ΄Αρα προκύπτει η σχέση

(

∞∫
−∞

+

∫
∂D−

)eick(x−b)−k
2tickq̃(b, k2)dk = 0 (3.49)

Από τις (3.48)-(3.49) η σχέση (3.40) γίνεται

q(x, t) =
c

2π

+∞∫
−∞

eickx−k
2tf̂(ck)dk

− 1

2π

∫
∂D+

eick(x−a)−k
2tikq̃(a, k2)dk

− 1

2π

∫
∂D−

eick(x−b)−k
2tikq̃(b, k2)dk .

(3.50)

Αν δεν παραλειφθούν από το σύστηµα (3.42) οι όροι q̂(±ck, t), ϑα εµφανιστούν στη σχέση

(3.50) τα ολοκληρώµατα ∫
∂D+

k2eick(x−a)
q̂(±ck, t)
det(G)

dk (3.51)
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και ∫
∂D−

k2eick(x−b)
q̂(±ck, t)
det(G)

dk. (3.52)

΄Εστω η ϑετικά προσανατολισµένη καµπύλη

L = L∂D+ ∪ LR+ , (3.53)

όπου

• L∂D+ = {k ∈ ∂D+ : |k| ≤ R και arg(k) ∈ {5π
4
, 7π

4
}}

• LR+ = {k ∈ D+ : |k| = R και arg(k) ∈ [5π
4
, 7π

4
]}.

Η προς ολοκλήρωση ποσότητα k2eick(x−a) q̂(±ck,t)
det(G)

είναι αναλυτική και ϕραγµένη πάνω

στην καµπύλη L, εποµένως, από την εφαρµογή του Θεωρήµατος του Cauchy προκύπτει

(

∫
L∂D+

+

∫
LR+

)k2eick(x−a)
q̂(±ck, t)
det(G)

dk = 0 (3.54)

και κάνοντας χρήση του Λήµµατος του Jordan συνεπάγεται∫
∂D+

k2eick(x−a)
q̂(±ck, t)
det(G)

dk = 0 (3.55)

Ανάλογη είναι η διαδικασία που ακολουθείται και στα ολοκληρώµατα πάνω στην καµ-

πύλη ∂D−. Εποµένως, λόγω της µηδενικής συνεισφοράς των ολοκληρωµάτων αυτών,

µπορούν οι όροι q̂(±ck, t) να παραλειφθούν από την αρχή.

3.3 Εφαρµογή στο µονοδιάστατο µαθηµατικό µοντέλο
n + 1 περιοχών

΄Εστω το µονοδιάστατο πρόβληµα n+ 1 περιοχών, που έχει ορισθεί στην παράγραφο 2.3.

Για να µελετηθεί ϑα γίνει αναγωγή του σε προβλήµατα 1 περιοχής, τα οποία συνδέονται

µεταξύ τους µε ένα γραµµικό σύστηµα.
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Ορίζονται, λοιπόν, οι συναρτήσεις q(j)(x, t), j = 1, 2, . . . , n+ 1, τέτοιες ώστε

q(j)(x, t) :=


q(x, t), x ∈ Rj

limx→r+j−1
q(x, t), x = rj−1

limx→r−j
q(x, t), x = rj

. (3.56)

∆ηλαδή q(j)(x, t) είναι ο περιορισµός της λύσης του µαθηµατικού µοντέλου στην κλει-

στότητα της περιοχής Rj, δηλαδή στο σύνολο Rj := {rj−1} ∪Rj ∪ {rj}, αντίστοιχα.

Ορίζεται, επίσης, η παράγωγος της συνάρτησης q(j)(x, t) στα σηµεία rj−1 και rj ως εξής

q(j)x (rj−1, t) := lim
x→r+j−1

qx(x, t) και q(j)x (rj, t) := lim
x→r−j

qx(x, t). (3.57)

Αυτές οι ισότητες ϑα χρειαστούν αργότερα στην επίλυση και την κατασκευή του γραµµι-

κού συστήµατος.

΄Εστω, ακόµα, η ϐοηθητική συνάρτηση

l(j) :=

{
1, j = περιττός
2, j = άρτιος . (3.58)

Τότε οι παραπάνω συνθήκες (2.23)-(2.24) µέσω των ορισµών (3.56)-(3.57) γίνονται

q(j)(rj, t) = q(j+1)(rj, t) και γl(j)q
(j)
x (rj, t) = γl(j+1)q

(j+1)
x (rj, t), ∀j = 1, 2, . . . , n+ 1.

(3.59)

Στο σύνολο Rj η συνάρτηση q(j)(x, t) ικανοποιεί την διαφορική εξίσωση

q
(j)
t = (γl(j)q

(j)
x )x = γl(j)q

(j)
xx (3.60)

Η q̃(j)(x, t) ικανοποιεί την εξίσωση που αντιστοιχεί στον formal adjoint της (3.60), δηλαδή

την εξίσωση

−q̃(j)t = γl(j)q̃
(j)
xx . (3.61)

Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη τις (3.60) και (3.61) µε q̃ και q αντίστοιχα και στη συνέχεια

προσθέτοντας κατά µέλη προκύπτει :

q
(j)
t q̃(j) + q(j)q̃

(j)
t = γl(j)q

(j)
xx q̃

(j) − γl(j)q(j)q̃(j)xx

⇒ (q(j)q̃(j))t = (γl(j)q
(j)
x q̃(j) − γl(j)q(j)q̃(j)x )x
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⇒ (q(j)q̃(j))t − (γl(j)q
(j)
x q̃(j) − γl(j)q(j)q̃(j)x )x = 0 . (3.62)

Μια µονοπαραµετρική οικογένεια λύσεων της (3.61) δίνεται από την

q̃(j)(x, t, k) = e−ikx+γl(j)k
2t, k ∈ C. (3.63)

΄Αρα η εξίσωση (3.62) γίνεται

(e−ikx+γl(j)k
2tq)t − (e−ikx+γl(j)k

2tγl(j)(qx + ikq))x, k ∈ C, (3.64)

και λέγεται local relation της εξίσωσης (3.60). Η ποσότητα ωl(j)(k) = γl(j)k
2 που εµφα-

νίζεται στους εκθέτες ονοµάζεται dispersion relation [5] της (3.60).

Ολοκληρώνοντας την local relation της (3.60) στο αντίστοιχο χωρίο Aj, όπου

Aj := {(x, t) : x ∈ Rj, 0 ≤ t ≤ T}, (3.65)

προκύπτει : ∫∫
Aj

(∂tPj(x, t, k) + ∂xQj(x, t, k))dxdt = 0, (3.66)

όπου Pj(x, t, k) = e−ikx+γl(j)k
2tq(j)(x, t) και Qj(x, t, k) = −e−ikx+γl(j)k2tγl(j)(q(j)x (x, t) +

ikq(j)(x, t))

Αθ.πνγ

Σχήµα 3.2: Οι περιοχές Aj στις οποίες γίνεται η ολοκλήρωση.
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Από το Θεώρηµα του Green συνεπάγεται∮
∂A+

j

(Pj(x, t, k)dx−Qj(x, t, k)dt) = 0, (3.67)

δηλαδή το διπλό ολοκλήρωµα στο χωρίο Aj µετατράπηκε σε επικαµπύλιο ολοκλήρωµα

πάνω στο σύνορο ∂Aj του χωρίου µε ϑετικό-δεξιόστροφο προσανατολισµό. Συνεπώς,

µπορεί να γραφεί κι ως άθροισµα των επικαµπύλιων ολοκληρωµάτων πάνω στις πλευρές

του χωρίου Aj, δηλαδή

rj∫
rj−1

e−ikxf (j)(x)dx−
rj∫

rj−1

e−ikx+γl(j)k
2T q(j)(x, T )dx

−
T∫

0

e−ikrj−1+γl(j)k
2tγl(j)(q

(j)
x (rj−1, t) + ikq(j)(rj−1, t))dt

+

T∫
0

e−ikrj+γl(j)k
2tγl(j)(q

(j)
x (rj, t) + ikq(j)(rj, t))dt = 0

(3.68)

για κάθε k ∈ C.

΄Εστω f̂ (j)(x) και q̂(j)(k, t) οι µετασχηµατισµοί Fourier των συναρτήσεων f (j)(x) και

q(j)(x, t) αντίστοιχα, δηλαδή

f̂ (j)(k) =

rj∫
rj−1

e−ikxf (j)(x)dx (3.69)

και

q̂(j)(k, t) =

rj∫
rj−1

e−ikxq(j)(x, t)dx, (3.70)

όπου f (j)(x) = f |Rj(x), δηλαδή ο περιορισµός της αρχικής συνθήκης (initial condition)

q(x, 0) = f(x) στην περιοχή Rj. Ορίζονται, επίσης, οι συναρτήσεις q̃(j) και q̃(j)x ως εξής

q̃(j)(x, γl(j)k
2) :=

T∫
0

eγl(j)k
2tq(j)(x, t)dt (3.71)
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και

q̃(j)x (x, γl(j)k
2) :=

T∫
0

eγl(j)k
2tq(j)x (x, t)dt. (3.72)

Χρησιµοποιώντας τους παραπάνω ορισµούς η (3.68) γίνεται

eγl(j)k
2T q̂(j)(k, T ) = f̂ (j)(k) − γl(j)e

−ikrj−1(q̃
(j)
x (rj−1, γl(j)k

2) + ikq̃(j)(rj−1, γl(j)k
2))

+ γl(j)e
−ikrj(q̃

(j)
x (rj, γl(j)k

2) + ikq̃(j)(rj, γl(j)k
2)),
(3.73)

για κάθε k ∈ C. Στη σχέση (3.73) µπορεί να γίνει αντικατάσταση του T µε t, ισχύει για

κάθε t ∈ [0, T ], ακόµα και καθώς T →∞. Εποµένως, µετατρέπεται σε

eγl(j)k
2tq̂(j)(k, t) = f̂ (j)(k) − γl(j)e

−ikrj−1(q̃
(j)
x (rj−1, γl(j)k

2) + ikq̃(j)(rj−1, γl(j)k
2))

+ γl(j)e
−ikrj(q̃

(j)
x (rj, γl(j)k

2) + ikq̃(j)(rj, γl(j)k
2)),
(3.74)

για κάθε k ∈ C, η οποία ονοµάζεται global relation της εξίσωσης (3.60). Οι όροι της

global relation είναι αναλυτικοί και ϕραγµένοι για κάθε k ∈ C, διότι οι µετασχηµατισµοί

Fourier είναι αναλυτικές συναρτήσεις και οι q̃(j) και q̃(j)x είναι αναλυτικές και ϕραγµένες.

΄Εστω λ2l(j)(k) = γl(j)k
2 και cl(j) = γ

− 1
2

l(j). Αντικαθιστώντας τα λ και τα c στην (3.74) και στη

συνέχεια µετονοµάζοντας το λ σε k προκύπτει

ek
2tq̂(j)(cl(j)k, t) = f̂ (j)(cl(j)k) − γl(j)e

−icl(j)krj−1(q̃
(j)
x (rj−1, k

2) + icl(j)kq̃
(j)(rj−1, k

2))

+ γl(j)e
−icl(j)krj(q̃

(j)
x (rj, k

2) + icl(j)kq̃
(j)(rj, k

2)),
(3.75)

για κάθε k ∈ C.

Πολλαπλασιάζοντας την (3.75) µε 1
2π
eicl(j)kx−k

2t και εφαρµόζοντας αντίστροφο µετασχη-

28



µατισµό Fourier συνεπάγεται

q(j)(x, t) =
cl(j)
2π

+∞∫
−∞

eicl(j)kx−k
2tf̂ (j)(cl(j)k)dk

− 1

2πcl(j)

+∞∫
−∞

eicl(j)k(x−rj−1)−k2t[q̃(j)x (rj−1, k
2) + icl(j)kq̃

(j)(rj−1, k
2)]dk

+
1

2πcl(j)

+∞∫
−∞

eicl(j)k(x−rj)−k
2t[q̃(j)x (rj, k

2) + icl(j)kq̃
(j)(rj, k

2)]dk,

(3.76)

΄Οµως η q(j)(x, t) δεν αποτελεί λύση της (3.60) για κανένα j, διότι είναι άγνωστες οι

ποσότητες

• q̃(j)(rj−1, k2) για κάθε j = 1, 2, . . . , n+ 1

• q̃(j)(rj, k2) για κάθε j = 1, 2, . . . , n+ 1

• q̃(j)x (rj−1, k
2) για κάθε j = 2, 3, . . . , n+ 1

• q̃(j)x (rj, k
2) για κάθε j = 1, 2, . . . , n .

Εµφανίζονται, δηλαδή, 4n+2 άγνωστες ποσότητες. Μόνο η q̃(j)x (r0, k
2) και η q̃(j)x (rn+1, k

2)

είναι γνωστές από τις συνοριακές συνθήκες (boundary conditions) qx(a, t) = 0 και

qx(b, t) = 0. Εφαρµόζοντας στην global relation τον µετασχηµατισµό k → −k, ο οποίος

αφήνει αναλλοίωτη την dispersion relation, αυτή µετατρέπεται σε

ek
2tq̂(j)(−cl(j)k, t) = f̂ (j)(−cl(j)k) − γl(j)e

icl(j)krj−1(q̃
(j)
x (rj−1, k

2) − icl(j)kq̃
(j)(rj−1, k

2)

+ γl(j)e
icl(j)krj(q̃

(j)
x (rj, k

2) − icl(j)kq̃
(j)(rj, k

2),
(3.77)

για κάθε k ∈ C.

Από τις global relations πριν και µετά τον µετασχηµατισµό για κάθε j = 1, 2, . . . , n + 1

προκύπτει ένα σύστηµα 2(n + 1) εξισώσεων µε 4n + 2 αγνώστους, το οποίο µπορεί να
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λυθεί, αφού πρώτα γίνει αντικατάσταση από τις σχέσεις (3.59) και µετατραπεί σε ένα

σύστηµα 2(n+ 1)× 2(n+ 1). Οι εξισώσεις γίνονται

• για j = 1:

ic1γ1ke
−ic1kr0 q̃(1)(r0, k

2)− ic1γ1ke−ic1kr1 q̃(1)(r1, k2) +γ1e
−ic1kr1 q̃(1)x (r1, k

2) = f̂(c1k)

(3.78)

−ic1γ1keic1kr0 q̃(1)(r0, k2)+ic1γ1keic1kr1 q̃(1)(r1, k2)−γ1e−ic1kr1 q̃(1)x (r1, k
2) = f̂(−c1k),

(3.79)

• για j = 2, 3, . . . , n:

icl(j)γl(j)ke
−icl(j)krj−1 q̃(j−1)(rj−1, k

2) + γl(j−1)e
−icl(j)krj−1 q̃

(j−1)
x (rj−1, k

2)

−icl(j)γl(j)ke−icl(j)krj q̃(j)(rj, k2)− γl(j)e−icl(j)krj q̃(j)x (rj, k
2) = f̂(cl(j)k)

(3.80)

−icl(j)γl(j)keicl(j)krj−1 q̃(j−1)(rj−1, k
2) + γl(j−1)e

icl(j)krj−1 q̃
(j−1)
x (rj−1, k

2)

+icl(j)γl(j)ke
icl(j)krj q̃(j)(rj, k

2)− γl(j)e−icl(j)krj q̃(j)x (rj, k
2) = f̂(−cl(j)k),

(3.81)

• για j = n+ 1:

icl(n+1)γl(n+1)ke
−icl(n+1)krn q̃(n)(rn, k

2) + γl(n)e
−icl(n+1)krn q̃

(n)
x (rn, k

2)

−icl(n+1)γl(n+1)ke
−icl(n+1)krn+1 q̃(n+1)(rn+1, k

2) = f̂(cl(n+1)k)
(3.82)
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−icl(n+1)γl(n+1)ke
icl(n+1)krn q̃(n)(rn, k

2) + γl(n)e
icl(n+1)krn q̃

(n)
x (rn, k

2)

+icl(n+1)γl(n+1)ke
icl(n+1)krn+1 q̃(n+1)(rn+1, k

2) = f̂(−cl(n+1)k) .
(3.83)

΄Αρα προκύπτει το σύστηµα

Gq̃ = f̂ , (3.84)

όπου

G =



A
(1)
1 A

(1)
3 A

(1)
4 0 0 · · · 0 0 0 0 0

A
(1)
5 A

(1)
7 A

(1)
8 0 0 · · · 0 0 0 0 0

0 A
(2)
1 A

(2)
2 A

(2)
3 A

(2)
4 · · · 0 0 0 0 0

0 A
(2)
5 A

(2)
6 A

(2)
7 A

(2)
8 · · · 0 0 0 0 0

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 · · · A

(n)
1 A

(n)
2 A

(n)
3 A

(n)
4 0

0 0 0 0 0 · · · A
(n)
5 A

(n)
6 A

(n)
7 A

(n)
8 0

0 0 0 0 0 · · · 0 0 A
(n+1)
1 A

(n+1)
2 A

(n+1)
3

0 0 0 0 0 · · · 0 0 A
(n+1)
5 A

(n+1)
6 A

(n+1)
7


,

τα στοιχεία του οποίου δίνονται απο τον πίνακα:

i A
(j)
i

1 icl(j)γl(j)ke
−icl(j)krj−1

2 γl(j−1)e
−icl(j)krj−1

3 −icl(j)γl(j)ke−icl(j)krj
4 −γl(j)e−icl(j)krj
5 −icl(j)γl(j)keicl(j)krj−1

6 γl(j−1)e
icl(j)krj−1

7 icl(j)γl(j)ke
icl(j)krj

8 −γl(j)eicl(j)krj

,

q̃ =



q̃(1)(r0, k
2)

q̃(1)(r1, k
2)

q̃
(1)
x (r1, k

2)
...

q̃(n)(rn, k
2)

q̃
(n)
x (rn, k

2)
q̃(n+1)(rn+1, k

2)


και f̂ =



f̂ (1)(c1k)

f̂ (1)(−c1k)

f̂ (2)(c2k)

f̂ (2)(−c2k)
...

f̂ (n)(cnk)

f̂ (n)(−cnk)

f̂ (n+1)(cn+1k)

f̂ (n+1)(−cn+1k)


.
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Παραλείπονται από το σύστηµα οι όροι q̂(j)(±cl(j)k, t), διότι τα ολοκληρώµατα, που πε-

ϱιέχουν τους όρους q̂(j)(±cl(j)k,t)
det(G)

, µηδενίζονται όπως ακριβώς και στην παράγραφο 3.2.

΄Οπως πριν, οι αναλυτικές συναρτήσεις, που περιέχονται στα ολοκληρώµατα της (3.76),

επιτρέπουν µε χρήση του Θεωρήµατος του Cauchy και του Λήµµατος του Jordan την

αντικατάσταση των ολοκληρωµάτων αυτών µε επικαµπύλια ολοκληρώµατα στα οποία

η προς ολοκλήρωση συνάρτηση ϕθίνει εκθετικά καθώς k → ∞. Με αυτόν τον τρόπο

επιτυχγάνεται γρηγορότερη σύγκλιση στα αριθµητικά αποτελέσµατα.

Αρχικά, ϑα γίνεται αλλαγή του δεύτερου ολοκληρώµατος της (3.76). ΄Εστω

D = {k ∈ C : <(ωj(k)) < 0},

δηλαδή περιέχει τα k, για τα οποία

<(ωj(k)) < 0 ⇒ <(γl(j)k
2) < 0

⇒ γl(j)cos(2arg(k)) < 0
⇒ 2arg(k) ∈ (π

2
+mπ, 3π

2
+mπ), m = 0, 1,

⇒ arg(k) ∈ (π
4
, 3π

4
) ∪ (5π

4
, 7π

4
),

τα σύνολα

C+ = {k ∈ C : =(k) > 0}, D+ = D ∩ C+,

C− = {k ∈ C : =(k) < 0}, D− = D ∩ C−,

και η ϑετικά (αριστερόστροφα) προσανατολισµένη καµπύλη

C = [−R,R] ∪ CR1 ∪ C∂D+ ∪ CR2 ,

όπου:

• C∂D+ = {k ∈ ∂D+ : |k| ≤ R και arg(k) ∈ {π
4
, 3π

4
}}

• CR1 = {k ∈ C\D+ : |k| = R και arg(k) ∈ [0, π
4
]}

• CR2 = {k ∈ C\D+ : |k| = R και arg(k) ∈ [3π
4
, π]}.
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Σχήµα 3.3: Η καµπύλη C.

Στη συνέχεια ορίζεται η συνάρτηση

g̃(j)(rj−1, k
2) = q̃(j)x (rj−1, k

2) + icl(j)kq̃
(j)(rj−1, k

2).

Οπότε η συνάρτηση eicl(j)k(x−rj−1)−k2tg̃(j)(rj−1, k
2) είναι αναλυτική και ϕραγµένη πάνω

στην καµπύλη C για κάθε j = 1, 2, . . . , n+ 1, διότι

• eicl(j)k(x−rj−1) (x− rj−1 > 0) αναλυτική και ϕραγµένη για =(k) > 0

• e−k2t (t ≥ 0) αναλυτική και ϕραγµένη για <(ωj(k)) ≥ 0

• q̃(j)x και q̃(j) αναλυτικές και ϕραγµένες για κάθε k ∈ C

κι, εποµένως, από την εφαρµογή του Θεωρήµατος του Cauchy συνεπάγεται∮
C

eicl(j)k(x−rj−1)−k2tg̃(j)(rj−1, k
2)dk = 0 (3.85)

δηλαδή

(

R∫
−R

+

∫
CR1

+

∫
C∂D+

+

∫
CR2

)eicl(j)k(x−rj−1)−k2tg̃(j)(rj−1, k
2)dk = 0. (3.86)

Καθώς R →∞ η συνάρτηση eicl(j)k(x−rj−1)−k2tg̃(j)(rj−1, k
2) συγκλίνει οµοιόµορφα στο 0,

συνεπώς, για τα ολοκληρώµατα πάνω στα τόξα CRi , i = 1, 2, από το Λήµµα του Jordan

ισχύει

lim
R→∞

∫
CRi

eicl(j)k(x−rj−1)−k2tg̃(j)(rj−1, k
2)dk = 0. (3.87)
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΄Αρα η (3.86) καθώς R→∞ γίνεται

(

∞∫
−∞

+

∫
−∂D+

)eicl(j)k(x−rj−1)−k2tg̃(j)(rj−1, k
2)dk = 0. (3.88)

Χρησιµοποιείται ο ίδιος συλλογισµός και για το τρίτο ολοκλήρωµα της (3.76) εφαρµό-

Ϲοντας το Θεώρηµα του Cauchy στην ϑετικά προσανατολισµένη καµπύλη

C = [−R,R] ∪ CR3 ∪ C∂D− ∪ CR4 ,

όπου

• C∂D− = {k ∈ ∂D− : |k| ≤ R και arg(k) ∈ {5π
4
, 7π

4
}}

• CR3 = {k ∈ C\D− : |k| = R και arg(k) ∈ [π, 5π
4

]}

• CR4 = {k ∈ C\D− : |k| = R και arg(k) ∈ [7π
4
, 2π]}.

Επίσης, τα ολοκληρώµατα πάνω στα τόξα CRi , i = 3, 4, µηδενίζονται καθώς R→∞ από

το Λήµµα του Jordan. ΄Αρα προκύπτει η σχέση

(

∞∫
−∞

+

∫
∂D−

)eicl(j)k(x−rj−1)−k2tg̃(j)(rj−1, k
2)dk = 0 (3.89)

Από τις (3.88)-(3.89) η σχέση (3.76) γίνεται

q(j)(x, t) =
cl(j)
2π

+∞∫
−∞

eicl(j)kx−k
2tf̂ (j)(cl(j)k)dk

− 1

2πcl(j)

∫
∂D+

eicl(j)k(x−rj−1)−k2t[q̃(j)x (rj−1, k
2) + icl(j)kq̃

(j)(rj−1, k
2)]dk

− 1

2πcl(j)

∫
∂D−

eicl(j)k(x−rj)−k
2t[q̃(j)x (rj, k

2) + icl(j)kq̃
(j)(rj, k

2)]dk,

(3.90)

για κάθε j = 1, 2, . . . , n+ 1.

Εφαρµόζοντας στην παραπάνω εξίσωση τις (3.59) προκύπτει ότι η λύση του µονοδιάστα-
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του προβλήµατος στην περιοχή Rj είναι

q(j)(x, t) =
cl(j)
2π

+∞∫
−∞

eicl(j)kx−k
2tf̂ (j)(cl(j)k)dk

− 1

2πcl(j)

∫
∂D+

eicl(j)k(x−rj−1)−k2t[
γl(j−1)
γl(j)

q̃(j−1)x (rj−1, k
2) + icl(j)kq̃

(j−1)(rj−1, k
2)]dk

− 1

2πcl(j)

∫
∂D−

eicl(j)k(x−rj)−k
2t[q̃(j)x (rj, k

2) + icl(j)kq̃
(j)(rj, k

2)]dk,

(3.91)

για κάθε j = 1, 2, . . . , n+ 1.
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Κεφάλαιο 4

Αριθµητική Προσέγγιση

΄Εχει αποδειχθεί [12] ότι µια προσέγγιση ολοκληρωµάτων πάνω σε καµπύλες Hankel,

τα οποία περιέχουν τον όρο ez, δίνεται αν εφαρµοστεί ο κανόνας του τραπεζίου πάνω σε

κατάλληλες καµπύλες, όπως οι υπερβολές, που είναι απλές καµπύλες µε ασυµπτωτική

συµπεριφορά. Επιτυγχάνεται, έτσι, ταχύτερη σύγκλιση των ολοκληρωµάτων. Θα γίνει

εφαρµογή αυτού στα ολοκληρώµατα της λύσης q(j)(x, t). Στη συνέχεια, ϑα µελετηθούν

οι προς ολοκλήρωση συναρτήσεις ώστε να απλουστευτεί η αριθµητική ολοκλήρωση.

4.1 Μεταφορά καµπυλών ολοκλήρωσης

Για την περαιτέρω αριθµητική αντιµετώπιση της λύσης (3.91) µεταφέρεται το µονοπάτι

ολοκλήρωσης ∂D+ σε µια υπερβολή. Για να οριστεί, λοιπόν, αυτή η υπερβολή [4,6]

αντιστοιχίζονται τα σηµεία k(θ) του µιγαδικού επιπέδου στα σηµεία θ της πραγµατικής

ευθείας χρησιµοποιώντας την αναλυτική συνάρτηση

k(θ) := isin(β − iθ)

=
1

2
(eθ − e−θ) cos β + i

1

2
(eθ + e−θ) sin β.

(4.1)

Αντίστοιχα για το µονοπάτι ∂D− ϑα χρησιµοποιείται η καµπύλη −k(θ). ∆ηλαδή η (3.91)
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Σχήµα 4.1: Η υπερβολή για β = π
6 .

µετατρέπεται σε

q(j)(x, t) =

=
cl(j)
2π

+∞∫
−∞

eicl(j)kx−k
2tf̂ (j)(cl(j)k)dk

− 1

2πcl(j)

+∞∫
−∞

eicl(j)k(θ)(x−rj−1)−k2(θ)t[
γl(j−1)
γl(j)

q̃(j−1)x (rj−1, k
2(θ)) + icl(j)k(θ)q̃(j−1)(rj−1, k

2(θ))]
dk(θ)

dθ
dθ

− 1

2πcl(j)

+∞∫
−∞

e−icl(j)k(θ)(x−rj)−k
2(θ)t[q̃(j)x (rj, k

2(θ))− icl(j)k(θ)q̃(j)(rj, k
2(θ))]

d(−k(θ))

dθ
dθ,

(4.2)

για κάθε j = 1, 2, . . . , n + 1, όπου dk(θ)
dθ

= cos(β − iθ). Λόγω αυτής της αλλαγής των

καµπυλών ολοκλήρωσης µε υπερβολές οι προς ολοκλήρωση συναρτήσεις ϕθίνουν εκθε-

τικά γρήγορα. ΄Ετσι, τα όρια ολοκλήρωσης µπορούν να περικοπούν από [−∞,+∞] σε
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[−S, S], δηλαδή

q(j)(x, t) ≈

≈
cl(j)
2π

S∫
−S

eicl(j)kx−k
2tf̂ (j)(cl(j)k)dk

− 1

2πcl(j)

S∫
−S

eicl(j)k(θ)(x−rj−1)−k2(θ)t[
γl(j−1)
γl(j)

q̃(j−1)x (rj−1, k
2(θ)) + icl(j)k(θ)q̃(j−1)(rj−1, k

2(θ))]
dk(θ)

dθ
dθ

+
1

2πcl(j)

S∫
−S

e−icl(j)k(θ)(x−rj)−k
2(θ)t[q̃(j)x (rj, k

2(θ))− icl(j)k(θ)q̃(j)(rj, k
2(θ))]

dk(θ)

dθ
dθ,

(4.3)

για κάθε j = 1, 2, . . . , n + 1. Τα σηµεία της υπερβολής στο µιγαδικό επίπεδο έχουν

πραγµατικό µέρος 1
2
(eθ − e−θ) cos β και ϕανταστικό 1

2
(eθ + e−θ) sin β. ΄Αρα στο σηµείο

τοµής της υπερβολής και του συνόρου ∂D+ ϑα ισχύει
1

2
(eθ − e−θ) cos β =

1

2
(eθ + e−θ) sin β

⇒ eθ − e−θ

eθ + e−θ
= tan β

⇒ tanh θ = tan β

⇒ θ = tanh−1(tan β)

⇒ θ =
1

2
ln(

1 + tan β

1− tan β
)

(4.4)

για β τέτοιο ώστε

|tanβ| < 1

⇒ θ ∈ [0,
π

4
) ∪ (

3π

4
,
5π

4
) ∪ (

7π

4
, 2π].

(4.5)

΄Οµως, τα σηµεία k(θ) της υπερβολής για θ ανήκει στο [−1
2

ln(1+tanβ
1−tanβ ), 1

2
ln(1+tanβ

1−tanβ )] ϐρί-

σκονται µέσα στην απαγορευµένη περιοχή D+. Παρά ταύτα, είναι αποδεκτά, διότι οι

εκθετικές συναρτήσεις των ολοκληρωµάτων είναι καλά ορισµένες, δηλαδή για κάθε θ

µέσα στο παραπάνω σύνολο k(θ) ϕραγµένο k(θ) 9∞.

Ακόµα, για την προσέγγιση της τιµής του S Ϲητείται ο όρος e−k2(θ)t, ο οποίος είναι κοινός

στα δύο ολοκληρώµατα, να είναι αρκετά µικρός, δηλαδή

|e−k2(θ)t| ≤ 10−M για κάθε θ τέτοιο ώστε θ ≥ S. (4.6)
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Για θ ≥ S > 0 και k(θ) = a+ ib

|e−(a2−b2)t(cos(2ab) + i sin(2ab))| ≤ 10−M

⇒ e−(a
2−b2)t ≤ 10−M

⇒ −(a2 − b2)t ≤ −M ln 10

⇒ (
1

2
(eθ − e−θ) cos β)2 − (

1

2
(eθ + e−θ) sin β)2 ≥ M ln 10

t

⇒ 1

4
(e2θ + e−2θ − 2) cos2 β − 1

4
(e2θ + e−2θ + 2) sin2 β ≥ M ln 10

t

⇒ (
1

4
e2θ +

1

4
e−2θ)(cos2 β − sin2 β)− 1

2
≥ M ln 10

t

⇒ 1

2
cosh θ cos 2β ≥ M ln 10

t
+

1

2

⇒ cosh θ ≥ 2M ln 10 + t

t cos 2β

⇒ θ ≥ 1

2
ln(

2M ln 10 + t

t cos 2β
+

√
2M ln 10 + t

t cos 2β
− 1),

(4.7)

όπου

M ≥ 0 ≥ (cos 2β − 1)t

2 ln 10

⇒ 2M ln 10 + t

t cos 2β
− 1 ≥ 0.

(4.8)

Εποµένως, µπορεί να οριστεί

Sopt =
1

2
ln(

2M ln 10 + t

t cos 2β
+

√
2M ln 10 + t

t cos 2β
− 1). (4.9)

Αυτό σηµαίνει ότι ο όρος S εξαρτάται από την τιµή του t, του β και του M , δηλαδή

S = S(t, β,M). Στην παρούσα εργασία χρησιµοποιούνται στα αριθµητικά αποτελέσµατα

β = π
6
και M = 21.

4.2 Πολυπλοκότητα αριθµητικής ολοκλήρωσης

΄Εστω ότι Ϲητείται η αριθµητική λύση q(j)(x, t) σε κάποιο σηµείο της περιοχής Rj. Ο

υπολογισµός όλων των ολοκληρωµάτων της σχέσης (4.3) ϑα γίνει µε χρήση του κανόνα

του τραπεζίου σε N σηµεία
b∫

a

f(x)dx ≈ b− a
N

[
f(a)

2
+

N−1∑
j=1

f(a+ j
b− a
N

) +
f(b)

2
]. (4.10)
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• Για το πρώτο ολοκλήρωµα της σχέσης (4.3) ϑα υπολογιστεί N ϕορές η προς ο-

λοκλήρωση ποσότητα. Θα πρέπει, όµως, να υπολογίζεται ξεχωριστά κάθε ϕορά

η ποσότητα f̂ (j)(cjk), η οποία περιέχει ένα ακόµη ολοκλήρωµα. Εποµένως, ϑα

πρέπει να γίνει ο υπολογισµός N + 1 ολοκληρωµάτων.

• Για τον υπολογισµό της προς ολοκλήρωση ποσότητας στο δεύτερο και στο τρίτο

ολοκλήρωµα της ίδιας σχέσης, λόγω των αγνώστων που περιέχει, ϑα πρέπει πρώτα

να λυθεί το σύστηµα (3.84), του οποίου το δεξί µέλος περιέχει 2(n + 1) ολοκλη-

ϱώµατα, όπου n + 1 το πλήθος των περιοχών του µαθηµατικού µοντέλου. ΄Ετσι,

για να υπολογιστεί το καθένα από αυτά τα δύο ολοκληρώµατα ϑα πρέπει να γίνει

ο υπολογισµός 2(n+ 1)N + 1 ολοκληρωµάτων.

∆ηλαδή για να ϐρεθεί η αριθµητική τιµή της q(j)(x, t) σε ένα µόνο σηµείο πρέπει να

υπολογιστούν συνολικά (4n + 5)N + 3 ολοκληρώµατα, τα οποία είναι πρακτικά πάρα

πολλά.

Αρχικά, ϑα γίνει αναλυτικός υπολογισµός του πρώτου ολοκληρώµατος κάνοντας χρήση

των σχέσεων (2.21) και (3.69). ΄Εχει, ήδη, οριστεί

f (j)(x) := f |Rj(x) =
∑
τ

δ(x− ξτ ), για τ τέτοια ώστε ξτ ∈ Rj, (4.11)

Από τον ορισµό της συνάρτησης του Dirac

f̂ (j)(x) =
∑
τ

e−icl(j)kξτ , για τ τέτοια ώστε ξτ ∈ Rj, (4.12)

εποµένως, το πρώτο ολοκλήρωµα της σχέσης (4.2) µετατρέπεται ως εξής

cl(j)
2π

+∞∫
−∞

eicl(j)kx−k
2tf̂ (j)(cl(j)k)dk =

∑
τ

cl(j)

2
√
tπ
e−

[cl(j)(ξτ−x)]
2

4t , για τ τέτοια ώστε ξτ ∈ Rj.

(4.13)

Κάνοντας χρήση των παραπάνω στη σχέση (4.3) το συνολικό πλήθος τον ολοκληρωµάτων,

που πρέπει να υπολογιστούν, για να ϐρεθεί η τιµή της q(j)(x, t) σε ένα σηµείο µειώνεται

από (4n + 5)N + 3 σε 2. ∆ηλαδή πρέπει να υπολογιστεί µόνο το δεύτερο και το τρίτο

ολοκλήρωµα της παραπάνω σχέσης.
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4.3 Συµµετρικότητα ολοκληρωµάτων

΄Εστω πίνακες A,B ∈ Rn×n και uR, uI , ũR, ũI , bR, bI ∈ Rn×1 και τα γραµµικά συστήµατα{
(A+ iB)(uR + iuI) = bR + ibI
(A− iB)(ũR + iũI) = bR − ibI

. (4.14)

Τότε για τη λύση των παραπάνω γραµµικών συστηµάτων ισχύει [18]{
ũR = uR
ũI = −uI

. (4.15)

Με χρήση του παραπάνω Λήµµατος, ϑα αποδειχθεί ότι το πραγµατικά µέρη του δεύ-

τερου και του τρίτου ολοκληρώµατος της σχέσης (4.3) είναι άρτιες συναρτήσεις και ότι

τα ϕανταστικά είναι περιττές, δηλαδή για τα ολοκληρώµατα τους σε κάποιο συµµετρικό

χωρίο ισχύει
a∫

−a

f(x)dx = 2

a∫
0

f(x)dx (4.16)

για τις άρτιες συναρτήσεις και
a∫

−a

f(x)dx = 0 (4.17)

για τις περιττές. ΄Ετσι, ϑα µειωθούν ακόµα περισσότερο οι απαιτούµενες πράξεις λόγω

αυτής της συµµετρικότητας των συναρτήσεων.

Αρχικά, ϑα γίνει ανάλυση των στοιχείων του συστήµατος (3.84). Αν k = R + iI, τότε για

τα στοιχεία του πίνακα G της µορφής eicka (e±icrj−1 και e±icrj−1 ) ισχύει

eicka = eic(R+iI)a =

= e−cIa[cos(cRa) + sin(cRa)] =

= e−cIa cos(cRa) + e−cIa sin(cRa)]

(4.18)

και, αντίστοιχα, για τα στοιχεία της µορφής ikeicka (ike±icrj−1 και ike±icrj−1 ) ισχύει

ikeicka = i(R + iI)e−cIa[cos(cRa) + sin(cRa)] =

= e−cIa[−I cos(cRa)−R sin(cRa)] + ie−cIa[R cos(cRa)− iI sin(cRa)]
(4.19)

Επίσης, τα στοιχεία f̂ (j)(±cl(j)k) του δεξιού µέλους από την σχέση (4.12), όταν δεν είναι

0, είναι άθροισµα όρων της µορφής eicka, οι οποίοι έχουν αναλυθεί παραπάνω. Οπότε
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όλα τα στοιχεία του συστήµατος (3.84) έχουν πραγµατικό µέρος άρτια και ϕανταστικό

µέρος περιττή συνάρτηση. Από το παραπάνω Λήµµα προκύπτει ότι εάν q̃+ = q̃R + iq̃I η

λύση του συστήµατος (3.84) για k = R + iI, τότε q̃− = q̃R − iq̃I είναι η λύση του ίδιου

συστήµατος για k = −R + iI.

Οι προς ολοκλήρωση συναρτήσεις του δεύτερου και του τρίτου ολοκληρώµατος της σχέ-

σης (4.3) είναι της µορφής eickx−k2t(q̃1 + ikq̃2), όπου q̃1 και q̃2 δίνονται από τη λύση του

συστήµατος (3.84). Αν q̃1 = a + ib, q̃2 = d + if και k = R + iI, τότε για τις παραπάνω

συναρτήσεις ισχύει

eickx−k
2t(q̃1 + ikq̃2) =

= eic(R+iI)x−(R+iI)2t(q̃1 + i(R + iI)q̃2) =

= e−cIx−(R
2−I2)t+i(cRx−2RIt)(q̃1 − cIq̃2 + icRq̃2) =

= e−cIx−(R
2−I2)t[cos(cRx− 2RIt) + i sin(cRx− 2RIt)](q̃1 − cIq̃2 + icRq̃2) =

= e−cIx−(R
2−I2)t[cos(cRx− 2RIt) + i sin(cRx− 2RIt)][(a+ ib)− cI(d+ if) + icR(d+ if)] =

= e−cIx−(R
2−I2)t[(a− cId− cRf) cos(cRx− 2RIt)− (b− cIf + cRd) sin(cRx− 2RIt)]

+ ie−cIx−(R
2−I2)t[(a− cId− cRf) sin(cRx− 2RIt)− (b− cIf + cRd) cos(cRx− 2RIt)]

(4.20)

΄Αρα το πραγµατικό και το ϕανταστικό µέρος των προς ολοκλήρωση συναρτήσεων είναι

άρτιο και περιττό αντίστοιχα, οπότε το δεύτερο και το τρίτο ολοκλήρωµα της σχέσης (4.3)

µπορούν, λόγω αυτής της συµµετρικότητας, να µετατραπούν ως εξής

S∫
−S

eicl(j)k(θ)(x−rj−1)−k2(θ)t[
γl(j−1)
γl(j)

q̃(j−1)x (rj−1, k
2(θ)) + icl(j)k(θ)q̃(j−1)(rj−1, k

2(θ))]
dk(θ)

dθ
dθ =

= 2

S∫
0

<(eicl(j)k(θ)(x−rj−1)−k2(θ)t[
γl(j−1)
γl(j)

q̃(j−1)x (rj−1, k
2(θ)) + icl(j)k(θ)q̃(j−1)(rj−1, k

2(θ))]
dk(θ)

dθ
)dθ

(4.21)
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και

S∫
−S

e−icl(j)k(θ)(x−rj)−k
2(θ)t[q̃(j)x (rj, k

2(θ))− icl(j)k(θ)q̃(j)(rj, k
2(θ))]

dk(θ)

dθ
dθ =

2

S∫
0

<(e−icl(j)k(θ)(x−rj)−k
2(θ)t[q̃(j)x (rj, k

2(θ))− icl(j)k(θ)q̃(j)(rj, k
2(θ))]

dk(θ)

dθ
)dθ,

(4.22)

για κάθε j = 1, 2, . . . , n+1. ∆ηλαδή αρκεί να γίνει ολοκλήρωση στο διάστηµα [0, S] µόνο

του πραγµατικού µέρους των συναρτήσεων. Λαµβάνοντας υπόψιν την τιµή του Sopt κι

αντικαθιστώντας στη σχέση (4.3) τα παραπάνω, καθώς και την (4.13), προκύπτει

q(j)(x, t) ≈

≈
∑
τ

cl(j)

2
√
tπ
e−

[cl(j)(ξτ−x)]
2

4t

− 1

πcl(j)

S∫
0

eicl(j)k(θ)(x−rj−1)−k2(θ)t[
γl(j−1)
γl(j)

q̃(j−1)x (rj−1, k
2(θ)) + icl(j)k(θ)q̃(j−1)(rj−1, k

2(θ))]
dk(θ)

dθ
dθ

+
1

πcl(j)

S∫
0

e−icl(j)k(θ)(x−rj)−k
2(θ)t[q̃(j)x (rj, k

2(θ))− icl(j)k(θ)q̃(j)(rj, k
2(θ))]

dk(θ)

dθ
dθ,

(4.23)

για κάθε j = 1, 2, . . . , n+ 1, για τ τέτοια ώστε ξτ ∈ Rj και S ≈ Sopt.
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Κεφάλαιο 5

Αριθµητικά Αποτελέσµατα

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα µελετηθεί αριθµητικά η µέθοδος του Φωκά. Θα παρουσιαστεί η

συµπεριφορά της λύσης σε διάφορα προβλήµατα ως προς το χρόνο. Ακόµα, ϑα µελετη-

ϑεί η σύγκλιση αυτής για τις διάφορες τιµές των N και S και για διάφορα µονοπάτια

ολοκλήρωσης.

5.1 Συµπεριφορά λύσης διαφόρων προβληµάτων

Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζεται η ανάπτυξη του καρκινικού όγκου ως προς το χρό-

νο σε 3 διαφορετικά προβλήµατα:

• Πρόβληµα 1 (5 περιοχές - 2 πηγές):

΄Εστω το µονοδιάστατο πρόβληµα των 5 περιοχών και 2 πηγών στο διάστηµα [−5, 5]

µε

r1 = −3, r2 = −1, r3 = 1, r4 = 3

τα σηµεία διασύνδεσης των περιοχών και

ξ1 = −4, ξ2 = 0

οι πηγές των καρκινικών κυττάρων. Τότε η συµπεριφορά της λύσης ως προς το

χρόνο, για ελάχιστο χρόνο tmin = 0.4, µέγιστο χρόνο tmax = 4, χρονικό ϐήµα t0 =

0.4, β = π
6
και γ = 0.2, παρουσιάζεται από το γράφηµα (5.1), αν η πρώτη περιοχή
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αντιστοιχεί σε περιοχή λευκής ουσίας, κι από το γράφηµα (5.2), αν αντιστοιχεί σε

περιοχή ϕαιάς ουσίας.

Σχήµα 5.1: Η λύση του Προβλήµατος 1 για πρώτη περιοχή µε λευκή ουσία.

Σχήµα 5.2: Η λύση του Προβλήµατος 1 για πρώτη περιοχή µε ϕαιά ουσία.

• Πρόβληµα 2 (3 περιοχές - 5 πηγές):

΄Εστω, επίσης, το µονοδιάστατο πρόβληµα 3 περιοχών και 5 πηγών στο διάστηµα

[−5, 5] µε

r1 = −2, r2 = 1
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τα σηµεία διασύνδεσης,

ξ1 = −3, ξ2 = −1, ξ3 = 0, ξ4 = 3, ξ5 = 4

οι πηγές των καρκινικών κυττάρων, tmin = 0.4, tmax = 2, χρονικό ϐήµα t0 = 0.4

και η στην πρώτη περιοχή να υπάρχει ϕαιά ουσία. Τότε η συµπεριφορά της λύσης

ϕαίνεται στα γραφήµατα (5.3) και (5.4) για γ = 0.2 και γ = 0.5, αντίστοιχα.

Σχήµα 5.3: Η λύση του Προβλήµατος 2 για γ = 0.2.

Σχήµα 5.4: Η λύση του Προβλήµατος 2 για γ = 0.5.
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• Πρόβληµα 3 (8 περιοχές - 3 πηγές):

΄Εστω, ακόµα, το µονοδιάστατο πρόβληµα των 8 περιοχών και 3 πηγών στο διάστηµα

[−4, 6] µε

r1 = −3, r2 = −2, r3 = −1, r4 = 0, r5 = 3, r6 = 4, r7 = 5,

τα σηµεία διασύνδεσης,

ξ1 = −2.5, ξ2 = −1.5, ξ3 = 2

οι πηγές, γ = 0.2 και η πρώτη περιοχή να αντιστοιχεί σε ϕαιά ουσία. Η συµπερι-

ϕορά της λύσης του προβλήµατος αυτού ως προς το χρόνο δίνεται από το γράφηµα

(5.5) για tmax = 5 κι από το (5.6) για tmax = 10 µε χρονικό ϐήµα t0 = 1 και στα

δύο γραφήµατα.

Σχήµα 5.5: Η λύση του Προβλήµατος 3 για tmax = 4.
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Σχήµα 5.6: Η λύση του Προβλήµατος 3 για tmax = 10.

5.2 Ακρίβεια λύσης

Η αριθµητική τιµή της λύσης του προβλήµατος, όπως ϕαίνεται και στην σχέση (4.23),

εξαρτάται από την αριθµητική προσέγγιση του δεύτερου και του τρίτου ολοκληρώµατος,

δηλαδή από τις τιµές των όρων S και N . Σε αυτήν την παράγραφο ϑα µελετηθεί η

σύγκλιση της λύσης του Προβλήµατος 3 ως προς αυτούς τους όρους για β = π
6

και

γ = 0.2 σε διάφορες χρονικές στιγµές. Επίσης, ϑα γίνει σύγκριση διαφόρων µονοπατιών

ολοκλήρωσης ως προς τη σύγκλιση.

Αρχικά, ορίζεται cS ως η προσέγγιση της λύσης c(x, t) µε S το όριο ολοκλήρωσης και το

σχετικό σφάλµα

ESi :=
‖cSi − cSi+1

‖∞
‖cSi+1

‖∞
. (5.1)

Στο γράφηµα (5.7) ϕαίνεται ότι το σχετικό σφάλµα ESi ελαχιστοποιείται για σχετικά

µικρές τιµές του S, ακόµα και µικρότερες του 4. Επίσης, ϕαίνεται ότι το Sopt, το οποίο,

ουσιαστικά, ελαχιστοποιεί τον όρο e−k2(θ)t, είναι µια αρκετά καλή προσέγγιση για το S.

Ορίζεται, επίσης, cN ως η προσέγγιση της λύσης c(x, t) µε N το πλήθος των σηµείων

που χρησιµοποιούνται στον κανόνα του παραλληλογράµµου για τον υπολογισµό των
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Σχήµα 5.7: Γράφηµα ESi για τις χρονικές στιγµές t = 0.1 (µπλε), t = 1 (κόκκινο), t = 4
(µαύρο) και t = 10 (πράσινο).

ολοκληρωµάτων και το σχετικό σφάλµα

ENi :=
‖cNi − cNi+1

‖∞
‖cNi+1

‖∞
. (5.2)

Από το γράφηµα (5.8) είναι ϕαίνεται ότι το σχετικό σφάλµα ENi συγκλίνει σε όλες τις

χρονικές στιγµές για N ≥ 64. Στις µετρήσεις χρησιµοποιήθηκε για κάθε χρονική στιγµή

t η αντίστοιχη τιµή του Sopt µε M = 21. Ακόµα, από το γράφηµα (5.9) προκύπτει

Σχήµα 5.8: Γράφηµα ENi για τις χρονικές στιγµές t = 0.1 (µπλε), t = 1 (κόκκινο), t = 4
(µαύρο) και t = 10 (πράσινο).
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ότι για t = 1 όσο µεγαλύτερο είναι το S τόσο καλύτερη είναι η σύγκλιση του σχετικού

σφάλµατος ENi.

Σχήµα 5.9: Γράφηµα ENi για όρια ολοκλήρωσης S = 1.5 (µπλε), S = 2.5 (κόκκινο), S = 3.5
(µαύρο) και S = 4.5 (πράσινο).

Στην παράγραφο 4.1 έγινε µεταφορά των καµπυλών ολοκλήρωσης στο δεύτερο και στο

τρίτο ολοκλήρωµα της σχέσης (3.91). Συγκεκριµένα, το σύνορο ∂D+, που σχηµατίζεται

από τις δύο κάθετες ευθείες k(θ) = −θ + iθ για [−∞, 0) και k(θ) = θ + iθ για (0,+∞],

αλλάχτηκε µε την υπερβολή k(θ) = i sin(β − iθ). (Το σηµείο 0 + i0 αφαιρείται από τις

ευθείες, διότι εκεί µηδενίζεται η ορίζουσα του συστήµατος (3.84).) ΄Οπως προαναφέρθη-

κε, τα σηµεία της υπερβολής για θ ∈ [−1
2

ln(1+tanβ
1−tanβ ), 1

2
ln(1+tanβ

1−tanβ )] ανήκουν στην περιοχή

D+ χωρίς, όµως, να υπάρχει πρόβληµα κακού ορισµού στη λύση.

Στα γραφήµατα (5.10) και (5.11) παρουσιάζονται το σχετικά σφάλµατα ESi και ENi της

λύσης αν γίνει ολοκλήρωση πάνω στην υπερβολή (µπλε), πάνω στις ευθείες (κόκκινο) και,

τέλος, πάνω στην υπερβολή εντός του συνόλου [−1
2

ln(1+tanβ
1−tanβ ), 1

2
ln(1+tanβ

1−tanβ )] και πάνω στις

ευθείες εκτός (µαύρο). Είναι εµφανές ότι η αριθµητική ολοκλήρωση πάνω στις ευθείες

δεν αποφέρει τα επιθυµητά αποτελέσµατα, διότι χρειάζονται πολλά σηµεία ολοκλήρω-

σης N κι ένα αρκετά µεγάλο S για µια καλή προσέγγιση του ολοκληρώµατος. Από την

άλλη µε την ολοκλήρωση πάνω στην υπερβολή (καµπύλη Hankel) λόγω των εκθετικών
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στις προς ολοκλήρωση ποσότητες εξασφαλίζεται σύγκλιση της λύσης µόνο από τα σηµεί-

α γύρω από το 0, δηλαδή τα k(θ) µέσα στην περιοχή [−S, S], ενώ για θ > S οι προς

ολοκλήρωση ποσότητες τείνουν στο 0.

Σχήµα 5.10: Γράφηµα ESi για τις διάφορες καµπύλες ολοκλήρωσης.

Σχήµα 5.11: Γράφηµα ENi για τις διάφορες καµπύλες ολοκλήρωσης.
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