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Περίληψη
  
 
Η εργασία αυτή ασχολείται µε την µελέτη της µεταβολής της εντατικοπαραµορφω-

σιακής κατάστασης υπόγειου ανοίγµατος σε µικρό βάθος από την επιφάνεια του εδά-

φους, κατά την διάνοιξη αυτού σε τρια στάδια.  

 

Στο µεν πρώτο στάδιο υπολογίζεται η εντατική κατάσταση της αδιάρρηκτης εδαφο-

βραχόµαζας υπό την επίδραση βαρυτικής φόρτισης, στο δεύτερο στάδιο µελετάται η 

συµπεριφορά του µοντέλου κατά την φάση της εκσκαφής, µε µέσα υποστήριξης, ενώ 

στο τρίτο στάδιο εξετάζεται η συµπεριφορά του µοντέλου κατά την υποστήριξη του 

εσκαµµένου τµήµατος της σήραγγας, καθώς και η περαιτέρω εκσκαφή µικρού 

ανυποστήρικτου τµήµατος της σήραγγας. 

 

Η ανάλυση του προβλήµατος έγινε µε τη χρήση της αριθµητικής µεθόδου των πεπε-

ρασµένων στοιχείων, για ιδεατά ελαστικό, οµογενές και ισότροπο µέσο, σε δύο δια-

στάσεις. Για τις ανάγκες της ανάλυσης αυτής κατασκευάστηκε ένας αλγόριθµος στο 

υπολογιστικό πακέτο MATLAB, στον οποίο η γεωµετρία του µοντέλου εισάγεται 

µέσω του σχεδιαστικού προγράµµατος AutoCAD, ενώ τον ρόλο της φόρτισης έχει το 

βάρος των υπερκείµενων της εκσκαφής πετρωµάτων. 

 

Τέλος, γίνεται σύγκριση των αποτελεσµάτων της ανάλυσης µε την µέθοδο των πεπε-

ρασµένων στοιχείων, µε το εµπορικό υπολογιστικό πακέτο πεπερασµένων στοιχείων 

PHASES. 
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Abstract
  
 
The case study of this project is the analysis of the deformation state of a shallow 

tunneling excavation taking place in three stages. 

 

In the first stage, the analysis of the deformation state is that of an intact rock model, 

while on the second stage the model is being studied through a supported excavation 

phase. In the third stage, the already excavated part of the tunnel is being supported, 

while a new small unsupported part of the rock is in process of excavation. 

 

The analysis of the specific problem has been accomplished with the use of the finite 

element method. The two-dimensional finite element model was considered to be a 

homogeneous, isotropic elastic rock mass. In need of the analysis, a MATLAB code 

was constructed. The geometry of the model was inserted in the MATLAB code using 

the AutoCAD designing program. The model was in reaction of gravitational forces. 

 

To conclude, there has been made a comparison between the results of the finite 

element analysis and PHASES, that is an already built program in finite elements, in 

order to test whether the code is correct or incorrect. 
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Κεφάλαιο 1ο 

  
 

Εισαγωγή 
 
 

 

1.1  Γενικά 

 

Η κατασκεύη τεχνικών έργων, όπως η όρυξη σηράγγων, η εκσκαφή πρανών, επιχω-

µάτων κλπ., εµφανίζεται σχεδόν παράλληλα µε την ιστορία του ανθρώπινου γένους. 

Με την εξέλιξη της τεχνολογίας ανά τους αιώνες, αυξήθηκε και η πολυπλοκότητα 

των έργων. Η διαδικασία κατασκεύης υπόγειων ανοιγµάτων, για παράδειγµα, ξεκίνη-

σε από την εποχή που ο άνθρωπος έφτιαξε τα πρώτα του εργαλεία και άρχισε την 

εκσκαφή σπηλαίων για να κατοικήσει. Στην σηµερινή εποχή, οι σήραγγες, µήκους 

χιλιοµέτρων, αποτελούν αναπόσπαστο κοµµάτι των γεωτεχνικών κατασκεύων, είτε 

πρόκειται για σήραγγες που χρησιµοποιούνται σε οδικά και σιδηροδροµικά δίκτυα, 

είτε πρόκειται για έργα προσπέλασης και εκµετάλλευσης υπόγειων κοιτασµάτων. 

 

Ωστόσο, η διατάραξη της συνέχειας των γεωυλικών, προκαλεί µεταβολές στο εντατι-

κό πεδίο των δυνάµεων, των τάσεων και των παραµορφώσεων στα περιβάλλοντα της 

κατασκευής πετρώµατα. Για την ασφαλή κατασκευή και την εύρωστη λειτουργία 

τέτοιων έργων, θα πρέπει οι µηχανικοί που ασχολούνται µε το έργο να γνωρίζουν το 

εντατικοπαραµορφωσιακό πεδίο γύρω από αυτό πρίν, κατά την διάρκεια και µετά την 

κατασκευή αυτού. Για την κατανόηση των φαινοµένων αυτών, είναι απαραίτητος ο 

υπολογισµός των δυνάµεων, των τάσεων, των µετατοπίσεων καθώς και των 

ανηγµένων παραµορφώσεων σε φυσικά υλικά κάτω από δεδοµένες συνθήκες. Η 

γνώση των παραµέτρων αυτών των γεωυλικών µπορεί να οδηγήσει στο βέλτιστο απο-

τέλεσµα όχι µόνο από πλευράς ασφάλειας, αλλά και από πλευράς µείωσης του 

κόστους σε επιτρεπτά επιπεδα. 

∆ιπλωµατική Εργασία 1 



                                                                                                                      

Ιδιαίτερα στον τοµέα της όρυξης σηράγγων (διαµπερή ανοίγµατα) και στοών (τυφλά 

ανοίγµατα), η επαρκής γνώση του εντατικού πεδίου βοηθάει σηµαντικά στην αποτρο-

πή µεγάλων κινδύνων τοσο στην φάση της διάνοιξης, όσο και στην συνέχεια κατά 

την χρήση αυτών. 

 

Σηµαντικό εργαλείο για την παρατήρηση και την καλύτερη δυνατή ανάπτυξη των 

γεωτεχνικών έργων και δή των σηράγγων, αποτελούν οι διάφορες αριθµητικές µέθο-

δοι προσεγγιστικής επίλυσης µοντέλων που θα αναπτυχθούν στα επόµενα κεφάλαια. 

 

1.2  Αντικείµενο µελέτης 

 

Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η κατασκευή ενος κώδικα στο περιβάλλον του 

προγράµµατος Matlab για την µελέτη της εντατικοπαραµορφωσιακής κατάστασης 

αβαθούς σήραγγας µε την βοήθεια της αριθµητικής µεθόδου των πεπερασµένων στοι-

χείων.  

 

Στα επόµενα κεφάλαια αναπτύσσεται η θεωρία της ελαστικής συµπεριφοράς των 

γεωϋλικών στα οποία πραγµατοποιείται η διάνοιξη της σήραγγας, η θεωρία της µεθό-

δου των πεπερασµένων στοιχείων, η διαδικασία κατασκευής ενος κώδικα πεπερασµέ-

νων στοιχείων στο MATLAB, τα αποτελέσµατα της εφαρµογής του κώδικα και η 

σύγκριση αυτών µε το πρόγραµµα PHASES, καθώς και κάποια συµπεράσµατα και 

προτάσεις που προέκυψαν από την µελέτη του προβλήµατος. 
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Κεφάλαιο 2ο 

  
 

Καταστατικές εξισώσεις 
                         των γεωυλικών 

 
 

2.1  Συµπεριφορά των γεωυλικών 

 

Όπως και σε πάρα πολλές άλλες εφαρµογές, έτσι και στην παρούσα µελέτη, θεωρεί-

ται ότι η εδαφοβραχόµαζα συµπεριφέρεται ώς συνεχές µέσο. Όταν το συνεχές µέσο 

υποβάλλεται σε φόρτιση δυνάµεων η εντατική του κατάσταση µεταβάλλεται. 

 

Οι σχέσεις που συνδέουν το αίτιο (δύναµη) µε το αποτέλεσµα (παραµόρφωση), κατά 

την φόρτιση ενος συνεχους σώµατος, είναι, συνήθως, χρονικά ανεξάρτητες, αναφέρο-

νται δε και ως εξισώσεις τάσης – ανηγµένης παραµόρφωσης και είναι της γενικής 

µορφής : 

                                                     )( ijij f εσ =                                                           [2.1] 
 

Λόγω της πολυπλοκότητας των γεωυλικών και του τρόπου αντίδρασης τών σε επιβο-

λή δυνάµεων, η µελέτη της εντατικοπαραµορφωσιακής κατάστασης αυτών µπορεί να 

γίνει µε υπέρθεση διαφόρων πρότυπων (µοντέλων) ανάλογα µε την περιοχή τάσεων – 

παραµορφώσεων που µελετάται. Η πολυπλοκότητα αυτή των γεωυλικών οφείλεται 

στην ύπαρξη ανισοτροπίας και ανοµοιογένειας µέσα στο ίδιο υλικό. Στα πλαίσια της 

παρούσας µελέτης τα γεωυλικά θεωρούνται οµογενή και ισότροπα στον χώρο. Σε κά-

θε µορφή συµπεριφοράς υλικού αντιστοιχούν διαφορετικές καταστατικές εξισώσεις. 

 

Οι καταστατικές εξισώσεις που διέπουν τον τρόπο συµπεριφοράς των υλικών απλο-

ποιούνται σε ορισµένες περιπτώσεις µε την εισαγωγή ορισµένων παραδοχών, ή / και 

µπορούν να προσδιοριστούν πειραµατικά. Τα µοντέλα που κατασκευάζονται για να 
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περιγράψουν ενα γεωυλικό µπορούν να είναι γραµµικά ή µη γραµµικά, ανάλογα µε το 

αν η καταστατική εξίσωση που τα διέπει είναι γραµµική ή µη γραµµική.  

 

Τα περισσότερα των προβληµάτων, µπορούν να προσοµοιωθούν ως γραµµικά αν 

θεωρήσουµε οτι έχουν γραµµική φυσική συµπεριφορά. Στην πραγµατικότητα, όµως, 

όλα σχεδόν τα προβλήµατα που υπάρχουν είναι µη γραµµικά. Η διαφορά µεταξύ 

γραµµικής και µη γραµµικής επίλυσης κάποιου προβλήµατος, καθορίζει κατά πόσο η 

επιλογή της πρώτης, µπορεί να δώσει σωστά αποτελέσµατα για το πρόβληµα ή όχι. 

Όταν η απόκλιση µεταξύ των δυο λύσεων είναι µικρή, τότε είναι δυνατή η επίλυση 

του προβλήµατος σαν γραµµικό. Πολλές φορές όµως, το πρόβληµα είναι έντονα µη 

γραµµικό και κατά συνέπεια, η επίλυσή του µε γραµµικά µοντέλα δεν είναι εφικτή. 

 

Τυπικές γραφικές παραστάσεις των σχέσεων τάσης – ανηγµένης παραµόρφωσης για 

γραµµικά και µη γραµµικά ελαστικά παρουσιάζονται στο σχήµα 2.1 : 

 

Σχήµα 2.1 : Γραφικές παραστάσεις για διάφορες περιπτώσεις  

συµπεριφοράς των γεωυλικών[19]

 

Στην συνέχεια, και πριν προχωρήσουµε στην ανάλυση των καταστατικών εξισώσεων 

που διέπουν την γραµµική ελαστική συµπεριφορά των υλικών, χρειάζεται να δωθούν 

πρώτα οι ορισµοί της τάσης και της παραµόρφωσης, καθόσον αποτελούν βασικούς 

όρους των εξισώσεων αυτών. 
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2.2 Ορισµός της τάσης  

 

Η τάση (stress) είναι το κύριο µέγεθος που χρησιµοποιείται για την ανάλυση της 

εντατικής κατάστασης ενος σώµατος. Η έννοια της µέγιστης δυνατής τάσης εκφράζει 

ένα µέτρο αντοχής ενος σώµατος για δεδοµένη καταπόνηση[19]. Η τάση εκφράζεται 

από τον λόγο της δύναµης (f) που ασκείται σε µια επιφάνεια προς το εµβαδό της επι-

φάνειας αυτής (Α) : 

                                           
A
f

=σ  , ]11[ 22 cm
kg

m
NPa ==                                          [2.2] 

 

Οι µονάδες της τάσης είναι µονάδες πίεσης. Στο µετρικό σύστηµα η τάση εκφράζεται 

σε µονάδες Pascal (βλ. εξίσωση 2.2). Κατα το παρελθόν, η συνήθης µετρική έκφρα-

ση της τάσης ήταν σε kg/cm2 (βλ. εξίσ. 2.2). 

 

Η δύναµη είναι διανυσµατικό µέγεθος, άρα και η τάση είναι επίσης διανυσµατικό µέ-

γεθος (σij). Αναλύεται στην κάθετη (ορθή ή κάθετη τάση) και την οριζόντια συνιστώ-

σα (διατµητική τάση).                                            

 

 

2.3 Τανυστής των τάσεων  

 

Οι τάσεις που ασκούνται σε ενα σηµείο ενος σώµατος εκφράζονται από τον τανυστή 

των τάσεων (stress tensor). Ο τανυστής των τάσεων συµβολίζεται µε σij , αποτελείται 

δε, από εννέα συνιστώσες. 

                                                                                              [2.3] 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ij

σσσ
σσσ
σσσ

σ

 
Τα διαγώνια στοιχεία του τανυστή (i = j) αποτελούν τις ορθές τάσεις (σxx , σyy , σzz) 

και  είναι θετικές όταν είναι εφελκυστικές. Για να είναι το σώµα σε ισορροπία θα πρέ-

πει οι υπόλοιποι όροι του τανυστή (i ≠ j) να είναι ίσοι : 

 
                                                              jiij σσ =                                                       [2.4] 
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Οι συνιστώσες του τανυστή τάσης θα πρέπει επίσης να ικανοποιούν τις συνθήκες 

ισορροπίας : 

                                              

0

0

0

=+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂

=+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂

=+
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂

z
zzyzxz

y
zyyyxy

x
zxyxxx

zyx

zyx

zyx

βσσσ

β
σσσ

βσσσ

                                     [2.5] 

           
όπου οι όροι βx , βy , βz είναι δυνάµεις, οι οποίες είναι γνωστές για κάθε συγκεκριµένο  

πρόβληµα. Οι εξισώσεις (2.5) είναι εξισώσεις ισορροπίας. Από τις εννέα συνιστώσες 

που έχει ο τανυστής τάσης (βλ. σχ. 2.2) µόνο έξι από αυτές είναι ανεξάρτητες :  

 

                                                         

zyyz

zxxz

yxxy

zz

yy

xx

σσ
σσ

σσ
σ

σ
σ

=
=

=
.                                                        [2.6] 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 2.2 : Συνιστώσες του τανυστή τάσεως Cauchy[21]. 
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2.4 Ορισµός της ανηγµένης παραµόρφωσης  

 

Η έννοια της ανηγµένης παραµόρφωσης (strain) χρησιµοποιείται για να διευκρινίσει 

τον τρόπο µε τον οποίο ένα στερεό, συνεχές σώµα παραµορφώνεται όταν υποβάλλε-

ται σε ένα εντατικό πεδίο.  

 

Η ανηγµένη παραµόρφωση αντιπροσωπεύει µια αλλαγή της γεωµετρίας και εµφανί-

ζεται όταν διάφορα σηµεία στο σώµα µετατοπίζονται το ένα σε σχέση µε το άλλο (βλ. 

εξ. 2.7). Η παραµόρφωση ενός σώµατος χαρακτηρίζεται από δύο τύπους παραµορφώ-

σεων, των ορθών και των διατµητικών. Η ορθή παραµόρφωση αντιπροσωπεύει τον 

λόγο της αλλαγής του µήκους ενός µικρού γραµµικού στοιχείου προς το µήκος του, 

δηλαδή είναι ένα αδιάστατο µέγεθος. Η διατµητική παραµόρφωση δίδεται µε την  αλ-

λαγή της γωνίας (σε ακτίνια - rad) µεταξύ δύο µικρών γραµµικών στοιχείων που ήταν 

αρχικά κάθετα µεταξύ τους.  

                                                            
τ

ταε
l

ll −
=                                                      [2.7] 

όπου,  

 - ε είναι η γραµµική ανηγµένη παραµόρφωση 

 - lα είναι η αρχική απόσταση µεταξύ δυο σηµείων 

 - lτ είναι η τελική απόσταση µεταξύ των δυο σηµείων 

 

Στα περισσότερα προβλήµατα εφαρµοσµένης µηχανικής, οι παραµορφώσεις είναι 

πολύ µικρές ποσότητες.  

 

2.5 Τανυστής των παραµορφώσεων  

 

Η κατάσταση της παραµόρφωσης σε ένα σηµείο ενος σώµατος ορίζεται από τον τα-

νυστή των τροπών (strain tensor). Ο τανυστής των τροπών συµβολίζεται µε εij : 

 

                                                                                                [2.8] 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ij

εεε
εεε
εεε

ε
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και καθορίζεται από τις µετατοπίσεις ui=(ux, uy, uz), µε την παραδοχή απειροστών 

τροπών : 

 

                                   
z
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                                       zyyzzxxzyxxy εεεεεε === ,,                                [2.11] 
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2.6 Γραµµική Ελαστικότητα (Νόµος του Hooke) 

 

Όταν σε ενα σώµα ασκούνται τάσεις, τότε η εντατικοπαραµορφωσιακή του κατάστα-

ση µεταβάλλεται. Όταν αφαιρεθούν οι τάσεις που ασκούνται σε αυτό και το σώµα 

επανέρχεται στην αρχική του κατάσταση, τότε παρουσιάζει ελαστική συµπεριφορά. 

 

Η κλασική θεωρία της γραµµικής ελαστικότητας είναι βασισµένη σε µια γενίκευση 

του νόµου του Hooke, η οποία αρχικά διατυπώθηκε για ένα ελατήριο. Ο νόµος αυτός 

αποκαλείται γενικευµένος νόµος του Hooke και διατυπώνει ότι σε κάθε σηµείο ενός 

τρισδιάστατου, γραµµικά ελαστικού σώµατος οι έξι όροι του τανυστή τάσης, σij, συ-

σχετίζονται γραµµικά µε τους έξι αντίστοιχους όρους του τανυστή των τροπών εij. Οι 

σταθερές αναλογίας που σχετίζουν τις δυο παραµέτρους, αφορούν τις ιδιότητες του 

υλικού, και είναι[19] :  

                                                     klijklij C εσ ×=                                                     [2.12] 
   

όπου, ο C είναι ένας τανυστής τέταρτης τάξης µε 81 όρους. Επειδή όµως οι όροι σij 

και εij είναι συµµετρικοί τανυστές δεύτερης τάξης, από τους 81 όρους του τανυστή  

µόλις 36 είναι διαφορετικοί µεταξύ τους.  Όλοι οι όροι του τανυστή C µπορούν να εκ-

φραστούν ως συνάρτηση των ελαστικών σταθερών του Lame (λ, µ), στην περίπτωση 

ενος οµογενούς και ισότροπου υλικού. Υπάρχουν άλλες τρεις ελαστικές σταθερές που 

χρησιµοποιούνται και σχετίζονται µε τις δύο αυτές  παραµέτρους. Αυτές είναι : 

 

• Το Ε είναι το µέτρο ελαστικότητας του Young (Young’s modulus) 

• To ν είναι ο λόγος του Poisson (Poisson’s ratio) 

• Το G είναι το µέτρο διάτµησης ή µέτρο ακαµψίας (shear modulus) 

• Το Κ είναι το µέτρο συµπίεσης (bulk modulus) 

 

Το µέτρο ελαστικότητας του Young εκφράζει την αντίσταση στην παραµόρφωση 

ενός υλικού, όµοια µε την αντίσταση ενος ελατηρίου που συµπιέζεται ή εκτείνεται. 

Στην γενική περίπτωση ορίζεται από την κλίση της τάσης – ανηγµένης παραµόρφω-

σης και έχει διαστάσεις τάσης : 

                                                      ( )
G

GGE
+
+

=
λ
λ 23                                                [2.13] 
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Ο λόγος του Poisson εκφράζει την πλευρική παραµόρφωση ενός υλικού, λόγω κατα-

πόνησης σε µια διεύθυνση[19]. Ορίζεται από τον λόγο της εγκάρσιας (–εx) προς την 

αξονική (+εy) ανηγµένη παραµόρφωση, είναι αδιάστατος αριθµός και κυµαίνεται από 

-1 < v < 0.5 : 

                                                   ( )µλ
λ

ε
εν

+
=−=

2y

x                                              [2.14] 

 
Τα µέτρα λ, G, Κ σχετίζονται µε τα Ε και ν βάσει των ακόλουθων σχέσεων : 

 

               
( ) ( )νν

νλ
211 −+

×
=

E ,   ( ) 12 ν+
=

EG ,     ( )ν213 −
=

EK                  [2.15] 

 

Έτσι, µπορούν να περιγραφούν οι σχέσεις µεταξύ τάσεων - παραµορφώσεων  για ένα 

γραµµικά ελαστικό και ισότροπο υλικό : 

 

                                      

yzyz

xzxz

xyxy

yyxxzzzz

zzxxyyyy

zzyyxxxx 

2G
1 ε

2G
1 ε

2G
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                 )](v-[ 
E
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)](v-[ 
E
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)](v-[ 
E
1ε

σ

σ

σ

σσσ

σσσ

σσσ

=

=

=

+×=

+×=

+×=

                     [2.16] 

 

Μπορεί να φανεί στις τρεις πρώτες, από αυτές τις εξισώσεις, ότι η τιµή του µέτρου 

του Young, Ε, καθορίζει την τιµή της ορθής παραµόρφωσης στην κατεύθυνση µιας 

εφαρµοσµένης ορθής τάσης. Εάν σyy=σzz=0, η πρώτη εκ των εξισώσεων θα δίνει την 

απλοποιηµένη µορφή του νόµου του Hooke : 

 

                                                            
E

ε xx
xx

σ
=                                                     [2.17] 
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Οµοίως, ο λόγος του Poisson καθορίζει την τιµή της παραµόρφωσης σε διευθύνσεις 

κάθετες της ασκούµενης τάσης. Έτσι εάν ισχύει σyy=σzz=0, τότε: 

 

                                xx
xx

zzxx
xx

yy  - 
E

 - , -
E

- ενσνεενσνε ==== .                           [2.18] 

 

Οι τελευταίες τρεις σχέσεις από τις (2.16) δείχνουν ότι οι ορθές τάσεις δεν παράγουν 

καµία διατµητική παραµόρφωση, έτσι και οι τρεις πρώτες δείχνουν ότι οι διατµητικές 

τάσεις δεν παράγουν καµία ορθή παραµόρφωση. Επιπλέον, οι διατµητικές τάσεις (και 

παραµορφώσεις) είναι όλες ανεξάρτητες µεταξύ τους και συνδέονται οι διατµητικές 

τάσεις µε τις αντίστοιχες παραµορφώσεις µε το µέτρο G. 

 

Από τις σχέσεις 2.16 εάν είναι γνωστές οι παραµορφώσεις και ζητούνται οι τάσεις 

προκύπτουν οι εξής σχέσεις: 
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2.6.1 Θεώρηση της επίπεδης ελαστικότητας 

 

Στο µοντέλο της επίπεδης ελαστικότητας η τρίτη διάσταση θεωρείται είτε πολύ µικρή 

(οπότε γίνεται θεώρηση επίπεδης τάσης - plane stress), είτε πολύ µεγάλη (όποτε γίνε-

ται θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης – plane strain), σε σχέση µε τις άλλες δυο δια-

στάσεις του προβλήµατος[15]. Γίνεται, ακόµη, η παραδοχή ότι το υλικό είναι οµοιό-

µορφο κατά την τρίτη διάσταση του. 

 

Έτσι, άν υπάρχουν επιβαλλόµενες δυνάµεις (loading), η φόρτιση είναι οµοιόµορφη 

κατά την τρίτη διάσταση και δεν υπάρχουν τροποποιήσεις στο εντατικοπαραµορφω-
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σιακό πεδίο στην τρίτη διάσταση. Πιο συγκεκριµένα, για προβλήµατα µε θεώρηση 

επίπεδης τάσης ισχύουν οι παραδοχές : 

 
                                          0=xzσ           0=yzσ           0=zσ                               [2.20] 
 

ενώ σε προβλήµατα µε θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης ισχύουν οι παραδοχές : 

 
                                          0=xzε            0=yzε           0=zε                                [2.21] 
 
 
2.6.2 Σχέσεις παραµόρφωσης – µετατόπισης 

 

Για απειροστές παραµορφώσεις ισχύουν οι σχέσεις : 
 

                                
x
u

x ∂
∂

=ε           
y
u

y ∂
∂

=ε           
x
u

y
u

xy ∂
∂

+
∂
∂

=ε2                         [2.22] 

 
 
2.6.3 Σχέσεις τάσης – παραµόρφωσης 

 

                                                                               [2.23] 
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όπου cij (cji = cij) είναι σταθερές ενος ορθότροπου µέσου. Οι σταθερές αυτές µπορούν 

να εκφραστούν µέσω των παραµέτρων Ε, ν και G του υλικού όπου, ανάλογα µε την 

προαναφερθήσα θεώρηση, θα ισχύουν οι σχέσεις : 

 

• για επίπεδη τάση (plane stress) 

 

               211 1 v
Ec
−

= ,       222 1 v
Ec
−

= ,       221112 cvcvc ×=×= ,              [2.24]           Gc =33

                                                                                                   
• για επίπεδη παραµόρφωση (plane strain) (ν23=ν12) 

 

            211 21
)1(
vv

vEc
−−
−

= ,  
)21)(1(

)1(
2

2

22 vvv
vEc

−−+
−

= ,  212 21 vv
vEc
−−

= ,   Gc =33

                                                                                                                                [2.25] 
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για ένα ισότροπο υλικό ισχύουν οι εξής παραδοχές : 

 

                   21 EEE == ,        2112 vvv == ,        2112 cc = ,        
)1(2 v

EG
+

=          [2.26] 

 
2.6.4 Μητρώο ακαµψίας του υλικού 

 

Το µητρώο ακαµψίας του υλικού προκύπτει από τις παραµέτρους Ε και ν. Τα στοι-

χεία που πληρούν τον πίνακα D εξαρτώνται από την θεώρηση της λύσης του προβλή-

µατος µε βάση την επίπεδη τάση ή την επίπεδη παραµόρφωση. 

 

Στην περίπτωση θεώρησης της επίπεδης τάσης, για ορθότροπο υλικό δυο διαστά-

σεων, ο πίνακας D δίνεται από την εξίσωση (2.27), ενώ στην περίπτωση της επίπεδης 

παραµόρφωσης, για το ίδιο υλικό, ο πίνακας D δίνεται από την σχέση (2.28) : 
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Κεφάλαιο 3ο 

  
 

Αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης  
προβληµάτων γεωµηχανικής 

 
 

3.1  Μέθοδοι προσεγγιστικής επίλυσης προβληµάτων πεδίου 

 

Οι πρώτες, χρονικά, αριθµητικές τεχνικές πρόβλεψης και µελέτης των εντατικών 

καταστάσεων σε γεωτεχνικά έργα, χρησιµοποιούσαν µεθόδους οριακής ισορρο-

πίας (limit equilibrium methods), οι οποίες και θεωρούνται προσεγγιστικές µέθο-

δοι (Lambe and Whitman, 1979). 

 

Εν συνεχεία, χρησιµοποιήθηκαν µέθοδοι αναλυτικής επίλυσης (closed form solu-

tions) των διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν τα σύνθετα αυτά φαινόµενα, 

εξετάζοντας την συµπεριφορά διακριτών τεµαχίων (π.χ. σφήνες πετρώµατος σε 

πρανή) µε βάση την ισορροπία τάσεων ή δυνάµεων.  

 

Το κύριο µειονέκτηµα των µεθόδων αυτών θεωρείται το γεγονός ότι, παρόλο που 

χρησιµοποιούν συνθήκες ισορροπίας δυνάµεων, δεν λαµβάνουν υπόψιν τις παρα-

µορφώσεις των υλικών λόγω των δυνάµεων αυτών. 

 

3.2  Οι κυριότερες αριθµητικές µέθοδοι στην γεωµηχανική 

 

Οι πρώτες εφαρµογές αριθµητικών µεθόδων σε προβλήµατα γεωµηχανικής εµ-

φανίστηκαν αµέσως µετά την ανάπτυξη της αντίστοιχης µεθοδολογίας σε άλλα 

πεδία, όπως στην ρευστοµηχανική, την µηχανική των πετρελαίων κλπ. Τα τελευ-

ταία χρόνια, η αλµατώδης ανάπτυξη των υπολογιστικών συστηµάτων, ταυτόχρονα 

µε τη µείωση των τιµών τους, κάτι το οποίο τα καθιστά προσιτά, κατέστησε 
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ευρεία την χρήση αριθµητικών µεθόδων επίλυσης σε προβλήµατα ελέγχου συµπε-

ριφοράς των γεωυλικών.  

 

Οι αριθµητικές µεθόδοι αποτελούν πλέον ένα σηµαντικό εργαλείο για τους 

µηχανικούς, αφενός µεν κατά τη φάση του σχεδιασµού, αφετέρου δε κατά τη 

φάση της εκτελέσεως ενός έργου, µε ταυτόχρονη ικανότητα από το χρήστη να 

επεµβαίνει σε οποιαδήποτε φάση του έργου (στις σήραγγες, κατά τη φάση της 

εκσκαφής ή της υποστήριξης), µε την προυπόθεση ότι εφαρµόζεται σωστά, 

λαµβάνονται, δηλαδή, υπόψιν κατά περίπτωση οι δυνατότητες και οι περιορισµοί 

της κάθε µεθόδου.  

 

Η αριθµητική επίλυση των διαφορικών εξισώσεων ενός προβλήµατος πεδίου µε 

καθορισµένες συνοριακές συνθήκες έχει µία και µοναδική λύση. Πρέπει, όµως, σε 

κάθε περίπτωση να γίνεται µία ανάλυση ευαισθησίας (ή σταθερότητας) της 

µεθόδου, ούτως ώστε να εξασφαλίζεται ότι για µικρές διακυµάνσεις των παρα-

µέτρων του προβλήµατος δεν προκύπτουν µεγάλες διακυµάνσεις των υπολογιζό-

µενων µεγεθών. 

 

Χαρακτηριστικά, αναφέρονται και περιγράφονται επιγραµµατικά οι κυριότερες 

των αριθµητικών µεθόδων που χρησιµοποιούνται για την επίλυση τέτοιων 

προβληµάτων (βλ. σχ. 3.1) [19] : 

 

• µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων (finite element method) 

 

• µέθοδος των πεπερασµένων διαφορών (finite difference method) 

 

• µέθοδος των συνοριακών στοιχείων (boundary element method) 

 

• µέθοδος των διακριτών (ή διακεκριµένων) στοιχείων (distinct element method) 

 

• υβριδικές µέθοδοι (hybrid methods), οι οποίες συνδυάζουν χαρακτηριστικά 

από δύο ή περισσότερες µεθόδους 

 

∆ιπλωµατική Εργασία 15 



                                                                                                                      

 

 

 

Σχήµα 3.1 : Αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης προβληµάτων γεωµηχανικής 
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3.2.1 Μέθοδοι των Πεπερασµένων Στοιχείων (Μ.Π.Σ.) 

 

Στις µεθόδους πεπερασµένων στοιχείων, το πεδίο (domain) το οποίο µελετάται, 

διαιρείται σε επιµέρους τµήµατα καθορισµένης γεωµετρίας (στοιχεία). Τα στοι-

χεία αυτά, περαιτέρω ανάλυση των οποίων γίνεται στο επόµενο κεφάλαιο, είναι 

µονοδιάστατα, δισδιάστατα ή τρισδιάστατα. Ο αριθµός των διαστάσεων των στοι-

χείων αυτών είναι συνήθως αντίστοιχος µε τον αριθµό των διαστάσεων του υπο 

µελέτη χωρίου (µονοδιάστατο, δισδιάστατο ή τρισδιάστατο πεδίο αντίστοιχα).. 

 

Το κάθε στοιχείο αποτελείται από κόµβους. Η συµπεριφορά κάθε τµήµατος περι-

γράφεται µέσα από διαφορικές εξισώσεις. Με την εξασφάλιση των απαιτήσεων 

συνέχειας και ισορροπίας µεταξύ των στοιχείων του πεδίου, υπάρχει µοναδική λύ-

ση στο γραµµικό σύστηµα των εξισώσεων (Becker, 1992, Hoek et al.,1991). 

 

Οι µέθοδοι Π.Σ. ανήκουν στις µεθόδους µεταβολών και περιλαµβάνουν την µέθο-

δο των σταθµισµένων υπολοίπων (weighted residuals), κ.λ.π. Οι άγνωστες ζητού-

µενες ποσότητες υπολογίζονται στους κόµβους του κάνναβου των πεπερασµένων 

στοιχείων και µέσω γραµµικών ή µη γραµµικών συναρτήσεων παρεµβολής 

υπολογίζονται στα υπολοιπά σηµεία του µέσου. Σηµειώνεται επίσης ότι οι Μ.Π.Σ. 

αποτελούν γενικότερες µεθόδους επιλύσεως διαφορικών εξισώσεων. [19]

 

3.2.2 Μέθοδοι των Πεπερασµένων ∆ιαφορών (Μ.Π.∆.) 

 

Στις µεθόδους αυτές το υπο µελέτη πεδίο διαιρείται σε έναν κάνναβο σηµείων 

(κόµβων) οµοιόµορφο ως προς τις στοιχειώδεις διαστάσεις (αποστάσεις µεταξύ 

των κόµβων στις κύριες κατευθύνσεις του χώρου). Η διαφορική εξίσωση 

εκφράζεται βάσει της τιµής της συνάρτησης σε κάθε σηµείο του κάνναβου, καθώς 

και βάσει των παραγώγων της συνάρτησης γύρω από κάθε σηµείο. Οι Μ.Π.∆. 

διακρίνονται ανάλογα µε τον τρόπο υπολογισµού των παραγώγων σε κάθε σηµείο 

του κάνναβου (forward, backward, κ.λ.π.). Οι ζητούµενες ποσότητες βρίσκονται 

σε κάθε σηµείο του κάνναβου µε την επίλυση του αντίστοιχου συστήµατος 

εξισώσεων, το οποίο προκύπτει από την διατύπωση των διαφορικών εξισώσεων σε 

διακριτή µορφή στους κόµβους. 
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3.2.3 Μέθοδοι των Συνοριακών Στοιχείων (Μ.Σ.Σ.) 

 

Στις µεθόδους αυτές το σύνορο κάθε οµοιογενούς περιοχής του χωρίου (boundary) 

διαιρείται σε γραµµικά ή επιφανειακά στοιχεία για δισδιάστατα και τρισδιάστατα 

προβλήµατα αντίστοιχα. Συνεπώς, οι διαστάσεις του µοντέλου είναι µειωµένες 

κατά µια σε σχέση µε τις αντίστοιχες που προκύπτουν από την διακριτοποίηση του 

χωρίου µε πεπερασµένα στοιχεία. Οι µέθοδοι αυτοί εφαρµόζονται κυρίως για την 

επίλυση προβληµάτων µε γραµµική συµπεριφορά των υλικών. Σε µη γραµµικές 

περιπτώσεις επιβάλλεται επιπλέον διακριτοποίηση του χώρου. Οι άγνωστες ποσό-

τητες υπολογίζονται στο κέντρο βάρους κάθε συνοριακού στοιχείου και εν συνε-

χεία, µε κατάλληλες σχέσεις υπολογίζονται στα εσωτερικά σηµεία του µέσου. Οι 

Μ.Σ.Σ. ανήκουν στις ολοκληρωτικές µεθόδους και περιλαµβάνουν την άµεση, µι-

κτή και έµµεση µέθοδο. 

 

3.2.4 Μέθοδοι των ∆ιακριτών Στοιχείων (Μ.∆.Σ.) 

 

Στις µεθόδους αυτές ο χώρος θεωρείται βασικά ασυνεχής και εξετάζονται µεταξύ 

άλλων οι κινητικές παράµετροι (γραµµικές και στροφικές) κάθε στοιχείου, η δυνα-

τότητα µετατόπισης αυτού, οι τριβές µεταξύ γειτονικών στοιχείων βάσει κατάλ-

ληλων κριτηρίων, ενδεχοµένως η δυνατότητα θραύσης στοιχείων, κ.λ.π.  
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3.3 Πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα των µεθόδων αριθµητικής επίλυσης 

 

Ξεχωριστά, κάθε µέθοδος έχει ορισµένα πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα, όπως 

παρουσιάζονται στον πίνακα (βλ.πιν 3.1) : 

 
Πίνακας 3.1: Πλεονεκτήµατα & Μειονεκτήµατα των µεθόδων 

Μέθοδος 
Πεπερασµένων Στοιχείων 

Μέθοδος 
Συνοριακών Στοιχείων 

Μέθοδος 
Πεπερασµένων ∆ιαφορών 

Πλεόνεκτήµατα µεθόδων 

Μεγάλη ακρίβεια Μεγάλη ακρίβεια Εννοιολογική απλότητα 

Ευκολία στην χρήση Μικρότερες απαιτήσεις για 
υπολογιστική µνήµη Απλούστερες εξισώσεις 

∆ιαχείρηση 
 πολύπλοκων γεωµετριών 

Μη παραγωγή περιττών 
πληροφοριών 

Ευκολία στον 
προγραµµατισµό 

∆υνατότητα λύσης µη 
γραµµικών προβληµάτων 

Εύκολία στον σχεδιασµό 
και την  εισαγωγή της 

γεωµετρίας 

Μεγάλη ταχύτητα     
εκτέλεσης 

Ευρέως δοκιµασµένες 
προσεγγίσεις 

Μείωση των διαστάσεων  
του προβλήµατος - 

Ακρίβεια αποτελεσµάτων  
σε περιοχές  

συγκέντρωσης τάσεων 

Ακρίβεια αποτελεσµάτων  
σε περιοχές  

συγκέντρωσης τάσεων 
(ύπαρξη ασυνεχειών) 

- 

Μειονεκτήµατα µεθόδων 

∆υσκολία στην  
δηµιουργία πλέγµατος Πολύπλοκες εξισώσεις ∆υσλειτουργία σε 

πολύπλοκες γεωµετρίες 

Μεγάλες απαιτήσεις  
για υπολογιστική µνήµη 

∆υσλειτουργία σε µη 
γραµµικά προβλήµατα 

Μεγάλες απαιτήσεις  
για υπολογιστική µνήµη 

Επίλυση µεγάλων  
αλγεβρικών συστηµάτων 

Ανάγκη επίλυσης  
µικρότερων συστηµάτων  
αλλά οι πίνακες που 
χρησιµοποιούνται  
είναι πυκνότεροι  

(populated matrices) 

Μη ικανοποιητική  
ακρίβεια αποτελεσµάτων  

σε περιοχές  
συγκέντρωσης τάσεων 

Παραγωγή περιττών 
πληροφοριών 

∆υσλειτουργία στην 
επίλυση µικρών στοιχείων, 
όπου οι κόµβοι είναι πολύ 

κοντά µεταξύ τους 

- 
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Το µεγάλο πλεονέκτηµα των αριθµητικών µεθόδων είναι η δυνατότητα διεξα-

γωγής αντίστροφης ανάλυσης. Με αυτό τον τρόπο επιτυγχάνεται ακρίβεια στην 

επίλυση του προβλήµατος και επίτευξη των συνθηκών ασφαλείας µε το µικρότερο 

οικονοµικό κόστος (Κωµοδρόµος, 1999). 

 

Αξίζει, όµως,  να σηµειωθεί ότι καµία από τις µεθόδους δεν θεωρείται κατάλληλη 

για την επίλυση του συνόλου των δυνατών προβληµάτων. Κάθε µέθοδος παρου-

σιάζει θετικά και αρνητικά στοιχεία ως προς την επίλυση ενός συγκεκριµένου 

προβλήµατος, Έτσι, πολλές φορές, είναι απαραίτητος είτε ο συνδυασµός είτε η 

σύγκριση περισσοτέρων της µιας µεθόδων, για την επίτευξη του καλύτερου δυνα-

τού αποτελέσµατος. 
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Κεφάλαιο 4ο 

  
 

Η µέθοδος των Πεπερασµένων Στοιχείων 
 
 

 

4.1 Η αρχή της µεθόδου 

 

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων είναι µια αριθµητική µέθοδος, η οποία 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την επίλυση περίπλοκων προβληµάτων µηχανικής.  

 

Στην µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων, η λύση του εκάστοτε προβλήµατος προ-

κύπτει από την διατύπωση συστηµάτων εξισώσεων σε υποπεριοχές του πεδίου στο 

οποίο έγκειται το πρόβληµα (σε αντίθεση µε την µέθοδο των πεπερασµένων 

διαφορών και των συνοριακών στοιχείων), και την κατόπιν συναρµολόγησή τους σε 

ένα καθολικό σύστηµα για όλο το πεδίο που θα δώσει την τελική λύση του προβλή-

µατος. Οι εξισώσεις που διατυπώνονται σε επίπεδο στοιχείου, καθώς και ο τρόπος 

συναρµολογής αυτών αναφέρονται εκτενώς στις επόµενες παραγράφους. 

 

4.2 Ιστορικά στοιχεία 

 

4.2.1 Η προσέγγιση της περιµέτρου του κύκλου 

 

Ο όρος πεπερασµένα στοιχεία (finite elements) χρησιµοποιήθηκε για πρώτη φο-

ρά από τον Clough το 1960 σε µια µελέτη εντατικής κατάστασης µε χρήση τρι-

γωνικών στοιχείων. Ωστόσο, η ιδέα που διέπει την µέθοδο είχε χρησιµοποιηθεί 

από την αρχαιότητα ακόµη. Ένα παράδειγµα αυτής της ιδέας, είναι η προσέγγιση 

της περιµέτρου του κύκλου µε την θεώρηση αυτού σαν ένα πολύγωνο µε µεγάλο 

αριθµό µικρών ισοµηκών ευθύγραµµων τµηµάτων σαν πλευρές (βλ. σχήµα 4.1).  
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Η προσέγγιση της περιµέτρου του κύκλου προέκυψε από την µέση τιµή των 

µηκών δυο πολυγώνων τα οποία εφάπτονταν στον κύκλο το ένα εξωτερικά και 

το άλλο εσωτερικά αυτού, όπως φαίνεται στο σχήµα 4.1. Το εξωτερικό πολύγω-

νο αποτελεί το άνω όριο (upper bound) του κύκλου, ενώ το εσωτερικό πολύγωνο 

είναι το κάτω όριο (lower bound) του κύκλου. Όσα πιο πολλά είναι τα τµήµατα 

στα οποία χωρίζονται (διακριτοποιούνται) τα πολύγωνα αυτά, τόσο προσεγγίζει 

η λύση της µέσης τιµής αυτών στην πραγµατική τιµή της περιµέτρου του κύ-

κλου[14]. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Σχήµα 4.1 : Το πρόβληµα της προσέγγισης της περιµέτρου του κύκλου 
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4.2.2 Χρονική αναδροµή στην ανάπτυξη της µεθόδου 

 

Τα πεπερασµένα στοιχεία, µε την σύγχρονη µορφή τους, πρωτοεµφανίστηκαν το 

1943, σε µια µελέτη του Γάλλου Courant (Desai & Abel, 1972) µε χρήση 

συνεχών εξισώσεων κλαδικής µορφής σε τριγωνικά στοιχεία. Η πρώτη εφαρµογή 

της µεθόδου πραγµατοποιήθηκε το 1956 από τους Turner, Clough, Martin και 

Topp, για την ανάλυση στατικών και δυναµικών προβληµάτων στην αεροναυπη-

γική [14]. Έκτοτε, σε διάστηµα µιας δεκαετίας, η εφαρµογή της µεθόδου των 

πεπερασµένων στοιχείων, µε την ονοµασία που τους έδωσε ο Clough το 1960, 

επεκτάθηκε και σε άλλα πεδία της θεωρητικής και εφαρµοσµένης 

µηχανικής[14]5τ.  

 

Με την πάροδο των χρόνων, η µεθοδολογία των πεπερασµένων στοιχείων υπέ-

στη σηµαντικές βελτιώσεις. O Przemieniecki to 1968 έδειξε ότι η µέθοδος είναι 

εφαρµόσιµη σε προβλήµατα ανάλυσης τάσεων. Οι Zienkiewicz και Cheung 

διατύπωσαν το 1967 µια εκτεταµένη ερµηνεία της µεθόδου και απέδειξαν την 

εφαρµοσιµότητά της σε κάθε γενικό πρόβληµα πεδίου. Η θεώρηση αυτή των 

πεπερασµένων στοιχείων οδήγησε στην κατασκευή των εξισώσεων, που χρησι-

µοποιούνται στην µέθοδο, µε την βοήθεια µεθόδων σταθµισµένων υπολοίπων 

(weighted residual methods) όπως είναι η µέθοδος Galerkin, η µέθοδος Petrov-

Galerkin, καθώς και η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων. 

 

Τα περισσότερα των βιβλίων, δηµοσιεύσεων και συνεδρίων που έχουν ως κύριο 

αντικείµενο τα πεπερασµένα στοιχεία περιέχουν την βασική θεωρία της µεθόδου, 

τις εξισώσεις που διέπουν τα πεπερασµένα στοιχεία, εφαρµογές αυτών σε προ-

βλήµατα γεωµηχανικής, ρευστοµηχανικής, θερµοδυναµικής κ.α., καθώς και αλ-

γόριθµους επίλυσης διαφόρων προβληµάτων σε γλώσσες προγραµµατισµού Η/Υ 

(Fortran 77). 

 

Σήµερα, η συγκεκριµένη µέθοδος θεωρείται µια από τις καλύτερες αριθµητικές 

µεθόδους, σηµαντικά γρήγορη και εφαρµόσιµη σε ένα ευρύτατο πεδίο προβλη-

µάτων της µηχανικής. 
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4.3 Θεµελιώδη βήµατα της µεθόδου 

 

Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων βασίζεται σε τρία βασικά βήµατα για την 

περάτωσή της: 

 

• Πρώτο βήµα είναι η διαίρεση του πεδίου µιας, δύο, ή τριων διαστάσεων, σε επι-

µέρους µικρότερα τµήµατα, κατά τρόπο τέτοιο ώστε να αντιπροσωπεύεται µε την 

µεγαλύτερη δυνατή ακρίβεια η γεωµετρία του προβλήµατος σε συνάρτηση µε την 

επικείµενη λύση αυτού. 

• ∆εύτερο βήµα είναι η προσέγγιση της λύσης, σε κάθε τµήµα του πεδίου, σαν 

γραµµικός συνδυασµός των τιµών σε συγκεκριµένα σηµεία (κόµβοι) και των 

συναρτήσεων µορφής (shape functions) που ορίζονται για κάθε κόµβο. 

• Τρίτο βήµα είναι η παραγωγή αλγεβρικής σχέσης µεταξύ των τιµών στους κόµ-

βους (nodes) κατά την επίλυση σε κάθε τµήµα και η συνένωση των επιµέρους 

τµηµάτων για να επιτευχθεί η επίλυση του συνόλου. 

 

4.4 ∆ιαίρεση του πεδίου 

 

Όπως αναφέρθηκε παραπάνω, το κύριο χαρακτηριστικό της µεθόδου είναι η υποδι-

αίρεση ένος δεδοµένου πεδίου ορισµού (domain) σε απλούστερης γεωµετρίας υπο-

πεδία. Τα υποπεδία αυτά καλούνται ‘στοιχεία’ (elements) και αποτελούν το βασικό 

χαρακτηριστικό της µεθόδου. Η διαίρεση του πεδίου έχει δύο πλεονεκτήµατα (IGE, 

2003): 

 

• Επιτρέπει την αντιπροσώπευση, µε µεγάλη ακρίβεια, περίπλοκων γεωµετρικών 

σχηµάτων και δίνει την δυνατότητα συνυπολογισµού των ιδιοτήτων ανόµοιων 

υλικών. 

 

• Επιτρέπει την προσέγγιση της λύσης σε κάθε στοιχείο, σε ενα συνεχές κλειστής 

µορφής πολύγωνο, και ως εκ τούτου, την γνώση του αριθµητικού αποτελέσµατος 

των παραµέτρων σε κάθε στοιχείο, άρα σε οποιοδήποτε µέρος, του πεδίου 

ορισµού του προβλήµατος. 
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Η διαίρεση ενος πεδίου µε απροσδιόριστο αριθµό βαθµών ελευθερίας σε στοιχεία 

βοηθά επισης στον προσδιορισµό πεπερασµένων βαθµών ελευθερίας, οι οποίοι είναι 

το σύνολο των άγνωστων µεταβλητών που αντιστοιχούν σε κάθε στοιχείο. 

 

Ωστόσο, η κατάλληλη εκλογή του τύπου των στοιχείων που θα χρησιµοποιηθούν για 

την διαίρεση του πεδίου εξαρτάται από διάφορους παράγοντες που, όµως, σαν κοινό 

παρανοµαστή έχουν την καλύτερη δυνατή προσοµοίωση του πεδίου από τα στοιχεία 

αυτά. 

 

4.4.1 Είδη στοιχείων 

 

Το είδος των στοιχείων που θα χρησιµοποιηθούν εξαρτάται κύρια από την διαστασιο-

λόγηση του προβλήµατος και τις διαστάσεις που απαιτούνται για την περιγραφή του 

προβλήµατος. Ορισµένα από τα βασικότερα είδη στοιχείων που χρησιµοποιούνται 

στην µέθοδο παρουσιάζονται στα επόµενα σχήµατα. 

 

4.4.2 Στοιχεία σε µια διάσταση 

 

Όταν η γεωµετρία του προβλήµατος ή το υλικό ή και άλλες παράµετροι (όπως η τά-

ση, η παραµορφωση, η θερµοκρασια) µπορούν να περιγραφούν στα πλαίσια µιας 

κύριας διάστασης, τότε για την διακριτοποίηση µπορούν να  χρησιµοποιηθούν µονο-

διάστατα ή γραµµικά στοιχεία (βλ. σχ 4.2) 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 4.2 : Είδη στοιχείων µιας διάστασης 
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4.4.3 Στοιχεία σε δυο διαστάσεις 

 

Αντίστοιχα,  σε προβλήµατα στα οποία είναι ενδεδειγµένη η χρήση δυο διαστάσεων, 

η σε γεωµετρίες στις οποίες η τρίτη διάσταση είναι σηµαντικά µικρότερη των υπο-

λοίπων δυο, τότε χρησιµοποιούνται δισδιάστατα στοιχεία.(βλ. σχ. 4.3). Τα ευρέως 

χρησιµοποιούµενα στοιχεία σε αυτήν την κατηγορία είναι τα τριγωνικά. Ωστόσο, 

χρησιµοποιούνται αρκετά και τα ορθογωνικά αλλά και τα τετρακοµβικά και τα 

παραλληλόγραµµα, τα οποία, αν και µπορούν να προκύψουν από δυο ή τέσσερα τρι-

γωνικά στοιχεία εν τι ενώσει αυτών, µπορούν να αποδειχτούν καλύτερη επιλογή σε 

ορισµένες περιπτώσεις. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 4.3 : Είδη στοιχείων δυο διαστάσεων 
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4.4.4 Στοιχεία σε τρεις διαστάσεις 

 

Τέλος, αν το πρόβληµα προς επίλυση πρέπει να αντιµετωπιστεί σε πεδίο τριών δια-

στάσεων, χρησιµοποιούνται τα αντίστοιχα τρισδιάστατα στοιχεία (βλ. σχ. 4.4), όπως 

κυβικά, τετραεδρικά ή εξαεδρικά στοιχεία. Η χρήση τρισδιάστατου χωρίου είναι δυ-

σκολότερη σε σχέση µε το γραµµικό η το δισδιάστατο πεδίο, παρόλα αυτά σε ορισµέ-

να προβλήµατα γεωµηχανικής πλησιάζει πιο πολύ στην πραγµατική λύση του 

προβλήµατος και αποφεύγει παραδοχές που στις άλλες δυο περιπτώσεις αυξάνουν τις 

πιθανότητες εσφαλµένων αποτελεσµάτων και συµπερασµάτων. 

 

Σχήµα 4.4 : Είδη στοιχείων τριων διαστάσεων 
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4.4.5 Μέγεθος των στοιχείων 

 

Το µέγεθος των στοιχείων στα οποία διακριτοποιείται το πρόβληµα είναι πλέον σηµα-

ντικό για την βέλτιστη προσέγγιση της λύσης του εκάστοτε προβλήµατος. Όσο πιο 

µικρό το µέγεθος των στοιχείων, τόσο πιο ακριβή είναι τα αποτελέσµατα που 

επιτυγχάνουµε. Ωστόσο, δεν πρέπει να παραγνωριστεί το γεγονός ότι µικρότερα στοι-

χεία, άρα και περισσότερα τον αριθµό, εξυπακούεται µεγαλύτερο χρόνο υπολογι-

σµού. Θεµιτή, άρα, είναι η χρήση στοιχείων διαφορετικού µεγέθους µεταξύ των µέσα 

σε ενα πρόβληµα.  

 

Η συνήθης πρακτική είναι η χρήση µεγάλων στοιχείων στις περιοχές του χωρίου 

όπου δεν ειναι απαραίτητη η µεγάλη ακρίβεια αποτελεσµάτων, και η χρήση µικρό-

τερων και περισσότερων στοιχείων κοντά στις µεγάλης σηµασίας περιοχές του πεδίου 

του εκάστοτε προβλήµατος όπως είναι, για παράδειγµα, το άνοιγµα µιας κυκλικής 

σήραγγας σε έδαφος (βλ. σχ. 4.5), όπου κοντά στο άνοιγµα η διακριτοποίηση θα είναι 

λεπτοµερέστερη από ότι στο υπόλοιπο πεδίο. 

 

 

Σχήµα 4.5 : ∆ιαβάθµιση των στοιχείων στο πεδίο 
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4.4.6 Αριθµός των στοιχείων 

 

Ο αριθµός των στοιχείων που χρησιµοποιούνται στην διακριτοποίηση του προβλήµα-

τος είναι απο τις πιο σηµαντικές παραµέτρους της διακριτοποίησης. Μεγάλος αριθµός 

στοιχείων κάνει ακριβέστερη την προσέγγιση στην λύση του προβλήµατος, αυξάνει 

όµως και τον χρόνο υπολογισµού των εξισώσεων που διέπουν το πρόβληµα, οι οποίες 

είναι πολλαπλάσιες των κόµβων των στοιχείων. 

 

Για κάθε πρόβληµα, όµως, αποδεικνύεται ότι πέρα από κάποιον βέλτιστο αριθµό 

στοιχείων,  η ακρίβεια της λύσης δεν αλλάζει σηµαντικά µε την περαιτέρω αύξηση 

των στοιχείων (βλ. σχ. 4.6). Έτσι σε κάθε πρόβληµα ξεχωριστά προσδιορίζεται ο βέλ-

τιστος αριθµός πεπερασµένων στοιχείων που θα δώσει την ακριβέστερη λύση. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα : 4.6  Γραφική παράσταση της ακρίβειας της λύσης  

συναρτήσει του αριθµού των στοιχείων 

 
 

Θα πρέπει εδώ να σηµειωθεί ότι, για λογιστικούς λόγους, τόσο τα στοιχεία, όσο και οι 

κόµβοι αριθµούνται. Ωστόσο η αρίθµηση τους δεν διέπεται από κάποιον κανόνα, αλ-

λά είναι τελείως αυθαίρετη. Όµως, ανάλογα µε την αρίθµηση, διαµορφώνεται και η 

χρήση υπολογιστικής µνήµης. 
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4.5 Επίλυση Μερικών ∆ιαφορικών Εξισώσεων Πεδίου µε την Μέθοδο των 

Πεπερασµένων Στοιχείων 

 

Οι µερικές διαφορικές εξισώσεις πεδίου χωρίζονται σε τρείς βασικές κατηγορίες: 

 
• τις παραβολικές 

• τις ελλειπτικές 

• τις υπερβολικές   

 

Το πεδίο επίλυσης των διαφορικών εξισώσεων µπορεί να είναι µονοδιάστατο, δυο ή 

και τριών διαστάσεων. Στην παράγραφο αυτή παρατίθενται παραδείγµατα των τριων 

ειδών µερικών διαφορικών εξισώσεων για προβλήµατα πεδίου δυο διαστάσεων. 

 

4.5.1 Παραβολικές µερικές διαφορικές εξισώσεις 

 

Οι παραβολικές µερικές διαφορικές εξισώσεις περιγράφουν φαινόµενα ροής µάζας ή 

ενέργειας επι ενός πεδίου (domain) ορίσµένου σε καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµέ-

νων. Η γενική µορφή των εξισώσεων αυτών, έιναι η ακόλουθη: 

 

                sbak
t

c +Φ+Φ∇+Φ∇∇=
∂
Φ∂ .).(.   ,        µε  

yx ∂
∂

+
∂
∂

=∇                   [4.1] 

 

όπου  

   - c είναι ο συντελεστής χωρητικότητας του πεδίου (capacity coefficient) 

   - k είναι ο συντελεστής διαπερατότητας ή αγωγιµοτητας του πεδίου (permeability or      

conductivity coefficient) 

   - α είναι ο συντελεστής µεταγωγής του πεδίου (convection coefficient) 

   - b είναι ο συντελεστής ακτινοβολίας (radiation coefficient)  

   - s είναι όρος που εκφράζει οποιαδήποτε πηγή διαταραχής στο πεδίο της Φ (source 

term). 
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Η επίλυση της διαφορικής εξίσωσης (4.1) δίνει το πεδίο κατανοµής της συνάρτησης 

Φ εντός µιας οριοθετηµένης περιοχής κλειστού συνόρου και την µεταβολή της ως 

προς το χρόνο. 

 

Σε περίπτωση κατά την οποία ο συντελεστής χωρητικότητας είναι µηδέν, η εξίσωση 

(4.1) µετατρέπεται από παραβολική σε ελλειπτική και η λύση της δίνει το πεδίο κατα-

νοµής της Φ µέσα στην περιοχή του πεδίου το οποίο είναι στατικό και ανεξάρτητο 

του χρόνου.  

 

4.5.2 Ελλειπτικές µερικές διαφορικές εξισώσεις 

 

Οι ελλειπτικές µερικές διαφορικές εξισώσεις είναι της γενικής µορφής : 

 

                                      0.).( =+Φ+Φ∇+Φ∇∇ sbak                                          [4.2] 

 

και ουσιαστικά εκφράζουν ένα στατικό πεδίο κατανοµής της συναρτησης Φ επί του 

χωρίου. 

 

4.5.3 Υπερβολικές µερικές διαφορικές εξισώσεις 

 

Τέλος, οι υπερβολικές µερικές διαφορικές εξισώσεις, είναι της γενικής µορφής : 

 

                                  sbak
t

c +Φ+Φ∇+Φ∇∇=
∂

Φ∂ .).(. 2

2

                                   [4.3] 

 

και εκφράζουν µια κυµατοείδη κατανόµη της Φ στο πεδίο και ως εκ τούτου ονοµάζο-

νται και εξίσωσεις κύµατος ή κυµατισµού.  
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4.6 Ανάλυση µε πεπερασµένα στοιχεία σε προβλήµατα µιας διάστασης 

 

Στην περίπτωση µονοδιάστατων προβληµάτων τα στοιχεία που χρησιµοποιούνται 

είναι γραµµικά. Έστω ότι το πρόβληµα που έχουµε να αντιµετωπίσουµε είναι µιας 

δοκού, πακτωµένης στο αριστερό της άκρο, η οποία δέχεται αξονική φόρτιση {Ρ} 

στο δεξί της άκρο, ενώ κατά µήκος της εξασκείται οµοιόµορφη αξονική φόρτιση f(x) 

(βλ.σχ.4.7). 

 
Σχήµα 4.7 : Πακτωµένη δοκός που δέχεται αξονική φόρτιση P 

 
 

Το πεδίο επίλυσης των εξισώσεων που διέπουν το πρόβληµα είναι το µήκος της 

δοκού, το οποίο διαιρείται σε επιµέρους τµήµατα µήκους. ∆ηµιουργείται ένα σύνολο 

σηµείων (βλ. σχ. 3.8) τα οποία προσδιορίζονται από τα άκρα του κάθε στοιχείου 

(κόµβοι). Επί των κόµβων αυτών υπολογίζονται οι τιµές της αξονικής µετατόπισης 

u(x). 

 

Σχήµα 4.8 : ∆ιακριτοποίηση της δοκού σε πεπερασµένα στοιχεία 
 
 

Στην περίπτωση του µονοδιάστατου προβλήµατος, κάθε στοιχείο περιλαµβάνει δυο 

κόµβους (βλ. σχ. 3.8) και η λύση κατά µήκος αυτου εκφράζεται από την ακόλουθη 

σχέση: 

                                                                   xaa 21 +=Φ                                                                     [4.4] 
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η οποία ορίζει τον καταµερισµό των αγνώστων µεταβλητών στο µονοδιάστατο στοιχείο µήκους 

L (βλ. σχ. 4.7 & 4.8). Το στοιχείο έχει δυο κόµβους  i και  j που βρίσκονται σε αποστάσεις xi και 

xj αντίστοιχα, από την αρχή των συντεταγµένων. Αντικαθιστώντας την τιµή του Φ σε κάθε κόµ-

βο στην εξίσωση [4.1] υπολογίζεται ότι : 

 

                                                
L

xx
xx

xx
a ijji

ij

ijji Φ−Φ
=

−

Φ−Φ
=1                                                [4.5] 

                                                       
Lxx

a ij

ij

ij Φ−Φ
=

−

Φ−Φ
=2                                                         [4.6] 

 
Αντικαθιστώντας τις [4.5] και [4.6] στην εξίσωση [4.4] προκύπτει η εξίσωση : 

 

                                                  x
LL

xx ijijji Φ−Φ
+

Φ−Φ
=Φ                                                   [4.7] 

 
η οποία, διαχωρίζοντας τους όρους Φi και Φj ,  δίνει την εξίσωση : 

 

                                                     j
i

i
j

L
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                                                                                                 [4.8(β)] i
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και σε γενική µορφή : 

                                                                                                            [4.9] ∑
=

ΝΦ=Φ
n

i

e
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όπου οι Ni και Nj είναι χαρακτηριστικές συναρτήσεις παρεµβολής των κόµβων i και j 

αντίστοιχα, ορισµένες στην περιοχή του στοιχείου, και ονοµάζονται συναρτήσεις µορ-

φής (shape functions). Χρησιµοποιούνται ως συντελεστές βάρους για τους αντίστοι-

χους κόµβους και για τους οποίους ισχύουν. Οι συναρτήσεις Ni και Nj µπορούν επίσης 

να εκφραστούν σε τοπικές και αδιαστασοποιηµένες συντεταγµένες. Ο αριθµός των 

κόµβων, και κατ’επέκταση των αντίστοιχων συναρτήσεων µορφής n, ορίζεται ως 

«αριθµός γεωµετρικών βαθµών ελευθερίας» του στοιχείου και καθορίζει την τάξη του 

στοιχείου. 
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4.7 Ανάλυση µε πεπερασµένα στοιχεία σε προβλήµατα δυο διαστάσεων 

 

Στην περίπτωση του δισδιάστατου προβλήµατος, το κάθε στοιχείο περιλαµβάνει τρεις 

ή τέσσερις κόµβους (βλ. σχ. 4.9).  

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 4.9 : Τριγωνικό τρικοµβικό στοιχείο σε δισδιάστατο πεδίο επίλυσης  

 

Η συνάρτηση παρεµβολής ενος στοιχειου που περιλαµβάνει τρεις κόµβους  εκφράζε-

ται από την ακόλουθη σχέση  : 

 
                                            ycxccyx 321),( ++=Φ                                                [4.10] 
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Άν Φi , Φj , Φk είναι οι τιµές της Φ στους κόµβους 1, 2, 3 του στοιχείου αντίστοιχα, 

θα έχουµε ενα συστηµα γραµµικών συναρτήσεων : 
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και σε µητρωική µορφή : 
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ενώ, οι τιµές των όρων α1 , α2 και α3 θα είναι : 
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όπου Αe είναι το εµβδαδόν του τριγώνου, προκύπτον από την εξίσωση : 
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και : 
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µε βάση τις εξισώσεις [4.10] και [4.13] η συνάρτηση παρεµβολής µορφοποιείται ως 

εξής : 
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όπου : 
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Συνοψίζοντας, οι συναρτήσεις παρεµβολής ενος δισδιάστατου στοιχείου είναι της γε-

νικής µορφής : 

                                                                                                          [4.18]           ∑
=

ΝΦ=Φ
n

i

e
ii
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όπου Φi είναι οι τιµές της συνάρτησης στο σηµείο (xi , yi) και Νi οι συναρτήσεις 

µορφής που ικανοποιούν την εξής σχέση : 

 
                                                      ijjji yx δ=Ν ),(                                                   [4.19]          
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4.8 Ανάλυση µε πεπερασµένα στοιχεία σε προβλήµατα τριων διαστάσεων 

 

Στην περίπτωση προβλήµατος πεδίου µε τρεις διαστάσεις, το κάθε στοιχείο περιλαµ-

βάνει τέσσερις, έξι ή οκτώ κόµβους. Η συνάρτηση παρεµβολής ενος στοιχειου που 

περιλαµβάνει τέσσερις κόµβους (βλ. σχ. 4.10) εκφράζεται από την ακόλουθη σχέση  : 

 
                                              zayx 4321 +++=Φ ααα                                           [4.20] 

 
η οποία µπορεί να εκφραστεί µε τους όρους των κοµβικών τιµών της Φ και τις κοµβι-

κές συναρτήσεις µορφής ως εξής  : 

 
                                        }]{[ Φ=Φ+Φ+Φ+Φ=Φ NNNNN llkkjjii                                [4.21] 

 
ενώ, οι συναρτήσεις µορφής δίνονται από την γενική εξίσωση : 

 

                                 
V

zdycxbaN nnnn
n 6

)( +++
=    ,  lkjin ,,,=                            [4.22] 

 
όπου V είναι ο όγκος του τετραεδρικού στοιχείου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα. 4.10 Τετρακοµβικό στοιχείο τριων διαστάσεων 
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Οι όροι a, b, c και d είναι οι συναρτήσεις των κοµβικών συντεταγµένων και έχουν 

την γενική µορφή : 
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[4.23] 

 
Εποµένως επιβεβαιώνεται ότι οι συναρτήσεις µορφής κατασκευάζονται ώστε να ορί-

ζουν την µεταβολή των διαφόρων παραµέτρων στην γεωµετρία κάθε στοιχείου. Ο 

υπολογισµός των συναρτήσεων µορφής µπορεί να γίνει µε δυο τρόπους: 

 

• εµπειρικά (µε επισκόπιση, µε δοκιµή και λάθος κλπ) 

• µε επίλυση αριθµητικών συστηµάτων των µορφών που φαίνονται στις σχέσεις 

που περιγράφηκαν παραπάνω. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

∆ιπλωµατική Εργασία 38 



                                                                                                                      

4.9 Φόρτιση των υλικών, αρχικές και συνοριακές συνθήκες 

 

Μετά την διαίρεση του χωρίου σε υποπεδία και την δηµιουργία των καταστατικών ε-

ξισώσεων που τα διέπουν, προσαρτώνται στο µοντέλο που έχει κατασκευαστεί οι αρ-

χικές και συνοριακές συνθήκες (boundary conditions). Η εισαγωγή των αρχικών και 

συνοριακών συνθηκών είναι απαραίτητη για την επίλυση του προβλήµατος πεδίου. 

 

Σε ένα πρόβληµα επίλυσης πεδίου ροής απαιτούνται τόσο οι τιµές της συνάρτησης Φ 

σε όλο το πεδίο για χρόνο t=0 (αρχική συνθήκη), όσο και οι συναρτήσεις που δίνουν 

τις τιµές αυτής ή της καθετης βαθµίδας της στους συνοριακούς κόµβους του πεδίου 

για κάθε χρονική στιγµή t (συνοριάκες συνθήκες). Σε αυτή την περίπτωση όπου απαι-

τούνται αρχικές και συνορίακες συνθήκες, το προβλήµα χαρακτηρίζεται ως πρόβλη-

µα αρχικών-συνοριακών τιµών.  

 

Αντίθετα, αν ο χρόνος δεν επηρεάζει την λύση του προβλήµατος (δηλαδή δεν υπαρχει 

χρονοεξαρτώµενος όρος στη διαφορική εξίσωση), τότε απαιτούνται µόνο συνοριάκες 

συνθήκες και το πρόβληµα είναι συνοριακών τιµών. 

 

Σκοπός της εφαρµογής των συνοριακών συνθηκών είναι κατ’αρχήν να αποδώθούν 

δυνάµεις και τάσεις στο µοντέλο που έχει κατασκευαστεί, και κατά δεύτερον να 

επιβληθούν περιοριστικές δυνάµεις, ώστε να κρατηθεί το µοντέλο σε ισορροπία. Η 

εφαρµογή αυτών διαφέρει από µοντέλο σε µοντέλο ανάλογα µε την γεωµετρία, τον 

τρόπο φόρτισης και το επιθυµητό αποτέλεσµα του προβλήµατος. Στο σχήµα  4.11 

φαίνονται οι συνοριακές συνθήκες που επιβάλονται σε ενα µοντέλο σήραγγας δυο 

διαστάσεων µε τετραγωνικό άνοιγµα, όπου, µε κατάλληλη χρήση συνοριακών συνθη-

κών, µπορεί να αξιοποιηθεί η συµµετρία ορθογωνικού µοντέλου.  

 

Η αξιοποίηση της συµµετρίας καθίσταται σηµαντική διότι δύναται να λυθεί το µισό 

πρόβληµα, αντί όλου, µε επακόλουθη την µείωση κατά το ήµισυ των πράξεων και του  

χρόνου επίλυσης του προβλήµατος. 
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Σχήµα 4.11  Επιβολή συνοριακών συνθηκών σε µοντέλο σήραγγας  

και αξιοποίηση της συµµετρίας ως προς τον άξονα των y. 

 

 

Η φόρτιση του διαιρεµένου πεδίου, που αντιπροσωπεύει το υλικό, δύναται να επι-

τευχθεί µε έναν ή περισσότερους από τους ακόλουθους τρόπους[19] : 

 

• επιβολή δυνάµεων πεδίου στην µάζα του στοιχείου (πχ. βαρυτικές δυνάµεις, body 

forces). 

• επιβολή σηµειακών δυνάµεων στους κόµβους του στοιχείου (κοµβικές δυνάµεις, 

nodal forces). 

• επιβολή κατανεµηµένων δυνάµεων στις πλευρές του στοιχείου (επιφανειακές δυ-

νάµεις, traction forces). 

• επιβολή µετατοπίσεων στους κόµβους του στοιχείου. 

 

 

 

 

 

 

∆ιπλωµατική Εργασία 40 



                                                                                                                      

Οι βαρυτικές δυνάµεις εφαρµόζονται σε περιπτώσεις βραχοµάζας, υπόγειων ανοιγµά-

των και λοιπών προβληµάτων γεωµηχανικής. Από την άλλη, οι κοµβικές δυνάµεις 

εφαρµόζονται σε µοντέλα υλικών όπου η φόρτιση είναι σηµειακή. Οι δυνάµεις επιφά-

νειας έχουν εφαρµογή σε δοκίµια υλικών ή όπου αλλού δεν πορούν να εφαρµοστούν 

οι προαναφερθέντες τρόποι φόρτισης.  

 

Η επιβολή µετατοπίσεων στους συνοριακούς κόµβους εφαρµόζεται όταν έχουµε εν-

δεδειγµένη συµµετρία στο µοντέλο (βλέπε σχήµα 4.11), όπου κατά την περίπτωση 

αυτή οι µετατοπίσεις είναι µηδενικές στην διάσταση που είναι κάθετη στο σύνορο. 

Εφόσον δηλαδή έχουµε συµµετρία του µοντέλου ως προς τον άξονα y, τότε, επάνω 

στο σύνορο η µετατόπιση ως προς την διάσταση x θα είναι µηδενική (dx=0) και 

αντιστρόφως. Η αξιοποίηση της συµµετρίας, όπως προανεφέρθη, και η κατάλληλη 

χρήση συνοριακών συνθηκών, δύναται να µειώσει σε σηµαντικό βαθµό τον αριθµό 

των στοιχείων, κατά συνέπεια και των κόµβων στο χωρίο, µε αποτέλεσµα να µειωθεί 

αισθητά και ο χρόνος επίλυσης του προβλήµατος. Επίσης η επιβολή µηδενκών 

µετατοπίσεων στα σύνορα του χωρίου έχει εφαρµογή και στην περίπτωση κατά την 

οποία το µοντέλο εκτείνεται πρός το άπειρο. Για παράδειγµα, σε ένα υπόγειο άνοιγµα 

όπου οι διαστάσεις του µοντέλου ως προς τον άξονα  x εκτείνονται στο άπειρο, 

προκείµενου να µην δηµιουργηθεί ένα µοντέλο άπειρων διαστάσεων, το οποίο δεν θα 

έχει δυνατότητα λύσης, εφαρµόζονται µηδενικές µετατοπίσεις ως προς τον άξονα y, 

όπως και προηγουµένως, σε µια απόσταση από το άνοιγµα αρκετά µεγάλη, σε σχέση 

µε τις διαστάσεις του ίδιου του ανοίγµατος. Αποτέλεσµα αυτής της ιδιότητας των 

συνοριακών συνθηκών, είναι να µειωθεί και σε αυτή την περίπτωση ο χρόνος 

επίλυσης του προβλήµατος. 

 

Στην περίπτωση κατά την οποία φορτιστεί ενα σώµα και όλοι του οι κόµβοι είναι 

ελεύθεροι να κινηθούν, τότε δεν υφίσταται παραµόρφωση, αλλά απλή µετακίνηση (ή 

στροφή). Σε αυτή την περίπτωση δεν είναι δυνατή η επίλυση του προβλήµατος, διοτι 

το φαινόµενο δεν υπακούει στην ίδια καταστατική εξίσωση[19]. 
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4.10 Τύποι συνοριακών συνθηκών 

 

∆εδοµένων των προαναφερθέντων, υπάρχουν τρεις τύποι συνοριακών συνθηκών[19] : 

  
• Προσδιορισµός της ζητούµενης παραµέτρου (µετατόπισης). Οι συνθήκες αυτές 

ονοµάζονται γεωµετρικές (geometric or forced boundary conditions) και είναι 

γνωστές ώς συνθήκες Dirichlet. 

• Προσδιορισµός της µεταβολής της ζητούµενης παραµέτρου (παράγωγος της µετα-

τόπισης). Οι συνθήκες αυτές ονοµάζονται φυσικές συνοριακές συνθήκες (slope or 

gradient, natural boundary conditions) και είναι γνωστές ώς συνθήκες Neumann. 

• Προσδιορισµός και των δυο παραπάνω παραµέτρων ή µικτές συνθήκες. 

 

4.10.1 Συνθήκες Dirichlet  

 

Οι συνθήκες Dirichlet (essential boundary conditions) προδιαγράφουν άµεσα την συ-

νάρτηση Φ στους συνοριακούς κόµβους ορίζοντας την τιµή της λύσης σε αυτούς. 

Στην περίπτωση κατά την οποία, το πρόβληµα διέπεται από παραµέτρους 

ελαστικότητας, οι γεωµετρικές συνθήκες δίνονται από τις εξής εκφράσεις µορφής[19] : 

 

                                                          
0
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=
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uu

                                                          [4.24] 

 
όπου ux και uy είναι οι µετατοπίσεις στους κόµβους, ενώ u0 και υ0 είναι οι αντίστοιχες 

συνιστώσες προκαθορισµένων µετατοπίσεων που επιβάλλονται στον κόµβο. 

 

4.10.2 Συνθήκες Neumann  

Οι συνθήκες Neumann (natural boundary conditions) προδιαγράφουν την κάθετη 

βαθµίδα της Φ στους συνοριακούς κόµβους ορίζοντας την τιµή των χωρικών παρα-

γώγων της λύσης στους κόµβους αυτούς. Έτσι, όπου εµφανίζεται η παράγωγος της 

λύσης σε περιοχή του συνόρου, αντικαθίσταται η τιµή της όπως αυτή ορίζεται στην 

συνθήκη Neumann. 

 

Αντίστοιχα µε τις γεωµετρικές συνθήκες, σε προβλήµατα ελαστικότητας, οι φυσικές 

συνθήκες δίνονται από τις εκφράσεις µορφής: 
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όπου fx και  fy είναι οι κοµβικές δυνάµεις, ενώ  f0 και w0 είναι οι αντίστοιχες προκαθο-

ρισµένες συνιστώσες δυνάµεων που επιβάλλονται στον κόµβο. 

 

Γενικά, οι συνοριακές συνθήκες πρέπει να ικανοποιούν µια γενική συνθήκη συνέ-

χειας του πεδίου επίλυσης, η οποία, για τους συνοριακούς κόµβους, διατυπώνεται ως 

εξής: 
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όπου p και q είναι ειδικές χρονοεξαρτώµενες παράµετροι συνοριακών τιµών και ανά-

λογα τις τιµές που λαµβάνουν, καθορίζουν το είδος των συνοριακών συνθηκών του 

προβλήµατος. 

 

Όταν η παράµετρος q λαµβάνει τιµή µηδέν τότε οι συνοριακές συνθήκες τύπου 

Dirichlet λαµβάνουν την µορφή  

 
                                                    0),,,( =Φtyxp bb                                                [4.27] 

 
εκφράζοντας έτσι προδιαγεγραµένη τιµή για την συνάρτηση πεδίου Φ για κάθε t.  

 

Σε αυτή την περίπτωση, η παράµετρος p ορίζεται ως εξής: 

 
                                         ),,(),,,( tyxgtyxp bbbb −Φ=Φ                                     [4.28] 

 

και ο όρος g στην παραπάνω εκφραση καθόριζει την παδιαγεγραµένη τιµή της Φ.  

 

Σε αντίθετη περίπτωση, ισχύουν φυσικές συνοριακές συνθήκες µε τον λόγο των πα-

ραµέτρων p και q να δίνει την προδιαγεγραµµένη τιµή της καθετης βαθµίδας της Φ 

επι του τµήµατος συνόρου για το οποίο διατυπώνονται οι συνορίακες συνθήκες: 
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4.11 Μετασχηµατισµός συντεταγµένων 

 

Σύµφωνα µε τον Αγιουτάντη (2002), οι συναρτήσεις µορφής συνήθως εκφράζονται 

σε κάποιο αυθαίρετο σύστηµα τοπικών συντεταγµένων (local coordinates) σε αντιδια-

στολή µε το καθολικό σύστηµα συντεταγµένων (global coordinates). Αυτο έχει ως 

αποτέλεσµα οι συναρτήσεις µορφής που διέπουν το στοιχείο να εξαρτώνται µόνο από 

την σχετική γεωµετρία αυτού και οχι από την θέση του στον χώρο. 

 

Ο µετασχηµατισµός του συστήµατος συντεταγµένων, από τοπικό σε καθολικό, βασί-

ζεται στην σχέση : 

                                            dtdsJdydxdA ××=×=                                           [4.30] 

 
όπου J είναι η Ιακωβιανή του συστήµατος (Jacobian matrix). 

 

Η Ιακωβιανή υπολογίζεται βάσει των συναρτήσεων µορφής που συνδέονται µε το 

στοιχείο και για τις οποίες απαιτείται διαφόριση. Χρησιµοποιείται στην διαδικασία 

αλλαγής του συστήµατος συντεταγµένων του κάθε στοιχείου ξεχωριστά και κατά συ-

νέπεια όλου του πεδίου επίλυσης. 
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4.12 Επίλυση σε επίπεδο στοιχείου 

 

Η επίλυση του προβλήµατος πεδίου µε την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων 

γίνεται πρώτα σε επίπεδο στοιχείου και στην συνέχεια σε όλο το πεδίο. Η βασική 

εξίσωση που διέπει το κάθε στοιχείο, όπως υπολογίστηκε στις προηγούµενες 

παραγράφους και για τις τρεις διαστάσεις (βλ. εξισώσεις 4.9 , 4.18 & 4.21), είναι : 

 

                                                                                                          [4.31] ∑
=

ΝΦ=Φ
n

i

e
ii

1

 

η οποία ικανοποιεί την συνθήκη που εκφράζεται στην εξίσωση [4.19]. 

 

Έστω, ότι υφίσταται η περίπτωση δισδιάστατου τριγωνικού στοιχείου µε τρεις κόµ-

βους και ότι επιδιώκεται, µε την βοήθεια της Μ.Π.Σ. να επιλυθεί το πρόβληµα της 

ελαστικότητας ενος υλικού. Σηµειώνεται ότι το επίπεδο τριγωνικό στοιχείο έχει έξι 

βαθµούς ελευθερίας (δυο ανά κόµβο). 

 

4.12.1 Καταστατικές εξισώσεις 

 

Η καταστατική εξίσωση συµπεριφοράς του ελαστικού υλικού, η οποία συνδέει το 

αίτιο  (τάση) µε το αποτέλεσµα (µετατόπιση), παρίσταται από την σχέση µορφής : 

 
                                                         )( ijij f εσ =                                                     [4.32] 

 
η οποία µπορεί να γραφεί υπό µορφή πινάκων ως εξής : 

 
                                                        }]{[}{ εσ Ε=                                                    [4.33] 

 
όπου ο πίνακας [Ε] παριστάνει το µητρώο των ελαστικών ιδιοτήτων του υλικού.  

 

Οι εξισώσεις που συνδέουν την παραµόρφωση µε την µετατόπιση, µε βάση τον ορι-

σµό της γραµµικής παραµόρφωσης, είναι οι εξής : 

 

                                
x
u

x ∂
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Η εξίσωση [4.34] µετασχηµατίζεται µε βάση το τοπικό σύστηµα συντεταγµένων και 

τους βαθµούς ελευθερίας του στοιχείου. Στην περίπτωση του τριγωνικού στοιχείου, 

που έχουµε δυο βαθµούς ελευθερίας ανά κόµβο (x, y), ισχύουν οι εξισώσεις : 
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Στην παραπάνω εξίσωση [4.35] οι µερικές παράγωγοι της µορφής ∂s /∂x δεν είναι 

ορισµένες. Με την χρήση του κανόνα της αλυσίδας καθορίζονται σύµφωνα µε την 

παρακάτω εξίσωση : 
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Εποµενως, οι σχέσεις της εξίσωσης [3.34] δύναται να εκφραστεί σαν συνάρτηση των 

συντεταγµένων s, t της Ιακωβιανής και των καθολικών συντεταγµένων xi , yi . 

 

Από τα παραπάνω προκύπτει µια σχέση της µορφής : 

 
                                                       }]{[}{ qB=ε                                                      [4.37] 

όπου  

 

  -  {ε} είναι ο πίνακας των παραµορφώσεων µε διαστάσεις [3 x 1] 

 
  -  {q} είναι το διάνυσµα των µετατοπίσεων στους κόµβους µε διαστάσεις [n x 1] 

 
  -  [B] είναι ο πίνακας συσχετισµού µε διαστάσεις [3 x n] 

 
  -  n είναι οι συνολικοί βαθµοί ελευθερίας του στοιχείου 
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4.12.2 ∆υναµική Ενέργεια 

 

Η δυναµική ενέργεια του κάθε στοιχείου προκύπτει από το άθροισµα της εσωτερικής 

ενέργειας και του έργου των εξωτερικών δυνάµεων που επιδρούν στο στοιχείο, σύµ-

φωνα µε την σχέση : 

 
              ∆υναµική Ενέργεια = Εσωτερική Ενέργεια – Έργο ∆υνάµεων        [4.38] 

 

Η σχέση [4.38] µπορεί να τροποποιηθεί ως εξής : 

 

              ∫∫∫ ∫∫∫ ∫∫ ∑ ⇒−−−=Π
i

iip uFdxdyTdxdydzFdxdydz }{}{}}{{
2
1 εσ        [4.39] 

 

                           ∑∫∫∫ −−−=Π
i

iiAVVp uFdSTdVFdV }{}{}}{{
2
1 εσ                     [4.40] 

 
όπου ο πρώτος όρος περιγράφει την δυναµική ενέργεια, ο δεύτερος όρος περιγράφει 

το έργο που παράγεται από τις δυνάµεις πεδίου, ο τρίτος όρος περιγράφει το έργο που 

παράγεται από τις τάσεις ή τις κατανεµηµένες δυνάµεις που ασκούνται σε ακµές 

(edge loads) ή επιφάνειες (face or surface loads), και ο τελευταίος όρος περιγράφει το 

έργο που παράγεται από τις σηµειακές δυνάµεις. 

 

4.12.3 Μητρώο Ακαµψίας 

 

Η διαφόριση της εξίσωσης [4.36] οδηγεί στην ελαχιστοποίηση της δυναµικής 

ενέργειας : 

                                                  0
}{

0 =
∂
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→=Π
q

p
pδ                                              [4.41] 

 
Από τις εξισώσεις [4.33], [4.37] και [4.40] προκύπτει : 
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όπου  

                                                                                       [4.43] ∫∫=
A

T dxdyBCBhK ]][[][

 
- h είναι το πάχος του στοιχείου 

 
- Α είναι  το εµβαδό του στοιχείου (βλ. εξίσωση 4.14) 

 
- [Κ] είναι το µητρώο ακαµψίας του κάθε στοιχείου (element stiffness matrix)  

 

Το µητρώο ακαµψίας συνδέει το αίτιο (δύναµη) µε το αποτέλεσµα (µετατόπιση) σε 

επίπεδο στοιχείου. Οι συντελεστές του µητρώου [Κ] αποτελούν ισοδύναµες σταθερές 

ιδεατών ελατηρίων, τα οποία συνδέουν τους κόµβους (βαθµούς ελευθερίας) του 

στοιχείου µεταξύ τους. 

 

Η συνάθροιση των µητρώων ακαµψίας όλων των στοιχείων δίνουν το καθολικό 

µητρώο ακαµψίας του πεδίου (global stiffness matrix).  
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4.13 Επίλυση σε επίπεδο σώµατος 

 

Απο τις προαναφερθείσες συναρτήσεις µορφής προκύπτει ότι από κάθε επίλυση σε 

επίπεδο στοιχείου, προκύπτει µια εξίσωση της µορφής : 

 
                                                        { } [ ]{ }qKF =                                                     [4.44] 

 
όπου {F} είναι το αίτιο (επιβαλόµενη δύναµη στο στοιχείο) και {q} είναι το αποτέλε-

σµα (η µετατόπιση που υφίσταται το στοιχείο). Η συνιστώσα [Κ], που αποτελεί το 

µητρώο ακαµψίας του στοιχείου, αναλύθηκε διεξοδικά στην προηγούµενη παράγρα-

φο (βλ. § 4.12). 

 

Για την επίλυση όλου του σώµατος, πρέπει να γίνει συνάθροιση των εξισώσεων 

αυτών (assembly of element equations), µε γνώµονα την σύνδεση των επιµέρους εξι-

σώσεων  συνέχειας που επηρεάζουν κάθε κόµβο και, µετά την εφαρµογή των συνο-

ριακών συνθηκών, να γίνει επίλυση του τελικού γραµµικού συστήµατος. Το γραµ-

µικό αυτό σύστηµα είναι n εξισώσεων µε n αγνώστους, όπου n, όπως ανεφέρθη και 

παραπάνω, είναι ο αριθµός των βαθµών ελευθερίας κάθε κόµβου. 

 

Για την κατανόηση της διαδικασίας 

αυτής, θεωρούνται δέκ  (10) γειτο-

νικά µεταξύ τους στοιχεία µε αρίθ-

µηση κόµβων (βλ. σχ.4.12). Με την 

υπόθεση ότι µε q

 

α

µό κατά 

 
 
 4.12 : Σύνδεση των επιµέρους εξισώσεων  

ix συµβολίζεται ο 

βαθ ς ελευθερίας x στον 

κόµβο i και µε µε qiy συµβολίζεται 

ο βαθµός ελευθερίας κατά y στον 

κόµβο i, οι εξισώσεις για κάθε 

στοιχείο δίνονται από το σύστηµα 

των εξισώσεων : 

        

         
Σχήµα
                     των στοιχείων 
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Για το στοιχείο (1) (κόµβοι 1,2,5) : 

                                [4.45] 

 

ια το στοιχείο (2) (κόµβοι 2,5,6) : 

                             [4.46] 

 

ια το στοιχείο (3) (κόµβοι 2,3,6) : 

                              [4.47] 

 

........  

 

ια το στοιχείο (8) (κόµβοι 8,9,10) : 

                            [4.48] 
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Γενικά, για το στοιχείο (n) (κόµβοι i,j,k) : 

                                [4.49] 

 

πό την παραπάνω ανάλυση γίνεται κατανοητό ότι κάθε στοιχείο επιδρά στα υπόλοι-

 κατάστρωση του συστήµατος των µερικών διαφορικών εξισώσεων που περιγράφη-
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Α

πα στοιχεία µε τα οποία και συνορεύει, ενώ δέχεται και επιρροή αντίστοιχα από αυτά 

στην διαµόρφωση των επιµέρους εξισώσεων. 

 

Η

σαν στο κεφάλαιο αυτό, και οι οποίες διέπουν τα στοιχεία του πεδίου αποτελούν την 

µέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων. 
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Κεφάλαιο 5ο 

  

Προγραµµατισµός των  
Πεπερασµένων

 

.1 Το λογισµικό πακέτο MATLAB 

ο MATLAB είναι ενα λογισµικό το οποίο χρησιµοποιείται σε διάφορες περιοχές 

ενικά, το MATLAB αποτελεί ένα χρήσιµο εργαλείο για πράξεις µε διανύσµατα 

.2 Ανάλυση µε πεπερασµένα στοιχεία στο MATLAB 

 δοµή του αλγόριθµου που κατασευάστηκε µε βάση την ανάλυση µε την µέθοδο 

• Το στάδιο της Προ-επεξεργασίας (Pre-processor unit) 

t) 

 

 Στοιχείων στο Matlab 

 

5

 

Τ

τεχνoλογικών και επιστηµονικών εφαρµογών. ∆εν είναι γλώσσα προγραµµατισµού 

υπολογιστή, όµως κάνει σχεδόν ότι κάνει µια τέτοια γλώσσα (πχ. Fortran, C, Pascal). 

Έχει γραφεί σε αυτοµατοποιηµένη βάση και δεν απαιτεί γνώση σε βάθος των λει-

τουργικών αρχών του προγραµµατισµού σε Η/Υ που απαιτείται στις περισσότερες 

των γλωσσών προγραµµατισµού. Ο αριθµητικός υπολογισµός στο MATLAB χρησι-

µοποιεί συλλογές γραµµένων µαθηµατικών υπορουτίνων. Το πακέτο περιέχει επίσης 

Graphical User Interface (GUI) καθώς και τρισδιάστατη αναπαράσταση γραφικών. 

 

Γ

(vectors) και µητρώα (matrices). Για τον λόγο αυτό, το λογισµικό µπορει να χρησιµο-

ποιηθεί επωφελώς ως εργαλείο επίλυσης στην µεθόδο των πεπερασµένων στοιχείων. 

 

5

 

Η

των πεπερασµένων στοιχείων διακρίνεται σε τρία στάδια επεξεργασίας : 

 

• Το στάδιο της κύριας επεξεργασίας (Processor unit) 

• Το στάδιο της µετα-επεξεργασίας (Post-processor uni
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Σ  

• Στο στάδιο της προ-επεξεργασίας

ε κάθε στάδιο λαµβάνουν χώρα οι ανίστοιχες διαδικασίες :

 
 : 

 

ν αντίστοιχων παρατάξεων (arrays) 

• ίας

o Ανάγνωση των δεδοµένων εισόδου

o Καθορισµός των µεγεθών (sizes) τω

o ∆ηµιουργία γεωµετρίας των σταδίων εκσκαφής του µοντέλου 

o ∆ιακριτοποίηση του µοντέλου 

Στο στάδιο της κύριας επεξεργασ  : 

ι των µητρώων κάθε στοιχείου 

ο 

 α εξισώσεων 

 σε κάθε στοιχείο 

αβλητές 

ν 

ς σταδίου 

o

 τρέχοντος σταδίου µε τους κόµβους του 

  των κόµβων του 

 καν από το 

 ν τοπικών και καθολικών διανυσµάτων και µητρώων. 

ς σταδίου 

• Σ

o Έλεγχος αριθµού σταδίου εκσκαφής 

o Άν το τρέχον στάδιο είναι το πρώτο : 

 Υπολογισµός των διανυσµάτων κα

 Συγκρότηση των διανυσµάτων και των µητρώων των στοιχείων στ

συστηµικό διάνυσµα και µητρώο 

Συνάθροιση στο καθολικό σύστηµ

 Εφαρµογή φορτίσεων και συνοριακών συνθηκών

 Επίλυση της µητρωικής εξίσωσης ως προς τις κύριες κοµβιακές µετ

 Υπολογισµός των δευτερευουσών µεταβλητών 

 Αντιστοίχιση κόµβων και κοµβιακών µεταβλητώ

 Αποθήκευση όλων των πληροφοριών του τρέχοντο

 Άν το τρέχον στάδιο είναι άλλο : 

 Αντιστοίχιση των κόµβων του

προηγούµενου σταδίου (υπέρθεση σταδίων). 

Μεταφορά των αποθηκευµένων πληροφοριών

προηγούµενου σταδίου στους κοµβους του τρέχοντος σταδίου. 

Μηδενισµός των διανυσµάτων και µητρώων που κατασκευάστη

προηγούµενο στάδιο 

Επαναυπολογισµός τω

 Υπολογισµός των νέων κύριων και δευτερευουσών µεταβλητών 

 Αντιστοίχιση κόµβων και κοµβιακών µεταβλητών 

 Αποθήκευση όλων των πληροφοριών του τρέχοντο

το στάδιο της µετά-επεξεργασίας : 

o Σχεδίαση και / ή εκτύπωση των αποτελεσµάτων σε κάθε στάδιο εκσκαφής. 
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5.3 Στάδιο Προ-επεξεργασίας  

ι κύριες παράµετροι εισόδου που χρειάζονται για τον προγραµµατισµό µε πεπερα-

• Η γεωµετρία του πεδίου 

 του συστήµατος 

σύστηµα συντεταγµένων 

ήµατος 

 
το πρώτο στάδιο γίνεται η ανάγνωση των δεδοµένων που περιγράφουν το πρόβληµα 

.3.1 Εισαγωγή της γεωµετρίας 

 εισαγωγή και η περιγραφή της γεωµετρίας µπορεί να επιτευχθεί µε την εισαγωγή 

α αρχεία αυτά προκύπτουν από εφαρµογή σχεδιαστικών πακέτων όπως το 

 

Ο

σµένα στοιχεία είναι : 

 

• Ο αριθµός των στοιχείων

• Οι συντεταγµένες κάθε κόµβου στο γενικό (global) 

• Το είδος κάθε στοιχείου 

• Οι συνοριακές συνθήκες 

• Οι παράµετροι του προβλ

Σ

από γεωµετρικής και παραµετρικής άποψης. Τα δεδοµένα αυτά είναι η γεωµετρία του 

πεδίου επίλυσης, οι φυσικές παράµετροι του µέσου που εµφανίζονται στη βασική δια-

φορική εξίσωση ως συντελεστές των όρων της, καθώς και στους καταστατικούς νό-

µους που περιγράφουν το πρόβληµα πεδίου το οποίο επιλύεται.  

 

5

 

Η

στο MATLAB ενος συµβατού µε τα δεδοµένα, δοµηµένου πίνακα. Η διαδικασία αυτή 

είναι εύκολο να γίνει άµεσα, καθορίζοντας τον πίνακα για απλές γεωµετρίες, ωστόσο, 

για πολύπλοκα γεωµετρικά σχήµατα είναι επίπονη εργασία. Γι’αυτό το λόγο κατα-

σκευάστηκε ενας αλγόριθµος εισαγωγής της γεωµετρίας του πεδίου (dxf_read.m) στο 

MATLAB, ο οποίος παρέχει την δυνατότητα ανάγνωσης παραµετρικών αρχείων σε 

µορφή DXF.  

 

Τ

AutoCAD, όπου η σχεδίαση ακόµη και πολύπλοκων γεωµετρικών σχηµάτων είναι 

πιο ευκολη διαδικασία. Αναγκαία προυπόθεση για την συµβατότητα του αλγόριθµου 

αυτού είναι η σχεδίαση στο AutoCAD των σχηµάτων µε κλειστά περιγράµµατα 

(p_lines). Ο αλγόριθµος αναγνωρίζει τις συντεταγµένες των p_lines και κατασκευάζει 
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εναν πίνακα [gd] ο οποίος εισάγεται στο MATLAB και έχει την µορφή που φαίνεται 

στο σχήµα 5.1 : 
 

 

τον πίνακα (βλ. σχ. 5.1) κάθε στήλη αντιστοιχεί και σε ένα κλειστό γεωµετρικό πε-

ι επόµενες n τον αριθµό γραµµές, όπου n ο αριθµός των τµηµάτων, περιέχουν τις x 

κτός του παραµετρικού πίνακα γεωµετρίας [gd] υπάρχουν ακόµη δυο εντολές του 

ιο συγκεκριµένα, η παράµετρος [ns] δίνει έναν αριθµητικό πίνακα του οποίου κάθε 

στήλη αντιστοιχεί στον συνδυασµό των αριθµών διπλής ακρίβειας (double-precision) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.1 : ∆οµηµένος πίνακας που περιγράφει την γεωµετρία του αρχείου dxf_read 

Σ

ρίγραµµα, ενώ κάθε γραµµή περιέχει συγκεριµένες πληροφορίες για την γεωµετρία 

του πεδίου. Η πρώτη γραµµή περιέχει µόνο τον αριθµό δυο (2), ο οποίος αριθµός 

αντιστοιχεί στον κωδικό πολυγωνικής κλειστής καµπύλης για το πρόγραµµα. Η δεύ-

τερη γραµµή περιέχει των αριθµό n των γραµµικών τµηµάτων (segments) που καθο-

ρίζουν το κάθε κλειστό περίγραµµα. 

 

Ο

συντεταγµένες των αρχικών σηµείων του κάθε τµήµατος, ενώ οι επόµενες, n τον 

αριθµό γραµµές, περιέχουν τις y συντεταγµένες των αρχικών σηµείων του κάθε τµή-

µατος αντίστοιχα. 

 

Ε

MATLAB οι οποίες αφορούν την περιγραφή της εσωτερικής δοµής του ολικού χω-

ρίου ως προς τα υποπεδία που το αποτελούν.  

 

Π
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των χαρακτήρων που αποτελούν την συµβολοσειρά του ονόµατος - ετικέτας (label) 

ενός συγκεκριµένου υποπεδίου όπως ο πίνακας αυτός υπολογίζεται από την εντολή 

‘double’ του MATLAB. Το όνοµα του υποπεδίου ορίζεται από τον χρήστη (πχ. p1). 

 

Η δεύτερη παράµετρος που περιγράφει την δοµή του ολικού πεδίου είναι η [sf], η 

ποία καθορίζει την σύνθεση µεταξύ των υποπεδίων. Αν, για παράδειγµα, υπάρχουν ο

δυο υποπεδία (p1, p2, µε το p2 να περικλείεται µέσα στο p1) στην συνολική γεωµε-

τρία του χωρίου, µπορεί να οριστεί η φόρµουλα : 

 
                                                       '21' ppsf −=                                                      [5.1] 

1 και  να αφ

ωρίο (βλ.σχ  5.2) 

 

 
 
Οι πληροφορίες του πίνακα f  και ns αναλύεται περισ-

ότερο εκτελόντας την εντόλη αποδόµησης του πίνακα γεωµετρίας decsg και η οποία 

 
ώστε να προστεθεί το υποπεδίο p αιρεθεί το υποπεδίο p2 από το ολικό 

χ

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 5.2 : Σύνθετο πεδίο αποτελούµενο από τα υποπεδία p1 και p2  

όπου ισχύει η φόρµουλα p1-p2 

 [gd] και των παραµέτρων s

σ

εξάγει ενα µητρώο [g], που είναι ο αναλυτικός πίνακας της γεωµετρίας. 

 

 

 

∆ιπλωµατική Εργασία 56 



                                                                                                                      

5.3.2 Κατασκευή σταδίων εκσκαφής  

σία αυτή, η συµπεριφορά του µοντέλου εκ-

καφής προσδιορίζεται σε φάσεις (στάδια εκσκαφής).  

άρρηκτο. Στο δευτερο στάδιο 

αµβάνει χώρα η πρώτη φάση εκσκαφής ενος τµήµατος του υπόγειου ανοίγµατος και 

δίων, που εφαρµόζονται στον συγκεκριµένο κώδικα του 

ρογράµµατος, δηµιουργείται βάσει της σχέσης (5.1) για τα υποπεδία pi. Συγκεκριµέ-

 

Στο πρόβληµα που µελετάται στην εργα

σ

 

Στο πρώτο στάδιο το µοντέλο του γεωυλικού είναι αδι

λ

παράλληλα τοποθετούνται µέτρα υποστήριξης µε την µορφή συνοριακών συνθηκών. 

Στο τρίτο και τελευταίο στάδιο εκσκάπτεται επιπλέον τµήµα του ανοίγµατος το οποίο 

παραµένει ανυποστήρικτο. 

 

Η γεωµετρία των τριων στα

π

να, στα τρια στάδια εφαρµόζονται οι αντίστοιχες σχέσεις (βλ. σχ. 5.3) : 

 
 - για το πρώτο στάδιο : 
                                                       '321' pppsf ++=                                              [5.2] 

  - για το δεύτερο στάδιο :
'321' pppsf +−=                                              [5.3]                                                        

 - για το τρίτο στάδιο : 
                                                       sf '321' ppp                                              [5.4] −−=

Σχήµα 5.3 : Η αντιστοίχιση των υποπεδίων στο ολικό πεδίο του προβλήµατος 
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5.3.3 ∆ιακριτοποίηση του πεδίου 

 

 του πεδίου σε πεπερασµένα στοιχεία. Όπως 

αι η εισαγωγή της γεωµετρίας, έτσι και η διακριτοποίηση του χωρίου µπορεί να γίνει 

 

 αλγόριθµο τριγωνοποίησης του Delaunay, διακρι-

ποιώντας το ορισµένο πεδίο σε τριγωνικά-τρικοµβικά στοιχεία (βλ. σχ. 5.4). Η 

 

 

Στην συνέχεια γίνεται η διακριτοποίηση

κ

άµεσα µε εφαρµογή κατάλληλων µεν, πολύπλοκων δε, εξισώσεων. Ωστόσο είναι ευ-

κολότερη και προτιµότερη η αυτόµατη διακριτοποίηση µε την εφαρµογή της εντολής 

‘initmesh’ από τη βιβλιοθήκη εντολών pdetool. Πύκνωση του πλέγµατος δύναται να

γίνει µε την εντολή ‘refinemesh’.  

 

Η εντολή θέτει σε εφαρµογή έναν

το

διαστασιολόγηση των τριγωνικών στοιχείων εξαρτάται από ορίσµατα εισόδου όπως

είναι η τιµή του µέγιστου µήκους πλευράς τριγωνικού στοιχείου ‘Hmax’ και ο ρυθµός 

ανάπτυξης του πλέγµατος ‘Hgrad’ από τα σύνορα προς το εσωτερικό του πεδίου, ο 

οποίος ορίζεται από τον λόγο του αριθµού των κόµβων στα σύνορα προς τον αριθµό 

των κόµβων που δηµιουργούνται στο εσωτερικό του πεδίου λαµβάνοντας τιµές µεγα-

λύτερες από 1 και µικρότερες από 2.  

 

Σχήµα 5.4 : ∆ιακριτοποίηση σε τριγωνικά στοιχεία βάσει του αλγόριθµου Delaunay 
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Στην περίπτωση κατά την οποία µε την εκτέλεση της εντολής ‘initmesh’, δεν καθορί-

ε εφαρµογή της εντολής προκύπτουν τρεις αριθµητικοί πίνακες, οι [p], [e] και [t], οι 

 πίνακας [p] είναι ο πίνακας των κόµβων του πλέγµατος. Αποτελείται από δύο 

 πίνακας [e] είναι ο πίνακας των ακµών (edges) που δηµιουργήθηκαν κατά µήκος 

τη πρώτη και δεύτερη γραµµή κάθε στήλης, περιέχονται ακέραιοι αριθµοί, δείκτες 

τρόπο το αν η ακµή ανήκει σε εξωτερικό σύνορο ή περίγραµµα οπής. 

ζονται αυτές οι παράµετροι, τότε το µέγιστο µήκος πλευράς τριγωνικού στοιχείου 

εκτιµάται αυτόµατα από τον αλγόριθµο τριγωνοποίησης για δεδοµένη εξ’ορισµού τι-

µή του ρυθµού ανάπτυξης πλέγµατος που είναι ίση µε 1,3. Η διακριτοποίηση κοντά 

σε ανοίγµατα είναι πυκνότερη από ότι σε άλλες περιοχές του πεδίου (βλ. § 4.4.5). 

 

Μ

οποίοι και περιγράφουν τις παραµέτρους του πλέγµατος των τριγωνικών στοιχείων 

που έχει δηµιουργηθεί. 

 

Ο

γραµµές και τόσες στήλες όσοι είναι και οι κόµβοι του πλέγµατος. Στην πρώτη γραµ-

µή του πίνακα περιέχονται οι συντεταγµένες x των αντιστοιχών κόµβων, ενώ στην 

δεύτερη γραµµή περιέχονται οι αντίστοιχες συντεταγµένες y. 

 

Ο

των τµηµάτων των συνόρων, και οι οποίες ακµές είναι στην ουσία πλευρές τριγωνι-

κών στοιχείων που εφάπτονται επί των τµηµάτων των συνόρων. Ο πίνακας αποτελεί-

ται από επτά γραµµές και τόσες στήλες όσες είναι οι δηµιουργηθήσες ακµές επί των 

συνόρων του πεδίου (η κάθε στήλη αντιστοιχεί σε µια συγκεκριµένη ακµή).  

 

Σ

των κόµβων που καταλαµβάνουν τα δύο άκρα της αντίστοιχης ακµής, και αντιστοι-

χούν σε αύξοντες αριθµούς στηλών του πίνακα [p].  Στην τρίτη και τέταρτη γραµµή 

κάθε στήλης περιέχονται τιµές για τα άκρα της αντίστοιχης ακµής µεταξύ 0 και 1, οι 

οποίες εξαρτώνται από τις σχετικές αποστάσεις των άκρων αυτών από το κέντρο του 

αντίστοιχου τριγωνικού στοιχείου και χρησιµοποιούνται ώς συντελεστές παρεµβολής. 

Στην πέµπτη γραµµή περιέχεται ο αύξων αριθµός του τµήµατος του συνόρου στο ο-

ποίο ανήκει η αντίστοιχη, µε την στήλη, ακµή και ο οποίος αντιστοιχεί σε αριθµό 

στήλης του πίνακα γεωµετρίας [g]. Στην έκτη και έβδοµη γραµµή, περιέχονται οι αύ-

ξοντες αριθµοί των υποπεδίων τα οποία διαχωρίζονται από την ακµή, µε τη θέση του 

µηδενικού αύξοντα αριθµού να καθορίζει κατά ανάλογο, µε τον πίνακα γεωµετρίας, 
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Ο πίνακας [t] είναι ο πίνακας των τριγωνικών στοιχείων που συνθέτουν το πλέγµα. 

Αποτελείται από τέσσερις γραµµές και αριθµό στηλών αντίστοιχο µε τα στοιχεία. 

 αρχικές και οι συνοριακές συνθήκες του 

ροβλήµατος που µπορεί να µην χαρακτηρίζουν τις ιδιότητες αυτού καθ’αυτού του 

κές συνθήκες περιλαµβάνουν, όπως αναλύθηκε στην θεωρία των πεπερα-

µένων στοιχείων, τις εξωτερικές δυνάµεις (load) που εφαρµόζονται στο πρόβληµα 

Στις τρεις πρώτες γραµµές κάθε στήλης, περιέχονται οι δείκτες των κόµβων (αύξο-

ντες αριθµοί στηλών του πίνακα p) που καταλαµβάνουν τις κορυφές του τριγωνικού 

στοιχείου (στο οποίο αντιστοιχεί η συγκεκριµένη στήλη) µε φορά αρίθµησης παράλ-

ληλη µε τη φορά κίνησης των δεικτών του ρολογιού. Η τετάρτη γραµµή της κάθε 

στήλης του πίνακα, περιέχει τον αύξοντα αριθµό υποπεδίου στο οποίο ανήκει το τρι-

γωνικό στοιχείο που αντιστοιχεί στη στήλη αυτή. Εννοείται φυσικά ότι η καταχώριση 

στην τέταρτη στήλη δεν µπορεί να είναι µηδέν, διότι µηδενικός αύξων αριθµός υπο-

πεδίου, αντιστοιχεί σε κενό εντός του οποίου δεν δηµιουργείται πλέγµα στοιχείων. 

 

5.3.4 Εισαγωγή συνοριακών συνθηκών 

 

Σε αυτό το στάδιο εισάγονται επίσης οι

π

πεδίου, αλλά αποτελούν βασικά συστατικά για τον πλήρη ορισµό του προβλήµατος 

έτσι ώστε να προκύψει ένα ολοκληρωµένο αριθµητικό µοντέλο η επίλυση του οποίου 

οδηγεί τελικά στη λύση του προβλήµατος πεδίου που εξετάζεται. Η εισαγωγή των 

συνθηκών επιτυγχάνεται µε την χρήση εξωτερικών αρχείων κώδικα (m-files) τα οποία 

έχουν γραφτεί και αποθηκευτεί στο περιβάλλον του MATLAB. Σε κάθε στάδιο 

εκσκαφής εισάγονται οι κατάλληλες συνοριακές συνθήκες για την επίλυση του 

µοντέλου. 

 

Οι συνορια

σ

και τις συνθήκες ισορροπίας του πεδίου (πχ. αγκύρωση κατώτερων ή / και πλευρικών 

κόµβων, κλπ). Επιγραµµατικά, οι συνοριακές συνθήκες είναι οι γεωµετρικές 

(Dirichlet), οι φυσικές συνοριακές συνθήκες (Neumann) και ο συνδυασµός των 

δυο[19]. 
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5.3.4.1 Συνθήκες Dirichlet 

συνθήκες (Dirichlet) στον προγραµµατισµό των πεπερα-

µένων στοιχείων, για δισδιάστατα προβλήµατα γεωµηχανικής, προσδιορίζουν την 

) =endDx ) =

 

Οι γεωµετρικές συνοριακές 

σ

µετατόπιση κόµβων σε σηµεία, σε σύνολο σηµείων, ή σε τµήµατα συνόρων του πε-

δίου επίλυσης. Συνήθης εφαρµογή τους είναι ο µηδενισµός των µετατοπίσεων σε 

τµήµατα συνόρων του πλέγµατος. Ορίζονται, για παράδειγµα, ώς : 

 

                                      ( 0) =begDx
        και        ( 0)

( 0 ( 0

=

endDy
                      [5.5] 

 τµήµα  Οι δείκτε
παραπάνω εξίσωση ορίζονται σύµφωνα µε τον γεωµετρικό πίνακα και εκφράζουν το 
ρχικό και τελικό κοµβικό σηµείο κάθε γραµµικού τµήµατος αντίστοιχα. Η εφαρ-

ι το 

κες (Neumann) στον προγραµµατισµό των πεπερασµέ-

ων στοιχείων, για δισδιάστατα προβλήµατα γεωµηχανικής, προσδιορίζουν την παρά-

άµεις ή δυνάµεις κατανεµηµένης φόρτισης επί µήκος συνόρου. Η σηµειακή φόρτιση 

yy ff =

begDy
              

 
σε συγκεκριµένα γραµµικά τα (segments). ς ‘beg’ και ‘end’ στην 

α
µογή, συνεπώς, των εντολών είναι η µηδενική µετατόπιση από το αρχικό µέχρι κα
τελικό σηµείο κατά τον άξονα των x ή τον άξονα των y αντίστοιχα. 

 

5.3.4.2 Συνθήκες Neumann 

 

Οι φυσικές συνοριακές συνθή

ν

γωγο της µετατόπισης κόµβων σε σηµεία, σε τµήµατα συνόρων του πεδίου επίλυσης. 

 

Φυσικές συνοριακές συνθήκες είναι η φόρτιση του εκάστοτε υλικού µε σηµειακές δυ-

ν

σε έναν κόµβο στοιχείου του πεδίου του προβλήµατος ορίζεται, για παράδειγµα, ως : 

 

                                                           0xx ff =
                                                         [5.6] 

0

 
Με κατάλληλο σύστηµα εξισώσεων µεις αυτές µπορούν να εφαρµοστούν σε οι δυνά

άθε κόµβο κάθε στοιχείου του πεδίου ή στο κέντρο βάρους κάθε στοιχείου του πλέ-

 

κ

γµατος. Αντίστοιχα µε τις γεωµετρικές συνοριακές συνθήκες, σε κάθε στάδιο εκσκα-

φής εισάγονται οι κατάλληλες συνθήκες Neumann για την επίλυση του µοντέλου. 

∆ιπλωµατική Εργασία 61 



                                                                                                                      

5.3.5 Παράµετροι του προβλήµατος 

 

Τέλος, οι παράµετροι του προβλήµατος, οι ιδιοτιµές του υλικού, µπορούν να εισαχ-

 να καλειται ο χρήστης να τις εισάγει κατά την 

φαρµογή του προγράµµατος. Η δεύτερη εκδοχή είναι προτιµότερη, δίνοντας στον 

• Το ειδικό βάρος του υλικού (γ) σε MN/m3 

 

 

 

θούν στην αρχή του κώδικα ή δύναται

ε

χρήστη την δυνατότητα να εισάγει διαφορετικές τιµές στις παραµέτρους, προσαρ-

µόζοντας το πρόβληµα στα εκάστοτε ζητούµενα. Οι τιµές των παραµέτρων εισάγο-

νται εξωτερικά του αρχείου µε την χρήση στο αρχείο της εντολής ‘input’ όπου το 

πρόγραµµα καλεί τον χρήστη να τις εισάγει. Οι παράµετροι του προβλήµατος που 

µελετάται στην εργασία αυτή είναι : 

 

• Το µέτρο ελαστικότητας (Ε) του Young σε MPa 

• Ο λόγος του Poisson (v) 
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5.4 Στάδιο Κύριας Επεξεργασίας  

ι τιµές των παραµέτρων του πλέγµατος και ο πίνακας γεωµετρίας, αποτελούν την 
θµητικού µοντέλου. Η πληροφορία, ωστόσο, που 
µετρικών πινάκων, δεν επαρκεί για την επίλυση 

υ προβλήµατος. Απαιτούνται επιπλέον οι µαθηµατικές εξισώσεις και οι παράµετροι 
-

 

κάθε στοιχείου 

 

5

 

το σηµείο αυτό, στον αλγόριθµο, υπεισέρχεται η προυποθετή απόφανση if , η οποία 

αρµόζονται οι υπολογισµοί των µητρώων και 

ν διανυσµάτων. 

Γίνεται επίλυση των εξισώσεων και αποθηκεύονται οι τιµές των 

ποτελεσµάτων. Τα εξαγόµενα αποτελέσµατα είναι οι τάσεις (σij), οι τροπές (εij), οι 

 του τρέχοντος σταδίου. Η 

ιαδικασία αυτή καλείται υπέρθεση µεταξύ των σταδίων. Η αντιστοίχιση γίνεται διότι 

Στους κόµβους αυτούς γίνεται εφαρµογή 

 

Ο
γεωµετρική βάση δεδοµένων του αρι
παρέχεται από το σύστηµα των παρα
το
αυτών, που σχετίζονται µε το κάθε στοιχείο του πεδίου και υπεισέρχονται στην διατύ
πωση των εξισώσεων διακριτοποίησης και στην επίλυση τους ώστε να προκύψει η τε-
λική λύση. Οι παράµετροι αυτές είναι οι εξής: 

• Οι συναρτήσεις µορφής του κάθε στοιχείου 

• Οι βαθµίδες των συναρτήσεων µορφής του 

.4.1 Υπέρθεση µεταξύ των σταδίων 

Σ

εντοπίζει σε ποιο στάδιο εκσκαφής εφ

τω

 

Αν εξετάζεται το πρώτο στάδιο εκσκαφής, τότε δίνεται η εντολή για την κατάστρωση 

των συναρτήσεων. 

α

µετατοπίσεις (uij) και οι κοµβικές δυνάµεις (nodal forces). 

 

Αν το στάδιο είναι άλλο από το πρώτο, τότε λαµβάνει πρώτα χώρα η αντιστοίχιση 

των κόµβων του προηγούµενου σταδίου µε τους κόµβους

δ

απο στάδιο σε στάδιο η γεωµετρία του πεδίου αλλάζει (βλ. § 5.3.2), κάποια στοιχεία 

αφαιρούνται από το πλέγµα του πεδίου επίλυσης, µε αποτέλεσµα να αλλάζει και η 

αρίθµηση των κόµβων των υπόλοιπων στοιχείων σε σχέση µε την αντίστοιχη 

αρίθµηση αυτών στο προηγούµενο στάδιο. 

 

Στο νέο στάδιο, πριν από κάθε υπολογισµό, οι κόµβοι των στοιχείων που δεν αφαιρέ-

θηκαν, βρίσκονται στην αρχική τους θέση. 
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των αποτελεσµάτων των µεταβολών των µετατοπίσεων από το προηγούµενο στάδιο, 

ώστε η επίλυση να ξεκινήσει από εκεί που σταµάτησε στο προηγούµενο στάδιο. 

 

Από τις µεταβολές των µετατοπίσεων (∆Uij) υπολογίζονται οι τάσεις, οι τροπές και οι 

οµβικές δυνάµεις σε επίπεδο στοιχείου. Οι τιµές αυτές εφαρµόζονται στους 

.4.2 Υπολογισµός και συναρµολογή διανυσµάτων και µητρώων  

ιο, χρησιµοποι-

ύνται στην συγκρότηση των διανυσµάτων και των µητρώων που διέπουν κάθε στοι-

• Πίνακας συντελεστών των συναρτήσεων µορφής (Shape Matrix) 

τήσεων µορφής (B matrix) 

 

 

Ο ς που διέπουν το πρό-

ληµα. Περιέχει τις συναρτήσεις µορφής για κάθε κόµβο του στοιχείου. Για τριγω-

κ

αντίστοιχους κόµβους του τρέχοντος σταδίου και αθροίζονται στις νέες τιµές που 

προκύπτουν από την νεα επίλυση του τρέχοντος σταδίου. Ο υπολογισµός των µετα-

βλητών που ανεφέρθησαν, αναλύεται στις επόµενες ενότητες. 

 

 

5

 

Οι συναρτήσεις µορφής, που περιγράφησαν σε προηγούµενο κεφάλα

ο

χείο ξεχωριστά. Η εφαρµογή του συστήµατος των συναρτήσεων µορφής µε τα δεδο-

µένα  εισόδου οδηγεί στην κατασκευή των διανυσµάτων και µητρώων κάθε ενος 

στοιχείου, τα οποία, εν συνεχεία, συναρµολογούνται ώστε να προκύψει το καθολικό 

δίανυσµα και µητρώο του βήµατος φόρτισης. Για τον λόγο αυτό θα πρέπει να καθορι-

στεί που πρέπει να τοποθετηθεί το µητρώο κάθε στοιχείου στο καθολικό σύστηµα. Τα 

διανύσµατα και µητρώα που πρέπει να υπολογιστούν είναι τα εξής : 

 

• Πίνακας των συναρτήσεων µορφής (N matrix) 

• Πίνακας συντελεστών των βαθµίδων των συναρ

• Ιακωβιανός πίνακας αλλαγής συστήµατος συντεταγµένων (Jacob)

• Ο πίνακας ακαµψίας του πεδίου επίλυσης (Stiffness matrix) 

• Το διάνυσµα φόρτισης του πεδίου επίλυσης (Load Vector) 

 πίνακας ‘N matrix’ είναι ο πίνακας των συναρτήσεων µορφή

β

νικό – τρικοµβικό στοιχείο ο πίνακας αυτός έχει διαστάσεις 6 x 2 και έχει την µορφή : 
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Ο πίνακας ‘Shape Matrix’, αντιστοιχίζει τετραγωνικούς υποπίνακες σε όλα τα στοι-

χεία του πεδίου, που περίεχουν τους συντέλεστες των όρων των συναρτήσεων µορ-

φής του αντίστοιχου στοιχείου.                                              

 

Ο πίνακας ‘B matrix’ αντιστοιχίζει σε όλα τα στοιχεία του πεδίου αντίστοιχους τετρα-

γωνικούς υπόπίνακες (2 x 6) των συντελεστων των όρων των βαθµίδων των συναρ-

τήσεων µορφής.  

 

Ο πίνακας ‘Jacob’ αντιστοιχίζει τον Ιακωβιανό πίνακα µετασχηµατισµού του στοι-

χείου από το γενικό Καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων (x, y) στο τοπικό σύστηµα 

συντεταγµένων (ξ, η) του στοιχείου. 

 

Ο πίνακας ‘stiffness matrix’ του πεδίου περιέχει υποπίνακες ακαµψίας για κάθε στοι-

χείο ξεχωριστά. Οι υποπίνακες αυτοί ειναι τετραγωνικοί (6 x 6). Η εξίσωση που δίνει 

τον πίνακα ακαµψίας για κάθε στοιχείο (element stiffness matrix) είναι : 

 

                                        [ ] [ ] [ ]eeTee BDBJK ××××=
2
1                                         [5.8] 

 

όπου, |J| είναι η ορίζουσα του Ιακωβιανού πίνακα, [Βe] είναι ο πίνακας [Β] του 

στοιχείου, [Βe]Τ είναι ο ανάστροφος του πίνακα [Β] και [De] είναι ο πίνακας των πα-

ραµέτρων του υλικού. Ο πίνακας ακαµψίας του ολικού πεδίου επίλυσης (global 

stiffness matrix) προκύπτει από την συναρµολογή των επιµέρους τοπικών µητρώων 

ακαµψίας των στοιχείων. 

 

Το διάνυσµα ‘Load Vector’ είναι το διάνυσµα που εκφράζει την επιβολή φορτίσεων 

στο πεδίο του προβλήµατος. Συναρµολογείται από τα διανύσµατα φόρτισης κάθε 
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στοιχείου του πλέγµατος. Η εξίσωση που δίνει το διάνυσµα φόρτισης για κάθε στοι-

χείο (element load vector) είναι : 

 

              Load vector = we + φυσικές συνοριακές συνθήκες (Neumann)       [5.9] 

 

όπου το we εκφράζει τις εξωτερικές δυνάµεις που συµµετέχουν στην φόρτιση του 

στοιχείου και δίνεται από την εξίσωση : 

                                                   [ ] w
e fNJw ×××=

2
1                                            [5.10] 

 
όπου, |J| είναι η ορίζουσα του Ιακωβιανού πίνακα, [Ν] είναι ο πίνακας των συναρ-

τήσεων µορφής του στοιχείου και [fw] είναι ένας πίνακας διαστάσεων 2 x 1, όπου 

στην πρώτη γραµµή είναι η τιµή της x συνιστώσας και στην δεύτερη γραµµή είναι η 

τιµή της y συνιστώσας του διανύσµατος της δύναµης που επιβάλλεται στο στοιχείο. 

 

 

5.4.3 Περιγραφή της διαδικασίας επίλυσης 

 

Θα πρέπει εδώ να σηµειωθεί ότι όλα τα διανύσµατα και τα µητρώα που κατασκευά-

ζονται µε σκοπό την επίλυση του προβλήµατος, µηδενίζονται στην αρχή κάθε στα-

δίου ώστε να επαναϋπολογιστούν µε βάση τα νέα δεδοµένα που υπεισέρχονται στο 

τρέχον στάδιο εκσκαφής. Έτσι, στο νέο στάδιο γίνεται επανακατασκευή των διανυ-

σµάτων και των µητρώων και νεα επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων.  

 

Η διαδικασία, της οποίας προηγήθηκε η περιγραφή, λαµβάνει χώρα για τρία, τον 

αριθµό, στάδια. Το αρχικό στάδιο εκσκαφής, όπου το υλικό παραµένει αδιάρρηκτο, 

υποβάλλεται µόνο σε βαρυτικές φορτίσεις (gravity load). Στα επόµενα δυο στάδια εκ-

σκαφής αφαιρούνται τµήµατα του υλικού (βλ. § 5.3.2), ενώ το µοντέλο φορτίζεται µε 

βαρύτητα. Στα δυο αυτά στάδια εκσκαφής εφαρµόζονται µέτρα υποστήριξης, µε την 

µορφή φυσικών συνοριακών συνθήκών, στα τοιχώµατα (οροφή και δάπεδο) του 

ανοίγµατος p2 (βλ. σχ. 5.5). Τέλος, οι συνθήκες Dirichlet εφαρµόζονται στο δεξιό και 

το αριστερό όριο του µοντέλου για µηδενική µετατόπιση στον x άξονα (κύλιση), και 
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στο κάτω όριο του µοντέλου για µηδενική µετατόπιση στον  x και τον y άξονα (πά-

κτωση) αντίστοιχα (βλ. σχ. 5.5). Με την διαδικασία αυτή επιτυγχάνεται η συρρίκνω-

ση της γεωµετρίας του άπειρου, στην πραγµατκότητα, µέσου σε πεπερασµένο. 

Ουσιαστικά, δηλαδή, η εντατική κατάσταση µακριά από το άνοιγµα δεν επηρεάζει, 

ούτε επηρεάζεται από πεδία δυνάµεων. 

 
 
 
 

 
 

 
 

Σχήµα 5.5 : Επιβολή συνοριακών συνθηκών στο πεδίο του προβλήµατος 
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5.5 Στάδιο Μετά-Επεξεργασίας  

 

Η εισαγωγή των κατάλληλων παραµέτρων στο πρόγραµµα εκκινεί την διαδικασία 

επίλυσης του προβλήµατος και την εξαγωγή, σε µητρώα και / ή σε γραφήµατα, των 

αποτελεσµάτων του προβλήµατος. Στην διαδικασία αυτή χρήσιµη είναι η εντολή plot 

που περιέχεται στο Graphical User Interface (GUI) του MATLAB. 

 

Από την επίλυση του προβλήµατος πεδίου προκύπτουν, όπως ανεφέρθη, οι τιµές των 

τάσεων (σij), των τροπών (εij) και των µετατοπίσεων (uij) στους κόµβους των στοι-

χείων. Η γραφική αναπαράσταση των τιµών αυτών γίνεται, ξεχωριστά για κάθε 

στάδιο, στο επόµενο κεφάλαιο. 
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Κεφάλαιο 6ο 

  
 

Αποτελέσµατα και συγκρίσεις 
 
 

6.1 Αποτελέσµατα 

 

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιαστούν τα αποτλέσµατα της επίλυσης του προβλή-

µατος µε την µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων. Αναπαρίστανται, µε την βοή-

θεια χρωµατικού κώδικα, οι κατακόρυφες τάσεις, οι κατακόρυφες τροπές και οι 

κατακόρυφες µετατοπίσεις στο πεδίο, για όλα τα στάδια εκσκαφής. Στο τέλος της 

ενότητας απεικονίζονται και οι µορφές που έχει πάρει το πεδίο στα τρια στάδια, 

µετά την επίλυση. 

 

Τα δεδοµένα εισόδου στον κώδικα του Matlab είναι τα εξης : 

 

• ∆ιαστάσεις µοντέλου : 

o Μήκος πεδίου L=68 m 

o Πλάτος πεδίου P=20 m 

o Βάθος εκσκαφής σήραγγας H=10 m 

o ∆ιάσταση υπόγειου ανοίγµατος D=5 m 

• Παράµετροι του υλικού : 

o Μέτρο ελαστικότητας Ε=100 MPa 

o Λόγος του Poison ν=0.3 

o Ειδικό βάρος γεωυλικού γ=0,027 MN/m3 

 

Αναλυτικά προκύπτουν : 
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για το πρώτο στάδιο : 

Σχήµα 6.1 : Η κατακόρυφη µετατόπιση στο πρώτο στάδιο εκσκαφής 

Σχήµα 6.2 : Η κατακόρυφη τροπή στο πρώτο στάδιο εκσκαφής 

Σχήµα 6.3 : Η κατακόρυφη τάση στο πρώτο στάδιο εκσκαφής 
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για το δεύτερο στάδιο : 

Σχήµα 6.4 : Η κατακόρυφη µετατόπιση στο δεύτερο στάδιο εκσκαφής 

Σχήµα 6.6 : Η κατακόρυφη τάση στο δεύτερο στάδιο εκσκαφής 

 

Σχήµα 6.5 : Η κατακόρυφη τροπή στο δεύτερο στάδιο εκσκαφής 
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για το τρίτο στάδιο : 

Σχήµα 6.7 : Η κατακόρυφη µετατόπιση για το τρίτο στάδιο εκσκαφής 

Σχήµα 6.9 : Η κατακόρυφη τάση για το τρίτο στάδιο εκσκαφής 

 

 

Σχήµα 6.8 : Η κατακόρυφη τροπή για το τρίτο στάδιο εκσκαφής 
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Η µορφή που έχει πάρει το µοντέλο µετά την επίλυση στα τρια στάδια είναι η ακό-

λουθη. Πρέπει να σηµειωθεί ότι, επειδή οι µετατοπίσεις είναι µικρές σε σχέση µε τις 

διαστάσεις του πεδίου, έχουν πολλαπλασιαστεί µε έναν συντελεστή r = 50, ώστε να 

απεικονίζονται καλύτερα στο γράφηµα. 

Σχήµα 6.10 : Απεικόνιση της παραµορφωσιακής κατάστασης στο πρώτο στάδιο 

Σχήµα 6.11 : Απεικόνιση της παραµορφωσιακής κατάστασης στο δεύτερο στάδιο 

Σχήµα 6.12 : Απεικόνιση της παραµορφωσιακής κατάστασης στο τρίτο στάδιο 
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6.2 Σύγκριση µε το πρόγραµµα PHASES 

 

Τα αποτελέσµατα του κώδικα που δηµιουργήθηκε στο Matlab, συγκρίθηκαν µε τα 

αποτελέσµατα που εξάγει το πρόγραµµα πεπερασµένων στοιχείων PHASES, για την 

ίδια γεωµετρία και τα ίδια ακριβώς δεδοµένα εισόδου (βλ. § 6.1). Τα αντίστοιχα 

αποτελέσµατα του PHASES είναι τα εξής : 

 

για το πρώτο στάδιο :  

Σχήµα 6.13 : Η κατακόρυφη µετατόπιση για το πρώτο στάδιο εκσκαφής (PHASES) 

Σχήµα 6.14 : Η κατακόρυφη τάση για το πρώτο στάδιο εκσκαφής (PHASES) 
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για το δεύτερο στάδιο :  

Σχήµα 6.15 : Η κατακόρυφη µετατόπιση για το δεύτερο στάδιο εκσκαφής (PHASES) 

Σχήµα 6.16 : Η κατακόρυφη τάση για τοδεύτερο στάδιο εκσκαφής (PHASES) 
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για το τρίτο στάδιο :  

Σχήµα 6.17 : Η κατακόρυφη µετατόπιση για το τρίτο στάδιο εκσκαφής (PHASES) 

Σχήµα 6.18 : Η κατακόρυφη τάση για το τρίτο στάδιο εκσκαφής (PHASES) 
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6.3 Γραφικές παραστάσεις  

 

Στην ενότητα αυτή παρατίθενται οι γραφικές παραστάσεις των κατακόρυφων 

µετατοπίσεων συναρτήσει της απόστασης x. Οι γραµµές δειγµατοληψίας των µετατο-

πίσεων είναι κατά µήκος της επιφάνειας του εδάφους, και κατά µήκος της στέψης του 

υπόγειου ανοίγµατος. Η δειγµατοληψία έγινε τόσο στον κώδικα πεπερασµένων 

στοιχείων του Matlab, όσο και στο πρόγραµµα PHASES.  

 

Στις γραφικές παραστάσεις που ακολουθούν γίνεται σύγκριση των τιµών των 

µετατοπίσεων στις γραµµές δειγµατοληψίας κατά στάδιο εκσκαφής. 

 

για την γραµµή δειγµατοληψίας στην επιφάνεια του εδάφους 

  

 - πρώτο στάδιο εκσκαφής : 
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Σχήµα 6.19 : Γραφική παράσταση της κατακόρυφης µετατόπισης συναρτήσει  

της απόστασης x στην επιφάνεια του εδάφους (πρώτο στάδιο) 
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- δεύτερο στάδιο εκσκαφής : 
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Σχήµα 6.20 : Γραφική παράσταση της κατακόρυφης µετατόπισης συναρτήσει 

 της απόστασης x στην επιφάνεια του εδάφους (δεύτερο στάδιο) 

 

 - τρίτο στάδιο εκσκαφής :  
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Σχήµα 6.21 : Γραφική παράσταση της κατακόρυφης µετατόπισης συναρτήσει  

της απόστασης x στην επιφάνεια του εδάφους (τρίτο στάδιο) 
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για την γραµµή δειγµατοληψίας στην στέψη του ανοίγµατος : 

 

 - πρώτο στάδιο εκσκαφής :  
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Σχήµα 6.22 : Γραφική παράσταση της κατακόρυφης µετατόπισης συναρτήσει  

της απόστασης x στην στέψη του ανοίγµατος (πρώτο στάδιο) 
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Σχήµα 6.23 : Γραφική παράσταση της κατακόρυφης µετατόπισης συναρτήσει  

της απόστασης x στην στέψη του ανοίγµατος (δεύτερο στάδιο) 
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Σχήµα 6.24 : Γραφική παράσταση της κατακόρυφης µετατόπισης συναρτήσει  

της απόστασης x στην στέψη του ανοίγµατος (τρίτο στάδιο) 
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6.4 Παρατηρήσεις 

 

Συγκρίνοντας, µε την βοήθεια του χρωµατικού κώδικα, τις απεικονίσεις του πεδίου 

των δυο προγραµµάτων (Matlab και PHASES), που παρουσιάστηκαν στις παραγρά-

φους 6.1 και 6.2, παρατηρείται ότι ο αλγόριθµος που κατασκευάστηκε (Matlab), δη-

µιουργεί αποτελέσµατα που προσεγγίζουν σε ικανοποιητικό βαθµό τα αντίστοιχα του 

προγράµµατος PHASES. 

 

Η παρατήρηση αυτή θεµελιώνεται και από την σύγκριση, στην ενότητα 6.3, των γρα-

φικών παραστάσεων των κάθετων µετατοπίσεων (vertical displacements) στις γραµ-

µές δειγµατοληψίας για όλα τα στάδια εκσκαφής. 

 

Ωστόσο, εντοπίζονται κάποιες ευδιάκριτες διαφορές στις τιµές των µετατοπίσεων 

ανάµεσα στα δυο προγράµµατα. Οι διαφορές αυτές, όµως, είναι της τάξης των χιλιο-

στών (mm). Προφανώς, οφείλονται στην διαφορετικότητα του PHASES µε τον 

αλγόριθµο που κατασκευάστηκε στο Matlab, καθώς και στην διαφορετική διακριτο-

ποίηση του πεδίου ανάµεσα στις δυο επιλύσεις του προβλήµατος. 

 

Στα σχήµατα 6.10, 6.11 και 6.12 παρατηρείται η παραµορφωσιακή κατάσταση που 

έχει επέλθει µετά από την φόρτιση σε κάθε στάδιο. Στο πρώτο στάδιο η παραµόρ-

φωση είναι οµοιόµορφη, κατά µήκος του άξονα x, καθώς δεν υπάρχει διάρρηξη στο 

γεωϋλικό. Στο δεύτερο στάδιο η παραµόρφωση συνεχίζεται και η µικρή ανύψωση πά-

νω από το άνοιγµα οφείλεται στην επιβολή δυνάµεων στήριξης στην οροφή του υπό-

γειου ανοίγµατος. Στο τρίτο στάδιο η καθίζηση και η αστοχία του ανοίγµατος είναι 

ακόµα εντονότερη, κυρίως στο ανυποστήρικτο τµήµα που εκσκάπτεται στο στάδιο 

αυτό.  

 

Τα ίδια χαρακτηριστικά παρουσιάζονται και στις γραφικές παραστάσεις (βλ. § 6.3). 
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Κεφάλαιο 7ο 

  
 

Συµπεράσµατα και Προτάσεις 
 
 

7.1 Συµπεράσµατα 

 

Η µέθοδος των Πεπερασµένων Στοιχείων, όπως και άλλες παρόµοιες αριθµητικές 

µέθοδοι, αποτελεί πλεον ενα ισχυρό εργαλείο στα χέρια των µηχανικών, τόσο για 

την επίλυση, όσο και για την µοντελοποίηση προβληµάτων στην γεωµηχανική. 

Ένα από τα πολλά προβλήµατα, είναι και η ανάλυση του εντατικοπαραµορφωσια-

κού πεδίου γύρω από την εκσκαφή υπόγειων ανοιγµάτων.  

 

Τα µοντέλα τα οποία κατασκευάζονται για να προσοµοιώσουν προβλήµατα γεωµηχα-

νικής δεν αναπαριστούν την πραγµατικότητα αλλά δίνουν τα βασικά χαρακτηριστικά 

της µελετούµενης διαδικασίας που παίζουν σηµαντικό ρόλο στο σχεδιασµό και την 

πρόβλεψη της µηχανικής συµπεριφοράς ενός έργου.  

 

Βοηθάνε την διαίσθηση και τον τρόπο σκέψης του µηχανικού για την εύρεση καλύτε-

ρης λύσης µε την αναγνώριση σηµαντικών για το πρόβληµα φυσικών ποσοτήτων. 

 

Βοηθάνε επίσης στην ανάδροµη ανάλυση επί τόπου µετρήσεων καθιζήσεων, συγκλί-

σεων και τάσεων στη γειτονιά υπόγειων έργων και κατόπιν στην εξαγωγή συµπερα-

σµάτων ή και τιµών παραµέτρων του πετρώµατος. 

 

Το συγκεκριµένο πρόβληµα, το οποίο αναλύθηκε στην παρούσα εργασία, επιλύθη-

κε µε την κατασκευή ενος αλγόριθµου βασισµένου στην µέθοδο των Πεπερασµέ-

νων Στοιχείων.  
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Αν και τα περισσότερα γεωυλικά έχουν συµπεριφορά κάθε άλλη παρά γραµµικά 

ελαστική, η επίλυση µε την θεώρηση των γεωυλικών ως γραµµικά ελαστικά, οµο-

γενή και ισότροπα θεωρήθηκε ως η απλούστερη για µια πρώτη προσέγγιση της µε-

θοδολογίας των πεπερασµένων στοιχείων και της εφαρµογής αυτών µέσω ενος 

υπολογιστικού προγράµµατος όπως το Matlab. 

 

Η δυσκολότερη διαδικασία ήταν η υπέρθεση των διαφορετικών σταδίων εκσκαφής 

των γεωυλικών όπου, λόγω της αλλαγής της γεωµετρίας του πεδίου σε κάθε στά-

διο, άλλαζε ο αριθµός των στοιχείων του πλέγµατος της τριγωνοποίησης και, κατά 

συνέπεια, η αρίθµηση των κόµβων των στοιχείων. Έτσι, έπρεπε να βρεθεί ο κα-

τάλληλος τρόπος µεταφοράς των τιµών των τάσεων, των µετατοπίσεων, των τρο-

πών και των δυνάµεων από στάδιο σε στάδιο. 

 

Εκ των αποτελεσµάτων προκύπτει ότι σε µικρά βάθη, κι όταν η εκσκαφή γίνεται 

σε εδαφικό υλικό, η αυτοϋποστήριξη των υπόγειων ανοιγµάτων είναι αµελητέα, ο 

χρόνος ζωής είναι σηµαντικά µικρός και επιπλέον, το εδαφικό υλικό πρέπει να 

θεωρηθεί ως ρέον. 

 

Μπορεί να γίνει ακόµα καλύτερη απεικόνιση του µοντέλου του προβλήµατος µε  

 

• µηδενισµό των τιµών των µετατοπίσεων κατά την υπέρθεση σταδίων 

• προσοµοίωση της υποστήριξης µε χρήση µονοδιάστατων ελατηρίων 
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7.2 Προτάσεις 

 

Ο κώδικας που κατασκευάστηκε µπορεί να αποτελέσει το πρώτο βήµα για την δη-

µιουργία αλγόριθµων που θα µοντελοποιούν την συµπεριφορά εκσκαφής υπόγειων 

ανοιγµάτων σε πιο περίπλοκα γεωυλικά που διέπονται από ελαστοπλαστική ή τέ-

λεια πλαστική συµπεριφορά και προσεγγίζουν σε µεγαλύτερο βαθµό την πραγµα-

τική κατάσταση που λαµβάνει χώρα γύρω από την εκσκαφή µιας σήραγγας ή µιας 

στοάς. 

 

Συγκεκριµένα, µε εφαλτήριο την παρούσα µελέτη, έχει ξεκινήσει η µοντελοποίη-

ση της εξόρυξης υπόγειου ανοίγµατος σε στάδια σε ελαστικό – τέλεια πλαστικό 

υλικό που προσοµοιώνει τον µηχανισµό αστοχίας του µετώπου σήραγγας όπως έχει 

προταθεί από τους Davis et al. (1980)[4] και αναλύεται περαιτέρω από τους Augarde 

et al. (2003)[1]. 

 

Επίσης, µπορεί να γίνει µια προσπάθεια για επίλυση του µοντέλου σε τρεις δια-

στάσεις, κάτι που θα προσέγγιζε περισσότερο την πραγµατική κατάσταση του 

προβλήµατος. 
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