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σπουδών . 
 
Τον υποψήφιο διδάκτορα του τµήµατος HMMY Βαγγέλη Σακκαλή για τις συµβουλές 
που µου έδωσε σε όλη την διάρκεια της εκπόνησης της εργασίας αυτής τόσο σε 
θέµατα επεξεργασίας βιοιατρικού σήµατος όσο και στην καθοδήγηση της 
ερευνητικής αυτής προσπάθειας. 
 
Τον  συνεργάτη του εργαστηρίου µας και καθηγητή του τµήµατος ιατρικής του 
Πανεπιστηµίου Κρήτης κύριο Σήφη Μιχελογιάννη που µοιράστηκε µαζί µας τα 
βιοιατρικά δεδοµένα των πειραµάτων που διεξήγαγε στο Πανεπιστηµιακό Γενικό 
Νοσοκοµείο του Ηρακλείου. 
 
Τον καθηγητή Cristin Bigan από το Ecological University of Bucharest για την 
συνεργασία που είχαµε και για τις συµβουλές που µου παρείχε σε θέµατα της φύσης 
του βιοιατρικού σήµατος καθώς και αξιολόγησης των αποτελεσµάτων. 
 
Τον καθηγητή Kenneth P. Camilleri και την T.Cassar από το πανεπιστήµιο της 
Μάλτας για την ανταλλαγή απόψεων που είχαµε πάνω στο θέµα του αντίστροφου 
καθορισµού πηγής. 
 
Τους καθηγητές του τµήµατος ΗΜΜΥ κύριο Νικόλαο Σιδηρόπουλο και Αθανάσιο 
Λιάβα για τον χρόνο που αφιέρωσαν συµµετέχοντας στην επιτροπή αξιολόγησης της 
εργασίας. 
 
Τους γονείς µου ,τους φίλους µου και όσους άλλους µου συµπαραστάθηκαν όλα αυτά 
τα χρόνια των προπτυχιακών µου σπουδών. 

 
 

Πέτρος Ξανθόπουλος 
Χανιά Ιούλιος 2005 
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Στην θεία µου την Βάσω που  

έφυγε πρόσφατα από καρκίνο 
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«Je finis par trouver sacre le desorde de mon esprit» 

 

Arthur Rimbaud 

Une saison en Enfer 

 

«Στο τέλος θεώρησα ιερή την αταξία του µυαλού µου» 

 

Αρθούρος Ρεµπώ 

Μια εποχή στην κόλαση 
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1 Πρόλογος 
 

Τα τελευταία χρόνια η εφαρµογή της θεωρίας επεξεργασίας σήµατος στην επιστήµη 

της ιατρικής κρίνεται απαραίτητη προκειµένου να καταφέρουµε  να αναπτύξουµε 

νέες υπολογιστικές και απεικονιστικές τεχνολογίες στην υπηρεσία του ιατρού. 

Τα προβλήµατα για τις ανάγκες της ιατρικής τίθενται κατ αρχήν από την επιστήµη 

της ιατρικής και ο µηχανικός καλείται µε βάση τις γνώσεις του να παράγει 

αλγορίθµους και µεθοδολογίες προκειµένου να λύσει αποτελεσµατικά το πρόβληµα. 

Κάθε µέθοδος που προτείνεται αρχικά αξιολογείται από τον µηχανικό µέσα 

από µια διαδικασία εξοµοίωσης και αν τα αποτελέσµατα είναι ικανοποιητικά 

ακολουθείται µια διαδικασία κλινικής αξιολόγησης από ιατρούς προκειµένου να 

εξεταστούν τα τυχόν προβλήµατα και βαθµός απόδοσης των εν λόγω µεθόδων. 

Η ανάγκη για συνεργασία των επιστηµών υγείας µε τις λεγόµενες θετικές 

επιστήµες είχε σαν αποτέλεσµα την δηµιουργία κλάδων της επιστήµης που 

συνδυάζουν γνώσεις διάφορων ετερόκλητων πεδίων. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 1 Συνεργασία των επιστηµών 

 

BEN bioengineering 

BPH biophysics 

BEM bioelectromagnetism 

MPH medical physics 

MEN medical engineering 

MEL medical electronics 
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Στην εικόνα 1 µπορούµε να δούµε ένα σχηµατικό διάγραµµα που απεικονίζει αυτή τη 

σύζευξη των επιστηµών και τους νέους κλάδους που σχηµατίζονται προκειµένου να 

αντιµετωπίσουν σύγχρονα προβλήµατα και προκλήσεις που παρουσιάζονται.  

 

Ένα τέτοιο πρόβληµα εξετάζουµε στην παρούσα διπλωµατική εργασία . 

Προσπαθούµε από την σκοπιά του µηχανικού να προσεγγίσουµε ένα πρόβληµα 

νευροφυσιολογίας . Κατά την εκπόνηση της εργασίας συνεργαστήκαµε µε το 

Περιφερειακό Πανεπιστηµιακό Γενικό Νοσοκοµείο Κρήτης και τον καθηγητή του 

τµήµατος ιατρικής κύριο Σήφη Μιχελογιάννη προκειµένου να εξασφαλίσουµε 

αξιόπιστα βιοιατρικά δεδοµένα . Πάνω σε αυτά τα δεδοµένα εφαρµόσαµε  τα ποιο 

σύγχρονα «εργαλεία» της µοντέρνας ψηφιακής επεξεργασίας σήµατος σε ηλεκτρικά 

σήµατα του εγκεφάλου . 

 

 Στην πορεία θα δούµε πως µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µεθόδους που έχουν 

χρησιµοποιηθεί σε προβλήµατα του κλάδου των τηλεπικοινωνιών σε υπό το πρίσµα 

µιας βιοιατρικής εφαρµογής καθώς και σε ποιο βαθµό θα πρέπει να τροποποιήσουµε 

τους ήδη υπάρχοντες αλγορίθµους προκειµένου να προσεγγίσουµε το πρόβληµα µε 

τον καλύτερο δυνατό τρόπο.   

 

 



 

2 ∆ιάρθρωση της εργασίας 
 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία εξετάζεται το πρόβληµα του εντοπισµού των 

ηλεκτρικών δίπολων που εµφανίζονται στον ανθρώπινο εγκέφαλο έχοντας σαν 

δεδοµένο το σήµα του ηλεκτροεγκεφαλογραφήµατος. 

 

Αρχικά (κεφάλαιο 3) γίνεται µια µελέτη για τον τρόπο µε τον οποίο δηµιουργούνται 

τα δυναµικά του ανθρώπινου εγκεφάλου ξεκινώντας από τις θεµελιώδεις δοµικές-

βιολογικές  µονάδες και καταλήγοντας στα ηλεκτρικά σήµατα και στην 

ηλεκτροµαγνητική ταλάντωση που λαµβάνουµε σαν σήµα (εγκεφαλογράφηµα).  

 

Στο κεφάλαιο 4 γίνεται µια µελέτη στον τρόπο µε τον οποίο γίνεται η καταγραφή του 

ηλεκτροεγεφαλογραφήµατος και στα πρότυπα που υπάρχουν σχετικά µε την 

τοποθέτηση των ηλεκτροδίων και τα είδη των εγκεφαλογραφηµάτων  

 

Στην συνέχεια (κεφάλαιο 5) γίνεται µια παρουσίαση του προβλήµατος του 

αντίστροφού καθορισµού πηγής (inverse source localization όπως είναι γνωστό στην 

αγγλική βιβλιογραφία) καθώς και µια αναφορά άλλους τοµείς που συναντάµε το εν 

λόγω πρόβληµα. 

 

Ακολούθως στο κεφάλαιο 6 παρουσιάζονται διάφορα µοντέλα που χρησιµοποιούµε 

για να αναπαραστήσουµε τον ανθρώπινο εγκέφαλο στα πλαίσια της µελέτης του εν 

λόγω προβλήµατος.  

 

Στο κύριο µέρος της εργασίας (κεφάλαιο 7) παρατίθενται οι κυριότεροι αλγόριθµοι 

που έχουν χρησιµοποιηθεί από την αρχή της δεκαετίας του ‘90 έως και σήµερα για 

εντοπισµό πηγής καθώς και τρόποι για να αντιµετωπίσουµε τον θόρυβο. 

 

Στην παρουσίαση των αλγορίθµων αυτών δίνεται έµφαση στην φιλοσοφία τους 

δηλαδή στον τρόπο προσέγγισης του προβλήµατος και στην απόδοση τους (τόσο σε 

πραγµατικά ηλεκτροεγκεφαλογραφήµατα όσο και σε περιβάλλοντα εξοµοίωσης ) . 
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Επίσης έχουν περιληφθεί και προτάσεις για την βελτιστοποίηση και µερικές φορές 

την συνδυασµένη χρήση µερικών από αυτούς . 

 

Στο κεφάλαιο 8 παρουσιάζονται κάποια συµπεράσµατα που προέκυψαν από την 

συνολική ανάλυση του προβλήµατος και προτείνονται προσεγγίσεις για περαιτέρω 

ανάλυση και µελλοντική δουλειά. 

 

Στο παράρτηµα της εργασίας (κεφάλαιο 9) παρατίθενται στοιχεία γραµµικής 

άλγεβρας που έχουν να κάνουν µε τους αλγορίθµους που χρησιµοποιήθηκαν µέσα 

στην εργασία ουτως ώστε ο αναγνώστης να µπορεί να κατανοήσει το περιεχόµενο 

των αλγορίθµων χωρίς την ανάγκη κάποιου συµπληρωµατικού εγχειριδίου γραµµικής 

άλγεβρας . Επίσης υπάρχει ένας πίνακας αναφοράς µε τις συντοµογραφίες που 

χρησιµοποιήθηκαν στην εργασία για δυνατότητα καλύτερης συγκεντρωτικής µελέτης.  



 

3 Ανατοµία του εγκεφάλου 
 

3.1 Η κυτταρική µεµβράνη 
 
Η δοµή της κυτταρικής µεµβράνης είναι αρκετά σηµαντική µια και είναι υπεύθυνη 

για την δηµιουργία διαφορών δυναµικού ανάµεσα στο εσωτερικό και στο εξωτερικό 

του κυττάρου που µε τη σειρά τους είναι υπεύθυνες για την δηµιουργία ηλεκτρικών 

σηµάτων και κατ επέκταση ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. 

 

Ο βασικός λοιπόν δοµικός λίθος της κυτταρικής µεµβράνης είναι τα φωσφολιπίδια . 

Τα φωσφολιπίδια είναι βιολογικά µακροµόρια που αποτελούνται από µια υδρόφιλη  

κεφαλή (προσελκύεται από το νερό) και µια υδρόφοβη ουρά (απωθείται από το νερό) 

[8] . 

 

Έτσι αν βρεθούν σε υδατώδες περιβάλλον τείνουν να δηµιουργούν σχηµατισµούς 

προκειµένου η κεφαλή να βρίσκεται στο νερό ενώ παράλληλα να προστατεύεται η 

υδρόφοβη ουρά. 

 
Εικόνα 2 Σχηµατισµός κυτταρικής µεµβράνης 
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Έτσι όπως µπορούµε να δούµε και στην εικόνα 4 λόγο αυτής της ιδιότητας των 

φωσφολιπιδίων δηµιουργούνται φωσφολιπιδικές στοιβάδες που στην ουσία 

συνιστουν στοιχειώδεις κυτταρικές µεµβράνες. 

 
Εικόνα 3  Η κυτταρική µεµβράνη 

 

Στην  Εικόνα 3 βλέπουµε τις στοιβάδες των φωσφολιπιδίων µε την υδρόφιλη κεφαλή 

να στρέφεται προς το εξωτερικό (υδάτινο) περιβάλλον και την υδρόφοβη ουρά να 

προστατεύεται στο εσωτερικό της µεµβράνης .Με πορτοκάλί χρώµα απεικονίζονται 

πρωτεΐνες που αποτελούν µέρος της κυτταρικής µεµβράνης .Τα µακροµόρια αυτά 

δηµιουργούν «αντλίες» ιόντών µέσα από τις οποίες  µπορούν να µεταφερθούν ιόντα 

διαφόρων στοιχείων όπως καλίου ( K + ) , νατρίου ( Na+ ) και χλωρίου (Cl− ) . Τέτοιου 

είδους «αντλίες» ιόντων είναι υπεύθυνες για τα ηλεκτροµαγνητικά φαινόµενα που 

εξετάζουµε. 

 

Η σηµαντική ιδιότητα των «αντλιών» ιόντων είναι ότι δεν επιτρέπουν την ελεύθερη 

µεταφορά ιόντων από το ένα άκρο τους στο άλλο άλλα διατηρούν µια σταθερή 

διαφορά δυναµικού ανάµεσα στο εσωτερικό και το εξωτερικό του κυττάρου . Η 

λειτουργία τους ρυθµίζεται από  χηµικές ουσίες που εκκρίνει το κύτταρο.   
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Εικόνα 4 Μεταφορά ιόντων µέσω κυτταρική µεµβράνη 

 

Σχηµατικά η µεταφορά ιόντων έχει όπως φαίνεται στη Εικόνα 4 .Η δοµή της 

µεµβράνης και το σύστηµα των αντλιών είναι υπεύθυνα για την δυνατότητα 

δηµιουργίας διαφοράς δυναµικού και την δηµιουργία ηλεκτρικού σήµατος στα 

κύτταρα. 

 

3.2 Το νευρικό κύτταρο  
 

Αφού εξετάσαµε την λειτουργία της κυτταρικής µεµβράνης και τον τρόπο µε τον 

οποίο επιτρέπει την δηµιουργία διαφορών δυναµικού ήρθε η ώρα να µελετήσουµε την 

στοιχειώδη δοµική µονάδα του εγκεφάλου , το νευρικό κύτταρο. Θα πρέπει να 

εξετάσουµε την δοµή του , και κυρίως τους σχηµατισµούς εκείνους που του 

επιτρέπουν να συνδέεται µε άλλα  νευρικά κύτταρα . Η µελέτη του τρόπου 

διασύνδεσης των νευρικών κυττάρων είναι αρκετά σηµαντική προκειµένου να 

αντιληφθούµε τον τρόπο διασύνδεσης του φυσικού νευρωνικού δικτύου του 

εγκεφάλου.  

 

Το νευρικό κύτταρο λοιπόν [8] αποτελείται από τρεις βασικές περιοχές: 

1. Το σώµα (body ή soma) 

2. Τους δενδρίτες (dentrites) και 

3. Μια λεπτή νευρική ίνα τον άξονα (axon) 
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Το που αντιστοιχεί η κάθε µια από αυτές τις περιοχές µπορούµε να το δούµε στην 

εικόνα 2. 

 
Εικόνα 5 Μέρη του νευρικού κυττάρου 

 

Στο σώµα του νευρικού κυττάρου µπορούµε να βρούµε σχηµατισµούς και βιολογικές 

δοµικές µονάδες που είναι κοινές  και σε οποιοδήποτε κύτταρο .Το σώµα 

συµπεριλαµβάνει τον πυρήνα ,τα µιτοχόνδρια , ριβοσώµατα και άλλα κυτταρικά 

οργανίδια . Η δοµή τους είναι απολύτως όµοια µε τα κυτταρικά οργανίδια που 

συναντάµε και στα άλλα κύτταρα του ανθρωπίνου σώµατος  .  Τα νευρικά κύτταρα 

αποτελούνται περίπου από70-80% νερό . Όσον αφορά το µέρος που δεν αποτελείται 

από νερό αποτελείται από 80% πρωτεΐνες και 20% λιπίδια.  

 
Οι δενδρίτες που όπως είδαµε στην Εικόνα 5 αποτελούν λεπτές διακλαδώσεις του 

σώµατος έχουν σαν ρόλο να λαµβάνουν ηλεκτρικά σήµατα από άλλα νευρικά 

κύτταρα και να τα µεταφέρουν στο σώµα. Ένα νευρικό κύτταρο (νευρώνας) µπορεί 

να λαµβάνει σήµατα από εκατοντάδες χιλιάδες άλλους νευρώνες . 

 

Η µακριά λεπτή ίνα που ονοµάζεται άξονας έχει τον ρόλο να µεταφέρει το ηλεκτρικό 

σήµα από το σώµα σε άλλο νευρικό ή µυϊκό κύτταρο .Όλες οι λειτουργίες που 

προαναφέρθηκαν µπορούν να γίνουν καλύτερα αντιληπτές από την Εικόνα 6 
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Εικόνα 6 λειτουργία σώµατος , δενδριτών , αξονα 

 

Αντιλαµβανόµαστε την οµοιότητα που φέρει ο τρόπος µε τον οποίο συνδέονται οι 

νευρώνες και συνιστούν το φυσικό νευρωνικό δίκτυο του εγκεφάλου µε την δοµή  

που έχουµε επινοήσει προκειµένου να λύνουµε προβλήµατα βελτιστοποίησης 

(τεχνητά νευρωνικά δίκτυα ). 

3.3 Οι συνάψεις 
 

Με ποιον τρόπο γίνεται όµως η σύνδεση ανάµεσα στους νευροάξονες του ενός 

κυττάρου µε το σώµα του επόµενου ; Ο µηχανισµός µεταφοράς του ηλεκτρικού 

σήµατος από το ένα κύτταρο στο άλλο χρίζει ιδιαίτερης µνείας µια και  ολοκληρώνει 

την εικόνα που έχουµε για την διασύνδεση των νευρικών κυττάρων µεταξύτους.  

 

Η σύνδεση λοιπόν των δυο κυττάρων γίνεται µε τον µηχανισµό τησ σύναψη  [8] .Την 

δοµή της σύναψης µπορούµε να δούµε στην Εικόνα 7 Τρόπος λειτουργίας της 

σύναψης.  
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Εικόνα 7 Τρόπος λειτουργίας της σύναψης 

 
Η µεταφερόµενη πληροφορία µεταφέρεται από το άνω µέρος της σύναψης δηλαδή 

τον άξονα του ενός κυττάρου προς το κάτω µέρος της σύναψης που είναι το επόµενο 

κύτταρο (το οποίο σηµειώνεται ότι µπορεί να είναι νευρικό ή µυϊκό) .Το µέρος που 

βρίσκεται από την πλευρά του άξονα ονοµάζεται προσυναπτικό τερµατικό 

(presynaptic terminal) ενώ το άλλο κοµµάτι ονοµάζεται µετασυναπτικό τερµατικό 

(postsynaptic terminal).Ανάµεσά τους υπάρχει ένα κενό η συναπτική χαραµάδα 

(synaptic cleft) µήκους 10-50 nm.To γεγονός ότι το ηλεκτρικό σήµα µεταφέρεται 

µόνο προς την µια κατεύθυνση οφείλεται σε  µια ουσία ,τον χηµικό µεταφορέα, που 

παράγει το προσυναπτικό κύτταρο και έτσι ανοίγει τον δρόµο για την διέλευση 

ιόντων µέσω των ιοντικών αντλιών του µετασυναπτικού κυττάρου . Όταν η σύναψη 

υπάρχει ανάµεσα σε ένα νευρικό κύτταρο και ένα µυϊκό τότε ονοµάζεται νευροµυϊκή 

σύναψη. 

3.4 Ο εγκέφαλος 
 

Αφού περιγράψαµε τον µικρόκοσµο των στοιχειωδών βιολογικών λειτουργικών 

µονάδων µπορούµε να εξετάσουµε την ανατοµία του εγκεφάλου . Ο ανθρώπινος 

λοιπόν εγκέφαλος αποτελείται από 1010-1011 νευρώνες συνδεδεµένους µεταξύ τους µε 

δενδρίτες και νευροάξονες . Ένας νευρώνας µπορεί να λαµβάνει ερέθισµα από 103 

έως και 105  άλλους νευρώνες . Μια άποψη του εγκεφάλου µε τις βασικές περιοχές 
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από έναν εγκέφαλο ενηλίκου στις οποίες χωρίζεται µπορούµε να δούµε στην Εικόνα 

8: 

 

 
Εικόνα 8 Η ανατοµία του εγκεφάλου 

 
Οι βασικές περιοχές που µπορούµε να διακρίνουµε είναι οι εξής: 

1. Μετωπιαίος λοβός (frontal lobe) 

2. Βρεγµατικός λοβός (Parietal lobe) 

3. Ινιακός λοβός(Occiptical lobe) 

4. Παρεγγεφαλιτιδα (Cerebellum) 

5. Μέσος εγκεφαλος (mid brain) 

6. Γέφυρα (pons vapoli) 

7. Προµήκης µυελός (medulla oblongata) 

 

Ο εγκέφαλος ζυγίζει γύρω στα 1500 γραµµάρια . ο εγκεφαλος χωρίζεται σε δυο 

φλοιούς.Τον αισθητικό φλοιό (sensory cortex)  που βρίσκεται στην αριστερή µεριά 

και στον κινητικό φλοιό (motor cortex) που βρίσκεται στην δεξια µερια.Ο αισθητικός 
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φλοιός ενεργοποιείται όταν έχουµε ερεθίσµατα που προέρχονται από τις αισθήσει 

(αφή όραση κτλ) ενώ ο κινητικός έχει να κάνει µε νυική κίνηση. 

 
 

 
Εικόνα 9 Οι δυο φλοιοι του εγκεφάλου 

 

Στην Εικόνα 9 µπορούµε να δούµε πως σχετίζονται οι δυο φλοιοι σε διαφορετικές 

λειτουργίες-ερεθίσµατα . Αυτή η ιατρική γνώση για τις περιοχές που ενεργοποιούνται 

ανάλογα µε κάποιο ερέθισµα θα µας βοηθήσει να αξιολογήσουµε τους αλγορίθµους 

µας στην επίλυση του αντιστροφου προβλήµατος. 
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4 Το ηλεκτροεγκεφαλογράφηµα 
 

Αφού εξηγήσαµε τον τρόπο µε τον οποίο δηµιουργούνται τα ηλεκτρικά πεδία του 

εγκεφάλου από επίπεδο κυττάρου έως το επίπεδο του  ηλεκτρικού σήµατος θα 

περάσουµε ,σε αυτήν την ενότητα, στην παρουσίαση του τρόπου που γίνεται η 

µέτρηση αυτών των ηλεκτρικών πεδίων , την εξέταση του 

ηλεκτροεγκεφαλογραφήµατος . Ηλεκτροεγκεφαλογράφηµα  (ΗΕΓ ή EEG στην 

διεθνή βιβλιογραφία) καλούµε την καταγραφή δυναµικών από το τριχωτό της 

κεφαλής το οποίο προκαλείται από τις αδιάκοπες ταλαντώσεις των εξωκυττάριων 

δυναµικών που µε τη σειρά τους οφείλονται σε ταλαντώσεις των δυναµικών των 

µεµβρανών µεγάλου αριθµού νευρωνικών κυττάρων [10].Το γεγονός ότι η όλη 

εξέταση συνίσταται στην µέτρηση και µόνο τιµές δυναµικών καθιστά το 

ηλεκτροεγκεφαλοφράφηµα µια φτηνή εύκολη και ακίνδυνη (µια και δεν έχουµε 

έκθεση σε ακτινοβολία) εξέταση . Σε αυτήν την ενότητα θα περιγράψουµε την 

πρακτική διαδικασία του ηλεκτροεγκεφαλογραφήµατος καθώς και τα πρότυπα όσον 

αφορά την τοποθέτηση και την ονοµατολογία των ηλεκτροδίων . 

4.1 Υλικό 
 

 Έτσι λοιπόν για να πραγµατοποιήσουµε την εξέταση του εγκεφαλογραφήµατος 

προσαρµόζουµε στον ασθενή ειδικό κασκέτο πάνω στο οποίο προσαρµόζονται τα 

ηλεκτρόδια. 

  
Εικόνα 10 Ειδικό κασκέτο µε ηλεκτρόδια 
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Στην Εικόνα 10 µπορούµε να δούµε ένα τέτοιο κασκέτο που πωλείται στο εµπόριο 

[38]. Τέτοιου είδους κασκέτα έχουν αρκετές υποδοχές όπως προαναφέραµε για την 

στερέωση των ηλεκτροδίων .Στην επόµενη εικόνα µπορούµε να δούµε µερικά είδη 

ηλεκτροδίων 

 

   

   

 

 

 

 
Εικόνα 11 Μερικά είδη ηλεκτροδίων 

 

Αρχικά τοποθετούµε το ηλεκτρόδιο σε ειδική υποδοχή και στην συνέχεια το 

προσαρµόζουµε στο κασκέτο .Η διαδικασία φαίνεται στην Εικόνα 12. 

 

  
Εικόνα 12Υποδοχείς ηλεκτροδίων 

Στην συνέχεια τα καλώδια από όλα τα ηλεκτρόδια καταλήγουν σε κατάλληλη 

διασύνδεση (interface) προκειµένου να καταλήξουν στον υπολογιστή και να 

πραγµατοποιηθεί η δειγµατοληψία του σήµατος . 



Πολυτεχνείο Κρήτης  

 29

  
Εικόνα 13 συστήµατα διασύνδεσης µε υπολογιστή 

Στην Εικόνα 13 µπορούµε να δούµε ενδεικτικά δυο τέτοια συστήµατα που 

χρησιµοποιούν διασύνδεση µε το γνωστό πρωτόκολλο της θύρας παράλληλης 

επικοινωνίας του υπολογιστή .Στην πρώτη εικόνα βλέπουµε την ποιο απλή εκδοχή 

όπου όλα τα ηλεκτρόδια καταλήγουν απ ’ ευθείας στην θύρα επικοινωνίας µε τον 

υπολογιστή .Στην δεύτερη παρεµβάλλεται µια συσκευή εισόδου για να ρυθµίσουµε 

καλύτερα τον τρόπο µε τον οποίο τα δεδοµένα θα εισέρχονται προς επεξεργασία. 

Προκειµένου να βελτιώσουµε την σηµατοθορυβική σχέση και να εξαλείψουµε τυχόν 

θόρυβο που οφείλεται σε απώλειες στην επαφή του ηλεκτροδίου µε το τριχωτό της 

κεφαλής του ασθενή χρησιµοποιούµε ειδικά ηλεκτρολυτικά ζελέ που σκοπό έχουν 

την αύξηση της αγωγιµότητας .Τέτοιου είδους ζελέ µπορούµε να δούµε στην Εικόνα 

14  

 
Εικόνα 14 Αγώγιµα ζελέ για µείωση θορύβου 

Οι ιδιότητες που πρέπει να φέρουν τέτοιου είδους σκευάσµατα εκτός της προφανούς 

(να αυξάνουν δηλαδή την αγωγιµότητα),είναι να µην επηρεάζονται από ιδρώτα ή 

θερµοκρασία σώµατος ,να είναι υποαλλεργικά και γενικά να µην είναι επικίνδυνα για 

το τριχωτό της κεφαλής.  
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4.2 Η αρχιτεκτονική του εγκεφαλογράφου 

Αφού περιγράψαµε το υλικό που χρησιµοποιούµε για να πάρουµε τις µετρήσεις 

ηλεκτρικού πεδίου από το τριχωτό της κεφαλής θα περάσουµε στην παρουσίαση της 

αρχιτεκτονικής της συσκευής που είναι υπεύθυνη για την καταγραφή των ηλεκτρικών 

σηµάτων ,του ηλεκτροεγκεφαλογράφου. 

 

Εικόνα 15 Αρχιτεκτονική ηλεκτροεγκεφαλογράφου 

Στην Εικόνα 15 µπορούµε να δούµε έναν ηλεκτροεγγεφαλογράφο σε επίπεδο 

διαγράµµατος block (εικόνα από [11]) 

Κατ αρχάς θα πρέπει να τονίσουµε ότι οι τρόποι που λαµβάνουµε τις µετρήσεις από 

τα ηλεκτρόδια είναι δυο : 

1. Η καταγραφή διαφορών δυναµικού από δυο ηλεκτρόδια που παρουσιάζουν 

δραστηριότητα . Σε αυτήν την περίπτωση έχουµε τα διπολικά 

εγγεφαλογραφήµατα.Το πλεονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι ότι απορρίπτει 

κοινά παράσιτα που µπορεί να εµφανίζονται και στα δυο ηλεκτρόδια 
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2. Η καταγραφή διαφορών δυναµικού ανάµεσα σε ένα ηλεκτρόδιο και ένα 

σταθερό σηµείο γείωσης . Σε αυτήν την περίπτωση έχουµε τα µονοπολικά 

εγγεφαλογραφήµατα . Τα µονοπολικά εγγεφαλογραφήµατα χρησιµοποιούνται 

περισσότερο σε εφαρµογές ψυχοφυσιολογικής έρευνας . Στη παρούσα 

διπλωµατική εργασία θα ασχοληθούµε µόνο µε µονοπολικά 

εγγεφαλογραφήµατα. 

Έτσι λοιπόν όπως µπορούµε να δούµε το σήµα (διπολικό ή µονοπολικό) που 

ανιχνεύεται    στα αισθητήριά (ηλεκτρόδια) αρχικά εισάγεται σε µια ενισχυτική 

διάταξη µια και είναι πολύ ασθενές .Οι συντελεστές ενίσχυσης τέτοιων διατάξεων 

είναι της τάξης του 105.Χρησιµοποιούνται προενισχυτές χαµηλού θορύβου και 

διαφορικοί ενισχυτές .Ο λόγος απόρριψης κοινού σήµατος (CMRR) θα πρέπει να 

είναι 120db. 

To επόµενο στάδιο περιλαµβάνει την καταγραφή του εγκεφαλογραφήµατος . 

Παλιότερα η καταγραφή του γινόταν πάνω σε ειδικό χαρτί . Σε ποιο εξελιγµένα 

συστήµατα γίνεται χρήση πολλυπλεκτών και µετατροπέων αναλογικών σε ψηφιακό 

σήµα προκειµένου να είναι δυνατή η επεξεργασία του από τον ηλεκτρονικό 

υπολογιστή. 

Το ψηφιακό σήµα εισάγεται στον υπολογιστή µέσω ειδικής κάρτας ανάκτησης 

σήµατος (Data acquisition).Για καλύτερη οργάνωση ψυχοφυσιολογικών πειραµάτων 

ο υπολογιστής µπορεί να είναι εξοπλισµένος µε λογισµικό που θα είναι σε θέση να 

χορηγεί ερεθισµούς στον ασθενή. Έτσι θα είναι  δυνατή η καταγραφή των 

αντιδράσεων στην χορήγηση ερεθισµών. 

Μια τελευταία παρατήρηση που πρέπει να κάνουµε για να κλείσουµε µε την 

παρουσίαση του εγκεφαλογράφου είναι ότι η γείωση όλων των τµηµάτων της 

συσκευής θα πρέπει να είναι κοινή προκειµένου να αποφεύγονται βρόχοι µεταξύ 

διαφορετικών γειώσεων και να έχουµε θόρυβο. 

4.3 Τοποθέτηση των ηλεκτροδίων –Το σύστηµα 10/20 
 

Αφού περιγράψαµε το υλικό που έχει να κάνει µε την συλλογή του σήµατος του 

ηλεκτροεγκεφαλογραφήµατος θα συνεχίσουµε µε την περιγραφή του τρόπου 
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τοποθέτησης των ηλεκτροδίων στο κεφάλι του ασθενή . Παρότι δεν υπάρχει κάποιος 

δεσµευτικός τρόπος για το πως θα τοποθετήσουµε τα ηλεκτρόδια υπάρχουν εντούτοις 

κάποια πρότυπα που οι κλινικοί επιστήµονες έχουν σαν αναφορά. 

 

Το ποιο γνωστό σύστηµα για την τοποθέτηση των ηλεκτροδίων είναι το σύστηµα 

10/20.To σύστηµα αυτό αποτελεί διεθνές στάνταρτ που έχει καθιερώσει η American 

Electroencephalographic Society .Σε αυτό το σύστηµα παίρνουµε σαν σηµεία 

αναφοράς την µύτη και το αντιδιαµετρικό σηµείο στο πίσω µέρος του κρανίου .Στην 

συνέχεια χωρίζουµε την απόσταση αύτην των δυο σηµείων σε αποστάσεις που 

απέχουν µεταξύ τους 10% και 20% της συνολικής απόστασης µε τον τρόπο που 

φαίνεται στην Εικόνα 16 [8]. 

 

 
Εικόνα 16 Το σύστηµα τοποθέτησης των ηλεκτροδίων 10/20 

 
Όσον αφορά τα ονόµατα των ηλεκτροδίων έχει θεσπιστεί µια κοινή ονοµατολογία 

από την American Electroencephalographic Society για να υπάρχει ένα κοινό σηµείο 

αναφοράς . Στην Εικόνα 17 µπορούµε να δούµε την κοινή αυτή ονοµατολογία των 

ηλεκτροδίων ( πληροφορίες σχετικά µε τις ακριβείς συντεταγµένες των ηλεκτροδίων 

υπάρχουν στο παράρτηµα  ). 
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Εικόνα 17 Ονοµατολογία ηλεκτροδίων συµφωνα µε AES 

 

4.4 Άλλα συστήµατα τοποθέτησης 

Έκτός από το σύστηµα 10/20 που αναλύσαµε υπάρχουν και άλλα συστήµατα που 

χρησιµοποιούνται και προορίζονται κυρίως για εξειδικευµένες εφαρµογές . 

Χαρακτηριστικά µπορούµε να παραθέσουµε µερικές εναλλακτικές τοποθετήσεις 

ηλεκτροδίων όπως παρουσιάζονται στο  [38]. 

Στο πρώτο παράδειγµα έχουµε την τοποθέτηση Wernicke-Left/Wernicke-Right  

(WL/WR) µε 29 κανάλια για εφαρµογές που έχουν να κάνουν µε την µελέτη της 

γλώσσας  
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Εικόνα 18 τοποθέτηση WL/WR 

 
Ένα άλλο σύστηµα τοποθέτησης είναι το Kombi-Montage και παρατίθεται 

παρακάτω: 

 
Εικόνα 19Τοποθέτηση Kombi montage 

 
Τα διάφορα συστήµατα για τοποθέτηση ηλεκτρόδιων δεν σταµατάνε εδώ . Άλλα 

τέτοια συστήµατα είναι το σύστηµα Queen square ,το σύστηµα BESA για µελέτη της 

επιληψίας κτλ .Η πληθώρα συστηµάτων τοποθέτησης ηλεκτροδίων έγκειται στην 

πληθώρα εφαρµογών που έχει το ηλεκτροεγκεφαλογράφηµα. Η εκτεταµένη 

παρουσίαση τους υπερβαίνει τους στόχους της παρούσας διπλωµατικής εργασίας γι’ 

αυτό η παράθεση τους θα σταµατήσει σε αυτό το σηµείο. 
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4.5 Το δείγµα που χρησιµοποιήθηκε 
 

Το δείγµα των εγκεφαλογραφηµάτων που χρησιµοποιήθηκαν στην παρούσα 

διπλωµατική εργασία προερχεται από το περιφεριακό πανεπιστηµιακό γενικό 

νοσοκοµείο Ηρακλείου (ΠΕ.ΠΑ.Γ.Ν.Η). 

 

Χρησιµοποιήθηκαν δυο οµάδες εγκεφαλογραφηµάτων . 

 

1. Στην πρώτη οµάδα εγκεφαλογραφηµάτων (κατάσταση «Ε») οι συµµετέχοντες 

έβλεπαν µια αριθµιτική πράξη πολλαπλασιασµού δυο ψηφίων στην οθόνη (πχ 

34x23 , 49x32) µετά µεσολαβούσε ένα χρονικό διάστηµα 10 δευτερολέπτων 

στο τέλος του οποίου εµφανιζόταν στιγµιαία ένας αριθµός.Οι συµµετέχοντες 

ερωτούνταν αν ο αριθµός αυτός ήταν το σωστό αποτέλεσµα της πράξης που 

είχαν δει στην αρχή  

2. Στην κατηγορία του εγκεφαλογραφήµατος ελέγχου (κατάσταση «0») οι 

συµµετέχοντες απλά εστίαζαν την προσοχή τους στο κέντρο της οθόνης του 

υπολογιστή οπου εµφανιζόταν ένας µικρός αστερίσκος. 

 

Τα ηλεκτρικά σήµατα καταγρτάφονταν από ένα συστηµα 30 ηλεκτροδίων 

τοποθετηµένο σε διάταξη 10/20 έτσι όπως φαίνεται στην Εικόνα 20. 

 
Εικόνα 20 ∆ιάταξη ηλεκτροδίων που χρησιµοποιήθηκε 
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Στην συνέχεια το σήµα περνούσε από διάταξη ενίσχυσης και βαθυπερατό φίλτρο 

συχνοτήτων µε άνω συχνότητα 200Ηz.Στην συνέχεια το σήµα περνούσε από 

δειγµατοληψία µε συχνότητα 512Ηz. 

 

∆εδοµένης της διάρκειας κάθε πειράµατος (περίπου 40 δευτερόλεπτα για κάθε 

συµµετέχοντα) η χρήση περίπου 8 τυχαίων δευτερολέπτων (4096 διαδοχικών 

δειγµάτων ) κρίθηκε αντιπροσωπευτική . Συνολικά χρησιµοποιήθηκαν 15 

εγκεφαλογραφήµατα της κατηγορίας «Ε» και 15 της κατηγορίας «0». 

 

Η χρήση τέτοιου τύπου εγκεφαλογραφηµάτων κρίνεται αναγκαία για την µελέτη του 

αντιστρόφου προβλήµατος . Κατά την κανονική εγκεφαλική λειτουργία υπάρχουν 

πολλές πηγές συνήθως πιο ανίσχυρες και διάσπαρτες . Σε πειράµατα όπου 

χρησιµοποιούµε προκλητά δυναµικά (όπως εδώ όπου το ερέθισµα είναι η µαθηµατική 

σκέψη)  δηµιουργούµε λίγες και πιο ισχυρές πηγές .Έτσι µπορούµε να µελετήσουµε 

καλύτερα το αντίστροφο πρόβληµα. 
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5 Αντίστροφος καθορισµός πηγής – Το πρόβληµα 
 

5.1 Μοντελοποίηση στα πλαίσια του εγκεφαλογραφήµατος 

 

Το πρόβληµα που προσπαθούµε να προσεγγίσουµε στην παρούσα διπλωµατική 

εργασία είναι ο αντίστροφος καθορισµός πηγής ή όπως είναι γνωστό στην διεθνή 

βιβλιογραφία inverse source localization problem.Έχοντας σαν δεδοµένο το σήµα του 

ηλεκτροεγκεφαλογραφήµατος προσπαθούµε µέσω κατάλληλης µοντελοποίησης και 

αλγορίθµων να προσδιορίσουµε το ρεύµα (ή την πυκνότητα ρεύµατος ) στο 

εσωτερικό του εγκεφάλου µε απώτερο σκοπό να προσδιορίσουµε τις περιοχές που 

ενεργοποιούνται αναλόγως την εγκεφαλική δραστηριότητα (προσδιορισµός 

ηλεκτρικών δίπολων).Μια σχηµατική αναπαράσταση του προβλήµατός αυτού 

µπορούµε να δούµε στην Εικόνα 21. 

 

 
Εικόνα 21 Σχηµατική αναπαράσταση του προβλήµατος του αντίστροφου καθορισµού πηγής  

 

 

Η µετρούµενη τάση στο εξωτερικό του εγκεφάλου είναι το αποτέλεσµα της 

υπέρθεσης µιας δεδοµένης κατανοµής ρεύµατος στο εσωτερικό του εγκεφάλου επί 
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την συνάρτηση µεταφοράς του µέσου . Με µαθηµατικό συµβολισµό και υποθέτοντας 

συνεχή µεγέθη µπορούµε να πούµε ότι: 

  

 ( ) ( ) ( ), , ' , '
V

F r t k r r j r t dr= ⋅∫  (5.1) 

 

Όπου ( ),F r t  είναι το µετρούµενο δυναµικό στο σηµείο µε συντεταγµένες r .Το 

ολοκλήρωµα είναι πάνω σε ολόκληρο το κεφάλι (όγκος V  ).Με t συµβολίζουµε την 

χρονική παράµετρο .Με ( ), 'k r r  συµβολίζουµε την συνάρτηση µεταφοράς του 

εγκεφάλου που έχει να κάνει µε το µοντέλο του εγκεφάλου που υποθέτουµε και 

προσδιορίζεται µε βάση την νευροφυσιολογία ,την θεωρία πεδίων και την γεωµετρία 

του προβλήµατος. Στο κεφάλαιο 6 θα ασχοληθούµε εκτενέστερα µε το πως 

κατασκευάζουµε τέτοιου είδους πίνακες. 

 

Η τελευταία εξίσωση υποθέτει ότι έχουµε συνεχή κατανοµή σηµείων στο εσωτερικό 

του εγκεφάλου . Για να γίνει όµως δυνατή η µοντελοποίηση και η µελέτη του 

προβλήµατος αναγκαζόµαστε να δειγµατοληπτησουµε το εσωτερικό του εγκεφάλου 

συνεπώς έχουµε ένα σφάλµα που οφείλεται στην δειγµατοληψία . Επίσης δεν 

διαθέτουµε άπειρα σηµεία µετρήσεων (ηλεκτρόδια του εγκεφαλογράφου).Προς το 

παρόν µας ενδιαφέρει ότι είναι πεπερασµένα και έχουν συγκεκριµένη θέση .Σε 

επόµενο κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε τον αριθµό και τις ακριβείς συντεταγµένες 

τους.  

 

Έτσι µε αυτά τα δεδοµένα η αρχική εξίσωση µετασχηµατίζεται στις εξής γραµµικές 

εξισώσεις : 

  

 ( ) ( ) ( ), , ' ',
M

F r t k r r j r t= ⋅∑  (5.2) 

 

Με την βοήθεια της γραµµικής άλγεβρας οι παραπάνω εξισώσεις γράφονται: 

 

 ( ) ( )F t K J t= ⋅  (5.3) 

 

Όπου  
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Επειδή ισχύει Μ>>Ν (δηλαδή τα σηµεία των οποίων το ρεύµα θέλουµε να 

προσδιορίσουµε είναι πολύ περισσότερα από τις µετρήσεις που έχουµε) το πρόβληµα 

δεν µπορεί να έχει µοναδική λύση άλλα πολλές µια και διαφορετικός συνδυασµός 

πηγών στο εσωτερικό του εγκεφάλου θα µπορούσε να παράγει τις ίδιες µετρήσεις στο 

τριχωτό της κεφαλής . Αν συνυπολογίσουµε το γεγονός ότι στο σήµα µας έχουµε και 

θόρυβο (πράγµα σχεδόν βέβαιο για πραγµατικά σήµατα)  τότε η εξίσωση (5.3) γίνεται 

  

 ( ) ( )F t K J t n= ⋅ +  (5.4) 

 

Το ζητούµενο λοιπόν είναι να βρούµε έναν γενικευµένο αντίστροφο του πίνακα K , 

που από δω και στο εξής θα ονοµάζουµε Τ, τέτοιον ώστε: 

  

 ( ) ( )J t T F t= ⋅  (5.5) 

Η δυσκολία στην επίλυση του προβλήµατος συνίσταται τόσο στην προαναφερθείσα 

αοριστία του προβλήµατος όσο και στην δυσκολία µοντελοποίησης του ανθρώπινου 

εγκεφάλου (κατασκευή του πίνακα Κ).Παρά τον µεγάλο αριθµό αλγορίθµων που 

έχουν αναπτυχθεί από την αρχή της δεκαετίας του ’90 , που τέθηκε το πρόβληµα , 
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συνεχίζει να παραµένει ένα άλυτο πρόβληµα επιστηµονική έρευνα του ανθρώπινου 

εγκεφάλου [5].   

 

5.2 Άλλες εφαρµογές  

 

Το πρόβληµα του διαχωρισµού των ηλεκτρικών σηµάτων του ανθρώπινου εγκεφάλου 

και ο αντίστροφος διαχωρισµός πηγής είναι µια από τις εφαρµογές τέτοιων 

αντίστροφων προβληµάτων .Το πρόβληµα του τυφλού διαχωρισµού σήµατος (Blind 

Signal Separation-BSS όπως είναι γνωστό στην διεθνή βιβλιογραφία έχει πληθώρα 

άλλες εφαρµογές ). [9] Οι εφαρµογές αυτές ανήκουν τόσο στον χώρο της 

επεξεργασίας βιοιατρικού σήµατος όσο και στον χώρο των ασύρµατων 

τηλεπικοινωνιών , µηχανικής όρασης κτλ. 

5.2.1 Άλλες βιοιατρικές εφαρµογές 

 

Οι µηχανικές συσπάσεις των µυών του ανθρώπινου σώµατος προέρχονται από 

ηλεκτρικά σήµατα .Η καταγραφή και ο εντοπισµός αυτών των σηµάτων µας δίνει 

πληροφορία για τις συσπάσεις αυτών των µυών. 

 

 
Εικόνα 22 Άλλες βιοιατρικές εφαρµογές του "τυφλού διαχωρισµού σηµάτων" 
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Στην εικόνα 2 µπορούµε να δούµε διάφορες εφαρµογές που έχουν να κάνουν µε τον 

προσδιορισµό των συσπάσεων της καρδίας (εξέταση ηλεκτροκαρδιογραφήµατος 

ECG) ,µελέτη της υγείας της καρδίας ενός εµβρύού (εξέταση εµβρυακού 

ηλεκτροκαρδιογραφήµατος FECG ) η ακόµα και εξέταση των µυϊκών σπασµών 

(ηλεκτροµυογράφηµα ΕΜG).Η ανάπτυξη αλγορίθµων για τον προσδιορισµό τέτοιων 

σηµάτων κρίνεται ιδιαίτερα σηµαντική καθώς θα αναβαθµίσουν τον ρόλο των µη 

επεµβατικών (non invasive) ιατρικών εξεάσεων.(ΕΕG , MEG , ECG κτλ) 

5.2.2 Εφαρµογή στην επεξεργασία ηχητικού σήµατος 

 

Μια άλλη εφαρµογή του προβλήµατος µας βρίσκεται στον τοµέα της ψηφιακής 

επεξεργασίας ηχητικού σήµατος (αναγνώριση φωνής) . Το πρόβληµα έχει ως εξής : 

Σε µια αίθουσα έχουµε Ν κασετόφωνα που καταγράφουν ηχητικά σήµατα που 

προέρχονται από διάφορες πηγές ήχου .Καλούµαστε να ξεχωρίσουµε αυτές τις 

διαφορετικές πηγές και να ανακατασκευάσουµε τα ηχητικά σήµατα χωρίς να έχουµε 

αλληλοκάλυψη 

 
Εικόνα 23 Σχηµατική αναπαράσταση του cocktail party προβλήµατος 

 

Το πρόβληµα είναι γνωστό και σαν “Cocktail party” πρόβληµα . Στην εικόνα 3 

µπορούµε να δούµε µια σχηµατική του αναπαράσταση .Έχει παρατηρηθεί ότι το 

ανθρώπινο αυτί µπορεί να εστιάσει σε µια µεµονωµένη ηχητική πηγή σε περιβάλλον 
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που υπάρχουν διάφορες ηχητικές παρεµβολές .Όµως ακόµα δεν έχει γίνει κατανοητός 

ο ακριβής µηχανισµός µέσω του οποίου το καταφέρνει αυτό. Αλγόριθµους και 

προσεγγίσεις που έχουν να κάνουν µε το αντίστροφο πρόβληµα στα πλαίσια του 

διαχωρισµού ηχητικού σήµατος µπορούµε να βρούµε στο[9]  

 

5.2.3 Εφαρµογή στα ασύρµατα δίκτυα 

 

Ένα σενάριο παρόµοιο µε το προηγούµενο µε τη διαφορά ότι ανήκεί στην περιοχή 

των ασύρµατων τηλεπικοινωνιών είναι το παρακάτω . Έστω ότι 

έχουµε{ }1 2, , , kx x x δειγµατολήπτες που λαµβάνουν σήµατα από { }1 2, , , ks s s  

ποµπούς (ας πούµε χρήστες κινητής τηλεφωνίας) που στέλνουν ψηφιακά 

διαµορφωµένο σήµα.Τα σήµατα ακολουθούν διαφορετικές διαδροµές προκειµένου να 

φτάσουν τους δέκτες (multi path propagation environment).Τελικά στους δέκτες θα 

λαβουµε µια υπέρθεση καθυστερηµένων σηµάτων λόγω της φύσης του µέσου 

διάδοσης . (ατµοσφαιρικός αέρας) 

 

 
Εικόνα 24 Σχηµατική αναπαράσταση του προβλήµατος εξασθένισης πολλαπλών δρόµων 

 

Η εφαρµογή των τεχνικών  διαχωρισµού σήµατος κρίνεται αναγκαία προκειµένου να 

ανακατασκευάσουµε και να εκτιµήσουµε τα αρχικά σήµατα . Στην εικόνα 4 

µπορούµε να δούµε µια σχηµατική αναπαράσταση του προβλήµατος. Το πρόβληµα 

είναι γνωστό και σαν πρόβληµα εξασθένισης σήµατος πολλαπλών δρόµων (multi 

path fading). 
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Εκτός από τα ασύρµατα δίκτυα κινητής τηλεφωνίας το πρόβληµα συναντάται σε 

εφαρµογές ψηφιακού ραδιοφώνου , µισθωµένες γραµµές υψηλών ταχυτήτων καθώς 

και σε συστήµατα radar/sonar µε πολλαπλούς δέκτες . 

 

5.2.4 Εφαρµογή στην µηχανική όραση και στην επεξεργασία εικόνας  

 

Ένας άλλος πολύ σηµαντικός τοµέας που συναντάµε το πρόβληµα του «τυφλού 

διαχωρισµού σήµατος » είναι αυτός της µηχανικής όρασης .Έτσι σε µια πιθανή 

εφαρµογή µπορεί να έχουµε µια εικόνα που να αποτελεί υπέρθεση δυο επιµέρους 

εικόνων .  

 
Εικόνα 25 ∆ιαχωρισµός εικόνων 

 

Έτσι στην εικόνα 5 έχουµε ένα τέτοιο παράδειγµα . Η πάνω εικόνα αποτελεί την 

υπέρθεση των 3ων που φαίνονται στην δεύτερη γραµµή .Ο διαχωρισµός τους γίνεται 

µε τεχνικές «τυφλού διαχωρισµού πηγής». 

 

Σε ένα άλλο παράδειγµα απότην ψηφιακή επεξεργασία εικόνας µπορεί να έχουµε µια 

εικόνα που έχει  αναµιχθεί µε θόρυβο .Οι τεχνικές διαχωρισµού έχουν σαν στόχο να 

διαχωρίσουν το χρήσιµο σήµα (εικόνα) από το άχρηστο (θόρυβος).Ένα τέτοιο 

παράδειγµα µπορούµε να δούµε στην εικόνα 6. 
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Εικόνα 26Εξάλειψη θορύβου µε τεχνικές διαχωρισµού σήµατος 

 

Στην εικόνα 6(a) βλέπουµε την αρχική εικόνα  πριν δηλαδή αναµιχθεί µε θόρυβο 

.Στην εικόνα 6(b) βλέπουµε την εικόνα µε τον θόρυβο (αυτή δηλαδή που πρέπει να 

ανακατασκευάσουµε ) . Στην 6(c) βλέπουµε την ανακατασκευασµένη εικόνα µετά 

από τον διαχωρισµό των σηµάτων ενώ στην 6(d) βλέπουµε την ανακατασκευασµένη 

εικόνα µετά από µια µετεπεξεργασία (χρήση smooth φίλτρου). 

 

 Βλέπουµε λοιπόν ότι το εξεταζόµενο πρόβληµα είναι γενικότερο και η χρήση 

αλγορίθµων διαχωρισµού σηµάτων και εντοπισµού πηγής έχουν ευρύτατες 

εφαρµογές στον χώρο της επεξεργασίας σήµατος .Η µοναδική διαφορά που υπάρχει 

ανάµεσα στις εφαρµογές που αναφέραµε έχει να κάνει µε την µοντελοποίηση του 

«µέσου».πχ στο cocktail πρόβληµα πρέπει να βρούµε τις εξισώσεις µεταφοράς του 

ηχητικού κύµατος στον αέρα ενώ στο πρόβληµα µας τις εξισώσεις µεταφοράς του 

ηλεκτρικού πεδίου στον ανθρώπινο εγκέφαλο .Ο τρόπος µοντελοποίησης του 

ανθρώπινου εγκεφάλου αναλύεται στο κεφάλαιο που ακολουθεί. 



 

 

6 Τα µοντέλα του εγκεφάλου 
 

 

Η σωστή µοντελοποίηση του εγκεφάλου είναι ένα θέµα πολύ σηµαντικό για την 

επίλυση του προβλήµατος του αντίστροφου καθορισµού πηγής. Υιοθετώντας ένα 

καλό µοντέλο µειώνουµε αρκετά το σφάλµα του µοντέλου (model error) δηλαδή την 

απόκλιση ανάµεσα στο πως πραγµατικά µεταφέρεται το πεδίο εντός του εγκεφάλου 

και στο πώς έχουµε υποθέσει εµείς ότι µεταφέρεται . Από την µια πλευρά είναι 

αρκετά δύσκολο να µοντελοποιήσουµε µια τόσο πολύπλοκή λειτουργική µονάδα 

όπως ο ανθρώπινος εγκέφαλος µε την βοήθεια µόνο ντετερµινιστικών µαθηµατικών 

εξισώσεων .Από την άλλη η υιοθέτηση πολύπλοκων µοντέλων αυξάνει την 

υπολογιστική πολυπλοκότητα και παράγει µη εφαρµόσιµες λύσεις. 

  

Παρότι έχουν γίνει αρκετές ερευνητικές εργασίες πάνω στο θέµα της µοντελοποίησης 

του εγκεφάλου υπάρχει ακόµα αρκετή σύγχυση σχετικά µε το ποιο είναι το ο 

καλύτερος τρόπος µοντελοποίησης  ενώ δεν έχουν διαµορφωθεί κάποια πρότυπα 

κοινά αποδεκτά .Αυτό συµβαίνει γιατί αφ ενός το πρόβληµα του αντίστροφου 

καθορισµού πηγής είναι ένα σχετικά νέο πρόβληµα στον χώρο της επεξεργασίας 

βιοιατρικού σήµατος και αφ ετέρου κάθε άτοµο έχει το δικό του εγκέφαλο που 

µπορεί να παρουσιάζει διαφορές και τελικά να µην είναι σωστή η θέσπιση ενός 

ενιαίου µοντέλου. 

 

Οι κυριότερες προσεγγίσεις σε επίπεδο µοντελοποίησης του εγκεφάλου είναι δυο: η 

προσέγγιση µε σφαιρικό µοντέλο και η προσέγγιση µε ρεαλιστικό µοντέλο .Οι µεν 

πρώτη είναι υπολογιστικά ποιο προσιτή ενώ οι δεύτερη είναι ποιο κοντά στην  

πραγµατικότητα .Μάλιστα έχουν γίνει µελέτες για το πόσο (σε ποσοστό) πιο ακριβή 

είναι τα ρεαλιστικά έναντι των σφαιρικών µοντέλων.[31] 

 

Πριν περάσουµε στην παρουσίαση των σπουδαιότερων µοντέλων θα περιγράψουµε 

την έννοια της µοντελοποίησης του εγκεφάλου µε µαθηµατικούς όρους . Όπως είδαµε 
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και στο κεφάλαιο 6 µοντέλο αποκαλούµε τον πίνακα Κ ή αλλιώς πίνακα µεταφοράς 

πεδίου (lead field matrix) . Ο εν λόγω πίνακας έχει την εξής µορφή: 

 

 

11 111 11 1 1

21 221 21 2 2

11 1

. . .

. . .
. ..
. ..

y Mxx z Mx Mx

y Myx z Mx Mz

N y NMyN x N z NMx NMz
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K

k kk k k k

 
 
 
 =
 
 
  

 (6.1) 

 

∆ηλαδή είναι διαστάσεων ΝΧ3Μ όπου Ν ο αριθµός των ηλεκτροδίων και Μ ο 

αριθµός των σηµείων του εγκεφάλου. Έχουµε 3Μ σηµεία επειδή για κάθε σηµεία 

έχουµε µια τιµή για κάθε µια από τις 3 ορθοκανονικές συντεταγµένες (x,y,z).Οπότε 

µπορούµε εναλλακτικά να γράψουµε ότι θέλουµε να προσδιορίσουµε τον πίνακα: 

 

 ( ), ' , 'K r r r r∀  (6.2) 

Όπου r είναι ένα διάνυσµα µε καρτεσιανές συντεταγµένες ενός ηλεκτροδίου ενώ 

qr ένα  διάνυσµα µε τις συντεταγµένες ενός σηµείου του εγκεφάλου. 

 

6.1 Σφαιρικά µοντέλα 

 

6.1.1 Άπειρο άγων µέσο 

 

Η παρούσα προσέγγιση είναι η ποιο απλή προσέγγιση στο πρόβληµα . Υποθέτουµε 

ότι ο εγκέφαλος είναί οµογενής σταθερής διαγωγιµότητας . Η µοντελοποίηση 

παρουσιάζεται όπως έχει περιγραφεί στα [30][32]. 

 

 ( ) 3
1, ' '

4
dk r r d r r
dπσ∞ = ⋅ = −  (6.1) 

 

Με σ συµβολίζουµε την σταθερά διαγωγιµότητας που υποθέτουµε για το µέσον του 

εγκεφάλου. 
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6.1.2 Σφαίρα ενός κελύφους 

 

Μια ποιο σύνθετη προσέγγιση στο θέµα της µοντελοποίησης του εγκεφάλου είναι το 

να υποθέσουµε ότι το κεφάλι είναι µια σφαίρα ενός κελύφους (single sphere 

sphere).υπάρχουν αρκετές προσεγγίσεις στην βιβλιογραφία για τις εξισώσεις ενός 

τέτοιου µοντέλου. Από τις πρώτες προσπάθειες περιγράφονται στο  [36].Εδώ θα 

παρουσιάσουµε µια ποιο µοντέρνα προσέγγιση που παρουσιάζεται στα[30][32][35]. 

 

Ετσι µε βάση την γεωµετρία του προβλήµατος και στηριζόµενοι στις εξισώσεις της 

θεωρίας πεδίων προκύπτουν οι ακόλουθες εξισώσεις : 

 

 ( ) ( )( ) 2
1 1 2 2, ' ' 'k r r c c r r r c r r= − ⋅ + ⋅  (6.2) 

 

Όπου οι βαθµωτές µεταβλητές 1 2,c c δίδονται από τις παρακάτω σχέσεις : 

 

 1 2 3
1 1 12

'4
d rc

d rr dπσ

 ⋅ ≡ + −
 
 

 (6.3) 

 
και 

 
( )2 2 3

'1 2
, '4

d r
c

r F r rr dπσ

 +
 ≡ +
 ⋅ 

 (6.4) 

Με σ συµβολίζουµε την διαγωγιµότητα που έχουµε υποθέσει για την σφαίρα µας .Η 

βοηθητική συνάρτηση F ορίζεται ως εξής: 

 
 ( ) ( )2, ' ' ' 'F r r d r d r r r= ⋅ + − ⋅  (6.5) 

Η ποσότητα d ορίζεται σαν: 

 
 'd r r= −  (6.6) 

 
Τα θετικά αυτής της προσέγγισης είναι ότι δεν απαιτεί τον υπολογισµό 

τριγωνοµετρικών συναρτήσεων  ( ( ) ( )cos ,sin ) που θεωρούνται υπολογιστικά 
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ασύµφορες. (Για παράδειγµα χρησιµοποιούνται ιδιότητες του τύπου 

( )
( )

cos q

q

q r q
q a

r q

−
=

⋅
 όπου α η γωνία ανάµεσα σε q,rq ) . Αντί αυτού ενσωµατώνουν 

τέτοιου είδους πράξεις στην πράξη του εσωτερικού γινοµένου διανυσµάτων .Ένα 

επιπλέον πλεονέκτηµα του συγκεκριµένου µοντέλου είναι ότι έχει φτιαχτεί έτσι 

προκειµένου να µπορεί να αποτελέσει την βάση για την κατασκευή ποιο πολύπλοκων 

µοντέλων.(όπως το σφαιρικό µοντέλο των Μ σφαιρών που θα δούµε παρακάτω). 

 
 

6.1.3 Οµόκεντρες σφαίρες µε Μ κέλυφα 

 

Το ποιο συνθετο µοντέλο που χρησιµοποιεί σφαιρική γεωµετρία είναι το µοντέλο των 

Μ οµόκεντρων σφαιρών.Είναι ένα µοντέλο που υποστηρίζεται και από κάποια 

πακέτα λογισµικού (Ενδεικτικά [45][43]).Η µοντελοποίηση του εγκεφάλου σε Μ 

οµόκεντρες σφαίρες είναι πολύ συνηθισµένη σε µελέτες που χρησιµοποιούν σφαιρικά 

µοντέλα. Σε αυτήν τη προσέγγιση θεωρούµε ότι το κεφάλι αποτελείται από Μ 

οµόκεντρες σφαίρες που η κάθε µια έχει αγωγιµότητα 1, ,ισ ι = Ν .Αν µε ( )1 , qk r r  

συµβολίζουµε το µοντέλο της µιας σφαίρας τότε το µοντέλο των Μ σφαιρών θα 

δίνεται από την σχέση: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 2 3 1 3, ' ', ', ',Mk r r k r r k r r k r rλ µ λ µ λ µ= + +  (6.7) 

 

Οι παράµετροι { }, 1, 2,3ι ιλ µ ι =  ονοµάζονται παράµετροι Berg και περιγράφονται 

στα [34][35].Ο υπολογισµός τους αποτελεί πολύπλοκη διαδικασία ενώ εξαρτώνται 

αποκλειστικά από την ακτίνα και τις αγωγιµότητες που έχουµε υποθέσει .Παρακάτω 

παραθέτουµε έναν πίνακα µε µερικά σφαιρικά µοντέλα (Μ=3 , Μ=4 και Μ=5)  

 

Οι ακτίνες και οι αγωγιµότητες δίδονται από την εσωτερική σφαίρα προς την 

εξωτερική .Η εξωτερική ακτίνα παίρνει πάντα την τιµή 1.Οι σφαίρες 1,3 είναι 

ισοτροπικές δηλαδή το οι συνιστώσες του πεδίου είναι ίδιες και για την ακτινική 

αλλά και για την εφαπτόµενη συνιστώσα .Οι υπόλοιπες σφαίρες είναι ανισοπροπικές 

δηλαδή έχουν άλλες τιµές αγωγιµότητας για κάθε συνιστώσα. 
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Πίνακας 1Γεωµετρικά χαρακτηριστικά σφαιρών 

 Αριθµός 

σφαιρών 

Ακτίνες Ακτινική 

αγωγιµότητα 

Εφαπτόµενη 

αγωγιµότητα

Σφαιρα 1 3 0.87;0.92;1 1;0.0125;1 1;0.0125;1 

Σφαιρα 2 3 0.87;0.92;1 1;0.0125;1 1;0.125;1 

Σφαιρα 3 4 0.84;0.8667;0.9467;1 1;3;0.0125;1 1;3;0.0125;1 

Σφαιρα 4 4 0.84;0.8667;0.9467;1 1;3;0.0125;1 1;3;0.125;1 

Σφαιρα 5 5 0.63;0.88;0.91;0.95;1 5;2;3;0.004;1 5;3;0.0125;1 

 

Παρακάτω παραθέτουµε τις µαζί µε τις παραµέτρους Berg για αυτές τις σφαίρες  

(όπως έχουν υπολογιστεί στο [35]) 

 
Πίνακας 2 Παραµετροι Berg 

 λ1 µ1 λ2 µ2 λ3 µ3 

Σφαιρα 1 0.9901 0.0659 0.7687 0.2389 0.4421 0.3561 

Σφαιρα 2 0.8898 0.1152 0.7141 0.2008 0.4266 0.3273 

Σφαιρα 3 0.9767 0.0495 0.7411 0.2240 0.4127 0.3343 

Σφαιρα 4 0.8397 0.8397 0.6940 0.2202 0.3882 0.3015 

Σφαιρα 5 0.9722 0.9722 0.7019 0.0749 0.3727 0.0726 

 

6.2 Ρεαλιστικά µοντέλα 

Είναι προφανές ότι το ανθρώπινο κρανίο δεν είναι ούτε οµογενές ούτε σφαιρικό. 

Προκειµένου να κατασκευάσουµε ένα µοντέλο που να  µειώνει το σφάλµα µοντέλου 

(model error) θα πρέπει να προσεγγίσουµε την γεωµετρία και την ανατοµία του 

πραγµατικού εγκεφάλου . Αυτό σηµαίνει ότι θα πρέπει να υποθέσουµε αφ ενός µια 

γεωµετρία και αφετέρου να υποθέσουµε µια τιµή αγωγιµότητας για κάθε σηµείο (η 

περιοχή σηµείων του εγκεφάλου) .  

Τέτοια µοντέλα φτιάχνονται µε την βοήθεια εικόνων MRI .Σε περίπτωση που 

µπορούµε να κάνουµε µια τέτοιου είδους απεικόνιση ο τρόπος για να 

κατασκευάσουµε τον πίνακα Κ είναι η µέθοδος των οριακών στοιχείων (Boundary 

Element Methods -BEM).Όπως περιγράφεται στο [32]. 



Πολυτεχνείο Κρήτης  

 50

Κατά την προσέγγιση BEM θεωρούµε ότι το δυναµικό στο εξωτερικό του κεφαλιού 

είναι ένας γραµµικός συνδυασµός Ν γραµµικά ανεξάρτητων συναρτήσεων βάσης 

( ) 1, ,n r n Nφ =  µε τους άγνωστους συντελεστές [ ]1, ,υ υ υ Τ
Ν≡ για κάθε κόµβο 

του µοντέλου έτσι ώστε να ισχύει: 

 

 ( ) ( )
1

' '
N

n n
n

r rυ υ φ
=

=∑   

Οι ποιο συνηθισµένες συναρτήσεις βάσης είναι πλευρές τριγώνων στο επίπεδο µε 

σταθερή η γραµµικά µεταβαλλόµενο δυναµικό κατά µήκος των πλευρών του 

τριγώνου [32] 

 

Σε όλες τις περιπτώσεις οδηγούµαστε στην επίλυση ενός γραµµικού συστήµατος της 

µορφής: 

 g H υ= ⋅   

Όπου g είναι διάνυσµα Νx1 και ο πίνακας Η είναι τετραγωνικός ΝxN και υ είναι Νx1 

(το διάνυσµα των άγνωστων συντελεστών) . Η λύση θα είναι: 

 
1gυ −= Η  

Όπου 
g G q∞=  

µε 
( ) ( )

( ) ( )

1 , '

, '

T

T
N

r k r r
G

r k r r

ψ

ψ

∞

∞

∞

 ⋅
 

=  
 

⋅  

 , ( ) 3
1, ' , '

4
dk r r d r r
dπσ∞ = ⋅ = −  

 
Οι συναρτήσεις { } 1, ,ιψ ι = Ν  είναι οι συναρτήσεις βάσης µε βάρη .Ο πίνακας Η 

προκύπτει από την γεωµετρία που έχουµε υποθέσει για το κεφάλι . ∆εδοµένου ότι δεν 

µπορούµε να είµαστε σίγουροι ότι αντιστρέφεται πάντα θα πρέπει να τον 

µετασχηµατίσουµε κατάλληλα έτσι ώστε να υπάρχει πάντα ο αντίστροφός του 

[61][62] . Θα συµβολίσουµε τον µετασχηµατισµένο Η µε Η όπότε η λύση για τα 

δυναµικά θα είναι: 

 
1gυ −= Η  

 Το δυναµικό για ένα συγκεκριµµένο σηµείο της επιφάνειας του κεφαλιού θα είναι: 



Πολυτεχνείο Κρήτης  

 51

 
( ) ( ) ( ) 1

1' ' , , 'Nr r r H G qυ φ φ −
∞ = ⋅     

Έτσι ο υποπίνακας µεταφοράς πεδίου για το σηµείο µε συντεταγµένες r θα δίνεται 

από την παρακάτω σχέση: 

 
 ( ) ( ) ( ) 1

1, ' ' , , 'bem Nk r r r r H Gφ φ −
∞= ⋅    (6.8) 

 

Αυτή η µέθοδος παρότι είναι πιο ακριβής σε σχέση µε τα σφαιρικά µοντέλα είναι 

πολύ ποιο ακριβή υπολογιστικά .Επιπλέον προκειµένου να εφαρµοστεί θα πρέπει να 

υποθέσουµε ένα γεωµετρικό µοντέλο κεφαλιού  (κατασκευή πίνακα Η) το οποίο θα 

προέρχεται από πραγµατικά δεδοµένα (χρήση εικόνων MRI) .  

 
Παρακάτω µπορούµε να δούµε µε ποιον τρόπο µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα 

µοντέλο ανθρώπινου εγκεφάλου µε την βοήθεια µιας εικόνας MRI [37] . Στις τρεις 

εικόνες  a , b , c µπορούµε να δούµε τρία µοντέλα διαφορετικής πολυπλοκότητας που 

βασίζονται στην ίδια εικόνα MRI.  

 

 
Στην a βλέπουµε ένα ρεαλιστικό µοντέλο µε 11 διαφορετικούς ιστούς . Οι 

διαφορετικοί ιστοί παρουσιάζονται µε διαφορετικό χρώµα µε απεικόνιση 

ψευδοχρωµατισµού .Στην εικόνα b έχουµε ένα ποιο απλό µοντέλο µε 10 είδη ιστών 

και στην  εικόνα c το απλούστερο µοντέλο µε 9 είδη ιστών .Σε κάθε είδος ιστού 

αντιστοιχίζεται και µια τιµή αγωγιµότητας. 

 

Με βάση την θεώρηση των διαφόρων ιστών κατασκευάζουµε τον πίνακα H και στην 

συνέχεια µε την µέθοδο που περιγράψαµε κατασκευάζουµε τον πίνακα µεταφοράς 

πεδίου K . 



Πολυτεχνείο Κρήτης  

 52

 

 

6.3  Περιγραφή συστήµατος απεικόνισης 
 
Στην συγκεκριµένη διπλωµατική εργασία χρησιµοποιήσαµε ένα ενιαίο σύστηµα 

απεικόνισης των µετρικών του κάθε αλγορίθµου . Σαν κεφάλι χρησιµοποιήσαµε ένα 

απλό σφαιρικό µοντέλο (άπειρου άγοντος µέσου) . Συγκεκριµένα χρησιµοποιήθηκε 

µόνο το άνω ηµισφαίριο (θεωρήσαµε ότι στο κάτω ηµισφαίριο δεν υπάρχει 

εγκέφαλος) .Έτσι κατασκευάσαµε ένα κυβικό πλέγµα µέσα σε αυτό το ηµισφαίριο 

όπου η ελάχιστη απόσταση µεταξύ δυο σηµείων είναι 1cm.Τοποθετήσαµε το κέντρο 

του ηµισφαιρίου στο σηµείο (8,8,0) .Η θέση των σηµείων στον χώρο φαίνεται στην 

παρακάτω εικόνα: 

 

 
 

Εικόνα 27 Απεικόνιση σηµείων µοντέλου που χρησιµοποιήθηκαν 
 

Προκειµένου να δείξουµε τα διαγράµµατα του ψευδοχρωµατισµού του κάθε µετρικού 

των αλγορίθµων που χρησιµοποιήσαµε 8 τοµές του άξονα z (για z=0,…,7 ) . 
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Εικόνα 28 απεικόνιση τοµών µοντέλου 

 
Η τοµή για z=0 παρουσιάζεται πάνω δεξιά ενώ για z=7 κάτω αριστερά. 
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7 Αντίστροφος καθορισµός πηγής –Οι αλγόριθµοι 
 

Όπως περιγράψαµε στην προηγούµενη ενότητα το προβληµα του αντίστροφου 

καθωρισµού πηγής συνισταται στον προσδιωρισµό του πίνακα J των ρευµάτων του 

εγκεφάλου για τον οποίο θα ισχύει: 

 

 ( ) ( )J t T F t= ⋅  (7.1) 

Ο πίνακας J σε όπως περιγράψαµε και στην ενότητα περιγραφής του προβλήµατος 

έχει την ακόλουθη µορφή: 
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 =  
 
 
 
 
 
  

 (7.2) 

 

Παρατηρούµε ότι η µια του διάσταση είναι 3Μ και έχει να κάνει µε τον χώρο ενώ η 

άλλη διάσταση έχει διάσταση k και είναι η χρονική διάσταση. Ζητούµε λοιπόν να 

προσδιορίσουµε τα ρεύµατα του εγκεφάλου σε Μ σηµεία για k χρονικές στιγµές .Η 

προσέγγιση της λύσης αυτής µπορεί να γίνει µε δυο τρόπους . Η πρώτη προσέγγιση 

προσπαθεί να προσδιορίσει τον πίνακα J απ ευθείας .Έτσι έχουµε την οµάδα των 

άµεσων λύσεων (direct solutions) τέτοιου είδους αλγόριθµοι προσπαθούν να 

προσδιορίσουν την βέλτιστή λύση ελαχιστοποιώντας ένα κριτήριο ευκλείδειας 

νόρµας. 

 

Μια εναλλακτική προσέγγιση που µπορούµε να έχουµε είναι ο διαχωρισµός του 

προβλήµατός µας σε δυο επί µέρους προβλήµατα: 
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1. Προσδιορισµός των σηµάτων του εγκεφάλου (επίλυση στην χρονική 

διάσταση) 

2. Τοποθέτηση σηµάτων από το βήµα 1 σε κάποιο εσωτερικό σηµείο του 

εγκεφάλου (επίλυση στην χωρική διάσταση) 

 

Σε αυτό το σηµείο θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι η σηµαντική υπόθεση που κάνουµε 

προκειµένου να λύσουµε το αντίστροφο πρόβληµα είναι η στατιστική ανεξαρτησία 

των πηγών . Έτσι κάθε ένα στατιστικά ανεξάρτητο σήµα αντιστοιχίζεται σε µια κια 

µόνο πηγή εντός του εγκεφάλου. Αυτή η υπόθεση είναι αρκετά ισχυρή όταν οι πηγές 

ου εγκεφάλου είναι λίγες (όπως στα δεδοµένα µας ) ή όταν συντρέχουν ειδικές 

συνθήκες (πχ µελέτη φαινοµένων επιληψίας) .Γενικότερα δεν είναι πάντα µια ισχυρή 

υπόθεση και πάντα χρειάζεται να ελέγχουµε τις συνθήκες κάτω από τις οποίες 

γίνεται.  Σε εργασίες που ασχολούνται µε προκλητά δυναµικά [22][28] η υπόθεση 

αυτή γίνεται και είναι θεµελιώδους σηµασίας 

 

Πρώτού παρουσιάσουµε τους κυριότερους αλγορίθµους επίλυσης του αντίστροφου 

προβλήµατος θα περιγράψουµε την διαδικασία αξιολόγησης τους τόσο σε επίπεδο 

εξοµοίωσης όσο και σε επίπεδο πραγµατικού σήµατος. 

 

7.1 Αξιολόγηση αλγορίθµων 
 

Προκειµένου να αξιολογήσουµε τους αλγορίθµους επίλυσης του αντίστροφου 

προβλήµατος χρησιµοποιήσαµε δυο µεθόδους . Αρχικά δοκιµάσαµε κάποια σήµατα 

εξοµοίωσης και για τους ποιο αξιόλογους αλγόριθµους από κάθε οµάδα δοκιµάσαµε 

πραγµατικά δεδοµένα προσπαθώντας να επιβεβαιώσουµε µια δεδοµένη υπόθεση. 

7.1.1 Αξιολόγηση σε περιβάλλον εξοµοίωσης  
 
Σε αυτήν την περίπτωση αρχικά θεωρούµε κάποιες πηγές εντός του εφκεφάλου (µια 

αρχική κατανοµή ρεύµατος) και στην συνέχεια µε την εξίσωση F=KJ βρίσουµε το 

εγκεφαλογράφηµα της εξοµοίωσης .Στην συνέχεια λύνουµε το αντίστροφο πρόβληµα 

µε τον προς αξιολόγηση αλγόριθµο και συγκρίνουµε την αρχική κατανοµή ρεύµατος 

που υποθέσαµε µε το αποτελεσµα του αλγορίθµου. 

Τα δυο σηµεία που εξετάζουµε είναι τα εξής: 
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1. Σε ποια απόσταση σε σηµεία του χώρου τοποθετήθηκε ένα δίπολο σε σχέση 

µε την πραγµατική του θέση 

2. Κατα πόσο το σήµα του εγκεφάλου εκτιµήθηκε σωστά σε σχέση µε αυτό που 

υποθέσαµε αρχικά.  

 

7.1.2 Αξιολόγηση µε πραγµατικά δεδοµένα 
 
Η αξιολόγηση αποτελεσµάτων που έχουν προέλθει από πραγµατικά δεδοµένα 

παρουσιάζει µεγάλο βαθµό δυσκολίας . Αυτό είναι αναµενόµενο µια και δεν έχουµε 

ένα ακριβές µέτρο σύγκρισης (όπως η αρχική κατανοµή ρεύµατος στο περιβάλλον 

εξοµοίωσης) . Η αξιολόγηση σε αυτές τις περιπτώσεις περιορίζεται στην επαλήθευση 

κάποιων υποθέσεων . Οι υποθέσεις αυτές µπορεί να προέρχονται από τον χώρο της 

ιατρικής – νευροφυσιολογίας Για παράδειγµα η νευροφυσιολογία µπορεί να µας 

υποδείξει κάποιες περιοχές του εγκεφάλου όπου παρουσιάζεται δραστηριότητα για 

συγκεκριµένες λειτουργίες-ερεθίσµατα. 

 

Μια άλλη πηγή υποθέσεων είναι η συγκριτική ανάλυση των δεδοµένων µε 

διαφορετικές προσεγγίσεις που έχουν γίνει πάνω στα ίδια δεδοµένα .Σε αυτήν την 

περίπτωση λύνουµε το πρόβληµα µε κάποια προσέγγιση και στην συνέχεια θεωρούµε 

τα αποτελέσµατα της προσέγγισης αυτής σαν υπόθεση και προσπαθούµε να τα 

επιβεβαιώσουµε µε κάποια άλλη µεθοδολογία .  

 

Στην συγκεκριµένη εργασία προσπαθήσαµε να επαληθεύσουµε τα αποτελέσµατα 

µιας άλλης ερευνητικής εργασίας που έγινε πάνω στα ίδια δεδοµένα [54] . Η υπόθεση 

που προσπαθήσαµε να επιβεβαιώσουµε είναι η εξής. Αρχικά χωρίζουµε το κεφάλι σε 

4 περιοχές όπως φαίνεται στην παρακάτω εικόνα: 
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Εικόνα 29 περιοχές ενεργοποίησης 

 
Στην συνέχεια διαµελίσαµε το κάθε εγκεφαλογράφηµα σε µπάντες συχνοτήτων µε 

µετασχηµατισµό Fourier και κατάλληλο φιλτράρισµα .Οι µπάντες του 

εγκεφαλογραφήµατος φαίνονται στον παρακάτω πίνακα. 

 

 
Πίνακας 3 Μπάντες εγκεφαλικών συχνοτήτων 

Όνοµασία µπάντας Συχνότητες (Hz) 

Delta 0.1-3 Hz 

Theta 4-8 Hz 

Alpha 1 8-10 Hz 

Alpha 2 10-13 Hz 

Beta 12-30 Ηz 

Gamma 1 30-45 Hz 

Gamma 2 45-90 Hz 

 

Για τρεις µπαντες συχνοτήτων (θητα,αλφα 2 και γάµµα 1) οι περιοχές ενεργοποίησης 

συµφωνα µε την εργασία που προσπαθούµε να επιβεβαιώσουµε [54] φαίνονται στην 

παρακάτω εικόνα.(συµβολίζονται µε γκρι χρώµα)  

 
Πίνακας 4 Υπόθεση προς επιβεβαίωση 

Μπάντες συχνοτήτων Περιοχές ενεργοποίησης 
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Theta 4-8 Hz 

 

 

Alpha 2 10-13 Hz 

 

Gamma 1 30-45 Hz 

 
 

7.2 Αλγόριθµοι άµεσης επίλυσης αντιστρόφου προβλήµατος  

7.2.1 Αλγόριθµος ελάχιστης νόρµας (Minimum norm algorithm) 
 

Όπως είδαµε σε προηγούµενο κεφάλαιο το πρόβληµα του προσδιορισµού των 

ρευµάτων του εγκεφάλου είναι αόριστο µια και στην ουσία καλούµαστε να λύσουµε 

ένα σύστηµα Ν εξισώσεων µε Μ αγνώστους όπου Ν<<Μ. Μια πρώτη προσέγγιση 

στο πρόβληµα είναι από τις πολλές λύσεις που επιδέχεται το πρόβληµα να 

διαλέξουµε εκείνη που ελαχιστοποιεί την ευκλείδεια νόρµα της διαφοράς των δυο 

µελών της εξίσωσης . ∆ηλαδή ζητούµε να βρούµε ένα διάνυσµα κατανοµής 

πυκνότητας ρεύµατος Ĵ  τέτοιο ώστε: 

 

 
2

2
ˆmin F K J− ⋅  (7.3) 

 

Ας θεωρήσουµε ότι το κριτήριο κόστους είναι η συνάρτηση 
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 ( ) 2

2
ˆ ˆG J F K J= − ⋅  (7.4) 

    
Το ελάχιστο της συνάρτησης θα βρίσκεται στο σηµείο που µηδενίζεται η παράγωγος 

της δηλαδή: 

 ( ) ( )ˆ ˆ 0TG J K F K J∇ = − ⋅ =  (7.5) 

Οπότε έχουµε: 

 ( ) 1 †ˆ ˆT TJ K K K F J K F
−

= ⇒ =  (7.6) 

Ο πίνακας ( ) 1† T TK K K K
−

=  ονοµάζεται ψευδοαντίστροφος πίνακας ή πίνακας 

Moore-Penrose του πίνακα Κ.( Περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε ιδιότητες και 

τρόπους υπολογισµού του υπάρχουν στο παράρτηµα 9.1.2) 

 

Ο αλγόριθµος είναι γνωστός σαν αλγόριθµος ελάχιστης νόρµας ή αλγόριθµος 

ελαχίστων τετραγώνων . Η προσέγγιση αυτή είναι ευρέως γνωστή στην ψηφιακή 

επεξεργασία σήµατος .Η εφαρµογή του στο πρόβληµα του αντίστροφου εντοπισµού 

πηγής προτάθηκε για πρώτη φόρα το 1994 από τους Hamalainen και Ilmoniemi [10] 

ενώ αναφέρεται συχνά σε διάφορες εργασίες [7],[8] .Θεωρείται από τους ποιο 

παλιούς αλγορίθµους για την αντιµετώπιση του προβλήµατος ενώ αποτελεί την βάση 

για άλλους ποιο σύνθετους αλγορίθµους. 

7.2.1.1 Εξοµοίωση 
 
Ας υποθέσουµε ότι έχουµε µια πηγή ηµιτονοειδούς µορφής της οποίας η µεταβολή 

στρον χρόνο δίνεται από την εξίσωση: 

 ( )1 1 1cos 2 5 0sec 8secJ f t f Hz tπ= = ≤ ≤  (7.7) 

 
Εικόνα 30 γραφική παράσταση σήµατος εξοµοίωσης 
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Και ας την τοποθετήσουµε στο σηµείο που φαίνεται στο παρακάτω σχήµα: 

 
Εικόνα 31 Πραγµατική θέση σήµατος εξοµοίωσης 

 
Στην συνέχεια υπολογίζουµε το εγκεφαλογράφηµα της εξοµοίωσης από την εξίσωση 

F=KJ και ακολούθως  µε δεδοµένο το F λύνουµε το αντίστροφο πρόβληµα .Από τον 

πίνακα ρευµάτων που υπολογίζει ο αλγόριθµος υπολογίζουµε την ποσότητα (µε ĵ  

συµβολίζουµε το εκτιµώµενο από τον αλγόριθµο σήµα ρεύµατος ) : 

 ( ) ( ) ( )1 22 2 2
ˆ ˆ ˆ

T

Mm j t j t j t =    (7.8) 

Και αξιολογούµε τα ακρότατα του διανύσµατος .Στην συγκεκριµένη περίπτωση το 

διάγραµµα ψευδοχρωµατισµού του µετρικού m φαίνεται παρακάτω: 

 
Εικόνα 32 ψευδοχρωµατισµός µετρικού m 

 
Το ολικό µέγιστο της λύσης (που είναι στην ουσία η εκτιµώµενη θέση του διπόλου) 

φαίνεται παρακάτω: 
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Εικόνα 33 Ολικό µέγιστο m 

 
Η µορφή του διπόλου που βρίσκεται στο εκτιµώµενο σηµείο έχει ως εξής: 
 

 
Αρχικό σήµα 

 
Εκτιµόµενο σήµα µε MN 
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Βλέπουµε ότι ο αλγόριθµος τοποθέτησε το µέγιστο µε σφάλµα ένα pixel και 

ανακατασκεύασε το σήµα µε σφάλµα µιας πολλαπλασιαστικής σταθερας1.Στο 

δεύτερο  παράδειγµα τοποθετούµε την ίδια πηγή σε ένα εσωτερικό σηµείο του 

εγκεφάλου όπως φαίνεται στο σχήµα που ακολουθεί: 

 
Εικόνα 34 σηµα εξοµοίωσης στο εσωτερικό του εγκεφάλου 

 
Η εκτιµώµενη θέση συµφωνα µε τον αλγόριθµο έχει ως εξής : 

 
Εικόνα 35 Εκτίµηση µεγίστου 

 
Βλέπουµε ότι ο αλγόριθµος της ελάχιστης νόρµας αποτυγχάνει να εκτιµήσει σωστά 

την θέση του διπόλου όταν αυτό βρίσκεται στο εσωτερικό και το τοποθετεί πάντα 

κοντά στα ηλεκτρόδια .Η πρόβληµα αυτό είναι ένα γνωστό θέµα και έχει επισηµανθεί 

                                                 
1 Στον αντίστροφο καθωρισµό πηγής δεν µας ενδιαφέρει να ανακατασκευάσουµε µε ακρίβεια την 
ενέργαια του σήµατος.Κατά κύριο λόγο µας ενδιαφέρει η η µορφή του η θέση του και η ενέργεια σε 
σχέση µε τα άλλα δίπολα (σχετική ενέργεια) 
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στα  [13][7] . Η αδυναµία αυτή οδήγησε τους ερευνητές στο να προτείνουν του 

αλγορίθµους που έχουν σαν βάση τον αλγόριθµο της ελάχιστης νόρµας χωρίς να 

έχουν τα ελαττώµατα του. 

 

 

 

 

7.2.2 Αλγόριθµος ελάχιστης νόρµας µε βάρη (Weighted minimum 
norm algorithm) 

 

Όπως είδαµε και παραπάνω ο αλγόριθµος της ελάχιστης νόρµας τείνει να τοποθετεί 

τις λύσεις του προβλήµατος πολύ κοντά στα ηλεκτρόδια και απορρίπτει λύσεις που 

βρίσκονται στο εσωτερικό του µοντέλου . Για τον λόγο αυτό προτάθηκε ο 

αλγόριθµος της ελάχιστης νόρµας µε βάρη. 

 

Η διαφορά του είναι ότι εκτός τον ψευδοαντίστροφο πίνακα Moore-Penrose 

χρησιµοποιεί και έναν πίνακα «κανονικοποίησης » W .Για τον τρόπο κατασκευής του 

πίνακα W έχουν προταθεί πολλές απόψεις. Μια από τις επικρατούσες είναι ο 

σχηµατισµός του πίνακα µε την  δεύτερη νόρµα του αθροίσµατος των στηλών του 

πίνακα µεταφοράς πεδίου Κ (lead field matrix). [7] .Έχει βέβαια διατυπωθεί  [18] 

κατά καιρούς η άποψη ότι ο πίνακας W θα πρέπει να ενσωµατώνει οποιαδήποτε “a 

priori” πληροφορία διαθέτουµε ,που έχει να κάνει µε την νευροφυσιολογία 

,προκείµενου να επιτύχουµε καλύτερα αποτελέσµατα. Σε αυτό το σηµεία θα 

παρουσιάσουµε τον αλγόριθµο της ελάχιστης νόρµας µε βάρη όπως παρουσιάζεται 

στο [13]. 

 

Προκειµένου να επιτύχουµε το βέλτιστό κατά τον αλγόριθµο διάνυσµα κατανοµής 

ρευµάτων J
∧

 κατασκευάζουµε τον πίνακα Τ τέτοιο ώστε:  

 

 J J T
∧

Φ = Κ ⋅ ⇒ = ⋅Φ  (7.9) 

Ο πίνακας Τ του αλγορίθµου ορίζεται σαν: 
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†1 1T TT W K KW K− − =    (7.10) 

 

Όπου 
†1 TKW K−    ο πίνακας Moore Penrose του 1 TKW K−  .Ο πίνακας W ορίζεται ως 

εξής: 

 

 2
3W = Ω ⊗Ι  (7.11) 

(Με ⊗ συµβολίζουµε το γινόµενο Κronecker –  παράρτηµα 9.1.1). 

 

Και Ω είναι ο διαγώνιος πίνακας µε στοιχεία της κυρίας διαγωνίου  

 

 
1

1
N

ab
a

k kββ αβ βΤ

=

Ω = = Μ∑ …  (7.12) 

∆ηλαδή το άθροισµα των νορµών των στηλών του πίνακα µεταφοράς πεδίου Κ. 

Βλέπουµε ότι σε σχέση µε τον αλγόριθµο της ελάχιστης νόρµας στον αλγόριθµο της 

ελάχιστης νόρµας µε βάρη έχουµε µια κανονικοποίηση που έχει σαν στόχο να µην 

πλεονεκτούν τα εξωτερικά σηµεία έναντι των εσωτερικών κατά τον εντοπισµό των 

διπόλων.    

 

7.2.2.1 Εξοµοίωση 
 

Ας δούµε την απόδοση του εν λόγω αλγόριθµου στο πρόβληµα του αντίστροφού 

καθωρισµού πηγής όταν αυτή βρίσκεται στο εσωτερικό του εγκεφάλου.Θεωρούµε  

ακριβώς το ίδιο παράδειγµα µε την δευτερή εξοµοίωση της παραγράφου 7.2.2.1 

δηλαδή τοποθετούµε µια ηµιτονοειδή πηγή στην θέση που φαίνεται παρακάτω: 
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Εικόνα 36 Σήµα εξοµοίωσης στο εσωτερικό του εγκεφάλου 

 
Το εκτιµώµενο µέγιστο που δίνει ο αλγόριθµος της ελάχιστης νόρµας µε βάρη είναι 

το εξής: 

 
Εικόνα 37 Ολικό µέγιστο µε αλγόριθµο WMN 

 
Το οποίο αποτελεί την ακριβώς την σωστή θέση.  

 
Αρχικό σήµα 
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Εκτιµόµενο σήµα µε WMN 

 

Παρατηρούµε ότι το ανακατασκεύασµένο σήµα απέχει από το πραγµατικό µια 

πολλαπλασιαστική σταθερά. 

 

Ας θεωρήσουµε τώρα ένα δεύτερο παράδειγµα συµφωνα µε το οποίο έχουµε δυο 

ηµιτονοειδής πηγές διαφορετικών συχνοτήτων.Οι µεταβολή τους στον χρόνο δίνονται 

από τις ακόλουθες εξισώσεις: 

 ( )1 1 1cos 2 5 0sec 8secJ f t f Hz tπ= = ≤ ≤  (7.13) 

 ( )2 2 2cos 2 15 0sec 8secJ f t f Hz tπ= = ≤ ≤  (7.14) 

 
Εικόνα 38 Εξοµοίωση µε δυο σήµατα 
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Εικόνα 39 Αρχικές θέσεις σηµάτων 

Σε αυτήν την περίπτωση θα απαιτούµε από τον αλγόριθµό µας να µας δώσει 

πληροφορία και για τον αριθµό των διπόλων που ανίχνευσε .Το ολικό µέγιστο µας 

δίνει ένα σηµείο .Θα πρέπει λοιπόν να βρούµε τα τοπικά ακρότατα ψάχνοντας στον 

τρισδιάστατο χώρο.Ένας τέτοιος αριθµός τοπικών ακρότατων αποτελεί την εκτίµηση 

του αλγορίθµου για τον αριθµό των διπόλων. 

Αρχικά παραθέτουµε το διάγραµµα ψευδοχρωµατισµού του µετρικού µας m  

 
Εικόνα 40 ∆ιάγραµµα ψευδοχρωµατισµού µε αλγόριθµο WMN 

 
Στην συνέχεια παραθέτουµε το διάγραµµα µε τα τοπικά ακρότατα του µετρικού m σε 

τρεις διαστάσεις. 

J1 

J2 
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Εικόνα 41 εκτίµηση αριθµού διπόλων µε την βοήθεια τοπικών ακρότατων 

 
Βλέπουµε ότι ο αλγόριθµος αδυνατεί να εκτιµήσει τον σωστό αριθµό διπόλων . 

Eπιστρέφει πολλά τοπικά ακρότατα και επιπλέον δεν ανιχνεύει την πηγή J2. 

7.2.3 Επαναληπτικός αλγόριθµος για τον προσδιορισµό του 
πίνακα των βαρών (αλγόριθµος FOCUSS) 

 

Μέχρι τώρα έχουµε προτείνει την χρήση πίνακα W ο οποίος σχετίζεται µε το µέτρο 

του πίνακα µεταφοράς πεδίου (lead field matrix).Μια εναλλακτική προσέγγιση στην 

κατασκευή αυτού του πίνακα είναι η υιοθέτηση ενός επαναληπτικού σχήµατος για 

τον προσδιορισµό του. Ένας από τους σηµαντικότερους αλγορίθµους που έχει 

προταθεί για τον λόγο αυτό είναι ο αλγόριθµος FOCUSS (Focal Underdetermined 

System Solution). 

 

Ο αλγόριθµος FOCUSS προτάθηκε από τους  Gorodnitsky και Rao στο [18] και 

αποτελεί µια προσέγγιση που προσπαθεί απαλλάξει τον αλγόριθµο της ελάχιστης 

νόρµας από το σφάλµα της αυθαίρετης αρχικοποίησης του πίνακα W.  

 

Έτσι λοιπόν στο γνωστό πλέον πρόβληµα: 

 

 F J= Κ ⋅  (7.15) 

 
∆ιαλέγουµε σαν λύση τον πίνακα: 
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 ( )†F J J W K W F
∧

= Κ ⋅ ⇒ = ⋅  (7.16) 

 

Όπου W είναι ο πίνακας που προσδιορίζεται επαναληπτικά σύµφωνα µε τον εξής 

αλγόριθµο: 

 

1. Αρχικά κατασκευάζουµε τον πίνακα W κατευθείαν από τα µέτρα του πίνακα 

Κ . Σε περίπτωση που είναι δυνατό συνίσταται ο αρχικός πίνακας W να 

ενσωµατώνει οποιαδήποτε άλλη πληροφορία διαθέτουµε από την 

νευροφυσιολογία και την ανατοµία του εγκεφάλου. 

 

2. Υπολογίζουµε την λύση της ελάχιστης νόρµας µε βάρη από την εξίσωση 

(7.16) 

 

3. Κατασκευάζουµε τον πίνακα kW  χρησιµοποιώντας µια από τις παρακάτω 

εξισώσεις  

 

 

1

1

1

1

2

0 0 0

0 0 0

. . . .
0 0 .

k

k

k

k

M

K

K
W

K

−

−

−

 
 
 =  
 
  

 (7.17) 

 

 

1

1

1

1

2
1

0 0 0

0 0 0

. . . .
0 0 .

k

k

k

k k

M

K

K
W W

K

−

−

−

−

 
 
 =  
 
  

 (7.18) 

 

(Κεφαλαίο Κ συµβολίζουµε το αρθροισµα των νορµών της στηλης του πίνακα 

µεταφοράς πεδίου και µε Wk-1   τον πίνακα του προηγούµενου βήµατος). 

 

4. Αν 1k kW W threshhold−− ≤  τότε ο αλγόριθµος τερµατίζει αλλιώς 

εφαρµόζουµε ξανά το βήµα 2. 
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Εδώ πρέπει να σηµειώσουµε ότι η εφαρµογή της εξίσωσης (7.17) οδηγεί στην απλή 

παραλλαγή του αλγόρίθµου ενώ η εφαρµογή της εξίσωσης (7.18)  οδηγεί στην 

συνθετη (compound) εκδοχή του αλγορίθµου . Σύµφωνα µε το [18] η συνθετη εκδοχή 

είναι αυτή που προτιµάµε στην πράξη γιατί έχει σαν χαρακτηριστικό την 

γρηγορότερη σύγκλιση.   

 

7.2.4 Αλγόριθµος LORETA 
 

O αλγόριθµος LORETA (Low Resolution Electromagnetic Tomography) προτάθηκε 

από τον R.D.Pascual-Marqui για πρώτη φορά στο [14] . Η λογική του ακολουθεί την 

λογική του αλγορίθµου της ελάχιστης νόρµας µε βάρη .Η διαφορά του είναι εκτός 

από τον πίνακα Ω που περιλαµβάνει την κανονικοποίηση µε τον µέτρο του πίνακα 

µεταφοράς πεδίου Κ ο αλγόριθµος ενσωµατώνει και έναν Laplacian τελεστή που 

παίρνει την µορφή ενός πίνακα Β και έχει σαν στόχο την παραγωγή µιας ποιο 

εξοµαλυσµένης (smooth) λύσης . 

 

Σε αυτήν την εργασία θα περιγράψουµε τον αλγόριθµο όπως αυτός προτάθηκε από 

τον R.D.Pascual-Marqui στα [13][14][15][16].Έτσι αρχικά έχουµε (όπως και στον 

αλγόριθµο της ελάχιστης νόρµας µε βάρη) 

 

J J T
∧

Φ = Κ ⋅ ⇒ = ⋅Φ  όπου  
†1 1T TT W K KW K− − =            (7.19) 

 

Ο αλγόριθµος διαφοροποιείται στο σηµείο που ορίζουµε τον πίνακα W. 

Συγκεκριµένα ο W ορίζεται ως εξής: 

 

 ( ) ( )3 3
TW B B= Ω⊗Ι Ω⊗Ι  (7.20) 

 

Όσον αφορά τον Ω αυτός υλοποιείται όπως και στον αλγόριθµο της ελάχιστης νόρµας 

µε βάρη δηλαδή είναι διαγώνιος µε στοιχεία της κύριας διαγωνίου του τα στοιχεία: 
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1

1
N

ab
a

k kββ αβ βΤ

=

Ω = = Μ∑ …  (7.21) 

 

Ο πίνακας Β είναι ο τελεστής Laplace και ορίζεται σύµφωνα µε τις παρακάτω 

εξισώσεις : 

 ( )32

6
MB A I

d
= −  (7.22) 

 0 3A A I= ⊗  (7.23) 

 ( )( )1
0 1 1

1 1
2 M MA I diag A A

−
 = +    (7.24) 

 [ ]1

1
, 16

0

av v d
A β

αβ

αν
α β

διαφορετικα

 − == ∀ = Μ


…  (7.25) 

3MI :είναι ο µοναδιαίος διάστασης 3Μ 

[ ]diag A : είναι ο διαγώνιος πίνακας µε στοιχεία της κύριας διαγωνίου τα στοιχεία του   

διανύσµατος Α. 

d :είναι η ελάχιστη απόσταση ανάµεσα σε δυο σηµεία του µοντέλου του εγκεφάλου 

1M :είναι το διάνυσµα διάστασης Μ που έχει σε όλες τις θέσεις στοιχείο την µονάδα 

 

Σε αυτό το σηµείο θα πρέπει να παρατηρήσουµε ότι µπορούµε να οδηγηθούµε σε  

διαφορετικά συµπεράσµατα αναλόγως µε το πως αντιλαµβανόµαστε την έννοια της 

εξοµάλυνσης . Έτσι διαφορετική αντίληψη της εξοµάλυνσης θα µπορούσε να µας 

οδηγήσει σε κατασκευή διαφορετικών πινάκων Β και κατ επέκταση σε διαφορετική 

εκτίµηση του βέλτιστου διανύσµατος J
∧

 όπως αναφέρεται και στο [7].Το πρόβληµα 

είναι ότι δεν µπορούµε να ξεχωρίσουµε ποιος τρόπος για την κατασκευή του πίνακα 

Β είναι ο καλύτερος και έτσι κατ επέκταση ποια λύση κατανοµής ρευµάτων θα ήταν 

η ιδανική. 

7.2.4.1 Εξοµοίωση 
 
Σε αυτό το σηµείο θα δοκιµάσουµε τον αλγόριθµο LORETA σε περιβάλλον 

εξοµοίωσης και µάλιστα στο πρόβληµα που απέτυχε να επιλύσει ο αλγόριθµος 

ελάχιστης νόρµας µε βάρη .Ας θεωρήσουµε πάλι δυο ηµιτονοειδείς πηγές και ας τις 
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τοποθετήσουµε εντός του εγκεφάλου όπως στην παράγραφο 7.2.2.1 .Αυτήν τη φορά 

θα χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο LORETA.Αρχικά θα παραθέσουµε το 

διάγραµµα ψευδοχρωµατισµού του µετρικού m. 

 
Εικόνα 42 Ψευδοχροµατισµός µετρικού m 

 
Ακολουθεί το διάγραµµα µε τα τοπικά µέγιστα του µετρικού m µέσω του οποίου θα 

εκτιµήσουµε τον αριθµό των διπόλων. 

Πραγµατικές θέσεις διπόλων Εκτιµώµενες (LORETA) θέσεις  

 

Στα σηµεία των τοπικών ακροτάτων συναντάµε τις εξής κυµµατοµορφές: 
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Εικόνα 43 Εκτίµηση µορφής σηµάτων 

 
Βλέπουµε ότι έχει γίνει σωστή εκτίµηση του αριθµού των διπόλων . Παρόλα αυτά τα 

µέγιστα έχουν τοποθετηθεί σε θέσεις που απέχουν µερικά pixel από τις πραγµατικές 

τους . Επίσης έχουµε κακή εκτίµηση της µορφής του σήµατος .Αυτά τα σηµεία έχουν 

διαπιστωθεί και σε άλλες ερευνητικές εργασίες  [20] . Προφανώς τα αποτελέσµατα 

είναι καλύτερα από τους προηγούµενους αλγόριθµους που παρουσιάσαµε εντουτοις 

δεν µπορούν να χαρακτηριστούν ιδανικά . 

   

7.2.4.2 Εφαρµογή σε πραγµατικά δεδοµένα 
 
Μετά τα παραδείγµατα της εξοµοίωσης δοκιµάσαµε τον αλγόριθµο LORETA στα 

πραγµατικά δεδοµένα προκειµένου να επιβεβαιώσουµε την υπόθεση της παραγράφου 

7.2.1 . Αρχικά παραθέτουµε διαγράµµατα ψευδοχρωµατισµού ενός 

εγκεφαλογραφήµατος προκειµένου να παρατηρήσουµε την κατανοµή της ενέργειας 

στην λύση που παίρνουµε και την µορφή των τοπικών ακρότατων που θα εξάγουµε 

στην συνέχεια. 

 



Πολυτεχνείο Κρήτης  

 74

 

       

Εικόνα 44∆ιάγραµµα ψευδοχρωµατισµού µετρικού m ενός εγκεφαλογραφήµατος µπάντα θήτα 
 
            
             

            

Εικόνα 45 ∆ιάγραµµα ψευδοχρωµατισµού µετρικού m -µπάντα άλφα 2 
 
 
 

       

Εικόνα 46 ∆ιάγραµµα ψευδοχρωµατισµού µετρικού m - µπάντα γάµµα 1 
 
Αυτό που µπορούµε να σηµειώσουµε εδώ είναι ότι ο αλγόριθµός δεν δίνει ευκρινή 

µέγιστα µια και υπάρχει αρκετή ποσότητα ενέργειας που αντιστοιχίζεται και στις 

υπόλοιπες περιοχές του κεφαλιού. 
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Στην συνέχεια δοκιµάσαµε τον αλγόριθµο σε όλα τα εγκεφαλογραφήµατα και για 

κάθε ένα σηµειώσαµε τα τοπικά ακρότατα .Τα αποτελέσµατα για τις τρεις 

εξεταζόµενες µπάντες είναι τα ακόλουθα: 

 
Εικόνα 47 Αποτελέσµατα αλγορίθµου LORETA για µπάντα θήτα 

 
Εικόνα 48 Αποτελέσµατα αλγορίθµου LORETA για µπάντα άλφα 2 
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Εικόνα 49 αποτελέσµατα αλγορίθµου LORETA για µπάντα γάµµα 1 

 
Τα αποτελέσµατα που λαµβάνουµε για τις δυο πρώτες µπάντες δεν µπορούν να 

χαρακτηριστούν ικανοποιητικά µια και όλα τα σηµεία των τοπικών µεγίστων 

τοποθετούνται στο κέντρο του εγκεφάλου  (Χαρακτηριστικό είναι ότι για τις δυο 

πρώτες µπάντες τα ακρότατα και των 15 εγκεφαλογραφηµάτων τοποθετούνται στο 

κέντρο του εγκεφάλου ) . Για την τρίτη µπάντα έχουµε καλά αποτελέσµατα (υπό την 

έννοια ότι επιβεβαιώνουν την υπόθεση µας ) σε επίπεδο τοπικών ακροτάτων άλλα τα 

µέγιστα αυτά δεν απέχουν πολύ από τα άλλα σηµεία όπως µπορούµε να δούµε και 

στο διάγραµµα ψευδοχροµατισµού της Εικόνα 46.  

 

7.3 Μέθοδοι για διαχωρισµό σήµατος 
 

Μέχρι αυτό το σηµείο παρουσιάσαµε αλγόριθµους που έχοντας σαν δεδοµένο το 

σήµα του εγκεφαλογραφήµατος προσπαθούν να βρουν µια βέλτιστη λύση που 

αντιπροσωπεύει ένα διάνυσµα κατανοµής ρευµάτων .∆ηλαδή προσπαθούν να κάνουν 

ταυτόχρονο διαχωρισµό και τοποθέτηση των σηµάτων.  

Σε αυτή την ενότητα θα δούµε πως µπορούµε να αποσυσχετίσουµε τα δεδοµένα µας 

σε διάφορούς βαθµούς προκειµένου να πετύχουµε µεγαλύτερη απόδοση στους 

αλγορίθµους για την επίλυση του αντίστροφου προβλήµατος. 

 

Οι κυριότερες µέθοδοι προεπεξεργασίας δεδοµένων που χρησιµοποιείται είναι: 
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• Η ανάλυση σε πρωτεύουσες συνιστώσες (Principal Component Analysis ) 

• H ανάλυση σε ανεξάρτητες συνιστώσες (Independent Component Analysis) 

 

7.3.1 Μετασχηµατισµός PCA  (Principal Component Analysis) 
 
 

Ο µετασχηµατισµός PCA (Principal component analysis) γνωστός µερικές φορές και 

σαν διακριτός µετασχηµατισµός Karhunen-Loeve χρησιµοποιείται σαν µεθοδος 

στατιστικής προεπεξεργασίας για τον διαχωρισµό του χρήσιµου σήµατος από τον 

θόρυβο Η σηµασία του στην προεπεξεργασία του έχει επισυµανθεί σε διάφορες 

ερευνητικές εργασίες [22][23][24][26]. Ο αλγόριθµος ξεκινάει µε δεδοµένο το σήµα 

του ηλεκτροεγκεφαλογραφήµατος (EEG) και προσπαθεί να εντοπίσει συνιστώσες 

που θα είναι ορθογώνιες µεταξύ τους (δηλαδή θα έχουν µηδενική συσχέτιση).Η 

εξαγωγή τέτοιων συνιστωσών θα µας οδηγήσει στην µείωση της τάξης του 

προβλήµατος µας και θα µας δώσει µια πρώτη εκτίµηση για τον αριθµό των διπόλων 

που αναζητούµε. Αρχικά θα εξετάσουµε την δοµή του αλγορίθµου και στην συνέχεια 

θα δούµε στην πράξη πως λειτουργεί πάνω σε σήµατα-πηγές που έχουµε υποθέσει. 

7.3.1.1 Περιγραφή του αλγοριθµου 
 

Αρχικά παίρνουµε τον πίνακα µε τα δεδοµένα F από τα N κανάλια σε k χρονικές 

στιγµές . ∆ηλαδή: 

 

 ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1

2 1 2

1 2

.
.

k

k

N N k

t t t
t t

F t

t t t

φ φ φ
φ φ

φ φ φΝ

 
 
 =  
 
  

 (7.26) 

Υπολογίζουµε τον πίνακα συνδιακύµανσης { }R E F F Τ= i  και τον αναλύσουµε σε 

γινόµενο ιδιοτιµών-ιδιοδιανυσµάτων (eigenvalue decomposition παραρτηµα 9.1.4) . 

Επειδή ο πίνακας µας είναι τετραγωνικός και θετικά ορισµένος συµπίπτει µε το 

singular value decomposition παράρτηµα 9.1.3).Συνεπώς  έχουµε: 
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 { } T T T
s s s n n nR E F F U U U U U UΤ= = Λ = Λ + Λi i i i i i i  (7.27) 

Ο πίνακας Λ είναι διαγώνιος και περιέχει τις ιδιοτιµές του πίνακα R.Ο πίνακας U έχει 

σαν στήλες του τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα . Όπως βλέπουµε διαµερίζουµε τον 

πίνακα R σε δυο πίνακες-υποχώρους.Ο υποχώρος µε δείκτη s που συνιστά τον 

υποχώρο του σήµατος και ο υποχώρος µε δείκτη n που συνιστά τον υποχώρο του 

θορύβου .Οι διαστάσεις τους είναι NXN.Ο διαµελισµός αυτός γίνεται µε βάση τις 

ιδιοτιµές.Έτσι σχηµατίζουµε τον υποχώρο του σήµατος από τις µεγαλύτερες ιδιοτιµές 

(και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα) ενώ οι υπόλοιπες ιδιοτιµές συνιστούν τον 

υποχώρο του θορύβου.(Στις υπόλοιπες θέσεις συµπληρώνουµε µε µηδενικά για να 

έχουµε τις ίδιες διαστάσεις) .Μια σχηµατική αναπαράσταση της διαδικασίας αυτής 

φαίνεται στην Εικόνα 50 

 
Εικόνα 50 Σχηµατική αναπαράσταση διαχωρισµού ιδιοτιµών 

 

Προκειµένου να αξιολογήσουµε τις ιδιοτιµές θεωρούµε το µετρικό m που ορίζεται ως 

το πηλίκο του αθροίσµατος των ιδιοτιµών που θέλουµε να κρατήσουµε προς το 

άθροισµα όλων των ιδιοτιµών . ∆ηλαδή: 

 1

1

100%

r

i
i
N

i
i

m threshhold
λ

λ

=

=

= ⋅ ≥
∑

∑
 (7.28) 

 
Οι ιδιοτιµές που υπολογίζουµε σχετίζονται άµεσα µε την ισχύ του αρχικού σήµατος . 

(Για λεπτοµέρειες παράρτηµα 9.1.6.2)  Έτσι το ποσοστό του m που υπολογίζουµε 

είναι στην ουσία ποσοστό ισχύος .Ας υποθέσουµε ότι ο χώρος του σήµατος 
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περιλαµβάνει τις r µεγαλύτερες ιδιοτιµές και οι υπόλοιπες N-r συνιστουν τον 

υποχώρο του θορύβου . Αφού ξεχωρίσουµε τους δυο υποχώρους παίρνάµε στην 

δεύτερη φάση του µετασχηµατισµού όπου θα πρέπει να ανακασκευάσουµε το σήµα 

µας χρησιµοποιώντας τις ιδιοτιµές και τα ιδιοδιανύσµατα του υποχώρου σήµατος . 

Για κάθε τέτοια ιδιοτιµή ιλ θα έχουµε: 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1

2 1 2
1 2

1 2

.1 1
.

k

ki T i i i
i N

N N N k

t t t
t t

s t U F u u u

t t t
ι ι

φ φ φ
φ φ

λ λ
φ φ φ

 
 
  = = ⋅    
 
  

 (7.29) 

 
Το διάνυσµα 1 2

T i i i
i NU u u u =    είναι το ιδιοδιάνυσµα από  τον πίνακα U που 

αντιστοιχεί στην ιλ  ιδιοτιµή . Για το ι ισχύει 1 i r≤ ≤ .Έτσι από τα αρχικά δεδοµένα 

θα πάρουµε τον πίνακα ( )s t   που θα έχει r γραµµές και k στήλες (για k χρονικές 

στιγµές).Αυτή η σχέση σε µορφή πινάκων παίρνει την εξής µορφή:  

 
 ( ) ( )

( 1) T
PCA sS t U F t

−
= Λ i i  (7.30) 

Θα ονοµάσουµε  

 
( 1) T

PCA sW U
−

= Λ i  (7.31) 

Έτσι έχουµε: 
 
 ( ) ( )PCA PCAS t W F t=  (7.32) 

 

Έτσι µε την µέθοδο της ανάλυσης σε ιδιοτιµές καταφέρνουµε να αντικαταστήσουµε 

τον αρχικό πίνακα ( )F t  διάστασης Ν στον πίνακα ( )s t µε διάσταση όσες και οι 

σηµαντικές ιδιοτιµές . Επιπλέον οι γραµµές του πίνακα ( )s t παρουσιάζουν µηδενική 

συσχέτιση , δηλαδή είναι ορθογώνειες.  
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Εικόνα 51 διάγραµµα αλγορίθµου PCA 

 

Στην παραπάνω εικόνα µπορούµε να δούµε µια διαγραµµατική αναπαράσταση του 

αλγορίθµου PCA. 

7.3.1.2 Σχέση PCA µε συχνότητα- αριθµό πηγών 
 

Σε αυτό το σηµείο θα εξετάσουµε την σχέση του αριθµού των ιδιοτιµών µε τον 

αριθµό των πηγών που καλούµαστε να προσδιορίσουµε . Θα χρησιµοποιήσουµε 

πηγές που έχουν ίδιες αλλά και διαφορετικές συχνότητες προκειµένου να 

αντιληφθούµε τον τρόπο µε τον οποίο γίνεται ο διαχωρισµός των σηµάτων.  

7.3.1.2.1 ∆ιαδικασία εξοµοίωσης 
  

Για να δούµε την φυσική ερµηνεία αυτής της παρατήρησης κάνουµε την εξής 

διαδικασία: 

 

Ορίζουµε ένα διάνυσµα ( )kJ t  µια αρχική κατανοµή ρεύµατος σε k χρονικές στιγµές. 

Συγκεκριµένα θεωρούµε ότι όλες οι γραµµές του πίνακα ( )kJ t  είναι µηδενικές εκτός 

από p γραµµές που φέρουν τα σήµατα πηγών .∆ηλαδή η δοµή τού πίνακα ( )kJ t  έχει 

ως εξής: 

Υποχώρος 
σήµατος 

Υποχώρος 
θορύβου 

∆ηµιουργία 
Wpca 

Ανάλυση σε 
ιδιοτιµές 

Υπολογισµός 
s(t) 

Αρχικά 
δεδοµένα F 

Αριθµός ιδιοτιµών δίνει αριθµό 
προτευόντων διανυσµάτων 
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 ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 1 2 1

1 2
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k

p p p p k

J t J t J t J t
J t

J t J t J t J t

   
   
   
   
   

= =   
   
   
   
   
   

 (7.33) 

 
Στην συνέχεια υπολογίζουµε το διάνυσµα F των µετρήσεων µέσω της εξίσωσης του 

προβλήµατος 

  

 ( ) ( )F t KJ t=  (7.34)

  

Όπου Κ ο πίνακας µεταφοράς πεδίου (lead field matrix) που αντιπροσωπεύει το 

µοντέλο του εγκεφάλου που έχουµε υποθέσει.Στην συνέχεια εφαρµόζουτµε τον 

µετασχηµατισµό PCA και εξετάζουµε τα αποτελέσµατα. 

 

7.3.1.2.2 Μια πηγή ηµιτονοειδούς µορφής 
 

Θεωρούµε ότι έχουµε µια πηγή έστω J1.Η διάρκεια της είναι 8 δευτερόλεπτα και η 

µορφή της είναι ηµιτονοειδής .Συγκεκριµένα έχει ως εξής 
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Εικόνα 52 Μια ηµιτονοειδής κυµµατοµορφή 

 

Η J1 δίνεται από την εξίσωση: 
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 ( )1 1 1cos 2 5J f t f Hzπ= =  (7.35) 

Η χρονική συνιστώσα t παίρνει τιµές στο διάστηµα 1-8sec µε περίοδο 

δειγµατοληψίας 1/512 sec.  Αν εφαρµόσουµε την ανάλυση σε πρωτεύουσες 

συνιστώσες (Principal Component Analysis) θα έχουµε το παρακάτω διάγραµµα 

ιδοτιµών: 
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Εικόνα 53 ∆ιάγραµµα ιδιοτιµών για µια κυµµατοµορφή 

 
Βλέπουµε ότι ο µετασχηµατισµό PCA µας επιστρέφει 1 σηµαντική ιδιοτιµή (οι 

υπόλοιπες είναι κάτω από 10-15)2.Η εκτίµηση ότι µια ιδιοτιµή αντιστοιχεί σε µια πηγή 

είναι σωστή σε αυτό το παράδειγµα . Στην συνέχεια προβάλουµε την ιδιοτιµή στα 

δεδοµένα µας έτσι ώστε να ανακατασκευάσουµε το σήµα µας. 

 

 ( ) ( ) ( )1 1
1

1S t s t U F t
λ

= = ⋅  (7.36) 

 
Το ανακατασκευασµένο σήµα έχει ως εξής: 

                                                 
2 Παρότι θα περιµέναµε να δούµε 30 ιδιοτιµές στο διαγραµµα βλέπουµε µόνο 17.Αυτό οφείλεται 
αποκλειστικά στην αριθµιτική ακρίβεια του MATLAB.Επειδή οι συγκεκριµµένες ιδιοτιµές είναι πολλύ 
κοντα στο 0 λόγω αριθµιτικού σφάλµατος υπολογίζονται σαν αρνητικές µε αποτέλεσµα να µην 
µπορούµε να τις αναπαραστήσουµε στην λογαριθµική κλίµακα 
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Εικόνα 54 ανακατασκευασµένη κυµµατοµορφή 

 

Για να δούµε καλύτερα το ανακατασκευασµένο και το αρχικό σήµα τα µεγεθύνουµε 

και έχουµε: 
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Αρχικό σήµα Ανακατασκευασµένο σήµα 
Εικόνα 55 Σύγκριση µε το αρχικό σήµα 

 
Είναι προφανές ότι η ποιότητα ανακατασκευής του σήµατος είναι πολύ υψηλή .Το 

σήµα εκτιµήθηκε σωστά µε διαφορά µιας πολλαπλασιαστικής σταθεράς .Το 

τελευταίο είναι αναµενόµενο µια και δεν µπορούµε να καθορίσουµε επακριβώς την 

ενέργεια του ανακατασκευασµένου σήµατος. 

7.3.1.2.3 ∆υο ηµιτονοειδείς πηγές ασύγχρονες 
 

Έστω τώρα ότι έχουµε δυο πηγές J1 και J2 που η κάθε µια έχει διαφορετική 

συχνότητα από την άλλη .Οι τιµές που παίρνουν φαίνονται στο παρακάτω διάγραµµα: 
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Εικόνα 56 ∆υο ηµιτονοειδείς πηγές διαφορετικών συχνοτήτων 

 
Συγκεκριµµένα οι δυο πηγές παράγονται από τι παρακάτω εξισώσεις:  
 
 
 ( )1 1 1cos 2 5J f t f Hzπ= =  (7.37) 

 ( )2 2 2cos 2 15J f t f Hzπ= =  (7.38) 

 

Ισχύει και εδώ 0sec 8sect< < µε περίοδο δειγµατοληψίας 1/512 sec 
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Εικόνα 57 ∆ιάγραµµα ιδιοτιµών 

 
Βλέπουµε ότι οι σηµαντικές ιδιοτιµές σε αυτήν την περίπτωση είναι οι δυο πρώτες (οι 

υπόλοιπες είναι κάτω από 10-10).Η εκτίµηση ότι έχουµε δυο πηγές επειδή έχουµε 2 

σηµαντικές ιδιοτιµές ισχύει και σε αυτήν την περίπτωση .Ακολουθούµε την ίδια 
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ακριβώς διαδικασία όπως και προηγουµένως µόνο που αυτήν την φορά έχουµε δυο 

ιδιοτιµές; 

 ( ) ( )1 1
1

1 Ts t U F t
λ

= ⋅  (7.39) 

 ( ) ( )2 2
2

1 Ts t U F t
λ

=  (7.40) 

 

Οι δυο παραπάνω σχέσεις µπορούν να οµαδοποιηθούν µε την βοήθεια πινάκων στην 

επόµενη: 

   

   

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 2 1
1 1 1

1 1 21 2 1 2
2 2 2

2 1 2

1 22

1 0
.

.10

k

N k

N

N N N k

t t t
u u us t t t

s t u u u
t t t

φ φ φ
λ φ φ

φ φ φλ

   
         =              
     

 (7.41) 

 
Ακόµα ποιο οµαδοποιηµένα έχουµε: 
 
 ( ) ( )

( 1) T
s sS t U F t

−
= Λ  (7.41) 

 
Τώρα θα πρέπει να συγκρίνουµε τα σήµατα που ανακατασκευάσαµε µε τα αρχικά 

σήµατα των διπόλων που υποθέσαµε .Αντιπαράθεση τους φαίνεται στην επόµενη 

εικόνα. 

 
Αρχικό σήµα 
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Ανακατασκευασµένο σήµα 
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Εικόνα 58 Σύγκριση µε τα αρχικά σήµατα 

 

7.3.1.2.4 ∆υο ηµιτονοειδείς πηγές - σύγχρονες 
 

Στο τρίτο παράδειγµα έχουµε ξανά δυο πηγές που αυτή τη φόρα έχουν την ίδια 

συχνότητα.∆ηλαδή: 
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Εικόνα 59 ∆υο ηµιτινοειδείς πηγές ίδιων συχνοτήτων   

 ( )1 1 1 2cos 2 5J f t f f Hzπ= = =  (7.42) 

 ( )2 2 1 25cos 2 5J f t f f Hzπ= = =  (7.43) 

 0sec 8sec 1/ 512sect T< < =  (7.44) 

 

Σε αυτήν την περίπτωση οι δυο σύγχρονες πηγές αντιστοιχίζονται στην ίδια ιδιοτιµή 

όπως µπορούµε να δούµε και στο παρακάτω διάγραµµα: 
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Εικόνα 60 ∆ιάγραµµα ιδιοτιµών 

 
Εδώ η περίπτωση έχει αρκετό ενδιαφέρον µια και οι σηµαντικές ιδιοτιµές δεν 

αντιστοιχούν στον αριθµό των πηγών που έχουµε αρχικά υποθέσει. Αυτό συµβαίνει 

γιατί ο µετασχηµατισµό PCA δεν µπορεί να ξεχωρίσει δυο πηγές που έχουν 

στατιστική εξάρτηση µεγαλύτερου βαθµού .Έτσι εφόσον έχουν την ίδια φάση τις 

αντιστοιχίζει στην ίδια ιδιοτιµή. 
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Τ παραπάνω συµβαίνει γιατί τα δυο αυτά σήµατα είναι γραµµικά εξαρτηµένα . 

Συγκεκριµένα ισχύει 2 15J J= .Γι αυτό αντιστοιχίζονται σε µια και µοναδική 

συνιστώσα. 

 
Αν προβάλουµε την ισχυρή αυτή ιδιοτιµή πίσω στον χώρο του σήµατος θα χουµε: 
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Εικόνα 61 Ανακατασκευσµένο σήµα 

 
Σε συγκριση µε τα αρχικά σήµατα θα χούµε: 
 

Αρχικά σήµατα 
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Ανακατασκευασµένο σήµα 
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Εικόνα 62 Σύγκριση µε αρχικό σήµα 

 

7.3.1.3 Σε περιβάλλον θορύβου 
 
Σε αυτήν την ενότητα θα εξετάσουµε πως  η ανάλυση σε πρωτεύουσες συνιστώσες 

µας βοηθάει να απαλλαγούµε από ένα µέρος του θορύβου .Έστω λοιπόν ότι έχουµε 

πάλι µια πηγή J1 που δίνεται από την εξής εξίσωση: 

 

 ( )1 1 1cos 2 5J f t f Hzπ= =  (7.45) 
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Εικόνα 63 Αρχικό σήµα 

 

Στην συνέχεια υπολογίζουµε τον πίνακα των µετρήσεων F ∆ηλαδή: 

 
 ( ) ( )signalF t K J t= ⋅  (7.46) 

 
Και προσθέτουµε στον πίνακα F τυχαίο θόρυβο δηλαδή: 

 
 ( ) ( ) ( )corrupted signalF t F t a n t= + ⋅  (7.47) 

Ο πίνακας ( )kn t  περιέχει τιµές οµοιόµορφα κατανεµηµένες στον διάστηµα  
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 min max[ , ]F F  (7.48) 

 
(Όπου minF maxF  είναι η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή του πίνακα signalF  και a  είναι 

βαθµωτός συντελεστής που καθορίζεται από εµάς).Εφαρµόζουµε τον 

µετασχηµατισµό PCA στον πίνακα  corruptedF και έχουµε το ακόλουθο διάγραµµα 

ιδιοτιµών (διαλέγουµε α=0.01 δηλαδή 1% θόρυβο) 
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Εικόνα 64 ∆ιάγραµµα ιδιοτιµών 

 
Αυτό που παρατηρούµε µε µια πρώτη µατιά είναι η µετακίνηση των ιδιοτιµών του 

θορύβου (δεύτερη έως τριακοστή ) από το επίπεδο 10-20 στο επίπεδο 10-5.Αν 

ανακατασκευάσουµε το σήµα µας θα έχουµε: 
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Εικόνα 65 Ανακατασκευασµένο σήµα 

 

Σε σύγκριση µε το αρχικό σήµα: 

 

Αρχικό σήµα 
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Ανακατασκευασµένο σήµα 
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Εικόνα 66 Συγκριση µε το αρχικό σήµα 

 

Βλέπουµε ότι το ανακατασκευασµένο σήµα έχει θόρυβο.Ο θόρυβος που καταφέραµε 

να φιλτράρουµε έχει να κάνει µε τις ιδιοτιµές που απορρίψαµε .Αν πχ κρατούσαµε 

και άλλη µια ιδιοτιµές και ανακατασκευάζαµε το σήµα µας θα είχαµε: 
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Εικόνα 67 Μια κυµµατοµορφή που αντιστοιχεί σε θόρυβο 

 
Βλέπουµε ότι το ανακατασκευασµένο σήµα που έχει να κάνει µε την δευτερη ιδιοτιµή 

απαρτίζεται αποκλειστικά από θόρυβο ο οποίος θα µας έδινε ψευδή σηµεία 

ενεργοποίησης στον εγκέφαλο (Αν προχωρούσαµε σε τοποθέτηση του σήµατος).Για 



Πολυτεχνείο Κρήτης  

 93

διαφορετικές τιµές του α (0 , 0.1,0.01 δηλαδή 0,10% και 1 % θόρυβο) µπορούµε να 

δούµε πως µεταβάλλονται οι ιδιοτιµές στον παρακάτω πίνακα: 
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Εικόνα 68 απόκριση ιδιοτιµών σε διάφορα επίπεδα θορύβου 

 

7.3.2 Αλγόριθµοι υποχώρου σήµατος  
 
Πρώτού προχωρήσουµε στην παρουσίαση της ανάλυσης σε ανεξάρτητες συνιστώσες 

(ICA) θα παρουσιάσουµε (περισσότερο για λόγους ιστορικής συνέχειας) κάποιους 

αλγορίθµους που ενσωµατώνουν τον µετασχηµατισµό PCA προκειµένου να 

επιλύσουν το αντίστροφο πρόβληµα. Αυτοί οι αλγόριθµοι είναι γνωστοί περισσότερο 

σαν µέθοδοι υποχώρου σήµατος (signal subspace methods). 

 

Κοινό χαρακτηριστικό αυτών των αλγορίθµων είναι ότι αρχικά διαµερίζουν τον χόρο του 

εγκεφαλογραφήµατος-σηµατος σε υποχώρους σηµατος και θορύβου.στην συνέχεια καθε ένας 

εισάγει ένα µετρικό προκειµένου να αξιολογήσει τα σηµεία του µοντέλου του εγκεφάλου σαν 

πιθανά σηµεία ύπαρξης διπόλων. 

 

7.3.2.1 Ο αλγόριθµος MUSIC 
 
Ο αλγόριθµος MUSIC (MUltiple SIgnal Classification) αποτελεί µια ενδιαφέρουσα 

διαφορετική προσέγγιση προς το πρόβληµα του αντίστροφου καθορισµού πηγής 

.Στην θεωρία της ψηφιακής επεξεργασίας σήµατος προτάθηκε για πρώτη φορά από 
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τον Schmidt [19] σαν ένα αλγόριθµος για τον διαχωρισµό των λαµβανοµένων 

σηµάτων σε κεραίες . Στην επεξεργασία βιοιατρικού σήµατος ,τόσο στα 

ηλεκτροεγκεφαλογραφήµατα (EEG) όσο και στα µαγνητοεγκεφαλογραφήµατα 

(MEG), προτάθηκε από τους Mosher και Leahy στο [29]. 

 

Τα βήµατα του αλγορίθµου έχουν ως εξής: 

 

1.Εφαρµόζουµε τον µετασχηµατισµό PCA διαχωρίζοντας τον υποχώρο σηµατος και 

θορύβου: 

 

 T
s s s e e eFF Τ Τ Τ= ΦΣΦ = Φ Σ Φ +Φ Σ Φ  (7.49) 

 

2.∆ηµιουργούµε τον πίνακα Κ (πίνακας µεταφοράς πεδίου) όπως περιγράφεται στο 

αντίστοιχο κεφάλαιο για την µοντελοποίηση του εγκεφάλου. 

 

3.Υπολογίζουµε την συνάρτηση { } { }1 2 3, , , , ,s rsubcorr K c c c cΦ =  σε κάθε σηµείο 

του µοντέλου που έχουµε υποθέσει (Για τον τρόπο υπολογισµού της συνάρτησης 

{ },subcorr A B  δες παράρτηµα ) . To µετρικό που χρησιµοποιεί ο αλγόριθµος  είναι  

το 1c  (Το µέγιστο subspace correlation) .Συνέχεια βρίσκουµε τα σηµεία µε τις r 

µεγαλύτερες τιµές .Τα σηµεία αυτά είναι οι τοποθεσίες των δίπολων. 

Κατά την απεικόνιση αντί για το 1c  µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το 
1

1
1 c−

.Σε 

αυτήν την περίπτωση όταν οι τιµές θα προσεγγίζουν το άπειρο τότε θα έχουµε 

ανιχνεύσει το δίπολο ενώ όταν θα προσεγγίζουν την µονάδα τότε δεν θα έχουµε 

καθόλου δραστηριότητα. 

 

Βελτιωµένες εκδοχές του MUSIC είναι οι αλγόριθµοι R-MUSIC [27]  ,IES-

MUSIC,RAP-MUSIC [28]  και FINES [58].Στην συνλεχεια θα περιγράψουµε τον 

µετασχηµατισµό της ανάλυσης σε ανεξαρτητες συνιστώσες και θα δούµε πως 

µπορούµε να τον συνδυάσουµε µε τον µετασχηµατισµό της ανάλυσης σε 

πρωτευουσες συνιστώσες προκειµένου να λύσουµε το αντίστροφο πρόβληµα.  
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7.3.3 Μετασχηµατισµός ICA (Independent Component Analysis) 
 
 
Όπως είδαµε ο µετασχηµατισµός PCA έχει σαν είσοδο στον πίνακα µε τα δεδοµένα 

και σαν έξοδο έναν πίνακα του οποίου κάθε σειρά είναι ορθογώνια µε τις 

υπόλοιπες.O µετασχηµατισµός ICA παίρνει σαν είσοδο πάλι το σήµα και µας 

επιστρέφει σαν έξοδο έναν πίνακα του οποίου οι γραµµές είναι ανεξάρτητες µεταξύ 

τους ( παράρτηµα). 

 

7.3.3.1 Περιγραφή του προβλήµατος 
 
Το πρόβληµα της ανάλυσης των δεδοµένων σε ανεξάρτητες συνιστώσες έχει ως εξής: 

Έστω ο πίνακας των µετρήσεων για k χρονικές στιγµές . Εκφράζουµε τον πίνακα των 

δεδοµένων σαν γινόµενο ενός πίνακα που φέρει τις ανεξάρτητες συνιστώσες επί έναν 

πίνακα Μ που ονοµάζουµε πίνακα ανάµιξης (Mixing Matrix).∆ηλαδή: 

  

 ( ) ( )IF t M S t= ⋅  (7.50) 

 Ο δείκτης Ι (από independent) του S χρησιµοποιείται για να µην υπάρχει συγχηση µε 

τον πίνακα S του µετασχηµατισµού PCA. Στην συνέχεια αναζητούµε έναν πίνακα W 

τέτοιο ώστε: 

 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )I I IW F t W M S t S t S t W F t⋅ = ⋅ ⋅ = ⇒ = ⋅  (7.51) 

∆ηλαδή: 
 1W M− =  (7.52) 

 

(Οι ανεξάρτητες συνιστώσες που θέλουµε να παράγουµε θεωρούµε ότι δεν 

υπερβαίνουν τον αριθµό των ηλεκτροδίων , µε άλλα λόγια δεν µπορούµε να 

εντοπίσουµε παραπάνω πηγές από τον αριθµό των µετρήσεων) 

 

Το πρόβληµα είναι ότι δεν γνωρίζουµε τον πίνακα Μ για να τον αντιστρέψουµε . Το 

µόνο στοιχείο που έχουµε είναι ο πίνακας F µε τα δεδοµένα µας .Για να 

προσδιορίσουµε τον πίνακα που διαχωρίζει τα σήµατα έχουν προταθεί διάφορες 

προσεγγίσεις .Από κάθε προσέγγιση προκύπτουν διαφορετικοί αλγόριθµοι. 
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Μια σχηµατική αναπαράσταση που δείχνει τον τρόπο λειτουργίας του αλγόριθµου 

ICA φαίνεται στην εικόνα που ακολουθεί: 

 

 
Εικόνα 69 διάγραµµα αλγορίθµου ICA 

 
Πρώτου προχωρήσουµε στην παρουσίαση των προσεγγίσεων και των αλγορίθµων θα 

πρέπει να σηµειώσουµε δυο σηµεία τα οποία θα πρέπει να έχουµε υπ όψη µας πριν 

κάνουµε ανάλυση σε ανεξάρτητες συνιστώσες. 

 

1. ∆εν µπορούµε να εκτιµήσουµε τον αριθµό των ανεξάρτητων συνιστωσών εκ 

των προτέρων 

 

Αυτό σηµαίνει ότι ο οποιοσδήποτε αλγόριθµος ICA θα εκτιµήσει τόσες 

συνιστώσες όσες και οι γραµµές του πίνακα που δίνουµε σαν είσοδο .Η εκ 

των υστέρων απόρριψη κάποιων συνιστωσών δεν έχει νόηµα µια και  ο 

πίνακας W έχει υπολογιστεί ήδη.  

 

2. ∆εν µπορούµε να υπολογίσουµε την ενέργεια των ανεξάρτητων συνιστωσών 
 
 

Αυτό συµβαίνει επειδή έχουµε σαν αγνώστους τόσο το M όσο και το S. Κάθε 

πολλαπλασιασµός του πίνακα S θα µπορούσε να αντισταθµιστεί και να δώσει 

το ίδιο αποτέλεσµα αν διαιρούσαµε την αντίστοιχη στήλη του πίνακα Α µε 

τον ίδιο αριθµό . 

 

Αλγόριθµος 
ICA 

Αρχικά 
δεδοµένα F 

WICA 

Υπολογισµός 
SI 

Θεωρούµε ότι οι 
ανεξαρτητες συνιστώσες 
Είναι όσες οι γραµµές του 

πίνακα 
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Για οποιονδήποτε αντιστρέψιµο πίνακα P. 

 

 1F M S F MP PS−= ⋅ ⇒ = ⋅  (7.53) 

 

Η ποσότητα PS περιλαµβάνει τις συνιστώσες που περιελάµβανε και ο S αλλά 

µε διαφορετικές ενέργειες. Ευτυχώς η εκτίµηση της ενέργειας του σήµατος 

δεν µας απασχολεί στις περισσότερες εφαρµογές. 

 
 

7.3.3.2 Προσεγγίσεις για επίτευξη ανεξαρτησίας 
 
Σε αυτήν την ενότητα θα εξετάσουµε τις προσεγγίσεις που έχουν χρησιµοποιηθεί για 

να πετύχουµε την δηµιουργία ανεξάρτητων συνιστωσών . Οι προσεγγίσεις αυτές 

παρατίθενται ακολούθως : 

 

1. ∆ηµιουργία µη κανονικών µεταβλητών 

 

Μπορεί να αποδειχτεί  (για περισσότερες πληροφορίες δες παράρτηµα) ότι αν 

ξεκινήσουµε από ένα σήµα και προσπαθήσουµε να το αναλύσουµε σε σήµατα 

που παρουσιάζουν όσον το δυνατόν µη-κανονική  κατανοµή . Αυτά θα είναι 

ανεξάρτητα µεταξύ τους . Προκειµένου να το πετύχουµε αυτό ορίζουµε κάποια 

µέτρα τα οποία µας δείχνουν πόσο κανονική είναι µια κατανοµή  και ορίζοντας 

τις κατάλληλες συναρτήσεις κόστους προσπαθούµε να τα ελαχιστοποιήσουµε . 

Τα κυριότερα µέτρα που χρησιµοποιούµε είναι τα ακόλουθα: 

 

a. Μεγιστοποίηση κυρτωσης (kurtosis) 

b. Αρνητική εντροπία (Negentropy) 

 

(Την σχέση που έχουν µε την κανονική κατανοµή και τον τρόπο που τα 

χρησιµοποιούµε µπορεί κάποιος να δει στο παράρτηµα) 

 

2. Ελαχιστοποίηση αµοιβαίας πληροφορίας 

Μια προσέγγιση που προκύπτει από την θεωρία της πληροφορίας έχει να κάνει µε την 

ελαχιστοποίηση της αµοιβαίας πληροφορίας των σηµάτων µας .Ορίζουµε ότι δυο 
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σήµατα είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους όταν η αµοιβαία πληροφορία τους είναι 

µηδενική (για περισσότερες πληροφορίες  παράρτηµα) 

 

3. Εκτίµηση µέγιστης πιθανοφάνειας (Maximum likelihood estimation) 

H προσέγγιση της εκτίµησης της µέγιστης πιθανοφάνειας είναι µια πολύ δηµοφιλής 

για την επίτευξη της ανεξαρτησίας . Μπορεί να αποδειχτεί ότι στην ουσία είναι 

ισοδύναµη µε την ελαχιστοποίηση της αµοιβαίας πληροφορίας (mutual information 

minimization) [23] 

 

7.3.3.3 Ο αλγόριθµος FASTICA 
 
Στην παρούσα διπλωµατική εργασία χρησιµοποιήθηκε ο αλγόριθµος FASTICA για 

την δηµιουργία στατιστικά ανεξάρτητων µεταβλητών .Ο αλγόριθµος 

χρησιµοποιήθηκε όπως περιγράφεται στο [23] . Ο αλγόριθµος επιδιώκει να 

δηµιουργήσει µη Γκαουσιαννές µεταβλητές µεγιστοποιώντας την αρνητική εντροπία 

(negentropy).Τα βήµατα του αλγορίθµου έχουν ως εξής: 

 

1. Αρχικά επιλέγουµε ένα τυχαίο αρχικό διάνυσµα βαρών w 

2. Υπολογίζουµε την ποσότητα  

 ( ){ } ( ){ }'T Tw E xg w F E g w F w+ = −  (7.54) 

3.  

 /w w w+ +=  (7.55) 

4. Αν δεν έχουµε σύγκλιση επιστρέφουµε στο βήµα 2 
 
Στην  θέση των συναρτήσεων ( ).g συνήθως χρησιµοποιούµε τις : 
 
 ( ) ( )1 1 1tanh 1 2g u a u a= ≤ ≤  (7.56) 

 ( )
2

2 exp
2

ug u u
 

= − 
 

 (7.57) 

Στην συνέχεια θα δούµε την εφαρµογή του αλγορίθµου αυτού στην επίλυση του 

αντιστρόφου προβλήµατος. 
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7.3.3.4 Αξιολόγηση ανεξάρτητων συνιστωσών 
 
Η ανάλυση σε  ανεξάρτητες συνιστώσες παράγει τόσες συνιστώσες όση η διάσταση 

του πίνακα που δώσαµε σαν είσοδο . Προκειµένου να αναγνωρίσουµε τις σηµαντικές 

συνιστώσες και να απορρίψουµε τις υπόλοιπες έχουν προταθεί διάφορες τεχνικές που 

έχουν να κάνουν µε τις τιµές του πίνακα µίξης των σηµάτων. 

 
Ένας τρόπος που έχει προταθεί είναι η κατάταξη των ανεξάρτητων συνιστωσών µέσω 

της νόρµας του πίνακα µίξης  των δεδοµένων (Μια και αυτός καθορίζει το βάρος των 

ανεξάρτητων συνιστωσών).Ένας εναλλακτικός τρόπος που έχει προταθεί και 

σχετίζεται µε την φιλοσοφία της έννοιας της ανεξαρτησίας είναι να µετρήσουµε πόσο 

µη-γκαουσιανή είναι η κάθε ανεξάρτητη συνιστώσα και να ταξινοµήσουµε τις 

συνιστώσες µε αυτόν τον τρόπο. 

 

Για να γίνει κατανοητός αυτός ο τρόπος αξιολόγησης θεωρούµε το παρακάτω 

παράδειγµα: 

 

Έστω δυο πηγές J1,J2 που οι κυµµατοµορφές τους έχουν ως εξής: 
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Εικόνα 70 Αρχικές κυµµατοµορφές 

 
∆ηλαδή έχουν εξισώσεις : 

 

 ( )1 1 1cos 2 5J f t f Hzπ= =  (7.58) 

 ( )2 2 2cos 2 15J f t f Hzπ= =  (7.59) 
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Κάνοντας ICA (και συγκεκριµένα FASTICA) υπολογίζουµε τους πίνακες µίξης και 

αποµίξης.Οι νόρµες των στηλών του πίνακα µίξης W έχει ως εξής: 

0 5 10 15
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18
column norm of mixing matrix

 
Εικόνα 71 τιµες νόρµας στηλών πίνακα µίξης 

 
(κανονικά θα επρεπε να πάρουµε 30 independent components αλλά λόγω του 

αριθµιτικού σφάλµατος του MATLAB οι ιδιοτιµές από το 15 και µετά είναι 

αρνητικές γι αυτό δεν τις παρουσιάζουµε καθόλου)Βλέπουµε λοιπόν ότι οι 

σηµαντικές συνιστώσες είναι οι 14,15 .Αυτές είναι : 

Component 14 
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Εικόνα 72 πρώτο ανακατασκευασµένο σήµα 
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Component 15 
 

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

 
Εικόνα 73 ∆εύτερο ανακατασκευασµένο σήµα 

 

Είναι προφανές ότι η συνιστώσα 14 αντιστοιχεί στην πηγή J2 ενώ η συνιστώσα 15 

στην πηγή J1.Ενδεικτικά παραθέτουµε µερικά από τα υπόλοιπα components για να 

παρατηρήσουµε την µορφή τους: 

 

Component 12 
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Εικόνα 74 Ανακατασκευασµένο σήµα από δωδέκατη συνιστώσα 
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Component 8 
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Εικόνα 75 ανακατασκευασµένο σήµα από την όγδοη συνιστώσα 

 
Είναι προφανές ότι οι δυο τυχαίες αυτές κυµµατοµορφές δεν έχουν σχέση µε τις 

αρχικές. 

7.3.3.5 ICA σε περιβάλλον θορύβου 
 

Σε αυτό το σηµείο θα εξετάσουµε τον τρόπο που λειτουργεί ο ICA όταν έχουµε 

θόρυβο στο προηγούµενο παράδειγµα µε τις δυο ηµιτονοειδείς πηγές 

J1,J2προσθέτουµε ένα τυχαίο διάνυσµα θορύβου (το διάνυσµα φέρει τυχαία νούµερα 

των οποίων η µέση τιµή είναι το 1/10 της µέσης τιµής του κανονικού σήµατος). 

0 5 10 15
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Εικόνα 76 Νόρµα στηλών πίνακα µίξης σε περιβάλλον θορύβου 
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Οι σηµαντικές συνιστώσες δείχνουν να είναι οι 6,9.Αυτές έχουν ως εξής 

Component 6 
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Εικόνα 77 Πρώτο ανακατασκευασµένο σήµα 

Component 9 
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Εικόνα 78∆εύτερο ανακατασκευασµένο σήµα 
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Βλέπουµε ότι η εκτίµηση µε αυτόν τον τρόπο είναι εντελώς λανθασµένη .Ο θόρυβος 

επηρεάζει τις τιµές των νορµών του πίνακα µίξης σε τέτοιο σηµείο που να είναι 

αδύνατη η αξιολόγηση των σηµαντικών συνιστωσών. Όπως θα δούµε στην επόµενη 

ενότητα ο ποιο αξιόπιστος τρόπος για να αποµακρύνουµε τον θόρυβο και να 

εκτιµούµε τις σηµαντικές συνιστώσες είναι η χρήση του µετασχηµατισµού  

PCA. 

 

7.3.3.6 Παραλληλισµός ICA-PCA  
 

7.3.3.6.1 Μηδενική συσχέτιση-ανεξαρτησία 
 
Είδαµε ότι ο αλγόριθµος PCA (Principal Component Analysis) µας δίνει 

ασυσχέτιστες συνιστώσες πραγµα που σηµαίνει ότι  

 

 { } { } { }1 2 1 2E x x E x E x=  (7.60) 

 

Από την άλλη µεριά ο ICA (Independent Component Analysis) µας επιστρέφει 

ανεξάρτητες συνιστώσες .∆ηλαδή ισχύει: 

 

  

 ( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }1 2 1 2E h x h x E h x E h x=  (7.61) 

 

Όπου ( )h i  µια οποιαδήποτε συνάρτηση. 

 

7.3.3.6.2 Ιδιότητες πινάκων µίξης -αποµίξης 
 

Και οι δυο µετασχηµατισµοί ξεκινούν από κάποια δεδοµένα και καταλήγουν σε ένα 

πίνακα W που αποσυσχετίζει – ανεξαρτητοποιεί τα δεδοµένα αντίστοιχα. ∆ηλαδή: 

 

 
PCA

uncor uncor PCAF K F F W F= ⋅ ⇒ = ⋅  (7.62) 
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ICA

independent independent ICAF K F F W F= ⋅ ⇒ = ⋅  (7.63) 

 

Χαρακτηριστικό του  PCA είναι ότι επικεντρώνει την λειτουργία του στην µείωση 

της τάξης του προβλήµατος και λιγότερο στην επίτευξη ανεξαρτησίας (αποσυσχετίζει 

τα δεδοµένα µόνο σε πρώτο βαθµό).Η µείωση της τάξης του προβλήµατος γίνεται 

µέσω αξιολόγησης των ιδιοτιµών του πίνακα αυτοσυσχέτισης των δεδοµένων. 

 

Από την άλλη µεριά ο ICA επικεντρώνει την λειτουργία του στην επίτευξη της 

ανεξαρτησίας .Εν τούτοις υπάρχει ο τρόπος να επιτύχουµε την µείωση της τάξης του 

προβλήµατος µε την χρήση του ICA.(νόρµες πίνακα µίξης) 

 

Σε αυτό το σηµείο θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι η µείωση της διάστασης του 

προβλήµατος σπάνια γίνεται µε ICA µέθοδο .Αυτό συµβαίνει γιατί η αξιολόγηση των 

συνιστωσών γίνεται µετά τον υπολογισµό τους .Αντίθετα κατά τον PCA 

µετασχηµατισµό πρώτα γίνεται η αξιολόγηση του αριθµού των ασυσχέτιστων 

συνιστωσών και στην συνέχεια γίνεται ο υπολογισµός τους . 

 

Έτσι στην πρώτη περίπτωση δεν µπορούµε να αποφύγουµε τον θόρυβο ενώ στην 

δεύτερη µπορούµε να τον φιλτράρουµε µέχρι ενός σηµείου. Όπως θα δούµε 

παρακάτω η συνδυασµένη χρήση των δυο µετασχηµατισµών κρίνεται αναγκαία για 

την επίλυση του συγκεκριµένου προβλήµατος. 

 

7.3.4 Συνδυασµένη χρήση ICA - PCA  
 

7.3.4.1 Περιβάλλον χωρίς θόρυβο 
 
Μέχρι τώρα είδαµε του δυο µετασχηµατισµούς σε παράλληλο επίπεδο. Εξετάσαµε τις 

δυνατότητες τους και σηµειώσαµε τα αδύνατα σηµεία τους .Σε αυτήν την ενότητα θα 

µελετήσουµε την λειτουργία τους αν τους εφαρµόσουµε σε σειρά . Η εφαρµογή των 

δυο αυτών αλγορίθµων σε σειρά είναι αρκετά συνηθισµένη και έχει χρησιµοποιηθεί 

κατά καιρούς σε αρκετές εργασίες [22][23] . Έστω ότι έχουµε δυο πηγές  J1,J2 οι 

οποίες µεταβάλλονται στο χρόνο όπως φαίνεται παρακάτω: 
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Εικόνα 79 ∆υο αρχικά σήµατα 

Κάνοντας ανάλυση σε πρωτεύουσες συνιστώσες θα πάρουµε το εξής διάγραµµα 

ιδιοτιµών: 
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Εικόνα 80 ∆ιάγραµµα ιδιοτιµών 

Συµπεραίνουµε ότι οι δυο πρώτες είναι οι σηµαντικές ιδιοτιµές όποτε αν 

ανακατασκευάσουµε το σήµα µας θα έχουµε: 
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Εικόνα 81 ανακατασκευασµένο σήµα από PCA 

 

Είναι σαφές ότι το σήµα παρότι µοιάζει απέχει αρκετά από τα αρχικά µας σήµατα .Αν 

τώρα εφαρµόσουµε ανάλυση σε ανεξάρτητες συνιστώσες (Συγκεκριµένα 

χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο FASTICA) θα πάρουµε µια εκτίµηση για τον πίνακα 

W.Ο πίνακας αυτός αναλύεται στις ιδιοτιµές του και στα ιδιοδιανύσµατα του ως εξής: 
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Ανακατασκευασµένο σήµα µε Independent Component Analysis 
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Εικόνα 82 Σύγκριση αρχικού-ανακατασκευασµένου σηµατος 

 
 
 

7.3.4.2 Βελτίωση σε περιβάλλον θορύβου 
 
H στιγµή να χρησιµοποιήσουµε συνδυασµένα τους δυο αλγορίθµους όταν έχουµε 

σήµατα που έχουν αναµιχθεί µε θόρυβο .Ας θεωρήσουµε τα ίδια σήµατα µε το 

προηγούµενο παράδειγµα. 
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Εικόνα 83 Αρχικά σήµατα 
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Η ανάλυση PCA µας δείχνει τις εξής ιδιοτιµές; 
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Εικόνα 84 ∆ιάγραµµα  ιδιοτιµών 

Αυτά τα δυο ανακατασκευασµένα σήµατα από τον PCA θα έχουν ως εξής; 
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Ανακατασκευασµένο σήµα (PCA) 
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Εικόνα 85 σύγκριση αρχικού-ανακατασκευασµένου (PCA) σήµατος 
 
Αν κάνουµε ICA µε αυτές τις δυο συνιστώσες θα πάρουµε τις εξής δυο 

κυµµατιµορφές 
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Ανακατασκευασµένο σήµα (ICA) 
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Εικόνα 86 Σύγκριση αρχικού-ανακατασκευασµένου(ICA) σήµατος 
 
Οι τελευταίες δυο κυµατοµρφές παρότι δεν έχουν απαλλαγεί από τον θόρυβο είναι 

µια πολύ καλή εκτίµηση των αρχικών .Η συνδυασµένη δράση των δυο αυτών 

αλγορίθµων µας δίνει ασυγκρίτως καλύτερα αποτελέσµατα από ότι ο κάθε ένας 

αλγόριθµος µόνος του. 

7.4  Λύση του αντίστροφου προβλήµατος µε χρήση PCA-ICA 
και Correlation coefficients 

 
Αφού εξετάσαµε τους µετασχηµατισµούς PCA και ICA θα δείξουµε πως αυτοί 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να λύσουµε το αντίστροφο πρόβληµα . Η παρούσα 

προσέγγιση έχει σαν βάση το [22]  

 

Θεωρούµε ότι το σύστηµα που επιλύει το πρόβληµα µας αποτελείται από τρεις 

βαθµίδες που συνδέονται  µεταξύ τους όπως φαίνεται στην Εικόνα 87. 
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Εικόνα 87 Αρχιτεκτονική συστήµατος τοποθέτησης διπόλων βασισµένο σε PCA-ICA 

 

Οι δυο πρώτες βαθµίδες (PCA,ICA) βασίζονται στην λογική των αντίστοιχων 

µετασχηµατισµών και θα παρουσιαστούν εν τάχη. Η Τρίτη βαθµίδα της τοποθέτησης 

των διπόλων βασίζεται στον υπολογισµό των συντελεστών συσχέτισης (Correlation 

Coefficients) και στην ελαχιστοποίηση συνάρτησης του µέσου τετραγωνικού 

σφάλµατος (Root Mean Square error). 

7.4.1 Βαθµίδα PCA  
 
Στην πρώτη λοιπόν βαθµίδα έχουµε την ανάλυση του σήµατος σε υποχώρο σήµατος 

και θορύβου και στην εξαγωγή ορθογώνιων συνιστωσών .Στην Εικόνα 88 µπορούµε 

να δούµε την σχηµατική αναπαράσταση της βαθµίδας 

 
Εικόνα 88 Σχηµατική αναπαράσταση της βαθµίδας PCA 
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7.4.2 Βαθµίδα ICA  
 
Στην βαθµίδα του µετασχηµατισµού σε ανεξάρτητες συνιστώσες έχουµε την αποµίξη 

των ορθογώνιων συνιστωσών και την εξαγωγή των πηγών is  καθώς και τις 

ανεξάρτητες προβολές των πηγών αυτών στα ηλεκτρόδια iF  

 

 
Εικόνα 89 Σχηµατική αναπαράσταση τησ βαθµίδα ICA 

 
Στην Εικόνα 89 µπορούµε να δούµε τη σχηµατική αναπαράσταση της ανάλυσης σε 

ανεξάρτητες συνιστώσες. 

 

7.4.3 Βαθµίδα τοποθέτησης διπόλων 
 
Μετά την εξαγωγή των ανεξάρτητων πηγών και τον υπολογισµό των προβολών των 

πηγών αυτών στα ηλεκτρόδια σειρά έχει η τοποθέτηση των πηγών αυτών σε κάποιο 

σηµείο του εγκεφάλου .Ο τρόπος που έχει προταθεί για [22] να επιτύχουµε κάτι 

τέτοιο είναι µέσω των συντελεστών συσχέτισης (Correlation Coefficients). 

 

Για κάθε πηγή is  έχουµε µια ανεξάρτητη προβολή iF .Για τα Μ σηµεία του 

ανθρωπίνου εγκεφάλου που έχουµε υποθέσει δηµιουργούµε 3Μ πίνακες J (3 πίνακες 

για κάθε σηµείο 1 για κάθε συνιστώσα του σηµείου) της µορφής: 

 

ICA sS W F=

 

 
ICA 

IC projection 
to the electrodes 

Uncorrelated 
components 

Independent 
Components
(sources) 

sF M S= ⋅

( ) ( )ˆ i T
s iF t U M s t= Λ ⋅ ⋅

ˆ iF

FFss  

ICA sS W F=
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0

0

k iJ s

 
 
 
 =
 
 
  

 (7.64) 

∆ηλαδή πίνακες µε όλες τις σειρές µηδέν εκτός από την k  (k=1:M) σειρά που θα 

περιέχει την πηγή is  .Για κάθε πίνακα kJ θα υπολογίσουµε την προς τα εµπρός λύση 

µέσω της εξίσωσης : 

 
 k kF K J= ⋅  (7.65) 

Για κάθε λύση kF  θα υπολογίσουµε την συσχέτιση της µε τον πίνακα iF  για κάθε 

κανάλι από την σχέση: 

 1:
j j

k i
j j j

k i

F FCC j number of channels
F F

= =  (7.66) 

Αφού υπολογίσουµε τους συντελεστές συσχέτισης για κάθε ένα κανάλι ξεχωριστά 

στην συνέχεια υπολογίζουµε το µέσω τετραγωνικό σφάλµα των καναλιών (RMS 

error) από την σχέση: 

 
( )

_ 2

1

1

_

number channels

j
j

CC
RMS

number channels
=

−
=

∑
 (7.67) 

 
Έτσι για κάθε πηγή θα λάβουµε 3M τιµές µέσων τετραγωνικών σφαλµάτων . 

Αναζητούµε το σηµείο που ελαχιστοποιείται το µέσω τετραγωνικό σφάλµα . Σαν 

µετρικό για να παράγουµε διαγράµµατα ψευδοχρωµατισµού µπορούµε εναλλακτικά 

να χρησιµοποιήσουµε την ποσότητα 1
RMS

 και να αναζητούµε τα µέγιστα. 
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Εικόνα 90 σχηµατική αναπαράσταση της βαθµίδας τοποθέτησης διπόλων 

 
Μια σχηµατική αναπαράσταση της βαθµίδας τοποθέτησης των διπόλων µπορούµε να 

δούµε στην Εικόνα 90.Στην συνέχεια θα δούµε την εφαρµογή της µεθόδου αυτής σε 

εικονικά σήµατα (περιβάλλον εξοµοίωσης ) καθώς και σε πραγµατικά. 

 

7.4.4 Αποτελέσµατα εξοµοίωσης  
 
Προκειµένου να δοκιµάσουµε την απόδοση του προτεινόµενου τρόπου επίλυσης του 

αντίστροφου προβλήµατος θεωρήσαµε ένα σενάριο εξοµοίωσης . Έχουµε λοιπόν δυο 

πηγές (µια ηµιτονοειδούς µορφής και ένας τετραγωνικό παλµό) τις οποίες 

τοποθετούµε σε τυχαία σηµεία εντός του εγκεφάλου όπως φαίνεται στην . 

 
Εικόνα 91 αρχική θέση πηγών στον εγκεφαλο 

 
Στην συνέχεια µέσω της εξίσωσης F=KJ υπολογίζουµε το «εικονικό» 

εγκεφαλογράφηµα και στην συνέχεια προσπαθούµε να λύσουµε το αντίστροφο 

πρόβληµα . Αρχικά υπολογίζουµε τις ορθογώνιες συνιστώσες µέσω του 

ˆ ,i
iF s

 
F=KJ 
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µετασχηµατισµού PCA.To διάγραµµα των ιδιοτιµών καθώς και τα 

ανακατασκευασµένα ορθογώνια σήµατα φαίνονται παρακάτω: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Εικόνα 92 ∆ιάγραµµα ιδιοτιµών και ανακατασκευασµένα σήµατα 
 
Στην συνέχεια εφαρµόζουµε ανάλυση σε ανεξάρτητες συνιστώσες (µε αλγόριθµο 

FASTICA) και λαµβάνουµε τα ακόλουθα σήµατα. 

 

 
 
Προχωρώντας στην διαδικασία τοποθέτησης των σηµάτων σε κάποιο σηµείο του 

εγκεφάλου υπολογίζουµε την µέση συσχέτιση των καναλιών και στην συνέχεια την 

συνάρτηση RMS (Root Mean Square) error.Τα διαγράµµατα ψευδοχρωµατισµού του 

µετρικού 1/RMS φαίνονται παρακάτω: 
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Εικόνα 93 ∆ιαγράµµατα ψευδοχρωµατισµού ποσότητας 1/RMS 

 
Τα µέγιστα των συναρτήσεων 1/RMS δίνουν την ακριβή θέση των σηµάτων µέσα 

στον εγκέφαλο . Για να φανεί αυτό καλύτερα αντιπαραθέτουµε τα αρχικά µας 

δεδοµένα µε τα αποτελέσµατα του αλγορίθµου µας. 

 

 
Εικόνα 94 Αντιπαράθεση αρχικών δεδοµένων-αποτελεσµάτων 

 
Για την συγκεκριµένη µέθοδο δοκιµάστηκαν διάφοροι συνδυασµοί διπόλων-θέσεων 

µε εξ ίσου καλά αποτελέσµατα . Η καλή απόκριση του σε περιβάλλον εξοµοίωσης 

µας οδήγησε στην χρήση του σε περιβάλλον πραγµατικών δεδοµένων. 
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7.4.5 Αποτελέσµατα σε πραγµατικά δεδοµένα 
 
Το επόµενο στάδιο αξιολόγησης του αλγορίθµου ήταν η εφαρµογή του σε 

πραγµατικά δεδοµένα . Τον εφαρµόσαµε στα δεδοµένα3 όπου περιγράφονται στην 

παράγραφο 4.5 προκειµένου να επαληθεύσουµε την υπόθεση που διατυπώνεται στην 

παράγραφο 7.1.2. 

Αρχικά χωρίσαµε το κάθε εγκεφαλογράφηµα στις µπάντες συχνοτήτων ως εξής: 

 

• Πηραµε τον µετασχηµατισµό Fourier του σήµατος 

• Το πολλαπλασιάσαµε µε τετραγωνικό παράθυρο στο πεδίο των 

συχνοτήτων µε άνω και κάτω συχνότητες τις συχνότητες της µπάντας που 

µελετούσαµε κάθε φορά 

• Εφαρµόσαµε τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Fourier στο φιλτραρισµένο 

σήµα µας. 

• Το σήµα µας αυτό δίνεται σαν είσοδος στο σύστηµά µας 

 

Για κάθε εγκεφαλογράφηµα εφαρµόσαµε PCA και κρατήσαµε τις ιδιοτιµές εκείνες 

που το άθροισµα τους ήταν ίσο µε 90%.Για κάθε εγκεφαλογράφηµα του δείγµατός 

µας υπολογίσαµε την συνάρτηση RMS και τοποθετήσαµε την κάθε συνιστώσα στο 

ελάχιστο της συνάρτησης αυτής. 

 

Αρχικά ας δούµε τα διαγράµµατα ψευδοχρωµατισµού της πρώτης συνιστώσας 

(συνιστώσα µε την περισσότερη ενέργεια) για ένα εγκεφαλογράφηµα προκειµένου να 

εξετάσουµε αν τα µέγιστα της συνάρτησης 1/RMS διακρίνονται ευκρινώς . 

 

                                                 
3 Χρησιµοποιήσαµε τα εγκεφαλογραφήµατα τύπου «Ε» αφού σε αυτά αναφέρεται η υπόθεση που 
έχουµε κάνει 
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Εικόνα 95 ∆ιάγραµµα ψευδοχρωµατισµού συνάρτησης 1/RMS για µπάντα θήτα 
 

 

 

 

 

Εικόνα 96 ∆ιάγραµµα ψευδοχρωµατισµού συνάρτησης 1/RMS για µπάντα άλφα 2 
 

 

 

Εικόνα 97 ∆ιάγραµµα ψευδοχρωµατισµού συνάρτησης 1/RMS για µπάντα γάµα 1 
 

 Στην συνέχεια εφαρµόσαµε τον αλγόριθµο σε ολόκληρο το δείγµα µας και 

σηµειώσαµε τις θέσεις που τοποθετεί ο αλγόριθµος µας κάθε συνιστώσα . Για κάθε 
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µπάντα δείχνουµε τις τρεις πρώτες συνιστώσες από όλα τα εγκεφαλογραφήµατα . 

Υπενθυµίζουµε ότι οι συνιστώσες παρουσιάζονται κατά σειρά φθίνουσας ενέργειας. 

 
Για την µπάντα θήτα (4-8 Hz) έχουµε: 
 

 
Εικόνα 98 θέσεις διπόλων για µπάντα θήτα 

 
 
Για την µπάντα άλφα 2 (10-13 Hz) έχουµε: 
 

 
Εικόνα 99 Θέσεις διπόλων για µπάντα άλφα 2 
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Για την µπάντα γάµα 1: 
 

 
Εικόνα 100 Θέσεις διπόλων για µπάντα γάµα 1 

 
Βλέπουµε ότι η πλειοψηφία των συνιστωσών (ειδικά αυτών µε την περισσότερη 

ενέργεια ) συµπεριλαµβάνονται στις σωστές περιοχές ενεργοποίησης .Τα 

αποτελέσµατα µας είναι πολλύ καλύτερα από τους αλγορίθµους που στηρίζονται σε 

µεθόδους ελαχίστων τετραγώνων (ΜΝ,WMN,LORETA) .Η χρήση αυτής της 

µεθόδου µπορεί να αντιµετωπίσει το αντίστροφο πρόβληµα .Το µόνο πρόβληµα που 

παρουσιάζεται είναι ο πλήρης υπολογισµός των RMS συναρτήσεων .Μπορούµε στο 

µέλλον να χρησιµοποιήσουµε αυών τον αλγόριθµο µε διαφορετικές µεθόδους 

ελαχιστοποίησης προκειµένου να πετύχουµε καλύτερα αποτελέσµατα. 
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8 Συµπεράσµατα – µελλοντική δουλειά 
 

 

Έχοντας εξετάσει τους κυριότερους αλγόριθµους που έχουν προταθεί για την επίλυση 

του αντιστρόφου προβλήµατος  είµαστε σε θέση να κάνουµε κάποια σχόλια – 

προβλέψεις για το πως θα πρέπει να κινηθεί η έρευνα µελλοντικά .  

 

8.1 Σχετικά µε τους αλγόριθµους 
 

Η πρώτη οµάδα αλγορίθµων που παρουσιάστηκε (αλγόριθµοι άµεσης επίλυσης του 

αντιστρόφου προβλήµατος) έχουν κατά καιρούς κατηγορηθεί σαν µη βελτιστοι µια 

και οι λύσεις που παράγουν (βασισµένες σε ελαχιστοποίηση νόρµας) δεν έχουν 

κάποιο λογικό υπόβαθρο στην νευροφυσιολογία [7] . 

 

Αντίθετα ο διαχωρισµός του προβλήµατος σε δυο µέρη (διαχωρισµός ανεξάρτητων 

συνιστωσών και τοποθέτηση πηγών στο εσωτερικό του εγκεφάλου) µπορεί να 

παράγει καλύτερα αποτελέσµατα. Σε αυτό το συµπέρασµα οδηγούµαστε τόσο από τα 

αποτελέσµατα σε επίπεδο εξοµοίωσης όσο και σε επίπεδο δοκιµής σε πραγµατικά 

σήµατα. 

 

Στην συγκεκριµένη διπλωµατική εργασία χρησιµοποιήθηκε η µέθοδος του 

υπολογισµού ολόκληρης της συνάρτησης του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος (RMS 

error) προκειµένου να βρεθεί η βέλτιστη λύση του προβλήµατος. Το γεγονός ότι 

µετασχηµατίσαµε το αρχικό πρόβληµα σε ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης µας δίνει 

αφορµές να δοκιµάσουµε στο µέλλον σύγχρονες µεθόδους ελαχιστοποίησης όπως 

γενετικούς αλγόριθµους και νευρωνικά δίκτυα. Σε πρόσφατες ερευνητικές εργασίες 

έχει καταστεί σαφές ότι η λύση του αντίστροφού προβλήµατος πρέπει να περάσει 

αναγκαστικά από την µοντέρνα θεωρία της ελαχιστοποίησης .Χαρακτηριστικά 

παραδείγµατα είναι τα   [56][57] (χρήση νευρωνικών δικτύων) [59] (χρήση γενετικών 

αλγορίθµων) [22] (χρήση αλγορίθµου simplex) . 
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8.2 Σχετικά µε την µοντελοποίηση  του εγκεφάλου 
 

Ένα άλλο σηµείο άξιο σχολιασµού είναι  η µοντελοποίηση του ανθρώπινου 

εγκεφάλου . Η κατασκευή ενός µοντέλου ανθρώπινου εγκεφάλου κοινά αποδεκτό 

είναι ένας στόχος που πρέπει να τεθεί στους ερευνητές ανά τον κόσµο. Σε αυτό το 

σηµείο προς το παρόν υπάρχει αρκετή σύγχυση ακόµη σχετικά µε το ποιο µοντέλο 

είναι το βέλτιστο . Ακόµα και αν δεν υιοθετηθεί η άποψη του µοναδικά κοινά 

αποδεκτού µοντέλου θα πρέπει να συµφωνηθεί µια µεθοδολογία κοινά αποδεκτή για 

την κατασκευή µοντέλου ανάλογα µε τον ασθενή . Εδώ µπορεί να παίξει πολύ 

σηµαντικό ρόλο η ολοκλήρωση της πληροφορίας µε την χρήση εξετάσεων MRI που 

θα λαµβάνονται παράλληλα µε το ηλεκτροεγκεφαλογράφηµα . Η ακαθόριστη φύση 

του αντίστροφού προβλήµατος θα πρέπει να µας οδηγήσει στην συνδυασµένη χρήση 

διαφόρων πηγών λήψης σήµατος (όχι µόνο µε χρήση ηλεκτροεγκεφαλογραφήµατος η 

µαγνητοεγκεφαλογραφήµατος) προκειµένου να µειώσουµε τον βαθµό αβεβαιότητας 

µας όσον αφορά την πραγµατική θέση των διπόλων . 

 

Νέα ώθηση στην µελέτη του ανθρώπινου εγκεφάλου και µαζί και του αντίστροφου 

προβλήµατος  θα αναµένεται να δώσει µε την ολοκλήρωση του το project 

µοντελοποίησης του ανθρώπινου εγκεφάλου [60] (Blue Brain Project) που φιλοδοξεί 

να µοντελοποιήσει τον εγκέφαλο σε επίπεδο µορίου µε σκοπό να δώσει απαντήσεις 

σε ερωτήµατα όπως τον τρόπο που µεταδίδονται τα ηλεκτροµαγνητικά πεδία εντός 

του εγκεφάλου και πως αυτά συνδέονται µε τις διάφορες εγκεφαλικές 

δραστηριότητες. Το project γίνεται από το οµοσπονδιακό πολυτεχνείο της Λοζάννης 

σε συνεργασία µε την IBM και συγχρηµατοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ενωση . 

Μέσα από µια τέτοια εργασία θα µπορούσαν να εξαχθούν µοντέλα περισσότερο 

ακριβή από αυτά που χρησιµοποιούνται σήµερα. 

 

Η αξιόπιστη λύση στο αντίστροφο πρόβληµα θα ωθήσει την έρευνα στο επίπεδο της 

µελέτης του εγκεφάλου και στην εύρεση διαγνωστικών µεθόδων για αρρώστιες όπως 

επιληψία , καρκίνο του εγκεφάλου κ.α. ενώ θα βοηθήσει στην αποκρυπτογράφηση 

του τρόπου µε τον οποίο επιτελούνται οι πνευµατικές λειτουργίες.  

 



 

9 Παράρτηµα 
 

 

9.1 Στοιχεία γραµµικής άλγεβρας και µαθηµατικοί ορισµοί 

 

Στο παρόν µέρος του παραρτήµατος παρατίθενται µερικοί ποιο εκτεταµένοι ορισµοί 

και στοιχεία γραµµικής άλγεβρας που χρησιµοποιούνται στην παρούσα διπλωµατική 

εργασία. Η παρουσίαση τους γίνεται σ’ αυτό το σηµείο για να µην υπάρχει η 

πολλαπλή επανάληψη τους στα κεφάλαια που παρουσιάζονται οι αλγόριθµοι καθώς 

και για την ποιο κατανοητή παρουσίαση των αλγορίθµων. 

9.1.1 Γινόµενο Κronecker 

Το γινόµενο Κronecker όπως µπορούµε να δούµε και στο [4] αποτελεί µια πράξη 

µεταξύ πινάκων που ορίζεται ως εξής: 

 

Έστω ο πίνακας Α  διαστάσεων mxn  και ο πίνακας Β διαστάσεων pxq ορίζουµε σαν 

γινόµενο kronecker (ή direct product) µεταξύ των δυο πινάκων και συµβολίζουµε 

A B⊗ τον πίνακα C  διαστάσεων (mp)x(nq) τέτοιον ώστε: 

  

 C A B= ⊗  (9.1) 

 
Με στοιχεία:  

 ij klc bαβ α=  (9.2) 

 
Όπου:  

 ( )1a p i k= − +  (9.3) 

 ( )1q j lβ = − +  (9.4) 

 
Για παράδειγµα αν ο Α είναι 2Χ2 και ο Β είναι 3Χ2 τότε το γινόµενο kronecker 

A B⊗ θα είναι ο πίνακας 6Χ4 : 
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 (9.5) 

 

9.1.2  Ψευδοαντίστροφος πίνακας Moore-Penrose 

 

Για έναν οποιωνδήποτε πίνακα B διαστάσεων mxn ορίζουµε τον ψευδοαντίστροφο 

πίνακα Moore-Penrose και συµβολίζουµε †B  διαστάσεων nxm τον πίνακα για τον 

οποίο ισχύουν οι εξής ιδιότητες [1]: 

 

 †BB B B=  (9.6) 

 † † †B BB B=  (9.7) 

 ( )† T TBB BB=  (9.8) 

 ( )† †T
B B B B=  (9.9) 

 
Ο πίνακας Moore-Penrose ονοµάζεται και γενικευµένος αντίστροφος και 

χρησιµοποιείται σε προβλήµατα της µορφής 

 

 y Bx=  (9.10) 

 
Όπου για τον Β ισχύει n>>m. Σ’ αυτήν την περίπτωση ο πίνακας Moore Penrose είναι 

 

 ( ) 1† T TB B B B
−

=  (9.11) 

   

Η λύση που ικανοποιεί την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων . Σε περίπτωση που ο 

πίνακας Β είναι τετραγωνικός και υπάρχει ο αντίστροφός του τότε ισχύει η σχέση: 

 

 1 †B B− =  (9.12) 

 

Ένας αριθµητικά αποδοτικός τρόπος για να υπολογίσουµε τον ψευδοαντίστροφο 

πίνακα [1] είναι να χρησιµοποιήσουµε Singular Value Decomposition στον πίνακα Β 

δηλαδή 
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 TB U S V= i i  (9.13) 

 

και στην συνέχεια υπολογίζουµε τον ψευδοαντίστροφο από την παρακάτω σχέση: 

 

 1 TB V S U−= i i  (9.14) 

 

Ο αντίστροφος του S είναι εύκολο να υπολογιστεί µια και είναι διαγώνιος οπότε ο 

αντίστροφος θα είναι και αυτός διαγώνιος µε στοιχεία της κύριας διαγωνίου 1

is
όπου 

is τα στοιχεία της κύριας διαγωνίου του πίνακα  S . 

 

9.1.3 Singular value decomposition (SVD) 

 

Ο µετασχηµατισµός SVD είναι ένα µαθηµετικό «εργαλείο» που βρίσκει πληθώρα 

εφαρµογών στον  χώρο της ψηφιακής επεξεργασίας σήµατος.Στην ουσία αποτελεί 

την παραγοντοποίηση ενός πίνακα σε γινόµενο τριών πινάκων οι οποίοι µπορούν 

στην συνέχεια να χρησιµοποιηθούν για να µειωθεί ο θόρυβος του σήµατος µας ή να 

αναπαρασταθεί µελλοντικά το σήµα µας από τις σηµαντικότερες ιδοτιµές και 

ιδοδιανύσµα τα του.Συγκεκριµµένα ο µετασχηµατισµό SVD έχει ως εξής: 

 

Οποιοσδήποτε πίνακας Α διαστάσεων mxn µε m>n µπορεί να γραφτεί [2] σαν 

γινόµενο τριών πινάκων δηλαδή 

 TA UDV=  (9.15) 

 

Όπου ισχύουν οι εξής ιδιότητες : 

 T TU U V V I= =  (9.16) 

 

Και ο πίνακας D είναι διαγώνιος µε στοιχεία της κύριας διαγωνίου τις singular τιµές 

του πίνακα . Ο µετασχηµατισµός SVD µπορεί να υπολογιστεί αποτελεσµατικά µε την 

µέθοδο LAPACK [5] 
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9.1.4 Eigenvalue decomposition 

Μια ειδική περίπτωση του SVD (singular value decomposition) αποτελεί ο 

eigenvalue decomposition µετασχηµατισµός .Έτσι αν ένας πίνακας είναι 

τετραγωνικός και θετικά ορισµένος (positive definite) τότε µπορεί να γραφτεί στην 

παρακάτω µορφή [3] 

      

 1A P D P−= i i  (9.17) 

 

Όπου ο πίνακας D είναι διαγώνιος και έχει τις ιδιοτιµές 4του πίνακα Α και ο πίνακας 

P έχει τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα Α. 

 

Σηµείωση: όταν υπάρχει το eigenvalue decomposition του πίνακα δηλαδή είναι 

τετραγωνικός και θετικά ορισµένος τότε συµπίπτει µε το Singular value 

decomposition (SVD). 

 

9.1.5 Υπολογισµός συσχέτισης υποχώρου (subspace correlation) 

 

Κατά τον αλγόριθµο MUSIC µας ζητείται να υπολογίσουµε την συνάρτηση 

{ } { }1 2 3, , , , , rsubcorr A B c c c c= .Ο αλγόριθµος που ακολουθούµε για τον 

υπολογισµό αυτό είναι ο ακόλουθος; 

 

1.Έστω δυο πίνακες Α , Β . Αν είναι ορθογώνιοι τους ονοµάζουµε UA,UB και 

συνεχίζουµε στο βήµα 3 .Σε διαφορετική περίπτωση προχωράµε στο βήµα 2 

 

2.Κάνουµε ένα SVD (singular value decomposition –δες παράγραφο 9.1.3) στους 

πίνακες Α,Β και παίρνουµε: 

 

 T
A A AA U V= Σ  (9.18) 

 T
B B BB U V= Σ  (9.19) 

 
 
                                                 
4 Λυσεις της εξίσωσης det(B-λΙ) όπου Ι ο µοναδιαίος πίνακας 
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3.Υπολογίζουµε το γινόµενο T
A BC U U=  

4.Οι τιµές { }1 2 3, , , , rc c c c είναι οι ιδιοτιµές του πίνακα C 

9.1.5.1 Γεωµετρικό παράδειγµα 
 

Για να γίνει ποιο κατανοητή η έννοια της συσχέτισης υποχώρου παρατίθεται το 

επόµενο γεωµετρικό παράδειγµα: 

 

Από τις στήλες ενός πίνακα Α διαστάσεων 3Χ2 ορίζουµε ένα επίπεδο στον 

τρισδιάστατο χώρο . Έστω και ο πίνακας Β διαστάσεων 3Χ1.Ο τελευταίος αποτελεί 

έναν µονοδιάστατο χώρο . Επίσης οι υποχώροι των Α,Β διατρέχουν την αρχή των 

αξόνων. 

 

Σε αυτή την περίπτωση η συνάρτηση { },subcorr A B  µας δίνει 1 συντελεστή που 

αποτελεί το συνηµίτονο της γωνίας που σχηµατίζει η γραµµή µε το επίπεδο. 

 
Εικόνα 101 Γεωµετρικό παράδειγµα 

 
Στην Εικόνα 101 Γεωµετρικό παράδειγµα να αντιληφθούµε καλύτερα το παράδειγµα 

αυτό .Σε περίπτωση που είχαµε έναν πίνακα Β 3Χ2 αντί για 3Χ1 τότε ο πρώτο 

συντελεστής θα ήταν άπειρος και ο δεύτερος θα ήταν το συνηµίτονο της γωνίας 

ανάµεσα στα δυο επίπεδα [27] 

9.1.6 Έννοια της στατιστικής ανεξαρτησίας 
 
Στην ενότητα της στατιστικής προεπεξεργασίας του εγκεφαλογραφήµατος έγινε 

λόγος για ανεξαρτησία . Σε αυτήν την ενότητα θα εξηγήσουµε κάποιες έννοιες 



Πολυτεχνείο Κρήτης  

 130

προκειµένου να γίνει ποιο κατανοητή η φιλοσοφία της µεθόδου της ανάλυσης σε 

ανεξάρτητες συνιστώσες  (Independent Component Analysis). 

 

Για να γίνει αντιληπτή η έννοια της ανεξαρτησίας [23] ας θεωρήσουµε δυο τυχαίες 

µεταβλητές 1 2,y y .Οι δυο µεταβλητές είναι ανεξάρτητες όταν η 1y  δεν µας δίνει 

κάποια πληροφορία για το πως µεταβάλλεται η 2y  και αντίστροφα. Για να ορίσουµε 

την έννοια της ανεξαρτησίας ποιο αυστηρά έχουµε: 

 

Έστω η από κοινού (joint) συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (pdf) των δυο 

µεταβλητών ( )1 2,p y y  και την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της 1y  

 

 ( ) ( )1 1 2 2,p y p y y dy= ∫  (9.20) 

 

Οµοίως µπορούµε να ορίσουµε την ( )2p y .Οι δυο µεταβλητές είναι ανεξάρτητες αν 

και µόνο αν η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας µπορεί να γραφτεί 

στην παραγοντοποιηµένη µορφή: 

 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2,p y y p y p y=  (9.21) 

 
Αυτός ο ορισµός µπορεί να επεκταθεί σε n µεταβλητές µε όµοιο τρόπο.  
 

Σε αυτό το σηµείο θα πρέπει να παρατηρήσουµε την πολύ χρήσιµη ιδιότητα που 

προκύπτεί λόγω της ύπαρξης της ανεξαρτησίας . Συγκεκριµένα µπορεί να αποδειχτεί 

ότι: 

  

 ( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }1 2 1 2E h y h y E h y E h y=  (9.22) 

 
Για οποιαδήποτε συνάρτηση ( ).h Στην περίπτωση που έχουµε ( )h y y=  τότε 

παίρνουµε: 

{ } { } { }1 2 1 2E y y E y E y=  

Που είναι ορισµός της µηδενικής συσχέτισης 
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9.1.6.1 ∆ηµιουργία µη γκαουσιανών µεταβλητών 
 

Το κλειδί για την εξαγωγή ανεξάρτητων συνιστωσών είναι η µεγιστοποίηση ενός 

µέτρου που δηλώνει πόσο µη γκαουσιανές είναι δυο µεταβλητές. 

 

Από το θεώρηµα της κεντρικής τιµής [23] έχουµε ότι το άρθροισµα δυο τυχαίων 

µεταβλητών τείνει να προσεγγίσει µια γκαουσιαννή κατανοµή . ∆ηλαδή το άθροισµα 

θα έχει χαρακτηριστικά γκαουσιανής κατανοµής περισσότερο από τις δυο µεταβλητές 

µεµονωµένα. 

 

Στην περίπτωση µας τα αρχικά σήµατα του εγκεφάλου συσχετίζονται γραµµικά µε 

αποτέλεσµα να παίρνουµε το µετρήσιµο σήµα.Τα αρχικά σήµατα θα είναι ποιο µη-

γκαουσιαννα από τον γραµµικό συνδυασµό τους . Συνεπώς αν βρούµε ένα κριτήριο 

που να µετράει πόσο µη γκαουσιανο είναι ένα σήµα και το µεγιστοποιήσουµε θα 

καταλήξουµε σε µια εκτίµηση ανεξάρτητων συνιστωσών.  

 

9.1.6.1.1 Κύρτωση 
 
Ένα κλασσικό µέτρο για την εκτίµηση της ποσότητας µη-gaussian (non gausianity) 

είναι η κύρτωση (kurtosis).Για µια τυχαία µεταβλητή y ορίζεται ως εξής: 

 

 ( ) { } { }( )24 23kurt y E y E y= −  (9.23) 

Αν µια µεταβλητή είναι γκαουσιαννή ισχύει { } { }( )24 23E y E y= .Έτσι η συνάρτηση 

της κύρτωσης για µια γκαουσιανή µεταβλητή θα παίρνει µηδενική τιµή . Οι 

υπόλοιπες µεταβλητές συνήθως έχουν µη µηδενική τιµή κύρτωσης (υπαρχουν και 

κάποιες µεµονωµένες που έχουν µηδενική κύρτωση χωρίς να είναι γκαουσιαννές 

αλλά είναι πολύ σπάνιες και δεν επηρεάζουν την ανάλυση µας). 

 
Οι µεταβλητές για τις οποίες η κύρτωση παίρνεί αρνητικές τιµές ονοµάζονται  

υπογκαουσιανές (subgaussian) ενώ αυτές που παίρνουν θετικές τιµές ονοµάζονται 

υπεργκαουσιανες (supergaussian).Στην παρακάτω εικόνα µπορούµε να δούµε την 

αντιπαραβολή µιας γκαουσιανής και µιας υπεργκαουσιανής µεταβλητής  



Πολυτεχνείο Κρήτης  

 132

 
Εικόνα 102 Γκαουσιαννή κατανοµή (διακεκοµµένη γραµµή) και υπεργκαουσιαννή κατανοµή 

 

Η κύρτωση χρησιµοποιείται σαν µετρικό της ανεξαρτησίας γιατί θεωρητικά αποτελεί 

µια απλή έννοια ενώ είναι απλός και ο υπολογισµός της .Για δυο ανεξάρτητες 

µεταβλητές 1 2,x x  και έναν βαθµωτό συντελεστή a  ισχύουν οι εξής ιδιότητες 

(µπορούν να αποδειχτούν εύκολα µε βάση τον ορισµό) 

 

 ( ) ( ) ( )1 2 1 2kurt x x kurt x kurt x+ = +  (9.24) 

 ( ) ( )4
1 2kurt ax a kurt x=  (9.25) 

 

Σε αυτό το σηµείο θα κάνουµε ένα παράδειγµά για να φανεί ο τρόπος µε τον οποίο η 

κύρτωση χρησιµοποιείται σαν µετρικό ανεξαρτησίας. 

 

Έστω λοιπόν το πρόβληµα της ανάλυσης σε ανεξάρτητες συνιστώσες: 

 

 F MS=  (9.26) 

Ας υποθέσουµε για απλότητα ότι ψάχνουµε δυο ανεξάρτητες συνιστώσες 1 2,s s  και 
έστω ότι θα έχουν µη µηδενικές τιµές κύρτωσης ( ) ( )1 2,kurt s kurt s  (διαφορετικές του 
µηδέν) αντίστοιχα.  
 
Αν θεωρήσουµε έναν γραµµικό συνδυασµό των δεδοµένων µας Ty w x=   
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Επίσης ορίζουµε και τον µετασχηµατισµό Tz M w=  
 
Έτσι έχουµε: 
 
 1 1 2 2

T T Ty w F w MS z S z s z s= = = = +  (9.27) 

 

∆ηλαδή το y αποτελεί έναν γραµµικό συνδυασµό των 1 2,s s .Όπως είπαµε το 

άθροισµα δυο τυχαίων µεταβλητών παρουσιάζει ποιο γκαουσιαννη κατανοµή από 

κάθε µεταβλητή ξεχωριστά. 

 

Από τις ιδιότητες που δείξαµε προηγουµένως θα έχουµε: 

 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )4 4

1 1 2 2 1 1 2 2kurt y kurt z s kurt z s z kurt s z kurt s= + = +  (9.28) 

 
Έτσι αν βρούµε ένα διάνυσµα τέτοιο ώστε να µεγιστοποιείται η συνάρτηση ( )kurt y  

τότε η µεταβλητή y θα είναι όσο γκαουσιανή όσο και µια από τις 1 2,s s .Με αυτό τον 
τρόπο η y θα προσεγγίσει µια από τις ανεξάρτητες συνιστώσες 1 2,s s . 
 
 
Αν επιπλέον κάνουµε την υπόθεση για την  µεταβλητή y ισχύει { }2 1E y =  τότε θα 
πρέπει να ισχύει και η εξίσωση: 
 
 2 2

1 2 1z z+ =  (9.29) 

Έτσι το πρόβληµα µας µετασχηµατίζεται στο ακόλουθο πρόβληµα βελτιστοποίησης 

Ποια είναι τα µέγιστα της συνάρτησης  

 

 ( ) ( ) ( )4 4
1 1 2 2kurt y z kurt s z kurt s= +  (9.30) 

 

Όταν τα 1 2,z z είναι σηµαία του µοναδιαίου κύκλου . 

 

9.1.6.1.2 Αρνητική Εντροπία (Negentropy) 
 
Αυτή η προσέγγιση µας έρχεται από τον επιστήµη της θεωρίας πληροφορίας .η 

εντροπία  µιας τυχαίας µεταβλητής µας δίνει το πόσοι της πληροφορίας που 
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εµπεριέχει η µεταβλητή αυτή . Για µια διακριτή τυχαία µεταβλητή Υ η εντροπία 

ορίζεται ως εξής : 

 

 ( ) ( ) ( )logi i
i

H Y P Y a Y a= − = =∑  (9.31) 

 Σε περίπτωση που η µεταβλητή Υ είναι συνεχής (συµβολίζουµε µε y) τότε ορίζουµε 

την διαφορική εντροπία σύµφωνα µε την παρακάτω σχέση: 

 

 ( ) ( ) ( )logH y f y y dy= −∫  (9.32) 

 

Άπο την θεωρία της πληροφορίας προκύπτει ότι η γκαουσιανή µεταβλητή διαθέτει 

την µεγαλύτερη δυνατή τιµή εντροπίας . Έτσι ένα µέτρο για µη-γκαουσιανότητα 

µπορεί να εξαχθεί από την σχέση: 

 

 ( ) ( ) ( )GaussJ y H y H y= −  (9.33) 

 

Όπου gaussy  είναι η αντίστοιχη µεταβλητή που ακολουθεί κατανοµή Gauss και 

παρουσιάζει την ίδια συνδιακύµανση µε την µεταβλητή y . 

Την ποσότητα J την ονοµάζουµε αρνητική εντροπία ( negentropy ).Η µεγιστοποίηση 

αυτής της ποσότητας µας οδειγεί στην δηµιουργία ανεξάρτητων συνιστωσών . Το 

ζήτηµα είναι µε πους τρόπους µπορούµε να υπολογίσουµε την ποσότητα J .Μια 

εξίσωση που έχει προταθεί [23] είναι η ακόλουθή: 

 

 ( ) { } ( )2 231 1
12 48

J y E y kurt y≈ +  (9.34) 

 

Η τυχαία µεταβλητή y θεωρούµε ότι έχει µέση τιµή µηδέν και µοναδιαία τυπική 

απόκλιση . Μια εναλλακτική [23] προσέγγιση που αποφεύγει την χρήση της 

συνάρτησης kurt() και σχετίζεται περισσότερο µε την έννοια της εντροπίας είναι η 

ακόλουθη. 
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 ( ) ( ){ } ( ){ } 2

i i i
i

J y k E G y E G v = − ∑  (9.35) 

 

Αυτό σηµαίνει ότι η ποσότητα ( )J y είναι ανάλογη µε την ποσότητα 

( ){ } ( ){ } 2

i iE G y E G v −  .στην θέση των συναρτήσεων iG διαλέγουµε µια µη 

τετραγωνική συνάρτηση (non-quadratic).Συνήθως χρησιµοποιούµε µια εκ των: 

 

 ( )1 1
1

1 log coshG u a u
a

=  (9.36) 

 ( )
2

2 exp
2

uG u
 

= − − 
 

 (9.37) 

Η σταθερά 1a παίρνει µια τιµή µέσα στο διάστηµα [1,2] . 

9.1.6.1.3 Ελαχιστοποίηση της αµοιβαίας πληροφορίας 
 
 
Η αµοιβαία πληροφορία ανάµεσα σε m τυχαίες διακριτές µεταβλητές 

1, ,iy i m= ορίζεται ως εξής: 

 ( ) ( ) ( )1 2
1

, , ,
m

m i
i

I y y y H y H y
=

= −∑  (9.38) 

Όπου µε y συµβολίζουµε το διάνυσµα των τυχαίων µεταβλητών. Η αµοιβαία 

πληροφορία είναι ένα µέτρο για να προσδιορίσουµε τον βαθµό ανεξαρτησίας τυχαίων  

µεταβλητών .Επίσης µια πολύ χρήσιµη ιδιότητα της είναι η ακόλουθη. 

 
Αν y Wx=  τότε ισχύει; 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1

, , , log det
m

m i
i

I y y y H y H x W
=

= − −∑  (9.39) 

 
Αν επιπλέον τα δεδοµένα µας παρουσιάζουν µηδενική συσχέτιση (Έχει δηλαδή 

προηγηθεί προεπεξεργασία PCA) δηλαδή ισχύει µπορεί να αποδειχτεί ότι η ποσότητα 

( )det W  είναι σταθερή .Οπότε η τελευταία εξίσωση γράφεται; 
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 ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1

, , ,
m

m i i
i

I y y y C H y H x C J y
=

= − − = −∑  (9.40) 

Όπου C η σταθερά που προκύπτει από την ποσότητα ( )log det W .Η τελευταία σχέση 
δίνει την σχέση µεταξύ της αρνητικής εντροπίας και της αµοιβαίας πληροφορίας. 
 

9.1.6.1.4 Μέγιστη πιθανοφάνεια (Maximum likelihood) 
 
Μια άλλη πολύ δηµοφιλής προσέγγιση της ανεξαρτησίας προέρχεται από την µέθοδο 

της µέγιστης πιθανοφάνειας (Maximum likelihood estimation).Αρχικά ορίζουµε την 

πιθανοφάνεια L  και στην συνέχεια εφαρµόζουµε µεθόδους βελτιστοποίησης 

προκειµένου να την µεγιστοποιήσουµε .Η πιθανοφάνεια (Likelihood) ορίζεται από 

την παρακάτω σχέση: 

 

 ( ) ( )( )
1 1

log log det
T n

T
i i

t i

L f w x t T W
= =

= +∑∑  (9.41) 

 
 Οι συναρτήσεις if  είναι οι συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας (pdf) των σηµάτων 

Τα διανύσµατα iw  είναι οι στήλες του πίνακα W . 

 

9.1.6.2 Σχέση ισχύς ιδιοτιµών σήµατος 
 

Σε αυτό το σηµείο θα αποδείξουµε την σχέση ανάµεσα στις  ιδιοτιµές του πίνακα 

συνδιακύµανσης και στην ισχύ του αρχικού σήµατος.Αρχικά θα ορίσουµε το ίχνος 

(trace) ενός πίνακα και µια ιδότητα που θα µας χρησιµέυσει στην απόδειξη.  Το trace 

ενός τετραγωνικού πίνακα Α διαστασης Ν ορίζεται σαν το αρθροισµα των στοιχείων 

της διαγωνίου του.∆ηλαδή: 

 ( )
1

N

ii
i

trace A a
=

=∑  (9.42) 

Για το trace ενός πίνακα ισχύει η ακόλουθη ιδιότητα: 
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 ( ) ( )trace AB trace BA=  (9.43)

  

Ας επιστρέψουµε πάλι πίσω στο αρχικό µας πρόβληµα .Έστω ένα πραγµατικό σήµα 

x .Ο πίνακας συνδιακύµανσης του θα είναι ο { }TR E x x= ⋅ .Το ίχνος (trace) του 

πίνακα R  θα είναι : 

  

 ( ) { }( ) 2

1

N
T

i
i

trace R trace E x x x
=

= ⋅ = ∑  (9.44) 

  

∆ηλαδή ισούται µε την µέση ισχύ του σήµατος .Επίσης ισχύει: 
 

  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1

N
T T

i
trace R trace U U trace UU trace ιλ

=

= Λ = Λ = Λ =∑  (9.45) 

  

Συνεπώς οι ιδιοτιµές του πίνακα συνδιακύµανσης εκφράζουν την ισχύ του αρχικού 

σήµατος x . 

 

9.1.6.3 Ανεξαρτησία και συσχέτιση 
 
∆υο µεταβλητές ονοµάζονται ασυσχέτιστες όταν ισχύει: 
 
 { } { } { }1 2 1 2 0E y y E y E y− =  (9.46) 

 
Η τελευταία σχέση ισχύει για ανεξάρτητες µεταβλητές όπως δείξαµε στην (9.22).Το 

αντίθετο όµως δεν ισχύει . ∆ηλαδή δυο µεταβλητές που είναι ασυσχέτιστες δεν 

συνεπάγεται ότι είναι ανεξάρτητες . ∆ηλαδή µπορεί να υπάρχουν συναρτήσεις 

( ).h για τις οποίες να µην ισχύει η (9.22) . Αυτό µπορούµε να το δούµε µε ένα 

αριθµητικό παράδειγµα:Έστω ότι οιδυο µεταβλητές παίρνουν διακριτές τιµές και µε 

πιθανότητα ¼ παίρνουν µια από τα 4 ζευγάρια τιµών : (0,1) , (0,-1) , (1,0) , (-

1,0).Βλέπουµε ότι παρότι οι δυο µεταβλητές είναι ασυσχέτιστες εντούτοις  
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 { } { } { }2 2 2 2
1 2 1 1, 0 1/ 4E y y E y E y= ≠ =  (9.47) 

 
Άρα οι µεταβλητές δεν είναι ανεξάρτητες . Η  εξασφάλιση της µηδενικής 

αυτοσυσχέτισης (PCA) χρησιµοποιείται µερικές φορές σαν προεπεξεργασία πριν την 

ανάλυση σε ανεξάρτητες συνιστώσες προκειµένου να ελαττώσουµε τις διαστάσεις 

του προβλήµατος και να ωφεληθούµε υπολογιστικά 

 

9.2 Συντοµογραφίες 

 

Στο παρόν µέρος του παραρτήµατος παρατίθενται οι διάφορες συντοµογραφίες που 

χρησιµοποιούνται στην παρούσα εργασία . Παρότι οι ερµηνείες υπάρχουν διάσπαρτες 

στην εργασία κρίνεται αναγκαία η συγκεντρωτική παρουσίαση τους για λόγους που 

έχουν να κάνουν µε την ευκολότερη εύρεση τους  

 
Πίνακας 5 Συντοµογραφίες 
Συντοµογραφία Αγγλική Ορολογία Ελληνική Ορολογία 

EEG Electroengephalogram Ηλεκτροεγκεφαλογράφηµα 

MEG Magnetoengephalogram Μαγνητοεγκεφαλογράφηµα 

ECG Electrocardiogram Ηλεκτροκαρδιογράφηµα 

FECG Fetus Electrocardiogram Εµβρυακό 

ηλεκτροκαρδιογράφηµα 

EMG Electromyogram Ηλεκτροµυογράφηµα 

MN Minimum norm Ελάχιστη νόρµα 

WMN Weighted minimum norm Ελάχιστη νόρµα µε βάρη 

LORETA Low Resolution 

Electromagnetic Tomography 

Ηλεκτροµαγνητική τοµογραφία 

χαµηλής ανάλυσης  

FOCUSS Focal Underdetermined System 

Solution 

Επικεντρωµένη 

υποκαθορισµένη λύση 

συστήµατος  

MUSIC Multiple signal Classification Κατηγοριοποίηση πολλαπλών 

σηµάτων 

R-MUSIC Recursive Multiple signal Επαναληπτική 
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classification κατηγοριοποίηση Πολλαπλών 

σηµάτων 

RAP-MUSIC Recursively Applied and 

Projected Multiple signal 

Classification 

Επαναληπτικά εφαρµοζόµενη 

και προβαλλόµενη 

κατηγοριοποίηση Πολλαπλών 

σηµάτων 

PCA Principal Component analysis Ανάλυση σε πρωτεύοντες 

συνιστώσες 

ICA Independent Component 

Analysis 

Ανάλυση ανεξάρτητων 

συνιστωσών 

ISL Inverse Source localization Αντίστροφος καθορισµός πηγής 

BSS Blind Signal Separation Τυφλός διαχωρισµός σήµατος 

AES American Engephalographic 

Society 

Αµερικανική Εγκεφαλογραφική 

εταιρία 

 

9.3 Συντεταγµένες ηλεκτροδίων  
 

Σε αυτό το σηµείο του παραρτήµατος κρίνεται σκόπιµη η παράθεση των πινάκων 

αναφοράς µε τις συντεταγµένες των ηλεκτροδίων στο σύστηµα 10%.Πρώτα 

Παραθετουµε το διαγραµµα µε τις θέσεις των ηλεκτροδίων (Εικόνα 103 Τα 

ηλεκτρόδια στο σύστηµα 10%) 

 
Εικόνα 103 Τα ηλεκτρόδια στο σύστηµα 10% 
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Πίνακας 6 Καρτεσιανές συντεταγµένες ηλεκτροδίων 

 

Τέλος παραθέτουµε τον πίνακα µε τις σφαιρικές συντεταγµένες 
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Πίνακας 7 Πολικές συντεταγµένες ηλεκτροδίων 

 

Πίνακας 2 Σφαιρικές συντεταγµένες ηλεκτροδίων 
 

Οι πίνακες παρατίθενται  όπως παρουσιάζονται στο [38]. 

9.4 Πακέτα λογισµικού για source localization 
 
Για την λύση του προβλήµατος του αντίστροφου καθορισµού πηγής έχουν 

αναπτυχθεί πακέτα λογισµικού τόσο σε εµπορικό επίπεδο όσο και σε επίπεδο 

ανοικτού κώδικα . Σε αυτό το σηµείο του παραρτήµατος θα παρουσιάσουµε 

συνοπτικά µερικά από αυτά τα πακέτα για να δώσουµε στον αναγνώστη µια σφαιρική 
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άποψη των προσπαθειών που έχουν γίνει για να λυθεί το πρόβληµα τόσο σε 

θεωρητικό επίπεδο όσο και σε επίπεδο εφαρµοσµένης έρευνας  

9.4.1 Εµπορικά πακέτα 
 
Θα ξεκινήσουµε µε την αναφορά των εµπορικών πακέτων που έχουν αναπτυχθεί για 

την επίλυση του αντίστροφου προβλήµατος 

9.4.1.1 BESA 
 
Το πακέτο ΒΕSA (Brain Electrical Source Analysis) είναι ένα από τα σηµαντικότερα 

εµπορικά πακέτα για την επίλυση του αντίστροφου προβλήµατος .Ο τρόπος 

λειτουργίας του περιγράφεται στα [39][40][41].Υποστηρίζει ολοκλήρωση της 

πληροφορίας µε υποστήριξη MRI καθώς και υποστήριξη της δηµιουργίας µοντέλου 

εγκεφάλου .Οι δυνατότητες του πακέτου εκτείνονται στον υπολογισµό και 

απεικόνιση των δεδοµένων 

 

  
Εικόνα 104 snapshots από το πακέτο BESA 

 

Στην Εικόνα 104 µπορούµε να δούµε µερικές φωτογραφίες από το περιβάλλον του 

προγράµµατος .Συγκεκριµένα το πακέτο BESA υποστηρίζει τις εξής λειτουργίες: 

 
• Υποστήριξη ηλεκτροεγκεφαλογραφηµάτων (EEG) 

• Υποστήριξη µαγνητοεγκεφαλογραφηµάτων (MEG) 

• Υποστήριξη Evoked Potentials –Evoked fields 

• Υποστήριξη Event related potentials-Fields 

• Ολοκλήρωση πληροφορίας µε συνδυασµό MRI-EEG 
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9.4.1.2 CURRY 
 
Ένα εναλλακτικό πακέτο λογισµικού για επεξεργασία εγκεφαλογραφηµάτών και 

επίλυση του αντιστρόφου προβλήµατος είναι το CURRY [42].στην Εικόνα 105 

µπορούµε να δούµε µερικές φωτογραφίες από το περιβάλλον του προγράµµατος. 

 
 

  

 
Εικόνα 105 Snapshot από το πακέτο CURRY 

 
Χαρακτηριστικά θα αναφέρουµε τις κυριότερες λειτουργίες που υποστηρίζει το 

πακέτο CURRY όπως περιγράφονται στο [42]. 

 
• Υποστήριξη δεδοµένων EEG,MEG,MRI,CT,fMRI,PET,SPECT 

• Υποστήριξη ανάλυσης δεδοµένων σε γραµµικά ανεξαρτητες συνιστώσες 

(Independent Component Analysis) 

• Υποστήριξη ρεαλιστικών µοντέλων εγκεφάλου µε την µέθοδο BEM 

(Boundary Element Method) 

• Υποστήριξη αλγορίθµων νορµών (L1,L2), LORETA , S-LORETA ,MUSIC 

• ∆υνατότητα για εισαγωγή περιορισµών µε βάση κριτήρια ανατοµίας-

νευροφυσιολογίας. 
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9.4.2 Πακέτα ανοικτού λογισµικού 
 
Έκτός από τα εµπορικά πακέτα έχουν αναπτυχθεί πακέτα ανοικτού λογισµικού για 

την επίλυση του προβλήµατος του καθορισµού πηγής .Τα πακέτα αυτά έχουν 

αναπτυχθεί κατά κύριο λόγο από ανεξάρτητα ερευνητικά εργαστήρια και 

πανεπιστήµια µε σκοπό την προώθηση της έρευνας στο πεδίο της µελέτης του 

εγκεφάλου .Χαρακτηριστικό τους είναι ότι προσφέρουν αρκετά δυνατά 

χαρακτηριστικά και αποτελούν εναλλακτική λύση για την αποφυγή ακριβών πακέτων 

λογισµικού. 

9.4.2.1 EEGLAB 
 
Το EEGLAB είναι ένα πακέτο που έχει αναπτυχθεί στο πανεπιστήµια της 

California,San Diego.Έχει αναπτυχθεί εξολοκλήρου σε περιβάλλον MATLAB. Οι 

λειτουργίες του περιγράφονται αναλυτικά στα [52][45].Ενδεικτικά αξίζει να 

αναφέρουµε ότι υποστηρίζει προεπεξεργασία δεδοµένων σε ,ανάλυση σε ανεξάρτητες 

συνιστώσες και επίλυση του αντιστρόφου προβλήµατος .Για την επίλυση του 

αντίστροφου καθορισµού πηγής χρησιµοποιεί την µεθοδολογία που περιγράφεται στο 

[53] ενώ χρησιµοποιεί σφαιρικό µοντέλο εγκεφάλου Ν-οµόκεντρων σφαιρών. 

 

 
Εικόνα 106 snapshot από το πακέτο EEGLAB 

 

Οι δηµιουργοί του πακέτου ανακοίνωσαν ότι πρόκειται να κυκλοφορήσει σύντοµα η 

νέα έκδοση του προγράµµατος στην οποία θα υποστηρίζονται ρεαλιστικά µοντέλα 

εγκεφάλου και επιπλέον αλγόριθµοι για τοποθέτηση πηγής.  
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9.4.2.2 Brainstorm 
 
Το BrainStorm είναι επίσης ένα πακέτο που έχει αναπτυχθεί στο MATLAB.Έχει 

αναπτυχθεί στο πανεπιστήµιο της νότιας Καλιφόρνια σε συνεργασία µε άλλους 

φορείς και πανεπιστήµια .Στην ερευνητική οµάδα συγκαταλέγονται ερευνητές που 

έχουν προτείνει τους αλγορίθµους R-MUSIC,RAP-MUSIC.Η λειτουργικότητα του 

περιγράφεται στο [43].Στη Εικόνα 107 µπορούµε να δούµε µια φωτογραφία από το 

περιβάλλον του πακέτου. 

 

 
Εικόνα 107 Snapshot από το πακέτο Brainstorm 

 
Ενδεικτικά θα αναφέρουµε µερικές από τις λειτουργίες που υποστηρίζει το πακέτο: 
 

• Υποστήριξη διάφορων format δεδοµένων  

• Τρισδιάστατη απεικόνιση εγκεφάλου –πηγών 

• Επεξεργασία καναλιών 

• Ολοκλήρωση πληροφορίας µε υποστήριξη δεδοµένων MRI 

• Υποστήριξη αλγορίθµων MUSIC,RAP-MUSIC,R-MUSIC καθώς και 

αλγορίθµων ελάχιστης νόρµας για επίλυση αντίστροφου προβλήµατος. 

 

9.4.2.3 SCIRun-BIOPSE 
 
Το πακέτο BIOPSE είναι µια αξιόλογη περίπτωση πακέτου ανοικτού κώδικα 

γενικότερα για την επεξεργασία βιοιατρικού σήµατος .Αναπτύχθηκε από ερευνητές 

του πανεπιστηµίου της Utah [46].Έχει αναπτυχθεί σε γλώσσα C εξολοκλήρου σε 
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περιβάλλον Linux.Στην Εικόνα 108 Snapshot από το πακέτο 

SCIRUN/BIOPSEµπορούµε να δούµε µια φωτογραφία από το περιβάλλον του 

προγράµµατος. 

 
Εικόνα 108 Snapshot από το πακέτο SCIRUN/BIOPSE 

 
Η ιδιαιτερότητα του συγκεκριµένου προγράµµατος είναι ότι παρουσιάζεται σαν ένα 

περιβάλλον επίλυσης προβληµάτων .Έτσι λοιπόν αντί κάποιος να επιλέξει έτοιµους 

αλγορίθµους µέσα από ένα µενού µπορεί να κατασκευάσει το δικό του block diagram 

για την επίλυση του προβλήµατος .Τα δικτυώµατα κατασκευάζονται από έτοιµα 

blocks.H εφαρµογές του πακέτου ξεπερνούν τα όρια της επεξεργασίας του 

εγκεφαλογραφήµατος καθώς υποστηρίζεται η ανάλυση και η επεξεργασία πεδίων για 

όλο το ανθρώπινο σώµα .Οι λειτουργικότητα και οι εφαρµογές του πακέτου 

περιγράφονται στα [47][48][49][50][51] 

9.4.2.4 LORETA key 

Τέλος θα κλείσουµε την συνοπτική αυτή παρουσίαση των πακέτων λογισµικού µε 

την παρουσίαση του πακέτου LORETA key . To λογισµικό LORETA key 

δηµιουργήθηκε από τον ερευνητή που πρότεινε τον αλγόριθµο LORETA και s-

LORETA(R.D. Pascal Marqui) . Στην ουσία το πακέτο αποτελεί την υλοποίηση 

αυτών των αλγορίθµων κατ ευθείαν από τους δηµιουργούς τους.To παρόν πακέτο δεν 

υποστηρίζει την δηµιουργία µοντέλου εγκεφάλου .Υποστηρίζεται όµως η 

συνδυασµένη απεικόνιση των αποτελεσµάτων πάνω σε MRI φωτογραφίες 

 



Πολυτεχνείο Κρήτης  

 147

 
Εικόνα 109 snapshot από το πακέτο LORETA key 

 
Οι λειτουργίες του περιγράφονται πλήρως στο [44].Στην Εικόνα 109 µπορούµε να 

δούµε µια φωτογραφία από το περιβάλλον του προγράµµατος LORETA key. 
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