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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

Κατά τη διάρκεια των τελευταίων δεκαετιών έχουν χρησιµοποιηθεί πολλές µέθοδοι 

προκειµένου να γίνει δυνατή η πρόβλεψη της συναλλαγµατικής ισοτιµίας νοµισµάτων. 

Όµως τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από τη χρήση των µεθόδων αυτών δεν είναι 

ικανοποιητικά. Λόγω της υψηλής αστάθειας, της πολυπλοκότητας και του θορυβώδους 

περιβάλλοντος αγοράς όλο και περισσότεροι ερευνητές στράφηκαν στη χρήση των 

τεχνικών νευρωνικών δικτύων για να επιτύχουν καλύτερα αποτελέσµατα.  

 

Σκοπός της παρούσης διπλωµατικής εργασίας είναι να δείξει ότι η χρήση των 

νευρωνικών δικτύων για την πρόβλεψη της συναλλαγµατικής ισοτιµίας νοµισµάτων είναι 

η καλύτερη επιλογή. Για το λόγο αυτό κατασκευάστηκε ένα µοντέλο ANFIS, του οποίου 

τα αποτελέσµατα συγκρίνονται µε τα αποτελέσµατα από τη χρήση άλλων συµβατικών 

µεθόδων. 

 

Η παρούσα διπλωµατική εργασία περιλαµβάνει, ανά κεφάλαιο, τα εξής: 

 

Στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται µια σύντοµη ιστορική αναδροµή και περιγράφονται τα 

µοντέλα AR και ARMA µε τα αποτελέσµατα των οποίων θα γίνει η σύγκριση των 

αποτελεσµάτων του µοντέλου µας. Επίσης, γίνεται µια γενική περιγραφή του µοντέλου 

ANFIS. 

 

Στο δεύτερο κεφάλαιο γίνεται µια λεπτοµερής ανάλυση του µοντέλου ANFIS και 

παρουσιάζεται ένα αριθµητικό παράδειγµα για την καλύτερη κατανόηση του τρόπου 

λειτουργίας του. 

 

Στο τρίτο κεφάλαιο γίνεται παρουσίαση και ανάλυση των µεθόδων που χρησιµοποιεί το 

ANFIS για να προσδιορίσει τις παραµέτρους ενός άγνωστου συστήµατος από τα 

δεδοµένα εισόδου-εξόδου. 
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Τέλος, στο τέταρτο κεφάλαιο γίνεται η παρουσίαση των αποτελεσµάτων του µοντέλου 

ANFIS και η σύγκρισή τους µε τα αποτελέσµατα των µοντέλων AR και ARMA καθως 

επίσης και τα συµπεράσµατα που προκύπτουν. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1: Περιγραφή των µοντέλων 
 

 

1.1 Εισαγωγή 

 

Κατά τη διάρκεια των τελευταίων δεκαετιών πολλές µέθοδοι χρησιµοποιήθηκαν 

προκειµένου να προβλεφθεί η συναλλαγµατική ισοτιµία νοµισµάτων. Στη δεκαετία του 

'60, οι δηµοφιλέστερες µέθοδοι για τη βραχυπρόθεσµη πρόβλεψη στις αγορές 

συναλλάγµατος ήταν ευρετικές µέθοδοι, όπως του κινούµενου µέσου όρου (Brown, 

1963) της εκθετικής εξοµάλυνσης και της προσαρµοστικής εκθετικής εξοµάλυνσης 

(Triggs, 1967). Εντούτοις, αυτές οι µέθοδοι δεν κατείχαν σταθερά υπόβαθρα στη 

στατιστική θεωρία. Στη δεκαετία του '70, πολλοί ερευνητές άρχισαν να χρησιµοποιούν 

τις µεθόδους πρόβλεψης ARIMA (Box-Jenkins, 1970) επειδή ήταν στατιστικά πιο 

ελκυστικές και χρησιµοποιήθηκαν ευρέως από την αρχή της δεκαετίας του '80. 

 

Αργότερα, στα µέσα της δεκαετίας του '80, η αστάθεια των συναλλαγµατικών ισοτιµιών 

προκάλεσε µεγάλη ανησυχία στις αγορές συναλλάγµατος. Προκειµένου να προβλεφθεί η 

βραχυπρόθεσµη αστάθεια, η αυτοπαλινδρώµενη υποθετική ετεροσκεδαστικότητα 

(Autoregressive Conditional Heteroskedasticity, ARCH) προτάθηκε από τον Engle 

(1982) και έγινε πολύ δηµοφιλές προς το τέλος της δεκαετίας του '80 και στις αρχές της 

δεκαετίας του '90. Μια άλλη µέθοδος που έγινε πολύ δηµοφιλής στη βραχυπρόθεσµη 

πρόβλεψη στις αγορές συναλλάγµατος είναι το γενικό µοντέλο ARCH (GARCH), το 

οποίο είναι γραµµικό στο µέσο όρο και µη γραµµικό στη διασπορά και έχει 

χρησιµοποιηθεί από πολλούς ερευνητές προκειµένου να συλληφθεί η 

ετεροσκεδαστικότητα των καθηµερινών συναλλαγµατικών ισοτιµιών. Μια άλλη µέθοδος 

πρόβλεψης που χρησιµοποιείται στην πρόβλεψη των συναλλαγµατικών ισοτιµιών είναι 

το διάνυσµα αυτοπαλινδρόµησης (VAR). Τέλος, οι Chien και Leung (2003) ανέπτυξαν 

ένα µοντέλο διόρθωσης σφάλµατος Μπαγιεσιανού διανύσµατος (Bayesian vector error 

correction model) για την πρόβλεψη των συναλλαγµατικών ισοτιµιών. 
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Εντούτοις, οι παραδοσιακές στατιστικές τεχνικές για την πρόβλεψη συναλλαγµατικών 

ισοτιµιών νοµισµάτων δεν έχουν ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Οι Yao και Tan (2000) 

υποστήριξαν ότι η κλασσική ανάλυση χρονοσειρών, που βασίζεται στη θεωρία των 

στάσιµων στοχαστικών διαδικασιών, δεν αποδίδει ικανοποιητικά στις οικονοµικές 

χρονοσειρές. Τα οικονοµικά δεδοµένα δεν είναι απλές διαδικασίες ARIMA, δεν µπορούν 

να περιγραφούν από απλές γραµµικές δοµές και δεν είναι απλός λευκός θόρυβος ή 

τυχαίοι περίπατοι. Λόγω της υψηλής αστάθειας, της πολυπλοκότητας και του 

θορυβώδους περιβάλλοντος αγοράς η χρήση των τεχνικών νευρωνικών δικτύων για 

λόγους πρόβλεψης θεωρήθηκε η καλύτερη επιλογή. Η τεχνολογία νευρωνικών δικτύων 

χρησιµοποιείται αυτήν την περίοδο σε πολλούς τοµείς εφαρµογής στις επιχειρήσεις, 

ειδικά όταν το πρόβληµα περιλαµβάνει κατά ένα µεγάλο µέρος ταξινόµηση,  αναγνώριση 

και πρόβλεψη. Μερικοί ερευνητές έχουν παρουσιάσει σηµαντικές µελέτες σχετικά µε τη 

πρόβλεψη συναλλαγµατικών ισοτιµιών νοµισµάτων χρησιµοποιώντας τα νευρωνικά 

δίκτυα (El Shazly & El Shazly, 1997, Lisi & Schiavo, 1999, Leung et al, 2000, Qi & Wu, 

2003, El Shazly & El Shazly, 1999, Chen & Leung, 2004, Poddig & Rehkugler, 1996). 

 

Στη συνέχεια του κεφαλαίου θα κάνουµε µια περιγραφή των µοντέλων AR και ARMA 

που χρησιµοποιούνται παρακάτω καθώς επίσης και µια γενική περιγραφή του µοντέλου 

ANFIS. 

 

 

1.2 Μοντέλο AR 

 
Ένα στοχαστικό µοντέλο που µπορεί να είναι εξαιρετικά χρήσιµο στην αναπαράσταση 

ορισµένων πρακτικά εµφανιζόµενων σειρών είναι το αποκαλούµενο αυτοπαλινδρόµενο 

µοντέλο. Στο µοντέλο αυτό, η τρέχουσα τιµή της διαδικασίας εκφράζεται σαν ένα 

πεπερασµένο, γραµµικό άθροισµα των προηγούµενων τιµών της διαδικασίας και µια 

διαταραχή . Ας θεωρήσουµε τις τιµές της διαδικασίας σε ίσα χρονικά διαστήµατα ta
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,...2,1, −− ttt  ως . Επίσης έστω ότι ,...,, 21 −− ttt zzz ,...~,~,~
21 −− ttt zzz  είναι αποκλίσεις από 

τοµ  (για παράδειγµα µ−= tt zz~ ). Τότε το 

 

 ttttt zzzz αφφφ ρρ ++++= −−−
~...~~~

2211   (1.2.1)

 

ονοµάζεται αυτοπαλινδρόµενη (AR) διαδικασία τάξης . Ο λόγος για το όνοµα αυτό 

είναι ότι ένα γραµµικό µοντέλο    

p

 

αφφφ ρρ ++++= xxxz ~...~~~
2211  

 

που σχετίζει µια εξαρτηµένη µεταβλητή z  µε ένα σετ ανεξάρτητων µεταβλητών 

 συν ένα σφάλµα , αναφέρεται συχνά σαν ένα παλινδρόµενο µοντέλο, και 

το 

,,...,, 21 ρxxx a

z  λέγεται ότι παλινδροµείται στα . Στην (1.2.1) η µεταβλητή ρxxx ,...,, 21 z  

παλινδροµείται σε προηγούµενες τιµές του εαυτού της, συνεπώς το µοντέλο είναι 

αυτοπαλινδρόµενο. Αν ορίσουµε ένα αυτόπαλινδρόµενο τελεστή τάξης  ως  p

 
ρ

ρφφφφ Β−−Β−Β−=Β ...1)( 2
21  

 

τότε το αυτοπαλινδρόµενο µοντέλο µπορεί να γραφτεί οικονοµικά ως  

ttz αφ =Β ~)(  

 

Το µοντέλο περιλαµβάνει 2+p  άγνωστες παραµέτρους  που στην 

πράξη πρέπει να υπολογιστούν από τα δεδοµένα. Η επιπλέον παράµετρος  είναι η 

διασπορά της διαδικασίας λευκού θορύβου . 

2
21 ,,...,,, αρ σφφφµ

2
ασ

ta

 

∆εν είναι δύσκολο να δούµε ότι το αυτοπαλινδρόµενο µοντέλο είναι µια ειδική 

περίπτωση του γρµµικού µοντέλου φίλτρου (linear filter model) του (1.2.1). Για 
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παράδειγµα µπορούµε να απαλείψουµε τον 1
~

−tz  από το δεξιό µέρος της (1.2.1) 

µετασχηµατίζοντάς τη ως εξής  

 

1132211
~...~~~

−−−−−− ++++= τρρ αφφφ tttt zzzz  

 

Οµοίως µπορούµε να µετασχηµατίσουµε για τον 2
~
−tz  κλπ. 

Συµβολικά έχουµε ότι το   

 ttz αφ =Β ~)(  
είναι ισοδύναµο µε το              

 

ttz αψ )(~ Β=  

µε  

)()( 1 Β=Β −φψ  

 

Οι αυτοπαλινδρόµενες διαδικασίες µπορεί να είναι στάσιµες και µη στάσιµες. Για να 

είναι στάσιµες πρέπει τα φ να επιλέγονται έτσι ώστε τα βάρη ,..., 21 ψψ  στην    

 να σχηµατίζουν συγκλίνουσα σειρά.  )()( 1 Β=Β −φψ

 

 

1.3 Μοντέλο ARΜΑ 

 

Για να επιτύχουµε µεγαλύτερη ευκαµψία στην προσαρµογή κανονικών χρονοσειρών, 

είναι µερικές φορές καλύτερο να χρησιµοποιούµε όρους και αυτοπαλινδρόµενους και 

κινούµενου µέσου στο µοντέλο. Αυτό οδηγεί στο µοντέλο ARMA (mixed 

autoregressive-moving average) 

 

 qtqtttptpttt aazzzz −−−−−− −−−−++++= αθθαθφφφ ...~...~~~
22112211    (1.3.1) 
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ή 

 

ttz αθφ )(~)( Β=Β  

 

που έχει 2++ qp  άγνωστες παραµέτρους , οι οποίες 

υπολογίζονται από τα δεδοµένα. 

2
11 ;,...,;,...,; αρ σθθφφµ q

 

Στην πράξη είναι συνήθως αλήθεια ότι επαρκής αναπαράσταση των πραγµατικά 

εµφανιζόµενων στάσιµων χρονοσειρών µπορεί να παρθεί µε αυτοπαλινδρόµενα, 

κινούµενου µέσου, ή µεικτών µοντέλων, στα οποία τα  και  δεν είναι µεγαλύτερα 

από 2 και συχνά είναι µικρότερα από 2.  

p q

 

 

1.4 ANFIS 

 

Ένα νευρο-ασαφές σύστηµα ορίζεται ως ένας συνδυασµός τεχνητών νευρωνικών 

δικτύων (ANN) και Ασαφούς Συστήµατος Συµπερασµού (Fuzzy Inference System, FIS) 

κατά τέτοιο τρόπο ώστε ο αλγόριθµος εκµάθησης νευρωνικών δικτύων χρησιµοποιείται 

για να καθορίσει τις παραµέτρους του FIS [1]. Το Προσαρµοστικό Νευροασαφές 

σύστηµα συµπερασµού (Adaptive Neural Fuzzy Inference System, ANFIS) είναι ένα 

σύστηµα που ανήκει στην νευρο-ασαφή κατηγορία. 

 

Λειτουργικά, δεν υπάρχει σχεδόν κανένας περιορισµός στις συναρτήσεις κόµβων ενός 

προσαρµόσιµου (adaptive) δικτύου εκτός από τµήµατα που µπορούν να διαφοριστούν 

(piecewise differentiability). ∆οµικά, ο µόνος περιορισµός της διαµόρφωσης δικτύων 

είναι ότι πρέπει να είναι τύπου πρόσθιας τροφοδότησης. Λόγω αυτού του µικρού 

περιορισµού, οι εφαρµογές του προσαρµόσιµου δικτύου είναι άµεσες και απέραντες σε 

διάφορους τοµείς.  Σε αυτό το τµήµα, προτείνουµε µια κατηγορία προσαρµόσιµων 

δικτύων, τα οποία είναι λειτουργικά ισοδύναµα µε τα ασαφή συστήµατα συµπερασµού. 
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Ο ασαφής µηχανισµός συµπερασµού παρουσιάζεται στο επόµενο σχήµα: 

 

 
 

Σχήµα 1: Ασαφής µηχανισµός συµπερασµού 
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Σχήµα 2: Αρχιτεκτονική του ANFIS  
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Για ευκολία, υποθέτουµε ότι το ασαφές σύστηµα συµπερασµού υπό εξέταση έχει δύο 

εισόδους x και  και µία έξοδο y . Υποθέτουµε ότι η βάση κανόνων περιέχει δύο 

ασαφείς κανόνες τύπου Takagi και Sugeno: 

 

Κανόνας 1:  

Αν x  είναι και  είναι τότε 1A y 1B 1111 ryqxpf +⋅+⋅=  

 

Κανόνας 2: 

Αν x  είναι και είναι τότε 2A y 2B 2222 ryqxpf +⋅+⋅=  

 

Η αρχιτεκτονική του ANFIS παρουσιάζεται στο σχήµα 2. Οι συναρτήσεις κόµβων στο 

ίδιο επίπεδο είναι της ίδιας οικογένειας συναρτήσεων όπως περιγράφουµε παρακάτω: 

 

Επίπεδο 1 Κάθε κόµβος σε αυτό το επίπεδο είναι ένας προσαρµόσιµος κόµβος µε µία 

συνάρτηση κόµβου. 

i

 

)()(1 xxO
iAi µ=  

 

όπου x  – η είσοδος στον κόµβο  i

         - η γλωσσική ταµπέλα (small, large, κλπ.) που σχετίζεται µε αυτή τη συνάρτηση 

του κόµβου. 

iA

 

Με άλλα λόγια, το  είναι ο βαθµός συµµετοχής του  και καθορίζει το βαθµό στον 

οποίο η είσοδος 

1
iO iA

x  ικανοποιεί τον ποσοτικοποιητή . Συνήθως επιλέγεται το iA )(x
iAµ  σε  

σχήµα καµπάνας µε το µέγιστο ίσο µε 1 και το ελάχιστο ίσο µε 0, όπως η γενικευµένη 

καµπανοειδής συνάρτηση   

ii b

i

i

A

a
cx

x

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ −+

=
2

1

1)(µ  
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ή η γκαουσιανή συνάρτηση 

  
2

)(
⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ −
−

= i

i

i

a
cx

A exµ  

 

όπου  είναι το σύνολο παραµέτρων.  iii cba ,,

 

Καθώς οι τιµές αυτών των παραµέτρων αλλάζουν, οι συναρτήσεις ποικίλλουν ανάλογα, 

παρουσιάζοντας έτσι διάφορες µορφές της συνάρτησης συµµετοχής για τη γλωσσική 

ταµπέλα . Οι παράµετροι σε αυτό το επίπεδο αναφέρονται ως αρχικοί παράµετροι 

(premise parameters). 

iA

 

Επίπεδο 2 Κάθε κόµβος σε αυτό το επίπεδο είναι ένας σταθερός (fixed) κόµβος Π, του 

οποίου η έξοδος είναι το γινόµενο όλων των εισερχόµενων σηµάτων: 

 

Επίπεδο 3 Κάθε κόµβος σε αυτό το επίπεδο είναι ένας σταθερός κόµβος Ν. Ο i-οστος 

κόµβος υπολογίζει το λόγο του βαθµού ενεργοποίησης (firing strength) του i-οστού 

κανόνα στο άθροισµα των βαθµών ενεργοποίησης όλων των κανόνων:  

 

21 ww
w

w i
i +
=

,          i=1,2 

 

Για ευκολία, οι έξοδοι αυτού του επιπέδου ονοµάζονται κανονικοποιηµένοι βαθµοί 

ενεργοποίησης (normalized firing strengths).  

 

Επίπεδο 4 Κάθε κόµβος σε αυτό το επίπεδο είναι ένας προσαρµόσιµος κόµβος µε µία 

συνάρτηση κόµβου. 

i

 

)**(** 1,4 iiiiii ryqxpwfwO ++==  
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όπου: iw - η έξοδος του επιπέδου 3 

{ }iii rqp ,,  - το σύνολο παραµέτρων. Οι παράµετροι σε αυτό το επίπεδο αναφέρονται ως 

επακόλουθοι (consequent parameters).  

 

Επίπεδο 5 Ο µοναδικός κόµβος σε αυτό το επίπεδο είναι ένας σταθερός κόµβος Σ που 

υπολογίζει τη συνολική έξοδο σαν το ολικό άθροισµα όλων των εισερχόµενων σηµάτων:  

 

∑
∑

∑ ===

i
i

i
ii

i
i

ii w

fw
fwOoutputoverall

*
*,5  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2: Ανάλυση του µοντέλου ANFIS 

 

 

2.1 Εισαγωγή 

 

Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούµε µε την ανάλυση του µοντέλου ANFIS που 

χρησιµοποιήσαµε στην έρευνά µας. Αρχικά θα κάνουµε µια περιγραφή του µοντέλου και 

θα παρουσιάσουµε τη δοµή του. Στη συνέχεια θα εξετάσουµε κάθε επίπεδο του µοντέλου 

ξεχωριστά και θα παρουσιάσουµε τι είδους υπολογισµοί γίνονται σε κάθε επίπεδο. 

Τέλος, θα παρουσιάσουµε ένα αριθµητικό παράδειγµα όπου θα φαίνονται αναλυτικά 

όλοι οι υπολογισµοί που πραγµατοποιεί το ANFIS σε κάθε επίπεδο, έτσι ώστε να γίνει 

πλήρως κατανοητή η λειτουργία του µοντέλου.  

 

 

2.2 Περιγραφή του µοντέλου 

 

Το µοντέλο µας αποτελείται από δύο εισόδους και µια έξοδο. Σαν εισόδους παίρνουµε 

την ισοτιµία ευρώ/δολαρίου µιας τυχαίας ηµέρας (t) και την ισοτιµία της ακριβώς 

προηγούµενης ηµέρας (t-1), ενώ σαν έξοδο παίρνουµε την πρόβλεψη του ANFIS για την 

ισοτιµία ευρώ/δολαρίου της επόµενης από την τυχαία ηµέρα (t+1). Η δοµή του µοντέλου 

παρουσιάζεται στο ακόλουθο σχήµα: 
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Σχήµα 1: ∆οµή του µοντέλου 

Από το σχήµα βλέπουµε ότι το ANFIS είναι τύπου Sugeno. Το ασαφές µοντέλο τύπου 

Sugeno προτάθηκε από τους Tagaki, Sugeno και Kang σε µια προσπάθεια  να 

αναπτύξουν µια συστηµατική προσέγγιση που θα τους επιτρέπει την παραγωγή ασαφών 

κανόνων από ένα συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων εισόδου-εξόδου. Ένας τυπικός 

ασαφής κανόνας για ένα ασαφές µοντέλο τύπου Sugeno έχει την ακόλουθη µορφή: 

 

αν x είναι A και y είναι B τότε z = f(x,y) 

 

όπου τα A και B είναι ασαφή σύνολα στα αίτια (antecedent), ενώ το z = f(x,y) είναι µια 

σαφή (crisp) συνάρτηση στο συµπέρασµα (consequent). Συνήθως το f(x,y) είναι ένα 

πολυώνυµο των µεταβλητών εισόδου x και y, αλλά µπορεί να είναι οποιαδήποτε 

συναρτηση αρκεί να µπορεί να περιγράψει κατάλληλα την έξοδο του µοντέλου εντός της 

ασαφούς περιοχής που καθορίζεται από τα αίτια του κανόνα. Εµείς έχουµε ένα πρώτου 

βαθµού ασαφές µοντέλο τύπου Sugeno το οποίο σηµαίνει ότι το f(x,y) είναι ένα πρώτου 

βαθµού πολυώνυµο. Στο µοντέλο µας ισχύουν οι παρακάτω κανόνες: 
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Αν (t) είναι small και (t-1) είναι small τότε (t+1) είναι very small 

Αν (t) είναι small και (t-1) είναι large τότε (t+1) είναι small 

Αν (t) είναι large και (t-1) είναι small τότε (t+1) είναι large 

Αν (t) είναι large και (t-1) είναι large τότε (t+1) είναι very large 

  

Θα δούµε πως χρησιµοποιεί το µοντέλο τους κανόνες και πως γίνονται οι υπολογισµοί 

στην ενότητα που θα αναφερθούµε στην αρχιτεκτονική του ANFIS. 

 

Οι συναρτήσεις συµµετοχής των εισόδων (t) και (t-1) είναι οι ίδιες, αφού και οι δύο 

συναρτήσεις είναι τύπου gauss2mf. Η εξίσωση των συναρτήσεων τύπου gauss2mf είναι: 

 
2

2
1

)(
⎟⎟⎠

⎞
⎜⎜⎝

⎛ −
−

= i

i

i

a
cx

A exµ  

    

όπου τα  είναι το σύνολο των παραµέτρων. Στο σχήµα 2 µπορούµε να δούµε τη 

συνάρτηση συµµετοχής των εισόδων (t) και (t-1), ενώ στο σχήµα 3 είναι η προκύπτουσα 

επιφάνεια εισόδου-εξόδου: 

iii cba ,,

 

 

 
 

Σχήµα 2: Συνάρτηση συµµετοχής 
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Σχήµα 3: Συνολική επιφάνεια εισόδου-εξόδου 

 

Στο σχήµα 3 έχουµε µια τρισδιάστατη επιφάνεια του ασαφούς µοντέλου. Όπως 

µπορούµε να δούµε η επιφάνεια είναι αρκετά οµαλή, πράγµα που σηµαίνει ότι έχουµε 

πάρει ένα ικανοποιητικό αριθµό δεδοµένων και έτσι τα αποτελέσµατα που θα πάρουµε 

από τη χρήση του µοντέλου που κατασκευάσαµε θα είναι αρκετά καλά. Εντούτοις, αυτό 

δεν φαίνεται να συµβαίνει στη κάτω δεξιά γωνία. Αυτή η ανωµαλία µπορεί να εξηγηθεί 

µε την εξέταση των γραφηµάτων διασποράς στα επόµενα σχήµατα: 

 

0.8 0.9 1 1.1 1.2
0.8

0.9

1

1.1

1.2

input (t-1) 

ou
tp
ut
 (t

+1
)

Training data

0.8 0.9 1 1.1 1.2
0.8

0.9

1

1.1

1.2

input (t) 

ou
tp
ut
 (t

+1
)

Training data

 
Σχήµα 4: Γραφήµατα διασποράς δεδοµένων εκπαίδευσης 
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0.9 1 1.1 1.2 1.3
0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

input (t-1)
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ut
 (t

+1
)

Checking data

0.9 1 1.1 1.2 1.3
0.95

1

1.05

1.1

1.15

1.2

1.25

input (t)

ou
tp
ut
 (t

+1
)

Checking data

 
 Σχήµα 5: Γραφήµατα διασποράς δεδοµένων ελέγχου 

 

Όπως βλέπουµε από τα προηγούµενα σχήµατα, ο λόγος για αυτήν την ανωµαλία είναι η 

έλλειψη ικανοποιητικού αριθµού δεδοµένων στη συγκεκριµένη περιοχή των 

γραφηµάτων διασποράς.  

 

 

2.3 Αρχιτεκτονική του ANFIS 

 

Σε αυτή την παράγραφο θα εξετάσουµε πως είναι δοµηµένο το µοντέλο ANFIS. Επίσης 

θα δούµε σε ποια επίπεδα χωρίζεται το µοντέλο και ποιοι υπολογισµοί γίνονται σε κάθε 

επίπεδο ούτως ώστε να πάρουµε το τελικό αποτέλεσµα.  

 

Όπως αναφέρθηκε στην προηγούµενη ενότητα, το µοντέλο µας είναι ένα ασαφές µοντέλο 

τύπου Sugeno πρώτου βαθµού το οποίο έχει δύο εισόδους και µία έξοδο. Επίσης, στο 

µοντέλο ισχύουν τέσσερις ασαφείς κανόνες οι οποίοι είναι οι εξής: 
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Αν (t) είναι small και (t-1) είναι small τότε (t+1) είναι very small 

Αν (t) είναι small και (t-1) είναι large τότε (t+1) είναι small 

Αν (t) είναι large και (t-1) είναι small τότε (t+1) είναι large 

Αν (t) είναι large και (t-1) είναι large τότε (t+1) είναι very large 

 

Λαµβάνοντας υπόψη τα στοιχεία που αναφέρθηκαν παραπάνω φαίνεται στη συνέχεια 

(Σχήµα 6) η αρχιτεκτονική του µοντέλου ANFIS. Ύστερα θα δούµε αναλυτικά τι 

συµβαίνει σε κάθε επίπεδο του µοντέλου και τέλος θα κάνουµε χρήση ενός 

παραδείγµατος για την καλύτερη κατανόησή του. (Εδώ παρουσιάζουµε την έξοδο του i-

οστού επιπέδου στο επίπεδο l σαν Ol,i.) 
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Σχήµα 6: Αρχιτεκτονική του ANFIS 
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Επίπεδο 1 Κάθε κόµβος σε αυτό το επίπεδο είναι ένας προσαρµόσιµος (adaptive) 

κόµβος µε µία συνάρτηση κόµβου. 

i

 

)(,1 xO
iAi µ=   για i = 1,2 ή 

)(
2,1 yO

iBi −
= µ  για i = 3,4, 

όπου x (ή y ) – η είσοδος στον κόµβο i  

iA (ή )- η γλωσσική µεταβλητή (small, large, κλπ.) που σχετίζεται µε αυτή τη 

συνάρτηση του κόµβου. 

2−iB

 

Με άλλα λόγια, το  είναι ο βαθµός συµµετοχής του (= ) και 

καθορίζει το βαθµό στον οποίο η είσοδος 

iO ,1 A 2121 ,, BorBAA

x (ή ) ικανοποιεί τον ποσοτικοποιητήy A . 

Εδώ η συνάρτηση συµµετοχής του A  είναι τύπου Gaussian2: 

 
2

2
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⎞
⎜⎜⎝
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−

= i

i

i

a
cx

A exµ  

 

όπου  είναι το σύνολο παραµέτρων.  ii ca ,

 

Καθώς οι τιµές αυτών των παραµέτρων αλλάζουν, οι συναρτήσεις ποικίλλουν ανάλογα, 

παρουσιάζοντας έτσι διάφορες µορφές της συνάρτησης συµµετοχής για το ασαφές 

σύνολο A . Οι παράµετροι σε αυτό το επίπεδο αναφέρονται ως αρχικοί παράµετροι 

(premise parameters). 

 

Επίπεδο 2 Κάθε κόµβος σε αυτό το επίπεδο είναι ένας σταθερός (fixed) κόµβος Π, του 

οποίου η έξοδος είναι το γινόµενο όλων των εισερχόµενων σηµάτων: 

 

)(*)(
1,2 yxwO

iBAii µµ== , για i = 1,2 και 

)(*)(
22,2 yxwO

iBAii −
== µµ , για i = 3,4. 
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Επίπεδο 3 Κάθε κόµβος σε αυτό το επίπεδο είναι ένας σταθερός κόµβος Ν. Ο i-οστος 

κόµβος υπολογίζει το λόγο της βαθµού ενεργοποίησης (firing strength)του i-οστού 

κανόνα στο άθροισµα των βαθµών ενεργοποίησης όλων των κανόνων:  

 

4321
,3 wwww

wwO i
ii +++
== ,          i=1,2,3,4. 

 

Για ευκολία, οι έξοδοι αυτού του επιπέδου ονοµάζονται κανονικοποιηµένοι βαθµοί 

ενεργοποίησης (normalized firing strengths) 

 

Επίπεδο 4 Κάθε κόµβος σε αυτό το επίπεδο είναι ένας προσαρµόσιµος κόµβος µε µία 

συνάρτηση κόµβου. 

i

 

)**(** 1,4 iiiiii ryqxpwfwO ++==  

 

 

όπου: iw - η έξοδος του επιπέδου 3 

{ }iii rqp ,,  - το σύνολο παραµέτρων. Οι παράµετροι σε αυτό το επίπεδο αναφέρονται ως 

επακόλουθοι (consequent parameters).  

 

Επίπεδο 5 Ο µοναδικός κόµβος σε αυτό το επίπεδο είναι ένας σταθερός κόµβος Σ που 

υπολογίζει τη συνολική έξοδο σαν το ολικό άθροισµα όλων των εισερχόµενων σηµάτων:  

 

∑
∑

∑ ===

i
i

i
ii

i
i

ii w

fw
fwOoutputoverall

*
*,5  

 

Αφού αναλύσαµε κάθε επίπεδο ξεχωριστά θα προχωρήσουµε τώρα στην παρουσίαση 

ενός παραδείγµατος. Στο επόµενο σχήµα βλέπουµε πως το µοντέλο ANFIS βρίσκει το 

αποτέλεσµα που προκύπτει για δύο τυχαίες τιµές t και t-1: 
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Σχήµα 7: Οι υπολογισµοί του ANFIS 

 

Όπως βλέπουµε στο σχήµα αν t = 0.907 και t-1 = 0.984 τότε t+1 = 0.989. Ας δούµε τώρα 

πως βγαίνει αυτό το αποτέλεσµα. 

 

Επίπεδο 1 Εδώ χρησιµοποιούµε τη συνάρτηση συµµετοχής Gaussian2 για να 

υπολογίσουµε το  για κάθε κόµβο. Το σύνολο παραµέτρων φαίνεται στον 

membership function editor και υπολογίζεται αυτόµατα. Έτσι έχουµε: 

iO ,1

 

[ ] [ ]9047.0,04433.0,7481.0,04433.0,,, 2211 =caca   

αν η γλωσσική µεταβλητή είναι small και 

 

[ ] [ ]166.1,04433.0,1009.0,04433.0,,, 2211 =caca   

αν η γλωσσική µεταβλητή είναι large 
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όπου  είναι για την αριστερή καµπύλη της συνάρτησης Gaussian2 και  είναι 

για την δεξιά καµπύλη. Επίσης, αφού και οι δύο είσοδοι είναι ίδιου τύπου, το σύνολο 

παραµέτρων είναι το ίδιο και για τις δύο εισόδους. 

11 ,ca 22 ,ca

 

 
 

 
  

Σχήµα 8: Membership function editor 
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Από το σχήµα 7 βλέπουµε ότι τα A1 και B1 είναι small και στη δεξιά καµπύλη, ενώ τα A2 

και B2 είναι large και στην αριστερή καµπύλη. Αυτό σηµαίνει ότι για τα  A1 και B1 θα 

χρησιµοποιήσουµε το σύνολο παραµέτρων [ ]9047.0,04433.0  και για τα  A2 και B2 το 

σύνολο παραµέτρων [ ]009.1,04433.0 . 

 

Τώρα χρησιµοποιώντας όλα αυτά και για x = 0.907 και y = 0.984 παίρνουµε: 

 

999.0)(
11,1 == xO Aµ  

701.0)(
22,1 == xO Aµ  

202.0)(
13,1 == yO Bµ  

853.0)(
24,1 == yO Bµ  

 

Επίπεδο 2 Εδώ κάνουµε τους υπολογισµούς χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις που 

αναφέρθηκαν παραπάνω και έχουµε: 

 

2016.0202.0*999.0)(*)(
1111,2 ==== yxwO BA µµ  

 8518.0853.0*999.0)(*)(
2122,2 ==== yxwO BA µµ  

 0143.0202.0*701.0)(*)(
1233,2 ==== yxwO BA µµ  

 0604.0853.0*701.0)(*)(
2244,2 ==== yxwO BA µµ  

 

Επίπεδο 3 Όπως και στο επίπεδο 2 εδώ κάνουµε τους υπολογισµούς χρησιµοποιώντας 

την εξίσωση που αναφέρθηκε παραπάνω: 
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1787.0
0604.00143.08518.02016.0

2016.0

4321

1
11,3 =

+++
=

+++
==

wwww
wwO

755.0
0604.00143.08518.02016.0

8518.0

4321

2
22,3 =

+++
=

+++
==

wwww
wwO

0127.0
0604.00143.08518.02016.0

0143.0

4321

3
33,3 =

+++
=

+++
==

wwww
wwO

0536.0
0604.00143.08518.02016.0

0604.0

4321

4
44,3 =

+++
=

+++
==

wwww
wwO

 

Επίπεδο 4 Για να µπορέσουµε να πραγµατοποιήσουµε τους απαραίτητους υπολογισµούς 

σε αυτό το επίπεδο χρειαζόµαστε το σύνολο παραµέτρων για κάθε κόµβο. Αυτές οι 

παράµετροι φαίνονται στον membership function editor επιλέγοντας t+1 και είναι: 

 

[ ] [ ]02816.0,987.0,01881.0,, 111 −=rqp  αν η γλωσσική µεταβλητή είναι very small  

[ ] [ ]2218.0,073.1,1754.0,, 222 −=rqp  αν η γλωσσική µεταβλητή είναι small  

[ ] [ ]2437.0,2648.0,9956.0,, 333 −=rqp  αν η γλωσσική µεταβλητή είναι large  

[ ] [ ]0006383.0,9042.0,09453.0,, 444 =rqp  αν η γλωσσική µεταβλητή είναι very large  

 

 
  

 Σχήµα 9: Σύνολο παραµέτρων για very small  
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Σχήµα 10: Σύνολο παραµέτρων για small 

 

 

 
   

Σχήµα 11: Σύνολο παραµέτρων για large  
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  Σχήµα 12: Σύνολο παραµέτρων για very large  

 

Χρησιµοποιώντας τα σύνολα παραµέτρων έχουµε: 

 

176.0)02816.0984.0*987.0907.0*01881.0(1787.0)**( 11111,4 =++−=++= ryqxpwO
75.0)2218.0984.0*073.1907.0*1754.0(755.0)**( 22222,4 =−+=++= ryqxpwO

011.0)2437.0984.0*2648.0907.0*9956.0(0127.0)**( 33333,4 =+−=++= ryqxpwO
052.0)0006383.0984.0*9042.0907.0*09453.0(0536.0)**( 44444,4 =++=++= ryqxpwO

 

Επίπεδο 5 Στο τελευταίο αυτό επίπεδο αυτό βρίσκουµε την τιµή για t+1 

χρησιµοποιώντας την εξίσωση που αναφέρθηκε στη θεωρία: 

 

 989.0052.0011.075.0176.0*1,5 =+++==∑ i
i

i fwO  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3: Μέθοδοι για προσδιορισµό συστήµατος 

 

3.1 Προσδιορισµός συστήµατος: Μια εισαγωγή 

 

Το πρόβληµα προσδιορισµού ενός µαθηµατικού µοντέλου για ένα άγνωστο σύστηµα (το 

οποίο αναφέρεται επίσης και ως σύστηµα στόχος) παρατηρώντας τα ζευγάρια δεδοµένων 

εισόδου-εξόδου του αναφέρεται γενικά ως αναγνώριση συστήµατος. Οι στόχοι του 

προσδιορισµού συστήµατος είναι πολλαπλοί: 

 

•  Για να προβλέψει µια συµπεριφορά του συστήµατος, όπως στη πρόβλεψη 

χρονοσειρών και στη πρόβλεψη καιρού.  

 

•   Για να εξηγήσει τις αλληλεπιδράσεις και τις σχέσεις µεταξύ των εισόδων και των 

εξόδων ενός συστήµατος. Για παράδειγµα, ένα µαθηµατικό µοντέλο µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για να εξετάσει εάν η ζήτηση ποικίλλει πράγµατι ανάλογα µε την 

προσφορά σε ένα οικονοµικό σύστηµα.  

 

•  Για να σχεδιάσει έναν ελεγκτή βασισµένο στο µοντέλο ενός συστήµατος, όπως 

στον έλεγχο αεροσκαφών και σκαφών. Επίσης για να κάνουµε την προσοµοίωση 

υπολογιστών του συστήµατος υπό έλεγχο, χρειαζόµαστε ένα µοντέλο του 

συστήµατος.   

 

Ο προσδιορισµός συστηµάτων περιλαµβάνει γενικά δύο βήµατα: 

 

Προσδιορισµός δοµής Σε αυτό το βήµα, πρέπει να εφαρµόσουµε την a priori  γνώση 

για το σύστηµα στόχο για να καθορίσουµε µια κατηγορία µοντέλων µέσα στην οποία 

πρόκειται να διεξαχθεί η αναζήτηση του καταλληλότερου µοντέλου. Συνήθως αυτή η 

κατηγορία µοντέλων δείχνεται από µια παραµετρική συνάρτηση , όπου   

είναι η έξοδος του µοντέλου, u είναι το διάνυσµα εισόδου και θ είναι το διάνυσµα 

)( θu;fy = y
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παραµέτρου. Ο προσδιορισµός της συνάρτησης  είναι εξαρτώµενο πρόβληµα και η 

συνάρτηση βασιζεται στην εµπειρία και τη διαίσθηση του σχεδιαστή και τους νόµους της 

φύσης που κυβερνούν το σύστηµα στόχο. 

f

 

Προσδιορισµός παραµέτρου Στο δεύτερο βήµα, η δοµή του µοντέλου είναι γνωστή και 

το µόνο που χρειάζεται να κάνουµε είναι να εφαρµόσουµε τεχνικές βελτιστοποίησης για 

να καθορίσουµε το διάνυσµα παραµέτρου θθ
)

=  τέτοιο ώστε το προκύπτον µοντέλο 

);( θu
)) fy =  να µπορεί να περιγράψει το σύστηµα κατάλληλα. 

Εάν δεν έχουµε οποιαδήποτε a priori γνώση για το σύστηµα στόχο, τότε ο προσδιορισµός 

δοµής γίνεται ένα δύσκολο πρόβληµα και πρέπει να επιλέξουµε τη δοµή µε δοκιµή και 

σφάλµα. Ευτυχώς, ξέρουµε πάρα πολλά για τις δοµές των περισσότερων συστηµάτων 

εφαρµοσµένης µηχανικής και βιοµηχανικών διαδικασιών και έτσι είναι συνήθως δυνατό 

να παραχθεί µια συγκεκριµένη κατηγορία µοντέλων–συγκεκριµένα, µια παραµετρική 

συνάρτηση-που µπορεί καλύτερα να περιγράψει το σύστηµα στόχο. Συνεπώς, το 

πρόβληµα προσδιορισµού συστηµάτων περιορίζεται συνήθως σε αυτό του 

προσδιορισµού παραµέτρου.   

 

Γενικά, ο προσδιορισµός συστηµάτων δεν είναι µια διαδικασία ενός περάσµατος αλλά 

πρέπει να κάνουµε προσδιορισµό δοµής και παραµέτρου επανειληµµένα έως ότου να 

βρούµε ένα ικανοποιητικό πρότυπο ως εξής: 

 

1. Καθορίζουµε και παραµετρικοποιούµε µια κατηγορία µαθηµατικών µοντέλων 

που αντιπροσωπεύουν το σύστηµα που προσδιορίζεται.  

 

2. Εκτελούµε τον προσδιορισµό παραµέτρου για να επιλέξουµε τις παραµέτρους 

που ταιριάζουν καλύτερα στο σύνολο δεδοµένων εκπαίδευσης.  

 

3. Πραγµατοποιούµε δοκιµές επικύρωσης για να δούµε εάν το µοντέλο που 

προσδιορίζεται ανταποκρίνεται σωστά σε ένα άγνωστο σύνολο δεδοµένων. (Αυτό 
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το σύνολο στοιχείων είναι χωρισµένο από το σύνολο δεδοµένων εκπαίδευσης και 

αναφέρεται ως σύνολο δεδοµένων δοκιµής, επικυρώσης ή ελέγχου.) 

  

4. Ολοκληρώνουµε τη διαδικασία µόλις τα αποτελέσµατα της δοκιµής επικύρωσης 

είναι ικανοποιητικά. ∆ιαφορετικά, µια άλλη κατηγορία µοντέλων επιλέγεται και 

τα βήµατα 2 µέχρι 4 επαναλαµβάνονται. 

 

Το ANFIS χρησιµοποιεί έναν υβριδικό αλγόριθµο εκµάθησης για να προσδιορίσει τις 

παραµέτρους των ασαφών συστηµάτων τύπου Sugeno. Εφαρµόζει έναν συνδυασµό της 

µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων (least-squares) και της µεθόδου οπισθόδροµης 

βαθµωτής ελαχιστοποίησης (backpropagation gradient descent) για την εκπαίδευση 

παραµέτρων των συναρτήσεων συµµετοχής τύπου FIS ώστε να µιµηθεί ένα δοσµένο 

σύνολο δεδοµένων εκπαίδευσης. Στη συνέχεια, θα περιγράψουµε τη µέθοδο ελαχίστων 

τετραγώνων και τη µέθοδο οπισθόδροµης βαθµωτής ελαχιστοποίησης και έπειτα θα 

δούµε πως το ANFIS συνδυάζει αυτές τις δύο µεθόδους προκειµένου να βρεθούν 

γρηγορότερα και καλύτερα αποτελέσµατα.    

 

 

3.2 Εκτιµητής ελαχίστων τετραγώνων (Least-squares 

estimator) 

 

Στο γενικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων, η έξοδος του γραµµικού µοντέλου y 

δίνεται από τη γραµµικά παραµετρικοποιηµένη έκφραση 

 

 )(...)()( 2211 uuu nn fffy θθθ +++= ,                                  (3.2.1) 

 

όπου είναι το διάνυσµα εισόδου του µοντέλου,  είναι 

γνωστές συναρτήσεις του , και 

T
puu ],...,[ 1=u nff ,...,1

u nθθ ,...,1  είναι άγνωστες παράµετροι που θα 

υπολογιστούν. Στη στατιστική, το να βάλεις δεδοµένα χρησιµοποιώντας ένα γραµµικό 
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µοντέλο ανφέρεται σαν γραµµική παλινδρόµηση. Κατά συνέπεια η εξίσωση (3.2.1) 

καλείται επίσης συνάρτηση παλινδρόµησης, και τα iθ  ονοµάζονται συντελεστές 

παλινδρόµησης. 

 

Για να προσδιορίσουµε τις άγνωστες παραµέτρους iθ , συνήθως πρέπει να εκτελέσουµε 

πειράµατα για να λάβουµε ένα σύνολο δεδοµένων εκπαίδευσης που αποτελείται από τα 

ζευγάρια δεδοµένων  τα οποία  αντιπροσωπεύουν τα επιθυµητά 

ζευγάρια εισόδου-εξόδου του συστήµατος στόχου που θα µοντελοποιηθεί. Η 

αντικατάσταση κάθε ζευγαριού στοιχείων στην εξίσωση (3.2.1) παράγει ένα σύνολο 

γραµµικών εξισώσεων m: 

},...,1),,{( miyii =u
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(3.2.2) 

 

Χρησιµοποιώντας τη µορφή πινάκων, µπορούµε να ξαναγράψουµε τις προηγούµενες 

εξισώσεις σε µια συνοπτική µορφή: 

 

 yAθ =                                                         (3.2.3) 

 

όπου  είναι ένας  πίνακας (µερικές φορές λέγεται πίνακας σχεδιασµού): A nm×

 

⎥
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θ  είναι ένα  διάνυσµα άγνωστων παραµέτρων: 1×n
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⎥
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⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

nθ

θ
M
1

θ , 

 

και είναι ένα  διάνυσµα εξόδου: y 1×m

 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

ny

y
M
1

y . 

 

Η i-οστή σειρά του ενωµένου πίνακα δεδοµένων , που δηλώνεται µε , 

σχετίζεται µε το i-οστό ζευγάρι δεδοµένων µέσω της 

][ yAM ][ i
T

i yMa

);( ii yu

 

)](,),([ 1 ini
T

i ff uua K= . 

 

Εφόσον το µεγαλύτερο µέρος των υπολογισµών µας βασίζεται στους πίνακες και , 

µερικές φορές ανφερόµαστε στο  σαν το i-οστό ζευγάρι δεδοµένων του συνόλου 

δεδοµένων εκπαίδευσης. 

A y

);( i
T

i ya

 

Για να προσδιορίσουµε µεµονωµένα το άγνωστο διάνυσµα , είναι απαραίτητο να 

ισχύει . Αν ο  είναι τετραγωνικός  και αντιστρέψιµος, τότε µπορούµε να 

λύσουµε ως προς τον άγνωστο  από την εξίσωση (3.2.3) και έχουµε 

θ

nm ≥ A )( nm =

x

 

.                                               (3.2.4)  

 
yAθ 1−=

Εντούτοις, ο  είναι συνήθως µεγαλύτερος από τον , δείχνοντας έτσι ότι έχουµε 

περισσότερα ζευγάρια στοιχείων από τις παραµέτρους. Σε αυτήν την περίπτωση, µια 

ακριβής λύση που να ικανοποιεί όλες τις  εξισώσεις δεν είναι πάντα δυνατή, 

δεδοµένου ότι τα στοιχεία µπορεί να µολυνθούν από θόρυβο, ή το µοντέλο µπορεί να 

m n

m

 34



µην είναι κατάλληλο για την περιγραφή του συστήµατος στόχου. Κατά συνέπεια η 

εξίσωση (3.2.3) πρέπει να τροποποιηθεί µε την ενσωµάτωση ενός διανύσµατος λάθους   

για να αποτελέσει το τυχαίο λάθος θορύβου ή το τυχαίο λάθος διαµόρφωσης ως εξής: 

e

 

 .                                            (3.2.5) 

 

yeAθ =+

Τώρα, αντί της εύρεσης της ακριβούς λύσης στην εξίσωση (3.2.3), θέλουµε να ψάξουµε 

για το θθ
)

=  που ελαχιστοποιεί το άθροισµα του τετραγωνικού σφάλµατος και ορίζεται 

ως  

 

             (3.2.6) 

 

∑
=

−−==−=
m

i

TTT
iiyE

1

2 )()()()( AθyAθyeeθaθ

όπου  είναι το διάνυσµα λάθους που παράγεται από µια συγκεκριµένη επιλογή 

του . Σηµειώστε ότι το   είναι σε τετραγωνική µορφή και έχει ένα µοναδικό 

ελάχιστο

Aθye -=

θ )(θE

θθ
)

= . Το ακόλουθο θεώρηµα δηλώνει έναν απαραίτητο όρο που ικανοποιείται 

από τον εκτιµητή ελαχίστων τετραγώνων θ
)

. 

 

Θεώρηµα 3.2.1 Εκτιµητής ελαχίστων τετραγώνων 

 

Το τετραγωνικό σφάλµα στην εξίσωση (3.2.6) ελαχιστοποιείται όταν θθ
)

= , ο οποίος 

καλείται εκτιµητής ελαχίστων τετραγώνων (LSE για συντοµία) και ο οποίος ικανοποιεί 

την κανονική εξίσωση 

 

                                           (3.2.7) 

 
yAθAA TT =

)

Αν ο  είναι αντιστρέψιµος, ο θAAT
)

 είναι µοναδικός και δίνεται από την 

 

.                                       (3.2.8) 

 
yAAAθ TT 1)( −=

)
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Απόδειξη:  Υπάρχουν διάφορες µέθοδοι διαθέσιµες στη βιβλιογραφία για την εύρεση 

του εκτιµητή ελαχίστων τετραγώνων για την εξίσωση (3.2.3). Μια απλή προσέγγιση 

είναι να τεθεί το παράγωγο του  ως προς  ίσο σε µηδέν. Σηµειώνοντας ότι ο  

  είναι βαθµωτός, µπορούµε να επεκταθούµε για : 

)(θE θ

AθyyAθ TTT = )(θE

 

           (3.2.9) 

 
yyAθyAθAθAθyAθyθ TTTTTTTE +−=−−= 2))(()(

Τότε η παράγωγος του  είναι )(θE

 

 yAAθA
θ
θ TTE 22)( −=

∂
∂ . (3.2.10) 

 

Θέτοντας 0)( =
∂

∂
θ
θE  στο θθ

)
= , παίρνουµε την κανονική εξίσωση 

 

 yAθAA TT =
)

. (3.2.11) 

 

Αν ο  είναι αντιστρέψιµος, τότε ο AAT θ
)

 µπορεί να επιλυθεί µοναδικά: 

 

.                                     (3.2.12) 

 
yAAAθ TT 1)( −=

)

Εφόσον το  είναι µια τετραγωνική συνάρτηση , το σφάλµα ελαχίστων 

τετραγώνων που επιτυγχάνεται για

)(θE θ

θθ
)

=  µπορεί να βρεθεί να είναι 

  

 yAAAAyyyθAyθAyθ TTTTTE 1)()()()( −−=−−=
)))

. (3.2.13) 

 

Όµως, αν ο  είναι µη αντιστρέψιµος, τότε ο LSE δεν είναι µοναδικός και πρέπει να 

εφαρµόσουµε την  έννοια του γενικευµένου αντιστρόφου για να βρούµε τον 

AAT

θ
)

. Χωρίς 

απώλεια γενικότητας, θα υποθέσουµε οτι ο AAT   είναι αντιστρέψιµος. 
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Η προηγούµενη παραγώγιση είναι βασισµένη στην υπόθεση ότι κάθε στοιχείο του 

διανύσµατος λάθους   έχει το ίδιο βάρος προς το γενικό τετραγωνικό σφάλµα. Μια 

περαιτέρω γενίκευση είναι να αφήσουµε κάθε όρο σφάλµατος να σταθµιστεί 

διαφορετικά.  Συγκεκριµένα, ας πούµε ότι ο  είναι ο επιθυµητός πίνακας  βαρύτητας, 

ο οποίος είναι συµµετρικός και θετικά ορισµένος. Τότε το σταθµισµένο τετραγωνικό 

σφάλµα είναι     

e

W

 

 . (3.2.14) )()()( AθyWAθyθW −−= TE

 

Ελαχιστοποιώντας το  ως προς  παράγουµε το σταθµισµένο εκτιµητή ελαχίστων )(θWE θ

τετραγώνων Wθ
)

: 

                               (3.2.15) 

 
WyAWAAθW

TT 1)( −=
)

Προφανώς, ο Wθ
)

 µειώνεται σε θ
)

 όταν ο  επιλέγεται σαν ένας µοναδιαίος πίνακας. W

 

 

3.3 Οπισθοδρόµηση για πρωσοτροφοδοτούµενα δίκτυα 

 

Η ενότητα αυτή παρουσιάζει ένα βασικό κανόνα εκµάθησης για προσαρµόσιµα δίκτυα, 

που είναι στην ουσία η πιο απλή µέθοδος βαθµωτής ελαχιστοποίησης. Το κεντρικό µέρος 

αυτού του κανόνα εκµάθησης αφορά πως να πάρουµε επαναληπτικά ένα διάνυσµα 

κλίσης στο οποίο κάθε στοιχείο ορίζεται ως την παράγωγο ενός µέτρου σφάλµατος ως 

προς µια παράµετρο. Αυτό γίνεται µε τη βοήθεια του κανόνα αλυσίδας, ενός βασικού 

τύπου για το διαφορισµό σύνθετων συναρτήσεων ο οποίος αναλύεται σε κάθε εγχειρίδιο 

µαθηµατικών. Η διαδικασία εύρεσης ενός διανύσµατος κλίσης σε ένα δίκτυο αναφέρεται 

γενικά σαν οπισθοδρόµηση (backpropagation) επειδή το διάνυσµα κλίσης υπολογίζεται 

σε κατεύθυνση αντίθετη από τη ροή της εξόδου κάθε κόµβου. Μόλις πάρουµε την κλίση, 

διάφορες τεχνικές βελτιστοποίησης και παλινδρόµησης βασισµένες στις παραγώγους 
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είναι διαθέσιµες για την ενηµέρωση των παραµέτρων. Ειδικότερα, εάν χρησιµοποιούµε 

το διάνυσµα κλίσης σε µια απλή µέθοδο βαθµωτής ελαχιστοποίησης, το προκύπτον 

παράδειγµα εκµάθησης αναφέρεται συχνά ως κανόνας οπισθόδροµης εκµάθησης. Θα 

αναλύσουµε αυτόν τον κανόνα εκµάθησης στην συνέχεια αυτής της ενότητας. 

 

Υποθέστε ότι δεδοµένο πρωσοτροφοδοτούµενο προσαρµόσιµο δίκτυο στην 

αναπαράστασή του σε επίπεδα έχει  επίπεδα και το επίπεδο  (όπου 

αντιπροσωπεύει το επίπεδο εισαγωγής) έχει  κόµβους. Τότε η 

έξοδος και η συνάρτηση του κόµβου   στο επίπεδο  µπορούν να 

αναπαρασταθούν σαν  και , αντίστοιχα. Χωρίς απώλεια γενικότητας, υποθέτουµε 

ότι δεν υπάρχει καµία σύνδεση µεταξύ µη συνεχόµενων στρωµάτων. ∆εδοµένου ότι η 

έξοδος ενός κόµβου εξαρτάται από τα εισερχόµενα σήµατα και το σύνολο παραµέτρων 

του κόµβου, έχουµε την ακόλουθη γενική έκφραση για τη συνάρτηση των κόµβων :     

L l

0;,...,1,0 == lLl )(lN

i )](,...,1[ lNi = l

ilx , ilf ,

ilf ,

 

 ,...),,,,...( )1(,11,1,, γβaxxfx lNllilil −−−= , (3.3.1) 

 

όπου α, β, γ κλπ. είναι οι παράµετροι αυτού του κόµβου. 

 

Υποθέτοντας ότι το δοσµένο σύνολο δεδοµένων εκπαίδευσης έχει  καταχωρήσεις, 

µπορούµε να ορίσουµε ένα µέτρο σφάλµατος για την p-οστή 

P

)1( Pp ≤≤  καταχώρηση 

των δεδοµένων εκπαίδευσης σαν το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων: 

 

 , (3.3.2) ∑
=

−=
)(

1

2
, )(

lN

k
kLkp xdE

 

όπου  είναι το k-οστό συστατικό του p-οστού επιθυµητού διανύσµατος εξόδου και 

 είναι το k-οστό συστατικό του πραγµατικού διανύσµατος εξόδου που παράγεται µε 

την παρουσίαση του p-οστού διανύσµατος εισόδου στο δίκτυο. (Για σηµειογραφική 

απλότητα, παραλείπουµε το δείκτη  και από το  και από το ). Προφανώς, όταν 

kd

kLx ,

p kd .,kLx
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το  είναι ίσο µε το µηδέν, το δίκτυο είναι ικανό να αναπαράγει ακριβώς το επιθυµητό 

διάνυσµα εξόδου στο p-οστό ζευγάρι δεδοµένων εκπαίδευσης. Κατά συνέπεια ο στόχος 

µας εδώ είναι να ελαχιστοποιήσουµε ένα συνολικό µέτρο σφάλµατος, που ορίζεται ως 

pE

∑ =
= P

p PEE
1

. 

 

Θυµηθείτε ότι ο ορισµός του  στην εξίσωση (3.3.2) δεν είναι καθολικός αλλά  είναι 

δυνατός και άλλος ορισµός για το  για συγκεκριµένες καταστάσεις ή εφαρµογές. 

Εποµένως, θα αποφύγουµε µια ρητή έκφραση για το µέτρο σφάλµατος   για να 

δώσουµε έµφαση στη γενικότητα. Επιπλέον, υποθέτουµε ότι το   εξαρτάται µόνο από 

τους κόµβους εξόδου.    

PE

PE

PE

PE

 

Για να χρησιµοποιήσουµε τη βαθµωτή ελαχιστοποίηση ώστε να ελαχιστοποιήσουµε το 

µέτρο σφάλµατος, πρέπει πρώτα να βρούµε το διάνυσµα κλίσης. Πριν υπολογίσουµε το 

διάνυσµα κλίσης, πρέπει να παρατηρήσουµε τις ακόλουθες αιτιώδεις σχέσεις: 

 

αλλαγή
στην

παράµετ
ρο α

αλλαγή στι ς
εξόδους των
κόµβων που
περι έχουν το α

αλλαγή
στι ς

εξόδους
των

δι κτύων

αλλαγή στο µέτρο
σφάλµατος

 
 

όπου τα βέλη ⇒  δείχνουν τις αιτιώδεις σχέσεις.  Με άλλα λόγια, µια µικρή αλλαγή σε 

µια παράµετρο  θα επηρεάσει την έξοδο του κόµβου που περιέχει το . Αυτό µε τη 

σειρά του θα επηρεάσει την έξοδο του τελευταίου επιπέδου και συνεπώς το µέτρο 

σφάλµατος. Εποµένως, η βασική αρχή στον υπολογισµό του διανύσµατος κλίσης είναι να 

περάσουµε µια σειρά από πληροφορίες παραγώγων ξεκινώντας από το επίπεδο εξόδου 

και πηγαίνοντας ανάποδα από επίπεδο σε επίπεδο έως ότου φθάσουµε στο επίπεδο 

εισόδου. 

a a
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Για να διευκολύνει τη συζήτηση, ορίζουµε το σήµα σφάλµατος  σαν τη παράγωγο του 

µέτρου σφάλµατος  ως προς την έξοδο του κόµβου  στο επίπεδο , λαµβάνοντας 

υπόψη και τις άµεσες και τις έµµεσες πορείες. Σε σύµβολα,  

il ,∈

PE i l

 

 

il

p
il x

E

,
, ∂

∂
=∈

+

(3.3.3) 

 

Η έκφραση αυτή ονοµάστηκε διατεταγµένη παράγωγος από τον Werbos. Η διαφορά 

µεταξύ της διατεταγµένης παραγώγου και της συνηθισµένης µερικής παραγώγου 

βρίσκεται στον τρόπο µε τον οποίο βλέπουµε τη συνάρτηση να διαφορίζεται. Για την 

έξοδο ενός εσωτερικού κόµβου  (όπου ), η µερική παράγωγος ilx , Ll ≠
il

P

x
E

,∂
∂  είναι ίση µε 

το µηδέν, εφόσον το  δεν εξαρτάται από το  έµµεσα, αφού µια αλλαγή στο  θα 

διαδωθεί µέσω έµµεσων πορειών στο επίπεδο εξόδου και συνεπώς θα προκαλέσει µια 

αντίστοιχη αλλαγή στην τιµή του . Εποµένως, το  µπορεί να υπολογιστεί ως µια 

αναλογία αυτών των δύο αλλαγών όταν αυτές γίνονται απειροελάχιστες.   

PE ilx , ilx ,

PE il ,∈

 

Το σήµα σφάλµατος για τον i-οστό κόµβο εξόδου (στο επίπεδο ) µπορεί να 

υπολογιστεί απευθείας: 

L

 

 

iL

p

iL

p
iL x

E
x
E

,,
, ∂

∂
=

∂
∂

=∈
+

(3.3.4) 

 

Αυτό ισούται µε )(2 ,, iLiiL xd −−=∈  αν το  ορίζεται όπως στην εξίσωση (3.3.2). Για 

τον εσωτερικό κόµβο στην i-οστή θέση του επιπέδου , το σήµα σφάλµατος µπορεί να 

βρεθεί από τον κανόνα αλυσίδας: 

PE

l
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, (3.3.5) 

 

όπου 10 −≤≤ Ll . ∆ηλαδή το σήµα σφάλµατος ενός εσωτερικού κόµβου στο στρώµα  

µπορεί να εκφραστεί ως γραµµικός συνδυασµός των κόµβων στο στρώµα 

l

1+l . 

Εποµένως, για οποιουσδήποτε  και  [ καιl i )(1 lNi ≤≤ ], µπορούµε να βρούµε το 

il

p
il x

E

,
, ∂

∂
=∈

+

 εφαρµόζοντας πρώτα την εξίσωση (3.3.4) µία φορά για να πάρουµε τα 

σήµατα σφάλµατος στο επίπεδο εξόδου, και έπειτα εφαρµόζοντας την εξίσωση (3.3.5) 

επαναληπτικά έως ότου φθάσουµε στο επιθυµητό επίπεδο . Η διαδικασία αυτή καλείται 

οπισθοδρόµηση δεδοµένου ότι τα σήµατα σφάλµατος λαµβάνονται διαδοχικά από το 

επίπεδο εξόδου προς το επίπεδο εισόδου. 

l

 

Το διάνυσµα κλίσης ορίζεται ως την παράγωγο του µέτρου σφάλµατος ως προς κάθε 

παράµετρο, έτσι πρέπει να εφαρµόσουµε τον κανόνα αλυσίδας ξανά για να βρούµε το 

διάνυσµα κλίσης. Εάν  είναι µια παράµετρος του i-οστού κόµβου στο επίπεδο , 

έχουµε: 

a l

 

a
f

a
f

x
E

a
E il

il
il

il

pp

∂
∂

=∈
∂
∂

∂
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=
∂
∂ ++

,
,

,

,

.                                  (3.3.6)                               

 

Σηµειώστε ότι αν επιτρέψουµε στην παράµετρο  να µοιράζεται µεταξύ διαφορετικών 

κόµβων, τότε η εξίσωση (3.3.6) πρέπει να αλλαχθεί σε µια πιο γενική µορφή: 

a

 

 ∑
∈

++

∂
∂

∂
∂

=
∂

∂

Sx

pp

a
f

x
E

a
E

*

*

* , (3.3.7) 

 

όπου S είναι το σύνολο των κόµβων που περιέχουν το  σαν παράµετρο ενώ  και  

είναι η έξοδος και η συνάρτηση, αντίστοιχα, ενός γενικού κόµβου στο S. 

a *x *f
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Η παράγωγος του γενικού µέτρου σφάλµατος  ως προς το  είναι E a

 

 

. (3.3.8) 

 

∑
=

++

∂
∂

=
∂
∂ P

p

p

a
E

a
E

1

Συνεπώς, για την απλούστερη βαθµωτή ελαχιστοποίηση χωρίς ελαχιστοποίηση γραµµών, 

ο τύπος για τη γενική παράµετρο  είναι a

 

  
a
E

a p

∂
∂

−=∆
+

η , (3.3.9) 

 

όπου το η  είναι ο ρυθµός εκµάθησης, το οποίο µπορεί να εκφραστεί περαιτέρω ως 

 

  

∑ ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛
∂
∂

=
2

α

κη

α
E

, (3.3.10) 

 

όπου το κ  είναι το µέγεθος βήµατος, το µήκος δηλαδή κάθε µετάβασης κατά µήκος της 

κατεύθυνσης κλίσης στο διάστηµα παραµέτρου. Συνήθως µπορούµε να αλλάξουµε το 

µέγεθος βήµατος για να µεταβάλλουµε την ταχύτητα της σύγκλισης. 

 

Όταν ένα πρωσοτροφοδοτούµενο δίκτυο n-κόµβων αναπαριστάται στην τοπολογική του 

διάταξη, µπορούµε να υπολογίσουµε το µέτρο σφάλµατος  σαν την έξοδο ενός 

επιπλέον κόµβου µε ένδειξη 

PE

1+n , του οποίου η συνάρτηση κόµβου  µπορεί να 

οριστεί από τις εξόδους κάθε κόµβου µε µικρότερη ένδειξη. (Εποµένως, το  µπορεί να 

εξαρτάται άµεσα από οποιουσδήποτε κόµβους.) Εφαρµόζοντας πάλι τον κανόνα 

αλυσίδας, έχουµε τον ακόλουθο συνοπτικό τύπο για τον υπολογισµό του σήµατος 

σφάλµατος 

1+nf

PE

i

p
i x

E
∂

∂=∈ : 
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, (3.3.11) 
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f 1   , (3.3.12) 

όπου ο πρώτος όρος δείχνει µια άµεση επίδραση του  στο  µέσω της άµεσης 

διαδροµής από τον κόµβο  στον κόµβο 

ix PE

i 1+n  και κάθε όρος παραγώγου στο άθροισµα 

δείχνει την έµµεση επίδραση του  στο .  Μόλις βρούµε το σήµα σφάλµατος για 

κάθε κόµβο, τότε το διάνυσµα κλίσης για τις παραµέτρους παράγεται όπως πριν.  

ix PE

 

Ένας άλλος συστηµατικός τρόπος να υπολογιστούν τα σήµατα σφάλµατος είναι µέσω 

της αναπαράστασης του δικτύου διάδοσης σφάλµατος (ή του µοντέλου ευαισθησίας), το 

οποίο λαµβάνεται από το αρχικό προσαρµόσιµο δίκτυο µε την αντιστροφή των 

συνδέσεων και την παροχή των σηµάτων σφάλµατος στο επίπεδο εξόδου ως είσοδοι στο 

νέο δίκτυο.  Το ακόλουθο σχήµα δείχνει το µοντέλο ANFIS και το δίκτυο διάδοσης 

σφάλµατος του: 

 

Σ

Ν

Ν

Ν

Ν

Π

Π

Π

Π

Β2

Β1

Α2

Α1

x

y

f

 
Σχήµα 1(a): Tο προσαρµόσιµο δίκτυο  
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Σχήµα 1(b): Το δίκτυο διάδοσης σφάλµατος  

 

Τώρα θα υπολογίσουµε τα σήµατα σφάλµατος στους εσωτερικούς κόµβους. 

Χρησιµοποιούµε   και   για να δείξουµε τη συνάρτηση και την έξοδο του κόµβου . 

Η έξοδος του κόµβου  είναι το σήµα σφάλµατος αυτού του κόµβου στο πραγµατικό 

προσαρµόσιµο δίκτυο. Σε σύµβολα, αν επιλέξουµε το τετραγωνικό µέτρο σφάλµατος για 

, τότε έχουµε το ακόλουθο:   

if ix i

i

PE

 

)(2 191919 xd −−=∈ , 

 

Αυτό είναι επειδή ο κόµβος 19 είναι µόνο ένας κόµβος προσωρινής αποθήκευσης στο 

δίκτυο διάδοσης σφάλµατος. Για τους κόµβους 15, 16, 17 και 18 έχουµε: 
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Αυτό είναι επειδή όλοι αυτοί οι κόµβοι εξαρτώνται από τον κόµβο 19. Αυτό ισχύει και 

για τους κόµβους 11, 12, 13 και 14 µε τη διαφορά ότι κάθε ένας από αυτούς εξαρτάται 

από διαφορετικό κόµβο: 
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Αντιθέτως, οι κόµβοι 7, 8, 9 και 10 εξαρτώνται από τέσσερις διαφορετικούς κόµβους 

όπως φαίνεται στο σχήµα 1. Έτσι, έχουµε: 
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Οι κόµβοι 3, 4, 5 και 6 εξαρτώνται από δύο διαφορετικούς κόµβους και σαν αποτέλεσµα 

έχουµε τις ακόλουθες σχέσεις: 
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Τέλος, οι κόµβοι 1 και 2 εξαρτώνται από δύο κόµβους και έτσι έχουµε: 
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3.4 Υβριδικός αλγόριθµος εκµάθησης: Συνδυασµός 

βαθµωτής ελαχιστοποίησης και εκτιµητή ελαχίστων 

τετραγώνων 

 

Αν και µπορούµε να εφαρµόσουµε οπισθοδρόµηση ή την βαθµωτή ελαχιστοποίηση για 

να προσδιορίσουµε τις παραµέτρους σε ένα προσαρµόσιµο δίκτυο, αυτή η απλή µέθοδος 

βελτιστοποίησης παίρνει συνήθως πολύ χρόνο προτού να συγκλίνει. Μπορούµε να 

παρατηρήσουµε, όµως, ότι η έξοδος ενός προσαρµόσιµου δικτύου είναι γραµµική σε 

µερικές από τις παραµέτρους του δικτύου. Έτσι µπορούµε να προσδιορίσουµε αυτές τις 

γραµµικές παραµέτρους µε τη γραµµική µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων που 

περιγράψαµε παραπάνω. Αυτή η προσέγγιση οδηγεί σε ένα υβριδικό κανόνα εκµάθησης 

 46



που συνδυάζει τη βαθµωτή ελαχιστοποίηση (SD) και τον εκτιµητή ελαχίστων 

τετραγώνων (LSE) για γρήγορο προσδιορισµό των παραµέτρων. Στη συνέχεια θα δούµε 

πως αυτό λειτουργεί. 

 

Το προσαρµόσιµο δίκτυό µας έχει µία έξοδο που αναπαριστάται ως 

 

 , (3.4.1) ),( SiFo =

 

όπου i  είναι το διάνυσµα των µεταβλητών εισόδου,  είναι το σύνολο των παραµέτρων, 

και 

S

F  είναι η συνολική συνάρτηση που εφαρµόζεται από το προσαρµόσιµο δίκτυο. Αν 

υπάρχει µια συνάρτηση H  τέτοια ώστε η σύνθετη συνάρτηση FH o  είναι γραµµική σε 

µερικά από τα στοιχεία του , τότε αυτά τα στοιχεία µπορούν να προσδιοριστούν από τη 

µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων. Πιο συγκεκριµένα, αν το σύνολο παραµέτρων  µπορεί 

να χωριστεί σε δύο σύνολα 

S

S

 

 , (3.4.2) 21 SSS ⊕=

 

(όπου  αντιπροσωπεύει άµεσο άθροισµα) τέτοια ώστε η ⊕ FH o  είναι γραµµική στα 

στοιχεία του , τότε εφαρµόζοντας την 2S H  στην εξίσωση (3.4.1), έχουµε 

 

 , (3.4.3) ),()( SBiFHoH o=

 

που είναι γραµµική στα στοιχεία του . Τώρα µε δεδοµένα στοιχεία του , µπορούµε 

να βάλουµε 

2S 1S

P  δεδοµένα εκπαίδευσης στην εξίσωση (3.4.2) και να πάρουµε µια εξίσωση 

πινάκων: 

 

 yAθ =  (3.4.4) 

 

όπου  είναι ένα άγνωστο διάνυσµα του οποίου τα στοιχεία είναι παράµετροι στο . 

Αυτό είναι ένα κλασσικό γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων, και η καλύτερη 

θ 2S
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λύση για το θ , που ελαχιστοποιεί το 2yAθ − , είναι ο εκτιµητής ελαχίστων τετραγώνων 

(LSE) : *θ

 

 , (3.4.5) yAAAθ* TT 1)( −=

 

όπου  είναι ο ανάστροφος του TA A  και  είναι ο ψευδοαντίστροφος του TT AAA 1)( − A  

αν  είναι αντιστρέψιµος. AAT

 

Τώρα µπορούµε να συνδυάσουµε τη βαθµωτή ελαχιστοποίηση και τον εκτιµητή 

ελαχίστων τετραγώνων για να ενηµερώσουµε τις παραµέτρους σε ένα προσαρµόσιµο 

δίκτυο. Για να εφαρµοστεί υβριδική εκµάθηση σε µια παρτίδα επεξεργασίας (batch 

mode), κάθε εποχή αποτελείται από ένα πέρασµα προς τα µπρος και ένα πέρασµα προς 

τα πίσω. Στο πέρασµα προς τα µπρος, αφού παρουσιάζεται ένα διάνυσµα εισόδου, 

υπολογίζουµε τις εξόδους των κόµβων στο δίκτυο από επίπεδο σε επίπεδο µέχρι να 

βρούµε µια αντίστοιχη σειρά στους πίνακες A  και  στην εξίσωση (3.4.4). Αυτή η 

διαδικασία επαναλαµβάνεται για όλα τα ζευγάρια δεδοµένων εκπαίδευσης για να 

σχηµατίσουµε τους ολοκληρωµένους 

y

A  και . Έπειτα οι παράµετροι στο  

προσδιορίζονται από τον ψευδοαντίστροφο τύπο στην εξίσωση (3.4.5). Αφού 

προσδιορίζονται οι παράµετροι στο , µπορούµε να υπολογίσουµε το µέτρο σφάλµατος 

για κάθε ζευγάρι δεδοµένων εκπαίδευσης. Στο πέρασµα προς τα πίσω, τα σήµατα 

σφάλµατος [η παράγωγος του µέτρου σφάλµατος ως προς την έξοδο κάθε κόµβου, βλέπε 

εξισώσεις (3.3.4) και (3.3.5)] διαδίδονται από το άκρο της εξόδου ως το άκρο της 

εισόδου. Το διάνυσµα κλίσης αυξάνεται για κάθε είσοδο δεδοµένων εκπαίδευσης. Στο 

τέλος του περάσµατος προς τα πίσω για όλα τα δεδοµένα εκπαίδευσης, οι παράµετροι 

στο  ενηµερώνονται από τη βαθµωτή ελαχιστοποίηση στην εξίσωση (3.3.9). 

y 2S

2S

1S

 

Για δεδοµένες σταθερές τιµές των παραµέτρων στο , οι παράµετροι στο  που 

βρίσκονται είναι εγγυηµένο ότι είναι στο ολικό βέλτιστο σηµείο του διαστήµατος 

παραµέτρων του  εξαιτίας της επιλογής του τετραγωνικού µέτρου σφάλµατος. Αυτός 

1S 2S

2S
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ο υβριδικός κανόνας εκµάθησης µπορεί όχι µόνο να µειώσει τη διάσταση του 

διαστήµατος εξερεύνησης που εξερευνείται από την πραγµατική µέθοδο βαθµωτής 

ελαχιστοποίησης, αλλά, γενικά, θα µειώσει σηµαντικά το χρόνο που απαιτείται για να 

φθάσει στη σύγκλιση.  

 

Από την αρχιτεκτονική του ANFIS που δείξαµε προηγουµένως, παρατηρούµε ότι όταν οι 

τιµές των αρχικών παραµέτρων (premise parameters) είναι σταθερές, η συνολική έξοδος 

µπορεί να εκφραστεί σαν γραµµικός συνδυασµός των επακόλουθων παραµέτρων 

(consequent parameters). Σε σύµβολα, η έξοδος  µπορεί να ξαναγραφτεί ως: f
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που είναι γραµµική στις επακόλουθες παραµέτρους (consequent parameters) 

 και . Από την παρατήρηση αυτή έχουµε 44333222111 ,,,,,,,,,, qprqprqprqp 4r

=S σύνολο συνολικών παραµέτρων, 

=1S σύνολο αρχικών παραµέτρων (µη γραµµικών), 

=2S σύνολο επακόλουθων παραµέτρων (γραµµικών) 

στην εξίσωση (3.4.2) ενώ  και  είναι η µοναδιαία συνάρτηση και η συνάρτηση 

του ασαφούς συστήµατος συµπερασµού (fuzzy inference system), αντίστοιχα στην 

εξίσωση (3.4.3). Εποµένως, ο υβριδικός αλγόριθµος εκµάθησης που αναπτύσσεται 

παραπάνω µπορεί να εφαρµοστεί άµεσα. Πιο συγκεκριµένα, στο πέρασµα προς τα µπρος 

του υβριδικού αλγορίθµου, οι έξοδοι κόµβων πηγαίνουν προς τα εµπρός µέχρι το επίπεδο 

4 και οι επακόλουθες παράµετροι προσδιορίζονται µε τη µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων. 

Στο πέρασµα προς τα πίσω, τα σήµατα σφάλµατος διαδίδονται προς τα πίσω και οι 

αρχικές παράµετροι ενηµερώνονται από την βαθµωτή ελαχιστοποίηση. Ο πίνακας 1 

συνοψίζει τις δραστηριότητες που πραγµατοποιούνται σε κάθε πέρασµα. 

)(⋅H ),( ⋅⋅F
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 Πέρασµα προς τα µπρος Πέρασµα προς τα πίσω 

Αρχικές παράµετροι Σταθερές  Βαθµωτή ελαχιστοποίηση 

Επακόλουθες παράµετροι 
Εκτιµητής ελαχίστων 

τετραγώνων 
Σταθερές  

Σήµατα Έξοδοι κόµβων Σήµατα σφάλµατος 

 

Πίνακας 1: ∆ύο περάσµατα στην υβριδική διαδικασία εκµάθησης για το ANFIS 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4: Αποτελέσµατα από τη χρήση του 

µοντέλου ANFIS 
 

 

4.1 Εισαγωγή 

 

Στο κεφάλαιο αυτό θα αναλύσουµε τα αποτελέσµατα που παίρνουµε από τη χρήση του 

µοντέλου ANFIS. Αρχικά θα κάνουµε µια σύντοµη περιγραφή των στοιχείων που 

χρησιµοποιήσαµε για την εκπαίδευση και τον έλεγχο του µοντέλου ANFIS. Στη συνέχεια 

θα παρουσιάσουµε τα αποτελέσµατα για ορισµένες περιπτώσεις και θα τα συγκρίνουµε 

µε τα αποτελέσµατα από τη χρήση των µοντέλων AR και ARMA που αναφέραµε 

προηγουµένως. Τέλος, θα αναφέρουµε τα συµπεράσµατα από τη χρήση του µοντέλου 

ANFIS. 

 

 

4.2 Περιγραφή του µοντέλου 

 

Σε αυτή τη µελέτη θα χρησιµοποιηθεί ένα Προσαρµοστικό Νευροασαφές σύστηµα 

συµπερασµού (Adaptive Neural Fuzzy Inference, ANFIS) µοντέλο για την πρόβλεψη της 

ισοτιµίας ευρώ-δολαρίου ένα βήµα µπροστά. Τα ασαφή συστήµατα συµπερασµού 

(Fuzzy inference systems) που χρησιµοποιούν νευρωνικά δίκτυα προτάθηκαν ώστε να 

µπορέσουµε να αποφύγουµε τα αδύναµα σηµεία της ασαφούς λογικής. Το µεγαλύτερο 

πλεονέκτηµα είναι ότι µπορούν να χρησιµοποιήσουν την ικανότητα εκµάθησης των 

νευρωνικών δικτύων και ότι µπορούν να αποφύγουν τον χρόνο ταιριάσµατος κανόνων 

µιας µηχανής συµπεράσµατος στο παραδοσιακό σύστηµα ασαφούς λογικής. Το µοντέλο 

έχει δύο εισόδους και µια έξοδο και η τιµή πρόβλεψης δίνεται από την ακόλουθη 

εξίσωση: 
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Τα δεδοµένα που χρησιµοποιούνται σε αυτό το µοντέλο αφορούν τις καθηµερινές τιµές 

τις ισοτιµίας ευρώ/δολαρίου που παρουσιάζονται σαν χρονοσειρά. 1355 καθηµερινές 

παρατηρήσεις χρησιµοποιούνται, από τις οποίες οι πρώτες 874 παρατηρήσεις 

χρησιµοποιούνται για να εκπαιδεύσουν το µοντέλο και οι 219 για να επαληθεύσουν το 

µοντέλο. Οι άλλες 242 παρατηρήσεις χρησιµοποιούνται προκειµένου να αξιολογηθεί η 

απόδοση του µοντέλου. 

 

Όπως µπορούµε να δούµε στο ακόλουθο σχήµα το µοντέλο δίνει πολύ χαµηλό σφάλµα 

εκπαίδευσης και ελέγχου ενώ το µέγεθος βήµατος τέθηκε στο 0.1. 
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Σχήµα 1: Σφάλµα εκπαίδευσης-ελέγχου και µέγεθος βήµατος 

 

 

Χρησιµοποιήσαµε δύο συναρτήσεις συµµετοχής στο µοντέλο. Οι συναρτήσεις 

συµµετοχής που χρησιµοποιήθηκαν είναι τύπου gauss2mf. Ο τύπος µιας τέτοιας 

συνάρτησης για την  εκπαίδευση του µοντέλου είναι: 
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Οι αρχικές και οι τελικές συναρτήσεις συµµετοχής παρουσιάζοντα στα σχήµατα 2 και 3. 
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Σχήµα 2: Αρχικές συναρτήσεις συµµετοχής 
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Σχήµα 3: Τελικές συναρτήσεις συµµετοχής 

 

 

 53



4.3 Αποτελέσµατα 

 

Στην παράγραφο αυτή θα παρουσιάσουµε τα αποτελέσµατα από τη χρήση του µοντέλου 

µας και έπειτα θα τα συγκρίνουµε µε τα αποτελέσµατα από τη χρήση δύο συµβατικών 

στατιστικών µεθόδων πρόβλεψης, του αυτοπαλινδρώµενου µοντέλου (AR) και του 

αυτοπαλινδρώµενου κινούµενου µέσου όρου (ARMA). Για να έχουµε µια πιο 

ολοκληρωµένη εικόνα όσον αφορά την απόδοση του µοντέλου θα πάρουµε τρεις 

περιπτώσεις. Στην πρώτη περίπτωση θα πάρουµε τα δεδοµένα που χρησιµοποιήσαµε για 

την εκπαίδευση και τον έλεγχο του µοντέλου. Στα σχήµατα 4,5 και 6 παρουσιάζονται οι 

30 τελευταίες τιµές.  
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Σχήµα 4: Πραγµατικές τιµές ισοτιµίας και πρόβλεψη του ANFIS (εντός δείγµατος) 
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Σχήµα 5: Πραγµατικές τιµές ισοτιµίας και πρόβλεψη του AR (εντός δείγµατος) 
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Σχήµα 6: Πραγµατικές τιµές ισοτιµίας και πρόβλεψη του ARΜΑ (εντός δείγµατος) 

 

Όπως βλέπουµε στο σχήµα 4 το µοντέλο ANFIS αποδίδει πολύ καλά και ακολουθεί 

επιτυχώς την κατεύθυνση της αλλαγής στη κίνηση συναλλαγµατικής ισοτιµίας. 

Προκειµένου να συγκριθούν τα τρία µοντέλα θα χρησιµοποιήσουµε τα ακόλουθα τρία 

διαφορετικά µέτρα σφάλµατος (Makridakis & Hibon, 1979). 
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Τετραγωνική ρίζα του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος 
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Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στον ακόλουθο πίνακα: 

 

Πίνακας 1. Σφάλµατα για προβλεπόµενα αποτελέσµατα ένα βήµα µπροστά (εντός 

δείγµατος) 

ttt AFe −=

 ANFIS AR ARMA 

RMSE 0.0006 0.0056 0.0054 

MAE 0.0008 0.0080 0.0077 

MAPE 0.0657 0.5937 0.5801 
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Από τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται παραπάνω, µπορούµε να δούµε ότι το 

µοντέλο µας αποδίδει καλύτερα και έχει πολύ καλύτερα αποτελέσµατα έναντι του 

αυτοπαλινδρώµενου µοντέλου (AR) και του αυτοπαλινδρώµενου κινούµενου µέσου 

όρου (ARMA). 

 

Τώρα θα δούµε πώς το µοντέλο ANFIS αποδίδει µε δεδοµένα διαφορετικά από εκείνα 

στα οποία έχει εκπαιδευθεί. Στα σχήµατα 7,8 και 9 παρουσιάζουµε τις τελευταίες 60 

τιµές των µοντέλων ANFIS, AR και ARMA. 
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Σχήµα 7: Πραγµατικές τιµές ισοτιµίας και πρόβλεψη του ANFIS (εκτός δείγµατος) 
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Σχήµα 8: Πραγµατικές τιµές ισοτιµίας και πρόβλεψη του AR (εκτός δείγµατος) 
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Σχήµα 9: Πραγµατικές τιµές ισοτιµίας και πρόβλεψη του ARΜΑ (εκτός δείγµατος) 

 

Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στον ακόλουθο πίνακα: 
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Πίνακας 2. Σφάλµατα για προβλεπόµενα αποτελέσµατα ένα βήµα µπροστά (εκτός 

δείγµατος) 

 ANFIS AR ARMA 

RMSE 0.0087     0.0089     0.0089 

MAE 0.0110     0.0114     0.0113 

MAPE 0.7142     0.7383     0.7312 

 

 

Όπως βλέπουµε από τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται παραπάνω, το µοντέλο 

ANFIS αποδίδει ελαφρώς καλύτερα από το αυτοπαλινδρώµενο µοντέλο (AR) και το 

αυτοπαλινδρώµενο κινούµενου µέσου όρου (ARMA) όταν χρησιµοποιούµε δεδοµένα 

διαφορετικά από τα δεδοµένα εκπαίδευσης και ελέγχου. 

 

Τέλος, θα ελέγξουµε την απόδοση του µοντέλου ANFIS χρησιµοποιώντας δεδοµένα 

εντός και εκτός δείγµατος. Στα σχήµατα 10,11 και 12 παρουσιάζουµε τις τελευταίες 60 

τιµές των µοντέλων ANFIS, AR και ARMA. 
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Σχήµα 10: Πραγµατικές τιµές ισοτιµίας και πρόβλεψη του ANFIS (εντός και εκτός 

δείγµατος) 

 

 59



0 10 20 30 40 50 60 70
1.2

1.21

1.22

1.23

1.24

1.25

1.26

time

va
lu
es

Actual values and AR prediction

actual values
AR prediction values

 
 

Σχήµα 11: Πραγµατικές τιµές ισοτιµίας και πρόβλεψη του AR (εντός και εκτός 

δείγµατος) 
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Σχήµα 12: Πραγµατικές τιµές ισοτιµίας και πρόβλεψη του ARΜΑ (εντός και εκτός 

δείγµατος) 
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Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στον ακόλουθο πίνακα: 

 

Πίνακας 3. Σφάλµατα για προβλεπόµενα αποτελέσµατα ένα βήµα µπροστά (εντός και 

εκτός δείγµατος) 

 ANFIS AR ARMA 

RMSE 0.0072     0.0074     0.0074 

MAE 0.0092     0.0095     0.0095 

MAPE 0.7082     0.7329     0.7307 

 

Τα αποτελέσµατα δείχνουν ότι το µοντέλο ANFIS ξεπερνά και το αυτοπαλινδρώµενο 

µοντέλο (AR) και το αυτοπαλινδρώµενο κινούµενου µέσου όρου (ARMA) κατά τη 

χρησιµοποίηση δεδοµένων εντός και εκτός δείγµατος. 

 

 

4.4 Συµπεράσµατα 

 

Στο κεφάλαιο αυτό δείξαµε ότι η δυναµική µεταξύ των συναλλαγµατικών ισοτιµιών 

µπορεί να συλληφθεί από ένα σύστηµα ANFIS και µπορεί να µας βοηθήσει για να 

προβλέψουµε τη βραχυπρόθεσµη τάση των ισοτιµιών συναλλάγµατος. Τα αποτελέσµατα 

είναι πολύ ενθαρρυντικά και έχουν δείξει ότι το µοντέλο ANFIS αποδίδει καλύτερα από 

τις άλλες συµβατικές µεθόδους πρόβλεψης.  Αυτό, µε τη σειρά του, σηµαίνει ότι το 

µοντέλο ANFIS µπορεί επιτυχώς να χρησιµοποιηθεί στον οικονοµικό στρατηγικό 

προγραµµατισµό, δεδοµένου ότι η εφαρµογή των τεχνικών πρόβλεψης στις αγορές 

συναλλάγµατος έχει γίνει ένα βασικό µέρος στον οικονοµικό στρατηγικό 

προγραµµατισµό κατά τη διάρκεια των τελευταίων ετών. 
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