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γράφω αυτές τις γραµµές, αλλά τώρα είναι αναπόφευκτο να µην γυρίσω τον χρόνο πίσω. 

Με την ολοκλήρωση αυτής εδώ της διπλωµατικής εργασίας κλείνει ένας κύκλος 

σπουδών 5 χρόνων γεµάτα µε όνειρα, φιλοδοξίες, απόκτηση γνώσεων, ώρες µελέτης και 

αγωνίας κατά την διάρκεια των εξεταστικών περιόδων αλλά και πολλών όµορφων και 

ευχάριστων στιγµών ξενοιασιάς και ανεµελιάς. Και ενώ, ξεκινώντας την πορεία του στην 

πανεπιστηµιακή κοινωνία κανείς φοιτητής δεν σκέφτεται το τέλος, στο τέλος αυτής της 

πορείας όλοι αναπολούν την αρχή.  

 Μετά από όλο αυτό το διάστηµα, µπορώ να πω µε σιγουριά πως η εκπόνηση της 

διπλωµατικής εργασίας είναι από τα πιο ενδιαφέροντα κοµµάτια στην διάρκεια των 

φοιτητικών χρόνων. Η ολοκλήρωση µιας τέτοιας εργασίας δίνει την δυνατότητα στον 

κάθε φοιτητή να επιλέξει το θέµα που του προκαλεί µεγαλύτερο ενδιαφέρον, να 

δουλέψει και να αποκτήσει περισσότερη γνώση πάνω σε αυτό. Ο φοιτητής έρχεται  

αντιµέτωπος µε τον εαυτό του, δοκιµάζει τις δυνάµεις του, τις αντοχές του, τις γνώσεις 

του και τελικά µε την παράδοση και ολοκλήρωση της, ανταµείβεται πάνω από όλα 

ηθικά. 

 Το αποτέλεσµα της πορείας µου σε αυτό το ταξίδι γνώσης, είναι η διπλωµατική 

εργασία που κρατάτε αυτή την στιγµή στα χέρια σας. Ένα ταξίδι που ξεκίνησε στις 19 

Φεβρουαρίου του 2005, όταν έφυγα από τα Χανιά για την Βαρκελώνη µε το πρόγραµµα 

της Ευρωπαϊκής Ένωσης “Leonardo Da Vinci”, για να πραγµατοποιήσω µια τρίµηνη 
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εργαζόµενη σε ένα περιβάλλον τόσο άγνωστο και διαφορετικό από αυτό που είχα 

συνηθίσει, όσο συνάµα και συναρπαστικό και ενδιαφέρον. Με την επιστροφή µου στα 

Χανιά, ήρθα σε επαφή µε τον κ.Κουϊκόγλου Βασίλη, ώστε να µου δοθεί η δυνατότητα να 

παρουσιάσω την δουλειά που έκανα και τις γνώσεις που απέκτησα από αυτή µου την 

εµπειρία. 

  4



 Με την ολοκλήρωση αυτής της διπλωµατικής, οφείλω να ευχαριστήσω κάποιους 

ανθρώπους που συνέβαλαν και µε βοήθησαν ουσιαστικά όλο αυτό το διάστηµα, τόσο 

πρακτικά όσο και ηθικά.  

 Πρώτα από όλους, θα ήθελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή αυτής 

της διπλωµατικής εργασίας κ. Βασίλη Κουϊκόγλου για την πολύτιµη βοήθεια και 

καθοδήγηση του κατά την διάρκεια διεκπεραίωσης αυτής της εργασίας. Επίσης, ένα 

µεγάλο ευχαριστώ στους καθηγητές Albert Subia Coromina και Amaia Lusa Garcia, που 

µε βοήθησαν και µε συµβούλεψαν κατά την παραµονή µου και εργασία µου στο 

“Institute of Industrial Engineering and Control” στην Βαρκελώνη, όπου και 

πραγµατοποιήθηκε το πρακτικό µέρος αυτής της εργασίας. 

 Φυσικά, ευχαριστώ τους φίλους µου για την ψυχική υποστήριξη και βοήθεια τους 

όλο αυτό τον καιρό.  

 Τέλος, ένα µεγάλο ευχαριστώ στους γονείς µου, Ζαφείρη και Αργυρούλα, και 

στην αδερφή µου Κασσιανή, για την ηθική και υλική υποστήριξη τους τα 5 χρόνια που 

σπούδαζα στο Πολυτεχνείο Κρήτης και πάνω από όλα για την υποµονή τους και την 

αγάπη τους. 

  

  5



ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 Η εργασία αυτή είναι µια µελέτη πάνω στα µοντέλα µικτού ακέραιου γραµµικού 

προγραµµατισµού για την επίλυση του προβλήµατος προγραµµατισµού εργασιών σε 

γραµµές παραγωγής ή όπως αναφέρονται στην βιβλιογραφία, καταστήµατα ροής. Αρχικά 

γίνεται µια αναφορά στο πρόβληµα µε το οποίο ασχοληθήκαµε και σε σχετικές έρευνες 

που έχουν γίνει πάνω στο ίδιο θέµα. Στην συνέχεια παρουσιάζονται βασικές έννοιες 

σχετικές µε το πρόβληµα και αναλύονται κάποιες από τις µεθόδους επίλυσης του που 

έχουν αναπτυχθεί. Τέλος, παρουσιάζονται 8 µαθηµατικά µοντέλα, που συγκρίνονται στο 

πειραµατικό κοµµάτι της εργασίας και στην συνέχεια καταλήγουµε σε βασικά 

συµπεράσµατα. 

 Ελπίζω, αυτή η εργασία να είναι το ίδιο ενδιαφέρουσα για τον αναγνώστη όσο 

ενδιαφέρουσα ήταν για µένα η πορεία της διεκπεραίωσης της.  
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1. Εισαγωγή στο πρόβληµα 
 
 Σε αυτή την διπλωµατική εργασία, ερευνούµε την απόδοση 2 οικογενειών 

µοντέλων µικτού-ακέραιου γραµµικού προγραµµατισµού (MILP-mixed integer linear 

programming) για την επίλυση του απλού προβλήµατος καταστηµάτων ροής, στο οποίο 

οι εργασίες έχουν κοινή διάταξη στις µηχανές (regular permutation flow-shop problem) 

και η αντικειµενική συνάρτηση είναι η ελαχιστοποίηση του χρόνου περάτωσης των 

εργασιών. Κοινή διάταξη σηµαίνει ότι οι εργασίες εκτελούνται µε την ίδια σειρά σε όλες 

τις µηχανές. Αν και αυτό δεν οδηγεί σε βέλτιστα αποτελέσµατα, είναι µια παραδοχή που 

διευκολύνει την µοντελοποίηση και την επίλυση προβληµάτων βελτιστοποίησης. 

 Βασιζόµενοι στο άρθρο των Stafford, Tseng and Gupta, θα συγκρίνουµε 8 MILP 

µοντέλα µε βάση τον υπολογιστικό χρόνο που απαιτεί το καθένα από αυτά για την 

εύρεση βέλτιστης λύσης, και σε περίπτωση που δεν µπορούµε να βγάλουµε συµπέρασµα 

από εκεί, µε βάση την τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης. Στόχος της έρευνας µας είναι 

να συγκρίνουµε τα µοντέλα χρησιµοποιώντας διαφορετικό λογισµικό από αυτό που 

αναφέρεται στο άρθρο και να εφαρµόσουµε κάποιες αλλαγές στα µοντέλα, βασιζόµενοι 

στις σηµειώσεις του καθηγητή Albert Subia Coromina, του Πολυτεχνείου της 

Καταλονίας. 

 Οι οικογένειες των µοντέλων που συγκρίνουµε είναι, η οικογένεια Wagner µε 3 

µοντέλα προγραµµατισµού και η Manne που αποτελείται από 5 µοντέλα. Για την 

επίλυση των προβληµάτων χρησιµοποιήθηκε το λογισµικό CPLEX σε συνδυασµό µε την 

γλώσσα  ILOG OPL, την οποία χρησιµοποιήσαµε για την κωδικοποίηση των µοντέλων 

και στην συνέχεια την εκτέλεση τους. 

 Λόγω των εφαρµογών του προβλήµατος προγραµµατισµού καταστηµάτων ροής,  

τόσο στην βιοµηχανία όσο και στην οικονοµία, πολλές έρευνες έχουν γίνει πάνω σε αυτό 

µε διαφορετικές υποθέσεις, διαφορετικές αντικειµενικές συναρτήσεις και 

χρησιµοποιώντας διαφορετικές τεχνικές βελτιστοποίησης. Με το συγκεκριµένο θέµα 

ασχολήθηκαν πολλοί ερευνητές κατά καιρούς, µε κυριότερο τον  Johnson και το άρθρο 

του σχετικά µε την επίλυση του προβλήµατος καταστηµάτων ροής (flow-shop problem) 

πριν 50 χρόνια περίπου. Η έρευνά του αποτέλεσε έναυσµα για πολλούς ερευνητές τα 
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επόµενα χρόνια, µε αποτέλεσµα να έχουν βρεθεί διάφορες τεχνικές επίλυσης του 

προβλήµατος. Επίσης, διάφορες αναφορές και υποθέσεις έχουν γίνει για το πρόβληµα 

όπου οι εργασίες έχουν κοινή διάταξη στις µηχανές (permutation flow-shop problem) 

από τον Gupta. 

 Μαθηµατικά µοντέλα προγραµµατισµού έχουν προταθεί κατά καιρούς και 

αξιολογηθεί για την εύρεση βέλτιστης λύσης για αυτό το πρόβληµα. Ο Wagner (1959) 

εισήγαγε ένα µαθηµατικό µοντέλο ακέραιου γραµµικού προγραµµατισµού για την 

επίλυση του «permutation» προβλήµατος καταστηµάτων ροής µε 3 µηχανές. Στην 

συνέχεια οι Bowman (1959) και Manne (1960) παρουσίασαν 2 ανταγωνιστικά µοντέλα 

για την επίλυση του προβλήµατος καταστηµάτων εργασιών. Το 1974 ο Baker, έχοντας 

ως βάση το µοντέλο του Wagner, το επέκτεινε για Μ µηχανές και δηµιούργησε ένα 

µαθηµατικό µοντέλο 0-1 MILP. Ο Stafford, το 1983 και στην συνέχεια το 1989, 

πρόσθεσε ένα σύνολο περιορισµών στο µοντέλο του Wagner ώστε να κρατήσει την 

πρώτη εργασία στην ακολουθία, στην γραµµή µηδέν του διαγράµµατος Gantt. Έδειξε 

επίσης, ότι χωρίς  αυτούς τους περιορισµούς το µοντέλο του Wagner δίνει µη υπαρκτές 

λύσεις. 

 Όπως είναι φυσικό, η βιβλιογραφία αναφέρει µοντέλα MILP για την επίλυση του 

προβλήµατος καταστηµάτων ροής, βασιζόµενα στις 2 οικογένειες µοντέλων, στην 

Wagner και στην Manne. Στην οικογένεια Wagner περιλαµβάνεται το µοντέλο WST που 

είναι αποτέλεσµα εργασιών των Stafford καιTseng το 2002, το µοντέλο Wilson από την 

έρευνα του Wilson το 1989 και τέλος το µοντέλο TS2 των Tseng και Stafford το 2001. 

Στην οικογένεια Manne υπάρχουν 5 µοντέλα που είναι χωρισµένα σε 2 µικρότερες 

κατηγορίες. Στην πρώτη κατηγορία ανήκουν τα µοντέλα SGST(PI) και SGST(pi) που 

αναφέρθηκαν από τους Stafford και Tseng το 1990 και στην δεύτερη κατηγορία ανήκουν 

τα µοντέλα LYsub(PI), LYsub(pi) και LYeq(PI) που έχουν προκύψει µε τις 

τροποποιήσεις των Liao και You (1992). Επίσης, έχουν πραγµατοποιηθεί συγκριτικές 

µελέτες των µοντέλων αυτών ως προς την πολυπλοκότητα τους, τις απαιτήσεις τους σε 

υπολογιστικό χρόνο ή και για τα δύο. Σε µια συγκριτική µελέτη ως προς την 

πολυπλοκότητα των µοντέλων που αναφέραµε, ο Pan κατέληξε ότι το Manne µοντέλο 

υπερέχει των υπολοίπων και ακολουθούν τα Wagner, Wilson, Bowman και Morten and 

Pentico. Επίσης ο Wilson σύγκρινε το µοντέλο του µε του Stafford και κατέληξε ότι το 
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δικό του είναι καλύτερο για µικρού µεγέθους προβλήµατα και του Stafford για 

µεγαλύτερα. Ακόµη, οι Stafford καιTseng σε πειράµατα σύγκρισης του υπολογιστικού 

χρόνου κατέληξαν στο συµπέρασµα ότι το µοντέλο WST είναι καλύτερο από το SGST. 

 Παρόλο που το πρόβληµα προγραµµατισµού καταστηµάτων ροής είναι ιδιαίτερα 

γνωστό, στην βιβλιογραφία υπάρχουν λίγες και ανακριβείς συγκριτικές µελέτες των 

µοντέλων MILP προγραµµατισµού του προβλήµατος. Αυτό συµβαίνει διότι, οι ερευνητές 

χρησιµοποιούν διαφορετικές καταστάσεις των προβληµάτων για να καταλήξουν σε 

συµπεράσµατα, το µέγεθος των προβληµάτων είναι ιδιαίτερα περιορισµένο και τέλος όλα 

τα µοντέλα MILP δεν χρησιµοποιούνται για την επίλυση του ίδιου προβλήµατος κάτω 

από τις ίδιες συνθήκες. 
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2.Περιγραφή Καταστηµάτων Ροής 
 

2.1. Γενικά για τα προβλήµατα προγραµµατισµού  
 
 Ένα πρόβληµα προγραµµατισµού (scheduling) εργασιών περιγράφεται από τις 

εξής πληροφορίες: 

i. από τις εργασίες και τις διαδικασίες που θα πραγµατοποιηθούν 

ii. από τον αριθµό και το είδος των µηχανών που θα αποτελούν το σύστηµα 

παραγωγής 

iii. από τους κανόνες που προσδιορίζουν τον τρόπο ανάθεσης των εργασιών 

iv. από τα κριτήρια αξιολόγησης του προγράµµατος  

 Τα προβλήµατα ταξινόµησης διαφέρουν ως προς τον αριθµό των εργασιών που 

θα εκτελεστούν, τον τρόπο µε τον οποίο φτάνουν οι εργασίες στα καταστήµατα και την 

σειρά µε την οποία εµφανίζονται οι µηχανές στην διαδικασία κατεργασίας κάθε 

εργασίας. Ο τρόπος άφιξης των εργασιών καθορίζει αν ένα πρόβληµα είναι στατικό ή 

δυναµικό. Στα στατικά προβλήµατα ένας ακριβής αριθµός εργασιών φτάνει ταυτόχρονα 

σε ένα κατάστηµα το οποίο είναι άεργο και άµεσα διαθέσιµο για εργασία. Σε ένα 

δυναµικό πρόβληµα, το κατάστηµα είναι µια συνεχής διαδικασία, όπου οι χρόνοι 

αφίξεων διαφέρουν.  

 Για την δήλωση ενός προβλήµατος προγραµµατισµού χρησιµοποιείται ο 

συµβολισµός  Α/Β/C/D όπου κάθε µια από τις τέσσερις παραµέτρους δηλώνει τα εξής : 

Α την διαδικασία άφιξης των εργασιών. 

Β τον αριθµό των µηχανών στο κατάστηµα 

C τον τύπο ροής των εργασιών στο κατάστηµα (στην περίπτωση των προβληµάτων 

 καταστηµάτων ροής, είναι το γράµµα F).  

D το κριτήριο µε το οποίο αξιολογείται το πρόβληµα 

 Η σειρά µε την οποία εµφανίζεται η αρίθµηση των µηχανών στην κατεργασία 

κάθε εργασίας καθορίζει αν ένα πρόβληµα είναι πρόβληµα καταστηµάτων ροής. Σε αυτή 

την περίπτωση όλες οι εργασίες ακολουθούν το ίδιο µονοπάτι από την µία µηχανή στην 

άλλη. Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει αρίθµηση των µηχανών τέτοια ώστε ο δείκτης της 
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µηχανής για την διαδικασία y να είναι µεγαλύτερος από αυτόν της µηχανής για την 

διαδικασία χ της ίδιας εργασίας ,όταν η χ προηγείται της y. 

 

2.2. Καταστήµατα εργασιών καθορισµένης ροής (flow shops) 

  

 Το απλό πρόβληµα των καταστηµάτων ροής (pure flowshop problem) 

αποτελείται από δύο βασικά στοιχεία : (α) από µία οµάδα Μ µηχανών και (β) από ένα 

σύνολο Ν εργασιών που θα πραγµατοποιηθούν σε αυτές τις µηχανές. Λέγοντας εργασία, 

εννοούµε µια οµάδα κατεργασιών οι οποίες έχουν µια συγκεκριµένη δοµή. 

Συγκεκριµένα, κάθε κατεργασία µετά την πρώτη έχει µία ακριβώς προηγούµενη και κάθε 

κατεργασία πριν από την τελευταία έχει µία επόµενη. Για αυτό τον λόγο, απαιτείται οι 

κατεργασίες να εκτελεστούν µε συγκεκριµένη σειρά ώστε να θεωρηθεί µια εργασία 

ολοκληρωµένη.   

 Οι συνθήκες που χαρακτηρίζουν τα προβλήµατα καταστηµάτων ροής είναι όµοιες 

µε αυτές του βασικού µοντέλου µίας µηχανής. 

 Ένα σύνολο Ν εργασιών µε πολλαπλές κατεργασίες είναι διαθέσιµο για 

κατεργασία την χρονική στιγµή µηδέν.(κάθε εργασία απαιτεί Μ κατεργασίες και 

κάθε κατεργασία απαιτεί διαφορετική µηχανή). 

 Οι χρόνοι εκκίνησης των κατεργασιών είναι ανεξάρτητοι της ακολουθίας και 

συµπεριλαµβάνονται στον χρόνο περάτωσής της. 

 Οι δείκτες  (descriptors) των εργασιών είναι γνωστοί εκ των προτέρων 

 Μ διαφορετικές µηχανές είναι συνεχώς διαθέσιµες 

 Οι κατεργασίες δεν είναι µικρής προτεραιότητας, δηλαδή δεν διακόπτονται για να 

πραγµατοποιηθεί κάποια άλλη κατεργασία 

 Το κατάστηµα περιέχει Μ διαφορετικές µηχανές και κάθε εργασία απαιτεί από Μ 

κατεργασίες, κάθε µια από τις οποίες εκτελείται σε διαφορετική µηχανή. Το κατάστηµα 

ροής  χαρακτηρίζεται από την ροή εργασιών που είναι µονής διεύθυνσης. Με άλλα 

λόγια, ένα κατάστηµα ροής περιλαµβάνει µία φυσική ακολουθία των µηχανών : είναι 

δυνατό να αριθµήσουµε τις µηχανές µε τέτοιο τρόπο ώστε εάν η j κατεργασία 

οποιαδήποτε εργασίας προηγείται τις k κατεργασίας, τότε η µηχανή που απαιτείται από 
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την j κατεργασία έχει µικρότερο αριθµό από αυτή που απαιτείται από την k. Οι µηχανές 

είναι αριθµηµένες ως 1,2,3....,Μ και οι κατεργασίες της εργασίας i αντίστοιχα ως (i, 1), 

(i, 2), (i, 3),……(i, M). Κάθε εργασία µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελείται από ακριβώς 

Μ κατεργασίες και σε περίπτωση που υπάρχουν λιγότερες,  οι αντίστοιχοι χρόνοι 

διαδικασίας θεωρούνται ίσοι µε το µηδέν. Στην συνέχεια παραθέτουµε στο σχήµα 2.1 

την ροή των εργασιών στο απλό πρόβληµα των καταστηµάτων ροής, όπου όλες οι 

εργασίες απαιτούν µία κατεργασία σε κάθε µηχανή και  στο σχήµα 2.2 την ροή των 

εργασιών σε ένα πιο γενικό πρόβληµα καταστηµάτων ροής. Σε αυτή την περίπτωση 

πρέπει να σηµειώσουµε ότι είναι πιθανόν οι εργασίες να απαιτούν λιγότερες από Μ 

κατεργασίες, ότι οι κατεργασίες µπορεί να µην απαιτούν συνεχόµενες µηχανές στην 

αριθµηµένη ακολουθία και τέλος ότι η αρχική και τελική κατεργασία µπορεί να µην 

αντιστοιχεί πάντα στην πρώτη και στην Μ µηχανή. 

     είσοδος  
νέες εργασίες 
 

                                                                                   
               …..     
            
            έξοδος   

  Machine 
       M 

 Machine 
     M-1 

  Machine 
        3 

  Machine 
     2 

  Machine 
        1 

                           ολοκληρωµένες  
                     εργασίες 
             Σχήµα 2.1 : pure flow shop  

    
   είσοδος           είσοδος             είσοδος                                   είσοδος            είσοδος 
                     
               ......  
 
                .....       Machine 

        3 
  Machine 
     2 

  Machine 
        1 

  Machine 
       M 

 Machine 
     M-1  

 

      έξοδος              έξοδος                έξοδος                                 έξοδος            έξοδος     

 

                   Σχήµα 2.2: general flow shop 
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 Στόχος είναι ο προσδιορισµός της σειράς και του χρόνου περάτωσης των 

εργασιών στις µηχανές του καταστήµατος ροής, βάσει κάποιων υποθέσεων που έχουν 

γίνει. Το πρόβληµα καταστηµάτων ροής µε κριτήριο τον χρόνο περάτωσης των εργασιών 

στην διαδικασία ή το µέγιστο χρόνο περάτωσης  των εργασιών εκφράζεται ως n/m/F/cmax  

ή όµοια  F// cmax, όπου δηλώνεται ένα πρόβληµα καταστηµάτων ροής µε n εργασίες και 

m µηχανές. Στην περίπτωση µίας µηχανής, υπάρχει ένα προς ένα σχέση ανάµεσα στην 

ακολουθία των εργασιών και στον συνδυασµό των δεικτών τους 1,2,....,n. Για την εύρεση 

µιας ιδανικής ακολουθίας είναι απαραίτητο να εξετάσουµε ,στην πιο απλή περίπτωση, 

κάθε µία από τις ακολουθίες που ανταποκρίνεται σε n! διαφορετικούς συνδυασµούς. Στο 

πρόβληµα καταστηµάτων ροής υπάρχουν n! πιθανές διαφορετικές ακολουθίες εργασιών 

για κάθε µηχανή και έτσι (n!)m διαφορετικά προγράµµατα να εξεταστούν. Όµως, οι 

περισσότεροι ερευνητές έχουν επικεντρώσει τις έρευνες τους, στην ανάπτυξη 

προγραµµάτων για καταστήµατα ροής µε κοινή διάταξη των εργασιών στις µηχανές 

(permutation flow-shop problem). Αυτά τα προβλήµατα µπορούν θεωρηθούν ως 

κλασσικά προβλήµατα καταστηµάτων ροής µε την παραδοχή ότι οι εργασίες πρέπει να 

επεξεργάζονται µε την ίδια ακολουθία από κάθε µηχανή. Αποτέλεσµα αυτού είναι η 

µείωση του χώρου των πιθανών λύσεων σε n!. 

 Εκτός από το κλασσικό πρόβληµα  καταστηµάτων ροής  υπάρχουν και κάποιες 

παραλλαγές του όπως,  τα  παραλειπόµενα καταστήµατα ροής (skip shops), όπου κάποιες 

εργασίες πιθανόν να παραλείψουν κάποιες από τις µηχανές, τα καταστήµατα ροής µε 

επανεισόδους ( reentrant flow shops), όπου υπάρχουν µηχανές από τις οποίες  οι εργασίες 

µπορεί να περάσουν περισσότερες από µια φορές, τα σύνθετα καταστήµατα ροής 

(compound flow shops), στα οποία οι µηχανές σε σειρά µπορούν να αντικατασταθούν 

από ένα σύνολο µηχανών που µπορεί να είναι, είτε παράλληλες µηχανές είτε µια στοίβα 

που ακολουθείται από παράλληλες µηχανές. Τέλος, τα καταστήµατα ροής πεπερασµένων  

ουρών (finite queue) όπου πριν από κάθε µηχανή, όχι µόνο στην πρώτη, υπάρχει 

περιορισµένος χώρος αποθήκευσης–αναµονής. Ιδιαίτερη περίπτωση είναι αυτή όπου 

υπάρχει αποθηκευτικός χώρος µόνο στην πρώτη µηχανή. 
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2.3 Προβλήµατα καταστηµάτων εργασιών καθορισµένης ροής  
 
 Τα κυριότερα προβλήµατα των καταστηµάτων ροής είναι τα εξής:  

1. Το κλασσικό Ν/2/Fmax πρόβληµα όπου αναζητείται η ακολουθία Ν εργασιών που 

διέρχονται από 2 µηχανές, ενδιάµεσα των οποίων υπάρχει αποθηκευτικός χώρος άπειρης 

χωρητικότητας, η οποία ελαχιστοποιεί το µέγιστο χρόνο ροής Fmax. 

2. Το Ν/Μ/Fmax/Βi≠0, ∞ όπου Ν εργασίες πρέπει να διέλθουν από Μ µηχανές µε 

δεδοµένο ότι υπάρχουν µεταξύ των µηχανών αποθηκευτικοί χώροι µε πεπερασµένη 

χωρητικότητα. 

3.  Το Ν/Μ/Fmax/ Bi=0 όπου και πάλι έχουµε Ν εργασίες που διέρχονται από Μ µηχανές 

µε την διαφορά ότι δεν υπάρχουν αποθήκες ανάµεσα στις µηχανές.   

 

2.4 Προγράµµατα  ∆ιάταξης   

 
 Το πρόβληµα καταστηµάτων ροής, είναι ένα πρόβληµα στο οποίο κάποιες φορές 

είναι αρκετή η θεώρηση ενός προγράµµατος µε κοινή διάταξη των εργασιών και σε 

γενικές γραµµές υπάρχει µια συγκεκριµένη διάταξη για τις εργασίες στις αρχικές και 

τελικές µηχανές. Στόχος κάθε φορά είναι η ελαχιστοποίηση ενός κοινού µέτρου 

απόδοσης. Ένα µέτρο απόδοσης που περιγράφει το κόστος λειτουργίας, ονοµάζεται 

κοινό (regular) αν είναι αύξουσα συνάρτηση των χρόνων περάτωσης των εργασιών. Με 

απλά λόγια, όσο καθυστερούν οι εργασίες τόσο αυξάνεται το κόστος. Τα µέτρα 

απόδοσης είναι κοινά στις περισσότερες περιπτώσεις. Υπάρχουν δύο θεωρήµατα για τα 

οµαλά προβλήµατα προγραµµατισµού καταστηµάτων ροής. 

Θεώρηµα  1 

Όταν προγραµµατίζουµε ένα Ν/Μ/F πρόβληµα µε όλες τις εργασίες ταυτόχρονα 

διαθέσιµες, για να ελαχιστοποιήσουµε οποιοδήποτε κοινό µέτρο απόδοσης πρέπει να 

σκεφτούµε µόνο προγράµµατα στα οποία έχουµε την ίδια σειρά των εργασιών στις δύο 

πρώτες µηχανές. 

 Βέβαια το παραπάνω θεώρηµα δεν αποκλείει το ενδεχόµενο να υπάρχουν καλά 

προγράµµατα µε διαφορετική διάταξη των δύο πρώτων µηχανών. Απλά, είναι αρκετό 
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κάποιος να θεωρήσει µόνο τα σχέδια µε την συγκεκριµένη διάταξη των πρώτων 

µηχανών, µιας και για οποιοδήποτε άλλη διάταξη υπάρχει η αντίστοιχη και εύκολα 

πραγµατοποιήσιµη διάταξη αυτού του τύπου που είναι εξίσου καλή και πιθανόν 

καλύτερη.  

Θεώρηµα 2   

Όταν  προγραµµατίζουµε ένα N/M/F/Fmax πρόβληµα µε όλες τις εργασίες ταυτόχρονα 

διαθέσιµες, θεωρούµε προγράµµατα στα οποία υπάρχει η ίδια ακολουθία εργασιών στις 

δύο πρώτες και στις δύο τελευταίες µηχανές του καταστήµατος.  

 

2.5 Μέτρα απόδοσης   
 

 Η ποικιλία των κριτηρίων που προέρχονται από την θεωρία του 

προγραµµατισµού αντανακλά µόνο µερικά την ποικιλία των διαφόρων καταστάσεων που 

προκύπτουν σε πραγµατικά προβλήµατα προγραµµατισµού. Παρόλα αυτά, η επιλογή των 

κριτηρίων είναι αναµφισβήτητα επηρεασµένη από την προσδοκία εύρεσης µίας λύσης. 

 Είναι σηµαντικό να διαχωρίσουµε τις µεταβλητές που καθορίζουν το πρόβληµα, 

οι οποίες δίνονται από κάποιο εξωτερικό παράγοντα, από τις µεταβλητές που 

περιγράφουν την λύση και προκύπτουν από την προγραµµατισµένη διαδικασία. 

2.5.1 Μεταβλητές που καθορίζουν ένα πρόβληµα προγραµµατισµού 

 Η περιγραφή του προβλήµατος ξεκινάει µε  ένα κατάστηµα εργασιών και ένα σετ 

εργασιών. Οι κάθε µηχανή αναγνωρίζεται από ένα ακέραιο αριθµό από το 1,2,....,m και 

ανάλογα οι εργασίες από 1,2,.....,n. Τα σχετικά χαρακτηριστικά της εργασίας i που 

δίνονται ως µέρος της περιγραφής του προβλήµατος δηλώνονται από τις εξής 

παραµέτρους: 

ri ο χρόνος άφιξης. Είναι ο χρόνος κατά τον οποίο η εργασία φτάνει στο κατάστηµα 

από κάποια εξωτερική διαδικασία και εκφράζει τον νωρίτερο χρόνο κατά τον οποίο 

µπορεί να ξεκινήσει  η πρώτη λειτουργία της εργασίας. 

di η προθεσµία παράδοσης. Είναι η χρονική στιγµή που κάποιος εξωτερικός 

παράγοντας θα επιθυµούσε να έφευγε η εργασία από το κατάστηµα. Είναι ο χρόνος κατά 

τον οποίο η επεξεργασία της τελευταίας διαδικασίας πρέπει να ολοκληρωθεί. 
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αi ισούται µε την διαφορά di- ri και εκφράζει τον ολικό χρόνο που επιτρέπεται να 

βρίσκεται η εργασία στο κατάστηµα. 

pi,j είναι ο χρόνος επεξεργασίας που απαιτείται από την µηχανή mi,j για να εκτελέσει 

την κατεργασία της εργασίας i .                               

2.5.2  Mεταβλητές για την περιγραφή της λύσης ενός προβλήµατος 
προγραµµατισµού. 

 Αρχικά είναι απαραίτητο να προσδιορίσουµε πόσο χρόνο θα περιµένει η 

εφαρµογή κάθε εργασίας πριν ξεκινήσει η διαδικασία και  δηλώνεται ως εξής: 

Wi, j, ο χρόνος αναµονής της εκκίνησης της επεξεργασία της j διαδικασίας της εργασίας i. 

Ο χρόνος κατά τον οποίο η εργασία θα πρέπει να περιµένει µετά την συµπλήρωση της (j-

1) διαδικασίας ώστε να αρχίσει µε την j. Ο συνολικός χρόνος αναµονής µιας εργασίας 

ισούται µε το άθροισµα των χρόνων αναµονής των διαδικασιών της εργασίας: 

γκεκριµένο πρόβληµα, το 

ακάτω είναι όλες συναρτήσει των Wi,j .   

α ία και είναι i

ε  

Li η βραδύτητα,  ποσό του χρόνου (θετικό ή αρνητικό) κατά το οποίο η 

ά τον καθορισµένο χρόνο και δίνεται 

i η κα

,
1

g i

i i j
j

W W
=

= ∑  

 Το αποτέλεσµα της διαδικασίας προγραµµατισµού για ένα συ

πρόγραµµα, είναι πλήρως ορισµένο αν δοθεί ένα σετ από Wi,j. Οι επόµενες µεταβλητές 

που αναφέρονται παρ

Ci ο χρόνος περάτωσης, που είναι ο χρόνος στον οποίο η εργασία i θα ολοκληρώσει την 

διαδικ σ  i i iC r p W= + +  

Fi ο χρόνος ροής, που κφράζει το χρόνο που η εργασία ij βρίσκεται στο σύστηµα και 

είναι i i i i iF p W C= − = −  

το

r

πραγµατοποίηση της εργασίας ξεπερν  

i i i i iL C d F a= − = −  

T θυστέρηση της εργασίας i και είναι max(0, )i iT L=  

Ei η ενωρίτητα της εργασίας i και είναι max(0, )i iE L= −  

 Από τα παραπάνω µέτρα, το πιο σηµαντικό είναι ο χρόνος περάτωσης της 

εργασίας, µιας και όλα τα υπόλοιπα καθορίζονται από αυτό.  

 Ο χρόνος ροής µετρά την ανταπόκριση του συστήµατος σε πιθανές απαιτήσεις 

για εξυπηρέτηση. Είναι το ποσό του χρόνου µεταξύ της άφιξης και της αναχώρησης της 
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εργασίας από το σύστηµα. Είναι φανερό πως είναι άρρηκτα συνδεδεµένος µε το work-in-

process (WIP) κόστος. 

 Η βραδύτητα µετρά την συµφωνία του προγράµµατος µε το δοθέν πρόγραµµα 

πό έν

ανακλά το γεγονός ότι, σε πολλές περιπτώσεις, συγκεκριµένα 

ειονεκ

 Η ενωρίτητα εκφράζει την ποινή που δίνεται σε κάποια εργασία όταν τελειώνει 

ί.  

µείο θα αναφέρουµε τις βασικότερες αντικειµενικές συναρτήσεις 

τις οπο

καταστηµάτω

• 

οποίηση. Η ιδέα είναι ότι τελειώνοντας το σετ των εργασιών 

• 

προγράµµατα  αι ιδανικά για αυτές παράγουν προγράµµατα για 

α αν εξωτερικό παράγοντα. Στην ουσία βραβεύει τις εργασίες που τελειώνουν 

γρήγορα και τιµωρεί αυτές που καθυστερούν. 

 Η καθυστέρηση αντ

µ τήµατα και κόστη θα σχετίζονται µε θετική  βραδύτητα και κανένα µειονέκτηµα 

ή πλεονέκτηµα µε θετική.  

νωρίτερα από τον χρόνο που έχει καθοριστε

2.5.3 Αντικειµενικές συναρτήσεις  

 Σε αυτό το ση

ίες βελτιστοποιούµε στην επίλυση ενός προβλήµατος προγραµµατισµού 

ν ροής. 

Χρόνος περάτωσης (makespan). Το πρόγραµµα µε τον µικρότερο χρόνο 

περάτωσης συχνά αντικαθιστά το πρόγραµµα µε την µεγαλύτερη 

χρησιµ

νωρίτερα επιτρέπεται σε νέες εργασίες να ξεκινήσουν. Εκφράζεται από την 

σχέση max max ( )i iC C=  

Μέσος χρόνος ροής µε βάρη και Καθυστέρηση µε βάρη. Είναι και οι δύο 

πολλοί δηµοφιλής αντικειµενικές για πολλούς λόγους. Πρώτον, µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν πολύ εύκολα µιας και οι ιδανικές λύσεις τους είναι όµοιες 

και διαισθητικές. ∆εύτερον, είναι ιδιαίτερα δυνατές από την άποψη ότι τα 

 που είν

προβλήµατα µε λίγο διαφορετικές αντικειµενικές. Οι σχέσεις για αυτές είναι 

wt i iiF w F= ∑  και  wt i iiL w L= ∑  .  

Καθυστέρηση µε βάρη/ άλλα µέτρα καθυστέρησης. Σε πολλές περιπτώσεις η 

καθυστέρηση µε βάρη είναι καλή αντικειµενική αλλά, προβλήµατα που την 

χρησιµοποιούν είναι πολύ δύσκολο να επιλυθούν ακριβώς. Η καθυστέρηση-

πρόωρη άφιξη µε βάρη είναι επίσης πολύ σηµαντική όταν ο πελάτης δεν 

• 
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θέλει εργασίες µε καθυστέρηση, αλλά ούτε τις δέχεται νωρίτερα. Ο αριθµός 

των καθυστερηµένων εργασιών µε βάρος αντανακλά την κατάσταση κατά 

τη οποία οι πελάτες αρνούνται να δεχτούν καθυστερηµένες εργασίες και οι 

Συγκεκριµέν η µαθηµατική έκφραση κάθε µιας παραγγελίες χάνονται. α, 

αντικειµενικής είναι:  

Καθυστέρηση µε βάρη iwt T iiT w T= ∑   

Καθυστέρηση µε βάρη και πρόωρη άφιξη µε βάρη ( )i iwt E i T iiET w E w T= +∑  

Αριθµ καθυστερηός των µένων εργασιών µε βάρος ( )iwt N iiN w δ= Τ∑   

όπου ( ) 1xδ =  αν x>0  

 και  ( ) 0xδ =  αλλιώς  

Μέγιστος χρόνος ροής , µέγιστη βραδύτητα και µέγιστη καθυστέρηση. Η 

ελαχιστοποίηση της µέγιστης καθυστέρησης είναι σηµαντική όταν οι 

πελάτες είναι ανεκτικοί σε µικρές καθυστερήσεις αλλά αναστατώνονται µε 

µεγάλες. Η ελαχιστοποίηση της µέγιστης βραδύτητας  είναι σηµαντική διότι 

είναι ένα σχετικά ύκολο πρόβληµ  και µπορεί να χρησιµοποιηθεί στην 

επίλυση άλλων προβληµάτων. Παραδείγµατος χάρη, η ελαχιστοποίηση του 

µέγιστου χρόνου ροής  µπορεί να πραγµατοποιηθεί θέτοντας τους 

καθορισµένους χρόνους ίσους µε τους χρόνους άφιξης και έτσι να 

ελαχιστοποιήσουµε την µέγιστη βραδύτητα. Τέλος, υπάρχει µια τεχνική 

χρήση της ελαχιστοποίησης της µέγιστης β

• 

ε α

ραδύτητας, στην επίλυση 

λ  πηγές µε αντικειµενική συνάρτηση τον χρόνο 

ατική έκφραση  είναι  

προβληµάτων µε πολ ές

περάτωσης. Η µαθηµ  τους

µέγιστος χρόνος ροής max max { }i iF F=  

µέγιστη βραδύτητα max max { }i iL L=  

µέγιστη καθυστέρηση max max { }i iT T=  . 
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2.6 Η περίπτωση που ελέγξαµε 
  

 Κατά την εκπόνηση αυτής της διπλωµατικής εργασίας, ασχοληθήκαµε µε τον 

προγραµµατισµό καταστηµάτων ροής εργασιών κοινής διάταξης (permutation flowshop 

problem) µε αντικειµενική συνάρτηση, την ελαχιστοποίηση του χρόνου περάτωσης των 

εργασιών (makespan). 

 Το κριτήριο αυτό, είναι από τα πιο µελετηµένα για προβλήµατα καταστηµάτων 

ροής εξαιτίας της απλότητας του και της χρησιµότητας του. Επίσης, είναι η µόνη 

ντικειµενική συνάρτηση που είναι τόσο απλή ώστε να µπορεί να δώσει αναλυτικά 

αποτελέσµατα ακόµη και για προβλήµατα πολλών µηχανών και αρκετά απλή ώστε να 

µε να χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο διακλάδωσης-φράγµατος για µέσου 

εγέθους προβλήµατα.  

 

 

 

α

µπορού

µ
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3. Ανασκόπη η µεθοδολογιών επίλυσης του σ

 

ί αλγόριθµοι, 

ου έχουν εφαρµοστεί για τη λύση του προβλήµατος το οποίο συζητάµε σε αυτή εδώ την 

διπλωµατική. Τέλος, γίνεται αναφορά στα µοντέλα του µικτού-ακέραιου γραµµικού 

αι και ένα παράδειγµα για καλύτερη κατανόηση, µιας 

ό µέρος αυτής εδώ της εργασίας ασχολούµαστε µε την αξιολόγηση της 

τα, τα οποία της έδιναν την δυνατότητα να ασκεί επιρροή σε 

πόµεν

την έρευνα του σε προβλή

προβλήµατος 
 
 Σε αυτό το σηµείο θα γίνει µια προσπάθεια να γνωρίσει ο αναγνώστης τις 

µεθοδολογίες που έχουν εφαρµοστεί για την επίλυση του προβλήµατος 

προγραµµατισµού των καταστηµάτων ροής, µε αντικειµενική συνάρτηση την 

ελαχιστοποίηση του χρόνου περάτωσης των εργασιών (makespan).  

 Αρχικά θα αναφερθούµε στον πολύ γνωστό αλγόριθµο του Johnson που 

εφαρµόζεται στο Ν/2/F/cmax πρόβληµα, όπου έχουµε Ν εργασίες, 2 µηχανές και το 

κριτήριο του ελάχιστου χρόνου περάτωσης των εργασιών. Στην συνέχεια παραθέτουµε 

τους διάφορες ευρετικές µεθόδους όπως τον αλγόριθµο του Palmer, του Gupta, CDS 

αλγόριθµο και ΝΕΗ και αµέσως µετά, παρατίθενται κάποιοι πιο µοντέρνοι ευρετικοί 

αλγόριθµοι που έχουν ονοµαστεί µεθευρετικοί και κάποιοι επαναστατικο

π

προγραµµατισµού (MILP) και δίνετ

και στο πρακτικ

απόδοσης δύο οικογενειών µοντέλων MILP για την επίλυση του προβλήµατος 

ελαχιστοποίησης του χρόνου περάτωσης σε καταστήµατα εργασιών ροής. 

 

3.1 Αλγόριθµος Johnson 
  

 Η θεωρία προγραµµατισµού, στην περιοχή των προβληµάτων καταστηµάτων 

ροής έχει επηρεαστεί από την εργασία του Johnson (1954). Η εργασία του είχε 

σηµαντικά πλεονεκτήµα

ε ες έρευνες.  Πρώτον, έδινε έµφαση στις ιδιότητες του προγραµµατισµού εργασιών 

κοινής διάταξης και επικέντρωνε µατα εύχρηστου µεγέθους. 

∆εύτερον, η ανάλυση για δύο µηχανές φαινόταν να έχει συλλάβει την ουσία των 

µεγαλύτερων προβληµάτων. Για αυτούς τους λόγους, η εφαρµογή του αλγορίθµου για 
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την ανακάλυψη ε ρευ τικών τεχνικών για µεγαλύτερου µεγέθους προβλήµατα είχε πάντα 

ας j σε µια 

αξιοσηµείωτη επιτυχία. 

 Ο κανόνας του Johnson  λέει ότι η εργασία i προηγείται της εργασί

ιδανική ακολουθία εργασιών αν: 1 2 2 1m in { , } m in { , }i j i jt t t t≤  . Εφαρµόζοντας αυτό τον 

κανόνα στο πρόβληµα καταστηµάτων εργασιών καθορισµένης  ροής µε δύο µηχανές και 

: 

ήµα 1

 θέση στην ακολουθία και πήγαινε στο βήµα 3 

β:  εάν ο ελάχιστος 

υ αία ελεύθερη θέση στην ακολουθία και πήγαινε στο βήµα 3 

  αποµάκρυνε

µ  1. Συνέχισε µέχρι να συµπληρωθούν όλες θέσεις στην ακολουθία. 

1. εάν min { }k kt ≥

ε ένα αλγόριθµο, είναι δυνατό να 

ρησιµ

 ελάχιστο χρόνο περάτωσης. Επιπρόσθετα, αν 

 υπάρχει κυριαρχία της δεύτερης µηχανής και η εφαρµογή του αλγορίθµου του 

ακολουθία εργασιών για τα υπό-προβλήµατα δύο 

 από τα σετ { ti1,ti2} και {ti2,ti3}, τότε η ακολουθία αυτή είναι 

 ιδανι

κριτήριο απόδοσης την ελαχιστοποίηση του χρόνου περάτωσης ή αλλιώς το Ν/2/F/cmax  

πρόβληµα, τότε η λύση του µπορεί να προκύψει από την εφαρµογή του εξής αλγορίθµου

Β : Βρες το m in { 1, 2}i ti ti  

Βήµα 2α: εάν ο ελάχιστος χρόνος περάτωσης απαιτεί την µηχανή 1, τοποθέτησε την 

εργασία στην πρώτη ελεύθερη

Βήµα 2 χρόνος περάτωσης απαιτεί την µηχανή 2, τοποθέτησε την 

εργασία στην τελε τ

Βήµα 3:  την εργασία που έχεις επιλέξει από την λίστα εργασιών και 

επέστρεψε στο βή α

 Ο παραπάνω αλγόριθµος µπορεί να χρησιµοποιηθεί και στην περίπτωση της 

επίλυσης του Ν/3/F/cmax  προβλήµατος όταν η πρώτη ή τρίτη µηχανή επικρατούν της 

δεύτερης. ∆ηλαδή θα ισχύει: 

2max { }k kt  τότε η εργασία i προηγείται της εργασία j σε ένα ιδανικό 

πρόγραµµα όταν 1 2 2 3 2 3 1 2min{ , } min{ , }i i j j i i j jt t t t t t t t+ + ≤ + +  

2.εάν 3 2min { } max { }k k k kt t≥  τότε η εργασία i προηγείται της εργασία j σε ένα ιδανικό 

πρόγραµµα όταν 1 2 2 3 2 3 1 2min{ , } min{ , }i i j j i i j jt t t t t t t t+ + ≤ + +  

Για την εφαρµογή αυτών των αποτελεσµάτων σ

 1

χ οποιήσεις τον αλγόριθµο που περιγράφηκε παραπάνω αλλάζοντας το πρώτο βήµα 

του. Συγκεκριµένα, θα ξεκινήσουµε ψάχνοντας το ελάχιστο µε βάση αυτή την σχέση 

1 2 2 3min{ , }t t t t+ +  και όχι ψάχνοντας τονii i i

δεν

Johnson φέρει την ίδια ιδανική 

µηχανών, που εκφράζονται

η κή και για το πρόβληµα των τριών µηχανών. 
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 Σε περιπτώσεις που οι παραπάνω συνθήκες δεν ισχύουν ή αριθµός των µηχανών 

είναι µεγαλύτερος πρέπει να καταφύγουµε στους ευρετικούς αλγορίθµους, τους οποίους 

περιγράφουµε στην επόµενη παράγραφο. 

λ  α ι µο θη

 Ο Palmer πρότεινε τον αλγόριθµό του χρησιµοποιώντας την ιδέα των «δεικτών 

κλίσης» για κάθε εργασία, οι οποίοι µετράνε αν η εργασία πραγµατοποιείται από ένα 

 µε βάση την φθίνουσα διάταξη των δεικτών κλίσης, µε την 

υν την τάση να κινούνται από τους µικρότερους στους 

εγαλύ

Palmer για την 

εργασία i υπολογίζεται από

2j

εργασίας i στην µηχανή j και m είναι ο 

3.2.2 Αλγόριθµος Gupta 

νε πως για περιπτώσεις περισσότερων των δύο µηχανών ο 

είκτης τ

 

3.2 Ευρετικοί αλγόριθµοι 
  

 Μετά την παρουσίαση του αλγόριθµου του Johnson θα συνεχίσουµε µε τους 

ευρετικούς αλγορίθµους, οι οποίοι έχουν προταθεί σε πολλές έρευνες. Περιγράφουµε 

τους πρώτους α γορίθµους υτής της κατηγορίας, ο οποίοι χρησι ποιή καν ως βάση 

από τους επόµενους ερευνητές  για την δηµιουργία νέων τεχνικών προγραµµατισµού. 

3.2.1 Αλγόριθµος του Palmer 

µικρότερο σε ένα µεγαλύτερο χρόνο επεξεργασίας στην ακολουθία. Η ακολουθία στην 

συνέχεια κατασκευάζεται

σκέψη ότι οι εργασίες που έχο

µ τερους χρόνους επεξεργασίας στην ακολουθία των διαδικασιών,  

πραγµατοποιούνται πιο γρήγορα. Ο δείκτης κλίσης που πρότεινε ο 

 την σχέση :  

1
[ (2 1)] /

m
i i

j
SI m j t

=
= − − −∑  

όπου το ijt  είναι ο χρόνος επεξεργασίας της 

αριθµός των µηχανών. Η διάταξη του  προγράµµατος βρίσκεται µε βάση την εξής σειρά 

των εργασιών : [1] [2] [ ]..... nSI SI SI≥ ≥ ≥   

 Το 1971 ο Gupta πρότει

δ  των εργασιών µπορεί να υπολογιστεί από ην παρακάτω σχέση: 

( 1)
1 1

/ min { }i i ik i k
k m

SI e t t +
≤ ≤ −

= +  όπου {ie =  1 , αν 1i imt t<  
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                   {ie =  -1, αν 1i imt t≥           

τότε η σειρά των εργασιών µε βάση την σχέση   

ule). O Gupta µετά από µια σειρά 

πως

ς που χρησιµοποιεί 

είναι: 

1. ο αλγόριθµος Johnson µε έναν ευρετικό τρόπο και  

. σε γ

µο του Johnson. Η καλύτερη από 

ό τα  m-1 προβλήµατα είναι και η λύση του προβλήµατος 

m µηχανών. Οι χρόνοι επεξεργασίας των τεχνητών υπό-προβληµάτων για την iοστή 

 [1] [2] [ ]..... nSI SI SI≥ ≥ ≥

δίνει ένα καλό πρόγραµµα διάταξης(permutation sched

πειραµάτων, κατέληξε  ο δικός του αλγόριθµος δίνει καλύτερα αποτελέσµατα από 

αυτόν του Palmer.  

3.2.3 CDS αλγόριθµος    

 Ο Campbell et al.(1970) πρότεινε έναν αλγόριθµο για προβλήµατα 

ελαχιστοποίησης του χρόνου περάτωσης, ο οποίος λέγεται CDS. Χρησιµοποιώντας δύο 

βασικές αρχές αυτή η διαδικασία δίνει πολύ καλές λύσεις. Οι αρχέ

2 ενικές γραµµές δηµιουργεί διάφορα προγράµµατα από τα οποία θα πρέπει να 

επιλεγεί το καλύτερο. 

 Ο συγκεκριµένος αλγόριθµος δηµιουργεί m-1 τεχνητά προβλήµατα δύο µηχανών 

και στην συνέχεια τα επιλύει εφαρµόζοντας τον αλγόριθ

τις λύσεις που προκύπτουν απ

εργασία στην j µηχανή στο επίπεδο k υπολογίζονται από την σχέση : 

1

1

k

i i j

j

t t
=

′ = ∑   και 2

1

m

i ij

j m k

t t
= − +

′ = ∑ . 

 Συγκρίνοντας αυτό τον αλγόριθµο µε αυτόν του Palmer, ο Campbell κατέληξε 

πως ο δικός του είναι πιο αποτελεσµατικός τόσο για µεγάλα όσο και για µικρά 

προβλήµατα, καθώς επίσης πως δεν υπάρχει διαφορά στον υπολογιστικό χρόνο όταν ο 

αριθµός των εργασιών είναι µικρότερος του 20. 

3.2.4 NEH αλγόριθµος  

 Νawaz et al(1983) πρότειναν τους λεγόµενους νέους ευρετικούς αλγορίθµους, 

βασιζόµενοι στην υπόθεση ότι µια εργασία που έχει µεγαλύτερο ολικό χρόνο 

επεξεργασίας σε όλες τις µηχανές, θα πρέπει να έχει µεγαλύτερη προτεραιότητα από µια 

άλλη µε µικρότερο χρόνο. Έτσι πρότειναν την τοποθέτηση των εργασιών µε φθίνουσα 
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σειρά του ολικού χρόνου επεξεργασίας. Στην συνέχεια, ο αλγόριθµος χρησιµοποιεί την 

ιδέα της µερικής ακολουθίας, η οποία προκύπτει από την σειρά των εργασιών που 

αναφέρθηκε προηγουµένως. Μια ακολουθία κατασκευάζεται µε την εισα  

υπήρχαν k εργασίες στην

γωγή µιας

εργασίας κάθε φορά, από την απρογραµµάτιστη ακολουθία στην µερική ακολουθία. Εάν 

 προηγούµενη µερική ακολουθία, µε κάθε εισαγωγή εργασίας 

ρίσκουµε την βέλτιστη µερική ακολουθία ανάµεσα στις k+1 και την επιλέγουµε. Η νέα 

 µπορεί να τοποθετηθεί σε µία από τις δυνατές k+1 θέσεις στην µερική 

ιζόµενο 

ρόνο περάτωσης (makespan), η ακολουθία που προκύπτει ετοιµάζεται για την συνέχεια 

ς δια

τ

β

εργασία

ακολουθία και αφού διαλέξουµε την καλύτερη θέση, όσο αφορά τον υπολογ

χ

τη δικασίας, που είναι η εισαγωγή νέας εργασίας. Η εισαγωγή της εργασίας γίνεται 

µε βάση την οποθέτηση των εργασιών ως προς φθίνουσα σειρά ολικού χρόνου 

επεξεργασίας. Η ευρετική λύση του προβλήµατος αποκτάται µετά από ( 1) 1
2

n n −
−  

συνολικές απαριθµήσεις. 

 

3.3 Μεθευρετ κοί αλγόριθµοι και εξελικτικές προσεγγίσεις  

 
 Μετά την αναφορά στις ευρετικές µεθόδους επίλυσης του προβλήµατος που 

συζητάµε, θα πε

ι

ράσουµε σε µία περιγραφή των σηµαντικότερων µεθευρετικών 

αλγορίθµ  ος. Με την χρήση 

αυτών τω α να ξεπεράσουν τα τοπικά 

βέλτιστα ριθµοι 

αυτής τη κ  

καταστηµάτω

Προσοµοιωµένη Ανόπτηση (Simulated Annealing (SA)), Γενετικοί Αλγόριθµοι, 

αλγόριθµος των 

υρµηγ

ς

• Περιλαµβάνουν έναν ή περισσότερους πράκτορες 

ων που δηµιουργήθηκαν για την λύση του ίδιου προβλήµατ

ν λγορίθµων δίνεται η δυνατότητα στους ερευνητές 

 και να βελτιώσουν τις αρχικές δυνατές λύσεις. Υπάρχουν πολλοί αλγό

ς ατηγορίας που έχουν χρησιµοποιηθεί  σε προβλήµατα προγραµµατισµού 

ν εργασιών καθορισµένης ροής όπως : 

Περιορισµένη Αναζήτηση (Tabu search), αλγόριθµοι απληστίας και ο 

µ κιών (Ant Colony Algorithm). Τα στοιχεία που χρησιµοποιούν αυτοί οι 

αλγόριθµοι είναι  

• Χρησιµοποιούν έναν αριθµό από επαναληπτικέ  δοκιµές 
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• Λειτουργούν βάση ενός µηχανισµού συνεργασίας και ανταγωνισµού 

• Περιλαµβάνουν διαδικασίες αυτό-τροποποιήσεων των ευρετικών 

ε σ

 να 

απο α αποδοχής, η οποία 

καθ

δύο λ ι θερµοκρασία, 

ακο

την νέα υσα λύση. Αρχικά, η θερµοκρασία έχει µια υψηλή τιµή, όπως συµβαίνει 

στη

µειώνε ην επιτρέπεται άλλη µετακίνηση. Σε γενικές γραµµές η 

δια

1. ίηση: παράµετροι του προγράµµατος ανόπτησης 

 µικρή διαταραχή 

, υπολογισµός ∆Ε= ( αξία τρέχον επιπέδου-αξία 

 τρέχον. Αλλιώς, µε βάση πιθανότητες 

παραµέτρων ή ακόµα και της αναπαράστασης του προβλήµατος. 

3.3.1 Προσοµοιωµένη Ανόπτηση (Simulated Annealing)  

 Ο πρώτος που πρότεινε την µέθοδο της Προσοµοιωµένης Ανόπτησης (Simulated 

Annealing) ήταν ο Kirkpatrick, ενώ ο Creny (1985) θεώρησε ότι υπάρχει αναλογία 

ανάµ σα στην διαδικασία ανόπτησης των υγρών και την διαδικασία επίλυσης 

προβληµάτων συνδυαστικής βελτιστοποίησης. Η βασική διαδικασία που ακολουθείται 

µε αυτό τον αλγόριθµο περιγράφεται παρακάτω.  

 Ξεκινάει από την αρχική λύση του προβλήµατος και γεννάει µια νέα δοκιµαστική 

λύση, από την γειτονιά της τρέχουσας λύσης. Αν η νέα λύση είναι καλύτερη της αρχικής 

την δεχόµαστε και την κρατάµε ως νέα τρέχουσα λύση. ∆ιαφορετικά, µπορεί είτε

ρριφθεί είτε να γίνει αποδεκτή ανάλογα µε την πιθανότητ

ορίζεται από την διαφορά που υπάρχει ανάµεσα στις αντικειµενικές συναρτήσεις των 

ύσεων και από µια παράµετρο ελέγχου που ονοµάζετα

λουθώντας την ορολογία στην θερµοδυναµική. Η διαδικασία ξεκινά από την αρχή για 

 τρέχο

ν ανόπτηση, έτσι ώστε όλες οι κινήσεις να γίνουν αποδεκτές. Στην συνέχεια 

ται σταδιακά ώστε να µ

δικασία προσοµοιωµένης ανόπτησης µπορεί να περιγραφεί από τα εξής 5 βήµατα: 

Αρχικοπο

2. Επιλογή ενός επαναληπτικού µηχανισµού: ένας απλός τρόπος για να γεννάτε µια 

πτώση από το τρέχον επίπεδο στο επόµενο, µε

3. Αξιολόγηση του νέου επιπέδου

νέου) 

4. Εάν το νέο επίπεδο είναι καλύτερο κάνε το

δέξου το ή απόρριψε το 

5. Με βάση κανόνα παύσης είτε σταµάτα τις επαναλήψεις είτε συνέχισε από το 

βήµα 2. 
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Για την εφαρµογή του αλγορίθµου σε προβλήµατα προγραµµατισµού καταστηµάτων 

οής εί

κής εξέλιξης. Ο Goldberg τους περιέγραψε ως 

ρος από 20 

 οπ

ρ ναι πολύ σηµαντικό να καθοριστούν τα εξής : 

• Αρχική τιµή της θερµοκρασίας 

• Η συνάρτηση που θα καθορίζει πως θα αλλάζει η θερµοκρασία  

• Ο αριθµός των εσωτερικών επαναλήψεων 

• Το κριτήριο για να σταµατήσει ο αλγόριθµος 

Επίσης πρέπει να γνωρίζουµε τον τρόπο γέννησης γειτονικών λύσεων, ποια είναι η 

µείωση της θερµοκρασίας καθώς και την σχέση µεταξύ ποιότητας της λύσης και χρόνου 

υπολογισµού της. 

3.3.2 Γενετικοί αλγόριθµοι  

 Οι γενετικοί αλγόριθµοι (GA) περιγράφηκαν αρχικά από τον Holland (1975), ο 

οποίος βασίστηκε στην διαδικασία βιολογι

αλγορίθµους αναζήτησης για βελτιστοποίηση. Κατά την τελευταία δεκαετία έχουν 

εφαρµοστεί σε πεδία όπως τα προβλήµατα συνδυαστικής βελτιστοποίησης. Η εφαρµογή 

τους σε προβλήµατα προγραµµατισµού καταστηµάτων ροής έχει διατυπωθεί σε πολλές 

δηµοσιεύσεις µε σηµαντικότερη αυτή του Reeves, ο οποίος σύγκρινε την απόδοση των 

SA τεχνικών µε των GA για προβλήµατα καταστηµάτων ροής που είχαν εύ

εργασίες και 5 µηχανές µέχρι 500 εργασίες και 20 µηχανές. Το βασικό συµπέρασµα ήταν 

πως οι αλγόριθµοι προσοµοιωµένης ανόπτησης έδιναν καλύτερα αποτελέσµατα στις 

περιπτώσεις που υπήρχαν µέχρι και 50 εργασίες. Από την άλλη πλευρά οι γενετικοί 

έδιναν καλύτερες λύσεις σε προβλήµατα µε µεγάλες τιµές εργασιών από ότι οι 

προσοµοιωµένης ανόπτησης αλγόριθµοι.  

 Οι γενετικοί αλγόριθµοι, για την επίλυση του προβλήµατος προγραµµατισµού 

καταστηµάτων εργασιών καθορισµένης ροής, συνήθως χρησιµοποιούν αναπαράσταση µε 

ακεραίους, στην οία τα χρωµοσώµατα  είναι οι φορείς των δεικτών των εργασιών και 

αναπαριστούν την ακολουθία των εργασιών. Αυτό σηµαίνει ότι αν µία εργασία είναι 

στην θέση i του χρωµοσώµατος τότε είναι στην iοστή θέση της ακολουθίας. 

 Ο χώρος της έρευνας καθορίζεται από τον αριθµό των υπαρχόντων 

χρωµοσωµάτων, που είναι σταθερός και έστω Ν. Το Ν αναφέρεται ως το µέγεθος του 

πληθυσµού. Ο αρχικός πληθυσµός µπορεί να αποτελείται από Ν τυχαίες ακολουθίες ή 

  26



µπορεί να αποκτηθεί από έναν κατασκευαστικό ευρετι ό αλγόριθµο. Η συνάρτηση 

καταλληλότητας ενός χρωµοσώµατος, αντικατοπτρίζει την αποτελεσµατικότητα του 

χρόνου περάτωσης  που ανταποκρίνεται στην ακολουθία των εργασιών που αφορά. Η 

καταλληλότητα που αποδίδεται σε ένα αλφαριθµητικό i µπορεί να είναι ανάλογη στην 

τιµή 

κ

i
i

jj

rf
r

=
∑

 , όπου ir  είναι ανάλογο του χρόνου περάτωσης του χρωµοσώµατος i 

στον πληθυσµό. Με τυχαία επιλογή χρωµοσωµάτων από τον πληθυσµό, που συνήθως 

είναι οι γονείς, και αφού τα ζευγαρώσουµε, γεννιέται νέο χρωµόσωµα που κληρονοµεί τα 

χαρακτηριστικά των γονέων του. Το µέγεθος του πληθυσµού παραµένει σταθερό µε την 

αποµάκρυνση ενός χρωµοσώµατος, αφού κάθε φορά που γεννιέται ένα εισάγεται στον 

πληθυσµό. Το αποµακρυσµένο χρωµόσωµα µπορεί να επιλεχτεί τυχαία ή µε βάση την 

καταλληλότητα που έχει. Αυτό προσοµοιώνει ένα πραγµατικό σενάριο, όπου 

χρωµοσώµατα που παρουσιάζουν λύσεις µε καλό χρόνο περάτωσης έχουν µεγαλύτερη 

πιθανότητα να παραµείνουν στον πληθυσµό και να επιλεχθούν για περαιτέρω 

ζευγάρωµα. Το ζευγάρωµα γίνεται µε διασταύρωση και τελεστές µετάλλαξης που 

διαµορφώνουν την επόµενη γενιά. Ο βασικός σκοπός της διασταύρωσης είναι η 

τυχαία µ ω

οής, είναι ότι η αποκωδικοποίηση καταλήγει σε µη υπαρκτά 

 στα οποία οι εργασίες εµφανίζονται δύο ή και καµία φορά στον απόγονο. 

ear order crossover (LOX), cycle crossover (CX), C1 τελεστής, 

ΑΒΕL τελεστής,  multi-parent crossover (MPX) και longest common subsequence 

LCSX). 

και τελεστές µετάλλαξης στους γενετικούς 

. Χρησιµοποιούνται για να διευρύνουν τον χώρο έρευνας και δρουν για να 

υ χώρου 

ανταλλαγή πληροφοριών µεταξύ των  επιλεγµένων χρωµοσω άτων τ ν γονέων, 

µε στόχο την παραγωγή καλύτερων απογόνων και την εύρεση καλύτερων γονιδίων. Η 

δυσκολία που υπάρχει στην εφαρµογή των χειριστών διασταύρωσης σε χρωµοσώµατα 

που είναι µη δυαδικά, όπως συµβαίνει στην ακέραιη αναπαράσταση του προβλήµατος 

καταστηµάτων ρ

αλφαριθµητικά

 Παρόλα αυτά, πολύ τελεστές διασταύρωσης έχουν προταθεί για χρήση σε 

προβλήµατα καταστηµάτων ροής όπως: 2 point crossover (2X), partially mapped 

crossover (MPX), lin

Ν

crossover (

 Επιπρόσθετα, εφαρµόζονται 

αλγορίθµους

αποφευχθεί η επιλογή και διασταύρωση από µια µόνο συγκεκριµένη περιοχή το
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αυτού. Ακόµη, χρησιµοποιούνται για να αποφευχθεί κόλληµα του αλγορίθµου σε ένα 

ο. 

έλος, 

ρθρο eduling with makespan 

 πληθυσµού, n; 

ld_pop; 

λιού πληθυσµού΄ 

επανέλαβε; 

: Αρχικά έχουµε µια αρχική λύση και εφαρµόζουµε ένα µηχανισµό 

µετακίνησης για να ερευνήσουµε την γειτονιά της τρέχουσας λύσης και να επιλέξουµε 

τοπικό βέλτιστ

  

Τ παραθέτουµε µια γενική µορφή του γενετικού αλγορίθµου, όπως αναφέρετε στο 

ά των S.REZA HEJAKI and SAGHAFIAAN, “Flowshop-sch

criterion: a review”. 

 

  Έναρξη: 

    προσδιορισµός του

    γενιά=0; 

    γέννησε αρχικό πληθυσµό και ανέθεσε τον σε ένα παλιό πληθυσµό, o

    υπολόγισε την καταλληλότητα κάθε αριθµού του πα

    επανέλαβε; 

 στοχαστικά διάλεξε 2 γονείς µε πιθανότητα ανάλογη της καταλληλότητας τους; 

 τυχαία διάλεξε ένα σηµείο διασταύρωσης και ξεκίνησε την διασταύρωση των 

 γονέων µε πιθανότητα Pc να δηµιουργηθούν 2 απόγονοι; 

 µετάλλαξε κάθε bit κάθε απογόνου µε πιθανότητα Pm; 

 τοποθέτησε τους 2 απόγονους σε ένα νέο πληθυσµό, new_pop; 

    µέχρι ο νέος πληθυσµός να είναι γεµάτος µε n διαφορετικούς απογόνους; 

    γενιά=γενιά+1; 

    old pop=new_pop; 

    υπολόγισε την καταλληλότητα κάθε αριθµού στον παλιό πληθυσµό; 

µέχρι κάποια συνθήκη τερµατισµού να ισχύσει;      

3.3.3 Περιορισµένη αναζήτηση (Tabu Search) 

 Ο µεθευρετικός αλγόριθµος της περιορισµένης αναζήτησης παρουσιάστηκε 

αρχικά από τον Glover. Αυτή η µέθοδος χρησιµοποιεί έναν ευρετικό αλγόριθµο για να 

κινηθεί από την µία λύση στην άλλη. Μια σύντοµη περιγραφή του αλγορίθµου αυτού 

είναι η εξής

  28



τη  κατάλληλη. Για α αποφύγουµε το κόλλη α σε τοπικά ελάχισ α κρατάµε 

ιστορικές πληροφορίες από τις k τελευταίες επαναλήψεις και το σύνολο των λύσεων που 

καθορίζονται από αυτές τις πληροφορίες αποτελούν την λίστα περιορισµένης 

αναζήτησης (tabu list). Η λίστα περιέχει l στοιχείο κάθε φορά και όποτε ένα εισέρχεται, 

το πιο παλιό διαγράφεται. Αυτή η παράµετρος ονοµάζεται µέγεθος λίστας. Για τον 

καθορισµό της απαιτείται: να 

ν πιο ν µ τ

ορισθεί µια συνεχής τιµή, να επιλεχτεί τυχαία και να 

αλλάζει δυναµικά µέσω κατάλληλων προσαρµογών. Παρόλο την απλότητά του, είναι 

 γειτονιές, ο καθορισµός 

ς λίστας  

 βρίσκουν την φωλιά τους 

αι να

τέχνη ο προσδιορισµός της γειτονιάς, το ψάξιµο ανάµεσα στις 

τη  περιορισµένης αναζήτησης, κτλ. Η κατασκευή αυτών των παραµέτρων 

επηρεάζει την απόδοση του αλγορίθµου, την ταχύτητα σύγκλισης και τον χρόνο 

εκτέλεσης. 

 Έχουν προταθεί διάφορες προσεγγίσεις βασιζόµενες στον αλγόριθµο 

περιορισµένης αναζήτησης για την επίλυση του προβλήµατος καταστηµάτων εργασιών 

καθορισµένης ροής από διάφορους ερευνητές. Αναφέρουµε τους  Taillard (1990), 

Reeves (1993), Mocellin (1995), Nowicki και Smutnicki (1996), Ben-Daya (1998), 

Mocellin and dos Santos (2000) και γνωστός SPIRIT αλγόριθµος που προτάθηκε από 

τους Widmer και Hertz (1989). 

3.3.4 Αλγόριθµος των Μυρµηγκιών ( Ant colony )  

 Ο αλγόριθµος των µυρµηγκιών προτάθηκε αρχικά από τους Dorigo και 

Gambardella (1977) και είναι από τους πιο πρόσφατους και ελπιδοφόρους µεθευρετικούς 

αλγόριθµους για την επίλυση συνδυαστικών προβληµάτων. Ο αλγόριθµος αυτός 

προσοµοιώνει τον τρόπο µε τον οποίο τα µυρµήγκια ψάχνουν, συλλέγουν τροφή και 

επιστρέφουν στην φωλιά τους. Τα µυρµήγκια είναι ικανά να

κ  επιστρέφουν από την εξόρµηση για φαγητό µε την βοήθεια µιας αρωµατικής 

ουσίας, της φερεµόνης. Μεγαλύτερο ποσοστό φερεµόνης σε ένα µονοπάτι, του δίνει 

µεγαλύτερη πιθανότητα να το ακολουθήσουν τα µυρµήγκια και µε αυτό τον τρόπο 

επιστρέφουν στην φωλιά τους επιλέγοντας τον συντοµότερο δρόµο. 

 Αυτή η συµπεριφορά των µυρµηγκιών µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την επίλυση 

συνδυαστικών προβληµάτων µέσω της προσοµοίωσης: η αντικειµενική συνάρτηση θα 

ανταποκρίνεται στην ποιότητα του φαγητού, τα τεχνητά µυρµήγκια που ψάχνουν το 
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χώρο της λύσης προσοµοιώνουν τα µυρµήγκια στην φύση που ψάχνουν στο περιβάλλον 

και µία προσαρµοστική µνήµη ανταποκρίνεται στο µονοπάτι φερεµόνης. Ακόµη τα 

τεχνητά µυρµήγκια είναι εξοπλισµένα µε µια τοπική ευρετική συνάρτηση για να 

καθοδηγούν την έρευνα τους στα σετ των εφικτών λύσεων. 

 Παρόλο που αυτός ο αλγόριθµος έχει χρησιµοποιηθεί στην επίλυση πολλών 

ροβληµάτων, υπάρχουν λίγες έρευνες που να αφορούν το πρόβληµα καταστηµάτων 

ροής. Οι T’kindt et al (2003) πρότειναν ένα ΑCO αλγόριθµο για την επίλυση του 

ές, µε στόχο την 

λαχιστοποίηση του χρόνου περάτωσης. Οι Rajendran και Ziegler (2004) θεώρησαν το 

ελαχιστοποίηση

ατα έδειξαν ότι αυτός ο µεταευρετικός αλγόριθµος είναι 

ραµµικός προγραµµατισµός 

ε

Ένας µεγάλος αριθµός µοντέλων βελτιστοποίησης έχει συνεχής και ακέραιες 

µετ ρτηση και στους 

περ τικά µοντέλα ονοµάζονται MILP (Mixed-Integer Linear 

Pro

 ογών µπορούν να µοντελοποιηθούν σαν ένα ΜΙLP 

πρόβληµα και γι’αυτό το λόγο έχουν τραβήξει την προσοχή πολλών ερευνητών στο πεδίο 

π

πολυκριτήριου προβλήµατος καταστηµάτων ροής µε δύο µηχαν

ε

πρόβληµα του προγραµµατισµού εργασιών µε ελεύθερη διάταξη στις µηχανές και µε 

αντικειµενική συνάρτηση την ελαχιστοποίηση του χρόνου περάτωσης, λαµβάνοντας 

υπόψη την  του ολικού χρόνου ροής των εργασιών. Οι πρώτες 

δηµοσιεύσεις στις οποίες γινόταν εφαρµογή του αλγορίθµου των µυρµηγκιών στο 

Ν/Μ/F/cmax πρόβληµα έγιναν από τους Stützle (1998) και Ying and Liao (2003). Τα 

τελευταία υπολογιστικά πειράµ

ιδιαίτερα αποτελεσµατικός για αυτό το πρόβληµα. 

 

3.4 Μικτός ακέραιος γ

 
 Όπως ήδη έχουµε αναφέρει, σκοπός αυτής της εργασίας είναι να συγκρίνει την 

απόδοση δύο οικογενειών µοντέλων µικτού ακέραιου γραµµικού προγραµµατισµού, για 

την επίλυση του προβλήµατος προγραµµατισµού καταστηµάτων εργασιών µε κοινή 

διάταξη, µε αντικειµενική συνάρτηση την ελαχιστοποίηση του χρόνου περάτωσης των 

εργασιών. Σ  αυτό το σηµείο θα παρουσιάσουµε τις βασικές αρχές του µικτού ακέραιου 

γραµµικού προγραµµατισµού. 

 

αβλητές οι οποίες εµφανίζονται γραµµικά στην αντικειµενική συνά

ιορισµούς. Αυτά τα µαθηµα

gramming) προβλήµατα.  

Μεγάλο εύρος εφαρµ
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της Επιχειρησιακής Έρευνας, όπου συµπεριλαµβάνονται προβλήµατα χωροταξικής 

ο ιη

ς ( Branch and Bound ) 

ii. 

ος 

Φρ είναι έθοδος

υποπροβλήµατα του αρχικού 

β) µερικώς

µ το

όλοιπα. Είναι φανερό πως 

 τα προβλή   (n-1) 

διάταξης, προβλήµατα προγραµµατισµού και προβλήµατα δικτύων σταθερού φορτίου. 

Επίσης, έχει διαπιστωθεί ότι εφαρµογή αυτών των µοντέλων σε προβλήµατα Χηµικής 

Μηχανικής έχει καλά αποτελέσµατα. Οι προτεινόµενοι αλγόριθµοι για MILP 

προβλήµατα µπ ρούν να κατηγοριοπο θούν ως εξής: 

 

i. Αλγόριθµος διακλάδωσης και φράγµατο

Μέθοδος αποσύνθεσης  

iii. Μέθοδος λογικής βάσης  

iv. Μέθοδος cutting plane 

3.4.1 Αλγόριθµος ∆ιακλάδωσης και Φράγµατ

  Ο αλγόριθµος ∆ιακλάδωσης και άγµατος  µία αποτελεσµατική µ  

επίλυσης συνδυαστικών προβληµάτων. Όπως µπορεί κανείς να καταλάβει από το όνοµα 

του αλγορίθµου, αποτελείται από δύο ουσιαστικές διαδικασίες, την διαδικασία 

διακλάδωσης, όπου ένα µεγάλο πρόβληµα χωρίζεται σε 2 ή περισσότερα 

υποπροβλήµατα και την διαδικασία του Φράγµατος, όπου υπολογίζεται ένα κάτω όριο 

για την βέλτιστη λύση ενός υποπροβλήµατος. 

 Με την διαδικασία διακλάδωσης αντικαθίσταται το αρχικό πρόβληµα από µια 

οµάδα νέων προβληµάτων τα οποία είναι 

(α) αµοιβαίως αποκλειόµενα 

(  λυµένες εκδοχές του αρχικού προβλήµατος 

(γ) µικρότερα προβλή ατα από  αρχικό 

Επίσης τα υποπροβλήµατα µπορούν να διαιρεθούν σε µικρότερα, µε τον ίδιο τρόπο. 

Έστω Ρο δηλώνει ένα πρόβληµα ακολουθίας µιας µηχανής που περιέχει n εργασίες. Αυτό 

το πρόβληµα µπορεί να διαιρεθεί σε n υποπροβλήµατα Ρ1
1,Ρ2

1,.......,Ρn
1 προσδιορίζοντας 

την τελευταία θέση στην ακολουθία. Έτσι το Ρ1
1 είναι το ίδιο πρόβληµα µε την εργασία 1 

στην τελευταία θέση της ακολουθίας και όµοια και για τα υπ

αυτά  µατα είναι µικρότερα του αρχικού, αφού µένουν θέσεις να 

καθοριστούν και κάθε ένα πρόβληµα είναι µια µερική λύση του αρχικού. Ακόµη, εάν 
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λυθεί κάθε υποπρόβληµα τότε η καλύτερη από τις λύσεις θα αντιπροσωπεύει την 

βέλτιστη λύση του αρχικού.   

 Κάθε υποπρόβληµα µπορεί να διαιρεθεί στο επόµενο επίπεδο σε υποπροβλήµατα 

και θα ισχύουν, και σε αυτή την περίπτωση, τα ίδια ακριβώς. Στο επίπεδο k κάθε 

υποπρόβληµ  περιέχει k ορισµένες θέσεις στην ακολουθία και µπορεί να διαιρεθεί σε (n-

k) υποπροβλήµατα. Αν συνεχιστεί αυτή η διαδικασία µέχρι τέλος, θα υπάρχουν n! 

υποπροβλήµατα στο n επίπεδο, µε µία εφικτή λύση για το αρχικό

α

 πρόβληµα, που 

ηµαίν

α κ

 σχετικό κάτω όριο ίσο µε b>Ζ. Σε αυτή την περίπτωση 

το υποπρόβληµα αυτό παύει να θεωρείται υποψήφιο για την εύρεση της βέλτιστης λύσης 

γιατί έχει ήδη γαλύτερο κόστος από το Ζ. Τότε το πρόβληµα διαγράφεται και σταµατά 

η διακλάδωση του από κει και πέρα. Με αυτό τον τρόπο µειώνονται οι πιθανές βέλτιστες 

µε πως εφαρµόζεται αυτός ο αλγόριθµος. 

πορούµε να θεωρήσουµε την σ µια οµάδα διατεταγµένων εργασιών έτσι 

στε π

σ ει ότι θα έπρεπε να εξετάσουµε όλες τις πιθανές ακολουθίες. Για την αποφυγή 

αυτού ακριβώς, χρησιµοποιείται η διαδικασία του Φράγµατος. 

 Η διαδικασία Φράγµ τος υπολογίζει ένα άτω όριο για κάθε λύση των 

υποπροβληµάτων. Υποθέστε ότι στο ίδιο επίπεδο βρέθηκε µία λύση που έχει µέτρο 

απόδοσης ίσο µε Ζ. Ακόµη υποθέστε ότι, ένα υποπρόβληµα που δηµιουργήθηκε κατά 

την διαδικασία διακλάδωσης έχει

 

µε

λύσεις και καταλήγουµε στο βέλτιστο σε λιγότερες επαναλήψεις. Η λύση που 

χρησιµοποιείται για να συγκρίνουµε τα κλαδιά του δένδρου και να καταλάβουµε ποιος 

κλάδος πρέπει να διαγραφεί λέγεται δόκιµη λύση (trial solution). 

 Στην συνέχεια θα χρησιµοποιήσουµε το πρόβληµα της ελαχιστοποίησης της 

σταθµισµένης καθυστέρησης για να δού

∆ηλώνουµε σ µια µερική ακολουθία εργασιών ανάµεσα στις n εργασίες του 

προβλήµατος, iσ η µερική ακολουθία στην οποία η σ ακολουθείται άµεσα από την 

εργασία i. Μ

ώ ριν από αυτή να είναι  
the complement of σ σ′ =  

j
j

q tσ
σ ′∈

= ∑   

Έστω Ρσ . Αυτό 

το πρόβληµα θα είναι το αρχικό, µε τις k τελευταίες θέσεις στην ακολουθία 

σ

k αναπαριστά ένα υποπρόβληµα στο επίπεδο k του δένδρου διακλάδωσης

 

καθορισµένες, όπου το σ δηλώνει την µερική καθορισµένη ακολουθία. Σχετική µε το Ρ k 
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είναι µια αξία, η uσ , η οποία είναι η συνεισφορά των καθορισµένων εργασιών στην 

ολική καθυστ  και δίνεται από την σχέση έρηση j j
j

u w Tσ
σ∈

= ∑ . 

Οι  Τj στο παραπάνω άθροισµα µπορούν να υπολογιστούν, γιατί ο χρόνος 

συµπλήρωσης για κάθε j είναι γνωστός παρόλο που δεν έχει καθοριστεί η τελική 

ακολουθία. 

 Κανονικά η διακλάδωση θα χωρίσει το Ρ

 χρόνοι

 

µατα. 

Κάθε ένα από αυτά κατασκευάζεται επιλέγοντας µια εργασία i∈σ΄ να είναι η τελευταία 

α Ρiσ
k+1 είναι 

σ
k πρόβληµα σε (n-k) υποπροβλή

στην ακολουθία που µένει. Ο χρόνος συµπλήρωσης της εργασίας i στην µερική 

ακολουθία iσ είναι qσ. Για αυτό η αξία που σχετίζεται µε το πρόβληµ

m ax{0, }i iu w q d ui σ σ− + . 

 Στην διαδικασία του φράγµατος ψάχνουµε γι  ένα κάτω όριο το οποίο µπορ ί να  

είναι είτε  b u

σ =

 α ε

σ σ=  είτε )min( max{0, }i ib u w q d uσ σσ σ= +

βλήµατος Ρσk µπορεί να 

− + . Αφού το υπολογίσουµε 

µπορούµε να καθορίσουµε πότε η ολοκλήρωση ενός υποπρο

καταλήξει σε µια βέλτιστη λύση και πότε όχι. Αν b Zσ < , τότε µπορεί συνεχίζοντας να 

καταλήξουµε στην βέλτιστη λύση ενώ αν b Zσ ≥ , τότε αποκλείεται να βρούµε λύση 

καλύτερη από την Ζ. 

 Υπάρχουν 2 µέθοδοι για την επιλογή  προβλήµατος Ρτου που  

να εις βάθος (depth first search or 

backtracking) και ψάχνει το καλύτερο Ζ στα προβλήµατα µε µεγαλύτερο βάθος. 

 και Φράγµατος για το πρόβληµα 
εργασιών

 µ  

καταστηµάτων εργασιών κοινής διάταξης σε Μ µηχανές, µε κριτήριο την 

ελαχ   

Schr

ση όµοιο µε αυτό που 

περιγράψαµε παραπάνω µε µόνη διαφορά ότι, η διακλάδωση πραγµατοποιείται στην 

 στην δεύτερη και συνεχίζει 

σ  θα διακλαδιστεί. Η 

πρώτη ονοµάζεται έρευνα βέλτιστου (best first search or jumptracking) και ψάχνει το 

βέλτιστο bσ και η δεύτερη ονοµάζεται έρευ

3.4.2 Αλγόριθµος ∆ιακλάδωσης
προγραµµατισµού  κοινής διάταξης.   

Ο αλγόριθµος διακλάδωσης φράγµατος, για το πρόβληµα προγραµµατισ ού

ιστοποίηση του χρόνου περάτωσης των εργασιών αναπτύχθηκε από τους Ignall και

age (1965) και ανεξάρτητα από τον Lomnicki(1965).  

 Το δένδρο διακλάδωσης είναι σε αυτή την περίπτω

πρώτη εργασία που µπαίνει στην ακολουθία, στην συνέχεια
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έτσι ώστε το πρόγραµµα των εργασιών να αναπαριστά τις k πρώτες εργασίες που 

καθορίζονται και όχι τις τελευταίες. Για την εύρεση καλού κάτω φράγµατος του 

κριτηρίου, για κάθε κόµβο, αρκεί να πάρουµε το µέγιστο καλό κάτω φράγµα του

 µερικό 

 χρόνου 

 κάθε µηχανή.  

.4.3  που  

περάτωσης που βρίσκουµε για

3 Περίπτωση ό  Μ=3 

 Υποθέτουµε ότι σ ′  είναι η οµάδα των εργασιών που δεν περιλαµβάνονται στην 

ερική κολουθία σ . Έστω  µ  α

1q =  ο τελευταίος χρόνος ολοκλήρωσης στην µηχανή 1 ανάµεσα στις εργασίες στην σ  

q =  ο τελευταίος χρόνος ολοκλήρωσης στην µηχανή 2 ανάµεσα στις εργασίες στην σ    

 3 ανά εσα

2

3q =  ο τελευταίος χρόνος ολοκλήρωσης στην µηχανή µ  στις εργασίες στην σ  

το µέγεθος της διαδικασίας που απαιτείται στην µηχανή 1 είναι t∑  

άτω όριο για τον χρόνο περάτωσης είναι

 1j
j σ ′∈

και το κ   1 1 1 2 3min{ }j j jjj
b q t t t

σσ ′∈′∈
= + + +∑ .  

 χρόνος Ο 2 3{ }j jt t+  είναι ο χρόνος που πρέπει να περάσει, από την στιγµή που η 

λευταία εργασία k θα τελειώσει την επεξεργασία της στην µηχανή 1 µέχρι ολόκληρο το 

τρόπο ισχύει για τις άλλες 2 µηχανές : 

    

τε

πρόγραµµα να ολοκληρωθεί. Με όµοιο 

2 2 2 3min{ }j jjj σσ ′∈′∈
b q t t= + +∑   

             3 3 3j
j

b q t
σ ′∈

= + ∑ . 

Εφαρµόζοντας τον αλγόριθµο των Ignall και Schrage το κάτω φράγµα θα είναι  
           b1 2 3m a x { , , }B b b=  

Ο αλγόριθµος αυτός ακολουθεί την µέθοδο «έρευνα του βέλτιστου» σε συνδυασµό µε 

την επόµενη πρόταση, η οποία επιτρέπει σε κάποια κλαδιά να περιοριστούν. 

ΥποθέτουΠρόταση: µε τις µερικές ακολουθίες (1)σ  και (2)σ  που  τις ίδιες 

εργασίες σε διαφορετική σειρά. Αν k kq q≤ για  k, τότε (1)

περιέχουν

 κάθε(1 ) ( 2 )  µηχανή σ  κυριαρχεί 

της (2) (2)σ  σ  κα  έτσιι  η δεν λαµβάνεται πό κει και πέρα υπόψη  εύρεση  α για την

βέλτιστης λύσης. 
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3.4.4. Αριθµητικό παράδειγµα  

χανές που περιγράφεται στον παρακάτω πίνακα. 

 Για να εφαρµόσουµε τα παραπάνω, θα χρησιµοποιήσουµε το πρόβληµα µε 4 

εργασίες και 3 µη

j1

j2

j3

 j            1     2     3    4

t                 3     11   7    10

               4       1    9    12

               10     5   13    2

j

 

όριθ ο διακλάδωσης και 

ράγµατος και ανταποκρίνεται στο πρόβληµα , για το οποίο η εργασία 1 έχει 

τοποθετηθεί στην πρώτη θέση της ακολουθίας 

ob

t

t

 Έστω ότι ο πρώτος κόµβος γεννήθηκε µε τον αλγ µ
1
1P

και {2,3, 4}σ ′ =

φ

. Για αυτή την µερική 

ολουθία  και1 11 3q t= = , 2 11 12 3 4 7q t t= + = + =   3 11 12 13 3 4 10 17q t t t= + + = + + =ακ .  

Ο υπολογισµός του κάτω φράγµατος φαίνεται  στην συνέχεια: 

= + + =
= + + =
= + + =

= =

 

ι υπολογισµοί που απαιτούνται για την απόκτηση της βέλτιστης λύσης φαίνονται στο 

όµενο πίνακα: 

1

2

3

3 28 6 37
7 22 2 31
17 20 0 37
max{37,31,37} 37

b
b
b
B

Ο

επ

1 2 3 1 2 3Partial Sequence           (q ,q ,q )          (b ,b ,b )        B

  
  

       1                           (3,7,17)              (37,31,37)      37
       2                          (11,12,17)          (45,39,42)       45
       3                          (7,16,29)            (37,35,46)       46
       4                          (10,22,24)          (37,41,52)       52
      12                         (14,15,22)          (45,38,37)       45
      13                         (10,19,32)          (37,34,39)        39
      14                         (13,25,27)          (37,40,45)        45
   

  
  
  
  
  
    132                        (21,22,37)         (45,36,39)        45
      134                        (20,32,34)          (37,38,39)        39
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αι στην συνέχεια φαίνεται το σχετικό δένδρο διακλάδωσης.   

 

 
 

 

 

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

4. Μοντέλα µικτού ακέραιου γραµµικού 

σίας είναι η παρουσίαση και η σύγκριση δύο οικογενειών 

ύ προγραµµατισµού για το απλό πρόβληµα 

νής διάταξης. Οι οικογένειες µοντέλων 

τους

τοµηµένων περιορισµών και στα 5 µοντέλα της οικογένειας του ή κάποιο 

ώστε να πραγµατοποιήσει την ανάθεση των 

εργασιών

  ελαχιστοποίηση του χρόνου 

περάτωσης

= m a x { F }  (1) 

όπου F παραγωγής. Έχει 

θε ρηθ εργασία την χρονική στιγµή 

µηδέν. 

4.1 Συ ε

 α 

ιµ

ς µηχανές µε 1≤ r ≤ Μ 

i και k για τις εργασίες µε  1≤ i , k ≤ N 

j για την θέση στην ακολουθία µε 1 ≤ j ≤ N .  

προγραµµατισµού  (MILP models) 
 
 Σκοπός αυτής της εργα

µοντέλων µικτού ακέραιου γραµµικο

προγραµµατισµού καταστηµάτων εργασιών κοι

που θα εξετάσουµε έχουν πάρει το όνοµα  από τους ερευνητές που τα έχουν 

προτείνει και έτσι είναι Wagner και Manne οικογένειες µοντέλων. Ο Wagner 

χρησιµοποίησε το κλασικό πρόβληµα ανάθεσης για να ελέγξει την ανάθεση των 

εργασιών στις κατάλληλες θέσεις την διαδικασίας. Σε αντίθεση, ο Manne χρησιµοποιεί 

ζευγάρια διχο

αλγεβρικό συνδυασµό αυτών των ζευγαριών 

 στην ακολουθία της διαδικασίας. 

Το µέτρο απόδοσης που έχουµε λάβει υπόψη είναι η

 των εργασιών και εκφράζεται από την σχέση:    

   M a k e s p a n = F M A X i
i

i είναι ο ολικός χρόνος ροής της εργασίας i στο σύστηµα 

ω εί ότι όλες οι εργασίες είναι διαθέσιµες για κατ

  

µβολισµοί που χρησιµοποιούµ  στα µοντέλα M ILP  
  

Πριν την περιγραφή των µαθηµατικών µοντέλων θα παρουσιάσουµε τα σύµβολ

που έχουν χρησ οποιηθεί και την σηµασία του καθενός. Ξεκινώντας, αναφέρουµε την 

χρήση των δεικτών: 

r για τι

  37



Ο αριθµός των µηχανών και των εργασιών παριστάνεται από τις µεταβλητές Μ, Ν 

ασίας µε διαστάσεις Μ Χ Ν και    

ri . Το Ρ συµβολίζει µία τιµή 

ρκετά

 

ρόνος εκκίνησης της εργασίας στην θέση j στην µηχανή r  

χρόνος συµπλήρωσης της εργασίας i στην µηχανή r 

 1, αν η εργασία i είναι προγραµµατισµένη οποιαδήποτε στιγµή πρίν την εργασία 

ηχανή r πριν την εκκίνηση της εργασίας που βρίσκεται στην 

 1, αν η εργασία i είναι τοποθετηµένη στην θέση j της ακολουθίας και 0 αλλιώς. 

Οι µεταβλητές και είναι δυαδικοί ακέραιοι και όλες οι άλλες είναι πραγµατικές 

µεταβλητές που παίρνουν ακέραιες τιµές όταν οι χρόνοι επεξεργασίας έχουν ακέραιες  

τιµές. 

 

4.2 Η οικογένεια οντέλων MILP Wagner 

αντίστοιχα. Τ = {Τri} είναι ο πίνακας των χρόνων επεξεργ

 ο χρόνος επεξεργασίας της i εργασίας στην r µηχανήΤ

α  µεγάλη ώστε να διασφαλίζει ότι µόνο ένα ζευγάρι διχοτοµηµένων σχέσεων είναι 

πραγµατικό.  

Οι µεταβλητές που χρησιµοποιούνται είναι :

rj  χB

riC  

ikD

 k. Αλλιώς είναι 0. Ισχύει i < k 

rjE  χρόνος ολοκλήρωσης της εργασίας  στην θέση j στην µηχανή r 

riS  χρόνος εκκίνησης της εργασίας i στην µηχανή r  

rjX  νεκρός χρόνος στην µ

 θέση j της ακολουθίας 

rjY  χρόνος αναµονής της εργασίας στην θέση j της ακολουθίας µετά την 

 ολοκλήρωση της επεξεργασίας της στην µηχανή r  

ijZ

 ikD   ijZ  

 µ
 

 Η οικογένεια αυτή αποτελείται από τρία µοντέλα, τα WST, Wilson και TS2. 

Κάθε ένα από αυτά χρησιµοποιεί την εξής αναπαράσταση για το πρόβληµα ανάθεσης 

των εργασιών στις θέσεις της ακολουθίας.  

1
1  (1 )ij

j
Z i N

Ν

=
= ≤ ≤∑     (2) 

1
1  (1 )

N
ij

i
Z j N

=
= ≤ ≤∑     (3) 
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Η σχέση (1) διασφαλίζει ότι κάθε εργασία τοποθετείται σε µία και µόνο µία θέση της 

 Η αντικειµενική συνάρτηση ελαχιστοποίησης του χρόνου περάτωσης µπορεί να 

εκφραστεί ως εξής

ακολουθίας και η σχέση (2) ότι κάθε θέση έχει γεµίσει από µια και µόνο µια εργασία. 

Στην συνέχεια θα παρουσιάσουµε αναλυτικά κάθε µοντέλο αυτής της οικογένειας. 

4.2.1 Το µοντέλο WST 

: m ax m ax M N
1 1

F = C = C =
N N

M i M
i p

T X
= =

+ p∑ ∑  (Ο1) 

Οι  οι εξής 

      (4)  

 

                  (5) 

r =

 

 Το µοντέλο αυτό προτάθηκε πρώτη φορά το 1989 από τον Wilson και στο οποίο 

ν εκκίνησης των εργασιών στις µηχανές για την δηµιουργία των 

 περιορισµοί του µοντέλου αυτού είναι οι (1) , (2) και

, 1 , 1 , 1 1, 1, 1
1 1

(1 1;1 1)

N N

ri i j r j r j r i ij r j rj
i i

T Z X Y T Z X Y

r M j N

+ + + + + +

= =

+ + = + +

≤ ≤ − ≤ ≤ −

∑ ∑

1, 1 , 1 , 1 1

1

   (1 1)
N

r r r ri i

i

X X Y T Z r M+

=

= + + ≤ ≤ −∑

1 0  (1 1)Y r M≤ ≤ −                  (6) 

 

 Οι περιορισµοί (3) και (4) διαβεβαιώνουν ότι (α) η εργασία στην θέση j+1 δεν 

µπορεί να ξεκινήσει την επεξεργασία της στην µηχανή r µέχρι η εργασία που βρίσκεται 

στην θέση j να έχει συµπληρώσει την επεξεργασία της στην ίδια µηχανή και (β)ότι η 

εργασία στην θέση j δεν µπορεί να ξεκινήσει την επεξεργασία της στην µηχανή r+1 αν 

δεν έχει τελειώσει από την µηχανή r. O περιορισµός (5) αναγκάζει την εργασία που 

βρίσκεται στην πρώτη θέση της ακολουθίας να ξεκινήσει αµέσως την επεξεργασία της σε 

µία από τις µηχανές 2 έως Μ αφού πρώτα έχει τελειώσει µε την προηγούµενη. 

4.2.2  Το µοντέλο Wilson 

γίνεται χρήση των χρόνω

περιορισµών. Η αντικειµενική συνάρτηση και οι περιορισµοί παρατίθενται παρακάτω:  

max
1

N

MN Mi iN
i

F B T Z
=

= + ∑    (Ο2) 
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1 1 1, 1
1

  (1 1)
N

j i ij j
i

B T Z B j N+

=

+ = ≤ ≤ −∑   (7) 

 

     

B T ≤ ≤    (9) 

N

rj ri ij

i

B T Z ≤

=

+∑

i=

+ ≤ ≤ ≤ ≤∑

µενη. Τέλος, ο ενδέκατος περιορισµός διασφαλίζει πως, για όλες τις µηχανές, 

ια εργασία δεν µπορεί να ξεκινήσει επεξεργασία σε µία µηχανή αν η προηγούµενη της 

στην ακολουθία δεν έχει τελειώσει από αυτή την µηχανή.  

.2.3 Μ

αυτό το µοντέλο γίνεται χρήση των χρόνων 

ολοκλήρωση ή τελικούς χρόνους Εrj  . Οι περιορισµοί καθώς και η αντικειµενική 

11 0B =  (8) 

1 1 1, 1
1

   (1r ri i r
i

Z B +

=

+ =∑ r M-1)
N

1,    (1 r M-1;2 j N)r jB + ≤ ≤ ≤ ≤  (10) 
1

, 1

1

   (2 r M;1 j N-1)ri ij r jB T Z B≤ +  (11) 

 

 Ο περιορισµός (7) αναγκάζει όλες τις εργασίες να ξεκινήσουν την επεξεργασία 

τους στην µηχανή 1 αµέσως µετά την αναχώρηση της προηγούµενης στη σειρά εργασιάς 

από αυτή την µηχανή. Ο (8) αναγκάζει την πρώτη εργασία στην ακολουθία, να ξεκινήσει 

την επεξεργασία στην µηχανή 1 την χρονική στιγµή 0. Ο περιορισµός (9) αναγκάζει την 

πρώτη στην ακολουθία εργασία να περάσει στην επόµενη µηχανή αµέσως µετά την 

ολοκλήρωση της επεξεργασίας στην τρέχουσα, δηλαδή να µην υπάρχει καµία 

καθυστέρηση. Ο (10) διασφαλίζει πως, για όλες τις µηχανές, κάθε εργασία δεν µπορεί να 

µεταβεί στην επόµενη µηχανή αν δεν έχει ολοκληρώσει την επεξεργασία της στην 

προηγού

N

rj

µ

4 οντέλο TS2  

 Το µοντέλο TS2 MILP για την επίλυση του προβλήµατος προγραµµατισµού 

εργασιών ελεύθερης διάταξης σε κάθε µηχανή αναφέρθηκε πρώτη φορά από τους EF 

Stafford, FT Tseng και JND Gupta4 . Σε 

συνάρτηση του µοντέλου είναι:  

max MNF E      (Ο3) 

, 1 , 1
1

  (1 r M;1 j N-1)
N

rj ri i j r j
i

E T Z E+ ≤ +

=

+ ≤ ≤ ≤ ≤∑   (12) 

=
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1, 1,
1

rj r i ij r j
i

+ ≤ +

=

   (1 r M-1;1 j
N

Z E+ ≤ ≤ ≤ ≤∑ N)E T   (13) 

N

i i11 1 1

1i

E T Z≥∑   

 

 ν χρήση του περιορισµού (12) διασφαλίζεται ότι η εργασία στην θέση j+1 

της ακολουθίας δεν µπορεί ν ή αν η προηγούµενη της 

 ακολουθία

 

σία στην πρώτη θέση της ακολουθίας στις µηχανές 2 

 Μ. 

 για

ιδέας

4.3.1 Το µοντέλο SGST(PI) 

 Σε αυτό το µοντέλο γίνεται χρήση της σταθεράς ΡΙ, στην οποία δίνουµε µία 

εγάλη

     (15) 

    (14) 
=

Με τη

α τελειώσει σε οποιαδήποτε µηχαν

στην  δεν έχει τελειώσει από αυτή την µηχανή και η εργασία στην θέση j+1 

έχει επίσης περάσει από αυτή την µηχανή. Ο επόµενος περιορισµός εξασφαλίζει ότι µια 

εργασία δεν µπορεί να ολοκληρωθεί στην µηχανή r+1 αν δεν έχει τουλάχιστον τελειώσει 

από την προηγούµενη και έχει πλήρους περάσει στην r+1. Ο 14ος περιορισµός 

υποστηρίζει ότι η εργασία που βρίσκεται στην πρώτη θέση της ακολουθίας δεν µπορεί να 

ολοκληρωθεί στην µηχανή 1 αν δεν έχει περάσει από αυτή. Σε αυτό το µοντέλο έχουµε 

µείωση κατά Μ-1 περιορισµούς µε την χρήση του περιορισµού (13), ο οποίος δίνει την 

πληροφορία σχετικά µε την εργα

έως

 

4.3 Οικογένεια µοντέλων MILP Manne 

 Υπάρχουν δύο υπό-οµάδες σε αυτή την οικογένεια µοντέλων  την επίλυση του 

προβλήµατος  που µελετάµε. Μια στην οποία γίνεται χρήση της βασικής  του 

Manne για τα ζευγάρια διχοτοµηµένων περιορισµένων και µια που χρησιµοποιεί την 

τροποποίηση του Liao-You (LY µοντέλα). 

µ  τιµή ώστε να διασφαλιστεί ότι µόνο ένα ζευγάρι διχοτοµηµένης σχέσης υπάρχει 

για κάθε ζεύγος περιορισµών. Η αντικειµενική συνάρτηση είναι : 

max maxF C=     (Ο4) 

υπό τους περιορισµούς  

1 1  (1 iN)i iC T≥ ≤
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1, 1,      (1 r M-1;1r i ri r iC C T+ +− ≥ ≤ ≤ i N)≤ ≤   (16) 

−

αυτή την µηχανή. 

Ο 16ος περιορισµός δηλώνει ορεί να ολοκληρωθεί στην r+1 

µηχανή αν δεν έχει ολοκληρωθεί στην προηγούµενη και µετά περάσει πλήρως στην 

 κάθε φορά σε µία µόνο 

µ ο οιείται για να διασφαλίσει ότι ο χρόνος περάτωσης του σετ των 

 Οι π αµορφώνουν τα διχοτοµηµένα ζευγάρια 

π  εργασιών, i και k, i≠k, έτσι ώστε είτε η 

εργασία i να προηγείται της k, είτε να την α λουθε  όχι και τα δύο. 

 µικού προγραµµατισµού για το πρόβληµα 

χρησιµοποίησε τους αρχικού χρόνους των εργασιών 

των µοντέλων ενωρίτερου αρχικού χρόνου εργασιών 

ε αυτά α  ε ό

≤

4.3.3 Το µοντέλο LYeq(PI) 

 φραστεί σε Liao-You µοντέλο, µε την 

χρήση ενός περιορισµού ισότητας και έναν περ µό µεταβλητών συνόρων που 

α ν περιορισµών. Τα ζεύγη των διχοτοµηµένων 

  (1 r M;1 i<k N)k ik riC C PD T+ ≥ ≤ ≤ ≤ ≤   (17) 

)(1   (1 r M;1 i<k N)rk ri ik rkC C P D T− + − ≥ ≤ ≤ ≤ ≤   (18) 

  (1 i N )M A X M iC C≥ ≤ ≤    (19) 

 Ο περιορισµός (15) διασφαλίζει ότι µία εργασία δεν µπορεί να ολοκληρώσει την 

επεξεργασία της στην µηχανή 1 αν δεν έχει ολοκληρωτικά περάσει σε 

ri r

 ότι κάθε εργασία δεν µπ

τρέχουσα. Αυτό σηµαίνει ότι κάθε εργασία επεξεργάζεται

ηχανή. Ο 19 ς χρησιµοπ

εργασιών είναι τουλάχιστον ίσος µε τον χρόνο ολοκλήρωσης της τελευταίας εργασίας 

στην ακολουθία της παραγωγής. 

εριορισµοί (17) και (18) δι

εριορισµών που σχετίζονται µε τα ζευγάρια των

κο ί αλλά

Στο αρχικό του µοντέλο γραµ

καταστηµάτων εργασιών ο Manne 

στους περιορισµούς του. Η σχέση 

µ  που π ρουσιάζουµε δώ εκφράζεται απ  την εξής σχέση: 

  (1= + ≤ ≤ ≤   (20)  

 4.3.2 Το µοντέλο SGST(pi) 

 Το  µοντέλο αυτό είναι το ίδιο µε το SGST(PI) µε µόνη διαφορά ότι η τιµή της 

σταθεράς ΡΙ είναι µικρότερη και συµβολίζεται ως pi. Ο λόγος της αλλαγής της τιµής της 

σταθεράς είναι ότι υπάρχουν ενδείξεις ότι µπορεί να απαιτείται λιγότερος υπολογιστικός 

χρόνος για την επίλυση του προβλήµατος. 

;1 )ri ri riC S T r M i N

Το όνοµα του µοντέλου µπορεί να µετα

ιορισ

ντικαθιστά κάθε ζευγάρι διχοτοµηµένω
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περιορισµών είναι συνδυασµέν την συνέχεια τίθεται ίση 

µε µία πλεονάζουσα µεταβλητή Qrik. Η συνδυασµένη εξίσωση είναι :   

P
r M i k N≤ ≤ ≤ < ≤

ή rik είναι  

≤

15) 

 Έχει διατυπωθεί από χειριστές λογισµικών πακέτων µαθηµατικού 

ογραµµατισµού ότι η χρήση ενσωµατωµένων οριακών µεταβλητών έχει ως 

αποτέλεσµα µικρότερους υπολογιστικούς χρόνους από όταν γίνεται χρήση ανισοτήτων 

ια να οριοθετηθούν αυτές οι µεταβλητές. Έτσι, αυτό το µοντέλο δηµιουργήθηκε µε 

οπό να εξετάσει ακριβώς αυτή την ιδιότητα και για αυτό παραµένει ίδιο µε το 

LYeq(PI), µε µόνη διαφορά την αντικατάσταση της εξίσωσης (22) από ενσωµατωµένα , 

ο λογισµικό, άνω όρια για την µεταβλητή Qrik. Επειδή το σχόλιο στην LINDO για την 

χρήση άνω ορίου είναι SUB το µοντέλο αυτό αναφέρεται ως  LYsub µοντέλο. Η τιµή του 

 παραµένει ίδια και εδώ. Το µοντέλο µπορεί να περιγραφεί ως εξής: 

                          (Ο4) 

T≥ ≤      (15) 

C T+ +− ≥ ≤ ≤ ≤ ≤   (16) 

C≥ ≤ ≤    (19) 

C C T Q
r M i k N
+ − − =

≤ ≤ ≤ < ≤
   (21) 

UB Q       (22) 

α σε µία απλή σχέση, η οποία σ

(1 ;1 )
ik ri rk ri rikD C C T Q+ − − =

   (21) 

Η εξίσωση που ορίζει την µεταβλητ  Q

  (1 ;1 )ri rkQ P T T r M i k N− − ≤ ≤ ≤ < ≤   (22) 

Η αντικειµενική συνάρτηση είναι όµοια µε αυτή του SGST(PI) µοντέλου και οι 

περιορισµοί του (15),(16),(19) µαζί µε τις 2 παραπάνω σχέσεις. Έτσι είναι 

max maxF C=     (Ο4) 

     (

rik

1 1  (1 iN)i iC T≥ ≤

1, 1,      (1 r M-1;1 i N)r i ri r iC C T+ +− ≥ ≤ ≤ ≤ ≤   (16) 

  (1 i N )M A X M iC C≥ ≤ ≤    (19) 

4.3.4 Το µοντέλο LYsub(PI) 

πρ

γ

σκ

στ

ΡΙ

max maxF C=  

1 1  (1 iN)i iC

1, 1,      (1 r M-1;1 i N)r i ri r iC

  (1 i N )M A X M iC

1 ;1 )
ik r i rk ri r ikP D

(

S ( )rik
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4.3.5 Το µοντέλο LYsub(pi)   

 Όπως είναι εύκολο κανείς  να καταλάβει από το όνοµα αυτού του µοντέλου, είναι 

αθεράς Ρ. Εδώ η τιµή του Ρ είναι 

η µε 100Ν. Αυτό το µοντέλο, όπως και το SGST(pi) παρουσιάστηκαν για πρώτη φορά 

το άρ

 8 α

 

ίδίο µε το  LYsub(PI) µε µόνη διαφορά στην τιµή της στ

ίσ

σ θρο των EF Stafford, FT Tseng και JND Gupta4 στο οποίο βασίστηκε το 

πειραµατικό µέρος αυτής εδώ της εργασίας. 

 Σε αυτό το κεφάλαιο παρουσιάστηκαν  µοντέλα µικτού κέραιου γραµµικού 

προγραµµατισµού. Στην συνέχεια θα περάσουµε στην αξιολόγηση της απόδοσης τους µε 

βάση τον υπολογιστικό χρόνο που απαιτεί το καθένα από αυτά για την επίλυση του 

προβλήµατος προγραµµατισµού καταστηµάτων ροής εργασιών ελεύθερης διάταξης µε 

κριτή 
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5 ειραµατικά Αποτελέσµατα  
 
 Μετά την παρουσίαση των µοντέλων MILP, θα περάσουµε στην σύγκριση τους, 

ως προς τον υπολογιστικό χρόνο που 

.  Π

απαιτούν για την επίλυση του προβλήµατος 

ρογρα

 

oblem with heuristics 

and exact algorithms».  

 

5.1 Σύ  των οντέλω ILP 

 
 οιήθηκ ν 9 ζεύγη ,Ν), µε τι  για τις ές Μ αι για 

τις εργασί και 10 διαφορετικές ιπτώσε νων γ ε ζεύγος  

(Μ,Ν). Οι οι επεξεργασίας των ασιών σε θε µηχα  τυχαίο αιοι που 

προέκυ οµοιόµ ρφη κατανοµή στο (1,100).  τερες 

έρευνες  η κατανοµή των χρόνων επεξερ σίας εί ύσκο  επίλυση 

των προ ν προγραµµατισµ µ ν ροής δή ο. Τα 

δεδοµέν  επίλυση του προβ ατος (Μ , Τri, L ) τα π  από την 

ιστοσελ ric Ta rd, µια βάση δεδοµένων που χρ ούν οι ητές για 

πειράµα ασίας   λογισ , ν  του 

υπολογ όνου. επίλυση τ προβληµ  έγινε ήση γισµικού 

ILOG CPLEX 8.1 χρη οποιώντα  OPL studio σε έ entiu 1,8 GHz  

προσωπ γιστή  512ΜΒ µ η RDRAM.  

 οντελοποιήσαµε µαθηµατι οντέλ ρουσ ε στο 4ο 

Κεφάλα χρήση ς γλώσσα PL ILOG την C στε ρέσουµε 

π µµατισµού καταστηµάτων εργασιών κοινής διάταξης στις µηχανές, µε 

αντικειµενική συνάρτηση την ελαχιστοποίηση του χρόνου περάτωσης των εργασιών. Το 

πειραµατικό µέρος αυτής της εργασίας πραγµατοποιήθηκε στο Ερευνητικό Ινστιτούτο 

«Institute of Industrial Engineering and Control» του Πολυτεχνείου της Καταλονίας 

(Technical University of Catalonia (UPC)) στην Βαρκελώνη, υπό την επίβλεψη του 

καθηγητή Albert Subia Coromina και της καθηγήτριας Amaia Lusa Garcia, ως µέρος 

ενός project του ινστιτούτου µε τίτλο «Solving the P-flowshop pr

γκριση  µ ν M

Χρησιµοπ α  (Μ µές  µηχαν (5,10,20) κ

ες Ν(20,50,100) περ ις δεδοµέ ια κάθ

 χρόν  εργ  κά νή ήταν ι ακέρ

ψαν από ο Είναι γνωστό από παλαιό

 ότι αυτή γα ναι η πιο δ λη για

βληµάτω ού καταστη άτω , µε οποια πο θοδτε µέ

α για την λήµ , Ν B και UB ήραµε

ίδα του E illa ησιµοποι  ερευν

τα δοκιµ επιδόσεων ενός µικού σε αυτή τη  περίπτωση

ιστικού χρ Η ων άτων  µε την χρ του λο

σιµ ς το να Dell P m IV 

ικό υπολο  µε νήµ

Αρχικά, µ τα κά µ α που πα ιάσαµ

ιο µε την  τη ς O  σ PLEX έτσι ώ να µπο
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να συνε στην εκτέλεση του  µορφή ν µοντ ην χρ υτού του 

ωση (Μ,Ν)=(5,20), εξετάζοντας 3  

υµε στα ίδια 

N INSTANCE TIME OBJ 

χίσουµε ς. Η τω έλων µε τ ήση α

λογισµικού φαίνεται στο Παράστηµα Α.  

 Στην συνέχεια, κάναµε κάποια αρχικά δοκιµαστικά πειράµατα, διαλέγοντας να 

εκτελέσουµε τα µοντέλα µόνο για την περίπτ

διαφορετικά αρχεία δεδοµένων για κάθε µοντέλο, δηλαδή 24 µοντέλα. Αυτό έγινε για να 

πιστοποιήσουµε πως µε την χρήση του λογισµικού που επιλέξαµε, καταλήγο
4συµπεράσµατα µε αυτά των EF Stafford, FT Tseng και JND Gupta , ότι δηλαδή τα 

µοντέλα της οικογένειας Wagner υπερέχουν από αυτά της οικογένειας Manne, κάτι που 

µπορεί κανείς να διαπιστώσει κοιτώντας τον Πίνακα 1, παρακάτω. 

MODEL M 
wst 5 20 1 12.703 1279 
wst 5 20 2 3599.916 1359 
wst 5 20 3 3599.916 1081 

Average       2404.178333 1239.66667 
wilson 5 20 1 0.485 1164 
wilson 5 20  1.328 349 2 1
wilson 5 20  1.781 073 3 1

Average       1.198 1195.33333 
TS2 5 20 1 3599.964 1282 
TS2 5 20 2 7.563 1359 
TS2 5 20 3 3599.9 1083 

Average       2402.475667 1241.33333 
SGSTPI 5 20 1 3600.024 1297 
SGSTPI 5 20 2 3600.024 1366 
SGSTPI 5 20 3 3600.04 1127 
Average       3600.029333 1263.33333 
SGST_pi 5 20 1 3600.024 1297 
SGST_pi 5 20 2 3600.087 1366 
SGST_pi 5 20 3 3600.097 1130 
Average       3600.069333 1264.33333 
LYsubPI 5 20 1 3600.009 1297 
LYsubPI 5 20 2 3600.023 1366 
LYsubPI 5 20 3 3600.024 1129 
Average       3600.018667 1264 

LYsub_pi 5 20 1 3600.004 1304 
LYsub_pi 5 20 2 3600.023 1367 
LYsub_pi 5 20 3 3600.008 1118 
Average       3600.011667 1263 
LYeqPI 5 20 1 3599.924 1297 
LYeqPI 5 20 2 3600.023 1366 
LYeqPI 5 20 3 3600.024 1129 
Average       3599.990333 1264 

     Πίνακας 1 
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 Είναι εµφανές ότι τα µοντέλα WST, Wilson, TS2υπερέχουν των υπολοίπων και 

ια αυτό συνεχίσαµε την έρευνα µας µόνο µε αυτά. 

 Στα  που αµε γι ουµε ατα, έχουµε 

βάλει την ε t_ 01.s oa P ete Ga " 001

µε την οπο µε στ ικ υ  µ Α µαίνει ότι  

αν δεν σταµ µε δικ όγ  β λ λύση, τότε 

η διαφορά α σα την λύση ου παίρνουµε και  βέλτιστη είν το πολύ 0.1%.  

Επίσης προσ µε τ ή  
wst_20_5_01.setFloatParameter("epAGap", 0.999); 

µε την οπο µ λ ο  ς ν νάρτησης 

ίση µε 0.999 λυτη αν ίν έ ο α υ λύσης της 

αντικειµενικής συνάρτησης και αυτής  τελικά παίρνουµε. Η αντικειµενική 

συνάρτησ στα µοντέ γχουµε ραιες η ελάχιστη 

διαφορά π εί ρχε ι ίση και τό τ ο η εση αυτής 

της ανοχ π λ α σ λ ο ε µήπως 

βοηθήσει στ πίλυ

 Αφο σθ σαµε την πόλυτη ανοχή περνάµε στην εκτέλεσ των 3 µοντέλων 

της οικογ a ς  α ή το TS2 

µοντέλο απ πολ υ σ ,  κ ρό ό µηχανών 

και εργα  ν ρ ντας 10 

περιπτώσεις οµέν όνο Μ =  0. Μ=10 και 

=(20,50,100) χρησιµοποιήσαµε µόνο 5 από τα 10 αρχεία δεδοµένων και για Μ=20 και 

Ν=(20,50,100) µόνο τα  αρχε ρωτικ τα για κάθε 

µοντέλο χω αίν  τηµ

 Εδώ δίνουµε την µέση, την ελάχιστη και την µέγιστη τιµή υπολογιστικού 

χρόνου που είτ την σ ο ο  τιµής της 

αντικειµενικ νάρ

 

 

 

 

γ

 αρχεία  δηµιουργήσ α να εκτελέσ τα προγράµµ

ντολή ws 20 __5 e ltF t aram r("ep p , 0. ); 

ία θέτου  ανοχή ην διαδ ασία επίλ σης ίση ε 0.001. υτό ση

ατήσου  την δια ασία για κάποιο λ ο πριν ρεθεί η βέ τιστη 

νάµε  σ  π  στην αι 

θέσα ην εντολ

ία θέτου ε µια από υτη αν χή για την τιµή τη  αντικειµε ικής συ

. Από οχή ε αι η µ γιστη διαφ ρά µετ ξύ της επιθ µητής 

που

η λα που ελέ  παίρνει ακέ τιµές, οπότε 

ου µπορ να υπά ι είνα  µε 1  γι’αυ ον λόγ πρόσθ

ής δεν ε ιφέρει αλ αγή στ  αποτελέ µατα α λά την δ κιµάζουµ

ην ε ση.  

ύ προ έ  α η 

ένε Wιας g αµner . Λ β αάνοντ  υπόψη τα αρχικά αποτελέσµ τα ιδ, επε

αιτεί ύ µεγάλο πολογι τικό χρόνο ακόµη αι για µικ  αριθµ

σιών, αποφασίσαµε να συ εχίσουµε τα πει άµατα χρησιµοποιώ

 δεδ ων µ για =5 και Ν 20 ή 50 ή 10 Για 

Ν

 3 από τα 10 ία.  Τα ολοκλη ά αποτελέσµα

ριστά φ ονται στο Παράρ α Β.  

του 

ι της  απαιτ αι για  επίλυ η του πρ βλήµατ ς καθώς κα

ής συ τησης. 
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  N=  N M=20 | 20 M=5 | 20 M=10 | =20 N=
M L TIME OBJ ODE TIME OBJ TIME OBJ 
wilson             

Average 4.1218 1192.5 3600.013 1500.4 3600.06 2260.9 
min 0.25 1073 3599.92 1353 3599.997 2159 
max 20.515 1349 3600.118 1648 3600.129 2341 
wst             

Average 1896.356 1223.9 3393.817 1542.8 3600.142 2296.1 
min 16.687 1081 1532.938 1415 3600.072 2190 
max 3599.963 1359 3601.89 1696 3600.329 2413 
TS2             

Average 2108.184 1222.8 3600.089 1547.4 3600.136 2310 
min 2.75 1083 3600.085 1406 3600.111 2184 
max 3601.256 1359 3600.101 1702 3600.148 2392 

 

  M=5 | N=50 M=10 | N=50 M=20 | N=50 
MODEL TIME OBJ TIME OBJ TIME OBJ 
wilson             

Average 389.5251 2726.8 3600.225 3060.6 3600.611 4047.75 
min 1.047 2548 3600.121 2916 3600.571 3862 
max 3600.035 2837 3600.282 3188 3600.705 4404 
wst             

Average 1267.456 2737.9 3600.31 3155.5 3600.75 4070.2 
min 13.578 2552 3600.227 3026 3600.587 3927 
max 3600.462 2864 3600.442 3246 3601.335 4181 
TS2             

Average 554.3467 2737.6 3600.344 3115.8 3600.784 4127.333 
min 3.75 2554 3600.332 3026 3600.773 4057 
max 3600.156 2863 3600.352 3199 3600.789 4223 

 

  M=5 | N=100 M=10 | N=100 M=20 | N=100 
MODEL TIME OBJ TIME OBJ TIME OBJ 
wilson             

Average 57.4977 5209.4 3601.087 5797.3
no 
solution 

no 
solution 

min 10.969 4960 3601.055 5515     
max 133.092 5435 3601.134 6104     
wst             

Average 1892.317 5249.1 3601.246 5898.6
no 
solution 

no 
solution 

min 150.356 5018 3601.212 5518     
max 3600.697 5493 3601.275 6295     
TS2             

Average 2458.309 5252.1 3601.351 5853.2
no 
solution 

no 
solution 

min 186.672 5018 3601.32 5624     
max 3600.704 5493 3601.383 6057     
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 Παρατηρώντας τα αποτελέσµατα, βλέπουµε πως και τα τρία µοντέλα απαιτούν 

ερισσότερο από µία ώρα για να δώσουν την βέλτιστη λύση όταν αυξάνεται ο αριθµός 

των µηχανών πάνω από 5. Σε α πτώσεις εξετάζουµε την τιµή της 

αντικειµενι άρτη στώ µον δίνει την 

καλύτερη φορά Επίσης,  από τα τρία µοντέλ δεν δίνε  µια εφικτή 

λύση για Μ Ν=

 Όταν ε έν α ωγ 5 µ  παρατηρούµ για Ν=20 

υπερτερεί λο   µ ο ν ηµαντική 

βελτίωση στο ολογ όν  α  σ ε τώ =20 και 

Ν=100. Γι  η κατάσταση  αλλάζει και  Wilson δίνει  καλύτερα 

αποτελέσµα

 Λαµβάνοντας υ  παραπάνω αποτελέσµ τα, περάσαµε στην εφαρµογή 

νός πάνω και ενός κάτω ορίου στην αντικειµενική συνάρτηση, µε βάση τις σηµειώσεις 

υ καθηγητή Pastor Moreno Rafael του Πολυτεχνείου της Καταλονίας (UPC). Για την 

εφαρµογ αυτών των θ α µαθ τέλα έναν 

επιπλέον π ό, έ  τη ρµο  πάν υ κα  για φαρµογή 

του κάτω τα ε O Η ου θ πό αυτά 

φαίνεται στο άρτηµα 

 Εφ ε  δύο αυτά όρι στα ζεύγη 

(Μ,Ν)=(5 ) , έδω α έσµατα, 

για να εξετά ε το ισ ς του ο χρ Σε κάθε 

ζευγάρι χρ ιή τ α  α δο α έσµατα 

για όλες τ ριπτώσ ίν  στο άρτη . νου όνο τα 

υγκεντρωτι της   µέγιστης και µής του 

π

υτές τις περι

κής συν σης και διαπι νουµε ότι το τέλο Wilson 

 λύση κάθε . κανένα α ι

=2 ι 0 κα 100.  

 έχουµ α σύστηµ  παραγ ής µε ηχανές ε ότι 

το µοντέ  Wilson και όταν Ν=50 το οντέλ TS2 εµφα ίζει σ

ν υπ ιστικό χρ ο που παιτεί σε χέση µ  τις περιπ σεις Ν

α Ν=100 δεν το τα

τα. 

πόψη τα α

ε

το

ή ορίων προσ έσαµε στα πρότυπ ηµατικά µον

εριορισµ ναν για ν εφα γή του ω ορίο ι έναν  την ε

 ι ορίου κα  γράψαµ  στο IL G OPL.  µορφή π  πήρε κά ε ένα α

 παρ Α.  

αρµόσαµ τα α (Upper Bound, Lower Bound) 

,20), (Μ,Ν =(5,50), (Μ,Ν)=(5 100) που σαν ικ νοποιητικά αποτελ

σουµ  ενδεχόµενο βελτ τοποίηση  υπολ γιστικού όνου. 

ησιµοπο σαµε και α 10 δι φορετικά ρχεία δε µένων. Τ  αποτελ

ις πε εις φα ονται  Παρ µα Β Εδώ δί µε µ

σ κά αποτελέσµατα  µέσης τιµής, της  της ελάχιστης τι

υπολογιστικού χρόνου και της αντικειµενικής συνάρτησης. 
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Upper Bound 
 M=5 | N=20 M=5 | N=50 M=5 | N=100 

MODEL TIME OBJ TIME OBJ TIME OBJ 
wilson_UB       

Average 361.0675 1192.5 20.0675 2726.5 90.3053 5208.8 
min 0.312 1073 1.14 2548 12.359 4956 
max 3599.94 1349 79.83 2837 435.951 5435 

wst_UB       
Average 1385.813 1222.9 1322.247 2732 1455.453 5249 

min 25.361 1081 11.657 2552 141.351 5018 
max 3600.325 1359 3600.481 2863 3600.919 5493 

TS2_UB       
Average 21 2 n53.63 122 o solution no solution 

min 2.344 1081     
max 3600.688 1359     

 

 

Lower Bound 
  = =5 =M=5 | N 20 M=5 | N 0 M=5 | N 100 

MODEL O T OBJ TIME BJ IME TIME OBJ 
wil B       son_L       

Average 17.4224 1204.3 113.35 2727.2 56.2255 5218.6 35
min 0.109 1073 0.859 2548 12.015 4963 
max 62.231 921349 5.101 2838 142.684 5437 

w        st_LB       
Average 1156.809 1223.6 1362.048 2737.5 1956.338 5248.7 

min 10.922 109 2552 168.673 5018 1 14.625
max 3600 63 36 3 .604 1359 3600.195 28 00.887 549

TS2_LB             
Average 1953.1 610.20 246 2604.7  77 1223.3 58 5. 227 52 5250.9

min 9.672 1082 2.312 2.724 323.627 5021 
max 3600.116 1359 36 3  00.168 2863 600.685 5495 

 

 Με τη µατιά στα παραπάνω αποτελέσµατα µπορεί  να αντιληφθεί 

ότι, η εφαρ  των στη ικει συνάρτηση ιφ  

αποτελέσµα τός ον ς ει ση  Wilson 

µοντέλου α  π ίου 5 5 ι µ  µείωση 

του υπολογιστικού χρ ά αι τ  σ  σίγουρο 

υµπέρασµα. Για το µοντέλο TS2 η εφαρµογή των ορίων είχε αντίθετα αποτελέσµατα 

 µια πρώ  κανείς  

µογή  ορίων ν αντ µενική  δεν επ έρει καλύτερα

τα εκ  από µεµ ωµένε περιπτώσ ς. Στην περίπτω  του

µε την εφ ρµογή του άνω ορ  για Μ=  και Ν= 0 υπάρχε εγάλη

ό λνου αλ δεν είν αρκετό για να κα αλήξουµε ε ένα

σ

από αυτά που επιζητούσαµε. Στην περίπτωση του άνω ορίου δεν είχαµε λύση που να 

ανταποκρίνεται στα κριτήρια µας µετά από µια ώρα υπολογιστικού χρόνου. Όσο αφορά 
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το µοντέλο WST δεν µπορούµε να θεωρήσουµε ότι υπάρχει κάποια επίδραση από την 

εφαρµογή του άνω και κάτω ορίου στην αντικειµενική συνάρτηση. 

 Στην συνέχεια, αποφασίσαµε να πειραµατιστούµε χωρίς την απόλυτη ανοχή στην 

υµε µόνο το πάνω και κάτω όριο. Τα 

α η

αντικειµενική συνάρτηση και να κρατήσο

αποτελέσµατ  ολόκληρης της διαδικασίας φαίνονται στο Παράρτ µα Β.  

 

Upper Bound 
 M=5 | N=20 M=5 | N=50 M=5 | N=100 

MODEL TIME OBJ TIME OBJ TIME OBJ 
wilson_UB       

A rve age 3600.089 1571.333 19.8737 2726.5 90.1413 5208.8 
min 3600.073 1473 1.157 2548 12.358 4956 
max 3600.114 1650 77.876 2837 435.564 5435 

wst_UB       
Average 2732 1455.41388.239 1222.9 1322.247 52 5249 

min 25.419 1081 11.657 2552 141.351 5018 
max 3600.07 1359 3600.481 2863 3600.919 5493 

TS2_UB       
A rve age 2153.335 1222 855.8453 2737.6 2457.416 5251.4 

min 2.265 1081 4.421 2552 141.932 5022 
max 3600.053 1359 3600.018 2863 3601.048 5493 

 

Lower Bound 
 M=5 | N=20 M=5 | N=50 M=5 | N=100 

MODEL TIME OBJ TIME OBJ TIME OBJ 
wilson_LB       

Average 3600.093 1567.667 112.3211 2727.2 55.4519 5218.6 
m 4963 in 3600.086 1462 0.86 2548 11.922 
max 3600.101 1661 915.646 2838 141.595 5437 

wst_LB       
Ave 2 . 2rage 1157.462 1223.6 1362.048 737 5 1956.338 5 48.7 

min 10.906 1091 14.625 2552 168.673 5018 
max 3600.345 1359 3600.195 2863 3600.887 5493 

TS2    _LB    
Average 2737.4 2491.299 5242 1954.477 1223.3 609.143 

min 9.672 1082 3.2656 2552 322.831 5021 
max 3600.086 1359 3600.195 2863 3600.727 5495 

 

 Σε γενικές

αποτελέσµατα  οποίο πήραµε λύσεις για Ν=50 και 

=100 

 γραµµές, η αφαίρεση της απόλυτης ανοχής δεν επέφερε κάποια βελτίωση στα 

, µε εξαίρεση το µοντέλο TS2, για το

Ν όταν εφαρµόζουµε πάνω όριο στην αντικειµενική συνάρτηση σε αντίθεση µε τα 

προηγούµενα πειράµατα. 
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5.2 Σχολιασµός Αποτελεσµάτων  

 Από την σύγκριση των 8 µοντέλων µικτού ακέραιου γραµµικού 

προγραµµατισµού (MILP), που παρουσιάσαµε στο 4ο Κεφάλαιο, ως προς τον 

υπολογιστικό χρόνο που απαιτούν για την επίλυση του προβλήµατος προγραµµατισµού 

εργασιών κοινής διάταξης, µε αντικειµενική συνάρτηση την ελαχιστοποίηση του χρόνου 

M τ µ ρ

 εφαρµογή της απόλυτης ανοχής στην τιµή της αντικειµενικής 

σης δεν επέφερε κάποια διαφοροποίηση στα αποτελέσµατα, το 

Wilson µοντέλο είναι καλύτερο από τα άλλα δύο, κάτι που αναµέναµε.  

 Για σταθερό αριθµό εργασιών και αύξηση των µηχανών του συστήµατος 

τα αποτελέσµατα είναι απογοητευτικά αφού και για τα τρία µοντέλα, ο 

χρόνος που απαιτείται για επίλυση ξεπερνά την 1 ώρα και στην περίπτωση 

Μ=20 και Ν=100 δεν υπάρχει λύση πάνω στην µια ώρα. 

 Η εφαρµογή του άνω και κάτω ορίου που πρότεινε ο καθηγητής Pastor 

Moreno Rafael δεν βοηθά δραστικά στην µείωση του υπολογιστικού 

χρόνου που απαιτείται για την επίλυση των προβληµάτων. 

 Η εφαρµογή του άνω και κάτω ορίου επιφέρει µεµονωµένα καλά 

αποτελέσµατα και δεν µπορούµε να καταλήξουµε σε ασφαλές 

συµπέρασµα για το αν κάποιο από τα 2 όρια που εφαρµόσαµε στην 

αντικειµενική συνάρτηση υπερτερεί. 

 Η χρήση πάνω ορίου στο TS2 µοντέλο επιφέρει µη επιθυµητά 

αποτελέσµατα αφού δεν υπάρχει εφικτή λύση σε µία ώρα επίλυσης. 

 Η εφαρµογή των άνω και κάτω ορίων χωρίς την απόλυτη ανοχή 0.999 δεν 

επιφέρει καλύτερα αποτελέσµατα . 

Με βάση την έρευνα και τα αποτελέσµατα αυτής εργασίας, υπάρχουν αρκετά 

ηµεία που θα µπορούσαν να αποτελέσουν αρχή για περαιτέρω έρευνα. Πρώτον, θα ήταν 

αλό να ελεγχθεί η συµπεριφορά των µοντέλων SGST(PI) και LYsub(PI), της 

ικογένειας Manne, σε περίπτωση που µειωθεί η τιµή της σταθεράς ΡΙ. ∆εύτερον, να 

λέγξουµε την συµπεριφορά των µοντέλων σε περίπτωση που θεωρηθούν ως ακέραιες,  

περάτωσης των εργασιών, τα βασικά συµπεράσµατα που καταλήγουµε είναι:  

 Τα 3 µοντέλα της οικογένειας Wagner υπερτερούν των 5 της οικογένειας 

anne, κά ι που το αναµέναµε µε βάση προηγού ενες έ ευνες.  

 Η

συνάρτη

 

σ

κ

ο

ε
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οι πραγµατικές µεταβλητές οι οποίες παίρνουν ακέραια τιµή όταν ο χρόνος εκτέλεσης 

των εργασιών p  είναι ακέραιος. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ij

 Να ελεγχθεί το ενδεχόµενο πιθανής βελτίωσης που θα µπορούσε να επιφέρει η 

αλλαγή των παραµέτρων που χρησιµοποιήθηκαν από την CPLEX. Τέλος, ίσως να 

βοηθούσε η ανάθεση προτεραιότητας στις µεταβλητές κατά την διαδικασία 

διακλάδωσης.  
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6. Επίλογος   
Σε αυτή την διπλωµατική εργασία, µελετήσαµε µεθόδους προγραµµατισµού 

τέλεσης εργασιών σε µια γραµµή παραγωγής (flowshop, κατάστηµα ροής) µε σκοπό 

ν ελαχιστοποίηση του συνολικού χρόνου περάτωσης. Οι µέθοδοι αυτές διακρίνονται 

ε ευρετικές µεθόδους (GA, SA, Tabu Search, Αnt Colony) και σε ακριβείς. Μετά την 

εριγραφή των µεθόδων δώσαµε έµφαση στις ακριβείς µεθόδους, οι οποίες 

οντελοποιούν το πρόβληµα ως πρόβληµα µικτού ακέραιου γραµµικού 

ρογραµµατισµού. Στην κατηγορία αυτή ανήκουν 8 παραλλαγές: WST, Wilson, TS2, 

Ysub(PI), LYsub(pi), LYeq(PI), SGST(PI) και SGST(pi). 

Η συνεισφορά της εργασίας είναι η συγκριτική αξιολόγηση των µοντέλων. Από 

ριθµητικά πειράµατα µε προβλήµατα 5-10-20 µηχανών και 20-50-100 εργασιών 

προκύπτει ότι καλύτερη  Wagner, η οποία 

προτείνεται για πρακτικέ  από απόψεως χρόνων 

κτέλεσης.

 

εκ

τη

σ

π

µ

π

L

 

α

φαίνεται να είναι η οικογένεια µοντέλων

ς εφαρµογές ως η πλέον αποδοτική

ε
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1. WST MODEL 
 
//DATA DECLARATION 
int M=...; 
int N=...; 
int t[1..M,1..N]=...; 
int cotainf=...; 
int cotasup=...; 
 
//VARIABLES 
var int z[1..N,1..N] in 0..1; //zij: 1 if job i is assigned to seq 
position j. O otherwise 
var float+ x[1..M,1..N]; //Xrj: idle time on machine r before the start 
of job in seq position j 
var float+ y[1..M,1..N]; //Yrj: waiting time of job in seq position j 
after it finishes processing on machine r 
 
//CONSTRAINTS 

..N]; 

..N-1]; 

MODEL 

n 1..N)t[M,i]+sum(p in 1..N)x[M,p] 

 to { 
n 1..N) 

    n2[i]:sum(j in 1..N)z[i,j]=1; 

.N) 
 n3[j]:sum(i in 1..N)z[i,j]=1; 

 forall(j in [1..N-1]) 
in 

+1]=sum(i in 
.N)(t[r+1,i]*z[i,j])+x[r+1,j+1]+y[r,j]; 

+y[r,1]+sum(i in 1..N)(t[r,i]*z[i,1]); 

    n6[r]:y[r,1]=0; 

constraint n2[1
constraint n3[1..N]; 
constraint n4[1..M-1,1
constraint n5[1..M-1]; 
constraint n6[1..M-1]; 
 
//
minimize 
   sum(i i
 
bjectsu

   forall (i i
  
    
   forall (j in 1.
     
 
   forall(r in [1..M-1]) 
     
         n4[r,j]:sum(i 
1..N)(t[r,i]*z[i,j+1])+x[r,j+1]+y[r,j
1.
 
   forall(r in [1..M-1]) 
      n5[r]:x[r+1,1]=x[r,1]
       
   forall(r in [1..M-1]) 
  
     
}; 
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2. WST with Lower Bound  
 
//DATA DECL
int M=...; 

ARATION 

int N=...; 
...; int t[1..M,1..N]=

int cotainf=...; 
int cotasup=...; 
 
//VARIABLES 
var int z[1..N,1..N] in 0..1; //zij: 1 if job i is assigned to seq 
position j. O otherwise 
var float+ x[1..M,1..N]; //Xrj: idle time on machine r before the start 
of job in seq position j 
var float+ y[1..M,1..N]; //Yrj: waiting time of job in seq position j 
after it finishes processing on machine r 
var float+ obj; //objective function 
 
//CONSTRAINTS 
constraint n2[1..N]; 
constraint n3[1..N]; 

.N-1]; constraint n4[1..M-1,1.
constraint n5[1..M-1]; 
constraint n6[1..M-1]; 
 
//MODEL 
minimiz
 obj 

e 
  
 
subject to { 
 
   obj=sum(i in 1..N)t[M,i]+sum(p in 1..N)x[M,p]; 
   obj>=cotainf; 
    
   forall (i in 1..N) 
      n2[i]:sum(j in 1..N)z[i,j]=1; 
    
   forall (j in 1..N) 
      n3[j]:sum(i in 1..N)z[i,j]=1; 
 
   forall(r in [1..M-1]) 
      forall(j in [1..N-1]
         n4[r,j]:sum(i in 
1..N)(t[r,i]*z[i,j+1])+x[r,j+1]+y[r,j+1]=sum(i in 
.N)(t[r+1,i]*z[i,j])+x[r+1,j+1]+y[r,j]; 

) 

1.
 
   forall(r in [1..M-1]) 
      n5[r]:x[r+1,1]=x[r,1]+y[r,1]+sum(i in 1..N)(t[r,i]*z[i,1]); 
       
   forall(r in [1..M-1]) 
     

  
 n6[r]:y[r,1]=0; 

   
}; 
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3. WST with Upper Bound 

y[1..M,1..N]; //Yrj: waiting time of job in seq position j 
es processing on machine r 

ctive function 

1..N)x[M,p]; 

.N) 
z[i,j]=1; 

) 
 

orall(r in [1..M-1]) 
  n6[r]:y[r,1]=0; 

    
; 

 
//DATA DECLARATION 
int M=...; 
int N=...; 
int t[1..M,1..N]=...; 
int cotainf=...; 
int cotasup=...; 
 
//VARIABLES 
var int z[1..N,1..N] in 0..1; //zij: 1 if job i is assigned to seq 
position j. O otherwise 
var float+ x[1..M,1..N]; //Xrj: idle time on machine r before the start 
of job in seq position j 
r float+ va

after it finish
var float+ obj; //obje
 
//CONSTRAINTS 

..N]; constraint n2[1
constraint n3[1..N]; 
constraint n4[1..M-1,1..N-1]; 
constraint n5[1..M-1]; 
nstraint n6[1..M-1]; co

 
//MODEL 
minimize 
 obj   

 
bject to { su

 
   obj=sum(i in 1..N)t[M,i]+sum(p in 

bj<=cotasup;    o
 
   forall (i in 1..N) 
    n2[i]:sum(j in 1..N)z[i,j]=1;   

    
orall (j in 1.   f

      n3[j]:sum(i in 1..N)
 
 forall(r in [1..M-1])   

      forall(j in [1..N-1]
         n4[r,j]:sum(i in
1..N)(t[r,i]*z[i,j+1])+x[r,j+1]+y[r,j+1]=sum(i in 
.N)(t[r+1,i]*z[i,j])+x[r+1,j+1]+y[r,j]; 1.

 
   forall(r in [1..M-1]) 
      n5[r]:x[r+1,1]=x[r,1]+y[r,1]+sum(i in 1..N)(t[r,i]*z[i,1]); 
       

   f
    
 
}
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4. WILSON MODEL 
 
//DATA DECLARATION 
int M=...; 
int N=...; 
int t[1..M,1..N]=...; 
int cotainf=...; 
int cotasup=...; 
 
//VARIABLES 
var int z[1..N,1..N] in 0..1; //zij: 1 if job i is assigned to seq 
position j. O otherwise 
var float+ b[1..M,1..N]; //brj: start time of job in seq position j on 
machine r 
 
//CONSTRAINTS 

..N]; 

 

.M-1]; 
.N]; 

MODEL 

+ sum(i in 1..N)t[M,i]*z[i,N] 

 to { 

 forall (i in 1..N) 

.N) 
    n3[j]:sum(i in 1..N)z[i,j]=1; 

) 
t[r,i]*z[i,1])=b[r+1,1]; 

.M-1]) 
 forall(j in 2..N) 

um(i in 1..N)(t[r,i]*z[i,j])<=b[r+1,j]; 

 forall(r in 2..M) 
) 

constraint n2[1
constraint n3[1..N]; 
constraint n7[1..N-1];
constraint n8; 
constraint n9[1.
constraint n10[1..M-1,2.
constraint n11[2..M,1..N-1]; 
 
//
minimize 
   b[M,N] 
 
bjectsu

  
  
      n2[i]:sum(j in 1..N)z[i,j]=1; 
    
   forall (j in 1.
  
 
   n8: b[1,1]=0; 
    
   forall(r in [1..M-1]
         n9[r]:b[r,1]+sum(i in 1..N)(
 
   forall(r in [1.
     
         n10[r,j]:b[r,j]+s
 
  
      forall(j in [1..N-1]
         n11[r,j]:b[r,j]+sum(i in 1..N)(t[r,i]*z[i,j])<=b[r,j+1]; 
 
 };
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5. WILSON with Lower Bound 
 
//DATA DECLARATION 
int M=...; 
int N=...; 
int t[1..M,1..N]=...; 
int cotainf=...; 
int cotasup=...; 
 
//VARIABLES 
var int z[1..N,1..N] in 0..1; //zij: 1 if job i is assigned to seq 
position j. O otherwise 
var float+ b[1..M,1..N]; //brj: start time of job in seq position j on 
machine r 
var float+ obj; //objective function 
 
//CONSTRAINTS 
constraint n2[1..N]; 
constraint n3[1..N]; 
constraint n7[1..N-1]; 
constraint n8; 
constraint n9[1..M-1]; 
constraint n10[1..M-1,2..N]; 
constraint n11[2..M,1..N-1]; 
 
//MODEL 
minimize 
   obj 
 
subject to { 
 
   obj=b[M,N] + sum(i in 1..N)t[M,i]*z[i,N]; 
   
   obj>=cotainf; 
 
   forall (i in 1..N) 
      n2[i]:sum(j in 1..N)z[i,j]=1; 
    
   forall (j in 1..N) 
      n3[j]:sum(i in 1..N)z[i,j]=1; 
 
   n8: b[1,1]=0; 
    
   forall(r in [1..M-1]) 
         n9[r]:b[r,1]+sum(i in 1..N)(t[r,i]*z[i,1])=b[r+1,1]; 
 
   forall(r in [1..M-1]) 
      forall(j in 2..N) 
         n10[r,j]:b[r,j]+sum(i in 1..N)(t[r,i]*z[i,j])<=b[r+1,j]; 
 
   forall(r in 2..M) 
      forall(j in [1..N-1]) 
         n11[r,j]:b[r,j]+sum(i in 1..N)(t[r,i]*z[i,j])<=b[r,j+1]; 
 
}; 
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6. WILSON with Upper Bound 

/brj: start time of job in seq position j on 

 //objective function 

N-1]; 
nstraint n8; 

t n9[1..M-1]; 
 n10[1..M-1,2..N]; 
n11[2..M,1..N-1]; 

imize 

ct to { 

z[i,N]; 
 

    n2[i]:sum(j in 1..N)z[i,j]=1; 

  
orall(r in [1..M-1]) 

        n9[r]:b[r,1]+sum(i in 1..N)(t[r,i]*z[i,1])=b[r+1,1]; 

  forall(r in [1..M-1]) 
     forall(j in 2..N) 
        n10[r,j]:b[r,j]+sum(i in 1..N)(t[r,i]*z[i,j])<=b[r+1,j]; 

  forall(r in 2..M) 
     forall(j in [1..N-1]) 
        n11[r,j]:b[r,j]+sum(i in 1..N)(t[r,i]*z[i,j])<=b[r,j+1]; 

; 

 
//DATA DECLARATION 
int M=...; 
int N=...; 
int t[1..M,1..N]=...; 
int cotainf=...; 
int cotasup=...; 
 
//VARIABLES 
var int z[1..N,1..N] in 0..1; //zij: 1 if job i is assigned to seq 
position j. O otherwise 
var float+ b[1..M,1..N]; /
machine r 
var float+ obj;
 
//CONSTRAINTS 
constraint n2[1..N]; 
constraint n3[1..N]; 
constraint n7[1..
co
constrain
constraint
constraint 
 
//MODEL 
min
   obj 
 
subje
 
   obj=b[M,N] + sum(i in 1..N)t[M,i]*
  
   obj<=cotasup; 
    
   forall (i in 1..N) 
  
    
   forall (j in 1..N) 
      n3[j]:sum(i in 1..N)z[i,j]=1; 
 
   n8: b[1,1]=0; 
  
   f
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
}
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7. TS2 MODEL 
 
//DATA DECLARATION 
int M=...; 
int N=...; 
int t[1..M,1..N]=...; 
int cotainf=...; 
int cotasup=...; 
 
//VARIABLES 
var int z[1..N,1..N] in 0..1; //zij: 1 if job i is assigned to seq 
position j. O otherwise 
var float+ e[1..M,1..N]; 
 
//CONSTRAINTS 

..N]; 

.N-1]; 

MODEL 

 to { 

 forall (i in 1..N) 
j in 1..N)z[i,j]=1; 

orall (j in 1..N) 
.N)z[i,j]=1; 

rall(r in [1..M]) 
-1]) 

N)(t[r,i]*z[i,j+1])<=e[r,j+1]; 

 

.N)(t[1,i]*z[i,1]); 

constraint n2[1
constraint n3[1..N]; 
constraint n12[1..M,1.
constraint n13[1..M-1,1..N]; 
constraint n14; 
 
//
minimize 
   e[M,N] 
 
bjectsu

  
  
      n2[i]:sum(
    
   f
      n3[j]:sum(i in 1.
 
   fo
      forall(j in [1..N
         n12[r,j]:e[r,j]+sum(i in 1..
 
   forall(r in [1..M-1])
      forall(j in [1..N]) 
         n13[r,j]:e[r,j]+sum(i in 1..N)(t[r+1,i]*z[i,j])<=e[r+1,j]; 
 
   n14:e[1,1]>=sum(i in 1.
 
}; 
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8. TS2 with Lower Bound 
 
//DATA DECLARATION 
int M=...; 
int N=...; 
int t[1..M,1..N]=...; 
int cotainf=...; 
int cotasup=...; 
 
//VARIABLES 
var int z[1..N,1..N] in 0..1; //zij: 1 if job i is assigned to seq 
position j. O otherwise 
var float+ e[1..M,1..N]; 
var float+ obj; 
 
//CONSTRAINTS 
constraint n2[1..N]; 
constraint n3[1..N]; 
constraint n12[1..M,1..N-1]; 
constraint n13[1..M-1,1..N]; 
constraint n14; 
 
//MODEL 
minimize 
   obj 
 
subject to { 
 
   obj=e[M,N]; 
   obj>=cotainf; 
   
   forall (i in 1..N) 
      n2[i]:sum(j in 1..N)z[i,j]=1; 
    
   forall (j in 1..N) 
      n3[j]:sum(i in 1..N)z[i,j]=1; 
 
   forall(r in [1..M]) 
      forall(j in [1..N-1]) 
         n12[r,j]:e[r,j]+sum(i in 1..N)(t[r,i]*z[i,j+1])<=e[r,j+1]; 
 
   forall(r in [1..M-1]) 
      forall(j in [1..N]) 
         n13[r,j]:e[r,j]+sum(i in 1..N)(t[r+1,i]*z[i,j])<=e[r+1,j]; 
 
   n14:e[1,1]>=sum(i in 1..N)(t[1,i]*z[i,1]); 
 
}; 
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9. TS2 with Upper Bound 

..N,1..N] in 0..1; //zij: 1 if job i is assigned to seq 
 O otherwise 

float+ e[1..M,1..N]; 

CONSTRAINTS 
[1..N]; 

]; 
M-1,1..N]; 

nstraint n14; 

M,N]; 
tasup; 

ll (i in 1..N) 
m(j in 1..N)z[i,j]=1; 

    n3[j]:sum(i in 1..N)z[i,j]=1; 

       n12[r,j]:e[r,j]+sum(i in 1..N)(t[r,i]*z[i,j+1])<=e[r,j+1]; 

r+1,i]*z[i,j])<=e[r+1,j]; 

 n14:e[1,1]>=sum(i in 1..N)(t[1,i]*z[i,1]); 

 
//DATA DECLARATION 
int M=...; 
int N=...; 
int t[1..M,1..N]=...; 
int cotainf=...; 
int cotasup=...; 
 
//VARIABLES 
var int z[1
position j.
var 
var float+ obj; 
 
//
constraint n2
constraint n3[1..N]; 
constraint n12[1..M,1..N-1
constraint n13[1..
co
 
//MODEL 
minimize 
   obj 
 
subject to { 
 
   obj=e[
   obj<=co
   
 fora  

      n2[i]:su
    
   forall (j in 1..N) 
  
 
   forall(r in [1..M]) 
      forall(j in [1..N-1]) 
  
 
   forall(r in [1..M-1]) 
      forall(j in [1..N]) 
         n13[r,j]:e[r,j]+sum(i in 1..N)(t[
 
  
 
}; 
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10. SGST(PI) MODEL 
 
//DATA DECLARATION 
int M=...; 
int N=...; 
int t[1..M,1..N]=...; 
int cotainf=...; 
int cotasup=...; 
int p=30000;  
struct couple{ 
   int a; 
   int b; 
}; 
{couple} ct178={<a,b>|a in [1..N-1] & b in [2..N]: b>a}; //to define 
range of constraints 17 and 18 
 
VARIABLES //

var int d[1..N,1..N] in 0..1; 

CONSTRAINTS 
1..N]; 

..N]; 

bject to { 
n [1..N]) 

i]; 

 forall (r in [1..M-1]) 

,i]>=t[r+1,i]; 

) 
 [1..N]) 

var float+ c[1..M,1..N]; 
var float+ cmax; 
 
//
constraint n15[
constraint n16[1..M-1,1
constraint n17[1..M,ct178]; 
constraint n18[1..M,ct178]; 
constraint n19[1..N]; 
 
MODEL //

minimize 
  cmax 
 
su
   forall (i i
      n15[i]:c[1,i]>=t[1,
 
  
      forall(i in [1..N]) 
      n16[r,i]:c[r+1,i]-c[r
 
 forall(r in [1..M])   

      forall(i in [1..N-1]) 
         forall(k in [i+1..N]
   //      forall(ordered i,k in
            n17[r,<i,k>]:c[r,i]-c[r,k]+(p*d[i,k])>=t[r,i]; 
 
 
   forall(r in [1..M]) 
      forall(i in [1..N-1]) 
         forall(k in [i+1..N]) 
   //      forall(ordered i,k in [1..N]) 
            n18[r,<i,k>]:c[r,k]-c[r,i]+p*(1-d[i,k])>=t[r,k]; 
 
   forall(i in 1..N) 
      n19[i]:cmax>=c[M,i]; 
}; 
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11. SGST_pi MODEL 
 
//DATA DECLARATION 
int M=...; 
int N=...; 
int t[1..M,1..N]=...; 
int cotainf=...; 
int cotasup=...; 
int p=(max(i in 1..M, j in 1..N)t[i,j])*N; 

N]: b>a}; //to define 
nge of constraints 17 and 18 

] in 0..1; 

5[1..N]; 

N]; 

[i]:c[1,i]>=t[1,i]; 

 (r in [1..M-1]) 
 in [1..N]) 

    n16[r,i]:c[r+1,i]-c[r,i]>=t[r+1,i]; 

    forall(i in [1..N-1]) 
N]) 

[i,k])>=t[r,i]; 

N]) 
k in [1..N]) 
k]-c[r,i]+p*(1-d[i,k])>=t[r,k]; 

    n19[i]:cmax>=c[M,i]; 

struct couple{ 
   int a; 
   int b; 
}; 
 
{couple} ct178={<a,b>|a in [1..N-1] & b in [2..
ra
 
//VARIABLES 
var int d[1..N,1..N
var float+ c[1..M,1..N]; 
var float+ cmax; 
 
CONSTRAINTS //

constraint n1
constraint n16[1..M-1,1..N]; 

; constraint n17[1..M,ct178]
constraint n18[1..M,ct178]; 
constraint n19[1..
 
//MODEL 
minimize 
  cmax 
 
subject to { 
 forall (i in [1..N])   

      n15
 

l   foral
      forall(i
  
 
   forall(r in [1..M]) 
  
         forall(k in [i+1..
   //      forall(ordered i,k in [1..N]) 
            n17[r,<i,k>]:c[r,i]-c[r,k]+(p*d
 
   forall(r in [1..M]) 
      forall(i in [1..N-1]) 
       forall(k in [i+1..  

   //      forall(ordered i,
            n18[r,<i,k>]:c[r,
 
   forall(i in 1..N) 
  
}; 
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12. LYsub(PI) MODEL 

bject to { 

 
//DATA DECLARATION 
int M=...; 
int N=...; 
int t[1..M, 1..N]=...; 
int cotainf=...; 
int cotasup=...; 
int p=30000;  
struct couple{ 
   int a; 
   int b; 
}; 
{couple} ct212={<a,b>|a in [1..N-1] & b in [2..N]: b>a}; //to define 
range of variable q and constraints 21 and 22 
 
int qbound[r in 1..M, ik in ct212]=0; 
initialize 
forall(r in 1..M) 
   forall(i in [1..N-1]) 
      forall(k in [i+1..N]) 
         qbound[r,<i,k>]=p-t[r,i]-t[r,k];          
 
//VARIABLES 
var int d[1..N,1..N] in 0..1; 
var float+ c[1..M,1..N]; 
var float+ q[r in 1..M,ik in ct212] in 0..qbound[r,ik]; 
var float+ cmax; 
 
//CONSTRAINTS 
constraint n15[1..N]; 
constraint n16[1..M-1,1..N]; 
constraint n19[1..N]; 
constraint n21[1..M,ct212]; 
 
//MODEL 
minimize 
  cmax 
su
 
   forall (i in [1..N]) 
      n15[i]:c[1,i]>=t[1,i]; 
 
   forall (r in [1..M-1]) 
      forall(i in [1..N]) 
      n16[r,i]:c[r+1,i]-c[r,i]>=t[r+1,i]; 
 
   forall(i in 1..N) 
      n19[i]:cmax>=c[M,i]; 
 
   forall(r in [1..M]) 
      forall(i in [1..N-1]) 
         forall(k in [i+1..N]) 
            n21[r,<i,k>]:p*d[i,k]+c[r,i]-c[r,k]-t[r,i]=q[r,<i,k>]; 
 
}; 
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.; 

 
<i,k>]=p-t[r,i]-t[r,k];          

 0..1; 

ik in ct212] in 0..qbound[r,ik]; 

CONSTRAINTS 

t[1,i]; 

]) 
c[r,i]>=t[r+1,i]; 

13. LYsub_pi MODEL 
 
//DATA DECLARATION 
int M=...; 
int N=...; 
int t[1..M,1..N]=...; 
int cotainf=..
int cotasup=...; 
int p=(max(i in 1..M, j in 1..N)t[i,j])*N; 
struct couple{ 
   int a; 
   int b; 
}; 
{couple} ct212={<a,b>|a in [1..N-1] & b in [2..N]: b>a}; //to define 
range of variable q and constraints 21 and 22 
 
t qbound[r in 1..M, ik in ct212]=0; in

initialize 
forall(r in 1..M) 
   forall(i in [1..N-1]) 
      forall(k in [i+1..N])
         qbound[r,
 
//VARIABLES 
var int d[1..N,1..N] in
var float+ c[1..M,1..N]; 
var float+ q[r in 1..M,
var float+ cmax; 
 
//
constraint n15[1..N]; 
constraint n16[1..M-1,1..N]; 
constraint n19[1..N]; 
constraint n21[1..M,ct212]; 
 
//MODEL 
minimize 
cmax   

 
subject to { 
   forall (i in [1..N]) 
      n15[i]:c[1,i]>=
 
   forall (r in [1..M-1]) 
      forall(i in [1..N
      n16[r,i]:c[r+1,i]-
 
   forall(i in 1..N) 
      n19[i]:cmax>=c[M,i]; 
 
   forall(r in [1..M]) 
      forall(i in [1..N-1]) 
         forall(k in [i+1..N]) 
            n21[r,<i,k>]:p*d[i,k]+c[r,i]-c[r,k]-t[r,i]=q[r,<i,k>]; 
 
}; 



  

14. LYeq(PI)  MODEL 
 
//DATA DECLARATION 
int M=...; 
int N=...; 
int t[1..M,1..N]=...; 
//int P=...; 
int cotainf=...; 
int cotasup=...; 
int p=30000;  
struct couple{ 
   int a; 
   int b; 
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      n19[i]:cmax>=c[M,i]; 
 
   forall(r in [1..M]) 
      forall(i in [1..N-1]) 
         forall(k in [i+1..N]) 
            n21[r,<i,k>]:p*d[i,k]+c[r,i]-c[r,k]-t[r,i]=q[r,<i,k>]; 
 
   forall(r in [1..M]) 
      forall(i in [1..N-1]) 
         forall(k in [i+1..N]) 
            n22[r,<i,k>]:q[r,<i,k>]<=p-t[r,i]-t[r,k]; 
 
}; 

}; 
{couple} ct212={<a,b>|a in [1..N-1] & b in [2..N]: b>a}; //to define 
range of variable q and constraints 21 and 22 
 
//VARIABLES 
var int d[1..N,1..N] in 0..1; 
var float+ c[1..M,1..N]; 
var float+ q[1..M,ct212]; 
var float+ cmax; 
 
//CONSTRAINTS 
constraint n15[1..N]; 
constraint n16[1..M-1,1..N]; 
constraint n19[1..N]; 
constraint n21[1..M,ct212]; 
constraint n22[1..M,ct212]; 
 
//MODEL 
minimize 
  cmax 
 
subject to { 
   forall (i in [1..N]) 
      n15[i]:c[1,i]>=t[1,i]; 
 
   forall (r in [1..M-1]) 
      forall(i in [1..N]) 
      n16[r,i]:c[r+1,i]-c[r,i]>=t[r+1,i]; 
 
   forall(i in 1..N) 



∗Παράδειγµα script αρχείου για την εκτέλεση των πειραµάτων∗ 

del wst_20_5_04("Z:\MILP\Models\wst.mod","Z:\MILP\Data\20_5_04.dat") editMode; 
\MILP\Data\20_5_05.dat") editMode; 
MILP\Data\20_5_06.dat") editMode; 

P\Data\20_5_07.dat") editMode; 
P\Data\20_5_08.dat") editMode; 

st.mod","Z:\MILP\Data\20_5_09.dat") editMode; 

ile RESULTS("Z:\MILP\RESULTS\Results_wst.txt"); 
bj"<<endl;            

s 

p", 0.001); 

 cout <<"wst / 5 / 20 / 1 /"<<wst_20_5_01.getTime()<<" / "<<wst_20_5_01.objectiveValue()<<endl;            
.getTime()<<" / "<<wst_20_5_01.objectiveValue()<<endl;            

p", 0.001); 
AGap", 0.999); 

 RESULTS <<"wst / 5 / 20 / 2 /"<<wst_20_5_02.getTime()<<" / "<<wst_20_5_02.objectiveValue()<<endl;            

 
 
//DECLARATION OF MODELS 
Model wst_20_5_01("Z:\MILP\Models\wst.mod","Z:\MILP\Data\20_5_01.dat") editMode; 
Model wst_20_5_02("Z:\MILP\Models\wst.mod","Z:\MILP\Data\20_5_02.dat") editMode; 
Model wst_20_5_03("Z:\MILP\Models\wst.mod","Z:\MILP\Data\20_5_03.dat") editMode; 
Mo
Model wst_20_5_05("Z:\MILP\Models\wst.mod","Z:
Model wst_20_5_06("Z:\MILP\Models\wst.mod","Z:\
Model wst_20_5_07("Z:\MILP\Models\wst.mod","Z:\MIL
Model wst_20_5_08("Z:\MILP\Models\wst.mod","Z:\MIL
Model wst_20_5_09("Z:\MILP\Models\w
Model wst_20_5_10("Z:\MILP\Models\wst.mod","Z:\MILP\Data\20_5_10.dat") editMode; 
 
//FILE 
of
RESULTS <<"Model / M / N / Instance / Time / O
 
//SOLVING MODELS - wst without bounds, 10 instance
wst_20_5_01.setFloatParameter("tiLim", 3600); 
wst_20_5_01.setFloatParameter("epGa
//wst_20_5_01.setFloatParameter("epAGap", 0.999); 
if wst_20_5_01.nextSolution() then 
{ 
  
   RESULTS <<"wst / 5 / 20 / 1 /"<<wst_20_5_01
} 
 
wst_20_5_02.setFloatParameter("tiLim", 3600); 
wst_20_5_02.setFloatParameter("epGa
//wst_20_5_02.setFloatParameter("ep
if wst_20_5_02.nextSolution() then 
{ 
   cout <<"wst / 5 / 20 / 2 /"<<wst_20_5_02.getTime()<<" / "<<wst_20_5_02.objectiveValue()<<endl;            
  
} 
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wst_20_5_03.setFloatParameter("tiLim", 3600); 
wst_20_5_03.setFloatParameter("epGap", 0.001); 
//wst_20_5_03.setFloatParameter("epAGap", 0.999); 
if wst_20_5_03.nextSolution() then 
{ 
   cout <<"wst / 5 / 20 / 3 /"<<wst_20_5_03.getTime()<<" / "<<wst_20_5_03.objectiveValue()<<endl;            
   RESULTS <<"wst / 5 / 20 / 3 /"<<wst_20_5_03.getTime()<<" / "<<wst_20_5_03.objectiveValue()<<endl;            
} 
 
wst_20_5_04.setFloatParameter("tiLim", 3600); 
wst_20_5_04.setFloatParameter("epGap", 0.001); 
//wst_20_5_04.setFloatParameter("epAGap", 0.999); 
if wst_20_5_04.nextSolution() then 
{ 
   cout <<"wst / 5 / 20 / 4 /"<<wst_20_5_04.getTime()<<" / "<<wst_20_5_04.objectiveValue()<<endl;            
   RESULTS <<"wst / 5 / 20 / 4 /"<<wst_20_5_04.getTime()<<" / "<<wst_20_5_04.objectiveValue()<<endl;            
} 
 
wst_20_5_05.setFloatParameter("tiLim", 3600); 
wst_20_5_05.setFloatParameter("epGap", 0.001); 
//wst_20_5_05.setFloatParameter("epAGap", 0.999); 
if wst_20_5_05.nextSolution() then 
{ 
   cout <<"wst / 5 / 20 / 5 /"<<wst_20_5_05.getTime()<<" / "<<wst_20_5_05.objectiveValue()<<endl;            
   RESULTS <<"wst / 5 / 20 / 5 /"<<wst_20_5_05.getTime()<<" / "<<wst_20_5_05.objectiveValue()<<endl;            
} 
 
wst_20_5_06.setFloatParameter("tiLim", 3600); 
wst_20_5_06.setFloatParameter("epGap", 0.001); 
//wst_20_5_06.setFloatParameter("epAGap", 0.999); 
 
 wst_20_5_06.nextSolution() then if

{ 
   cout <<"wst / 5 / 20 / 6 /"<<wst_20_5_06.getTime()<<" / "<<wst_20_5_06.objectiveValue()<<endl;            
 RESULTS <<"wst / 5 / 20 / 6 /"<<wst_20_5_06.getTime()<<" / "<<wst_20_5_06.objectiveValue()<<endl;            

  

  
 }
 
 



wst_20_5_07.setFloatParameter("tiLim", 3600); 
wst_20_5_07.setFloatParameter("epGap", 0.001); 
//wst_20_5_07.setFloatParameter("epAGap", 0.999); 
if wst_20_5_07.nextSolution() then 
{ 
   cout <<"wst / 5 / 20 / 7 /"<<wst_20_5_07.getTime()<<" / "<<wst_20_5_07.objectiveValue()<<endl;            
   RESULTS <<"wst / 5 / 20 / 7 /"<<wst_20_5_07.getTime()<<" / "<<wst_20_5_07.objectiveValue()<<endl;            
} 
 
wst_20_5_08.setFloatParameter("tiLim", 3600); 
wst_20_5_08.setFloatParameter("epGap", 0.001); 
//wst_20_5_08.setFloatParameter("epAGap", 0.999); 
if wst_20_5_08.nextSolution() then 
{ 

} 
 
wst_20_5_09.setFloatParameter("tiLim", 3600); 
wst_20_5_09.setFloatParameter("epGap", 0.001); 
//wst_20_5_09.setFloatParameter("epAGap", 0.999); 
if wst_20_5_09.nextSolution() then 
{ 

} 
 
wst_20_5_10.setFloatParameter("tiLim", 3600); 
wst_20_5_10.setFloatParameter("epGap", 0.001); 
//wst_20_5_10.setFloatParameter("epAGap", 0.999); 
if wst_20_5_10.nextSolution() then 
{ 
   cout <<"wst / 5 / 20 / 10 /"<<wst_20_5_10.getTime()<<" / "<<wst_20_5_10.objectiveValue()<<endl;            
   RESULTS <<"wst / 5 / 20 / 10 /"<<wst_20_5_10.getTime()<<" / "<<wst_20_5_10.objectiveValue()<<endl;            
} 
 
//CLOSING FILE 
RESULTS.close(); 

   cout <<"wst / 5 / 20 / 8 /"<<wst_20_5_08.getTime()<<" / "<<wst_20_5_08.objectiveValue()<<endl;            
   RESULTS <<"wst / 5 / 20 / 8 /"<<wst_20_5_08.getTime()<<" / "<<wst_20_5_08.objectiveValue()<<endl;            

   cout <<"wst / 5 / 20 / 9 /"<<wst_20_5_09.getTime()<<" / "<<wst_20_5_09.objectiveValue()<<endl;            
   RESULTS <<"wst / 5 / 20 / 9 /"<<wst_20_5_09.getTime()<<" / "<<wst_20_5_09.objectiveValue()<<endl;            
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1. Αποτελέσµατα µοντέλου Wilson για Μ=5 και Ν=20 

    

 
 
 
 

with 0.999 without 0.999 
    normal with LB with UB with LB with UB 
MODEL M N nstance time obj ti j time obj time  obj i me ob obj time
              
wilson 5 20 1 0.484 1164 0.109 1232 1.641 1165 0.093 1232 1.625 1165 

  5 1349 0.625 1349 0.829     20 2 0.875 1349 0.516 1349 0.828 1349
  5    1073 4.078 1073 2.703      20 3 0.453 1073 3.437 1073 2.719 1073
  5 20 4 0.672 1 1 1269 5.749 268 1.547 1268 11.625 1268 1.547 1268 
  5 20 5 0.094 1 1 1149 5.858 198 0.625 1149 0.094 1198 0.625 1149 
     1193 16.39 1194 0.407    5 20 6 0.25 1193 0.531 1194 0.39 1193
  5 20 7 1 1 1 1 05.203 234 6.827 234 .312 1234 0.442 1234 0.313 1234 
  5 20 8 1.734 1 2 1197 0.968 198 2.203 1197 4.11 1198 2.187 1197 
  5 20 9 0.938 1 2 1208 1.389 208 0.468 1208 0.422 1208 0.469 1208 
     1 3   3   5 20 10 20.515 1089 62.231 089 599.94 1089 40.501 1089 600.07 1089
Average   11 17 12 3 1 3 1    4.1218 92.5 .4224 04.3 61.068 1192.5 6.1771 204.3 61.077 192.5

min       0.25 1073 0.109 1073 0.312 1073 0.093 1073 0.313 1073 
max       20.515 1349 62.231 1349 3599.94 1349 40.501 1349 3600.07 1349 
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2. Αποτελέσµατα µοντέλου Wilson για Μ=5 και Ν=50 
 
 
 
 
 

 with 0.999 without 0.999 
    normal with LB with UB with LB with UB 
MODEL M N instance      time obj time obj time obj time obj time obj
wilson 5           50 1 1.047 2712 0.859 2712 1.781 2712 0.86 2712 1.797 2712

  5            50 2 54.984 2832 41.984 2832 20.969 2833 41.907 2832 20.953 2833
               5 50 3 3600.035 2622 70.342 2620 79.83 2620 69.969 2620 77.876 2620
               5 50 4 164.811 2744 72.139 2744 65.673 2744 71.813 2744 65.469 2744
              5 50 5 1.75 2837 1.016 2838 1.14 2837 1.031 2838 1.157 2837
               5 50 6 30.343 2831 6.688 2829 8.625 2829 6.641 2829 8.657 2829
  5 50 7 4.593 2682 925.101  2689 4.297 2682 915.646 2689 4.328 2682 
             5 50 8 2.735 2678 2.906 2678 1.36 2678 2.891 2678 1.391 2678
              5 50 9 29.719 2548 11.234 2548 15.718 2548 11.172 2548 15.812 2548
               5 50 10 5.234 2782 1.266 2782 1.282 2782 1.281 2782 1.297 2782
Average      389.5251  2726.8 113.3535 2727.2 20.0675 2726.5 112.321 2727.2 19.8737 2726.5

min      1.047   2548 0.859 2548 41.1  2548 0.86 2548 1.157 2548 
max       3600.035     2837 925.101 2838 79.83 2837 915.646 2838 77.876 2837 
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3  

    

. Αποτελέσµατα µοντέλου Wilson για Μ=5 και Ν=100
 
 
 
 
 
 

with 0.999 without 0.999 
    normal with LB with UB with LB with UB 
MODEL M ns     N i tance time obj time obj time obj time obj time obj
w n ilso 5 100         1 66.624 5349 12.015 5437 93.173 5347 11.922 5437 93.36 5347

 100 2        5   44.796 5241 97.988 5243 435.951 5240 96.345 5243 435.564 5240
  100 3       5   87.452 5173 50.686 5173 48.904 5172 49.344 5173 48.904 5172
  100 4        5   10.969 4960 19.952 4963 12.359 4956 19.531 4963 12.358 4956
  100 5 13 5 1      5   3.092 244 12.403 5244 52.748 5245 111.157 5244 52.951 5245
  100 6      5   24.156 5121 31.499 5121 37.78 5121 31.234 5121 37.905 5121
  100 7       5   22.781 5221 14.64 5221 17.046 5224 14.578 5221 17.093 5224
  100 8 11 5 1     5   2.264 076 42.684 5074 121.154 5074 141.595 5074 121.044 5074
  100 9        5   52.718 5435 29.327 5435 30.438 5435 29.094 5435 29.859 5435
  100      5  10 20.125 5274 51.061 5275 53.5 5274 49.719 5275 52.375 5274
Average     57 5 5    .4977 209.4 6.2255 5218.6 90.3053 5208.8 55.4519 5218.6 90.1413 5208.8

min    10 4 1 .969 960 2.015 4963 12.359 4956 11.922 4963 12.358 4956 
max       13 5 13.092 435 42.684 5437 435.951 5435 141.595 5437 435.564 5435 
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4. Αποτελέσµατα WST µοντέλου για Μ=5 και Ν=20 
 
 
 
 
 
 

    with 0.999 without 0.999 
    normal with UB with LB with LB with UB 
MODEL M instance obj bj t obj tim  N time time o ime e obj time obj

wst 5 20  279 278  15  1 16.687 1  10.922 1  159.57 1279 10.906 1278 9.486 1279 
  5  .96 59 41 59 39  2 1320 2 3599 13  82.1  13  2329. 1359 81.984 1359 350.39 59 
  5 20 3 .96 8 .6 91 6  3 103599 10 1 3600  10  329.62 1081 3599.936 1091 32.455 81 
  5 20 4 .96 9 2 94 3  3 123599 12 7 413.4 4 12  3600.3 1297 418.382 1294 600.07 97 
  5 20 5 26 3 2 35 9  3 1419.7 12 5 177.4 3 12  3600.2 1235 178.794 1235 600.05 235 
  5 20 6 99 9 .0 95 6  19.9  11 5 3600 6 11  53.20 1195 3600.345 1195 53.391 1195 
  5 20 7 .96 4 .0 39 6  3 3 123599 12 7 3600 8 12  3600.2 1239 600.254 1239 600.07 39 
  5 20 8 01 07 69 06 7  937.2 12  46.4  12  28.26 1206 46.894 1206 28.235 1206 
  5 20 9 78 30 56 30 5  1 1328.9 12  25.1  12  131.83 1230 25.251 1230 32.823 230 
  5 20 10 .12 0 13 09 1   2841 11 9 11.8  11  25.36 1108 11.876 1109 25.419 1108 

Average       6 3 11896.3 1223.9 1156.81 122 .6 1385.8  1222.9 1157.462 1223.6 1388.24 1222.9
min 87 8 22 9 61        16.6  10 1 10.9  10 1 25.3  1081 10.906 1091 25.419 1081 
max .9 5 . 59 3  3 13      3599 6 13 9 3600 6 13  3600.3 1359 3600.345 1359 600.07 59 
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5. Αποτελέσµατα WST µοντέλου για Μ=5 και Ν=50 

 
 
 
 
 
    

 
 

with 0.999 without 0.999 
    normal wi with UB with th LB LB with UB 
MODEL M instance time time  time  ti obj obj N obj obj  obj me time 

w 5 50 3.0 9.10 725 2.73   25 st 1 11 92 2725 1 9 2  2 6 2725 19.109 2725 22.736 27
  5 50 0 38 10 34 6. 2  34   2 36 0.13 28  19 .14 28  27 327 834 1910.138 2834 276.327 28
  5 50 3 183. 22 9. 22 3. 2   21   387 26  25 739 26  9 176 621 259.739 2622 93.176 26
  5 50 4 360 55 00 51 0 2  56   0.15 27  36 .18 27  36 0.43 756 3600.181 2751 3600.43 27
  5 50 5 13.5 64 4. 63 0   63  78 28  13 938 28  36 0.48 2863 134.938 2863 3600.48 28
  5 50 6 26. 30 .6 29 1. 2   29   109 28  14 25 28  1 657 829 14.625 2829 11.657 28
  5 50 7 770. 25 0 30 2. 2  25   329 27  36 0.2 27  17 572 725 3600.195 2730 172.572 27
  5 50 8 731. 85 65 85 4.   83  205 26  3 .8 26  52 464 2683 365.8 2685 524.464 26
  5 50 9 3600 52 00 52 9 2   52   .46 25  36 .18 25  35 8.38 552 3600.18 2552 3598.38 25

  5 50 36. 83 5. 84 uti
 

  ion   10 109 27  11 579 27  sol
no 

on sol
no

ution 115.579 2784
no 
solution 

no 
solut

Ave       126 62 7 2 2  32 rage 7.46 2737.9 13 .05 273 .5 13 2.25 732 1362.048 2737.5 1322.25 27
min     13. 5 .6 5 .   52  578 25 2 4 1 25 25 2 1 1 657 2552 14.625 2552 11.657 25
max     360 64 0 63 0  63    0 8.46 2  36 0.2 28  36 0.48 2863 3600.195 2863 3600.48 28

 
 
 
 
 
 
 

  78



 
 

    

6. Αποτελέσµατα WST µοντέλου για Μ=5 και Ν=100 
 
 
 
 
 

with 0.999 without 0.999 
    normal with LB with UB with LB with UB 
MODE   s ob time bj    L M N in tance time obj time j  o time obj time obj 

wst 50 5 8. 5 .78 93   55 100 1 1 .356 493 16 673 493 150 9 54 168.673 5493 150.789 493
  60 5 00 5 0.8 74   55 100 2 3 0.67 268 36 .59 278 360 9 52 3600.585 5278 3600.89 274
  33 5 66 5 2.2 78   55 100 3 1 7.62 179 10 .37 180 126 7 51 1066.374 5180 1262.27 178
  5 . 06  5 100 4 2662.7 5018 2985.21 018 684 222 5018 2985.2 5018 684.222 5018
  64 23 5 1. 0   5 100 5 9 .825 5253 3 .11 250 14 351 525 323.11 5250 141.351 5250
  07 5 01. 5 2. 39 4  5 100 6 2 .746 139 3 874 137 27 233 51 301.87 5137 272.23 5139
  23 5. 5 .28 51   55 100 7 1 7.74 5251 31 016 250 417 7 52 315.016 5250 417.287 251
  00 5 0.9 04   55 100 8 3600.7 5099 36 .78 0 096 36 2 51 3600.778 5096 3600.92 104
  56 00 5 .94 48   55 100 9 1 0.14 5451 36 .89 458 823 7 54 3600.887 5458 823.947 448
  60 5 600 5 0.6 35   55 100 1 30 0.68 340 3 .87 3 027 36 2 53 3 72600.8 5327 3600.62 335

Averag 8 5 5 2 5.4 49  5e       1 92.32 249.1 19 6.34 5 48.7 145 5 52 1956.338 5248.7 1455.45 249
min       5 5 68 50 1.35 18 3  51 0  .356 018 1 .673 1 48 1 1 50 168.67 5018 141.351 018
max     00 5 0.9 93   5   3600.7 5493 36 .89 493 360 2 54 3600.887 5493 3600.92 493
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7. Αποτελέσµατα TS2 µοντέλου για Μ=5 και Ν=20 

 
 
 
 
 

    with 0.999 without 0.999 
    normal with LB with UB with LB with UB 
MODEL  ce     t e   obj time  M N instan time obj time obj im obj time obj

TS2 5 20 1 3601.256 1282 66.391 1278 .547 278 73.335 1278 75.53 1278 75 1
  5      3  1 320 2 7.594 1359 698.895 1359 3600.07  1359 699.833 359 600.045 1359 
  5 20 3 3599.796 1083 725.489 1082 0.051 081 730.66 1082 3600.053 1081 360  1
  5 4 1295 3600.0   8  86 1299 20 3599.877 2 1299 3600.68  1301 3600.0 3600.011 1301 

  5 20 5  
no no 

solut3600.047 1235 3600.116 1235
no 
solution 

no 
solution 3600.055 1235 solution ion 

  5        120 6 2.75 1195 31.094 1196 2.344 1195 30.954 196 2.265 1195 
  5 7 8 1234 3600.0 3  20 195.93 27 1239 3600.06  1239 3600.054 1239 3600.045 1239 
  5      20 8 2862.219 1206 3600.025 1206 14.188 1207 3600.07 1206 14.25 1207 
  5 9 2 1230 3600.0 9  20 3600.03 45 1230 3600.10  1230 3600.055 1230 3599.942 1230 
  5        1220 10 12.328 1109 9.672 1109 1289.61 1108 9.672 1109 87.872 1108 

Average       2108.184 1222.8 1953.177 1223.3 2153.63 1222 1954.4774 1223.3 2153.335 1222 
min      1 2 12.75 1083 9.672 1082 2.344 1081 9.672 082 .265 081 
max     8 3 13 36 1  3601.256 1359 3600.116 1359 3600.68 1359 600.086 59 00.053 359 
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8. Αποτελέσµατα TS2 µοντέλου για Μ=5 και Ν=50 

 
 
 
 

    with 0.999 without 0.999 
    n w wormal ith LB ith UB with LB with UB 
MODEL M N i   nstance time obj time obj time obj time obj time obj

TS2 5 2.7   2724 4.89 2724 50 1 3.75 2724 2.312 24 5 2724 3.2656 

  5 50 2 3600.156 2839 3600.168 2838 
n
s

n
 3600.195 2838 8 2842 

o 
ion olut

o 
nsolutio 3600.01

  5 50 3 104.187 2623 100.65
n
s

n
s7 2622 

o 
ion olut

o 
ion olut 100.438 2622 154.87 2621 

  5 50 4 414.828 2751 616.62
n
s

n
9 2753 

o 
ion olut

o 
n solutio 618.457 2753 152.994 2753 

  5 50 5 343.672 2863 368.89
n
s

n
3 2863 

o 
ion olut

o 
n solutio 364.596 2863 228.601 2863 

  5 50 6 14.593 2831 162.59
n
s

n
s5 2831 

o 
ion olut

o 
ion olut 161.361 2831 49.061 2829 

  5 50 7 474.703 2725 86.125 2726 
n
s

no 
ion olut

o 
n solutio 86.032 2726 690.254 2726 

  5 50 8 80.672 2684 14.062 2683 
n
s

no 
ion olut

o 
n solutio 14.062 2683 73.326 2684 

  5 50 9 481.203 2554 1143.039 2552 
n
s

n
2552 2552 

o 
ion olut

o 
nsolutio  1135.476 3600.018

  5 50 10 25.703 2782 7.578 2782 
n
s

n
s 4.421 2782 

o 
ion olut

o 
ion olut 7.547 2782 

Av  5 27 6 24     9.14296 6erage      54.3467 37.6 10.2058 65.3 60 2737.4 855.8453 2737.
min            3.75 2554 2.312 2.724 3.2656 2552 4.421 2552
max       3 2 3 2     3  8  600.156 863 600.168 863 600.195 2863 3600.01 2863
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9. Αποτελέσµατα TS2 µοντέλου για Μ=5 και Ν=100 

 
 
 
 

    with 0.999 without 0.999 
    normal with LB with UB with LB with UB 
MODEL M N instance time obj time j time obj time obj time obj ob

T 5 0 6.67
no 
solu

no 
solutio  549 41.932 93 S2 10  1 18 2 5493 323.627 5495 tion n 322.831 5 1  54

  5 100 2 3600.6  3 9 2  
n
s

no 
olut 3 0. 5 .048 3 57 5296 600.67 5 76

o 
olution s ion 60 71 276 3601 528

  3 3600.65  3  1  
n
s

no 
olut 3 0. 5 .017 8 5 100 7 5183 600.66 5 86

o 
olution s ion 60 71 186 3539 517

  4 3600.6  3 8 0  
n
s

no 
solut 5 .702 2 5 100 71 5018 600.64 5 21

o 
olution ion 3600.727 021 3600 502

  5 1624.9  7  2  
n
s

no 
olut 7 5 5 .205 5 5 100 69 5252 36.724 5 50

o 
olution s ion 34. 52 250 1384 525

  6 709.47  2 7 1  
n
s

no 
olut 2 .3  5 682 5 5 100 7 5136 724.60 5 40

o 
olution s ion 705 45 140 825.  513

  5 0 7 457.9   24  
n
s

no 
solut 5 34  10  2 5246 658.578 5 9

o 
olution ion 655.394 249 679.6  5251

  8 3600.7  3 1
n
s

no 
olut 3 0. 5 51 651  

o 
olution s5 100 04 5094 600.64 5101 ion 60 69 01 3600. 5100

  5 100 9 3600.679 5468 3600.685 5460 solution 
no 
solution 3600.726 5460 3600.632 5465 

no 

  5 100 10 3600.679 5335 3600.672 5331 
no 
solution 

no 
solution no no 3600.656 5332 

Average       2458.309 5252.1 2604.752     2491.29889 5242 2457.416 5251.45250.9
min       186.672 5018 323.627     322.831 5021 141.932 5022 5021 
max       3600.704 5493 3600.685     3600.727 5495 3601.048 5493 5495 
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10. Αποτελέσµατα Wilson µοντέλου για Μ=10 και Ν= 20 ή 50 ή 100 

 
 
 
 
 
 

with 0.999 
MODEL nce time time j M N time bj  M N insta   obj M N  ob  o
wilson 10 2  1  10 60 0 10 1.00 1 3600.118 588 50 3 0.282 309  100 360 55 5901 

  10 20 2 0.0 10 60 6 10 1.07   360 62 1648 50 3 0.  121 292  100 360 2 5515
  20 3 9.9 60 1.10  10 359 2 1459 10 50 3 0.224 2916 10 100 360 2 5784
  10 20 4 00 1 5 10 60 8 10 1.10  36  ,36  50 3 0.212 318  100 360 3 6104
  20 5 0.0 10 600.  4 10 1.08  10  360 17 1466 50 3 228 307  100 360 7 5736
  20 6 0.0 10 600.  7 10 1.13  10  360 16 1353 50 3 228 306  100 360 4 5526
  20 7 0.0 10 600.  6 10 1.07  10  360 11 1416 50 3 272 313  100 360 1 5767
  20 8 9.9 10 600.  2 10 1.11  10  359 73 1532 50 3 228 309  100 360 9 5782
  20 9 0.0 10 600.  2 10 1.05  10  360 17 1593 50 3 212 299  100 360 5 5979
  20 10 9.9 10 600.  5 10 1.07  10   359 99 1584 50 3 243 312  1 6000 3 2 79 58

Average     00   60 3 0.   601 .3   36 .013 1500.4   3 0.225 06 6   3 .087 5797
min 9. 1 3   60 6   3601.0      359 92 35    3 0.  121 291    55 5515
max   0.1   600.  88     3601.134 6104    360 18 1648   3 282 31
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11. Αποτελέσµατα Wilson µοντέλου για Μ=20 και Ν= 20 ή 50 ή 100 

 
 
 
 
 
 

wit 9h 0. 99 
MODEL  N ce time  N e j ti   M  instan  obj M  tim  ob M N me obj
wils  3600.0 9 50 n xis ist 1  so n on on 20 20 1 63 222  20 o e t no ex 20 00 no lution o soluti

  0 20 3599.9 9 50 2 4 1  so n on 2 2 97 215 20 3600.6 8 440 20 00 no lution o soluti
  0 20 3600.0 1 50 n xis ist 1  so n on 2 3 56 234 20 o e t no ex 20 00 no lution o soluti
  0 20 3600.0 5 50 7 2 1  so n on 2 4 4 226 20 3600.5 1 412 20 00 no lution o soluti
  0 20 3600.0 9 50 7 0 1  so n on 2 5 41 215 20 3600.5 1 400 20 00 no lution o soluti
  0 20 3600.0 9 50 0 2 1  so n on 2 6 56 230 20 3600.7 5 386 20 00 no lution o soluti
  0 20 3600.1 5 50 1 9 1  so n on 2 7 29 231 20 3600.6 9 404 20 00 no lution o soluti
  0 20 3600.0 3 50 8 2 1  so n on 2 8 79 226 20 3600.5 7 403 20 00 no lution o soluti
  0 20 600.06 1 50 1 7 1  so n on 2 9 3 3 231 20 3600.6 8 392 20 00 no lution o soluti
  20 0 3600.0 8 0 8 86 10 36020  1 79 225 20 5 3600.5 7 39  20 0 2.79 7534 

Average     3600 .9   5  sol  .06 2260   3600.611 4047.7      no ution no solution 
min     3599.99 9   7 2       7 215   3600.5 1 386      
max       3600.129 2341     600.705 4404         3
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12. Αποτελέσµατα WST µοντέλου για Μ=10 και Ν= 20 ή 50 ή 100 
 
 
 
 
 
 

with 0.999 
MODEL e e bj me  N me j M N instanc tim o  M N  ti obj M ti ob

wst 10 20 1 3600.223 09 1 5 29 16  25   16  0 0 3600.  3 0 10 100 3601. 9 5927
  10 20 2 1 5 74 11  21  3600.046 1696 0 0 3600.2  3 0 10 100 3601. 2 5522
  10 20 3 1 5 27 02  25  3600.517 1525 0 0 3600.2  3 6 10 100 3601. 9 0589
  20 4 50 37 3222 100 27 6161 10 3600.641 1415 10 3600.3 10 3601.2
  10 20 5 3600.234 1447 10 50 3600.442 3146 10 100 3601.259 5679 
  10 20 6 3600.266 1440 10 50 3600.289 3172 10 100 3601.244 5518 
  10 20 7 3600.703 1491 10 50 3600.368 3244 10 100 3601.259 6004 
  10 20 8 3600.714 1577 10 50 3600.291 3162 10 100 3601.227 6041 
  10 20 9 1532.938 1594 10 50 3600.274 3067 10 100 3601.243 6295 
  10 20 10 3601.89 1634 10 50 3600.306 3246 10 100 3601.275 5949 

Average       3393.817 1542.8     3600.31 3155.5     3601.246 5898.6 
min      1532.938 1415     3600.227 3026     3601.212 5518 
max       3601.89 1696     3600.442 3246     3601.275 6295 
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13. Αποτελέσµατα WST µοντέλου για Μ=20 και Ν= 20 ή 50 ή 100 
 
 
 
 
 
 

with 0.999 
MODEL M N instance time obj M N time obj M N time obj 

wst 20 20 1 3600.329 2364 20 50 3600.665 4181 20 100 no solution no solution 
  20 20 2 3600.118 2190 20 50 3600.587 4017 20 100 no solution no solution 
  20 20 3 3600.181 2413 20 50 3600.649 4081 20 100 3603.696 7566 
  20 20 4 3600.087 2302 20 50 3601.335 4041 20 100 no solution no solution 
  20 20 5 3600.087 2190 20 50 3600.67 3927 20 100 no solution no solution 
  20 20 6 3600.087 2308 20 50 3600.65 4080 20 100 no solution no solution 
  20 20 7 3600.103 2342 20 50 3600.666 4062 20 100 no solution no solution 
  20 20 8 3600.072 2248 20 50 3600.712 4071 20 100 no solution no solution 
  20 20 9 3600.087 2354 20 50 3600.806 4083 20 100 no solution no solution 

 20 20 10 3600.273 2250 20 50 3600.756 4159 20 100 no solution no solution 
Average       3600.142 2296.1     3600.75 4070.2         

min      3600.072 2190     3600.587 3927         
max       3600.329 2413     3601.335 4181         
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14. Αποτελέσµατα TS2 µοντέλου για Μ=10 ή 20 και Ν= 20 ή 50 ή 100 

 
 
 
 

with 0.999 
MODEL M N instance time obj M N time obj M N time obj 

TS2 10 20 1 3600.086 1607 10 50 3600.339 3156 10 100 3601.351 6018 
  10 20 2 3600.085 1702 10 50 3600.346 3058 10 100 3601.351 5624 
  10 20 3 3600.101 1543 10 50 3600.351 3026 10 100 3601.32 5807 
  10 20 4 3600.086 1406 10 50 3600.352 3199 10 100 3601.383 6057 
  10 20 5 3600.086 1479 10 50 3600.332 3140 10 100 3601.351 5760 

Average       3600.089 1547.4     3600.344 3115.8     3601.351 5853.2 
min       3600.085 1406     3600.332 3026     3601.32 5624 
max       3600.101 1702     3600.352 3199     3601.383 6057 

              
with 0.999 

MODEL M N instance time obj M N time obj M N time obj 
TS2 20 20 1 3600.111 2354 20 50 3600.773 4223 20 100 no solution no solution 

  20 20 2 3600.148 2184 20 50 3600.789 4057 20 100 no solution no solution 
  20 20 3 3600.148 2392 20 50 3600.789 4102 20 100 3603.445 8026 

Average       3600.136 2310     3600.784 4127.333         
min       3600.111 2184     3600.773 4057         
max       3600.148 2392     3600.789 4223         
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