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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 

Ένας µπάρµαν ρώτησε τον Άντυ Κάπ τι από όλα θα διάλεγε: το χρήµα, τη 
δύναµη, την ευτυχία ή την ικανότητα να προβλέπει το µέλλον; 
«Να προβλέπω το µέλλον», απάντησε ο Άντυ. «Έτσι θα µπορέσω να γίνω 
πλούσιος. Τα πλούτη θα µου φέρουν δύναµη και τότε θα είµαι ευτυχισµένος!»    

Θ. Μόδης 
   
     Αυτή η εργασία εξετάζει ένα πρόβληµα πρόβλέψης της ζήτησης που 
αντιµετωπίζει µια γαλακτοκοµική εταιρία.  
Η εταιρία παρουσίασε την πρόβλεψη της ζήτησης σαν την λύση στο 
πρόβληµα των άστοχων παραγγελιών.  Στην ουσία αυτό που ζητάει είναι 
τρόποι να µεγιστοποιήσει το µέσο κέρδος της λαµβάνοντας υπ� όψιν τα κέρδη 
από πωλήσεις και το κόστος επιστροφών. Η σωστή πρόβλεψη της ζήτησης 
βοηθά στη µείωση του κόστους των επιστροφών (υπερεκτίµηση της ζήτησης) 
και του κόστους ελλείµµατος (απώλειας των κερδών, λόγω υποεκτίµηση της 
ζήτησης). Παρ� όλα αυτά, η πρόβλεψη της ζήτησης δεν είναι αρκετή για να 
λυθεί µε ακρίβεια ένα τέτοιο πρόβληµα. 
     Αναλύοντας τα παραπάνω, καταστρώνουµε ένα πρόβληµα 
βελτιστοποίησης των ποσοτήτων  που τοποθετούνται στα σηµεία πώλησης, 
ώστε να µεγιστοποιείται το µέσο κέρδος της εταιρίας. Για τον υπολογισµό 
αυτών των ποσοτήτων χρησιµοποιούνται προβλέψεις της ζήτησης των 
προϊόντων. 
 



 
ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 

 
 
 

 
1 Εισαγωγή .........................................................................................................3 

1.1 Προβλήµατα λήψης αποφάσεων στην βιοµηχανική παραγωγή.......................3 
1.2 Αντικείµενο της εργασίας ............................................................................3 
1.3 Μεθοδολογία επίλυσης του προβλήµατος.....................................................4 

1.3.1 Εκτίµηση κατανοµής ζήτησης ...............................................................4 
1.3.2 Προσδιορισµός βέλτιστων ποσοτήτων παραγωγής και διάθεσης ..............5 

1.4 Γιατί η βέλτιστη εκτίµηση της ζήτησης δεν αποτελεί και την βέλτιστη 
ποσότητα παράδοσης; .......................................................................................5 

2 Πρόβλεψη Ζήτησης � Συνάρτηση Κατανοµής .....................................................8 
2.1 Εισαγωγή ..................................................................................................8 
2.2 Συλλογή και ανάλυση δεδοµένων ................................................................8 

2.2.1 Συλλογή..............................................................................................8 
2.2.2 Ανάλυση .............................................................................................9 

2.3 Εκτίµηση παραµέτρων ζήτησης .................................................................10 
2.3.1 Μέθοδος Μεγίστης Πιθανοφάνειας ......................................................11 

2.3.1.1 Εφαρµογή της ΜΠΠ στο πρόβληµά µας ........................................11 
2.3.1.2 Εφαρµογή τύπων της ΜΜΠ και αποτελέσµατα...............................13 

2.3.2 Μέθοδος Product Limit .......................................................................15 
2.3.2.1 Εφαρµογή της PL στο πρόβληµα ..................................................15 
2.3.2.2 Εφαρµογή τύπων της µεθόδου PL και αποτελέσµατα .....................16 

2.3.3 Σύγκριση των αποτελεσµάτων ΜΜΠ και µεθόδου PL ............................17 
2.4 Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής κατά Tocher.....................................19 

2.4.1 Εφαρµογή της συνάρτησης και αποτελέσµατα .....................................20 
3 Βέλτιστες ποσότητες διανοµής.........................................................................23 

3.1 Εισαγωγή ................................................................................................23 
3.2 Το πρόβληµα του εφηµεριδοπώλη (Newsboy Problem)...............................23 

3.2.1 Προσαρµογή του µοντέλου «newsboy» στο πρόβληµα ........................23 
3.3 Καθορισµός βέλτιστων ποσοτήτων τοποθέτησης µε την βοήθεια της 
αντίστροφης συνάρτησης κατανοµής................................................................26 

3.3.1 Εφαρµογή του µοντέλου � Αριθµητικά αποτελέσµατα ..........................26 
3.4 Η µέθοδος προσδιορισµού ποσοτήτων τοποθέτησης σύµφωνα µε την 
αντίληψη της γαλακτοκοµικής εταιρίας .............................................................29 

3.4.1 Προσδιορισµός ποσοτήτων τοποθέτησης βάση την βέλτιστη εκτίµηση της 
ζήτησης � Μέση Ζήτηση - Αποτελέσµατα ......................................................29 

3.5 Σύγκριση Μεθόδων Newsboy και µέσης ζήτησης ........................................32 
3.5.1 Σύγκριση µεθόδων για τις ηµέρες χαµηλής ζήτησης .............................34 
3.5.2 Σύγκριση µεθόδων για τις ηµέρες υψηλής Ζήτησης ..............................35 



4 Συµπεράσµατα ...............................................................................................37 
4.1 Γιατί η µέθοδος του εφηµεριδοπώλη δεν είναι σταθερά καλύτερη της µέσης 
ζήτησης..........................................................................................................37 
4.2 Προτάσεις προς την εταιρία ......................................................................38 

4.2.1 Πιο συχνές επισκέψεις στα κεντρικά σηµεία πώλησης ...........................38 
4.2.2 Βέλτιστη ποσότητα τοποθέτησης σηµαίνει βέλτιστη ποσότητα παραγωγής
 ........................................................................................................39 

Παράρτηµα ........................................................................................................41 
Π.1 Εκτίµηση της κατανοµής της ζήτησης µε την µέθοδο µέγιστης πιθανότητας..41 
Π.2 Πίνακας διακυµάνσεων της ζήτησης για διάφορες ώρες της ηµέρας ..............44 
Π.3 Πίνακας δεδοµένων ηµερήσιας ζήτησης ανά προϊόν .....................................51 

Βιβλιογραφία ......................................................................................................54 
 



 

Κεφάλαιο 1                                                                                                                                        Εισαγωγή 

3

1 Εισαγωγή 
 

1.1 Προβλήµατα λήψης αποφάσεων στην βιοµηχανική 
παραγωγή 

 
Στις αρχές του 20στού αιώνα, το βασικό πρότυπο βιοµηχανικής 

παραγωγής ήταν αυτό της µαζικής. Μαζική λέγεται η παραγωγή προϊόντων 
ιδίου τύπου χρησιµοποιώντας όλη την δυναµικότητα του εργοστασίου. 
Σύµφωνα µε αυτό το πρότυπο, κάθε τµήµα του εργοστασίου παράγει 
συνεχώς, εφόσον έχει ικανή τροφοδοσία και επαρκή χώρο αποθήκευσης. 
Μέχρι τα µέσα του αιώνα, το είδος αυτό της παραγωγής ήταν βολικό, αφού  
απαιτούσε ελάχιστες προσπάθειες συντονισµού µεταξύ των τµηµάτων του 
εργοστασίου. 
Το πρότυπο αυτό, ενώ ταιριάζει σε βιοµηχανίες οι οποίες λειτουργούσαν 

ως µονοπώλια (π.χ. η αυτοκινητοβιοµηχανία Ford τότε), σήµερα εφαρµόζεται 
λιγότερο συχνά. Αιτία γι' αυτό είναι η αύξηση του αριθµού βιοµηχανιών που 
παράγουν ίδια προϊόντα, πράγµα που άλλαξε δραµατικά το σκηνικό της 
αγοράς κατά τις τελευταίες δεκαετίες. Στην εποχή του έντονου και σκληρού 
ανταγωνισµού, για να επιβιώσει µία βιοµηχανία θα πρέπει να µειώσει το 
κόστος λειτουργίας της στο ελάχιστο, ενώ παράλληλα να είναι σε θέση να 
ικανοποιήσει την αγορά προσφέροντας ποικιλία παρόµοιων προϊόντων. Για την 
οικονοµικά αποτελεσµατική παραγωγή και διάθεση των προϊόντων απαιτείται 
η λήψη αποφάσεων που, µεταξύ άλλων, σχετίζονται µε τον έλεγχο της 
παραγωγής σε κάθε τµήµα αλλά και τον συντονισµό των τµηµάτων ώστε να 
ελαχιστοποιούνται τα προβλήµατα υπερτροφοδοσίας (υψηλά αποθέµατα) ή 
υποτροφοδοσίας (ελλείψεις-ανικανοποίητη ζήτηση) και τέλος, τον 
προσδιορισµό των ποσοτήτων παραγωγής και διάθεσης των προϊόντων 
σύµφωνα µε την τάση της ζήτησης. 
 

1.2 Αντικείµενο της εργασίας 
 
Στην εργασία αυτή, ασχολούµαστε µε το πρόβληµα του προσδιορισµού 

βέλτιστων ποσοτήτων παραγωγής και διάθεσης προϊόντων.  
Εξετάζουµε µία γαλακτοκοµική βιοµηχανία η οποία τροφοδοτεί την αγορά 

µε φρέσκο γάλα δύο τύπων (πλήρες, ελαφρύ) σε δύο συσκευασίες (0.5lit, 
1lit). Μελετούµε δηλαδή τέσσερα διαφορετικά προϊόντα, µε την στενή έννοια 
του όρου. Το πρόβληµα είναι να καθορίσουµε τις ποσότητες που πρέπει να 
παράγονται και να διατίθενται προς τα σηµεία πώλησης ώστε να 
µεγιστοποιείται το κέρδος της επιχείρησης χωρίς να παραβιάζονται οι 
περιορισµοί δυναµικότητας του εργοστασίου και οι περιορισµοί πρώτων υλών. 
Το κέρδος για κάθε προϊόν εξαρτάται από την ζήτηση και την ποσότητα 

που διανέµεται προς πώληση. Η ζήτηση όµως είναι µία στοχαστική διαδικασία 
και δεν µπορεί να θεωρείται δεδοµένη. Για αυτό τον λόγο, σαν κριτήριο 
βελτιστοποίησης θα θεωρούµε το µέσο κέρδος.   
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1.3 Μεθοδολογία επίλυσης του προβλήµατος 
 
Για την επίλυση ενός τέτοιου προβλήµατος ακολουθούµε δύο βασικά βήµατα: 

1) Κάνουµε µία εκτίµηση για την κατανοµή της ζήτησης των προϊόντων 

2) Προσδιορίζουµε τις κατάλληλες ποσότητες παραγωγής και διάθεσης 
αυτών, µέσω µεγιστοποίησης του µέσου κέρδους. 

1.3.1 Εκτίµηση κατανοµής ζήτησης 
 
Για την εκτίµηση της κατανοµής ζήτησης, υπάρχουν αρκετές αναφορές και 

εφαρµογές σε µεθόδους στην βιβλιογραφία των αποθεµάτων.  
Μία από τις πιο δηµοφιλείς είναι το µοντέλο ARMA (Autoregressive Moving 

Average) ή αλλιώς µοντέλο αυτοταλαντούµενου κινητού µέσου κατά Box-
Jenkins (βλέπε σηµειώσεις µαθήµατος Συστήµατα Παραγωγής, Γιάννη Α. 
Φίλη). Η µέθοδος αυτή αλλά και συγγενείς της (MA, AR, ARIMA), βασίζεται σε 
ένα µαθηµατικό µοντέλο το οποίο συνδέει την µελλοντική ζήτηση 
(εξαρτηµένη διαδικασία) µε την ζήτηση του παρελθόντος.   
Συγκεκριµένα, στα µοντέλα ARMA η ζήτηση εκφράζεται ως γραµµικός 

συνδυασµός τιµών του παρελθόντος αλλά και άλλων τυχαίων µεταβλητών 
που δρουν ως "θόρυβος". Βασική παραδοχή της µεθόδου είναι ότι οι τιµές του 
θορύβου ακολουθούν κανονική κατανοµή. Αυτό συνεπάγεται ότι και η ζήτηση 
ικανοποιεί κανονική κατανοµή, πράγµα που δεν ισχύει αφού τότε θα έπρεπε η 
ζήτηση να παίρνει και αρνητικές τιµές. Η παραδοχή της κανονικής κατανοµής 
είναι αποδεκτή όταν η ζήτηση έχει µεγάλη µέση τιµή (θετική) σε σχέση µε την 
διασπορά της. Τότε η πιθανότητα "αρνητικής ζήτησης" είναι σχεδόν µηδενική.  
Σε αντίθετη περίπτωση, η προσέγγιση της κανονικής δεν είναι ακριβής, αφού 
οι αρνητικές τιµές, που δεν είναι ρεαλιστικές, έχουν σηµαντική συνεισφορά 
στο µοντέλο.  
Ένα ακόµη µειονέκτηµα των µοντέλων ARMA είναι ότι απαιτούν σχετικά 

µεγάλο αριθµό παρατηρήσεων για των υπολογισµό των παραµέτρων τους. 
Όπως θα αναλυθεί σε επόµενο κεφάλαιο, η φύση των δεδοµένων µας είναι 
τέτοια που δεν µας επιτρέπει να χρησιµοποιούµε µεγάλο αριθµό 
παρελθοντικών δεδοµένων και άρα δεν µας επιτρέπει να προτιµήσουµε 
µοντέλα αυτής της κατηγορίας. 
Στην εργασία αυτή ακολουθούµε µία απλούστερη µέθοδο. Χωρίζουµε τις 

παρατηρήσεις των πωλήσεων σε 2 κατηγορίες ηµερών:  
χαµηλής ζήτησης και 
υψηλής ζήτησης 

Αφού συλλέξουµε δεδοµένα γι' αυτές τις κατηγορίες ηµερών εκτιµούµε την 
συνάρτηση κατανοµής τους χρησιµοποιώντας δύο εναλλακτικά στατιστικά 
εργαλεία: τη µέθοδο µεγίστης πιθανοφάνειας (Maximum Likelihood 
Estimation) και τη µέθοδο �Product Limit� που αναπτύχθηκε από τους Kaplan 
και Meier (1958). Οι δύο αυτές µέθοδοι παρουσιάζονται αναλυτικά σε επόµενο 
κεφάλαιο και διαθέτουν προτερήµατα σε σχέση µε τα µοντέλα ARMA. 
Προτιµούνται γιατί δεν προϋποθέτουν κάποια συγκεκριµένη κατανοµή η οποία 
θα πρέπει να προσαρµοσθεί στις παρατηρήσεις και το υπολογιστικό τους 
µέρος είναι πιο απλό και υπολογιστικά οικονοµικό.  
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1.3.2 Προσδιορισµός βέλτιστων ποσοτήτων παραγωγής και 
διάθεσης 

 
Το µέσο κέρδος της εταιρίας που εξετάζουµε εξαρτάται από δύο 

συνιστώσες: Το κέρδος από τις πωλήσεις και το κόστος των επιστροφών λόγω 
προϊόντων που έµειναν αδιάθετα. Πρέπει να σηµειωθεί ότι τα προϊόντα που 
επιστρέφονται είναι συνήθως άχρηστα, δεν έχουν δηλαδή κάποια αξία για την 
εταιρία και εποµένως το κόστος είναι αρκετά σηµαντικό.  
Σε πολλές περιπτώσεις βελτιστοποίησης, αντί να εξετάζεται το κέρδος, 

από πωλήσεις χρησιµοποιείται το µέσο κόστος λόγω ελλείψεων, όταν οι 
ποσότητες που διατίθενται προς πώληση είναι µικρότερες της πραγµατικής 
ζήτησης. Αυτή η θεώρηση είναι εντελώς ισοδύναµη µε εκείνη του κέρδους µε 
την έννοια ότι τα αποτελέσµατα που προκύπτουν είναι ίδια. Το συνολικό 
ηµερήσιο κόστος ισούται µε το άθροισµα του κόστους λόγω έλλειψης, του 
κόστους επιστροφών, του κόστους παραγωγής και του κόστους των πρώτων 
υλών. Έτσι, αντί να µεγιστοποιήσουµε την συνάρτηση κέρδους, µπορούµε να 
ελαχιστοποιήσουµε την συνάρτηση κόστους.  
Ένας από τους παράγοντες που επηρεάζουν το πρόβληµα καθορισµού 

βέλτιστων ποσοτήτων παραγωγής και διάθεσης είναι η φύση του προϊόντος. 
Για την εταιρεία που εξετάζουµε, το φρέσκο γάλα έχει µικρό κύκλο ζωής, 
µόλις 3 ηµερών, γεγονός που δεν επιτρέπει την ύπαρξη αποθέµατος ούτε ως 
πρώτη ύλη, αλλά ούτε και ως τελικό προϊόν. Είναι λοιπόν προφανές πως ο 
σχεδιασµός της παραγωγής πρέπει να είναι τέτοιος ώστε να εκµεταλλεύεται µε 
τον καλύτερο τρόπο την πρώτη ύλη και να µην έχει υψηλό κόστος 
επιστροφών. Τέτοιου είδος προϊόντα έχουν την δική τους µεθοδολογία στην 
θεωρία παραγωγής-διάθεσης. Παρόµοιας φύσης πρόβληµα αποτελεί και εκείνο 
της διανοµής εφηµερίδων. Οι εφηµερίδες δεν µπορούν να αποθηκευθούν για 
µελλοντική πώληση, αφού ο κύκλος ζωής τους είναι µόνο µία µέρα. Ο όγκος 
παραγωγής πρέπει να είναι αρκετά µελετηµένος ώστε να καλύπτεται η ζήτηση 
και οι επιστροφές να περιορίζονται στο ελάχιστο δυνατό. Η εφηµερίδα 
λειτούργησε σαν «πιλότος» για την παραγωγή προϊόντων µε µικρό κύκλο 
ζωής. Ήταν ένα από τα πρώτα αγαθά για το οποίο δηµιουργήθηκε η ανάγκη 
µαζικής παραγωγής και υπήρχε κλίµα ανταγωνισµού. Για αυτό τον λόγο, το 
πρόβληµα σχεδιασµού παραγωγής-διάθεσης για αγαθά σαν το φρέσκο γάλα, 
την εφηµερίδα κ.α., έχει επικρατήσει να ονοµάζεται σαν «το πρόβληµα του 
εφηµεριδοπώλη» ή «Newsboy problem». Σε επόµενο κεφάλαιο, θα 
ασχοληθούµε µε αυτό το πρόβληµα διεξοδικά και θα παρουσιάσουµε την 
εφαρµογή του στην δική µας περίπτωση .  
 

1.4 Γιατί η βέλτιστη εκτίµηση της ζήτησης δεν αποτελεί και 
την βέλτιστη ποσότητα παράδοσης; 

 
∆ιαβάζοντας τα παραπάνω, εύλογα δηµιουργείται η απορία αν θα αρκούσε 

η πρόβλεψη της ζήτησης για τον καθορισµό της βέλτιστης ποσότητας 
παράδοσης. Πρέπει να σηµειωθεί ότι η πρόβλεψη της ζήτησης είναι µία 
εκτίµηση, δεν αποτελεί γεγονός. Είναι ένα καλό εργαλείο για τον υπολογισµό 
ενός πεδίου τιµών, µέσα στο οποίο είναι πολύ πιθανό να βρεθεί η αυριανή 
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ζήτηση. Η εκτίµηση αυτή αποτελεί ένα βασικό κοµµάτι της θεωρίας που θα 
εφαρµόσουµε για τον καθορισµό των ποσοτήτων παράδοσης, αλλά δεν 
αποτελεί κατ� ανάγκη και τη βέλτιστη λύση.  
Θα χρησιµοποιήσουµε ένα απλό παράδειγµα για να ισχυροποιήσουµε την 

θέση µας: Ας υποθέσουµε ότι για ένα προϊόν έχει καθοριστεί η κατανοµή της 
ζήτησης όπως φαίνεται παρακάτω:  

Ζήτηση = Ζ = 


 1 µε πιθανότητα 0.2
 2 µε πιθανότητα 0.4
 3 µε πιθανότητα 0.4

 

Η αξία µίας µονάδας είναι 10€ (κόστος πρώτων υλών, παραγωγής, 
συσκευασίας, µεταφοράς) και το κέρδος από την πώλησή της είναι της τάξης 
του 10% στην αξία του, δηλαδή 1€. Υποθέτουµε πως παράγουµε και 
προσφέρουµε προς πώληση ποσότητα x, ενώ η ζήτηση είναι Z.  
Τότε  οι πωλήσεις είναι: min(x,Z)  
        το κέρδος είναι   : 1 ×  min(x,Z)  
Εάν προσφέρουµε περισσότερα από Z, τότε το κόστος επιστροφών (απώλεια) 
είναι 10€ (τα προϊόντα καταστρέφονται). Η βέλτιστη εκτίµηση y της ζήτησης 
είναι εκείνη που ελαχιστοποιεί το µέσο τετραγωνικό σφάλµα (LSE) της 
πρόβλεψης, δηλαδή: 
 
LSE(y)=E[( y � Z )]2=min  
 
Εφόσον είναι γνωστή η κατανοµή της ζήτησης τότε: 
 
min LSE(y)= min E( y2 � 2yZ � Z2 )  
                   = min [ E(y2) + E(-2yZ) + E(Z2) 
                   = y2 � 2yE(Z) + E(Z2) 
 
Είναι γνωστό πως το ελάχιστο ακρότατο για µία συνάρτηση δευτέρου βαθµού 
όπως η MSE(y) εν προκειµένω, δίνεται από τον τύπο: 
 

0
dy

)y(dLSE
=  , όταν 

2

2

dy
)y(LSEd
>0 

 

Αλλά  0
dy

)y(dLSE
=  ⇒ 2y - 2 E(Z)=0 ⇒ y = E(Z) 

 

ενώ επαληθεύουµε εύκολα ότι 
2

2

dy
)y(LSEd
= 2 > 0 

 
Άρα η βέλτιστη εκτίµηση της ζήτησης Ζ είναι: 
 
 y = E(Z) = 0.2×1 + 0.4×2 + 0.4×3 = 2.2 
 
Προκύπτει ότι έχουµε δύο εναλλακτικές ποσότητες για προσφορά, ή 2 ή 3. Θα 
εξετάσουµε και τις δύο περιπτώσεις για να βρούµε το µέσο κέρδος. 
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Για x=2 το κέρδος είναι:


 αν Ζ=1 ⇒ 1× (+1) + 1× (-10) = -9€

 αν Ζ=2 ⇒ 2× (+1) = 2€
 αν Ζ=3 ⇒ 2× (+1) = 2€

 

και το µέσο κέρδος K(2) = �9 × 0.2 + 2 × 0.4 + 2 × 0.4 = -0.2€  
 

Για x=3 το κέρδος είναι:


 αν Ζ=1 ⇒ 1× (+1) + 2× (-10) = -19€

 αν Ζ=2 ⇒ 2× (+1) + 1× (-10) = -8€
 αν Ζ=3 ⇒ 3× (+1) = 3€

 

και το µέσο κέρδος K(3) = �19 × 0.2 + (-8) × 0.4 + 3 × 0.4 = -5.8€ 
 
Αν τώρα εµείς, αντί για µία εκ των δύο επιλογών που προσεγγίζουν καλύτερα 
την βέλτιστη, επιλέξουµε να προσφέρουµε x=1 τότε έχουµε: 
 

Για x=1 το κέρδος είναι:


 αν Ζ=1 ⇒ 1× (+1) = 1€

 αν Ζ=2 ⇒ 1× (+1) = 1€
 αν Ζ=3 ⇒ 1× (+1) = 1€

 

και το µέσο κέρδος K(1) = 1× 0.2 + 1 × 0.4 + 1 × 0.4 = 1€   
 
∆ηλαδή, το µέσο κέρδος εάν επιλέξουµε να τοποθετήσουµε ένα τεµάχιο, είναι 
µεγαλύτερο από το µέσο κέρδος εάν τοποθετήσουµε µία εκ των δύο 
βέλτιστων προβλέψεων της ζήτησης. Εποµένως προκύπτει πως: 
"η βέλτιστη εκτίµηση της ζήτησης, δεν είναι πάντα η βέλτιστη 
ποσότητα τοποθέτησης για να έχουµε το µέγιστο δυνατό µέσο 
κέρδος!" 
Στα επόµενα κεφάλαια θα παρουσιάσουµε µεθόδους για την εκτίµηση της 

κατανοµής της ζήτησης των προϊόντων που παράγει η εταιρία και µία µέθοδο 
προσδιορισµού της βέλτιστης πολιτικής διανοµής αυτών των προϊόντων. Θα 
συγκρίνουµε την µέθοδο αυτή µε την πολιτική βέλτιστης εκτίµησης της 
ζήτησης που περιγράψαµε στο προηγούµενο παράδειγµα και θα σχολιάσουµε 
τα αποτελέσµατα.  
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2 Πρόβλεψη Ζήτησης � Συνάρτηση Κατανοµής                        
 

2.1 Εισαγωγή 
 
Σκοπός αυτής της έρευνας, είναι  να καθορίσουµε το βέλτιστο ηµερήσιο 

επίπεδο παραγωγής και διανοµής ενός προϊόντος µε µικρό χρόνο ζωής, προϊόν 
δηλαδή που δεν µπορεί να αποθεµατοποιηθεί. Για να το πετύχουµε αυτό 
πρέπει να γνωρίζουµε ένα σηµαντικό µέρος της κατανοµής της ηµερήσιας 
ζήτησής του. Για την εκτίµηση αυτής της κατανοµής θα χρησιµοποιήσουµε 
στατιστικά εργαλεία και δεδοµένα των ηµερησίων πωλήσεων του 
παρελθόντος. Η ιδιαιτερότητα των προϊόντων τέτοιου τύπου έγκειται στις 
συχνές εξαντλήσεις του. Αυτό σηµαίνει ότι είναι σπάνιο όλα τα δεδοµένα των 
πωλήσεων να αντιπροσωπεύουν την ζήτηση. Εφόσον το προϊόν διανέµεται σε 
καθηµερινή βάση και δεν παραµένει απόθεµα στα σηµεία πώλησης για τις 
επόµενες ηµέρες, το φαινόµενο να εξαντληθεί από τα ράφια είναι συχνό. Σε 
αυτές τις περιπτώσεις, ο αριθµός των πωλήσεων είναι σίγουρα µικρότερος ή 
ίσος της άγνωστης ηµερήσιας ζήτησης. Στη στατιστική, τέτοια δεδοµένα 
ονοµάζονται συγκαλυµµένα ή αποκοµµένα από τα δεξιά (right-censored). Σε 
αυτό το κεφάλαιο θα αναπτύξουµε τρόπους για την συλλογή αλλά και 
επεξεργασία τέτοιων δεδοµένων µε σκοπό την εύρεση της συνάρτησης 
κατανοµής για την ηµερήσια ζήτηση του φρέσκου γάλακτος. 
 

2.2 Συλλογή και ανάλυση δεδοµένων 
 
Η συλλογή των δεδοµένων για την ανάπτυξη της λύσης δεν ήταν µια 

απλή διαδικασία. Η γαλακτοκοµική εταιρία δεν είχε δεδοµένα για τις ηµερήσιες 
πωλήσεις, κατέγραφε καθηµερινά τις τοποθετήσεις ανά σηµείο πώλησης και 
τις επιστροφές. Οι επιστροφές δεν ήταν όλες από µια συγκεκριµένη παρτίδα 
παραγωγής και τοποθέτησης, αντίθετα, πολλές φορές, επιστρέφονταν την ίδια 
µέρα συσκευασίες γάλακτος οι οποίες είχαν αποσυρθεί από τα ράφια (δηλαδή 
πλησίαζαν στην ηµεροµηνία λήξης τους) σε διαφορετικές ηµέρες. Αυτό 
σηµαίνει ότι δεν µπορούσε κανείς να υπολογίσει τις ακριβείς πωλήσεις µίας 
ηµέρας. Έπρεπε να συλλέξουµε εµείς τα δεδοµένα από την αρχή. Προφανώς 
δεν ήταν δυνατόν να καταγράψουµε τις πωλήσεις σε όλη την πόλη. Για αυτό 
τον λόγο, διαλέξαµε πιλοτικά ένα σηµείο πώλησης µε αρκετά µεγάλη 
απορροφητικότητα. Αναλύοντας τα δεδοµένα αυτού µπορούµε να 
γενικεύσουµε όπως αναφέρεται σε επόµενο κεφάλαιο. 
 

2.2.1 Συλλογή 
 
Η διαδικασία συλλογής δεδοµένων ξεκίνησε την Τρίτη 26 Νοεµβρίου του 

2002. Ο τρόπος µε τον οποίο εργαστήκαµε ήταν ο εξής:  
 
Κάθε πρωί η εταιρία µας έδινε τις τοποθετήσεις για κάθε κωδικό στο 
συγκεκριµένο super market. Η πρώτη επίσκεψη γινόταν στις 14.30 οπότε 
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καταµετρούνταν οι συσκευασίες που είχαν µείνει στο ψυγείο και 
καταγραφόταν ο αριθµός των πωλήσεων µέχρι εκείνη την ώρα. Το ίδιο 
γινόταν στις 17.00 και στις 20.00. Αν κάποια στιγµή το ψυγείο άδειαζε, τότε 
σηµειωνόταν πως τα δεδοµένα εκείνης της ηµέρας ήταν σίγουρα µικρότερα ή 
και ίσα της ζήτησης, ανάλογα µε την ώρα που σηµειωνόταν η εξάντληση. Σε 
περίπτωση που υπήρχε περίσσευµα, τότε τα δεδοµένα καταγράφονταν ως 
αντιπροσωπευτικά. Τις συσκευασίες που δεν πουλήθηκαν, εφόσον δεν είχαν 
λήξει, τις προσθέταµε στην τοποθέτηση της επόµενης ηµέρας. Η πολιτική της 
εταιρίας, όσον αφορά τις επισκέψεις στα µεγάλα σηµεία πώλησης, ήταν 
καθηµερινή πλην σαββατοκύριακου. Για αυτό τον λόγο, Παρασκευή και 
Σάββατο θεωρήθηκαν «µία ηµέρα» εφόσον η τοποθέτηση της Παρασκευής 
προοριζόταν για να καλύψει και τη ζήτηση του Σάββατο. Η καταγραφή των 
πωλήσεων σταµάτησε το Σάββατο 22 Φεβρουαρίου του 2003, όπου 
συµπληρώθηκαν και κατεγράφησαν 60 ηµέρες τοποθετήσεων. 
 
Τα δεδοµένα όπως καταγράφηκαν, απεικονίζονται στον Πίνακα Π.2 του 
παραρτήµατος. 
 

2.2.2 Ανάλυση 
 
Έχοντας πλέον συγκεντρώσει έναν ικανοποιητικό αριθµό δεδοµένων, 

έπρεπε να τα ταξινοµήσουµε και να τα αναλύσουµε, για την καλύτερη δυνατή 
εκµετάλλευσή τους. Αρχικά ξεχωρίσαµε τις καθηµερινές πωλήσεις σε:  

 
α) ακριβείς παρατηρήσεις της ζήτησης  
β) περιπτώσεις όπου η ζήτηση εξάντλησε την ποσότητα που τοποθετήθηκε 
αλλά δεν ήµασταν σε θέση να προσδιορίσουµε εάν υπήρχε έλλειψη.   
γ) περιπτώσεις όπου η ζήτηση εξάντλησε την ποσότητα που τοποθετήθηκε και 
πληροφορηθήκαµε ότι υπήρξαν ανικανοποίητοι πελάτες 
 
Στον Πίνακα Π.3 του παραρτήµατος φαίνεται η παραπάνω ταξινόµηση ανά 
προϊόν.  
 
 Εν συνεχεία, παρουσιάστηκε η ανάγκη να καθοριστεί ο χρονικός 
ορίζοντας των δεδοµένων βάσει του οποίου θα βρίσκουµε την συνάρτηση 
κατανοµής. Από την εταιρία µας προτάθηκε το χρονικό παράθυρο του ενός 
µήνα. Ο λόγος, όπως µας εξηγήθηκε, ήταν ότι η ζήτηση του γάλακτος 
διαφέρει αρκετά ανά περιόδους. Παράγοντες όπως ο τουρισµός το καλοκαίρι, 
η νηστεία την σαρακοστή, οι µέρες του Πάσχα, των Χριστουγέννων αλλά και 
η έλλειψη σε γάλα από αρχές Σεπτεµβρίου ως µέσα Νοεµβρίου, δεν αφήνουν 
µεγάλο χρονικό περιθώριο δεδοµένων για ασφαλή προσέγγιση της κατανοµής. 
 
Συνειδητοποιώντας τα παραπάνω, εύλογη ήταν απορία του πώς θα 

χωριστούν οι ηµέρες. Αν παραδείγµατος χάρη θέλαµε να βρούµε µία κατανοµή 
της ζήτησης για τις ∆ευτέρες, τότε θα είχαµε µόνον τέσσερα δεδοµένα. Άρα 
λοιπόν, έπρεπε τα δεδοµένα να οµαδοποιηθούν έτσι ώστε να έχουµε ένα 
αντιπροσωπευτικότερο δείγµα. Εξορύξαµε από την βάση δεδοµένων την 
ποσότητα γάλακτος σε λίτρα που καταναλώνεται για κάθε ξεχωριστή µέρα της 
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εβδοµάδας, και υπολογίσαµε το ποσοστό που καταναλώνεται την κάθε µέρα 
στο σύνολο των δεδοµένων. Τα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στον Πίνακα 1. 

 
 

 
Λίτρα που πωλούνται ανά ηµέρα 26/11/02 - 22/2/03  

 ∆ευτέρα Τρίτη Τετάρτη Πέµπτη Παρ+Σάβ  
 52.909 41.154 27.909 29.955 84.231  
Συνολικές πωλήσεις  γάλακτος  236.157  

ποσοστό 22.40% 17.43% 11.82% 12.68% 35.67%  
Πίνακας 1 

 
Στον Πίνακα 2 παρουσιάζονται πιο αναλυτικά τα δεδοµένα για κάθε κωδικό 
ξεχωριστά. 
 

Μέσος όρος πωλήσεων ανά προϊόν και πωλήσεις ανά ηµέρα  
ως ποσοστό του συνόλου της εβδοµάδας 

Γάλα πλήρες ενός λίτρου: GidP1 Γάλα ελαφρύ ενός λίτρου: GidH1 
∆ευτέρα Τρίτη Τετάρτη Πέµπτη Παρ+Σάβ ∆ευτέρα Τρίτη Τετάρτη Πέµπτη Παρ+Σάβ

31 22 15 16 48 11 9 6 6 16 
23.46% 16.64% 11.32% 11.80% 36.78% 22.28% 18.69% 12.76% 12.76% 33.51% 

Γάλα πλήρες µισού λίτρου: GidP0.5 Γάλα ελαφρύ µισού λίτρου: GidH0.5 
∆ευτέρα Τρίτη Τετάρτη Πέµπτη Παρ+Σάβ ∆ευτέρα Τρίτη Τετάρτη Πέµπτη Παρ+Σάβ
13 11 7 9 23 10 9 7 8 16 

19.82% 17.98% 11.06% 14.07% 37.06% 20.35% 18.45% 13.63% 15.44% 32.13% 
Πίνακας 2 

 
 Χρησιµοποιώντας και αναλύοντας τα στοιχεία των δύο παραπάνω 
πινάκων, µπορούµε να οµαδοποιήσουµε τις ηµέρες ανάλογα µε το επίπεδο 
των πωλήσεών τους. Παρατηρούµε την οµοιότητα που παρουσιάζουν οι 
Τετάρτες µε τις Πέµπτες. Αυτή είναι µία καλή οµαδοποίηση αφού σε αυτές τις 
ηµέρες καταναλώνεται η ίδια ποσότητα γάλακτος. Εξακολουθεί όµως να 
υπάρχει µία σηµαντική απόκλιση στις υπόλοιπες ηµέρες. Με µία πρώτη µατιά 
θα µπορούσε κανείς να αντιµετωπίσει µαζί, τις ∆ευτέρες µε τις Τρίτες και να 
αφήσει Παρασκευές/Σάββατα (θεωρούνται µία ηµέρα) ξεχωριστά. Μία τέτοια 
κίνηση θα δηµιουργούσε πρόβληµα παρόµοιο µε αυτό που µας οδήγησε στην 
λύση της οµαδοποίησης και αυτό διότι τα δεδοµένα µας θα ήταν µόνο 
τέσσερα για αυτές τις µέρες. Έτσι και αφού δεν µπορούσαµε να αλλάξουµε 
την πολιτική επισκέψεων της εταιρίας στα σηµεία πώλησης, θεωρήσαµε τις 
Τρίτη�Τετάρτη-Πέµπτη ως ηµέρες χαµηλής πώλησης και τις ∆ευτέρα� 
Παρασκευή-Σάββατο ως ηµέρες υψηλής. Συνέπεια αυτής της οµαδοποίησης 
θα είναι να επηρεαστούν τα αποτελέσµατα. Σε επόµενο κεφάλαιο θα δούµε µε 
πιο τρόπο και σε τι βαθµό. Παρ� όλα αυτά, δεν επηρεάζεται  η κεντρική ιδέα 
που προσπαθούµε να δείξουµε σε αυτήν την έρευνα.   
 

2.3 Εκτίµηση παραµέτρων ζήτησης 
 
 Συνοψίζοντας, τα δεδοµένα µας χωρίζονται σε δύο κατηγορίες ζήτησης: 
υψηλή και χαµηλή. Θεωρούµε ότι για µία περίοδο τεσσάρων εβδοµάδων τα 
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στατιστικά των ηµερών κάθε κατηγορίας είναι σταθερά (στοχαστικά 
αµετάβλητες διαδικασίες υπό την στενή έννοια). Βάσει των παραπάνω, θα 
παρουσιάσουµε τον τρόπο µε τον οποίο, για κάθε κατηγορία και για κάθε 
παράθυρο στοχαστικά αµετάβλητης ζήτησης, κάνουµε εκτίµηση της 
συνάρτησης κατανοµής της και των πιθανοτήτων να πάρει αυτή µία 
συγκεκριµένη τιµή. 
 
 Όπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγή, µπορούµε µε διάφορες 
µεθόδους να δώσουµε µια εκτίµηση των παραµέτρων. Εδώ θα αναφερθούµε 
εκτενέστερα σε δύο: την µέθοδο µεγίστης πιθανοφάνειας (maximum 
likelihood method, MΜΠ) και την µέθοδο product limit (PL) κατά Kaplan-
Meier(1958). 
 

2.3.1 Μέθοδος Μεγίστης Πιθανοφάνειας  
 
Η ΜΜΠ είναι µία αποτελεσµατική µέθοδος για την εκτίµηση των 

παραµέτρων µίας κατανοµής. Κάθε κατανοµή εξαρτάται από µία ή και 
περισσότερες παραµέτρους. Η κατάλληλη επιλογή των παραµέτρων είναι αυτή 
που κάνει µία κατανοµή αντιπροσωπευτική των δεδοµένων. H µέθοδος 
συνοψίζεται στα ακόλουθα. 
 
Αν f(x,a,b,�) είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σππ) µίας 

τυχαίας µεταβλητής, και a,b,� άγνωστες παράµετροι, τότε η σππ της 
κατανοµής ενός πλήθους Ν ανεξάρτητων παρατηρήσεων x1, x2, �, xN είναι: 
 

,...)b,a,x(f...,...)b,a,x(f,...)b,a,x(f,...)b,a(L N21 ⋅⋅⋅=    (1) 
 
Οι τιµές των a,b,� που µεγιστοποιούν την L είναι και οι τιµές των 
παραµέτρων της συνάρτησης κατανοµής που ταιριάζει καλύτερα στα 
δεδοµένα. Τα a,b,� που µεγιστοποιούν την ln(L), µεγιστοποιούν και την L. 
Εφόσον η L είναι κοίλη, τότε µπορούµε να προσδιορίσουµε τα a,b,� λύνοντας 
το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων 
 

0,...)]b,a,x(fln...,...)b,a,x(fln...)b,a,x(f[ln
bb

)Lln(

0,...)]b,a,x(fln...,...)b,a,x(fln...)b,a,x(f[ln
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)Lln(

N21

N21

=+++
∂
∂

=
∂

∂

=+++
∂
∂

=
∂

∂

       (2) 

 
αντίστοιχα για κάθε παράµετρο.(βλέπε σηµειώσεις µαθήµατος Προσοµοίωση, 
Βασίλη Σ. Κουικόγλου) 
   

2.3.1.1 Εφαρµογή της ΜΠΠ στο πρόβληµά µας 
 
Όπως αναφέρουν οι Lau και Lau (1996), ο Conrad υπέθεσε ότι η ζήτηση 

ακολουθεί κατανοµή Poisson, η παράµετρος λ της οποίας είναι σταθερή αλλά 
άγνωστη. Παρουσίασε µία µέθοδο για την εύρεση της πλέον πιθανής 
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εκτίµησης της λ βασισµένη στην ΜΜΠ. Στην βιβλιογραφία της στατιστικής, η 
ΜΜΠ χρησιµοποιείται σε διάφορες θεωρητικές κατανοµές πέραν της Poisson 
π.χ. εκθετική, κανονική, γάµα, Weibull. Επίσης, οι Lau και Lau (1996) 
αναφέρουν ότι ο Bell και ο Wecker, ανεξάρτητα, υπέθεσαν ότι η ζήτηση 
ακολουθεί την κανονική κατανοµή, ενώ ο Hill κατέληξε σε ένα µοντέλο 
πρόβλεψης που οδηγεί σε µία σύνθετη κατανοµή Poisson. Εν γένει, οι 
Εξισώσεις (2) επιλύονται αριθµητικά. Η λύση µπορεί να γίνει αρκετά δύσκολη 
και πολύπλοκη αν η υποτιθέµενη κατανοµή εξαρτάται από πολλές 
παραµέτρους. Το γεγονός ότι δεν υπάρχει κάποια κατανοµή τόσο γενική ώστε 
να µπορεί να περιγράψει την ζήτηση οποιοδήποτε προϊόντος (µε κατάλληλο 
προσδιορισµό κάποιων παραµέτρων), µας οδήγησε στην ΜΜΠ. 

 
Αντί να υποθέτουµε µία συγκεκριµένη σππ για να ταιριάξουµε στα 

δεδοµένα µας, ακολουθήσαµε µία µη παραµετρική µέθοδο, όπως λέγεται στη 
στατιστική. 

 
Παρατηρούµε αρχικά ότι η ζήτηση Χ σε µία ηµέρα και για ένα ορισµένο 

προϊόν, είναι τυχαία και παίρνει τιµές x1, x2, � . Για παράδειγµα τα xi µπορεί 
να είναι x1=1, x2=2, �. Ορίζουµε pi = P(xi = X) και F(xi)= P(Χ ≥ xi)=p1 + p2 
+�+pi. Τα pi ή εναλλακτικά τα F(xi), προσδιορίζουν την κατανοµή της Χ και 
είναι οι ζητούµενες ποσότητες. Τώρα για κάθε ποσότητα xi υποθέτουµε ότι 
διαθέτουµε τα εξής δεδοµένα:  
 
ni = πλήθος των ηµερών που η ζήτηση Χ= xi 
mi= πλήθος των ηµερών που η ζήτηση Χ≥ xi 

li= πλήθος των ηµερών που η ζήτηση Χ> xi 

 

(βλέπε Πίνακα Π.3 του παραρτήµατος)  
 
Επειδή δεν έχουµε παρατηρήσεις < x1, θα υποθέσουµε ότι  P(X < x1) = 0. 
Αν xk είναι η µέγιστη ποσότητα που έχει πουληθεί, τότε η πραγµατική ζήτηση 
µπορεί να είναι µεγαλύτερη του xk . Ορίζουµε pk+1 = P(X > xk),  αφού το 
άθροισµα των πιθανοτήτων είναι 1, έχουµε: 
 
pk+1 = 1 � p1 � p2 -� - pk             (3)     
  
Οι παρατηρήσεις µας είναι χωρισµένες σε τρεις κατηγορίες και διατίθενται 
στον Πίνακα 3 
 

Αρχικά δεδοµένα 

Ποσότητα, xi x1 � xi � xk 

Συχνότητα εµφανίσεως Χ = xi n1 � ni � nk 

Συχνότητα εµφανίσεως Χ ≥ xi m1 � mi � mk 

Συχνότητα εµφανίσεως Χ > xi l1 � li � lk 
Πίνακας 3 

 
Θέλουµε η πιθανότητα L να συµβεί αυτό που έχουµε παρατηρήσει να είναι 
µέγιστη. Εµείς έχουµε παρατηρήσει ni φορές ζήτηση Χ= xi, mi φορές ζήτηση 
Χ≥ xi, li φορές ζήτηση Χ> xi. Η πιθανότητα αυτών των παρατηρήσεων δίνεται 
από τον τύπο:  
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[P(xi = X) × � × P(xi = X) (ni φορές)] × [P(Χ≥ xi) × � × P(Χ≥ xi) (mi φορές)]  × 
[P(Χ> xi) × � × P(Χ> xi) (li φορές)] 
= 

ii l
ki

m
k1i

n
i )p...p()p...p(p +++++  

 
Η αντίστοιχη συνάρτηση (1) για το πρόβληµά µας είναι: 
 

iii l
k1i

k

1i
i

k

1i

m
k2i1i

k

11

n
ik21 )p...pp()p...pp(p)p,...,p,p(L +++⋅+++⋅= +

==
++

=
∏∏∏  (4) 

 
Αυτή την ποσότητα πρέπει να µεγιστοποιήσουµε. Συγκρίνοντας τις Εξισώσεις 
(1) και (4) παρατηρούµε ότι η παράµετροι της κατανοµής που ψάχνουµε είναι 
οι ίδιες οι πιθανότητες ip . Λύνοντας την Εξίσωση (4) µε τον τρόπο που 
υποδείξαµε στο σύστηµα (2) καταλήγουµε στους παρακάτω τύπους για τις  pi: 
 

121

1
1 LMN

n
p

++
=     (5) 

)pp(1
LMN

n
p 1i1

i1ii

i
i −

+

−−−
++

= K    (6) 

)pp(1
mn

n
p 1k1

kk

ki
k −−−−

+
= K    (7)   

 
όπου για συντοµία έχουµε ορίσει 
  
Ni = ni + ni+1 +�+ nk  
Mi = mi + mi+1 +�+ mk  
Li = li + li+1 +�+ lk            για κάθε i = 1 � k. 
 
Το pk+1 βρίσκεται από την Εξίσωση (3). Λεπτοµερής απόδειξη των Εξισώσεων 
(5)-(7) παρουσιάζεται στο Παράρτηµα Π.1. 

2.3.1.2 Εφαρµογή τύπων της ΜΜΠ και αποτελέσµατα  
 
Στην παράγραφο αυτή περιγράφουµε πως επεξεργαστήκαµε δεδοµένα 

από ένα σηµείο πώλησης (Πίνακας Π.2 του παραρτήµατος) µε την βοήθεια 
του προγράµµατος Excel. Αρχικά τροποποιούµε τον Πίνακα Π.2 του 
παραρτήµατος, τοποθετώντας µία ακόµη στήλη που δηλώνει την κατηγορία 
της ηµέρας, Χ για τις ηµέρες χαµηλής ζήτησης και Υ για τις µέρες υψηλής. 
Τοποθετούµε φίλτρα στις στήλες αριθµού, ηµέρας, ηµεροµηνίας και 
κατηγορίας για να επεξεργαστούµε τα δεδοµένα καλύτερα. Θεωρούµε ότι 
έχουµε παρατηρήσεις για τις τριάντα πιο πρόσφατες ηµέρες (από Τρίτη 26 
Νοεµβρίου έως ∆ευτέρα 13 Ιανουαρίου). Η πρώτη πρόβλεψη κατανοµής που 
µπορούµε να κάνουµε είναι για την 31η ηµέρα, αφού το χρονικό περιθώριο 
έχει τοποθετηθεί στις τριάντα ηµέρες. Η 31η ηµέρα είναι η Τρίτη 14 
Ιανουαρίου, ηµέρα χαµηλής ζήτησης. Χρησιµοποιούµε τα φίλτρα έτσι ώστε, 
για τις ηµέρες µε αριθµό 1 έως 30 να παρουσιάζονται µόνο οι µέρες χαµηλής 
ζήτησης. Το αποτέλεσµα παρουσιάζεται στο Σχήµα 1. 
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Σχήµα 1 

 
 
 
Επεξηγήσεις για το Σχήµα 1: 

• Οι παρατηρήσεις στη στήλη n συµβολίζουν ότι η ποσότητα που 
αναγράφεται ήταν και η ακριβής ποσότητα που ζητήθηκε 

• Οι παρατηρήσεις στη στήλη m συµβολίζουν τις περιπτώσεις όπου η 
ζήτηση ήταν µεγαλύτερη ή ίση της ποσότητας που αναγράφεται 

• Οι παρατηρήσεις στη στήλη l συµβολίζουν τις περιπτώσεις όπου η 
ζήτηση ήταν σίγουρα µεγαλύτερη της ποσότητας που αναγράφεται 

Προϊόντα: 

•    GidP1: Γάλα πλήρες συσκευασίας ενός λίτρου 
• GidP0.5: Γάλα πλήρες συσκευασίας µισού λίτρου  
• GidΗ1: Γάλα ελαφρύ συσκευασίας ενός λίτρου 
• GidΗ0.5: Γάλα ελαφρύ συσκευασίας µισού λίτρου 

 
 Για την εφαρµογή των Εξισώσεων (5),(6) και (7), θα δηµιουργήσουµε 
ένα απλό πρόγραµµα στο Excel, το οποίο θα παίρνει τα δεδοµένα που 
χρειάζεται από το αντίστοιχο Σχήµα 1 και θα τα επεξεργάζεται. Ας κάνουµε 
ένα παράδειγµα για να δούµε την λειτουργία αυτού του αρχείου.  
 
Θα προσπαθήσουµε να προβλέψουµε τις πιθανότητες και την κατανοµή 

του προϊόντος GidP1 για την Τρίτη 14 Ιανουαρίου. Η µορφή αυτού του 
προγράµµατος παρουσιάζεται στο Σχήµα 2. 
 
Στον πίνακα «∆εδοµένα των τελευταίων 30 ηµερών» που διακρίνεται στο 

Σχήµα 2, µεταφέρονται τα δεδοµένα από το σχήµα 1 που αφορούν το GidP1. 
Αυτά, µε κατάλληλους τύπους τροποποιούνται στα κελιά των γραµµών 3,4 και 
5 ώστε να τα χρησιµοποιούµε σύµφωνα µε τις Εξισώσεις (5),(6),(7).  
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Σχήµα 2 
 
Η επεξεργασία αυτή γίνεται στις γραµµές από 7 έως 19 και τα αποτελέσµατα 
παρουσιάζονται στις γραµµές 21 και 22. Στην 21 διακρίνονται οι τιµές xi που 
ήταν αντιπροσωπευτικές της ζήτησης και στην 22 οι αντίστοιχες τιµές τις F(xi). 
Το πρόγραµµα είναι έτσι σχεδιασµένο ώστε να µπορεί να δεχτεί δεδοµένα για 
ποσότητες πωλήσεων έως και 99 τεµάχια, αριθµός που υπερκαλύπτει τις 
ανάγκες της εταιρίας για το συγκεκριµένο σηµείο πώλησης που εξετάζουµε. 
Παρατηρήστε ότι, η συνάρτηση κατανοµής δίνετε για τα διακριτά σηµεία xi 
των οποίων ο αριθµός ήταν αντιπροσωπευτικός της ζήτησης. Αυτό δεν είναι 
παράλογο, αρκεί να ρίξουµε µια µατιά στους τύπους και θα δούµε πώς οι 
πιθανότητες-παράµετροι παίρνουν µη µηδενικές τιµές µόνο όταν 0ni ≠ .  
 

2.3.2 Μέθοδος Product Limit  
 
Οι Lau και Lau (1996) παρουσίασαν µια εφαρµογή της µεθόδου �Product 

Limit� των Kaplan-Meier (1958), η οποία είναι πρακτική και υπολογιστικά απλή 
στην λύση της και όπως θα δούµε στην συνέχεια, η απόκλισή της από την 
Μ.Π.Π. είναι µικρή.  
 

2.3.2.1 Εφαρµογή της PL στο πρόβληµα 
 
Αν υποθέσουµε ότι έχουµε Κ αξιολογηµένες καθηµερινές παρατηρήσεις 
πωλήσεων εκ των οποίων µόνο οι n φανερώνουν πραγµατική ζήτηση, Κ>n. 
Τότε ορίζουµε: 
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F(x) = P(Ζήτηση ≤ x) η συνάρτηση κατανοµής 
W(x) = 1 � F(x) = P(Ζήτηση > x) 

xi = ποσότητες που έχουν παρατηρηθεί (π.χ. x1=1, x2=2,�), i=1, �, k 

ni = όπως πριν, πλήθος ηµερών στις οποίες η ζήτηση ήταν ίση µε xi 

Κi = ∑
=

++
k

ij
jjj )LMN(  

Gi = (Ki � ni)/Ki (είναι η δεσµευµένη πιθανότητα ώστε η ζήτηση Χ> xi                
                       δοθέντος ότι Χ≥ xi δηλαδή Gi = P(ζήτηση > xi | ζήτηση ≥ xi) 
 
Η µέθοδος εφαρµόζει κατά σειρά τα εξής: 
  
 Gi = (Ki � ni)/Ki 

 ∏
=

=
i

1j
ji G)x(W                                     (8) 

 )x(W1)x(F ii −=  
 
για i=1, 2, �, k και µε F(x0)=0  

2.3.2.2 Εφαρµογή τύπων της µεθόδου PL και αποτελέσµατα  
 
Για την εφαρµογή των Εξισώσεων (8), θα χρησιµοποιήσουµε το Excel. Ας 

δουλέψουµε το αντίστοιχο παράδειγµα για την κατανοµή του προϊόντος GidP1 
της Τρίτης 14 Ιανουαρίου.  
 
Η διαφορά αυτής της εφαρµογής µε της ΜΠΠ είναι ότι η PL δεν χρησιµοποιεί 
τα δεδοµένα τύπου l, δεν αναγνωρίζει δηλαδή τα δεδοµένα που δηλώνουν 
µέρες µε πωλήσεις σίγουρα µικρότερες της ζήτησης, Χ≥ xi . Tα δεδοµένα 
αυτά µπορούµε εύκολα, να τα τροποποιήσουµε κάνοντας την παρακάτω 
παρατήρηση: 
 
Αν Χ>xi τότε Χ≥ xi+1. Συνεπώς τα δεδοµένα li προστίθενται στα mi+1 της 
αµέσως επόµενης ποσότητας xi+1. 
 
Με βάση αυτή την παρατήρηση, τροποποιήσαµε τα κελιά του αρχείου έτσι 

ώστε, τα δεδοµένα για το GidP1 του σχήµατος 1, να µπορούν αυτόµατα να 
ταξινοµηθούν σε µορφή τέτοια ώστε να µπορούν να εφαρµοστούν οι 
Εξισώσεις (8). Το αρχείο για την PL παρουσιάζεται στο Σχήµα 3. 
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Σχήµα 3 
 
Στην περιοχή «∆εδοµένα των τελευταίων 30 ηµερών» που διακρίνεται στο 

Σχήµα 3, µεταφέρονται τα δεδοµένα από το Σχήµα 1 που αφορούν το GidP1. 
Αυτά, µε κατάλληλους τύπους τροποποιούνται στα κελιά των γραµµών 2 και 3 
ώστε να προκύψουν οι ποσότητες που χρησιµοποιούνται στις Εξισώσεις (8). Η 
επεξεργασία αυτή, γίνεται στις γραµµές από 8 έως 15 και τα αποτελέσµατα 
παρουσιάζονται στις γραµµές 17,18 και 19. Το πρόγραµµα είναι έτσι 
σχεδιασµένο ώστε να µπορεί να δεχτεί δεδοµένα για ποσότητες πωλήσεων 
έως και 99 τεµάχια, αριθµός που υπερκαλύπτει τις ανάγκες της εταιρίας για το 
συγκεκριµένο σηµείο πώλησης. 
 

2.3.3 Σύγκριση των αποτελεσµάτων ΜΜΠ και µεθόδου PL 
 
Μία σηµαντική παρατήρηση είναι ότι ακόµη δεν έχουµε προσδιορίσει µία 

αναλυτική έκφραση της συνάρτησης κατανοµής της ζήτησης. Αυτό θα γίνει σε 
επόµενη ενότητα. Στους Πίνακες 4, 5 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα κάθε 
µεθόδου (ΜΜΠ, PL) και στον Πίνακα 6 υπολογίζονται οι αποκλίσεις τους. Το 
F(xi) δηλώνει την εκτίµηση της τιµής της συνάρτησης κατανοµής της ζήτησης 
στο σηµείο (ποσότητα) xi. 
 

Εκτίµηση F(x) µε την MΜΠ 

Xi 0 9 11 12 14 16 17 21 24 27 28 34

F(Xi) 0 0.059 0.118 0.176 0.240 0.309 0.386 0.473 0.561 0.671 0.781 1 
Πίνακας 4 

 
Εκτίµηση F(x) µε την PL 

Xi 0 9 11 12 14 16 17 21 24 27 28 34

F(Xi) 0 0.059 0.118 0.176 0.240 0.309 0.378 0.467 0.556 0.667 0.778 1 
Πίνακας 5 
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Απόκλιση αποτελεσµάτων µεταξύ ΜΜΠ- PL στην εκτίµηση F(x) 

Xi 9 11 12 14 16 17 21 24 27 28 34

F(Xi)ΜΜΠ - F(Xi)PL 0 0 0 0 0 0.008 0.007 0.005 0.004 0.003 0 
Πίνακας 6 

 
 Από τον τελευταίο πίνακα είναι ξεκάθαρο ότι µιλάµε για δύο παρόµοιες 
µεθόδους µε αποκλίσεις της τάξης του 2% στα αριθµητικά τους 
αποτελέσµατα. Για λόγους ευκολίας, θα διαλέξουµε την P.L. για να 
συνεχίσουµε τους υπολογισµούς µας. Στα Σχήµατα 4, 5, και 6, δίνονται οι 
γραφικές απεικονίσεις των Πινάκων 4, 5, 6 για καλύτερη σύγκριση των 
αποτελεσµάτων. 
 

Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής του GidP1 για 
την Τρίτη 14-1 µε την µεθοδο ΜΜΠ

0
0,2
0,4
0,6
0,8

1

0 10 20 30 40

 
Σχήµα 4 

 

Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής του GidP1 για 
την Τρίτη 14-1 µε την µεθοδο PL

0
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0,6
0,8
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Σχήµα 5 

 

Αποκλίσεις των δύο µεθόδων στην εκτίµηση της συνάρτησης 
κατανοµής του GidP1 για την Τρίτη14-1

0
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0 10 20 30 40
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Σχήµα 6 
 
 
 
 

2.4 Εκτίµηση της συνάρτησης κατανοµής κατά Tocher 
 
Αυτό που αποµένει για να κλείσουµε το κεφάλαιο της πρόβλεψης, είναι να 

βρούµε µια αναλυτική έκφραση για τις συναρτήσεις κατανοµής. Όπως θα 
δούµε στο επόµενο κεφάλαιο, η βέλτιστη ποσότητα τροφοδοσίας x για κάθε 
προϊόν προκύπτει ως λύση της εξίσωσης  
 
F(x)=π       (9)  
 
όπου π είναι ένας γνωστός αριθµός ο οποίος θα προκύψει από την επίλυση 
του προβλήµατος βελτιστοποίησης του µέσου κέρδους. Για την επίλυση της 
Εξίσωσης (9), αντί της αριθµητικής ανάλυσης, ακολουθούµε µία αναλυτική 
προσέγγιση για λόγους απλότητας και υπολογιστικής ευκολίας. Συγκεκριµένα, 
αναζητούµε µία συνάρτηση τέτοια ώστε:   
 
F-1(π)=x       (10)  
 
για οποιοδήποτε ποσοστιαίο σηµείο π της κατανοµής. Αυτή η συνάρτηση είναι 
η αντίστροφη της συνάρτησης F(x). Όπως αναφέρουν οι Lau και Lau (1996), 
ο Tocher δηµοσίευσε µία γενική προσέγγιση της αντίστροφης συνάρτησης 
κατανοµής, όπως παρουσιάζεται παρακάτω 
 

)π1(nlπeπln)π1(dπcπba)π(F 2221
T −××++×+×+×+=−    (11) 

 
όπου δείκτης τ υποδηλώνει ότι η Fτ-1 είναι η προσέγγιση κατά Tocher. 
 
Παρότι αυτή η καµπύλη κατανοµής χρησιµοποιείται σπάνια στην 

βιβλιογραφία των αποθεµάτων, έχει κάποια σηµαντικά προτερήµατα που 
µπορούµε να εκµεταλλευτούµε στην δική µας περίπτωση: 
 

1. Η συνάρτηση αποτελείται από πέντε παραµέτρους (a, b, c, d, e) και 
παρέχει αρκετή ευελιξία για να προσεγγίσει µια ευρεία ποικιλία 
κατανοµών, για δεδοµένα µε αρκετές διακυµάνσεις, όπως τα δικά µας. 

2. Η (11) είναι γραµµική συνάρτηση των πέντε παραµέτρων οπότε 
µπορούµε πολύ εύκολα να τις υπολογίσουµε µε το Excel µέσω µεθόδων 
όπως αυτή των ελαχίστων τετραγώνων. 

3. Όπως αναφέρεται στους Lau και Lau (1996), oι Hadley και Whitin 
έδειξαν ότι η επίλυση ενός προβλήµατος τύπου Newsboy µε πολλά 
προϊόντα, απαιτεί µια επαναλαµβανόµενη εκτίµηση της συνάρτησης 
F(x) για κάθε προϊόν ξεχωριστά και για διάφορες τιµές του π. Η εργασία 
αυτή, απαιτεί την επίλυση ενός τέτοιου προβλήµατος µε πολλές 
µεταβλητές. Χρησιµοποιώντας την κλειστή µορφή της αντίστροφης 
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συνάρτησης κατανοµής κατά Tocher, µειώνουµε σε ένα µεγάλο βαθµό 
το υπολογιστικό φόρτο στο τελικό πρόβληµα βελτιστοποίησης. 

 

2.4.1 Εφαρµογή της συνάρτησης και αποτελέσµατα 
 
Χρησιµοποιώντας την επίλυση για γραµµικά προβλήµατα που διαθέτει το 

Excel, θα προσεγγίσουµε την καµπύλη Tocher για κάθε προϊόν. Η παρουσίαση 
θα γίνει εκτιµώντας την κατανοµή σε ηµέρες χαµηλής ζήτησης µε βάση τα 
δεδοµένα που διαθέτουµε στο χρονικό διάστηµα από Τρίτη 26 Νοεµβρίου 
µέχρι ∆ευτέρα 13 Ιανουαρίου. ∆ηλαδή σαν να βρισκόµαστε χρονικά στην 
∆ευτέρα και να θέλουµε να εκτιµήσουµε την κατανοµή της ζήτησης για την 
Τρίτη 14 Ιανουαρίου. Έχοντας το αντίστοιχο πρόγραµµα που είδαµε στο 
σχήµα 3 για κάθε προϊόν (GidP1, GidP0.5, GidH1, GidH0.5) θα µεταφέρουµε 
τις γραµµές 17 και 18 σε ένα ξεχωριστό λογιστικό φίλο και θα εφαρµόσουµε 
την δυνατότητα επίλυσης γραµµικών προβληµάτων από το Excel για κάθε 
σειρά δεδοµένων. Ως αντικειµενική συνάρτηση θα ορίσουµε ένα κελί που θα 
υπολογίζει το  τετραγωνικό σφάλµα της εκτίµησης )π(F i

1
T
−  µε την πραγµατική 

ζήτηση xi: 
 
Τετραγωνικό σφάλµα εκτίµησης = 2

ii
1

T ]x)π(F[ −∑ −   
Όπου πi=F(xi) είναι γνωστοί αριθµοί από τις Εξισώσεις (8). 
 
Αυτό είναι λογικό, αφού η συνάρτηση Tocher δίνει µία εκτίµηση των xi 
υποθέτοντας γνωστές πιθανότητες πi. Η βέλτιστη προσαρµογή γίνεται όταν το 
τετραγωνικό σφάλµα γίνεται ελάχιστο. Με αυτό τον τρόπο πετυχαίνουµε την 
καλύτερη δυνατή προσέγγιση της Tocher πάνω στα δεδοµένα µας. 
Μεταβλητές ορίζονται οι παράµετροι a, b, c, d, και e. Η εφαρµογή του 
προγράµµατος διακρίνεται στο Σχήµα 7.  
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Σχήµα 7
 

 
    Αφού πραγµατοποιήσουµε την επίλυση για κάθε σειρά δεδοµένων, θα 
έχουµε τέσσερις οµάδες παραµέτρων. Αυτές δίνουν την πρόβλεψη της 
συνάρτησης κατανοµής κάθε προϊόντος για την Τρίτη 14 Ιανουαρίου. Τα 
αποτελέσµατα παρουσιάζονται στο Σχήµα 8. Οι µαθηµατικές εκφράσεις των 
συναρτήσεων κατανοµής για κάθε κωδικό είναι οι ακόλουθες: 
 
Για το GidP1 

)π1ln(π28πln)π1(4π107π)41(20)π(F 2221
T −××+×+×+×+×−+=−  

 
Για το GidP0.5 

)π1ln(π)102(πln)π1()16(π)335(π245)48()π(F 2221
T −××−+×+×−+×−+×+−=−  

 
Για το GidH1 

)π1ln(π49πln)π1(6π215π)104(24)π(F 2221
T −××+×+×+×+×−+=−  

 
Για το GidH0.5 

)π1ln(π4πln)π1(2π28π)9(10)π(F 2221
T −××+×+×+×+×−+=−  
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Σχήµα 8 
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3 Βέλτιστες ποσότητες διανοµής 
 

3.1 Εισαγωγή 
 
 Σε προηγούµενο κεφάλαιο αναπτύξαµε τις µεθόδους για την εκτίµηση 
της κατανοµής ζήτησης των προϊόντων προς τοποθέτηση. Πλέον, αυτό που 
µένει, είναι να αναπτύξουµε και να δούµε πρακτικά πως θα χρησιµοποιήσουµε 
αυτή την πληροφορία για τον καθορισµό των βέλτιστων ποσοτήτων 
τοποθέτησης των προϊόντων στο σηµείο πώλησης που παρακολουθήσαµε.  
 
 Για να το πετύχουµε αυτό, θα µελετήσουµε την θεωρία αποθεµάτων 
για προϊόντα µικρού κύκλου ζωής, όπως το γάλα. Η βιβλιογραφία αναφέρει 
αυτού του είδους τα προβλήµατα διανοµής ως το πρόβληµα του 
εφηµεριδοπώλη ή Newsboy problem. Στην συνέχεια θα εφαρµόσουµε την 
θεωρία αυτή στα δεδοµένα µας και θα συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα µε 
εκείνα της µεθόδου που εφαρµόζει η εταιρία. 
 

3.2 Το πρόβληµα του εφηµεριδοπώλη (Newsboy 
Problem) 

 
 Το πρόβληµα του εφηµεριδοπώλη είναι ένα ευρέως γνωστό µοντέλο 
επιχειρησιακής έρευνας. Οι ποικίλες προεκτάσεις του έχουν εφαρµοστεί για 
την διαχείριση της δυναµικότητας και την αξιολόγηση αποφάσεων σε 
βιοµηχανίες παραγωγής αλλά και εταιρίες που διαχειρίζονται αποθέµατα. Το 
κλασικό πρόβληµα (προϊόντα  µικρού κύκλου ζωής), χρησιµοποιείται για την 
εύρεση βέλτιστων ποσοτήτων παραγγελίας � παραγωγής - τοποθέτησης για 
τις οποίες, είτε µεγιστοποιείται το αναµενόµενο κέρδος, είτε ελαχιστοποιείται 
το αναµενόµενο κόστος που προκύπτει από την υπερεκτίµηση ή υποεκτίµηση 
της κατανοµής ζήτησης.  
 
Το µοντέλο Newsboy, όπως αναφέρουν οι Kogan και Lou (2003) 

πρωτοπαρουσιάστηκε από τους Arrow et al. και Morse and Kimbal. Aπό τότε 
συγκέντρωσε την προσοχή των βιοµηχανιών και των ακαδηµαϊκών στα 
θέµατα αποθεµάτων ως µία πρωτοποριακή µέθοδος διαχείρισης των πόρων.  
Εκτενή αναφορά για τις εφαρµογές της µεθόδου και άλλα σχετικά 
πολυκριτήρια µοντέλα ελέγχου αποθεµάτων όπως αναφέρουν οι Kogan και 
Lou, έχουν κάνει ο Khouja καθώς και οι Silver et al. 
   

3.2.1 Προσαρµογή του µοντέλου «newsboy» στο πρόβληµα 
 
 Μία εφαρµογή του προβλήµατος Newsboy βρίσκεται στις σηµειώσεις 
του µαθήµατος «Συστήµατα Παραγωγής», Γιάννη Α. Φίλη.  
 
 Για να προσαρµόσουµε την εφαρµογή στο πρόβληµά µας πρέπει να 
αναλύσουµε µερικές παραµέτρους της παραγωγικής διαδικασίας. Για το 
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πρόβληµα της διανοµής τεσσάρων προϊόντων (συσκευασιών) γάλακτος 
ορίζουµε τις ακόλουθες ποσότητες: 
 
Β: ο µέγιστος συνολικός όγκος που µπορεί να τοποθετηθεί 
xi: τοποθέτηση προϊόντος i (ποσότητα που διανέµεται) ,i=1,2,3,4 
Vi: όγκος του προϊόντος i 
Ci: µοναδιαίο κόστος του προϊόντος i 
ri: τιµή πώλησης του προϊόντος i 
Χi: πραγµατική ζήτηση του προϊόντος i 
 
Σε µερικές περιπτώσεις επιστροφών, το γάλα, αν κριθεί κατάλληλο, µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για την παραγωγή τυριού. Για να υπολογίσουµε το κόστος των 
επιστροφών λοιπόν, πρέπει να συνυπολογίσουµε και το κέρδος από την 
εκµετάλλευση αυτής της επιστρεφόµενης ποσότητας. Αυτή η ποσότητα 
υπολογίζεται µε βάση τις ακόλουθες παραµέτρους: 
 
ri�: τιµή πώλησης ισοδύναµου τυριού που παράγεται από την επιστροφή του 
προϊόντος i 
Κi�: κόστος µετατροπής του επιστρεφόµενου προϊόντος i σε τυρί 
Vi�: συντελεστής µετατροπής µίας µονάδας επιστρεφόµενου προϊόντος i σε µία       
     µονάδα τυριού 
 
Ωστόσο από την εταιρία πληροφορηθήκαµε πώς οι τρεις αυτές παράµετροι 
µπορούν να συµπτυχθούν σε µία, αφού στην εταιρία έχουν καταλήξει σε ένα 
µέσο κόστος επιστροφής ανά λίτρο γάλακτος. Η παράµετρος αυτή θεωρήθηκε 
γνωστή και ίση µε Κi. Έχουµε λοιπόν: 
 
Κi: κόστος επιστροφής µίας µονάδας προϊόντος i 
 
Σύµφωνα µε την θεωρία του µοντέλου, πρέπει να κατασκευάσουµε µία 

αντικειµενική συνάρτηση, έστω κέρδους. 
 
Το κέρδος εξαρτάται από το µέγεθος των πωλήσεων και των επιστροφών. 
Έστω φ ο όγκος των πωλήσεων και ξ των επιστροφών. Τότε: 
 
φ = min(xi, Χi)  και  ξ = max(xi - Χi,0)   (12) 
 
Η συνάρτηση του κέρδους για τα τέσσερα προϊόντα παίρνει την µορφή: 
 

)Cx-ξKφr(Z ii

4

1i
ii∑

=
−=     (13) 

 
Η ζήτηση είναι στοχαστική, για αυτό θα δουλέψουµε µεγιστοποιώντας το µέσο 
κέρδος. Ο περιορισµός που πρέπει να λάβουµε υπ� όψη µας έγκειται στον 
µέγιστη ποσότητα γάλακτος (όγκο) που αντιστοιχεί στο σηµείο πώλησης που 
εξετάζουµε. Έτσι η Εξίσωση(13) γίνεται: 
 

)Cx-)ξ(EK)φ(Er()Z(E ii

4

1i
ii∑

=
−=   (14)   
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ενώ ο περιορισµός δυναµικότητας γράφεται: 

 B)xV( i

4

1i
i ≤∑

=
  (15) 

  
Από την θεωρία πιθανοτήτων και στατιστικής βρίσκουµε από την Εξίσωση 
(12) για τα Ε(φ) και Ε(ξ): 
 

=+= ∫∫
∞

i

i

x
iiiiii

x

0
ii dδ)δ(fxdδ)δ(fδ)φ(E )]x(F1[x)dδδ(fδ iiiii

x

0
ii

i

−+∫    (16) 

ii

x

0
iii dδ)δ(f)δ-(x)ξ(E

i

∫=    (17) 

 
Χρησιµοποιώντας πολλαπλασιαστές Lagrange για να µεγιστοποιήσουµε την 
Εξίσωση (14) υπό τον περιορισµό (15) , φτάνουµε στην παρακάτω σχέση 
προς µεγιστοποίηση: 
 

Ja= Ε(Ζ) + λ )BxV( i

4

1i
i −⋅ ∑

=
  (18) 

 
Χρησιµοποιώντας τις Εξισώσεις (14), (16), (17), (18) και µηδενίζοντας τις 
µερικές παραγώγους ως προς xi. 
 

0
x
J

i

a =
∂
∂

⇒ ri � Ci � (ri + Κi)Fi(xi) - λ Vi = 0 , για i= 1, 2, 3, 4 

 
έχουµε ένα σύστηµα 4 εξισώσεων και την 
 

 B)xV( i

4

1i
i =∑

=
 που αντιστοιχεί στην 0

λ
Ja =
∂
∂

. 

 
Λύνοντας τα συστήµατα προκύπτουν: 

 

ii

i
*

ii*
ii Kr

VλCr
)x(F

+
×−−

=  = πi     (19)    

 
όπου xi

* είναι η βέλτιστη ποσότητα τοποθέτησης σύµφωνα µε το µοντέλο 
Newsboy και λ* ο αντίστοιχος πολλαπλασιαστής Lagrange. Στην περίπτωση 
που δεν υπάρχει περιορισµός η Εξίσωση (19) θα πάρει την µορφή: 
 

ii

ii*
ii Kr

Cr
)x(F

+
−

=  = πi      (20) 

 
Το αριστερό µέρος των Εξισώσεων (19) και (20), ουσιαστικά ισούται µε την 
τιµή της συνάρτησης κατανοµής ζήτησης του προϊόντος i, για ζήτηση ίση µε 
την βέλτιστη ποσότητα τοποθέτησης που προτείνει το µοντέλο. Αυτή η 
παρατήρηση θα µας φανεί πολύτιµη στην συνέχεια. 
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3.3 Καθορισµός βέλτιστων ποσοτήτων τοποθέτησης µε 
την βοήθεια της αντίστροφης συνάρτησης κατανοµής 

 
 Ας θυµηθούµε πάλι την αντίστροφη συνάρτηση κατανοµής ζήτησης 
του Tocher που συναντήσαµε στο 2ο Κεφάλαιο. Αυτή δίνεται από την Εξίσωση 
(11). Ας ανατρέξουµε επίσης στις Εξισώσεις (9), (10) και (19), (20). Είναι 
προφανές πως αν F(xi

*)=πi , σχέση παρόµοια µε τις Εξισώσεις (19) και (20), 
τότε από τις Εξισώσεις (9) και (10) του Κεφαλαίου 2 έχουµε ότι: 
 
Fτ-1(πi)= xi

*   (21) 
 
Αν στην Εξίσωση (21) αντικαταστήσουµε τα πi από την Εξίσωση (19), τότε 
προκύπτει: 
 

xi
*= a + b )

Kr
VλCr

(
ii

i
*

ii

+
−−

 + c 2

ii

i
*

ii )
Kr

VλCr
(

+
−−

 + 

                +d[1 )
Kr

VλCr
(

ii

i
*

ii

+
−−

+ ]2+e 2

ii

i
*

ii )
Kr

VλCr
(

+
−−

ln[1- )
Kr

VλCr
(

ii

i
*

ii

+
−−

] 

(2
2) 

 
Η Εξίσωση (22) µας δίνει της βέλτιστες ποσότητες τοποθέτησης για κάθε i, 
δοθέντος του βέλτιστου πολλαπλασιαστή Lagrange που προκύπτει από την 
ύπαρξη του περιορισµού. Στην περίπτωση που δεν υπάρχει περιορισµός, 
θέτουµε λ*=0. 
 

3.3.1 Εφαρµογή του µοντέλου � Αριθµητικά αποτελέσµατα 
 
 Για να εφαρµόσουµε το µοντέλο του εφηµεριδοπώλη και τις Εξισώσεις 
(19), (20), (22), πρέπει να γνωρίζουµε τις τιµές των παραµέτρων της 
παραγωγής που ορίζονται στην ενότητα 3.2.1. Αυτές παρουσιάζονται στον 
Πίνακα 7 

 
Παράµετροι Παραγωγής 

 X1* X2* X3* X4* 
Πώληση r 1.35 0.675 1.35 0.675 
Κόστος C 0.9 0.45 0.9 0.45 
Κόστος Κ 0.5 0.25 0.5 0.25 
Όγκος V 1 0.5 1 0.5 

Πίνακας 7 

 
Σαν παράδειγµα θα χρησιµοποιήσουµε και πάλι την Τρίτη 14 Ιανουαρίου 

πάνω στην οποία έχουµε δουλέψει µέχρι αυτό το σηµείο. Θα δηµιουργήσουµε 
ένα λογιστικό φύλλο στο Excel στο οποίο:  
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1. Θα µεταφέρονται οι παράµετροι της παραγωγής του Πίνακα 7 και οι 
παράµετροι της αντίστροφης κατανοµής Tocher που εµφανίζονται στο 
Σχήµα 8  

2. Θα ευρίσκονται οι περιορισµοί για τον πολλαπλασιαστή λ  
3. Θα ορίζεται το όριο Β για τον περιορισµό του όγκου. 

Οι περιορισµοί για τον λ, χρησιµοποιούνται έτσι ώστε το κλάσµα 

ii

i
*

ii

Kr
VλCr

+
−−

, να βρίσκεται µεταξύ 0 και 1, αφού περιγράφει µία τιµή 

συνάρτησης κατανοµής, Τέλος, ο περιορισµός του Β εξαρτάται από τα 
δεδοµένα του προηγούµενου µήνα. Ας δούµε ποια θα ήταν τα αποτελέσµατα 
αν το Β αντιστοιχεί στο 80% του αθροίσµατος των µέγιστων ποσοτήτων σε 
λίτρα που ζητήθηκαν ανά κωδικό το διάστηµα αυτό. Η επιλογή φαίνεται 
αυθαίρετη, αλλά από την εµπειρία µας φαίνεται ότι είναι ένα πολύ καλό 
επίπεδο ασφαλείας, όταν εξετάζει κανείς τις συνολικές πωλήσεις γάλακτος 
παρά ένα σηµείο πώλησης.  
 
Το φύλλο εργασίας που χρησιµοποιούµε παρουσιάζεται στο Σχήµα 9 
 

Σχήµα 9 
 

 Η κεντρική ιδέα είναι η εξής: Στα κελιά C12 έως C15, αναζητούνται οι 
µεγαλύτερες ποσότητες πωλήσεων ανά κωδικό στο διάστηµα που καλύπτουν 
τα δεδοµένα του Σχήµατος 2. ∆ίπλα, στα κελιά D12 έως D15, οι ποσότητες 
αυτές µεταφράζονται σε λίτρα, αθροίζονται και στο κελί D3 υπολογίζεται το 
όριο Β. Στο A7 τοποθετείται µία αρχική τιµή για το λ*, έστω 0. Στα κελιά Β12 
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έως Β15 κατασκευάζεται η Εξίσωση (22) όπου, οι παράµετροι αναζητούν τις 
τιµές τους από τους πίνακες «Παράµετροι παραγωγής», «Παράµετροι 
συναρτήσεων κατανοµών» που διακρίνονται στο Σχήµα 9 και το κελί Α7. 
Τέλος, στα κελιά Β7 έως Ε7 µεταφέρονται οι αντίστοιχες τιµές των Β12-Β15 
σε λίτρα και στο Β3 το άθροισµά τους.  
Χρησιµοποιούµε την επίλυση για γραµµικά προβλήµατα ,του Excel, όπως 
φαίνεται στο Σχήµα 10. 

 
Σχήµα 10 

 
Κριτήριο απόφασης είναι το κελί Β3 να παίρνει την τιµή 51.6, τιµή ίση µε αυτή 
του κελιού D3 στο οποίο αντιστοιχεί το όριο Β. Κελί που θα αλλάζει ορίζεται 
το Α7 (κελί για το λ*) και οι περιορισµοί είναι αυτοί που προκύπτουν από τον 
πίνακα «περιορισµοί για λ*» του Σχήµατος 9. Η τιµή του Α7 καθορίζει τα κελιά 
Β12-Β15 και αυτά µε την σειρά τους το Β3. Το Excel βρίσκει την κατάλληλη 
τιµή για λ* και κατ� επέκταση τις βέλτιστες ποσότητες.  
 
 Το µειονέκτηµα αυτής της λύσης είναι ότι, ουσιαστικά τον περιορισµό 
της Εξίσωσης (15) τον χρησιµοποιεί σαν ισότητα. Στην πραγµατικότητα όµως 
δεν είναι αναγκαίο. Για αυτό τον λόγο, στο ίδιο λογιστικό φύλλο, 
τροποποιήσαµε µερικά κελιά έτσι ώστε να δίνεται και η βέλτιστη λύση 
τοποθέτησης, χωρίς να λαµβάνεται υπ� όψη ο περιορισµός. ∆ιακρίνεται στο 
Σχήµα 9 ένας πίνακας µε τίτλο «Χωρίς περιορισµούς λ*=0», µέσα σε αυτόν 
τον πίνακα αρχικά υπολογίζεται η εξίσωση (20) για κάθε xi. Στην επόµενη 
στήλη, υπολογίζεται η αντίστοιχη Εξίσωση (22) µε λ=0 (οι τιµές ανασύρονται 
από τους αντίστοιχους πίνακες) και στην τελευταία δίνονται οι ακέραιες τιµές 
της που αντιπροσωπεύουν τις βέλτιστες ποσότητες ζήτησης χωρίς 
περιορισµούς. 
 
 Η τελική λύση παρουσιάζεται στον πίνακα «Προτεινόµενη ποσότητα 
τοποθέτησης» που διακρίνεται στο Σχήµα 9. Μέσα σε αυτόν τον πίνακα 
εξετάζονται τα εξής εξετάζονται τα εξής: 
Στο κελί Β26, αθροίζεται η ποσότητα σε λίτρα που προτείνει η λύση χωρίς 
περιορισµούς, αυτή συγκρίνεται µε το κελί D3. Εάν το Β26 έχει µεγαλύτερη 
τιµή από το D3, τότε στον πίνακα παρουσιάζονται οι προτεινόµενες ποσότητες 
της λύσης µε περιορισµό, αντίστοιχες µε αυτές των κελιών Β7 έως Ε7. 
∆ιαφορετικά παρουσιάζονται οι λύσεις του πίνακα «Χωρίς περιορισµούς λ*=0» 
που αντιστοιχούν στα κελιά D21 έως D24. Στο παράδειγµά µας, την Τρίτη 14 
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Ιανουαρίου οι προτεινόµενες ποσότητες σαν βέλτιστες προς τοποθέτηση που 
προκύπτουν είναι αυτές του πίνακα 8 : 
 

Προτεινόµενη Ποσότητα Τοποθέτησης
GipP1 13 τµχ 

GidP0.5 6 τµχ 
GidH1 5 τµχ 

GidH0.5 6 τµχ  
Πίνακας 8 

3.4 Η µέθοδος προσδιορισµού ποσοτήτων τοποθέτησης 
σύµφωνα µε την αντίληψη της γαλακτοκοµικής 
εταιρίας 

 
Η γαλακτοκοµική εταιρία µέχρι τώρα χρησιµοποιούσε µία εµπειρική 

µέθοδο για να προσδιορίζει τις ποσότητες τοποθέτησης στα σηµεία πώλησης. 
Βλέποντας ότι δεν είναι αποτελεσµατικός αυτός ο τρόπος, η εταιρία θεώρησε 
ότι καλύτερη ποσότητα τοποθέτησης είναι και η βέλτιστη εκτίµηση της 
ζήτησης. Αρχικά άλλωστε αυτό µας ζητήθηκε από την εταιρία, να βρούµε 
δηλαδή απλά και µόνο µία µέθοδο για την καλύτερη εκτίµηση της ζήτησης.   
Στο Κεφάλαιο 2, αναλύσαµε δύο µεθόδους για τον προσδιορισµό των πιο 

πιθανών ποσοτήτων να ζητηθούν στην επόµενη µέρα αλλά και τις πιθανότητες 
µε τις οποίες µπορεί αυτές οι ποσότητες να εµφανιστούν σαν ζήτηση. Έχοντας 
αυτήν την πληροφορία, η βέλτιστη εκτίµηση της ζήτησης µπορεί εύκολα να 
υπολογιστεί. Από την θεωρία της στατιστικής µπορούµε να δούµε πως αυτή η 
τιµή δίνεται από την µέση ζήτηση. Από αυτό σηµείο και µετά, θα αναφέρουµε 
την µέθοδο τοποθέτησης ποσοτήτων µε βάση την βέλτιστη εκτίµηση της 
ζήτησης, ως µέθοδο µέσης ζήτησης. 
 

3.4.1 Προσδιορισµός ποσοτήτων τοποθέτησης βάση την 
βέλτιστη εκτίµηση της ζήτησης � Μέση Ζήτηση - 
Αποτελέσµατα 

 
Αν µία τυχαία µεταβλητή, x≥0 παίρνει τιµή xi µε πιθανότητα pi , i=1,.. n, 

τότε η µέση τιµή της x ορίζεται: 

∑ ∑
=

∞

=
−==

n

1i 0x
iii

i

)]x(F1[xpx    (23) 

 
Έστω xi, για i=1 έως N, ότι είναι οι ποσότητες που παρατηρήσαµε σαν 
αντιπροσωπευτικές της ζήτησης µίας ηµέρας, από ένα σύνολο Μ 
παρατηρήσεων (όπως ορίζεται στην Παράγραφο 2.3.2.1). Αντίστοιχα pi, είναι 
οι πιθανότητες για την κάθε ποσότητα να αποτελέσει ξανά την πραγµατική 
ζήτηση. Τότε η Εξίσωση (23) δίνει την καλύτερη δυνατή εκτίµηση της 
ζήτησης 
 
Ας κάνουµε ένα παράδειγµα όπου, ως ποσότητες τοποθέτησης στα σηµεία 

πώλησης θα βάλουµε εµείς αυτές τις ποσότητες που αντιστοιχούν στην 
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βέλτιστη εκτίµηση της ζήτησης. Σαν παράδειγµα θα χρησιµοποιήσουµε το 
γνωστό, της Τρίτης 14 Ιανουαρίου. Οι παρατηρήσεις xi, οι αντίστοιχες τιµές 
της συνάρτησης κατανοµής αλλά και οι πιθανότητες εµφάνισής τους στο 
µέλλον, για κάθε προϊόν παρουσιάζονται τους παρακάτω Πίνακες 9, 10, 11, 
12: 
 
 

GidP1 0 9 11 12 14 16 17 21 24 27 28 34 
F(Xi) 0 0.059  0.118  0.176  0.24   0.31   0.378  0.467  0.556  0.667  0,779  1 

Pi 0 0.059  0.059  0.059  0.063  0.069  0.069  0.089  0.089  0.111  0,111  0,222  
Πίνακας 9 

 

GidP0.5 0 5 6 10 11 13 14 
F(Xi) 0 0.059 0.235 0.405 0.490 0.592   

Pi 0 0.059 0.176 0.170 0.085 0.102 0.408 
Πίνακας 10 

 
GidH1 0 4 5 6 10 15 
F(xi) 0 0.063 0.196 0.269 0.391 1 

Pi 0 0.063 0.134 0.073 0.122 0.609 
Πίνακας 11 

 
GidH0.5 0 3 4 7 8 9 12 14 17 

F(Xi) 0 0.059 0.118 0.244 0.312 0.450 0.560 0.670 1 
Pi 0 0.059 0.059 0.126 0.069 0.138 0.110 0.110 0.330 

Πίνακας 12 

 
Στον Πίνακα 10, η τιµή 14 έχει παρατηρηθεί σαν µεγαλύτερη ή ίση της 
ζήτησης, εποµένως η αντίστοιχη τιµή pi αντιστοιχεί στην πιθανότητα να 
ζητηθεί ποσότητα µεγαλύτερη του 14. 
 
 Χρησιµοποιώντας για άλλη µία φορά το Excel, θα δηµιουργήσουµε ένα 
λογιστικό φύλλο στο οποίο θα υπολογίζεται η µέση ζήτηση για κάθε προϊόν. 
Στην συνέχεια εξετάζεται αν αυτή η ποσότητα ξεπερνά το όριο Β της εξίσωσης 
(15). Εάν ναι, τότε επιµερίζουµε τις ποσότητες της µέσης ζήτησης ανάλογα, 
ώστε να ικανοποιείται ο περιορισµός, εάν όχι, οι ποσότητες αυτές αποτελούν 
και τις προτεινόµενες ποσότητες τοποθέτησης της µεθόδου. 
 
Στο Σχήµα 11 παρουσιάζεται αυτό το λογιστικό φύλλο: 
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Σχήµα 11 

 

Παρατηρούµε ότι στις γραµµές 5, 9, 13 ,17 υπολογίζονται τα xipi για κάθε 
προϊόν. Ο πίνακας «Μέση Ζήτηση ΜΖ» του Σχήµατος 10 αποτελείται από:  
 

• Τις στήλες «ΜZi» και «Τοποθέτηση ΜΖi» οι οποίες δίνουν τα 
αποτελέσµατα της Εξίσωσης (23) και τους αντίστοιχους ακέραιους  

 
• Τις στήλες Vi, ΜΖiVi, B στις οποίες γίνεται ο υπολογισµός του όγκου της 
προτεινόµενης παραγγελίας και η σύγκριση του µε το όριο Β 

 
• Τις στήλες «xi» και «τοποθέτηση xi» όπου γίνεται ο επιµερισµός των 
ποσοτήτων της µέσης ζήτησης στο όριο Β. 

 
Όπως στο Σχήµα 9, έτσι και εδώ, ο πίνακας στον οποίο προκύπτουν τα 

αποτελέσµατα της µεθόδου είναι ο πίνακας «Προτεινόµενη ποσότητα 
τοποθέτησης». Στα κελιά αυτού, γίνεται η σύγκριση του Β µε τον συνολικό 
όγκο των ποσοτήτων Μ.Ζ. και εµφανίζεται η ποσότητα που ικανοποιεί τον 
περιορισµό της Εξίσωσης (15). 
 
Στο παράδειγµά µας, για την Τρίτη 14 Ιανουαρίου, η εταιρία, υποθέτοντας 
πως ακολουθούσε την µέθοδο τοποθέτησης βάσει της µέσης ζήτησης, θα 
τοποθετούσε τις ποσότητες που εµφανίζονται στον Πίνακα 13: 
 

Προτεινόµενη Ποσότητα Τοποθέτησης
GipP1 22 τµχ 

GidP0.5 11 τµχ 
GidH1 11 τµχ 

GidH0.5 11 τµχ  
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Πίνακας 13 

 

3.5 Σύγκριση Μεθόδων Newsboy και µέσης ζήτησης 
  
Παρατηρώντας τους Πίνακες 8 και 13, βλέπουµε ότι οι δύο µέθοδοι έχουν 

µεγάλες αποκλίσεις. Η µέθοδος του εφηµεριδοπώλη είναι µία συντηρητική 
µέθοδος, επιφυλακτική όσο αναφορά την εκτίµηση της ζήτησης. Αντίθετα η 
µέθοδος της µέσης ζήτησης είναι µια αισιόδοξη µέθοδος. Εµείς, ως 
παρατηρητές, έχουµε την πολυτέλεια να «γνωρίζουµε» τι θα γίνει στο µέλλον, 
αφού διαθέτουµε παρατηρήσεις για έναν ακόµη µήνα. Ξέρουµε την ποσότητα 
που ζητήθηκε την Τρίτη 14 Ιανουαρίου και εποµένως µπορούµε να κρίνουµε 
αµέσως ποια µέθοδος είναι η πιο συµφέρουσα. 

 
Σε αυτό το σηµείο πρέπει να τονίσουµε πως τα λογιστικά φύλλα που 

έχουµε δηµιουργήσει στο Excel είναι όλα στο ίδιο αρχείο. Είναι όλα 
συνδεδεµένα και οι µόνες αλλαγές που γίνονται είναι στο αρχικό φύλλο, αυτό 
που παρουσιάζεται στο Σχήµα 1. Από εκεί, µεταφέρονται οι αντίστοιχοι 
πίνακες των δεδοµένων για κάθε προϊόν στα επόµενα φύλλα και οι 
υπολογισµοί γίνονται αυτόµατα. Συνέχεια λοιπόν στο τελευταίο λογιστικό 
φύλλο, αυτό που θα κρίνει την κατάλληλη µέθοδο εύρεσης των βέλτιστων 
ποσοτήτων τοποθέτησης. 

 
Το φύλλο αυτό παρουσιάζεται στο Σχήµα 12 και ο τρόπος λειτουργίας του 

είναι ο εξής: 
 
Μεταφέρονται τα στοιχεία των Πινάκων 8 και 13 στις στήλες «Μ.Ζ.» και 
«Newsboy», ανάµεσά τους υπάρχει η στήλη «Ζήτηση» µε τις πραγµατικές 
ποσότητες που ζητήθηκαν για κάθε κωδικό εκείνη την ηµέρα.  
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Σχήµα 12 

 

Στις επόµενες στήλες υπολογίζονται οι επιστροφές σε κάθε περίπτωση και το 
κέρδος ανά προϊόν που δίνει η κάθε µέθοδος. Τα κέρδη υπολογίζονται µε την 
βοήθεια του πίνακα «Παράµετροι Παραγωγής» του Σχήµατος 12 και στην 
συνέχεια προστίθενται στον πίνακα «Κέρδος Βάση Μεθόδων». Το τελικό 
αποτέλεσµα δίνεται στον Πίνακα 14 ο οποίος εµφανίζεται και στο Σχήµα 12. 
Στον πίνακα αυτό αυτόµατα συγκρίνονται τα δύο µοντέλα, αποτυπώνεται το 
όνοµα του πιο κερδοφόρου και το ποσοστό κέρδους σε σχέση µε το άλλο. 
 

Αποτελεσµατικότερη Μέθοδος κατά: 
Newsboy 24.3€ 

Πίνακας 14 

 
Τα αποτελέσµατα για την Τρίτη 14 Ιανουαρίου, ηµέρα χαµηλής ζήτησης, 

είναι εντυπωσιακό υπέρ της µεθόδου Newsboy. Η βελτίωση πάνω στο κέρδος 
έναντι της µεθόδου χαµηλής ζήτησης είναι της τάξης των 23.3€. Αριθµητικά 
ασφαλώς, σαν χρηµατικό κέρδος, η εταιρία θα κέρδιζε µόλις 1.55€ από το 
συγκεκριµένο σηµείο πώλησης εφαρµόζοντας την µέθοδο που προτείνουµε, 
αλλά θα απέφευγε και την ζηµία των 22.75€ που φαίνεται να είχε εκείνη την 
ηµέρα. 
 
Εφόσον έχουµε πληροφορίες για την ζήτηση µέχρι το Σάββατο 22 

Φεβρουαρίου, θα εφαρµόσουµε το αρχείο του Excel για να µελετήσουµε 
συνολικά δώδεκα µέρες, έξι χαµηλής ζήτησης και έξι υψηλής. Με αυτό τον 
τρόπο θα έχουµε µία πιο σφαιρική εικόνα για την απόδοση των µεθόδων. 
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3.5.1 Σύγκριση µεθόδων για τις ηµέρες χαµηλής ζήτησης  
 
Οι ηµέρες χαµηλής ζήτησης που θα µελετήσουµε είναι οι: 

 
Τρίτη 14-1-2003(έχει ήδη γίνει), Τετάρτη 15-1-2003, Πέµπτη 16-1-2003  
Τρίτη 21-1-2003, Τετάρτη 22-1-2003 και Πέµπτη 23-1-2003  
 
Για κάθε µία από αυτές τις µέρες θα παρουσιάζεται ένας πίνακας µε τις 
τοποθετήσεις, τα κέρδη και το τελικό αποτέλεσµα.  
 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΓΙΑ ΤΕΤΑΡΤΗ 15-1 (ΧΑΜΗΛΗ ΖΗΤΗΣΗ) 
Τοποθετήσεις M.Z. Ζήτηση Newsboy Αποτελεσµατικότερη Μέθοδος κατά:

GidP1 22 14 13 Newsboy 22.21€ 
GidP0.5 10 6 7 Κέρδος Βάσει Μεθόδων 
GidH1 11 6 5 Μ.Ζ. -13.03 € 
GiH0.5 10 5 6 NewsBoy 9.18 € 

Πίνακας 15 

 
ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΓΙΑ ΠΕΜΠΤΗ 16-1 (ΧΑΜΗΛΗ ΖΗΤΗΣΗ) 

Τοποθετήσεις M.Z. Ζήτηση Newsboy Αποτελεσµατικότερη Μέθοδος κατά:
GidP1 22 13 13 Newsboy 22€ 

GidP0.5 10 8 5 Κέρδος Βάσει Μεθόδων 
GidH1 11 5 4 Μ.Ζ. -12.10 € 
GiH0.5 10 8 5 NewsBoy 9.90 € 

Πίνακας 16 

 
ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΓΙΑ ΤΡΙΤΗ 21-1 (ΧΑΜΗΛΗ ΖΗΤΗΣΗ) 

Τοποθετήσεις M.Z. Ζήτηση Newsboy Αποτελεσµατικότερη Μέθοδος κατά:
GidP1 21 16 12 Newsboy 9.25€ 

GidP0.5 10 8 5 Κέρδος Βάσει Μεθόδων 
GidH1 10 8 5 Μ.Ζ. 0.65 € 
GiH0.5 9 6 5 Newsboy 9.90 € 

Πίνακας 17 

 
ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΓΙΑ ΤΕΤΑΡΤΗ 22-1 (ΧΑΜΗΛΗ ΖΗΤΗΣΗ) 

Τοποθετήσεις M.Z. Ζήτηση Newsboy Αποτελεσµατικότερη Μέθοδος κατά:
GidP1 21 15 11 Newsboy 12.93€ 

GidP0.5 9 8 5 Κέρδος Βάσει Μεθόδων 
GidH1 11 7 9 Μ.Ζ. -6.30 € 
GiH0.5 10 4 5 Newsboy 6.63 € 

Πίνακας 18 

 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΓΙΑ ΠΕΜΠΤΗ 23-1 (ΧΑΜΗΛΗ ΖΗΤΗΣΗ) 
Τοποθετήσεις M.Z. Ζήτηση Newsboy Αποτελεσµατικότερη Μέθοδος κατά:

GidP1 21 15 13 Newsboy 13.88€ 
GidP0.5 10 10 5 Κέρδος Βάσει Μεθόδων 
GidH1 11 5 5 Μ.Ζ. -3.53 € 
GiH0.5 9 9 5 Newsboy 10.35 € 

Πίνακας 19 
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 Είναι προφανές λοιπόν ότι για τις µέρες χαµηλής ζήτησης, η µέθοδος 
Newsboy, είναι ανώτερη της µεθόδου τοποθέτησης ποσοτήτων ίδιων µε την 
βέλτιστη εκτίµηση της ζήτησης, την µέθοδο µέσης ζήτησης. Η µέση βελτίωση 
στο ηµερήσιο κέρδος για ηµέρες χαµηλής ζήτησης είναι της τάξης των 17.43€ 
ποσό αρκετά ενθαρρυντικό καθώς είναι µόνο για ένα σηµείο πώλησης. 
 

3.5.2 Σύγκριση µεθόδων για τις ηµέρες υψηλής Ζήτησης 
 
Οι ηµέρες υψηλής ζήτησης που θα µελετήσουµε είναι οι: 

 
Παρασκευή 17-1-2003, ∆ευτέρα 20-1-2003,  
Παρασκευή 24-1-2003, ∆ευτέρα 27-1-2003, 
Παρασκευή 31-1-2003, ∆ευτέρα 3-2-2003 
 
Για κάθε µία από αυτές τις µέρες θα παρουσιάζεται ένας πίνακας µε τις 
τοποθετήσεις, τα κέρδη και το τελικό αποτέλεσµα. 
 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΓΙΑ ΠΑΡΑΣΚΕΥΗ 17-1 (ΥΨΗΛΗ ΖΗΤΗΣΗ) 
Τοποθετήσεις M.Z. Ζήτηση Newsboy Αποτελεσµατικότερη Μέθοδος κατά:

GidP1 42 45 25 Μ.Ζ. 9.82€ 
GidP0.5 17 16 8 Κέρδος Βάσει Μεθόδων 
GidH1 14 13 10 Μ.Ζ. 28.95 € 
GiH0.5 12 14 7 Newsboy 19.13 € 

Πίνακας 20 

 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΓΙΑ ∆ΕΥΤΕΡΑ 20-1 (ΥΨΗΛΗ ΖΗΤΗΣΗ) 
Τοποθετήσεις M.Z. Ζήτηση Newsboy Αποτελεσµατικότερη Μέθοδος κατά:

GidP1 41 28 25 Newsboy 17.22€ 
GidP0.5 17 15 7 Κέρδος Βάσει Μεθόδων 
GidH1 14 12 10 Μ.Ζ. 1.68 € 
GiH0.5 12 15 7 Newsboy 18.90 € 

Πίνακας 21 

 
ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΓΙΑ ΠΑΡΑΣΚΕΥΗ 24-1 (ΥΨΗΛΗ ΖΗΤΗΣΗ) 
Τοποθετήσεις M.Z. Ζήτηση Newsboy Αποτελεσµατικότερη Μέθοδος κατά:

GidP1 41 36 25 Newsboy 1.25€ 
GidP0.5 17 22 11 Κέρδος Βάσει Μεθόδων 
GidH1 14 12 10 Μ.Ζ. 18.33 € 
GiH0.5 12 16 6 Newsboy 19.58 € 

Πίνακας 22 

 

 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΓΙΑ ∆ΕΥΤΕΡΑ 27-1 (ΥΨΗΛΗ ΖΗΤΗΣΗ) 
Τοποθετήσεις M.Z. Ζήτηση Newsboy Αποτελεσµατικότερη Μέθοδος κατά:

GidP1 39 30 25 Newsboy 17.41€ 
GidP0.5 18 12 11 Κέρδος Βάσει Μεθόδων 
GidH1 13 8 10 Μ.Ζ. -1.53 € 
GiH0.5 11 12 6 Newsboy 15.88 € 

Πίνακας 23 
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ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΓΙΑ ΠΑΡΑΣΚΕΥΗ 31-1 (ΥΨΗΛΗ ΖΗΤΗΣΗ) 
Τοποθετήσεις M.Z. Ζήτηση Newsboy Αποτελεσµατικότερη Μέθοδος κατά:

GidP1 38 50 25 Μ.Ζ. 9.67€ 
GidP0.5 17 26 10 Κέρδος Βάσει Μεθόδων 
GidH1 13 20 10 Μ.Ζ. 29,25 € 
GiH0.5 11 22 7 Newsboy 19,58 € 

Πίνακας 24 

 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΙΚΟΤΗΤΑ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΓΙΑ ∆ΕΥΤΕΡΑ 3-2 (ΥΨΗΛΗ ΖΗΤΗΣΗ) 
Τοποθετήσεις M.Z. Ζήτηση Newsboy Αποτελεσµατικότερη Μέθοδος κατά:

GidP1 39 30 25 Newsboy 25.05€ 
GidP0.5 18 11 11 Κέρδος Βάσει Μεθόδων 
GidH1 14 10 10 Μ.Ζ. -5,25 € 
GiH0.5 13 7 7 NewsBoy 19,80 € 

Πίνακας 25 
 

 Τα αποτελέσµατα όπως φαίνονται στους Πίνακες 20 µε 25, είναι αρκετά 
διαφοροποιηµένα. Η µέθοδος Νewsboy τις Παρασκευές δεν είναι τόσο 
αποτελεσµατική όσο τις µέρες χαµηλής ζήτησης. Συχνά η µέθοδος της µέσης 
ζήτησης παρουσιάζεται λίγο καλύτερη. Τις ∆ευτέρες, η Newsboy, εµφανίζεται 
πιο βελτιωµένη από τις Παρασκευές. Η µέση βελτίωση του ηµερήσιου κέρδους 
σε σχέση µε την µέθοδο µέσης ζήτησης τις ∆ευτέρες, είναι της τάξης των 19€. 
 
Στο επόµενο κεφάλαιο θα δούµε ότι τα αποτελέσµατα είναι εντελώς 

φυσιολογικά, αν λάβει κανείς υπ� όψη του την φύση της κάθε µεθόδου. Θα 
µελετήσουµε γιατί αποδυναµώνεται τόσο η µέθοδός µας τις Παρασκευές ενώ 
τις ∆ευτέρες εµφανίζει εντυπωσιακά κέρδη. 
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4 Συµπεράσµατα 
 
Στην εργασία αυτή εξετάσαµε το πρόβληµα που αντιµετωπίζει µία 

γαλακτοκοµική εταιρία σχετικά µε τις ποσότητες των προϊόντων που πρέπει να 
διανέµει καθηµερινά ώστε να µεγιστοποιείται το κέρδος της. 
Για την επίλυση του προβλήµατος αυτού εφαρµόσαµε µεθόδους πρόβλεψης 

της ζήτησης και µεθόδους προσδιορισµού της βέλτιστης πολιτικής διανοµών. Από 
την εφαρµογή των µεθόδων αυτών σε πραγµατικά δεδοµένα προέκυψαν 
σηµαντικά περιθώρια κέρδους για την εταιρία. 
Στις επόµενες παραγράφους συνοψίζονται ορισµένες παρατηρήσεις που 

αφορούν τις µεθόδους που εφαρµόστηκαν και τα αποτελέσµατά τους. 

4.1 Γιατί η µέθοδος του εφηµεριδοπώλη δεν είναι σταθερά 
καλύτερη της µέσης ζήτησης  

 
Παρατηρώντας τα τελικά αποτελέσµατα του 3ου κεφαλαίου, βλέπουµε ότι οι 

τοποθετήσεις που προτείνει η µέθοδος Newsboy για τις µέρες χαµηλής ζήτησης, 
είναι σαφώς πιο συµφέρουσες από αυτές της µέσης ζήτησης, µέθοδος που 
φαίνεται να ακολουθεί η εταιρία. Αντίθετα, στις µέρες υψηλής ζήτησης 
παρουσιάζονται αρκετές διαφοροποιήσεις στο κέρδος. Οι αποκλίσεις αυτές 
διαφέρουν τόσο σε σχέση µε τα αποτελέσµατα των ηµερών χαµηλής ζήτησης, 
όσο και µεταξύ των ηµερών υψηλής. Στις ηµέρες χαµηλής ζήτησης υπάρχει µία 
σταθερή βελτίωση στο µέσο ηµερήσιο κέρδος κατά 17.4€. Αντίθετα, στης 
υψηλής, τα αποτελέσµατα του κέρδους είναι ανοµοιογενή για τις ∆ευτέρες και τις 
Παρασκευές. 

 
Συγκεκριµένα, βλέπουµε στους Πίνακες 20, 22 και 24, ότι τις Παρασκευές 17-

1 και 31-1 αποτελεσµατικότερη µέθοδος είναι αυτή της µέσης ζήτησης µε κέρδος 
κοντά στα 9€ περισσότερο από την Newsboy. Στις 24-1, πάλι Παρασκευή, η µέση 
ζήτηση υπολείπεται της «Newsboy» µόνο κατά 1.55€. Αυτό σηµαίνει ότι για τις 
Παρασκευές, αν µπορεί να γίνει µία γενίκευση στο ποια από τις δύο µεθόδους 
υπερτερεί, αυτή είναι της µέσης ζήτησης. Αντίθετα, όπως φαίνεται στους Πίνακες 
21 23 και 25, τις ∆ευτέρες, η µέθοδος Newsboy εµφανίζεται σταθερά και 
εντυπωσιακά πιο κερδοφόρα µε βελτίωση στο µέσο ηµερήσιο κέρδος της τάξης 
των 19€. 
 
 Όλα τα αποτελέσµατα αυτά αναφέρονται σε ένα σηµείο πώλησης. Κατά 
συνέπεια, αν αθροίζουµε τα κέρδη από όλα τα σηµεία πώλησης θα προκύψει ένα 
σηµαντικό κέρδος για την εταιρία. 
 
 Εξετάζοντας την φύση των δύο µεθόδων παρατηρούµε ότι, η µέθοδος του 
εφηµεριδοπώλη, είναι µία συντηρητική µέθοδος, επιφυλακτική στην πρόβλεψη 
κατανοµής της ζήτησης. Στις Εξισώσεις (19) και (20) διακρίνουµε ότι η µέθοδος 
συνδυάζει την ποσότητα xi* και την κατανοµή µε το κόστος της παραγωγικής 
διαδικασίας. Ουσιαστικά, ορίζει ένα επίπεδο ασφαλείας για το xi*, ώστε σε 
περίπτωση «αστοχίας» της πρόβλεψης, η ζηµιά να µένει σε χαµηλά επίπεδα. 
Αντίθετα, η µέθοδος προσδιορισµού των ποσοτήτων βασισµένη στη µέση ζήτηση 
είναι πιο αισιόδοξη καθώς το µόνο επίπεδο ασφαλείας που ορίζει, είναι αυτό που 
δεν ξεπερνά τον µέσο όρο των πιο πιθανών ποσοτήτων, χωρίς να λαµβάνεται υπ� 
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όψη κάποιο ρίσκο αποτυχίας στην πρόβλεψη. Σας παραπέµπουµε στο παράδειγµα 
της Ενότητας 1.4 το οποίο χρησιµοποιεί µία µέθοδο βασισµένη στην µέση 
ζήτηση.  
 
 Παρατηρώντας τα δεδοµένα για τις ηµέρες υψηλής ζήτησης στους Πίνακες 
1 και 2, διακρίνουµε µία σηµαντική διαφορά στο ύψος των πωλήσεων µεταξύ 
∆ευτέρας και Παρασκευής, άρα ανοµοιογένεια στα δεδοµένα. Τις Παρασκευές, ο 
καταναλωτής αγοράζει ποσότητα γάλακτος τέτοια που θα ικανοποιήσει τις 
ανάγκες για τρεις ηµέρες. Την ∆ευτέρα, µη έχοντας ποσότητα γάλακτος στο σπίτι 
του, αγοράζει για να καλύψει τις ανάγκες της ίδιας ηµέρας και πιθανόν της 
επόµενης. Είναι προφανές ότι οι πωλήσεις κάθε Παρασκευή είναι αισθητά 
υψηλότερες σε σχέση µε αυτές της ∆ευτέρας. Εµείς αναγκαστήκαµε να 
ενοποιήσουµε αυτές τις ηµέρες. 
  
Το αποτέλεσµα είναι ότι για τις Παρασκευές το µοντέλο µας υποεκτιµά την 

ποσότητα που θα πωληθεί, αφού συµπεριλαµβάνει και τις ζητήσεις της ∆ευτέρας. 
Το φαινόµενο αυτό, σε συνδυασµό µε την συντηρητική πολιτική που ορίζει το 
µοντέλο από την φύση του, οδηγεί σε µία σηµαντική έλλειψη κέρδους από τις 
πωλήσεις αφού η ποσότητα που προτείνεται προς τοποθέτηση συνήθως δεν 
καλύπτει πάνω από το 60% µε 65%. (βλέπε πίνακες 20, 22, 24) Αντίθετα, οι 
τοποθετήσεις βασισµένες στην µέση ζήτηση είναι πολύ κοντά στην πραγµατική 
ζήτηση της Παρασκευής, καθώς το επίπεδο ασφαλείας που ορίζεται από της 
ποσότητες που έχουν ζητηθεί στο παρελθόν χαµηλώνει αισθητά λόγω των 
παρατηρήσεων της ∆ευτέρας. 
 
Για τις ∆ευτέρες, το µοντέλο µας παρουσιάζεται πολύ πιο αποτελεσµατικό σε 

σχέση µε την µέση ζήτηση. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι η µέθοδος Μ.Ζ. 
παρασύρεται στις προβλέψεις από τις υψηλές πωλήσεις της Παρασκευής και σε 
συνδυασµό µε την αισιόδοξη φύση της, προτείνει ποσότητες προς τοποθέτηση 
µεγαλύτερες της πραγµατικής ζήτησης σε ποσοστό που αγγίζει το 35% µε 40%. 
 
 Συνολικά, η µέθοδος Newsboy, είναι ασφαλώς πιο ορθολογική από αυτή 
της µεθόδου που θέλει να ακολουθήσει η εταιρία, η οποία βασίζει τις 
τοποθετήσεις των προϊόντων βάσει της βέλτιστης εκτίµησης της ζήτησης τους. Η 
πρώτη µέθοδος είναι από τις πιο κατάλληλες µεθόδους για αντίστοιχα 
προβλήµατα µε προϊόντα µικρού κύκλου ζωής, πράγµα που επιβεβαιώνεται από 
τις πολλές και ποικίλες εφαρµογές της στην θεωρία αποθεµάτων παγκοσµίως. 
      

4.2 Προτάσεις προς την εταιρία 

4.2.1 Πιο συχνές επισκέψεις στα κεντρικά σηµεία πώλησης 
 
Είναι σαφές ότι η γαλακτοκοµική εταιρία θα έχει µία σηµαντική αύξηση στο 

µέσο κέρδος εάν εφαρµόσει το µοντέλο που προτείνουµε. Η µέθοδος «Newsboy» 
θα µπορούσε όµως να έχει ακόµη πιο θεαµατικά αποτελέσµατα, αν εξασφαλιστεί 
οµοιογένεια στα δεδοµένα των παρελθοντικών πωλήσεων. 

 
Εάν η εταιρία αποφασίσει να επισκέπτεται τα µεγάλα σηµεία πώλησης (super 

market) σε καθηµερινή βάση, συµπεριλαµβανοµένου του Σαββάτου, τότε θα 
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µπορούσε να επιτευχθεί µία σηµαντική εξοµάλυνση στα δεδοµένα των ηµερών 
υψηλής ζήτησης και οι προβλέψεις θα είναι ακριβέστερες. Η Παρασκευή θα είναι 
µία µέρα µε µικρότερο ποσοστό πωλήσεων στην εβδοµάδα. Το Σάββατο θα είναι 
µία µέρα µε υψηλές πωλήσεις, αλλά το µέγεθος αυτών θα είναι συγκρίσιµο µε τις 
αντίστοιχες πωλήσεις των άλλων ηµερών υψηλής ζήτησης. 

 
Το κατά πόσο αυτή η κίνηση αποδεικνύεται συνολικά πιο συµφέρουσα, είναι 

µία µελέτη που µπορεί να εκπονηθεί σε άλλη εργασία. Απαιτούνται γνώσεις για το 
κόστος µίας επίσκεψης, για το αναµενόµενο κέρδος στις πωλήσεις και άλλων 
παραγόντων που, σε αυτό το επίπεδο, είναι τελείως θεωρητικά.   
 

4.2.2 Βέλτιστη ποσότητα τοποθέτησης σηµαίνει βέλτιστη 
ποσότητα παραγωγής 

 
Το να καθορίσουµε µία βέλτιστη ποσότητα τοποθέτησης για ένα σηµείο 

πώλησης δεν είναι κάτι που φαίνεται τόσο σηµαντικό και εντυπωσιακό. 
Παρατηρήσαµε όµως το εξής: 
 
Για κάθε ηµέρα που εξετάσαµε, είτε χαµηλής ζήτησης είτε υψηλής, µε 
οποιαδήποτε µέθοδο προσδιορισµού βέλτιστων ποσοτήτων (Newsboy ή 
µέσης ζήτησης) κι αν εργαστήκαµε, ποτέ δεν χρειάστηκε να 
ενεργοποιήσουµε τον περιορισµό δυναµικότητας της Εξίσωσης (15). 
Ποτέ η προτεινόµενη ποσότητα τοποθέτησης δεν πλησίασε το όριο Β.   
 
 Αυτό   σηµαίνει ότι η εταιρία, κακώς αναζητά τρόπους να εξαντλήσει όλη 
την πρώτη της ύλη και στα τέσσερα αυτά προϊόντα. ∆εν την συµφέρει και 
µάλιστα πολλές φορές την ζηµιώνει.  
 
Τα αποτελέσµατα της εργασίας αφορούν ένα σηµείο πώλησης. Ωστόσο, η 

ίδια ακριβώς ανάλυση µπορεί να εφαρµοστεί για το συνολικό πρόβληµα 
παραγωγής και διανοµής στην εταιρία. Η διαδικασία διανοµής του γάλακτος στην 
εταιρία είναι η εξής: Έχει ένα σηµείο παραγωγής (εργοστάσιο), από το οποίο 
τροφοδοτούνται µε συσκευασµένο γάλα δύο κέντρα διανοµών. Το κάθε κέντρο 
µοιράζει τις συσκευασίες σε ένα στόλο 5 φορτηγών τα οποία εξυπηρετούν 
περίπου σαράντα σηµεία πώλησης το κάθε ένα. Για να εξετάσει η εταιρία τον 
βέλτιστο συνολικό όγκο γάλακτος προς παραγωγή και τον καλύτερο επιµερισµό 
αυτού στους τέσσερις κωδικούς της τότε αρκεί να εφαρµόσει τα ακόλουθα: 

 
1. Να µελετήσει τα σηµαντικότερα σηµεία πώλησης (αυτά που 
επισκέπτεται κάθε µέρα και συνήθως απορροφούν το µεγαλύτερο 
ποσοστό της παραγωγής), ώστε να καθορίσει την ζήτηση κάθε 
προϊόντος σε αυτά. 

2. Να αθροίσει τις συσκευασίες ανά προϊόν που χρειάζεται κάθε  
φορτηγό και κατ� επέκταση κάθε κέντρο διανοµής.  

3. Ξέροντας ένα συντριπτικό ποσοστό των απαιτήσεων των κέντρων 
διανοµής σε συσκευασίες ανά προϊόν, ξέρει ένα σηµαντικό ποσοστό 
του όγκου γάλακτος που πρέπει να διαθέσει σε κάθε τύπο και άρα το 
µεγαλύτερο ποσοστό της πρώτης ύλης που την συµφέρει να 
χρησιµοποιήσει.    
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Το πρόβληµα αυτό µπορεί να αποτελέσει αντικείµενο περαιτέρω έρευνας.
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Παράρτηµα 
 

Π.1 Εκτίµηση της κατανοµής της ζήτησης µε την µέθοδο 
µέγιστης πιθανότητας 
 
Αν xi είναι οι ποσότητες που παρατηρήσαµε και k είναι ο αριθµός των 
παρατηρήσεών µας, τότε, για την ζήτηση Χ, θέλουµε να υπολογίσουµε τις 
πιθανότητες  

 
F(x1) = P(X ≥ x1), F(x2)= P(X ≥ x2), �, F(xk)= P(X ≥ xk) 

 
Επειδή δεν έχουµε παρατηρήσεις < x1, θα υποθέσουµε ότι  P(X < x1) = 0 ή 
P(X≥x1)=1 και αφού το άθροισµα των πιθανοτήτων είναι 1, έχουµε 
 

pk+1 = 1 � p1 � p2 -� - pk             (π1)     
  
Για τον ίδιο λόγο, αν lk = 0 θα πρέπει να θεωρήσουµε ότι pk+1 = P(X > xk) = 0 
και αντί για k άγνωστες πιθανότητες θα είχαµε k−1 και αντί της (1π) θα είχαµε 
την 

pk = 1 − p1 − �− pk−1    (π2) 
 
Οι παρατηρήσεις µας είναι χωρισµένες σε τρεις κατηγορίες και διατίθενται 
στον πίνακα: 
 

Αρχικά δεδοµένα 

Ποσότητα, xi x1 � xi � xk 

Συχνότητα εµφανίσεως Χ = xi n1 � ni � nk 

Συχνότητα εµφανίσεως Χ ≥ xi m1 � mi � mk 

Συχνότητα εµφανίσεως Χ > xi l1 � li � lk 
 

 
Εφαρµόζουµε τη µέθοδο µέγιστης πιθανοφάνειας (ΜΜΠ) για τον υπολογισµό 
των pi. Η συνάρτηση πιθανοφάνειας είναι: 
 
  F(p1,�, pk) = [P(X = x1)]n1�[P(X = x1)]nk   
       [P(X ≥ x1)]m1 � [P(X ≥ xk)]mk 

       [P(X > x1)]l1�[P(X > xk)]lk  
          = p1

n1 � pk
nk  

       (1)m1 (1 − p1)m2 � (1 − p1 − � − pk−1)mk 
(1 − p1)l1 � (1 − p1 − � − pk−1)lk−1(1 − p1 − � − pk)lk    (3π) 

 
H συνάρτηση F µεγιστοποιείται στο σηµείο (p1, �, pk) στο οποίο 
µεγιστοποιείται και ο λογάριθµός της. 
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Είναι: 
 
ln F(p1, �, pk) = n1 lnp1 + ... + nk lnpk 
   
 + m1 ln1 + m2 ln(1 − p1) + � +mk ln(1 − p1 − � − pk−1) 
    + l1 ln(1 − p1) + � + lk−1 ln(1 − p1 − � − pk−1) 
    + lk ln(1 − p1 − � − pk) 
       = n1 lnp1 + ... + nk lnpk 
   
 + (m2 + l1) ln(1 − p1) + � + (mk + lk−1) ln(1 − p1 − � − pk−1) 
    + lk ln(1 − p1 − � − pk) 
 
Η συνάρτηση lnF είναι κοίλη (γραµµικός συνδυασµός κοίλων συναρτήσεων: 
ln(1-p1-�-pi). Συνεπώς υπάρχει ένα ακρότατο σηµείο που είναι ολικό µέγιστο. 
Εξισώνοντας τις µερικές παραγώγους της ανωτέρω µε 0 προκύπτει το 
ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων: 
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Λύνοντας την τελευταία εξίσωση (Ak) ως προς pk προκύπτει: 
 

pk = 
kk

k

ln
n
+

(1 − p1 � − pk−1)    (Βk) 

 
Αντικαθιστώντας την τιµή αυτή στην προτελευταία (Ak−1) και µετά από λίγη 
άλγεβρα, ευρίσκουµε: 
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όπου για συντοµία έχουµε ορίσει 
  
Ni = ni + ni+1 +�+ nk  
Mi = mi + mi+1 +�+ mk  
Li = li + li+1 +�+ lk            για κάθε i = 1 � k. 
 
Ακολούθως αντικαθιστούµε την Εξ. (Bk−1) στην (Βk) και κατόπιν τις δύο αυτές 
εξισώσεις στην (Βk−2). Εργαζόµενοι µε τον ίδιο τρόπο καταλήγουµε στην 
γενική εξίσωση αντί της (Ai): 
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Τέλος, αντικαθιστώντας τα pi, i = 2,�, k στην Εξ. (Α1) καταλήγουµε στην 
ακόλουθη έκφραση για το p1: 
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Τα pi προκύπτουν ξεκινώντας από την (Β1) και συνεχίζοντας µέχρι την (Bk). 
Για τους υπολογισµούς των pk και pk+1 θα πρέπει να λάβουµε υπ' όψιν είτε την 
(1π) είτε την (π1). 
 
Γενικά, καταλήγουµε στις ακόλουθες σχέσεις προσδιορισµού των pi:  
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Π.2 Πίνακας διακυµάνσεων της ζήτησης για διάφορες ώρες 
της ηµέρας 

    
    

κωδικός 
τοποθέτηση

+ ηµ/νια 
λήξης 

ποσότητα 
ψυγείου

πωλήσεις 
14.30 

πωλήσεις 
17.00 

πωλήσεις 
20.00 

πωλήσεις 
ηµέρας 

τρίτη 26-Νοε gidp1 30 29/11 30 13 3 5 21 
τρίτη 26-Νοε gidp0,5 10 29/11 10 9 1   10 
τρίτη 26-Νοε gidh1 6 29/11 6 6     6 
τρίτη 26-Νοε gidh0,5 10 29/11 10 9 1   10 
τετάρτη 27-Νοε gidp1 12 30/11 21 9 4 3 16 
τετάρτη 27-Νοε gidp0,5 7 30/11 7 6 1   7 
τετάρτη 27-Νοε gidh1 4 30/11 4 4     4 
τετάρτη 27-Νοε gidh0,5 5 30/11 5 3 2   5 
πέµπτη 28-Νοε gidp1 12 30/11 16 12 0 4 16 
πέµπτη 28-Νοε gidp0,5 6 30/11 6 5 0 1 6 
πέµπτη 28-Νοε gidh1 3 30/11 3 3     3 
πέµπτη 28-Νοε gidh0,5 6 30/11 6 6     6 

παρασκευή 29-Νοε gidp1 48 2/12 48 17 4 11 48 
παρασκευή 29-Νοε gidp0,5 20 2/12 20 7 1 3 20 
παρασκευή 29-Νοε gidh1 10 2/12 10 10     10 
παρασκευή 29-Νοε gidh0,5 8 2/12 8 4 1 1 8 
σάββατο gidp1     0 9 7   0 
σάββατο gidp0,5     0 8 1   0 
σάββατο gidh1     0       0 
σάββατο 

30-Νοε 

gidh0,5     0 2     0 
δευτέρα 2-∆εκ gidp1 68 5/12 68 22 2 3 27 
δευτέρα 2-∆εκ gidp0,5 28 5/12 28 10 3 0 13 
δευτέρα 2-∆εκ gidh1 12 5/12 12 12     12 
δευτέρα 2-∆εκ gidh0,5 28 5/12 28 12 0 5 17 
τρίτη 3-∆εκ gidp1 0 6/12 41 7 0 2 9 
τρίτη 3-∆εκ gidp0,5 5 6/12 20 6 2 2 10 
τρίτη 3-∆εκ gidh1 12 6/12 12 4     4 
τρίτη 3-∆εκ gidh0,5 5 6/12 16 2 0 1 3 
τετάρτη 4-∆εκ gidp1 32 7/12 32 16 6 2 24 
τετάρτη 4-∆εκ gidp0,5 12 7/12 12 6 0 0 6 
τετάρτη 4-∆εκ gidh1 2 7/12 10 5 1 0 6 
τετάρτη 4-∆εκ gidh0,5 12 7/12 16 3 6 0 9 
πέµπτη 5-∆εκ gidp1 10 7/12 18 11 5 2 18 
πέµπτη 5-∆εκ gidp0,5 6 7/12 12 5 2 3 10 
πέµπτη 5-∆εκ gidh1 5 7/12 6 1 2 2 5 
πέµπτη 5-∆εκ gidh0,5 5 7/12 10 3 5 0 8 

παρασκευή 6-∆εκ gidp1 80 9/12 80 24 11 11 73 
παρασκευή 6-∆εκ gidp0,5 45 9/12 45 5 4 5 28 
παρασκευή 6-∆εκ gidh1 40 9/12 40 5 3 6 24 
παρασκευή 6-∆εκ gidh0,5 30 9/12 30 2 6 7 24 
σάββατο gidp1     7 12 15 0 0 
σάββατο gidp0,5     17 6 8 0 0 
σάββατο gidh1     16 7 3 0 0 
σάββατο 

7-∆εκ 

gidh0,5     6 6 3 0 0 
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κωδικός 
τοποθέτηση

+ ηµ/νια 
λήξης 

ποσότητα 
ψυγείου

πωλήσεις 
14.30 

πωλήσεις 
17.00 

πωλήσεις 
20.00 

πωλήσεις 
ηµέρας 

δευτέρα 9-∆εκ gidp1 92 12/12 92 27 10 18 55 
δευτέρα 9-∆εκ gidp0,5 39 12/12 39 13 2 2 17 
δευτέρα 9-∆εκ gidh1 12 12/12 12 8 1 2 11 
δευτέρα 9-∆εκ gidh0,5 28 12/12 28 4 1 3 8 
τρίτη 10-∆εκ gidp1 10 13/12 47 20 6 8 34 
τρίτη 10-∆εκ gidp0,5 0 13/12 22 6 2 3 11 
τρίτη 10-∆εκ gidh1 10 13/12 11 7 1 2 10 
τρίτη 10-∆εκ gidh0,5 0 13/12 20 8 8 1 17 
τετάρτη 11-∆εκ gidp1 12 14/12 12 12     12 
τετάρτη 11-∆εκ gidp0,5 8 14/12 8 8     8 
τετάρτη 11-∆εκ gidh1 8 14/12 9 8 0 1 9 
τετάρτη 11-∆εκ gidh0,5 10 14/12 10 6 0 1 7 
πέµπτη 12-∆εκ gidp1 20 14/12 20 10 2 5 17 
πέµπτη 12-∆εκ gidp0,5 16 14/12 16 7 5 4 16 
πέµπτη 12-∆εκ gidh1 10 14/12 10 7 1 2 10 
πέµπτη 12-∆εκ gidh0,5 16 14/12 19 2 5 3 10 

παρασκευή 13-∆εκ gidp1 40 16/12 40 6 4 8 34 
παρασκευή 13-∆εκ gidp0,5 20 16/12 20 2 3 1 13 
παρασκευή 13-∆εκ gidh1 15 16/12 15 3 2 3 12 
παρασκευή 13-∆εκ gidh0,5 15 16/12 15 3 1 4 12 
σάββατο gidp1     6 7 9 0 0 
σάββατο gidp0,5     7 3 4 0 0 
σάββατο gidh1     3 3 1 0 0 
σάββατο 

14-∆εκ 

gidh0,5     3 3 1 0 0 
δευτέρα 16-∆εκ gidp1 32 19/12 32 18 1 3 22 
δευτέρα 16-∆εκ gidp0,5 20 19/12 20 9 1 2 12 
δευτέρα 16-∆εκ gidh1 10 19/12 10 6 0 2 8 
δευτέρα 16-∆εκ gidh0,5 16 19/12 16 6 0 1 7 
τρίτη 17-∆εκ gidp1 20 20/12 30 11 5 12 28 
τρίτη 17-∆εκ gidp0,5 10 20/12 18 10 2 6 18 
τρίτη 17-∆εκ gidh1 8 20/12 10 5 1 4 10 
τρίτη 17-∆εκ gidh0,5 10 20/12 19 6 1 7 14 
τετάρτη 18-∆εκ gidp1 23 21/12 25 11 2 1 14 
τετάρτη 18-∆εκ gidp0,5 12 21/12 12 5 0 1 6 
τετάρτη 18-∆εκ gidh1 8 21/12 8 4 1 0 5 
τετάρτη 18-∆εκ gidh0,5 8 21/12 13 9 3 0 12 
πέµπτη 19-∆εκ gidp1 5 21/12 16 6 0 5 11 
πέµπτη 19-∆εκ gidp0,5 6 21/12 12 4 2 0 6 
πέµπτη 19-∆εκ gidh1 5 21/12 8 6 2   8 
πέµπτη 19-∆εκ gidh0,5 9 21/12 10 5 1 1 7 

παρασκευή 20-∆εκ gidp1 40 23/12 40 15 7 18 40 
παρασκευή 20-∆εκ gidp0,5 20 23/12 20 2 1 0 20 
παρασκευή 20-∆εκ gidh1 14 23/12 14 4 2 0 14 
παρασκευή 20-∆εκ gidh0,5 10 23/12 10 3 1 2 10 
σάββατο gidp1     0       0 
σάββατο gidp0,5     0 11 6   0 
σάββατο 

21-∆εκ 

gidh1     0 4 4   0 
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κωδικός 
τοποθέτηση

+ ηµ/νια 
λήξης 

ποσότητα 
ψυγείου

πωλήσεις 
14.30 

πωλήσεις 
17.00 

πωλήσεις 
20.00 

πωλήσεις 
ηµέρας 

σάββατο  gidh0,5     0 3 1   0 
δευτέρα 23-∆εκ gidp1 30 25/12 30 13 5 6 24 
δευτέρα 23-∆εκ gidp0,5 15 25/12 15 6 3 1 10 
δευτέρα 23-∆εκ gidh1 12 25/12 12 5 4 3 12 
δευτέρα 23-∆εκ gidh0,5 12 25/12 12 7 2 1 10 
τρίτη 24-∆εκ gidp1 20 27/12 26 12 5 9 26 
τρίτη 24-∆εκ gidp0,5 8 27/12 13 9 4   13 
τρίτη 24-∆εκ gidh1 10 27/12 10 4 1 5 10 
τρίτη 24-∆εκ gidh0,5 12 27/12 14 5 2 7 14 

παρασκευή 27-∆εκ gidp1 25 30/12 25     5 25 
παρασκευή 27-∆εκ gidp0,5 12 30/12 12     3 12 
παρασκευή 27-∆εκ gidh1 10 30/12 10     4 10 
παρασκευή 27-∆εκ gidh0,5 10 30/12 10     2 10 
σάββατο gidp1     0 12 8   0 
σάββατο gidp0,5     0 6 3   0 
σάββατο gidh1     0 4 2   0 
σάββατο 

28-∆εκ 

gidh0,5     0 5 3   0 
δευτέρα 30-∆εκ gidp1 40 2/1 40     39 39 
δευτέρα 30-∆εκ gidp0,5 20 2/1 20     15 15 
δευτέρα 30-∆εκ gidh1 15 2/1 15     12 12 
δευτέρα 30-∆εκ gidh0,5 15 2/1 15     6 6 
τρίτη 31-∆εκ gidp1 30 3/1 31     31 31 
τρίτη 31-∆εκ gidp0,5 15 3/1 20     20 20 
τρίτη 31-∆εκ gidh1 15 3/1 18     15 15 
τρίτη 31-∆εκ gidh0,5 5 3/1 14     14 14 

παρασκευή 3-Ιαν gidp1 55 6/1 55     50 55 
παρασκευή 3-Ιαν gidp0,5 30 6/1 30     21 30 
παρασκευή 3-Ιαν gidh1 20 6/1 20     16 20 
παρασκευή 3-Ιαν gidh0,5 15 6/1 15     15 15 
σάββατο gidp1 0 7/1 0     5 0 
σάββατο gidp0,5 0 7/1 0     9 0 
σάββατο gidh1 0 7/1 0     4 0 
σάββατο 

4-Ιαν 

gidh0,5 0 7/1 0     0 0 
τρίτη 7-Ιαν gidp1 30 10/1 30     27 27 
τρίτη 7-Ιαν gidp0,5 15 10/1 15     13 13 
τρίτη 7-Ιαν gidh1 12 10/1 12     12 12 
τρίτη 7-Ιαν gidh0,5 10 10/1 10     9 9 
τετάρτη 8-Ιαν gidp1 16 11/1 19     12 12 
τετάρτη 8-Ιαν gidp0,5 6 11/1 8     5 5 
τετάρτη 8-Ιαν gidh1 4 11/1 4     2 2 
τετάρτη 8-Ιαν gidh0,5 8 11/1 9     4 4 
πέµπτη 9-Ιαν gidp1 7 12/1 14     14 14 
πέµπτη 9-Ιαν gidp0,5 3 12/1 6     6 6 
πέµπτη 9-Ιαν gidh1 3 12/1 5     5 5 
πέµπτη 9-Ιαν gidh0,5 3 12/1 8     8 8 

παρασκευή 10-Ιαν gidp1 50 13/1 50     28 50 
παρασκευή 10-Ιαν gidp0,5 28 13/1 28     17 28 
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κωδικός 
τοποθέτηση

+ ηµ/νια 
λήξης 

ποσότητα 
ψυγείου

πωλήσεις 
14.30 

πωλήσεις 
17.00 

πωλήσεις 
20.00 

πωλήσεις 
ηµέρας 

παρασκευή 10-Ιαν gidh1 14 13/1 14     9 14 
παρασκευή 10-Ιαν gidh0,5 12 13/1 12     12 12 
σάββατο gidp1 0 14/1 0     22 0 
σάββατο gidp0,5 0 14/1 0     11 0 
σάββατο gidh1 0 14/1 0     5 0 
σάββατο 

11-Ιαν 

gidh0,5 0 14/1 0     0 0 
δευτέρα 13-Ιαν gidp1 32 16/1 32     24 24 
δευτέρα 13-Ιαν gidp0,5 22 16/1 22     8 8 
δευτέρα 13-Ιαν gidh1 8 16/1 8     8 8 
δευτέρα 13-Ιαν gidh0,5 12 16/1 12     7 7 
τρίτη 14-Ιαν gidp1 20 17/1 28     15 15 
τρίτη 14-Ιαν gidp0,5 10 17/1 24     4 4 
τρίτη 14-Ιαν gidh1 8 17/1 8     3 3 
τρίτη 14-Ιαν gidh0,5 6 17/1 11     2 2 
τετάρτη 15-Ιαν gidp1 15 18/1 20     14 14 
τετάρτη 15-Ιαν gidp0,5 5 18/1 13     6 6 
τετάρτη 15-Ιαν gidh1 8 18/1 13     6 6 
τετάρτη 15-Ιαν gidh0,5 8 18/1 13     5 5 
πέµπτη 16-Ιαν gidp1 48 19/1 48     13 13 
πέµπτη 16-Ιαν gidp0,5 8 19/1 8     8 8 
πέµπτη 16-Ιαν gidh1 16 19/1 18     5 5 
πέµπτη 16-Ιαν gidh0,5 12 19/1 17     8 8 

παρασκευή 17-Ιαν gidp1 10 20/1 45     24 45 
παρασκευή 17-Ιαν gidp0,5 16 20/1 16     16 16 
παρασκευή 17-Ιαν gidh1 2 20/1 13     5 13 
παρασκευή 17-Ιαν gidh0,5 6 20/1 14     12 14 
σάββατο gidp1 0 21/1 0     21 0 
σάββατο gidp0,5 0 21/1 0     0 0 
σάββατο gidh1 0 21/1 0     8 0 
σάββατο 

18-Ιαν 

gidh0,5 0 21/1 0     2 0 
δευτέρα 20-Ιαν gidp1 40 23/1 40 24   4 28 
δευτέρα 20-Ιαν gidp0,5 16 23/1 16 12   3 15 
δευτέρα 20-Ιαν gidh1 12 23/1 12 6   6 12 
δευτέρα 20-Ιαν gidh0,5 16 23/1 16 10   5 15 
τρίτη 21-Ιαν gidp1 12 24/1 24   13 3 16 
τρίτη 21-Ιαν gidp0,5 10 24/1 11   7 1 8 
τρίτη 21-Ιαν gidh1 8 24/1 8   8 0 8 
τρίτη 21-Ιαν gidh0,5 8 24/1 9   4 2 6 
τετάρτη 22-Ιαν gidp1 15 25/1 23   14 1 15 
τετάρτη 22-Ιαν gidp0,5 8 25/1 11   6 2 8 
τετάρτη 22-Ιαν gidh1 7 25/1 7   6 1 7 
τετάρτη 22-Ιαν gidh0,5 7 25/1 10   4 0 4 
πέµπτη 23-Ιαν gidp1 15 26/1 15 15   0 15 
πέµπτη 23-Ιαν gidp0,5 10 26/1 10 3   7 10 
πέµπτη 23-Ιαν gidh1 5 26/1 5 4   1 5 
πέµπτη 23-Ιαν gidh0,5 6 26/1 9 5   4 9 

παρασκευή 24-Ιαν gidp1 36 27/1 36     36 36 
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κωδικός 
τοποθέτηση

+ ηµ/νια 
λήξης 

ποσότητα 
ψυγείου

πωλήσεις 
14.30 

πωλήσεις 
17.00 

πωλήσεις 
20.00 

πωλήσεις 
ηµέρας 

παρασκευή 24-Ιαν gidp0,5 22 27/1 22     10 22 
παρασκευή 24-Ιαν gidh1 12 27/1 12     12 12 
παρασκευή 24-Ιαν gidh0,5 16 27/1 16     16 16 
σάββατο gidp1 0 28/1 0     0 0 
σάββατο gidp0,5 0 28/1 0     12 0 
σάββατο gidh1 0 28/1 0     0 0 
σάββατο 

25-Ιαν 

gidh0,5 0 28/1 0     0 0 
δευτέρα 27-Ιαν gidp1 30 30/1 30     30 30 
δευτέρα 27-Ιαν gidp0,5 15 30/1 15     12 12 
δευτέρα 27-Ιαν gidh1 12 30/1 12     8 8 
δευτέρα 27-Ιαν gidh0,5 15 30/1 15     12 12 
τρίτη 28-Ιαν gidp1 16 31/1 16     16 16 
τρίτη 28-Ιαν gidp0,5 10 31/1 13     10 10 
τρίτη 28-Ιαν gidh1 8 31/1 12     8 8 
τρίτη 28-Ιαν gidh0,5 8 31/1 11     8 8 
τετάρτη 29-Ιαν gidp1 18 1/2 18     15 15 
τετάρτη 29-Ιαν gidp0,5 10 1/2 13     7 7 
τετάρτη 29-Ιαν gidh1 8 1/2 12     5 5 
τετάρτη 29-Ιαν gidh0,5 8 1/2 11     6 6 
πέµπτη 30-Ιαν gidp1 18 2/2 21     18 18 
πέµπτη 30-Ιαν gidp0,5 12 2/2 18     12 12 
πέµπτη 30-Ιαν gidh1 8 2/2 15     6 6 
πέµπτη 30-Ιαν gidh0,5 8 2/2 13     6 6 

παρασκευή 31-Ιαν gidp1 50 3/2 50     29 50 
παρασκευή 31-Ιαν gidp0,5 25 3/2 26     12 26 
παρασκευή 31-Ιαν gidh1 18 3/2 21     8 20 
παρασκευή 31-Ιαν gidh0,5 20 3/2 22     12 22 
σάββατο gidp1 0 4/2 0     21 0 
σάββατο gidp0,5 0 4/2 0     14 0 
σάββατο gidh1 0 4/2 1     12 0 
σάββατο 

1-Φεβ 

gidh0,5 0 4/2 0     10 0 
δευτέρα 3-Φεβ gidp1 64 6/2 64 27   3 30 
δευτέρα 3-Φεβ gidp0,5 28 6/2 28 10   1 11 
δευτέρα 3-Φεβ gidh1 16 6/2 16 7   3 10 
δευτέρα 3-Φεβ gidh0,5 16 6/2 16 5   2 7 
τρίτη 4-Φεβ gidp1 0 7/2 34     24 24 
τρίτη 4-Φεβ gidp0,5 0 7/2 17     8 8 
τρίτη 4-Φεβ gidh1 6 7/2 12     12 12 
τρίτη 4-Φεβ gidh0,5 5 7/2 14     6 6 
τετάρτη 5-Φεβ gidp1 20 8/2 20 16   4 20 
τετάρτη 5-Φεβ gidp0,5 14 8/2 14 5   4 9 
τετάρτη 5-Φεβ gidh1 10 8/2 10 4   6 10 
τετάρτη 5-Φεβ gidh0,5 10 8/2 10 10   0 10 
πέµπτη 6-Φεβ gidp1 26 9/2 26 0   16 16 
πέµπτη 6-Φεβ gidp0,5 15 9/2 20 0   9 9 
πέµπτη 6-Φεβ gidh1 12 9/2 12 0   6 6 
πέµπτη 6-Φεβ gidh0,5 12 9/2 12 0 0 8 8 
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κωδικός 
τοποθέτηση

+ ηµ/νια 
λήξης 

ποσότητα 
ψυγείου

πωλήσεις 
14.30 

πωλήσεις 
17.00 

πωλήσεις 
20.00 

πωλήσεις 
ηµέρας 

παρασκευή 7-Φεβ gidp1 48 10/2 58     33 58 
παρασκευή 7-Φεβ gidp0,5 20 10/2 26     14 26 
παρασκευή 7-Φεβ gidh1 10 10/2 16     11 16 
παρασκευή 7-Φεβ gidh0,5 25 10/2 29     19 29 
σάββατο gidp1 0 11/2 0     25 0 
σάββατο gidp0,5 0 11/2 0     12 0 
σάββατο gidh1 0 11/2 0     5 0 
σάββατο 

8-Φεβ 

gidh0,5 0 11/2 0     10 0 
δευτέρα 10-Φεβ gidp1 32 13/2 32     29 29 
δευτέρα 10-Φεβ gidp0,5 20 13/2 20     11 11 
δευτέρα 10-Φεβ gidh1 15 13/2 15     9 9 
δευτέρα 10-Φεβ gidh0,5 10 13/2 10     10 10 
τρίτη 11-Φεβ gidp1 20 14/2 23     18 18 
τρίτη 11-Φεβ gidp0,5 10 14/2 19     9 9 
τρίτη 11-Φεβ gidh1 8 14/2 14     7 7 
τρίτη 11-Φεβ gidh0,5 8 14/2 8     8 8 
τετάρτη 12-Φεβ gidp1 15 15/2 17     16 16 
τετάρτη 12-Φεβ gidp0,5 15 15/2 16     9 9 
τετάρτη 12-Φεβ gidh1 6 15/2 7     7 7 
τετάρτη 12-Φεβ gidh0,5 6 15/2 6     6 6 
πέµπτη 13-Φεβ gidp1 25 16/2 25     16 16 
πέµπτη 13-Φεβ gidp0,5 15 16/2 21     5 5 
πέµπτη 13-Φεβ gidh1 10 16/2 10     7 7 
πέµπτη 13-Φεβ gidh0,5 10 16/2 10     6 6 

παρασκευή 14-Φεβ gidp1 50 17/2 59     35 59 
παρασκευή 14-Φεβ gidp0,5 25 17/2 35     16 31 
παρασκευή 14-Φεβ gidh1 14 17/2 17     10 17 
παρασκευή 14-Φεβ gidh0,5 20 17/2 24     12 24 
σάββατο gidp1 0 18/2 0     24 0 
σάββατο gidp0,5 0 18/2 4     15 0 
σάββατο gidh1 0 18/2 0     7 0 
σάββατο 

15-Φεβ 

gidh0,5 0 18/2 0     12 0 
δευτέρα 17-Φεβ gidp1 64 20/2 64     32 32 
δευτέρα 17-Φεβ gidp0,5 28 20/2 28     14 14 
δευτέρα 17-Φεβ gidh1 16 20/2 16     15 15 
δευτέρα 17-Φεβ gidh0,5 16 20/2 16     13 13 
τρίτη 18-Φεβ gidp1 8 21/2 40     20 20 
τρίτη 18-Φεβ gidp0,5 0 21/2 14     14 14 
τρίτη 18-Φεβ gidh1 10 21/2 11     11 11 
τρίτη 18-Φεβ gidh0,5 10 21/2 13     9 9 
τετάρτη 19-Φεβ gidp1 6 22/2 6     6 6 
τετάρτη 19-Φεβ gidp0,5 6 22/2 6     6 6 
τετάρτη 19-Φεβ gidh1 6 22/2 6     6 6 
τετάρτη 19-Φεβ gidh0,5 6 22/2 7     7 7 
πέµπτη 20-Φεβ gidp1 32 23/2 32       17 
πέµπτη 20-Φεβ gidp0,5 20 23/2 20       10 
πέµπτη 20-Φεβ gidh1 10 23/2 10       7 
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κωδικός 
τοποθέτηση

+ ηµ/νια 
λήξης 

ποσότητα 
ψυγείου

πωλήσεις 
14.30 

πωλήσεις 
17.00 

πωλήσεις 
20.00 

πωλήσεις 
ηµέρας 

πέµπτη 20-Φεβ gidh0,5 10 23/2 10       9 
παρασκευή 21-Φεβ gidp1 48 24/2 63     34 57 
παρασκευή 21-Φεβ gidp0,5 28 24/2 38     15 33 
παρασκευή 21-Φεβ gidh1 28 24/2 31     14 26 
παρασκευή 21-Φεβ gidh0,5 12 24/2 13     12 13 
σάββατο gidp1 0 25/2 6     23 0 
σάββατο gidp0,5 0 25/2 5     18 0 
σάββατο gidh1 0 25/2 5     12 0 
σάββατο 

22-Φεβ 

gidh0,5 0 25/2 0     1 0 
 
Επεξηγήσεις: Οι κωδικοί GipP1,P0.5,H1,H0.5 είναι οι κωδικοί για κάθε προϊόν. 

- GidP1: Γάλα πλήρες συσκευασίας ενός λίτρου 
- GidP0.5: Γάλα πλήρες συσκευασίας µισού λίτρου  
- GidΗ1: Γάλα ελαφρύ συσκευασίας ενός λίτρου 
- GidΗ0.5: Γάλα ελαφρύ συσκευασίας µισού λίτρου 
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Π.3 Πίνακας δεδοµένων ηµερήσιας ζήτησης ανά προϊόν 
∆εδοµένα πωλήσεων για: GidP1 GidP0.5 GidH1 GidH0.5 

Νο Μέρας Ηµεροµηνία Χαµηλή/Υψηλή n m l n m l n m l n m l 
1 τρίτη 26Νοε Χ 21         10     6   10   
2 τετάρτη 27Νοε Χ 16         7     4     5 
3 πέµπτη 28Νοε Χ     16     6     3     6 
4 παρασκευή 29Νοε Υ     48 20         10 8     
5 δευτέρα 2∆εκ Υ 27     13         12 17     
6 τρίτη 3∆εκ Χ 9     10     4     3     
7 τετάρτη 4∆εκ Χ 24     6     6     9     
8 πέµπτη 5∆εκ Χ     18 10     5     8     
9 παρασκευή 6∆εκ Υ 73     18     24     24     
10 δευτέρα 9∆εκ Υ 55     17     11     8     
11 τρίτη 10∆εκ Χ 34     11     10     17     
12 τετάρτη 11∆εκ Χ     12     8   9   7     
13 πέµπτη 12∆εκ Χ 17       16     10       10 
14 παρασκευή 13∆εκ Υ 34     13     12     12     
15 δευτέρα 16∆εκ Υ 22     12     8     7     
16 τρίτη 17∆εκ Χ 28       18     10   14     
17 τετάρτη 18∆εκ Χ 14     6     5     12     
18 πέµπτη 19∆εκ Χ 11     6         8 7     
19 παρασκευή 20∆εκ Υ   40   20     14     10     
20 δευτέρα 23∆εκ Υ 24     10       12   10     
21 τρίτη 24∆εκ Χ   26       13   10     14   
22 παρασκευή 27∆εκ Υ 25     12     10     10     
23 δευτέρα 30∆εκ Υ 39     15     12     6     
24 τρίτη 31∆εκ Χ   31     20   15       14   
25 παρασκευή 3Ιαν Υ 55     30     20         15 
26 τρίτη 7Ιαν Χ 27     13       12   9     
27 τετάρτη 8Ιαν Χ 12     5         2 4     
28 πέµπτη 9Ιαν Χ     14   6       5     8 
29 παρασκευή 10Ιαν Υ 50     28     14         12 
30 δευτέρα 13Ιαν Υ 30         8   8   7     
31 τρίτη 14Ιαν Χ 15     4         3 2     
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∆εδοµένα πωλήσεων για: GidP1 GidP0.5 GidH1 GidH0.5 
Νο Μέρας Ηµεροµηνία Χαµηλή/Υψηλή n m l n m l n m l n m l 

32 τετάρτη 15Ιαν Χ 14     6     6     5     
33 πέµπτη 16Ιαν Χ 13       8   5     8     
34 παρασκευή 17Ιαν Υ 45         16 13     14     
35 δευτέρα 20Ιαν Υ 28     15       12   15     
36 τρίτη 21Ιαν Χ 16     8       8   6     
37 τετάρτη 22Ιαν Χ 15     8         7 4     
38 πέµπτη 23Ιαν Χ     15   10       5     9 
39 παρασκευή 24Ιαν Υ   36   22         12     16 
40 δευτέρα 27Ιαν Υ   30   12     8     12     
41 τρίτη 28Ιαν Χ     16 10     8     8     
42 τετάρτη 29Ιαν Χ 15     7     5     6     
43 πέµπτη 30Ιαν Χ 18     12     6     6     
44 παρασκευή 31Ιαν Υ 50     26     20     22     
45 δευτέρα 3Φεβ Υ 30     11     10     7     
46 τρίτη 4Φεβ Χ 24     8       12   6     
47 τετάρτη 5Φεβ Χ   20   9         10     10 
48 πέµπτη 6Φεβ Χ 16     9     6     8     
49 παρασκευή 7Φεβ Υ 58     26     16     29     
50 δευτέρα 10Φεβ Υ 29     11     9       10   
51 τρίτη 11Φεβ Χ 18     9     7       8   
52 τετάρτη 12Φεβ Χ 16     9         7 6     
53 πέµπτη 13Φεβ Χ 16     5     7     6     
54 παρασκευή 14Φεβ Υ 59     31     17     24     
55 δευτέρα 17Φεβ Υ 32     14     15     13     
56 τρίτη 18Φεβ Χ 20       14     11   9     
57 τετάρτη 19Φεβ Χ     6     6     6   7   
58 πέµπτη 20Φεβ Χ 17     10     7     9     
59 παρασκευή 21Φεβ Υ 57     33     26     13     

 
Επεξηγήσεις:  
• Οι παρατηρήσεις στην στήλη n συµβολίζουν ότι η ποσότητα που αναγράφεται ήταν και η ακριβής ποσότητα που ζητήθηκε 
• Οι παρατηρήσεις στη στήλη m συµβολίζουν τις περιπτώσεις όπου η ζήτηση ήταν µεγαλύτερη ή ίση της ποσότητας που 
αναγράφεται 
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• Οι παρατηρήσεις στη στήλη l συµβολίζουν τις περιπτώσεις όπου η ζήτηση ήταν σίγουρα µεγαλύτερη της ποσότητας που 
αναγράφεται 
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