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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

 
1.1 ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΗΣ ΕΤΑΙΡΕΙΑΣ 
 

Μια Αµερικανική εταιρεία κατασκευών έχει µια κεντρική αποθήκη στην 

Μάνδρα Αττικής η οποία βρίσκεται 27 χµ δυτικά της Αθήνας. Εκεί 

συσσωρεύονται όλα τα εµπορεύµατα τα οποία προέρχονται από αποθήκες 

της γειτονικής χώρας. Από την Μάνδρα φεύγουν σε καθηµερινή βάση 

εµπορεύµατα τα οποία έχουν σαν προορισµό όλες τις περιοχές της 

Ελλάδας. Η διανοµή των εµπορευµάτων γίνεται µε φορτηγά τα οποία έχουν 

µέση χωρητικότητα 10 m3. Η ίδια η εταιρία παρατήρησε ότι υπάρχουν 

αρκετές φορές καθυστερήσεις στη διανοµή των εµπορευµάτων λόγω του 

ότι ένα φορτηγό θα πρέπει κάθε φορά να διανείµει εµπορεύµατα σε πολλές 

πόλεις  το οποίο όπως είναι φυσικό προκαλούσε τις περισσότερες φορές 

παράπονα πελατών οι οποίοι παραλάµβαναν τελευταίοι τις παραγγελίες 

τους. Αποτέλεσµα αυτού ήταν η καθυστερηµένη επιστροφή των φορτηγών 

στην κεντρική αποθήκη της Μάνδρας για την παραλαβή νέων παραγγελιών 

καθώς επίσης και ένα αυξηµένο κόστος διανοµής το οποίο τελικά επιβάρυνε 

και τους πελάτες. Για να αντιµετωπίσει η εταιρία το υπάρχον πρόβληµα 

θέλησε να διερευνήσει την ακόλουθη διαδικασία επίλυσης: 

 

Αρχικά να εγκαταστήσει έναν συγκεκριµένο αριθµό αποθηκών οι 

οποίες θα εξυπηρετούν συγκεκριµένες πόλεις της χώρας η κάθε µια. 

Εν συνεχεία η εύρεση βέλτιστης διαδροµής από την κάθε αποθήκη 

στις αντίστοιχες πόλεις για την ταχύτερη διανοµή. 
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Μ Α Ν ∆ Ρ Α

ΑΠΟΘΗΚΗ 2

ΑΠΟΘΗΚΗ 1 ΑΠΟΘΗΚΗ ...Ν

ΠΟΛΗ Α

ΠΟΛΗ ΗΠΟΛΗ Ζ

ΠΟΛΗ Ε
ΠΟΛΗ ∆ΠΟΛΗ ΓΠΟΛΗ Β

 Σχήµα 1.1 

 

 

Οι παραπάνω τρόποι αντιµετώπισης είναι γνωστά προβλήµατα στον 

τοµέα των Logistics και όχι µόνο έχουν εµφανισθεί πολύ συχνά σε 

διάφορες εταιρίες αλλά έχουν επιλυθεί µε διάφορα µοντέλα 

βελτιστοποίησης δικτύων. Όσον αφορά το πρώτο πρόβληµα είναι ένα 

κλασσικό Location Problem (LP) - Πρόβληµα Χωροθέτησης-. Τα LP 

περιλαµβάνουν περιπτώσεις που ασχολούνται µε την εύρεση του βέλτιστου 

πλήθους, της βέλτιστης χωρητικότητας και της βέλτιστης χωροθέτησης 

εγκαταστάσεων. H εύρεση αυτών των µεγεθών στηρίζεται στην βέλτιστη 

κατανοµή της ζήτησης. Το δεύτερο πρόβληµα αποτελεί κλασσική 

περίπτωση των Vehicle Routing Problems (VRP) – Προβλήµατα 

∆ροµολόγησης Οχηµάτων-. Τα VRP εν γένει υπολογίζουν το βέλτιστο 

πλήθος διαδροµών που πρέπει να εκτελεσθούν από ισάριθµο πλήθος 

οχηµάτων προς την εξυπηρέτηση ενός συνόλου πελατών. Και τα δύο αυτά 

προβλήµατα όπως θα δούµε σε επόµενο κεφάλαιο θα τα επιλύσουµε µε την 

βοήθεια του προγράµµατος LINGO. 

 

Στα πλαίσια λοιπόν της συγκεκριµένης διπλωµατικής εργασίας θα 

προσπαθήσουµε να εξάγουµε µία λύση για το κάθε πρόβληµα της εταιρίας, 

χρησιµοποιώντας στοιχεία της εφοδιαστικής της αλυσίδας όπως η ζήτηση 

της κάθε πόλης, οι αποστάσεις µεταξύ των πόλεων κ.α. Συνοπτικά:  
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 Στο 2ο κεφάλαιο της παρούσας εργασίας θα γίνει µια αναφορά και 

µια ανάλυση των θεµάτων µε τα οποία ασχολούνται τα Logistics και 

της Εφοδιαστική Αλυσίδα. 

 Στο 3ο κεφάλαιο θα παρουσιαστούν διάφορα µοντέλα VRP και LP 

καθώς και οι περιπτώσεις στις οποίες µπορούν να εφαρµοσθούν.  

 Στο 4ο κεφάλαιο θα παρουσιαστούν συνοπτικά διάφοροι τρόποι 

επίλυσης των VRP και LP. 

 Στο 5ο κεφάλαιο θα γίνει παρουσίαση του λογισµικού προγράµµατος 

LINGO της LINDO SYSTEMS το οποίο επιλύει προβλήµατα 

γραµµικού, µη γραµµικού και δυναµικού προγραµµατισµού. 

 Στο 6ο κεφάλαιο θα γίνει µια περιγραφή της εταιρίας καθώς και 

αναφορά στις δραστηριότητές της. 

 Στο 7ο κεφάλαιο θα γίνει µια αναφορά στα δεδοµένα του 

προβλήµατος καθώς επίσης θα πραγµατοποιήσουµε πλέον την 

µαθηµατική µοντελοποίηση και την επίλυσή του µε την βοήθεια του 

λογισµικού LINGO. 
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ΓΕΝΙΚΑ ΠΕΡΙ LOGISTICS & SUPPLY 

CHAIN MANAGEMENT 
 

 

2.1  Η Εξέλιξη των Logistics και της Εφοδιαστικής Αλυσίδας 

2.1.1   Εισαγωγή . 

Η αποτελεσµατική διαχείριση της εφοδιαστικής αλυσίδας αποτελεί 

µέσο για την απόκτηση ανταγωνιστικού πλεονεκτήµατος. Καθώς οι 

επιχειρήσεις συνεχώς αναζητούν τρόπους για να διανέµουν τα προϊόντα και 

τις υπηρεσίες τους στους πελάτες τους όσο το δυνατό γρηγορότερα και 

φθηνότερα, από ότι οι ανταγωνιστές τους, οι υπεύθυνοι έχουν κατανοήσει 

ότι δεν µπορούν να το κάνουν µόνοι τους. Είναι απαραίτητη η συλλογική 

εργασία µέσα στα πλαίσια της εταιρίας σε συνδυασµό µε τη σωστή 

οργάνωση των αλυσίδων προµηθειών. 

Παρακάτω θα δούµε τις αλλαγές που έχουν πραγµατοποιηθεί όσον 

αφορά την διαχείριση των αλυσίδων προµηθειών κατά τα τελευταία 

χρόνια, επικεντρώνοντας στις αλλαγές που αφορούν στη φιλοσοφία της 

διαχείρισης των αλυσίδων προµηθειών. 

2.1.2 ∆ιοίκηση διανοµής υλικών (Physical Distribution 
Management PDM) 

 
∆ύο σηµαντικά θέµατα που απασχόλησαν και συνεχίζουν να 

απασχολούν τις επιχειρήσεις είναι:  

1. Το κόστος διανοµής των προϊόντων. 

2. Ποιος είναι υπεύθυνος για τη οµαλή λειτουργία των διαδικασιών της  

διανοµής των προϊόντων. 
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Το δεύτερο θέµα είναι το σηµαντικότερο, αφού έχοντας αναγνωρίσει 

και κατανείµει τα καθήκοντα, η µείωση του κόστους διανοµής αποτελεί 

ευθύνη του αντίστοιχου υπεύθυνου. Τυπικά η διανοµή εθεωρείτο ότι 

αποτελείται από δύο δραστηριότητες. Ο τοµέας του Marketing ήταν 

υπεύθυνος για τον καθορισµό των υπεύθυνων για τη διανοµή, καθώς και 

για την εδραίωση των όρων που διέπουν τις εµπορικές δραστηριότητες οι 

οποίες µετά έγιναν γνωστές ως κανάλια συναλλαγών 

Παρόλα αυτά, η διαχείριση των φυσικών αποθεµάτων και ροών ήταν 

συνήθως ευθύνη ενός συνόλου ατόµων, όπως υπεύθυνος αποθήκης, 

υπεύθυνος διακίνησης, και τη συνολική ευθύνη για τη διανοµή των 

αγαθών την είχε ή ο τοµέας της παραγωγής, η των οικονοµικών και σε 

µερικές περιπτώσεις ο τοµέας του µάρκετινγκ και των πωλήσεων. Στο 

Σχήµα 2.1 παρουσιάζεται η δοµή και η διοικητική άποψη για τη διανοµή 

προϊόντων. 

Σχήµα  2.1 

 

Η διαχείριση της διανοµής των προϊόντων αποτελούσε το κλειδί για 

την δι
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ατήρηση και επέκταση του µεριδίου της αγοράς που αντιστοιχούσε 

στην εκάστοτε επιχείρηση. Προκειµένου να επιτευχθεί αυτό, η επιχείρηση 



έπρεπε να εξασφαλίσει την έγκαιρη παράδοση των προϊόντων στους 

πελάτες της. καθώς και την ακριβή εκπλήρωση των παραγγελιών και των 

όρων της ισχύουσας συµφωνίας. 

Η αποτελεσµατική διοίκηση των λειτουργιών της διανοµής 

προϊόντων Ο έγινε ένα σηµαντικό θέµα.  συντονισµός της αποθήκευσης και 

παράδοσης των αγαθών ήταν η περιοχή στην όποια έπρεπε να εστιαστεί το 

ενδιαφέρον της διοίκησης. Οι έννοιες που παρουσιάζουν τη διοίκηση 

διανοµής αγαθών είναι: 

 Απόθεµα (Inventory): αποτελείται από τα έτοιµα προϊόντα της 

παραγωγικής διαδικασίας καθώς και τα αποθηκευµένα, που θα 

καλύψουν τις νάγκες της ζήτησης. 

Μέσα µεταφοράς (Transportatio

α

 n): είναι τα µέσα µεταφοράς µε 

τα οποία θα µεταφερθούν τα προϊόντα από τον πωλητή µέσω των 

φυσικών καναλιών. 

∆ιεξαγωγή παραγ γελιών (Order Communication): κατά την 

οποία, µέσω στοιχειωδών πληροφοριακών συστηµάτων, επιτρέπεται η 

διαδικασία της υποβολής των παραγγελιών. 

Εκµετάλλευση (Utilization): Miα  προσέγγιση για τη 

αποτελεσµατική διαχείριση της χωρητικότητας του σ τήµ ς. υσ ατο

Εφαρµογή τεχνικών µηχανικής διακίνησης των προϊόντων και 

χρησιµοποίηση παλετών. 

 

Είναι προφανές, ότι προκειµένου να επιτευχθεί µείωση του κόστους 

της διανοµής των προϊόντων και ταυτόχρονα να βελτιωθεί η εξυπηρέτηση 

των πελατών, έπρεπε να γίνει µία προσπάθεια συνδυασµού των δύο αυτών 

δραστηριοτήτων. Κατά τη δεκαετία του 1970 το κόστος διανοµής 

αντιστοιχούσε στο 10% των καθαρών κερδών από τις πωλήσεις. Το 

πρόβληµα αυτό σταθερά επιδεινωνόταν, αφού κανείς δεν ήξερε τι έπρεπε 

να γίνει. 

 

2.1.3 Τι σηµαίνει «∆ιαχείριση της Εφοδιαστικής Αλυσίδας» 
και η σπουδαιότητα της 

Οι καλύτερες και µεγαλύτερες εταιρίες του κόσµου τώρα 

ανακα τ αλύπ ουν ένα νέο δυναµικό τρόπο για ν  εξασφαλίσουν το 

ανταγωνιστικό ους πλεονέκτηµα. Είναι η διαχεί ιση της εφοδιαστικής τ ρ  

αλυσίδας τους που περιέχει ενοποιηµένες δράσεις για την εµφάνιση του 

προϊόντος στην αγορά και τη δηµιουργία ικανοποιηµένων πελατών. 

11



Ένα πρόγραµµα ∆ιαχείρισης της Εφοδιαστικής Αλυσίδας ενοποιεί σε 

µία ολότητα θέµατα που σχετίζονται µε λειτουργίες όπως την κατασκευή, 

απόκτηση, µεταφορά και φυσική διανοµή. Η επιτυχία ενός τέτοιου 

προγράµµατος εξαρτάται από το πόσο καλά θα συντονίσει και θα συνδυάσει 

αυτές τις λειτουργίες σε µία διαδικασία, συνδέοντας όλους τους 

συµµετέχοντες στην αλυσίδα. Οι συµµετέχοντες εκτός των 

ενδοεπιχειρησιακών τµηµάτων είναι και οι εργαζόµενοι, οι µεταφορείς, 

«τρίτες  πιχειρήσεις, καθώς και προµηθευτές πληροφοριακών » ε

συστηµάτων. 

Με τον όρο Εφοδιαστική λυσ α εννοούµε ες εκείνες τις Α ίδ όλ

δραστηριότητες που σχετίζονται µε ροή των αγαθών, από το στάδιο των 

πρώτων υλών µέχρι τον τελικό αποδέκτη, καθώς και τη ροή των 

πληρο ι Ηφορ ών που σχετίζονται µε τις παραπάνω διαδικασίες.  ροή αυτή 

είναι αµφίδροµη. 

Η διαχείριση της αλυσίδας προµηθειών σχετίζεται µε την 

ολοκλήρωση των παραπάνω δραστηριοτήτων µε σκοπό την απόκτηση 

ανταγωνιστικού πλεονεκτήµατος. 

 ε

 των προϊόντων. Βάση του παραπάνω 

ρισµο

κ οµ π

π

α

ί ι  τ  

δ

Αν θεωρήσουµ  µια εταιρία µέσα από το πλαίσιο του παραπάνω 

ορισµού, θα πρέπει να συµπεριλάβουµε τόσο το δίκτυο προµήθειας πρώτων 

υλών, όσο και το δίκτυο διανοµής

ο ύ, η αλυσίδα προµηθειών περιλαµβάνει τη διαχείριση 

πληροφοριακών συστηµάτων, την προµήθεια υλικών, τον προγραµµατισµό 

παραγωγής, τη διαχείριση των αποθεµάτων, την εξυπηρέτηση των 

πελατών, αι την διαν ή των προϊόντων. Το δίκτυο ροµηθειών 

περιλαµβάνει όλες εκείνες τις εταιρίες που παρέχουν εισαγόµενα σε µία 

άλλη εταιρία, είτε άµεσα είτε έµµεσα. Για αράδειγµα, το δίκτυο 

προµηθειών µι ς εταιρίας κατασκευής αυτοκινήτων, αποτελείται από 

εκατοντάδες εταιρίες που προµηθεύουν την εν λόγω εταιρία µε υλικά που 

µπορε  να είνα  από πρώτες ύλες όπως α σάλι και πλαστικά µέχρι και 

φρένα. Το δίκτυο προµήθειας περιλαµβάνει επίσης και ιάφορα τµήµατα 

της ίδιας της εταιρίας. Ένα δεδοµένο υλικό είναι σίγουρο ότι θα περάσει 

µέσα από διάφορες διαδικασίες επεξεργασίας που γίνονται από διαφορετικά 

τµήµατα της εταιρίας. Ένας προµηθευτής της εταιρίας αυτής, έχει µε τη 

σειρά του, τους δικούς του προµηθευτές, οι οποίοι εντάσσονται στο 

συνολικό δίκτυο προµήθειας της υπό εξέταση εταιρίας. 

Οι σηµερινοί managers αναγνωρίζουν πλέον ότι µε το να 

παραδώσουν γρηγορότερα από τους ανταγωνιστές τους το προϊόν στον 

καταναλωτή, θα βελτιώσουν την ανταγωνιστική θέση της επιχείρησης τους. 

Οι επιχειρήσεις, για να παραµείνουν ανταγωνιστικές θα πρέπει να 

12



αναζη ττήσουν νέες λύσεις που σχετίζονται µε θέµατα διαχείρισης ης 

Εφοδιαστικής Αλυσίδας όπως ανάλυση µοντέλων, διαχείριση, σχεδίαση 

φορτώσεων εκφορτώσεων, σχεδίαση δροµολογίων, διανοµών και δικτύου. 

Επίσης θα πρέπει να αντιµετωπίσουν προκλήσεις που επιδρούν στην  

Εφοδιαστική Αλυσίδα όπως ίναι η αναδιοργάνωση, η παγκοσµιοποίηση και ε

ο εξωτερικός εφοδιασµός. 

 Η γρηγορότερη διαθεσιµότητα του προϊόντος είναι το κλειδί για 

την αύξηση των πωλήσεων. ∆ηµιουργείται ένα σηµαντικό πλεονέκτηµα 

κέρδους από τον επιπλέον χρόνο που βρίσκεται µία εταιρία στην αγορά και 

ο ανταγωνιστής της όχι. Αν µπορεί να είναι η εταιρία εκεί πρώτη, θα πάρει 

προφανώς περισσότερες παραγγελίες και σαφώς µεγαλύτερο µερίδιο 

αγοράς. Η ικανότητα γρήγορης παράδοσης του προϊόντος µπορεί να 

δηµιουργήσει ή να καταργήσει µία πώληση. Αν εµφανιστούν δύο ίδια 

ανταγωνιστικά προϊόντα και το ένα είναι άµεσα διαθέσιµο ενώ το άλλο θα 

είναι σε µία εβδοµάδα, ποιο θα προτιµούσε ο αταναλωτής; Εποµένως είναι  κ

ολοφάνερο πως η ∆ιαχείριση της Εφοδιαστικής Αλυσίδας συµβάλλει 

σηµαντικά στην πιο γρήγορη αποστολή των προϊόντων στον προορισµό 

τους. 

 Ένας από ους κύριους λόγους ύπαρξης τεράστιων κύκλων τ

εργασιών (από την παραγγελία ως την παράδοση) είναι η ύπαρξη «χρόνιων 

κακών συνηθειών» που προκύπτουν όταν οι εσωτερικές διαδικασίες των 

επιχειρήσεων αποτυγχάνουν να ανταποκριθούν στις αλλαγές της αγοράς. Η 

ύ ξεχωριστών και ανεξάρτητων τµηµάτων τείνει να ενδυναµώνει παρξη  

αυτές τις µη αποδοτικές πρακτικές. Η όλη δεοντολογία της ∆ιαχείρισης της 

Εφοδιαστικής Αλυσίδας, από την άλλη, βοηθά τις επιχειρήσεις να 

αναγνωρίσουν αυτές τις βλαβερές µεµονωµένες διαδικασίες. Η εξάλειψη 

αυτών των αδύνατων σηµείων βελτιώνει τη διαθεσιµότητα του προϊόντος 

και επιταχύνει την παράδοση στον καταναλωτή- δύο αποτελέσµατα που 

µπορούν να αυξήσουν τις πωλήσεις και τα κέρδη. 

 

Οι επτά βασικές αρχές της ∆ιαχείρισης της Εφοδιαστικής Αλυσίδας 

 Αν θεωρήσουµε ότι η ∆ιαχείριση της Εφοδιαστικής Αλυσίδας 

βρίσκεται στην κορυφή της νέας "ιδεολογίας" για το management, τότε θα 

πρέπει να έχει κάποιο σύστηµα αρχών. Όσο αφορά την διαχείριση της 

εφοδιαστικής αλυσίδας οι αρχές αυτές είναι επτά και όταν αυτές τηρούνται 

µ νή, υποµονή και κατανόηση, τότε επιφέρουν ένα ασύγκριτο ε επιµο

ανταγωνιστικό πλεονέκτηµα. 
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1. Ταξινόµηση   πελατών   ανάλογα   µε   τις   ανάγκες   εξυπηρέτησης   
τους. Παραδοσιακά, οι εταιρίες οµαδοποιούν τους πελάτες τους κατά 
επαγγελµατικό τοµέα, κατά προϊόν, ή κατά είδος συναλλαγής και µετά 

παρέχουν το ίδιο επίπεδο εξυπηρέτησης στα πλαίσια βέβαια 

συστηµατικής ή όχι ταξινόµησης. Η αποδοτική ∆ιαχείριση της 

Εφοδιαστικής Αλυσίδας, σε αντίθεση, οµαδοποιεί τους πελάτες µε 

βάση τις ξεχωριστές ανάγκες εξυπηρέτησης τους-ασχέτως του 

επαγγελµα ικού τοµέα-και µετά προσαρµόζει τ ς παρεχόµενες τ  ι

υπηρεσίες στις ανάγκες αυτές.  

Παραµετρο οίηση του δικτύου ης ∆ιαχείρισης της Εφοδιαστικής 
Αλυσίδας. Κατά τον σχεδιασµό του δικτύου τη  ∆ιαχείρισης της ς

Εφοδιαστικής Αλυσίδας τους οι 

 

2. π τ  

επιχειρήσεις, χρειάζεται να εστιάσουν 

κυρίως στις απαιτήσεις και την πιθανή κερδοφορία από την 

εξυπηρέτηση των ξεχωριστών αναγκών των πελατών τους. Η 

συντηρητική προσέγγιση της δηµιουργίας µίας "µονολιθικής" 

∆ιαχείρισης της Εφοδιαστικής Αλυσίδας εµποδίζει την εφαρµογή µιας 

πετυχηµ νης ∆ιαχείρισης της. 

Εστίαση της προσοχής στα µηνύµατα της αγοράς (ζήτηση) και 
ανάλογος σχεδιασµός. Οι πωλήσεις και ο σχεδιασµός των ενεργειών 
θα πρέπει να αντικατοπτρίζο

έ

3. 

υν ολόκληρη την αλυσίδα ώστε να 

µπορούµε να διαγνώσουµε έγκαιρα τυχόν αλλαγές στη ζήτηση των 

προϊόντων, στους τρόπους προώθησης κ.τ.λ. Αυτή η σε βάθος 

προσέγγιση της ζήτησης οδηγεί σε σταθερότερες προβλέψεις και σε 

µία βέλτιστη διαχείριση της αποθήκης και των διαθεσίµων πηγών και 

δυναµικού.  

∆ιαφοροποίηση του προϊόντος φέρνοντας το πιο κοντά στον 
καταναλωτή. Οι επιχειρήσεις σήµερα δεν µπορούν πλέον να 

συσσωρεύουν

4. 

 αποθέµατα στις αποθήκες τους ώστε να µπορούν να 

αντεπεξέρχονται σε πιθανές λάθος προβλέψεις. Αντίθετα, χρειάζεται 

να συνδέσουν τη διαφοροποίηση του προϊόντος µ  την παραγωγική ε

διαδικασία για να βρεθούν πιο κοντά στην ήτηση του καταναλωτή.  

Στρατηγική διαχείριση των προµηθειών. Προκειµένου να εργάζονται 
στενά µε τους βασικούς προµηθευτές τους και να µειώσουν τα ολικά 

κόστη κτήσης α' υλών και υπηρεσιών τους, οι πρωτοπόροι τη

 ζ  

5. 

ς 

∆ιαχείρισης της Εφοδιαστικής Αλυσίδας έχουν διευρύνει τα σύνορα 

τους µε τους προµηθευτές. Η λήψη προσφορών από τους 

προµηθευτές για το «χτύπηµα» της µικρότερης τιµής, είναι λάθος 

λογική. Το µοίρασµα των κερδών, είναι ο σύγχρονος και 
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αποτελεσµ τικότερος τρόπος για η στρατηγική διαχείριση των α τ  

προµηθειών.  

Ανάπτυξη µιας ευρείας τεχνολογικής στρατηγικής της Εφοδιαστικής 
αλυσίδας. Η τε

6. 

χνολογία των πληροφοριών, ως ακρογωνιαίος λίθος της 

επιτυχούς ∆ιαχείρισης της Εφοδιαστικής Αλυσίδας, θα πρέπει να 

υποστηρίζει πολλαπλά επίπεδα λήψης των αποφάσεων, θα πρέπει 

επίσης να παρέχει καθαρή εικόνα της ροής των προϊόντων, των 

υπηρεσιών και των πληροφοριών.  

Υιοθέτηση τρόπων εξάπλωσης µέτρησης της απόδοσης. Η άριστη 

εφαρµογή συστηµάτων µέτρησης σ

7. 

την Εφοδιαστική Αλυσίδα σηµαίνει 

κάτι παραπάνω από τον συντονισµό των εσωτερικών λειτουργιών. Τα 

συστήµατα αυτά εφαρµόζουν τρόπους µέτρησης σε κάθε κρίκο της 

Εφοδιαστικής Αλυσίδας. Το πιο σηµαντικό, αυτά τα συστήµατα 

µέτρησης αποτελούνται από οικονοµικές παραµέτρους και από 

παραµέτρους που σχετίζονται µε το επίπεδο εξυπηρέτησης των 

πελατών, όπως π.χ. η καθαρή πόδ ση κάθε λογαριασµού.  

 

Αποφάσεις που λαµβάνονται κατά την ∆ιαχείριση της Αλυσίδας 

µηθειών. 

α ο

2.2 

Προ

2.2.1   Εισαγωγή 

 Εδώ θα δοθεί ιδιαίτερη έµφαση στο κοµµάτι της Αλυσίδας 

προµηθειών που ασχολείται µε θέµατα Logistics. Με τον όρο αυτό 

περιγράφονται, µεταξύ άλλων, οι διαδικασίες επιλογής των κατάλληλων 

µ ικών µέσων και εγκαταστάσεων για η αποθήκευση και διακίνηση εταφορ τ

των προϊόντων. 

 

2.2.2   Επιλογή των κατάλληλων εγκαταστάσεων 

 Υπάρχουν τρεις θεµελιώδεις ερωτήσεις σχετικά µε την επιλογή 

των εγκαταστάσεων: (α) Πόσες εγκαταστάσεις χρειαζόµαστε; (β) Που θα 

πρέπει να βρίσκονται αυτές οι εγκαταστάσεις; (γ)Τι είδους εγκαταστάσεις 

απαιτούνται; 

 Εδώ εξετάζονται προσεκτικά οι βασικές λειτουργίες που 

καλύπτουν οι εγκαταστάσεις, όπως η δηµιουργία αποθέµατος για την 

εξυπηρέτηση τόσο της παραγωγής όσο και των πελατών. Σε περίπτωση 

αποτυχίας της παραγωγικής διαδικασίας ή στην περίπτωση που υπάρχει 

15



απρόβλεπτη αύξηση της ζήτησης, πρέπει α υπάρχει απόθεµα σε προϊόντα ν

έτσι ώστε να µπορέσει να καλυφθεί η ζήτηση. 

 Το είδος των εγκαταστάσεων εξαρτάται κυρίως από τα 

χαρακτηριστικά των προϊόντων, από το µέγεθος της ζήτησης που 

παρουσιάζει η αγορά, και φυσικά από τις απαιτήσεις που παρουσιάζει η 

εξυπηρέτηση των πελατών. Τα χαρακτηριστικά των προϊόντων καθορίζουν 

τ αποθήκευση  και διαχείρισης των υλικώ , το µέγεθος ης ις µεθόδους ς  ν τ

ζήτησης επηρεάζει τις µεθόδους ροώ ησης των παραγγελιών, και οι π θ

απαιτήσεις που προκύπτουν από την εξυπηρέτηση των πελατών 

επηρεάζουν τον χρόνο υλοποίησης των παραγγελιών που µε τη σειρά του 

µπορεί να επηρεάσει την επιλογή του εξοπλισµού για τη διαχείριση των 

υλικών. 

 Υπάρχουν τέσσερις βασικοί λόγοι για την σωστή οργάνωση των 

αποθηκευτικών εγκαταστάσεων: 

1. Μείωση των µεταφορικών εξόδων. 

2.  Συντονισµός παραγωγής-ζήτησης. 

3. Υποβοήθηση της παραγωγικής διαδικασίας. 

4.  Υποβοήθηση της διαδικασίας εξυπηρέτησης των πελατών 

Ο σχεδιασµός των εγκαταστάσεων· αντικατοπτρίζει τη φύση της κύριας 

λει  κατατάσσονται σε τουργίας που υποστηρίζουν. Οι λειτουργίες αυτές

τέσ

 Αποθήκευση: Η δηµιουργία αποθέµατος για την εξοµάλυνση τυχόν 

το χρόνο αποθήκευσης τους και τα χαρακτηριστικά 

 

 η: Οι αποθήκες προφανώς 

όµηση τους σε µία ακόµα 

 

σερις κατηγορίες: 

ασυµφωνιών µεταξύ της παραγωγής και της ζήτησης. Το µέγεθος της 

αποθήκης καθώς και τα χαρακτηριστικά της εξαρτώνται από τη φύση 

των προϊόντων, 

της ζήτησης και των παραγγελιών. 

Συνένωση: Συνένωση διαφορετικών παρτίδων προϊόντων έτσι ώστε 

να µειωθούν τα έξοδα µεταφοράς, και για να υποβοηθηθούν οι 

διαδικασίες ταξινόµησης των προϊόντων.  

Ταξινόµηση και Μεταφόρτωσ

χρησιµοποιούνται για τη δηµιουργία µεγάλων οµοιογενών παρτίδων. 

Οι διαδικασίες µεταφόρτωσης λαµβάνουν χώρα όταν τα προϊόντα 

πρέπει να αναδιανεµηθούν για την ταξιν

µεγαλύτερη παρτίδα. 

 Ανάµιξη: Οµοιογενείς παρτίδες προϊόντων µετατρέπονται σε 

ανοµοιογενείς µε σκοπό την εξυπηρέτηση των πελατών. 
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2.2.
 

 π

διαδρ µενο µελέτης 

θα αποτελέσει ο καθορισµός του αριθµού των εγκαταστάσεων που 

έπει να 

οποθετηθούν. 

κ  

ετίζεται µε το αν η εκάστοτε εταιρία παράγει πολλά είδη 

ποια 

ω ό τ α

ρου των εγκαταστάσεων. 

α χαρακτηριστικά

αντικεί  

ς π η

2.1    Καθορισµός του προφίλ των εγκαταστάσεων 

Έχοντας αναγνωρίσει και συζητήσει το σκοπό και το ρόλο ου 

αµατίζουν οι εγκαταστάσεις, στην ενότητα αυτή αντικεί

απαιτούνται, το µέγεθος αυτών καθώς και το που θα πρ

τ

 Υπάρχουν αρκετοί παράγοντες που σχετίζονται µε τις αποφάσεις για 

την επιλογή των εγκαταστάσεων. Από τη πλευρά των Logistics ιδιαίτερη 

σηµασία έχει η στρατηγική που ακολουθείται από την εταιρία σε 

παραγωγικό αι επιχειρησιακό επίπεδο. Είναι ένα ιδιαίτερα σηµαντικό 

ζήτηµα γιατί σχ

προϊόντων ή όχι, καθώς και µε το χρόνο που διαρκεί η παραγωγή τους. 

γεγονός που συνδέεται άµεσα µε το σύστηµα παραγωγής που έχει επιλεγεί. 

∆ιαφορετικές φιλοσοφίες όσον αφορά την παραγωγική διαδικασία έχουν ως 

αποτέλεσµα διαφορετικές απαιτήσεις στη αποθήκευση των προϊόντων. 

 Τα χαρακτηριστικά της ζήτησης αποτελούν ένα ακόµα παράγοντα. Η 

ζήτηση επηρεάζεται από ποσοτικούς και ποιοτικούς παράγοντες. 

Λαµβάνοντας υπόψη τα δεδοµένα που σχετίζονται µε τις πωλήσεις και τις 

παραγγελίες, είναι δυνατός ο υπολογισµός του αποθέµατος που απαιτείται. 

Επίσης, η συχνότητα των παραγγελιών είναι εξίσου σηµαντική. Κά

προϊόντα µπορεί να παρουσιάζουν µεγάλη και συχνή ζήτηση, γεγονός που 

έχει επίδραση στο εσ τερικ  σχεδιασµό ης ποθήκης καθώς και στις 

µεθόδους διαχείρισης των υλικών. Προϊόντα αυτή της κατηγορίας πρέπει 

να βρίσκονται κοντά στους σταθµούς φόρτωσης. 

 Τα ποιοτικά χαρακτηριστικά παρέχουν πληροφορίες που βοηθούν 

στο συνυπολογισµό και άλλων θεµάτων σχετικά µε τη χωρητικότητα των 

εγκαταστάσεων. Π.χ. η πολιτική εξυπηρέτησης των πελατών που 

ακολουθείται, όταν ερµηνευτεί ποσοτικά (προσδοκίες των πελατών) θα 

βοηθήσει στο σχεδιασµό και την κατανοµή του χώ

Τ  των προϊόντων έχουν ιδιαίτερα σηµαντικό ρόλο. 

Προϊόντα µε µικρή διάρκεια ζωής απαιτούν αποθηκευτικούς χώρους µε 

ψυγεία. Βαριά µενα σε µεγάλες παρτίδες απαιτούν εντελώς 

διαφορετικές εγκαταστάσεις αποθήκευσης από µικρού βάρους αντικείµενα 

σε µικρές παρτίδες. Οι µέθοδοι διαχείρισης των αντικειµένων αυτών 

διαφέρουν ριζικά. 

 Η στρατηγική που ακολουθείται από τους ανταγωνιστές όσον αφορά 

τις εγκαταστάσει , είναι άξια αρακολούθησ ς. Αν το µερίδιο αγοράς πού 

κατέχουν, διαφέρει από κάποιας άλλης  εταιρίας, αυτό µπορεί να οφείλεται 

στην πολιτική που ακολουθείται για τη διανοµή των προϊόντων. 
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 Το αποτέλεσµα της ανάλυσης αυτής θα είναι µία σειρά δεδοµένων 

που θα παρέχουν πληροφορίες σχετικά µε τον αριθµό των απαιτούµενων 

εγκαταστάσεων, την τοποθεσία που θα πρέπει να υλοποποιηθούν, το 

µέγεθος τους και τον εσωτερικό σχεδιασµό τους. 

 

 

2.3    Επιλογή του καταλληλότερου µέσου µεταφοράς των υλικών 

 

2.3.1     Τα χαρακτηριστικά των µεταφορικών µέσων 

ες 

ατηγορίες: 

. Σιδηροδροµικοί Μεταφορείς 

οτήτων σε αρκετά µεγάλες αποστάσεις µε µικρό κόστος. 

πορούν να µεταφέρουν υλικά σε οποιαδήποτε µορφή. Για το σκοπό αυτό 

αστάσεις, αλλά και τον κατάλληλο 

σ ί

ις

οδ τ  

και αυτό δηµιουργεί 

ναζήτηση νέων οδών και νέων µέσων µεταφοράς. Συχνά οι βελτιώσεις 

ώνονται ή καθυστερούν σηµαντικά για 

 

πρ

τοκίνητα µεταφοράς χηµικών, πλατφόρµες 

εταφ

 

 Τα µεταφορικά µέσα µπορούµε να τα διακρίνουµε σε πέντε µεγάλ

κ

 

1

 Οι σιδηροδροµικοί µεταφορείς έχουν τη δυνατότητα µεταφοράς 

µεγάλων ποσ

Μ

παρέχουν τις κατάλληλες εγκατ

εξοπλισµό χειρισµού υλικών. Ο κυριότερος ανταγωνιστής των 

σιδηροδροµικών µεταφορών είναι οι οδικοί µεταφορείς, οι οποίοι 

λειτουργούν σε συγκρίσιµο κόστος και παραδίδουν στη συµφωνηµένη 

χρονική τιγµή, ενώ αντίθετα οι σιδηροδροµικο  παρουσιάζουν 

διακυµάνσε  στην ακρίβεια των παραδόσεων τους. 

 

2. Οδικοί Μεταφορείς 

 Η ική µεταφορά, ο πιο δηµοφιλές είδος µεταφοράς στην Ευρώπη, 

απειλείται από την κυκλοφοριακή συµφόρηση, 

α

στη υποδοµή µαται

περιβαλλοντολογικούς λόγους. 

 Υπάρχουν σήµερα πάρα πολλές παραλλαγές οδικών µεταφορικών 

µέσων, τα οποία καλύπτουν οποιαδήποτε µεταφορική ανάγκη. Έτσι 

ανάλογα µε τη χρήση για την οποία οορίζονται, υπάρχουν βυτιοφόρα 

αυτοκίνητα, φορτηγά ψυγεία, αυ

µ οράς containers κ.α.. Τα κυριότερα πλεονεκτήµατα των οδικών 

µεταφορών είναι αφενός η δυνατότητα µεταφοράς από πόρτα αποθήκης σε 

πόρτα αποθήκης χωρίς να απαιτείται µεταφόρτωση, και αφ' ετέρου η πάρα 

πολύ µεγάλη ευελιξία επιλογής δροµολογίων και αλλαγής κατευθύνσεων 

ανά πάσα στιγµή. 
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3. Θαλάσσιοι Μεταφορείς 

 Οι θαλάσσιοι µεταφορείς µπορούν να χωριστούν σε δύο µεγάλες 

ατηγορίες: τους εγχώριους και τους υπερπόντιους. Ο τύπος του πλοίου 

ιαφέρει ανάλογα µε το είδος του µεταφερόµενου φορτίου. Το χαµηλό 

αι η δυνατότητα µεταφοράς πολύ µεγάλων και 

λεί το 

0% περίπου. Κυρίως παρέχονται οι τρεις ακόλουθες κατηγορίες 

 

ι α ς

ορά φορτίων µεγαλύτερου όγκου και βάρους από την 

 οποία γίνεται µέσω των γραφείων 

 

έ

 
  

µεγάλ

χαρακ . 

. Αγω

ρουσιάζει το µειονέκτηµα ότι µπορεί να γίνει 

όνο όπου υπάρχει εγκατεστηµένο το δίκτυο και κυρίως ως προς µία µόνο 

ο κόστος µεταφοράς και δεν απαιτεί 

ην συ

κ

δ

κόστος µεταφοράς ανά µίλι κ

παντός είδους φορτίων, αποτελούν τα µεγαλύτερα πλεονεκτήµατα της 

θαλάσσιας µεταφοράς και αντισταθµίζουν ως ένα βαθµό τους αρκετά 

µεγάλους απαιτούµενους χρόνους για την εκτέλεση των µεταφορών. 

 

4. Αεροπορικοί Μεταφορείς 

 Στον τοµέα των αεροµεταφορών παρουσιάζεται η ιδιοµορφία ότι στη 

πλειονότητα µεταφέρονται επιβάτες, ενώ η µεταφορά φορτίων αποτε

1

υπηρεσιών: 

Αποστολή µικρών δεµάτων. 

 Αεροπορικές µεταφορές φορτίων και ιδίως οι µεταφορές “package 

express” ο  οποίες τ  τελευταία χρόνια κερδίζουν συνεχώ  έδαφος.  

 Μεταφ

προηγούµενη κατηγορία, η

εµπορευµάτων των αεροπορικών εταιριών. Η πλειονότητα των 

αεροπορικών εταιριών είναι µικτής µορφής και µεταφέρονται

επιβάτες, δ µατα-φορτία, αλλά υπάρχουν και καθαρά µεταφορικές 

εταιρίες. 

Γενικότερα µπορούµε να πούµε ότι τα αεροµεταφερόµενα υλικά είναι 

ης αξίας, ή υλικά που έχουν µικρή διάρκεια ζωής, ή έχουν το 

τήρα του επείγοντος

 

5 γοί Μεταφορών (pipelines) 

 Χρησιµοποιούνται για τη µεταφορά υγρών φορτίων και αερίων. Η 

µεταφορά µέσω αγωγών πα

µ

κατεύθυνση. Έχει όµως το χαµηλότερ

τ σκευασία των προϊόντων.  

Στον πίνακα 2.1 καταγράφεται η διαβάθµιση των χαρακτηριστικών ανά 

µέσο. 
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Πίνακας 2.1:  Υπόµνηµα αναβάθµισης:  

Κακό  1  2  3  4  5   Άριστο 

 

 

2.3.2 Παράγοντες που επηρεάζουν την επιλογή του µέσου 

 

Οι µεταφορές αποτελούν συνδετικό κρίκο στα Logistics και συχνά 

πόρων 

ων Logistics. Τρεις παράγοντες πρέπει να ληφθούν υπόψη: 

ί παράγοντες, που περιλαµβάνουν τον πελάτη, τα 

ι ν

ελατών. 

 

Τα ιχείρησης και η φιλοσοφία της 

 

 τηγική που επιλέγει η εκάστοτε 

ταιρία σε επιχειρησιακό και οικονοµικό επίπεδο, καθώς και σε επίπεδο 

ναι ιδιαίτερα 

ηµαντική, διότι καθορίζει το επίπεδο και τις παραµέτρους της 

σ  

µεταφοράς 

 

 

απορροφούν το µεγαλύτερο ποσοστό των που παρέχονται για τις 

λειτουργίες τ

Επιχειρησιακο

χαρακτηριστικά της επιχείρησης, και το προϊόν. Η επιλογή του µέσου 

µεταφοράς επηρεάζεται από: το µέγεθος των φορτίων, τα χαρακτηριστικά 

του προϊόντος, τη συχνότητα των αποστολών, την αξία του προϊόντος, τον 

ανταγωνισµό κα  το κόστος αποστολής. Τέλος, πρέπει α ληφθούν υπόψη 

τα διαθέσιµα κανάλια µέσω των οποίων θα πραγµατοποιηθεί η διανοµή και 

τα χαρακτηριστικά των καναλιών αυτών. 

Υπάρχουν τέσσερις παράγοντες που πρέπει να ληφθούν υπόψη κατά την 

εκλογή του µέσου µεταφοράς: 

 Τα χαρακτηριστικά της επιχείρησης και η φιλοσοφία της. 

 Η δοµή της αγοράς. 

 Τα χαρακτηριστικά του προϊόντος. 

 Τα χαρακτηριστικά των π

 χαρακτηριστικά της επ

Έχουν άµεση σχέση µε τη στρα

ε

marketing. Η στρατηγική marketing που ακολουθεί η εταιρία εί

σ

παρεχόµενης εξυπηρέτησης στους πελάτες. Η οικονοµική στρατηγική είναι 

εξίσου σηµαντική. Ο στόχος κάθε επιχείρησης είναι το κέρδος, και το πώς 

θα επιτευχθούν τα επίπεδα του κέρδους που έχουν καθορισθεί ως 

αποδεκτά έχει άµε ο αντίκτυπο στη λήψη οικονοµικών αποφάσεων. Η 
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επιλογή του µέσου µεταφοράς, µπορεί να θεωρηθεί ως µία ιδιαίτερη 

σηµαντική απόφαση, που µεταξύ άλλων σχετίζεται άµεσα µε το οικονοµικό 

µέρος µιας εταιρίας. Τέλος, η δοµή των λειτουργικών και παραγωγικών 

διαδικασιών της εταιρίας επηρεάζει σηµαντικά την εκλογή του µέσου 

µεταφοράς. Συνεχής παραγωγικές διαδικασίες µε ιδιαίτερα µεγάλα επίπεδα 

παραγωγής συνήθως εξυπηρετούν µεγάλες αγορές όπου επιβάλλεται λόγω 

ανταγωνισµού οικονοµική αλλά αποτελεσµατική διανοµή των προϊόντων. 

 

Η δοµή της αγοράς 

 Μπορεί να υποδιαιρεθεί σε δύο υπό-παράγοντες: Τον ανταγωνισµό 

και τη γεωγραφική κατανοµή ή το µερίδιο αγοράς. Σε ιδιαίτερ

 

α 

νταγωνιστικό περιβάλλον, η διανοµή των προϊόντων µπορεί να αποτελέσει 

την επιλογή προµηθευτή από τους πελάτες. Επίσης, 

ι απο

τ  

ακτηριστικά που µπορεί να 

παιτούν ακριβό εξοπλισµό χειρισµού. Συνήθως ένα ή δύο από αυτά τα 

όχι για την επιχείρηση. Έχουν άµεση σχέση µε την αξία και το 

ροφίλ των παραγγελιών, δηλαδή τα χαρακτηριστικά της παραγγελίας. Τα 

τ τ

α

παράγοντα κλειδί για 

ο φάσεις που σχετίζονται µε τη διανοµή των προϊόντων επηρεάζουν 

ιδιαί ερα το βαθµό ικανοποίησης των πελατών. 

 

 Τα σηµαντικότερα χαρακτηριστικά του προϊόντος που πρέπει να 

ληφθούν υπόψη είναι το βάρος, το µέγεθος, το σχήµα, η διάρκεια ζωής, 

δυνατοί κίνδυνοι, η αξία και διάφορα ειδικά χαρ

α

χαρακτηριστικά κυριαρχούν κατά τη λήψη της απόφασης επιλογής του 

µέσου µεταφοράς. Παραδείγµατος χάριν, προϊόντα µε µικρή διάρκεια ζωής 

(π.χ. τρόφιµα), απαιτούν ψυγεία που είναι ακριβά να αποκτηθούν και να 

χειριστούν. 

 

 Τα χαρακτηριστικά των πελατών επηρεάζουν την κερδοφορία. 

Είναι εκείνα τα χαρακτηριστικά που κατατάσσουν τους πελάτες ως 

επικερδής ή 

π

χαρακτηριστικά αυτά περιλαµβάνουν, χρονικούς περιορισµούς που τίθενται 

από το πελάτη, τη συχνότητα των παραγγελιών και ις προσδοκίες ου 

πελάτη, τις απαιτήσεις του πελάτη όσον αφορά την υποστήριξη που 

αναµένει µετά την πώληση των προϊόντων κ.α. 
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33  
 

ΤΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ∆ΡΟΜΟΛΟΓΗΣΗΣ 
ΟΧΗΜΑΤΩΝ (V.R.P.) 
 

 
 

3.1 ΓΕΝΙΚΑ 

 

Τις τελευταίες δεκαετίες η επιστήµη της Επιχειρησιακής έρευνας 

ασχολείται όλο και περισσότερο µε θέµατα και µοντέλα βελτιστοποίησης µια 

και η χρήση τους έχει αποδειχθεί καθοριστική στην διαχείριση δικτύων 

διανοµής και γενικότερα σε όλα τα επίπεδα Management  µιας επιχείρησης. 

Η χρήση τέτοιων µοντέλων σε πρακτικό επίπεδο στην Βόρεια Αµερική 

καθώς και στην Ευρώπη έφερε ένα σηµαντικό ποσοστό αποταµιεύσεων το 

οποίο φτάνει το 20% του συνολικού κόστους µεταφοράς. Από αυτό το 

ποσοστό εύκολα διαπιστώνεται ότι ο αντίκτυπός του στην παγκόσµια 

οικονοµία είναι άµεσος. Πράγµατι, οι µεταφορές και ότι αυτές 

περιλαµβάνουν, περικλείουν όλα τα στάδια µιας παραγωγικής διαδικασίας 

και των συστηµάτων διανοµής και αντιπροσωπεύουν ένα σηµαντικό 

ποσοστό 10-20% του τελικού κόστους των προϊόντων.  

 

Αρωγός στην αύξηση της χρήσης  των παραπάνω µοντέλων, είναι η 

δηµιουργία λογισµικών πακέτων και πληροφοριακών συστηµάτων µε 

δυνατότητες επίλυσης πολύπλοκων προβληµάτων οµοίων µε αυτών που 

αντιµετωπίζει µια σύγχρονη µονάδα παραγωγής. Γι’ αυτό και η 

χρησιµοποίησή τους στις σύγχρονες βιοµηχανίες διαρκώς επεκτείνεται 

καθιστώντας τα απαραίτητο και µοναδικό εργαλείο για τον σχεδιασµό και 

την υλοποίηση µιας  παραγωγικής διαδικασίας.  

 

Ένας ακόµη παράγοντας επιτυχίας των µοντέλων βελτιστοποίησης 

είναι η διαρκής ανάπτυξη αλγορίθµων οι οποίοι καθιστούν ολοένα και πιο 

δυνατή την µοντελοποίηση ακόµη και των πιο δύσκολων προβληµάτων 
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διανοµής, µια και όσο πιο πολλές παράµετροι υπάρχουν στα προς 

βελτιστοποίηση προβλήµατα, άλλο τόσο δύσκολη καταλήγει να είναι η 

µοντελοποίησή τους. Ακόµη και σε τέτοιου είδους προβλήµατα τα 

υπάρχοντα πληροφοριακά συστήµατα δίνουν ικανοποιητικές λύσεις  µε 

χρόνους υπολογισµού αντίστοιχα ικανοποιητικούς. 

 

Σε αυτήν την ενότητα, θα παρουσιάσουµε µόνο προβλήµατα σχετικά 

µε τη διανοµή προϊόντων µεταξύ των αποθηκών και των τελικών χρηστών 

(πελάτες). Αυτά τα προβλήµατα είναι γνωστά ως προβλήµατα  

δροµολόγησης οχηµάτων (V.R.P.). 

 

 

3.2  ΜΕ ΤΙ ΑΣΧΟΛΟΥΝΤΑΙ ΤΑ V.R.P. 
 

Η διανοµή προϊόντων αφορά την  εξυπηρέτηση ενός συνόλου 

πελατών σε ένα δεδοµένο χρονικό διάστηµα από ένα συγκεκριµένο αριθµό 

οχηµάτων. Τα οχήµατα δροµολογούνται µεταξύ µιας ή περισσοτέρων 

αποθηκών, και απασχολούν έναν αριθµό πληρωµάτων, πραγµατοποιώντας 

δροµολόγια µέσω κατάλληλων οδικών δικτύων.   

 

 Η επίλυση τέτοιων προβληµάτων µε την χρήση των V.R.P. απαιτεί 

τον προσδιορισµό ενός συγκεκριµένου αριθµού δροµολογίων, κάθε ένα 

από τα οποία θα εκτελείται αποκλειστικά από ένα όχηµα το οποίο σαν 

έναρξη και σαν λήξη της διαδροµής του θα έχει την ίδια αποθήκη. Το κάθε 

όχηµα θα πρέπει να επισκέπτεται έναν πελάτη µόνο µία φορά 

παραλαµβάνοντας ή/ και παραδίδοντας προϊόντα σε αυτόν (π.χ. οχήµατα 

τα οποία διανέµουν γαλακτοκοµικά προϊόντα σε έναν πελάτη όπου του 

παραδίδουν τα φρέσκα προϊόντα ενώ ταυτόχρονα παραλαµβάνουν από 

αυτόν τα ληγµένα και απούλητα). Η όλη διαδικασία επίλυσης λειτουργεί 

προς ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους µεταφοράς. Κατά την επίλυση 

λαµβάνονται υπόψη περιορισµοί οι οποίοι περιγράφουν τις αποστάσεις 

µεταξύ των πελατών, την χωρητικότητα των αποθηκών και των οχηµάτων 

καθώς επίσης οτιδήποτε περιγράφει τα χαρακτηριστικά του οδικού δικτύου-

δικτύου διανοµής. 

 

 Το οδικό δίκτυο, που χρησιµοποιείται για τη µεταφορά των αγαθών, 

περιγράφεται µέσω ενός γραφήµατος, τα τόξα του οποίου 

αντιπροσωπεύουν τις οδικές προσβάσεις ανάµεσα στους κόµβους που 

αντιπροσωπεύουν τις αποθήκες και τους πελάτες. Τα τόξα µπορούν να είναι 

προσανατολισµένα ή µη προσανατολισµένα ανάλογα µε το εάν ο δρόµος 

τον οποίο αντιπροσωπεύουν είναι µονής ή διπλής κατεύθυνσης αντίστοιχα. 
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Κάθε τόξο χαρακτηρίζεται από ένα κόστος, που συνήθως αντιπροσωπεύει 

το µήκος του, και από µε έναν χρόνο διέλευσης, ο οποίος εξαρτάται είτε 

από τον τύπο των οχηµάτων, είτε από το χρονικό διάστηµα κατά το οποίο 

το τόξο µπορεί να διαπεραστεί. 

 

Τα τυπικά χαρακτηριστικά των πελατών είναι: 

 

o Οι κορυφές του γραφήµατος που υποδεικνύουν τη θέση των 

πελατών στο γράφηµα. 

o Η ζήτηση -ορισµένες φορές για διαφορετικά προϊόντα- των 

προϊόντων που πρέπει να διανεµηθεί στους πελάτες. 

o Χρονικά διαστήµατα της ηµέρας (time windows) µέσα στα οποία 

πρέπει να εξυπηρετηθούν οι πελάτες.  Αυτά αφορούν τους πελάτες 

και σχετίζονται άµεσα µε τις ώρες που µπορούν να διαθέσουν αυτοί 

για να εξυπηρετηθούν(π.χ. το ωράριο λειτουργίας ενός 

καταστήµατος-πελάτης). 

o Ο απαιτούµενος χρόνος που απαιτείται από τα οχήµατα για τη 

διανοµή και συλλογή προϊόντων από τους πελάτες (ο χρόνος µπορεί 

να εξαρτάται από τον τύπο του οχήµατος). 

o Το υποσύνολο των διαθέσιµων οχηµάτων που µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν για να εξυπηρετήσουν τους πελάτες (π.χ. λόγω 

των πιθανών περιορισµών πρόσβασης ή των απαιτήσεων στον όγκο 

φόρτωσης και εκφόρτωσης). 

 

Η µεταφορά και διακίνηση προϊόντων εκτελείται µε την 

χρησιµοποίηση ενός στόλου οχηµάτων, του οποίου η σύνθεση µπορεί να 

καθοριστεί σύµφωνα µε τις απαιτήσεις των πελατών.  

 

Τα τυπικά χαρακτηριστικά των οχηµάτων είναι: 

 

o Η αποθήκη έναρξης του δροµολογίου και η πιθανότητα να 

ολοκληρωθεί το δροµολόγιο σε αποθήκη διαφορετική από την 

αρχική. 

o Η χωρητικότητα των οχηµάτων εκφρασµένη σαν µέγιστο βάρος, ή 

όγκο, ή αριθµό παλετών τις οποίες µπορεί να µεταφέρει το κάθε 

όχηµα. 

o Η πιθανή υποδιαίρεση του οχήµατος σε διαµερίσµατα, κάθε ένα 

από τα οποία χαρακτηρίζεται από την χωρητικότητά του και από 

τους τύπους εµπορευµάτων που µπορεί να µεταφέρει. 

o Η πιθανή ύπαρξη συσκευών-µηχανηµάτων µε τα οποία µπορεί να 

διευκολυνθεί η φόρτο-εκφόρτωση. 
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o Το υποσύνολο των τόξων του γραφήµατος που είναι προσπελάσιµα 

από τα οχήµατα. 

o Το κόστος που συνδέεται µε την χρήση του οχήµατος(π.χ. κόστος 

/µονάδα απόστασης, χρόνου κλπ). 

 

Κατά την µοντελοποίηση, το σύνολο των περιορισµών που 

αναφέρεται στα οχήµατα µπορεί να περικλείει και περιορισµούς που 

προκύπτουν από τους οδηγούς. Για παράδειγµα, τα ωράρια εργασίας των 

οδηγών, καθώς  επίσης η µέγιστη διάρκεια οδήγησης µπορούν να 

αποτελέσουν επιπλέον περιορισµούς στην µοντελοποίηση ενός 

προβλήµατος.  

 

Τα δροµολόγια πρέπει να ικανοποιούν διάφορους λειτουργικούς 

περιορισµούς που εξαρτώνται από την φύση και την ποσότητα των 

µεταφερόµενων προϊόντων, την ποιότητα εξυπηρέτησης και τα 

χαρακτηριστικά των πελατών και των οχηµάτων.  

 

Τέτοιοι περιορισµοί µπορεί να είναι: 

 

o Σε κάθε διαδροµή η µεταφερόµενη ποσότητα δεν θα πρέπει να 

ξεπερνά την χωρητικότητα του οχήµατος. 

o Σε κάθε πελάτη µπορεί να γίνει είτε µόνο παραλαβή, είτε µόνο 

παράδοση, ή και τα δύο. 

o Το ωράριο εξυπηρέτησης του κάθε πελάτη πρέπει να περικλείεται 

στο ωράριο εργασίας των οδηγών. 

 

Η εκτίµηση του συνολικού κόστους της κάθε διαδροµής και ο 

έλεγχος των λειτουργικών περιορισµών που επιβάλλονται σε αυτές, απαιτεί 

την γνώση του κόστους µετάβασης από τον ένα πελάτη στον άλλον και το 

κόστος µετάβασης από και προς τις αποθήκες. Αναπαριστώντας λοιπόν στο 

γράφηµα-που αναπαριστά το δίκτυο διανοµής- τις κορυφές-κόµβους του µε 

τους πελάτες και τα τόξα (προσανατολισµένα και µη) µε τις διαδροµές, που 

µπορούν να υφίστανται ανάµεσα σε αποθήκες και πελάτες, το κόστος 

µετάβασης από έναν κόµβο i σε έναν κόµβο j, είναι το cij το οποίο 
ανήκει στη συντοµότερη διαδροµή µεταξύ i και j. Ο δε χρόνος µετάβασης 

tij, ισούται µε το άθροισµα των  χρόνων µετάβασης όλων των τόξων που 
ανήκουν στην συντοµότερη διαδροµή µεταξύ i και j.  
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i

i+1

j

j-1

cij
tij

 

 
 

 
 
 

Σχήµα 3.1 
 

Αρκετοί και πολλές φορές αντικρουόµενοι είναι οι αντικειµενικοί 

σκοποί των V.R.P. Μερικοί από αυτούς είναι: 

 

o Η ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους µεταφοράς, το οποίο 

εξαρτάται από την συνολική απόσταση ή τον συνολικό χρόνο 

µεταφοράς και από ένα σταθερό κόστος χρήσης των οχηµάτων –το 

οποίο µπορεί να περικλείει και το µισθό των οδηγών-. 

o Ελαχιστοποίηση του αριθµού των οχηµάτων (ή οδηγών) που 

απαιτείται για να εξυπηρετήσει όλους τους πελάτες. 

o Η εξισορρόπηση των διαδροµών έτσι ώστε το φορτίο που 

µεταφέρεται µέσω αυτών να µην ξεπερνά την χωρητικότητα των 

οχηµάτων. 

o Η ελαχιστοποίηση των ποινικών ρητρών λόγω µη σωστής 

εξυπηρέτησης των πελατών 

  

ή οποιοσδήποτε συνδυασµός των παραπάνω. 

 

Υπάρχουν πολλές περιπτώσεις κατά τις οποίες ένα όχηµα καλείται να 

πραγµατοποιήσει παραπάνω από ένα δροµολόγιο µέσα σε µια χρονική 

περίοδο, ή κάποιο δροµολόγια µπορεί να χρειαστεί παραπάνω από 1 ηµέρα 

για να ολοκληρωθεί. Επιπλέον, υπάρχουν περιπτώσεις όπου διάφορες 

παράµετροι του προβλήµατος να είναι στοχαστικές ή δυναµικές ( δηλαδή 

να εξαρτώνται άµεσα από τον χρόνο), όπως π.χ. η ζήτηση που είναι η 

πλέον δύσκολη πολλές φορές παράµετρος. 

 

 Πριν από περίπου 40 χρόνια οι Dantzig και Ramser  εισήγαγαν τα 

V.R.P. Στην εργασία τους παρουσίασαν µια πραγµατική εφαρµογή (σχετικά 

µε την παράδοση της βενζίνης στα βενζινάδικα) και πρότειναν την πρώτη 

µαθηµατική και αλγοριθµική προσέγγιση για τη λύση του προβλήµατος. 

Μερικά έτη αργότερα, οι Clarke και Wright  πρότειναν ένα ευρετικό 

αλγόριθµο απληστίας ο οποίος βελτίωσε την προσέγγιση των Dantzig και 

Ramser. Αυτές οι εργασίες αποτέλεσαν το έναυσµα για την ανάπτυξη νέων 

ευρετικών αλγορίθµων οι οποίοι θα βοηθούσαν στην επίλυση όλων των 

µορφών των V.R.P.  
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 Στην συνέχεια θα παρουσιάσουµε αναλυτικά τα διάφορα µοντέλα 

V.R.P. που υπάρχουν.  

 

 

3.3 ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΩΝ  V.R.P.   
 

Το απλό V.R.P. είναι ένα πρόβληµα ακέραιου γραµµικού 

προγραµµατισµού. ∆ίνεται ένα γράφηµα G(V,E). Οι κόµβοι V=(1,2,…,N) 

αντιπροσωπεύουν τους πελάτες και την αποθήκη (όπου η αποθήκη είναι ο 

κόµβος 1). Ο αριθµός των οχηµάτων δίνεται και  έστω ότι είναι Μ. 

Επιπλέον δίδεται Ν×Ν πίνακας (cij) όπου cij είναι το κόστος µεταφοράς 
από τον κόµβο i στον κόµβο j. Η ζήτηση του κόµβου i είναι qi ( η 

ζήτηση του κόµβου 1 δηλαδή της αποθήκης είναι q1=0). Κάθε όχηµα έχει 

χωρητικότητα Q. Ζητείται να βρεθεί ένας πίνακας Ν×Ν×Μ (Χ=xijk), ώστε 
να ελαχιστοποιείται η συνάρτηση: 

∑∑∑
= = =

M

1k

N

1i

N

1j
ijkijxcmin  

 
υπό τους περιορισµούς: 
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(1) 
 
 
 
 
 
(2) 
 
 
(3) 
 
 
(4) 
 
(5) 
 
 
 
(6) 
 
(7) 

Εάν το όχηµα k πηγαίνει απευθείας από τον κόµβο i στον κόµβο j 
 
αλλιώς 
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O περιορισµός (5) µαζί µε τον (2), εξασφαλίζουν ότι ο κάθε κόµβος 

επισκέπτεται µία µόνο φορά και ότι το όχηµα που εισέρχεται σε έναν κόµβο 

είναι το ίδιο µε εκείνο που εξέρχεται από αυτόν. Ο περιορισµός (3) λέει ότι 

Μ οχήµατα φεύγουν από την αποθήκη, ο (6) αφαιρεί κάθε φορά µία 

διαδροµή που ολοκληρώνεται –δεδοµένου ότι το πλήθος των υπο-

διαδροµών είναι 2V \ {1} – ο (4) είναι ο περιορισµός χωρητικότητας των 

οχηµάτων και ο (7) εκφράζει ότι όλες οι µεταβλητές απόφασης είναι 

δυαδικές(0 ή 1).  
 

 Τα βασικότερα είδη των V.R.P. είναι τα ακόλουθα: 

 

o C.V.R.P. (Capacitated and Distance-Constraint VRP), VRP 

περιορισµένης χωρητικότητας. 

o V.R.P.T.W. ( VRP with Time Windows), VRP µε χρονικά παράθυρα. 

o V.R.P.Β. ( VRP with Backhauls), VRP µε παραλαβές. 

o V.R.P.P.D. (VRP with Pickup & Delivery). 

 

  

3.3.1 ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ  C.V.R.P. 
 

Στα C.V.R.P. η ζήτηση των προϊόντων είναι εξαρχής γνωστή και 

αιτιοκρατική, ο στόλος των οχηµάτων είναι οµοιογενής και ξεκινάει από µια 

και µοναδική αποθήκη- η βάση τους- ή κέντρο διανοµής. Οι µόνοι 

περιορισµοί που υφίστανται είναι οι περιορισµοί χωρητικότητας των 

οχηµάτων ενώ η αντικειµενική συνάρτηση έχει να κάνει µε την 

ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους (δηλαδή του αριθµού των 

δροµολογίων και του µήκους τους ή του χρόνου µεταφοράς) που απαιτείται 

για την εξυπηρέτηση των πελατών.  

 

Τα C.V.R.P. µπορούν να ορισθούν σύµφωνα µε το ακόλουθο 

πρόβληµα γραφηµάτων: έστω G=(V,A) , ένα ολοκληρωµένο γράφηµα µε 

V={0, 1,….n} το σύνολο των κόµβων και Α το σύνολο των τόξων. Οι 

κόµβοι i=1,…n αντιπροσωπεύουν τους πελάτες, ενώ ο κόµβος 0 

αναφέρεται στην µοναδική αποθήκη. Αρκετές φορές η αποθήκη µπορεί να 

αναπαρίσταται από τον κόµβο n+1. 

Το µη αρνητικό κόστος cij αντιστοιχεί στο τόξο (i,j)∈A και 

αντιστοιχεί στο κόστος που δαπανάται για την µεταφορά από τον κόµβο i 

στον κόµβο j. Γενικά η χρήση κλειστών τόξων (i,i) δεν επιτρέπεται ενώ 

το κόστος σ' αυτήν την περίπτωση τίθεται ίσο µε άπειρο (cii =∞) ∀ 
i∈V. Εάν το G είναι προσανατολισµένο γράφηµα τότε ο πίνακας κόστους c 
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είναι ασύµµετρος και τότε το πρόβληµα ονοµάζεται Ασύµµετρο 

(Asymmetric) CVRP, ή ACVRP. Σε διαφορετική περίπτωση έχουµε, cij=cji  

∀(i,j)∈A, το πρόβληµα καλείται Συµµετρικό (symmetric) CVRP, ή 

SCVRP και το σύνολο των τόξων Α αντικαθίστανται από το σύνολο µη 

προσανατολισµένων τόξων Ε. Από εδώ και στο εξής θα συµβολίζουµε το 

σύνολο των µη προσανατολισµένων ακµών του γραφήµατος G µε Α όταν 

οι ακµές δηλώνονται µε βάση τα άκρα τους (i,j) µε i,j∈V, και µε Ε 

όταν αυτές δηλώνονται µέσω ενός µοναδικού δείκτη e. 

 

 Σε έναν κόµβο i, ορίζουµε σαν ∆+(i) το σύνολο των κόµβων που 

έπονται του κόµβου i, και σαν ∆-(i) το σύνολο των κόµβων που 
προηγούνται του i.1 ∆εδοµένου ενός συνόλου κόµβων S⊆V, τα δ(S) και 

E(S) είναι τα σύνολα των ακµών e∈Ε που έχουν το ένα ή και τα δύο 

τους άκρα αντίστοιχα στο S.  

Σε διάφορες πρακτικές περιπτώσεις ο πίνακας κόστους ικανοποιεί 

την τριγωνική ανισότητα: 

cik + ckj ≥ cij   ∀ i,j,k ∈V 
 

γενικά δεν είναι βολικό να µην χρησιµοποιούµε την απευθείας σύνδεση 

µεταξύ δύο κόµβων. Η παρουσία της τριγωνικής ανισότητας πολλές φορές 

απαιτείται από τους αλγορίθµους CVRP. Σ' αυτή την περίπτωση, αν το 

αρχικό βήµα δεν ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα, τότε η συνθήκη της 

ισοδυναµίας µπορεί να εξασφαλιστεί µ' έναν άµεσο τρόπο προσθέτοντας 

µια κατάλληλη µεγάλη θετική ποσότητα Μ στο κόστος του κάθε τόξου. 

Ωστόσο, η παραδοχή αυτή µπορεί να έχει ως αποτέλεσµα την εξαγωγή 

πολύ «κακών» λύσεων σε σχέση µε το αρχικό κόστος,   ειδικά   όσον   

αφορά   την   αποτελεσµατικότητα   των   ευρετικών αλγορίθµων. Αξίζει να 

σηµειωθεί, ότι όταν το κόστος µετάβασης από έναν κόµβο σε έναν άλλον 

ταυτίζεται µε εκείνο της συντοµότερης διαδροµής µεταξύ των δύο αυτών 

κόµβων, τότε στον πίνακα µε τα κόστη τα αντίστοιχα στοιχεία ικανοποιούν 

την τριγωνική ανισότητα.  

 

Σε αρκετές περιπτώσεις όπου οι κόµβοι χαρακτηρίζονται µε 

συντεταγµένες, το κόστος µετάβασης cij από τον κόµβο i στον κόµβο j, 

θα αντιστοιχεί στην Ευκλείδεια απόσταση µεταξύ των κόµβων. Στη 

                                                 
1 Και στις δύο περιπτώσεις οι κόµβοι που έπονται και προηγούνται ενώνονται απευθείας µε τον κόµβο i. 
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συγκεκριµένη περίπτωση ο πίνακας µε τα κόστη είναι συµµετρικός και το 

πρόβληµα καλείται Ευκλείδειο SCVRP.  

 

Σε κάθε πελάτη i (i = 1,2…,n) αντιστοιχεί µία µη αρνητική ζήτηση 

di, ενώ η ζήτηση της αποθήκης όπως έχουµε προαναφέρει είναι d0=0. 

δεδοµένου ενός υποσυνόλου S⊆V, θεωρούµε d(S)=Σi∈S di την συνολική 
ζήτηση του υποσυνόλου. Ένα σύνολο Κ όµοιων οχηµάτων το καθένα µε 

χωρητικότητα C  ξεκινά από την κεντρική αποθήκη –θα πρέπει di ≤ C -. 
Κάθε όχηµα ακολουθεί ένα µόνο δροµολόγιο, ενώ ο αριθµός Κ δεν είναι 

µικρότερος ενός ορίου Κmin, όπου Κmin είναι ο ελάχιστος αριθµός οχηµάτων 
που χρειάζονται για την εξυπηρέτηση όλων των πελατών. Η τιµή του Κmin 
καθορίζεται από την επίλυση του Bin Packing Problem BPP (Πρόβληµα 

Τοποθέτησης Κιβωτίων) που σχετίζεται µε το CVRP για τον καθορισµό του 

ελάχιστου αριθµού κουτιών συσκευασίας -καθένα µε χωρητικότητα C- που 

απαιτούνται για την φόρτωση όλων των n αντικειµένων, καθένα µε ένα µη 

αρνητικό βάρος di, i= 1,...,n. 

 

 Τα CVRP καλούνται να βρουν ακριβώς Κ διαδροµές – η καθεµία από 

τις οποίες θα αντιστοιχεί σε ένα µόνο όχηµα- ελάχιστου κόστους, που 

καθορίζεται από το άθροισµα όλων των  cij των τόξων(i,j) που ανήκουν 

στην κάθε διαδροµή, έτσι ώστε: 

 

o Κάθε διαδροµή να επισκέπτεται την αποθήκη 
o Κάθε κορυφή ανήκει µόνο σε µία διαδροµή 
o Το άθροισµα της ζήτησης των κόµβων που βρίσκονται σε µια 

διαδροµή να µην ξεπερνά την χωρητικότητα C των οχηµάτων. 

 

Στην βιβλιογραφία υπάρχουν διάφορες παραλλαγές της βασικής 

εκδοχής των CVRP. Κατ’ αρχάς, όταν ο αριθµός Κ των διαθέσιµων 

οχηµάτων είναι µεγαλύτερος του ορίου Κmin είναι πιθανό να παραµείνουν 
αχρησιµοποίητα κάποια οχήµατα, οπότε σε αυτή την περίπτωση θα πρέπει 

να βρούµε το πολύ Κ διαδροµές. Τότε το σταθερό κόστος θα σχετίζεται µε 

την χρήση των οχηµάτων. Αυτή η εκδοχή µπορεί να συµπεριληφθεί στα 

CVRP προσθέτοντας µια σταθερά, που αντιπροσωπεύει το σταθερό αυτό 

κόστος που σχετίζεται µε τη χρήση του οχήµατος, στο κόστος των τόξων 

που φεύγουν από την κεντρική αποθήκη. Μια ακόµη εκδοχή είναι τα 

διαθέσιµα οχήµατα να έχουν διαφορετικές χωρητικότητες Ck, k=1,…,K.  

 

 

 

 

30



3.3.2 ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ V.R.P.T.W.  
 

Tα VRPTW (Προβλήµατα ∆ροµολόγησης Οχηµάτων µε Χρονικά 

Παράθυρα), αποτελούν επέκταση των CVRP στα οποίο τίθενται 

περιορισµοί χωρητικότητας αλλά εδώ πλέον ο κάθε πελάτης i δέχεται 

να εξυπηρετηθεί µόνο ανάµεσα στο χρονικό παράθυρο-περιθώριο 

[ai,bi]. Η χρονική στιγµή στην οποία τα οχήµατα φεύγουν από την 

αποθήκη, ο χρόνος µετάβασης tij ∀ (i,j)∈A (ή te ∈ E), καθώς 

και ο χρόνος εξυπηρέτησης si είναι γνωστά. Όπως προαναφέρθηκε, η 
εξυπηρέτηση ενός πελάτη µπορεί να γίνει µόνο µέσα σε συγκεκριµένο 

χρονικό διάστηµα, οπότε από τη στιγµή που θα φτάσει ένα όχηµα σε 

έναν πελάτη i, θα πρέπει να παραµείνει εκεί χρονικό διάστηµα si 
τέτοιο ώστε ai ≤ si ≤ bi . Επιπλέον, εάν το όχηµα φτάσει στον 

πελάτη i πριν τη χρονική στιγµή ai, τότε θα πρέπει να αναµένει µέχρι 
αυτή χρονική στιγµή, όπου τότε θα µπορεί να ξεκινήσει την 

εξυπηρέτηση.  

 

Η επίλυση των VRPTW συνίσταται στην εύρεση ενός συνόλου Κ 

ακριβώς διαδροµών µε ελάχιστο κόστος έτσι ώστε : 

 

1. Κάθε διαδροµή διέρχεται από τον αρχικό κόµβο-αποθήκη. 

2. Από κάθε πελάτη διέρχεται µία και µόνη διαδροµή. 

3. Το άθροισµα της ζήτησης των κόµβων-πελατών µιας 

διαδροµής δεν θα πρέπει να ξεπερνά τη χωρητικότητα του 

οχήµατος. 

4. Για κάθε πελάτη i, η εξυπηρέτηση ξεκινά µέσα στο χρονικό 

παράθυρο [ai,bi] και διαρκεί χρόνο si. 
 

Τα VRPTW γενικεύονται σε CVRP όταν τεθεί ai=0 και bi=+∞ 

∀i∈V\{0}. Τέλος, το Πρόβληµα του Περιπλανώµενου Πωλητή  µε 

Χρονικά Παράθυρα (TSPTW) αποτελεί ειδική περίπτωση του VRPTW 

όπου C ≥ d(V) και Κ=1. 

 

 

3.3.3 ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ V.R.P.Β. 
 

 Τα Προβλήµατα ∆ροµολόγησης Οχηµάτων µε Παραλαβές (VRPB), 

αποτελούν προέκταση των CVRP, όπου το σύνολο των πελατών V\{0} 
χωρίζεται σε δύο υποσύνολα. Το ένα υποσύνολο L αποτελείται από n 

πελάτες καθένας από τους  οποίους απαιτεί να του παραδοθεί µια 

συγκεκριµένη ποσότητα προϊόντων (Πελάτες Παράδοσης – Linehaul 
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Customers). Το άλλο υποσύνολο Β, αποτελείται από m πελάτες από τους 

οποίους πρέπει να παραληφθεί µια επίσης γνωστή ποσότητα προϊόντων 

(Πελάτες Παραλαβής – Backhaul Customers). Τα δύο υποσύνολα είναι 

τέτοια ώστε: L ={1,2,…,n} και B={n+1,…n+m}. 

 

 Στα VRPB υπάρχει ένας περιορισµός προτεραιότητας µεταξύ των δύο 

υποσυνόλων των πελατών: κάθε φορά που µια διαδροµή εξυπηρετεί και 

τους δύο τύπους πελατών, οι πελάτες του πρώτου υποσυνόλου πρέπει να 

εξυπηρετηθούν πριν από αυτούς του δεύτερου. Για κάθε πελάτη i ορίζεται 

µια µη αρνητική ζήτηση, di η οποία πρέπει να παραληφθεί ή να διανεµηθεί 
ανάλογα µε το αν ο πελάτης ανήκει στο πρώτο ή στο δεύτερο υποσύνολο. 

Και σ' αυτήν την περίπτωση η αποθήκη θεωρούµε ότι είναι µια κορυφή µε 

ζήτηση di=0. Όταν ο πίνακας του κόστους είναι ασύµµετρος, το πρόβληµα 

καλείται Ασύµµετρο VRPB (Asymmetric VRPB – AVRPB). Για την επίλυση 

τόσο των VRPB όσο και των AVRPB απαιτείται η εύρεση Κ ακριβώς 

οχηµάτων ώστε: 

 

1. Κάθε διαδροµή διέρχεται από τον αρχικό κόµβο-αποθήκη. 

2. Από κάθε πελάτη διέρχεται µία και µόνη διαδροµή. 

3. Η συνολική ζήτηση και των δύο τύπων πελατών που επισκέπτονται 

από µια διαδροµή δεν µπορεί να υπερβαίνει την χωρητικότητα του 

οχήµατος που διέρχεται από αυτήν τη διαδροµή. 

4. Σε κάθε διαδροµή οι πελάτες Παράδοσης προηγούνται των 

πελατών Παραλαβής. 

 

∆ίκτυα τα οποία περιέχουν µόνο παραλαβές γενικά δεν επιτρέπονται. 

Επιπλέον, παρατηρούµε ότι ο τελευταίος περιορισµός προτεραιότητας 

επιβάλλει µια διαδοχή «µικτών» δροµολογίων, δηλαδή όταν οι διαδροµές 

περιλαµβάνουν και τους δύο τύπους πελατών. 

 

 Ορίζουµε τις ποσότητες KL και KB που εκφράζουν τον ελάχιστο 

αριθµό οχηµάτων που χρειάζονται για την εξυπηρέτηση όλων των πελατών 

τύπου Παράδοσης και Παραλαβής. Οι ποσότητες αυτές µπορούν να 

υπολογιστούν λύνοντας το Π.Τ.Κ. που αντιστοιχεί κάθε φορά στο 

συγκεκριµένο υποσύνολο των πελατών. Για να εξασφαλίσουµε την λύση 

υποθέτουµε ότι Κ≥max{KL,KB}.Τέλος, το Πρόβληµα του Περιπλανώµενου 

Πωλητή  µε Παραλαβές (TSPΒ) αποτελεί ειδική περίπτωση του VRPΒ όπου 

C ≥ max{d(L),d(L)} και Κ=1.  
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3.3.4 ΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ V.R.P.P.D. 
 

Στα Προβλήµατα ∆ροµολόγησης Οχηµάτων µε Παραλαβές και 

∆ιανοµές (VRPPD), ορίζουµε τις µεταβλητές di και pi που αφορούν τις 
ποσότητες οµοίων προϊόντων που πρέπει να διανεµηθούν και να 

συλλεχθούν από τον πελάτη i. Αρκετές φορές χρησιµοποιείται µια µόνο 

ποσότητα ζήτησης  di=di-pi για κάθε πελάτη i, που δηλώνει την καθαρή 

διαφορά µεταξύ των ζητήσεων διανοµής και παραλαβής (η οποία µπορεί να 

είναι και αρνητική). Για κάθε πελάτη i, Οi είναι ο κόµβος από τον οποίο 
ξεκινούν τα προϊόντα που του διανέµονται και Di είναι ο κόµβος στον οποίο 
κατευθύνονται τα προϊόντα που παραλήφθηκαν απ' αυτόν. Υποτίθεται ότι 

σε κάθε πελάτη η διανοµή γίνεται πριν την παραλαβή, ενώ το φορτίο ενός 

οχήµατος πριν φτάσει σε έναν πελάτη ορίζεται ως το αρχικό φορτίο µείον 

το σύνολο των ζητήσεων που έχουν ήδη ικανοποιηθεί µε διανοµές συν 

όλες τις ζητήσεις που έχουν ικανοποιηθεί µε παραλαβές. Τα VRPPD 

προσπαθούν να βρουν ένα σύνολο από ακριβώς Κ διαδροµές µε το 

ελάχιστο κόστος, έτσι ώστε: 

 

o Κάθε διαδροµή διέρχεται από τον αρχικό κόµβο-αποθήκη. 
o Από κάθε πελάτη διέρχεται µία και µόνη διαδροµή. 
o Το φορτίο του οχήµατος κατά την διάρκεια µιας διαδροµής πρέπει 

να είναι µη αρνητικό και δεν πρέπει να υπερβαίνει την 

χωρητικότητα του C. 

o Για κάθε πελάτη i, ο πελάτης Οi, όταν δεν είναι η αποθήκη, πρέπει 
να εξυπηρετηθεί από την ίδια διαδροµή και πριν από τον πελάτη i. 

o Για κάθε πελάτη i, ο πελάτης Di όταν δεν είναι η αποθήκη, πρέπει 
να εξυπηρετηθεί από την ίδια διαδροµή και µετά τον πελάτη i. 

 

Συχνά η προέλευση ή ο προορισµός της ζήτησης είναι κοινά (είναι για 

παράδειγµα η αποθήκη, όπως συµβαίνει στα CVRP και VRPB). Το πρόβληµα 

αυτό είναι γνωστό ως Πρόβληµα ∆ροµολόγησης Οχηµάτων µε Ταυτόσηµες 

Παραλαβές και ∆ιανοµές (Vehicle Rouring Problem with Simultaneous 

Pickup & Delivery- VRPSPD).  

Παρακάτω αναπαρίστανται τα µοντέλα VRP που συναντήσαµε µε την 

µεταξύ τους σχέση:  
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Σχήµα 3.2 

 

 
3.4 ΒΑΣΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ ΓΙΑ ΤΑ VRP 

 

Παρακάτω παρουσιάζουµε τις κύριες µαθηµατικές διατυπώσεις που 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να µοντελοποιήσουν τα βασικά VRP που 

αναλύθηκαν προηγουµένως. Γενικά, δίνουµε τα µοντέλα για το CVRP και 

αναλύουµε πώς µπορούν να επεκταθούν για να ενσωµατώσουν τους 

πρόσθετους περιορισµούς ή τις διαφορετικές αντικειµενικές συναρτήσεις. 

Οι πρόσθετες διατυπώσεις µπορούν να βρεθούν σε Laporte και Nobert [5].  

 

Τρεις διαφορετικές βασικές µοντελοποιήσεις  έχουν προταθεί για τα 

VRP στη βιβλιογραφία. Τα µοντέλα πρώτου τύπου, γνωστά ως Vehicle 

Flow Formulations χρησιµοποιούν ακέραιες µεταβλητές, που 

αντιστοιχούν σε κάθε τόξο ή ακµή του γραφήµατος και υπολογίζουν τον  

χρόνο διέλευσης από το τόξο ή την ακµή. Αυτά τα µοντέλα συνήθως 

χρησιµοποιούνται σε περιπτώσεις όπου το ζητούµενο το κόστος µπορεί να 

εκφραστεί ως το άθροισµα των δαπανών που αντιστοιχούν σε κάθε τόξο 

της διαδροµής. Επιπλέον, η γραµµική χαλάρωση –linear programming 

relaxation των Vehicle Flow Models µπορεί να µην είναι τόσο ισχυρή όταν 

οι πρόσθετοι περιορισµοί είναι σφιχτοί. 

Τα µοντέλα δευτέρου τύπου είναι τα Commodity Flow Models. Σε 

αυτά τα µοντέλα, εισάγονται επιπλέον ακέραιες µεταβλητές οι οποίες 

αντιστοιχούν στα τόξα ή της ακµές και περιγράφουν της ροή προϊόντων 

µέσα στο δίκτυο. Μόνο πρόσφατα τα µοντέλα αυτά χρησιµοποιήθηκαν ως 

βάση για την επίλυση  των CVRP.  
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Τα µοντέλα του τρίτου και τελευταίου τύπου έχουν εκθετικό αριθµό 

δυαδικών µεταβλητών, κάθε µια από τις οποίες αντιστοιχεί  σε κάθε ένα 

διαφορετικό εφικτό κύκλωµα-διαφορετική λύση. Εδώ τα VRP 

διατυπώνονται ως Set-Partitioning Problem(SPP) που απαιτεί τον 

προσδιορισµό µιας συλλογής γραφηµάτων ελαχίστου κόστους, τα οποία 

εξυπηρετούν κάθε πελάτη µία φορά.  

 

Παρακάτω θα παρουσιάσουµε συνοπτικά τα τρία παραπάνω µοντέλα 

µε την µαθηµατική τους µοντελοποίηση. 

 

 

3.4.1  Vehicle Flow Models 
 

Ξεκινάµε µε την παρουσίαση της ακέραιας γραµµικής 

µοντελοποίησης για τα ACVRP, το οποίο προσαρµόζεται αργότερα σε 

SCVRP. Το µοντέλο χρησιµοπoιεί O(n2)2 δυαδικές µεταβλητές x, δηλαδή 

οι µεταβλητές xij παίρνουν την τιµή 1 εάν το τόξο (i,j) ∈A ανήκει 
στην βέλτιστη λύση, και παίρνει την τιµή 0 σε διαφορετική περίπτωση. Το 

µοντέλο έχει ως εξής: 

 

                                                 
2 Για δύο πραγµατικές συνεχείς συναρτήσεις γράφουµε: f(x)=O(g(x)) τότε και µόνον τότε: 

k
)x(g
)x(flim

oxx
=

→

 ή αν οι συναρτήσεις ορίζονται για το σύνολο των θετικών ακεραίων και οι τιµές τους είναι 

στο σύνολο των θετικών ακεραίων, γράφουµε: f(n)=O(g(n)) αν υπάρχει k>0 ώστε 

f(n)≤k⋅g(n), n≥n0 
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Οι περιορισµοί (9) και (10), επιβάλουν σε κάθε κόµβο-πελάτη να ξεκινά και 

να καταλήγει µόνο ένα τόξο-ακµή, δηλαδή ακριβώς ένα όχηµα εξυπηρετεί 

κάποιον πελάτη. Ανάλογα οι περιορισµοί (11) και (12) επιβάλουν ο αριθµός 

των οχηµάτων που θα ξεκινήσουν και που θα καταλήξουν στην αποθήκη 

να είναι ακριβώς Κ. Τέλος ο περιορισµός (13) επιβάλει το άθροισµα των 

διαδροµών να είναι µεγαλύτερο από το ελάχιστο αριθµό οχηµάτων που 

χρησιµοποιούνται. 

 

 

3.4.2  Commodity  Flow  Models 

  

 Τα Μοντέλα Ροής Προϊόντων (Commodity Flow Models) 

παρουσιάστηκαν πρώτη φορά από τον W.M.Garvin[3],[4] για την επίλυση 

προβληµάτων διακίνησης πετρελαίου και στην συνέχεια επεκτάθηκαν σαν 

µια παραλλαγή των TSP και VRP από τους Gavish και Graves. Κατά την 

µοντελοποίηση απαιτείται ο ορισµός ενός νέου συνόλου συνεχών 

µεταβλητών, που αναφέρονται στα τόξα, οι οποίες αντιπροσωπεύουν τη 

ζήτηση που ρέει ανάµεσά τους. Το µοντέλο έχει ως εξής: 
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              1 ,      εάν το τόξο (i,j) ανήκει στο V 

xij=     

              0 ,      αλλιώς   

 

di= η ζήτηση στο σηµείο i, 

 

yij , yji = εάν ένα όχηµα πηγαίνει από τον κόµβο i στον

αποτελεί την ποσότητα που αφήνει το όχηµα στον π

(= C-yij) την ποσότητα που αποµένει στο όχηµα.  
 

A= το σύνολο των ακµών 

 

V= το σύνολο των κόµβων 

 

Α’ / V’ = το σύνολο των ακµών / κόµβων µαζί µε αυτών 

 

Ο περιορισµός (16) επιβάλλει ότι η διαφορά ανάµεσα σ

µεταβλητών ροής που σχετίζονται µε τα τόξα που µπαίν

από τον κάθε κόµβο i είναι δύο φορές η ζήτηση του 
(15) 
 
 
 
(16) 
 
 
(17) 
 
 
(18) 
 
(19) 
 
 
(20) 
 
(21) 
 
 
(22) 
 
(23) 
 j, τότε η µεν yij 
ελάτη και η yji     

της αποθήκης. 

το άθροισµα των 

ουν και βγαίνουν 

i. Οι περιορισµοί 
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(17)-(19) καθορίζουν τις ποσότητες προϊόντων που θα επιστρέψουν στην 

αποθήκη. Τέλος οι περιορισµοί (20), (21) καθορίζουν τη σχέση µεταξύ των 

µεταβλητών ροής των οχηµάτων και των προϊόντων αντίστοιχα. 
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Σχήµα 3.3 : 

 Παράδειγµα µε ροή προϊόντων για C=23 

 

 

3.4.3  Set-Partitioning Models 
 

 Τα SSP µια άλλη διατύπωση των VRP, εισήχθησαν από τους 

Balinski & Quandt[1] και χρησιµοποιούν έναν εκθετικό αριθµό δυαδικών 

µεταβλητών όπου η κάθε µια σχετίζεται µε διαφορετικό εφικτό γράφηµα G. 

Πιο συγκεκριµένα, έστω Η={Η1,…,Ηq} το σύνολο όλων των δυνατών 
εφικτών γραφηµάτων-λύσεων του G, µε q=|H|. Κάθε γράφηµα Ηj, έχει 
ένα κόστος cj. Επιπλέον ορίζουµε τον δυαδικό συντελεστή aij ο οποίος 
παίρνει την τιµή 1 όταν ο κόµβος i, ανήκει στην διαδροµή Hj, και 0 

αλλιώς.  Η δυαδική µεταβλητή xj, j=1,…,q, παίρνει την τιµή 1 αν και 

µόνον αν η διαδροµή  Hj, είναι η βέλτιστη. Το µοντέλο έχει ως εξής:  

 (24) 
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Ο περιορισµός (25) επιβάλλει ο κάθε πελάτης να ανήκει µόνο σε ένα 

δροµολόγιο, και ο (26) ότι απαιτείται να επιλεχθούν Κ διαδροµές. Τέλος 

εάν ο πίνακας κόστους ικανοποιεί την τριγωνική ανισότητα, τότε ο (25) 

µπορεί να αντικατασταθεί από τον παρακάτω περιορισµό: 
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3.5  LOCATION PROBLEMS (ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΧΩΡΟΘΕΤΗΣΗΣ) 
 

3.5.1 Η στρατηγική σηµασία των εγκαταστάσεων.  

 

 Η επιλογή της θέσης εγκατάστασης είναι ζήτηµα στρατηγικής 

σηµασίας που συνδέεται µε τις άλλες στρατηγικές αποφάσεις του 

σχεδιασµού εγκαταστάσεων. Πράγµατι, η εγκατάσταση µιας εταιρίας ή µιας 

αποθήκης σε µια θέση συνεπάγεται ότι σηµαντικοί πόροι θα δεσµευθούν 

και ότι η εταιρία θα λειτουργήσει σε µακροχρόνια βάση στο συγκεκριµένο 

πλαίσιο συνθηκών (οικονοµικών, κοινωνικών, νοµικών και τεχνολογικών) 

που καθορίζει η θέση εγκατάστασης που επιλέχθηκε. Οι συνθήκες αυτές 

επιδρούν σε σηµαντικό βαθµό τόσο στα στοιχεία κόστους όσο και στα 

ποιοτικά χαρακτηριστικά της εταιρίας, όπως είναι η ποιότητα παραγωγής, η 

τήρηση των προθεσµιών παράδοσης και, γενικά, η εξυπηρέτηση των 

πελατών. Τυχόν λαθεµένη επιλογή της θέσης εγκατάστασης µπορεί να 

οδηγήσει σε µειωµένη ανταγωνιστικότητα της εταιρίας και τελικά, να 

επηρεάσει αποφασιστικά την επιβίωση της. Αντίθετα, σωστή επιλογή 

σηµαίνει αξιοποίηση των στρατηγικών συγκριτικών πλεονεκτηµάτων που 

µπορεί να έχει µια θέση σε σχέση µε άλλες υποψήφιες θέσεις, µε θετικά 

αποτελέσµατα στη διαµόρφωση του κόστους και, σε τελική ανάλυση, στη 

βιωσιµότητα της εταιρίας. 

 

 Το πρόβληµα της επιλογής θέσης εγκατάστασης, εκτός από την 

περίπτωση του αρχικού σχεδιασµού µιας παραγωγικής ή αποθηκευτικής 

µονάδας, οπότε εµφανίζεται σε συνδυασµό κυρίως µε το ζήτηµα της 

δυναµικότητας του, µπορεί να προκύψει και ως πρόβληµα 

µετεγκατάστασης. Το πρόβληµα µπορεί να εµφανιστεί όταν µεταβληθούν 

δυσµενώς οι όροι που χαρακτηρίζουν τη θέση όπου έχει εγκατασταθεί η 

µονάδα, για παράδειγµα µε την εξάντληση µιας πηγής πρώτων υλών. 

Μπορεί επίσης να εµφανιστεί όταν βελτιωθούν δραστικά οι όροι που 

χαρακτηρίζουν µια άλλη θέση εγκατάστασης µε σπουδαία στρατηγικά 
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πλεονεκτήµατα, που όµως αρχικά είχε αποκλειστεί για κάποιο σηµαντικό 

λόγο που ήδη έχει εκλείψει (π.χ. κατασκευή λιµανιού). Και στις δύο 

περιπτώσεις η απόφαση θα τεκµηριωθεί, βέβαια, µε την απαραίτητη µελέτη 

σκοπιµότητας, που θα λάβει υπόψη της όλα τα οικονοµικά και άλλα 

συγκριτικά στοιχεία που επηρεάζουν το κόστος εγκατάστασης και 

λειτουργίας. Τέλος, το πρόβληµα της επιλογής θέσης εγκατάστασης µπορεί 

να προκύψει και ως πρόβληµα επέκτασης ενός ήδη εγκατεστηµένου 

συστήµατος, όταν η υπάρχουσα δυναµικότητα δεν επαρκεί να καλύψει την 

προβλεπόµενη ζήτηση. Στην περίπτωση αυτή η επιλογή γίνεται µεταξύ 

διαφόρων υποψηφίων θέσεων εγκατάστασης της νέας δυναµικότητας, στις 

οποίες περιλαµβάνεται και η θέση που είναι ήδη εγκατεστηµένο το 

σύστηµα, εφόσον αυτό είναι δυνατό (π.χ. υπάρχει χώρος για οριζόντια ή 

κάθετη επέκταση). Στο σύνολο των πιθανών λύσεων, πάντως, θα πρέπει 

να περιληφθούν και οι εναλλακτικοί τρόποι κάλυψης της αυξηµένης 

ζήτησης που µπορεί να υπάρχουν. Στους τρόπους αυτούς περιλαµβάνονται 

η χρήση πρόσθετων βαρδιών ή υπερωριών, η αποθεµατοποίηση κατά τις 

περιόδους χαµηλής ζήτησης (αν υπάρχουν εποχιακές διακυµάνσεις) και η 

ανάθεση παραγγελιών σε υποκατασκευαστές. 

 

 Γενικά, το πρόβληµα της θέσης εγκατάστασης ενός παραγωγικού ή 

αποθηκευτικού συστήµατος ορίζεται ως πρόβληµα επιλογής µεταξύ ενός 

πλήθους υποψηφίων θέσεων έτσι ώστε να ικανοποιείται ένα σύνολο 

περιορισµών (τεχνολογικών, οικονοµικών κλπ) και να ελαχιστοποιείται η 

συνάρτηση του κόστους εγκατάστασης και λειτουργίας του συστήµατος. Το 

κόστος αυτό αποτελείται από τα επιµέρους ποσοτικά στοιχεία που 

επεµβαίνουν άµεσα στη διαµόρφωση του κόστους εγκατάστασης (π.χ. 

κόστος γηπέδου) και λειτουργίας (π.χ. κόστος εργασίας και πρώτων υλών), 

από τα ποιοτικά στοιχεία που επηρεάζουν έµµεσα το κόστος (π.χ. επάρκεια 

συγκοινωνιακού δικτύου) και από το κόστος ευκαιρίας, που συνδέεται µε 

την αδυναµία κάλυψης ενός µέρους της ζήτησης ως αποτέλεσµα της 

επιλογής µιας συγκεκριµένης θέσης εγκατάστασης. 

 

 Εξαιτίας του πλήθους και της ποικιλίας των στοιχείων που συν-

θέτουν τη συνάρτηση του κόστους, το πρόβληµα της θέσης εγκατάστασης 

δεν είναι εύκολο να επιλυθεί. Η δυσκολία επιτείνεται εξαιτίας της 

αβεβαιότητας ή / και της υποκειµενικότητας που κατά κανόνα χαρακτηρίζει 

τις εκτιµήσεις των στοιχείων αυτών, ενώ είναι συνάρτηση και της 

πολυπλοκότητας του προβλήµατος. Έτσι, η αναζήτηση µιας βέλτιστης 

θέσης από ένα µικρό αριθµό υποψήφιων θέσεων για να εγκατασταθεί ένα 

σύστηµα που θα εξυπηρετεί ένα µικρό αριθµό πελατών παρουσιάζει γενικά 

µικρότερη δυσκολία από την περίπτωση ενός µεγάλου (πιθανώς άπειρου) 
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πλήθους υποψήφιων θέσεων ή / και πελατών. Επίσης, σηµαντική αιτία της 

δυσκολίας επίλυσης του προβλήµατος είναι η σύνδεση του µε το πρόβληµα 

της δυναµικότητας. Πράγµατι, συχνά εµφανίζεται στην πράξη το πρόβληµα 

«να κατανεµηθεί στο χώρο η δυναµικότητα που απαιτείται για να καλύψει 

την κατανεµηµένη στο χώρο ζήτηση», που είναι συνδυασµένο πρόβληµα 

θέσης-δυναµικότητας. Για την επίλυση του προβλήµατος χρησιµοποιούνται 

τεχνικές της Επιχειρησιακής Έρευνας (Γραµµικός Προγραµµατισµός, 

Πολυκριτηριακή Ανάλυση, Προσοµοίωση, Προγραµµατισµός Στόχων, 

Ευρετικές µέθοδοι κλπ) που βοηθούν στην εύρεση µιας, συνήθως 

υποβέλτιστης  λύσης. 

 

 Τα προβλήµατα χωροθέτησης (LP) εξετάζουν την εύρεση της 

καλύτερης θέσης για µια ή περισσότερες εγκαταστάσεις που  

βελτιστοποιούν κάποιο στόχο. Τέτοιες εγκαταστάσεις µπορούν να παρέχουν 

την υπηρεσία σε ένα δεδοµένο σύνολο πελατών, ή µπορούν να 

ανταγωνιστούν µε άλλες εγκαταστάσεις για να προσελκύσουν πελάτες κλπ. 

Τα LP διαφέρουν από τη φύση και τον αριθµό των εγκαταστάσεων, τον 

τρόπο µε τον οποίο µετριέται η απόσταση, την ύπαρξη περιορισµών για τις 

τοποθεσίες , τη φύση των παραµέτρων κλπ. Οι τεχνικές επίλυσης 

ποικίλλουν από συνδυαστικές µεθόδους έως διάφορες αναλυτικές  

τεχνικές. ∆ιάφορες ευρετικές προσεγγίσεις έχουν αναπτυχθεί για την 

επίλυση τέτοιων προβληµάτων. 

 

 Μια σηµαντική πτυχή στην βελτιστοποίηση λειτουργιών µιας 

επιχείρησης  εντοπίζεται στις εγκαταστάσεις της και στην βελτιστοποίηση 

της τοποθεσίας τους. Αυτό είναι ένα θέµα µε το οποίο ασχολείται το τµήµα 

logistics της επιχείρησης. Τέτοιου είδους προβλήµατα έχουν επιλυθεί µε 

την βοήθεια σύγχρονων λογισµικών πακέτων. Οι τεχνικές βελτιστοποίησης 

έχουν γίνει πιο προσιτές, πιο ισχυρές, και εποµένως πιο χρήσιµες. Τα 

τελευταία 20-30 χρόνια έχει παρατηρηθεί µια απότοµη αύξηση του 

ενδιαφέροντος για την επίλυση προβληµάτων επιχειρησιακής έρευνας, και 

πιο συγκεκριµένα σε προβλήµατα χωροθέτησης, όµοιο µε εκείνο που 

υπάρχει και σε άλλες µοντέρνες επιστήµες όπως τα οικονοµικά, το 

µάρκετινγκ, η εφαρµοσµένη µηχανική κλπ. 

 

 Ένα LP είναι ένα πρόβληµα κατανοµής πόρων. Σαν παράδειγµα 

χωροθέτησης έχουµε το εξής: έστω µια ή περισσότερες εγκαταστάσεις που 

εξυπηρετούν διάφορους πελάτες. Εάν οι εγκαταστάσεις δεν υπάρχουν και 

πρόκειται να δηµιουργηθούν, σκοπός είναι να γίνει µια βέλτιστη κατανοµή 

των εγκαταστάσεων για την καλύτερη και ταχύτερη διανοµή προϊόντων. 

Στην περίπτωση που υπάρχει ήδη κάποια υποδοµή, τότε µια άλλη εκδοχή 
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του προβλήµατος είναι να ληφθεί απόφαση για το που µπορούν να 

τοποθετηθούν νέες εγκαταστάσεις, οι οποίες είτε θα αναδιαρθρώνουν το 

υπάρχον δίκτυο εξυπηρέτησης, είτε θα χρειαστεί να ξαναγίνει καθολικός 

επανασχεδιασµός του. 

  

  Η εφαρµογή των LP σε επίπεδο βιοµηχανίας εισήχθη αρχικά από 

τον Alfred Weber (1909), ο οποίος αρχικά θεώρησε τη δηµιουργία µιας 

αποθήκης ώστε να ελαχιστοποιηθεί η συνολική απόσταση µεταξύ της 

αποθήκης και ενός συνόλου πελατών. Μετά από µερικά χρόνια ένα άλλο 

παρόµοιο LP διατυπώθηκε από τον οικονοµολόγο Hotelling (1929), ο 

οποίος µίλησε για την ύπαρξη δύο ανταγωνιστικών αποθηκών σε έναν 

κύριο δρόµο πόλης. 

 

 Άλλα παραδείγµατα LP, αποτελούν η χωροθέτηση σχολείων, 

τραπεζών, τηλεφωνικών κέντρων, η θέση κέντρων έκτακτης ανάγκης όπως 

τα νοσοκοµεία, τα ασθενοφόρα, οι πυροσβεστικοί σταθµοί, καθώς και οι 

στρατιωτικές και ναυτικές εγκαταστάσεις, τα αεροδρόµια κλπ. Όλα αυτά τα 

προβλήµατα έχουν σαν µοναδικό σκοπό την ελαχιστοποίηση της 

απόστασης- διαδροµής µεταξύ των παραπάνω εγκαταστάσεων και των 

πελατών που εξυπηρετούν. Άλλα LP χρησιµοποιούνται  στα ανταγωνιστικά 

περιβάλλοντα, όπου οι επιχειρήσεις ανταγωνίζονται µεταξύ τους για την 

προσέλκυση πελατών, όπως τα παντοπωλεία, τα super-market, οι αλυσίδες 

καταστηµάτων, τα εστιατόρια, ή τα βενζινάδικα. Υπάρχουν περιπτώσεις 

όπου οι εγκαταστάσεις θεωρούνται ανεπιθύµητες όπως είναι τα 

αεροδρόµια, τα κέντρα ανακύκλωσης, τα εργοστάσια πυρηνικής ενέργειας, 

οι φυλακές, οι περιοχές απόθεσης αποβλήτων κλπ. 

 

 

3.5.2 ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑ ΕΠΙΛΟΓΗΣ & ΣΧΕ∆ΙΑΣΜΟΥ ΕΓΚΑΤΑΣΤΑΣΕΩΝ  

 

 Ένας τρόπος συλλογισµού για την λήψη απόφασης για τον χώρο 

επιλογής µιας εγκατάστασης είναι ο εξής: όσο πιο κοντά βρίσκεται η 

εγκατάσταση στην πηγή ζήτησης(πελάτες), τόσο ευκολότερα καλύπτεται η 

απαίτηση γρηγορότερης εξυπηρέτησης. Ένας άλλος τρόπος είναι η 

τοποθέτηση των εγκαταστάσεων σε µία περιοχή όπου ήδη υπάρχει 

ανταγωνισµός. Οι εγκαταστάσεις ανταγωνίζονται για τους πελάτες και ο 

στόχος τους είναι να µεγιστοποιήσουν το µερίδιο αγοράς. Υποθέτοντας ότι 

το κέρδος αυξάνεται όταν αυξάνεται το µερίδιο αγοράς, µεγιστοποιώντας 

το κέρδος αυτό ισοδυναµεί µε τη µεγιστοποίηση του µεριδίου αγοράς. 
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3.5.2.1  Πλήθος εγκαταστάσεων. 

 

 Υπάρχει διαφορά στην ανάλυση µεταξύ της τοποθέτησης µιας και 

περισσοτέρων (συνήθως πάνω από δύο) εγκαταστάσεων. Η τοποθέτηση 

πολλών εγκαταστάσεων όπως είναι φυσικό είναι πολύ πιο πολύπλοκο να 

επιλυθεί µαθηµατικά. Τα προβλήµατα που αφορούν µία τοποθέτηση 

συνήθως µετατρέπονται σε προβλήµατα τοποθέτησης περισσοτέρων 

εγκαταστάσεων, αφού µια δεν µπορεί να εξυπηρετήσει µια µεγάλη περιοχή. 

Η περιοχή στη συνέχεια διαιρείται σε τοµείς για κάθε έναν από τους 

οποίους θα είναι υπεύθυνη µία εγκατάσταση. Το πρόβληµα έγκειται πλέον 

στον τρόπο κατανοµής των πελατών ανά εγκατάσταση και στην βέλτιστη 

τοποθέτηση αυτών. 

 

 

3.5.2.2  Το περιβάλλον των τοποθεσιών  

 

 Πολύ σηµαντικό ρόλο στην τοποθέτηση εγκαταστάσεων παίζει το 

περιβάλλον του χώρου όπου θα γίνει η χωροθέτηση. Το φυσικό ανάγλυφο 

της περιοχής καθορίζει και το µέτρο της απόστασης ανάµεσα στις 

εγκαταστάσεις και τους πελάτες. 

 

 Τα προβλήµατα δικτύων εξετάζουν τη θέση δυνατότητας σε ένα 

δίκτυο όπως ένας δρόµος ή ένα σύστηµα ραγών, ένα δίκτυο επικοινωνίας, 

ή ένα τσιπ υπολογιστών. Μια γραφική παράσταση (ή ένα δίκτυο) 

καθορίζεται από τους κόµβους και τα τόξα των δεδοµένων µηκών. Η 

µετακίνηση από ένα σηµείο στη γραφική παράσταση σε άλλο είναι 

περιορισµένη στα τόξα του δικτύου. Η θέση των εγκαταστάσεων είναι 

συνήθως περιορισµένη στα τόξα και τους κόµβους. Η πιό σύντοµη 

απόσταση µεταξύ δύο σηµείων στη γραφική παράσταση πρέπει να 

υπολογιστεί ως τµήµα  κάθε διαµόρφωσης δικτύων.  

 

 Τα προβλήµατα στα οποία οι εγκαταστάσεις και τα σηµεία ζήτησης 

απαίτησης βρίσκονται σε επίπεδη περιοχή, έχουν λάβει την περισσότερη 

προσοχή από τους ερευνητές. Υπάρχουν τρεις κύριοι τρόποι υπολογισµού 

της απόστασης στο επίπεδο:  

 

1) Η Ευκλείδεια απόσταση, όπου τότε δύο σηµεία ζήτησης βρίσκονται 

πάνω σε ευθεία γραµµή δηλαδή απόσταση σύµφωνα µε µια ευθεία 

γραµµή µεταξύ δύο σηµείων 
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2) Η ευθύγραµµη απόσταση (ή αλλιώς απόσταση Μανχάταν), όπου η 

µετακίνηση µεταξύ δύο σηµείων επιτρέπεται µόνο κατά µήκος των 

αξόνων Βορρά-Νότου ή Ανατολής-∆ύσης  

3) Η γενική  απόσταση lp, η οποία προσεγγίζει τις πραγµατικές οδικές 

αποστάσεις ακριβέστερα.  

  

 Σε άλλες περιπτώσεις, όταν οι αποστάσεις µεταξύ των σηµείων 

ενός δικτύου είναι τεράστιες (δηλαδή περιπτώσεις όπου στην µεταφορά 

λαµβάνουν µέρος αεροπλάνα ή πλοία), τότε θεωρείται ότι οι κόµβοι του 

δικτύου βρίσκονται στην επιφάνεια σφαίρας (γης). Αυτά τα προβλήµατα 

αποτελούν επέκταση των προηγούµενων προβληµάτων µια και εδώ δεν 

υφίστανται ευθείες αλλά οι κόµβοι του δικτύου ανήκουν σε κύκλους. Οι 

µετρούµενες αποστάσεις λοιπόν στην ουσία είναι µήκη τόξων. 

 

3.5.2.3  Περιορισµοί στις τοποθεσίες. 

 

 Οι  θέσεις των νέων εγκαταστάσεων µπορεί να είναι είτε σε µία 

ανοιχτή είτε σε µία περιορισµένη-κλειστή περιοχή. Τα διακριτά µοντέλα 

ψάχνουν να βρουν την καλύτερη τοποθεσία ανάµεσα σε συγκεκριµένες 

θέσεις. Τα συνεχή µοντέλα ψάχνουν να βρουν τοποθεσία σε οποιοδήποτε 

µέρος όταν αυτό πρόκειται για ανοιχτές περιοχές. Τέλος, µερικά µοντέλα 

επιβάλλουν διάφορους περιορισµούς στην επιλογή κάποιας τοποθεσίας.   

 

 Τα LP ένα από τα αρκετά δύσκολα προβλήµατα που καλούνται να 

επιλύσουν είναι η κατανοµή της ζήτησης. Για να αποφευχθεί ο υψηλός 

αριθµός κόµβων σε ένα γράφηµα διανοµής λόγω της µεγάλης διασποράς 

των σηµείων ζήτησης, η περιοχή η οποία εξετάζεται χωρίζεται σε 

µικρότερες υποπεριοχές. Σε αυτές οµαδοποιούνται οι επιµέρους ζητήσεις 

και αθροίζονται παρέχοντας έτσι για κάθε υποπεριοχή µία µόνο ζήτηση. 

Έτσι το δίκτυο διανοµής γίνεται απλούστερο. 

 

 

3.5.2.4  Αλγόριθµοι επίλυσης των LP 

 

 Πολλά LP µπορούν να επιλυθούν από το τυποποιηµένο µαθηµατικό 

λογισµικό όπως το  «solver» του Excel. Εντούτοις, όταν ο αριθµός των 

κόµβων/ εγκαταστάσεων είναι µεγάλος, το  πρόβληµα περιέχει πάρα 

πολλές µεταβλητές ή περιορισµούς που υπερβαίνουν την ικανότητα του 

Excel. Σε τέτοιες περιπτώσεις  ένα ειδικό πρόγραµµα απαιτείται για τη λύση 

αυτών των προβληµάτων. Την επίλυση στα δυσκολότερα αυτά προβλήµατα 

µπορούν να δώσουν πιο ανώτερες γλώσσες προγραµµατισµού όπως 

44



FORTRAN, C, C++, οι οποίες έχουν τεράστιες δυνατότητες µοντελοποίησης 

και επίλυσης.  

 

Παρακάτω παρουσιάζουµε βασικούς τύπους µε τους οποίους θα 

ασχοληθούµε στη συνέχεια. 

 

n= το πλήθος των σηµείων ζήτησης. 

(ai,bi)=οι συντεταγµένες του σηµείου ζήτησης 

wi=βάρος το οποίο σχετίζεται µε την τοποθεσία 
(x,y) = οι συντεταγµένες της αναζητούµενης τοποθεσίας 

di(x,y) = η απόσταση του σηµείου ζήτησης i, από την τοποθεσία 

(x,y). 

 

Ευκλείδεια απόσταση:     2
i

2
ii )by()ax()y,x( −+−=d  

 

Ευθύγραµµη απόσταση:    iii byax)y,x(d −+−=  

 

Απόσταση Chebishev: }by  ,  axmax{)y,x(d iii −−=  

 

lp απόσταση:  p p

i

p

ii by   ax)y,x(d −+−=  

 

3.5.2.5  Χωροθέτηση µιας εγκατάστασης µε την χρήση Ευκλείδειας 

απόστασης 

  

 Η χωροθέτηση µιας εγκατάστασης µε την χρήση Ευκλείδειας 

απόστασης, είναι η πιο κοινή σε τέτοιες περιπτώσεις και τα περισσότερα 

τέτοιου είδους προβλήµατα επιλύονται µε αυτόν τον τρόπο. Εδώ 

χρησιµοποιείται η εκδοχή του Weiszfeld(1936) κατά την οποία 

ελαχιστοποιείται η: 
 

Min   ∑
=

−+−
n

1i

2
i

2
ii )by()ax( w  

 
Παραγωγίζοντάς την ως προς x και y και έπειτα µηδενίζοντας προκύπτει: 
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Από αυτήν την εξίσωση βλέπουµε ότι τα x και y εµφανίζονται και στα δύο 

µέλη. Ο αλγόριθµος Weiszfeld ξεκινάει µε µια αρχική περιοχή-τιµή του 

ζεύγους λύσεων (x,y) την οποία αντικαθιστά στο δεξί µέλος των 

παραπάνω εξισώσεων. Έτσι προκύπτει ένα νέο ζευγάρι λύσεων. Με την 

µέθοδο αυτή ο αλγόριθµός συγκλίνει στην τελική λύση. 
 
 
3.5.2.6  Ο γενικευµένος αλγόριθµος Weiszfeld  
 
 Σε µερικές περιπτώσεις η ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους 

µεταφοράς περιλαµβάνει µια συνάρτηση της απόστασης και όχι την 

απόσταση αυτή κάθε αυτή. Σε αυτήν την περίπτωση η µοντελοποίηση έχει 

ως εξής: 

 

ε   )  την Ευκλείδεια απόσταση. 

ξισώνοντας τις παραγώγους ως προς x και y και µε τον κανόνα της 
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αλυσίδας προκύπτει: 
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  από όπου εν τέλει καταλήγουµε: 
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υτοί οι τύποι µπορούν να εφαρµοστούν σε µια επαναληπτική διαδικασία Α

παρόµοια µε τη διαδικασία Weiszfeld.   
 
 
 
 
 

46



3.5.2.7  Χωροθέτηση µιας εγκατάστασης µε την χρήση Ορθογώνιας  

Σκοπός εδώ είναι η ελαχιστοποίηση της :  w [|x-a |+| y-b |] 
Αυτό τ

.5.2.8 Το πρόβληµα Minimax για την χωροθέτηση µιας 

τ ς

Το minimax πρόβληµα µε την χρήση της Ευκλείδειας απόστασης 

ίναι ισο

Ο  αλγόριθµος έχει ως εξής: 

1. Μια αφετηρία (κέντρο) επιλέγεται.  

εία ζήτησης από το επιλεγµένο 

3. ται ο κύκλος που περνά µέσω αυτών των τριών σηµείων. 

4.  το κέντρο 

5.  κύκλο (αυτά τα σηµεία 

6. εία 

                                                

απόστασης 
 
 i i i
. ο πρόβληµα αναλύεται σε δύο υποπροβλήµατα βελτιστοποίησης: 

ένα ως προς x και ένα ως προς y. Το πρόβληµα επιλύεται δύο φορές µία 

για το x και µία για το y. Ας θεωρήσουµε την λύση ως προς το x. Η 

καλύτερη λύση είναι το µεσαίο σηµείο της ακολουθίας  a1,…,an όπου το 
κάθε ένα έχει το δικό  του βάρος. Εάν η ακολουθία έχει άρτιο πλήθος 

αριθµών τότε το µεσαίο σηµείο βρίσκεται µεταξύ των δύο µεσαίων αριθµών 

ai, ai+1 .  
 
 
3

εγκατάσ αση  µε την Ευκλείδεια απόσταση 
 
 
 

ε δύναµο µε την εύρεση του µικρότερου κύκλου που περιλαµβάνει 

όλα τα σηµεία ζήτησης (Σχήµα 3.4)3. Ένας τέτοιος κύκλος είτε καθορίζεται 

από τρία σηµεία, είτε η διάµετρός  του καθορίζεται από δύο σηµεία. Το 

κέντρο ενός τέτοιου κύκλου είναι η λύση minimax. Οι Elzinga και Heam 

(1972) πρότειναν έναν εναλλακτικό αλγόριθµο για τη λύση αυτού του 

προβλήµατος.  

 

 

 

2. Βρίσκονται τα τρία µακρύτερα σηµ

κέντρο.  

Υπολογίζε

(Εάν το τρίγωνο είναι αµβλυγώνιο, το  κέντρο της µεγαλύτερης 

πλευράς του τριγώνου είναι το κέντρο του κύκλου.)  

Εάν ο κύκλος εσωκλείει όλα τα σηµεία ζήτησης, τότε

αυτού του κύκλου είναι η βέλτιστη  λύση.  

Εάν υπάρχουν σηµεία έξω από αυτόν τον

είναι µακρύτερα από το κέντρο παρά από την ακτίνα του κύκλου), 

επιλέξτε το µακρύτερο σηµείο από το κέντρο ως τέταρτο σηµείο.  

Βρείτε το µικρότερο κύκλο που περικλείει αυτά τα τέσσερα σηµ

ζήτησης. Αυτός ο κύκλος περνά µέσω  τριών από αυτά τα τέσσερα 

σηµεία. Υπάρχουν τέσσερις πιθανές τριάδες, αλλά τα αρχικά τρία 

 
3 Πηγή :   http://www.diku.dk/hjemmesider/sturende/duff/fortune 
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σηµεία ζήτησης δεν µπορούν να είναι η οµάδα που εσωκλείει και τα 

τέσσερα σηµεία  επειδή το πρόσφατα επιλεγµένο σηµείο είναι έξω 

από τον κύκλο που εσωκλείει τα αρχικά τρία σηµεία.  Εποµένως, 

υπάρχουν µόνο τρεις εκ των τεσσάρων πιθανές τριάδες για να 

ελέγξουν. Κάθε φορά αποβάλλεται ένα από τα αρχικά τρία σηµεία 

από την οµάδα και έτσι βρίσκεται ο κύκλος που περικλείει τρία 

σηµεία. Η οµάδα που παράγει τη µεγαλύτερη ακτίνα πρέπει  να 

εσωκλείσει και τα τέσσερα σηµεία. Αυτό το σύνολο τριών σηµείων 

είναι το νέο σύνολο τριών σηµείων και καθορίζει  έναν νέο κύκλο µε 

ένα νέο κέντρο. Επέστρεψε στο βήµα 4.  

 

 

 

Σχήµα 3.4 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αυτός ο αλγόριθµος είναι εµπειρικά γρήγορος επειδή απαιτούνται λίγες 

.5.2.9    Τα LP πολλαπλών εγκαταστάσεων (Multiple-Facility) 

Υπάρχουν δύο τύποι προβληµάτων multifacility. Στον έναν, κάθε 

ελάτης

τα προβλήµατα έχουν προταθεί πολλοί αλγόριθµοι. 

 

επαναλήψεις για τα περισσότερα προβλήµατα.  Ακόµη και ένα πρόβληµα µε 

δέκα χιλιάδες σηµεία, που είναι πέρα από τις ικανότητες του Excel, λύνεται 

σε ένα κλάσµα δευτερολέπτου.  

 

 

3

 

 

π  εξυπηρετείται από όλες  τις εγκαταστάσεις. Ο πιο χρήσιµος τύπος 

είναι η τοποθεσία διάφορων ίδιων εγκαταστάσεων έτσι ώστε οι πελάτες να 

εξυπηρετούνται από την κοντινότερη. Θα δούµε τα προβλήµατα του 

δεύτερου τύπου. Αυτά τα  προβλήµατα είναι τα προβλήµατα θέσης-

κατανοµής. Αυτά τα  προβλήµατα δεν είναι κυρτά και µπορούν να έχουν 

πολλά τοπικά βέλτιστα. Είναι εποµένως απαραίτητο να ελεγχθούν  όλα τα 

πιθανά τοπικά ελάχιστα έτσι ώστε να βρούµε το ολικό ελάχιστο. Για αυτά 
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 Ο Cooper (1963-1964) ήταν ο πρώτος που πρότεινε µια ευρετική 

ροσέγγιση για οποιοδήποτε µέτρο απόστασης. Η ιδέα του είναι η 

ίες θέσεις για p-εγκαταστάσεις επιλέγονται.   

2. Κάθε σηµείο ζήτησης αντιστοιχίζεται µε την πιο κοντινή 

ε α ι , 

των σηµείων ζήτησης(αυτή είναι η φάση 

5. ι  ν

 προηγούµενη επανάληψη, σταµάτα µε αυτό ως 

 

 

.5.2.10  Τα διαγράµµατα Voronoi 

 

 των ειδικών αλγορίθµων 

για τα διάφορα προβλήµατα χωροθέτησης είναι το διάγραµµα Voronoi 

π

ακόλουθη:   

 

1. Οι τυχα

εγκατάσταση(αυτή είναι η φάση κατανοµής). 

3. Κάθε γκατάστ ση ορίζε ένα σύνολο σηµείων ζήτησης τα πιο 

κοντινά σε αυτήν.   

4. τα προβλήµατα  επιλύονται µε την εύρεση της καλύτερης θέσης για 

κάθε υποσύνολο 

χωροθέτησης). 

Εάν ο  υπολογισµένες θέσεις όλων των p-εγκαταστάσεω  είναι οι 

ίδιες όπως στην

προτεινόµενη λύση. ∆ιαφορετικά πήγαινε στο βήµα 2. 

3

 Ένα χρήσιµο εργαλείο στην κατασκευή

 

(Okabe et Al, 1992). Για να εξηγήσουµε την έννοια, θεωρούµε ένα σύνολο 

n σηµείων (Σχήµα 3.5 χρωµατισµένα µε µπλε)4 στο επίπεδο. Κάθε σηµείο 

καθορίζει ένα πολύγωνο. Μερικά από αυτά τα πολύγωνα είναι πεπερασµένα 

και µερικά είναι ανοικτά στο άπειρο. Παρατηρώντας το Σχήµα 2.5 

βλέπουµε ότι το σηµείο Α ευρισκόµενο εντός του συγκεκριµένου 

πολυγώνου, έχει σαν πιο κοντινό του σηµείο το Β το οποίο ορίζει το 

πολύγωνο. Κανένα λλο σηµείο του διαγράµµατος δεν βρίσκεται πιο κοντά ά

στο Α . Τα πολύγωνα λοιπόν σχηµατίζονται µε τέτοιο τρόπο έτσι ώστε τα 

σηµεία που περικλείουν να έχουν σαν κοντινότερο σηµείο, το σηµείο από 

το οποίο ορίζονται. Η κατασκευή ενός τέτοιου διαγράµµατος γίνεται πολύ 

αποτελεσµατικά από ειδικούς αλγορίθµους κατασκευής.  

 

 

 

 

 

 

 
                                                 
4 Πηγή :   http://www.diku.dk/hjemmesider/sturende/duff/fortune 
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Σχήµα 3.5 

∆ιάγραµµα Voronoi 

A

B
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Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε διάφορες ευρετικές 

µεθόδους µε βάση τις οποίες είναι δυνατή η επίλυση των VRP & LP.  Αυτές 

οι µέθοδοι έχουν προταθεί από διάφορους ερευνητές του αντικειµένου, και 

µερικές αναπτύχθηκαν µε βάση κάποιες προηγούµενες αποτελώντας 

βελτίωσή τους. 

Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζεται µια σύντοµη αναδροµή στην 

ιστορία του VRP. Στις δεκαετίες των '60 και 70, η έρευνα γύρω από το VRP 

επικεντρώθηκε στην δηµιουργία διαδροµών, την βελτίωση των διαδροµών 

και τις ευρετικές µεθόδους δύο φάσεων. Την δεκαετία του '80 

αναπτύχθηκαν µαθηµατικές ευρετικές µέθοδοι βασισµένες στον 

προγραµµατισµό. Αυτές οι ευρετικές µέθοδοι απαιτούσαν περισσότερο 

υπολογιστικό φόρτο, αλλά παρείχαν λύσεις υψηλής ποιότητας. Στο τέλος 

αυτή της τριακονταετίας, αρκετά προβλήµατα µε 50 περίπου πελάτες 

µπορούσαν να επιλυθούν. Στη δεκαετία του '90 η έρευνα επικεντρώνεται 

στην εφαρµογή µεθευρετικών µεθόδων γενικού σκοπού για την επίλυση 

του VRP (για παράδειγµα µέθοδοι προσοµοιωµένης ανόπτησης, 

αιτιοκρατικής ανόπτησης, γενετικών αλγορίθµων, νευρωνικών δικτύων και 

περιορισµένης αναζήτησης). 
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∆ΕΚΑΕΤΙΑ
ΓΕΓΟΝΟΤΑ 

‘50  Το VRP διατυπώνεται σαν ένα ακέραιο πρόγραµµα. 

 Επιλύονται µερικά µικρά προβλήµατα της τάξεως των 
10 µε 20 πελατών. 

 

‘60  Προτείνονται οι πρώτες ευρετικές µέθοδοι δηµιουργίας 
δροµολογίων από τους Clarke & Wright το 1964. 

 Εφαρµόζονται οι µέθοδοι 2-opt και 3-opt από τους 
Cristofides & Eilon το 1969.  

 Επιλύονται προβλήµατα των 30 µε 100 πελατών. 

 

‘70  Προτείνεται ένας αριθµός ευρετικών µεθόδων δύο 
φάσεων αρχικά από τους Gillet &Miller το 1974. 

 Εφαρµόζονται οι πρώτες υπολογιστικές µέθοδοι από 
τους Golden,Magnanti & Nguyen το 1977. 

 Αρχίζουν να επιλύονται µεγάλα προβλήµατα της 
τάξεως των 100 µε 1000 πελατών. 

 Προβλήµατα της τάξεως των 25 µε 30 πελατών 
λύνονται µε µεθόδους βελτιστοποίησης. 

 

‘80  Προτείνονται µαθηµατικά µοντέλα βασισµένα στον 
προγραµµατισµό (Fisher & Jaikumar, 1981). 

 Αναπτύσσονται ευρετικές µέθοδοι αλληλεπίδρασης 
(interactive) αρχικά από τους Cullen,Jarvis & Ratliff το 
1981.  

 Προβλήµατα των 50 πελατών επιλύονται µε µεθόδους 
βελτιστοποίησης. 

 

‘90  Εφαρµόζονται οι πρώτες µεθευρετικές µέθοδοι. 

 Χρησιµοποιούνται µέθοδοι βελτιστοποίησης για την 
επίλυση προβληµάτων της τάξης των 50 µε 100 
πελατών. 
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Στην συνέχεια θα παρουσιάσουµε συνοπτικά κάποιους αλγορίθµους 

οι οποίοι έχουν αναπτυχθεί για τα διάφορα µοντέλα.  

 

 

4.1 Αλγόριθµοι εξοικονοµήσεων (savings algorithm) 

Ο αλγόριθµος εξοικονοµήσεων των Clarke και Wright  (1964) είναι 

ίσως η πιο γνωστή ευρετική µέθοδος που έχει προταθεί για την επίλυση 

των VRP . Εφαρµόζεται σε προβλήµατα στα οποία ο αριθµός των οχηµάτων 

αποτελεί µεταβλητή απόφασης και λειτουργεί εξίσου καλά τόσο για 

προσανατολισµένα προβλήµατα όσο και για µη προσανατολισµένα. Οι δύο 

διαθέσιµες εκδοχές αυτού του αλγορίθµου είναι η παράλληλη και η 

ακολουθητική. Ο αλγόριθµος λειτουργεί ως εξής: 

Βήµα 1 (Υπολογισµός εξοικονοµήσεων): 

Υπολόγισε τις εξοικονοµήσεις (savings): 

sij=ci0+c0j-cij  για   i,j=1,…,n  &  i≠j. 
  

∆ηµιούργησε n διαδροµές (0,i,0)  για   i=1,…,n.  

Κατάταξε τις εξοικονοµήσεις σε φθίνουσα σειρά. 

 

Παράλληλη εκδοχή: 

 

Βήµα 2 (Καλύτερη δυνατή σύµπτυξη): 

Αρχίζοντας από την κορυφή της λίστας των εξοικονοµήσεων, εκτέλεσε το 

ακόλουθο: 

 Για δεδοµένη εξοικονόµηση sij προσδιόρισε αν υπάρχουν δύο 
διαδροµές, µία η οποία αρχίζει µε (0,j) και η άλλη η οποία 
τελειώνει µε (i,0),οι οποίες να είναι δυνατόν να συγχωνευτούν.  

 Αν ναι, συνδύασε τις δύο αυτές διαδροµές εξαλείφοντας τις κορυφές 

(0,j) και (i,0) και βάζοντας στην θέση τους µία άλλη κορυφή 
(i,j). 

 

Ακολουθητική εκδοχή:  

 

Βήµα 2 (Προέκταση διαδροµής): 

 Θεώρησε διαδοχικά κάθε διαδροµή (0,i,…,j,0). 
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 Προσδιόρισε την πρώτη εξοικονόµηση ski ή sjl που µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για την σύµπτυξη της παρούσας διαδροµής µε µια 

άλλη η οποία τελειώνει µε (k,0) ή αρχίζει µε (0,l).  

 Πραγµατοποίησε την σύµπτυξη και επανέλαβε την διαδικασία στην 

παρούσα διαδροµή. Αν δεν υπάρχει δυνατή σύµπτυξη, θεώρησε την 

επόµενη διαδροµή και πραγµατοποίησε την ίδια διαδικασία. 

 Σταµάτησε όταν δεν είναι δυνατή άλλη σύµπτυξη. 

 

Υπάρχει µεγάλη ποικιλία στα αριθµητικά αποτελέσµατα που προκύπτουν 

από τις ευρετικές µεθόδους των εξοικονοµήσεων και συνήθως οι 

συγγραφείς δεν αναφέρουν αν θεωρείται κάθε φορά η παράλληλη ή η 

ακολουθητική εκδοχή. Μέχρι σήµερα έχουν προταθεί διάφορες 

παραλλαγές των αλγορίθµων των Clarke και Wright, όπως για παράδειγµα 

αυτοί των Gaskel(1967), Yellow(1970), Golden et al.(1977), 

Paessens(1988) και Nelson et al.(1985).  

 

 

4.2   Οι αλγόριθµοι   οµαδοποίηση πρώτα - δροµολόγηση µετά 

(cluster-first, route-second) 

Πρόκειται για τον αλγόριθµο Fisher & Jaikumar στον οποίο αντί της χρήσης 

κάποιας γεωµετρικής µεθόδου για την δηµιουργία περιοχών κορυφών, 

γίνεται επίλυση ενός Γενικευµένου Προβλήµατος Εκχώρησης (Generalized 

Assignment Problem GAP). 

 

Βήµα 1 (Επιλογή σπόρου):  

Επέλεξε σηµεία-σπόρους jk στο V για να θέσεις αρχικές τιµές σε κάθε 

περιοχή k. 

 

Βήµα 2 (Κατανοµή πελατών στους σπόρους): 

Υπολόγισε το κόστος dik της τοποθέτησης κάθε πελάτη i σε κάθε περιοχή 
k. 

Βήµα 3 (Γενικευµένη εκχώρηση) : 

Λύσε ένα Γενικευµένο Πρόβληµα Εκχώρησης µε κόστος dij , βάρη 

πελατών qi, και χωρητικότητα οχήµατος Q. 

 

Βήµα 4 (Επίλυση T.S.P.) : 
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Λύσε ένα TSP για κάθε περιοχή που αντιστοιχεί στην επίλυση του 

Γενικευµένου Προβλήµατος Εκχώρησης. 

Ο αριθµός των διαδροµών m είναι εκ των προτέρων καθορισµένος στον 

αλγόριθµο Fisher και Jaikumar. 

 

4.3  Η µέθοδος των δύο φάσεων των Mole και Jameson 

 

Ο αλγόριθµος των Mole και Jameson είναι µια ακολουθητική διαδικασία 

στην οποία, για µια δεδοµένη τιµή των δύο παραµέτρων λ και µ , τα 

ακόλουθα δύο κριτήρια χρησιµοποιούνται για την κατασκευή µιας 

διαδροµής : 

e(i,l,j) = cil+clj-µcij 
σ(i,l,j) = λc0l- e(i,l,j) 

 

Ο αλγόριθµος προχωράει ως εξής : 

Βήµα 1:  Για κάθε µη δροµολογηµένο πελάτη xl υπολογίζεται σε ποιο 
σηµείο της διαδροµής µπορεί να εισαχθεί ο πελάτης : 

e(il,l,jl) = min [e(r,l,s)] 

 
για όλους τους γειτονικούς πελάτες xr, xs ∈R , όπου  xil  και xjl  είναι 
οι πελάτες για τους οποίους η εισαγωγή του πελάτη xl έχει την καλύτερη 
δυνατή τιµή. 

 

Βήµα 2: Ο  καλύτερος πελάτης   xl*  που θα εισαχθεί στην διαδροµή 
υπολογίζεται   να   είναι   εκείνος   για   τον   οποίο   η   ακόλουθη   

έκφραση µεγιστοποιείται : 

σ(il*,l*,jl*) = max [σ(il,l,jl)] 
 

για τον κάθε πελάτη xl που δεν βρίσκεται ήδη σε κάποια διαδροµή και δεν 
παραβιάζει κάποιο περιορισµό. 

 

Βήµα 3: Εισάγεται το xl* στη διαδροµή R ανάµεσα στον xil* και στον 
xjl* 

Βήµα 4: Βελτιστοποιείται η διαδροµή R χρησιµοποιώντας µεθόδους r-opt. 
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Βήµα 5: Επιστροφή στο Βήµα 1 για το ξεκίνηµα µιας καινούριας 

διαδροµής R εκτός αν όλοι οι πελάτες έχουν δροµολογηθεί ή κανένας από 

τους εναποµείναντες πελάτες δεν µπορεί να δροµολογηθεί. 

4.4  Η µέθοδος των δύο φάσεων των Christofides, Mingozzi & Toth 

 

Η πρώτη φάση αυτού του ευρετικού αλγορίθµου αποτελείται από 

την εφαρµογή ενός αριθµού δοκιµών για την οµαδοποίηση 

χρησιµοποιώντας ένα κριτήριο εκχώρησης ελαχίστου κόστους. 

 

Φάση 1 
 
Βήµα 1 (Ακολουθητικές δοκιµές): Επιλέγεται ένας πελάτης που δεν 

είναι στην διαδροµή για πελάτη σπόρο. Επιλέγεται ένα όχηµα για τον 

πελάτη. 

Βήµα 2: Τοποθετούνται οι πελάτες που δεν είναι σε διαδροµή σε κάποια 

οµάδα, βάση κάποιου κόστους εκχώρησης που σχετίζεται µε τον πελάτη 

της κάθε οµάδας, µέχρις ότου να παραβιαστεί ο περιορισµός χωρητικότητας 

του οχήµατος. Αν όλοι οι πελάτες είναι σε οµάδες ή όλα τα οχήµατα έχουν 

χρησιµοποιηθεί, ακολουθεί το Βήµα 3, αλλιώς επιστροφή στο Βήµα 1. 
 
Βήµα 3 (Παράλληλες δοκιµές): Χρησιµοποιώντας όλους τους αρχικούς 

πελάτες για µια διαδροµή που βρέθηκαν στις ακολουθητικές δοκιµές, 

απελευθερώνονται όλοι οι πελάτες από τις οµάδες τους. 

Βήµα 4: Για κάθε ελεύθερο πελάτη, υπολογίζεται το κόστος εισόδου σε 

σχέση µε τους αρχικούς πελάτες της κάθε οµάδας, σε µια εφικτή οµάδα. 

Ελέγχονται όλες οι οµάδες και στη συνέχεια διατηρείται αυτή µε το 

καλύτερο κόστος για κάθε πελάτη. 

Βήµα 5: Εκχωρείται ο πελάτης µε το καλύτερο κόστος στην οµάδα που 

αντιστοιχεί. 

Φάση 2 

Βήµα 6: Και για τις δύο οµαδοποιήσεις επιλύεται ένα TSP και διατηρείται η 

καλύτερη από τις δύο λύσεις. 
 
 
 
 
4.5     Ο αλγόριθµος της Προσοµοιωµένης ανόπτησης του Osman 
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Πριν την παρουσίαση του αλγορίθµου της Προσοµοιωµένης ανόπτησης θα 

αναφερθούµε στην γενικότερη ιδέα της χρησιµοποίησης της ανόπτησης 

στην επίλυση των προβληµάτων της Συνδυαστικής Βελτιστοποίησης. Το 

όνοµα της στρατηγικής αυτής προέρχεται από την αναλογία ανάµεσα στην 

προσοµοίωση της ανόπτησης των υλικών και την στρατηγική επίλυσης 

προβληµάτων συνδυαστικής βελτιστοποίησης. Η ανόπτηση σηµαίνει ότι ένα 

υλικό θερµαίνεται µέχρι το σηµείο τήξης του και στη συνέχεια ψύχεται 

αργά. Στην συνδυαστική βελτιστοποίηση αυτό αναπαριστάται µε την κίνηση 

στον εφικτό χώρο αναζήτησης και όταν ο αλγόριθµος σταµατήσει έχουµε 

τότε µια εφικτή λύση. 

 

Στην προσοµοιωµένη ανόπτηση, η γειτονιά Ν(S) καθορίζει καταστάσεις 
που µπορεί να τις φτάσει κάποιος από την τρέχουσα κατάσταση s. Από την 

αρχική κατάσταση s0 µε µια τυχαία διαταραχή του συστήµατος γεννιέται 

µια καινούρια λύση s’. Το αποτέλεσµα της αλλαγής στην τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης υπολογίζεται ως εξής, δ=f(s’)-f(s0). Εάν 
δ<0 η καινούρια κατάσταση είναι πάντοτε αποδεκτή. Εάν η αλλαγή δεν 
είναι αρνητική, δηλαδή δ≥0, η καινούρια λύση είναι αποδεκτή σύµφωνα µε 
τους νόµους της θερµοδυναµικής. Έτσι, έχουµε στη θερµοκρασία t η 
πιθανότητα αύξησης στην ενέργεια δ δίνεται από την σχέση kte)(

−
=δρ

δ

 , 

όπου k είναι η σταθερά Boltzmann, η οποία εφ' όσον δεν έχει κανένα 

απολύτως νόηµα στην συνδυαστική βελτιστοποίηση, παραλείπεται.  

 

Ο αλγόριθµος που χρησιµοποιείται για την πραγµατοποίηση της παραπάνω 

στρατηγικής είναι ο ακόλουθος : 

 

 

select    µια αρχική λύση s0 
select    µια αρχική θερµοκρασία ί0 
select    µια συνάρτηση µείωσης της θερµοκρασίας α(ί)  

repeat  

           repeat 

                τυχαία επιλογή µιας γειτονιάς s∈N(s0) 

                 δ=f(s) – f(s0) 
                      if δ<0  then 

                             s0=s 
                      else 
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                           δηµιουργούµε τυχαία x οµοιόµορφα στην ακτίνα (0,1) 

                           if tex
δ

−
<    then 

                                   s0=s 
                           endif 

                     endif 

           until ο µέγιστος αριθµός επαναλήψεων ολοκληρωθεί. 

t=a(t) 
until  κάποιο κριτήριο σταµατήµατος να ικανοποιηθεί . 

 

Ο αλγόριθµος που αναπτύχθηκε από τον Osman, ξεκινάει από µια 

καλύτερη αρχικά λύση και χρησιµοποιεί κάποιες τροποποιήσεις του βασικού 

αλγορίθµου και έχει την ακόλουθη µορφή : 

Φάση 1 

Αλγόριθµος καθόδου 

Βήµα 1: Αρχική λύση. ∆ηµιουργείται µια αρχική λύση µε τον αλγόριθµο 

Clarke & Wright. 

Βήµα 2: Κάθοδος. Αναζητείται η λύση χρησιµοποιώντας ένα αριθµό λ-

ανταλλαγών. Αν βρεθεί κάποια βελτίωση ενηµερώνεται η τρέχουσα λύση. 

Τερµατίζει όταν έχει ελεγχθεί όλη η γειτονιά και δεν υπάρχει επιπλέον 

βελτίωση. 

 

Φάση 2 

Αναζήτηση προσοµοιωµένης ανόπτησης. 

Βήµα 1: Χρησιµοποιείται σαν αρχική λύση αυτή που προήλθε από το τέλος 

της προηγούµενης φάσης, είτε την αρχική λύση που προήλθε στην πρώτη 

φάση µε τον αλγόριθµο Clarke & Wright. 

Βήµα 2 (Αρχικοποίηση των παραµέτρων): Εφαρµόζεται µια διαδικασία 

λ-ανταλλαγών σε ολόκληρη την γειτονιά των λύσεων, χωρίς όµως ωστόσο 

να πραγµατοποιείται καµιά αλλαγή. Σηµειώνονται τα ∆min και ∆max τα οποία 
είναι οι µεγαλύτερες και οι µικρότερες τιµές που θα πάρει η αντικειµενική 

συνάρτηση αν εφαρµοστούν οι αλλαγές και υπολογίζεται το β που είναι ο 

αριθµός των εφικτών αλλαγών. Στη συνέχεια εξισώνονται τα:  

58



c1=∆max,  δ=0,  k=1,  k3=3,  t=1,  t*=1 

Έστω x1 η τρέχουσα λύση και x*=x1 
 

Βήµα 3 (Επόµενη λύση): Ερευνάται η γειτονιά του xt χρησιµοποιώντας 
τη διαδικασία των λ-ανταλλαγών. Αν έχει βρεθεί µια λύση x µε 

f(x)<f(xt) και xt+1=x, αν f(x)<f(x*), τότε x*= x  και c*=ck. Αν 
µια καθολική αναζήτηση έχει πραγµατοποιηθεί χωρίς να έχει οδηγήσει σε 

καλύτερη λύση, τότε το x είναι η καλύτερη λύση που έχουµε βρει ως τώρα 

στην γειτονιά του xt και προκύπτει :  
 

 

 

 

                                                                                                                                    

όπου το pt καθορίζεται ως : 

)
c

)]x(f)x(f[exp(p
t

t
t

−
−=  

Εάν xt+1=xt ,   τότε  δ=1 

 

Βήµα 4: Ενηµέρωση της θερµοκρασίας. 

 Αν  δ=1 τότε  ct+1=max{ct/2, c*},  δ = 0 ,  k=k+1 

 Αν δ=0 τότε  
])tnn[(

cc
maxmin

t
1t ∆∆+β
=+  

 t=t+1 

Βήµα 5:   Αν k=k3  

 

ΤΕΛΟΣ    αλλιώς  επιστροφή Bήµα 3  
 

 
4.6 Ο αλγόριθµος περιορισµένης αναζήτησης του Osman 
 

Ο Osman όπως και στην περίπτωση της προσοµοιωµένης ανόπτησης 

καθορίζει τις γειτονιές χρησιµοποιώντας τον µηχανισµό των λ-ανταλλαγών, 
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µε λ=2. Στη µια εκδοχή του αλγορίθµου, που ονοµάζεται βέλτιστα 

επιτρεπτή, ολόκληρη η γειτονιά ερευνάται και η καλύτερη επιτρεπτή λύση 

επιλέγεται. Στην δεύτερη εκδοχή που ονοµάζεται πρώτη βέλτιστα 

επιτρεπτή, η πρώτη επιτρεπτή κίνηση, αν υπάρχει, επιλέγεται, αλλιώς 

συνεχίζεται ο αλγόριθµος µε την ήδη υπάρχουσα λύση. 

 

 

4.7 Μια παραλλαγή της περιορισµένης αναζήτησης των Toth και 

Vigo 

 

Αυτή η µέθοδος της περιορισµένης αναζήτησης είναι άλλη µια πολλά 

υποσχόµενη ιδέα. Παρουσιάστηκε το 1998 από τους Toth και Vigo και έχει 

αποφέρει εξαιρετικά αποτελέσµατα στην επίλυση των VRP, Η µέθοδος αυτή 

αντιτίθεται στην παρατήρηση ότι οι µεγαλύτερες ακµές ενός γραφήµατος 

έχουν µόνο µια µικρή πιθανότητα να ανήκουν στη βέλτιστη λύση. Ωστόσο, 

εξαλείφοντας όλες εκείνες τις ακµές των οποίων το µήκος υπερβαίνει ένα 

κατώφλι, πολλές µη εφικτές λύσεις θα πάψουν να εξετάζονται κατά την 

διαδικασία εξεύρεσης λύσης. Οι Toth και Vigo πρότειναν την 

χρησιµοποίηση του τύπου cv β= , όπου β είναι µια παράµετρος που 

επιλέγεται τυπικά στο διάστηµα [1,2] και c  είναι το µέσο µήκος των 

ακµών µιας λύσης που προκύπτει από κάποια ευρετική µέθοδο. Εάν 

β∈[1,2], τότε το ποσοστό των ακµών που αποµένουν στο γράφηµα 
τείνει να γίνει ίσο µε 10-20%. Πρακτικά, η τιµή του β µεταβάλλεται 

δυναµικά όποτε η λύση δεν βελτιώνεται για έναν συγκεκριµένο αριθµό 

επαναλήψεων και περιοδικά µειώνεται µέχρι να επιστρέψει στην αρχική 

τιµή της. Οι γειτονικές λύσεις µπορούν να συµπεριληφθούν 

πραγµατοποιώντας έναν περιορισµένο αριθµό ανταλλαγών ακµών σε µια 

διαδροµή ή µεταξύ δύο διαφορετικών διαδροµών. Οι Toth και Vigo 

πρότειναν µια διαδικασία ικανή να εξετάζει όλες τις δυνατές ανταλλαγές σε 

χρόνο  Ο(|Ε(ν)|) , όπου: 

 

Ε(ν) = {(i,j)∈E: cij≤ν} ∪ I 
 

και I είναι ένα σύνολο από «σηµαντικές» ακµές που είτε έπονται της 

κεντρικής αποθήκης ή ανήκουν στις λεγόµενες λύσεις «υψηλής 

ποιότητας». 
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4.8 Ο αλγόριθµος σαρώµατος ( The sweep algorithm) 

 

Ο αλγόριθµος σαρώµατος εφαρµόζεται σε δισδιάστατες περιπτώσεις 

του VRP. Αρχικά σχηµατίζονται κάποιες περιοχές από κορυφές 

περιστρέφοντας µια ακτίνα η οποία ξεκινά από την αποθήκη. Έτσι 

εξασφαλίζεται µια διαδροµή λύνοντας για καθεµιά από αυτές τις περιοχές 

ένα TSP. Κάποιες εφαρµογές συµπεριλαµβάνουν µια φάση 

µεταβελτιστοποίησης στην οποία πραγµατοποιείται ανταλλαγή κορυφών 

µεταξύ γειτονικών περιοχών και η διαδροµές επαναβελτιστοποιούνται. Οι 

πρώτοι που αναφέρονται στις µεθόδους αυτές είναι οι Wren (1971) και 

Wren και Holiday (1972), αλλά ο αλγόριθµος σαρώµατος αποδίδεται στους 

Gillet και Miller (1974) οι οποίοι και τον δηµοσίευσαν. Ακολουθεί µια απλή 

εφαρµογή της µεθόδου.  

 

Ας   υποθέσουµε   ότι   κάθε   κορυφή  i απεικονίζεται   από   τις  πολικές 
συντεταγµένες της (θi,ρi), όπου θi είναι η γωνία και ρi το µήκος της 
ακτίνας. 

Προσδιορίζουµε   µια  τιµή   θi* =0 αυθαίρετα  σε  µια  κορυφή i* και 
υπολογίζουµε τις γωνίες που αποµένουν και οι οποίες έχουν κέντρο το 0 

από την αρχική ακτίνα (0,i*). Τέλος τοποθετούµε τις κορυφές σε 
αύξουσα σειρά µε βάση την γωνία θi. 
 

Βήµα 1 (Προσδιορισµός αρχικής διαδροµής) 

∆ιάλεξε ένα µη χρησιµοποιούµενο όχηµα k.  

 

Βήµα 2 (Κατασκευή διαδροµής) 

Αρχίζοντας από την κορυφή που δεν ανήκει στην διαδροµή η οποία 

έχει την µικρότερη γωνία, ανέθεσε κορυφές στο όχηµα k έτσι ώστε να µην 

υπερβείς την χωρητικότητα του ή το µήκος της διαδροµής. Αν αποµένουν 

και άλλες κορυφές που δεν ανήκουν στην διαδροµή επέστρεψε στο Βήµα 

1. 

Βήµα 3 (Βελτιστοποίηση της διαδροµής): 

Βελτιστοποίησε ξεχωριστά κάθε διαδροµή λύνοντας το αντίστοιχο TSP. 
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4.9  Η διαδικασία του πλησιέστερου γείτονα. 

Σε αυτή την ευρετική µέθοδο, ο πωλητής ξεκινά από κάποια πόλη και 

µετά επισκέπτεται την πόλη που είναι πλησιέστερη στην αρχική. Από εκεί, 

επισκέπτεται την πλησιέστερη πόλη που δεν έχει ακόµη επισκεφτεί, µέχρις 

ότου όλες οι πόλεις περιληφθούν στην διαδροµή του, και τότε επιστρέφει 

στην αρχική πόλη. 

Βήµα 1: Ξεκινά µε οποιονδήποτε κόµβο ως το σηµείο εκκίνησης της 

διαδροµής. 

Βήµα 2: Βρες κόµβο, που δεν περιλαµβάνεται ήδη στη διαδροµή, που είναι 

ο πλησιέστερος στον τελευταίο κόµβο, που προστέθηκε στη διαδροµή. 

Πρόσθεσε τον στη διαδροµή. 

Βήµα 3: Επανέλαβε το Βήµα 2 µέχρις ότου όλοι οι κόµβοι ανήκουν στη 

διαδροµή. Μετά, ένωσε τον πρώτο και τον τελευταίο κόµβο της διαδροµής. 

Ο αλγόριθµος του πλησιέστερου γείτονα είναι πολυπλοκότητας µεγέθους 

Ο(n2). 

4.10 ∆ιαδικασίες εισαγωγής. 

Η διαδικασία εισαγωγής παίρνει µια υποδιαδροµή κόµβων και 

προσπαθεί να προσδιορίσει ποιος κόµβος (που δεν περιλαµβάνεται ήδη στη 

διαδροµή) πρέπει να περιληφθεί ως επόµενος στη διαδροµή (το βήµα 

επιλογής) και µετά καθορίζεται σε ποιο σηµείο της διαδροµής πρέπει να 

συµπεριληφθεί (το βήµα εισαγωγής). Ο πιο γνωστός από αυτούς τους 

αλγορίθµους είναι ο αλγόριθµος της πλησιέστερης εισαγωγής: 

Βήµα 1: Ξεκίνα µε ένα υπογράφηµα που περιλαµβάνει µόνο έναν κόµβο, 

ας πούµε τον i. 

Βήµα 2: Βρες τον κόµβο k, τέτοιο ώστε το cik να είναι το ελάχιστο και 
σχηµάτισε την υποδιαδροµή i-k-i. 

 
Βήµα 3 (Επιλογή): Με δεδοµένη µια υποδιαδροµή, βρες τον κόµβο k, 

που δεν περιλαµβάνεται στην υποδιαδροµή, που είναι πλησιέστερος σε 

όποιον κόµβο της υποδιαδροµής. 

Βήµα 4 (Εισαγωγή): Βρες το τόξο (i,j) στην υποδιαδροµή που 
ελαχιστοποιεί cik+ckj-cij. Εισήγαγε τον k µεταξύ των i και j . 
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Βήµα 5: Πήγαινε στο Βήµα 3 εκτός εάν έχει σχηµατιστεί ένας κύκλος 

Hamilton. Η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου είναι µεγέθους Ο(n2). 

Παρόµοια µε την διαδικασία πλησιέστερης εισαγωγής είναι της 

φθηνότερης εισαγωγής, της τυχαίας εισαγωγής, της µακρύτερης 

εισαγωγής, της γρηγορότερης εισαγωγής και ο αλγόριθµος του κυρτού 

πολύεδρου. 

 

4.11  Βελτιώνοντας τους ευρετικούς αλγορίθµους τοπικής 

αναζήτησης 

Ένας αλγόριθµος τοπικής έρευνας έχει πεδίο έρευνας µια γειτονιά 

ερευνητικών διαδικασιών. Με δεδοµένη διαδροµή ο αλγόριθµος εξετάζει 

όλες τις διαδροµές που είναι γειτονικές σε αυτή και προσπαθεί να βρει µια 

πιο σύντοµη. Ο ορισµός «γειτονικός» διαφέρει µε τις λεπτοµέρειες του 

εκάστοτε ευρετικού τοπικής έρευνας. Η γενική διαδικασία έχει ως εξής: 

Ξεκινώντας από µια αρχική διαδροµή, επιλεγµένη τυχαία ή δηµιουργηµένη 

από κάποιον άλλο ευρετικό, εάν δεν υπάρχει γειτονική διαδροµή που να 

είναι συντοµότερη από την αρχική, η διαδικασία σταµατά. Η αρχική 

διαδροµή είναι ένα τοπικό βέλτιστο όσον αφορά την επιλεγµένη γειτονιά. 

Αλλιώς, µια συντοµότερη διαδροµή από την αρχική χρησιµοποιείται σαν 

σηµείο εκκίνησης, και η διαδικασία επαναλαµβάνεται. Η µέθοδος πρέπει 

κάποτε να τερµατίσει καθώς υπάρχει µόνο ένας πεπερασµένος αριθµός 

δυνατών διαδροµών. 

Μια γειτονιά Ν για ένα πρόβληµα (S,f), όπου S είναι το σύνολο 

των εφικτών σηµείων και f είναι η αντικειµενική συνάρτηση, µπορεί να 

οριστεί ως µια χαρτογράφηση από την S στο δυναµικό της σύνολο, π.χ. Ν: 
S 2S. Το Ν(S) καλείται η γειτονιά του s∈S, και περιέχει όλες τις λύσεις 

που µπορούν να προσεγγιστούν από το s µε µια µόνο κίνηση. Εδώ, η 

έννοια της µιας κίνησης είναι αυτή ενός τελεστή ο οποίος µετατρέπει µια 

λύση σε µια άλλη µε λίγες τροποποιήσεις. Μια λύση x καλείται τοπικό 

ελάχιστο του f αναφορικά µε την γειτονιά Ν εάν f(x)≤f(y),∀y∈N(x). 

 

Μια τοπική έρευνα ή βελτίωση αλγορίθµου ξεκινάει µε µια τυχαία 

λύση και καταλήγει σε ένα τοπικό ελάχιστο όπου δεν είναι δυνατή καµιά 

περαιτέρω βελτίωση. Υπάρχουν πολλοί διαφορετικοί τρόποι για να 

υλοποιηθεί η τοπική έρευνα. Οι καλύτεροι γνωστοί βελτιωτές ευρετικών για 

το TSP και το VRP είναι οι ευρετικοί της ανταλλαγής ακµών. Οι ευρετικοί 2-

βέλτιστο και 3-βέλτιστο παρουσιάστηκαν από τον Lin και ο ευρετικός LK 

παρουσιάστηκε από τους Lin Kernigham. Για ένα δεδοµένο k, εάν ορίσουµε 
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µια k-ανταλλαγή να είναι η διαγραφή k ακµών από µια διαδροµή και η 

αντικατάσταση τους από k άλλες ακµές, που δεν περιέχονται στη 

διαδροµή, τότε λέγεται ότι µια διαδροµή είναι k-βέλτιστη εάν δεν υπάρχει η 

δυνατότητα για περαιτέρω βελτίωση του µέσω k -ανταλλαγών. 

 

 

4.12 Η µέθοδος 2-βελτίστου 

Η διαδικασία του 2-βελτίστου, γενικά, αποτελείται από την απαλοιφή 

δύο ακµών και την επανασύνδεση των δύο τελικών διαδροµών 

προκειµένου να ληφθεί µια καινούρια διαδροµή. Η διαδικασία του 2-

βελτίστου παρουσιάστηκε από τον Lin για το TSP. 

Βήµα 1: Ας ονοµαστεί Τ η τρέχουσα διαδροµή. 

Βήµα 2: Για κάθε κόµβο i=1,2,…n εξέτασε όλες τις κινήσεις του 2-

βελτίστου που εµπλέκουν την ακµή µεταξύ του i και του επόµενου του 
στη διαδροµή. Εάν είναι δυνατόν να µικρύνει το µήκος της διαδροµής µε 

αυτό τον τρόπο, τότε επέλεξε µια τέτοια κίνηση 2-βελτίστου και ενηµέρωσε 

το Τ. 

Βήµα 3. Εάν καµία κίνηση βελτίωσης δεν µπορεί να βρεθεί, τότε σταµάτα. 

Στην χείριστη περίπτωση, µπορεί µόνο να εγγυηθεί ότι µια βελτιωτική 

κίνηση µειώνει το µήκος της διαδροµής τουλάχιστον κατά µια µονάδα. ∆εν 

µπορεί να δοθεί κανένας πολυωνυµικός περιορισµός χείριστης περίπτωσης 

για τον αριθµό των επαναλήψεων ώστε να προσεγγισθεί το τοπικό 

βέλτιστο. Ελέγχοντας εάν µια βελτιωτική 2-βελτίστου κίνηση υπάρχει 

καταναλώνει χρόνο τάξεως Ο(n2) . 

4.13  Η µέθοδος 3-βελτίστου 

Ο ευρετικός 3-βελτίστου είναι αρκετά όµοιος µε τον 2-βελτίστου αλλά 

παρουσιάζει µεγαλύτερη ελαστικότητα στην τροποποίηση της υπάρχουσας 

διαδροµής, επειδή χρησιµοποιεί µια µεγαλύτερη γειτονία. Η διαδροµή 

διακόπτεται σε τρία κοµµάτια αντί για δύο. Υπάρχουν οκτώ τρόποι για να 

συνδεθούν οι τελικές τρεις διαδροµές προκειµένου να σχηµατισθεί µια 

διαδροµή. Υπάρχουν 8 τρόποι να απαλειφθούν τρεις ακµές από µια 

διαδροµή. 
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4.14   Or-βέλτιστο 

Η διαδικασία του Or-βέλτιστου, γνωστή ως ευρετικός ανταλλαγής 

κόµβων, παρουσιάστηκε για πρώτη φορά από τον Or. Απαλείφει µια 

ακολουθία από µέχρι τρεις γειτονικούς κόµβους και τους εισάγει σε µια 

άλλη θέση µέσα στην ίδια διαδροµή. Ο Οr-βέλτιστο µπορεί να θεωρηθεί ως 

µια ειδική περίπτωση του 3-βέλτιστου (αντικατάσταση τριών τόξων) όπου 

τρία τόξα αφαιρούνται και αντικαθίστανται από άλλα τρία τόξα. Όταν 

διαγράφεται µια αλυσίδα από συνεχόµενους κόµβους στον Or-βέλτιστο, 

δύο τόξα διαγράφονται, και το τρίτο απαλείφεται όταν εισάγεται η αλυσίδα 

πάλι στην διαδροµή. Ωστόσο, ο αριθµός των δυνατών Οr-ανταλλαγών είναι 

πολύ µικρότερος από αυτό των δυνατών του 3-βέλτιστου. Ο Οr-βέλτιστος 

φαίνεται επίσης να παράγει βελτιωµένες λύσεις ισοδύναµης ποιότητας µε 

τις λύσεις που παράγει η 3-βέλτιστο, ενώ απαιτεί σηµαντικά λιγότερο 

υπολογιστικό χρόνο. Ο αλγόριθµος Οr-βέλτιστο µπορεί να περιγραφεί ως 

ακολούθως:  

Βήµα 1: Θεώρησε µια αρχική διαδροµή και θέσε t=1 και s=3. 

Βήµα 2: Αφαίρεσε από τη διαδροµή µια αλυσίδα από s συνεχόµενους 

κόµβους, ξεκινώντας µε τον κόµβο στην θέση t και διστακτικά εισήγαγε 

την ανάµεσα σε όλα τα εναποµείναντα ζεύγη συνεχών κόµβων της 

διαδροµής. 

Βήµα 2.1: Εάν η διστακτική εισαγωγή µειώνει το κόστος της διαδροµής, 

υλοποίησε την άµεσα, προσδιορίζοντας έτσι µια καινούρια διαδροµή, θέσε 
i=1 και επανέλαβε το Βήµα 2. 

 
Βήµα 2.2: Εάν καµία διστακτική εισαγωγή δεν µειώνει το κόστος της 

διαδροµής, θέσε t=t+1. Εάν t=n+1 τότε συνέχισε µε το Βήµα 3, αλλιώς 

επανέλαβε το Βήµα 2. 

Βήµα 3. Θέσε t=1 και s=s-1. Εάν s>0 πήγαινε στο Βήµα 2, αλλιώς 

σταµάτα. 
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ΤΟ ΛΟΓΙΣΜΙΚΟ LINGO 
 

  
5.1    Γραµµικός Προγραµµατισµός 

Το αντικείµενο του γραµµικού προγραµµατισµού είναι η κατανοµή 

περιορισµένων πόρων ανάµεσα σε διάφορες ανταγωνιστικές 

δραστηριότητες κατά τον βέλτιστο δυνατό τρόπο. Για την επίλυση 

προβληµάτων γραµµικού προγραµµατισµού χρησιµοποιείται ένα 

µαθηµατικό µοντέλο το οποίο αποτελείται από µεταβλητές απόφασης, µια 

αντικειµενική συνάρτηση και ένα σύνολο περιορισµών. Μεταβλητές ενός 

προβλήµατος γραµµικού προγραµµατισµού είναι οι δραστηριότητες που 

µπορούµε να αναπτύξουµε σε ποσότητες που πρόκειται να 

προσδιορισθούν µε τη λύση του προβλήµατος. Η αντικειµενική συνάρτηση 

εκφράζει το αντικείµενο το οποίο επιθυµούµε να βελτιστοποιήσουµε. Οι 

περιορισµοί είναι ένα σύνολο αλγεβρικών ανισοτήτων ή ισοτήτων οι οποίοι 

εκφράζουν τους περιορισµούς του προβλήµατος. 

Το µοντέλο αυτό ονοµάζεται µοντέλο Γραµµικού Προγραµµατισµού διότι: 

• Η αντικειµενική συνάρτηση και οι περιορισµοί είναι γραµµικές συναρτή-

σεις ως προς τις άγνωστες µεταβλητές. 

• Οι άγνωστες µεταβλητές είναι συνεχείς, δηλαδή µπορούν να πάρουν 

οποιαδήποτε τιµή σε ένα διάστηµα πραγµατικών αριθµών. 

 

5.2    L I N G O 

 

Το πρόβληµα που καλούµαστε να επιλύσουµε είναι γραµµικό και θα 

γίνει µε την βοήθεια του λογισµικού LINGO. Το πρόγραµµα LINGO είναι 

ένα λογισµικό πακέτο, φιλικό προς το χρήστη που µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί για την µοντελοποίηση και την επίλυση γραµµικών, 
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ακέραιων, τετραγωνικών και µη γραµµικών προβληµάτων 

προγραµµατισµού. Μπορεί να χρησιµοποιηθεί σε αρκετές περιοχές όπως 

στον χρονοπρογραµµατισµό, στις µεταφορές, στην χρηµατοοικονοµική 

διοίκηση, στον προγραµµατισµό πληρωµάτων, ακόµα και σε βιοµηχανικές 

φαρµογές όπου προβλήµατα βελτιστοποίησης χρειάζεται να επιλυθούν. 

 

λάδου φράγµατος Branch & Bound, την οποία παρουσιάζουµε παρακάτω. 

5.3  Η µέθοδος Branch & Bound 

ε

 

 Tο LINGO επιλύει τα προβλήµατα, µε την χρήση της µεθόδου

κ

 
 

Μια από τις προϋποθέσεις εφαρµογής του συνεχούς γραµµικού 

προγραµµατισµού (γ.π.) είναι η διαιρετότητα των µεταβλητών απόφασης. 

Σε ένα κλασικό (συνεχές) γραµµικό πρόγραµµα, οι µεταβλητές µπορούν να 

πάρουν οποιαδήποτε πραγµατική τιµή, του τύπου 7,5 κιλά, 0,75 ώρες, 3,5 

χιλιάδες € κλπ. Υπάρχει όµως σηµαντικός αριθµός προβληµάτων γ.π. στα 

οποία όλες οι µεταβλητές, ή µερικές από αυτές, υποχρεούνται να πάρουν 

µόνο ακέραιες τιµές. Τέτοιες µεταβλητές είναι, για παράδειγµα, αυτές που 

δηλώνουν αριθµό εργατών, αριθµό εργοστασιακών µονάδων, αποφάσεις 

χρηµατοδότησης ή µη χρηµατοδότησης ενός έργου, κλπ. 

Τα προβλήµατα του γ.π. στα οποία όλες ανεξαίρετα οι µεταβλητές 

απόφασης περιορίζονται να πάρουν ακέραιες τιµές εµπίπτουν στο πεδίο 

του ακέραιου γραµµικού προγραµµατισµού. Εκείνα στα οποία ο 

περιορισ ός ακεραιότητας δεν ισχύει για όλες τις µεταβλητές, αλλά για µ  

µερικές από αυτές, ονοµάζονται προβλήµατα µικτού γραµµικού 

προγραµµατισµού. 

Μια απλή µέθοδος επίτευξης «ακέραιης λύσης» σε ένα πρόβληµα 

ακέραιου γ.π. συνίσταται στο να επιλυθεί αυτό µε τη συνηθισµένη µέθοδο 

simplex για συνεχή γ.π. και εν συνεχεία, να στρογγυλευθούν στον 

πλησιέστερο ακέραιο οι τιµές των µεταβλητών οι οποίες παίρνουν ρητές 

τιµές (µη ακέραιες). Μία τέτοια διαδικασία είναι πολύ επικίνδυνη, όσο απλή 

κι αν φαίνεται, γιατί µπορεί να καταλήξει είτε σε υποβέλτιστες λύσεις, 

κατώτερες δηλαδή της πραγµατικά βέλτιστης ακέραιης λύσης, είτε σε 

λύσεις µη πραγµατοποιήσιµες, που παραβιάζουν δηλαδή τουλάχιστον έναν 

από τους περιορισµούς του προβλήµατος. 

Σε περιπτώσεις που οι µεταβλητές απόφασης ενός γ.π. είναι 

φραγµένες, παίρνουν δηλαδή περιορισµένο αριθµό ακέραιων τιµών, οι 

ιδεώδεις µέθοδοι επίλυσης ακέραιων .π. είναι οι µέθοδοι τύπου κλάδου και γ

φράγµατος Branch & Bound, οι οποίες στηρίζονται σε µια έµµεση 
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απαρίθµηση των δυνατών ακέραιων λύσεων που επιδέχεται το πρόβληµα. 

Μια τέτοια γενική µέθοδος για καθαρά ακέραια γ.π. παρουσιάζεται στην 

επόµενη παράγραφο. 

Ας θεωρήσουµε το π

t
ρόβληµα µεγιστοποίησης: 

[max] z = c x 
υ.π. 

+x∈A={x∈Rl/Ax≤b, x≥0, και x∈Z }    
 

Η γενική µέθοδος κλάδου και φράγµατος µπορεί να αναπτυχθεί στα εξής 

τέσσερα στάδια: 

Στάδιο 1: 

Επιλύεται το πρόβληµα του ακέραιου γ.π. µε την γνωστή µέθοδο simplex 

χωρίς περιορισµούς ακεραιότητας των µεταβλητών απόφασης. 

Στάδιο 2:  

Εάν η λύση που επιτεύχθηκε στο Στάδιο 1, ικανοποιεί τους περιορισµούς 

ακεραιότητας των µεταβλητών, η λύση αυτή είναι η ζητούµενη: Τέλος. Εάν 

η λύση δεν ικανοποιεί τους περιορισµούς ακεραιότητας, καθορίζεται ενδε-

χοµένως µια πρώτη ακέραιη λύση (συνήθως µετά από στρογγυλεύσεις), 

της οποίας η τιµή Ζ αποτελεί το αρχικό κάτω φράγµα. Πήγαινε στο Στάδιο 

3. 

 

Στάδιο 3:  

Το σύνολο των πραγµατοποιήσιµων µη ακέραιων λύσεων διακλαδίζεται σε 

δύο υποσύνολα (υποπροβλήµατα), εισάγοντας αλληλοαποκλειόµενους πε-

ριορισµούς οι οποίοι απαιτούνται για να ικανοποιήσει τον περιορισµό 

ακεραιότητας µια βασική µεταβλητή µε ρητή τιµή. άν ηλαδή η βέλτιστη Ε δ  

λύση του .πγ ε η  ή  . ίναι  x*=(x1*,x2*,…,xl*) και η τιµ  xi* της  

µεταβλητής xi δεν είναι ακέραιη,δηµιουργούνται τα εξής δύο 

υποπροβλήµατα: 

Υποπρόβληµα Α:  

t[max] z = c x 
υ.π. 
x∈A & xi ≤[xi*] 
 

Υποπρόβληµα Β:  

t[max] z = c x 
υ.π. 
x∈A & xi ≥[xi*]+1
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όπου [xi*] είναι το ακέραιο µέρος του ρητού αριθµού xi*. 
 

Στάδιο 4:  

Για κάθε υποσύνολο λύσεων, η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης της 

βέλτιστης µη ακέραιης λύσης ορίζεται ως το άνω φράγµα. Η τιµή της αντι-

κειµενικής συνάρτησης της καλύτερης µέχρι τώρα ακέραιης λύσης ορίζεται 

ως το κάτω φράγµα. Εκείνα τα υποσύνολα των οποίων τα άνω φράγµατα 

είναι κατώτερα από το ισχύον κάτω φράγµα δεν εξετάζονται για περαιτέρω 

διακλάδωση. Εάν υπάρχει πραγµατοποιήσιµη ακέραιη λύση µε τιµή 

αντικειµενικής συνάρτησης ίση ή µεγαλύτερη του άνω φράγµατος κάθε 

υποσυνόλου, η λύση αυτή αποτελεί τη βέλτιστη λύση του ακεραίου γ.π. 

Εάν όχι, επιλέγεται ένα υποσύνολο µε το καλύτερο άνω φράγµα για 

περαιτέρω διακλάδωση. Πήγαινε στο Στάδιο 3. 

Παρατηρήσεις 

1. Η επιλογή της αρχικής ακέραιης λύσης στο Στάδιο 2 δεν είναι 

υποχρεωτική, είναι όµως πολύ σηµαντική για τη διαδικασία εφαρµογής 

της µεθόδου, διότι όσο πιο υψηλό είναι το αρχικό κάτω φράγµα τόσο 

πιο γρήγορα θα συγκλίνει ο αλγόριθµος. Σε µερικές περιπτώσεις 

µάλιστα, δεν είναι απλή υπόθεση ο καθορισµός µιας καλής αρχικής 

λύσης. 

2. Η µεθοδολογία κλάδου και φράγµατος υλοποιείται από πληθώρα 

αλγορίθµων οι οποίοι διαφοροποιούνται ως προς τον τρόπο επιλογής 

του αρχικού κάτω φράγµατος (Στάδιο 2) καθώς και την εκάστοτε 

επιλογή της µεταβλητής στην οποία βασίζεται η διακλάδωση του 

Στάδιο 2. 

που δεσµεύονται

του 0-1 ακ υ έχου

i  ή 1 οι ιουργού

i i

3. Η µεθοδολογία µπορεί κάλλιστα να εφαρµοστεί σε προβλήµατα µικτού 

γ.π., αρκεί να πραγµατοποιηθούν οι απαραίτητες διακλαδώσεις για τις 

µεταβλητές  να πάρουν ακέραιες τιµές. Στην 

περίπτωση έραιου γ.π., όπο µε µόνο δίτιµες 

µεταβλητές x =0  διακλαδώσεις δηµ ν υποπροβλήµατα 

µε περιορισµούς x =0 (υποπρόβληµα Α), x =1 (υποπρόβληµα Β). 

Εξυπακούεται ότι θα επακολουθήσει αντικατάσταση των µεταβλητών 

αυτών στην περαιτέρω επίλυση των γ.π. στο πλαίσιο του Σταδίου 4. 

4. Στα υποπροβλήµατα που προβλέπει για επίλυση το στάδιο 3 έχουµε 

κατ' επανάληψη προσθήκη περιορισµού. 
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ασφάλεια, συστήµατα ψηφιακών εκτυπώσεων, 

καταναλωτικά προϊόντα.  

Καταναλωτικού τοµέα, καθώς και προϊόντα του τοµέα 

ατασκευών.  

Η εταιρία 
 

 

H Αµερικανική εταιρεία κατασκευών η οποία εδρεύει στις 

Ηνωµένες Πολιτείες, είναι µία από τις 30 βιοµηχανικές εταιρείες που 

διαµορφώνουν τον χρηµατιστηριακό δείκτη Dow Jones. Σηµειώνει ετήσιες 

πωλήσεις ύψους $10.000.000.000 και απασχολεί παγκοσµίως 60.000 

εργαζόµενους, οι οποίοι δηµιουργούν, κατασκευάζουν και πωλούν σε 180 

χώρες περισσότερα από 45.000 προϊόντα υψηλής τεχνολογίας. Τα 

προϊόντα καινοτοµίας της πηγάζουν από 30 «τεχνολογικές πλατφόρµες» οι 

οποίες εκτείνονται σε διάφορους τοµείς: τηλεπικοινωνίες, διαχείριση 

φωτισµού, ιατρική, βιοµηχανία (κόλλες, ταινίες, λειαντικά, εφαρµογές 

microreplication), οδική 

 

Η ελληνική θυγατρική εταιρία ιδρύθηκε το 1970. ∆ιακινεί την πλήρη 

σειρά των προϊόντων της µητρικής της και προσφέρει τις υπηρεσίες της 

στην Ελλάδα και την Κύπρο. Τα κεντρικά γραφεία της βρίσκονται στην 

Αττική. Οι πελάτες της Βόρειας Ελλάδας εξυπηρετούνται από το Κέντρο 

Εξυπηρέτησης Πελατών που βρίσκεται στη Θεσσαλονίκη. H εταιρεία 

απασχολεί 150 άτοµα, εξυπηρετεί δε τους πελάτες της µέσω τεσσάρων 

εµπορικών διευθύνσεων στις οποίες υπάγονται προϊόντα του Βιοµηχανικού, 

Ιατρικού και 

Κ
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6.1 Η διαδικασία εισαγωγής προϊόντων από το εξωτερικό στην 

κεντρ

κ

ί  

αποστέλλονται στις κεντρικές 

ποθήκες της Μάνδρας. Από την Μάνδρα τελικά διανέµονται τα 

µπορεύµατα σε όλη την υπόλοιπη χώρα.  

   

Σχήµα 6.1

ική αποθήκη της Μάνδρας.  
 

Η εταιρία διαθέτει 5 εργοστάσια στην Ευρώπη. Η ελληνική θυγατρική 

εταιρία παραγγέλλει προϊόντα από τα ίδια τα εργοστάσια τα οποία στη 

συνέχεια στέλνουν τα εµπορεύµατα σε κεντρική αποθήκη της Ιταλίας. Το 

πλήθος των παραγγελιών ενός µήνα αθορίζεται από τις πωλήσεις 

παλαιότερων ετών για τον διο µήνα. Από εκεί, µόλις συλλεχθούν όλα τα 

προϊόντα µε προορισµό την Ελλάδα, 

α

ε

 

 

  

 
 

ΙΤΑΛΙΑ
ΠΑΡΑΓΓΕΛΙΑ

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ΜΑΝ∆ΡΑ
 
 

 
 
 

Η παραπάνω διαδικασία όµως είχε ένα µεγάλο µειονέκτηµα για την 

εταιρία: οι παραγγελίες στην Ελλάδα έφταναν µε καθυστέρηση που πολλές 

φορές ξεπερνούσε τις 20 ηµέρες. Για αυτόν το λόγο είχε τεθεί απόθεµα 

ασφαλείας για κάθε ένα από τα προϊόντα το οποίο και αυτό δηµιουργούσε 

συχνά υψηλό απόθεµα µε άµεσο κίνδυνο την µη προώθηση του προϊόντος  

στην αγορά. Για να αντιµετωπίσει η εταιρία την υπάρχουσα κατάσταση 

ολοκλήρωσε πριν από λίγους µήνες ένα λογισµικό το οποίο µέσω δικτύου 
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δίνει πλέον παραγγελίες αυτόµατα χωρίς ην επέµβαση κάποιου ρήστη. Οι 

παραγγελίες αποστέλλονται στην κεντρική αποθήκη της Ιταλίας χωρίς να 

ενηµερώνονται άµεσα τα εργοστάσια της Ευρώπης. Στην Ιταλία το 

προσωπικό αναλαµβάνει την ευθύνη της επικοινωνίας µε τα εργοστάσια για 

την παρασκευή των ζη

 τ χ

τούµενων προϊόντων και την αποστολή τους εκεί. 

Για να γίνει µία παραγγελία ενός προϊόντος, το λογισµικό επεξεργάζεται 

δύο 
 

1. η την πορεία των 

ενο µήνα. 

2. Τις προβλεπόµενες πωλήσεις για τον αντίστοιχο µήνα µε την χρήση 

ε βάση αυτά τα δεδοµένα το λογισµικό αποφασίζει για τον ακριβή αριθµό 

ων προϊόντων που θα παραγγείλει στην Ιταλία.  
 
 
 

 

ειδών δεδοµένα:  

Τις  πωλήσεις των τελευταίων 6 µηνών. Με βάσ

πωλήσεων τους τελευταίους 6 µήνες το λογισµικό αποφασίζει για 

το πλήθος των παραγγελιών τον επόµ

µαθηµατικών µοντέλων πρόβλεψης. 

 

Μ

τ

ΙΤΑΛΙΑ

ΜΑΝ  
 

∆ΡΑ

Σχήµα 6.2 
  
 Το όφελος από τη νέα διαδικασία είναι πολύ σηµαντικό παρόλο που 

το κόσ γκεκριµένα: 

 

τος παραγγελίας πλέον αυξάνεται κατά 4,5%. Πιο συ

   Οι παραγγελίες λαµβάνονται εντός 10 ηµερών 

   Οι ποσότητες των αποθεµάτων µειώνονται. 
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Τελικά, ενώ µέχρι πριν η εταιρία προµηθευόταν το 15% των 

προϊόντων της από τις αποθήκες της Ιταλίας, πλέον αυτό το ποσοστό έχει 

ανέλθει στο 65%. Η µεγάλη αυτή αύξηση δείχνει απ΄ τη µια το πόσο 

υλειά έχει προσφέρει το λογισµικό και απ΄ την άλλη το πόσο 

ξυπνη κίνηση έκανε η εταιρία  µε την δηµιουργία αυτού του λογισµικού. 

6.2  ∆

 

καταστροφή, γίνεται προσπάθεια να διοχετευθούν στην αγορά (π.χ. µέσω 

 αποκοµιστεί έστω και ένα µικρό κέρδος. 

 

Τ
 
 Stock: ε

ε

ήσεις τους τον τελευταίο χρόνο πρέπει να είναι 

τουλάχιστον $2000. Τα αποθέµατα αυτά είναι για άµεση 

 

 έχει άµεσο αντίκτυπο στην 

ξυπηρέτηση πελατών δηλαδή στο κατά πόσο η εταιρία είναι ακριβής ή όχι 

µε τις 

ή στην αργκό που χρησιµοποιείται: πόσες φορές 

ουµπάρει ένα απόθεµα-. Όσο περισσότερες φορές τόσο καλύτερα. Αυτό 

προκύπτει από τον λόγο: 

                                                

σηµαντική δο

έ
  
 

ιαδικασία ελέγχου-κατάταξης αποθεµάτων 
 

Η εταιρία για να αποφύγει την συγκέντρωση υψηλής ποσότητας 

αποθέµατος, εφαρµόζει ανά µήνα ελέγχους κατά τους οποίους γίνεται 

κατηγοριοποίηση των αποθεµάτων. Μέσω της κατηγοριοποίησης προκύπτει 

ποια αποθέµατα κινούνται γρήγορα5 και ποια πιο αργά. Τα τελευταία έχουν 

τον κίνδυνο να µην προωθηθούν στην αγορά και ορισµένες φορές να 

οδηγούνται σε καταστροφή, πράγµα που όπως είναι κατανοητό καµία 

επιχείρηση δεν επιθυµεί να συµβεί. Για να µην οδηγηθούν στην 

κάποιας προσφοράς), έτσι ώστε να

α αποθέµατα κατατάσσονται σε: 

ίναι τα αποθέµατα τα οποία µέσα στο τελευταίο 6µηνο, έχουν 

παραγγελθεί 3 φορές από 3 διαφορ τικούς πελάτες, καθώς 

επίσης οι πωλ

εξυπηρέτηση. 
 
Non-stock: όταν δεν ισχύουν οι προϋποθέσεις για να είναι stock. 
 

Στην περίπτωση των stock γίνεται ένα counter balance δηλαδή ένας 

έλεγχος για το εάν υπάρχει στην αποθήκη το απόθεµα που αρχικά έχει 

υπολογιστεί ότι θα υπάρχει εκεί. Αυτό

ε

παραγγελίες και τις παραδόσεις. 

 

Ένας άλλος έλεγχος είναι ο έλεγχος υγείας αποθέµατος. Σε αυτόν 

ελέγχεται πόσες φορές το µήνα αδειάζει και γεµίζει η αποθήκη µε ένα 

συγκεκριµένο απόθεµα –

τ

 
5 ∆ηλαδή ο χρόνος παραµονής τους στην αποθήκη είναι µικρός.  
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.χ. 
 

      

 
π

  IAN ΦΕΒ ΜΑΡ 

ΠΩΛΗΣΕΙΣ 12000 13000 15000 
ΚΟΣΤΟΣ (COST OF GOOD SOLD) 10000 
ΑΠΟΘΕΜΑ 3000 3500 2400 

8000 9000 

 
 

 

25,11
2400

1000090008000
=

++
=     turns  inventory ΜΑΡΤΙΟΥ  

 
 
Επιπλέον ορίζονται τα n n working inventories (µη υγιή αποθέµατα) τα 

οποία δεν πρέπει να είναι µεγαλύτερα από το 3% του 

o

συνολικού 

ποθέµατος. Σε αυτήν την κατηγορία µπορούν να ανήκουν τα: 
 

Stock:  12 µήνες,       

οπότε και χαρακτηρίζεται ως dead και καταστρέφεται. 

Non-stock:  

ι α ι 

στηµα 7-12 µήνες τότε προτιµάται η 

καταστροφή τους. 

.3 Ενέργειες για την εύρεση βέλτιστης ποσότητας αποθεµάτων 

 

Τελικά εµπορεύσιµα προϊόντα 

α

όταν το προϊόν δεν έχει πωλήσεις τους τελευταίους 

 

όταν το προϊόν δεν πωλείται τον τελευταίο µήνα. Όταν 

κάποιο προϊόν δεν πωλείται σε δ άστηµ  µέχρ 7 µήνες τότε 

χαρακτηρίζεται ως excess, εάν όµως παραµείνουν 

απούλητα για διά

 

 

6

 

α 

 βέλτιστου αριθµού παραγγελίας, ακολουθεί 

  παρακάτω ενέργειες: 

  

1. της κίνησης των αποθεµάτων 

οϊόντων). 

 
 Για να αποφευχθούν υψηλές ποσότητες αποθεµάτων η εταιρία για ν

προχωρήσει στην εύρεση του

τις

Μελέτη ιστορικών στοιχείων 

(προϊόντων και υποπρ
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2. Forecast πωλήσεων. 

∆ιάφορες προωθητικές ενέργειες όπως π.χ. προσφορές, 3. αύξηση της 

4. 

. ποιο ποσοστό των πωλήσεων αποτελούν, 

γιατί έγιναν µη υγιή κλπ. 
  

αραγόµενα προϊόντα ( συµπεριλαµβανοµένων και των Α’ υλών)

ζήτησης του ενός προϊόντος και µείωση κάποιου άλλου. 

Ανάλυση των στοιχείων των µη υγιών αποθεµάτων κυρίως των 

dead και των excess π.χ

 
Π  

Οµοίως οι αντίστοιχες ενέργειες για αυτήν την περίπτωση είναι: 
 

ιχείων πωλήσεων. 

3.  

ος 

ενικοί χρόνοι υστέρησης και 

4. Μελέτη-επαναπροσδιορισµός του lead time.6    

 

 

 

1. Μελέτη ιστορικών στο
2. Forecast πωλήσεων. 

Εφαρµογή προγράµµατος παραγωγής JIT (Just In Time), κατά το

οποίο διατηρούνται πολύ χαµηλά αποθέµατα ασφαλείας, καθώς 

επίσης απαιτούνται µηδέν ελαττωµατικά προϊόντα, µηδέν χρόν

προετοιµασίας, καµία βλάβη, µηδ

µηδενικοί χρόνοι µετακινήσεων. 

 

Q QQ

ΣΗΜΕΙΟ
 ΠΑΡΑΓΓΕΛΙΑΣ

ΑΠΟΘΕΜΑ
ΑΣΦΑΛΕΙΑΣ

LEAD
TIME

IN
VE

N
TO

R
Y

TIME

 
 

Σχήµα 6.3 

                                                

 

 

 

 
6 Χρόνος άφιξης παραγγελίας  
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ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ-Η ΕΠΙΛΥΣΗ 

 

Όπως είχαµε αναφέρει στο 1ο κεφάλαιο, το πρόβληµα της εταιρίας που 

καλ

 

µ

η κάθε µια. 

 Η εύρεση βέλτιστης διαδροµής από την κάθε αποθήκη στις 

αι τα δύο αυτά προβλήµατα θα τα επιλύσουµε µε την βοήθεια του 

.1 Το

ν

κόστος

νολική ζήτηση των 39 πόλεων 

 τον Ιούνιο του 2002-Μάιο 2003) καθώς και οι αποστάσεις µεταξύ 

τους, φαίνονται στους παρακάτω πίνακες: 

 

 
∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑ ΕΠΙΛΥΣΗΣ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΤΗΣ ΕΤΑΙΡΙΑΣ 
 

ούµαστε να επιλύσουµε είναι το εξής: 

 Η εγκατάσταση ενός συγκεκριµένου αριθ ού αποθηκών οι οποίες θα 

εξυπηρετούν συγκεκριµένες πόλεις της χώρας 

αντίστοιχες πόλεις για την ταχύτερη διανοµή. 

 

Κ

λογισµικού LINGO. 

 

7  πρόβληµα της χωροθέτησης. 

 

 Στο συγκεκριµένο πρόβληµα, θα βρούµε ένα συγκεκριµένο αριθµό 

πιθανών αποθηκών, τις οποίες µπορεί α δηµιουργήσει η εταιρία, έτσι ώστε 

αυτές πλέον να εξυπηρετούν τις παραπλήσιες πόλεις, µε αποτέλεσµα το 

µοναδικό υπάρχον µεγάλο δίκτυο να διασπαστεί σε µικρότερα και 

απλούστερα. Κατά την µοντελοποίηση θεωρούµε ότι το  κατασκευής 

και λειτουργίας των αποθηκών είναι το ίδιο για όλες τις πόλεις και είναι 

d=1. Επιπλέον, ο επιθυµητός αριθµός αποθηκών που θέλουµε να 

δηµιουργήσουµε είναι 2. Η µηνιαία και συ

(από
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ΙΟΥΝ ΙΟΥΛ ΑΥΓ ΣΕΠ ΟΚΤ ΝΟΕ ∆ΕΚ ΙΑΝ ΦΕΒ ΜΑΡ ΑΠΡ ΜΑΪ ΣΥΝΟΛΙΚΗ  
ΖΗΤΗΣΗ

Μ .Ο . ΑΝΑ  
ΜΗΝΑ

1 ΑΓΡΙΝΙΟ 214 54 22 249 101 229 70 107 64 158 50 5 1323 110,25
2 ΑΘΗΝΑ 17 13 15 23 27 341 221 153 185 35 58 80 1168 97,33
3 ΑΛΕΞ /ΠΟΛΗ 127 180 128 358 142 201 85 197 96 273 100 59 1946 162,17
4 ΑΜΦΙΣΑ 18 16 8 17 8 14 7 11 10 11 28 6 154 12,83
5 ΑΡΓΟΣ 9 7 155 49 2 3 4 6 6 2 8 3 254 21,17
6 ΑΡΤΑ 185 55 14 62 50 22 30 43 43 65 55 3 627 52,25
7 ΒΕΡΟΙΑ 52 352 78 225 142 218 316 36 130 197 102 66 1914 159,50
8 ΒΟΛΟΣ 71 51 32 65 107 91 43 46 41 85 55 26 713 59,42
9 ΓΡΕΒΕΝΑ 4 1 3 2 2 4 2 1 2 1 2 1 25 2,08

10 ∆ΡΑΜΑ 12 253 2 156 52 6 127 27 138 15 139 3 930 77,50
11 Ε∆ΕΣΣΑ 12 54 26 17 15 85 25 2 1 102 28 42 409 34,08
12 ΗΓΟΥΜΕΝΙΤΣΑ 8 48 12 44 1 19 25 57 17 37 11 1 280 23,33
13 ΘΕΣ /ΝΙΚΗ 1080 900 850 720 655 580 654 600 1112 1084 1214 1351 10800 900,00
14 ΙΩΑΝΝΙΝΑ 208 164 91 303 269 201 84 238 187 387 164 13 2309 192,42
15 ΚΑΒΑΛΑ 37 133 7 170 6 71 3 5 62 87 60 4 645 53,75
16 ΚΑΛΑΜΑΤΑ 118 81 41 146 162 28 2 97 82 103 109 96 1065 88,75
17 ΚΑΡ∆ΙΤΣΑ 102 41 1 92 57 56 89 12 72 29 50 5 606 50,50
18 ΚΑΡΠΕΝΗΣΙ 3 32 7 4 14 16 6 7 20 29 14 10 162 13,50
19 ΚΑΣΤΟΡΙΑ 4 3 4 12 1 2 3 2 1 5 6 4 47 3,92
20 ΚΑΤΕΡΙΝΗ 27 61 37 43 46 116 38 8 153 51 108 1 689 57,42
21 ΚΙΛΚΙΣ 7 1 4 17 19 24 45 20 3 40 22 202 18,36
22 ΚΟΖΑΝΗ 119 134 76 243 122 75 14 165 129 93 188 9 1367 113,92
23 ΚΟΜΟΤΗΝΗ 10 32 10 27 4 34 2 4 15 41 1 5 185 15,42
24 ΚΟΡΙΝΘΟΣ 401 176 48 115 1675 145 119 31 196 59 163 84 3212 267,67
25 ΛΑΜΙΑ 62 70 13 43 35 56 14 49 27 67 281 3 720 60,00
26 ΛΑΡΙΣΑ 297 244 104 485 556 243 659 185 196 135 590 40 3734 311,17
27 ΛΕΥΚΑ∆Α 22 34 14 4 13 31 2 13 2 42 37 5 219 18,25
28 ΛΙΒΑ∆ΕΙΑ 111 106 62 63 77 107 14 13 35 83 78 20 769 64,08
29 ΞΑΝΘΗ 40 152 10 89 12 33 24 41 40 63 53 5 562 46,83
30 ΠΑΤΡΑ 636 2153 270 698 239 640 156 209 614 594 346 80 6635 552,92
31 ΠΟΛΥΓΥΡΟΣ 14 39 1 25 3 5 10 8 2 39 6 2 154 12,83
32 ΠΡΕΒΕΖΑ 2 44 11 8 21 8 4 17 8 3 11 1 138 11,50
33 ΠΥΡΓΟΣ 87 128 8 55 33 10 29 53 60 69 68 9 609 50,75
34 ΣΕΡΡΕΣ 74 15 59 54 51 20 49 30 63 33 76 3 527 43,92
35 ΣΠΑΡΤΗ 87 34 7 73 20 10 3 43 2 6 40 2 327 27,25
36 ΤΡΙΚΑΛΑ 27 127 5 8 85 79 17 42 29 26 103 7 555 46,25
37 ΤΡΙΠΟΛΗ 9 12 1 24 5 13 2 7 3 22 7 14 119 9,92
38 ΦΛΩΡΙΝΑ 1 3 5 4 3 5 4 3 5 2 2 4 41 3,42
39 ΧΑΛΚΙ∆Α 79 119 59 227 214 31 130 9 146 40 38 6 1098 91,50

Πίνακας 7.1 
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ΑΓΡΙΝΙΟ ΑΛΕΞ/ΠΟΛΗ ΑΜΦΙΣΣΑ ΑΡΤΑ ΑΘΗΝΑ ∆ΡΑΜΑ Ε∆ΕΣΣΑ ΦΛΩΡΙΝΑ ΓΡΕΒΕΝΑ ΧΑΛΚΙ∆Α ΗΓΟΥΜΕΝΙΤΣΑ ΙΩΑΝΝΙΝΑ ΚΑΛΑΜΑΤΑ ΚΑΡ∆ΙΤΣΑ ΚΑΡΠΕΝΗΣΙ ΚΑΣΤΟΡΙΑ ΚΑΤΕΡΙΝΗ

ΑΓΡΙΝΙΟ 0 766 172 86 282 574 461 434 338 303 192 163 295 223 116 367 357
ΑΛΕΞ/ΠΟΛΗ 766 0 712 779 854 212 427 497 529 802 792 702 1055 550 650 535 411
ΑΜΦΙΣΣΑ 172 712 0 257 199 520 520 429 277 147 363 334 331 161 151 347 303
ΑΡΤΑ 86 779 257 0 367 587 375 348 252 388 115 77 380 252 202 281 370
ΑΘΗΝΑ 282 854 199 367 0 662 568 571 419 7 473 444 255 303 293 489 445
∆ΡΑΜΑ 574 212 520 587 662 0 235 305 337 610 600 510 863 358 458 343 219
Ε∆ΕΣΣΑ 461 427 424 375 566 235 0 70 138 514 380 298 767 262 362 108 123
ΦΛΩΡΙΝΑ 434 497 429 348 571 305 70 0 138 519 353 271 728 254 361 67 193
ΓΡΕΒΕΝΑ 338 529 277 252 419 337 138 138 0 367 265 175 620 116 223 70 192
ΧΑΛΚΙ∆Α 303 802 147 388 77 610 514 519 367 0 494 485 294 251 241 437 393

ΗΓΟΥΜΕΝΙΤΣΑ 192 792 363 115 473 600 380 353 265 494 0 96 486 265 308 286 383

ΙΩΑΝΝΙΝΑ 163 702 334 77 444 510 298 271 175 465 96 0 457 175 279 204 293
ΚΑΛΑΜΑΤΑ 295 1055 331 380 255 863 767 728 620 294 486 457 0 504 411 690 646
ΚΑΡ∆ΙΤΣΑ 223 550 161 252 303 358 262 254 116 251 265 175 504 0 107 186 141
ΚΑΡΠΕΝΗΣΙ 116 650 151 202 293 458 362 361 223 241 308 279 411 107 0 293 241
ΚΑΣΤΟΡΙΑ 367 535 347 281 489 343 108 67 70 437 286 204 690 186 293 0 220
ΚΑΤΕΡΙΝΗ 357 411 303 370 445 219 123 193 192 393 383 293 646 141 241 220 0
ΚΑΒΑΛΑ 589 177 535 602 677 38 250 320 352 625 615 525 878 373 473 358 234
ΚΙΛΚΙΣ 456 369 402 469 544 173 103 173 219 492 482 392 745 240 340 211 101

ΚΟΜΟΤHΝΗ 700 66 646 713 788 146 361 431 463 736 726 636 989 464 584 469 345
ΚΟΡΙΝΘΟΣ 202 884 221 287 84 692 596 601 449 123 393 364 175 333 323 519 475
ΚΟΖΑΝΗ 386 475 343 300 486 283 86 86 55 433 305 223 686 171 278 83 138
ΛΑΜΙΑ 195 643 72 281 214 451 355 360 204 162 353 263 415 88 79 274 234
ΛΑΡΙΣΑ 273 493 220 286 362 301 205 209 150 310 299 209 563 57 157 220 84
ΛΕΥΚΑ∆Α 99 830 285 72 378 638 447 440 303 398 118 128 388 303 210 392 421
ΛΙΒΑ∆ΕΙΑ 221 734 65 306 134 542 446 451 299 82 412 383 327 183 173 369 325
ΑΡΓΟΣ 240 936 273 325 136 744 648 653 501 175 431 402 146 385 375 571 527
ΠΑΤΡΑ 80 828 116 165 218 636 540 513 393 257 271 242 215 277 196 446 419

ΠΟΛΥΓΥΡΟΣ 497 326 443 510 585 134 158 228 260 533 523 433 786 281 381 266 142
ΠΡΕΒΕΖΑ 95 809 266 50 376 617 405 378 282 397 97 107 389 282 211 311 400
ΠΥΡΓΟΣ 176 924 212 761 314 732 636 609 489 353 367 338 119 373 292 542 515
ΣΕΡΡΕΣ 506 271 452 519 594 70 167 237 269 542 532 442 795 290 390 275 151
ΣΠΑΡΤΗ 329 1025 362 414 225 833 737 742 590 264 520 491 60 474 464 660 616
ΘΕΣ/ΝΙΚΗ 426 346 372 439 514 154 89 159 189 462 452 362 716 210 310 197 71
ΤΡΙΚΑΛΑ 250 554 188 225 330 362 227 227 89 278 238 148 531 27 134 159 145
ΤΡΙΠΟΛΗ 268 964 301 353 164 772 676 681 529 203 459 430 91 413 403 599 555
ΒΕΡΟΙΑ 432 414 378 361 520 222 46 116 116 468 366 284 721 216 316 144 77
ΒΟΛΟΣ 309 556 183 349 325 364 288 273 213 273 362 272 526 116 193 263 147
ΞΑΝΘΗ 644 122 590 657 732 90 305 375 407 680 670 580 933 428 528 413 289

Πίνακας 7.2 
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ΚΟΜΟΤHΝΗ ΚΟΡΙΝΘΟΣ ΚΟΖΑΝΗ ΛΑΜΙΑ ΛΑΡΙΣΑ ΛΕΥΚΑ∆Α ΛΙΒΑ∆ΕΙΑ ΑΡΓΟΣ ΠΑΤΡΑ ΠΟΛΥΓΥΡΟΣ ΠΡΕΒΕΖΑ ΠΥΡΓΟΣ ΣΕΡΡΕΣ ΣΠΑΡΤΗ ΘΕΣ/ΝΙΚΗ ΤΡΙΚΑΛΑ ΤΡΙΠΟΛΗ

ΑΓΡΙΝΙΟ 700 202 386 195 273 99 221 240 80 497 96 176 506 329 426 260 268
ΑΛΕΞ/ΠΟΛΗ 66 884 475 643 493 830 734 936 828 328 809 924 271 1025 346 554 964
ΑΜΦΙΣΣΑ 646 221 343 72 220 265 65 273 116 443 26 212 452 362 372 188 301
ΑΡΤΑ 713 287 300 281 286 72 306 325 166 510 50 261 519 414 439 225 353
ΑΘΗΝΑ 788 84 485 ?14 M? 378 134 136 ?1B 595 376 314 594 7X, 514 330 164
∆ΡΑΜΑ 146 692 283 451 301 638 542 744 636 134 617 732 70 833 154 362 772
Ε∆ΕΣΣΑ 361 596 86 355 205 447 446 648 540 158 405 636 167 737 89 227 676
ΦΛΩΡΙΝΑ 431 601 86 360 209 440 451 653 513 228 378 609 237 742 159 227 681
ΓΡΕΒΕΝΑ 463 449 55 204 150 303 299 501 393 260 282 489 269 590 169 89 529
ΧΑΛΚΙ∆Α 736 123 433 162 310 398 82 175 257 533 397 353 542 264 462 278 203

ΗΓΟΥΜΕΝΙΤΣΑ 726 393 305 353 299 118 412 431 271 523 97 367 532 520 452 238 459

ΙΩΑΝΝΙΝΑ 636 364 223 263 209 128 383 402 242 433 107 338 442 491 362 148 430
ΚΑΛΑΜΑΤΑ 969 175 686 415 563 388 327 146 215 786 389 119 795 60 715 531 91
ΚΑΡ∆ΙΤΣΑ 464 333 171 88 57 303 183 385 277 281 282 373 290 474 210 27 413
ΚΑΡΠΕΝΗΣΙ 584 323 287 79 157 210 173 375 198 381 211 292 390 464 310 134 403
ΚΑΣΤΟΡΙΑ 469 619 83 274 220 392 369 571 446 266 311 542 275 660 197 159 599
ΚΑΤΕΡΙΝΗ 345 476 138 234 84 421 325 527 419 142 400 515 151 616 71 145 555
ΚΑΒΑΛΑ 111 707 298 466 316 654 567 759 651 149 632 747 94 848 169 377 787
ΚΙΛΚΙΣ 303 674 165 333 183 529 424 626 518 103 499 614 103 715 49 244 654

ΚΟΜΟΤHΝΗ 0 818 409 577 427 766 668 870 762 260 743 658 205 959 280 488 898
ΚΟΡΙΝΘΟΣ 818 0 515 244 392 294 156 50 138 615 296 234 624 145 544 _360 84
ΚΟΖΑΝΗ 409 515 0 274 123 357 365 567 459 206 330 555 215 656 135 144 595
ΛΑΜΙΑ 577 244 274 0 151 294 94 296 188 374 290 284 383 385 303 115 324
ΛΑΡΙΣΑ 427 392 123 151 0 338 242 444 336 224 316 432 233 533 153 61 472

ΛΕΥΚΑ∆Α 766 294 357 294 338 0 314 333 173 559 21 269 666 422 489 276 361
ΛΙΒΑ∆ΕΙΑ 668 156 365 94 242 314 0 208 165 465 315 261 474 297 394 210 236
ΑΡΓΟΣ 870 50 567 296 444 333 208 0 176 667 334 205 676 108 596 412 55
ΠΑΤΡΑ 762 138 459 188 336 173 165 176 0 559 174 96 568 236 488 304 175

ΠΟΛΥΓΥΡΟΣ 260 615 206 374 224 559 465 667 559 0 540 655 126 756 64 285 695
ΠΡΕΒΕΖΑ 743 296 330 790 316 21 315 334 174 540 0 270 549 423 469 255 362
ΠΥΡΓΟΣ 858 234 555 284 432 269 261 205 96 655 270 0 664 179 584 400 160
ΣΕΡΡΕΣ 205 624 215 383 233 566 474 676 568 126 549 664 0 765 86 294 704
ΣΠΑΡΤΗ 959 145 656 385 533 422 297 108 236 756 423 179 765 0 685 501 61
ΘΕΣ/ΝΙΚΗ 280 544 135 303 153 469 394 596 488 64 469 584 86 685 0 214 624
ΤΡΙΚΑΛΑ 488 360 144 115 61 276 210 412 304 285 255 400 294 501 214 0 440
ΤΡΙΠΟΛΗ 898 84 59B 324 472 361 236 55 175 695 362 150 704 61 624 440 0
ΒΕΡΟΙΑ 348 550 62 309 159 412 400 602 494 145 391 590 154 691 74 •m 630
ΒΟΛΟΣ 490 355 187 114 64 378 205 407 299 287 379 395 298 496 216 124 435
ΞΑΝΘΗ 56 762 353 B?1 371 709 612 814 706 204 687 802 149 903 224 432 842

Πίνακας 7.3 
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Το µοντέλο που θα χρησιµοποιήσουµε για την επίλυση του προβλήµατος 

χωροθέτησης είναι ένα LP και είναι το εξής: 

 

Αντικειµενική συνάρτηση  

 

∑∑ ∑
∈ ∈ ∈

+
Ii Jj Jj

jijij y)xc(min

 

yj : είναι η ένδειξη αν λειτουργεί (yj =1) ή όχι (yj =0) η αποθήκη j. 

cij :είναι η απόσταση (κόστος) από το i στο j 
xij=1 εάν ο πελάτης i εξυπηρετείται από την αποθήκη j, αλλιώς 0. 

 

υπό: 

 

που ο κάθε πελάτης i εξυπηρετείται µόνο από µια αποθήκη j. 

ο πλήθος των αποθηκών πρέπει να είναι µεγαλύτερο από 1 και µικρότερο 

πό το ζητούµενο πλήθος Κ. 

πελάτης i µπορεί να εξυπηρετηθεί µόνο από αποθήκη 

ου λειτουργεί και 

η τα δεδοµένα των χιλιοµετρικών αποστάσεων καθώς 

ι  κάθε πόλης, εφαρµόζουµε το µοντέλο αυτό στο LINGO 

∑ ≤≤  Ky1

Ii
iij

∈

∑
∈

∈∀=
Ii

j,i Ii   1x

ό

 

 

∈Jj
j

Τ

α

Jj      myx ∈≤∑
 

που σηµαίνει ότι ο 

π

 

xij , yj ∈ Z . 
 

Λαµβάνοντας υπόψ

α  την ζήτηση τηςκ

και οι νέες αποθήκες που επιλέγει το λογισµικό είναι στην πόλη της Πάτρας 

και στην πόλη της Θεσσαλονίκης. Γεωγραφικά είναι πολύ βολική αυτή η 

λύση µια και οι πόλεις της βόρειας Ελλάδας εξυπηρετούνται από την 

Θεσσαλονίκη και οι πόλεις της νότιας από την Πάτρα. Έτσι, η λύση που 

προτείνει το πρόβληµα φαίνεται στον παρακάτω πίνακα: 
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Πίνακας 7.4 

ΑΘΗΝΑ ΚΑΣΤΟΡΙΑ
ΑΓΡΙΝΙΟ ΚΑΤΕΡΙΝΗ
ΑΜΦΙΣΣΑ ΚΙΛΚΙΣ
ΧΑΛΚΙ∆Α ΚΟΜΟΤΗΝΗ
ΙΩΑΝΝΙΝΑ ΚΟΖΑΝΗ
ΚΑΛΑΜΑΤΑ ΛΑΡΙΣΑ
ΚΑΡΠΕΝΗΣΙ ΣΕΡΡΕΣ
ΚΟΡΙΝΘΟΣ ΒΕΡΟΙΑ
ΛΕΥΚΑ∆Α ΞΑΝΘΗ
ΠΥΡΓΟΣ

Π
Ο
ΛΕ

ΙΣ
   

   
  

ΕΞ
ΥΠ

Η
ΡΕ

ΤΗ
ΣΗ

Σ

ΠΑΤΡΑ ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗ
ΑΠΟΘΗΚΕΣ

 

 

Το συνολικό κόστος που προκύ όβληµα για την δηµιουργία 2 

ποθηκών είναι 6360. Αυτό αποτελεί το κόστος χωροθέτησης των 2 

.2 Εφαρµογή VRP για την αποθήκη της Πάτρας. 

 βρούµε που µπορεί 

 εταιρία να τοποθετήσει µελλοντικές αποθήκες, και βρίσκοντας ότι η µια 

πό τι

βλήµατος καθώς και για τη µη 

ηµιουργία προβληµάτων στο λογισµικό, θεωρήσαµε ότι η αποθήκη της 

πτει από το πρ

α

παραπάνω αποθηκών. 

 

 

7

 

 Αφού εφαρµόσαµε ένα Location Problem για να

η

α ς δύο που προκύπτει από το λογισµικό LINGO είναι η Πάτρα, αξίζει να 

εφαρµόσουµε ένα VRP για να δούµε τον τρόπο µε τον οποίο µπορεί να 

γίνει η µεταφορά προϊόντων από την Πάτρα στις πόλεις τις οποίες καλείται 

να εξυπηρετήσει. Η ζήτηση καθώς και οι αποστάσεις µεταξύ των πόλεων 

φαίνονται στους προηγούµενους πίνακες.  

 

 Για την σωστότερη επίλυση του προ

δ

Πάτρας βρίσκεται στην θεωρητική απόσταση των 5 km εκτός της πόλης, 

στην πόλη Πάτρα1. Αυτή η θεώρηση γίνεται για να µπορέσει να δεχθεί το 

λογισµικό την ζήτηση της Πάτρας γιατί σαν αποθήκη δεν µπορεί να δεχθεί 

το LINGO ότι έχει ζήτηση και τότε θα µας οδηγούσε σε εσφαλµένα 

αποτελέσµατα. Έτσι από την αποθήκη Πάτρα1 µε ζήτηση 0, µπορεί να 

εξαχθεί αποτέλεσµα από το λογισµικό για την ικανοποίηση της ζήτησης της 

πόλης Πάτρα2. Το LINGO λοιπόν εξάγει δύο δίκτυα διανοµής που φαίνονται 

στο παρακάτω γράφηµα:  
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ΚΑΛΑΜΑΤΑΚΟΡΙΝΘΟΣΑΘΗΝΑΧΑΛΚΙ∆Α

Σχήµα 7.1 

ΠΑΤΡΑ 1

ΑΓΡΙΝΙΟ

ΛΕΥΚΑ∆Α ΙΩΑΝΝΙΝΑ

ΠΑΤΡΑ

ΠΥΡΓΟΣΑΜΦΙΣΣΑ

ΚΑΡΠΕΝΗΣΙ

ΟΧΗΜΑ 1

ΟΧΗΜΑ 2

 

Για την δροµολόγηση των δύο άτων για την πραγµατοποίηση 

ων δροµολογίων το κόστος-απόσταση που προκύπτει είναι 1608.  

.3 Εφαρµογή VRP για την αποθήκη της Θεσσαλονίκης. 

 της 

εσσαλονίκης βρίσκεται 5 km εκτός της πόλης, στην τοποθεσία 

Θεσσα

αυτών οχηµ

τ

  

 

7

 

Όπως και προηγουµένως, θα θεωρήσουµε ότι η αποθήκη

Θ

λονίκη1. Έτσι, το δίκτυο που προκύπτει εδώ θα είναι το εξής: 

 

ΛΑΡΙΣΑΚΟΖΑΝΗΚΑΣΤΟΡΙΑ

ΘΕΣΣ/ΝΙΚΗ
1

ΞΑΝΘΗ ΚΟΜΟΤΗΝΗ ΣΕΡΡΕΣ

ΚΙΛΚΙΣ

ΚΑΤΕΡΙΝΗ

ΒΕΡΟΙΑ

ΘΕΣΣ/ΝΙΚΗ

ΟΧΗΜΑ 2

ΟΧΗΜΑ 1

  

Σχήµα 7.2 
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Το ότι ένα από τα δύο δίκτυα περιέχει αποκλειστικά την πόλη της 

Θεσσαλονίκης οφείλεται στην υψηλή της ζήτηση (=900) που είναι η 

υψηλότερη από όλες τις άλλες πόλεις. Για την δροµολόγηση των δύο 

αυτών οχηµάτων για την πραγµατοποίηση των δροµολογίων το κόστος-

απόσταση που προκύπτει είναι 1217. 

 

Στους χάρτες που ακολουθούν, αναπαριστούµε τις δύο παραπάνω 

περιπτώσεις για κάθε αποθήκη. 
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ΠΑΤΡΑ

ΛΕΥΚΑ∆Α

ΙΩΑΝΝΙΝΑ

ΚΑΡΠΕΝΗΣΙ

ΑΜΦΙΣΣΑ ΧΑΛΚΙ∆Α

ΑΘΗΝΑ

ΚΟΡΙΝΘΟΣ

ΚΑΛΑΜΑΤΑ

ΠΥΡΓΟΣ

ΑΓΡΙΝΙΟ

∆ίκτυο Πάτρας 
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ΚΟΖΑΝΗ

ΞΑΝΘΗ

ΚΑΣΤΟΡΙΑ

ΣΕΡΡΕΣΚΙΛΚΙΣ

ΚΟΜΟΤΗΝΗ

ΘΕΣ/ΝΙΚΗ
ΒΕΡΟΙΑ

ΛΑΡΙΣΑ

ΚΑΤΕΡΙΝΗ

 
∆ίκτυο Θεσσαλονίκης 
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7.4  ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

Σε όλη την εργασία έγινε προσπάθεια της επίλυσης 2 προβληµάτων 

που αντιµετώπιζε µια Αµερικανική εταιρία. Με δεδοµένα την εφοδιαστική 

αλυσίδα της εταιρίας, καθώς και την πολιτική που ακολουθεί στην 

διαχείριση των αποθεµάτων της, έγινε προσπάθεια για την εύρεση µιας 

συµφέρουσας λύσης που θα βελτιστοποιούσε την διανοµή των προϊόντων 

σε όλη την ηπειρωτική Ελλάδα. Τα µαθηµατικά µοντέλα που 

χρησιµοποιήσαµε έχουν χρησιµοποιηθεί ευρέως στην πράξη κατά το 

παρελθόν, µε ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Τόσο τα µοντέλα VRP όσο και 

τα µοντέλα των LP παρέχουν ικανοποιητικές λύσεις, ικανές να λύσουν 

πολύπλοκα και µεγάλης διάστασης προβλήµατα. Βέβαια δεν πρέπει να 

παραβλεφθεί, ότι τα ευρετικά µοντέλα δίνουν λύσεις όχι µόνο αξιόπιστες 

αλλά και σε πολύ µικρότερο υπολογιστικό χρόνο. Η µη χρησιµοποίησή τους 

στην παρούσα εργασία, οφείλεται κυρίως στην πολυπλοκότητα των 

µοντέλων αυτών, ενώ η µοντελοποίησή τους γίνεται µόνο µέσω κάποιας 

ανώτερης γλώσσας προγραµµατισµού των οποίων απαιτείται υψηλή γνώση 

από τους χρήστες. 

 

Στα πλαίσια λοιπόν αυτής της εργασίας τα αποτελέσµατα που 

εξήχθησαν από το LINGO, µπορούν να κριθούν αρκετά ικανοποιητικά µια 

και όχι µόνο η χωροθέτηση νέων αποθηκών εξυπηρετεί πάρα πολύ την 

εταιρία, µια και τα πλοία που µεταφέρουν τα προϊόντα από την κεντρική 

αποθήκη της Ιταλίας έχουν σαν τελικό προορισµό την Πάτρα, αλλά και τα 

δύο δίκτυα διανοµής που προέκυψαν για την Πάτρα και την Θεσσαλονίκη 

εκτελούν δροµολόγια της µικρότερης δυνατής απόστασης. 

 

Εν κατακλείδι, η συνέχιση και κατ’ επέκταση βελτίωση αυτής της 

εργασίας, θα ήταν η µοντελοποίηση των δύο προβληµάτων µε την χρήση 

ευρετικών µοντέλων τα οποία έχουν την δυνατότητα χρησιµοποίησης 

περισσότερων και πολυπλοκότερων παραµέτρων, πράγµα που υστερεί σε 

µεγάλο βαθµό το LINGO.  Παράλληλα, η εταιρία θα µπορούσε να 

χρησιµοποιήσει ένα εξελιγµένο Σύστηµα Υποστήριξης Αποφάσεων (Σ.Υ.Α.) 

µε βάση το οποίο θα µπορεί να υποστηρίζει την εφοδιαστική της αλυσίδα 

και να δίνει λύσεις σε ζητήµατα διανοµής,  χωροθέτησης κ.α.  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

 

Εδώ θα παρουσιάσουµε τα µοντέλα που χρησιµοποιήσαµε στο LINGO 

για την µοντελοποίηση των προβληµάτων. 

 

ΜΟΝΤΕΛΟ ΓΙΑ VRP ΘΕΣΣΑΛΟΝΙΚΗΣ 

 

 

 

 

MODEL: 
SETS: 
CITY/1..11/:Q,U; 
CXC(CITY,CITY): DIST,X; 
ENDSETS 
DATA: 
Q =  0 900 7.33 103.66 29.6 177.58 116 421.08 97.6 193.5 124.33;   

DIST= 
0 5 202 76 54 285 140 158 91 79 229
5 0 197 71 49 280 135 153 86 74 224

202 197 0 220 211 469 83 220 275 144 413
76 71 220 0 101 345 138 84 151 77 289
54 49 211 101 0 303 165 183 103 104 247

285 280 469 345 303 0 409 427 205 348 56
140 135 83 138 165 409 0 123 215 62 353
158 153 220 84 183 427 123 0 233 159 371

91 86 275 151 103 205 215 233 0 154 149
79 74 144 77 104 348 62 159 154 0 292

229 224 413 289 247 56 353 371 149 292 0
 ; 
VCAP=2000; 
ENDDATA 
 MIN=@SUM(CXC:DIST*X); 
@FOR(CITY(K)|K#GT#1:  X(K,K)=0; 
@SUM(CITY(I)|I#NE#K#AND#(I#EQ#1#OR#Q(I)+Q(K)#LE#VCAP):X(I,K))=1; 
@SUM(CITY(J)|J#NE#K#AND#(J#EQ#1#OR#Q(J)+Q(K)#LE#VCAP):X(K,J))=1; 
@BND(Q(K),U(K),VCAP);   
@FOR(CITY(I)|I#NE#K#AND#I#NE#1:      
U(K)>=U(I)+Q(K)-VCAP+VCAP*(X(K,I)+X(I,K))-(Q(K)+Q(I))*X(K,I);); 

U(K)<=VCAP-(VCAP-Q(K))*X(1,K); 
U(K)>=Q(K)+@SUM(CITY(I)|I#GT#1:Q(I)*X(I,K)); );

 @FOR(CXC(I,J):@BIN(X(I,J)); ); 

 VEHCLF=@SUM(CITY(I)|I#GT#1:Q(I))/VCAP; 
VEHCLR=VEHCLF+1.999-@WRAP(VEHCLF-.001,1); 
@SUM(CITY(J)|J#GT#1:X(1,J))>=VEHCLR;  
END       
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ΜΟΝΤΕΛΟ ΓΙΑ VRP ΠΑΤΡΑΣ 

 
MODEL: 
SETS: 

 

 

CITY/1..12/:Q,U; 
CXC(CITY,CITY): DIST,X; 
ENDSETS 
DATA: 
Q = 0 552.9 97.3 162.5 76.91 151.5 215.75 116 13.5 288.83 29.75 60.66;   

DIST= 
0 5 223 85 121 262 247 220 201 143 178 101
5 0 218 80 116 257 242 215 196 138 173 96

223 218 0 282 199 77 444 255 293 84 378 314
85 80 282 0 172 303 163 295 116 202 99 176

121 116 199 172 0 147 334 331 151 221 265 212
262 257 77 303 147 0 465 294 241 123 398 353
247 242 444 163 334 465 0 457 279 364 128 338
220 215 255 295 331 294 457 0 411 175 388 119
201 196 293 116 151 241 279 411 0 323 210 292
143 138 84 202 221 123 364 175 323 0 294 234
178 173 378 99 265 398 128 388 210 294 0 269
101 96 314 176 212 353 338 119 292 234 269 0

 ; 
VCAP=1000; 
ENDDATA 
 MIN=@SUM(CXC:DIST*X); 
@FOR(CITY(K)|K#GT#1:  X(K,K)=0; 
@SUM(CITY(I)|I#NE#K#AND#(I#EQ#1#OR#Q(I)+Q(K)#LE#VCAP):X(I,K))=1; 
@SUM(CITY(J)|J#NE#K#AND#(J#EQ#1#OR#Q(J)+Q(K)#LE#VCAP):X(K,J))=1; 
@BND(Q(K),U(K),VCAP);   
@FOR(CITY(I)|I#NE#K#AND#I#NE#1:      
U(K)>=U(I)+Q(K)-VCAP+VCAP*(X(K,I)+X(I,K))-(Q(K)+Q(I))*X(K,I); );

U(K)<=VCAP-(VCAP-Q(K))*X(1,K); 
U(K)>=Q(K)+@SUM(CITY(I)|I#GT#1:Q(I)*X(I,K)); );

 @FOR(CXC(I,J):@BIN(X(I,J));  );

 VEHCLF=@SUM(CITY(I)|I#GT#1:Q(I))/VCAP; 
VEHCLR=VEHCLF+1.999-@WRAP(VEHCLF-.001,1); 
@SUM(CITY(J)|J#GT#1:X(1,J))>=VEHCLR;  
END       
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ΜΟΝΤΕΛΟ LOCATION PROBLEM 
MODEL:
SETS:
city/1..39/:open,d;
LOCATION(CITY,CITY):COST,X;
ENDSETS
DATA:
D = 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 ;
 
 COST =  0 766 172 86 282 574 461 434

338 303 192 163 295 223 116 367 357 589
456 700 202 386 195 273 99 221 240

80 497 95 176 506 329 426 250 268
432 309 644 766 0
712 779 854 212 427 497 529 802 792
702 1055 550 650 535 411 177 369 66
884 475 643 493 830 734 936 828 326
809 924 271 1025 346 554 964 414 556
122 172 712 0 257
199 520 520 429 277 147 363 334 331
161 151 347 303 535 402 646 221 343

72 220 265 65 273 116 443 26 212
452 362 372 188 301 378 183 590

86 779 257 0 367 587
375 348 252 388 115 77 380 252 202
281 370 602 469 713 287 300 281 286

72 306 325 165 510 50 261 519 414
439 225 353 361 349 657

282 854 199 367 0 662 566 571
419 7 473 444 255 303 293 489 445
677 544 788 84 485 214 362 378 134
136 218 585 376 314 594 225 514 330
164 520 325 732 574
212 520 587 662 0 235 305 337 610
600 510 863 358 458 343 219 38 173
146 692 283 451 301 638 542 744 636
134 617 732 70 833 154 362 772 222
364 90 461 427 424
375 566 235 0 70 138 514 380 298
767 262 362 108 123 250 103 361 596

86 355 205 447 446 648 540 158 405
636 167 737 89 227 676 46 268 305

434 497 429 348 571
305 70 0 138 519 353 271 728 254
361 67 193 320 173 431 601 86 360
209 440 451 653 513 228 378 609 237
742 159 227 681 116 273 375

338 529 277 252 419 337 138
138 0 367 265 175 620 116 223 70
192 352 219 463 449 55 204 150 303
299 501 393 260 282 489 269 590 189

89 529 116 213 407
303 802 147 388 77 610 514 519 366

0 494 465 294 251 241 437 393 625
492 736 123 433 162 310 398 82 175
257 533 397 353 542 264 462 278 203
468 273 680 192 792
363 115 473 600 380 353 265 494 0

96 486 265 308 286 383 615 482 726
393 305 353 299 118 412 431 271 523

97 367 532 520 452 238 459 366 362
670 163 702 334 77
444 510 298 271 175 465 96 0 457
175 279 204 293 525 392 636 364 223
263 209 128 383 402 242 433 107 338
442 491 362 148 430 284 272 580

295 1055 331 380 255 863
767 728 620 294 486 457 0 504 411
690 646 878 745 989 175 686 415 563
388 327 146 215 786 389 119 795 60
715 531 91 721 526 933

223 550 161 252 303 358 262 254

89

 



 
116 251 265 175 504 0 107 186 141
373 240 484 333 171 88 57 303 183
385 277 281 282 373 290 474 210 27
413 216 116 428 116
650 151 202 293 458 362 361 223 241
308 279 411 107 0 293 241 473 340
584 323 287 79 157 210 173 375 196
381 211 292 390 464 310 134 403 316
193 528 367 535 347
281 489 343 108 67 70 437 286 204
690 186 293 0 220 358 211 469 519

83 274 220 392 369 571 446 266 311
542 275 660 197 159 599 144 283 413

357 411 303 370 445
219 123 193 192 393 383 293 646 141
241 220 0 234 101 345 475 138 234

84 421 325 527 419 142 400 515 151
616 71 145 555 77 147 289

589 177 535 602 677 38 250
320 352 625 615 525 878 373 473 358
234 0 192 111 707 298 466 316 654
557 759 651 149 632 747 94 848 169
377 787 237 379 55
456 369 402 469 544 173 103 173 219
492 482 392 745 240 340 211 101 192

0 303 574 165 333 183 529 424 626
518 103 499 614 103 715 49 244 654
104 246 247 700 66
646 713 788 146 361 431 463 736 726
636 989 484 584 469 345 111 303 0
818 409 577 427 766 668 870 762 260
743 858 205 959 280 488 898 348 490

56 202 884 221 287
84 692 596 601 449 123 393 364 175

333 323 519 475 707 574 818 0 515
244 392 294 156 50 138 615 296 234
624 145 544 360 84 550 355 762

386 475 343 300 485 283
86 86 55 433 305 223 686 171 278
83 138 298 165 409 515 0 274 123

357 365 567 459 206 330 555 215 656
135 144 595 62 187 353

195 643 72 281 214 451 355 360
204 162 353 263 415 88 79 274 234
466 333 577 244 274 0 151 294 94
296 188 374 290 284 383 385 303 115
324 309 114 521 273
493 220 286 362 301 205 209 150 310
299 209 563 57 157 220 84 316 183
427 392 123 151 0 338 242 444 336
224 316 432 233 533 153 61 472 159

64 371 99 830 265
72 378 638 447 440 303 398 118 128

388 303 210 392 421 654 529 766 294
357 294 338 0 314 333 173 559 21
269 568 422 489 276 361 412 378 709

221 734 65 306 134
542 446 451 299 82 412 383 327 183
173 369 325 557 424 668 156 365 94
242 314 0 208 165 465 315 261 474
297 394 210 236 400 205 612

240 936 273 325 136 744 648
653 501 175 431 402 146 385 375 571
527 759 626 870 50 567 296 444 333
208 0 176 667 334 205 676 108 596
412 56 602 407 814

80 828 116 165 218 636 540 513 393
257 271 242 215 277 196 446 419 651
518 762 138 459 188 336 173 165 176

0 559 174 96 568 236 488 304 175
494 299 706 497 326

 
443 510 585 134 158 228 260 533 523

90



 
433 786 281 381 266 142 149 103
615 206 374 224 559 465 667 559
540 655 126 756 64 285 695 145
204 95 809 266
376 617 405 378 282 397 97 107
282 211 311 400 632 499 743 296
290 316 21 315 334 174 540 0
549 423 469 255 362 391 379 687

176 924 212 261 314
636 609 489 353 367 338 119 373
542 515 747 614 858 234 555 284
269 261 205 96 655 270 0 664
584 400 150 590 395 802

506 271 452 519 594 70 167
269 542 532 442 795 290 390 275

94 103 205 624 215 383 233 568
676 568 126 549 664 0 765 86
704 154 296 149

1025 362 414 225 833 737 742 590
520 491 60 474 464 660 616 848
959 145 656 385 533 422 297 108
756 423 179 765 0 685 501 61
496 903 426 346
439 514 154 89 159 189 462 452
715 210 310 197 71 169 49 280
135 303 153 489 394 596 488 64
584 86 685 0 214 624 74 216

250 554 188 225
362 227 227 89 278 238 148 531
134 159 145 377 244 488 360 144

61 276 210 412 304 285 255 400
501 214 0 440 220 124 432

268 964 301 353 164 772
681 529 203 459 430 91 413 403
555 787 654 898 84 595 324 472
236 55 175 695 362 150 704 61
440 0 630 435 842
432 414 378 361 520 222 46 116
468 366 284 721 216 316 144 77
104 348 550 62 309 159 412 400
494 145 391 590 154 691 74 220

0 222 292 309
183 349 325 364 268 273 213 273
272 526 116 193 283 147 379 246
355 187 114 64 378 205 407 299
379 395 296 496 216 124 435 222
434 644 122 590
732 90 305 375 407 680 670 580 933
528 413 289 55 247 56 762 353 521
709 612 814 706 204 687 802 149 903
432 842 292 434 0

!K = 2 4 8 17;
ENDDATA 
Min=@SUM(LOCATION(i,j):COST(i,j)*X(i,j));
! + @SUM(CITY(j):D(j)*OPEN(j)); 
@FOR(city(j): 
@SUM(city(I):X(I,J))=1; );

@sum(CITY(i):OPEN(i))=2; 
@FOR(city(j): 
@SUM(city(i):X(J,i))<= 39*open(j) );

@FOR(CITY(J): @BIN(OPEN(J)));  
@FOR(LOCATION(i,j): @BIN(X(i,j)));  

 

260
0

287
50

389
330
270

732
292
432
179

237
151
474
294
329
264
715
236
691
372
362
544
469
224
330
27

115
294

676
599
361
624

 
116
237
602
630
556
362
490
287

0
657
428
371

224;
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