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1. Εισαγωγή 
 
 

 
 
 
 
 
 

Ένα πρόβληµα της επιχειρησιακής έρευνας είναι αυτό της ταξινόµησης, δηλαδή 

το πρόβληµα της ένταξης ορισµένων εναλλακτικών δραστηριοτήτων ή αντικείµενων σε 

προκαθορισµένες οµοιογενείς κατηγορίες. Προβλήµατα που συχνά απαιτούν την 

υιοθέτηση της προβληµατική της ταξινόµησης βρίσκονται σε διάφορα πεδία.  Στην 

ιατρική, για παράδειγµα, ο ιατρός καλείται να διαχωρίσει τους ασθενείς σε κατηγορίες 

(παθήσεις) ανάλογα µε τα συµπτώµατα που παρουσιάζουν [Tsumoto (1998), Belacel 

(2000)]. Στην χρηµατοοικονοµική διοίκηση και οικονοµική πολιτική, µια τράπεζα 

επεξεργάζεται χρηµατοοικονοµικούς, και µη δείκτες, κατηγοριοποιώντας τις 

επιχειρήσεις σε πτωχευµένες και µη [Zopounidis (1998), Zopounidis και Doumpos 

(1998)]. Άλλοι τοµείς που απαιτούν την κατηγοριοποίηση κάποιων αντικειµένων σε 

προκαθορισµένες οµοιογενείς κατηγορίες είναι οι: αναγνώριση προτύπων, διαχείριση 

ανθρώπινου δυναµικού, διαχείριση παραγωγικών συστηµάτων, µάρκετινγκ, 

περιβαλλοντική και ενεργειακή διαχείριση [∆ούµπος και Ζοπουνίδης (2001)].  

Κατά τη διάρκεια πολλών χρόνων µελέτης του αντικειµένου της ταξινόµησης οι 

µεθοδολογίες που έχουν εφαρµοστεί στην συντριπτική τους πλειοψηφία ακολουθούν τη 

γενική φιλοσοφία της παλινδρόµησης. Προσπαθούν δηλαδή να αξιοποιήσουν τη 
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διαθέσιµη γνώση και πληροφορία από ταξινοµήσεις που έχουν γίνει στο παρελθόν και 

να τις εφαρµόσουν σε νέα αντικείµενα. Για παράδειγµα στη χρηµατοοικονοµική 

διοίκηση η εξέταση των χαρακτηριστικών των επιχειρήσεων που πτώχευσαν στο 

παρελθόν σε αντιπαράθεση µε τα χαρακτηριστικά των υγιών επιχειρήσεων µπορεί να 

οδηγήσει σε χρήσιµα συµπεράσµατα σχετικά µε τον κίνδυνο πτώχευσης των 

επιχειρήσεων σήµερα.  

Για την κατανόηση των µεθοδολογιών ταξινόµησης κρίνεται απαραίτητο να 

ορισθούν κάποια χαρακτηριστικά µεγέθη της ταξινόµησης. Ως U, ορίζεται ένα 

πεπερασµένο σύνολο m εναλλακτικών δραστηριοτήτων ή αντικειµένων (objects). Κάθε 

αντικείµενο περιγράφεται από ένα σύνολο χαρακτηριστικών Q={g1, g2, …, gn}. Η 

περιγραφή του αντικειµένου xi στο χαρακτηριστικό gj, στο εξής θα συµβολίζεται ως aij. 

Ορίζεται επίσης η εξαρτηµένη µεταβλητή C, η οποία αφορά ένα σύνολο διακριτών 

επιπέδων καθένα από τα οποία αντιστοιχεί σε µία κατηγορία c1,c2,…,cq , µε q το πλήθος 

των κατηγοριών. Ακόµα έχουµε το δείγµα των παρατηρήσεων (ή δείγµα εκµάθησης, ή 

δείγµα αναφοράς), όπου αποτελείται από m ζεύγη της µορφής (xi, ci) καθένα από τα 

οποία αντιστοιχεί σε ένα αντικείµενο xi (ως ci∈C συµβολίζεται η ταξινόµηση του 

αντικειµένου xi) [∆ούµπος και Ζοπουνίδης (2001)].  

Σε ένα πρόβληµα πρόβλεψης της πτώχευσης των επιχειρήσεων όπως στο 

παράδειγµα του Πίνακα 1.1, το δείγµα εκµάθησης περιλαµβάνει ένα σύνολο 

επιχειρήσεων U (επιχειρήσεις x1, x2, …, x10). Κάθε επιχείρηση περιγράφεται από ένα 

σύνολο χαρακτηριστικών Q={g1, g2, …, g6} και ταξινοµείται σε δύο κατηγορίες 

c1=“πτωχευµένη” και c2=“µη πτωχευµένη”. 

 
 Χαρακτηριστικά 
 g1 g2 g3 g4 g5 g6= gn 

Κατάσταση 
Επιχείρησης 

x1 a11 a12 a13 a14 a15 a16 Πτωχευµένη 
x2 a21 a22 a23 a24 a25 a26 Μη Πτωχευµένη 
x3 a31 a32 a33 a34 a35 a36 Μη Πτωχευµένη 
x4 a41 a42 a43 a44 a45 a46 Πτωχευµένη 
x5 a51 a52 a53 a54 a55 a56 Πτωχευµένη 
x6 a61 a62 a63 a64 a65 a66 Μη Πτωχευµένη 
x7 a71 a72 a73 a74 a75 a76 Μη Πτωχευµένη 
x8 a81 a82 a83 a84 a85 a86 Πτωχευµένη 
x9 a91 a92 a93 a94 a95 a96 Μη Πτωχευµένη 

Ε
πι
χε
ιρ
ήσ
ει
ς 

   x10= xm a101 a102 a103 a104 a105 a106 Μη Πτωχευµένη 

Πίνακας 1.1. Το δείγµα παρατηρήσεων - δείγµα εκµάθησης  
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Το πρόβληµα της ταξινόµησης επιλύεται όταν βρεθεί η συνάρτηση  f η οποία θα 

έχει ως είσοδο το σύνολο U×Q και θα δίνει σαν έξοδο την εξαρτηµένη µεταβλητή Ĉ, 

δηλαδή f(U×Q)→ Ĉ. Το σύµβολο Ĉ είναι η εκτιµώµενη ταξινόµηση, ενώ το C η 

δεδοµένη ταξινόµηση. Η διαφορά τους έγκειται στο ότι η συνάρτηση f δεν επιτυγχάνει 

µε απόλυτη επιτυχία να αντιστοιχήσει το σύνολο U×Q µε το C. Στόχος φυσικά είναι να 

ελαχιστοποιηθεί ένα µέτρο των διαφορών που εντοπίζονται µεταξύ της εκτιµώµενης 

ταξινόµησης Ĉ, και της δεδοµένης ταξινόµησης C. Ανάλογα την µεθοδολογία 

ελαχιστοποίησης των διαφορών µεταξύ C και Ĉ έχουν αναπτυχθεί διάφορα µοντέλα 

ταξινόµησης.  

Μια διαδεδοµένη µέθοδος για την αντιµετώπιση των προβληµάτων ταξινόµησης 

είναι η θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων (rough set theory). Η ιδέα στη οποία 

στηρίζεται η θεωρία αυτή είναι ότι: “για κάθε αντικείµενο υπάρχει κάποια διαθέσιµη 

πληροφορία, δεδοµένο, ή γνώση” [Krawiec et al., 1998]. Βάσει της διαθέσιµης 

πληροφορίας η θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων προσπαθεί να εντοπίσει τις 

αλληλοεξαρτήσεις µεταξύ διαφόρων αντικειµένων, αλλά και µεταξύ των 

χαρακτηριστικών. Στόχος του µοντέλου αυτού είναι ο εντοπισµός των σηµαντικών 

χαρακτηριστικών, µε απώτερο σκοπό τη µείωση της απαραίτητης πληροφορίας· 

παράλληλα η µεθοδολογία αυτή αντιµετωπίζει προβλήµατα µε ασαφή και µη συνεπή 

δεδοµένα.  

Στην εργασία αυτή γίνεται εφαρµογή της θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων. 

Με την χρήση της σε ένα δείγµα παρατηρήσεων µε n χαρακτηριστικά επιτυγχάνεται η 

δηµιουργία των «ελαχίστων συνόλων». Τα ελάχιστα σύνολα (reducts) είναι υποσύνολα 

των Q χαρακτηριστικών. Η δηµιουργία των ελαχίστων συνόλων γίνεται µε σκοπό να 

µειωθεί η πληροφορία που είναι απαραίτητη για την ταξινόµηση των αντικειµένων. 

Εποµένως, για το παράδειγµα που απεικονίζεται στον Πίνακα 1.1, τα ελάχιστα σύνολα 

(εάν υπάρχουν) είναι υποσύνολα του Q={g1, g2, …, g6}, µπορεί να είναι για παράδειγµα 

τα υποσύνολα (g1, g2, g6), (g1, g3, g5, g6). Εν τέλει, η δηµιουργία των ελαχίστων 

συνόλων έχει τη λογική ότι χρησιµοποιώντας µόνο τα µειωµένα χαρακτηριστικά ενός 

ελαχίστου συνόλου µπορούµε να κατηγοριοποιήσουµε τις επιχειρήσεις επιτυγχάνοντας 

εξίσου καλό ή καλύτερο Ĉ από ότι µε το σύνολο των χαρακτηριστικών. 

Φυσικά, οι δυνατοί συνδυασµοί που µπορούν να προκύψουν εάν από το σύνολο 

των χαρακτηριστικών χρησιµοποιηθεί ένα υποσύνολο τους είναι πολλοί. Ακόµα και στο 
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παράδειγµα της πτώχευσης των επιχειρήσεων, µε n=6, είναι 63! Είναι δηλαδή, το 

άθροισµα όλων των συνδυασµών, χωρίς διάταξη, που προκύπτουν εάν επιλέξουµε από 

τα 6 χαρακτηριστικά 1,ή 2,…,ή 6 από αυτά, 63
6
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2
6

1
6

=





+






+






+






+






+






 . 

Κάποια (ίσως και κανένα) από αυτά τα υποσύνολα χαρακτηριστικών θα επιλεγούν από 

τη θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων µε συγκεκριµένη µεθοδολογία µε στόχο µε τη 

χρήση των µειωµένων χαρακτηριστικών να επιτυγχάνεται εξίσου καλό ή καλύτερο Ĉ 

από ότι µε το σύνολο των χαρακτηριστικών. Τα υποσύνολα των χαρακτηριστικών που 

θα επιλεχθούν σύµφωνα µε τη θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων είναι τα «ελάχιστα 

σύνολα». Το ερώτηµα είναι κατά πόσο τα ελάχιστα σύνολα περιέχουν επαρκή 

χαρακτηριστικά.  

Στόχος αυτής της εργασία είναι να εξεταστεί εάν ο περιορισµός της ανάλυσης 

της πλέον σηµαντικής πληροφορίας, όπως αυτή αποτυπώνεται στα ελάχιστα σύνολα, 

παρέχει αποτελέσµατα εξίσου καλά ή και καλύτερα σε σχέση µε τα αποτελέσµατα που 

επιτυγχάνονται µε βάση το σύνολο της διαθέσιµης πληροφορίας (σύνολο των 

χαρακτηριστικών). Η χρησιµότητα των ελαχίστων συνόλων ως µέσο µείωσης της 

πληροφορίας κατά την ανάπτυξη µοντέλων ταξινόµησης εξετάζεται όχι µόνο µε την 

εφαρµογή της θεωρίας των προσεγγιστικών συνόλων (rough set theory) αλλά και σε 

συνδυασµό µε άλλες µεθόδους, όπως: τα νευρωνικά δίκτυα (neural networks),  ο 

αλγόριθµος του πλησιέστερου γείτονα (nearest neighbor), η γραµµική διακριτική 

ανάλυση (linear discriminant analysis), η τετραγωνική διακριτική ανάλυση (quadratic 

discriminant analysis) και τα δέντρα ταξινόµησης και παλινδρόµησης (classification 

and regression trees). 

 Στα κεφάλαια που ακολουθούν γίνεται αναφορά στην ταξινόµηση στη γενική 

της ιδέα αλλά και σε συγκεκριµένα µοντέλα ταξινόµησης (Κεφάλαιο 2). Επίσης στο 

Κεφάλαιο 3 γίνεται µια εκτενή αναφορά στη θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων και 

σε εφαρµογές τους που χρησιµοποιήθηκαν. Ακολουθούν η πειραµατική ανάλυση 

(Κεφάλαιο 4) και τα Συµπεράσµατα (Κεφάλαιο 5). 
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2. Ταξινόµηση 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.1. Εισαγωγικά 

 

Η ταξινόµηση αποτελεί κοµµάτι της επιστήµης των αποφάσεων, της επιστήµης 

που έχει στόχο την αντιµετώπιση πρακτικών προβληµάτων λήψης αποφάσεων. Καθώς 

η επιστήµη των αποφάσεων αποτελεί ένα ευρύ πεδίο έρευνας σε θεωρητικό αλλά και σε 

πρακτικό επίπεδο η προσπάθεια κατηγοριοποίησης των προβληµάτων της µπορεί να 

οδηγήσει στη δηµιουργία πολλών κατηγοριών. Μια όµως γενική κατηγοριοποίηση 

συνίσταται στη διάκριση µεταξύ των διακριτών προβληµάτων και των συνεχών 

προβληµάτων. Στα συνεχή προβλήµατα δεν  είναι δυνατό να καθοριστεί ένα 

πεπερασµένο σύνολο εναλλακτικών δραστηριοτήτων αλλά η οριοθέτηση του χώρου 

στον οποίον βρίσκονται. Η επιλογή της κατάλληλης λύσης γίνεται µόνο µέσω της 

αναλυτικής διερεύνησης του χώρου των εφικτών λύσεων. Σε αντιπαράθεση µε τα 

συνεχή, τα διακριτά προβλήµατα αφορούν σύνολα U, πεπερασµένων, συγκεκριµένων 

εναλλακτικών δραστηριοτήτων. Τα διακριτά προβλήµατα έχουν ως εξής: 

• Επιλογή της καλύτερης εναλλακτικής δραστηριότητας. 
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• Κατάταξη των εξεταζόµενων εναλλακτικών δραστηριοτήτων από τις 

καλύτερες προς της χειρότερες. 

• Περιγραφή των εναλλακτικών µε στόχο τον εντοπισµό των βασικών 

τους χαρακτηριστικών και ιδιοτήτων. 

• Ταξινόµηση των εναλλακτικών δραστηριοτήτων σε προκαθορισµένες 

κατηγορίες. 

 

Τα προβλήµατα της ταξινόµησης διαχωρίζονται επιµέρους στα προβλήµατα της:  

διάκρισης (discrimination) - ταξινόµησης (classification), και της διατεταγµένης 

ταξινόµησης (sorting). Οι δύο πρώτοι όροι αναφέρονται στα προβλήµατα όπου οι 

κατηγορίες στις οποίες εντάσσονται οι εναλλακτικές δραστηριότητες ορίζονται 

ονοµαστικά (nominal). Οι όροι «διάκριση» και «ταξινόµηση» χρησιµοποιούνται από 

στατιστικολόγους και ερευνητές του πεδίου της τεχνητής νοηµοσύνης (νευρωνικά 

δίκτυα, µηχανική µάθηση, κλπ.). Αντίθετα, ο όρος «διατεταγµένη ταξινόµηση» 

αναφέρεται σε προβλήµατα όπου οι κατηγορίες είναι διατεταγµένες από την καλύτερη 

στη χειρότερη και χρησιµοποιείται από ερευνητές της πολυκριτήριας ανάλυσης 

αποφάσεων.  

Ένας άλλος διαχωρισµός που πρέπει να αποσαφηνισθεί είναι αυτός µεταξύ της 

ταξινόµησης και της οµαδοποίησης (clustering). Η διαφορά τους έγκειται στο ότι, στα 

προβλήµατα της ταξινόµησης οι κατηγορίες στις οποίες εντάσσονται οι εναλλακτικές 

δραστηριότητες είναι αυστηρά προκαθορισµένες. Σε αντίθεση µε τα προβλήµατα της 

ταξινόµησης, στην περίπτωση της οµαδοποίησης σκοπός της ανάλυσης είναι ο 

σχηµατισµός των οµάδων, έτσι ώστε οι δραστηριότητες σε κάθε οµάδα να 

παρουσιάζουν παρόµοια χαρακτηριστικά [∆ούµπος και Ζοπουνίδης (2001)]. 

 

2.2. Ανασκόπηση των τεχνικών ταξινόµησης 
 

Για την επίλυση των προβληµάτων ταξινόµησης υπήρξε σηµαντικό ενδιαφέρον 

από τις αρχές του 20ου αιώνα µέχρι σήµερα και έχει δηµιουργηθεί ένα ευρύ φάσµα 

µεθόδων ταξινόµησης. Η συντριπτική τους πλειοψηφία εντάσσεται σε δύο βασικές 

κατηγορίες: α) στις στατιστικές και οικονοµετρικές προσεγγίσεις, β) στις µη 

παραµετρικές προσεγγίσεις.  
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Οι στατιστικές και οικονοµετρικές προσεγγίσεις είναι οι παλαιότερες 

τεχνικές ταξινόµησης που αναπτύχθηκαν. Το 1936 ο Fisher, στην ερευνητική του 

εργασία, ανέπτυξε την πρώτη πολυδιάστατη στατιστική µέθοδο, τη γραµµική 

διακριτική ανάλυση (linear discriminant analysis). Αργότερα, το 1947, ο Smith 

επέκτεινε την εργασία του Fisher, αναπτύσσοντας την τετραγωνική διακριτική 

ανάλυση (quadratic discriminant analysis).  

Οι δύο αυτές τεχνικές είναι ιδιαίτερα διαδεδοµένες καθώς: εφαρµόζονται 

εύκολα και αποτελούν το αποδεδειγµένα βέλτιστο αποτέλεσµα ταξινόµησης όταν οι 

µεταβλητές ακολουθούν την πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή και οι πίνακες 

διακύµανσης συνδιακύµανσης των κατηγοριών είναι γνωστοί.  

Από την άλλη, οι µέθοδοι της διακριτικής ανάλυσης, δεν βοηθούν στον 

προσδιορισµό της συνεισφοράς του κάθε χαρακτηριστικού στην ταξινόµηση των 

εναλλακτικών δραστηριοτήτων. Παράλληλα, στην περίπτωση όπου οι µεταβλητές δεν 

ακολουθούν την πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή και οι πίνακες διακύµανσης-

συνδιακύµανσης δεν είναι εύκολο να προσδιοριστούν, φαινόµενα που συναντώνται 

στην πλειοψηφία των πρακτικών περιπτώσεων, δηµιουργούνται θεωρητικά κενά στην 

εφαρµογή τους. 

Τα παραπάνω προβλήµατα των µεθόδων της διακριτικής ανάλυσης αποτέλεσαν 

το βασικό κίνητρο για την ανάπτυξη των οικονοµετρικών προσεγγίσεων: του 

γραµµικού υποδείγµατος πιθανότητας (linear probability model), του λογιστικού 

υποδείγµατος πιθανότητας (logit analysis) και του κανονικού υποδείγµατος 

πιθανότητας (probit analysis). Τα τελευταία δύο παρουσιάζουν σηµαντικές οµοιότητες 

ενώ έχουν και ένα σηµαντικό πλεονέκτηµα σε σχέση µε το γραµµικό υπόδειγµα, 

αντιµετωπίζουν προβλήµατα ταξινόµησης µε παραπάνω από δύο κατηγορίες.  

Το λογιστικό και το κανονικό υπόδειγµα πιθανότητας γνώρισαν ιδιαίτερη 

διάδοση µετά τις εργασίες του πρόσφατα βραβευµένου µε Νόµπελ Οικονοµίας Daniel 

McFadden (1974, 1980). Τα υποδείγµατα αυτά µε τη βοήθεια µιας µη γραµµικής 

συνάρτησης υπολογίζουν την πιθανότητα των εναλλακτικών δραστηριοτήτων να 

ανήκουν σε κάθε µια από τις υπό εξέταση κατηγορίες. Σηµαντικά πλεονεκτήµατα  των 

µεθοδολογιών αυτών είναι ότι: α) µπορεί να προσδιορισθεί η σηµαντικότητα των 

χαρακτηριστικών µέσω στατιστικών ελέγχων όπως το t-τεστ, β) είναι δυνατό για 

ταξινοµήσεις που αφορούν περισσότερο από δύο κατηγορίες να εφαρµόσουν την 
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πολλαπλή ονοµαστική (multinomial) και τη διατεταγµένη µορφή (ordered), και γ) δεν 

υπόκεινται σε στατιστικούς περιορισµούς.  

Όµως, παρά το ότι δεν πραγµατοποιούνται υποθέσεις για τις στατιστικές 

ιδιότητες των δεδοµένων, όπως στην διακριτική ανάλυση, άλλες µορφές στατιστικών 

υποθέσεων υφίστανται στις οικονοµετρικές προσεγγίσεις. Αξιοσηµείωτο δε είναι ότι, 

παρά της φιλοδοξίες των ερευνητών, τα αποτελέσµατα των υποδειγµάτων ταξινόµησης 

δεν δείχνουν σηµαντική βελτίωση σε σχέση µε αυτά της γραµµικής και τετραγωνικής 

διακριτικής ανάλυσης. 

Γενικά οι στατιστικές και οικονοµετρικές προσεγγίσεις, πετυχαίνοντας πολύ 

καλά αποτελέσµατα στην ταξινόµηση, αποτελούν ένα σηµείο αναφοράς και σύγκρισης 

µε τις νέες τεχνικές ταξινόµησης. 

Αναζητώντας, οι επιστήµονες, µεθόδους ανεξάρτητες των στατιστικών 

ιδιοτήτων των εξεταζόµενων δεδοµένων οδηγήθηκαν στην ανάπτυξη των µη 

παραµετρικών προσεγγίσεων. Οι προσεγγίσεις αυτές δεν βασίζονται σε στατιστικές 

υποθέσεις και δεν απαιτούν την ανάλυση των στατιστικών ιδιοτήτων των δεδοµένων. 

Σηµαντικές µη παραµετρικές µέθοδοι, οι περισσότερες εκ των οποίων θα αναλυθούν 

στην Ενότητα 2.3, είναι: τα νευρωνικά δίκτυα (neural networks), η µηχανική µάθηση 

(machine learning), η ασαφής λογική (fuzzy logic), και (Κεφάλαιο 3) τα προσεγγιστικά 

σύνολα (rough set theory). Στο Σχήµα 2.1 παρουσιάζονται γραφικά οι κύριοι 

διαχωρισµοί των µεθόδων ταξινόµησης.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 2.1. Παρουσίαση των κύριων µεθόδων ταξινόµησης 

Μεθοδολογίες Ταξινόµησης 

Μη Παραµετρικές 
Στατιστικές & Οικονοµετρικές 

• Νευρωνικά δίκτυα 
• Μηχανική µάθηση 
• Ασαφή λογική 
• Προσεγγιστικά σύνολα 

ΟικονοµετρικέςΣτατιστικές 

• Γραµµική 
διακριτική 
ανάλυση 

• Τετραγωνική 
διακριτική 
ανάλυση 

• Γραµµικό 
υπόδειγµα  

• Λογιστικό 
υπόδειγµα  

• Κανονικό 
υπόδειγµα 
πιθανότητας 



2. Ταξινόµηση ________________________________________________________________________ 

- 9 - 

2.3. ∆ιάφορες µέθοδοι ταξινόµησης  
 

Για την ανάλυση των µεθόδων της ταξινόµησης θα χρησιµοποιηθούν οι 

ακόλουθοι ορισµοί. 

• U={x1, x2, …, xm}, ορίζεται ένα πεπερασµένο σύνολο m εναλλακτικών 

δραστηριοτήτων ή αντικειµένων (objects). 

• Q={g1, g2, …, gn}, ορίζεται ένα σύνολο n χαρακτηριστικών (attributes). 

Στο εξής η περιγραφή του αντικειµένου xi στο χαρακτηριστικό gj θα 

συµβολίζεται ως aij. 

• C, ορίζεται η εξαρτηµένη µεταβλητή η οποία αφορά ένα σύνολο 

διακριτών επιπέδων καθένα από τα οποία αντιστοιχεί σε µία κατηγορία 

c1,c2,…,cq , µε q το πλήθος των κατηγοριών.  

• Ακόµα έχουµε (C,U×Q), το δείγµα των παρατηρήσεων (ή δείγµα 

εκµάθησης, ή δείγµα αναφοράς), όπου αποτελείται από m ζεύγη της 

µορφής (xi, ci) καθένα από τα οποία αντιστοιχεί σε ένα αντικείµενο xi 

(ως ci∈C συµβολίζεται η ταξινόµηση του αντικειµένου xi)  

 
 Χαρακτηριστικά 
 g1 g2 … … … gn 

Ταξινόµηση 

x1 c1 
x2 c2 
… … 
… … 

Ε
να
λλ
ακ
τι
κέ
ς 

       xm 

U×Q 

cm 

Πίνακας 2.1. Το δείγµα παρατηρήσεων - δείγµα εκµάθησης  

 

2.3.1. Η γραµµική και τετραγωνική διακριτική ανάλυση 

Η γραµµική διακριτική ανάλυση [Fisher 1936] καθώς και η τετραγωνική 

διακριτική ανάλυση [Smith 1947] αποτελούν παρόµοιές µεθοδολογικές προσεγγίσεις, 

για αυτό εξετάζονται παράλληλα. Οι µέθοδοι αυτοί χρησιµοποιούν ως δείγµα 

εκµάθησης ένα σύνολο εναλλακτικών δραστηριοτήτων που έχει γνωστή ταξινόµηση.  

Η γραµµική διακριτική ανάλυση πραγµατοποιείται σε q κατηγορίες 

αναπτύσσοντας q-1 γραµµικές συναρτήσεις της µορφής:  

Zkl = akl + ∑
=

n

j 1
bkljgj 
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Έχουµε, g1, g2, …, gn τα χαρακτηριστικά του δείγµατός παρατηρήσεων, akl µια σταθερά, 

και bkl1, bkl2, …, bkln τους συντελεστές των συναρτήσεων της διακριτικής ανάλυσης. 

Επίσης, οι δείκτες k και l αναφέρονται στις κατηγορίες  ck, cl, αντίστοιχα.  

Ο υπολογισµός των συντελεστών bkl και τoυ σταθερού όρου akl βασίζεται στο 

ότι οι εναλλακτικές δραστηριότητες στα εξεταζόµενα χαρακτηριστικά ακολουθούν την 

πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή. Παράλληλα, στηρίζεται στην υπόθεση ότι οι 

πίνακες διακύµανσης-συνδιακύµανσης των κατηγοριών είναι ίσοι. Βάσει αυτών των 

υποθέσεων οι υπολογισµοί γίνονται ως εξής: 

bkl = ][1
lkS µµ −⋅−  

akl = – [µκ + µl]΄ · bkl/2 

Ως µk συµβολίζεται το διάνυσµα των µέσων τιµών των χαρακτηριστικών για τις 

εναλλακτικές δραστηριότητες της κατηγορίας ck. Ενώ ως S συµβολίζεται ο κοινός 

πίνακας διακύµανσης-συνδιακύµανσης των κατηγοριών ο οποίος υπολογίζεται από την 

παρακάτω σχέση.  

qm

gg
S

q

k cx
kiki

ki

−

′−⋅−
=
∑ ∑
= ∈∀1

][][ µµ
 

 Η ταξινόµηση της δραστηριότητας xi στην κατηγορία ck θα γίνει εάν για όλες τις 

άλλες κατηγορίες cl ισχύει: 

k

l
ikl klK

lkK
gZ

π
π

)(
)(

ln)( ≥  

Ως πk και πl συµβολίζονται οι εκ των πρότερων πιθανότητες και ως Κ(k│l) το κόστος 

εσφαλµένων ταξινοµήσεων.  

Αντίστοιχα για την τετραγωνική διακριτική ανάλυση έχουµε την παρακάτω 

τετραγωνική συνάρτηση.  

Zkl = akl + ∑
=

n

j 1
bkljgj + ∑

=

n

j 1
∑
=

n

h 1
ckljhgjgh                                                                

Σε αυτή την περίπτωση οι πίνακες διακύµανσης-συνδιακύµανσης µεταξύ των 

κατηγοριών είναι άνισοι και υπολογίζονται από µια νέα σχέση, όµοια και o σταθερός 

όρος akl, και οι συντελεστές bklj, ckljh. Ο υπολογισµός των συντελεστών, όπως και στην 

γραµµική διακριτική ανάλυση, βασίζεται στο ότι οι εναλλακτικές δραστηριότητες στα 
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εξεταζόµενα χαρακτηριστικά ακολουθούν την πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή. 

Υπενθυµίζεται ότι οι δείκτες k και l αναφέρονται στις κατηγορίες  ck, cl , αντίστοιχα. 

bkl = –2[µk΄ 1−
kS –  µl ΄ 1−

lS  

akl = 11'1' ln −−− −− kllllkkk SSSS µµµµ  

ckl  =  
1−

kS – 1−
lS  

και, 

1

]][[

−

′−−
=
∑
∈∀

m

gg
S ki cx

kiki

k

µµ
 

Η εναλλακτική xi ταξινοµείται στην κατηγορία ck εάν για όλες τις άλλες cl 

ισχύει: 

k

l
ikl klK

lkK
gZ

π
π

)(
)(

ln2)( −≥  

Αξίζει να αναφερθεί πως ο καθορισµός των πρότερων πιθανοτήτων πk και του 

κόστους εσφαλµένων ταξινοµήσεων Κ(k│l) είναι µια δύσκολη διαδικασία. Ο τρόπος 

αντιµετώπισης της δυσκολίας αυτής είναι να προσδιορίζονται τα όρια που διαχωρίζουν 

τις κατηγορίες µέσω της διαδικασίας δοκιµής και σφάλµατος, µε στόχο να 

ελαχιστοποιηθεί ο συνολικός αριθµός των εσφαλµένων ταξινοµήσεων και να υπάρχει 

µια ισορροπία στον αριθµό των εσφαλµένων ανα κατηγορία. 

Αναφερόµενοι στην γραµµική και διακριτική ανάλυση υπενθυµίζεται ότι είναι 

ιδιαίτερα διαδεδοµένες µέθοδοι και αποτελούν σηµείο αναφοράς και σύγκρισης µε τις 

νέες τεχνικές ταξινόµησης καθώς: εφαρµόζονται εύκολα, και αποτελούν το 

αποδεδειγµένα βέλτιστο αποτέλεσµα ταξινόµησης όταν οι µεταβλητές ακολουθούν την 

πολυµεταβλητή κανονική κατανοµή και οι πίνακες διακύµανσης συνδιακύµανσης των 

κατηγοριών έχουν τη µορφή που ταιριάζει στην αντίστοιχη µέθοδο. 

 

2.3.2. Νευρωνικά δίκτυα 

Μια από τις πιο δηµοφιλείς µεθόδους εύρεσης παραµέτρων σε µη γραµµικά 

προβλήµατα είναι τα νευρωνικά δίκτυα (neural networks) ή τεχνητά νευρωνικά δίκτυα 

(artificial neural networks). Το όνοµα τους φανερώνει ότι προσπαθούν να εξοµοιώσουν 

τη λειτουργία του ανθρώπινου εγκεφάλου. Ο τρόπος λειτουργίας του ανθρώπινου 
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εγκεφάλου στηρίζεται σε ένα ιδιαίτερα πολύπλοκο δίκτυο πολυπληθών οργάνων, των 

νευρώνων. Κάθε νευρώνας επεξεργάζεται σήµατα που λαµβάνει είτε από τους 

αισθητήρες του εξωτερικού περιβάλλοντος του ανθρώπου, είτε από άλλους νευρώνες. 

Ύστερα από την επεξεργασία αυτών των σηµάτων εισόδου, σήµατα εξόδου στέλνονται 

προς άλλους νευρώνες για περαιτέρω επεξεργασία ή παράγονται σήµατα εξόδου από το 

νευρωνικό δίκτυο. Ακολουθεί µια απεικόνιση της παραπάνω διαδικασίας (Σχήµα 2.2). 

Όπως φανερώνει το σχήµα 2.2 η επεξεργασία των σηµάτων είσοδο του δικτύου 

γίνεται σε διάφορα επίπεδα: 

• Το επίπεδο εισόδου: αποτελείται από µια σειρά κόµβων, ένα για κάθε είσοδο του 

νευρωνικού δικτύου. Ενώ, κάθε είσοδος του δικτύου αντιπροσωπεύει ένα 

χαρακτηριστικό g1, g2, …, gn του προβλήµατος της ταξινόµησης. 

• Το ενδιάµεσο επίπεδο: αποτελείται από µια ή περισσότερες σειρές κόµβων. Ο 

αριθµός των κόµβων προσδιορίζεται µέσα από την διαδικασία δοκιµής και 

σφάλµατος. Για τα προβλήµατα της ταξινόµησης, έρευνες των Patuwo et al. (1993) 

και Subramanian et al. (1993) έδειξαν πως ικανοποιητικά αποτελέσµατα 

επιτυγχάνονται µεταξύ των αριθµών q και 2n+1. 

• Το επίπεδο εξόδου: αποτελείται από έναν ή περισσότερους κόµβους, ανάλογα µε 

τη φύση του προβλήµατος. Για την επίλυση µεθοδολογιών ταξινόµησης για q 

κατηγορίες ταξινόµησης ο αριθµός των κόµβων του επιπέδου εξόδου είναι ο 

αµέσως µεγαλύτερος ακέραιος του αριθµού log2q [Subramanian et al. (1993)]. 

Εναλλακτικά όµως µπορεί κάθε κόµβος στο επίπεδο εξόδου να αντιπροσωπεύει µια 

κατηγορία ταξινόµησης. Για παράδειγµα, για δυο κατηγορίες ταξινόµησης, µπορεί 

να υπάρχει ένας κόµβος εξόδου, που να λαµβάνει την τιµή 1 για την c1 και την τιµή 

2 για την c2. Από την άλλη µπορεί να υπάρχουν δύο κόµβοι, ένας για κάθε 

κατηγορία. 

Γενικότερα, σε ένα νευρωνικό δίκτυο, όταν δύο κόµβοι ανήκουν σε διαφορετικό 

επίπεδο συνδέονται µεταξύ τους. Μεταξύ δύο κόµβων κάθε σύνδεση έχει ένα βάρος. Τα 

βάρη αυτά υπολογίζονται µέσω διαδικασιών ελαχιστοποίησης των αποκλίσεων µεταξύ 

των αποτελεσµάτων του δικτύου και των πραγµατικών. Κατά αναλογία µε την 

στατιστική παλινδρόµηση, ως µέτρο των αποκλίσεων υπολογίζεται το άθροισµα των 

τετραγώνων των σφαλµάτων. 
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Επίπεδο εξόδου 

 

 

 

Ενδιάµεσο επίπεδο 

 

 

 

Επίπεδο εισόδου 

 

 

 

Σχήµα 2.2. Απεικόνιση ενός νευρωνικού δικτύου 

 

Η εξήγηση της λειτουργίας των νευρωνικών δικτύων είναι συνήθως πολύ 

δύσκολη. Τα νευρωνικά δίκτυα έχουν χαρακτηριστεί ως «µαύρο κουτί», καθώς δεν 

µπορούν να φανερώσουν γιατί µια εναλλακτική µε συγκεκριµένα χαρακτηριστικά 

ταξινοµείται σε συγκεκριµένη κατηγορία. Αυτό αποτελεί και ένα βασικό µειονέκτηµα 

της µεθόδου ιδιαίτερα στην υποστήριξη µιας απόφασης. Ένα άλλο αρνητικό των 

νευρωνικών δικτύων αποτελεί ο αυξηµένος υπολογιστικός φόρτος κατά την εκµάθηση 

του δικτύου. 

Αντιθέτως, τα νευρωνικά δίκτυα έχουν τη δυνατότητα να αναπαριστούν έντονα 

µη γραµµικά προβλήµατα µε θεωρητικά άπειρη ακρίβεια. Επίσης πλεονέκτηµα τους 

είναι ότι παρέχουν τη δυνατότητα παράλληλης επεξεργασίας. 

Κατά την εφαρµογή των νευρωνικών δικτύων στα προβλήµατα της ταξινόµησης 

οι επιστήµονες δεν έχουν συναντήσει τα αναµενόµενα αποτελέσµατα. Σύµφωνα µε τις 

έρευνες του Subramanian et al. (1993) τα αποτελέσµατα ήταν ικανοποιητικά σε σχέση 

µε τις µεθόδους της διακριτικής ανάλυσης, ιδιαίτερα σε πολύπλοκα προβλήµατα µε 

µεγάλο αριθµό κριτηρίων και κατηγοριών. Όµως, οι έρευνες του Patuwo et al (1993) 

έδειξαν σηµαντικά χειρότερα αποτελέσµατα σε σχέση µε τις ίδιες µεθόδους. Μόνο οι 

Archer και Wang (1993), εφαρµόζοντας κατάλληλους περιορισµούς µονοτονίας κατά 

Έξοδος 1 Έξοδος 2 

Είσοδος 1 Είσοδος 2 Είσοδος 3 
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την εκµάθηση του δικτύου, πέτυχαν υψηλότερη ακρίβεια σε σχέση µε την γραµµική 

διακριτική ανάλυση. 

 

2.3.3. Μηχανική Μάθηση 

Η µηχανική µάθηση αποτελεί µια σηµαντική θεωρία του χώρου της τεχνικής 

νοηµοσύνης. Μια χαρακτηριστική και διαδεδοµένη µεθοδολογία µηχανικής µάθησης 

είναι η επαγωγική µάθηση. Κατά την εφαρµογή της επαγωγικής µάθησης αναλύονται οι 

ταξινοµήσεις από σύνολα δεδοµένων. Η εκµετάλλευση αυτής της γνώσης δεν οδηγεί σε 

οποιαδήποτε µορφής στατιστική ανάλυση ή σε δηµιουργία συνάρτησης ταξινόµησης 

όπως στις πιο πολλές µεθοδολογίες. Η επαγωγική µάθηση λειτουργεί µέσω κανόνων 

της µορφής: 

ΕΑΝ στοιχειώδες συνθήκες ΤΟΤΕ συµπεράσµατα 

 Οι κάνονες βασίζονται στη λογική: εάν επαληθεύονται όλες οι συνθήκες του 

κανόνα τότε η εναλλακτική δραστηριότητα ταξινοµείται στην κατηγορία που 

υποδεικνύεται στο συµπέρασµα.  

 Ενδιαφέρον είναι ο τρόπος µε τον οποίο δηµιουργούνται οι κανόνες αυτοί. Η 

ανάλυση που ακολουθεί είναι βασισµένη στον αλγόριθµο C4.5 (Quinlan 1993), µια 

ιδιαίτερα γνωστή τεχνική στο χώρο της µηχανικής µάθησης. Για την δηµιουργία των 

κανόνων η µεθοδολογία επαναλαµβάνει τρία βήµατα. Σε κάθε επανάληψη υπολογίζεται 

η εντροπία της ταξινόµησης του gi χαρακτηριστικού. Η σχέση που υπολογίζει την 

εντροπία είναι: 

∑∑
==

−=
q

k
khkh

t

h

h CDpCDp
m

DI
1

2
1

)]/([log)/()( ν  

Όπου: m οι εναλλακτικές δραστηριότητες του συνόλου δεδοµένων, t τα υποσύνολα 

D1,D2,…,Dt  στα οποία διαχωρίζονται οι εναλλακτικές ανάλογα µε την τιµή τους στο 

χαρακτηριστικό που εξετάζεται, και νh ο αριθµός των εναλλακτικών στο υποσύνολο Dh 

(h=1,2, …, t). 

Τα τρία βήµατα που ακολουθούνται είναι: 

1) Υπολογισµός της εντροπίας της ταξινόµησης των χαρακτηριστικών. 

2) Επιλογή του χαρακτηριστικού µε την µικρότερη εντροπία.  
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3) ∆ιαχωρισµός των εναλλακτικών σε υποσύνολα D1,D2,…,Dt, όσες και οι 

διαφορετικές τιµές που λαµβάνει το χαρακτηριστικό που επιλέχθηκε (για 

ποιοτικά κριτήρια), ή όσα τα σηµεία διαχωρισµού (για ποσοτικά κριτήρια). 

Για κάθε νέο υποσύνολο επαναλαµβάνονται τα τρία παραπάνω βήµατα µέχρι 

τελικά να επιτευχθεί η σωστή ταξινόµηση όλων των εναλλακτικών δραστηριοτήτων 

του συνόλου δεδοµένων. Το αποτέλεσµα είναι η δηµιουργία ενός δέντρου. Ένα απλό 

παράδειγµα τέτοιου δέντρου παρουσιάζεται στο σχήµα 2.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 2.3. Αναπαράσταση ενός δέντρου αποφάσεων  

 

Εύκολα γίνεται κατανοητό ότι η δηµιουργία ενός δέντρου αποφάσεων όπως το 

παραπάνω είναι δυνατό να αναλυθεί σε κανόνες ταξινόµησης. Στο παράδειγµα του 

Σχήµατος 2.3 ένας τέτοιος κανόνας είναι: «ΕΑΝ µια εναλλακτική xi λαµβάνει τιµή 

µεγαλύτερη του 1 για το g1 και µεγαλύτερη του 1,3 για το g3 ΤΟΤΕ ταξινοµείται στην 

κατηγορία C1». 

Η µεθοδολογία που περιγράφηκε είναι δυνατόν να οδηγήσει σε ένα ιδιαίτερα 

πολύπλοκο δένδρο µε µεγάλο αριθµό φύλλων. Υπάρχει περίπτωση ένα φύλλο να 

αντιπροσωπεύει µια µονό εναλλακτική δραστηριότητα. Αυτό έχει το θετικό ότι η 

επαγωγική µάθηση µπορεί να προσαρµοστεί πλήρως στην ταξινόµηση που ακολουθεί 

το σύνολο δεδοµένων. Όµως παράλληλα µε την ανάπτυξη του δέντρου εφαρµόζονται 

διάφορες µέθοδοι περικοπής των φύλλων του µε σκοπό την γενίκευση των ιδιοτήτων 

του (Quinlan 1993, Breiman et al. 1984, Gelfand et al. 1991). 

   g1 

   g2    g3 

C1 C2 C1 C2 

≤1 >1 

>1,3 ≤1,3 >0,7 ≤0,7
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Κλείνοντας την αναφορά στη µηχανική µάθηση, τα σηµαντικά πλεονεκτήµατα 

που χαρακτηρίζουν τις µεθόδους του χώρου αυτού είναι: α) η δυνατότητα διαχείρισης 

ποιοτικών δεδοµένων, β) η δυνατότητα διαχείρισης δεδοµένων µε ελλιπή στοιχεία, γ) η 

δυνατότητα διαχείρισης ιδιαίτερα µεγάλων συνόλων δεδοµένων και δ) η εύκολη 

κατανόηση του αναπτυσσόµενου µοντέλου ταξινόµησης.  
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3. Θεωρία προσεγγιστικών συνόλων 
 
 
 
 
 
 
 
 
3.1. Εισαγωγικά 
 

Η θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων (rough set theory) αναπτύχθηκε από τον 

Pawlak το 1982. Σύµφωνα µε τoν ίδιο η ιδέα στη οποία στηρίζεται η θεωρία αυτή είναι 

ότι: «για κάθε αντικείµενο υπάρχει κάποια διαθέσιµη πληροφορία, δεδοµένο, ή γνώση». 

Ένα παράδειγµα ταξινόµησης το οποίο παραθέτει για την κατανόηση της παραπάνω 

ιδέας είναι: «Έστω ότι τα αντικείµενα είναι ασθενείς που νοσούν από µια συγκεκριµένη 

αρρώστια, τα συµπτώµατα της αρρώστιας διαµορφώνουν την πληροφορία που 

γνωρίζουµε για τους ασθενείς. Αντικείµενα τα οποία χαρακτηρίζονται από την ίδια 

πληροφορία είναι δυσδιάκριτα βάσει της διαθέσιµης πληροφορίας. Η σχέση της 

δυσδιακριτότητας που προσδιορίζεται µε αυτόν τον τρόπο είναι η µαθηµατική βάση της 

θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων» [Pawlak 1997]. Εκ πρώτης όψεως, για τους µη 

γνώστες της συγκεκριµένης µεθοδολογίας, το παραπάνω παράδειγµα δεν διευκολύνει 

άµεσα στην κατανόηση της µεθοδολογίας. Με την ανάλυση της Ενότητας 3.2 θα φανεί 

ότι το παράδειγµα του Pawlak  αποτελεί µια αρκετά συµπυκνωµένη άποψη για τη 

θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων.  
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Η θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων ξεκίνησε ως µια νέα µεθοδολογία στον 

χώρο της µηχανικής µάθησης (Ενότητα 2.3.3) καθώς εµφανίζει αρκετές οµοιότητες ως 

προς τη θεωρία αυτή. Ένα από τα κοινά χαρακτηριστικά τους είναι και η δηµιουργία 

κανόνων ταξινόµησης: «ΕΑΝ συνθήκες ΤΟΤΕ ταξινόµηση». Όµως, σταδιακά 

αποτέλεσε έναν αυτοτελή χώρο έρευνας µε σηµαντικές διαφορές από τη µηχανική 

µάθηση. Μάλιστα, θεωρείται ότι η θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων βρίσκεται στη 

διασταύρωση της ασαφής λογικής, της θεωρίας των σηµείων, των νευρωνικών δικτύων, 

των δικτύων Petri, και πολλών άλλων θεωριών της τεχνικής νοηµοσύνης, της λογικής 

και των µαθηµατικών [Beynon et al. 2000].  

Το ιδιαίτερο χαρακτηριστικό της θεωρίας των προσεγγιστικών συνόλων είναι 

ότι περιγράφει τις αλληλεξαρτήσεις µεταξύ των χαρακτηριστικών των εναλλακτικών 

δραστηριοτήτων. Με την διαδικασία αυτή βοηθάει στον εντοπισµό των σηµαντικών 

χαρακτηριστικών και στη µείωση της απαραίτητης πληροφορίας για την ταξινόµηση. 

Σηµαντική είναι και η συνεισφορά της θεωρίας των προσεγγιστικών συνόλων για την 

αντιµετώπιση προβληµάτων µε ασαφή και µη συνεπή δεδοµένα.  

 

3.2. Ανάλυση της θεωρίας των προσεγγιστικών συνόλων 
 

Όπως έχει διαφανεί από το παράδειγµα που αναφέρθηκε προηγούµενα, η  

θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων αναλύει περιπτώσεις αντικειµένων 

(εναλλακτικών δραστηριοτήτων) για τα οποία τίθεται κάποια πληροφορία, υπάρχει 

γνώση για τα χαρακτηριστικά τους. Για την ανάλυση της κρίνεται αναγκαίο αρχικά να 

ορίστουν κάποια χαρακτηριστικά µεγέθη. 

• U={x1, x2, …, xm}, ένα πεπερασµένο σύνολο m εναλλακτικών 

δραστηριοτήτων ή αντικειµένων (objects). 

• Q={g1, g2, …, gn}, ένα σύνολο n χαρακτηριστικών (attributes) ή υπό 

συνθήκη χαρακτηριστικών (condition attribute).  

• C, η εξαρτηµένη µεταβλητή η οποία αφορά ένα σύνολο διακριτών 

επιπέδων καθένα από τα οποία αντιστοιχεί σε µία κατηγορία c1,c2,…,cq , 

µε q το πλήθος των κατηγοριών. Οι κατηγορίες  c1,c2,…,cq ονοµάζονται 

και χαρακτηριστικά απόφασης (decision attributes). 
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• (C,U×Q), το δείγµα των παρατηρήσεων (ή δείγµα εκµάθησης, ή δείγµα 

αναφοράς), όπου αποτελείται από m ζεύγη της µορφής (xi, ci) καθένα 

από τα οποία αντιστοιχεί σε ένα αντικείµενο xi (ως ci∈C συµβολίζεται η 

ταξινόµηση του αντικειµένου xi). 

• V=∪
Qi

iV
∈

, µε Vi το πεδίο τιµών του κάθε χαρακτηριστικού gi
1.  

• f(U×Q)→V, η συνάρτηση πληροφορίας, τέτοια ώστε f(xj,gi) iV∈  για κάθε 

gi Q∈ , xj U∈ . Η συνάρτηση αυτή δίνει την τιµή του χαρακτηριστικού gi 

που λαµβάνει η εναλλακτική δραστηριότητα xi.  

 

3.2.1. Ανάλυση µέσω παραδείγµατος 

 Για την κατανόηση της θεωρίας των προσεγγιστικών συνόλων η ανάλυση της 

θα γίνει µέσω ενός παραδείγµατος (Πίνακας 3.1). Στο παράδειγµα είναι επτά 

αντικείµενα µε τα χαρακτηριστικά τους να αποτελούνται από 0 και 1 (π.χ. απαντήσεις 

Ναι/Όχι) και να εντάσσονται στις κατηγορίες «Α» ή «Θ» (π.χ. Αρσενικό/Θηλυκό) 

[Beynon et al. 2000]. 

 
 Χαρακτηριστικά 
 g1 g2 g3 g4 g5 g6 

Ταξινόµηση 
Αντικειµένων 

x1 1 1 1 1 1 1 Α 
x2 1 0 1 0 1 1 Α 
x3 0 0 1 1 0 0 Α 
x4 1 1 1 0 0 1 Θ 
x5 1 0 1 0 1 1 Θ 
x6 0 0 0 1 1 0 Θ Α

ντ
ικ
εί

µε
να

 

x7 1 0 1 0 1 1 Θ 
Πίνακας 3.1. Παράδειγµα ταξινοµηµένων αντικειµένων – Πίνακας δεδοµένων 

 

 Η αρχή στην οποία στηρίζεται η θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων είναι ότι: 

τα αντικείµενα µε τις ίδιες τιµές χαρακτηριστικών ταξινοµούνται στην ίδια κατηγορία. 

Όµως, στον παραπάνω πίνακα υπάρχουν αντικείµενα των οποίων τα χαρακτηριστικά 

______________________________ 
1  Στην κλασική θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων οι τιµές που παίρνει κάθε χαρακτηριστικό gi είναι 

διακριτές. Σε περίπτωση που οι τιµές είναι συνεχείς πραγµατοποιείται µια διακριτοποίηση. Ως 

διακριτοποίηση του πεδίου τιµών [a, b] σε h υποδιαστήµατα εννοείται η διάσπαση του στα [a1,a2), 

[a2,a3), …, [ah-1,ah], µε a1=a και ah=b. Όµως, νεότερες διαδικασίες εφαρµογής της θεωρίας των 

προσεγγιστικών συνόλων δεν απαιτούν την διακριτοποίηση των συνεχών τιµών των χαρακτηριστικών. 
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έχουν τις ίδιες τιµές αλλά ταξινοµούνται σε διαφορετική κατηγορία, π.χ. τα αντικείµενα 

x2, x5, x7. Για την επίλυση αυτού του προβλήµατος ορίσθηκε ένα πολύ σηµαντικό 

µέγεθος στο οποίο βασίζεται η θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων, η 

δυσδιακριτότητα. Τα αντικείµενα x2, x5, x7 ονοµάζονται δυσδιάκριτα επειδή 

λαµβάνουν τις ίδιες τιµές στα χαρακτηριστικά τους, ενώ τα αντικείµενα x1, x3, x4, x6 

ονοµάζονται διακριτά επειδή λαµβάνουν διαφορετικές τιµές στα χαρακτηριστικά τους.  

 Τα παραπάνω µπορούν να παρουσιαστούν και µε µαθηµατική µορφή. Έτσι, δυο 

εναλλακτικές δραστηριότητες xj και xl λέγεται ότι είναι δυσδιάκριτες εάν και µόνο εάν 

χαρακτηρίζονται από ακριβώς την ίδια πληροφορία, δηλαδή f(xj,gi)=f(xl,gi) για κάθε 

QPgi ⊆∈ . Ως P ορίζεται ένα υποσύνολο του Q, καθώς η δυσδιακριτότητα έχει νόηµα 

να υπολογίζεται και για ένα υποσύνολο των συνολικών χαρακτηριστικών. Για κάθε Ρ 

λοιπόν, µεταξύ δύο εναλλακτικών δραστηριοτήτων xj και xl, αντιστοιχεί µια σχέση 

δυσδιακριτότητας που συµβολίζεται ΙΡ. 

)),,(),(:),{( PggxfgxfUUxxI iilijljp ∈∀=×∈=  

 Επιπλέον, κάθε σύνολο δυσδιάκριτων αντικειµένων ονοµάζεται στοιχειώδες 

σύνολο (elementary set). Το σύνολο των δυσδιάκριτων αντικειµένων που περιλαµβάνει 

το αντικείµενο Ux j ∈  συµβολίζεται ως ΙΡ(xj). 

Παράλληλα, παρατηρείται στο παράδειγµα του Πίνακα 3.1. ότι τα αντικείµενα 

x1, x3, x4, x6 µπορούν να ταξινοµηθούν µε βεβαιότητα, ενώ τα αντικείµενα x2, x5, x7 δεν 

µπορούµε να τα ταξινοµήσουµε µε βεβαιότητα. Το σύνολο των αντικειµένων το οποίο 

περιλαµβάνει όλα τα αντικείµενα τα οποία ταξινοµούνται µε βεβαιότητα σε κάποια 

κατηγορία ονοµάζεται κάτω προσέγγιση (lower approximation) της κατηγορίας. Από 

την άλλη, άνω προσέγγιση (upper approximation) ονοµάζεται το σύνολο των 

αντικειµένων το οποίο περιλαµβάνει όλα τα αντικείµενα τα οποία πιθανόν να ανήκουν 

στην εξεταζόµενη κατηγορία.  

 Η µαθηµατική διατύπωση των παραπάνω, έχει ως εξής: 

))(:{ YxIYxYP jpj ⊆∈=  

και 

)( j
Yx

p xIYP
j

∪
∈

=  
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Τα YP και YP αντιπροσωπεύουν την κάτω και άνω προσέγγιση αντίστοιχα. Το P είναι 

ένα υποσύνολο του Q και το Υ είναι ένα υποσύνολο του U.  

 Η διαφορά µεταξύ της κάτω και άνω προσέγγισης ονοµάζεται περιοχή 

αµφιβολίας (boundary region) του προσεγγιστικού συνόλου και συµβολίζεται ως: 

YPYPYBN p −=)(  

 Σχηµατικά τα παραπάνω µπορούν να αναπαρασταθούν ως έχει στο Σχήµα 3.1. 
 

 Τα τετράγωνα αντιπροσωπεύουν τα δυσδιάκριτα 

αντικείµενα 

 Το YP είναι τα µαύρα τετράγωνα 

 Το YP είναι τα γκρι και µαύρα τετράγωνα 

 Το ΒΝΡ(Υ) είναι τα γκρι τετράγωνα 

 Το Υ είναι η περιοχή που εσωκλείεται από την 

κλειστή γραµµή 

Σχήµα 3.1. Αναπαράσταση των προσεγγιστικών συνόλων 

Επίσης: α) ένα σύνολο µε περιοχή αµφιβολίας ΒΝΡ(Υ)=Ø ονοµάζεται ακριβές 

σύνολο (crisp set), ενώ β) ένα σύνολο µε ΒΝΡ(Υ)≠Ø ονοµάζεται προσεγγιστικό σύνολο 

(rough set). 

Η παραπάνω θεωρία µπορεί να αναλυθεί στο παράδειγµα του Πίνακα 3.1. Έστω 

ότι Ρ={g1, g2, g3} και Υ={x5, x6}.  Τα σύνολα των δυσδιάκριτων αντικειµένων είναι τα 

εξής:  

ΙΡ(x1)=ΙΡ(x4) ={x1, x4},  ΙΡ(x2)=ΙΡ(x5)=ΙΡ(x7)={x2, x5, x7},  ΙΡ(x3)={x3},  ΙΡ(x6)={x6} 

Από τα παραπάνω σύνολα µόνο το ΙΡ(x6) ταξινοµείται µε βεβαιότητα στο Υ. Σε αυτή 

την περίπτωση YP ={x6} (πρέπει YxI jp ⊆)( ).  Για την άνω προσέγγιση 

χρησιµοποιούµε τα ΙΡ(xj) που έχουν κοινά αντικείµενα µε το Υ, έτσι YP = 

= )()( 65 xIxI PP ∪ ={x2, x5, x6, x7}. Επίσης, γνωρίζοντας την άνω και κάτω προσέγγιση, 

ΒΝΡ(Υ)= {x2, x5, x7}. 

Μια ακόµα βασική αρχή στην οποία στηρίζεται η θεωρία των προσεγγιστικών 

συνόλων είναι η ποιότητα της ταξινόµησης. Για κάθε κατηγορία c1,c2,…,cq 
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προσδιορίζεται η επιτυχία της ταξινόµησης ως ο αριθµός των αντικειµένων που 

κατηγοριοποιούνται µε βεβαιότητα σε αυτή την κατηγορία προς τον αριθµό αυτών που 

πιθανόν ταξινοµούνται  στην ίδια κατηγορία. Ο δείκτης που διαµορφώνεται κατά αυτό 

τον τρόπο ονοµάζεται ακρίβεια του προσεγγιστικού συνόλου. Όσο αφορά το σύνολο 

των κατηγοριών, ο δείκτης αυτός ονοµάζεται ποιότητα της ταξινόµησης. Η σχέση που 

δίνει την ακρίβεια του προσεγγιστικού συνόλου είναι: 

YP
YP

YaP =)(  

Αντίστοιχα, η σχέση της ποιότητας της ταξινόµησης δεν είναι τίποτα άλλο από 

το άθροισµα των q κάτω προσεγγίσεων προς το σύνολο των αντικειµένων (m), δηλαδή 

είναι: 

m

YP
Y

q

k
k

P

∑
== 1)(γ  

Η ακρίβεια του προσεγγιστικού συνόλου καθώς και η ποιότητα της ταξινόµησης 

µπορούν να αναλυθούν στο παράδειγµα του Πίνακα 3.1. Έστω ότι Ρ={g1, g2, g3} και 

Υ={x1, x2, x3}. Τα σύνολα των δυσδιάκριτων αντικειµένων παραµένουν:  

ΙΡ(x1)=ΙΡ(x4) ={x1, x4},  ΙΡ(x2)=ΙΡ(x5)=ΙΡ(x7)={x2, x5, x7},  ΙΡ(x3)={x3},  ΙΡ(x6)={x6} 

Το σύνολο ΙΡ(x3) ταξινοµείται µε βεβαιότητα στο Υ σύνολο. Σε αυτή την περίπτωση 

YP ={x3}.  Για την άνω προσέγγιση χρησιµοποιούνται τα ΙΡ(xj) που έχουν κοινά 

αντικείµενα µε το Υ, έτσι YP = )()()( 321 xIxIxI PPP ∪∪ ={ x1, x2, x3, x4, x5, x7}. Η 

ακρίβεια του προσεγγιστικού συνόλου σε αυτήν την περίπτωση είναι 1/6. Επιπλέον µε 

Ρ={g1, g2, g3} και Υ={x4, x5, x6, x7}, τα σύνολα των δυσδιάκριτων αντικειµένων είναι:  

ΙΡ(x1)=ΙΡ(x4) ={x1, x4},  ΙΡ(x2)=ΙΡ(x5)=ΙΡ(x7)={x2, x5, x7},  ΙΡ(x3)={x3},  ΙΡ(x6)={x6} 

Αυτή τη φορά το σύνολο ΙΡ(x6) ταξινοµείται µε βεβαιότητα στο Υ σύνολο, YP ={x6}.  

Για την άνω προσέγγιση YP = )()()()( 7654 xIxIxIxI PPPP ∪∪∪ ={ x1, x2, x4, x5, x6, x7}. 

Έτσι, η ακρίβεια του προσεγγιστικού συνόλου είναι 1/6. Όσο αφορά την ποιότητα της 

ταξινόµησης για το U, έχουµε 
m

YP
Y

q

k
k

P

∑
== 1)(γ =

7
2 . 
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Όµοια εργαζόµενοι για το σύνολο των χαρακτηριστικών (P=Q) βρίσκεται ότι η 

ποιότητα της ταξινόµησης είναι 4/7. 

 

3.2.2. Η δηµιουργία των ελαχίστων συνόλων 

 Έχει ήδη επισηµανθεί, στην Ενότητα 3.1 αλλά και στην Εισαγωγή της εργασίας, 

πως µια ιδιαίτερα σηµαντική ιδιότητα της θεωρίας των προσεγγιστικών συνόλων είναι 

η δηµιουργία των «ελαχίστων συνόλων». Η θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων 

αποτελεί τη µόνη µέθοδο ταξινόµησης όπου αντιµετωπίζει το πρόβληµα της συσχέτισης 

της πληροφορίας. Προσπαθεί δηλαδή να βρει τα σηµαντικά χαρακτηριστικά, τα οποία 

θα αποτελέσουν τα χαρακτηριστικά των ελαχίστων συνόλων και τα οποία µπορούν να 

αποδώσουν το ίδιο αποτέλεσµα ταξινόµησης µε το σύνολο της πληροφορίας που είναι 

διαθέσιµη. 

  Τα ελάχιστα σύνολα είναι υποσύνολα του Q. Στο παράδειγµα του Πίνακα 3.1 

είναι δυνατόν να δηµιουργηθούν πολλά υποσύνολα του Q, τόσα δηλαδή όσα το 

άθροισµα όλων των συνδυασµών, χωρίς διάταξη, που µπορούν να προκύψουν εάν 

επιλεγεί από το σύνολο των 6 χαρακτηριστικών ένα υποσύνολο των 1,ή 2,…,ή 6 από 

αυτών, ίσο µε: 63
6
6

5
6

4
6

3
6

2
6

1
6

=
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+






+






+






+






 ! Αυτός είναι και ο µέγιστος 

αριθµός των ελαχίστων συνόλων που µπορούν να υπάρξουν σε σύνολο δεδοµένων µε 

έξι χαρακτηριστικά.  

 Πιο συγκεκριµένα, για να ονοµαστεί ένα υποσύνολο του Q ως ελάχιστο σύνολο 

πρέπει η ποιότητα της ταξινόµησης για το υποσύνολο αυτό των χαρακτηριστικών να 

είναι ίση µε την ποιότητα της ταξινόµησης του συνόλου των χαρακτηριστικών. Η 

µαθηµατική έκφραση των παραπάνω έχει: έστω P ένα σύνολο χαρακτηριστικών και R 

ένα υποσύνολο του Ρ, εάν γΡ(Υ)=γR(Y), τότε το R ονοµάζεται   Υ-ελάχιστο σύνολο ή 

απλά ελάχιστο σύνολο (reduct) και συµβολίζεται REDY(P). 

Στην περίπτωση όπου υπάρχουν περισσότερα του ενός ελάχιστα σύνολα, τότε η 

τοµή τους ονοµάζεται πυρήνας των ελαχίστων συνόλων και συµβολίζεται COREY(P). 

∆ηλαδή: COREY(P) = ∩ REDY(P). Ο πυρήνας έχει την ιδιότητα να αποτελείται από τα 

πλέον σηµαντικά χαρακτηριστικά τα οποία δεν µπορούν να αγνοηθούν χωρίς να 

υπάρξει µείωση της ποιότητας της ταξινόµησης.  
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 Εφαρµόζοντας την παραπάνω θεωρία στο παράδειγµα του Πίνακα 3.1, για 

Ρ={g1, g2, g3} και U={x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7} πιθανά ελάχιστα υποσύνολα είναι τα: 

R1={g1}, R2={g2}, R3={g3}, R4={g1, g2}, R5={g1, g3}, R6={g2, g3}, R7={g1, g2, g3}. 

Αρκεί, η ποιότητα της ταξινόµησης κάποιων από τα R1, R2, R3, R4, R5, R6, R7 να είναι 

ίση µε την ποιότητα της ταξινόµησης του Ρ, η οποία έχει βρεθεί στην Ενότητα 3.2.1 ίση 

µε 2/7, έτσι ώστε τα σύνολα αυτά να ονοµαστούν ελάχιστα σύνολα.  

 Για το R1={g1} τα σύνολα των δυσδιάκριτων αντικειµένων έχουν:  

ΙΡ(x1) ={x1, x2, x4, x5, x7},  ΙΡ(x3)={x3, x6} 

Για Υ={x1, x2, x3} κανένα από αυτά δεν ταξινοµείται µε βεβαιότητα. Σε αυτή την 

περίπτωση το YP είναι το κενό σύνολο. Οµοίως, για Υ={x4, x5, x6, x7} το 

YP είναι το κενό σύνολο. Έτσι, η ποιότητα της ταξινόµησης 
m

YP
Y

q

k
k

P

∑
== 1)(γ  

είναι 0/7 (m=7). 

 Για το R2={g2} τα σύνολα των δυσδιάκριτων αντικειµένων έχουν:  

ΙΡ(x1) ={x1, x4},  ΙΡ(x2)={x2, x3, x5, x6, x7} 

Καθώς για Υ={x1, x2, x3}, αλλά και για Υ={x4, x5, x6, x7} το YP είναι το κενό 

σύνολο, η ποιότητα της ταξινόµησης  είναι 0/7. 

 Για το R3={g3} τα σύνολα των δυσδιάκριτων αντικειµένων έχουν:  

ΙΡ(x1) ={x1, x2, x3, x4, x5, x7},  ΙΡ(x6)={x6} 

Για Υ={x4, x5, x6, x7} το ΙΡ(x6)={x6} ταξινοµείται µε βεβαιότητα ( YP ={x6}), ενώ 

µε Υ={x1, x2, x3} είναι YP =Ø. Η ποιότητα της ταξινόµησης  έτσι, είναι 1/7. 

 Για το R4={g1, g2} τα σύνολα των δυσδιάκριτων αντικειµένων έχουν:  

ΙΡ(x1)={x1, x4},  ΙΡ(x2)={x2, x5, x7},  ΙΡ(x3)={x3, x6} 

Υπολογίζεται ότι η ποιότητα της ταξινόµησης είναι 0/7. 

 Για το R5={g1, g3} τα σύνολα των δυσδιάκριτων αντικειµένων έχουν:  

ΙΡ(x1)={x1, x2, x4, x5, x7}, ΙΡ(x3)={x3}, ΙΡ(x6)={x6} 
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Για Υ={x1, x2, x3} είναι YP ={x3}, για Υ={x4, x5, x6, x7} βρίσκεται YP ={x6}. 

Συνεπώς, η ποιότητα της ταξινόµησης υπολογίζεται 2/7.  

 Για το R6={g2, g3} τα σύνολα των δυσδιάκριτων αντικειµένων έχουν:  

ΙΡ(x1)={x1, x4},  ΙΡ(x2)={x2, x3, x5, x7},  ΙΡ(x6)={x6} 

Σε αυτή την περίπτωση η ποιότητα της ταξινόµηση  υπολογίζεται ότι είναι 1/7. 

 Για το R7=Ρ η ποιότητα της ταξινόµησης είναι 2/7.  

Ύστερα από αυτή την ανάλυση συµπεραίνεται ότι τα ελάχιστα σύνολα του Ρ 

είναι τα R5={g1, g3}, R7={g1, g2, g3} και ο πυρήνας τους είναι R5 ∩ R7={g1, g3}. 

 

3.2.3. Η δηµιουργία των κανόνων ταξινόµησης 

 Ένα σηµαντικό χαρακτηριστικό της θεωρίας των προσεγγιστικών συνόλων είναι 

η δηµιουργία των κανόνων ταξινόµησης. Μάλιστα µπορεί να θεωρηθεί ότι η µέχρι 

τώρα ανάλυση αποτελεί το κοµµάτι που αφορά αποκλειστικά τη θεωρία των 

προσεγγιστικών συνόλων, το κοµµάτι που ακολουθεί αποτελεί µια συχνή εφαρµογή 

των µηχανών µάθησης. Οι κανόνες ταξινόµησης έχουν τη µορφή: 

«ΕΑΝ συγκεκριµένες συνθήκες ΤΟΤΕ ταξινόµηση σε συγκεκριµένη/ες κατηγορία/ες» 

 Πρέπει να διευκρινιστεί ότι οι κανόνες ταξινόµησης προέρχονται αποκλειστικά 

από ένα ελάχιστο σύνολο, το οποίο προσδιορίστηκε από τη διαδικασία που αναφέρθηκε 

στην προηγούµενη ενότητα. Το ελάχιστο σύνολο µπορεί να επιλέχθηκε από τα 

υπόλοιπα σύµφωνα µε την κρίση του αποφασίζοντα ή µέσω απλών ευρετικών 

διαδικασιών [Slowinski και Zopounidis, 1995]. 

 Έστω, ότι για το παράδειγµα του Πίνακα 3.1 επιλέγεται το ελάχιστο σύνολο 

R5={g1, g3}, για να δηµιουργηθούν οι αντίστοιχοι κανόνες ταξινόµησης. Σε αυτή την 

περίπτωση έχουµε την ανάλυση µέσω του αντίστοιχου Πίνακα 3.2.  

 g1 g3 Ταξινόµηση 
x1 1 1 Α 
x2 1 1 Α 
x3 0 1 Α 
x4 1 1 Θ 
x5 1 1 Θ 
x6 0 0 Θ 
x7 1 1 Θ 

Πίνακας 3.2. Πίνακας δεδοµένων του ελαχίστου συνόλου R5={g1, g3}. 
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 Μια πλήρη αντιστοίχηση του παραπάνω πίνακα σε κανόνες ταξινόµησης θα 

αποφέρει τους εξής κανόνες: 

1) ΕΑΝ g1 = 1 και g3 = 1 ΤΟΤΕ ταξινόµηση = Α ή Θ 

2) ΕΑΝ g1 = 0 και g3 = 1 ΤΟΤΕ ταξινόµηση = Α 

3) ΕΑΝ g1 = 0 και g3 = 0 ΤΟΤΕ ταξινόµηση = Θ 

Οι παραπάνω κανόνες µπορούν να απλοποιηθούν στους εξής κανόνες: 

1) ΕΑΝ g1 = 0 και g3 = 1 ΤΟΤΕ ταξινόµηση = Α 

2) ΕΑΝ g3 = 0 ΤΟΤΕ ταξινόµηση = Θ 

3) ΕΑΝ g1 = 1 ΤΟΤΕ ταξινόµηση = Α ή Θ 

Ενώ, µπορούν µε τα ίδια δεδοµένα να ελαχιστοποιηθούν οι κανόνες που 

δηµιουργούνται, χωρίς να είναι ισοδύναµοι σε πληροφορία µε τους παραπάνω, στους 

εξής δύο: 

1) ΕΑΝ g3 = 0 ΤΟΤΕ ταξινόµηση = Θ 

2) ΕΑΝ g1 = 0 και g3 = 1 ΤΟΤΕ ταξινόµηση = Α 

Από το παραπάνω παράδειγµα διαφαίνεται ότι για την ανάπτυξη των κανόνων 

ταξινόµησης µπορούν να εφαρµοστούν οι ακόλουθες στρατηγικές: 

• Ανάπτυξη ενός εξαντλητικού συνόλου αποτελούµενο από όλους τους 

δυνατούς κανόνες. 

• Ανάπτυξη του ελαχίστου συνόλου που καλύπτει όλες τις εναλλακτικές 

δραστηριότητες του δείγµατος εκµάθησης. 

• Ανάπτυξη ενός συνόλου ισχυρών κανόνων, ακόµη και µερικώς διακριτικών 

κανόνων, οι οποίοι δεν καλύπτουν απαραίτητα όλες τις εναλλακτικές 

δραστηριότητες του δείγµατος εκµάθησης. 

Οι κανόνες είναι δυνατόν να συνοδεύονται από διάφορους χαρακτηρισµούς. 

Αυτοί, οι οποίοι καλύπτουν µόνο εναλλακτικές δραστηριότητες που ανήκουν στην 

κατηγορία στην οποία υποδεικνύει ο κάθε κανόνας (θετικά παραδείγµατα) ονοµάζονται 

διακριτικοί (discriminant). Ενώ, κανόνες οι οποίοι καλύπτουν ακόµα και εναλλακτικές 

δραστηριότητες που δεν ανήκουν στην κατηγορία που υποδεικνύει ο κανόνας 

(αρνητικά παραδείγµατα), ονοµάζονται µερικώς διακριτικοί. Οι µερικώς διακριτικοί 

κανόνες συνοδεύονται από ένα συντελεστή συνέπειας, ο οποίος ονοµάζεται επίπεδο 
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διάκρισης και ισούται µε το λόγο των θετικών προς των αρνητικών παραδειγµάτων. 

Επιπλέον, συνεπής (consistent) ονοµάζεται ο κανόνας όπου όλες οι εναλλακτικές 

δραστηριότητες που επαληθεύουν το µέρος των συνθηκών ανήκουν στην κατηγορία 

που υποδεικνύεται από το αποτέλεσµα του κανόνα. Εάν ένας συνεπής κανόνας 

υποδεικνύει µόνο µια κατηγορία ονοµάζεται ακριβής (exact), διαφορετικά ονοµάζεται 

προσεγγιστικός. 

Όταν ένα αντικείµενο ανήκει σε έναν προσεγγιστικό κανόνα τότε ανήκει σε 

κάποια από τις κατηγορίες όπου υποδεικνύει ο κανόνας. Για να προσδιοριστεί όµως σε 

ποια από αυτές ακολουθείται µια διαδικασία. Κάθε κανόνας συνοδεύεται από ένα µέτρο 

της ισχύος του. Μάλιστα, για τους προσεγγιστικούς κανόνες προσδιορίζεται η ισχύς της 

κάθε κατηγορίας που υποδεικνύει ο κανόνας. Ανάλογη µε την ισχύ του κανόνα είναι 

και η επιτυχία της ταξινόµησης που επιφέρει. Επίσης, κανόνες µε µεγάλη ισχύ είναι 

συνήθως λιγότερο εξειδικευµένοι και το τµήµα των συνθηκών τους περιλαµβάνει ένα 

µικρό αριθµό στοιχειωδών συνθηκών.  

 Μετά τη δηµιουργία των κανόνων ολοκληρώνεται η µεθοδολογία της θεωρίας 

των προσεγγιστικών συνόλων µε την εφαρµογή τους και την ταξινόµηση νέων 

αντικειµένων στις κατηγορίες του συνόλου C. Σε αυτή  την περίπτωση εµφανίζονται οι 

ακόλουθες περιπτώσεις [Slowinski και Stefanowski, 1994]: 

I. Το νέο αντικείµενο τηρεί τις προϋποθέσεις ενός ακριβή κανόνα. 

II. Το νέο αντικείµενο τηρεί τις συνθήκες πολλών ακριβών κανόνων που 

υποδεικνύουν την ίδια κατηγορία. 

III. Το νέο αντικείµενο τηρεί τις συνθήκες ενός προσεγγιστικού κανόνα ή πολλών 

ακριβών κανόνων που υποδεικνύουν διαφορετικές κατηγορίες. 

IV. Το νέο αντικείµενο δεν τηρεί τις συνθήκες κανενός κανόνα. 

Για τις περιπτώσεις Ι και ΙΙ είναι προφανές ότι δεν υπάρχουν προβλήµατα 

ταξινόµησης, η κατηγοριοποίηση γίνεται στην υποδεικνυόµενη κατηγορία. Για την 

περίπτωση ΙΙΙ το πρόβληµα της κατηγοριοποίησης αντιµετωπίζεται λαµβάνοντας 

υπόψη την ισχύ των κανόνων ταξινόµησης. Η ταξινόµηση µπορεί να γίνει όπως 

υποδεικνύει ο ισχυρότερος κανόνας ή λαµβάνοντας υπόψη την κατηγορία µε τη 

µεγαλύτερη ισχύ για την περίπτωση προσεγγιστικών κανόνων. Αντίθετα µε τις 

παραπάνω η περίπτωση ΙV παρουσιάζει σηµαντικές δυσκολίες στην αντιµετώπιση της. 
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Προτεινόµενη λύση είναι η διερεύνηση των κανόνων οι οποίοι τηρούνται µερικώς από 

το νέο αντικείµενο σε συνδυασµό µε την ισχύ τους, σύµφωνα µε το σύστηµα LERS 

[Grzymala-Busse, 1992].  

Γενικότερα διαδικασίες ανάπτυξης και εφαρµογής των κανόνων ταξινόµησης 

υπάρχουν πολλές. Μια από τις πλέον διαδεδοµένες διαδικασίες ανάπτυξης κανόνων 

είναι ο αλγόριθµος LEM2 [Grzymala-Busse, 1992]. Ο αλγόριθµος αυτός προϋποθέτει 

ότι έχει εφαρµοστεί µια διαδικασία διακριτοποίησης των τιµών. Οι συνθήκες των 

κανόνων που αναπτύσσονται µέσω του αλγορίθµου LEM2 έχουν την µορφή gi=νi, µε 

ii V∈ν .  Γενικώς, η εφαρµογή του LEM2 οδηγεί στην ανάπτυξη του ελαχίστου συνόλου 

κανόνων, που είναι πλήρες και δεν πλεονάζει. Το σύνολο των κανόνων είναι πλήρες ή 

µη πλεονασµατικό όταν µε την αφαίρεση ενός οποιουδήποτε κανόνα από το σύνολο, 

πλέον δεν καλύπτονται όλες οι εναλλακτικές δραστηριότητες του δείγµατος εκµάθησης. 
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4. Πειραµατική ανάλυση 
 
 
 
 
 
 
 
 
4.1. Εισαγωγή 
 

Ένα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό της θεωρίας των προσεγγιστικών συνόλων, όπως 

έχει ήδη επισηµανθεί, είναι ο εντοπισµός των «ελαχίστων συνόλων»· η ικανότητα τους 

αυτή συµβάλει στη µείωση της απαραίτητης πληροφορίας για την ταξινόµηση χωρίς να 

απαιτεί τη µείωση του ποσοστού επιτυχίας στην κατηγοριοποίηση. Σκοπός της 

εργασίας αυτής είναι να εξεταστεί το παραπάνω, δηλαδή εάν ο περιορισµός της 

πληροφορίας, όπως αυτή αποτυπώνεται στα ελάχιστα σύνολα, παρέχει αποτελέσµατα 

εξίσου καλά ή και καλύτερα σε σχέση µε τα αποτελέσµατα που επιτυγχάνονται µε βάση 

το σύνολο της διαθέσιµης πληροφορίας (σύνολο των χαρακτηριστικών).  

Πιο συγκεκριµένα, στην εργασία αυτή γίνεται εφαρµογή της θεωρίας των 

προσεγγιστικών συνόλων για την ανεύρεση των ελαχίστων συνόλων. Με βάση τα 

χαρακτηριστικά τα οποία αποτελούν τα ελάχιστα σύνολα δηµιουργούνται τα δείγµατα 

εκµάθησης, και από αυτά οι κανόνες ταξινόµησης. Σύµφωνα µε την επιτυχία αυτών των 

κανόνων στα δείγµατα ελέγχου κρίνεται και η επιτυχία των αντίστοιχων ελαχίστων 

συνόλων στην ταξινόµηση. Παράλληλα µε την παραπάνω µεθοδολογία χρησιµοποιείται 

και η µέθοδος του cross-validation [Stone, (1974)]. Με τη µέθοδο του cross-validation 
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πραγµατοποιείται η πλησιέστερη αξιολόγηση της ικανότητας γενίκευσης των κανόνων 

που αναπτύσσονται µε την παραπάνω διαδικασία. Έτσι, ελέγχεται εάν το ελάχιστο 

σύνολο µε την µεγαλύτερη δυνατότητα γενίκευσης επιτυγχάνει αποτελέσµατα 

ταξινόµησης εξίσου καλά ή και καλύτερα σε σχέση µε τη χρήση του συνόλου των 

χαρακτηριστικών.  

Επίσης, στην εργασία εξετάζεται η χρησιµότητα των ελαχίστων συνόλων ως 

µέσο µείωσης της πληροφορίας σε συνδυασµό και µε άλλες µεθόδους, όπως: τα 

νευρωνικά δίκτυα (neural networks),  ο αλγόριθµος του πλησιέστερου γείτονα (nearest 

neighbor), η γραµµική διακριτική ανάλυση (linear discriminant analysis), η 

τετραγωνική διακριτική ανάλυση (quadratic discriminant analysis) και τα δέντρα 

ταξινόµησης και παλινδρόµησης (classification and regression trees). Και σε αυτή την 

περίπτωση χρησιµοποιήθηκε η µέθοδος του cross-validation για να ελεγχθεί η 

δυνατότητα γενίκευση των αποτελεσµάτων της ταξινόµησης που επιτυγχάνονται. 

 

4.2. ∆εδοµένα και µεθοδολογία 

 
4.2.1. Η µεθοδολογία του cross-validation 

 Με τη χρήση της µεθοδολογίας του cross-validation [Stone (1974)] αξιολογείται 

ο βαθµός γενίκευσης των αποτελεσµάτων των µεθοδολογιών ταξινόµησης. Υπάρχουν 

δύο σηµαντικοί λόγοι για να µετρηθεί ο βαθµός γενίκευσης των αποτελεσµάτων: α) για 

να εκτιµηθεί η αποτελεσµατικότητα µιας µεθόδου ταξινόµησης, β) για να συγκριθούν 

διάφορες µεθοδολογίες ταξινόµησης µεταξύ τους και να επιλεχθεί η πλέον κατάλληλη.  

Στην εργασία αυτή, έγινε εφαρµογή της µεθοδολογίας του cross-validation  µε 

σκοπό να αξιολογηθεί η αποτελεσµατικότητα της χρήσης των ελαχίστων συνόλων. 

Κατά την εφαρµογή της θεωρίας των προσεγγιστικών συνόλων, αλλά και σε 

συνδυασµό µε άλλες µεθοδολογίες που εφαρµόσθηκαν στην εργασία αυτή, 

δηµιουργήθηκαν τα δείγµατα εκµάθησης και τα δείγµατα ελέγχου. Στην περίπτωση 

ενός δεδοµένου δείγµατος εκµάθησης και ενός δείγµατος ελέγχου, το δείγµα εκµάθησης 

χρησιµοποιείται για την ανάπτυξη ενός κατάλληλου µοντέλου ταξινόµησης σύµφωνα 

µε τις αρχές της εκάστοτε µεθόδου, ενώ το δείγµα ελέγχου χρησιµοποιείται για τον 

έλεγχο της αποτελεσµατικότητας του µοντέλου. Όµως, το γεγονός ότι µε αυτό τον 

τρόπο πραγµατοποιείται µόνο ένας έλεγχος της αποτελεσµατικότητας, αφήνει το 



4. Πειραµατική ανάλυση ________________________________________________________________ 

- 31 - 

10-fold cross-validation 

1. ∆ιαχωρισµός του U σε 10 περίπου ίδιου µεγέθους δείγµατα. 

2. Για το δείγµα Ut, εκµάθηση της µεθόδου ταξινόµησης από τα 

υπόλοιπα 9 δείγµατα και υπολογισµός της αποτελεσµατικότητας της 

µεθόδου από το δείγµα ελέγχου Ut. 

3. Εφαρµογή του βήµατος 2 για t=1,2, ..., 10  

ενδεχόµενο τα αποτελέσµατα που λαµβάνονται να ήταν τυχαία (µη αντιπροσωπευτικά 

για τη µεθοδολογία). Για την αντιµετώπιση του προβλήµατος αυτού, χρησιµοποιήθηκε 

η επαναληπτική διαδικασία ελέγχου «cross-validation». 

Κατά την εφαρµογή της διαδικασίας cross-validation, το σύνολο των 

αντικειµένων U, που αποτελείται από m αντικείµενα, χωρίζεται σε Κ αµοιβαίως 

αποκλειόµενα µικρότερου µεγέθους δείγµατα U1, U2, …, UK περίπου ίδιου µεγέθους d. 

Σε κάθε επανάληψη t αναπτύσσεται ένα µοντέλο, έχοντας ως δείγµα εκµάθησης το 

δείγµα U εκτός του Ut, και ως δείγµα ελέγχου το αποκλειόµενο δείγµα Ut. Συνήθως ο 

αριθµός των επαναλήψεων Κ κυµαίνεται µεταξύ του 1 και του 20. Όµως µπορεί να 

τεθεί ακόµα και ίσος µε m (leave-one-out cross-validation). Μελέτες έδειξαν ότι µια 

τέτοια επιλογή µπορεί να οδηγήσει σε αποτυχία υπολογισµού της πραγµατικής 

αποτελεσµατικότητας του µοντέλου ταξινόµησης, ενώ αυξάνει και η διακύµανση των 

υπολογισµών [Kohavi (1995), Shao (1997), Brieman (1996)]. Αντίθετα, αν το Κ είναι 

µικρό, είναι πιθανό ο υπολογισµός του σφάλµατος να είναι υπερβολικά απαισιόδοξος, 

λόγω της διαφοράς στο µέγεθος των δειγµάτων εκµάθησης και ελέγχου που 

διαµορφώνονται σε κάθε επανάληψη της διαδικασίας cross-validation. Το πρόβληµα 

γίνεται ακόµα πιο σηµαντικό όταν το σύνολο του δείγµατος είναι µικρό. Στην 

περίπτωση αυτή, η επιλογή ενός µικρού αριθµού επαναλήψεων, οδηγεί στη χρήση 

ανεπαρκών δειγµάτων για την ανάπτυξη του µοντέλου, αφού ο αριθµός των 

παρατηρήσεων στο σύνολο αναφοράς είναι αρκετά περιορισµένος. Βάσει των 

παραπάνω παρατηρήσεων, η πιο ευρέως χρησιµοποιούµενη τιµή για τον αριθµό των 

επαναλήψεων είναι 10, 10-fold cross-validation (Σχήµα 4.1) [Καπλάνης (2003)].  

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 4.1. Εφαρµογή του 10-fold cross-validation στο σύνολο των αντικειµένων U 
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Από εδώ και στο εξής, όταν γίνεται αναφορά στη µεθοδολογία του cross-

validation πρόκειται για την εφαρµογή του 10-fold cross-validation. 

 

 4.2.2. Τα δεδοµένα της ανάλυσης 

 Η εφαρµογή της θεωρίας των προσεγγιστικών συνόλων (ΘΠΣ) σε συνδυασµό 

µε την µεθοδολογία του cross-validation (CV) έγινε σε µια οµάδα διαφορετικών 

δεδοµένων. Αυτά τα δεδοµένα προέρχονται από µια πολύ γνωστή βάση δεδοµένων για 

µηχανική µάθηση, την UCI repository of machine learning databases του 

πανεπιστηµίου της Καλιφόρνια [Blake και Merz (1998)]. Από τη βάση αυτή 

επιλέχθηκαν δέκα σύνολα δεδοµένων, τα οποία και παρουσιάζονται στον παρακάτω 

πίνακα µαζί µε τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά τους. 

 

Σύνολα δεδοµένων Αντικείµενα Υπό συνθήκη 
χαρακτηριστικά 

Πλήθος 
κατηγοριών 

Ποσοτικά – Ποιοτικά 
Χαρακτηριστικά 

Echocardiogram 131 8 2 Ποσοτικά & Ποιοτικά 
Glass 214 9 6 Ποσοτικά 

Heart-Disease (Pro Hungarian) 294 13 2 Ποσοτικά & Ποιοτικά 
Iris 150 4 3 Ποσοτικά 

Liver-Disorders 345 6 2 Ποσοτικά 
Prima-Indians-Diabetes 768 8 2 Ποσοτικά 

Thyroid Disease (Ann Train) 3772 21 3 Ποσοτικά & Ποιοτικά 
Thyroid Disease (New-Thyroid) 215 5 3 Ποσοτικά  

Tic-Tac-Toe 958 9 2 Ποιοτικά 
Zoo 101 17 7 Ποσοτικά & Ποιοτικά 

Πίνακας 4.1. Τα εξεταζόµενα δεδοµένα 

 

 Τα χαρακτηριστικά τα οποία αναζητήθηκαν από τα παραπάνω σύνολα 

δεδοµένων είναι: α) να περιέχουν τουλάχιστον 100 αντικείµενα, β) ο αριθµός των 

ελαχίστων συνόλων τους να είναι πάνω από ένα. Το µέγεθος των δεδοµένων 

αναζητήθηκε να είναι πάνω από 100 αντικείµενα για να υπάρχει ένα ικανό πλήθος 

αντικειµένων κατά την εφαρµογή των ΘΠΣ και του CV, ενώ ο αριθµός των ελαχίστων 

συνόλων αναζητήθηκε να είναι µεγαλύτερος ή ίσος µε δύο ώστε να έχει νόηµα η 

σύγκριση διαφορετικών ελαχίστων συνόλων. Επίσης, καθώς κάποιες τιµές των 

συνόλων δεδοµένων απουσίαζαν, χρειάσθηκε να αφαιρεθούν στήλες των υπό συνθήκη 

χαρακτηριστικών ή να προστεθούν κάποιες τιµές (τέτοιες ώστε να απέχουν σηµαντικά 

από το πεδίο τιµών του χαρακτηριστικού και να αγνοούνται από το σύστηµα κατά την 
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ανάλυση). Ακόµα, οι τιµές των  ποιοτικών χαρακτηριστικών που δεν ήταν αριθµοί 

αντικαταστάθηκαν µε αριθµούς. 

 Στα σύνολα δεδοµένων του Πίνακα 4.1 εφαρµόσθηκε η µεθοδολογία της ΘΠΣ 

έτσι ώστε να βρεθούν τα ελάχιστα σύνολα. Ο εντοπισµός των ελαχίστων συνόλων έγινε 

µε τη χρήση του λογιστικού προγράµµατος «RSES» [Bazan και Szczuka (2001)]. Με 

την χρήση του εξαντλητικού (και άλλοτε  του γενετικού) αλγορίθµου που προσφέρει το 

πρόγραµµα RSES, χωρίς να γίνει διακριτοποίηση των τιµών, βρέθηκαν τα ελάχιστα 

σύνολα του κάθε συνόλου δεδοµένων (Πίνακας 4.2). Μάλιστα, σύµφωνα µε τον 

αλγόριθµο που χρησιµοποιεί το πρόγραµµα RSES τα ελάχιστα σύνολα έχουν πάντα 

λιγότερα χαρακτηριστικά (έστω r) από το σύνολο των χαρακτηριστικών (έστω n). 

 

Σύνολα δεδοµένων Αριθµός ελαχίστων 
συνόλων 

Echocardiogram 22 
Glass 17 

Heart-Disease (Pro Hungarian) 16 
Iris 4 

Liver-Disorders 9 
Prima-Indians-Diabetes 26 

Thyroid Disease (Ann Train) 14 
Thyroid Disease (New-Thyroid) 6 

Tic-Tac-Toe 9 
Zoo 7 

Πίνακας 4.2. Ο αριθµός των ελαχίστων συνόλων για τα εξεταζόµενα σύνολα δεδοµένων  

 

 Για κάθε ελάχιστο σύνολο δηµιουργήθηκε ένα νέο σύνολο δεδοµένων µε τα r 

χαρακτηριστικά του κάθε ελαχίστου συνόλου. Έτσι, π.χ. για το σύνολο δεδοµένων Iris 

δηµιουργήθηκαν 4 νέα σύνολα δεδοµένων για τα 4 ελάχιστα σύνολα του. Έπειτα, οι 

τιµές των νέων συνόλων διακριτοποιήθηκαν µε τη χρήση του προγράµµατος RSES.           

Η περαιτέρω διαδικασία που εφαρµόστηκε αναλύεται στα  παρακάτω βήµατα. 

 

Βήµα 1. Το κάθε νέο σύνολο δεδοµένων χωρίζεται σε δύο υποσύνολα: α) το δείγµα 

εκµάθηση Τ (training set), που αποτελείται από το 70% των αντικειµένων, και β) το 

δείγµα ελέγχου Η, που αποτελείται από το 30% των αντικειµένων. Ο διαχωρισµός σε 

αυτά τα δύο υποσύνολα γίνεται µε τυχαίο τρόπο (για το σκοπό αυτό χρησιµοποιήθηκε 

µια γεννήτρια τυχαίων αριθµών). 
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Βήµα 2. Σε κάθε δείγµα εκµάθησης Τ εφαρµόζεται η µεθοδολογία του cross-validation 

(10-fold cross validation). Η µέθοδος αυτή: α) διασπά το κάθε δείγµα εκµάθησης Τ σε 

δέκα περίπου ίδιου µεγέθους δείγµατα Τt, µε t=1, 2, …, 10, β) χρησιµοποιείται το 

σύνολο Τ-Τt ως δείγµα εκµάθησης και το Τt ως δείγµα ελέγχου, διαδοχικά για t=1, 2, ..., 

10. 

 Για την καλύτερη κατανόηση των δυο πρώτων βηµάτων, ας θεωρηθεί ότι 

υπάρχει ένα νέο σύνολο δεδοµένων µε m αντικείµενα και r χαρακτηριστικά. Σχηµατικά 

η διάσπαση του σύµφωνα µε τα βήµατα 1 και 2, απεικονίζεται στο Σχήµα 4.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 4.2. ∆ιάσπασης του νέου συνόλου δεδοµένων σε δείγµατα εκµάθησης και ελέγχου 

 

Βήµα 3. Εφαρµόζονται οι αλγόριθµοι LEM2 και LERS [Grzymala - Busse, 1992]. Για 

την ανάπτυξη των κανόνων της ΘΠΣ χρησιµοποιείται ο αλγόριθµος LEM2 στα 

δείγµατα εκµάθησης Τ-Τt, ενώ ο LERS χρησιµοποιείται για την εφαρµογή των κανόνων 

της ΘΠΣ στα δείγµατα ελέγχου Τt, για t=1, 2, …, 10. 

  

Βήµα 4. Υπολογίζεται η µέση επιτυχία της ταξινόµησης στα δείγµατα ελέγχου Τt. 

 

Βήµα 5. Εφαρµόζονται, οι αλγόριθµοι LEM2 και LERS στο δείγµα εκµάθησης Τ και 

στο δείγµα ελέγχου Η. Ο αλγόριθµος LEM2 χρησιµοποιείται για την ανάπτυξη των 

κανόνων της ΘΠΣ στο δείγµα εκµάθησης Τ, ενώ ο LERS για την εφαρµογή των 

κανόνων της ΘΠΣ στο δείγµα ελέγχου Η.  

 

Βήµα 1ο           Βήµα 2ο 
 (Cross validation) 

Νέο σύνολο 
δεδοµένων 

70% m
m αντικείµενα 

 r χαρακτηριστικά  

30% m

90% του 70% m  

10% του 70% m  

× 10 φορές 
   (t=1,2,…,10)

∆είγµα εκµάθησης Τ

∆είγµα ελέγχου Η

∆είγµα εκµάθησης Τ-Τt 

∆είγµα ελέγχου Τt  
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Βήµα 6. Εφαρµόζονται οι αλγόριθµοι LEM2 και LERS στο σύνολο των δεδοµένων µε 

το σύνολο των χαρακτηριστικών (n χαρακτηριστικά). Ο αλγόριθµος LEM2 

χρησιµοποιείται για την ανάπτυξη των κανόνων της ΘΠΣ στο δείγµα εκµάθησης Τ, ενώ 

ο LERS για την εφαρµογή των κανόνων της ΘΠΣ στο δείγµα ελέγχου Η. 

 

4.2.3. Παράδειγµα της διαδικασίας  

 Το σύνολο δεδοµένων Iris αποτελείται από ένα σχετικά µικρό αριθµό 

αντικειµένων (150) και υπό συνθήκη χαρακτηριστικών (4)· είναι λοιπόν εύκολο να 

παρατεθεί στις επόµενες σελίδες και στο Παράρτηµα Α η πλήρη εφαρµογή της θεωρίας 

των προσεγγιστικών συνόλων σε συνδυασµό µε τη µεθοδολογία του cross-validation σε 

αυτό. 

 Το σύνολο δεδοµένων Iris είναι ένας πίνακας µε 5 στήλες και 150 γραµµές 

(Παράρτηµα Α, Πίνακας Α.1). Αφού αντικαταστάθηκαν οι κατηγορίες ταξινόµησης µε 

αριθµούς (Iris-setosa=1, Iris-versicolor=2 και Iris-virginica=3), ο νέος πίνακας 150×5 

καταχωρήθηκε στο πρόγραµµα RSES. Το πρόγραµµα RSES υπολόγισε τα ελάχιστα 

σύνολα του Iris, τα οποία και είναι RED1={g1, g2, g3}, RED2={g1, g3, g4}, RED3={g1, 

g2, g4} και RED4={g2, g3, g4}. Σύµφωνα µε τα χαρακτηριστικά του κάθε ελάχιστου 

συνόλου δηµιουργήθηκαν 4 νέα σύνολα δεδοµένων. Το κάθε νέο σύνολο δεδοµένων 

είναι πίνακας 150×4, µε τις πρώτες 3 στήλες του να αντιστοιχούν στις τιµές που 

λαµβάνουν τα 150 αντικείµενα στα 3 χαρακτηριστικά του κάθε ελαχίστου συνόλου, και 

µε την 4η στήλη να αντιστοιχεί στην ταξινόµηση των 150 αντικειµένων. Το νέο σύνολο 

δεδοµένων που δηµιουργήθηκε από το ελάχιστο σύνολο RED2={g1, g3, g4} παρατίθεται 

στο Παράρτηµα Α (Πίνακας Α.2).  

 Οι τιµές του Πίνακας Α.2 µέσω του προγράµµατος RSES διακριτοποιήθηκαν. 

Ύστερα ακολουθήθηκαν τα βήµατα που περιγράφηκαν στην Ενότητα 4.2.2 για κάθε 

νέο σύνολο δεδοµένων. Ενδεικτικά παρουσιάζονται τα βήµατα που εφαρµόστηκαν για 

το νέο σύνολο δεδοµένων που προήλθε από το ελάχιστο σύνολο RED2={g1, g3, g4}. 

 

Βήµα 1. Το νέο σύνολο δεδοµένων, που παρουσιάζεται στον Πίνακα Α.2, διασπάστηκε 

σε δύο υποσύνολα: α) το δείγµα εκµάθησης Τ, που αποτελείται από 90 αντικείµενα, και 

β) το δείγµα ελέγχου Η, που αποτελείται από 60 αντικείµενα. Η διάσπαση αυτή 

παρουσιάζεται στον Πίνακα Α.3. Η 5η στήλη του Πίνακα Α.3 αποτελεί το διαχωρισµό 
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των αντικειµένων στα δύο υποσύνολα. Έτσι, τα αντικείµενα που βαθµολογούνται στην 

5η στήλη µε 1 αποτελούν το δείγµα ελέγχου Η, ενώ τα αντικείµενα που βαθµολογούνται 

µε 0 αποτελούν το δείγµα εκµάθησης Τ. Η δηµιουργία της 5ης στήλης έγινε µε τη 

βοήθεια της γεννήτριας τυχαίων αριθµών του Excel.  

 

Βήµα 2. Στα 90 αντικείµενα του δείγµατος εκµάθησης Τ εφαρµόστηκε η µεθοδολογία 

του cross-validation. Έτσι: α) τα 90 αντικείµενα διαχωρίσθηκαν τυχαία σε 10 δείγµατα 

Τt των 9 αντικειµένων, β) τα 9 δείγµατα χρησιµοποιήθηκαν ως δείγµα εκµάθησης Τ-Τt 

και το Τt ως δείγµα ελέγχου, για t=1, 2, …, 10. 

 

Βήµα 3. Εφαρµόστηκαν οι αλγόριθµοι LEM2 και LERS [Grzymala - Busse, 1992]. Για 

την ανάπτυξη των κανόνων της ΘΠΣ χρησιµοποιήθηκε ο αλγόριθµος LEM2 στο  

δείγµα εκµάθησης Τ-Τt, 81 αντικειµένων, ενώ ο LERS χρησιµοποιήθηκε για την 

εφαρµογή των κανόνων της ΘΠΣ στο δείγµα ελέγχου Τt, 9 αντικειµένων. Τα 

αποτελέσµατα που λήφθηκαν µετά το βήµα 3 παρουσιάζονται στον Πίνακα 4.3. Η 

πρώτη στήλη φανερώνει την 100% επιτυχία της ταξινόµησης στα 10 δείγµατα 

εκµάθησης Τ-Τt (µε t=1, 2, …, 10). Η δεύτερη στήλη παρουσιάζει την επιτυχία της 

ταξινόµησης στα 10 δείγµατα ελέγχου Τt. Τα ποσοστά αυτά έχουν σηµαντική 

διαβάθµιση από 77,78% έως 100%. 

 

Βήµα 4. Υπολογίσθηκε η µέση επιτυχία της ταξινόµησης των 10 δειγµάτων ελέγχου Τt, 

ως ο µέσος όρος της δεύτερης στήλης του Πίνακα 4.3 (93,3%). 

 
RED2 

Επιτυχία της ταξινόµησης στα 
δείγµατα εκµάθησης Τ-Τt  

Επιτυχία της ταξινόµησης 
στα δείγµατα ελέγχου Τt 

100.0% 88.9% 
100.0% 100.0% 
100.0% 100.0% 
100.0% 100.0% 
100.0% 100.0% 
100.0% 100.0% 
100.0% 77.8% 
100.0% 77.8% 
100.0% 100.0% 
100.0% 88.9% 

Πίνακας 4.3. Τα αποτελέσµατα της εφαρµογής του βήµατος 3 
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Βήµα 5. Εφαρµογή του αλγορίθµου LEM2 για την ανάπτυξη των κανόνων της ΘΠΣ 

στο δείγµα εκµάθησης Τ (90 αντικειµένων και 3 υπό συνθήκη χαρακτηριστικών), και 

εφαρµογή του αλγορίθµου LERS για την ταξινόµηση των αντικειµένων, σύµφωνα µε 

τους κανόνες που αναπτύχθηκαν, στο δείγµα ελέγχου Η (60 αντικειµένων και 3 υπό 

συνθήκη χαρακτηριστικών). Η επιτυχία της ταξινόµησης στο δείγµα ελέγχου Η είναι 

96,67%. 

 

Βήµα 6. Εφαρµογή των αλγορίθµων LEM2 και LERS στο σύνολο των δεδοµένων (150 

αντικειµένων και 4 χαρακτηριστικών). Χρησιµοποιήθηκε ο αλγόριθµος LEM2 για την 

ανάπτυξη των κανόνων της ΘΠΣ στο δείγµα εκµάθησης Τ και ο LERS για την 

εφαρµογή των κανόνων της ΘΠΣ στο δείγµα ελέγχου Η. Η επιτυχία της ταξινόµησης 

στο δείγµα ελέγχου Η για το σύνολο των χαρακτηριστικών είναι 98,33%. 

 

Iris RED1 RED2 RED3 RED4 
1 100.0% 88.9% 88.9% 100.0% 
2 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 
3 88.9% 100.0% 88.9% 100.0% 
4 100.0% 100.0% 88.9% 100.0% 
5 88.9% 100.0% 100.0% 100.0% 
6 100.0% 100.0% 100.0% 100.0% 
7 66.7% 77.8% 88.9% 77.8% 
8 77.8% 77.8% 66.7% 88.9% 
9 100.0% 100.0% 77.8% 88.9% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 88.9% 88.9% 88.9% 88.9% 
Μέση επιτυχία CV 91.1% 93.3% 88.9% 94.4% 
Επιτυχία ελαχίστων 

συνόλων 93.3% 96.7% 95.0% 98.3% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 98.3% 98.3% 98.3% 98.3% 

Πίνακας 4.4. Συνολικά αποτελέσµατα για τα δεδοµένα Iris 

 

Στον Πίνακα 4.4 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα που λήφθηκαν και για τα 4 

ελάχιστα σύνολα του συνόλου δεδοµένων Iris. Στις πρώτες δέκα γραµµές 

παρουσιάζεται η επιτυχία της ταξινόµησης στα δείγµατα ελέγχου Τt, όπου και 

εφαρµόσθηκε η µεθοδολογία cross-validation. Η 11η γραµµή παρουσιάζει την µέση 

επιτυχία του cross-validation. Ενώ, η 12η γραµµή παρουσιάζει την επιτυχία της ΘΠΣ να 

ταξινοµήσει σωστά τα αντικείµενα του δείγµατος ελέγχου Η µε τη χρήση των 

ελαχίστων συνόλων. Η τελευταία γραµµή παρουσιάζει την επιτυχία της ταξινόµησης 
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µέσω της ΘΠΣ χρησιµοποιώντας την πληροφορία που δίνει το σύνολο των 

χαρακτηριστικών.  

 

4.2.4. Ανάλυση αποτελεσµάτων 

Με όµοιο τρόπο µε αυτόν που αναλύθηκε στην προηγούµενη ενότητα για το Iris 

εφαρµόσθηκε η θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων σε συνδυασµό µε τη µέθοδο του 

cross-validation. Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν για τα σύνολα δεδοµένων 

Echocardiogram, Glass, Heart-Disease (Pro Hungarian), Liver-Disorders, Prima-

Indians-Diabetes, Thyroid Disease (Ann Train), Thyroid Disease (New-Thyroid), Tic-

Tac-Toe και Zoo παρουσιάζονται στους Πίνακες 4.5-4.13. Στους πίνακες αυτούς είναι 

διαχωρισµένες µε χρώµατα κάποιες τιµές. Με το πιο σκούρο γκρι και τα λευκά 

γράµµατα εµφανίζεται η επιτυχία της ταξινόµησης στο δείγµα ελέγχου Η για το σύνολο 

των χαρακτηριστικών. Το λιγότερα έντονο γκρι χρώµα µε τα µαύρα γράµµατα στην 11η 

γραµµή παρουσιάζει το ελάχιστο σύνολο µε το υψηλότερο ποσοστό ακρίβειας στη 

διαδικασία CV. Τέλος, το έντονο γκρι χρώµα µε τα µαύρα γράµµατα παρουσιάζει τη 

µέγιστη επιτυχία της ταξινόµησης (ακρίβεια) που λήφθηκε µε τη χρήση των ελαχίστων 

συνόλων. 

 
Echocardiogram RED1 RED2 RED3 RED4 RED5 RED6 RED7 RED8 RED9 RED10 

1 67% 44% 44% 56% 44% 44% 44% 78% 78% 44% 
2 100% 78% 78% 89% 67% 78% 100% 89% 100% 100% 
3 89% 89% 89% 89% 89% 78% 78% 89% 100% 78% 
4 44% 67% 67% 67% 44% 67% 56% 78% 44% 78% 
5 56% 67% 56% 67% 78% 89% 78% 89% 56% 78% 
6 78% 78% 78% 78% 89% 89% 89% 89% 78% 78% 
7 44% 44% 44% 67% 44% 44% 44% 44% 67% 44% 
8 67% 56% 78% 89% 67% 56% 100% 67% 89% 78% 
9 67% 89% 78% 67% 56% 78% 67% 67% 67% 89% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 78% 67% 100% 67% 67% 78% 67% 89% 100% 78% 
Μέση επιτυχία 

CV 69% 68% 71% 73% 64% 70% 72% 78% 78% 74% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 56% 61% 66% 46% 66% 59% 63% 68% 73% 54% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 68% 68% 68% 68% 68% 68% 68% 68% 68% 68% 

 

 

 

 



4. Πειραµατική ανάλυση ________________________________________________________________ 

- 39 - 

 
Echocardiogram RED11 RED12 RED13 RED14 RED15 RED16 RED17 RED18 RED19 RED20 

1 67% 56% 44% 44% 56% 44% 67% 44% 44% 44% 
2 78% 89% 89% 100% 78% 100% 89% 78% 89% 89% 
3 100% 78% 100% 56% 78% 89% 67% 100% 78% 67% 
4 67% 44% 78% 44% 78% 44% 67% 67% 67% 56% 
5 78% 78% 67% 67% 56% 78% 56% 78% 67% 78% 
6 78% 78% 89% 89% 78% 67% 78% 67% 78% 89% 
7 56% 22% 33% 56% 78% 44% 56% 67% 44% 44% 
8 78% 67% 67% 67% 89% 89% 67% 89% 100% 100% 
9 89% 67% 67% 67% 67% 44% 67% 56% 56% 67% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 89% 100% 89% 100% 89% 89% 100% 89% 100% 100% 
Μέση επιτυχία 

CV 78% 68% 72% 69% 74% 69% 71% 73% 72% 73% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 66% 61% 61% 59% 61% 66% 61% 59% 56% 71% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 68% 68% 68% 68% 68% 68% 68% 68% 68% 68% 

 
Echocardiogram RED21 RED22 

1 56% 56% 
2 89% 100% 
3 78% 78% 
4 67% 56% 
5 33% 67% 
6 89% 78% 
7 67% 33% 
8 100% 89% 
9 67% 78% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 89% 100% 
Μέση επιτυχία 

CV 73% 73% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 56% 66% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 68% 68% 

Πίνακας 4.5. Συνολικά αποτελέσµατα για τα δεδοµένα Echocardiogram 

 
Glass RED1 RED2 RED3 RED4 RED5 RED6 RED7 RED8 RED9 RED10 

1 71% 57% 50% 57% 57% 71% 79% 43% 36% 57% 
2 57% 43% 29% 50% 43% 57% 43% 57% 36% 57% 
3 36% 50% 50% 50% 36% 36% 29% 43% 50% 64% 
4 71% 50% 50% 50% 29% 50% 64% 57% 57% 57% 
5 79% 86% 79% 50% 57% 50% 50% 57% 79% 71% 
6 57% 86% 71% 50% 64% 50% 50% 71% 79% 57% 
7 50% 57% 57% 43% 50% 36% 57% 43% 50% 79% 
8 71% 93% 79% 93% 29% 71% 93% 71% 64% 64% 
9 71% 64% 50% 71% 43% 29% 71% 50% 64% 71% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 64% 64% 57% 57% 50% 21% 57% 64% 64% 71% 
Μέση επιτυχία 

CV 63% 65% 57% 57% 46% 47% 59% 56% 58% 65% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 64% 67% 70% 55% 59% 52% 69% 55% 70% 61% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 67% 67% 67% 67% 67% 67% 67% 67% 67% 67% 
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Glass RED11 RED12 RED13 RED14 RED15 RED16 RED17 
1 43% 71% 64% 86% 64% 64% 71% 
2 57% 64% 57% 71% 57% 71% 50% 
3 50% 43% 29% 43% 50% 36% 36% 
4 50% 50% 43% 36% 36% 43% 50% 
5 86% 86% 79% 86% 79% 71% 79% 
6 57% 64% 71% 64% 64% 86% 50% 
7 50% 57% 64% 64% 64% 50% 57% 
8 64% 71% 50% 64% 64% 50% 43% 
9 50% 79% 71% 64% 79% 57% 36% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 64% 57% 57% 71% 57% 57% 43% 
Μέση επιτυχία 

CV 57% 64% 59% 65% 61% 59% 51% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 56% 52% 56% 63% 59% 52% 50% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 67% 67% 67% 67% 67% 67% 67% 

Πίνακας 4.6. Συνολικά αποτελέσµατα για τα δεδοµένα Glass  

 
Heart-Disease 

(Pro Hungarian) RED1 RED2 RED3 RED4 RED5 RED6 RED7 RED8 RED9 RED10 

1 74% 79% 63% 84% 95% 74% 89% 47% 89% 89% 
2 47% 42% 37% 68% 63% 68% 74% 42% 53% 32% 
3 68% 63% 68% 89% 89% 84% 74% 74% 79% 79% 
4 58% 68% 68% 89% 79% 74% 63% 63% 84% 74% 
5 58% 32% 58% 74% 63% 84% 79% 58% 89% 63% 
6 53% 68% 42% 79% 74% 74% 74% 63% 68% 58% 
7 68% 68% 63% 74% 68% 79% 84% 42% 53% 47% 
8 68% 84% 53% 84% 74% 68% 74% 47% 84% 74% 
9 53% 42% 53% 53% 53% 74% 74% 32% 68% 58% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 74% 68% 58% 89% 89% 84% 68% 58% 63% 47% 
Μέση επιτυχία 

CV 62% 62% 56% 78% 75% 76% 75% 53% 73% 62% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 70% 58% 74% 85% 82% 77% 80% 65% 78% 64% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 80% 80% 80% 80% 80% 80% 80% 80% 80% 80% 

 
Heart-Disease 

(Pro Hungarian) RED11 RED12 RED13 RED14 RED15 RED16 

1 53% 84% 58% 84% 84% 68% 
2 53% 63% 58% 63% 58% 68% 
3 63% 63% 74% 84% 79% 74% 
4 47% 74% 63% 79% 79% 74% 
5 63% 74% 84% 84% 74% 79% 
6 68% 79% 63% 89% 84% 68% 
7 53% 74% 42% 63% 79% 58% 
8 74% 74% 79% 74% 79% 63% 
9 47% 63% 68% 79% 63% 63% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 68% 79% 53% 68% 74% 63% 
Μέση επιτυχία 

CV 59% 73% 64% 77% 75% 68% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 66% 74% 68% 76% 77% 73% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 80% 80% 80% 80% 80% 80% 

Πίνακας 4.7. Συνολικά αποτελέσµατα για τα δεδοµένα Heart-Disease (Pro Hungarian) 
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Liver-Disorders RED1 RED2 RED3 RED4 RED5 RED6 RED7 RED8 RED9 

1 46% 63% 54% 54% 71% 67% 75% 75% 58% 
2 42% 67% 58% 46% 58% 50% 83% 67% 58% 
3 54% 67% 58% 54% 50% 54% 58% 58% 46% 
4 63% 67% 38% 67% 67% 71% 50% 58% 67% 
5 63% 50% 54% 46% 50% 63% 75% 75% 54% 
6 54% 46% 75% 63% 50% 67% 50% 58% 58% 
7 67% 67% 42% 67% 58% 58% 71% 46% 67% 
8 46% 71% 63% 54% 54% 58% 75% 42% 54% 
9 42% 75% 63% 50% 46% 58% 67% 54% 67% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 58% 63% 67% 79% 75% 46% 71% 63% 83% 
Μέση επιτυχία 

CV 53% 63% 57% 58% 58% 59% 67% 60% 61% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 58% 65% 59% 58% 63% 59% 66% 57% 55% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 65% 65% 65% 65% 65% 65% 65% 65% 65% 

Πίνακας 4.8. Συνολικά αποτελέσµατα για τα δεδοµένα Liver-Disorders 

 
Prima-Indians-

Diabetes RED1 RED2 RED3 RED4 RED5 RED6 RED7 RED8 RED9 RED10 

1 75% 69% 67% 71% 57% 67% 65% 47% 59% 69% 
2 78% 73% 69% 80% 63% 76% 76% 69% 69% 75% 
3 75% 76% 65% 69% 73% 65% 69% 59% 55% 55% 
4 55% 61% 53% 63% 45% 57% 63% 49% 51% 51% 
5 73% 71% 73% 65% 59% 75% 76% 61% 59% 69% 
6 76% 78% 69% 80% 63% 75% 67% 53% 63% 49% 
7 65% 61% 57% 67% 57% 63% 63% 65% 67% 59% 
8 71% 61% 69% 76% 65% 76% 71% 63% 67% 63% 
9 71% 69% 75% 71% 67% 69% 65% 53% 67% 61% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 80% 67% 71% 71% 55% 63% 69% 49% 45% 51% 
Μέση επιτυχία 

CV 72% 68% 66% 71% 60% 68% 68% 57% 60% 60% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 74% 76% 74% 74% 68% 77% 67% 66% 64% 66% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 73% 73% 73% 73% 73% 73% 73% 73% 73% 73% 

 
Prima-Indians-

Diabetes RED11 RED12 RED13 RED14 RED15 RED16 RED17 RED18 RED19 RED20 

1 73% 73% 80% 63% 78% 67% 80% 67% 73% 65% 
2 75% 67% 65% 80% 69% 73% 82% 71% 76% 65% 
3 59% 61% 67% 63% 73% 78% 71% 59% 69% 65% 
4 55% 55% 55% 55% 69% 67% 57% 61% 65% 55% 
5 65% 61% 63% 65% 78% 73% 75% 75% 69% 71% 
6 71% 61% 71% 73% 75% 69% 71% 69% 69% 69% 
7 65% 63% 69% 61% 61% 63% 73% 71% 69% 67% 
8 65% 61% 65% 67% 69% 78% 73% 69% 67% 69% 
9 71% 88% 67% 67% 73% 76% 73% 69% 75% 67% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 57% 59% 61% 55% 78% 80% 76% 76% 63% 57% 
Μέση επιτυχία 

CV 65% 65% 66% 65% 72% 72% 73% 68% 69% 65% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 65% 69% 69% 67% 77% 78% 74% 77% 76% 69% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 73% 73% 73% 73% 73% 73% 73% 73% 73% 73% 
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Prima-Indians-

Diabetes RED21 RED22 RED23 RED24 RED25 RED26 

1 71% 61% 69% 71% 67% 67% 
2 84% 63% 67% 76% 73% 73% 
3 76% 65% 61% 63% 55% 55% 
4 71% 55% 69% 59% 63% 63% 
5 73% 61% 63% 69% 65% 65% 
6 73% 61% 75% 71% 71% 71% 
7 71% 65% 65% 69% 69% 69% 
8 69% 63% 57% 69% 61% 61% 
9 75% 59% 67% 75% 71% 71% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 69% 59% 63% 63% 51% 51% 
Μέση επιτυχία 

CV 73% 61% 65% 68% 64% 64% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 76% 69% 69% 69% 64% 64% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 73% 73% 73% 73% 73% 73% 

Πίνακας 4.9. Συνολικά αποτελέσµατα για τα δεδοµένα Prima-Indians-Diabetes 

 
Thyroid Disease 

(Ann Train) RED1 RED2 RED3 RED4 RED5 RED6 RED7 RED8 RED9 RED10 

1 96% 92% 97% 97% 98% 95% 98% 97% 95% 95% 
2 95% 89% 96% 95% 96% 91% 96% 94% 91% 91% 
3 97% 89% 96% 97% 97% 93% 97% 97% 90% 93% 
4 98% 94% 97% 96% 97% 95% 97% 97% 94% 95% 
5 96% 91% 97% 94% 95% 91% 95% 95% 89% 91% 
6 98% 92% 95% 95% 98% 95% 98% 97% 94% 95% 
7 98% 93% 98% 97% 96% 93% 97% 97% 92% 94% 
8 95% 93% 96% 97% 97% 93% 97% 96% 93% 93% 
9 97% 95% 98% 95% 96% 93% 97% 96% 92% 93% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 98% 93% 95% 95% 97% 93% 99% 96% 93% 94% 
Μέση επιτυχία 

CV 97% 92% 96% 96% 97% 93% 97% 96% 92% 93% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 96% 92% 96% 96% 97% 92% 96% 96% 92% 93% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 99% 99% 99% 99% 99% 99% 99% 99% 99% 99% 

 
Thyroid Disease 

(Ann Train) RED11 RED12 RED13 RED14 

1 97% 97% 97% 98% 
2 96% 95% 97% 97% 
3 97% 97% 98% 97% 
4 97% 98% 98% 98% 
5 95% 97% 97% 95% 
6 97% 97% 97% 97% 
7 98% 98% 96% 98% 
8 96% 96% 96% 97% 
9 97% 97% 98% 97% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 97% 97% 97% 97% 
Μέση επιτυχία 

CV 97% 97% 97% 97% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 97% 96% 97% 97% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 99% 99% 99% 99% 

Πίνακας 4.10. Συνολικά αποτελέσµατα για τα δεδοµένα Thyroid Disease (Ann Train) 
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Thyroid Disease 
(New-Thyroid) RED1 RED2 RED3 RED4 RED5 RED6 

1 100% 93% 93% 86% 86% 79% 
2 93% 100% 93% 93% 79% 86% 
3 86% 93% 100% 79% 86% 93% 
4 100% 93% 100% 93% 86% 79% 
5 86% 100% 100% 93% 100% 86% 
6 93% 100% 100% 93% 93% 86% 
7 93% 100% 100% 71% 79% 86% 
8 93% 86% 100% 100% 86% 79% 
9 79% 100% 100% 93% 100% 100% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 86% 100% 100% 86% 100% 86% 
Μέση επιτυχία 

CV 91% 96% 99% 89% 89% 86% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 96% 97% 95% 92% 88% 91% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 100% 100% 100% 100% 100% 100% 

Πίνακας 4.11. Συνολικά αποτελέσµατα για τα δεδοµένα Thyroid Disease (New-Thyroid) 

 
Tic-Tac-Toe RED1 RED2 RED3 RED4 RED5 RED6 RED7 RED8 RED9 

1 83% 88% 86% 89% 81% 94% 83% 84% 88% 
2 89% 88% 92% 91% 88% 92% 73% 89% 89% 
3 89% 84% 97% 88% 86% 88% 78% 86% 92% 
4 86% 78% 88% 89% 78% 91% 70% 80% 81% 
5 84% 91% 94% 94% 81% 94% 72% 88% 92% 
6 77% 83% 89% 89% 94% 89% 80% 88% 91% 
7 81% 86% 92% 92% 89% 91% 78% 80% 95% 
8 73% 88% 94% 84% 88% 88% 73% 78% 92% 
9 84% 89% 95% 88% 83% 95% 84% 81% 84% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 86% 88% 92% 89% 88% 92% 69% 89% 89% 
Μέση επιτυχία 

CV 83% 86% 92% 89% 85% 91% 76% 84% 89% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 87% 82% 92% 91% 86% 90% 75% 88% 90% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 99% 99% 99% 99% 99% 99% 99% 99% 99% 

Πίνακας 4.12. Συνολικά αποτελέσµατα για τα δεδοµένα Tic-Tac-Toe 

 
Zoo RED1 RED2 RED3 RED4 RED5 RED6 RED7 

1 100% 100% 86% 100% 100% 86% 86% 
2 100% 100% 100% 100% 100% 86% 100% 
3 71% 71% 57% 57% 71% 71% 71% 
4 100% 86% 86% 86% 100% 71% 86% 
5 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 
6 100% 100% 71% 100% 100% 100% 100% 
7 100% 86% 86% 86% 86% 100% 86% 
8 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 
9 100% 86% 100% 100% 100% 86% 100% 

C
ro

ss
 - 

va
lid

at
io

n 

10 100% 100% 100% 100% 100% 86% 100% 
Μέση επιτυχία 

CV 97% 93% 89% 93% 96% 89% 93% 

Επιτυχία ελαχίστων 
συνόλων 100% 97% 100% 100% 97% 94% 97% 

Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών 97% 97% 97% 97% 97% 97% 97% 

Πίνακας 4.13. Συνολικά αποτελέσµατα για τα δεδοµένα Zoo 
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Στόχος της εργασίας αυτής είναι η καλύτερη δυνατή επιτυχία της ταξινόµησης 

µε τη χρήση ελαχίστων συνόλων (γραµµή «επιτυχία ελαχίστων συνόλων»). Ο δείκτης 

που χρησιµοποιήθηκε για να προσδιοριστεί το ελάχιστο σύνολο που έχει τη µεγαλύτερη 

δυνατή επιτυχία της ταξινόµησης είναι ο µεγαλύτερος µέσος όρος τιµών του cross-

validation («µέση επιτυχία CV»). Ο δείκτης αυτός χρησιµοποιήθηκε επειδή µέσω της 

µεθοδολογίας του CV είναι δυνατόν να ελεγχθεί η ακρίβεια που πετυχαίνει η θεωρία 

των προσεγγιστικών συνόλων δέκα φορές για κάθε ελάχιστο σύνολο. Με αυτόν τον 

τρόπο ελέγχεται η γενικότητα των αποτελεσµάτων που λαµβάνονται µε τη χρήση των 

ελαχίστων συνόλων. 

 Κύριος στόχος της εργασίας αυτής είναι να συγκρίνει δύο τιµές. Η πρώτη τιµή 

είναι η επιτυχία της ταξινόµησης του ελαχίστου συνόλου µε τη µεγαλύτερη µέση 

ακρίβεια στη διαδικασία του cross-validation. Η δεύτερη τιµή, αναφέρεται στην 

επιτυχία της ταξινόµησης, που επιτυγχάνεται µε τη χρήση του συνόλου των 

χαρακτηριστικών. Καθώς οι τιµές που παρουσιάζονται στους παραπάνω πίνακες είναι 

πολλές, στο Σχήµα 4.3 πραγµατοποιείται µια απλούστερη σύνοψη των αποτελεσµάτων. 

Για τις περιπτώσεις όπου το ελάχιστο σύνολο µε τη µεγαλύτερη µέση επιτυχία CV δεν 

είναι ένα, λαµβάνεται ο µέσος όρος των τιµών και τα σύνολα δεδοµένων σηµειώνονται 

µε αστεράκι «*» στο Σχήµα 4.3. 

 Από το Σχήµα 4.3 φαίνεται ότι τα ποσοστά επιτυχίας της ταξινόµησης µε τη 

χρήση των ελαχίστων συνόλων είναι συγκρίσιµα µε αυτά του συνόλου των 

χαρακτηριστικών. Σε έξι περιπτώσεις, Echocardiogram, Heart-Disease (Pro Hungarian), 

Iris, Liver-Disorders, Prima-Indians-Diabetes, Zoo, τα αποτελέσµατα που προκύπτουν 

από την χρήση των ελαχίστων συνόλων είναι καλύτερα ή εξίσου καλά από αυτά µε τη 

χρήση του συνόλου των χαρακτηριστικών. Μάλιστα, για την περίπτωση του Heart-

Disease (Pro Hungarian) η επιτυχία της ταξινόµησης βελτιώνεται κατά 4,81%. Ενώ, ο 

µέσος όρος βελτίωσης της ταξινόµησης για τις έξι περιπτώσεις είναι 1,86%. Για τα 

δεδοµένα Glass, Thyroid Disease (Ann Train), Thyroid Disease (New-Thyroid) και Tic-

Tac-Toe η επιτυχία της ταξινόµησης µειώνεται µε τη χρήση των ελαχίστων συνόλων 

έως και 7,23%, µε µέσο όρο 4,71%. Λαµβάνοντας υπόψη και τα δέκα σύνολα 

δεδοµένων η επιτυχία της ταξινόµησης µειώνεται 7,7% κατά µέσο όρο. 

Για να αναδειχθεί η αξία της χρήσης των ελαχίστων συνόλων ως µέσο µείωσης 

της  απαραίτητης πληροφορίας αρκεί  να  γίνει µια σύγκριση των χαρακτηριστικών  που  
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Σχήµα 4.3. Συγκεντρωτικά αποτελέσµατα της µεθοδολογίας ΘΠΣ (RST) σε συνδυασµό µε cross-validation

 Επιτυχία ελαχίστου συνόλου 
 

 Επιτυχία συνόλου χαρακτηριστικών 
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χρησιµοποιήθηκαν από τα ελάχιστα σύνολα που επιλέγονται µε βάση την παραπάνω 

διαδικασία, µε το σύνολο των υπό συνθήκη χαρακτηριστικών για τα σύνολα των 

δεδοµένων. Ο Πίνακας 4.14 παρουσιάζει την σηµαντική µείωση των χαρακτηριστικών. 

Για τις περιπτώσεις των Echocardiogram, Glass, Heart-Disease (Pro Hungarian), που 

παρουσιάζουν δύο ή τρία ελάχιστα σύνολα µε το µέγιστο µέσο όρο τιµών του CV, 

λήφθηκε υπόψη το µεγαλύτερο σε πλήθος χαρακτηριστικών ελάχιστο σύνολο. 

Επίσης, σηµαντική παρατήρηση της επιτυχίας της µεθοδολογίας που 

ακολουθήθηκε είναι ότι µε τη χρήση του cross-validation αποφεύχθηκαν ελάχιστα 

σύνολα µε σηµαντικά µικρότερα ποσοστά επιτυχίας στην ταξινόµηση του δείγµατος 

ελέγχου· στην περίπτωση του Heart-Disease (Pro Hungarian) για το ελάχιστο σύνολο 

RED4 είναι 85%, όµως για το ελάχιστο σύνολο RED2 η αντίστοιχη επιτυχία φτάνει το 

58%! Φαίνεται λοιπόν ότι η µεθοδολογία του cross-validation αποτελεί ένα πολύ 

χρήσιµο εργαλείο στα χέρια των επιχειρησιακών ερευνητών για την επιλογή του 

καλύτερου ελαχίστου συνόλου. 

 

 Σύνολο υπό συνθήκη 
χαρακτηριστικών 

Χαρακτηριστικά 
ελαχίστων συνόλων 

Ποσοστό χρήσης της 
πληροφορίας 

Echocardiogram 8 3  37,50% 
Glass 9 3 33,33% 

Heart-Disease (Pro Hungarian) 13 5 38,46% 
Iris 4 3 75,00% 

Liver-Disorders 6 3 50,00% 
Prima-Indians-Diabetes 8 4 50,00% 

Thyroid Disease (Ann Train) 21 3 14,29% 
Thyroid Disease (New-Thyroid) 5 3 60,00% 

Tic-Tac-Toe 9 8 88,88% 
Zoo 17 1 5,89% 

Πίνακας 4.14. Ο αριθµός των συνολικών χαρακτηριστικών και ο αριθµός των χαρακτηριστικών 

των ελαχίστων συνόλων που παρουσίαζαν τη µεγαλύτερη µέση τιµή CV 

 

4.3. Εφαρµογή σε άλλες µεθοδολογίες ταξινόµησης 

 

4.3.1. Γενικά  

 Η εφαρµογή των ελαχίστων συνόλων, παράλληλα µε τη χρήση της µεθόδου του 

cross-validation, στις µεθοδολογίες νευρωνικά δίκτυα (ANN), αλγόριθµος του 

πλησιέστερου γείτονα (1NN), δέντρα ταξινόµησης και παλινδρόµησης (CART), 

γραµµική διακριτική ανάλυση (LDA), τετραγωνική διακριτική ανάλυση (QDA) έγινε 



4. Πειραµατική ανάλυση ________________________________________________________________ 

- 47 - 

πάνω σε δεδοµένα της βάσης δεδοµένων για µηχανική µάθηση, UCI repository. 

Μάλιστα, τα σύνολα δεδοµένων που χρησιµοποιήθηκαν είναι τα  Echocardiogram, 

Glass, Heart-Disease (Pro Hungarian), Iris, Liver-Disorders, Prima-Indians-Diabetes, 

Thyroid Disease (Ann Train), Thyroid Disease (New-Thyroid), Tic-Tac-Toe, Zoo, για 

να υπάρχει άµεση σύγκριση µε τα αποτελέσµατα της Ενότητας 4.2.4.  

Η διαδικασία που ακολουθήθηκε παρουσιάζει σηµαντικές οµοιότητες µε αυτή 

που περιγράφτηκε στην Ενότητα 4.2.2. Μελετήθηκαν τα ίδια ελάχιστα σύνολα, από τα 

οποία και προέκυψαν τα νέα σύνολα δεδοµένων µε τα r χαρακτηριστικά του κάθε 

ελαχίστου συνόλου. Ύστερα, ακολουθήθηκε µε όµοιο τρόπο και η διαδικασία της 

διάσπασης των νέων συνόλων δεδοµένων σε δείγµατα ελέγχου Τ και δείγµατα 

εκµάθησης Η, όπως και η διαδικασία του cross–validation που εφαρµόσθηκε για τα 

δείγµατα εκµάθησης Τ-Τt και τα δείγµατα ελέγχου Τt (βήµατα 1 και 2 Ενότητας 4.2.2).  

Οι διαφοροποιήσεις της µεθοδολογίας που εφαρµόσθηκε σε αυτήν την ενότητα 

παρουσιάζονται στα αντίστοιχα βήµατα 3 έως 6 της Ενότητας 4.2.2. Κατά την 

εφαρµογή της µεθοδολογίας αυτής της ενότητας δεν εφαρµόστηκαν οι αλγόριθµοι της 

θεωρίας των προσεγγιστικών συνόλων LEM2 και LERS, αλλά οι αντίστοιχοι 

αλγόριθµοι των µεθοδολογιών: νευρωνικά δίκτυα, αλγόριθµος του πλησιέστερου 

γείτονα, δέντρα ταξινόµησης και παλινδρόµησης, γραµµική διακριτική ανάλυση, 

τετραγωνική διακριτική ανάλυση. Οι αλγόριθµοι αυτοί χρησιµοποιήθηκαν στα 

δείγµατα εκµάθησης Τ – ελέγχου Η και στα δείγµατα εκµάθησης Τ-Τt – ελέγχου Τt. 

 

4.3.2. Ανάλυση αποτελεσµάτων 

Στόχος της εφαρµογής αυτής είναι να διερευνηθεί κατά πόσο τα ελάχιστα 

σύνολα, που επιλέγονται µε τη χρήση της µεθοδολογίας του cross-validation, είναι 

χρήσιµα όχι µόνο στη µεθοδολογία της θεωρίας των προσεγγιστικών συνόλων, αλλά 

και για άλλες µεθόδους. 

Στα γραφήµατα των επόµενων σελίδων παρουσιάζονται για κάθε µέθοδο που 

εφαρµόσθηκε τα ποσοστά επιτυχία της µε τη χρήση των ελαχίστων συνόλων και µε τη 

χρήση του συνόλου των χαρακτηριστικών. 

Όπως διαφαίνεται και µέσα από τα Σχήµατα 4.4 - 4.8 η χρήση των ελαχίστων 

συνόλων επιτυγχάνει αξιόλογα αποτελέσµατα σε σχέση µε την χρήση του συνόλου των 

χαρακτηριστικών. Χαρακτηριστικά, στο Σχήµα 4.4 για το σύνολο δεδοµένων Liver-
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Disorders παρουσιάζεται η κατά 9% βελτίωση του ποσοστού επιτυχίας της ταξινόµησης 

µε τη χρήση της µεθοδολογίας του πλησιέστερου γείτονα. Στον αντίποδα, στο ίδιο 

σχήµα, η επιτυχία της ταξινόµησης στο σύνολο δεδοµένων Glass µειώνεται σηµαντικά, 

κατά 22%, µε τη χρήση των µειωµένων χαρακτηριστικών.  

Για µια πιο εµπεριστατωµένη άποψη, σχετικά µε την επιτυχία της χρήσης των 

ελαχίστων συνόλων, δηµιουργήθηκαν οι Πίνακες 4.15 και 4.16. Στον Πίνακα 4.15 

εµφανίζεται η ποσοστιαία µεταβολή της επιτυχίας της ταξινόµησης µε τη χρήση των 

ελαχίστων συνόλων, σε συνδυασµό µε τη µέθοδο του cross-validation, ως προς τη 

χρήση του συνόλου των χαρακτηριστικών. Σηµειώνεται, πως για τις µεθόδους της 

διακριτικής ανάλυσης (LDA, QDA) για το σύνολο δεδοµένων Zoo, δεν υπάρχουν 

αποτελέσµατα  καθώς λόγω της µορφής των δεδοµένων παρουσιάστηκαν δυσκολίες 

στον υπολογισµό των πινάκων διακύµανσης/συνδιακύµανσης των κατηγοριών.  
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Σχήµα 4.4. Αποτελέσµατα της ανάλυσης για τον αλγόριθµο του πλησιέστερου γείτονα (1NN). 

 

 

 Επιτυχία ελαχίστου συνόλου 
 

 Επιτυχία συνόλου χαρακτηριστικών 
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Σχήµα 4.5. Αποτελέσµατα της ανάλυσης για τη γραµµική διακριτική ανάλυση (LDA). 
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Σχήµα 4.6. Αποτελέσµατα της ανάλυσης για την τετραγωνική διακριτική ανάλυση (QDA). 

 

 Επιτυχία ελαχίστου 
συνόλου 

 
 Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών  

 Επιτυχία ελαχίστου 
συνόλου 

 
 Επιτυχία συνόλου 
χαρακτηριστικών  
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Σχήµα 4.7. Αποτελέσµατα της ανάλυσης για τα δέντρα ταξινόµησης και παλινδρόµησης (CART). 
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Σχήµα 4.8. Αποτελέσµατα της ανάλυσης για τα νευρωνικά δίκτυα (ANN). 

 

 

 

 Επιτυχία ελαχίστου συνόλου 
 

 Επιτυχία συνόλου χαρακτηριστικών 

 Επιτυχία ελαχίστου συνόλου 
 

 Επιτυχία συνόλου χαρακτηριστικών 
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 RST 1NN LDA QDA CART ANN 
Echocardiogram * 0,81% -14,63% -2,44% -2,44% -9,76% 0,00%

Glass * -3,65% -21,88% -9,38% 4,69% -6,25% -12,50%
Heart-Disease (Pro Hungarian) 4,81% 3,85% 0,00% 2,88% 0,00% -2,89%

Iris 0,00% -5,00% 0,00% 0,00% 3,33% 0,00%
Liver-Disorders 0,95% 8,57% -0,95% 5,72% -0,95% 0,00%

Prima-Indians-Diabetes * 1,36% -2,71% 1,55% 1,16% -2,33% 0,77%
Thyroid Disease (Ann Train) -2,63% 4,73% -0,18% 3,50% 0,00% -0,44%

Thyroid Disease (New-Thyroid) -5,33% -1,33% -2,67% 0,00% -1,33% 1,33%
Tic-Tac-Toe -7,23% 3,46% -0,94% -3,15% 0,00% -3,77%

Zoo 3,23% 3,23% - - 0,00% 0,00%

Πίνακας 4.15. Ποσοστιαίες µεταβολές της επιτυχίας της ταξινόµησης µε τη χρήση των ελαχίστων 

συνόλων σε σχέση µε τη χρήση του συνόλου των χαρακτηριστικών, για το σύνολο των µεθόδων 

 

Για την καλύτερη κατανόηση των αποτελεσµάτων που παραθέτει ο Πίνακας 

4.15 σχηµατίστηκε ο Πίνακας 4.16. Στον τελευταίο παρουσιάζεται η µέγιστη, η 

ελάχιστη και η µέση τιµή της ποσοστιαίας µεταβολής της επιτυχίας της ταξινόµησης. 

Επίσης, στις πρώτες δέκα γραµµές, η µονάδα αντιπροσωπεύει την θετική ή µηδενική 

µεταβολή της επιτυχίας της ταξινόµησης, ενώ το µηδέν την αρνητική µεταβολή. Η 

αντιστοιχία αυτή έχει γίνει για να φανεί ξεκάθαρα σε πόσες περιπτώσεις η χρήση των 

ελαχίστων συνόλων επιτυγχάνει καλύτερα ή ισοδύναµα αποτελέσµατα από τη χρήση 

του συνόλου των χαρακτηριστικών.  

 

 RST 1NN LDA QDA CART ANN 
Echocardiogram * 1 0 0 0 0 1

Glass * 0 0 0 1 0 0
Heart-Disease (Pro Hungarian) 1 1 1 1 1 0

Iris 1 0 1 1 1 1
Liver-Disorders 1 1 0 1 0 1

Prima-Indians-Diabetes * 1 0 1 1 0 1
Thyroid Disease (Ann Train) 0 1 0 1 1 0

Thyroid Disease (New-Thyroid) 0 0 0 1 0 1
Tic-Tac-Toe 0 1 0 0 1 0

Zoo 1 1 - - 1 1
Άθροισµα 6 5 3 7 5 6

Μέγιστη αρνητική µεταβολή -7,23% -21,88% -9,38% -3,15% -9,76% -12,50%
Μέγιστη θετική µεταβολή 4,81% 8,57% 1,55% 5,72% 3,33% 1,33%

Μέση µεταβολή -0,77% -2,17% -1,67% 1,37% -1,73% -1,75%

Πίνακας 4.16. Συγκεντρωτικός πίνακας επιτυχίας της χρήσης των ελαχίστων συνόλων. 

 

 Ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα αποτελέσµατα της άθροισης των µονάδων αυτών. 

Με αυτόν τον τρόπο διαφαίνεται πώς η χρήση των ελαχίστων συνόλων επιφέρει 
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τουλάχιστον εξίσου καλά αποτελέσµατα µε το σύνολο των χαρακτηριστικών στην 

πλειοψηφία των συνόλων των δεδοµένων για τις 5 από τις 6 µεθόδους (εξαιρείται η 

γραµµική διακριτική ανάλυση). Περισσότερο θετικά είναι τα αποτελέσµατα στην 

περίπτωση της τετραγωνικής διακριτικής ανάλυσης, όπου στα 7 από τα 9 σύνολα 

δεδοµένων που εφαρµόσθηκε η µέθοδος επιτεύχθηκαν καλύτερα ή εξίσου καλά 

αποτελέσµατα. 

 ∆ύο σηµαντικοί δείκτες που εµφανίζονται στον Πίνακα 4.16, είναι η µέγιστη 

θετική µεταβολή και η µέγιστη αρνητική µεταβολή. Είναι ευνόητο, ότι οι θετικές 

µεταβολές που µπορούν να εµφανιστούν µε την χρήση των ελαχίστων συνόλων είναι 

ευπρόσδεκτες, όµως σχετικά απαγορευτικές είναι οι µεγάλες αρνητικές µεταβολές. 

Είναι ένα σηµαντικό ζήτηµα για τον αποφασίζοντα η χρήση µιας µεθοδολογίας η οποία 

µπορεί να του επιφέρει µέχρι και 21,88% χειρότερα αποτελέσµατα (π.χ. στο Glass για 

τον αλγόριθµο του πλησιέστερου γείτονα). Σε αυτό το ενδεχόµενο τα καλύτερα 

αποτελέσµατα είχαν οι µέθοδοι της τετραγωνική διακρατική ανάλυση (-3,15%) και της 

θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων (-7,23%). 

 Ιδιαίτερα ενθαρρυντικά είναι τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται στον 

Πίνακα 4.16 και αφορούν την µέση ποσοστιαία µεταβολή. Σύµφωνα µε αυτά τα 

αποτελέσµατα, χρησιµοποιώντας τα ελάχιστα σύνολα αντί του συνόλου των 

χαρακτηριστικών η επιτυχία της ταξινόµησης µειώνεται κατά µέσο όρο στο -2,17% για 

τον αλγόριθµο του πλησιέστερου γείτονα· ενώ για τη θεωρία των προσεγγιστικών 

συνόλων µόλις στο -0,77%. Χαρακτηριστική είναι η θετική κατά µέσο όρο µεταβολή 

στο 1,37% για την τετραγωνική διακριτική ανάλυση. 

 Σύµφωνα µε τα στοιχεία του Πίνακα 4.16 λοιπόν, η τετραγωνική διακριτική 

ανάλυση παρουσιάζει σηµαντικά πλεονεκτήµατα κατά την χρήση των ελαχίστων 

συνόλων. Παράλληλα, και η µεθοδολογία της θεωρίας των προσεγγιστικών συνόλων 

επιτυγχάνει καλά αποτελέσµατα κατά την χρήση των ελαχίστων συνόλων. Όµως, είναι 

σηµαντικό να µελετηθεί ποιο είναι το ποσοστό επιτυχίας της ταξινόµησης που 

επιτυγχάνουν οι δυο αυτές µέθοδοι. Τα συγκεντρωτικά ποσοστά επιτυχίας της 

ταξινόµησης, για όλες τις µεθοδολογίες, παρουσιάζονται στα Σχήµατα 4.8 και 4.9. 

 Στο Σχήµα 4.9 φαίνεται ότι η θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων παρουσιάζει 

τα µεγαλύτερα ποσοστά επιτυχίας σε σχέση µε τις άλλες µεθόδους, σε τέσσερα σύνολα 

δεδοµένων Echocardiogram, Thyroid Disease (Ann Train), Thyroid Disease (New- 
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Σχήµα 4.9. Συγκεντρωτικά ποσοστά επιτυχίας της ταξινόµησης για τις µεθόδους που χρησιµοποιήθηκαν όσο αφορά το σύνολο των χαρακτηριστικών 

 RST 
 
 

 1NN 
 
 

 LDA 
 
 

 QDA 
 
 

 CART 
 
 

 ANN 
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Σχήµα 4.10. Συγκεντρωτικά ποσοστά επιτυχίας της ταξινόµησης για τις µεθόδους που χρησιµοποιήθηκαν όσο αφορά τα ελάχιστα σύνολα 

 RST 
 
 

 1NN 
 
 

 LDA 
 
 

 QDA 
 
 

 CART 
 
 

 ANN 
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Thyroid) και Tic-Tac-Toe. Στην περίπτωση µάλιστα που χρησιµοποιούνται τα ελάχιστα 

σύνολα (Σχήµα 4.10) τα σύνολα δεδοµένων στα οποία η ίδια µέθοδος παρουσιάζει τα 

µεγαλύτερα ποσοστά επιτυχίας είναι πέντε (Echocardiogram, Glass, Heart-Disease (Pro 

Hungarian), Tic-Tac-Toe και Zoo). Επειδή όµως τα καλύτερα ποσοστά επιτυχίας δεν τα 

πετυχαίνει µια µεθοδολογία, σχηµατίσθηκε ο Πίνακας 4.17 που παρουσιάζει το µέσο 

όρο της επιτυχία της ταξινόµησης για τις µεθόδους. 

 

 RST 1NN LDA QDA CART ANN 
Μ. Ο. επιτυχίας µε χρήση των 

ελαχίστων συνόλων  84% 79% 77% 79% 79% 81% 

Μ. Ο. επιτυχίας για το σύνολο 
των χαρακτηριστικών 85% 81% 79% 78% 81% 83% 

Πίνακας 4.17 Οι µέσοι όροι επιτυχίας της ταξινόµησης για τις µεθοδολογίες που εφαρµόσθηκαν 

 

 Από τον παραπάνω πίνακα διαφαίνεται η επιτυχία της θεωρίας των 

προσεγγιστικών συνόλων ακόµα και χωρίς την χρήση των ελαχίστων χαρακτηριστικών. 

Όµως, µε την χρήση των ελαχίστων συνόλων η επιτυχία της ΘΠΣ είναι σηµαντικά 

καλύτερη από τις υπόλοιπες µεθόδους. Έτσι, εάν συγκριθεί η ΘΠΣ µε την τετραγωνική 

διακριτική ανάλυση η διαφορά των 7 και 5 ποσοστιαίων µονάδων είναι σηµαντική υπέρ 

της ΘΠΣ.  
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5. Συµπεράσµατα 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Πληθώρα µελετών έχει γίνει πάνω στη θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων. 

Ένα µεγάλο µέρος αυτών των µελετών έχουν προσπαθήσει και έχουν πετύχει να 

µειώσουν τον αριθµό των κανόνων που απαιτούνται για µια επιτυχηµένη ταξινόµηση. 

Όµως, οι προσπάθειες αυτές έχουν συναντήσει προβλήµατα στην αντιµετώπιση ενός 

αυξηµένου αριθµού ασυσχέτιστων χαρακτηριστικών. Ακόµα και ο αλγόριθµος C4.5, 

ένας ιδιαίτερα επιτυχηµένος αλγόριθµος περικοπής των φύλλων ενός δέντρου 

αποφάσεων, εκφυλίζεται σηµαντικά κατά την εφαρµογή του όταν εισέρχεται στο 

δείγµα εκµάθησης ένα ασυσχέτιστο χαρακτηριστικό και ένα θορυβώδες 

χαρακτηριστικό [Kohavi και Fresca (1995)].  

 Η θεωρία του Pawlak έχει να αντιπροτείνει τη χρήση της δυσδιακριτότητας 

µεταξύ των αντικειµένων µε σκοπό να αναδείξει τα πλεονάζοντα και εξαρτώµενα 

χαρακτηριστικά. Με τη χρήση της θεωρίας των προσεγγιστικών συνόλων είναι δυνατό 

να δηµιουργηθούν υποσύνολα χαρακτηριστικών (τα ελάχιστα σύνολα) τα οποία, 

προβαλλόµενα σε ένα σύνολο δεδοµένων, πετυχαίνουν µε υψηλά ποσοστά ακρίβειας 

την πρόβλεψη της ταξινόµησης. Μειώνοντας τα χαρακτηριστικά ενός συνόλου 
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δεδοµένων είναι δυνατόν να µειωθεί αντίστοιχα ο θόρυβος και η πολυπλοκότητα της 

ταξινόµησης. 

 Στην εργασία αυτή αναλύθηκε η επιτυχία της ταξινόµησης µε τη χρήση των 

ελαχίστων συνόλων. Σηµείο αναφοράς ήταν η επιτυχία της ταξινόµησης µε τη χρήση 

του συνόλου των χαρακτηριστικών. Ο δείκτης που χρησιµοποιήθηκε για να προβλεφθεί 

ποιο από τα ελάχιστα σύνολα έχει τη µεγαλύτερη δυνατότητα γενίκευσης είναι ο µέσος 

όρος αποτελεσµάτων µιας µεθοδολογίας που εφαρµόσθηκε στα πλαίσια του cross-

validation. 

 Τα αποτελέσµατα της εργασίας έδειξαν ότι τα ελάχιστα σύνολα µπορούν να 

πετύχουν εξίσου, αλλά και καλύτερα αποτελέσµατα σε σχέση µε την χρήση του 

συνόλου των χαρακτηριστικών. Είναι εφικτό λοιπόν σε ένα σύνολο δεδοµένων να 

χρησιµοποιήσουµε ένα µέρος της διαθέσιµης πληροφορίας, µειώνοντας δραστικά το 

χρόνο επεξεργασίας των δεδοµένων και επιτυγχάνοντας ταυτόχρονα εξίσου 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα. 

 Σηµαντική βοήθεια στην επιτυχία της µεθοδολογίας που εφαρµόσθηκε 

προσέφερε η µεθοδολογία του cross-validation. Είναι φανερό από τα αποτελέσµατα που 

συλλέχτηκαν ότι η θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων αποκτά µια «φωτογραφική 

µνήµη» κατά την εκπαίδευση της. Όµως, στα δείγµατα ελέγχου στα οποία 

εφαρµόσθηκε η µεθοδολογία του cross-validation διαφάνηκε η δυνατότητα γενίκευσης 

των κανόνων για τα διάφορα ελάχιστα σύνολα. Με αυτόν τον τρόπο αποφεύχθηκε η 

χρήση ελαχίστων συνόλων µε ποσοστά επιτυχίας της τάξης του 58% και αντί αυτών 

χρησιµοποιήθηκαν ελάχιστα σύνολα µε ποσοστά επιτυχίας που έφτασαν το 85%. 

 Παράλληλα, σε αυτή την εργασία δοκιµάστηκε η χρησιµότητα και επιτυχία της 

εφαρµογής των ελαχίστων συνόλων, σε συνδυασµό µε τη µέθοδο του cross-validation, 

και σε άλλες µεθόδους: νευρωνικά δίκτυα, αλγόριθµος του πλησιέστερου γείτονα, 

δέντρα ταξινόµησης και παλινδρόµησης, γραµµική διακριτική ανάλυση και 

τετραγωνική διακριτική ανάλυση. Σύµφωνα µε αυτή την εφαρµογή η χρήση των 

ελαχίστων συνόλων, σε µεθόδους διαφορετικές της θεωρίας των προσεγγιστικών 

συνόλων, επιφέρει αξιόλογα αποτελέσµατα. Για τη µεθοδολογία της τετραγωνικής 

διακριτικής ανάλυσης µάλιστα, ο µέσος όρος βελτίωσης των ποσοστών επιτυχίας της 

ταξινόµησης, έναντι της χρήσης του συνόλου των χαρακτηριστικών, αγγίζει το 1,37%. 
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 Συµπερασµατικά, η εργασία αυτή αποδεικνύει ότι η θεωρία των προσεγγιστικών 

συνόλων αποτελεί µια επιτυχηµένη µεθοδολογία µείωσης της απαραίτητης 

πληροφορίας στα προβλήµατα της επιστήµης των αποφάσεων που αφορούν την 

ταξινόµηση. Καθώς η θεωρία των προσεγγιστικών συνόλων είναι από τις λίγες 

µεθοδολογίες που πετυχαίνουν τη µείωση των απαραίτητων υπό συνθήκη 

χαρακτηριστικών, ενδιαφέρον θα είχε η σύγκριση της άλλες µεθοδολογίες επιλογής 

χαρακτηριστικών. Επίσης, χρήσιµη µελέτη θα ήταν και αυτή που συνδυάζει τις τεχνικές 

µείωσης χαρακτηριστικών µε τη µέθοδο bootstrap, µια τεχνική δειγµατοληψίας 

διαφορετική της cross-validation. Παράλληλα, σηµαντικές θα ήταν οι έρευνες που 

εφαρµόζουν τις µεθοδολογίες ταξινόµησης σε πραγµατικά δεδοµένα. Σε περίπτωση 

µάλιστα που τέτοιες εφαρµογές παρουσιάσουν επιτυχή αποτελέσµατα, σηµαντική 

προσφορά στην επιστήµη της λήψης των αποφάσεων θα είχε η ενσωµάτωση των 

επιτυχηµένων µεθοδολογιών ταξινόµησης σε Συστήµατα Υποστήριξης Αποφάσεων. 
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Παράρτηµα Α 
 
 
 
 
 
 
 
Παρουσίαση του συνόλου δεδοµένων Iris κατά την εφαρµογή της θεωρίας των 

προσεγγιστικών συνόλων σε συνδυασµό µε τη µέθοδο του cross-validation. 

 
 

g1 g2 g3 g4 Ταξινόµηση 
5.1 3.5 1.4 0.2 Iris-setosa 
4.9 3.0 1.4 0.2 Iris-setosa 
4.7 3.2 1.3 0.2 Iris-setosa 
4.6 3.1 1.5 0.2 Iris-setosa 
5.0 3.6 1.4 0.2 Iris-setosa 
5.4 3.9 1.7 0.4 Iris-setosa 
4.6 3.4 1.4 0.3 Iris-setosa 
5.0 3.4 1.5 0.2 Iris-setosa 
4.4 2.9 1.4 0.2 Iris-setosa 
4.9 3.1 1.5 0.1 Iris-setosa 
5.4 3.7 1.5 0.2 Iris-setosa 
4.8 3.4 1.6 0.2 Iris-setosa 
4.8 3.0 1.4 0.1 Iris-setosa 
4.3 3.0 1.1 0.1 Iris-setosa 
5.8 4.0 1.2 0.2 Iris-setosa 
5.7 4.4 1.5 0.4 Iris-setosa 
5.4 3.9 1.3 0.4 Iris-setosa 
5.1 3.5 1.4 0.3 Iris-setosa 
5.7 3.8 1.7 0.3 Iris-setosa 
5.1 3.8 1.5 0.3 Iris-setosa 
5.4 3.4 1.7 0.2 Iris-setosa 
5.1 3.7 1.5 0.4 Iris-setosa 
4.6 3.6 1.0 0.2 Iris-setosa 
5.1 3.3 1.7 0.5 Iris-setosa 
4.8 3.4 1.9 0.2 Iris-setosa 
5.0 3.0 1.6 0.2 Iris-setosa 
5.0 3.4 1.6 0.4 Iris-setosa 
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g1 g2 g3 g4 Ταξινόµηση 
5.2 3.5 1.5 0.2 Iris-setosa 
5.2 3.4 1.4 0.2 Iris-setosa 
4.7 3.2 1.6 0.2 Iris-setosa 
4.8 3.1 1.6 0.2 Iris-setosa 
5.4 3.4 1.5 0.4 Iris-setosa 
5.2 4.1 1.5 0.1 Iris-setosa 
5.5 4.2 1.4 0.2 Iris-setosa 
4.9 3.1 1.5 0.1 Iris-setosa 
5.0 3.2 1.2 0.2 Iris-setosa 
5.5 3.5 1.3 0.2 Iris-setosa 
4.9 3.1 1.5 0.1 Iris-setosa 
4.4 3.0 1.3 0.2 Iris-setosa 
5.1 3.4 1.5 0.2 Iris-setosa 
5.0 3.5 1.3 0.3 Iris-setosa 
4.5 2.3 1.3 0.3 Iris-setosa 
4.4 3.2 1.3 0.2 Iris-setosa 
5.0 3.5 1.6 0.6 Iris-setosa 
5.1 3.8 1.9 0.4 Iris-setosa 
4.8 3.0 1.4 0.3 Iris-setosa 
5.1 3.8 1.6 0.2 Iris-setosa 
4.6 3.2 1.4 0.2 Iris-setosa 
5.3 3.7 1.5 0.2 Iris-setosa 
5.0 3.3 1.4 0.2 Iris-setosa 
7.0 3.2 4.7 1.4 Iris-versicolor 
6.4 3.2 4.5 1.5 Iris-versicolor 
6.9 3.1 4.9 1.5 Iris-versicolor 
5.5 2.3 4.0 1.3 Iris-versicolor 
6.5 2.8 4.6 1.5 Iris-versicolor 
5.7 2.8 4.5 1.3 Iris-versicolor 
6.3 3.3 4.7 1.6 Iris-versicolor 
4.9 2.4 3.3 1.0 Iris-versicolor 
6.6 2.9 4.6 1.3 Iris-versicolor 
5.2 2.7 3.9 1.4 Iris-versicolor 
5.0 2.0 3.5 1.0 Iris-versicolor 
5.9 3.0 4.2 1.5 Iris-versicolor 
6.0 2.2 4.0 1.0 Iris-versicolor 
6.1 2.9 4.7 1.4 Iris-versicolor 
5.6 2.9 3.6 1.3 Iris-versicolor 
6.7 3.1 4.4 1.4 Iris-versicolor 
5.6 3.0 4.5 1.5 Iris-versicolor 
5.8 2.7 4.1 1.0 Iris-versicolor 
6.2 2.2 4.5 1.5 Iris-versicolor 
5.6 2.5 3.9 1.1 Iris-versicolor 
5.9 3.2 4.8 1.8 Iris-versicolor 
6.1 2.8 4.0 1.3 Iris-versicolor 
6.3 2.5 4.9 1.5 Iris-versicolor 
6.1 2.8 4.7 1.2 Iris-versicolor 
6.4 2.9 4.3 1.3 Iris-versicolor 
6.6 3.0 4.4 1.4 Iris-versicolor 
6.8 2.8 4.8 1.4 Iris-versicolor 
6.7 3.0 5.0 1.7 Iris-versicolor 
6.0 2.9 4.5 1.5 Iris-versicolor 
5.7 2.6 3.5 1.0 Iris-versicolor 
5.5 2.4 3.8 1.1 Iris-versicolor 
5.5 2.4 3.7 1.0 Iris-versicolor 
5.8 2.7 3.9 1.2 Iris-versicolor 
6.0 2.7 5.1 1.6 Iris-versicolor 
5.4 3.0 4.5 1.5 Iris-versicolor 
6.0 3.4 4.5 1.6 Iris-versicolor 
6.7 3.1 4.7 1.5 Iris-versicolor 
6.3 2.3 4.4 1.3 Iris-versicolor 
5.6 3.0 4.1 1.3 Iris-versicolor 
5.5 2.5 4.0 1.3 Iris-versicolor 
5.5 2.6 4.4 1.2 Iris-versicolor 
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g1 g2 g3 g4 Ταξινόµηση 
6.1 3.0 4.6 1.4 Iris-versicolor 
5.8 2.6 4.0 1.2 Iris-versicolor 
5.0 2.3 3.3 1.0 Iris-versicolor 
5.6 2.7 4.2 1.3 Iris-versicolor 
5.7 3.0 4.2 1.2 Iris-versicolor 
5.7 2.9 4.2 1.3 Iris-versicolor 
6.2 2.9 4.3 1.3 Iris-versicolor 
5.1 2.5 3.0 1.1 Iris-versicolor 
5.7 2.8 4.1 1.3 Iris-versicolor 
6.3 3.3 6.0 2.5 Iris-virginica 
5.8 2.7 5.1 1.9 Iris-virginica 
7.1 3.0 5.9 2.1 Iris-virginica 
6.3 2.9 5.6 1.8 Iris-virginica 
6.5 3.0 5.8 2.2 Iris-virginica 
7.6 3.0 6.6 2.1 Iris-virginica 
4.9 2.5 4.5 1.7 Iris-virginica 
7.3 2.9 6.3 1.8 Iris-virginica 
6.7 2.5 5.8 1.8 Iris-virginica 
7.2 3.6 6.1 2.5 Iris-virginica 
6.5 3.2 5.1 2.0 Iris-virginica 
6.4 2.7 5.3 1.9 Iris-virginica 
6.8 3.0 5.5 2.1 Iris-virginica 
5.7 2.5 5.0 2.0 Iris-virginica 
5.8 2.8 5.1 2.4 Iris-virginica 
6.4 3.2 5.3 2.3 Iris-virginica 
6.5 3.0 5.5 1.8 Iris-virginica 
7.7 3.8 6.7 2.2 Iris-virginica 
7.7 2.6 6.9 2.3 Iris-virginica 
6.0 2.2 5.0 1.5 Iris-virginica 
6.9 3.2 5.7 2.3 Iris-virginica 
5.6 2.8 4.9 2.0 Iris-virginica 
7.7 2.8 6.7 2.0 Iris-virginica 
6.3 2.7 4.9 1.8 Iris-virginica 
6.7 3.3 5.7 2.1 Iris-virginica 
7.2 3.2 6.0 1.8 Iris-virginica 
6.2 2.8 4.8 1.8 Iris-virginica 
6.1 3.0 4.9 1.8 Iris-virginica 
6.4 2.8 5.6 2.1 Iris-virginica 
7.2 3.0 5.8 1.6 Iris-virginica 
7.4 2.8 6.1 1.9 Iris-virginica 
7.9 3.8 6.4 2.0 Iris-virginica 
6.4 2.8 5.6 2.2 Iris-virginica 
6.3 2.8 5.1 1.5 Iris-virginica 
6.1 2.6 5.6 1.4 Iris-virginica 
7.7 3.0 6.1 2.3 Iris-virginica 
6.3 3.4 5.6 2.4 Iris-virginica 
6.4 3.1 5.5 1.8 Iris-virginica 
6.0 3.0 4.8 1.8 Iris-virginica 
6.9 3.1 5.4 2.1 Iris-virginica 
6.7 3.1 5.6 2.4 Iris-virginica 
6.9 3.1 5.1 2.3 Iris-virginica 
5.8 2.7 5.1 1.9 Iris-virginica 
6.8 3.2 5.9 2.3 Iris-virginica 
6.7 3.3 5.7 2.5 Iris-virginica 
6.7 3.0 5.2 2.3 Iris-virginica 
6.3 2.5 5.0 1.9 Iris-virginica 
6.5 3.0 5.2 2.0 Iris-virginica 
6.2 3.4 5.4 2.3 Iris-virginica 
5.9 3.0 5.1 1.8 Iris-virginica 

Πίνακας Α.1. Αρχικό σύνολο δεδοµένων Iris όπως λαµβάνεται από τη βάση δεδοµένων UCI 

repository 
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g1 g3 g4 Ταξινόµηση 
51 35 14 1 
49 30 14 1 
47 32 13 1 
46 31 15 1 
50 36 14 1 
54 39 17 1 
46 34 14 1 
50 34 15 1 
44 29 14 1 
49 31 15 1 
54 37 15 1 
48 34 16 1 
48 30 14 1 
43 30 11 1 
58 40 12 1 
57 44 15 1 
54 39 13 1 
51 35 14 1 
57 38 17 1 
51 38 15 1 
54 34 17 1 
51 37 15 1 
46 36 10 1 
51 33 17 1 
48 34 19 1 
50 30 16 1 
50 34 16 1 
52 35 15 1 
52 34 14 1 
47 32 16 1 
48 31 16 1 
54 34 15 1 
52 41 15 1 
55 42 14 1 
49 31 15 1 
50 32 12 1 
55 35 13 1 
49 31 15 1 
44 30 13 1 
51 34 15 1 
50 35 13 1 
45 23 13 1 
44 32 13 1 
50 35 16 1 
51 38 19 1 
48 30 14 1 
51 38 16 1 
46 32 14 1 
53 37 15 1 
50 33 14 1 
70 32 47 2 
64 32 45 2 
69 31 49 2 
55 23 40 2 
65 28 46 2 
57 28 45 2 
63 33 47 2 
49 24 33 2 
66 29 46 2 
52 27 39 2 
50 20 35 2 
59 30 42 2 
60 22 40 2 
61 29 47 2 
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g1 g3 g4 Ταξινόµηση 
56 29 36 2 
67 31 44 2 
56 30 45 2 
58 27 41 2 
62 22 45 2 
56 25 39 2 
59 32 48 2 
61 28 40 2 
63 25 49 2 
61 28 47 2 
64 29 43 2 
66 30 44 2 
68 28 48 2 
67 30 50 2 
60 29 45 2 
57 26 35 2 
55 24 38 2 
55 24 37 2 
58 27 39 2 
60 27 51 2 
54 30 45 2 
60 34 45 2 
67 31 47 2 
63 23 44 2 
56 30 41 2 
55 25 40 2 
55 26 44 2 
61 30 46 2 
58 26 40 2 
50 23 33 2 
56 27 42 2 
57 30 42 2 
57 29 42 2 
62 29 43 2 
51 25 30 2 
57 28 41 2 
63 33 60 3 
58 27 51 3 
71 30 59 3 
63 29 56 3 
65 30 58 3 
76 30 66 3 
49 25 45 3 
73 29 63 3 
67 25 58 3 
72 36 61 3 
65 32 51 3 
64 27 53 3 
68 30 55 3 
57 25 50 3 
58 28 51 3 
64 32 53 3 
65 30 55 3 
77 38 67 3 
77 26 69 3 
60 22 50 3 
69 32 57 3 
56 28 49 3 
77 28 67 3 
63 27 49 3 
67 33 57 3 
72 32 60 3 
62 28 48 3 
61 30 49 3 
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g1 g3 g4 Ταξινόµηση 
64 28 56 3 
72 30 58 3 
74 28 61 3 
79 38 64 3 
64 28 56 3 
63 28 51 3 
61 26 56 3 
77 30 61 3 
63 34 56 3 
64 31 55 3 
60 30 48 3 
69 31 54 3 
67 31 56 3 
69 31 51 3 
58 27 51 3 
68 32 59 3 
67 33 57 3 
67 30 52 3 
63 25 50 3 
65 30 52 3 
62 34 54 3 
59 30 51 3 

Πίνακας Α.2. Το νέο σύνολο δεδοµένων του Iris που δηµιουργήθηκε από το ελάχιστο σύνολο 

RED2={g1,g3,g4} (πριν τη διακριτοποίηση) 

 
g1 g3 g4 Ταξινόµηση Στήλη διαχωρισµού 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
1 0 0 1 0 
1 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
1 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 1 
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g1 g3 g4 Ταξινόµηση Στήλη διαχωρισµού 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 1 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 0 
3 1 0 2 0 
3 1 0 2 1 
3 1 0 2 0 
0 1 0 2 0 
3 1 0 2 1 
1 1 0 2 0 
3 1 0 2 1 
0 1 0 2 1 
3 1 0 2 0 
0 1 0 2 0 
0 1 0 2 1 
1 1 0 2 0 
2 1 0 2 0 
3 1 0 2 0 
0 1 0 2 0 
3 1 0 2 1 
0 1 0 2 0 
1 1 0 2 0 
3 1 0 2 1 
0 1 0 2 0 
1 1 2 2 0 
3 1 0 2 1 
3 1 0 2 1 
3 1 0 2 0 
3 1 0 2 0 
3 1 0 2 1 
3 1 0 2 0 
3 2 1 2 0 
2 1 0 2 1 
1 1 0 2 1 
0 1 0 2 1 
0 1 0 2 1 
1 1 0 2 1 
2 3 0 2 0 
0 1 0 2 0 
2 1 0 2 0 
3 1 0 2 1 
3 1 0 2 0 
0 1 0 2 0 
0 1 0 2 1 
0 1 0 2 0 
3 1 0 2 1 
1 1 0 2 0 
0 1 0 2 0 
0 1 0 2 1 
1 1 0 2 0 
1 1 0 2 0 
3 1 0 2 1 
0 1 0 2 0 
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g1 g3 g4 Ταξινόµηση Στήλη διαχωρισµού 
1 1 0 2 0 
3 3 2 3 0 
1 3 2 3 1 
3 3 2 3 0 
3 3 2 3 0 
3 3 2 3 1 
3 3 2 3 0 
0 1 1 3 1 
3 3 2 3 0 
3 3 2 3 0 
3 3 2 3 0 
3 3 2 3 0 
3 3 2 3 1 
3 3 2 3 1 
1 2 2 3 0 
1 3 2 3 1 
3 3 2 3 1 
3 3 2 3 0 
3 3 2 3 1 
3 3 2 3 1 
2 2 0 3 0 
3 3 2 3 1 
0 1 2 3 0 
3 3 2 3 1 
3 1 2 3 0 
3 3 2 3 0 
3 3 2 3 1 
3 1 2 3 0 
3 1 2 3 1 
3 3 2 3 1 
3 3 0 3 0 
3 3 2 3 0 
3 3 2 3 0 
3 3 2 3 1 
3 3 0 3 0 
3 3 0 3 0 
3 3 2 3 0 
3 3 2 3 1 
3 3 2 3 1 
2 1 2 3 1 
3 3 2 3 1 
3 3 2 3 0 
3 3 2 3 1 
1 3 2 3 0 
3 3 2 3 0 
3 3 2 3 1 
3 3 2 3 0 
3 2 2 3 0 
3 3 2 3 1 
3 3 2 3 1 
1 3 2 3 0 

Πίνακας Α.3. Το νέο σύνολο δεδοµένων του Iris που δηµιουργήθηκε από το ελάχιστο σύνολο 

RED2={g1,g3,g4} (µετά τη διακριτοποίηση) µαζί µε την στήλη του διαχωρισµού του σε δείγµα 

εκµάθηση και σε δείγµα ελέγχου
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