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Στόχος της παρούσας ερευνητικής µεταπτυχιακής εργασίας είναι η συγκριτική 
πειραµατική αξιολόγηση δύο διαφορετικών τεχνικών παραµετρικής περιγραφής και 
µορφοποίησης αεροτοµών, σε συνδυασµό µε συγκεκριµένη µέθοδο βελτιστοποίησης. 
Το κριτήριο της σύγκρισης είναι η ακρίβεια προσέγγισης της λύσης στο πρόβληµα 
της ανάκτησης µιας αεροτοµής και στο πρόβληµα της αντίστροφης σχεδίασης µιας 
αεροτοµής. Η πρώτη µέθοδος που εξετάστηκε είναι η κλασσική (πλέον) µέθοδος 
παραµετροποίησης καµπυλών µε χρήση B-Splines ή NURBS. Η δεύτερη µέθοδος 
είναι η µέθοδος Ελεύθερης Παραµόρφωσης (FreeForm Deformation), µία νέα 
µέθοδος παραµετρικής µορφοποίησης γεωµετριών για την οποία εµφανίζεται 
τελευταία ιδιαίτερο επιστηµονικό ενδιαφέρον στο χώρο της βελτιστοποίησης 
αεροδυναµικής σχεδίασης. Η µέθοδος βελτιστοποίησης, που χρησιµοποιήθηκε για 
την επίλυση των δοκιµαστικών προβληµάτων, είναι ένας ∆ιαφορικός Εξελικτικός 
αλγόριθµος. 

Το πρόβληµα της ανάκτησης µιας αεροτοµής ορίζεται ως η εύρεση των 
γεωµετρικών µεταβλητών (παραµέτρων) σχεδίασης (για την εκάστοτε µέθοδο 
παραµετρικής περιγραφής που χρησιµοποιείται), ώστε να προσεγγίζεται µε την 
καλύτερη ακρίβεια το σχήµα δεδοµένης αεροτοµής: 

∆εδοµένης µιας αεροτοµής-στόχου (σε µορφή διαδοχικών σηµείων) ζητούµε τις 
τιµές των παραµέτρων σχεδίασης, που θα ορίζουν µια προσεγγιστική αεροτοµή µε την 
µικρότερη δυνατή απόκλιση από την αεροτοµή-στόχο. 

Το πρόβληµα της αντίστροφης σχεδίασης αεροτοµής ορίζεται ως ο 
υπολογισµός της γεωµετρίας της αεροτοµής που παράγει δεδοµένη διανοµή πίεσης (ή 
εναλλακτικά ταχύτητας) πάνω στην αεροτοµή, για συγκεκριµένες συνθήκες ροής 
(αριθµός Mach, αριθµός Reynolds, γωνία προσβολής). Το πρόβληµα αυτό 
τροποποιείται, για λόγους πειραµατικής αξιολόγησης, ως εξής:  

∆εδοµένης µιας αεροτοµής-στόχου (και της διανοµής πίεσης γύρω από αυτή) 
ζητούµε τις τιµές των παραµέτρων σχεδίασης που θα ορίζουν µια προσεγγιστική 
αεροτοµή, που θα παράγει διανοµή πίεσης µε τη µικρότερη δυνατή απόκλιση από τη 
διανοµή πίεσης αναφοράς (της αεροτοµής στόχου).  

Ως κριτήριο αξιολόγησης των δύο µεθόδων χρησιµοποιήθηκε η ακρίβεια µε 
την οποία προσεγγίζεται η αεροτοµή στόχος στο πρώτο πρόβληµα και η διανοµή 
πίεσης αναφοράς στο δεύτερο πρόβληµα. Η ακρίβεια προσέγγισης ορίζεται ως το 
εµβαδόν της διαφοράς µεταξύ της καµπύλης αναφοράς και της υπολογιζόµενης 
καµπύλης. Οι καµπύλες αυτές για το πρώτο πρόβληµα είναι οι καµπύλες που 
συνθέτους τις δύο αεροτοµές. Για το δεύτερο πρόβληµα οι συγκρινόµενες καµπύλες 
είναι οι παραγόµενες διανοµές πίεσης (από την αεροτοµή-στόχο και από την 
υπολογιζόµενη κάθε φορά αεροτοµή). 

Η παρούσα εργασία αναπτύσσεται σε τέσσερα κεφάλαια. Στο πρώτο κεφάλαιο 
παρουσιάζεται µια εκτενής βιβλιογραφική έρευνα για τις µεθόδους που βρίσκονται σε 
χρήση, όσον αφορά την παραµετροποίηση γεωµετριών. Στο ίδιο κεφάλαιο γίνεται 
αναφορά στην τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης, στις παραλλαγές και τις 
εφαρµογές της. Σύµφωνα µε την µέθοδο αυτή δεν τροποποιούνται τα γεωµετρικά 
χαρακτηριστικά του ίδιου του αντικειµένου, αλλά παραµορφώνεται κατάλληλα ο 
χώρος µέσα στον οποίο ορίζεται το αντικείµενο. Ουσιαστικά, µοντελοποιούνται οι 
µεταβολές του αντικειµένου σε σχέση µε µία αρχική σχεδίαση.  
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Η παραπάνω τεχνική δίνει την πολύ σηµαντική δυνατότητα η ίδια 
παραµόρφωση να περνά ταυτόχρονα σε εναλλακτικά σχέδια του αντικειµένου 
διαφορετικής πολυπλοκότητας, τα οποία απαιτούνται σε διαφορετικά προγράµµατα 
αξιολόγησης. Το χαρακτηριστικό αυτό επιτρέπει η διαδικασία βελτιστοποίησης και 
εξερεύνησης του γεωµετρικού χώρου λύσεων να είναι ταυτόχρονα συµβατή µε 
διαφορετικές γεωµετρικές περιγραφές του ίδιου αντικειµένου. Έτσι, 
παραµορφώνοντας τον γεωµετρικό χώρο, παραµορφώνονται ταυτόχρονα και µε τον 
ίδιο τρόπο όλα τα ιεραρχικά επίπεδα σχεδίασης. Με τη χρήση της τεχνικής της 
Ελεύθερης Παραµόρφωσης, η διαδικασία βελτιστοποίησης ξεκινά µε κάποια αρχική 
γεωµετρία, για την οποία κατασκευάζονται τα υπολογιστικά πλέγµατα για τα 
διαφορετικά κριτήρια αξιολόγησης (αντοχή, αεροδυναµική, κατασκευή κ.α.). Στη 
συνέχεια, τοποθετούνται κατάλληλα σηµεία ελέγχου του χώρου που περιβάλει το 
αντικείµενο, η µετακίνηση των οποίων παραµορφώνει τον χώρο και µαζί και το 
αντικείµενο. Με τον τρόπο αυτό παράγονται νέες υποψήφιες λύσεις, ως 
τροποποιήσεις της αρχικής. Με την παραµόρφωση του χώρου, αυτόµατα 
παραµορφώνονται και τα υπολογιστικά πλέγµατα, µε αποτέλεσµα η διαδικασία 
πλεγµατοποίησης να µην χρειάζεται να επαναλαµβάνεται για κάθε νέα υποψήφια 
λύση. Ταυτόχρονα, εάν η γεωµετρία περιγράφεται σε διαφορετικά επίπεδα 
πολυπλοκότητας για κάθε διαφορετικό κριτήριο, αυτόµατα η γεωµετρική περιγραφή 
προσαρµόζεται στη νέα µορφή του αντικειµένου. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο συγκρίνεται η ακρίβεια που επιτυγχάνει η τεχνική της 
ελεύθερης παραµόρφωσης σε σύγκριση µε την κλασσική αναπαράσταση µε χρήση 
καµπυλών B-Splines, στη µελέτη του απλοποιηµένου προβλήµατος της ανάκτησης 
µιας αεροτοµής.  

Η διαδικασία της ανάκτησης µιας αεροτοµής ορίζεται ως ένα πρόβληµα 
βελτιστοποίησης (ελαχιστοποίηση του εµβαδού της διαφοράς µεταξύ της αεροτοµής 
– στόχου και της προσέγγισής της). Το παραπάνω πρόβληµα βελτιστοποίησης 
επιλύεται µε τη χρήση ενός ∆ιαφορικού Εξελικτικού αλγορίθµου  [Nikolos, 2004]. 
Με αυτόν τον τρόπο γίνεται µια αρχική εκτίµηση της αποδοτικότητας και της 
αποτελεσµατικότητας των δυο µεθόδων στην παραµετροποίηση της γεωµετρίας της 
αεροτοµής, έχοντας ως στόχο την εύρεση κανόνων για την ορθότερη εφαρµογή τους, 
όταν συνδυάζονται µε τη συγκεκριµένη µέθοδο βελτιστοποίησης. 

Στο τρίτο κεφάλαιο µοντελοποιείται το πιο σύνθετο πρόβληµα της 
αντίστροφης σχεδίασης αεροτοµής. Αναλυτικότερα, πραγµατοποιείται σύγκριση των 
δύο µεθόδων, διεξάγοντας πειράµατα αντίστροφης σχεδίασης αεροτοµών, µε χρήση 
ως µεθόδου βελτιστοποίησης έναν ∆ιαφορικό Εξελικτικό αλγόριθµο. Σε αντίθεση µε 
το δεύτερο κεφάλαιο, όπου στοχεύουµε κατευθείαν στη γεωµετρία µιας αεροτοµής, 
στο συγκεκριµένο κεφάλαιο στοχεύουµε στη διανοµή πίεσης της αεροτοµής (από την 
οποία προκύπτει έµµεσα η γεωµετρία της). Το κριτήριο της σύγκρισης είναι η 
ακρίβεια µε την οποία προσεγγίζεται η διανοµή πίεσης της αεροτοµής-στόχου 
(δηλαδή το εµβαδόν της διαφοράς µεταξύ των δύο διανοµών πίεσης). 

Τέλος, στο κεφάλαιο 4 αναπτύσσονται τα συµπεράσµατα, που προέκυψαν από 
την παρούσα εργασία 
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1.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
Η βελτιστοποίηση µιας αεροδυναµικής σχεδίασης απαιτεί την αξιολόγηση 

διαφορετικών υποψήφιων λύσεων, που περιγράφουν τη γεωµετρία που 
βελτιστοποιείται. Κάθε αξιολόγηση προϋποθέτει την επίλυση της ροής σε σχέση µε 
την υποψήφια λύση. Η αξιολόγηση αυτή πραγµατοποιείται µε χρήση αριθµητικών 
µεθόδων, οι οποίες συνήθως περιλαµβάνουν να ακόλουθα διακριτά βήµατα: 
1ο Βήµα: Γεωµετρική παραµετροποίηση. 
2ο Βήµα: ∆ηµιουργία επιφανειακού πλέγµατος διακριτοποίησης. 
3ο Βήµα: ∆ηµιουργία χωρικού πλέγµατος διακριτοποίησης σε όλο τον όγκο του 

πεδίου ροής. 
4ο Βήµα: Προσοµοίωση της ροής µε λογισµικό υπολογιστικής ρευστοµηχανικής. 

Η δηµιουργία υπολογιστικού πλέγµατος διακριτοποίησης αποτελεί ένα από τα 
σηµαντικότερα βήµατα της βέλτιστης αεροδυναµικής σχεδίασης αλλά παράλληλα 
αποτελεί και µια διαδικασία χρονοβόρα µε υψηλό κόστος. Ουσιαστικά, η δηµιουργία 
ενός λεπτοµερούς πλέγµατος βασισµένο σε ένα  CAD µοντέλο µπορεί να διαρκέσει 
αρκετές εβδοµάδες. Παρόλα αυτά, τα βήµατα 2, 3 και 4 µπορούν να 
αυτοµατοποιηθούν και να βελτιστοποιηθούν υπό ορισµένες προϋποθέσεις (για 
περισσότερες λεπτοµέρειες [Samareh, Jan-Feb 1999]). Για την υλοποίηση της 
βελτιστοποίησης στόχος είναι η πλήρης αυτοµατοποίηση της παραπάνω διαδικασίας. 

Η βελτιστοποίηση της σχεδίασης ενός αντικειµένου απαιτεί τον επιτυχή 
συνδυασµό αρκετών διαφορετικών γνωστικών περιοχών, όπως η  παραµετρική 
περιγραφή της γεωµετρίας, η ανάπτυξη κατάλληλων µεθόδων βελτιστοποίησης και η 
αξιολόγηση κάθε υποψήφιας λύσης µε χρήση υπολογιστικών µεθόδων, ως προς 
διαφορετικά κριτήρια. Αναλυτικότερα, όλες οι παραπάνω γνωστικές περιοχές 
υλοποιούνται στη διαδικασία της βελτιστοποίησης είτε µε την παρεµβολή του 
αποφασίζοντος µηχανικού (δοκιµή και σφάλµα), είτε αυτοµατοποιηµένα, σε µία 
διαδικασία που ο µηχανικός παρεµβαίνει µόνο στον καθορισµό των στόχων και στην 
τελική επιλογή των λύσεων. Η τελευταία προσέγγιση απαιτεί τη συµβατή και πλήρως 
αυτοµατοποιηµένη συνεργασία µεταξύ όλων των διαφορετικών λογισµικών που 
εµπλέκονται και κυρίως τον συµβατό ορισµό της γεωµετρίας του ίδιου του 
αντικειµένου. Συνεπώς, στη διαδικασία της δοκιµής διαφορετικών λύσεων θα πρέπει 
να υπάρχει ένας ενιαίος τρόπος µεταβολής της γεωµετρίας, ο οποίος να επιτρέπει την 
αυτόµατη προσαρµογή, όλων των επιµέρους γεωµετρικών ορισµών (καθώς και των 
αντίστοιχων υπολογιστικών πλεγµάτων), ενώ οι παράµετροι που θα 
χρησιµοποιούνται θα πρέπει να είναι συµβατές µε τη διαδικασία της 
βελτιστοποίησης. Το τελευταίο χαρακτηριστικό µεταφράζεται σε ελάχιστο αριθµό 
παραµέτρων σχεδίασης, οι οποίες επιπλέον να µπορούν να καθοδηγήσουν τη 
διαδικασία της βελτιστοποίησης, εξοµαλύνοντας τον χώρο λύσεων και µειώνοντας το 
χρόνο σύγκλισης. 

 Τον τελευταίο καιρό, οι σηµαντικές βελτιώσεις στις µεθόδους υπολογιστικής 
ρευστοµηχανικής και στις µεθόδους βελτιστοποίησης, αποτέλεσαν το εναρκτήριο 
έναυσµα στην πρόοδο της τρισδιάστατης βελτιστοποίησης σχεδίασης αεροσκαφών, 
µειώνοντας σηµαντικά το χρόνο ανάπτυξης, µέσω της πλήρως αυτοµατοποιηµένης 
βελτιστοποίησης σχεδίασης. Συγκεκριµένα, οι µέθοδοι υπολογιστικής 
ρευστοµηχανικής έχουν γίνει ένα απολύτως αναγκαίο εργαλείο στη διαδικασία της 
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ανάλυσης και βιοµηχανικής σχεδίασης των σύγχρονων αεροσκαφών. Το γεγονός 
αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι όλο και περισσότερα λογισµικά CAD, µετά το πέρας 
της δηµιουργίας του αρχικού προϊόντος, πλεγµατοποιούν το αντικείµενο (προϊόν) 
βασισµένα σε µεθόδους δηµιουργίας αυτοµατοποιηµένου πλέγµατος (CAD σε 
πλέγµα), εξασφαλίζοντας αξιοπιστία και προσαρµοστικότητα της ρευστοµηχανικής 
ανάλυσης στις αλλαγές της σχεδίασης σε µικρό χρονικό διάστηµα, µε ικανοποιητική 
ακρίβεια. Με αυτόν τον τρόπο παρέχεται η δυνατότητα να πραγµατοποιηθεί εκτενής 
ανάλυση και εκτίµηση όλων των µεταβλητών σχεδίασης της CAD γεωµετρίας µέχρι 
να καταλήξουµε στο επιθυµητό αεροδυναµικό σχεδιασµό του αεροσκάφους. Στο 
Σχήµα 1.1 δίδεται τυπικό διάγραµµα ροής της διαδικασίας ανάλυσης µιας σχεδίασης 
µε χρήση τεχνικών υπολογιστικής ρευστοµηχανικής. 

 

Σχήµα 1.1: ∆ιάγραµµα ροής της ρευστοµηχανικής ανάλυσης [Ronzheimer, 2004]. 

 
Ο παραµετρικός ορισµός της γεωµετρίας σε ένα σύστηµα CAD επιτρέπει την 

εύκολη µεταβολή της γεωµετρίας του αντικειµένου µε αλλαγές των παραµέτρων 
(µεταβλητών σχεδίασης). Παρά όµως την εξέλιξή τους τα λογισµικά CAD, επειδή 
κυρίως απευθύνονται σε γενικές χρήσεις, δεν είναι βελτιστοποιηµένα για πολύπλοκες 
επιφάνειες, όπως αυτές που συναντώνται στις εξωτερικές επιφάνειες ενός 
αεροσκάφους. Επίσης, στα αρχικά στάδια ανάπτυξης απαιτείται µεγάλη ευελιξία στην 
περιγραφή της µορφής του αντικειµένου, κάτι που κατά κανόνα δεν υποστηρίζεται 
από τα υπάρχοντα συστήµατα CAD, ενώ δεν υπάρχει και επαρκής συµβατότητα µε τα 
λογισµικά που χρησιµοποιούνται για την αξιολόγηση του αντικειµένου. Ακόµη και αν 
υποθέσουµε ότι έχουµε στην διάθεση µας ένα παραµετρικό CAD µοντέλο, το βήµα 
για να πάµε από το CAD µοντέλο στην πλεγµατοποίηση του αντικειµένου (που 
περιλαµβάνει χειροκίνητη διεπιδραστική εργασία) είναι αναπόφευκτο και συνήθως 
δεν µπορεί να αυτοµατοποιηθεί η διαδικασία. Σε αυτό το σηµείο πρέπει να τονιστεί 
ότι η γεωµετρική µοντελοποίηση αποτελεί ένα πολύ σηµαντικό βήµα στα στάδια 
βελτιστοποίησης του σχεδιασµού, όπως φαίνεται και στο Σχήµα 1.2.      
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Σχήµα 1.2: Στάδια βελτιστοποίησης κατά την διάρκεια της αεροδυναµικής σχεδίασης                 
[Ronzheimer, 2004]. 

 
Απαιτούνται συνεπώς εξειδικευµένα εργαλεία, τα οποία να επιτρέπουν την 

λεπτοµερή περιγραφή µορφών πολύπλοκης γεωµετρίας µε παραµετρικό τρόπο (και 
µε τον ελάχιστο απαιτούµενο αριθµό παραµέτρων), τα οποία θα αποτελούν τον 
διαµεσολαβητή µεταξύ των προγραµµάτων CAD και των προγραµµάτων 
αξιολόγησης. Τα εργαλεία αυτά πρέπει να είναι εξειδικευµένα, ώστε να λαµβάνουν 
υπόψη τις ιδιαιτερότητες του αντικειµένου (άλλες παράµετροι απαιτούνται για την 
περιγραφή της πτέρυγας ενός διηχητικού αεροσκάφους και άλλες για την περιγραφή 
των πτερυγίων ενός υδροστροβίλου). Επιπρόσθετα, η εµπειρία από τη χρήση 
λογισµικού ρευστοµηχανικής ανάλυσης για τη βελτιστοποίηση αεροδυναµικών 
µορφών έχει δείξει τη µεγάλη ευαισθησία των αποτελεσµάτων στην σωστή επιλογή 
παραµέτρων και στην ακριβή περιγραφή της γεωµετρίας. 

Συνοψίζοντας τα παραπάνω, µπορούµε να καταλήξουµε ότι προκειµένου να 
υιοθετηθούν επιτυχώς πιο πολύπλοκες γεωµετρίες στο σχεδιασµό των σύγχρονων 
αεροσκαφών, είναι απαραίτητο να διερευνηθούν εύρωστοι µέθοδοι για την 
γεωµετρική παραµετροποίηση των αντικειµένων, οι οποίες θα αντιµετωπίζουν 
επιτυχώς και το πρόβληµα της αυτοµατοποίησης της διαδικασίας διακριτοποίησης 
(δηµιουργίας πλέγµατος). 
 

1.2 ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 
Ένα από τα σηµαντικότερα σηµεία για το σωστό καθορισµό ενός 

προβλήµατος βελτιστοποίησης είναι η επιλογή της µεθόδου παραµετροποίησης, όπως 
ήδη έχουµε προαναφέρει. Η µέθοδος που θα επιλεγεί πρέπει να είναι [Antreoli et al., 
2003]: 

• Ευπροσάρµοστη (versatile): να έχει την δυνατότητα να περιγράφει ένα ευρύ 
φάσµα πιθανών τρισδιάστατων πολύπλοκών σχηµάτων µε γεωµετρικούς 
περιορισµούς. 
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• Περιεκτική (concise): θα πρέπει να χρησιµοποιεί όσο το δυνατόν λιγότερες 
παραµέτρους, διότι µεγάλος αριθµός παραµέτρων σχεδίασης έχει ως 
αποτέλεσµα µεγάλο υπολογιστικό κόστος στη διαδικασίας βελτιστοποίησης.  
Επίσης, πέρα από αυτές τις δύο πολύ σηµαντικές ιδιότητες που αναφέραµε, 

αναζητούµε και µεθόδους παραµετροποίησης οι οποίες να παρουσιάζουν την έννοια 
της: 

• παραµετροποιηµένης ιεραρχίας (parameterization hierarchy) και της 
• αυτοπροσαρµοσιµότητας (self-adaptivity). 

 

1.2.1 Κατηγορίες Παραµετροποίησης 
Σε αυτήν την ενότητα θα προσπαθήσουµε να προσεγγίσουµε τις 

σηµαντικότερες µεθόδους γεωµετρικής παραµετροποίησης που χρησιµοποιούνται. Το 
ερώτηµα όµως που τίθεται είναι γιατί είναι τόσο σηµαντικό να επιλέξουµε µια 
αποδοτική µέθοδο παραµετροποίησης. Η απάντηση στο συγκεκριµένο ερώτηµα θα 
δοθεί µέσα από ένα παράδειγµα.  

Ας υποθέσουµε ότι πρέπει να κατασκευάσουµε ένα αεροσκάφος µε 
συγκεκριµένες προδιαγραφές, δίνοντας έµφαση στη βέλτιστη αεροδυναµική σχεδίασή 
του. Στη βέλτιστη αεροδυναµική σχεδίαση, όπου χρησιµοποιείται ένα µεγάλο πλήθος 
από µεταβλητές σχεδίασης, η χρήση υψηλής ακρίβειας υπολογιστικών εργαλείων  
(CFD, FEM κ.α.) είναι αναπόφευκτη. Αυτά τα εργαλεία όµως, για να µπορέσουν να 
εφαρµοστούν απαιτούν λεπτοµερή περιγραφή της γεωµετρίας, µε χρήση κατάλληλων 
µεθόδων παραµετρικής σχεδίασης, οι οποίες θα µοντελοποιούν όχι µόνο την 
εξωτερική γεωµετρία του αεροσκάφους (όπως άτρακτο και επιφάνειες αεροτοµών) 
αλλά και την εσωτερική τους δοµή (όπως δεξαµενή καυσίµων και δοκούς, Σχήµα 
1.3).  

 

 

Σχήµα 1.3: Εσωτερική δοµή πτέρυγας ενός αεροσκάφους [Samareh, June 1999]. 

 
Πρέπει να υπογραµµιστεί σε αυτό το σηµείο ότι κατά την διάρκεια της 

βελτιστοποίησης (π.χ. µιας αεροτοµής), ο χρήστης δε ξεκινάει συνήθως από ένα 
τυχαίο σχέδιο. Αρχικά επιλέγεται µια αεροτοµή µε αρκετά καλά χαρακτηριστικά 
(σύµφωνα µε τις προδιαγραφές που έχουν τεθεί) και εφαρµόζονται τεχνικές 
βελτιστοποίησης. Η τελική αεροτοµή, δεν θα παρουσιάζει ραγδαίες αλλαγές σε σχέση 
µε την αρχική, όσον αφορά στη γεωµετρία, αλλά θα παρουσιάζει σαφώς καλύτερες 
επιδόσεις.       
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Μια επιτυχηµένη µέθοδος παραµετροποίησης πρέπει να ικανοποιεί ορισµένες 
προδιαγραφές. Συγκεκριµένα, πρέπει να [Samareh, June 1999], [Samareh, May 
2001]: 

• είναι αυτοµατοποιηµένη και εύκολη στην  υλοποίηση της  
• εξασφαλίζει οµοιόµορφες γεωµετρικές αλλαγές βάση όλων των περιορισµών 
• εξασφαλίζει σωστή ανάλυση ευαισθησίας 
• προσαρµόζεται εύκολα στις συνεχείς αλλαγές κατά την διάρκεια ανάπτυξης του 

αντικειµένου 
• έχει άµεση σύνδεση µε CAD συστήµατα 
• παράγει λίγες και αποτελεσµατικές  µεταβλητές σχεδίασης, στο χώρο των 

εφικτών λύσεων. 
  
Οι χρησιµοποιούµενες µέθοδοι γεωµετρικής παραµετροποίησης µπορούν να 

χωριστούν σε εννέα κατηγορίες. Στη συνέχεια γίνεται παρουσίαση των 
χρησιµοποιούµενων τεχνικών παραµετροποίησης. 

 
Τεχνική Βασικού ∆ιανύσµατος (Basis Vector Approach) 

Οι [Picket et al., 1973] προτείνουν την τεχνική βασικού διανύσµατος, µε την 
οποία πραγµατοποιείται συνδυασµός συντελεστών σε ένα σύνολο βασικών 
διανυσµάτων. Η γεωµετρία του αντικείµενου αλλάζει σύµφωνα µε την ακόλουθη 
σχέση: 
 

n
n

n UurR ∑ ⋅+=  (1.1) 

 
όπου R  είναι το τελικό σχήµα, r  είναι η αρχική µορφή του σχήµατος και nU  είναι 
βασικά διανύσµατα, βασισµένα στη προτεινόµενη σχεδίαση. Η τελική και η αρχική 
σχεδίαση πρέπει να µοιράζονται την ίδια τοπολογία πλέγµατος. Όταν οι σχεδιαστικές 
αλλαγές παραµετροποιούνται, η τεχνική αυτή παρέχει ένα ενιαίο σύνολο µεταβλητών 
σχεδίασης. Με βάση την υπόθεση ότι τα βασικά διανύσµατα παραµένουν σταθερά 
κατά την διάρκεια της βελτιστοποίησης, η τεχνική βασικού διανύσµατος είναι καλή 
και ενσωµατώνεται στα περισσότερα εµπορικά λογισµικά ανάλυσης µηχανικής 
αντοχής (CSM-Computational Structural Mechanics). Επειδή το πλέγµα µπορεί να 
ξαναδηµιουργείται αυτόµατα µε βάση τη σχέση 1.1, η τεχνική αποφεύγει την ανάγκη 
για επαναδηµιουργία πλέγµατος. Τέλος, για απλές γεωµετρίες, τα διανύσµατα 
σχεδίασης µπορούν να υλοποιηθούν χειροκίνητα. Επειδή όµως στις σύνθετες 
γεωµετρίες συχνά χρησιµοποιούνται ανοµοιόµορφα πλέγµατα, η χειροκίνητη 
δηµιουργία των βασικών διανυσµάτων για όλους τους περιορισµούς αποτελεί 
εξαιρετικά επίπονη διαδικασία.    

 
Τεχνική υπερστοιχείου (Domain Element Approach) 

Η τεχνική αυτή στηρίζεται στη διασύνδεση ενός συνόλου από σηµεία, που 
ανήκουν στο πλέγµα, σε ένα υπερστοιχείο (domain element), που ελέγχει το σχήµα 
του µοντέλου. Στο Σχήµα 1.4.α παρουσιάζεται το υπερστοιχείο µε τέσσερις κόµβους 
(A-B-C-D) για ένα αρχικό µοντέλο. Μετακινώντας τους τέσσερις κόµβους του 
υπερστοιχείου, µετακινούνται αντίστοιχα και οι κόµβοι του πλέγµατος (Σχήµα 1.4.β). 
Η κίνηση αυτή βασίζεται στην αντίστροφη απεικόνιση  ανάµεσα στα σηµεία του 
πλέγµατος και του υπερστοιχείου. Οι παραµετρικές συντεταγµένες των σηµείων του 
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πλέγµατος (ως προς το υπερστοιχείο) διατηρούνται σταθερές κατά την διάρκεια της 
βελτιστοποίησης [Leiva and Watson, 1998]. H τεχνική αυτή είναι διαθέσιµη σε 
ορισµένα εµπορικά λογισµικά, ενώ είναι πολύ αποδοτική και αρκετά εύκολη στην 
υλοποίηση της.  

 

 

Σχήµα 1.4: Σχηµατική αναπαράσταση της τεχνικής υπερστοιχείου [Samareh, June 1999]. 

 
Τεχνική Μερικών ∆ιαφορικών Εξισώσεων (Partial Differential Equation - PDE) 

 Οι [Bloor and Wilson, 1995] παρουσίασαν µια συµπαγή και αποτελεσµατική 
τεχνική για παραµετροποίηση γεωµετρικών επιφανειών για ένα αεροσκάφος. Αυτή η 
τεχνική ανάγει τη δηµιουργία των επιφανειών σε ένα πρόβληµα συνοριακών 
συνθηκών και παράγει επιφάνειες ως λύσεις µερικών διαφορικών εξισώσεων. Οι 
[Bloor and Wilson, 1995] έδειξαν ότι είναι εφικτό να αναπαραστήσουµε τη 
γεωµετρία ενός αεροσκάφους µε τον τρόπο αυτό, χρησιµοποιώντας ένα µικρό σύνολο 
µεταβλητών σχεδίασης.  Οι [Brown et al., 1998] παρουσίασαν µεθόδους όπου από 
προσεγγίσεις διατοµών µε χρήση B-Splines να παράγονται επιφάνειες βασισµένες 
στην τεχνική των µερικών διαφορικών εξισώσεων και να εισάγονται στη συνέχεια σε 
ένα CAD σύστηµα. 
  
Τεχνική διακριτών σηµείων (Discrete Approach)  

 Η τεχνική αυτή χρησιµοποιεί τις συντεταγµένες των οριακών σηµείων που 
περιγράφουν µια αεροτοµή ως µεταβλητές σχεδίασης (Σχήµα 1.5). Αυτή η τεχνική 
είναι εύκολη στην υλοποίηση της και οι γεωµετρικές αλλαγές επηρεάζονται µόνο από 
τον αριθµό των µεταβλητών σχεδίασης. Επειδή η γεωµετρία τροποποιείται 
µετακινώντας ξεχωριστά κάθε σηµείο του πλέγµατος είναι δύσκολο να πετύχουµε µια 
οµαλή γεωµετρία και είναι πολύ πιθανό η βέλτιστη λύση που θα προκύψει να είναι 
πρακτικά ασύµφορη ή µη υλοποιήσιµη [Braibant and Fleury, 1984]. Για να 
µπορέσουµε να αποφύγουµε τέτοιου είδους προβλήµατα πρέπει να λάβουµε υπόψη 
επιπρόσθετους περιορισµούς κατά τη διάρκεια της βελτιστοποίησης. Για παράδειγµα, 
µπορούµε να περιορίσουµε το εύρος των τιµών των µεταβλητών σχεδίασης µε χρήση 
πιο στενών άνω και κάτω ορίων.  
   Το πιο ελκυστικό σηµείο για τη συγκεκριµένη τεχνική είναι η ικανότητα της 
να χρησιµοποιεί ένα υπάρχον πλέγµα για επίλυση της ροής, ενώ η επαναδηµιουργία 
του πλέγµατος να µπορεί παραλειφθεί κατά τη διάρκεια της βελτιστοποίησης. Επίσης, 
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στη συγκεκριµένη τεχνική µπορούµε να πετύχουµε πολύ καλό τοπικό έλεγχο (κατά 
τη διάρκεια των αλλαγών). 
 

 

Σχήµα 1.5: Αεροτοµή ορισµένη από ένα σύνολο επιφανειακών σηµείων.  

 
Τεχνική Πολυωνύµων και Spline (Polynomial and Spline Approach) 

 Στην τεχνική αυτή η γεωµετρία ενός αντικειµένου (για παράδειγµα µιας 
αεροτοµής) περιγράφεται από µια πολυωνυµική καµπύλη, µε µια πολύ συµπαγή 
µορφή, η οποία έχει ελάχιστες µεταβλητές σχεδίασης. Για παράδειγµα, µπορούµε να 
έχουµε µια καµπύλη B-Spline (στο Σχήµα 1.6 η καµπύλη BSpline είναι 3ου βαθµού) 
και τα σηµεία ελέγχου της  να αποτελούν τις µεταβλητές σχεδίασης (µόλις 11 σηµεία 
ελέγχου). Εναλλακτικά θα µπορούσαµε αντί για τη καµπύλη B-Spline, να έχουµε µια 
καµπύλη Bezier ή µια καµπύλη µη οµοιόµορφων ρητών καµπυλών BSpline (NURBS 
- Non-Uniform Rational B-Spline). 
 

 

Σχήµα 1.6: Αεροτοµή σχεδιασµένη µε χρήση B-Spline 3ου βαθµού.  

 
Αναλυτικά, παρόλο που οι καµπύλες Bezier µπορούν µε µεγάλη επιτυχία να 

αναπαραστήσουν σύνθετες καµπύλες, εντούτοις παρουσιάζουν ένα πολύ βασικό 
µειονέκτηµα. Εάν χρειαζόµαστε 11 σηµεία για να περιγράψουµε µια αεροτοµή, τότε 
χρειαζόµαστε πολυώνυµο 10ου βαθµού! Είναι εύκολα αντιληπτό ότι ο υπολογιστικός 
φόρτος είναι απαγορευτικός, µε αποτέλεσµα οι καµπύλες B-Spline και NURBS να 
αντικαθιστούν τις καµπύλες Bezier στα περισσότερα λογισµικά CAD.  

Μία p-βαθµού καµπύλη B-Spline µε παράµετρο u και διάνυσµα κόµβων  
U={u0,u1,…,um} δίδεται [Piegl and Tiller, 1997]: 
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όπου τα }{ iP  είναι τα  n+1 σηµεία ελέγχου (τα διανύσµατα θέσης τους), και 
{ }niuN pi ,...,1,0),(, =  είναι οι p-βαθµού Βασικές συναρτήσεις (τµηµατικές 
πολυωνυµικές συναρτήσεις), που καθορίζονται από το ανοικτό οµοιόµορφο διάνυσµα 
κόµβων },,,,,,,,{ 11 bbuuaaU pmp LLL −−+= . Στις καµπύλες B-Spline, ο βαθµός  p 
είναι ανεξάρτητος από το πλήθος n+1 των σηµείων ελέγχου (σε αντίθεση µε τις 
Bezier) και έχει άµεση σχέση µόνο µε την τάξη k των καµπυλών.  

Οι καµπύλες B-Spline, παρόλο που κατασκευάζονται από πολυωνυµικές 
βασικές συναρτήσεις, γεγονός που τους χαρίζει ευελιξία και εξαιρετικές ιδιότητες, 
παρουσιάζουν ένα πολύ βασικό µειονέκτηµα: δεν είναι ικανές να αναπαραστήσουν 
µια πολύ απλή καµπύλη όπως ο κύκλος. Για να µπορέσουµε να αντιµετωπίσουµε 
επιτυχώς το πρόβληµα, το οποίο παρουσιάζεται στην κατασκευή όχι µόνο ενός 
κύκλου ή έλλειψης αλλά και των άλλων κωνικών τοµών, απαιτείται µια προέκταση 
των καµπυλών B-Splines.  

Σε αυτή  την περίπτωση, η περισσότερο δηµοφιλής µορφή αναπαράστασης 
καµπυλών και επιφανειών από άποψη αποθήκευσης, υπολογισµού και ελέγχου, είναι 
οι καµπύλες NURBS (Non-Uniform Rational B-Splines - Ανοµοιόµορφες Ρητές B-
Spline Καµπύλες & Επιφάνειες). Με τις Ανοµοιόµορφες Ρητές Καµπύλες B-Spline 
µπορούµε να αναπαραστήσουµε και να σχεδιάσουµε κάθε γεωµετρικό σχήµα στον 
Η/Υ (Ηλεκτρονικό Υπολογιστή). Οι καµπύλες NURBS προσφέρουν µία γενική 
µαθηµατική µορφή σχεδίασης, είτε πρόκειται για τυπικά γεωµετρικά σχέδια (π.χ. 
κωνικές τοµές), είτε πρόκειται για ελεύθερα σχέδια. Παρέχουν ευκαµψία για 
σχεδίαση µεγάλου και ποικίλου αριθµού γεωµετρικών µορφών. 

Αναλυτικά, µία p  βαθµού καµπύλη NURBS ορίζεται από την παρακάτω 
σχέση [Piegl and Tiller, 1997]: 
 

      bua
wuN

PwuN
uC n

i
ipi

n

i
iipi
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∑

∑

=
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0
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                 (1.3) 

 
όπου τα { iP } είναι τα διανύσµατα θέσης των 
σηµείων ελέγχου (που σχηµατίζουν το πολύγωνο 
ελέγχου), τα { iw } είναι τα αντίστοιχα βάρη και τα 
{ )(, uN pi } είναι οι p-βαθµού βασικές συναρτήσεις, 
που καθορίζονται από το µη περιοδικό διάνυσµα 
κόµβων: 
 

    },...,,,...,,,...,{ 11 bbuuaaU pmp −−+=                    (1.4) 

 
Σε αυτή την περίπτωση µπορούµε να επιλέξουµε ως µεταβλητές σχεδίασης, 

εκτός από τα σηµεία ελέγχου, και το βάρος κάθε σηµείου ελέγχου. 
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Τεχνική βασισµένη σε CAD (CAD-Based Approach)  

 Τα περισσότερα λογισµικά CAD για να µοντελοποιήσουν ένα στερεό 
χρησιµοποιούν είτε αναπαράσταση B-Rep (Boundary Representation) είτε 
αναπαράσταση στερεών (constructive solid geometry) [LaCourse, 1995].  
 Η παραµετροποίηση ενός δεδοµένου µοντέλου αποτελεί µέχρι και σήµερα ένα 
πολύ δύσκολο αντικείµενο για τα λογισµικά CAD. Αυτό συµβαίνει διότι τα µοντέλα 
που δηµιουργούνται τις περισσότερες φορές δεν είναι αρκετά ακριβή για να 
εφαρµοστούν εργαλεία αυτόµατης παραγωγής του πλέγµατος. Ενώ οι σχεδιαστές 
πιστεύουν ότι το µοντέλο τους είναι ολοκληρωµένο και ακριβές, στην 
πραγµατικότητα υπάρχουν αρκετές ατέλειες (όπως κενά, ελεύθερες επιφάνειες, 
ανεπιθύµητες αστοχίες), µε αποτέλεσµα συχνά να προκαλούνται σηµαντικά 
προβλήµατα στη διαδικασία της πλεγµατοποίησης και αυτή να µην µπορεί να 
υλοποιηθεί αυτόµατα.    
 
Αναλυτική τεχνική (Analytical Approach) 

 Οι [Hicks and Henne, 1978] παρουσίασαν µια τεχνική για την 
παραµετροποίηση τµηµάτων αεροτοµών, που βασίζεται στην πρόσθεση αναλυτικών 
εξισώσεων. Η συνεισφορά κάθε παραµέτρου καθορίζεται από την τιµή των 
µεταβλητών σχεδίασης σε συνεργασία µε τη συνάρτηση. Στην αρχή, κάθε µεταβλητή 
σχεδίασης έχει την τιµή ίση µε µηδέν. Με αυτόν τον τρόπο, η πρώτη επανάληψη δίνει 
την βασική (baseline) γεωµετρία. Η µορφή των συναρτήσεων είναι οµαλή ενώ 
βασίζονται σε παλαιότερες σχεδιάσεις αεροτοµών. Η συγκεκριµένη µέθοδος είναι 
πολύ αποτελεσµατική για την παραµετροποίηση πτερύγων. 
  
Τεχνική Ελεύθερης Παραµόρφωσης (Free Form Deformation Approach - FFD)  

 Πολλές ιδέες, που  µέχρι πρόσφατα έβρισκαν εφαρµογή στην περιοχή του 
κινουµένου σχεδίου και των ψηφιακών χαρακτήρων, δοκιµάζονται τελευταία µε 
επιτυχία στη γεωµετρική περιγραφή µηχανολογικών αντικειµένων. Μία από αυτές 
είναι η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης (FreeForm Deformation) [Sederberg 
and Parry, 1986]. Όπως ήδη έχουµε αναφέρει, η δηµιουργία πλέγµατος για τα 
εργαλεία ρευστοµηχανικής ανάλυσης είναι µια διαδικασία χρονοβόρα µε υψηλό 
κόστος. Για τη δηµιουργία λεπτοµερούς πλέγµατος βασισµένο σε ένα CAD µοντέλο 
απαιτούνται αρκετές εβδοµάδες. Συνεπώς, δεν είναι εύκολη η αυτοµατοποίηση της 
διαδικασίας ανάλυσης στα πλαίσια µιας επαναληπτικής διαδικασίας βελτιστοποίησης, 
αν η δηµιουργία πλέγµατος δεν µπορεί να αυτοµατοποιηθεί. Το παραπάνω 
µειονέκτηµα αντιµετωπίζεται µε πολύ µεγάλη επιτυχία από την τεχνική της 
Ελεύθερης Παραµόρφωσης. 

Στη συγκεκριµένη τεχνική, η τροποποίηση µιας γεωµετρίας δεν 
πραγµατοποιείται µε αλλαγή των γεωµετρικών παραµέτρων της, αλλά µε 
παραµόρφωση του χώρου µέσα στον οποίο βρίσκεται το αντικείµενο, µέσω της 
παραµόρφωσης ενός πλέγµατος ελέγχου. Η µέθοδος επιτρέπει τη συµβατή 
παραµόρφωση όλων των διαφορετικών παραµετρικών περιγραφών που αναφέρονται 
στην ίδια γεωµετρία, ακόµη και των υπολογιστικών πλεγµάτων που 
χρησιµοποιούνται για την αξιολόγηση της κάθε υποψήφιας λύσης.  

Πρόκειται για µια τεχνική η οποία περιλαµβάνει πολύ ισχυρούς αλγορίθµους 
για παραµόρφωση αντικειµένων, οι οποίοι πρωτοχρησιµοποιήθηκαν στη δηµιουργία 
κινούµενων σχεδίων [Watt and Watt, 1992], στη µορφοποίηση εικόνων [Hall, 1993] 
και στη παραµόρφωση µοντέλων [Sederberg and Parry, 1986], [Barr, 1984]. Οι 
συγκεκριµένοι αλγόριθµοι παραµόρφωσης είναι πολύ επιτυχείς στην παραµόρφωση 
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αντικειµένων, τα οποία αναπαριστώνται είτε από ένα σύνολο από πολύγωνα είτε από 
παραµετρικές συναρτήσεις (καµπύλες ή επιφάνειες). Ο αλγόριθµος της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης είναι ο ιδανικός για την παραµετροποίηση αεροσκαφών. Ο 
αλγόριθµος αυτός δουλεύει άριστα όχι µόνο για το εξωτερικό µέρος του 
αεροσκάφους αλλά και για τα εσωτερικά του µέρη (Σχήµα 1.3). Ουσιαστικά, η 
τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης συσχετίζει τις συντεταγµένες των σηµείων 
που περιγράφουν το αντικείµενο µε τις συντεταγµένες των σηµείων του πλέγµατος 
ελέγχου (που αποτελούν τις µεταβλητές σχεδίασης). 

Συγκεκριµένα, µε την τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης αντί να 
διαχειριζόµαστε απευθείας το αντικείµενο,  διαχειριζόµαστε τον όγκο που περιέχει το 
αντικείµενο και ο οποίος ορίζεται µε τη βοήθεια του πλέγµατος ελέγχου. Αυτό έχει 
κατασκευαστεί σύµφωνα µε το αντικείµενο που θέλουµε να παραµορφώσουµε. Για 
να τροποποιήσουµε το αντικείµενο µετακινούµε τα σηµεία ελέγχου του πλέγµατος 
και ταυτόχρονα παραµορφώνεται και ο όγκος αλλά και το αντικείµενο. Το µοναδικό 
(αλλά συχνά σηµαντικό) µειονέκτηµα της τεχνικής αυτής είναι ότι οι µεταβλητές 
σχεδίασης (οι συντεταγµένες των σηµείων του πλέγµατος ελέγχου) µπορεί να µην 
έχουν φυσική σηµασία για τους σχεδιαστές.  
 
Τεχνική MASSOUD (Multidisciplinary Aero/Struc Shape Optimization Using 
Deformation Approach) 

 Ουσιαστικά πρόκειται για προέκταση της τεχνικής της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης. Η µόνη αλλαγή που παρουσιάζεται σε αυτή τη µέθοδο είναι ότι 
αντιµετωπίζει µε επιτυχία το µειονέκτηµα της Ελεύθερης Παραµόρφωσης και οι 
µεταβλητές σχεδίασης αποκτούν φυσική σηµασία. Με άλλα λόγια, η MASSOUD 
µπορεί να επιλέξει µε αποτελεσµατικό τρόπο ένα σύνολο από αποτελεσµατικές 
µεταβλητές σχεδίασης που αποφέρουν ένα εφικτό αποτέλεσµα [Samareh, May 1999]. 

Η συγκεκριµένη τεχνική υλοποιείται σε δύο κύρια βήµατα. Το πρώτο βήµα 
βασίζεται περισσότερο στην παραµετροποίηση των διαταραχών του σχήµατος, παρά 
σ’ αυτή κάθ’ αυτή τη γεωµετρία. Το δεύτερο βήµα βασίζεται στους αλγόριθµους Soft 
Object Animation (SOA), που αφορούν στην παραµετροποίηση του σχήµατος. 
  

1.2.2 Σύγκριση των µεθόδων γεωµετρικής παραµετροποίησης 
Ο [Samareh, June 1999] παρουσιάζει µια συγκριτική αξιολόγηση των 

προηγούµενων µεθόδων, µε βάση τα ακόλουθα κριτήρια:  
• Συνέπεια: κατά πόσο η παραµετροποίηση είναι συνεπής µε τους περιορισµούς. 
• Μεταβλητές σχεδίασης του αντικειµένου: για παράδειγµα, σε ένα αεροπλάνο 

εάν οι µεταβλητές σχεδίασης είναι συναφείς µε τις µεταβλητές σχεδίασης του 
αεροπλάνου (για παράδειγµα την χορδή ή το πάχος των αεροτοµών).   

• Συµπαγή σύνολο µεταβλητών σχεδίασης: κατά πόσο η παραµετροποίηση 
εξασφαλίζει ένα συµπαγές σύνολο µεταβλητών σχεδίασης. 

• Οµαλή γεωµετρία: αν διατηρείται οµαλή η γεωµετρία κατά τις µεταβολές του 
σχήµατος. 

• Τοπικός έλεγχος: εάν διατηρείται ο τοπικός έλεγχος στις αλλαγές του 
σχήµατος. 

• Αναλυτική ευαισθησία: εάν µπορούµε να υπολογίσουµε αναλυτικά την 
ευαισθησία. 

• Παραµόρφωση πλέγµατος: εάν η παραµετροποίηση επιτρέπει την 
παραµόρφωση του πλέγµατος διακριτοποίησης.   
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• Χρόνος δηµιουργίας: εάν η παραµετροποίηση και παραµόρφωση του 
σχήµατος µπορεί να δηµιουργηθεί γρήγορα. 

• Επαναχρησιµοποίηση υπάρχοντος πλέγµατος: εάν επιτρέπει η 
παραµετροποίηση στο υπάρχον πλέγµα να επαναχρησιµοποιηθεί.   

• CAD:  εάν υπάρχει δυνατότητα σύνδεσης µε CAD συστήµατα. 
 
Η αξιολόγηση των τεχνικών περιέχεται συγκεντρωτικά στον Πίνακα 1.1 

[Samareh, June 1999]. 
 

                          Τεχνικές 
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Συνέπεια 
         

Μεταβλητές σχεδίασης 
 του αντικειµένου          
Συµπαγές σύνολο  
µεταβλητών σχεδίασης          
Οµαλή γεωµετρία 

         
Τοπικός έλεγχος 

         
Αναλυτική ευαισθησία 

         
Παραµόρφωση πλέγµατος 

         
Χρόνος δηµιουργίας 

         
Επαναχρησιµοποίηση  
υπάρχοντος πλέγµατος          
CAD 

         

: Καλή µέθοδος        : Ουδέτερη µέθοδος        : Φτωχή µέθοδος 

Πίνακας 1.1: Σύγκριση εναλλακτικών µεθόδων γεωµετρικής παραµετροποίησης. 

  
Με βάση λοιπόν του παραπάνω πίνακα, µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε 

ότι η τεχνική Ελεύθερης Παραµόρφωσης (FFD) και ειδικότερα η επέκτασή της 
(MASSOUD), υπερέχουν στα περισσότερα κριτήρια σε σχέση µε τις υπόλοιπες 
τεχνικές.   
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1.3 ΠΑΡΑΛΛΑΓΕΣ ΤΕΧΝΙΚΗΣ ΕΛΕΥΘΕΡΗΣ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗΣ. 
 Σε αυτή την ενότητα περιέχεται µια σύντοµη επισκόπηση στις κυριότερες 
παραλλαγές της τεχνικής Ελεύθερης Παραµόρφωσης (FreeForm Deformation - 
FFD).  

Μια τεχνική παραµόρφωσης µοντέλων αναπτύχθηκε αρχικά από τον [Barr, 
1984] χρησιµοποιώντας ένα σύνολο ιεραρχικών µετασχηµατισµών για την 
παραµόρφωση ενός αντικειµένου. Αυτό περιελάµβανε τη σταδιακή συρρίκνωση, τη 
στρέβλωση, την κάµψη και την περιστροφή ενός αντικειµένου (Σχήµα 1.7). Αυτή η 
τεχνική χρησιµοποιεί το κάθετο διάνυσµα  της µη-παραµορφωµένης επιφάνειας και 
µια µήτρας µετασχηµατισµού  για να υπολογίσει το κάθετο διάνυσµα µιας αυθαίρετα 
παραµορφωµένης οµαλής επιφάνειας. Τα σύνθετα αντικείµενα µπορούν να 
δηµιουργηθούν από απλούστερα, δεδοµένου ότι οι παραµορφώσεις συνδυάζονται 
εύκολα σε µια ιεραρχική δοµή. Το διάνυσµα θέσης και το κάθετο διάνυσµα στα πιο 
σύνθετα αντικείµενα υπολογίζονται από το διάνυσµα θέσης και το κάθετο διάνυσµα 
απλούστερων αντικειµένων. Τέλος, κάθε επίπεδο στην ιεραρχία παραµόρφωσης 
προϋποθέτει  τον πολλαπλασιασµό της πρόσθετης µήτρας για τον υπολογισµό του 
κάθετου διανύσµατος.  

 

α)  β)  

Σχήµα 1.7: α) Αντικείµενο που έχει υποστεί σταδιακή συρρίκνωση και περιστροφή. β) Τελικό 
αντικείµενο που έχει υποστεί στρέβλωση και κάµψη [Barr, 1984].  

 
Εν συνεχεία, οι [Sederberg and Parry, 1986] παρουσίασαν µια πιο γενική 

τεχνική µε βάση τα πολυώνυµα Bernstein. Το συγκεκριµένο άρθρο αποτέλεσε και 
συνεχίζει να αποτελεί το έναυσµα για πολλούς ερευνητές στην τεχνική της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης. (στην παράγραφο 1.4.1 πραγµατοποιείται εκτενής ανάλυση του 
άρθρου) 

Οι [Griessmaiur and Purgathofer, 1989] παρουσίασαν παραπλήσια τεχνική µε 
τους [Sederberg and Parry, 1986], βασισµένη στα πολυώνυµα B-Splines. Να 
αναφέρουµε ότι ο αλγόριθµος υλοποιήθηκε σε γλώσσα προγραµµατισµού Pascal, 
κάνοντας χρήση τριγωνικής πλεγµατοποίησης. Επίσης, η συγκεκριµένη µέθοδος 
απαιτεί ότι ο όγκος που θα προκαλέσει την παραµόρφωση, να είναι οµοιόµορφα 
κατανεµηµένος στο αντικείµενο ή να είναι ένα κανονικό παραλληλεπίπεδο. Αυτή η 
απαίτηση όµως προκαλεί δυσκολίες όταν θέλουµε να προσεγγίσουµε αντικείµενα µε 
αυθαίρετο σχήµα.    

Ένα χρόνο αργότερα, ο [Coquillart, 1990] παρουσίασε µια πιο εύρωστη 
τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης, την Extended Free-Form Deformation 
(EFFD). Η συγκεκριµένη µέθοδος βασίστηκε στους [Sederberg and Parry, 1986] και 
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είχε ως στόχο την παραµόρφωση ενός αντικειµένου είτε εφαρµόζοντας κάµψη σε µια 
αυθαίρετη επιφάνεια του αντικειµένου είτε  προσθέτοντας αυθαίρετες απότοµες 
προεξοχές επιφάνειας σε αυτό. Να επισηµάνουµε ότι δεν γινόταν τοποθέτηση του 
αντικειµένου σε παραλληλεπίπεδο όγκο αλλά σε αυθαίρετο (στην παράγραφο 1.4.2 
πραγµατοποιείται εκτενής ανάλυση του άρθρου). 

Στη συνέχεια, οι [Coquillart and Jancéne, 1991] παρουσίασαν µια 
διεπιδραστική τεχνική για κινούµενα σχέδια. Συγκεκριµένα, κατάφεραν, 
χρησιµοποιώντας την τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης, να παραµορφώνουν 
αντικείµενα και να τους δίνουν την απαραίτητη κίνηση, παρουσιάζοντας διαδοχικά τα 
παραµορφωµένα αντικείµενα. Τα πλεονεκτήµατα της τεχνικής που ανέπτυξαν οι 
[Coquillart and Jancéne, 1991] είναι ότι έχοντας ως δεδοµένο ότι η παραµόρφωση 
είναι ανεξάρτητη του αντικειµένου που εφαρµόζεται, µπορεί να επαναχρησιµοποιηθεί 
για να παραµορφώσει άλλα αντικείµενα. Τέλος, η µέθοδος των [Coquillart and 
Jancéne, 1991] µπορεί να χρησιµοποιηθεί και σε συγκεκριµένο µέρος του 
αντικειµένου σε σχέση µε άλλες µεθόδους που αδυνατούν, παρέχοντας ταχύτερα και 
ευκολότερα το τελικό αντικείµενο που επιθυµούµε (Σχήµα 1.8). Αυτό συµβαίνει διότι 
το γεωµετρικό µοντέλο δεν χρειάζεται να αντιγραφτεί σε κάθε θέση κλειδί, ώστε να 
αναπαραχθεί το κινούµενο σχέδιο.   

 

 

Σχήµα 1.8: Σωλήνας στον οποίο εφαρµόζεται τοπικά πλέγµα (αριστερά) και εν συνεχεία παρουσιάζεται 
το αποτέλεσµα της παραµόρφωσης (δεξιά) [Coquillart and Jancéne, 1991]. 

 
Το 1996 οι [MacCracken and Kenneth, 1996] παρουσίασαν παρόµοια εργασία 

µε αυτή του [Coquillart, 1990]. Αναλυτικότερα, χρησιµοποίησαν τεχνικές 
παραµόρφωσης χρησιµοποιώντας όγκους αυθαίρετης τοπολογίας. Με τον όρο «όγκο» 
εννοούµε το δισδιάστατο ή τρισδιάστατο πλέγµα, που θα εφαρµοστεί πάνω σε 
συγκεκριµένη επιφάνεια ενός αντικειµένου, το οποίο επιθυµούµε να 
παραµορφώσουµε (είτε τοπικά είτε ολικά). Το τροποποιηµένο αντικείµενο ή το µέρος 
του τροποποιηµένου αντικειµένου ορίζεται από ανάλογο όγκο (lattice), µε βάση τις 
υποδιαιρεµένες επιφάνειες του αντικειµένου. Οι µέθοδοι που υποδιαιρούν (µε 
επαναληπτική διαδικασία) το αντικείµενο δηµιουργούν µια ακολουθία από όγκους, 
που συγκλίνουν σε µια συγκεκριµένη περιοχή στον τρισδιάστατο χώρο. ∆ηλαδή σε 
κάθε βήµα της επανάληψης, ο επιλεγµένος όγκος υποδιαιρείται σε οχτώ υποόγκους. 
Αυτή η επαναληπτική διαδικασία χρησιµοποιείται για να ορίσουµε µια εικονική 
παραµετροποίηση (ψευδοπαραµετροποίηση) ενός σηµείου που εµπεριέχεται στον 
όγκο. Με αυτόν τον τρόπο, όταν τα σηµεία του όγκου µετακινούνται, αντίστοιχα και 
η συγκεκριµένη επιφάνεια του αντικειµένου παραµορφώνεται. Φυσικά τα σηµεία που 
προσδιορίζουν το αντικείµενο, αποκτούν νέες συντεταγµένες µέσα στα όρια που 
ορίζει ο όγκος. Η µέθοδος αυτή είναι αρκετά διαισθητική για τον σχεδιαστή και 
µπορεί να εφαρµοστεί σε κάθε αντικείµενο. Παρόλα αυτά, πρέπει να σηµειωθεί ότι 
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λόγω της αυθαίρετης τοπολογίας του όγκου, τα προβλήµατα συνέχειας στους 
διπλανούς όγκους µπορεί εικονικά να εκλείπουν αλλά κάθε επανάληψη κοστίζει σε 
υπολογιστικό χρόνο και χώρο.       

 

     

Σχήµα 1.9: ∆ίσκος πάνω στον οποίο εφαρµόζεται όγκος σε σχήµα αστεριού (αριστερό σχήµα), 
παραµόρφωση του όγκου (µεσαίο σχήµα) και το τελικό προϊόν (δεξιό σχήµα) [MacCracken and 

Kenneth, 1996]. 

 
Κατόπιν, οι [Davis and Burton, 1991] χρησιµοποίησαν την τεχνική της 

Ελεύθερης Παραµόρφωσης ως ένα διεπιδραστικό εργαλείο για την παραµόρφωση 
αντικειµένων, χρησιµοποιώντας ρητά πολυώνυµα Bernstein. Στην υλοποίηση τους 
παρουσίασαν πολύπλοκες γεωµετρικές παραµορφώσεις, όπως στρέβλωση, 
συρρίκνωση και κάµψη αντικειµένων, αποδεικνύοντας ουσιαστικά την ευελιξία της 
µεθόδου. Η συγκεκριµένη µέθοδος απαιτεί από τον όγκο που θα προκαλέσει την 
παραµόρφωση να είναι οµοιόµορφα κατανεµηµένος στο αντικείµενο ή να είναι ένας 
κανονικός παραλληλεπίπεδος όγκος. Αυτή η απαίτηση όµως προκαλεί δυσκολίες 
όταν θέλουµε να προσεγγίσουµε αντικείµενα µε αυθαίρετο σχήµα.  

Στη συνέχεια, οι [Hsu et al., 1992] παρουσίασαν µια διαφορετική έκδοση της 
τεχνικής της Ελεύθερης Παραµόρφωσης, που επιτρέπει στον χρήστη να χειρίζεται 
απευθείας τα σηµεία µιας επιφάνειας του αντικειµένου και µετά να υπολογίζει τις 
απαιτούµενες αλλαγές του τρισδιάστατου πλέγµατος για να παράγει τα επιθυµητά 
αποτελέσµατα. Με αυτόν τον τρόπο επιτυγχάνεται καλύτερος έλεγχος του 
αντικειµένου. Η µέθοδος επίσης χρησιµοποιεί έναν κανονικό παραλληλεπίπεδο όγκο, 
προκαλώντας ορισµένες δυσκολίες όταν θέλουµε να προσεγγίσουµε αντικείµενα µε 
αυθαίρετο σχήµα.    

Οι [Chang and Rockwood, 1994] παρουσίασαν µια γενικότερη τεχνική, 
βασισµένη στο άρθρο του [Barr, 1984], αλλά από διαφορετική σκοπιά. Πρότειναν µια 
νέα τεχνική που παραµορφώνει ένα αντικείµενο, γενικεύοντας τον αλγόριθµο de 
Casteljau και χρησιµοποιώντας τις καµπύλες Bezier. Συγκεκριµένα, η τεχνική αυτή 
επιτρέπει στον χρήστη να ορίσει ένα άξονα, σαν µια καµπύλη Bezier µε δύο 
ορισµένους από τον χρήστη άξονες σε κάθε σηµείο ελέγχου της καµπύλης. Κατόπιν, 
πραγµατοποιούνται επαναλαµβανόµενοι συγγενικοί µετασχηµατισµοί (Σχήµα 1.10) 
χρησιµοποιώντας ένα γενικότερο αλγόριθµο  de Casteljau, για να ορίσουν τον 
παραµορφωµένο χώρο. Η µέθοδος αυτή είναι πολύ αποτελεσµατική, διαισθητική και 
αποδοτική αλλά περιορίζει τους τρόπους µε τους οποίους ο χώρος µπορεί να αλλάζει 
γύρω από την καµπύλη. 
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Σχήµα 1.10: Συγγενικοί µετασχηµατισµοί [Chang and Rockwood, 1994]. 

 
Μετέπειτα, η τεχνική NURBS FreeForm Deformation (ΝFFD) 

πρωτοπαρουσιάστηκε από τους [Lamousin and Waggenspack, 1994], οι οποίοι 
χρησιµοποίησαν τα πολυώνυµα NURBS (Non-Uniform Rational BSplines). Τα 
συγκεκριµένα πολυώνυµα µπορούν να αναπαραστήσουν πολύπλοκες γεωµετρίες µε 
λίγα σηµεία (στην παράγραφο 1.4.3 πραγµατοποιείται εκτενή ανάλυση του άρθρου). 

Οι [Faloutsos et al., 1997] πρότειναν µια προέκταση της τεχνικής της 
Ελεύθερης Παραµόρφωσης, την δυναµική FFD (Dynamic FFD). Η συγκεκριµένη 
τεχνική εφαρµόστηκε στη σύνθεση κινούµενων σχεδίων, έχοντας ως στόχο να 
ενεργοποιήσει τα άψυχα αντικείµενα, όπως για παράδειγµα µια τσαγιέρα, δίνοντας 
τους φυσική κίνηση στον κόσµο των κινούµενων σχεδίων. Έτσι λοιπόν, διατύπωσαν 
µια δυναµική γεωµετρική FFD, µε βάση την οποία πραγµατοποιούνται όλα τα είδη 
των παραµορφώσεων, όπως περιστροφή και µεταφορά (Σχήµα 1.11).  

 

 

Σχήµα 1.11: Τοπική και ολική παραµόρφωση χρησιµοποιώντας την δυναµική FFD.                    
[Faloutsos et al., 1997] 

 
Οι [Feng et al., 1997] πρότειναν µια παραλλαγή, την λεπτοµερή τεχνική της 

Πλεύθερης Παραµόρφωσης (Accurate FFD) µε βάση την οποία όταν ένα αντικείµενο 
απεικονίζεται µε πολύ λίγα σηµεία, τα οποία δεν είναι ικανά να προκαλέσουν 
σηµαντικές αλλαγές στο αντικείµενο (δηλαδή η παραµόρφωση που θα υποστεί θα 
είναι αµελητέα), µπορούν να προσθέτουν κατάλληλα σηµεία ώστε να πετύχουν το 
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επιθυµητό αποτέλεσµα. Αυτό υλοποιείται βρίσκοντας το µεσαίο (κεντρικό) σηµείο 
κάθε τριγωνικού πλέγµατος που απαρτίζει το αντικείµενο και ελέγχοντας το σφάλµα 
ανάµεσα στην πραγµατική παραµόρφωση, χρησιµοποιώντας τεχνικές γραµµικής 
παρεµβολής. Με βάση λοιπόν αυτόν τον έλεγχο, συνεχίζεται ή όχι η υποδιαίρεση του 
τριγωνικού πλέγµατος του αντικειµένου. Να τονίσουµε ότι η νέα υποδιαίρεση 
υλοποιείται µε βάση το κεντρικό σηµείο του προηγούµενου τριγωνικού πλέγµατος. 
Παρόλα αυτά όµως αυτή η λύση δεν είναι πάντα αποτελεσµατική. Το πρόβληµα αυτό 
το αντιµετωπίζουν (για αντικείµενα που απεικονίζονται µε τριγωνικό πλέγµα) µέσω 
σύνθεσης συναρτήσεων και µε τελεστές που αλλάζουν την κατεύθυνση (shifting 
operators), όπου το εργαλείο παραµόρφωσης είναι ένας όγκος B-Spline. Ο όγκος 
αυτός αρχικά µετατρέπεται (µε βάση τα διανύσµατα κόµβων) σε ένα τµηµατικά 
συνεχή όγκο Bezier, του οποίου ο παραµετρικός χώρος του αντικειµένου 
υποδιαιρείται και ξαναδηµιουργείται η κατάλληλη τριγωνοποίηση. Να 
υπογραµµίσουµε ότι κάθε τρίγωνο που απαρτίζει το πλέγµα του αντικειµένου 
εµπεριέχεται σε έναν όγκο Bezier. Τέλος, διεξάγουµε τη σύνθεση των συναρτήσεων, 
βάση των τελεστών που αλλάζουν την κατεύθυνση για κάθε όγκο Bezier. Το 
αποτέλεσµα της παραµόρφωσης είναι ένα σύνολο από τριγωνικά µπαλώµατα Bezier, 
των οποίων ο βαθµός είναι το άθροισµα των τριών κατευθύνσεων (x, y, z) του όγκου 
B-Spline, συµπίπτοντας ακριβώς µε το θεωρητικό αποτέλεσµα του B-Spline FFD. 
Συνοψίζοντας, το αντικείµενο πρώτα υποδιαιρείται και τριγωνοποιείται µε τέτοιο 
τρόπο ώστε κάθε τρίγωνο που αποτελεί το πλέγµα να βρίσκεται µέσα στον όγκο 
Bezier. Έτσι λοιπόν, το αποτέλεσµα της παραµόρφωσης είναι συγκεκριµένο.  

 

Αρχικό αντικείµενο Γενικό περίγραµµα του FFD Το αντικείµενο στον 
παραµετρικό χώρο Λεπτοµερής FFD 

Σχήµα 1.12: Ο βαθµός του όγκου B-Spline είναι 1x2x1, µε 2x4x2 σηµεία ελέγχου [Feng et al., 1997]. 

 
Στη συνέχεια, οι [Feng et al., 1999] παρουσίασαν µια νέα µέθοδο 

παραµόρφωσης, η οποία υιοθετεί δύο παραµετρικές επιφάνειές σαν εργαλείο 
παραµόρφωσης, που ονοµάζονται shape surface ( S

r
) και height surface ( H

r
). Οι δυο 

αυτές επιφάνειες µαζί ορίζουν τον τρισδιάστατο παραµετρικό χώρο. Στη συνέχεια, 
δηµιουργείται η σύνδεση µεταξύ του αντικειµένου και του παραµετρικού χώρου, 
µέσα στον οποίο θα τοποθετηθεί το αντικείµενο, το οποίο θα παραµορφωθεί µε 
βάσεις τις δύο παραµετρικές επιφάνειές. Συγκεκριµένα, καθώς τροποποιούνται οι δύο 
παραµετρικές επιφάνειές, παραµορφώνεται αυτόµατα και το αντικείµενο, παίρνοντας 
την επιθυµητή µορφή (Σχήµα 1.13). Η παραµόρφωση που πετυχαίνουν είναι αρκετά 
όµοια µε την τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης, περιλαµβάνοντας όλα τα 
πλεονεκτήµατα της. 
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Σχήµα 1.13: Το αρχικό αντικείµενο µε τις δύο επιφάνειες (αριστερό σχήµα), παραµορφώνεται 
τροποποιώντας τις δυο επιφάνειες (δεξιό σχήµα) [Feng et al., 1999]. 

 
Οι [Gain and Dodgson, 1999] πρότειναν έναν προσαρµοστικό αλγόριθµο, ο 

οποίος έχει τη δυνατότητα να βελτιώσει την απόδοση της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης. Συγκεκριµένα, η παραµόρφωση (distortion) που προκαλείται από 
την µέθοδο της Ελεύθερης Παραµόρφωσης αλλοιώνει την ποιότητα στη διαδικασία 
προσέγγισης του αντικειµένου. Αυτό το µειονέκτηµα αντιµετωπίζεται από τον 
αλγόριθµο των [Gain and Dodgson, 1999], ο οποίος ενεργεί επαναληπτικά και 
διεπιδραστκά, µε βάση την τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης. Η τεχνική αυτή 
λοιπόν έχει την ικανότητα να βελτιώνει το σχήµα που επιθυµεί ο χρήστης. Βέβαια 
αυτό είναι υποκειµενικό, διότι η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης αν 
επαναληφθεί (τοποθετώντας ενδεχοµένως και περισσότερα σηµεία ελέγχου) µπορεί 
να παράγει το τελικό προϊόν. 

Οι [Yoshizawa et al., 2002] παρουσίασαν ένα σύνολο διαφορετικών τεχνικών 
παραµόρφωσης. Αναλυτικότερα, δεδοµένου ότι υπάρχει ένα αντικείµενο που 
απαρτίζεται από ένα σύννεφο σηµείων και εφαρµόζονται σε αυτό απευθείας οι 
τεχνικές παραµόρφωσης, δεν χρησιµοποιείται καµιά άλλη πληροφορία σχετικά µε τη 
σύνδεση του πλέγµατος. Έτσι λοιπόν, οι [Yoshizawa et al., 2002] παρουσιάζουν µια 
σειρά από διαφορετικές µορφές παραµόρφωσης, χρησιµοποιώντας κάθε φορά µε 
διαφορετικό τρόπο τα σηµεία ελέγχου, ώστε να πετύχουν την κατάλληλη 
παραµόρφωση, προσεγγίζοντας το επιθυµητό αποτέλεσµα.   

Επίσης, ο [Ronzheimer, 2002] χρησιµοποίησε την τεχνική της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης ως εργαλείο παραµετρικής µορφοποίησης ενός αντικειµένου 
σχεδιασµένου µε τεχνικές παραµετροποίησης CAD. Η  τεχνική αυτή χρησιµοποιεί 
πολυώνυµα NURBS και η υλοποίηση της πραγµατοποιείται στο υπάρχον λογισµικό 
«MegaCads», το οποίο δηµιουργεί και ελέγχει το FFD πλέγµα. Η συγκεκριµένη 
τεχνική εφαρµόστηκε σε µια απλή άρθρωση (αγκώνας), σε ένα τµήµα µιας 
δισδιάστατης αεροτοµής και στη δηµιουργία διαφόρων γεωµετρικών τύπων πτερύγων 
(Σχήµα 1.14).     
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Σχήµα 1.14: Η αρχική πτέρυγα µε το αρχικό επιφανειακό πλέγµα και τον όγκο ελέγχου (αριστερό 
σχήµα), βελτιστοποιείται τροποποιώντας τον όγκο ελέγχου (δεξιό σχήµα) [Ronzheimer, 2002]. 

 
Οι [Yutaka et al., 2002] χρησιµοποίησαν την τεχνική της Ελεύθερης 

Παραµόρφωσης ως ένα εργαλείο που επιτρέπει στον χρήστη να παραµορφώνει ένα 
αντικείµενο (είτε τοπικά είτε ολικά). Η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης είναι 
αποτελεσµατική και αποδοτική όταν ο χρήστης έχει σχεδιάσει κατάλληλα τον όγκο. 
Όµως, δεν είναι εύκολο να κατασκευαστούν κατάλληλοι όγκοι, ώστε να πετύχουµε το 
επιθυµητό αποτέλεσµα, διότι η κλασσική τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης 
επιτρέπει µόνο παραλληλεπίπεδους όγκους. Οι [Yutaka et al., 2002] λοιπόν πρότειναν 
µια τεχνική που επιτρέπει στον χρήστη να δηµιουργήσει όγκους αυτόµατα, ενώ 
παράλληλα θα του παρέχονται όλα τα πλεονεκτήµατα της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης. Αρχικά τοποθετείται το αντικείµενο µέσα σε έναν όγκο. Μετά, ο 
όγκος αυτός υποδιαιρείται ιεραρχικά σε ένα σύνολο από όγκους µεγαλύτερης 
ακρίβειας (multiresolution lattices). Με αυτόν τον τρόπο ο χρήστης µπορεί να 
επιλέξει τον όγκο που θέλει να τροποποιήσει. Ουσιαστικά, η τεχνική των [Yutaka et 
al., 2002] αναπτύσσει όλο και περισσότερους όγκους, οι οποίοι προσαρµόζονται 
αποκλειστικά επάνω στο αντικείµενο, αφήνοντας εκτός τα σηµεία εκείνα που είναι 
περιττά. (Σχήµα 1.15) Να επισηµάνουµε ότι η µέθοδος που χρησιµοποιείται στην 
υποδιαίρεση του όγκου είναι η µέθοδος Octree. 

 

Σχήµα 1.15: Ο όγκος που εµπεριέχεται το αντικείµενο υποδιαιρείται ιεραρχικά σε ένα σύνολο από όγκους 
µεγαλύτερης ακρίβειας [Yutaka et al., 2002]. 

 
Την ίδια χρονική περίοδο, οι [Ilic and Fua, 2002] χρησιµοποίησαν τη µέθοδο 

Dirichlet FFD (DFFD), η οποία παρέχει τη δυνατότητα να τοποθετούνται σηµεία 
έλεγχου σε αυθαίρετες θέσεις. Σε αυτή την περίπτωση, το αντικείµενο που περιέχεται 
είναι τριγωνικά πλεγµατοποιηµένο στον όγκο και κάθε παραµόρφωση του 
εξωτερικού πλέγµατος το επηρεάζει. Στη µέθοδο DFFD δεν απαιτείται τα σηµεία 
ελέγχου να βρίσκονται επάνω σε δοµηµένο πλέγµα. Το γεγονός αυτό µας προσφέρει 
τη δυνατότητα να τοποθετούµε αυθαίρετα σηµεία ελέγχου (πάνω, µέσα ή έξω από το 
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αντικείµενο). Αυτό µας επιτρέπει να ελέγχουµε καλύτερα το αντικείµενο. Η DFFD 
εφαρµόστηκε στη µοντελοποίηση ενός ανθρώπινου κεφαλιού όπου και 
πραγµατοποιήθηκε εκτίµηση των δυνατοτήτων της. Να αναφέρουµε ότι στο 
συγκεκριµένο άρθρο ως εργαλείο βελτιστοποίησης χρησιµοποιείται η µέθοδος 
ελαχίστων τετραγώνων.  

 

 

Σχήµα 1.16: Πλήρη τριγωνοποίηση του ανθρώπινου κεφαλιού [Ilic and Fua, 2002]. 

  
Λίγο µετά, οι [Antreoli et al., 2003] χρησιµοποίησαν και αυτοί την τεχνική της 

Ελεύθερης Παραµόρφωσης ως εργαλείο παραµετροποίησης στη βελτιστοποίηση 
αντικειµένων και συγκεκριµένα σε τµήµατα αεροτοµών, πτέρυγες και ολόκληρα 
αεροσκάφη. Οι µεθοδολογία τους βασίστηκε στις καµπύλες Bezier, σε συνεργασία µε 
γενετικούς αλγορίθµους και τη µέθοδο Simplex.  

 

 

Σχήµα 1.17: Η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης  για τη βελτιστοποίηση του γραµµοσκιασµένου 
τµήµατος αεροσκάφους [Antreoli et al., 2003]. 

 
Στη συνέχεια, οι [Kazuya and Katsutoshi, 2003] πρότειναν µια νέα παραλλαγή 

της τεχνικής της Ελεύθερης Παραµόρφωσης, την t-FFD. Στη συγκεκριµένη µέθοδο 
πραγµατοποιείται η υλοποίηση της Ελεύθερης Παραµόρφωσης χρησιµοποιώντας ένα 
µοντέλο τριγωνικού πλέγµατος. Τα βήµατα της t-FFD απεικονίζονται στο Σχήµα 
1.18, όπου µια σφαίρα (Μ) παραµορφώνεται σε ένα αυγό (Μ΄). Στο πρώτο βήµα 
δηµιουργείται µια σχέση ανάµεσα στο αρχικό σχήµα (Μ) του αντικειµένου και του 
τριγωνικού πλέγµατος (Β) αυθαίρετης τοπολογίας. Εάν το τριγωνικό πλέγµα (Β) 
καλύπτει ολόκληρη την οντότητα (Μ), τότε έχουµε ολική παραµόρφωση. Στην 
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αντίθετη περίπτωση έχουµε τοπική παραµόρφωση. Στο δεύτερο βήµα ο χρήστης 
τροποποιεί το πλέγµα (Β) στο (Β΄), επιφέροντας την κατάλληλη παραµόρφωση. Στο 
τρίτο βήµα παράγεται η παραµορφωµένη οντότητα (Μ΄) από το (Β΄) και το (Μ). 
(Σχήµα 1.18) Να τονίσουµε ότι µόλις τελειώσει το πρώτο βήµα (το οποίο υλοποιείται 
µόνο µια φορά), ο χρήστης τροποποιεί το δεύτερο και τρίτο βήµα επαναληπτικά, 
µέχρι να παράγει το επιθυµητό αποτέλεσµα. 

    

 

Σχήµα 1.18: Τα βήµατα της τεχνικής t-FFD[Kazuya and Katsutoshi, 2003]. 

 
Οι [Hua and Qin, 2003] παρουσίασαν µια άλλη παραλλαγή της Ελεύθερης 

Παραµόρφωσης, την Scalar-Field FFD (SFFD). Σε αντίθεση µε την παραδοσιακή 
τεχνική υλοποίησης της Ελεύθερης Παραµόρφωσης, η οποία χρησιµοποιεί έναν όγκο 
µε βάση την παραµετρική γεωµετρία και τη θεωρία των παραµετρικών καµπυλών, η 
SFFD χρησιµοποιεί ένα πεδίο (scalar field) ως χώρο, στον οποίο θα ενσωµατωθεί το 
αντικείµενο. Αναλυτικότερα, βασίζεται σε πεπλεγµένες συναρτήσεις και σε 
συγκεκριµένες µεταβλητές (συντεταγµένες κορυφών). Όλα µαζί σχηµατίζουν ένα 
πεδίο (scalar field) σαν ένα χώρο που θα ενσωµατωθεί το αντικείµενο. Στην τεχνική 
SFFD, οι κορυφές µετακινούνται ανάλογα και προκαλούν ελεύθερη παραµόρφωση 
του εσώκλειστου αντικειµένου. Η κατασκευή και διαχείριση του πεδίου (scalar field) 
γίνεται διαισθητικά και φυσικά. Η συγκεκριµένη τεχνική µπορεί να διαχειριστεί µε 
επιτυχία ένα µεγάλο εύρος διαφορετικών παραµορφώσεων. Στα Σχήµατα 1.19-1.22 
παρατίθενται ορισµένα κατατοπιστικά παραδείγµατα της λειτουργίας της µεθόδου. 
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Σχήµα 1.19: Το αντικείµενο (αριστερό σχήµα) τοποθετείται εντός πεδίου (µεσαίο σχήµα) και 
παραµορφώνεται µεταβάλλοντας τη µορφή του πεδίου (δεξιό σχήµα) [Hua and Qin, 2003]. 

 

 

Σχήµα 1.20: Η τσαγιέρα (αριστερό σχήµα) τοποθετείται εντός πεδίου, που ορίζεται από δυναµικές spline 
- πεπλεγµένες συναρτήσεις (µεσαίο σχήµα) και παραµορφώνεται µε την µετακίνηση των σηµείων ελέγχου 

του πεδίου (κορυφές) (δεξιό σχήµα) [Hua and Qin, 2003]. 

 

 

Σχήµα 1.21: Είδη παραµόρφωσης. Αρχικά, έχουµε το φυσικό µοντέλο (το πρώτο από αριστερά σχήµα), 
το οποίο υπόκειται σε κάµψη, σε σταδιακή λέπτυνση στη µέση, σε διόγκωση του πάνω και κάτω µέρος 

του και τέλος σε σταδιακή λέπτυνση του πάνω και κάτω µέρος του [Hua and Qin, 2003]. 

 

 

Σχήµα 1.22: Λέπτυνση στην πλώρη του σκάφους [Hua and Qin, 2003]. 

  
Ο [Ronzheimer, 2004] παρουσίασε την τεχνική FFD σαν ένα πολύπλευρο 

εργαλείο στην διαδικασία της παραµετροποίησης. Αναλυτικότερα, σε συνεργασία µε 
ρευστοµηχανική ανάλυση (CFD), κατάφερε να χρησιµοποιήσει την τεχνική 
Ελεύθερης Παραµόρφωσης ως εργαλείο αεροδυναµικής βελτιστοποίησης. Η 
διαδικασία αυτή υλοποιήθηκε σε µια αεροτοµή, έτσι ώστε να πετύχει καλύτερη 
αεροδυναµική σχεδίαση. Για να επιβεβαιώσει την αποτελεσµατικότητα της 
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Ελεύθερης Παραµόρφωσης διεξήγαγε δοκιµές αντίστροφης σχεδίασης (ανάκτησης) 
µιας αεροτοµής.  

Ο [Samareh, 2004] εκµεταλλεύτηκε τις ιδιότητες των καµπυλών NURBS µε 
βάση την τεχνική Ελεύθερης Παραµόρφωσης (η οποία ουσιαστικά είναι ανεξάρτητη 
από την τοπολογία του πλέγµατος) και την ρευστοµηχανική ανάλυση (CFD), µε 
τέτοιο τρόπο ώστε να παραµορφώσει και να βελτιστοποιήσει τη σχεδίαση ενός 
αεροσκάφους, ως προς το άνωση (lift) και οπισθέλκουσα (drag). Να υπογραµµίσουµε 
ότι το πλέγµα δεν ξαναδηµιουργείται αλλά οι αλλαγές υλοποιούνται στο ήδη υπάρχον 
πλεγµατοποιηµένο αντικείµενο. Με αυτόν τον τρόπο διατηρείται η ευελιξία του 
τρισδιάστατου όγκου πάνω στον οποίο θα εφαρµοστεί η βελτιστοποίηση µε βάση την 
ανάλυση ρευστοµηχανικής (CFD), χρησιµοποιώντας όµως µια δισδιάστατη 
επιφάνεια. Με αυτήν την τεχνική µειώνεται ο αριθµός των µεταβλητών σχεδίασης 
κατά µια τάξη µεγέθους, προσφέροντας πολύ καλύτερο έλεγχο στις αλλαγές της 
επιφάνειας (Σχήµατα 1.23 και 1.24). Η συγκεκριµένη τεχνική είναι απλή και 
αποτελεσµατική.   

 

 

Σχήµα 1.23: Ο όγκος µέσα στον οποίον περιέχεται η αεροτοµή [Samareh, 2004]. 

 

 

Σχήµα 1.24: Η παραµόρφωση της αεροτοµής βάση µιας δισδιάστατης επιφάνειας [Samareh, 2004]. 

 
Οι [Schein and Elber, 2004] παρουσίασαν την ασυνεχή ή διακοπτόµενη τεχνική 

FFD (Discontinuous FFD - DFFD). Η συγκεκριµένη τεχνική έχει τη δυνατότητα να 
πραγµατοποιεί τις απαραίτητες ασυνέχειες πάνω σε ένα αντικείµενο και να το 
παραµορφώνει κατάλληλα σε συγκεκριµένα σηµεία, που επιθυµεί ο χρήστης. Να 
τονίσουµε ότι η µέθοδος αυτή χρησιµοποιεί τριγωνική πλεγµατοποίηση, σε αντίθεση 
µε την παραδοσιακή µέθοδο των [Sederberg and Parry, 1986], που χρησιµοποιούσαν 
τετραγωνική. Οι ασυνέχειες της µεθόδου είναι πρώτου βαθµού και οι παραµορφώσεις 
υλοποιούνται µε τη βοήθεια ενός αλγορίθµου, ο οποίος διαιρεί κατάλληλα το 
αντικείµενο ώστε να επιτευχθεί η επιθυµητή παραµόρφωση. Να κλείσουµε 
αναφέροντας ότι στο συγκεκριµένο άρθρο των [Schein and Elber, 2004] 
παρουσιάζεται και εφαρµογή της τεχνικής τους, δίνοντας έµφαση στα δυνατά σηµεία 
της DFFD. Χαρακτηριστικό είναι το παράδειγµα του προσώπου (Σχήµα 1.25), στο 
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οποίο υλοποιούνται τοπικά ισοπαραµετρικά κοψίµατα στο µάγουλο και τη µύτη (µε 
τον όρο «ισοπαραµετρικά» εννοούµε ίδιου πάχους και βάθους, χωρίς να υπάρχει η 
δυνατότητα διαφορετικού είδους κοψίµατος, αποτελώντας σοβαρό µειονέκτηµα της 
µεθόδου).   

 

 

Σχήµα 1.25: Η παραµόρφωση της αεροτοµής βάση µιας δισδιάστατης επιφάνειας.                     
[Schein and Elber, 2004] 

 
Οι [Desideri and Janka, 2004] παρουσίασαν µια µέθοδο βελτιστοποίησης για 

την αεροδυναµική σχεδίαση υπερηχητικού αεροσκάφους. Στη συγκεκριµένη µέθοδο 
χρησιµοποιήθηκε ένα τρισδιάστατο µη-δοµηµένο πλέγµα για την επίλυση της 
συµπιεστής ροής µε τη µέθοδο των πεπερασµένων όγκων. Η τεχνική Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης χρησιµοποιήθηκε για την παραµόρφωση όχι µόνο του αντικειµένου 
αλλά και του πλέγµατος, βασισµένη στα πολυώνυµα Bezier. Για την βελτιστοποίηση 
χρησιµοποιήθηκε γενετικός αλγόριθµος και / ή µέθοδος Simplex (Σχήµα 1.26).  

 

Σχήµα 1.26: Με κόκκινο χρώµα απεικονίζεται το αρχικό  πλέγµα της FFD, µέσα στο οποίο τοποθετείται 
µια αεροτοµή (αριστερό σχήµα), η οποία στη συνέχεια τροποποιείται µε την παραµόρφωση του FFD 

πλέγµατος (δεξί σχήµα) [Desideri and Janka, 2004]. 

 
Οι [Song and Yang, 2005] πρότειναν µια παραλλαγή της FFD, την weighted 

T-spline FFD (w-TFFD). Στη συγκεκριµένη µέθοδο, η παραµόρφωση του αρχικού 
αντικειµένου επιτυγχάνεται χρησιµοποιώντας weighted T-spline όγκους. Να 
προσθέσουµε ότι η w-TFFD προσφέρει καλύτερη ικανότητα παραµόρφωσης των 
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αντικειµένων σε σύγκριση µε άλλες µεθόδους της Ελεύθερης Παραµόρφωσης (στην 
παράγραφο 1.4.4 πραγµατοποιείται εκτενής ανάλυση του άρθρου). 

Αξίζει να γίνει αναφορά στην εργασία των [Chua and Neumann, 2000], οι 
οποίοι παρουσίασαν έναν τρόπο µε τον οποίο µπορεί να επιταχυνθεί η τεχνική FFD 
σε συνδυασµό µε την OpenGL. Επιπλέον, προτείνουν συγκεκριµένες αρχιτεκτονικές 
hardware, οι οποίες προσαρµόζονται αρµονικά µε την τεχνική της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης, παρέχοντας µεγαλύτερη ταχύτητα. Με την συγκεκριµένη τεχνική οι 
χρήστες θα έχουν πρόσβαση σε ένα γραφικό περιβάλλον, που υλοποιεί 
παραµορφώσεις, ενώ θα υπάρχει και ένα σύστηµα hardware που θα επιταχύνει την 
διαδικασία της παραµόρφωσης. Να υπογραµµίσουµε ότι η παραπάνω τεχνική 
εφαρµόστηκε µε επιτυχία στην τεχνική που πρότειναν οι [Sederberg and Parry, 1986]. 

Οι [Draper and Egberg, 2003] παρουσίασαν ένα κατάλληλο γραφικό 
περιβάλλον για την τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης. Συγκεκριµένα, σε 
αντίθεση µε τα περισσότερα γραφικά περιβάλλοντα, τα οποία χρειάζονται να 
διαχειριστούν ξεχωριστά κάθε σηµείο ελέγχου του όγκου (διαδικασία χρονοβόρα µε 
προδιάθεση λαθών), οι [Draper and Egberg, 2003] παρέχουν τη δυνατότητα στο 
χρήστη να εκτελεί οποιαδήποτε παραµόρφωση επιθυµεί απευθείας στο αντικείµενο. 
Έτσι λοιπόν, µε τον συγκεκριµένο τρόπο ο χρήστης δεν δίνει βάρος στις µαθηµατικές 
εξισώσεις της Ελεύθερης Παραµόρφωσης αλλά υλοποιεί απευθείας το στόχο του, 
κάνοντας χρήση ενός φιλικού γραφικού περιβάλλοντος. 

Στη συνέχεια θα γίνει αναφορά σε κάποιες εφαρµογές, που δεν αφορούν το 
χώρο της αεροναυπηγικής ή το χώρο των κινούµενων σχεδίων (τοµείς στους οποίους 
αναπτύχθηκε η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης). Συγκεκριµένα, οι [Chadwich 
et al., 1989] χρησιµοποίησαν την τεχνική FFD για να ελέγξουν την παραµόρφωση 
των µυών. Αργότερα, οι [Kalra et al., 1992] παρουσίασαν την τεχνική rational FFD, 
η οποία προσοµοιώνει την κίνηση των µυών του προσώπου. Μετέπειτα, οι [Moccozet 
and Thalmann, 1997] προσπάθησαν να προσοµοιώσουν το ανθρώπινο χέρι µε κάθε 
λεπτοµέρεια χρησιµοποιώντας την τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης ως 
εργαλείο παραµόρφωσης. Επίσης, ο [Lyakh, 2002] εφάρµοσε την τεχνική Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης στον τοµέα της βιολογίας, ώστε να µπορέσει να κατασκευάσει και εν 
συνεχεία να απεικονίσει διαφορετικά είδη φυτοπλαγκτόν. Αναλυτικότερα, κατάφερε 
να αντιγράψει τη µορφολογία τους και να την ψηφιοποιήσει. Το γεγονός αυτό του 
χάρισε τη δυνατότητα να µελετήσει τη συµπεριφορά τους και συγκεκριµένα τις 
µορφολογικές αλλαγές των µικροοργανισµών, περιγράφοντας το σχήµα τους µε 
σηµεία ελέγχου και χρησιµοποιώντας την τεχνική Ελεύθερης Παραµόρφωσης. Αξίζει 
να σηµειώσουµε ότι οι διαστάσεις των φυτοπλαγκτόν είναι µικρότερη του ενός 
χιλιοστού. Παρόλα αυτά, η µέθοδος της Ελεύθερης Παραµόρφωσης λειτούργησε µε 
µεγάλη επιτυχία (Σχήµα 1.27).   

Οι [Rueckert et al., 1999] χρησιµοποίησαν την τεχνική Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης (µε βάση καµπύλες B-Splines), για να µπορέσουν να καταχωρήσουν 
την κίνηση του µαστού, αναπτύσσοντας κατάλληλο αλγόριθµο.  
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Σχήµα 1.27: Α) το βασικό µοντέλο το οποίο χρησιµοποιήθηκε ως βάση για την παραµόρφωση µε FFD 
Β, C) τρισδιάστατα παραµορφωµένα µοντέλα, που έχουν παραχθεί µε την τεχνική FFD. D, E) 

µικροφωτογραφίες φυτοπλαγκτόν [Lyakh, 2002]. 

 
Κλείνοντας, οι [Cheutet et al., 2004] πρότειναν µια προέκταση της τεχνικής 

Ελεύθερης Παραµόρφωσης, την οποία ονόµασαν Fully Free Form Deformation 
Features (δ-F4). Η συγκεκριµένη µέθοδος βρίσκει εφαρµογή στο χώρο της 
αυτοκινητοβιοµηχανίας. Συγκεκριµένα, οι [Cheutet et al., 2004] παρουσιάζουν 
αναλυτικά τον τρόπο µε το οποίο γεννιέται η ιδέα για 
την κατασκευή ενός αυτοκινήτου (από το αρχικό 
σκαρίφηµα) µέχρι την τελική του υλοποίηση. 
Ουσιαστικά, η δ-F4 λαµβάνει υπόψη τις αρχικές 
καµπύλες, στο σκαρίφηµα του αυτοκινήτου. Η τεχνική 
αυτή περιλαµβάνει τη µέθοδο της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης, µε την τελευταία να αποτελεί και το κύριο εργαλείο για την 
µορφοποίηση του αντικειµένου. Στο Σχήµα 1.28 παρουσιάζονται εφαρµογές της 
τεχνικής δ-F4 σε µορφολογικά (Α) και τοπολογικά (Β) χαρακτηριστικά µιας 
επιφάνειας. 
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Σχήµα 1.28: Χαρακτηριστικά της τεχνικής δ-F4 εφαρµοσµένη σε µορφολογικά (Α) και τοπολογικά (Β) 
χαρακτηριστικά [Cheutet et al., 2004]. 

 
Πρέπει να τονιστεί ότι, παρά το γεγονός ότι υπάρχει µια πληθώρα από 

διαφορετικές µορφές της Ελεύθερης Παραµόρφωσης (Free-Form Deformation - 
FFD), η βασική ιδέα υλοποίησης παραµένει η ίδια. Συγκεκριµένα, το αντικείµενο το 
οποίο πρόκειται να παραµορφωθεί απεικονίζεται ως στερεό. Οι παραµορφώσεις, που 
θα πραγµατοποιηθούν στην εξωτερική επιφάνεια του στερεού, µεταδίδονται και στο 
εσωτερικό του. Ο χρήστης πρέπει να επιλέξει ένα κατάλληλο σύνολο σηµείων, που 
θα περιγράφουν τη µορφή του πλέγµατος και του αντικειµένου, ώστε να γίνει 
λεπτοµερής και ακριβής περιγραφή του αντικειµένου. Τέλος, η τεχνική της 
Ελεύθερης Παραµόρφωσης είναι ανεξάρτητη από την µέθοδο που χρησιµοποιείται 
για να ορίσουµε συνολικά το αντικείµενο. 

Στις επόµενες παραγράφους θα γίνει εκτενή ανάλυση των σηµαντικότερων 
µεθόδων, που χρησιµοποιούν την τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης.       

 

1.3.1 Υλοποίηση της τεχνικής της Ελεύθερης Παραµόρφωσης (FFD). 
 Υπάρχουν τέσσερα κύρια βήµατα για την υλοποίηση της τεχνικής της 
Ελεύθερης Παραµόρφωσης [Lamousin and Waggenspack, 1994], κοινά σε όλες τις 
παραλλαγές της. Τα βήµατα αυτά είναι τα ακόλουθα: 
 
1ο Βήµα: Κατασκευή παραµετρικού στερεού (πλέγµατος ελέγχου). 

 Το αντικείµενο, το οποίο θα µορφοποιηθεί, τοποθετείται σε έναν όγκο, ο 
οποίος ορίζεται από ένα τρισδιάστατο πλέγµα. Το πλέγµα αυτό αποτελείται από 
σηµεία και αντίστοιχα από ένα σύνολο παραµετρικών βασικών συναρτήσεων. Στο 
επόµενο βήµα, κάθε σηµείο µέσα στο στερεό (x, y, z: Καρτεσιανές συντεταγµένες) 
απεικονίζεται από ένα σύνολο παραµετρικών συντεταγµένων (u, v, w: παραµετρικές 
συντεταγµένες), ως προς τον όγκο αναφοράς, που περιβάλλει το στερεό.  
 
2ο Βήµα: Τοποθέτηση του αντικειµένου µέσα στο στερεό. 

 Το προς µορφοποίηση αντικείµενο «ενσωµατώνεται» στο στερεό, που 
δηµιουργήθηκε στο 1ο βήµα. Σε αυτό το βήµα πραγµατοποιείται η αντίστροφη 
διαδικασία εύρεσης των παραµετρικών συντεταγµένων (u, v, w) για κάθε σηµείο (x, 
y, z) του ενσωµατωµένου στον όγκο αντικειµένου. Καθώς δεν υπάρχουν ακριβείς 
µέθοδοι εύρεσης των παραµετρικών συντεταγµένων (u, v, w) µε δεδοµένο τις 
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συντεταγµένες του σηµείου (x, y, z), χρησιµοποιούνται µέθοδοι προσέγγισης αυτών, 
όπως ο αλγόριθµος Octree (στην παράγραφο 1.4.5 γίνεται εκτενή ανάλυση του 
αλγορίθµου). 

 
3ο Βήµα: Παραµόρφωση του στερεού. 
 Η διαδικασία αυτή πραγµατοποιείται µετακινώντας τα σηµεία ελέγχου του 
τρισδιάστατου πλέγµατος. Να προστεθεί ότι, µε βάση την παραλλαγή της τεχνικής 
της Ελεύθερης Παραµόρφωσης που χρησιµοποιείται, οι τρόποι παραµόρφωσης 
ποικίλουν. Για παράδειγµα, αν χρησιµοποιηθεί η τεχνική της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης βασισµένη στις ανοµοιόµορφες ρητές καµπύλες B-Splines (NURBS 
- Non-Uniform Rational B-Splines), τότε η παραµόρφωση του στερεού 
πραγµατοποιείται είτε µετακινώντας τα σηµεία ελέγχου του τρισδιάστατου πλέγµατος 
είτε αλλάζοντας τις τιµές των βαρών για κάθε σηµείο ελέγχου. 
 
4ο Βήµα: Εκτίµηση της επίδρασης της παραµόρφωσης πάνω στο αντικείµενο. 
 Οι παραµετρικές συντεταγµένες των σηµείων (2ο Βήµα) χρησιµοποιούνται 
µαζί µε τον παραµορφωµένο όγκο (3ο Βήµα) για να εκτιµηθούν οι νέες θέσεις των 
σηµείων του ενσωµατωµένου στον όγκο αντικειµένου. Τέλος, η τοπολογία του 
αρχικού µοντέλου χρησιµοποιείται για να ανακατασκευαστεί το παραµορφωµένο 
αντικείµενο. 
 

1.4 ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ ΤΩΝ ΚΥΡΙΟΤΕΡΩΝ ΤΕΧΝΙΚΩΝ ΤΗΣ 
ΕΛΕΥΘΕΡΗΣ ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗΣ (FFD).  

Η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης πρωτοπαρουσιάστηκε από τους 
[Sederberg and Parry, 1986] µε βάση τα πολυώνυµα Bernstein. Από εκείνη τη στιγµή 
και µετά, η συγκεκριµένη τεχνική χρησιµοποιήθηκε από πολλούς ερευνητές, 
προτείνοντας ο καθένας από αυτούς διαφορετικές παραλλαγές. Στις επόµενες 
παραγράφους, αφού αναλύσουµε τι ακριβώς υλοποίησαν οι [Sederberg and Parry, 
1986], θα πραγµατοποιήσουµε µια αναλυτική παρουσίαση των σηµαντικότερων 
παραλλαγών της τεχνικής Ελεύθερης Παραµόρφωσης. 
 

1.4.1 Η βασική παραλλαγή των  [Sederberg and Parry, 1986]. 
Η τεχνική, που παρουσιάστηκε από τους [Sederberg and Parry, 1986], 

βασίστηκε στα πολυώνυµα Bernstein. Αρχικά, στο Σχήµα 1.29 απεικονίζεται ο 
αρχικός όγκος αναφοράς, ο οποίο περιέχει ορισµένους κύβους και σφαίρες. Στη 
συνέχεια τροποποιείται ο αρχικός όγκος αναφοράς και παραµορφώνονται τα 
αντικείµενα που βρίσκονται εσωτερικά, όπως παρουσιάζεται στο Σχήµα 1.30. 
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Σχήµα 1.29: Αρχικός όγκος αναφοράς             
[Sederberg and Parry, 1986]. 

Σχήµα 1.30: Παραµορφωµένος όγκος αναφοράς 
[Sederberg and Parry, 1986]. 

 
Μαθηµατικά, η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης ορίζεται µε τη χρήση 

ενός τανυστικού γινοµένου µε πολυώνυµο Bernstein τριών µεταβλητών. Αρχικά 
δηµιουργείται τοπικό σύστηµα συντεταγµένων, όπως παρουσιάζεται στο Σχήµα 1.31. 
Κάθε σηµείο Χ έχει (s, t, u) συντεταγµένες, τέτοιες ώστε: 
 

X = Xο + s S + t T + u U (1.5) 

 
Οι (s, t, u) τοπικές συντεταγµένες του σηµείου Χ µπορούν εύκολα να βρεθούν 

χρησιµοποιώντας γραµµική άλγεβρα. Ένα διάνυσµα λύσης είναι το: 
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µε  10,10,10 <<<<<< uts  

(1.6) 

 

 

Σχήµα 1.31: Σύστηµα τοπικών συντεταγµένων (s, t, u) [Sederberg and Parry, 1986]. 

 
Στη συνέχεια, δηµιουργείται πλέγµα, το οποίο αποτελείται από τα σηµεία 

ελέγχου Pijk. ∆ηµιουργούνται l+1 επίπεδα στην S διεύθυνση, m+1 επίπεδα στην T 
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διεύθυνση και n+1 επίπεδα στην U διεύθυνση. Ένα παράδειγµα απεικονίζεται στο 
Σχήµα 1.32 όπου έχουµε l=1, m=2 και n=3.  

 

 

Σχήµα 1.32: l=1, m=2 και n=3 [Sederberg and Parry, 1986]. 

 
Τα σηµεία ελέγχου αναπαρίστανται από τα µικρά άσπρα σηµεία στο Σχήµα 

1.32.  Η θέση αυτών των σηµείων δίδεται: 
 

       U
n
kT

m
jS

l
iXPijk ++++= 0                 (1.7) 

 
Η παραµόρφωση πραγµατοποιείται µετακινώντας τα ijkP . Η συνάρτηση 

παραµόρφωσης ορίζεται από ένα τανυστικό γινόµενο πολυωνύµων Bernstein τριών 
µεταβλητών. Η νέα θέση (µετά την παραµόρφωση) ffdX  ενός αυθαίρετου σηµείου Χ 
βρίσκεται αρχικά υπολογίζοντας τις (s, t, u) συντεταγµένες µε τη σχέση (1.6) και στη 
συνέχεια υπολογίζεται το τανυστικό γινόµενο πολυωνύµων Bernstein τριών 
µεταβλητών: 
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όπου ffdX  είναι το διάνυσµα των καρτεσιανών συντεταγµένων του παραµορφωµένου 
αντικειµένου και ijkP  είναι το διάνυσµα που περιλαµβάνει τις καρτεσιανές 
συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου. Στη πραγµατικότητα, τα σηµεία ελέγχου ijkP  
είναι οι συντελεστές του πολυωνύµου Bernstein. Στο Σχήµα 1.33 απεικονίζεται η 
παραµόρφωση του προηγούµενου αντικειµένου και οι νέες θέσεις των σηµείων 
ελέγχου.  
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Σχήµα 1.33: Οι νέες θέσεις των σηµείων ελέγχου του παραµορφωµένου αντικειµένου [Sederberg and 
Parry, 1986]. 

 
 Εφαρµογές της µεθόδου των [Sederberg and Parry, 1986] δίδονται στα 
Σχήµατα 1.34 και 1.35.  
 

 

 

 

Σχήµα 1.34: Τοπικός έλεγχος παραµόρφωσης µε 
βάση τα σηµεία ελέγχου [Sederberg and Parry, 

1986]. 

Σχήµα 1.35: Μετατόπιση των σηµείων ελέγχου &  
παραµόρφωση αντικειµένου [Sederberg and Parry, 

1986]. 

 

1.4.2 Αναλυτική παρουσίαση των βηµάτων της τεχνικής της 
Ελεύθερης Παραµόρφωσης βασισµένη σε αυθαίρετο όγκο αναφοράς 
[Coquillart, 1990].  

Ο [Coquillart, 1990] παρουσίασε µια πιο εύρωστη παραλλαγή της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης, την Extended Free-Form Deformation (EFFD). Η συγκεκριµένη 
µέθοδος βασίστηκε στους [Sederberg and Parry, 1986], η οποία αναλύθηκε στην 
παράγραφο 1.4.1, µε την µόνη διαφορά ότι δεν γίνεται τοποθέτηση του αντικειµένου 
σε παραλληλεπίπεδο όγκο αλλά σε αυθαίρετο. Τα πλεονεκτήµατα της µεθόδου της 
Ελεύθερης Παραµόρφωσης όχι µόνο διατηρούνται αλλά διευρύνονται µε την EFFD.  
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Στην υλοποίηση της EFFD, ο τρισδιάστατος όγκος αναφοράς αναπαρίσταται 
από µε τη βοήθεια τανυστικού γινοµένου ενός όγκου Bezier. Ο όγκος αυτός ορίζεται 
από τον πίνακα (3l+1)x(3m+1)x(3n+1) µε σηµεία ελέγχου ijkP . Κάθε υποδιαίρεση 
που πραγµατοποιείται ορίζεται από τη σχέση: 
 

  ∑
=

⋅⋅⋅=
3

0,,
)()()(),,(

kji
ijkkji PwBvBuBwvuL                      (1.9) 

 
Με τα wvu ,,  να ανήκουν στο διάστηµα [0, 1], ενώ τα )(uBi  είναι τα πολυώνυµα 
Bernstein τρίτου βαθµού. Στην περίπτωση που εξετάζουµε, η παραµόρφωση ορίζεται 
από την µετακίνηση των (l+1)x(m+1)x(n+1) σηµείων ελέγχου, τα οποία αποτελούν 
τα γωνιακά σηµεία ελέγχου (όπως αναπαρίστανται στα Σχήµατα 1.36 και 1.38), ενώ 
τα υπόλοιπα αναπαράγονται αυτόµατα (δηλαδή βρίσκουν τη νέα τους θέση 
αυτόµατα).  

∆ύο τρόποι υπάρχουν για να διαχειριστούµε τα γωνιακά σηµεία ελέγχου, µε 
σταθερή εφαπτοµένη στο σηµείο ελέγχου (constant tangent mode) και µε µεταβλητή 
εφαπτοµένη (non-constant tangent mode). Στον πρώτο τρόπο, η εφαπτόµενη του 
σηµείου παραµένει σταθερή όταν το σηµείου µετακινείται, ενώ στον δεύτερο τρόπο η 
εφαπτόµενη του σηµείου ενηµερώνεται σε σχέση µε την τοποθεσία των γειτονικών 
σηµείων, προσοµοιώνοντας µια C-Spline αλληλεπίδραση [Clark, 1981]. Οι δύο 
παραπάνω τρόποι µπορούν να επιλεγούν ανεξαρτήτως για κάθε διεύθυνση.  

Η τεχνική EFFD µπορεί να υλοποιηθεί σε τέσσερα βήµατα:  
1ο Βήµα: ∆ηµιουργία του EFFD πλέγµατος. 
2ο Βήµα: Ενσωµάτωση του EFFD πλέγµατος µε τις επιφάνειες του αντικειµένου. 
3ο Βήµα: Παραµόρφωση του EFFD πλέγµατος. 
4ο Βήµα: Παραµόρφωση των επιφανειών µε βάση το νέο EFFD πλέγµα. 

Να υπογραµµίσουµε σε αυτό το σηµείο ότι το EFFD πλέγµα ορίζεται 
ανεξάρτητα από την επιφάνεια του αντικειµένου. Το EFFD πλέγµα αποτελεί ένα 
εργαλείο παραµόρφωσης το οποίο σχεδιάζεται από το χρήστη και αποθηκεύεται σε 
µια βιβλιοθήκη µέχρι να χρησιµοποιηθεί.  

 

 

Σχήµα 1.36.: Παραλληλεπίπεδο πλέγµα [Sederberg and Parry, 1986]. 

 
Μπορούν να χρησιµοποιηθούν δύο είδη πρισµατικών πλεγµάτων, τα 

στοιχειώδη πρισµατικά πλέγµατα (elementary prismatic lattices) και τα σύνθετα 
πρισµατικά πλέγµατα (composite prismatic lattices). ∆εν υπάρχουν περιορισµοί στο 
σχήµα των στοιχειωδών πλεγµάτων. Όλα τα πρισµατικά πλέγµατα δηµιουργούνται 
κουνώντας οποιοδήποτε σηµείο του πλέγµατος που επιτρέπεται. Το κυλινδρικό 
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πλέγµα, που απεικονίζεται στο Σχήµα 1.38, αποτελεί ένα πολύ χρήσιµο πλέγµα που 
δηµιουργείται από ρητές καµπύλες. 

 

 

Σχήµα 1.37: Σφαίρα που παραµορφώθηκε µε τη χρήση  παραλληλεπίπεδου πλέγµατος (αριστερά) και 
κυλινδρικού (δεξιά) [Sederberg and Parry, 1986]. 

 
 

 

Σχήµα 1.38: Κυλινδρικό πλέγµα [Coquillart, 1990]. 

 
Το σύνθετο πρισµατικό πλέγµα δεν είναι αρκετά γενικό για πολύπλοκες 

επιφάνειες. Το µη πρισµατικό πλέγµα (non-prismatic lattice) µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για δηµιουργία παραµορφώσεων αντικειµένων µε πολύ ελκυστικές 
ιδιότητες. Ένα EFFD πλέγµα µπορεί να δηµιουργηθεί είτε από ένα ήδη ορισµένο 
τρισδιάστατο πλέγµα, είτε από ένα δισδιάστατο πλέγµα. Το ήδη ορισµένο 
τρισδιάστατο πλέγµα µπορεί να είναι συνδυασµός ενός παραλληλεπίπεδου µε ένα 
κυλινδρικό πλέγµα. Χαρακτηριστικό είναι το παράδειγµα του Σχήµατος 1.39, στο 
οποίο χρησιµοποιείται ένα κυλινδρικό πλέγµα µε 2, 12, και 1 υποδιαιρέσεις σε κάθε 
διεύθυνση. Με κατάλληλους χειρισµούς έχουµε καταλήξει στο συγκεκριµένο πλέγµα. 
Επίσης, όπως προαναφέραµε, ένα  EFFD πλέγµα µπορεί να δηµιουργηθεί από ένα 
δισδιάστατο πλέγµα. Χαρακτηριστικό είναι το παράδειγµα του Σχήµατος 1.40, του 
οποίου το πλέγµα έχει δηµιουργηθεί από ένα δισδιάστατο πλέγµα.  
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Σχήµα 1.39: Συνδυασµός ενός παραλληλεπίπεδου µε ένα κυλινδρικό πλέγµα [Coquillart, 1990]. 

 

 

Σχήµα 1.40: Το πλέγµα έχει δηµιουργηθεί από ένα δισδιάστατο πλέγµα [Coquillart, 1990]. 

 
Για να γίνει δυνατός ο υπολογισµός των παραµετρικών συντεταγµένων (u, v, 

w) του αντικειµένου στο πλέγµα αναφοράς, χρησιµοποιούνται οι ιδιότητες των 
καµπυλών Bezier σε συνδυασµό µε τη µέθοδο Newton. Με βάση τον [Coquillart, 
1990], η µέθοδος Newton αντιµετωπίζει σηµαντικά προβλήµατα. Το πρώτο 
πρόβληµα που αναδύεται είναι ότι αρχικά πρέπει να οριστούν κάποιες τυχαίες 
αρχικές τιµές, οι οποίες µπορεί να δηµιουργήσουν πρόβληµα. Σύµφωνα µε τον 
[Coquillart, 1990], καλές αρχικές τιµές είναι u = 0.5, v = 0.5 και w = 0.5. Ένα άλλο 
πρόβληµα που αντιµετωπίζει η µέθοδος Newton είναι ότι πρέπει να βρίσκει σε κάθε 
επανάληψη αντίστροφο πίνακα, ο οποίο µπορεί να µην είναι εφικτός.    
 Η ικανότητα να εργαζόµαστε πάνω σε µια επιφάνεια µε διαφορετικά 
πλέγµατα, επιλέγοντας κάθε φορά εκείνο που επιθυµεί ο χρήστης, προσδίδει στον ίδιο 
το χρήστη µεγάλη ευελιξία, επιτυγχάνοντας διαφορετικές παραµορφώσεις. 
 Στα Σχήµατα 1.41 έως 1.44 παρουσιάζονται εφαρµογές της Extended Free-
Form Deformation.      
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α)  α)  

β)  β)  

γ)  γ)  

Σχήµα 1.41: α) Πλέγµα σε σχήµα “S” τοποθετηµένο 
πάνω σε µια σφαίρα β) Το παραµορφωµένο πλέγµα 
και η παραµορφωµένη επιφάνεια. γ) Το τελικό 

σχέδιο [Coquillart, 1990]. 

Σχήµα 1.42: α) Ένα κυλινδρικό πλέγµα 
τοποθετηµένο πάνω σε µια επίπεδη επιφάνεια   

β) Το παραµορφωµένο πλέγµα και η 
παραµορφωµένη επιφάνεια. γ) Το τελικό σχέδιο 

[Coquillart, 1990]. 
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α)  α)  

β)  β)  

γ)  γ)  

Σχήµα 1.43: α) Ένα πλέγµα τοποθετηµένο πάνω 
σε µια επίπεδη επιφάνεια β) Το παραµορφωµένο 
πλέγµα και η παραµορφωµένη επιφάνεια. γ) Το 

τελικό σχέδιο [Coquillart, 1990]. 

Σχήµα 1.44: α) Ένα πλέγµα τοποθετηµένο πάνω 
σε µια επίπεδη επιφάνεια β) Μια άλλη µορφή 

παραµορφωµένου πλέγµατος και η 
παραµορφωµένη επιφάνεια. γ) Το τελικό σχέδιο 

[Coquillart, 1990]. 

 

1.4.3 Η παραλλαγή της Ελεύθερης Παραµόρφωσης βασισµένη σε 
ανοµοιόµορφες ρητές καµπύλες BSplines (NFFD) [Lamousin and 
Waggenspack, 1994].  

Η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης βασισµένη στις ανοµοιόµορφες 
ρητές καµπύλες BSplines (ΝFFD) πρωτοπαρουσιάστηκε από τους [Lamousin and 
Waggenspack, 1994], οι οποίοι χρησιµοποίησαν τα πολυώνυµα NURBS (Non-
Uniform Rational BSplines). Τα συγκεκριµένα πολυώνυµα µπορούν να 
αναπαραστήσουν πολύπλοκες γεωµετρίες µε λίγα σηµεία. Στη συνέχεια, 
παρουσιάζονται αναλυτικά τα βασικά στοιχεία της τεχνικής ΝFFD.  

Στα Σχήµατα 1.45 έως 1.48, παρουσιάζονται τρισδιάστατα πλέγµατα των 
αντικειµένων µε βάση την τεχνικής NFFD. Σε κάθε περίπτωση το πλέγµα του 
στερεού µπορεί να διαιρεθεί σε ένα αριθµό διατοµών σε κάθε άξονα του 
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τρισδιάστατου χώρου. Σε αντίθεση µε τους άλλες µεθόδους της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης, στη µέθοδο NFFD η κατανοµή των διατοµών δεν χρειάζεται να 
είναι οµοιόµορφη σε κάθε άξονα. Αυτό σηµαίνει ότι µπορεί να υπάρχουν πυκνώσεις 
των διατοµών αυτών σε σηµεία του αντικειµένου που χρειάζεται µεγαλύτερο έλεγχο 
κατά την παραµόρφωση. Τα παραµορφωµένα αντικείµενα που παρουσιάζονται στις 
εικόνες 1.45 έως 1.48, έχουν δηµιουργηθεί µε παραµόρφωση του όγκου αναφοράς, 
δηλαδή µε την αλλαγή των συντεταγµένων και των βαρών των σηµείων ελέγχου που 
τα περιγράφουν. Επιλέγοντας τα κατάλληλα σηµεία ελέγχου µπορούµε να 
παραµορφώσουµε το αντικείµενο είτε τοπικά είτε ολικά. Αυτή την δυνατότητα µας 
την προσφέρουν τα πολυώνυµα NURBS, µε τα οποία µπορούµε να έχουµε όχι µόνο 
συνολικό έλεγχο του αντικειµένου αλλά και άριστο τοπικό έλεγχο.  
 

  
Σχήµα 1.45: ∆ηµιουργία ηµικυκλίου µε  p=3, 

m=4, n=3, a=4, b=8, c=4 

[Lamousin and Waggenspack, 1994]. 

Σχήµα 1.46: ∆ηµιουργία λαιµού µε p=3, m=5, 
n=3, a=2, b=6, c=2 

[Lamousin and Waggenspack, 1994]. 

  
Σχήµα 1.47: ∆ηµιουργία στρέβλωσης µε  p=3, 

m=4, n=3, a=4, b=8, c=4 

[Lamousin and Waggenspack, 1994]. 

Σχήµα 1.48: ∆ηµιουργία λαιµού µε  p=3, m=3, 
n=3, a=2, b=2, c=2 

[Lamousin and Waggenspack, 1994]. 

  
Αναλυτικότερα, ο όγκος αποτελείται από ένα διατεταγµένο πλέγµα, που 

σχηµατίζεται από συγκεκριµένο πλήθος σηµείων ελέγχου, τα οποία συµβολίζονται ως 
εξής: 

 

vi,j,k = (xi,j,k, yi,j,k, zi,j,k)                       (1.10) 
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∆ιάνυσµα: vi,j,k 

Βάρος: 
 

wi,j,k ⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤
≤≤
≤≤

ck
bj
ai

0
0
0

 

 
Όπου τα a, b και c να αντιπροσωπεύουν τον αριθµό των υποδιαιρέσεων στη 
διεύθυνση των παραµετρικών συντεταγµένων (u, v, w) αντίστοιχα. Τα βάρη αρχικά 
ορίζονται ίσα µε τη µονάδα. 
 Στην συνέχεια, αφού κατασκευαστεί το  πλέγµα, ο χρήστης εισάγει τον βαθµό 
του πολυωνύµου των NURBS. Να υπογραµµίσουµε ότι ο βαθµός σε κάθε διάσταση 
µπορεί να είναι διαφορετικός. Για παράδειγµα, στο Σχήµα 1.45 για την x διάσταση 
έχουµε τρίτου βαθµού πολυώνυµο, για την y διάσταση έχουµε τετάρτου βαθµού 
πολυώνυµο και για την z διάσταση έχουµε τρίτου βαθµού πολυώνυµο. Οι βαθµοί p, m 
και n, που καθορίζουν τις βασικές συναρτήσεις στον παραµετρικό χώρο (u, v, w) 
ακολουθούν τους παρακάτω κανόνες: 
 

       
)1(2
)1(2
)1(2

+≤≤
+≤≤
+≤≤

cn
bm
ap

                
(1.11) 

(1.12) 

(1.13) 

 
 Τα αντίστοιχα διανύσµατα κόµβων (Knot Vectors) για τα πολυώνυµα NURBS 
δίνονται από τις εξής σχέσεις: 
 

),...,,( 10 quuuU = , )1(2 −⋅+= paq  

),...,,( 10 rvvvV = , )1(2 −⋅+= mbr  

),...,,( 10 swwwW = , )1(2 −⋅+= ncs  

(1.14) 

(1.15) 

(1.16) 

 
 Η εφαρµογή αυτή κατασκευάζει ένα µη οµοιόµορφο διάνυσµα κόµβων για 
κάθε παράµετρο, µε πολλαπλότητα ίση µε τον βαθµό των βασικών συναρτήσεων. 
Έτσι διασφαλίζεται η απαραίτητη παρεµβολή στις γωνίες του τρισδιάστατου 
πλέγµατος. Για παράδειγµα, για το διάνυσµα κόµβων της U διεύθυνσης θα έχουµε 
(αντίστοιχα ισχύουν και για τις V και W):  
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Οι βασικές συναρτήσεις υπολογίζονται µε τη χρήση της αναδροµικής σχέσης: 
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όπου {0,1,... }i q∈ , q είναι ο αριθµός των κόµβων, Ν η βασική συνάρτηση τύπου B-
Spline και η διαίρεση µε µηδέν θεωρείται αυτοµάτως ίση µε µηδέν. Οι παραπάνω 
σχέσεις συνήθως αναφέρονται ως αναδροµικές σχέσεις Cox-de Boor. Πρόκειται για 
την πιο διαδεδοµένη µέθοδο που βασίζεται στην επαναληπτική σχέση, που οφείλεται 
στους DeBoor [DeBoor,1972] και Cox [Cox,1972]. 
 Τα σηµεία µέσα στο στερεό υπολογίζονται µε τη χρήση µιας απλής 
παραλλαγής της σχέσης υπολογισµού των καµπυλών B-Spline. Η σχέση υπολογισµού 
ενός στερεού B-Spline δίδεται [Yu and Soni, 1999]:  
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όπου P είναι οι (x, y, z) Καρτεσιανές συντεταγµένες ενός σηµείου του αντικειµένου 
προς παραµόρφωση. 

Η ενσωµάτωση του αντικειµένου στον όγκο αναφοράς συνιστά την εύρεση 
των παραµετρικών συντεταγµένων (u, v, w) που αντιστοιχούν στις Καρτεσιανές 
συντεταγµένες των σηµείων, τα οποία περιγράφουν το προς παραµόρφωση 
αντικείµενο. Το µη οµοιόµορφο NFFD πλέγµα αποκλείει τη χρήση ευθέων µεθόδων 
εύρεσης αυτών των συντεταγµένων. Παρόλα αυτά όµως, το γεγονός ότι το πλέγµα 
είναι ορθογώνιο µας επιτρέπει να χωρίσουµε το πρόβληµα σε τρία µέρη, ένα για κάθε 
παραµετρική διάσταση (u,v,w). Για την εύρεση των παραµετρικών συντεταγµένων 
χρησιµοποιείται η µέθοδος της δυαδικής αναζήτησης τροποποιηµένη σε τρεις 
διαστάσεις (µέθοδος Octree), η οποία παρουσιάζεται αναλυτικά στην παράγραφο 
1.4.5. 

Το στερεό, στο οποίο βρίσκεται το αντικείµενο προς παραµόρφωση, µπορεί 
να τροποποιηθεί µε τη µετακίνηση των σηµείων ελέγχου του πλέγµατος, καθώς και 
µε την αλλαγή των βαρών τους. Η χρήση βαρών επιτρέπει τον περαιτέρω έλεγχο του 
αντικειµένου, καθώς η αύξηση ή η µείωση των βαρών κάποιων σηµείων ελέγχου, 
«έλκει» ή «απωθεί» το αντικείµενο προς αυτά. Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί 
το Σχήµα 1.49, στο οποίο απεικονίζεται αρχικά ένα κύλινδρος µε συγκεκριµένο 
πλέγµα. Στη συνέχεια παραµορφώνεται, αλλάζοντας τα βάρη των σηµείων ελέγχου. 
Συγκεκριµένα, αυξάνοντας το βάρος των σηµείων ελέγχου κάθε τρίτο επίπεδο, 
προκύπτει το αντικείµενο που απεικονίζεται στο αριστερό τµήµα του Σχήµατος 1.49.    
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Σχήµα 1.49: Παραµόρφωση κυλίνδρου αλλάζοντας µόνο τα βάρη των σηµείων ελέγχου [Lamousin and 
Waggenspack, 1994]. 

 
Η υλοποίηση της παραµόρφωσης συνίσταται στην εύρεση των νέων 

Καρτεσιανών συντεταγµένων του σχήµατος, µε τη χρήση των παραµετρικών 
συντεταγµένων του αντικειµένου και των νέων σηµείων ελέγχου του όγκου που 
παραµορφώθηκε. Ο υπολογισµός των συντεταγµένων γίνεται µε τη χρήση των 
αναδροµικών τύπων που αναφέρθηκαν πιο πάνω.  
 

1.4.4 Η παραλλαγή των [Song and Yang, 2005]. 
Οι [Song and Yang, 2005] πρότειναν µια παραλλαγή της τεχνικής Ελεύθερης 

Παραµόρφωσης, την «weighted T-Spline FFD» (w-TFFD). Στη συγκεκριµένη 
παραλλαγή, η παραµόρφωση του αρχικού αντικειµένου επιτυγχάνεται 
χρησιµοποιώντας weighted T-Spline όγκους, προσφέροντας στον χρήστη άριστο 
έλεγχο του όγκου και κατ’ επέκταση πιο ευέλικτους τρόπους παραµόρφωσης.  

Στη συνέχεια, θα γίνει παρουσίαση των T-Spline [Sederberg et al., 2003]. 
Συγκεκριµένα, µια T-Spline είναι µια BP-Spline, που ορίζεται ως εξής: 
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όπου Pi τα σηµεία ελέγχου και ),( tsBi  βασικές συναρτήσεις, που δίνονται από τη 
σχέση: 

)()(),( 3

0

3

0
tstsB NN iii ⋅=  (1.22) 

 
όπου )(3 sN i

 και )(3 tN i
 είναι τρίτου βαθµού B-Spline βασικές συναρτήσεις µε 

διανύσµατα κόµβων is  και it  που δίδονται (Σχήµα 1.50): 
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[ ]43210 ,,,, iiiiii ssssss =  και [ ]43210 ,,,, iiiiii tttttt =  

 

 

Σχήµα 1.50: ∆ιανύσµατα κόµβων is  και it  [Song and Yang, 2005]. 

 
 Τα διανύσµατα κόµβων is  και it  για κάθε βασική συνάρτηση απαρτίζουν το 
T-πλέγµα. Το T-πλέγµα είναι ένα πλέγµα µε T-σηµεία ένωσης, που ορίζονται από δύο 
κανόνες. Ο πρώτος κανόνας είναι ότι κάθε ακµή σε ένα T-πλέγµα (Σχήµα 1.51) είναι 
ένα ευθύγραµµο πλέγµα σταθερού s (που ονοµάζεται s-edge ή s-ακµή) ή σταθερού t 
(που ονοµάζεται t-edge ή t-ακµή). Τα T-σηµεία ένωσης είναι κορυφές από µια s-ακµή 
και δύο t-ακµές ή από δύο s-ακµές και µια t-ακµή. Για παράδειγµα, στο Σχήµα 1.51 το 
P1 είναι ένα T-σηµείο ένωσης [Sederberg et al., 2003]. 
 

 

Σχήµα 1.51: Το P1 είναι ένα T-σηµείο ένωσης [Song and Yang, 2005]. 

 
 Επίσης, ο δεύτερος κανόνας είναι ότι οι T-Spline επιτρέπουν T-σηµεία ένωσης. 
Είναι πολύ χρήσιµο να κατασκευαστεί κατάλληλο πλέγµα, το οποίο να είναι πυκνό 
στα όρια του αντικειµένου (Σχήµα 1.52). Το συγκεκριµένο πλέγµα ικανοποιεί τους 
δύο κανόνες και αποτελεί και T-πλέγµα. 
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Σχήµα 1.52: Το περίγραµµα και το T- πλέγµα ελέγχου για επίπεδο αντικείµενο [Song and Yang, 2005]. 

 
 Η συγκεκριµένη τεχνική χρησιµοποιεί weighted T-Spline, που αποτελούν 
γενίκευση των T-Spline. Ένας weighted T-Spline όγκος ορίζεται ως ένας weighted 3D 
PB-Spline όγκος ως:  
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όπου Pi σηµεία ελέγχου, D ο χώρος µέσα στον οποίο ορίζονται οι weighted 3D PB-
Spline, iω  θετικά βάρη και ),,( wvuBi  βασικές συναρτήσεις που δίνονται από τη 
σχέση: 
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όπου )(3 uN i

, )(3 vN i
 και )(3

0
wN i

 είναι τρίτου βαθµού B-Spline βασικές 
συναρτήσεις, µε διανύσµατα κόµβων iu , iv  και iw  τα εξής: 
 

[ ]43210 ,,,, iiiiii uuuuuu = , [ ]43210 ,,,, iiiiii vvvvvv = και [ ]43210 ,,,, iiiiii wwwwww =  
 
Ο χώρος στον οποίον επιδρούν οι ),,( wvuBi  είναι ο 

),(),(),( 404040 iiiiiii wwvvuuD ××= . Αν iw  = 1 τότε οι weighted 3D PB-Spline 
εκφυλίζονται στις 3D PB-Spline. Ο περιορισµός για το χώρο D είναι ότι 

0),,(
1

>∑
=

n

i
i wvuB  για όλα τα Dwvu ∈),,( . 

Στη συνέχεια, ορίζεται ο T-όγκος (T-lattice). Συγκεκριµένα, ένας T-όγκος 
είναι ένα παραλληλεπίπεδο που επιτρέπει T-σηµεία ένωσης. ∆ύο είναι οι λόγοι που 
πρέπει να κατασκευάσουµε ένα T-όγκο. Αυτοί είναι οι εξής: 

• προσφέρει στο χρήστη ένα πιο φιλικό γραφικό περιβάλλον σε σχέση µε τα 
σηµεία ελέγχου. 
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• τα διανύσµατα κόµβων iu , iv  και iw  για κάθε βασική συνάρτηση 
προέρχονται από τον T-όγκο. 

 
  Να υπογραµµίσουµε ότι εάν ένας T-όγκος είναι απλά ένα τετράγωνο 
παραλληλεπίπεδο µε κανένα T-σηµείο ένωσης, τότε ο weighted 3D PB-Spline όγκος 
εκφυλίζεται σε όγκο NURBS. Επιπλέον, αν όλα τα iw =1, τότε ξανά ο weighted 3D 
PB-Spline όγκος εκφυλίζεται σε όγκο B-Spline. Για παράδειγµα, στο Σχήµα 1.53 
απεικονίζεται ένα ελάχιστο κελί του T-όγκου στον παραµετρικό ),,( wvu  χώρο και 
κάθε χρώµα ορίζει ένα άξονα. Έχουµε τρία ευθύγραµµα τµήµατα, ένα για κάθε 
κατεύθυνση (u-ακµή, v-ακµή, w-ακµή). Ένα T-σηµείο ένωσης είναι µια κορυφή, 
δηλαδή το σηµείο τοµής από µια ακµή στη µια διεύθυνση και δύο ακµές από τις 
υπόλοιπες διευθύνσεις. Για παράδειγµα, στο Σχήµα 1.53, η κορυφή P1 είναι T-σηµείο 
ένωσης (και στις δύο εικόνες). Ακόµη, κάθε ακµή σε ένα ελάχιστο κελί ενός T-όγκου 
δηλώνει ένα εσωτερικό κόµβο περιοριζόµενο από τους εξής τρεις κανόνες: 
 
1ος Κανόνας: Σε κάθε ελάχιστο κελί, το άθροισµα των εσωτερικών κόµβων της ίδιας 
κατεύθυνσης πρέπει να είναι ίδιο. Έτσι για παράδειγµα στο Σχήµα 1.53 κατά την 
κάθετη διεύθυνση έχουµε ότι: 
 
για το Σχήµα 1.53 α): 4140313020100100 aaaaaaaa +=+===+    
 
για το Σχήµα 1.53 β): 41403130201000 aaaaaaa +=+===  
 

      

α) Το T-σηµείο ένωσης P1 είναι µια κορυφή από 
µια ακµή στη µια διεύθυνση και δύο ακµές στις 

υπόλοιπες δυο κατευθύνσεις.  

β) Το T-σηµείο ένωσης P1 είναι µια κορυφή από 
µια ακµή στις δυο κατευθύνσεις και δύο ακµές στη 

άλλη διεύθυνση. 

Σχήµα 1.53: Ένα ελάχιστο κελί του T-όγκου [Song and Yang, 2005]. 

 
2ος Κανόνας: Κάθε ακµή πρέπει να είναι ακµή κελιού. Στο Σχήµα 1.54 α) το α0 είναι 
µια µη επιτρεπόµενη ακµή διότι το α0 δεν είναι ακµή κελιού. Στο Σχήµα 1.54 β) το α0 
είναι µια επιτρεπόµενη ακµή διότι το α0 είναι ακµή κελιού. 
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α) Ακµή α0 που δεν είναι ακµή κελιού.  β) Ακµή α0 που είναι ακµή κελιού. 

Σχήµα 1.54: Μια ακµή µέσα σε ένα T-όγκου [Song and Yang, 2005]. 

 
3ος Κανόνας: Στη συγκεκριµένη δεν υπάρχουν µη µηδενικές ακµές στον Τ-όγκο.  
 

Αφού έχει οριστεί η αρχική περιοχή του µοντέλου, που θα υποστεί 
παραµόρφωση (είτε σε ολόκληρο το µοντέλο, είτε σε ένα τµήµα του), δηµιουργείται 
ο Τ-όγκος, προσεγγίζοντας το σχήµα του αντικειµένου µε τη βοήθεια της µεθόδου 
Octree (να σηµειωθεί ότι ο όγκος ελέγχου δηµιουργείται αυτόµατα). Τα βήµατα για 
τη δηµιουργία του Τ-όγκου, χρησιµοποιώντας τη µέθοδο Octree είναι τα ακόλουθα: 
 
1ο Βήµα: ορίζουµε τον αρχικό όγκο που θα παραµορφωθεί. 
2ο Βήµα: αν το κελί περιλαµβάνει κάποια κορυφή του µοντέλου, το υποδιαιρούµε 

εφαρµόζοντας την µέθοδο Octree. 
3ο Βήµα: επαναλαµβάνουµε το δεύτερο και τρίτο βήµα µέχρι να ικανοποιηθεί µια 

τιµή-κατώφλι, που έχει ορίσει ο χρήστης. 
 Στο Σχήµα 1.55 απεικονίζεται Τ-όγκος, ο οποίος προσεγγίζει το µοντέλο 
ιεραρχικά χρησιµοποιώντας την τεχνική octree. 
 

α) Ο αρχικός Τ-όγκος.          β)Μια ενδιάµεση κατάσταση του Τ-όγκου.          γ) Τελικός Τ-όγκος. 

Σχήµα 1.55: ∆ηµιουργία T-όγκου, χρησιµοποιώντας την τεχνική Octree [Song and Yang, 2005]. 

 
Στη συνέχεια, υπολογίζονται οι παραµετρικές συντεταγµένες για το σύνολο 

των σηµείων, που αναπαριστούν το µοντέλο που θα παραµορφωθεί. Ο υπολογισµός 
των παραµετρικών συντεταγµένων πρέπει να γίνει για κάθε σηµείο πριν από την 
παραµόρφωση του αντικειµένου.  
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Έχοντας κατασκευάσει τον weighted T-spline όγκο, µπορούµε να 
τροποποιήσουµε κάθε αντικείµενο που εµπεριέχεται µέσα σε αυτόν, κουνώντας τα 
σηµεία έλεγχου ή τα βάρη του. Ο αλγόριθµος w-TFFD υλοποιείται σε τέσσερα 
βήµατα, τα οποία είναι τα εξής: 
1ο Βήµα: ορίζουµε το αντικείµενο που θα παραµορφωθεί. 
2ο Βήµα: δηµιουργούµε τον όγκο αναφοράς, εφαρµόζοντας την µέθοδο Octree (µόνο 

στα κελιά που θα επιλέξει ο χρήστης) και θέτουµε τα αρχικά βάρη για τον 
T-Spline όγκο. 

3ο Βήµα: υπολογίζουµε τις παραµετρικές συντεταγµένες ),,( wvu  για κάθε σηµείο 
του αντικειµένου. 

4ο Βήµα: τροποποιούµε τα σηµεία ελέγχου ή τα βάρη και κάνουµε υπολογισµό των 
νέων συντεταγµένων. 

 Στο Σχήµα 1.56 απεικονίζεται ο όγκος ελέγχου, µε ένα τµήµα του να έχει 
παραµορφωθεί. Φυσικά τα αποτελέσµατα του όγκου ελέγχου εξακολουθούν να 
ικανοποιούν τους τρεις κανόνες, που είχαµε παραθέσει παραπάνω, και να αποτελούν 
έναν Τ-όγκο.    
 

 

Σχήµα 1.56: Ένα τµήµα του όγκου ελέγχου έχει παραµορφωθεί  [Song and Yang, 2005]. 

 
Στο Σχήµα 1.57 παρουσιάζεται η παραµόρφωση ενός δοχείου. Ολόκληρο το 

δοχείο µπορεί να τροποποιηθεί κουνώντας τα σηµεία ελέγχου. Επίσης, τα σηµεία 
ελέγχου, που απεικονίζονται µε κόκκινο χρώµα, δηµιουργούν το ράµφος του δοχείου, 
τροποποιώντας τις συντεταγµένες τους και τα βάρη. 

Το δεύτερο παράδειγµα αφορά την παραµόρφωση ενός δέντρου (Σχήµα 1.58), 
το οποίο αποτελεί αντικείµενο πολύπλοκης γεωµετρίας. Συγκεκριµένα, 
πραγµατοποιείται υποδιαίρεση του αρχικού όγκου, χρησιµοποιώντας την τεχνική 
Octree, και όλα τα κλαδιά του δέντρου τροποποιούνται µε βάση την τεχνική w-TFFD. 

Το τρίτο και τελευταίο παράδειγµα αφορά στην παραµόρφωση ενός 
ρινόκερου (Σχήµα 1.59). Στο συγκεκριµένο παράδειγµα απαιτούνται τοπικές 
παραµορφώσεις. Έτσι, µόνο το κεφάλι του ρινόκερου έχει υποδιαιρεθεί σε 
µικρότερους όγκους. Αυτό πραγµατοποιείται για να επιτευχθεί καλύτερος έλεγχος 
του συγκεκριµένου τµήµατος. 
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α) Το αρχικό αντικείµενο.                            β)Ο όγκος ελέγχου.       γ) Παραµόρφωση, αλλάζοντας τον 
όγκο ελέγχου. 

 

      δ) Το αποτέλεσµα του γ)               ε) Νέα παραµόρφωση. ζ) Το αποτέλεσµα του ε).            

Σχήµα 1.57: Τροποποίηση ενός δοχείο χρησιµοποιώντας την τεχνική  w-TFFD για ολική και τοπική 
παραµόρφωση [Song and Yang, 2005]. 

 

 

   α) Τα αρχικό σχήµα.       β) Ο όγκος ελέγχου.      γ) παραµόρφωση του όγκου.     δ) το αποτέλεσµα του γ).  

Σχήµα 1.58: Παράδειγµα παραµόρφωσης ενός δέντρου πολύπλοκης τοπολογίας [Song and Yang, 2005]. 
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              α) Τα αρχικό αντικείµενο                           β) και γ) τα αποτελέσµατα της παραµόρφωσης.        

Σχήµα 1.59: Παράδειγµα παραµόρφωσης ενός ρινόκερου [Song and Yang, 2005]. 

 

1.4.5 Η χρήση του αλγορίθµου Octree. 
Οι περισσότερες τεχνικές που παρουσιάσαµε χρησιµοποιούν  για την εύρεση 

των παραµετρικών συντεταγµένων των σηµείων του αντικειµένου προς 
παραµόρφωση τον αλγόριθµο Octree. Ο συγκεκριµένος αλγόριθµος χρησιµοποιήθηκε 
και στο λογισµικό που έχουµε δηµιουργήσει, το οποίο θα αναλυθεί στο επόµενο 
κεφάλαιο.  

Ο αλγόριθµος Octree είναι µια µέθοδος αναζήτησης στο χώρο [Patricalakis 
and Maekawa, 2002]. Πρόκειται για µια γενίκευση του αλγορίθµου δυαδικής 
αναζήτησης στις τρεις διαστάσεις. Ο κύβος αναφοράς χωρίζεται σε οκτώ κοµµάτια 
(Σχήµα 1.60). Με τον απλό έλεγχο ανισοτήτων βρίσκεται σε ποιον από τους 8 
υποκύβους βρίσκεται το σηµείο που αναζητούµε.  
 

     

Σχήµα 1.60: Η αρχική διαίρεση του όγκου αναφοράς. 

 
Στη συνέχεια διαιρούµε τον υποκύβο που βρήκαµε σε ακόµη 8 νέους 

υποκύβους κ.ο.κ (Σχήµα 1.61). Ακολουθούµε την ίδια τακτική µέχρις ότου ο χώρος 
αναζήτησης γίνει τόσο µικρός ώστε να ικανοποιεί την επιθυµητή ακρίβεια. 
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Σχήµα 1.61: Η δεύτερη διαίρεση του όγκου αναφοράς.  

 
Σε κάθε βήµα του αλγορίθµου, οι παραµετρικές συντεταγµένες του κέντρου 

του υποκύβου που µελετούµε µετατρέπονται σε καρτεσιανές συντεταγµένες, για να 
γίνει δυνατή η σύγκρισή τους µε τις καρτεσιανές συντεταγµένες του σηµείου που 
αναζητούµε. Όταν οι καρτεσιανές συντεταγµένες του κέντρου του παραµετρικού 
υποκύβου που µελετάµε προσεγγίσουν µε δεδοµένη ακρίβεια τις συντεταγµένες του 
σηµείου που αναζητούµε, τότε αναθέτουµε στο σηµείο αυτό τις παραµετρικές 
συντεταγµένες του κέντρου. Με αυτόν τον τρόπο, η αναζήτηση θεωρείται επιτυχής 
και συνεχίζουµε µε το επόµενο σηµείο του αντικειµένου. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

50

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
 

2.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
Ένα από τα σηµαντικότερα σηµεία για το σωστό καθορισµό ενός 

προβλήµατος βελτιστοποίησης σχεδίασης είναι η επιλογή της µεθόδου γεωµετρικής 
παραµετροποίησης. 

Στο κεφάλαιο 2 συγκρίνεται πειραµατικά η τεχνική Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης µε την κλασσική αναπαράσταση µε καµπύλες B-Spline, όσον αφορά 
τη µορφοποίηση αεροτοµών. Η σύγκριση πραγµατοποιείται µε τη διεξαγωγή 
πειραµάτων ανάκτησης δισδιάστατων αεροτοµών. Το πρόβληµα που αντιµετωπίζεται 
ορίζεται ως εξής: 

 ∆οθείσης µιας αεροτοµής-στόχου, σε µορφή διαδοχικών σηµείων, 
προσπαθούµε να την προσεγγίσουµε, έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθεί το εµβαδόν της 
διαφοράς µεταξύ της προσέγγισης και της αεροτοµής-στόχου. 

Το κριτήριο της σύγκρισης είναι η ακρίβεια µε την οποία επιτυγχάνεται η 
ανάκτηση της αεροτοµής-στόχου και ορίζεται ως το εµβαδόν της διαφοράς µεταξύ 
της αεροτοµής στόχου και της προσέγγισης. Το πρόβληµα ελαχιστοποίησης του 
εµβαδού της διαφοράς των δύο αεροτοµών επιλύεται µε τη χρήση ενός ∆ιαφορικού 
Εξελικτικού αλγορίθµου [Nikolos, 2004].  Η διαδικασία επίλυσης απεικονίζεται στο 
σχήµα 2.1 

Σκοπός των πειραµάτων είναι να δώσουν γενικές κατευθύνσεις όσον αφορά 
τη συνδυασµένη χρήση κάθε µιας τεχνικής µε ένα ∆ιαφορικό Εξελικτικό αλγόριθµο 
και την αποδοτικότητα των δύο τεχνικών, µε κριτήριο την ακρίβεια προσέγγισης µιας 
αεροτοµής.  

Για να υλοποιηθεί η παραπάνω διαδικασία είναι απαραίτητη η ανάπτυξη 
ορισµένων εργαλείων. Αρχικά, πρέπει να γίνει παραµετροποίηση του περιγράµµατος 
της αεροτοµής µε βάση είτε τα πολυώνυµα B-Spline (ή NURBS) είτε µε την τεχνική 
της Ελεύθερης Παραµόρφωσης. Για τις δύο περιπτώσεις έχουν αναπτυχθεί 
κατάλληλα λογισµικά, χρησιµοποιώντας τη γλώσσα προγραµµατισµού Visual basic 
6.0. Κατόπιν, είναι απαραίτητη η χρήση µιας µεθόδου βελτιστοποίησης, η οποία 
ελαχιστοποιεί τη διαφορά των εµβαδών των δυο αεροτοµών (προσέγγιση και στόχος). 
Το συγκεκριµένο εργαλείο βελτιστοποίησης είναι ένας διαφορικός εξελικτικός  
αλγόριθµος (Differential Evolution algorithm) [Nikolos, 2004].  
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2.2 ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΤΕΧΝΙΚΗΣ  ΕΛΕΥΘΕΡΗΣ 
ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗΣ (FFD)  

Αρχικά θα γίνει συνοπτική περιγραφή της τεχνικής Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης που χρησιµοποιήθηκε στην παρούσα εργασία. Αρχικά, 
κατασκευάζεται  ένα πλέγµα ελέγχου (παραµετρικό πλέγµα) γύρω από το αντικείµενο 
που θέλουµε να παραµορφώσουµε, το οποίο ορίζει τον παραµετρικό χώρο. Στην 
περίπτωσή µας το αντικείµενο είναι µια δισδιάστατη αεροτοµή, συνεπώς το πλέγµα 
ελέγχου είναι δισδιάστατο (όπως και ο παραµετρικός χώρος). Το πλέγµα ελέγχου 
ορίζεται από σηµεία ελέγχου, τα οποία διατάσσονται σε µορφή δοµηµένου 
πλέγµατος. Για τον ορισµό των ιδιοτήτων του παραµετρικού χώρου 
χρησιµοποιούνται εξισώσεις B-Spline ή NURBS. Η διαδικασία έχει ως εξής: 
 

1ο Βήµα: Κατασκευή του παραµετρικού πλέγµατος και ορισµός του παραµετρικού 
χώρου. 
 Αρχικά ορίζεται το παραµετρικό πλέγµα, το οποίο περιβάλει µέρος ή το 
σύνολο του αντικειµένου που πρόκειται να παραµορφωθεί. Στην περίπτωσή µας το 
παραµετρικό πλέγµα δηµιουργείται αυτόµατα, έτσι ώστε να περιβάλλει πλήρως την 
προς παραµόρφωση αεροτοµή. Ο χρήστης ορίζει τον αριθµό των σηµείων του 
πλέγµατος στις δύο διευθύνσεις, τον βαθµό της καµπύλης (B-Spline ή NURBS) σε 
κάθε διεύθυνση, ενώ τα βάρη – εάν χρησιµοποιούνται σχέσεις NURBS – ορίζονται 
αρχικά ίσα µε τη µονάδα για όλα τα σηµεία ελέγχου του παραµετρικού πλέγµατος. 

Ο χώρος, που ορίστηκε µε τη βοήθεια του παραµετρικού πλέγµατος, 
χρησιµοποιείται για να εκτελέσει την απεικόνιση ενός σηµείου του παραµετρικού 
χώρου (u, v) σε ένα σηµείο του Καρτεσιανού χώρου (x, y). Η παρουσίαση της 
µεθοδολογίας θα γίνει για την περίπτωση που χρησιµοποιούνται καµπύλες NURBS, 
ενώ η ειδική περίπτωση των B-Spline προκύπτει για βάρη ίσα µε τη µονάδα. 
 Σε κάθε διεύθυνση του παραµετρικού πλέγµατος εφαρµόζεται ένα 
συγκεκριµένο πολυώνυµο  NURBS µε συγκεκριµένο βαθµό, βάση των παρακάτω 
περιορισµών:  

Παραγωγή νέας γεωµετρίας.

Υπολογισµός του εµβαδού της διαφοράς 
µεταξύ των δυο καµπυλών (της 

προσέγγισης και της αεροτοµής - στόχου).

Λογισµικό βελτιστοποίησης.

FFD ή NURBS

Σχήµα 2.1: Επαναληπτική διαδικασία για την ανάκτηση αεροτοµής .  
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bmap ≤≤≤≤ 1,1  (2.1) 

 
όπου mp,  είναι οι αντίστοιχοι βαθµοί των βασικών συναρτήσεων στις διευθύνσεις 
u, v αντίστοιχα, ενώ a, b είναι το πλήθος των σηµείων ελέγχου σε κάθε διεύθυνση 
(δηλαδή στις u, v), ξεκινώντας την αρίθµησή τους από 0. Τα αντίστοιχα διανύσµατα 
κόµβων δίδονται για τις δύο διευθύνσεις: 
 

),...,,( 10 quuuU = , 1++= paq  

),...,,( 10 rvvvV = , 1++= mbr  

(2.2) 

(2.3) 

 
Το διάνυσµα κόµβου U στην u παραµετρική διεύθυνση υπολογίζεται µε βάση την 
ακόλουθη σχέση (αντίστοιχα υπολογίζεται και για τη v παραµετρική διεύθυνση): 
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Οι βασικές συναρτήσεις των NURBS για κάθε παραµετρική διεύθυνση προκύπτουν 
χρησιµοποιώντας τις επαναληπτικές σχέσεις των [Cox, 1972] και [DeBoor, 1972]:  
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Τέλος, οι Καρτεσιανές συντεταγµένες R ενός σηµείου του παραµετρικού χώρου (u,v) 
δίδονται [Yu and Soni, 1999]: 
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2ο Βήµα: Μετασχηµατισµός του αντικειµένου στον παραµετρικό χώρο. 
 Το προς παραµόρφωση αντικείµενο συνήθως αναπαριστάται ως ένα σύνολο 
σηµείων µε γνωστές Καρτεσιανές συντεταγµένες. Για να µπορέσει να παραµορφωθεί 
πρέπει πρώτα οι Καρτεσιανές του συντεταγµένες να µετασχηµατισθούν στις 
παραµετρικές συντεταγµένες (u, v). Πρέπει ουσιαστικά να υλοποιηθεί ο αντίστροφος 
µετασχηµατισµός της (2.7). 
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Επειδή δεν υπάρχει αναλυτική σχέση που να υλοποιεί τον αντίστροφο 
µετασχηµατισµό, χρησιµοποιείται επαναληπτική αριθµητική προσεγγιστική 
διαδικασία µε τη χρήση της µεθόδου Quadtree (ή Octree στις τρεις διαστάσεις) 
[Patricalakis and Maekawa, 2002]. Για κάθε σηµείο (στον φυσικό χώρο) του 
αντικειµένου που θα παραµορφωθεί, ο αλγόριθµος Octree υποδιαιρεί διαδοχικά τον 
παραµετρικό χώρο, υπολογίζει τις Καρτεσιανές συντεταγµένες των σηµείων 
υποδιαίρεσης και τις συγκρίνει µε αυτές του ζητούµενου σηµείου. Μετά από 
διαδοχικές υποδιαιρέσεις, όταν επιτευχθεί η απαιτούµενη ακρίβεια έχουν βρεθεί οι 
παραµετρικές συντεταγµένες του ζητούµενου σηµείου. Στην ουσία, οι παραµετρικές 
συντεταγµένες (u, v) του σηµείου που αναζητούµε είναι οι παραµετρικές 
συντεταγµένες του κέντρου του υποκύβου που προκύπτει από την τελευταία 
υποδιαίρεση του παραµετρικού χώρου.  
 
3ο Βήµα: Παραµόρφωση του παραµετρικού πλέγµατος. 

Η διαδικασία αυτή πραγµατοποιείται µετακινώντας τα σηµεία ελέγχου του 
πλέγµατος (ή και των βαρών τους στην περίπτωση που χρησιµοποιούνται εξισώσεις 
NURBS).  
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Σχήµα 2.2: Ο αρχικός όγκος και το αντικείµενο πριν την παραµόρφωση.  
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4ο Βήµα: Εκτίµηση της επίδρασης της παραµόρφωσης πάνω στο αντικείµενο.  
Με τις νέες συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου εφαρµόζεται η σχέση (2.7) 

για κάθε σηµείο (u, v) του προς παραµόρφωση αντικειµένου, οπότε προκύπτουν οι 
νέες Καρτεσιανές συντεταγµένες του. 

Στο Σχήµα 2.2 απεικονίζεται το αρχικό παραµετρικό πλέγµα που περιβάλλει 
την αρχική αεροτοµή (απαραµόρφωτο αντικείµενο). Συγκεκριµένα έχουµε µια 
τετραψήφια συµµετρική αεροτοµή NACA 0012. Στη συνέχεια, παραµορφώνουµε το 
παραµετρικό πλέγµα, έτσι ώστε να προσπαθήσουµε να προσεγγίσουµε µια µη 
συµµετρική αεροτοµή και συγκεκριµένα την NACA 4412. Στο Σχήµα 2.3 
απεικονίζεται η µορφή που πρέπει να πάρει το παραµετρικό πλέγµα, ώστε να 
προσεγγισθεί η επιθυµητή αεροτοµή. Τα σηµεία που απαρτίζουν την τετραψήφια 
συµµετρική αεροτοµή NACA 0012, καθώς και οποιασδήποτε αεροτοµή που 
χρησιµοποιήθηκε στην παρούσα εργασία, έχουν προέλθει µε τη χρήση του 
λογισµικού Daedalus [Αµοιραλής, 2004]. 

Πρέπει να επισηµανθεί ότι κατά τη διάρκεια της παραµόρφωσης, οι 
παραµετρικές συντεταγµένες (u, v) κάθε σηµείου του αντικειµένου δεν αλλάζουν, σε 
αντίθεση µε τις Καρτεσιανές συντεταγµένες του,  που τροποποιούνται εξαιτίας των 
παραµορφώσεων του πλέγµατος ελέγχου.  
 

2.2.1 Εφαρµογή της Ελεύθερης Παραµόρφωσης (FFD) µε στόχο την 
ανάκτηση συγκεκριµένης αεροτοµής.  
 Βάση λοιπόν των παραπάνω βηµάτων, έχει δηµιουργηθεί κατάλληλος 
αλγόριθµος, που εφαρµόζει την τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης σε 
αεροτοµές. Συγκεκριµένα, έχουν αναπτυχθεί δύο προγράµµατα. Το πρώτο υλοποιεί 
τα πρώτα τρία βήµατα της τεχνικής της Ελεύθερης Παραµόρφωσης και το δεύτερο 
υλοποιεί το τέταρτο βήµα της τεχνικής. Η γλώσσα προγραµµατισµού που 
χρησιµοποιήθηκε ήταν η Visual Basic 6.0.  
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Σχήµα 2.3: Ο παραµορφωµένος όγκος και το αποτέλεσµα της παραµόρφωσης. 
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 Αναλυτικότερα, το πρώτο πρόγραµµα που έχει αναπτυχθεί (µε όνοµα 
steps1_3.exe) εκτελεί τις ακόλουθες λειτουργίες: 
 
1. ∆ιαβάζει τις συντεταγµένες των σηµείων στην επιφάνεια µιας αεροτοµής. 
2. ∆ηµιουργεί αυτόµατα ένα παραµετρικό πλέγµα γύρω από την αεροτοµή, µε βάση 
συγκεκριµένες παραµέτρους που δίνει ο χρήστης (αριθµός κόµβων στις δύο 
διευθύνσεις, βαθµοί Βασικών συναρτήσεων κ.α.) 
3. Υπολογίζει τις παραµετρικές συντεταγµένες της αρχικής αεροτοµής µε τη χρήση 
της µεθόδου QuadTree και της αποθηκεύει σε ένα αρχείο κειµένου µε όνοµα 
uv_coords.txt (η ακρίβεια που χρησιµοποιείται σε όλες τις δοκιµές είναι 10-11).  

 
Το συγκεκριµένο πρόγραµµα εκτελείται µια µόνο φορά. Στο Σχήµα 2.4 

περιέχεται το διάγραµµα ροής για το λογισµικό steps1_3.exe. 
 Το δεύτερο πρόγραµµα που αναπτύχθηκε (µε όνοµα steps4.exe) βρίσκει τη 
διαφορά ανάµεσα στην τρέχουσα αεροτοµή και την αεροτοµή-στόχο. Συγκεκριµένα: 
1. ∆ιαβάζει τις νέες συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου του πλέγµατος. 
2. Υπολογίζει τις νέες Καρτεσιανές συντεταγµένες των σηµείων της αεροτοµής. 
3. Υπολογίζει το εµβαδόν της διαφοράς µεταξύ της παραµορφωµένης αεροτοµής και 
της αεροτοµής – στόχου. 
 
Το λογισµικό steps4.exe χρειάζεται τα εξής δεδοµένα εισόδου:  
1. Το αρχείο κειµένου uv_coords.txt µε τις παραµετρικές συντεταγµένες της αρχικής 
αεροτοµής. 
2. Το αρχείο cp2.txt, που περιέχει τις αρχικές συντεταγµένες των νέων σηµείων 
ελέγχου του παραµετρικού πλέγµατος. 
3.  Το αρχείο chromosome.txt που περιέχει τις νέες y-συντεταγµένες των σηµείων 
ελέγχου. 
Τα δύο πρώτα αρχεία έχουν προέλθει από το λογισµικό steps1_3.exe. 
 
 Στην παρούσα εφαρµογή το παραµετρικό πλέγµα παραµορφώνεται µόνο κατά 
την y-διεύθυνση. 
 Το λογισµικό steps4.exe καλείται διαδοχικά από τον ∆ιαφορικό Εξελικτικό 
αλγόριθµο (DE.exe) για να αξιολογήσει κάθε υποψήφια λύση που παράγεται. Στο 
Σχήµα 2.5 δίδεται το διάγραµµα ροής, για να γίνει κατανοητός ο τρόπος συνεργασίας 
ανάµεσα στα λογισµικά steps4.exe και DE.exe.  
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Σχήµα 2.4: ∆ιάγραµµα ροής του λογισµικού steps1_3.exe  
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Σχήµα 2.5: ∆ιάγραµµα ροής της διαδικασίας ανάκτησης της αεροτοµής – στόχου µε χρήση του DE.exe και του 
λογισµικού steps4.exe. 
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2.3 ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΚΛΑΣΣΙΚΗΣ ΤΕΧΝΙΚΗΣ ΤΩΝ B-Spline (ή 
αντίστοιχα των NURBS).  

Σε αυτήν την παράγραφο θα παρουσιαστεί η κλασσική τεχνική παραµετρικής 
περιγραφής µε χρήση των καµπυλών B-Spline (ή αντίστοιχα των NURBS). Σύµφωνα 
µε την τεχνική αυτή, η αεροτοµή περιγράφεται από µία ανοικτή καµπύλη B-Spline. Η 
καµπύλη µπορεί να είναι NURBS, µε τη µόνη διαφορά ότι στην τελευταία περίπτωση 
µεταβάλλονται και τα βάρη των σηµείων ελέγχου της. 

Η παραµετροποίηση µιας αεροτοµής βασίζεται σε µια καµπύλη NURBS 
τρίτου βαθµού µε 2Ν+1 σηµεία ελέγχου (όπου Ν είναι ο αριθµός των σηµείων 
ελέγχου σε κάθε πλευρά της αεροτοµής). Το αρχικό και τελικό σηµείο ελέγχου 
τοποθετείται στο χείλος εκφυγής (trailing edge) της αεροτοµής και συγκεκριµένα στο  
x = 1. Όλα τα σηµεία ελέγχου έχουν σταθερές x-συντεταγµένες και είναι οµοιόµορφα 
διατεταγµένα στον x-άξονα. Οι y-συντεταγµένες τους είναι οι µεταβλητές σχεδίασης 
της αεροτοµής. 

Τρία σηµεία ελέγχου έχουν την x-συντεταγµένη ίση µε 0. Με αυτόν τον 
τρόπο, η αεροτοµή που θα προκύψει είναι αναγκασµένη να έχει χείλος προσβολής  
πάνω στον άξονα y. Έτσι υπάρχουν 2Ν+1 µεταβλητές σχεδίασης εάν τροποποιούνται 
µόνο οι y-συντεταγµένες και 2.(2Ν+1) µεταβλητές σχεδίασης εάν τροποποιούνται και 
τα βάρη των σηµείων ελέγχου (για την περίπτωση των NURBS). Τα σηµεία ελέγχου 
µετακινούνται κατά την κάθετη διεύθυνση µέσα σε συγκεκριµένα όρια, που 
προκαθορίζονται από τον χρήστη. Στο Σχήµα 2.6 απεικονίζεται όλη η διαδικασία που 
περιγράψαµε παραπάνω (για Ν = 7, δηλαδή 15 σηµεία ελέγχου, µε το πρώτο και το 
τελευταίο σηµείο ελέγχου στο χείλος εκφυγής). Με κόκκινο χρώµα παρουσιάζεται η 
αεροτοµή που έχει προκύψει από τα σηµεία ελέγχου (µπλε χρώµα), τα οποία κάθε ένα 
από αυτά ξεχωριστά έχει τη δυνατότητα να µετακινείται µόνο κατά µήκος της καφέ 
κάθετης γραµµής. Τέλος, να αναφέρουµε ότι µε την µπλε διακεκοµµένη γραµµή 
παρουσιάζεται το πολύγωνο ελέγχου, το οποίο συνδέει τα σηµεία ελέγχου που 
περιγράφουν την αεροτοµή.  

Η διαδικασία µορφοποίησης της αεροτοµής υλοποιείται από το λογισµικό 
NURBS.exe. Το διάγραµµα ροής του δίδεται στο Σχήµα 2.7. Το λογισµικό διαβάζει 
τις y-συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου από το αρχείο chromosome.txt (µαζί µε τα 
αντίστοιχα βάρη που είναι ίσα µε 1 για την περίπτωση των B-Spline). Στη συνέχεια 
υπολογίζει τα σηµεία της αεροτοµής. ∆ιαβάζει τα σηµεία της αεροτοµής-στόχου και 
υπολογίζει το εµβαδόν της διαφοράς µεταξύ των δύο αεροτοµών, το οποίο εξάγει στο 
αρχείο fitness.txt. 
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Σχήµα 2.6: Μορφοποίηση  µιας αεροτοµής χρησιµοποιώντας την τεχνική των καµπύλων B-Spline (ή NURBS). 
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2.4 Ο ∆ΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΕΞΕΛΙΚΤΙΚΟΣ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ (∆.Ε).  
 Οι ∆ιαφορικοί Εξελικτικοί Αλγόριθµοι (Differential Evolution - DE) ανήκουν 
στην ευρύτερη οµάδα των Εξελικτικών Αλγορίθµων. Απαιτούν λίγες µεταβλητές 
ελέγχου, είναι εύρωστοι, ισχυροί και εύκολοι στη χρήση. Η ευρωστία αναφέρεται στη 
δυνατότητά τους να αποφέρουν σχεδόν ίδιας ποιότητας λύσεις όσες φορές κι αν 
κληθούν να επιλύσουν το ίδιο πρόβληµα (µε διαφορετικές κάθε φορά τιµές σπόρων 
για τις γεννήτριες τυχαίων αριθµών). Η κύρια διαφορά τους από τους υπόλοιπους 
Εξελικτικούς Αλγορίθµους είναι στη µορφή των τελεστών µετάλλαξης και 
επιχιασµού και στο γεγονός ότι η επιλογή της νέας γενιάς βασίζεται σε έναν προς ένα 
σύγκριση µεταξύ κάθε γονέα και του αντίστοιχου γόνου. 

Η λειτουργία του ∆.Ε. είναι η εξής [Πετρακοπούλου, 2005]: σε ένα πληθυσµό 
πιθανών λύσεων µέσα στο χώρο λύσεων, ένας σταθερός αριθµός διανυσµάτων (τα 
επονοµαζόµενα χρωµοσώµατα – chromosomes) αρχικοποιείται τυχαία. Κατόπιν 
εξελίσσεται κατά τη διάρκεια του χρόνου και διερευνεί το χώρο λύσεων µε τελικό 
στόχο την εύρεση του ελαχίστου της αντικειµενικής συνάρτησης. Σε κάθε 

 

Σχήµα 2.7: ∆ιάγραµµα ροής για την ανάκτηση αεροτοµής, χρησιµοποιώντας την τεχνική των καµπύλων B-
Spline (ή  NURBS) και το λογισµικό βελτιστοποίηση DE.exe.  
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επανάληψη, που αποκαλείται γενιά, τα νέα διανύσµατα παράγονται από το 
συνδυασµό διανυσµάτων που επιλέγονται τυχαία από τον τρέχοντα πληθυσµό. Η 
διαδικασία αυτή ονοµάζεται µετάλλαξη (mutation). Στο στάδιο της µετάλλαξης για 
κάθε άτοµο του πληθυσµού (γονέας) επιλέγονται τρία διανύσµατα, διαφορετικά 
µεταξύ τους και διαφορετικά από τον γονέα. Το ένα από αυτά ονοµάζεται δότης 
(donor). Η διαφορά των δύο διανυσµάτων προστίθεται σταθµισµένη στον δότη και 
δηµιουργεί ένα νέο άτοµο. Αυτό διασταυρώνεται µε τον γονέα, δηµιουργώντας έναν 
γόνο. Τέλος, το δοκιµαστικό διάνυσµα (γόνος) αντικαθιστά τον γονέα στον πληθυσµό 
της επόµενης γενιάς εάν και µόνο εάν είναι καλύτερο από τον γονέα ως προς την 
αντικειµενική συνάρτηση. Στο Σχήµα 2.8 παρουσιάζεται το διάγραµµα ροής του 
∆ιαφορικού Εξελικτικού αλγορίθµου. Στο Σχήµα 2.9 παρουσιάζεται το γραφικό 
περιβάλλον του ∆ιαφορικού Εξελικτικού αλγορίθµου που χρησιµοποιήθηκε. Στο 
Σχήµα 2.10 δίδεται παράδειγµα ολοκληρωµένης εκτέλεσης του συγκεκριµένου 
λογισµικού, για µία περίπτωση που εξετάστηκε. 

 

 
 
 
 
 

 

Σχήµα 2.8: ∆ιάγραµµα ροής ενός ∆ιαφορικού Εξελικτικού αλγορίθµου.  
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 Σχήµα 2.9: Γραφικό περιβάλλον του ∆ιαφορικού Εξελικτικού αλγορίθµου (DE.exe).  

 
1.  Όταν είναι ενεργοποιηµένο απεικονίζει το πλέγµα στο χώρο 

σχεδίασης. 
2. 

 
Εκτελεί αλληλουχία εντολών για τη βελτιστοποίηση της αεροτοµής. 

3. 
 
Η γενιά που εξετάζεται την τρέχουσα στιγµή. 

4. 
 
Το τρέχων άτοµο του πληθυσµού που εξετάζεται. 
 

5. 

 

Το πλήθος των εκτιµήσεων µέχρι τη συγκεκριµένη στιγµή. 
 

6. 
 
Η τρέχουσα καλύτερη τιµή. 
 

7. 
 
Η τρέχουσα τιµή. 
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8. 

 

Το µέγιστο πλήθος γενεών που είναι δυνατό να επιλέξει ο χρήστης. 
 
Το µέγεθος του πληθυσµού που χρησιµοποιείται. 
 
Το πλήθος των υποπροβληµάτων. 

9. 

 

Το πλήθος των παραµέτρων (µεταβλητών σχεδίασης). 
 
Τιµή του συντελεστή F για την Μετάλλαξη. 
 
Τιµή της πιθανότητας Επιχιασµού. 

10. 

 

Χρησιµοποιούµενη Συνάρτηση προς βελτιστοποίηση. 

 
 

 

 

Σχήµα 2.10: Παράδειγµα εκτέλεσης ολοκληρωµένου  υπολογισµού µε χρήση του DE.exe.  
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2.5 Η ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑ ΑΝΑΚΤΗΣΗΣ  ΣΥΓΚΕΚΡΙΜΕΝΗΣ 
ΑΕΡΟΤΟΜΗΣ  
 Για να µπορέσουµε να συγκρίνουµε την τεχνική Ελεύθερης Παραµόρφωσης 
µε την τεχνική µε βάση τις καµπύλες B-Spline (ή NURBS) ακολουθήθηκε η 
παρακάτω διαδικασία: 

1. Και για τις δύο τεχνικές χρησιµοποιείται ο ίδιος ή σχεδόν ο ίδιος αριθµός 
µεταβλητών σχεδίασης. 

2. Και για τις δύο τεχνικές το διάστηµα που παίρνουν τιµές οι µεταβλητές 
σχεδίασης είναι το ίδιο (ώστε να προκύψει το ίδιο µέγεθος του χώρου λύσεων) 
και ίσο µε 0.1. 

3. Τα βάρη των σηµείων ελέγχου και στις δύο τεχνικές είναι ίσα µε 1. 
4. Μεταβάλλονται µόνο οι y-συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου. 
5. Οι δύο τεχνικές συγκρίνονται µε βάση την ίδια αεροτοµή-στόχο. 
6. Η FFD δοκιµάζεται µε διαφορετικές αρχικές αεροτοµές (για τον ίδιο στόχο), 

ώστε να αξιολογηθεί η επίδραση της αρχικής αεροτοµής στην ακρίβεια 
υπολογισµού της αεροτοµής-στόχου. 

7. Η τεχνική B-Spline δεν απαιτεί αρχική αεροτοµή. 
8. Οι αεροτοµές που χρησιµοποιήθηκαν στα πειράµατα ήταν τετραψήφιες και 

πενταψήφιες αεροτοµές NACA.  
 

2.6 ΤΑ ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΤΗΣ ΣΥΓΚΡΙΣΗΣ ΤΩΝ 
∆ΥΟ ΜΕΘΟ∆ΩΝ.  
 Στο Σχήµα 2.12 απεικονίζονται τα συγκεντρωτικά αποτελέσµατα των 
αριθµητικών δοκιµών που διεξήχθησαν, χρησιµοποιώντας την τεχνική Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης και την τεχνική µε χρήση καµπυλών B-Spline. Η τεχνική Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης εφαρµόστηκε µε µια σειρά από διαφορετικές αρχικές αεροτοµές 
(Σχήµα 2.11) και διαφορετικές διαστάσεις του παραµετρικού πλέγµατος, για την 
ανάκτηση της τετραψήφιας αεροτοµής NACA 4412. Η αντικειµενική συνάρτηση που 
ελαχιστοποιείται από τον ∆.Ε. αλγόριθµο είναι η τιµή  του εµβαδού της διαφοράς 
ανάµεσα στην τρέχουσα αεροτοµή και την αεροτοµή-στόχο. Η τελική τιµή της 
παραπάνω αντικειµενικής συνάρτησης (µετά το πέρας της διαδικασίας 
βελτιστοποίησης) εκφράζει το µέτρο της ακρίβειας προσέγγισης. Ο αριθµός των 
γενιών στον ∆ιαφορικό Εξελικτικό αλγόριθµο ήταν τουλάχιστον ίσος µε 5000. 
 Όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.12, για την τεχνική Ελεύθερης Παραµόρφωσης 
και για την ίδια τοπολογία του παραµετρικού πλέγµατος (που αποτελείται από τα 
σηµεία ελέγχου) καθώς επίσης και ίδιο αριθµό σηµείων ελέγχου η ακρίβεια που 
επιτυγχάνεται εξαρτάται άµεσα από τον τύπο της αρχικής αεροτοµής. Επιπροσθέτως, 
όσο αυξάνει ο αριθµός των σηµείων ελέγχου τόσο µεγαλύτερη ακρίβεια 
επιτυγχάνεται. Για παράδειγµα, όταν χρησιµοποιούνται ως αρχικές αεροτοµές οι 
NACA 23015, NACA 24012, NACA 2412 και NACA 0012 (µε τα 2x7, 2x13, 2x25) 
παρατηρούµε ότι όσο αυξάνεται ο αριθµός των σηµείων ελέγχου τόσο αυξάνεται και 
η ακρίβεια (η ακρίβεια ποικίλει ανάλογα µε την αρχική αεροτοµή αλλά και οι 
τέσσερις αεροτοµές βελτιώνονται). Στα Σχήµατα 2.13, 2.14 και 2.15 παρουσιάζεται η 
ακρίβεια ανάµεσα στις δύο αεροτοµές (µε µπλε χρώµα είναι η αεροτοµή στόχος, 
δηλαδή η NACA 4412, και µε ροζ χρώµα είναι η τελική αεροτοµή που υπολογίστηκε 
µε τον ∆ιαφορικό Εξελικτικό αλγόριθµο). ∆εν συµβαίνει το ίδιο στην περίπτωση της 
NACA 0012 (µε τα 3x5, 3x9, 5x10), στην οποία όταν έχουµε 27 σηµεία ελέγχου 
επιτυγχάνεται καλύτερη ακρίβεια από την περίπτωση των 50 σηµείων ελέγχου 
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(Σχήµα 2.16). Στον Πίνακα 2.1 παρουσιάζονται αναλυτικά οι τιµές της ακρίβειας που 
επιτεύχθηκε, ανάλογα µε την αρχική αεροτοµή και τον αριθµό των σηµείων ελέγχου.  

Επίσης, µπορούµε να προσθέσουµε ότι ανάµεσα στα πλέγµατα ελέγχου, που 
αποτελούνται από 3x9 και 5x10 σηµεία ελέγχου, η βελτίωση της ακρίβειας είναι 
µικρή για όλες τις δοκιµές, σε σχέση µε τη βελτίωση που πετυχαίνουµε από 3x5 στα 
3x9 σηµεία ελέγχου.  Το συµπέρασµα αυτό φαίνεται όχι µόνο από το Σχήµα 2.12 
αλλά και από τον Πίνακα 2.1. Αυτό συµβαίνει διότι είναι µικρή η αύξηση των 
σηµείων ελέγχου στο παραµετρικό πλέγµα κατά τη διεύθυνση της χορδής της 
αεροτοµής (από 9 σε 10 σηµεία ελέγχου). 

Συνεχίζοντας και συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης µε την τεχνική των καµπυλών B-Spline (NURBS µε σταθερά βάρη), 
µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι για µικρό αριθµό σηµείων ελέγχου η τεχνική της 
Ελεύθερης Παραµόρφωσης  υπερτερεί των καµπυλών B-Spline. Το ίδιο δεν ισχύει 
όταν αυξάνεται ο αριθµός τους. Για παράδειγµα, όταν έχουµε 51 σηµεία ελέγχου, µε 
τη χρήση καµπυλών B-Spline επιτυγχάνεται καλύτερη ακρίβεια σε σχέση µε την 
τεχνική Ελεύθερης Παραµόρφωσης. Αυτό οφείλεται στον αυξηµένο αριθµό των 
σηµείων ελέγχου κατά µήκος της χορδής της αεροτοµής (Σχήµα 2.17). 

Επίσης, εάν συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα των καµπυλών B-Spline µε τα 51 
σηµεία ελέγχου µε τα αποτελέσµατα της τεχνικής της Ελεύθερης Παραµόρφωσης µε 
αρχική αεροτοµή την NACA 0012 (µε τα 2x25 σηµεία ελέγχου) παρατηρούµε ότι οι 
δύο µέθοδοι πετυχαίνουν σχεδόν την ίδια ακρίβεια. Αυτό συµβαίνει γιατί υπάρχει 
σχεδόν ο ίδιος αριθµός σηµείων ελέγχου στη διεύθυνση της χορδής. Να τονίσουµε 
ακόµη ότι ο όγκος που αποτελείται από 2x25 σηµεία ελέγχου παρέχει καλύτερη 
ακρίβεια σε σύγκριση µε τον όγκο που δηµιουργείται από τα 5x10 σηµεία ελέγχου 
για όλες τις υπόλοιπες αεροτοµές. 

Στη συνέχεια, πραγµατοποιήθηκαν πειράµατα για να διαπιστωθεί τι ακρίβεια 
θα προκύψει αν ξεκινήσουµε από την ίδια τετραψήφια αρχική αεροτοµή (την NACA 
0012) για να προσεγγίσουµε την αεροτοµή-στόχο (την NACA 4412) µε σχεδόν ίδια 
σηµεία ελέγχου αλλά µε διαφορετική τοπολογία παραµετρικού πλέγµατος. Στο Σχήµα 
2.18 παρουσιάζεται η αντίστοιχη γραφική παράσταση. Παρατηρούµε ότι πέρα από 
τον κανόνα ότι χρειαζόµαστε έναν ικανοποιητικό αριθµό σηµείων ελέγχου κατά 
µήκος της χορδής, διαπιστώνουµε ότι η αύξηση των σηµείων ελέγχου κάθετα στη 
διεύθυνση της χορδής έχει ως αποτέλεσµα καλύτερη ακρίβεια. Όµως το παραµετρικό 
πλέγµα µε τα 5x10 σηµεία ελέγχου δεν εµφανίζει ικανοποιητική ακρίβεια διότι δεν 
επαρκούν τα σηµεία ελέγχου κατά της διεύθυνση της χορδής. Αντιθέτως, 
συγκρίνοντας τα δύο παραµετρικά πλέγµατα των 2x25 και 3x17 σηµείων ελέγχου, 
διαπιστώνουµε ότι αυτό µε τα 3x17 σηµεία ελέγχου πετυχαίνει καλύτερη ακρίβεια.  

Συνοψίζοντας την µέχρι στιγµής ανάλυση, µπορούµε, µε βάση τις δοκιµές που 
πραγµατοποιήθηκαν, να εξάγουµε τον εξής εµπειρικό κανόνα. Για να µπορέσουµε να 
παραµορφώσουµε µια αρχική αεροτοµή και να προσεγγίσουµε την αεροτοµή-στόχο 
χρειαζόµαστε λιγότερα από 15 σηµεία ελέγχου κατά τη διεύθυνση της χορδής και 3 
σηµεία ελέγχου κατά την κάθετη διεύθυνση της χορδής. Η ακρίβεια που θα 
επιτευχθεί επηρεάζεται σηµαντικά από την επιλογή της αρχικής αεροτοµής. 
 Στα Σχήµατα 2.19, 2.20 και 2.21 απεικονίζεται το ιστορικό σύγκλισης του 
∆ιαφορικού Εξελικτικού αλγορίθµου, ανάλογα µε τον τύπο της αρχικής αεροτοµής. 
Για να υπάρχει κοινή βάση σύγκρισης, το ιστορικό σύγκλισης του αλγορίθµου 
απεικονίζεται για αεροτοµές οι οποίες περιγράφονται από τον ίδιο αριθµό σηµείων 
ελέγχου. 
 Από το Σχήµα 2.19 παρατηρούµε ότι στις 1000 πρώτες επαναλήψεις όλες οι 
αεροτοµές έχουν ολοκληρώσει τη διαδικασία σύγκλισης, µε εξαίρεση την 
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τετραψήφια αεροτοµή NACA 0012 µε τα 3x5 σηµεία ελέγχου. Ακόµη, η περίπτωση 
της αρχικής αεροτοµής NACA 2412 σηµειώνει την καλύτερη τιµή προσέγγισης. 
Χαρακτηριστικό είναι σε αυτή την περίπτωση το πόσο σηµαντικό ρόλο έχει η 
επιλογή της αρχικής αεροτοµής, µε την NACA 2412 να σηµειώνει πολύ 
ικανοποιητικές αποδόσεις είτε σε ταχύτητα είτε σε ακρίβεια µε τα 3x5 σηµεία 
ελέγχου.  

Στο Σχήµα 2.20, παρατηρούµε ότι ουσιαστικά µόνο η τετραψήφια αεροτοµή 
NACA 0012 µε τα 3x9 σηµεία ελέγχου παρουσιάζει πλήρη σύγκλιση, η οποία 
σηµειώνει και την καλύτερη ακρίβεια, ενώ οι υπόλοιπες δοκιµές του διαγράµµατος 
δεν έχουν συγκλίνει.    

Τέλος, στο Σχήµα 2.21 παρατηρούµε ότι στις 1000 πρώτες επαναλήψεις καµία 
από τις οι αεροτοµές δεν έχει ολοκληρώσει τη διαδικασία σύγκλισης. Μια πιο 
ξεκάθαρη εικόνα µπορούµε να έχουµε µετά τις 2000 επαναλήψεις, όπου σε γενικές 
γραµµές καταλήγουµε σε ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Να σηµειώσουµε ακόµη ότι 
η τετραψήφια αεροτοµή NACA 0012 µε τα 2x25 σηµεία ελέγχου µαζί µε την τεχνική 
των NURBS (B-Splines) έχουν πετύχει την καλύτερη τιµή, µε την πρώτη να 
συγκλίνει πιο γρήγορα στη βέλτιστη λύση αλλά µε τη δεύτερη να επιτυγχάνεται 
ελαφρώς καλύτερη ακρίβεια.  
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Σχήµα 2.11: Απεικόνιση των διαφορετικών αρχικών αεροτοµών και της αεροτοµής-στόχου.  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 

67

 

∆οκιµές Ανάκτησης της NACA 4412
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FFD [NACA2412: αρχικήl]  [3x5, 3x9, 5x10]

FFD [NACA23015: αρχικήl]  [3x5, 3x9, 5x10]

FFD [NACA24012: αρχικήl]  [3x5, 3x9, 5x10]

B-Splines [15, 27, 51 Control Points]

FFD [NACA0012:αρχική] [2x7, 2x13, 2x25]

Σχήµα 2.12: Αποτελέσµατα πειραµάτων για την  ανάκτηση της αεροτοµής NACA 4412 (αεροτοµή-στόχος).  
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Αρχική αεροτοµή 0012 µε 2x7 σηµεία ελέγχου
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Σχήµα 2.13: Αποτελέσµατα πειράµατος για την  ανάκτηση της αεροτοµής NACA 4412 (αεροτοµή-στόχος) µε 
αρχική αεροτοµή την NACA 0012 µε 2x7 σηµεία ελέγχου (FFD).  
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Αρχική αεροτοµή 0012 µε 2x13 σηµεία ελέγχου
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Σχήµα 2.14: Αποτελέσµατα πειραµάτων για την  ανάκτηση της αεροτοµής NACA 4412 (αεροτοµή-στόχος) µε 
αρχική αεροτοµή την NACA 0012 µε 2x13 σηµεία ελέγχου (FFD).  
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Αρχική αεροτοµή 0012 µε 2x25 σηµεία ελέγχου
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Σχήµα 2.15: Αποτελέσµατα πειραµάτων για την  ανάκτηση της αεροτοµής NACA 4412 (αεροτοµή-στόχος) µε 
αρχική αεροτοµή την NACA 0012 µε 2x25 σηµεία ελέγχου (FFD). 
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Αρχική αεροτοµή 0012 µε 3x9 σηµεία ελέγχου
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Σχήµα 2.16:  Αποτελέσµατα πειράµατος για την  ανάκτηση της αεροτοµής NACA 4412 (αεροτοµή-στόχος) µε αρχική 
αεροτοµή την NACA 0012 µε 3x9 σηµεία ελέγχου (FFD). 
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Αρχική Αεροτοµή Ακρίβεια µε          
15 σηµεία ελέγχου 

Ακρίβεια µε         
27 σηµεία ελέγχου 

Ακρίβεια µε          
50 σηµεία ελέγχου 

NACA 0012 1.823227E-04 4.787837E-05 7.864553E-05 

NACA 2412 1.192780E-04 1.039909E-04 9.743493E-05 

NACA 23015 4.056015E-04 1.843591E-04 8.555028E-05 

NACA 24012 2.959962E-04 1.299265E-04 1.183824E-04 

NURBS 1.034074E-03 1.841050E-04 6.306329E-05 

FFD 0012_2x 3.439722E-04 1.082693E-04 6.718047E-05 

Πίνακας 2.1: Αποτελέσµατα πειραµάτων για την  ανάκτηση της αεροτοµής NACA 4412 (αεροτοµή-
στόχος). 
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Αεροτοµή NURBS µε 51 σηµεία ελέγχου
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Σχήµα 2.17: Ανάκτηση της αεροτοµής NACA 4412 (αεροτοµή-στόχος) µε την τεχνική B-Spline, έχοντας 51 σηµεία 
ελέγχου.  
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FFD µε NACA0012 σαν αρχική αεροτοµή
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Σχήµα 2.18: Αποτελέσµατα σύγκλισης του αλγορίθµου για την ανάκτηση της αεροτοµής NACA 4412 
(αεροτοµή-στόχος) µε αρχική αεροτοµή την  NACA 0012 και διαφορετικές τοπολογίες πλεγµάτων.  
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Σχήµα 2.19: Αποτελέσµατα σύγκλισης του διαφορικού εξελικτικού αλγορίθµου για 15 σηµεία ελέγχου.  
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Σχήµα 2.20: Αποτελέσµατα σύγκλισης του διαφορικού εξελικτικού αλγορίθµου για 27 σηµεία ελέγχου. 
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Σχήµα 2.21: Αποτελέσµατα σύγκλισης του διαφορικού εξελικτικού αλγορίθµου για 50 σηµεία ελέγχου. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

3.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ  
Στο συγκεκριµένο κεφάλαιο πραγµατοποιείται πειραµατική σύγκριση της 

τεχνικής της Ελεύθερης Παραµόρφωσης και της κλασσικής αναπαράστασης µε 
καµπύλες B-Splines στο πρόβληµα της αντίστροφης σχεδίασης µιας αεροτοµής, όσον 
αφορά στην ακρίβεια προσέγγισης της διανοµής πίεσης της αεροτοµής-στόχου και µε 
αλγόριθµο βελτιστοποίησης έναν ∆ιαφορικό Εξελικτικό αλγόριθµο.  

Το πρόβληµα της αντίστροφης σχεδίασης µιας αεροτοµής ορίζεται ως ο 
υπολογισµός της γεωµετρίας της αεροτοµής ώστε να παράγεται δεδοµένη διανοµή 
πίεσης (ή εναλλακτικά ταχύτητας) πάνω στην αεροτοµή, για συγκεκριµένες συνθήκες 
ροής (αριθµός Mach, αριθµός Reynolds, γωνία προσβολής). 

Σκοπός µας είναι να σχεδιάσουµε µια αεροτοµή που να ικανοποιεί 
συγκεκριµένες απαιτήσεις από την πλευρά της αεροδυναµικής συµπεριφοράς. Ενώ 
στο κεφάλαιο 2 στόχος ήταν να προσεγγιστεί απλώς η γεωµετρία δεδοµένης 
αεροτοµής, εδώ ο στόχος είναι να προσεγγιστεί δεδοµένη διανοµή πίεσης, µέσω της 
δοκιµής διαφορετικών αεροτοµών. Το αντικείµενο της εργασίας, που περιγράφεται 
στο παρόν κεφάλαιο, είναι η συγκριτική δοκιµή των δύο µεθόδων (FFD και κλασσική 
παραµετροποίηση µε καµπύλη B-Spline), όσον αφορά την απόδοσή τους στο 
πρόβληµα της αντίστροφης σχεδίασης αεροτοµής. Η απόδοση  µετράται σε σχέση µε 
την ακρίβεια προσέγγισης της διανοµής πίεσης της αεροτοµής-στόχου. Μέτρο της 
ακρίβειας είναι το εµβαδόν της διαφοράς µεταξύ της επιθυµητής διανοµής πίεσης και 
της τρέχουσας. Και εδώ χρησιµοποιείται ο ίδιος ∆ιαφορικός Εξελικτικός αλγόριθµος 
για την επίλυση του προβλήµατος ελαχιστοποίησης. 

Για τη γεωµετρική µοντελοποίηση των αεροτοµών χρησιµοποιήθηκαν τα 
λογισµικά που αναλύθηκαν στο κεφάλαιο 2. Ο υπολογισµός της διανοµής πίεσης 
γύρω από την αεροτοµή πραγµατοποιείται µε τη χρήση του λογισµικού XFOIL 
[Drela, 1989]. Στο Σχήµα 3.1 απεικονίζεται η επαναληπτική διαδικασία για τη 
αντίστροφη σχεδίαση µιας αεροτοµής. 

Το πρόβληµα της αντίστροφης σχεδίασης αεροτοµής επιλύεται µε διάφορες 
µεθόδους. Η συγκεκριµένη, που ακολουθείται στην παρούσα εργασία, είναι 
επαναληπτική και στηρίζεται ουσιαστικά στις διαδοχικές δοκιµές διαφορετικών 
υποψήφιων αεροτοµών. Οι δοκιµές αυτές κατευθύνονται από το λογισµικό 
βελτιστοποίησης (στην περίπτωσή µας τον ∆ιαφορικό Εξελικτικό αλγόριθµο). 

Κάθε υποψήφια λύση κωδικοποιείται στη µορφή χρωµοσώµατος, όπως 
αναλύθηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο. Για την µέθοδο FFD, το χρωµόσωµα 
περιλαµβάνει τις y-συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου του παραµετρικού 
πλέγµατος. Για την µέθοδο της καµπύλης B-Spline το χρωµόσωµα περιλαµβάνει τις 
y-συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου της καµπύλης. 

Η διαδικασία αξιολόγησης µίας υποψήφιας λύσης ξεκινάει µε την µετατροπή 
του χρωµοσώµατος σε συντεταγµένες της αεροτοµής. Στη συνέχεια (µε τη χρήση του 
λογισµικού XFOIL, υπολογίζεται η διανοµή πίεσης γύρω από την αεροτοµή (για τις 
συγκεκριµένες συνθήκες ροής του προβλήµατος). Αυτή η διανοµή πίεσης 
συγκρίνεται µε την διανοµή πίεσης της αεροτοµής-στόχου και υπολογίζεται το 
εµβαδόν της διαφοράς των δύο καµπυλών. Όσο µειώνεται η διαφορά αυτή τόσο θα 
πρέπει να προσεγγίζει η τρέχουσα αεροτοµή την αεροτοµή-στόχο (από την οποία 
προήλθε η διανοµή πίεσης αναφοράς). Κατά τη διάρκεια της συνολικής διαδικασίας 
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δεν είναι γνωστή η αεροτοµή – στόχος, αλλά µόνο η διανοµή πίεσης που αυτή 
προκαλεί. Η διανοµή πίεσης είναι αυτή που χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό της 
αντικειµενικής συνάρτησης. Μόνο µετά το πέρας της διαδικασίας αξιολογείται η 
απόδοση της µεθόδου τόσο µε σύγκριση των αντίστοιχων διανοµών πιέσεων 
(πρωτίστως), αλλά και µε σύγκριση των αντίστοιχων αεροτοµών (που τις 
προκαλούν). 

 

3.2 ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΤΕΧΝΙΚΗΣ ΕΛΕΥΘΕΡΗΣ 
ΠΑΡΑΜΟΡΦΩΣΗΣ (FFD)  

Η διαδικασία που ακολουθείται είναι παρόµοια µε αυτή του 2ου κεφαλαίου, µε 
τη διαφορά ότι επιπλέον επιλύεται η ροή και συγκρίνονται οι διαφορές στη διανοµή 
πίεσης και όχι οι διαφορές των αεροτοµών για τον υπολογισµό της αντικειµενικής 
συνάρτησης. 
 Αναλυτικότερα η διαδικασία ξεκινάει µε την επιλογή µιας αεροτοµής 
(αεροτοµή-στόχος) της οποίας η διανοµή πίεσης θα χρησιµοποιηθεί ως πίεση 
αναφοράς. Για την αεροτοµή αυτή υπολογίζεται η διανοµή πίεσης για δεδοµένες 
συνθήκες ροής (αριθµός Mach, γωνία πρόσπτωσης, αριθµός Reynolds). Η διανοµή 
αυτή τίθεται ως στόχος στη διαδικασία της αντίστροφης σχεδίασης. 

Στη συνέχεια επιλέγεται µία τυχαία αεροτοµή, η οποία θα χρησιµοποιηθεί ως 
αρχική για την προσέγγιση του στόχου. Όσο πιο κοντά βρίσκεται στην αεροτοµή – 
στόχο, τόσο πιο εύκολη θα είναι η διαδικασία αντίστροφης σχεδίασης. 

Χρησιµοποιείται το λογισµικό steps1_3.exe, που αναλύθηκε στο κεφάλαιο 2 
και εκτελούνται οι ακόλουθες λειτουργίες: 

 
1. ∆ιαβάζονται οι συντεταγµένες των σηµείων στην επιφάνεια της αρχικής 
αεροτοµής. 
2. ∆ηµιουργείται αυτόµατα ένα παραµετρικό πλέγµα γύρω από την αεροτοµή, µε 
βάση συγκεκριµένες παραµέτρους που δίνει ο χρήστης (αριθµός κόµβων στις δύο 
διευθύνσεις, βαθµοί βασικών συναρτήσεων κ.α.) 

 

Σχήµα 3.1:  Η επαναληπτική διαδικασία αντίστροφης σχεδίασης αεροτοµής.  
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3. Υπολογίζονται οι παραµετρικές συντεταγµένες της αρχικής αεροτοµής µε τη χρήση 
της µεθόδου QuadTree και αποθηκεύονται σε ένα αρχείο κειµένου µε όνοµα 
uv_coords.txt (η ακρίβεια που χρησιµοποιείται σε όλες τις δοκιµές είναι 10-11).  
 

Το συγκεκριµένο πρόγραµµα εκτελείται µια µόνο φορά. Στο Σχήµα 3.2 
παρουσιάζεται το διάγραµµα ροής για το λογισµικό steps1_3.exe. 

Στη συνέχεια καθορίζονται τα όρια µέσα στα οποία θα παίρνουν τιµές οι 
µεταβλητές σχεδίασης (ίδια για όλες τις µεταβλητές σχεδίασης). Υπενθυµίζεται ότι 
ως µεταβλητές σχεδίασης στην τεχνική της ελεύθερης σχεδίασης χρησιµοποιούνται οι 
y-συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου του παραµετρικού πλέγµατος. 
 Εκκινεί ο ∆ιαφορικός Εξελικτικός αλγόριθµος, ο οποίος παράγει σε κάθε 
γενιά υποψήφιες λύσεις (χρωµοσώµατα). Κάθε υποψήφια λύση µεταφράζεται σε 
αεροτοµή, χρησιµοποιώντας το λογισµικό prexfoil.exe, που είναι παρόµοιο σε δοµή 
µε το λογισµικό steps4.exe, που αναλύθηκε στο 2ο κεφάλαιο. Το λογισµικό εκτελεί 
τις ακόλουθες λειτουργίες:  
 
1. ∆ιαβάζει τις νέες συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου του πλέγµατος 
παραµετροποίησης (από το αρχείο chromosome.txt του DE). 
2. Υπολογίζει τις νέες Καρτεσιανές συντεταγµένες των σηµείων της αεροτοµής. 
3. Τις εξάγει σε συγκεκριµένη µορφή κατάλληλη για το λογισµικό XFOIL. 

 
Το λογισµικό prexfoil.exe χρειάζεται τα εξής δεδοµένα εισόδου:  

1. Το αρχείο κειµένου uv_coords.txt µε τις παραµετρικές συντεταγµένες της αρχικής 
αεροτοµής. 
2. Το αρχείο cp2.txt, που περιέχει τις αρχικές συντεταγµένες των νέων σηµείων 
ελέγχου του παραµετρικού πλέγµατος. 
3.  Το αρχείο chromosome.txt που περιέχει τις νέες y-συντεταγµένες των σηµείων 
ελέγχου. 
Τα δύο πρώτα αρχεία έχουν προέλθει από το λογισµικό steps1_3.exe. Στην παρούσα 
εφαρµογή το παραµετρικό πλέγµα παραµορφώνεται µόνο κατά την y-διεύθυνση. 

Κατόπιν καλείται το λογισµικό XFOIL [Drela, 1989], το οποίο υπολογίζει τη 
διανοµή πίεσης µιας αεροτοµής από ένα αρχείο κειµένου µε όνοµα airfoil.txt (το 
οποίο έχει προέλθει από το prexfoil.exe). Πρόκειται για ένα πρόγραµµα που 
χρησιµοποιεί το διζωνικό µοντέλο δυναµικής ροής (potential flow) µε χρήση της 
µεθόδου των ιδιόµορφων σηµείων (Panel method) σε συνδυασµό µε τον υπολογισµό 
µονοδιάστατου οριακού στρώµατος. Το συγκεκριµένο λογισµικό έχει κατασκευασθεί 
στη γλώσσα προγραµµατισµού Fortran 77 από τον καθηγητή Mark Drela [Drela, 
1989], ενώ η χρήση του είναι αρκετά διαδεδοµένη διεθνώς. 

Εν συνεχεία, καλείται το λογισµικό genfit.exe, που αναπτύχθηκε στα πλαίσια 
της εργασίας και υπολογίζει τη διαφορά ανάµεσα στο διάγραµµα πίεσης της 
τρέχουσας αεροτοµής και του διαγράµµατος πίεσης της αεροτοµής-στόχου. 
Συγκεκριµένα, υπολογίζει το εµβαδόν ανάµεσα στα δύο διαγράµµατα πίεσης και την 
τιµή την αποθηκεύει στο αρχείο κειµένου µε όνοµα fitness.txt. Αρχικά το λογισµικό 
ελέγχθηκε για την περίπτωση δύο ταυτόσηµων διανοµών, όπου και έδωσε ως 
αποτέλεσµα 0 (όπως θα έπρεπε). Η ακρίβεια υπολογισµού εξαρτάται από τον αριθµό 
των σηµείων που περιγράφουν κάθε διανοµή πίεσης (αφού η διαφορά των καµπυλών 
υπολογίζεται χρησιµοποιώντας γραµµικές παρεµβολές, ενώ το αντίστοιχο εµβαδόν 
υπολογίζεται µε τον κανόνα του τραπεζίου). Το σφάλµα κρατήθηκε στα ίδια επίπεδα 
για όλους τους υπολογισµούς µε χρησιµοποίηση συγκεκριµένου αριθµού σηµείων 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

81

πάνω στην αεροτοµή για τον υπολογισµό της διανοµής πίεσης (για όλες τις 
περιπτώσεις που εξετάστηκαν). 

Στο Σχήµα 3.1 απεικονίζεται η επαναληπτική διαδικασία για τη αντίστροφη 
σχεδίαση µιας αεροτοµής. Στο Σχήµα 3.3 παρουσιάζεται το διάγραµµα ροής των 
παραπάνω λογισµικών. 

 

 

 

Σχήµα 3.2: ∆ιάγραµµα ροής του λογισµικού steps1_3.exe.  
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Η µοντελοποίηση της αεροτοµής έγινε µε βάση τα συµπεράσµατα του 2ου 

κεφαλαίου. Αναλυτικότερα, εξετάσαµε τα προβλήµατα αντίστροφης σχεδίασης µε 
παραµετρικό πλέγµα διαστάσεων 3x5, 3x6, 3x7, 3x9 και 3x12. Η πρώτη διάσταση 
αναφέρεται στο πλήθος των σηµείων ελέγχου στη διεύθυνση κάθετα της χορδής. Με 
βάση τα αποτελέσµατα των πειραµάτων του 2ου κεφαλαίου φάνηκε ότι για την 
επίτευξη καλύτερης ακρίβειας προσέγγισης µε την µέθοδο της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης, τα τρία επίπεδα στον άξονα y αποτελούν τη καλύτερη διάταξη για 

 

Σχήµα 3.3.: ∆ιάγραµµα ροής για την ανάκτηση αεροτοµής µε την τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης.  
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το παραµετρικό πλέγµα (Σχήµα 3.4).  Γενικεύοντας την παραπάνω παρατήρηση για 
το πρόβληµα της αντίστροφης σχεδίασης αεροτοµής, αποφασίστηκε να 
χρησιµοποιηθεί η συγκεκριµένη τοπολογία πλέγµατος µε 3 σηµεία στην κάθετη 
διεύθυνση και διαφορετικό κάθε φορά αριθµό σηµείων στην διεύθυνση της χορδής 
της αεροτοµής. 

 
 Στη συνέχεια, προσπαθήσαµε να ανακτήσουµε την αεροτοµή-στόχο µε τα 15 
σηµεία ελέγχου να είναι ελεύθερα να µετακινούνται κατά τον άξονα y και σταθερά 
κατά τον άξονα x. Κατά τη διάρκεια των πειραµάτων διαπιστώθηκε ότι ο αλγόριθµος 
συνέκλινε σε αεροτοµή διαφορετική από την αεροτοµή στόχο, παρά το γεγονός ότι η 
υπολογιζόµενη διανοµή πίεσης ήταν ίδια µε την πίεση αναφοράς. Αιτία του 
προβλήµατος είναι η ελευθερία στη µεταβολή της γωνίας πρόσπτωσης της 
αεροτοµής. Η ίδια διανοµή πίεσης µπορεί να επιτευχθεί από άπειρες διαφορετικές 
αεροτοµές, οι οποίες έχουν διαφορετική γωνία πρόσπτωσης. Έτσι, στη συγκεκριµένη 
περίπτωση, επιτρέποντας σε όλα τα σηµεία ελέγχου να κινούνται, αλλάζει ελεύθερα η 
γωνία πρόσπτωσης της αεροτοµής και µπορεί να επιτευχθεί η επιθυµητή διανοµή 
πίεσης χωρίς να ταυτίζονται οι δύο αεροτοµές. Αυτό όµως δεν είναι σωστό γιατί οι 
συνθήκες ροής στις δύο περιπτώσεις δεν ταυτίζονται (αφού άλλαξε η γωνία 
πρόσπτωσης της αεροτοµής), οπότε οι αεροτοµές παύουν να είναι συγκρίσιµες. 

Για να αντιµετωπιστεί το πρόβληµα αποφασίστηκε τα 3 δεξιότερα σηµεία 
ελέγχου του παραµετρικού πλέγµατος να σταθεροποιηθούν, ώστε να µην λαµβάνουν 
µέρος στη διαδικασία βελτιστοποίησης. Επιπρόσθετα, η µεσαία σειρά των σηµείων 
ελέγχου τοποθετείται υποχρεωτικά κατά µήκος της χορδής της αρχικής αεροτοµής, 
ώστε η ακµή εκφυγής της αεροτοµής να ταυτίζεται µε ένα σηµείο ελέγχου του 
παραµετρικού πλέγµατος. Με τα µέτρα αυτά, η ακµή φυγής της αεροτοµής (για τις 
κλειστές αεροτοµές που εξετάστηκαν) ταυτίζεται µε ακίνητο σηµείο ελέγχου, οπότε 
δεν αλλάζει θέση και αποφεύγεται το προηγούµενο πρόβληµα. 

Για να υπάρχει όµοιο µέτρο σύγκρισης, για την περίπτωση της µεθόδου µε 
χρήση καµπυλών B-Spline, τα σηµεία ελέγχου στην ακµή εκφυγής της αεροτοµής 
κρατήθηκαν σταθερά. 

Στο Σχήµα 3.5 παρουσιάζονται µε κόκκινο χρώµα τα σηµεία ελέγχου που 
πρέπει να είναι σταθερά κατά τη διάρκεια της βελτιστοποίησης και µε µπλε τα σηµεία 
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Σχήµα 3.4:  Η αρχική αεροτοµή µε τρία επίπεδα από σηµεία ελέγχου στον άξονα y και 5 σηµεία ελέγχου 

σε κάθε επίπεδο.  
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ελέγχου που είναι ελεύθερα να µετακινούνται µόνο κατά τον άξονα y. Στο Σχήµα 3.6 
παρουσιάζεται η τελική αεροτοµή (µετά το πέρας της διαδικασίας αντίστροφης 
σχεδίασης), µαζί µε τις νέες θέσεις των σηµείων ελέγχου του παραµετρικού 
πλέγµατος. Να προσθέσουµε ότι ελέγχθηκε και η τακτική να παγώσουµε όχι µόνο το 
επίπεδο µε τα σηµεία ελέγχου που διέρχεται από την τοµή της χορδής µε το χείλος 
εκφυγής αλλά και το επίπεδο µε τα σηµεία ελέγχου που διέρχεται από την τοµή της 
χορδής µε το χείλος προσφυγής. Σε αυτήν την περίπτωση ο αλγόριθµος δε είχε καλή 
σύγκλιση και η ιδέα αυτή απορρίφθηκε. Το γεγονός της λήψης της συγκεκριµένης 
απόφασης µε βάση το λογισµικό βελτιστοποίησης (ποιότητα σύγκλισης) βασίζεται 
στο ότι το συγκεκριµένο λογισµικό λήφθηκε ως κοινό µέτρο σύγκρισης των δύο 
µεθόδων, ενώ τα συνολικά συµπεράσµατα, αναφορικά µε τις δύο µεθόδους 
γεωµετρικής παραµετροποίησης, αναφέρονται στο συγκεκριµένο λογισµικό 
βελτιστοποίησης. 
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Σχήµα 3.5:  Η αρχική αεροτοµή µε το αντίστοιχο παραµετρικό πλέγµα. Με µπλε χρώµα παρουσιάζονται τα 
σηµεία ελέγχου που είναι ελεύθερα να µετακινούνται µόνο κατά τον άξονα y και µε κόκκινο χρώµα τα 

σηµεία ελέγχου που διατηρούνται σταθερά κατά τη διάρκεια της βελτιστοποίησης.     
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Σχήµα 3.6: Η τελική αεροτοµή, µετά το πέρας της διαδικασίας αντίστροφης σχεδίασης και οι νέες θέσεις 
των σηµείων ελέγχου του παραµετρικού πλέγµατος.     
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3.3 ΥΛΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΚΛΑΣΣΙΚΗΣ ΤΕΧΝΙΚΗΣ ΤΩΝ ΚΑΜΠΥΛΩΝ 
B-Spline (ή αντίστοιχα των NURBS).  

Σε αυτήν την παράγραφο θα παρουσιαστεί η κλασσική τεχνική παραµετρικής 
περιγραφής µε χρήση των καµπυλών B-Spline (ή αντίστοιχα των NURBS). Σύµφωνα 
µε την τεχνική αυτή, η αεροτοµή περιγράφεται από µία ανοικτή καµπύλη B-Spline. Η 
καµπύλη µπορεί να είναι NURBS, µε τη µόνη διαφορά ότι στην τελευταία περίπτωση 
µεταβάλλονται και τα βάρη των σηµείων ελέγχου της. Η διαδικασία είναι αντίστοιχη 
µε αυτή που ακολουθήθηκε στο κεφάλαιο 2. 

Η παραµετροποίηση µιας αεροτοµής βασίζεται σε µια καµπύλη NURBS 
τρίτου βαθµού µε 2Ν+1 σηµεία ελέγχου (όπου Ν είναι ο αριθµός των σηµείων 
ελέγχου σε κάθε πλευρά της αεροτοµής). Το αρχικό και τελικό σηµείο ελέγχου 
τοποθετείται στο χείλος εκφυγής (trailing edge) της αεροτοµής και συγκεκριµένα στο  
x = 1. Όλα τα σηµεία ελέγχου έχουν σταθερές x-συντεταγµένες και είναι οµοιόµορφα 
διατεταγµένα στον x-άξονα. Οι y-συντεταγµένες τους είναι οι µεταβλητές σχεδίασης 
της αεροτοµής. Σε αντίθεση µε το κεφάλαιο 2, όπου τα σηµεία ελέγχου στην ακµή 
εκφυγής µπορούσαν να κινούνται, εδώ τα σηµεία αυτά είναι ακίνητα στη θέση (1,0) 
και δεν λαµβάνουν µέρος στη διαδικασία βελτιστοποίησης. Ο λόγος για την 
παραπάνω απόφαση είναι ότι µε ελεύθερη τη µετακίνηση της ακµής εκφυγής 
παράγονται αεροτοµές µε άλλη γωνία προσβολής από την προκαθορισµένη, οι οποίες 
µπορούν να ικανοποιούν την διανοµή πίεσης αναφοράς, χωρίς όµως να ταυτίζονται 
µε την αεροτοµή-στόχο. Η σύγκρισή τους όµως δεν είναι ορθή, αφού αναφέρονται σε 
διαφορετικές συνθήκες ροής (διαφορετική γωνία προσβολής).  

Τρία σηµεία ελέγχου έχουν την x-συντεταγµένη ίση µε 0. Με αυτόν τον 
τρόπο, η αεροτοµή που θα προκύψει είναι αναγκασµένη να έχει χείλος προσβολής  
πάνω στον άξονα y, δηλαδή η χορδή να ξεκινάει από το σηµείο x=0 και να καταλήγει 
στο σηµείο x=1, όπως είναι το ορθό. Σε περίπτωση που δεν γινόταν η εισαγωγή του 
ενδιάµεσου (τρίτου) σηµείου µε συντεταγµένη x=0 οι αεροτοµές που θα προέκυπταν 
δεν θα είχαν την ίδια αρχή στη χορδή τους και δεν θα ήταν συγκρίσιµες µεταξύ τους. 

Έτσι υπάρχουν 2Ν-1 µεταβλητές σχεδίασης εάν τροποποιούνται µόνο οι y-
συντεταγµένες και 2.(2Ν-1) µεταβλητές σχεδίασης εάν τροποποιούνται και τα βάρη 
των σηµείων ελέγχου (για την περίπτωση των NURBS). Τα σηµεία ελέγχου 
µετακινούνται κατά την κάθετη διεύθυνση µέσα σε συγκεκριµένα όρια, που 
προκαθορίζονται από τον χρήστη.  

Η διαδικασία µορφοποίησης της αεροτοµής υλοποιείται από το λογισµικό 
prexfoil.exe. Το λογισµικό διαβάζει τις y-συντεταγµένες των σηµείων ελέγχου από το 
αρχείο chromosome.txt (µαζί µε τα αντίστοιχα βάρη που είναι ίσα µε 1 για την 
περίπτωση των B-Spline). Στη συνέχεια υπολογίζει τις συντεταγµένες της αεροτοµής 
και τις αποθηκεύει στο αρχείο κειµένου airfoil.txt.  

Κατόπιν, καλείται το λογισµικό XFOIL [Drela, 1989], το οποίο υπολογίζει τη 
διανοµή πίεσης µε βάση το αρχείο κειµένου airfoil.txt.  

Εν συνεχεία, καλείται το λογισµικό genfit.exe, που υπολογίζει τη διαφορά 
ανάµεσα στο διάγραµµα πίεσης της τρέχουσας αεροτοµής και του διαγράµµατος 
πίεσης της αεροτοµής-στόχου.  
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Σχήµα 3.7: ∆ιάγραµµα ροής για την ανάκτηση συγκεκριµένης  αεροτοµής χρησιµοποιώντας την τεχνική των 
καµπυλών NURBS και το λογισµικό βελτιστοποίηση DE.exe. 
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3.4 ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΗΣ ∆ΙΑΝΟΜΗΣ ΠΙΕΣΗΣ ΤΗΣ ΑΕΡΟΤΟΜΗΣ (Cp).  
Όταν ένα ρεύµα περιρρέει µια αεροτοµή υπάρχουν τοπικές µεταβολές στην 

ταχύτητα γύρω από αυτήν και κατά συνέπεια µεταβολές της στατικής πίεσης. Η 
διανοµή της πίεσης καθορίζει την άνωση, την αντίσταση και την ροπή προνεύσεως 
καθώς και τη θέση του κέντρου πίεσης. Η κατανοµή αυτή της πίεσης εκφράζεται µε 
τον συντελεστή πίεσης Cp, ο οποίος εκφράζει την αδιάστατη πίεση (δηλαδή την πίεση 
διαιρεµένη µε συντελεστή αδιαστατοποίησης, ο οποίος ισούται µε την κινητική 
ενέργεια του αδιατάρακτου ρεύµατος αέρα αρκετά µακριά από την αεροτοµή). Τον 
συντελεστή πίεσης της αεροτοµής-στόχο και της τρέχουσας αεροτοµής υπολογίζει το 
πρόγραµµα XFOIL ([Drela, 1989]) και στη συνέχεια ο διαφορικός εξελικτικός 
αλγόριθµος ελαχιστοποιεί τη διαφορά των δύο εµβαδών. Το συγκεκριµένο λογισµικό 
έχει κατασκευασθεί στη γλώσσα προγραµµατισµού Fortran 77 από τον καθηγητή 
Mark Drela.  

Στο Σχήµα 3.8 απεικονίζεται το διάγραµµα πίεσης της συµµετρικής 
αεροτοµής hm50t. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα η διανοµή πίεσης στο πάνω µέρος 
της αεροτοµής  και στο κάτω µέρος της αεροτοµής ταυτίζονται διότι η αεροτοµή είναι 
συµµετρική.  

 

 

3.5 ΚΑΘΟΡΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΠΑΡΑΜΕΤΡΩΝ.  
 Για να µπορέσουµε να συγκρίνουµε την τεχνική Ελεύθερης Παραµόρφωσης 
µε την τεχνική µε βάση τις καµπύλες B-Spline διεξάγουµε πειράµατα αντίστροφης 
σχεδίασης µιας αεροτοµής. Όπως ήδη έχει αναφερθεί, ο σχεδιασµός µιας 
πραγµατικής αεροτοµής αρχίζει µε τον καθορισµό των επιθυµητών ή απαραίτητων 
χαρακτηριστικών, όπως είναι η γωνία πρόσπτωσης, ο αριθµός Reynolds και ο 
αριθµός Mach. Όλες οι δοκιµές που έχουν υλοποιηθεί έχουν τα ίδια αριθµητικά 
δεδοµένα ροής. Συγκεκριµένα, έχει ορισθεί η γωνία πρόσπτωσης ίση µε µηδέν, ο 
αριθµός Reynolds ίσος µε 106 και ο αριθµός Mach ίσος µε 0.5. Οι τιµές αυτές 

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

∆ιάγραµµα πίεσης της συµµετρικής αεροτοµής hm50t

Σχήµα 3.8:  Η διανοµή πίεσης γύρω από την αεροτοµή hm50t. 
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εισάγονται στο λογισµικό XFOIL που υπολογίζει τη διανοµή πίεσης γύρω από µια 
αεροτοµή µέσω κατάλληλου αρχείου εισόδου.  
 Για να µπορέσουµε να έχουµε τον ίδιο χώρο έρευνας για τις δύο µεθόδους, 
οι αποστάσεις µεταξύ των πάνω και κάτω ορίων για όλες τις µεταβλητές σχεδίασης 
διατηρούνται ίδιες και για τις δύο µεθόδους. Ακόµη, να επισηµάνουµε ότι για τις 
δοκιµές που διεξήχθησαν, τα βάρη των σηµείων ελέγχου είχαν σταθερή τιµή και ίση 
µε ένα (w = 1) και µόνο οι συντεταγµένες y των σηµείων ελέγχου είχαν την 
δυνατότητα να µετακινούνται σε προκαθορισµένα όρια. Φυσικά, οι συγκρίσεις που 
έγιναν ανάµεσα στις δύο µεθόδους υλοποιήθηκαν µε τον ίδιο (ή σχεδόν ίδιο) αριθµό 
µεταβλητών σχεδίασης.  
 Τέλος, οι αεροτοµές που χρησιµοποιήθηκαν στα πειράµατα ήταν οι 
hm10011m (HM10011 F-Leistungsprofil erstellt 01.2001), hm50t (HM50T dieser 
Strak eignet sich besonders für Hortenmodelle) και η hm50 (HM50  dieser Strak 
eignet sich besonders für Hortenmodelle). Η τελευταία χρησιµοποιήθηκε ως 
αεροτοµή στόχος, ενώ οι άλλες ως αρχικές αεροτοµές για τη µέθοδο FFD. Να 
αναφέρουµε ότι οι συγκεκριµένες αεροτοµές προήλθαν από τη βάση δεδοµένων του 
λογισµικού Deadalus [Αµοιραλής, 2004].  
 

3.6 ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΤΗΣ ΣΥΓΚΡΙΣΗΣ ΤΩΝ ∆ΥΟ 
ΜΕΘΟ∆ΩΝ.  

Στο Σχήµα 3.9 απεικονίζονται τα συγκεντρωτικά αποτελέσµατα των 
αριθµητικών δοκιµών που διεξήχθησαν χρησιµοποιώντας την τεχνική Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης και την τεχνική των καµπυλών B-Spline. Στόχος και στις δύο 
µεθόδους είναι να κατασκευασθεί η αεροτοµή-στόχος που είναι η hm50t. Να 
αναφέρουµε ότι για την τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης η αρχική αεροτοµή 
που ξεκινούσε η βελτιστοποίηση σε όλα τα πειράµατα ήταν η hm10011m, ώστε να 
υπάρχει κοινό µέτρο σύγκρισης (η οποία αεροτοµή επιλέχτηκε τυχαία). Επίσης, να 
επισηµάνουµε ότι οι τοπολογίες των πλεγµάτων µε τα σηµεία ελέγχου και στις δύο 
µεθόδους δηµιουργήθηκαν µε βάση τα συµπεράσµατα των δοκιµών του δεύτερου 
κεφαλαίου. Στους πίνακες 3.1 και 3.2 παρουσιάζονται αναλυτικά οι αντίστοιχες τιµές, 
ανάλογα µε τον αριθµό των σηµείων ελέγχου και για τις δύο µεθόδους.   

Η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης υλοποιήθηκε µε τα σηµεία ελέγχου 
να κυµαίνονται σε ένα εύρος διαστήµατος ίσο µε 0.1. Η ίδια τακτική ακολουθήθηκε 
και για την τεχνική των καµπυλών B-Spline. Σύµφωνα όµως µε τις δοκιµές, το εύρος 
διαστήµατος µε τιµή 0.1 αποδείχθηκε υπερβολικό για την τεχνική των καµπυλών B-
Spline. Από το Σχήµα 3.9 φαίνεται ότι όσο αυξάνει ο αριθµός των σηµείων ελέγχου 
για την καµπύλη B-Spline τόσο µικρότερη ακρίβεια επιτυγχάνεται, ενώ θα έπρεπε να 
συµβαίνει ακριβώς το αντίθετο. Αιτία είναι ο µεγάλος χώρος έρευνας. Γι’ αυτό το 
λόγο, σε δεύτερη σειρά πειραµάτων µειώσαµε το εύρος των διαστηµάτων των 
σηµείων ελέγχου από την τιµή του 0.1 σε 0.04, επαναλαµβάνοντας τις δοκιµές 
(αντίστοιχη µείωση πραγµατοποιήθηκε και για τη µέθοδο της Ελεύθερης 
παραµόρφωσης, ώστε να υπάρχει αντιστοιχία στη σύγκριση των αποτελεσµάτων). Τα 
αποτελέσµατα της σύγκρισης για την µέθοδο µε καµπύλες B-Spline και τις δύο 
διαφορετικές τιµές του εύρους των σηµείων ελέγχου δίδονται στο Σχήµα 3.9 και στον 
Πίνακα 3.2. 
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FFD Ακρίβεια µε όρια 0.1 

15 σηµεία ελέγχου 8.1688649066018E-03 

18 σηµεία ελέγχου 8.3528613742668E-03 

21 σηµεία ελέγχου 9.5363900418121E-03 

27 σηµεία ελέγχου 7.2284077686352E-03 

36 σηµεία ελέγχου 4.0183449602222E-01 

Πίνακας 3.1: Αποτελέσµατα πειραµάτων για την  ανάκτηση της αεροτοµής-στόχο  µε τη µέθοδο της 
Ελεύθερης Παραµόρφωσης. 

 
B-Spline Ακρίβεια µε όρια 0.1 Ακρίβεια µε όρια 0.04 

15 σηµεία ελέγχου 4.1919581657330E-02 4.1777325257741E-02 

19 σηµεία ελέγχου 5.9948811385742E-02 3.3451171647588E-02 

23 σηµεία ελέγχου 6.3373783211824E-02 2.5251904863208E-02 

27 σηµεία ελέγχου 2.6050447978324E-01 2.7349352010981E-02 

36 σηµεία ελέγχου 2.6093834922062E-01 3.7909568199346E-02 

Πίνακας 3.2: Αποτελέσµατα πειραµάτων για την ανάκτηση της αεροτοµής-στόχο  µε τη µέθοδο των 
καµπυλών B-Spline. 
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Σχήµα 3.9: Αποτελέσµατα πειραµάτων για την ανάκτηση της αεροτοµής hm50t (αεροτοµή-στόχος).  



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

91

 Στο Σχήµα 3.9 παρατηρούµε ότι η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης 
(FFD) πετυχαίνει αρκετά καλύτερη ακρίβεια σε σύγκριση µε την τεχνική των B-
Spline για οποιοδήποτε αριθµό σηµείων (µε εξαίρεση τα 36 σηµεία ελέγχου). Το 
παραπάνω αποτέλεσµα ίσως οφείλεται στο γεγονός ότι στη µέθοδο της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης τα σηµεία της αεροτοµής (όντας στο εσωτερικό του παραµετρικού 
πλέγµατος) µετακινούνται πολύ λιγότερο από ότι τα σηµεία του πλέγµατος 
(σαρώνοντας έτσι µικρότερο χώρο από ότι οι µεταβλητές σχεδίασης). Αντίθετα, στην 
περίπτωση της παραµετρικής περιγραφής µε χρήση B-Spline, τα σηµεία της 
αεροτοµής είναι πολύ κοντά στα σηµεία ελέγχου, οπότε σαρώνονται  µεγάλες 
περιοχές. Συνεπώς, στην πρώτη περίπτωση (FFD) µεγάλες µεταβολές στις τιµές των 
παραµέτρων σχεδίασης προκαλούν µικρότερες µεταβολές της γεωµετρίας από ότι στη 
δεύτερη περίπτωση (B-Spline). 
 Έτσι, ενώ στις δύο µεθόδους ο χώρος των µεταβλητών σχεδίασης έχει το ίδιο 
µέγεθος, οι τιµές που παίρνει η αντικειµενική συνάρτηση εµφανίζουν διαφορετικό 
εύρος (αφού στην περίπτωση της FFD έχουµε µικρότερες µεταβολές της γεωµετρίας 
από ότι στην περίπτωση των B-Spline). Έτσι, ο χώρος των λύσεων στη δεύτερη 
περίπτωση είναι πιο πολύπλοκος και πιο ανοµοιόµορφος, µε αποτέλεσµα να 
εµφανίζεται δυσκολία στη σύγκλιση. 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι όταν το εύρος των σηµείων ελέγχου κυµαίνεται στην 
τιµή του 0.1, όσο αυξάνουµε τον αριθµό των σηµείων ελέγχου τόσο µικρότερη 
ακρίβεια πετυχαίνουµε.  

Με βάση τη συγκεκριµένη παρατήρηση, µειώσαµε το εύρος των διαστηµάτων 
των σηµείων ελέγχου από την τιµή του 0.1 στο 0.04. Σε αυτήν την περίπτωση και µε 
βάση το Σχήµα 3.9, η βελτίωση της ακρίβειας της τεχνικής των καµπυλών B-Spline 
ήταν σηµαντική. Παρατηρούµε µε πορτοκαλί χρώµα στο Σχήµα 3.9 ότι όσο 
αυξάνεται ο αριθµός των σηµείων ελέγχου τόσο καλύτερη ακρίβεια επιτυγχάνεται, µε 
εξαίρεση την περίπτωση µε τα 27 και 36 σηµεία ελέγχου. Αυτό συµβαίνει διότι ο 
χώρος των εφικτών λύσεων έχει µειωθεί σηµαντικά σε σχέση µε τη περίπτωση που τα 
σηµεία ελέγχου κυµαινόντουσαν στο εύρος του διαστήµατος 0.1. Να 
υπογραµµίσουµε όµως ότι η τεχνική των καµπυλών B-Spline ενδεχοµένως µετά το 
πέρας ορισµένων χιλιάδων επαναλήψεων (για παράδειγµα 10000 επαναλήψεις) να 
είχε σύγκλιση (ή καλύτερη σύγκλιση στις περιπτώσεις που είχε ήδη σύγκλιση) στην 
αεροτοµή-στόχο. Κάτι τέτοιο όµως δεν έχει πρακτική σηµασία, ως χρονοβόρο και 
υπολογιστικά ασύµφορο.    

Στη συνέχεια, παρουσιάζονται αναλυτικά τα αποτελέσµατα όλων των 
δοκιµών. Αναλυτικότερα, παρουσιάζονται για κάθε αριθµό σηµείων ελέγχου οι 
γραφικές παραστάσεις της αεροτοµής-στόχου (µε µπλε X) µαζί µε την υπολογισµένη 
αεροτοµή µετά τη βελτιστοποίηση (µε ροζ ευθεία γραµµή (─)). Επίσης, 
παρουσιάζονται για κάθε πείραµα οι γραφικές παραστάσεις της διανοµής πίεσης της 
αεροτοµής-στόχου (µε µπλε X), σε σύγκριση µε την υπολογισµένη διανοµή πίεσης της 
αεροτοµή µετά τη βελτιστοποίηση (µε ροζ ευθεία γραµµή (─)).  

Η παρουσίαση των αποτελεσµάτων ξεκινάει µε την τεχνική της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης, απεικονίζοντας στα Σχήµατα 3.10, 3.12, 3.14, 3.16 και 3.18 την 
αεροτοµή-στόχο µε την αεροτοµή που προέκυψε µετά την βελτιστοποίηση για 15, 18, 
21, 27 και 36 σηµεία ελέγχου αντίστοιχα. Ανάλογα, στα Σχήµατα 3.11, 3.13, 3.15, 
3.17 και 3.19 απεικονίζονται τα διαγράµµατα διανοµής της πίεσης για κάθε 
περίπτωση. Να υπενθυµίσουµε ότι το εύρος των διαστηµάτων που κυµαίνονται τα 
σηµεία ελέγχου είναι το 0.1.     
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Σχήµα 3.10: Αποτελέσµατα πειράµατος µε 15 σηµεία ελέγχου για την  αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής  
hm50t (αεροτοµή-στόχος) µε αρχική αεροτοµή την  hm10011m µε τη µέθοδο FFD.  
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Σχήµα 3.11 Αποτέλεσµα της διανοµής πίεσης γύρω από την υπολογισµένη και την αεροτοµή-στόχο.  
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Σχήµα 3.12:  Αποτελέσµατα πειράµατος µε 18 σηµεία ελέγχου για την  αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής  
hm50t (αεροτοµή-στόχος) µε αρχική αεροτοµή την  hm10011m µε τη µέθοδο FFD.  
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Σχήµα 3.13:   Αποτέλεσµα της διανοµής πίεσης γύρω από την υπολογισµένη και την αεροτοµή-στόχο. 
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21 σηµεία ελέγχου
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Σχήµα 3.14:  Αποτελέσµατα πειράµατος µε 21 σηµεία ελέγχου για την  αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής  
hm50t (αεροτοµή-στόχος) µε αρχική αεροτοµή την  hm10011m µε τη µέθοδο FFD.  
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Σχήµα 3.15: Αποτέλεσµα της διανοµής πίεσης γύρω από την υπολογισµένη και την αεροτοµή-στόχο. 
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Σχήµα 3.16:  Αποτελέσµατα πειράµατος µε 27 σηµεία ελέγχου για την  αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής  
hm50t (αεροτοµή-στόχος) µε αρχική αεροτοµή την  hm10011m µε τη µέθοδο FFD.  
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Σχήµα 3.17: Αποτέλεσµα της διανοµής πίεσης γύρω από την υπολογισµένη και την αεροτοµή-στόχο. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

96
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Σχήµα 3.18:  Αποτελέσµατα πειράµατος µε 36 σηµεία ελέγχου για την  αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής  hm50t 
(αεροτοµή-στόχος) µε αρχική αεροτοµή την  hm10011m µε τη µέθοδο FFD.  
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Σχήµα 3.19: Αποτέλεσµα της διανοµής πίεσης γύρω από την υπολογισµένη και την αεροτοµή-στόχο. 
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 Με βάση τα Σχήµατα  3.6.10, 3.12, 3.14 και 3.16 (µε 15, 18, 21 και 27 σηµεία 
ελέγχου αντίστοιχα) παρατηρούµε, ότι η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης 
παρουσιάζει µια σταθερή συµπεριφορά µε εξαιρετική απόδοση. ∆ιαπιστώνουµε ότι 
προσεγγίζει την αεροτοµή στόχο µε πολύ καλή ακρίβεια και ελάχιστα σφάλµατα. Το 
συµπέρασµα αυτό ενισχύεται και από τα Σχήµατα 3.11, 3.13, 3.15 και 3.17, που 
απεικονίζουν τη διανοµή πίεσης, όπου το επιθυµητό και το υπολογισµένο σχεδόν 
ταυτίζονται. Εξαίρεση αποτελεί η περίπτωση µε 36 σηµεία ελέγχου (Σχήµατα 3.18 
και 3.19)). Αυτό συµβαίνει επειδή πλέον τα σηµεία ελέγχου είναι πολύ κοντά το ένα 
στο άλλο, µε αποτέλεσµα να είναι πολύ ισχυρός ο τοπικός έλεγχος, ενώ το εύρος 
µεταβολών είναι σχετικά πολύ µεγάλο και ο χώρος λύσεων τεράστιος. 
 Στο Σχήµα 3.20 παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα σύγκλισης του διαφορικού 
εξελικτικού αλγορίθµου ανάλογα µε τον αριθµό των σηµείων ελέγχου. Παρατηρούµε 
ότι η ταχύτητα µε την οποία συγκλίνει ο αλγόριθµός είναι µεγαλύτερη στη περίπτωση 
που έχουµε 15 σηµεία ελέγχου και ελαττώνεται από τα 18 µέχρι και τα 36 σηµεία 
ελέγχου. Το αποτέλεσµα αυτό είναι λογικό διότι όσο αυξάνονται τα σηµεία ελέγχου 
τόσο αυξάνεται ο χώρος λύσεων και κατ’ επέκταση και η πολυπλοκότητα του 
προβλήµατος. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι εάν κάνουµε την παραδοχή και 
θεωρήσουµε περίπου ισοδύναµης ακρίβειας τις περιπτώσεις µε τα 15, 18, 21 και 27 
σηµεία ελέγχου, η περίπτωση µε τα 15 σηµεία ελέγχου συγκλίνει µόλις στις περίπου 
220 επαναλήψεις, προσεγγίζοντας πολύ ικανοποιητικά την αεροτοµή-στόχο.  
   

  
Στη συνέχεια εξετάζεται η τεχνική των καµπυλών B-Spline. Αρχικά, 

εξετάζεται η µεθοδολογία της συγκεκριµένης τεχνικής βάση των ίδιων παραµέτρων, 
δηλαδή µε παρόµοιο αριθµό σηµείο ελέγχου και ίδιο εύρος τιµών (0.1).  
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Σχήµα 3.20:  Αποτελέσµατα σύγκλισης του διαφορικού εξελικτικού αλγορίθµου για την τεχνική της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης και για διαφορετικά σηµεία ελέγχου. 
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Στα Σχήµατα 3.21, 3.23, 3.25, 3.27 και 3.28 απεικονίζεται η αεροτοµή-στόχος 
µε την αεροτοµή που προέκυψε µετά την βελτιστοποίηση για 15, 19, 23, 27 και 36 
σηµεία ελέγχου αντίστοιχα. Ανάλογα, στα Σχήµατα 3.22, 3.24 και 3.26 
απεικονίζονται τα διαγράµµατα διανοµής της πίεσης για 15, 19 και 23 σηµεία 
ελέγχου αντίστοιχα.  

Παρατηρούµε λοιπόν ότι η λύση που µας δίνει ο αλγόριθµος στην περίπτωση 
µε τα 15 σηµεία ελέγχου είναι απλά αποδεκτή, µε αρκετά προβλήµατα κυρίως στη 
πάνω πλευρά της αεροτοµής (κοντά στο χείλος προσβολής) και λιγότερα στη κάτω 
πλευρά (Σχήµα 3.21). Το αποτέλεσµα αυτό φαίνεται και στο διάγραµµα πίεσης 
(Σχήµα 3.22) Όσον αφορά στις υπόλοιπες τέσσερις περιπτώσεις (19, 23, 27 και 36) 
διαπιστώνουµε ότι όσο αυξάνονται τα σηµεία ελέγχου τόσο αποµακρυνόµαστε από 
την επιθυµητή λύση, ενώ φυσιολογικά αναµέναµε το αντίθετο. Το γεγονός αυτό 
οφείλεται στα µεγάλα όρια που έχουµε θέσει για τα σηµεία ελέγχου. Θέτοντας λοιπόν 
το εύρος του διαστήµατος στην τιµή 0.1, τα σηµεία ελέγχου έχουν πολύ µεγάλο χώρο 
λύσεων και ο αλγόριθµος αδυνατεί να βρεί ικανοποιητική λύση.  

Να επαναλάβουµε ότι η τεχνική των καµπυλών B-Spline ενδεχοµένως µετά το 
πέρας ορισµένων χιλιάδων επαναλήψεων (για παράδειγµα 10000 επαναλήψεις) να 
είχε σύγκλιση (ή καλύτερη σύγκλιση στις περιπτώσεις που είχε ήδη σύγκλιση). Κάτι 
τέτοιο όµως δεν έχει πρακτική σηµασία ως ιδιαίτερα χρονοβόρο και υπολογιστικά 
ασύµφορο. Στο Σχήµα 3.29 παρατηρούµε ότι για τις περιπτώσεις µε τα  23, 27 και 36 
σηµεία ελέγχου ο αλγόριθµος δε συγκλίνει, ενώ στην περίπτωση που έχουµε 19 
σηµεία ελέγχου τα αποτελέσµατα είναι καλύτερα αλλά ξανά χωρίς να παίρνουµε την 
επιθυµητή αεροτοµή. Εξαίρεση στα παραπάνω αποτελεί η περίπτωση που έχουµε 15 
σηµεία ελέγχου, όπου η λύση είναι ικανοποιητική. 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω αποτελέσµατα κρίθηκε σκόπιµο να ελαττώσουµε 
το εύρος που κυµαίνονται τα σηµεία ελέγχου σε τιµή ίση µε 0.04. Σε αυτήν την 
περίπτωση τα αποτελέσµατα ήταν αρκετά καλύτερα, χωρίς όµως να ξεπερνούν την 
ακρίβεια της τεχνικής της Ελεύθερης Παραµόρφωσης. Στα Σχήµατα 3.30, 3.32, 3.34, 
3.36 και 3.38 παρουσιάζονται συγκρίσεις ανάµεσα στην αεροτοµή-στόχο και την 
υπολογισµένη αεροτοµή, ενώ στα Σχήµατα 3.31, 3.33, 3.35, 3.37 και 3.39 
απεικονίζονται τα αντίστοιχα διαγράµµατα διανοµής της πίεσης για 15, 19, 23, 27 και 
36 σηµεία ελέγχου.  
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

99

 

 

15 σηµεία ελέγχου

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Αεροτοµή Στόχος
Υπολογισµένη Αεροτοµή

 

Σχήµα 3.21: Αποτελέσµατα πειράµατος µε 15 σηµεία ελέγχου για την  αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής 
hm50t (αεροτοµή-στόχος) χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των καµπυλών B-Spline. 
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Σχήµα 3.22: Αποτέλεσµα της διανοµής πίεσης γύρω από την υπολογισµένη και την αεροτοµή-στόχο. 
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19 σηµεία ελέγχου
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Σχήµα 3.23:  Αποτελέσµατα πειράµατος µε 19 σηµεία ελέγχου για την  αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής 
hm50t (αεροτοµή-στόχος) χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των καµπυλών B-Spline. 
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Σχήµα 3.24: Αποτέλεσµα της διανοµής πίεσης γύρω από την υπολογισµένη και την αεροτοµή-στόχο. 
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23 σηµεία ελέγχου
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Σχήµα 3.25: Αποτελέσµατα πειράµατος µε 23 σηµεία ελέγχου για την  αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής hm50t 
(αεροτοµή-στόχος) χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των καµπυλών B-Spline.. 
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Σχήµα 3.26: Αποτέλεσµα της διανοµής πίεσης γύρω από την υπολογισµένη και την αεροτοµή-στόχο.  
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27 σηµεία ελέγχου
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Σχήµα 3.27: Αποτελέσµατα πειράµατος µε 27 σηµεία ελέγχου για την  αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής hm50t 
(αεροτοµή-στόχος) χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των καµπυλών B-Spline. 

36 σηµεία ελέγχου
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Σχήµα 3.28: Αποτελέσµατα πειράµατος µε 36 σηµεία ελέγχου για την  αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής hm50t 
(αεροτοµή-στόχος) χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των καµπυλών B-Spline. 
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Σχήµα 3.29: Αποτελέσµατα σύγκλισης του διαφορικού εξελικτικού αλγορίθµου για την τεχνική των µη 
οµοιόµορφων ρητών καµπυλών BSplines και για διαφορετικά σηµεία ελέγχου µε εύρος διαστηµάτων 0.1. 
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Σχήµα 3.30: Αποτελέσµατα πειραµάτων µε 15 σηµεία ελέγχου για την αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής 
hm10011m (αεροτοµή-στόχο) χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των µη οµοιόµορφων ρητών καµπυλών BSplines. 
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Σχήµα 3.31: Αποτέλεσµα της διανοµής πίεσης γύρω από την υπολογισµένη και την αεροτοµή-στόχο. 



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

 

105

 

19 σηµεία ελέγχου
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Σχήµα 3.32: Αποτελέσµατα πειραµάτων µε 19 σηµεία ελέγχου για την αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής 
hm10011m (αεροτοµή-στόχο) χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των µη οµοιόµορφων ρητών καµπυλών BSplines. 
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Σχήµα 3.33: Αποτέλεσµα της διανοµής πίεσης γύρω από την υπολογισµένη και την αεροτοµή-στόχο. 
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23 σηµεία ελέγχου
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Σχήµα 3.34: Αποτελέσµατα πειραµάτων µε 23 σηµεία ελέγχου για την αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής 
hm10011m (αεροτοµή-στόχο) χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των µη οµοιόµορφων ρητών καµπυλών BSplines. 
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Σχήµα 3.35:  Αποτέλεσµα της διανοµής πίεσης γύρω από την υπολογισµένη και την αεροτοµή-στόχο. 
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27 σηµεία ελέγχου

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Αεροτοµή Στόχος
Υπολογισµένη Αεροτοµή

Σχήµα 3.36:   Αποτελέσµατα πειραµάτων µε 27 σηµεία ελέγχου για την αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής 
hm10011m (αεροτοµή-στόχο) χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των µη οµοιόµορφων ρητών καµπυλών BSplines. 
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Σχήµα 3.37: Αποτέλεσµα της διανοµής πίεσης γύρω από την υπολογισµένη και την αεροτοµή-στόχο.  
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36 σηµεία ελέγχου
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Σχήµα 3.38:   Αποτελέσµατα πειραµάτων µε 36 σηµεία ελέγχου για την αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής 
hm10011m (αεροτοµή-στόχο) χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των µη οµοιόµορφων ρητών καµπυλών BSplines. 
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Σχήµα 3.39: Αποτέλεσµα της διανοµής πίεσης γύρω από την υπολογισµένη και την αεροτοµή-στόχο.  
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Παρατηρούµε (βάση των σχηµάτων  3.30, 3.32, 3.34, 3.36 και 3.38 µε τα 15, 
19, 23, 27 και 36 σηµεία ελέγχου αντίστοιχα) ότι η τεχνική των καµπυλών B-Spline, 
παρουσιάζει µια εµφανή βελτίωση, καθώς αυξάνουν τα σηµεία ελέγχου, όπως 
άλλωστε είναι και λογικό. Βάση και των σχηµάτων 3.30, 3.32, 3.34, 3.36 και 3.38 
παρατηρούµε ότι παρουσιάζονται κυρίως προβλήµατα στο χείλος προσβολής. Το 
πρόβληµα αυτό γίνεται πιο αισθητό όσο µειώνουµε τα σηµεία ελέγχου. Με άλλα 
λόγια, διαπιστώνουµε ότι όσο αυξάνεται ο αριθµός των σηµείων ελέγχου τόσο 
καλύτερη αεροτοµή λαµβάνουµε. Βέβαια, υπάρχει και πάλι ένα όριο µέχρι το οποίο 
µπορούµε να αυξήσουµε τα σηµεία ελέγχου. Μετά από αυτό το όριο (διαπίστωση που 
είχε πραγµατοποιηθεί αρχικά στο κεφάλαιο 2) τα αποτελέσµατα χειροτερεύουν. Αυτό 
συµβαίνει διότι αυξάνεται υπέρµετρα ο χώρος λύσεων. Με βάση το Σχήµα 3.40 
διαπιστώνουµε ότι πετυχαίνουµε το καλύτερο δυνατό αποτέλεσµα γύρω στις 100 µε 
150 επαναλήψεις τη στιγµή που η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης συγκλίνει 
στις 650 επαναλήψεις περίπου.    
 

 
Ολοκληρώνοντας την παρουσίαση των αποτελεσµάτων και λαµβάνοντας 

υπόψη τη  µείωση του εύρους των ορίων στην τεχνική των καµπυλών B-Spline από 
την τιµή του 0.1 στο 0.04, εξετάσαµε ενδεικτικά τι αποτέλεσµα θα είχαµε αν 
µειώναµε επίσης τα όρια από το 0.1 στο 0.04 για 15 και 27 σηµεία ελέγχου στην 
τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης. Στα Σχήµατα 3.41 και 3.43 παρουσιάζεται η 
αεροτοµή που προέκυψε µετά τη βελτιστοποίηση και στα Σχήµατα 3.42 και 3.44 το 
διάγραµµα πίεσης σε σύγκριση µε το διάγραµµα - στόχο για 15 και 27 σηµεία 
ελέγχου αντίστοιχα.  
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Σχήµα 3.40: Αποτελέσµατα σύγκλισης του διαφορικού εξελικτικού αλγορίθµου για την τεχνική των καµπυλών 
B-Spline και για διαφορετικά σηµεία ελέγχου µε εύρος διαστηµάτων 0.04. 
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FFD Ακρίβεια µε όρια 0.1 Ακρίβεια µε όρια 0.04 

15 σηµεία ελέγχου 8.1688649066018E-03 8.3302367266751E-03 

27 σηµεία ελέγχου 7.2284077686352E-03 8.27968533965061E-03 

Πίνακας 3.3: Αποτελέσµατα πειραµάτων για την ανάκτηση της αεροτοµής-στόχο  µε τη µέθοδο της 
Ελεύθερης Παραµόρφωσης µε όρια 0.1 και 0.04. 

 
 Παρατηρούµε ότι παρά το γεγονός ότι ελαττώσαµε τα όρια από την τιµή του 
0.1 σε 0.04, δηλαδή ελαττώθηκαν κατά 60%, η ακρίβεια µειώθηκε ελαφρά (Πίνακας 
3.3).  Η συµπεριφορά δηλαδή είναι αντίθετη από αυτή της τεχνικής B-Spline. Η αιτία 
ίσως βρίσκεται στο γεγονός ότι η παραµόρφωση του σχήµατος της αεροτοµής είναι 
µικρότερη από αυτή των ορίων του παραµετρικού πλέγµατος. Έτσι, όταν µειώνεται η 
περιοχή που κινείται το παραµετρικό πλέγµα µειώνεται πολύ περισσότερο η περιοχή 
στην οποία κινείται η ίδια η αεροτοµή. Έτσι, για µικρά όρια των παραµέτρων, δεν 
έχει αρκετή ελευθερία η αεροτοµή που παραµορφώνεται για να προσεγγίσει την 
αεροτοµή στόχο (ειδικά στην περίπτωση που η αρχική αεροτοµή διαφέρει αρκετά από 
την αεροτοµή στόχο).  
 Συγκρίνοντας στη συνέχεια την τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης µε 
την τεχνική των καµπυλών B-Spline µε ίδια όρια και ίδια σηµεία ελέγχου (Πίνακας 
3.4) παρατηρούµε τα εξής: η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης πέτυχε πολύ 
καλύτερη ακρίβεια σε σύγκριση µε τη τεχνική των καµπυλών B-Spline στα 15 και 27 
σηµεία ελέγχου αντίστοιχα. 

Τέλος, στο Σχήµα 3.45 παρουσιάζεται για τα 15 και 27 σηµεία ελέγχου η 
σύγκλιση των δύο µεθόδων, µε εύρος ορίων των µεταβλητών σχεδίασης ίσο µε 0.04. 
Παρατηρούµε ότι µε την τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης επιτυγχάνεται πολύ 
καλύτερη ακρίβεια και στις δύο περιπτώσεις σε σύγκριση µε την τεχνική των 
καµπύλων B-Spline. Επίσης, µε µικρότερο αριθµό µεταβλητών σχεδίασης η ταχύτητα 
σύγκλισης είναι υψηλότερη, ως αποτέλεσµα του µικρότερου χώρου λύσεων. 
 
  

Ακρίβεια µε όρια 0.04 FFD  B-Spline 

15 σηµεία ελέγχου 8.3302367266751E-03 4.1777325257741E-02 

27 σηµεία ελέγχου 8.27968533965061E-03 2.7349352010981E-02 

Πίνακας 3.4: Αποτελέσµατα πειραµάτων για την ανάκτηση της αεροτοµής-στόχο  µε τις δύο µεθόδους 
και όρια ίσα µε  0.04. 
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Σχήµα 3.41:   Αποτελέσµατα  πειράµατος µε 15 σηµεία ελέγχου για την αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής 
hm50t (αεροτοµή-στόχο) χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της Ελεύθερης Παραµόρφωσης µε όρια ίσα µε 0.04. 

15 σηµεία ελέγχου
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Σχήµα 3.42: Αποτέλεσµα της διανοµής πίεσης γύρω από την υπολογισµένη και την αεροτοµή-στόχο.  
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27 σηµεία ελέγχου
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Σχήµα 3.43:   Αποτελέσµατα πειράµατος µε 27 σηµεία ελέγχου για την αντίστροφη σχεδίαση της αεροτοµής hm50t 
(αεροτοµή-στόχο) χρησιµοποιώντας τη µέθοδο της Ελεύθερης Παραµόρφωσης µε όρια ίσα µε 0.04. 
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Σχήµα 3.44: Αποτέλεσµα της διανοµής πίεσης γύρω από την υπολογισµένη και την αεροτοµή-στόχο.  
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Σχήµα 3.45: Αποτελέσµατα σύγκλισης του διαφορικού εξελικτικού αλγορίθµου για την τεχνική των καµπυλών B-
Spline και της τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης  για 15 και 27 σηµεία ελέγχου µε εύρος διαστηµάτων 0.04. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
 

4.1 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ  
Στη παρούσα εργασία πραγµατοποιήθηκαν πειραµατικές συγκριτικές µελέτες 

µεταξύ της τεχνικής της Ελεύθερης Παραµόρφωσης (FFD) και της κλασσικής 
τεχνική παραµετροποίησης αεροτοµών µε χρήση καµπύλης B-Spline. Οι τεχνικές 
αυτές δοκιµάστηκαν σε δύο προβλήµατα. Το πρώτο ήταν το απλοποιηµένο πρόβληµα 
ανάκτησης αεροτοµής, ενώ το δεύτερο ήταν το πρόβληµα αντίστροφης σχεδίασης 
αεροτοµής µε χρήση της διανοµής πίεσης της αεροτοµής-στόχου. Τα προβλήµατα 
µοντελοποιήθηκαν ως προβλήµατα βελτιστοποίησης και επιλύθηκαν µε τη χρήση 
∆ιαφορικού Εξελικτικού αλγορίθµου. Το κριτήρια της σύγκρισης των δύο µεθόδων 
ήταν η ακρίβεια της προσέγγισης που επιτυγχάνουν. Τα συµπεράσµατα που 
παρατίθενται στη συνέχεια αναφέρονται στη χρήση των παραπάνω µεθόδων σε 
συνδυασµό µε τη συγκεκριµένη µέθοδο βελτιστοποίησης. Γενίκευση των 
συµπερασµάτων απαιτεί την εκτέλεση αντίστοιχων πειραµάτων και µε άλλες 
µεθόδους βελτιστοποίησης. 

Στο πρώτο πρόβληµα η προς ελαχιστοποίηση συνάρτηση ήταν το εµβαδόν της 
διαφοράς µεταξύ της αεροτοµής στόχου και της εκάστοτε αεροτοµής. Στο δεύτερο 
πρόβληµα η προς ελαχιστοποίηση συνάρτηση ήταν το εµβαδόν της διαφοράς µεταξύ 
της διανοµής πίεσης αναφοράς και της διανοµής πίεσης της εκάστοτε αεροτοµής. Για 
το δεύτερο πρόβληµα οι συνθήκες ροής ήταν: αριθµός Mach = 0.5, αριθµός Reynolds 
= 106, γωνία προσβολής = 0ο.  

Στο πρώτο πρόβληµα για τη µέθοδο της Ελεύθερης Παραµόρφωσης 
εξετάσαµε την ανάκτησης της τετραψήφιας αεροτοµής NACA 4412, έχοντας ως 
αρχικές αεροτοµές τις NACA 23015, NACA 24012, NACA 2412 και NACA 0012 
(µε τα 3x5, 3x9, 5x10 σηµεία ελέγχου) και τη NACA 0012 (µε τα 2x7, 2x13, 2x25 
σηµεία ελέγχου). Από τα αποτελέσµατα επιβεβαιώθηκε ο εµπειρικός κανόνας ότι 
αυξάνοντας τα σηµεία ελέγχου πετυχαίνουµε µεγαλύτερη ακρίβεια. Η ακρίβεια όµως 
που επιτυγχάνεται εξαρτάται από την αρχική αεροτοµή. Η ακρίβεια αυτή συνδέεται 
µε την αύξηση των σηµείων κατά τη διεύθυνση της χορδής και όχι κατά την άλλη 
διεύθυνση. Σε µεγάλο αριθµό µεταβλητών σχεδίασης (50) βελτιώνεται η 
συµπεριφορά της µεθόδου των καµπυλών B-Spline, όµως εν γένει η τεχνική της 
Ελεύθερης Παραµόρφωσης υπερέχει σηµαντικά. Πρέπει να σηµειωθεί ότι η απόδοση 
της Ελεύθερης Παραµόρφωσης εξαρτάται σηµαντικά από την αρχική αεροτοµή. 

Στον Πίνακα 4.1 περιέχονται συγκεντρωτικά τα αποτελέσµατα των 
πειραµάτων. 
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Αρχική Αεροτοµή Ακρίβεια µε           
15 σηµεία ελέγχου 

Ακρίβεια µε        
27 σηµεία ελέγχου 

Ακρίβεια µε          
50 σηµεία ελέγχου 

NACA 0012 1.823227E-04 4.787837E-05 7.864553E-05 

NACA 2412 1.192780E-04 1.039909E-04 9.743493E-05 

NACA 23015 4.056015E-04 1.843591E-04 8.555028E-05 

NACA 24012 2.959962E-04 1.299265E-04 1.183824E-04 

B-Spline 1.034074E-03 1.841050E-04 6.306329E-05 

FFD 0012_2x 3.439722E-04 1.082693E-04 6.718047E-05 

Πίνακας 4.1: Αποτελέσµατα πειραµάτων για την ανάκτηση της αεροτοµής  NACA 4412 (αεροτοµή-
στόχο). 

 
Περνώντας στο δεύτερο πρόβληµα της αντίστροφης σχεδίασης της 

αεροτοµής, το πρώτο συµπέρασµα που προέκυψε αναφέρεται στον τρόπο µε τον 
οποία πρέπει να εφαρµόζεται η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης. Για να µην 
προκύπτουν αεροτοµές µε διαφορετική γωνία προσβολής θα πρέπει τα σηµεία 
ελέγχου του παραµετρικού πλέγµατος στην ακµή εκφυγής να είναι παγωµένα και η 
ακµή εκφυγής να ταυτίζεται µε σηµείο ελέγχου. Αντίστοιχα, στη µέθοδο των 
καµπυλών B-Spline θα πρέπει τα σηµεία ελέγχου στην ακµή φυγής να µην 
µετακινούνται κατά τη διαδικασία της βελτιστοποίησης. 

Στους πίνακες 4.2 και 4.3 απεικονίζονται τα συγκεντρωτικά αποτελέσµατα 
των αριθµητικών δοκιµών που διεξήχθησαν χρησιµοποιώντας την τεχνική Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης και την τεχνική των καµπυλών B-Spline. Με πράσινο χρώµα 
σηµειώνεται η καλύτερη τιµή και µε κόκκινο η χειρότερη. 
  

FFD Ακρίβεια µε όρια 0.1 

15 σηµεία ελέγχου 8.1688649066018E-03 

18 σηµεία ελέγχου 8.3528613742668E-03 

21 σηµεία ελέγχου 9.5363900418121E-03 

27 σηµεία ελέγχου 7.2284077686352E-03 

36 σηµεία ελέγχου 4.0183449602222E-01 

Πίνακας 4.2: Αποτελέσµατα πειραµάτων για την ανάκτηση της αεροτοµής-στόχο  µε τη µέθοδο της 
Ελεύθερης Παραµόρφωσης. 
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NURBS Ακρίβεια µε όρια 0.1 Ακρίβεια µε όρια 0.04 

15 σηµεία ελέγχου 4.1919581657330E-02 4.1777325257741E-02 

19 σηµεία ελέγχου 5.9948811385742E-02 3.3451171647588E-02 

23 σηµεία ελέγχου 6.3373783211824E-02 2.5251904863208E-02 

27 σηµεία ελέγχου 2.6050447978324E-01 2.7349352010981E-02 

36 σηµεία ελέγχου 2.6093834922062E-01 3.7909568199346E-02 

Πίνακας  4.3: Αποτελέσµατα πειραµάτων για την ανάκτηση της αεροτοµής-στόχου  µε τη µέθοδο των 
καµπυλών B-Spline. 

 
 Η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης υλοποιήθηκε αρχικά µε τα σηµεία 
ελέγχου να κυµαίνονται σε ένα εύρος διαστήµατος της τάξης του 0.1. Η ίδια τακτική 
ακολουθήθηκε και για την τεχνική των καµπυλών B-Spline. Σύµφωνα όµως µε τις 
δοκιµές, το εύρος διαστήµατος µε τιµή 0.1 αποδείχθηκε υπερβολικό για την τεχνική 
των καµπυλών B-Spline, αφού αντί να βελτιώνεται η ακρίβεια καθώς αυξάνουµε τον 
αριθµό των σηµείων ελέγχου (βάση και των συµπερασµάτων του 2ου κεφαλαίου) η 
ακρίβεια χειροτέρευσε. Για αυτό το λόγο µειώσαµε το εύρος των διαστηµάτων των 
σηµείων ελέγχου από τιµή ίση µε 0.1 σε 0.04, επαναλαµβάνοντας τις δοκιµές. 

Τα αποτελέσµατα των δοκιµών έδειξαν ότι η τεχνική της Ελεύθερης 
Παραµόρφωσης (FFD) πετυχαίνει καλύτερη ακρίβεια σε σύγκριση µε την τεχνική 
των καµπυλών B-Spline.  

Στην περίπτωση που µειώθηκε το εύρος των διαστηµάτων για τη 
µοντελοποίηση µε καµπύλη B-Spline, η βελτίωση ήταν σηµαντική. Για την 
περίπτωση αυτή, φάνηκε (όπως ήταν αναµενόµενο) ότι αύξηση των σηµείων ελέγχου 
αυξάνει την ακρίβεια. Αυτό συµβαίνει διότι ο χώρος των εφικτών λύσεων έχει 
µειωθεί σηµαντικά σε σχέση µε τη περίπτωση που τα σηµεία ελέγχου κυµαίνονταν σε 
εύρος ίσο µε 0.1. 
 Η ταχύτητα σύγκλισης της τεχνικής της Ελεύθερης Παραµόρφωσης αυξάνεται 
όσο µειώνεται ο αριθµός των σηµείων ελέγχου, ενώ σε µεγάλο αριθµό σηµείων 
ελέγχου δεν επιτυγχάνεται σύγκλιση, λόγω του πολύ µεγάλου χώρου λύσεων. 

Ολοκληρώνοντας την παρουσίαση των αποτελεσµάτων και λαµβάνοντας 
υπόψη τη  µείωση του εύρους των ορίων στην τεχνική των καµπυλών B-Spline από 
την τιµή του 0.1 στο 0.04, εξετάσαµε ενδεικτικά τι αποτέλεσµα θα είχαµε αν 
µειώναµε επίσης τα όρια από το 0.1 στο 0.04 για 15 και 27 σηµεία ελέγχου στην 
τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης. Και στις δύο περιπτώσεις η τεχνική της 
Ελεύθερης Παραµόρφωσης λειτούργησε µε λίγο χειρότερη ακρίβεια (Πίνακας 4.4).   
 

FFD Ακρίβεια µε όρια 0.1 Ακρίβεια µε όρια 0.04 

15 σηµεία ελέγχου 8.1688649066018E-03 8.3302367266751E-03 

27 σηµεία ελέγχου 7.2284077686352E-03 8.27968533965061E-03 

Πίνακας 4.4: Αποτελέσµατα πειραµάτων για την ανάκτηση της αεροτοµής-στόχο  µε τη µέθοδο της 
Ελεύθερης Παραµόρφωσης µε όρια 0.1 και 0.04. 

 
 Συγκρίνοντας την τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης µε την τεχνική των 
καµπυλών B-Spline µε ίδια όρια και ίδιο αριθµό σηµείων ελέγχου (Πίνακας 4.5) 
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παρατηρούµε τα εξής: η τεχνική της Ελεύθερης Παραµόρφωσης πέτυχε πολύ 
καλύτερη ακρίβεια σε σύγκριση µε τη τεχνική των καµπυλών B-Spline στα 15 και 27 
σηµεία ελέγχου αντίστοιχα.   
  

Ακρίβεια µε όρια 0.04 FFD  NURBS 

15 σηµεία ελέγχου 8.3302367266751E-03 4.1777325257741E-02 

27 σηµεία ελέγχου 8.27968533965061E-03 2.7349352010981E-02 

Πίνακας 4.5: Αποτελέσµατα πειραµάτων για την ανάκτηση της αεροτοµής-στόχο  µε τις δύο µεθόδους 
για όρια ίσα µε 0.04. 

 
Από τα αποτελέσµατα των πειραµάτων φαίνεται µια υπεροχή της µεθόδου της 

Ελεύθερης Παραµόρφωσης σε σχέση µε την κλασσική µέθοδο των καµπυλών B-
Spline, όσον αφορά την ακρίβεια που επιτυγχάνεται, όταν αυτές χρησιµοποιούνται σε 
συνδυασµό µε ∆ιαφορικό Εξελικτικό αλγόριθµο. 

Η υπεροχή της µεθόδου Ελεύθερης Παραµόρφωσης ίσως οφείλεται στο 
γεγονός ότι η γεωµετρία της αεροτοµής µεταβάλλεται πολύ λιγότερο για δεδοµένες 
µεταβολές των σηµείων του παραµετρικού πλέγµατος, από ότι συµβαίνει στην 
περίπτωση της χρησιµοποίησης καµπυλών B-Spline. Έτσι, ο χώρος των λύσεων 
παρουσιάζει πολύ λιγότερες διακυµάνσεις και είναι πιο εύκολο το πρόβληµα της 
βελτιστοποίησης.  

Η µελέτη που έγινε δεν είναι εξαντλητική, ούτε µπορεί να εξάγει οριστικά 
συµπεράσµατα. ∆ίνει όµως κάποιες ενδείξεις για την υπεροχή της µεθόδου FFD στο 
πρόβληµα της αντίστροφης σχεδίασης αεροτοµής. Σε συνδυασµό µε τα υπόλοιπα 
προτερήµατα της µεθόδου, όπως αυτά αναλύθηκαν στο κεφάλαιο 1, φαίνεται ότι η 
µέθοδος είναι πολύ υποσχόµενη για εφαρµογές αεροδυναµικής σχεδίασης και 
βελτιστοποίησης. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ  Α 
 
Στο Παράρτηµα Α παρουσιάζεται µια σύντοµη ανάλυση στα κύρια 

χαρακτηριστικά µιας αεροτοµής. Για περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε την 
κατασκευή των σηµαντικότερων τυποποιηµένων αεροτοµών NACA αλλά και των µη 
τυποποιηµένων αεροτοµών µε χρήση των καµπυλών NURBS, ο αναγνώστης 
παραπέµπεται στην ακόλουθη αναφορά [Αµοιραλής, 2004]. 

 

Π.Α.1 ΣΥΝΤΟΜΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΚΑΙ ΚΥΡΙΑ ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΤΩΝ 
ΑΕΡΟΤΟΜΩΝ  
 Οι κύριες δυνάµεις που εφαρµόζονται στην πτέρυγα ενός αεροσκάφους 
παρουσιάζονται στο σχήµα Π.Α.1: 

 
Η πτέρυγα του αεροσκάφους αποτελεί τον φορέα εφαρµογής της άνωσης,ενώ 

το σηµείο εφαρµογής της άνωσης βρίσκεται στο κέντρο πιέσεων της πτέρυγας. 
Ανάλογα µε τα χαρακτηριστικά του αεροσκάφους η πτέρυγα παίρνει διάφορες 
µορφές, τόσο ως προς την κάτοψη όσο και ως προς την τοµή. 

Η αντίσταση του αεροσκάφους έχει φορέα τη διεύθυνση της ταχύτητας και το 
σηµείο εφαρµογής της εξαρτάται από τη µορφή του αεροσκάφους. Την αεροδυναµική 
αυτή αντίσταση (οπισθέλκουσα) υπερνικά (για οριζόντια οµαλή πτήση) η προωστική 
δύναµη του προωθητικού συστήµατος του αεροσκάφους. Το προωθητικό σύστηµα 
του αεροσκάφους µπορεί να είναι ένας έλικας, που κινείται από εµβολοφόρο µηχανή 
εσωτερικής καύσης ή από στροβιλοκινητήρα, ή στροβιλοαντιδραστήρας ή 
στροβιλοφυσητήρας. Η προωστική δύναµη αυτή γίνεται δεκτό ότι έχει φορέα 
εφαρµογής τον διαµήκη άξονα του αεροσκάφους. Πολλές φορές, για απλούστευση 
των σχετικών υπολογισµών επίδοσης του αεροσκάφους, γίνεται η απλοποίηση ότι ο 
διαµήκης άξονας συµπίπτει µε τη διεύθυνση πτήσης του αεροσκάφους.  

Στη συνέχεια θα αναλυθούν τα κύρια χαρακτηριστικά µιας αεροτοµής. 
Αναλυτικότερα, µια αεροτοµή συντίθεται από την άνω επιφάνεια (πλευρά υποπίεσης) 
και την κάτω επιφάνεια (πλευρά υπερπίεσης). Μια οικογένεια αεροτοµών βασίζεται 
σε ένα µικρό αριθµό παραµέτρων, µε την µεταβολή των οποίων υπολογίζονται οι 
συντεταγµένες των δύο επιφανειών της αεροτοµής. Μερικές από τις κύριες 
παραµέτρους, που χρησιµοποιούνται για την κατασκευή διαφόρων οικογενειών 
αεροτοµών, είναι οι εξής [Abbott and Doenhoff, 1959]:  

 

 

Σχήµα Π.Α.1: Οι δυνάµεις που ενεργούν στην αεροτοµή. 
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 µέγιστο πάχος, 
 µέγιστη καµπυλότητα σε σχέση µε τη χορδή, 
 θέση του µέγιστου πάχους σε σχέση µε τη χορδή, 
 θέση της µέγιστης καµπυλότητας σε σχέση µε τη χορδή και 
 ακτίνα καµπυλότητας του χείλους προσβολής.  

 
Χρησιµοποιώντας πολυώνυµα συγκεκριµένου βαθµού και τις παραπάνω 

παραµέτρους µπορούν να παραχθούν διαφορετικές µορφές αεροτοµών. Αυτό έγινε 
από τον Eastman Jacobs στις αρχές της δεκαετίας του 1930 για να δηµιουργήσει µια 
οικογένεια αεροτοµών,  γνωστές ως αεροτοµές NACA. Τα βασικά χαρακτηριστικά 
µια αεροτοµής παρουσιάζονται στο σχήµα Π.Α.2. Οι αεροτοµές NACA 
κατασκευάζονται µε βάση µία διανοµή µέσης γραµµής και µία διανοµή πάχους. Η 
µέση γραµµή δηµιουργεί την κύρτωση της αεροτοµής. Η τελική αεροτοµή προκύπτει 
εάν στη µέση γραµµή τοποθετηθούν κύκλοι µε ακτίνα τη διανοµή πάχους στο 
συγκεκριµένο σηµείο.  

 

 
Αναλυτικά, τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά της αεροτοµής είναι: 

 Χείλος προσβολής (Leading Edge): είναι το σηµείο της αεροτοµής από το 
οποίο ξεκινά η µέση γραµµή της. 

 Χείλος εκφυγής (Trailing Edge): είναι το σηµείο της αεροτοµής στο οποίο 
καταλήγει η µέση γραµµή της. 

 Χορδή (Chord): είναι το ευθύγραµµο τµήµα, που συνδέει τα άκρα της µέσης 
γραµµής, δηλαδή το χείλος προσβολής και το χείλος εκφυγής της αεροτοµής. 

 Μέση γραµµή κύρτωσης (Mean camber line): Είναι ο γεωµετρικός τόπος των 
σηµείων, που απέχουν ίση απόσταση από την άνω και κάτω επιφάνεια της 
αεροτοµής.  

 ∆ιανοµή πάχους (Thickness distribution): είναι η συνάρτηση που καθορίζει τη 
διανοµή πάχους σε όλο το µήκος της µέσης γραµµής της αεροτοµής.  

Σχήµα Π.Α.2:  Γεωµετρικά χαρακτηριστικά µια αεροτοµής. 
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