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Στην παρούσα εργασία πραγµατοποιήθηκε αριθµητική προσοµοίωση της κλασσικής 

δοκιµής του Βραζιλιανού δίσκου υπό την επίδραση προϋπάρχουσων ρωγµών καθώς 

επίσης και εγκοπών σε διάφορους προσανατολισµούς, µε σκοπό την ανάλυση της 

δηµιουργίας του εντατικού και παραµορφωσιακού πεδίου που οδηγεί το δείγµα στην 

αστοχία. Βασικός στόχος είναι η αναπαραγωγή των συνθηκών που επικρατούν κατά 

την διάρκεια της δοκιµής στο εργαστήριο και η καλύτερη δυνατή προσοµοίωση  για 

την µελέτη της δηµιουργίας ρωγµών όταν το δείγµα φτάσει κοντά στο σηµείο 

έναρξης της θραύσης του. 

 

Η µελέτη δηµιουργίας του εντατικού και παραµορφωσιακού πεδίου καθώς επίσης και 

η δηµιουργία ρωγµών είναι µεγάλης σηµασίας για ένα µηχανικό διότι αυτές οι 

παράµετροι καθορίζουν τις αντοχές του δοκιµίου και κατ’ επέκταση τις αντοχές µιας 

γεωκατασκευής. Τα καταστατικά µοντέλα προσοµοίωσης µπορεί να 

χρησιµοποιηθούν ως εργαλείο υπολογισµού του εντατικού και παραµορφωσιακού 

πεδίου όταν δεν υπάρχουν µαθηµατικές λύσεις κλειστής µορφής για την επίτευξη 

σύγκρισης µε τα εργαστηριακά αποτελέσµατα που µπορεί δώσουν οι εργαστηριακές 

δοκιµές. Προβλέπουν γενικά, τους µηχανισµούς που προκάλεσαν την αστοχία ή 

δηµιουργία ρωγµών κατά την διάρκεια της δοκιµής και τις διάφορες επιδράσεις που 

µπορεί να επέλθουν από το εντατικό πεδίο.  

 

Για την προσοµοίωση της δοκιµής του Βραζιλιανού δίσκου δηµιουργήθηκαν διάφορα 

δισδιάστατα µοντέλα τα οποία επιλύθηκαν µε την µέθοδο των πεπερασµένων 

στοιχείων µε το λογισµικό πακέτο "Marc, Mentat-2000" και µελετήθηκαν σε 

συνθήκες επίπεδης κατάστασης. 
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Κεφάλαιο 1                                                                                                       Εισαγωγή 

 

1 Εισαγωγή 

 
Οι γεωτεχνικοί µηχανικοί οι οποίοι ανήκουν στον κατασκευαστικό τοµέα 

στοχεύουν στην εξασφάλιση της λειτουργικότητας της γεωκατασκευής που 

σχεδιάζουν για µεγάλα χρονικά διαστήµατα µε όσο το δυνατό πιο οικονοµικό και 

τεχνικά άρτιο τρόπο. Για να σχεδιάσει ο γεωτεχνικός µηχανικός µια ασφαλή 

γεωκατασκευή θα πρέπει να µπορεί να εκτιµήσει µε ποιο τρόπο η βραχοµάζα µπορεί 

να φτάσει στην αστοχία, είτε στο σύνολο της είτε µε  αλληλεπίδραση του συνόλου 

της κατασκευής (π.χ φράγµατα, θεµελιώσεις). 

Μερικές από τις καταστροφές σε κατασκευές από διάφορα υλικά (πετρώµατα, 

µέταλλα, σκυρόδεµα, κ.τ.λ), αποδίδονται σε κακούς θεωρητικούς υπολογισµούς ή 

στο γεγονός ότι οι κατασκευές βρέθηκαν εκτός των ορίων σχεδιασµού λειτουργίας 

τους. Γι’ αυτό, πριν το σχεδιασµό ενός υπαίθριου ή υπόγειου έργου (πχ. στοών, 

σηράγγων κλπ) πρέπει να προηγείται ο λεπτοµερής χαρακτηρισµός της βραχοµάζας 

και ο ποιοτικός χαρακτηρισµός των γεωµηχανικών συνθηκών που επικρατούν. Το 

ανησυχητικό στοιχείο είναι όταν πολλές από τις καταστροφές δεν µπορούν να 

αποδοθούν στις παραπάνω αιτίες. Πρέπει λοιπόν να δοθεί µια καινούργια εξήγηση 

των φαινοµένων αυτών (Αγιουτάντης, 2002). 

Το πρόβληµα συνήθως ανάγεται στον προσδιορισµό των µέγιστων τάσεων 

που θα δηµιουργηθούν στο πέτρωµα µετά την εξόρυξη ή γενικότερα στην κατανοµή 

των τάσεων γύρω από το έργο. Πολλοί είναι οι παράγοντες που επηρεάζουν την 

κατανοµή των τάσεων στη βραχοµάζα όπως για παράδειγµα η µορφή του έργου, το 

µέγεθος και οι κατευθύνσεις των φορτίων, οι συνοριακές συνθήκες, κλπ. Ιδιαίτερα, 

για το σχεδιασµό του βέλτιστου συστήµατος θραύσης ψαθυρών πετρωµάτων, είτε µε 

ανατίναξη είτε µε µηχανικό τρόπο, πρέπει να χαρακτηριστεί η αντοχή και η 

παραµορφωσιµότητα του πετρώµατος (Αγιουτάντης, 2002). 

Μέρος της έρευνας κατευθύνεται επίσης, στην αναζήτηση του ρόλου που 

παίζουν οι ατέλειες που βρίσκονται µέσα σε µια κατασκευή και πως αυτές τελικά 

επηρεάζουν τη διάρκεια ζωής της. Ατέλειες όπως είναι τα κενά, µπορεί να 

προϋπάρχουν στα υλικά από τα οποία απαρτίζεται η κατασκευή. Επιπλέον µπορούν 

να δηµιουργηθούν κατά την κατασκευαστική φάση ή να εµφανιστούν κατά τη 
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διάρκεια χρήσης του έργου. Τέτοιες είναι οι εµφανιζόµενες µικροατέλειες εντός του 

υλικού, που οφείλονται στην κόπωση των µελών του έργου. Η περιγραφή µιας 

ατέλειας σε ένα σώµα πραγµατοποιείται µε την εισαγωγή της γεωµετρίας της. Στη 

συνέχεια αναζητείται το τασικό και παραµορφωσιακό πεδίο γύρω από την ατέλεια 

και οι συνθήκες κάτω από τις οποίες θα δηµιουργηθεί ρωγµή και θα διαδοθεί εντός 

του σώµατος, θεωρώντας ότι το υλικό είναι οµογενές, ισότροπο και γραµµικά 

ελαστικό (∆ηµοπούλου, 2004). 

Μέχρι και σήµερα, τα κύρια ερωτήµατα που καλούνται να απαντηθούν είναι: 

 Ποια είναι η αντοχή της κατασκευής που φέρει ατέλεια, και πως εξαρτάται από 

τη γεωµετρίας αυτής; 

 Ποιο είναι το µέγιστο µέγεθος ρωγµής (κρίσιµο µέγεθος) αν υπάρχουν ρωγµές, 

για το οποίο η κατασκευή δεν θα αστοχήσει; 

 Πως το µέγεθος των ατελειών της δοµής του έργου συνδέεται µε τα 

εφαρµοζόµενα εξωτερικά φορτία; 

 Ποιο είναι το κρίσιµο φορτίο για να αρχίσει η ρωγµή να διαδίδεται; 

 Ποιος είναι ο τρόπος διάδοσης της ρωγµής; 

 Για να απαντηθούν τα παραπάνω ερωτήµατα εισάγονται µεγέθη της 

µηχανικής, τα οποία χαρακτηρίζουν την εντατική και παραµορφωσιακή κατάσταση 

του προβλήµατος. Στην συνέχεια υπολογίζονται οι τιµές αυτών των µεγεθών, άµεσα 

ή έµµεσα στο εργαστήριο µε την εκτέλεση πειραµάτων  (∆ηµοπούλου, 2004). 
 

Η αντοχή σε εφελκυσµό των πετρωµάτων είναι µια παράµετρος που 

σχετίζεται έντονα µε πολλές από τις µηχανικές τους εφαρµογές (µηχανική 

συµπεριφορά των ορυκτών, διάτρηση και ανατίναξη των πετρωµάτων, στην αστοχία 

των πετρωµάτων σε υπόγειες και επιφανειακές εργασίες, όπως επίσης και στις 

κατασκευές). Για τον λόγο αυτό, είναι ενδιαφέρον να βρεθούν κατάλληλες 

εργαστηριακές µέθοδοι που θα οδηγήσουν στον προσδιορισµό της αντοχής των 

πετρωµάτων. Η διαδικασία που ακολουθείται ώστε να διαπιστωθεί ότι τα 

εφαρµοζόµενα φορτία δεν θα υπερβούν τα αναµενόµενα επίπεδα αντοχής του 

πετρώµατος, για δεδοµένες συνθήκες εξόρυξης, και να εξασφαλιστεί η ευστάθεια του 

έργου, είναι η εφαρµογή ενός τυπικού πειράµατος σε δοκίµια από το υλικό που θα 

χρησιµοποιηθεί για να γίνει µια κατασκευή. Αν η µέγιστη υπολογιζόµενη τάση στην 

κατασκευή πολλαπλασιαζόµενη µε ένα κατάλληλο συντελεστή ασφαλείας, είναι 
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µικρότερη από τη µέση αντοχή που κατέδειξαν τα πειράµατα, τότε η κατασκευή 

θωρείται ασφαλής (Κακλής, 2003). 
 

Γενικά οι  µέθοδοι µέτρησης της αντοχής διακρίνονται σε άµεσους και έµµεσους 

(∆ηµοπούλου, 2004): 

 Άµεση µέθοδος µετρήσεων είναι η άσκηση εφελκυσµού στα άκρα κυλινδρικού 

δοκιµίου ή δοκιµίου άλλου σχήµατος. 

 Οι έµµεσες µέθοδοι περιλαµβάνουν τους ακόλουθους τύπους φόρτισης: 

1) Κάµψη σε πρισµατικά, κυλινδρικά δοκίµια και δίσκους, 

2) Υδραυλικός εφελκυσµός, 

3) ∆ιαµετρική συµπίεση σε δίσκους και δακτυλίους,  

4) ∆ιαµετρική συµπίεση σε κυλίνδρους, σφαίρες και κύβους.  

Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι έµµεσες µέθοδοι µέτρησης της αντοχής έχουν τα 

ακόλουθα µειονεκτήµατα: 

 Εντός του δοκιµίου αναπτύσσεται ανοµοιόµορφο εντατικό πεδίο και 

 η θραύση πολλές φορές αρχίζει από περιοχές συµπίεσης παρά εφελκυσµού. 

Από την υπάρχουσα βιβλιογραφία προκύπτει ότι κάθε είδος εργαστηριακής 

δοκιµής (άµεσες και έµµεσες) δίνει δική της τιµή για την αντοχή του ίδιου υλικού. Οι 

λόγοι είναι πολλαπλοί: φυσικές ασυνέχειες του υλικού που το θραύουν σε 

χαµηλότερη τάση, ανοµοιογένεια στη δοµή του, µη τέλεια γραµµικά ελαστική 

συµπεριφορά σε όλη τη µάζα του κ.α. Στην περίπτωση της δοκιµής δακτυλίου, από 

φυσικής πλευράς, η οπή δεν είναι σηµαντική, αλλά θεωρητικά, αντιπροσωπεύει µια 

ασυνέχεια στην ελαστική συνέχεια του υλικού (Hudson, 1969). 
 

Άµεσος Εφελκυσµός 

Η συµβατική µέθοδος υπολογισµού της αντοχής των πετρωµάτων είναι η 

δοκιµή του άµεσου εφελκυσµού όπως φαίνεται στο σχήµα 1.1. Η µέθοδος 

παρουσιάζει πειραµατικές δυσκολίες και συνήθως δεν διεξάγεται στα εργαστήρια 

µηχανικής πετρωµάτων. Ειδικότερα σε ψαθυρά υλικά, µια από τις δυσκολίες είναι η 

ευθυγράµµιση και στερέωση του δοκιµίου. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα την εµφάνιση 

καµπτικών τάσεων ή στρεπτικής ροπής λόγω εκκεντρότητας των αξονικών φορτίων 

της µηχανής, καθώς επίσης και στη συγκέντρωση τάσεων τοπικά στα σηµεία επαφής 

των δοκιµίων µε τη µηχανή φόρτισης (Barla and Goffi, 1974, Nova and Zaninetti, 

1990). Στα όλκιµα υλικά, λόγω της δηµιουργίας λαιµού παύει να ισχύει οµοιόµορφη 
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επιβεβληµένη τάση. Η κατανοµή των τάσεων στην περιοχή του λαιµού παύει να είναι 

µονοαξονική και καθίσταται τριαξονική, µε υποθετικό άξονα συµµετρίας τον άξονα 

του δοκιµίου. 
 

 

Σχήµα 1.1: ∆ιατάξεις για τα πειράµατα άµεσου µονοαξονικού εφελκυσµού  

(Vardoulakis et al., 2002). 

Λόγω αυτών των πειραµατικών δυσκολιών, αναπτύχθηκαν εναλλακτικές 

µέθοδοι µέτρησης της εφελκυστικής αντοχή των πετρωµάτων γνωστές ως έµµεσες 

µέθοδοι (indirect tension tests). 
 

Έµµεσος Εφελκυσµός 

Λόγω των πειραµατικών δυσκολιών που αναφέρθηκαν πιο πάνω, 

εναλλακτικές µέθοδοι αναπτύχθηκαν για τον προσδιορισµό της εφελκυστικής 

αντοχής των πετρωµάτων. Η δοκιµή του Βραζιλιανού δίσκου είναι µια έµµεση 

µέθοδος που χρησιµοποιεί κυλινδρικό συµπαγή δίσκο, ο οποίος φορτίζεται 

αντιδιαµετρικά κατά την µία διάµετρό του µέχρι να οδηγηθεί σε αστοχία. (σχήµα 

1.2). Στη θεωρία, το εντατικό πεδίο το οποίο προκαλεί αστοχία σε εφελκυσµό µπορεί 

πλήρως να οριστεί, δεδοµένου ότι το υλικό διατηρεί τέλεια γραµµική ελαστική 

συµπεριφορά µέχρι το σηµείο της αστοχίας. Στην πραγµατικότητα, πολλά ψαθυρά 

υλικά όπως τα πετρώµατα, έχουν µη γραµµική εντατική και παραµορφωσιακή 

συµπεριφορά, λόγο των φυσικών ατελειών, οπότε η θεωρητική συµπεριφορά 

αποκλίνει από την πραγµατική (∆ηµοπούλου, 2004). 
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Παρόλα αυτά, και η δοκιµή του Βραζιλιανού δίσκου έχει το µειονέκτηµα ότι 

εκτός από εφελκυστικές τάσεις, εµφανίζονται και υψηλές διατµητικές τάσεις κοντά 

στις πλάκες φόρτισης. Η αστοχία µπορεί να οφείλεται τότε, όχι µόνο στην ασυνέχεια 

που δηµιουργείται στο κέντρο του δίσκου λόγο εφελκυσµού, αλλά επίσης και στο 

σχηµατισµό µικρών ρωγµών σχήµατος σφήνας στις επιφάνειες επαφής. Η 

ελαχιστοποίηση των διατµητικών τάσεων που αναπτύσσονται στο δίσκο, 

επιτυγχάνεται µε τη µέθοδο της αντιδιαµετρικής φόρτισης δίσκου µε κυκλική οπή στο 

κέντρο (Ring test) ή δίσκους µε εγκοπή (Notched Brazilian test). 
 

    
Σ

 

Λόγω της γεω

(θλιπτική φόρτιση) δη

το λόγο αυτό και η 

µεθόδους εφελκυσµού.

µέγιστη εφελκυστική τ

της είναι ανάλογο του 

 Γενικά στη δοκ

υπό την µορφή κυλινδ

και αρκετά εύχρηστη 

ο προσανατολισµός το

διάφορες διευθύνσεις.

τη γεωµετρία και τις σ
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χήµα 1.2: ∆ιάταξη δοκιµής Βραζιλιανού δίσκου 

µετρίας του δοκιµίου και του τρόπου επιβολής του φορτίου 

µιουργείται µία ζώνη εφελκυσµού στο κέντρο του δίσκου. Για 

µέθοδος του Βραζιλιανού δίσκου κατατάσσεται στις έµµεσες 

 Σύµφωνα µε την θεωρία της γραµµικής ελαστικότητας, η 

άση εµφανίζεται κάθετα στη διάµετρο φόρτισης και το µέγεθος 

φορτίου. 

ιµή του Βραζιλιανού δίσκου, τα δοκίµια λαµβάνονται συνήθως 

ρικών πυρήνων οι οποίοι κόβονται σε δίσκους. Εποµένως, είναι 

µέθοδος αφού τα δοκίµια ετοιµάζονται µε σχετική ευκολία. Αν 

υς ποικίλει, τότε η εφελκυστική αντοχή µπορεί να µετρηθεί για 

 Επιπλέον, η µέση τιµή της αντοχής µεταβάλλεται ανάλογα µε 

υνθήκες φόρτισης (Κακλής, 2002). 

εταπτυχιακή ∆ιατριβή 5



Κεφάλαιο 1                                                                                                       Εισαγωγή 

Η διάρθρωση της διατριβής έχει ως εξής: 
 

 Στο Κεφάλαιο 1 έγινε µια σύντοµη αναφορά στο γιατί ο προσδιορισµός των 

µηχανικών ιδιοτήτων των υλικών είναι σηµαντικός και στη συνέχεια έγινε µια απλή 

ανάπτυξη στις µεθόδους προσδιορισµού αντοχής των πετρωµάτων σε εφελκυσµό. 
 

Στο Κεφάλαιο 2 γίνεται µια σύντοµη αναφορά στις βασικές εξισώσεις της 

ισότροπης θεωρίας της ελαστικότητας και αναλύεται το επίπεδο πρόβληµα στις δυο 

διαστάσεις. Η ανάλυση στις δυο διαστάσεις είναι το βασικό αντικείµενο της θεωρίας 

της ελαστικότητας. Τέλος γίνεται µια σύντοµη αναφορά στην επίλυση επίπεδων 

προβληµάτων µε την τασική συνάρτηση Airy σε καρτεσιανές και πολικές 

συντεταγµένες. 
 

Στο Κεφάλαιο 3 γίνεται µια πιο σύνθετη ανάλυση γύρω από τις µαθηµατικές 

εξισώσεις που διέπουν την δοκιµή του Βραζιλιανού δίσκου και παρουσιάζεται η 

αναλυτική λύση κλειστής µορφής του προβλήµατος του αντιδιαµετρικά φορτιζόµενου 

δίσκου µε την βοήθεια της µεθόδου των µιγαδικών δυναµικών που ανέπτυξε ο 

Muskhelishvilli και των σειρών Fourier. 
 

Στο Κεφάλαιο 4 γίνεται η ανάπτυξη γύρω από την θεωρία θραύσης του 

Griffith και δίδονται οι βασικές εξισώσεις που διέπουν τις Θραυστοµηχανικές 

παραµέτρους που µπορούν να προσδιοριστούν µε την δοκιµή του βραζιλιανού 

δίσκου. 
 

Στο Κεφάλαιο 5, 6, 7, παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από 

την αριθµητική επίλυση του Βραζιλιανού δίσκου και τις παραλλαγές του, µε 

µαθηµατική ρωγµή και εγκοπή αντίστοιχα, µε την µέθοδο των πεπερασµένων 

στοιχείων χρησιµοποιώντας  το λογισµικό Marc-Mentat 2000. 

 

Στο Κεφάλαιο 8, συνοψίζονται τα συµπεράσµατα και γίνονται προτάσεις για 

το πως θα µπορούσε να βελτιωθεί η διατριβή αυτή. 
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2 Βασικές Εξισώσεις της Ισότροπης Θεωρίας 
της Ελαστικότητας 

   

2.1 Εισαγωγή 
Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται µια σύντοµη περιγραφή των εξισώσεων της 

θεωρίας της ελαστικότητας και αναλύεται το επίπεδο πρόβληµα στις δυο διαστάσεις. 

Ένα από τα βασικά αντικείµενα της θεωρίας της ελαστικότητας είναι ο 

προσδιορισµός της κατανοµής των τάσεων και των µετατοπίσεων εντός της µάζας 

του προς εξέταση σώµατος. Τέλος γίνεται µια σύντοµη αναφορά στην επίλυση 

επίπεδων προβληµάτων µε την τασική συνάρτηση Airy σε καρτεσιανές και πολικές 

συντεταγµένες. 

 

2.2 Ορισµός του Προβλήµατος 
Γενικά, στα προβλήµατα στις τρεις διαστάσεις που αντιµετωπίζονται µε την 

θεωρία της ελαστικότητας, υπάρχουν 15 άγνωστες ποσότητες όπου πρέπει να 

προσδιοριστούν σε κάθε σηµείο του υπό εξέταση σώµατος. Ονοµαστικά αυτές οι 

άγνωστες ποσότητες είναι οι 6 καρτεσιανές συνιστώσες των τάσεων, οι 6 καρτεσιανές 

συνιστώσες των παραµορφώσεων και 3 συνιστώσες των µετατοπίσεων. Για να 

επιτευχθεί η λύση του οποιουδήποτε προβλήµατος, πρώτα θα πρέπει να οριστούν και 

οι ακόλουθες ποσότητες (Dally & Riley, 1991): 

 Η γεωµετρία του σώµατος. 

 Οι συνοριακές συνθήκες. 

 Το πεδίο των δυνάµεων που δέχεται το σώµα σαν συνάρτηση της θέσης τους. 

 Οι ελαστικές σταθερές. 

Για να προσδιοριστούν οι πιο πάνω ποσότητες θα πρέπει να λυθούν 15 

εξισώσεις µε 15 αγνώστους. Οι 3 άγνωστοι προσδιορίζονται από τις ακόλουθες 

εξισώσεις ισορροπίας των τάσεων (Dally & Riley, 1991): 

 

0yxxx zx
xF

x y z
τσ τ∂∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

                                         (2.1) 
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0xy yy zy
yF

x y z
τ σ τ∂ ∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

                                          (2.2) 

 

0yzxz zz
zF

x y z
ττ σ∂∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

                                          (2.3) 

 

Οι άλλες 6, προσδιορίζονται από τις ακόλουθες εξισώσεις παραµόρφωσης–

µετατόπισης: 

 

, ,

, ,

xx yy zz

xy yz zx

u v w
x y z
v u w v u w
x y y z z

ε ε ε

γ γ γ

∂ ∂ ∂
= = =
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + = + = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂x

                     (2.4) 

 

και τέλος οι υπόλοιπες 6 που αποµένουν, προσδιορίζονται από τις ακόλουθες 

εκφράσεις των τάσεων-παραµορφώσεων (Dally & Riley, 1991): 

 

1 ( )

1 ( )

1 ( )

2(1 ) 2(1 ) 2(1 ), ,

xx xx yy zz

yy yy xx zz

zz zz yy xx

xy xy yz yz zx zx

v
E

v
E

v
E

v v
E E

ε σ σ σ

ε σ σ σ

ε σ σ σ

v
E

γ τ γ τ γ τ

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦

⎡ ⎤= − +⎣ ⎦

+ +
= = =

+

             (2.5) 

 

και 

 

, ,

[(1 ) ( )]
(1 )(1 2 )

[(1 ) ( )]
(1 )(1 2 )

[(1 ) ( )]
(1 )(1 2 )

2(1 ) 2(1 ) 2(1 )

xx xx yy zz

yy yy xx zz

zz zz xx yy

xy xy yz yz zx zx

E v
v v

E v
v v

E v
v v

E E
v v

σ ε ν ε ε

σ ε ν ε ε

σ ε ν ε ε

E
v

τ γ τ γ τ γ

= − + +
+ −

= − + +
+ −

= − + +
+ −

= = =
+ + +

             (2.6) 
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Η λύση ενός ελαστικού προβλήµατος, πέραν από την ικανοποίηση των 15 πιο 

πάνω εξισώσεων, προϋποθέτει και την ικανοποίηση των συνοριακών συνθηκών. Πιο 

απλά, οι τάσεις που δρουν επί της επιφάνειας ενός σώµατος πρέπει να δηµιουργούν 

ελκυστές ισοδύναµους µε τα επιβαλλόµενα φορτία στο σώµα. Οι συνοριακές 

συνθήκες συνήθως κατηγοριοποιούνται σε τέσσερα βασικά προβλήµατα όπως 

αναλύονται στην συνέχεια (Dally & Riley, 1991). 

Τύπου 1: Οι µετατοπίσεις διαγράφονται επί ολόκληρου του συνόρου. Το πρόβληµα 

τότε καλείται τύπου 1 και πρόβληµα συνοριακών τιµών. 

Τύπου 2: Είναι το πιο συχνά αντιµετωπιζόµενο πρόβληµα. Είναι και αυτό ένα 

πρόβληµα συνοριακών τιµών αλλά σε αντίθεση µε του τύπου 1, δίδονται οι ορθές και 

οι διατµητικές δυνάµεις επί ολόκληρης της επιφάνειας αντί για τις µετατοπίσεις.  

Τύπου 3: Είναι ένα µικτό πρόβληµα συνοριακών τιµών, όπου δίδονται οι ορθές και οι 

διατµητικές δυνάµεις που δρουν σε µέρος του σώµατος και οι µετατοπίσεις που 

δρουν στο υπόλοιπο µέρος του.  

Τύπου 4: Είναι γενικό πρόβληµα συνοριακών τιµών, όπου το σώµα χωρίζεται σε 4 

περιοχές. Στη πρώτη περιοχή προδιαγράφονται οι µετατοπίσεις, στην δεύτερη 

περιοχή δίδονται οι ορθές και οι διατµητικές τάσεις, στην τρίτη περιοχή δίδεται η 

ορθή συνιστώσα της µετατόπισης και η διατµητική συνιστώσα της τάσης ενώ στην 

τέταρτη και τελευταία περιοχή, δίδονται η διατµητική συνιστώσα της µετατόπισης 

και η ορθή συνιστώσα της τάσης. Είναι φανερό ότι οι πρώτοι τρεις τύποι 

προβληµάτων µπορεί να θεωρηθούν ειδικές περιπτώσεις του προβλήµατος τύπου 4.   

 

2.3 Βασικές Εξισώσεις 

Το βασικά τέσσερα σύνολα εξισώσεων από τα οποία µπορεί να 

προσδιοριστούν οι άγνωστες ποσότητες στη θεωρία της ελαστικότητας είναι (Dally & 

Riley, 1991): 

 Ισορροπία των τάσεων. 

 Σχέσεις παραµόρφωσης-µετατόπισης. 

 Εκφράσεις τάσεων-παραµορφώσεων. 

 Εξισώσεις συµβιβαστού. 

Συνήθως δυο ή και περισσότερα από τα πιο πάνω σύνολα µπορούν να συνδυαστούν 

και να δώσουν ένα νέο σύνολα εξισώσεων που είναι πιο εφαρµοσµένο σε 

συγκεκριµένα προβλήµατα. Για παράδειγµα, αν συνδυαστούν οι εξισώσεις 2.4 µε τις 
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2.5, λαµβάνονται οι ακόλουθες 6 σχέσεις τάσεων-παραµορφώσεων και 6 εξισώσεις 

παραµόρφωσης-µετατόπισης (Dally & Riley, 1991): 

 

1 [ ( )]

1 [ ( )]

1 [ ( )]

1 1, ,

yy zz

yy zz xx

zz xx yy

xy yz zx

u v
x E
v v
y E
w v
z E
u v v w w u
y x z y x z

χχσ σ σ

σ σ σ

σ σ σ

1τ τ τ
µ µ µ

∂
= − +

∂
∂

= − +
∂
∂

= − +
∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ = + = + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

                 (2.7) 

 

Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφερθεί ότι το σύνολο εξισώσεων που 

συνίσταται από τις εξισώσεις ισορροπίας των τάσεων (2.1-2.3) και  από τις εξισώσεις 

τάσεων-µετατοπίσεων, εκφράζονται σαν 9 εξισώσεις µε 9 αγνώστους. Η µείωση των 

αγνώστων από 15 σε 9 έγινε δυνατή µε την απαλοιφή των παραµορφώσεων. Το 

πρόβληµα µπορεί να µειωθεί περαιτέρω από 9 σε 3 αγνώστους αν οι εξισώσεις 

ισορροπίας των τάσεων   (2.1-2.3) συνδυαστούν µε τις σχέσεις τάσεων-µετατοπίσεων 

(2.7). Οπότε οι εξισώσεις ισορροπίας των µετατοπίσεων γράφονται (Dally & Riley, 

1991): 

 

2

2

2

1 1 0
1 2

1 0
1 2

1 1 0
1 2

x

y

z

u v wu F
v x x y z

u v wv F
v y x y z

u v ww F
v z x y z

µ

µ

µ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
∇ + + + + =⎜ ⎟− ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
∇ + + + + =⎜ ⎟− ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
∇ + + + + =⎜ ⎟− ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

1                            (2.8) 

 

όπου η σχέση  είναι ο τελεστής Laplace: 2∇

 
2 2

2
2 2

2

2x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

                                                  (2.9) 

 

Είναι ξεκάθαρο ότι η λύση των εξισώσεων ισορροπίας των µετατοπίσεων θα 

δώσει τρεις µετατοπίσεις, u,v,w. Μόλις προσδιοριστούν οι µετατοπίσεις αυτές, οι 6 
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παραµορφώσεις µπορούν εύκολα να προσδιοριστούν από τις εξισώσεις 2.4 και ως 

αποτέλεσµα αυτού του προσδιορισµού, να υπολογιστούν οι 6 τάσεις µε τη βοήθεια 

των εξισώσεων 2.5 και 2.6. 

 Αναλυτικές λύσεις για προβλήµατα στις τρεις διαστάσεις είναι αρκετά 

δύσκολο να επιτευχθούν, καθώς επίσης ο αριθµός των προβληµάτων που µπορούν να 

λυθούν είναι εκπληκτικά µικρός. Η πιο επιτυχής προσέγγιση ήταν οι τασικές 

συναρτήσεις των Boussinesq-Popkovich που ορίζονται µε τέτοιο τρόπο έτσι ώστε να 

ικανοποιούνται οι εξισώσεις 2.8. Η ανάπτυξη των εξισώσεων αυτών θεωρείται ότι 

είναι αρκετά περίπλοκη που ξεφεύγει από τους σκοπούς της εργασίας αυτής, για αυτό 

και δεν θα συζητηθούν στο κεφάλαιο αυτό. 

 Στη συνέχεια κρίνεται σκόπιµο να αναπτυχθούν οι εξισώσεις του 

συµβιβαστού των τάσεων, αφού αποτελούν την βάση για ένα σηµαντικό θεώρηµα 

εξάρτησης των τάσεων από τις ελαστικές σταθερές. Αν οι σχέσεις τάσεων-

παραµορφώσεων  (σχέσεις 2.5), οι εξισώσεις ισορροπίας (σχέσεις 2.1-2.3) και οι 

ακόλουθες εξισώσεις (2.10) του συµβιβαστού των τροπών συνδυαστούν, 

λαµβάνονται οι 6 εξισώσεις (2.11) του συµβιβαστού των τάσεων άρα (Dally & Riley, 

1991): 

 
2 22

2 2

2 2 2

2 2

2 22

2 2

2

2

2

2

2

2

xy yyxx

yz yy zz

zx xxzz

yz xyxx zx

yy yz xyzx

yz xyzxzz

x y y x

y z z y

z x x z

y z x x y z

z x y x y z

x y z x y z

γ εε

γ ε ε

γ εε

γ γε γ

ε γ γγ

γ γγε

∂ ∂∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂⎛∂ ∂∂

= − + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂ ∂⎛ ⎞∂∂

= − +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∂ ∂⎛ ⎞∂∂ ∂

= + −⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝
⎟
⎠

⎞
                               (2.10) 

 

και εποµένως οι 6 εξισώσεις του συµβιβαστού των τάσεων θα είναι οι ακόλουθες: 
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2
2
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yx xz
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∂⎛ ⎞∂∂
∇ + = − +⎜ ⎟+ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∇
2

1

2
2

1

1
1

1
1

y z
z

x z
zx

F FI
v y z z y

F FI
v z x z x

τ

∂⎛ ⎞∂∂
+ = − +⎜ ⎟+ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂∂ ⎛ ⎞∇ + = − +⎜ ⎟+ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                (2.11) 

 

όπου το Ι1, είναι η πρώτη αναλλοίωτη των τάσεων σχχ + σyy + σzz, Οι Fx, Fy, Fz, είναι 

οι δυνάµεις που δρουν επάνω στο σώµα στις διευθύνσεις X, Y, Z αντίστοιχα. 

 Αν αυτό το σύστηµα των 6 εξισώσεων επιλυθεί για τις 6 καρτεσιανές 

συνιστώσες των τάσεων, και οι συνοριακές συνθήκες ικανοποιούνται, το πρόβληµα 

θεωρείται ότι µπορεί να επιλυθεί. Το αξιοσηµείωτο των εξισώσεων 2.12, είναι ότι 

περιέχουν µια ελαστική σταθερά. Αφού εµφανίζεται µόνο ο λόγος Poisson v, 

σηµαίνει ότι οι εξισώσεις αυτές είναι ανεξάρτητες από το µέτρο ελαστικότητας E. 

Φυσικά, αυτό είναι πρακτικής σηµασίας για ένα απλά συνδεδεµένο σώµα, αφού οι 

εξισώσεις του συµβιβαστού των παραµορφώσεων ισχύουν για αυτή την συνθήκη 

µόνο. Η µη εξάρτηση των τάσεων από το µέτρο ελαστικότητας, είναι αρκετά 

σηµαντικό σε διάφορα πειράµατα. Χαρακτηριστικό παράδειγµα όπου ευνοείται η 

πειραµατική διαδικασία από την ανεξαρτησία των τάσεων από το µέτρο 

ελαστικότητας είναι στην φωτοελαστικότητα. 

 

2.4 Το Επίπεδο Ελαστικό Πρόβληµα 
Στη θεωρία τη ελαστικότητας, υπάρχει µια ειδική κατηγορία προβληµάτων 

γνωστά ως επίπεδα προβλήµατα, τα οποία µπορούν να επιλυθούν πολύ πιο εύκολα 

και άµεσα από τα γενικά προβλήµατα ελαστικότητας στις τρεις διαστάσεις. Η 

γεωµετρία του σώµατος και η φύση της φόρτισης στα σύνορα της, επιτρέπει την 

κατηγοριοποίηση σαν επίπεδο πρόβληµα µε τον ακόλουθο τρόπο. Εξ ορισµού, το 

επίπεδο σώµα αποτελείται από µια περιοχή οµοιόµορφου πάχους που περικλείεται 
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από δυο παράλληλα επίπεδα και µια κλειστή παράπλευρη επιφάνεια ΒL, όπως 

φαίνεται στο σχήµα 2.1. Αν και το πάχος του σώµατος θα πρέπει να είναι 

οµοιόµορφο, αυτό δεν αποτελεί απαγορευτικό περιορισµό. Μπορεί να είναι πολύ 

χοντρό ή πολύ λεπτό το σώµα. Σε ιδανικές συνθήκες, οι δυο ακραίες περιπτώσεις 

είναι και οι επιθυµητές (Dally & Riley, 1991). 

 

Σχήµα 2

 

Εκτός α

επιβάλλονται κ

& Riley, 1991).

 Οι δυνάµε

περιοχής, δ

την Ζ διεύθ

 Οι επιφανε

είναι στο 

πάχος του

( ,x xT T x y=

 ∆εν µπορού

πάνω και κ

Μόλις ο

κάνοντας χρήσ

Σαρρής Ερνέστ
.1: Σώµα όπου µπορεί να θεωρηθεί για το επίπεδο ελαστικό πρόβληµα  

(Dally & Riley, 1991) 

πό τους περιορισµούς που αναφέρονται στη γεωµετρία του σώµατος, 

αι εκείνοι που αφορούν στα φορτία που δρουν επάνω σε αυτό (Dally 

 

ις, εάν υπάρχουν, δεν µπορεί να µεταβάλλονται µε το πάχος µιας 

ηλαδή  και ( , )x xF F x y= ( , )y yF F x y= . Περαιτέρω, η δύναµη κατά 

υνση πρέπει να είναι µηδέν. 

ιακοί ελκυστές ή τα φορτία στην παράπλευρη επιφάνεια ΒL, πρέπει να 

επίπεδο του µοντέλου και οµοιόµορφα κατανεµηµένα  επάνω στο 

 µοντέλου, δηλαδή σταθερά κατά την Ζ διεύθυνση, εποµένως 

,  και ) ( , )y yT T x y= 0zT = . 

ν να επιβληθούν φορτία στα παράλληλα επίπεδα που περικλείουν την 

άτω επιφάνεια του σώµατος, δηλαδή 0nT =  στο z t= ± .  

ριστούν η γεωµετρία και οι φορτίσεις, προσδιορίζονται οι τάσεις 

η των προσεγγίσεων επίπεδης τάσης ή επίπεδης παραµόρφωσης. 
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Συνήθως χρησιµοποιείται η προσέγγιση της επίπεδης παραµόρφωσης όταν το σώµα 

είναι αρκετά µεγάλο σε σχέση µε τις άλλες του διαστάσεις. Η θεώρηση επίπεδης 

τάσης εφαρµόζεται όταν το σώµα είναι µικρό σε σχέση µε τις άλλες του διαστάσεις. 

 

2.5 Προσέγγιση Επίπεδης Παραµόρφωσης 

Αν θεωρηθεί ότι οι παραµορφώσεις σε ένα σώµα είναι επίπεδες, δηλαδή οι 

παραµορφώσεις στις Χ, Υ διευθύνσεις είναι συνάρτηση του x και y µόνο, καθώς 

επίσης οι παραµορφώσεις κατά την Ζ διεύθυνση είναι µηδενικές, τότε οι σχέσεις 

παραµορφώσεων-µετατοπίσεων, µπορούν να απλοποιηθούν ως εξής (Dally & Riley, 

1991): 

 

, ,

, 0,

xx yy zz

xy yz zx

u v w
x y z
u v v w w u
y x z y x z

ε ε ε

γ γ γ

∂ ∂ ∂
= = =
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 0= + = + = = +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

=
                 (2.12) 

 

όµοια µε αντικαταστάσεις των εξισώσεων 2.12 στις αρχικές εκφράσεις τάσεων-

παραµορφώσεων, επιτυγχάνονται οι απλοποιηµένες σχέσεις τάσεων-παραµορφώσεων 

για συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης (Dally & Riley, 1991): 

 

1

1

1

2
2

0

xx xx

yy yy

zz

xy xy

yz zx

J
J

J

σ λ µε
σ λ µε

σ λ
τ µγ
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=
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                                                 (2.13)  

 

όπου J1 = εxx + εyy. Επιπλέον οι εξισώσεις ισορροπίας των τάσεων απλοποιούνται 

στην εξής µορφή (Dally & Riley, 1991): 

 

0

0

xyxx
x

xy yy
y

F
x y

F
x y

τσ

τ σ
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                                               (2.14) 
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Κάθε λύση για ένα πρόβληµα επίπεδης παραµόρφωσης πρέπει να ικανοποιεί 

τις εξισώσεις 2.12-2.13, επιπλέον και τις συνοριακές συνθήκες επάνω στην 

παράπλευρη επιφάνεια ΒL και των επιπέδων του σχήµατος 2.1. Οι συνοριακές 

συνθήκες µπορούν να εκφραστούν συναρτήσει των συνιστωσών των τάσεων όπου 

αναλύονται σε καρτεσιανό σύστηµα. Εποµένως επί της επιφάνειας ΒL πρέπει να 

ικανοποιούνται οι πιο κάτω συνοριακές συνθήκες (Dally & Riley, 1991): 

 

( , ) ( , )

( , ) ( , )

0

nx xx xy

ny xy yy

nz

T n x

T n x

T

n y

n y

σ συν τ συν

τ συν σ συν

= +

= +

=

                                        (2.15)  

 

όπου Τnx, Τny, Τnz, είναι συνιστώσες των τάσεων στις Χ, Υ, Ζ διευθύνσεις που 

εφαρµόζονται στην επιφάνεια ΒL. Τέλος, επάνω στα παράλληλα επίπεδα που 

περικλείουν την πάνω και κάτω επιφάνεια του σώµατος ισχύει 0nT = . Είναι φανερό 

ότι από τις εξισώσεις 2.13, η συνιστώσα της τάσης σzz θα είναι ίση µε µηδέν. Όµως το 

J1 είναι πάντοτε µηδέν, άρα η λύση του προβλήµατος δεν θα είναι ακριβής αφού 

παραβιάζονται οι συνοριακές συνθήκες στα παράλληλα επίπεδα που περικλείουν την 

πάνω και κάτω επιφάνεια του σώµατος. Σε πολλά προβλήµατα, η παραβίαση των 

συνοριακών συνθηκών µπορεί να αποφευχθεί µε την υπέρθεση µιας ίσης και 

αντίθετης κατανοµής σzz (λύση µε υπόλοιπα) επάνω στην αρχική λύση του 

προβλήµατος.  

 Είναι δυνατό να επιτευχθεί ακριβής λύση σε ένα πρόβληµα µε υπόλοιπο µόνο 

όταν η σzz είναι γραµµική συνάρτηση του Χ και Υ. Όταν η σzz είναι µη γραµµική, 

τότε γίνεται µια προσεγγιστική λύση που βασίζεται στην αρχή του Saint-Venant. 

Όταν η µη γραµµική κατανοµή της σzz είναι στα παράλληλα σύνορα του σώµατος, 

αντικαθίσταται µε από µια γραµµική κατανοµή που είναι στατικά ισοδύναµη. Είναι 

φανερό ότι η προσέγγιση της επίπεδης παραµόρφωσης περιορίζεται σε κεντρικές 

περιοχές όπως φρέαρ, φράγµατα όπου είναι αρκετά µεγάλα ως προς τις δυο 

διαστάσεις τους. Στην κεντρική περιοχή τέτοιων σωµάτων, οι τάσεις σxx, σyy και τxy 

µπορούν να προσδιοριστούν από την λύση του αρχικού επίπεδου προβλήµατος αφού 

µε την υπέρθεση µιας ίσης κατανοµής επάνω στην αρχική λύση δεν επηρεάζει αυτές 

τις τάσεις, απλά υποβιβάζει την σzz µέχρι να εξαφανιστεί (Dally & Riley, 1991).  
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2.6 Προσέγγιση Επίπεδης Τάσης 

Όπως έχει αναφερθεί, η θεώρηση της επίπεδης παραµόρφωσης περιορίζεται 

σε σώµατα των οποίων η τρίτη διάσταση είναι αρκετά µεγαλύτερη σε σχέση µε τις 

άλλες δυο διαστάσεις τους. Για την περίπτωση όπου η τρίτη διάσταση είναι µικρή σε 

σχέση µε τις άλλες διαστάσεις, µπορεί να θεωρηθεί η παραδοχή (Dally & Riley, 

1991): 

 

0zz yz zxσ τ τ= = =                                                (2.16) 

 

σε όλο το πάχος του σώµατος. Αυτή η παραδοχή υποβιβάζει τις εξισώσεις ισορροπίας 

των τάσεων στην εξής µορφή (Dally & Riley, 1991): 

 

 
0

0

xyxx
x

xy yy
y

F
x y

F
x y

τσ

τ σ

∂∂
+ + =

∂ ∂
∂ ∂

+ + =
∂ ∂

                                           (2.17) 

 

και οι σχέσεις τάσης παραµόρφωσης λαµβάνουν την µορφή (Dally & Riley, 1991): 

 

 

1

1

1

2
2

2

0

0

xx xx

yy yy

zz zz

xy xy

yz yz

zx zx

J
J

J

σ λ µε
σ λ µε

σ λ µε
τ µγ

τ µγ

τ µγ

= +
= +

= +
=

= =

= =

                                             (2.18) 

  

από την τρίτη εξίσωση 2.18, λαµβάνεται η ακόλουθη σχέση: 

 

(
2zz xx yy )λε ε ε

λ µ
= − +

+
                                       (2.19) 

 

σύµφωνα µε την εxx, η πρώτη αναλλοίωτη των παραµορφώσεων J1 γίνεται: 
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1
2 (

2 xx yyJ )µ ε ε
λ µ

=
+

+                                          (2.20) 

Αντικαθιστώντας την αναλλοίωτη J1 στις εξισώσεις 2.18 λαµβάνεται: 

 

2 ( ) 2
2

2 ( ) 2
2

0

xx xx yy xx

yy xx yy yy

xy xy

zz yz zx

λµσ ε ε µε
λ µ
λµσ ε ε µε

λ µ
τ µγ

σ τ τ

= + +
+

= + +
+

=

= = =

                                 (2.21) 

 

Στην γενική περίπτωση, οι τάσεις σxx, σyy και τxy δεν είναι ανεξάρτητες από το 

Ζ και άρα οι συνοριακές συνθήκες επί της παράπλευρης επιφάνειας ΒL, δεν µπορούν 

να ικανοποιηθούν αυτόµατα. Για να ξεπεραστεί αυτή η δυσκολία, συνήθως γίνεται 

χρήση των µέσων τάσεων και µετατοπίσεων επάνω στο µέσο πάχος του σώµατος. Οι 

µέσες τιµές των τάσεων και των µετατοπίσεων δίδονται από τις σχέσεις (Dally & 

Riley, 1991): 

 

~ ~ ~

~ ~

1 1 1, ,
2 2 2

1 1,
2 2

t t

xx yy zzxx yy zz
t t

t t

t t

dz dz dz
t t

u udz v vdz
t t

σ σ σ σ τ τ
− −

− −

= = =

= =

∫ ∫

∫ ∫

t

tt −
∫

n y

n y

                  (2.22) 

 

Το σύµβολο (~) πάνω από τις τάσεις και τις µετατοπίσεις δείχνει ότι γίνεται 

αναφορά στις µέσες τιµές. Αντικαθιστώντας τις µέσες αυτές τιµές στις εξισώσεις 2.15 

λαµβάνονται οι συνοριακές συνθήκες που πρέπει να εφαρµοστούν επί της 

παράπλευρης επιφάνειας  ΒL (Dally & Riley, 1991): 

 
~ ~

~ ~

cos( , ) cos( , )

cos( , ) cos( , )

xx xynx

xy yyny

T n x

T n x

σ τ

τ σ

= +

= +
                                    (2.23) 

 

Αν γίνει µια σύγκριση µεταξύ των λύσεων που λαµβάνονται από τις θεωρήσεις 

επίπεδης παραµόρφωσης και επίπεδης τάσης, τότε µπορεί να παρατηρηθεί ότι είναι 
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ακριβώς οι ίδιες µε την µοναδική διαφορά στις εξισώσεις 2.18 και 2.13. Αν εξεταστεί 

µια τυπική εξίσωση από αυτά τα δυο σύνολα εξισώσεων, όπως φαίνεται στην σχέση 

2.24 (Dally & Riley, 1991): 

                             

Επίπεδη Παραµόρφωση ( ) 2
2 ( ) 2

2

xx yy xx

xx
xx yy xx

λ ε ε µε
σ λµ ε ε µ

λ µ

+ +⎧
⎪= ⎨ + +⎪ +⎩

ε

)

 
Επίπεδη Τάση 

(2.24)

 

φαίνεται ότι είναι ίδιες εκτός από τους συντελεστές του όρου ( xx yyε ε+ . Αφού όλες 

οι εξισώσεις είναι ίδιες για τις θεωρήσεις επίπεδης παραµόρφωσης και επίπεδης 

τάσης, τότε µπορεί µετατραπούν από επίπεδη παραµόρφωση σε επίπεδη τάση και 

αντίστροφα. Οπότε για την µετατροπή της επίπεδης παραµόρφωσης σε επίπεδη τάση 

αρκεί (Dally & Riley, 1991): 

 

2 ,
2 1
λµ νλ ν

λ µ ν
→

+ −
→                                           (2.25) 

 

ενώ για την µετατροπή της επίπεδης τάσης σε επίπεδη παραµόρφωση αρκεί: 

 

2 ,
2 1
λµ λ ν ν

λ µ ν
→ →

+ −
                                        (2.26) 

 

Γενικά για την θεώρηση της επίπεδης τάσης θεωρείται ότι σzz, τyz και τzx, 

εξαρτώνται από την Ζ διεύθυνση. Σαν αποτέλεσµα αυτού, οι συνοριακές συνθήκες 

παραβιάζονται και για την απαλοιφή αυτού του προβλήµατος γίνεται χρήση των 

µέσων τιµών των τάσεων και των µετατοπίσεων. Τέλος µπορεί να γίνει µετατροπή 

από την µια θεώρηση στην άλλη, µε απλή αντικατάσταση του λόγου Poisson όπως 

δείχνουν οι σχέσεις 2.25 και 2.26. 

 

2.7 Αρχή του Saint-Venant 
Σύµφωνα µε την αρχή του Saint–Venant (1855), όταν ένα σύστηµα δυνάµεων, 

που δρα σε πεπερασµένο αριθµό συνοριακών επιφανειών ενός σώµατος µπορεί να 

αντικατασταθεί από ένα στατικά ισοδύναµο σύστηµα δυνάµεων. Οι τάσεις και 
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παραµορφώσεις τότε σε κάποιο εσωτερικό σηµείο του σώµατος που βρίσκεται 

αρκετά µακριά από τα σηµεία δράσης των δυνάµεων, ταυτίζονται µε αυτές που 

προκύπτουν από την εφαρµογή του αρχικού συστήµατος δυνάµεων (σχήµα. 2.2). 

Πρακτικά, η αρχή αυτή αποδίδεται µε το ότι ο τρόπος µε τον οποίο δρουν οι δυνάµεις 

σε µία περιοχή είναι σηµαντικός όταν εξετάζεται η εντατική κατάσταση στην περιοχή 

αυτή (Aγιουτάντης, 2002). 

 

α) β)
 

Σχήµα 2.2: Αρχή Saint–Venant α) αρχικό σύστηµα δυνάµεων,  β) στατικό ισοδύναµο σύστηµα 

δυνάµεων. 

 Η αρχή αυτή έχει ιδιαίτερη πρακτική αξία κατά το σχεδιασµό και ανάλυση 

των κατασκευών, καθώς η συγκέντρωση των τάσεων έχει τοπική σηµασία και 

επηρεάζει ελάχιστα την συνολική συµπεριφορά του σώµατος πάνω στο οποίο ενεργεί. 

 

2.8 Τασική Συνάρτηση του Airy 

Στο επίπεδο πρόβληµα, όπως αναφέρθηκε και πιο πάνω, οι τρεις άγνωστοι 

που πρέπει να προσδιοριστούν έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι εξισώσεις ισορροπίας 

και οι συνοριακές συνθήκες είναι οι τάσεις σxx, σyy και τxy. Ο πιο βολικός τρόπος για 

να προσδιοριστούν οι πιο πάνω άγνωστοι είναι µε δυο εξισώσεις ισορροπίας και µια 

εξίσωση του συµβιβαστού των τάσεων. Οι δισδιάστατες εξισώσεις ισορροπίας είναι 

(Dally & Riley, 1991): 
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0

0

xyxx
x

xy yy
y

F
x y

F
x y

τσ

τ σ

∂∂
+ + =

∂ ∂
∂ ∂

+ + =
∂ ∂

                                              (2.27) 

 

ενώ η εξίσωση του συµβιβαστού των τάσεων για την περίπτωση επίπεδης 

παραµόρφωσης είναι η εξής (Dally & Riley, 1991): 

 

2 2( )( )
2

yx
xx yy

FF
x y

λ µσ σ
λ µ

∂⎛ ⎞∂+
∇ + = − +⎜ ⎟+ ∂ ∂⎝ ⎠

                             (2.28) 

 

Αν θεωρηθεί ότι το πεδίο των δυνάµεων που ορίζεται σε µια περιοχή ( , )x yΩ , είναι 

τέτοιο ώστε οι δυνάµεις να δίδονται από τις σχέσεις: 

 

,x yF F
x y

∂Ω
= − = −

∂Ω
∂ ∂

                                            (2.29) 

 

Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις 2.29 στις 2.27 και 2.28 και λαµβάνοντας υπόψη ότι 

(Dally & Riley, 1991): 

2( ) 1
( 2 ) (1 )
λ µ
λ µ ν

+
=

+ −
                                                (2.30) 

 

λαµβάνονται οι καινούργιες εξισώσεις (Dally & Riley, 1991): 

 

2

,

( ) 0
1

xy xy yyxx

xx yy

x y x x y y
τ τ σσ

σ σ
ν

∂ ∂ ∂∂ ∂Ω ∂
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Ω

∇ + − =
−

Ω

                            (2.31) 

 

Οι εξισώσεις 2.31, είναι αυτές που πρέπει να ικανοποιούν οι τάσεις σxx, σyy και τxy. 

Αν τώρα θεωρηθεί ότι οι τάσεις αυτές µπορούν να αναπαρασταθούν από µια 

συνάρτηση Φ τέτοια ώστε (Dally & Riley, 1991): 
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2 2

2 2, ,xx yy xyy x
σ σ τ∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ

= +Ω = +Ω = −
∂ ∂

2

x y∂ ∂
                     (2.32)  

 

Αν οι εξισώσεις 2.32 αντικατασταθούν στις 2.31, ικανοποιούνται αυτοµάτως οι δυο 

εξισώσεις ισορροπίας και η εξίσωση του συµβιβαστού των τάσεων λαµβάνει την 

µορφή:  

 

4 1 2
1

2ν
ν

−
∇ Φ = − ∇ Ω

−
                                          (2.33) 

 

Άρα οι εξισώσεις ισορροπίας και συµβιβαστού των τάσεων ικανοποιούνται αµέσως 

αν η συνάρτηση Φ ικανοποιεί την εξίσωση 2.33. Η έκφραση της Φ είναι γνωστή σαν 

η τασική συνάρτηση του Airy. Αν η εξίσωση 2.33 λυθεί ως προς Φ, λαµβάνεται µια 

νέα έκφραση που περιέχει τα x, y και ένα αριθµό σταθερών. Οι σταθερές 

υπολογίζονται από τις συνοριακές συνθήκες και οι τάσεις υπολογίζονται από την Φ 

σύµφωνα µε τις σχέσεις 2.32. Ο προσδιορισµός της Φ από την εξίσωση 2.33 

επιτρέπει τον προσδιορισµό των τάσεων για συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης. Για 

συνθήκες επίπεδης τάσης, η σχέση που προσδιορίζει την Φ είναι (Dally & Riley, 

1991): 

 
4 (1 )ν∇ Φ = − − ∇ Ω2                                               (2.34) 

 

Φυσικά για την περίπτωση όπου οι δυνάµεις δρουν εντός βαρυτικού πεδίου (όπως 

όλα τα προβλήµατα της θεωρίας της ελαστικότητας), το δεξιό µέρος των εξισώσεων 

2.33 και 2.34 είναι ίσο µε µηδέν ή είναι σταθερό, εποµένως ισχύει (Dally & Riley, 

1991): 

  
2 0∇ Ω =                                                         (2.35) 

 

και οι εξισώσεις 2,33 και 2.34 λαµβάνουν την µορφή: 

 
2 0∇ Φ =                                                         (2.36) 
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Αυτή είναι η γνωστή διαρµονική εξίσωση που µπορεί να γραφεί υπό την µορφή: 

 
4 4 4

4 2 2 42
x x y y

∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ 0+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

                                        (2.37) 

 

Εξετάζοντας την διαρµονική εξίσωση, φαίνεται ότι η συνάρτηση Φ και οι τάσεις σxx, 

σyy και τxy είναι ανεξάρτητες από τις ελαστικές σταθερές.  

 

2.9 Τασική Συνάρτηση Airy σε Καρτεσιανές Συντεταγµένες 

Κάθε συνάρτηση Airy που χρησιµοποιείται για την επίλυση ενός επίπεδου 

προβλήµατος, πρέπει να ικανοποιεί τις εξισώσεις 2.36 και 2.37 καθώς ο 

προσδιορισµός της Φ θα δώσει µέσω των εξισώσεων 2.32 τις άγνωστες τάσεις όπου 

και αυτές µε την σειρά τους θα ικανοποιούν τις συνοριακές συνθήκες. Οι πιο κοινά 

χρησιµοποιούµενες συναρτήσεις είναι σε µορφή πολυωνύµων. Στη συνέχεια θα 

αναπτυχθούν τα πολυώνυµα αυτά µέχρι την πέµπτη τάξη (Dally & Riley, 1991). 

 

2.9.1 Συνάρτηση Airy υπό Μορφή Πρώτης Τάξης Πολυωνύµου 

Το πολυώνυµο είναι της µορφής (Dally & Riley, 1991): 

 

1 1 1a x b yΦ = +                                                  (2.38) 

 

από τις σχέσεις 2.32 φαίνεται ότι οι τάσεις είναι µηδενικές: 

 

0xx yy xyσ σ τ= = =                                              (2.39) 

 

και άρα οι εξισώσεις 2.36 και 2.37 ικανοποιούνται. Αυτή η συνάρτηση όµως είναι 

κατάλληλη για ελεύθερο πεδίο τάσεων, εποµένως η λύση µε τέτοιο πολυώνυµο είναι 

σπάνια εφαρµόσιµη. 

 

2.9.2 Συνάρτηση Airy υπό Μορφή ∆ευτέρας Τάξης Πολυωνύµου 

Το πολυώνυµο είναι της µορφής (Dally & Riley, 1991): 

 
2

2 2 2 2a x b xy c yΦ = + + 2                                             (2.40) 
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Και οι τάσεις από τις σχέσεις 2.32 είναι: 

 

2 22 2xx yy xyc a 2bσ σ τ= = = −

3

3

                                    (2.41) 

 

Οι εξισώσεις 2.36 και 2.37 ικανοποιούνται και η τασική συνάρτηση Φ2 παράγει 

οµοιόµορφο πεδίο τάσεων σε όλο το σώµα που είναι ανεξάρτητα από τα x και y. 

 

2.9.3 Συνάρτηση Airy υπό Μορφή Τρίτης Τάξης Πολυωνύµου 

Το πολυώνυµο είναι της µορφής (Dally & Riley, 1991): 

 
3 2 2

3 3 3 3 3a x b x y c xy d yΦ = + + +                                    (2.42) 

 

Ξανά από τις σχέσεις 2.32, οι τάσεις που προκύπτουν είναι: 

 

3 3 3 3 32 6 6 2 2xx yy xyc x d y a x b y b x c yσ σ τ= + = + = − −                (2.43) 

 

Οι εξισώσεις 2.36 και 2.37 ικανοποιούνται υπό συνθήκη και η τασική συνάρτηση Φ3 

παράγει γραµµικά µεταβαλλόµενο τασικό πεδίο σε όλο το σώµα. 

 

2.9.4 Συνάρτηση Airy υπό Μορφή Τετάρτης Τάξης Πολυωνύµου 

Το πολυώνυµο είναι της µορφής (Dally & Riley, 1991): 

 
4 3 2 2 3

4 4 4 4 4 4a x b x y c x y d xy e yΦ = + + + + 4

2

                             (2.44) 

 

Για άλλη µια φορά από τις σχέσεις 2.32, οι τάσεις που προκύπτουν είναι: 

 
2 2

4 4 4
2

4 4 4

2 2
4 4 4

2 6 12

12 6 2

3 4 3

xx

yy

xy

c x d xy e y

a x b xy c y

b x c xy d y

σ

σ

τ

= + +

= + +

= − − −

                                     (2.45) 

 

Όταν αντικατασταθεί η τασική συνάρτηση Φ4 στην εξίσωση 2.37, 

παρατηρείται ότι η εξίσωση δεν ικανοποιείται ούτε υπό συνθήκη.  
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Για να ικανοποιηθεί η διαρµονική εξίσωση θα πρέπει: 

 

4
4 4 3

ce a⎛= − +⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟

2

5

3

3

                                             (2.46) 

 

Αντικαθιστώντας την 2.46 στις σχέσεις των τάσεων, προκύπτει: 

 
2 2

4 4 4 42 6 12 4xx c x d xy a y c yσ = + − −                            (2.47) 

 

Οι τάσεις σyy και τxy παραµένουν αναλλοίωτες. Η τασική συνάρτηση Φ4 παράγει 

τασικό πεδίο τάσεων που είναι πολυώνυµο δευτέρας τάξης σε x και y. 

 

2.9.5 Συνάρτηση Airy υπό Μορφή Πέµπτης Τάξης Πολυωνύµου 

Το πολυώνυµο είναι της µορφής (Dally & Riley, 1991): 

 
5 4 3 2 2 3 4

5 5 5 5 5 5 5a x b x y c x y d x y e xy f yΦ = + + + + +                          (2.48) 

 

Εισάγοντας τη τασική συνάρτηση αυτή στις σχέσεις 2.32, οι τάσεις που προκύπτουν 

είναι: 

 
3 2 2

4 5 5 5

3 2 2
5 5 5 5

3 2 2 3
5 5 5 5

2 6 12 20

20 12 6 2

4 6 6 4

xx

yy

xy

c x d x y e xy f y

a x b x y c xy d y

b x c x y d xy e y

σ

σ

τ

= + + +

= + + +

= − − − −

                             (2.49) 

 

Ξανά, ας σηµειωθεί ότι η τασική συνάρτηση Φ5 πρέπει να υπόκειται σε 

συγκεκριµένες συνοριακές συνθήκες που να περιέχουν τις σταθερές f5 και e5. Για να 

ικανοποιείται η διαρµονική εξίσωση, θα πρέπει: 

 

( )5 5 5 5 5
15 , (
5

e a c f b d= − + = + 5 )                                  (2.50) 

 

Υπό τους πιο πάνω περιορισµούς, οι καρτεσιανές συντεταγµένες των τάσεων 

γίνονται: 
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3 2 2
5 5 5 5 5 5

3 2 2 3
5 5 5 5

3 2 2 3
5 5 5 5 5

2 6 12(5 ) 4( )

20 12 6 2

4 6 6 4(5 )

xx

yy

xy

c x d x y a c xy b d y

a x b x y c xy d y

b x c x y d xy a c y

σ

σ

τ

= + − + − +

= + + +

= − − − + +

3

                  (2.51) 

 

Η τασική συνάρτηση Φ5 παράγει τασικό πεδίο που είναι πολυώνυµο τρίτου 

βαθµού στο x και y. Είναι δυνατό να συνεχιστεί η διαδικασία µέχρι οποιασδήποτε 

τάξης πολυώνυµο είναι επιθυµητό, αρκεί η διαρµονική εξίσωση να ικανοποιείται. 

Επίσης είναι δυνατό να προστεθούν δυο τασικές συναρτήσεις και θεωρητικά να 

δοµηθεί οποιαδήποτε συνάρτηση που να είναι εκφρασµένη σε x και y. 

 

2.10  ∆ισδιάστατα Προβλήµατα σε Πολικές Συντεταγµένες 
 Σε πολλά προβλήµατα, η γεωµετρία του προς εξέταση σώµατος δεν επιτρέπει 

την χρήση του καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµένων και είναι πιο βολικό να 

χρησιµοποιείται άλλο σύστηµα συντεταγµένων. Μια µεγάλη τάξη προβληµάτων 

όπως οι κυκλικοί δίσκοι, τα κοίλα δοκάρια και τα ηµι-επίπεδα, µπορούν να επιλυθούν 

σε πολικό σύστηµα συντεταγµένων. Σε κάθε ελαστικό πρόβληµα η επιλογή του 

κατάλληλου συστήµατος συντεταγµένων είναι υψηλής σηµασίας αφού αυτή η 

επιλογή καθιερώνει την πολυπλοκότητα των µαθηµατικών σχέσεων που θα 

εφαρµοστούν για να ικανοποιηθούν οι καταστατικές εξισώσεις και οι συνοριακές 

συνθήκες του προβλήµατος (Dally & Riley, 1991). 

 Για να µπορέσει να γίνει δυνατή η επίλυση δισδιάστατων ελαστικών 

προβληµάτων σε πολικές συντεταγµένες, πρέπει να οριστούν ξανά οι εξισώσεις 

ισορροπίας, ο ορισµός της τασικής συνάρτησης του Airy και µια από της εξισώσεις 

του συµβιβαστού των τάσεων. Οι εξισώσεις ισορροπίας των τάσεων σε πολικές 

συντεταγµένες µπορούν να παραχθούν από το διάγραµµα ελεύθερου σώµατος σε 

πολικές συντεταγµένες όπως φαίνεται στο σχήµα 2.3 (Dally & Riley, 1991): 
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Σχήµα 2.3: Στοιχείο µοναδιαίου πάχους όπου φαίνονται οι τάσεις που επιδρούν στις 4 πλευρές 

του (Dally & Riley, 1991)   

 

 Το στοιχείο αυτό θεωρείται πολύ µικρό. Οι µέσες τιµές των τάσεων των 

ορθών και διατµητικών τάσεων που δρουν στην επιφάνεια 1, συµβολίζονται σrr και τrθ 

αντίστοιχα. Αφού οι τάσεις αυτές µπορούν να µεταβάλλονται συναρτήσει της ακτίνας 

r, οι τιµές των ορθών και διατµητικών τάσεων στην επιφάνεια 3 δίδονται από τις 

σχέσεις (Dally & Riley, 1991): 

 

  , rrr
rr rdr dr

r r
θ

θ
τσσ τ ∂∂

+ +
∂ ∂

                                         (2.52)  

 

όµοια οι µέσες τιµές των ορθών και διατµητικών τάσεων που δρουν στην επιφάνεια 

2, δίδονται από τις σθθ και τrθ. Αφού και σε αυτή την περίπτωση, οι τάσεις µπορούν να 

µεταβάλλονται συναρτήσει της γωνίας θ, οι τιµές των ορθών και διατµητικών τάσεων 

στην επιφάνεια 4 δίδονται από τις σχέσεις (Dally & Riley, 1991): 

 

, r
rdθθ θ

θθ θ dσ τσ θ τ θ
θ θ

∂ ∂
+ +

∂ ∂
                                     (2.53) 

 

Για να είναι τώρα αυτό το πολικό στοιχείο σε κατάσταση ισορροπίας, το άθροισµα 

όλων των δυνάµεων κατά την ακτινική r, και εφαπτοµενική θ, διεύθυνση πρέπει να 

ισούται µε µηδέν. Αθροίζοντας πρώτα τις δυνάµεις στην ακτινική διεύθυνση και 

θεωρώντας ότι η δύναµη που επιδράει επί στοιχείου είναι η Fr, η εξίσωση ισορροπίας 

είναι (Dally & Riley, 1991): 
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( )
2

0

rr
rr rr

r
r r r

ddr r dr d rd dr d dr
r

d dr F rd dr

θθ
θθ θθ

θ
θ θ

σσ θσ θ σ θ σ σ θ
θ

ττ θ τ θ
θ

⎡ ∂ ⎤∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞+ + − − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∂⎛ ⎞

+

+ − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
=

     (2.54)  

 

∆ιαιρώντας την εξίσωση ισορροπίας 2.54 µε dr dθ, απλοποιείται στη µορφή: 

 

 0
2

rrr rr
rr rdr r F r

r r
θθ θ

θθ
σ τσ σθ σ σ
θ θ

∂∂ ∂∂
− + + − + +

∂ ∂ ∂ ∂
∂

=                  (2.55) 

 

Αν το στοιχείο είναι αρκετά µικρό ώστε να επιτρέπει οι παράγωγοι dr και dθ να 

τείνουν στο µηδέν τότε οι δυο όροι της εξίσωσης 2.55 τείνουν επίσης στο µηδέν και η 

εξίσωση ξαναγράφεται (Dally & Riley, 1991): 

 

1 1 ( )rrr
rr rF

r r r
θ

θθ 0τσ σ σ
θ

∂∂
+ + − +

∂ ∂
=                            (2.56) 

 

Η εξίσωση ισορροπίας κατά την εφαπτοµενική διεύθυνση, παράγεται µε τον ίδιο 

τρόπο αν όµως οι δυνάµεις που επιδρούν κατά την θ διεύθυνση στο πολικό στοιχείο 

θεωρηθούν ίσες µε το µηδέν, άρα γράφεται (Dally & Riley, 1991): 

 

1 2r r F
r r r

θθ θ θ
θ 0σ τ τ

θ
∂ ∂

+ + + =
∂ ∂

                              (2.57) 

 

Οι σχέσεις 2.56 και 2.57 είναι οι εξισώσεις ισορροπίας σε πολικές συντεταγµένες. 

Είναι ανάλογες µε τις εξισώσεις ισορροπίας σε καρτεσιανές συντεταγµένες όπως 

αναφέρθηκαν στις σχέσεις 2.27. Κάθε λύση ελαστικού προβλήµατος θα πρέπει να 

ικανοποιεί τις εξισώσεις αυτές. 

 

2.11 Μετασχηµατισµός της ∆ιαρµονικής Εξίσωσης σε Πολικές 

Συντεταγµένες 
 Όπως έχει αναφερθεί, η τασική συνάρτηση του Airy θα πρέπει να ικανοποιεί 

την διαρµονική εξίσωση δεδοµένου ότι οι δυνάµεις να είναι µηδενικές ή σταθερές. 

Στις πολικές συντεταγµένες η τασική συνάρτηση θα πρέπει να ικανοποιεί την ίδια 
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εξίσωση µε την διαφορά ότι ο τελεστής 4∇  πρέπει να µετασχηµατιστεί σε πολικό 

σύστηµα συντεταγµένων. Οι σχέσεις µετασχηµατισµού από καρτεσιανό σε πολικό 

σύστηµα συντεταγµένων γίνεται από τις σχέσεις (Dally & Riley, 1991): 

 

2 2 2 1, yr x y
x

θ εφ− ⎛ ⎞= + = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                    (2.58) 

 

διαφοροποιώντας τις σχέσεις 2.58, λαµβάνονται (Dally & Riley, 1991): 

 

2 2

,

,

r x r y
x r y r

y x
x r r y r r

συνθ ηµθ

θ ηµθ θ συνθ

∂ ∂
= = = =

∂ ∂
∂ ∂

= − = − = = −
∂ ∂

                             (2.59)  

 

Η µορφή του τελεστή  σε καρτεσιανές συντεταγµένες είναι: 4∇

 
2 2 2 2

4
2 2 2 2x y x y

φ φφ
⎛ ⎞⎛∂ ∂ ∂ ∂

∇ = + +⎜ ⎟⎜∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝

⎞
⎟
⎠

                                   (2.60) 

 

Κάθε στοιχείο της σχέσης 2.60 µπορεί να µετασχηµατιστεί ανεξάρτητα µε την 

βοήθεια των σχέσεων 2.58 και 2.59. Αν θεωρηθεί ότι οι η Φ είναι συνάρτηση των r 

και θ, τότε: 

 

r
x r x x
φ φ φ

θ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

θ                                               (2.61)   

 

και 

 
2 22 2 2 2 2

2 2 2 22r r r
x r x x r r x x x x

2

2

φ φ φ φ θ φ θ θ φ
θ θ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
           (2.62) 

 

αντικαθιστώντας τις ισότητες από τις σχέσεις 2.59 στην εξίσωση 2.62, προκύπτει: 
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2 2 2 2 2
2

2 2 2

2 2
x r r r r r r r

2

2 2

φ ηµ θ φ φ ηµ θ φ ηµ θ φ ηµ θ φσυν θ
θ θ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + − + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂
∂

          (2.63) 

 

ακολουθώντας την ίδια διαδικασία (Dally & Riley, 1991), 

 
2 2 2 2 2

2
2 2 2

2 2
y r r r r r r r

2

2 2

φ συν θ φ φ ηµ θ φ ηµ θ φ συν θ φηµ θ
θ θ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + − +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂
∂

         (2.64) 

 

και 
 

2 2 2

2 2

2

2 2

2 2
x y r r r r r r

r

φ ηµθσυνθ φ φ συν θ φ συν θ φηµθσυνθ
θ θ

ηµθσυνθ φ
θ

∂ ∂ ∂ ∂
= − + + − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂
∂

∂

     (2.65) 

 

προσθέτοντας τις σχέσεις 2.64 και 2.65, λαµβάνεται: 

 
2 2 2 2

2 2 2 2

1 1
x y r r r r 2

φ φ φ φ φ
θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                                    (2.66) 

 

Τέλος, η διαρµονική εξίσωση παίρνει την τελική της µορφή: 

 
2 2 2 2

4
2 2 2 2

2 2 2
4

2 2 2 2 2

1 1 1 1 0

x y x y

r r r r r r r r

φ φφ

φ φ φφ
θ θ

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + + ⇔⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + + + + =⎜ ⎟⎜∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝

⎞
⎟
⎠

                   (2.67) 

 

Η σχέση 2.67, είναι η εξίσωση του συµβιβαστού των τάσεων συναρτήσει της τασικής 

συνάρτησης του Airy Φ, που αναφέρεται σε πολικές συντεταγµένες.   

 

2.12  Πολικές Συνιστώσες των Τάσεων Συναρτήσει της Τασικής 
Συνάρτησης του Airy 

 Οι δισδιάστατες εξισώσεις µετασχηµατισµού των τάσεων από καρτεσιανό 

σύστηµα συντεταγµένων σε πολικό σύστηµα γίνεται µε µετασχηµατισµό τανυστών 
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δευτέρας τάξης. Το αποτέλεσµα του µετασχηµατισµού αυτού είναι (Dally & Riley, 

1991): 

 
2 2

2 2

2

2

( )

rr xx yy xy

yy xx xy

r yy xx xy

θθ

θ 2

σ σ συν θ σ ηµ θ τ ηµ θ

σ σ συν θ σ ηµ θ τ ηµ θ

τ σ σ ηµθσυνθ τ συν θ

= + +

= + −

= − +

                             (2.68) 

 

Αν οι σχέσεις 2.32 αντικατασταθούν στις σχέσεις 2.68 και Fx και Fy είναι µηδενικές, 

τότε οι ακτινικές, οι εφαπτοµενικές και διατµητικές συνιστώσες των τάσεων θα 

γίνουν (Dally & Riley, 1991): 

 
2 2 2

2 2
2 2

2 2 2
2 2

2 2

2 2 2

2 2

2

2

2

rr

r

y x x y

x y x y

x y x y

θθ

θ

φ φ φσ συν θ ηµ θ ηµ θ

φ φ φσ συν θ ηµ θ ηµ θ

φ φ φτ ηµθσυνθ συν θ

∂ ∂ ∂
= + −
∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂ ∂

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= − −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

                        (2.69) 

 

αν τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από τις σχέσεις 2.63 µέχρι 2.65 

αντικατασταθούν στις σχέσεις 2.69, προκύπτουν οι πολικές συνιστώσες των τάσεων 

συναρτήσει της τασικής συνάρτησης Φ, ακολούθως:  

 
2

2 2

2

2

2

2

1 1

1 1

rr

r

r r r

r

r r r

θθ

θ

φ φσ
θ

φσ

φ φτ
θ θ

∂ ∂
= +

∂ ∂
∂

=
∂
∂ ∂

= −
∂ ∂ ∂

                                        (2.70) 

 

Οι πιο πάνω σχέσεις προσδιορίζουν την τασική συνάρτηση του Airy σε πολικές 

συντεταγµένες και µπορεί να εφαρµοστούν για να προσδιορίσουν οποιοδήποτε 

τασικό πεδίο σαν συνάρτηση της ακτινικής r, και εφαπτοµενικής θ, συνιστώσας.  
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3 ∆οκιµή του Βραζιλιανού ∆ίσκου 

 

3.1 Γενικά 
Η δοκιµή του Βραζιλιανού δίσκου γίνεται µε τη συµπίεση δυο διαµετρικά 

αντίθετων συγκεντρωµένων φορτίων ενός δοκιµίου που έχει τη µορφή δίσκου. Η 

δοκιµή αυτή πρωτοεµφανίστηκε ταυτόχρονα και ανεξάρτητα το 1953 από Akazawa 

στην Ιαπωνία και τον Carneiro στην Βραζιλία. Από τότε είναι πάρα πολύ δηµοφιλής 

για τον έµµεσο προσδιορισµό τις αντοχής σε εφελκυσµό των πετρωµάτων καθώς και 

του σκυροδέµατος. 

Η θεωρητική θεµελίωση της δοκιµής του Βραζιλιανού δίσκου είναι η λύση για 

τις τάσεις, η οποία προτάθηκε το 1883 από τον Hertz και µερικά χρόνια αργότερα 

από τον Μitchell. Έχουν γίνει πολλές ερευνητικές προσπάθειες για να διευρυνθεί το 

πεδίο εφαρµογής της δοκιµής αυτής, καθώς και να βελτιωθεί η απόδοση της. 

O Hondros το1959, θεωρώντας το υλικό οµογενές, ισότροπο και γραµµικά 

ελαστικό, δηµιούργησε µία πλήρη επίλυση του τασικού πεδίου για την περίπτωση 

ενός ακτινικού φορτίου κατανεµηµένου πάνω σε ένα πεπερασµένο αριθµό κυκλικών 

τόξων του δίσκου και θεωρείται ότι αυτός ο τύπος του φορτίου µπορεί να είναι 

καλύτερος από το αρχικό συγκεντρωµένο γραµµικό φορτίο για το δοκίµιο, δίνοντας 

έτσι µια πιο ολοκληρωµένη λύση για συνθήκες επίπεδης τάσης (δίσκους) και 

επίπεδης παραµόρφωσης (κυλίνδρους). 

Το 1978 η δοκιµή του Βραζιλιανού δίσκου προτάθηκε από τη ∆ιεθνή Εταιρεία 

Μηχανικής Πετρωµάτων σαν η προτεινόµενη µέθοδος για τον προσδιορισµό της 

εφελκυστικής αντοχής πετρωµάτων. Στη συνέχεια η δοκιµή αυτή τυποποιήθηκε από 

την Αµερικανική Εταιρεία Α.S.Τ.Μ. για τον προσδιορισµό της αντοχής σε δοκίµια 

τσιµέντου. Γενικά θεωρείται ότι η δοκιµή του Βραζιλιανού δίσκου είναι µία εύκολη 

και βολική µέθοδος για την εκτίµηση της εφελκυστικής αντοχής σε πετρώµατα και 

τσιµέντο. 

Το 1993 ο Guo και οι συνεργάτες του πρότειναν µία απλή µέθοδο για τον 

προσδιορισµό της σκληρότητας θραύσης ΚIC χρησιµοποιώντας τη δοκιµή του 

Βραζιλιανού δίσκου. Η δοκιµή αυτή δεν απαιτεί ούτε αρχική ρωγµή ούτε αρχική 

εγκοπή και φαίνεται να δουλεύει. Όµως η χρήση του Βραζιλιανού δίσκου για το 
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σκοπό αυτό δεν έχει ωριµάσει ακόµα και υπάρχουν προβλήµατα που δεν έχουν 

επιλυθεί, σε επίπεδο θεωρίας. Για παράδειγµα η διαδικασία της φόρτισης µέσω τόξου 

είναι πολύ δύσκολο να εφαρµοστεί στην πράξη. Πρόσφατα ο Wang και οι συνεργάτες 

του βελτίωσαν τη µέθοδο του Guo για τη δοκιµή σκληρότητας θραύσης. Έγινε σαφές 

ότι η αρχική έναρξη της ρηγµάτωσης στην περιοχή του κέντρου του δίσκου Βrazil 

ήταν ένα πρόβληµα κλειδί το οποίο έπρεπε να επιλυθεί κατάλληλα. 

Στη µελέτη αυτή που έκανε ο Wang προτείνεται µία τροποποίηση του 

Βραζιλιανού δίσκου µε την εισαγωγή δύο παράλληλων επίπεδων πεπλατυσµένων 

πλευρών οι οποίες θα χρησιµοποιηθούν για την επιβολή του φορτίου. Αυτός ο τρόπος 

φόρτισης θεωρείται καλύτερος από τον αρχικό τρόπο σηµειακής φόρτισης όσον 

αφορά το θέµα της τοπικής αστοχίας λόγω της υπερβολικής συγκέντρωσης τάσεων 

και πιθανόν να είναι καλύτερος από τη φόρτιση σε τόξο, η οποία χρησιµοποιεί ένα 

σύνθετο σύστηµα φόρτισης δοκιµίων (Wang et al., 2004). 

 

3.2 Τάσεις σε Κυκλικό ∆ίσκο 
Οι πρώτοι που ανέλυσαν τις τάσεις σε κυκλικό δίσκο ήταν ο Hertz to 1883 και 

στην συνέχεια ο Mitchel το 1900. Η ανάλυση ξεκινάει µε την απλή περίπτωση δυο 

ίσων και αντίθετων δυνάµεων P, που εφαρµόζονται στην κατακόρυφη διάµετρο ΑΒ 

ενός δίσκου όπως φαίνεται στο σχήµα 3.1 (Timoshenko & Goodier, 1970). 

 

Σχήµα 3.1: Γεωµετρία και φόρτιση κυκλικού δίσκου (Timoshenko & Goodier, 1970) 

Αν θεωρηθεί ότι κάθε µια από τις δυνάµεις αυτές παράγει ακτινική κατανοµή τάσεων, 

µπορεί να βρεθεί το µέγεθος των δυνάµεων αυτών που πρέπει να εφαρµοστεί στην 

περιφέρεια του δίσκου για να επιτευχθεί τέτοια κατανοµή τάσεων. Σε κάθε σηµείο Μ 
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επάνω στην περιφέρεια υπάρχει συµπίεση στις διευθύνσεις r και r1 αντίστοιχα ίσες µε 

(Timoshenko & Goodier, 1970): 
 

1

1

2 2,P P
r r

συνθσυνθ
π π

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎟                                     (3.1) 

 

Αφού οι χορδές r και r1 είναι κάθετες µεταξύ τους ισχύει: 
 

1

1

1
r r d

συνθσυνθ
= =                                               (3.2) 

 

όπου d, η διάµετρος του δίσκου. Απο την σχέση 3.2 συµπεραίνεται ότι οι δυο κύριες 

τάσεις στο σηµείο Μ είναι δύο ίσες τάσεις θλιπτικού τύπου και σε µέγεθος: 
 

2P
dπ                                                             (3.3) 

 

Αφού οι ίδιες θλιπτικές τάσεις επιδρούν σε κάθε επίπεδο διαµέσου του σηµείου Μ, 

κάθετα στο επίπεδο του δίσκου, οι  θλιπτικές δυνάµεις πρέπει να είναι σταθερές και 

σε µέγεθος όπως αναφέρεται στην σχέση 3.3 και να εφαρµόζονται στην περιφέρεια 

του δίσκου έτσι ώστε να επιτυγχάνεται η ακτινική κατανοµή των τάσεων. 

 Αν τα σύνορα του δίσκου είναι ελεύθερα από εξωτερικές δυνάµεις, οι τάσεις 

σε κάθε σηµείο του δίσκου υπολογίζονται µε υπέρθεση ενός οµοιόµορφου 

εφελκυσµού στο επίπεδο του δίσκου σε µέγεθος ίσο µε την σχέση 3.3. Αν θεωρηθεί 

το σηµείο Ν στην οριζόντια διάµετρο του δίσκου, λόγω συµµετρίας, δεν υπάρχουν  

διατµητικές δυνάµεις στο επίπεδο αυτό. Οι ορθές τάσεις που παράγονται από τις δυο 

ίσες ακτινικά συµπιέσεις είναι (Timoshenko & Goodier, 1970): 

 

222 P
r

συνθ συν θ
π

⎛ ⎞− ⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                           (3.4) 

 

στην οποία το r, είναι η απόσταση ΑΝ και θ η γωνία µεταξύ της ΑΝ και της 

κατακόρυφης διαµέτρου. Άρα η συνολική ορθή τάση στο οριζόντιο επίπεδο στο 

σηµείο Ν είναι (Timoshenko & Goodier, 1970): 
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34 2
y

P P
r d

συν θσ
π π

= − +                                          (3.5) 

 

Η γωνία θ, δίδεται από την σχέση: 
 

2 4
d

d x
συνθ =

+ 2
                                            (3.6) 

 

οπότε µε αντικατάσταση λαµβάνεται: 
 

( )
4

22 2

2 41
4

y
P d
d d x

σ
π

⎡ ⎤
⎢ ⎥= −
⎢ ⎥+⎣ ⎦

                                     (3.7) 

 

Η µέγιστη θλιπτική τάση επί της διαµέτρου CD, είναι στο κέντρο του δίσκου: 
 

6
y

P
d

σ
π

= −                                                (3.8)  

 

Στα εξωτερικά όρια του δίσκου, η τάση αυτή τείνει να εξαφανιστεί. 

 Θεωρώντας τώρα την περίπτωση δυο ίσων και αντίθετων δυνάµεων να 

επιδρούν κατά µήκος µιας χορδής ΑΒ, όπως φαίνεται στο σχήµα 3.2, είναι αποδεχτό 

ότι δηµιουργούν δυο απλές ακτινικές κατανοµές ξεκινώντας από το Α και Β.  

Σχήµα 3.2: Γεωµετ

Σαρρής Ερνέστος – Μ
 
ρία και φόρτιση σε τυχαίο σηµείο στην περιφέρεια κυκλικού δίσκου  

(Timoshenko & Goodier, 1970) 
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Οι τάσεις στο επίπεδο που είναι εφαπτόµενο στην περιφέρεια του δίσκου στο 

σηµείο Μ, υπολογίζονται από την υπέρθεση των δυο ακτινικών θλιπτικών τάσεων 

που επιδρούν στις διευθύνσεις r και r1 αντίστοιχα. Το µέγεθος είναι ακριβώς το ίδιο 

µε τις σχέσεις 3.1. Η κάθετη γραµµή στο σηµείο Μ είναι η διάµετρος ΜΝ του δίσκου. 

Αφού τα τρίγωνα ΜΑΝ και ΜΒΝ είναι ορθογώνια και οι γωνίες ˆAMO  και   

καθορίζουν τις διευθύνσεις r,  r

ˆBMO

1 και είναι ίσες µε 12
π θ−  και 2

π θ−  αντίστοιχα. Η 

ορθή τάση στο σηµείο Μ θα είναι (Timoshenko & Goodier, 1970): 

 

2 21
1 1

1

2 2
1 1

1

2 2
2 2

2

P P
r r

P
r r

συνθσυνθ π πσ συν θ συν θ
π π

συνθηµ θ συνθηµ θ
π

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟

⎝ ⎠

                   (3.9) 

              

και η διατµητική θα είναι: 
 

1
1 1

1

2P
r r

συνθσυνθτ ηµθ συνθ ηµθσυνθ
π

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
                     (3.10) 

 

Οι εξισώσεις αυτές µπορούν να απλοποιηθούν αν παρατηρηθεί ότι από τα τρίγωνα 

ΜΑΝ και ΜΒΝ ισχύει (Timoshenko & Goodier, 1970): 

 

1

1

r d
r d

ηµθ
ηµθ

=
=

                                                    (3.11)  

 
αντικαθιστώντας στις σχέσεις 3.9 και 3.10, οι τελική µορφή της ορθής και 

διατµητικής τάσης θα είναι (Timoshenko & Goodier, 1970): 

 

1
2 (

0

P
d

)σ ηµ θ θ
π

τ

= − +

=
                                           (3.12) 

 
Από το σχήµα 3.2, φαίνεται ότι το 1( )ηµ θ θ+  παραµένει σταθερό γύρω από το 

σύνορο. Αφού θα πρέπει να εφαρµοστεί στο σύνορο οµοιόµορφα κατανεµηµένη 
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θλιπτική φόρτιση έντασης 1
2 (P

d )ηµ θ θπ +  για να επιτευχθεί ακτινική τασική 

κατανοµή. 

 

3.3 Κατανοµή των Τάσεων στον Βραζιλιανό ∆ίσκο 
Θεωρώντας ότι η αρχική θραύση ξεκινά από το κέντρο του δίσκου και 

εκτείνεται κατά µήκος της διαµέτρου φόρτισης, η κατανοµή των τάσεων κατά µήκος 

αυτής της διαµέτρου έχει µεγάλο ενδιαφέρον. Η κάθετη συνιστώσα της τάσης στην 

διάµετρο φόρτισης Y είναι η σθ, και η παράλληλη προς αυτήν είναι η σr, όπως 

φαίνεται και στο σχήµα 3.3.  

 

 

Σχήµα 3.3: Το τασικό πεδίο εντός ενός Βραζιλιανού δίσκου (Hondros, 1959). 

 

Οι εφαπτοµενική συνιστώσα δίδεται από την σχέση 3.13 (Hondros, 1959): 

 
2 2

0 01
2 4 2

0

0 0 0

1 sin 2 1
tan tan

1 2 cos 2 1

r ra
r rF a

r ta r r ra
r r r

θσ π
−

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪⎢ ⎥− ⎜ ⎟ ⎢ ⎥+ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠= + −⎨ ⎬⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎢ ⎥− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

    (3.13) 

 

ενώ η ακτινική συνιστώσα δίδεται από την σχέση 3.14 (Hondros, 1959): 
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2 2

0 01
2 4 2

0

0 0 0

1 sin 2 1
tan tan

1 2 cos 2 1
r

r ra
r rF a

r ta r r ra
r r r

σ
π

−

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪⎢ ⎥− ⎜ ⎟ ⎢ ⎥+ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠⎪ ⎪⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠= − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪⎢ ⎥− + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

    (3.14) 

 

όπου σθ = η συνιστώσα της τάσης, κάθετη στη διάµετρο φόρτισης 

 σr = η συνιστώσα της τάσης, παράλληλη στη διάµετρο φόρτισης 

 F = επιβαλλόµενη δύναµη 

 r0 = ακτίνα δίσκου 

 t = πάχος δίσκου 

2α = ακτινική απόσταση κατά την οποία θεωρείται ότι η δύναµη F 

κατανέµεται ακτινικά (συνήθως ≤15ο) 

r = απόσταση από το κέντρο του δίσκου 

Η εφελκυστική τάση λαµβάνεται θετική (σύµβαση µηχανικής του στερεού 

σώµατος). Η κατανοµή των τάσεων κατά µήκος της διαµέτρου φόρτισης δίνεται στα 

σχήµατα 3.4 και 3.5 αντίστοιχα: 

 

                               
Σχήµα 3.4: Κατα

Σαρρής Ερνέστος –
                        
νοµή των τάσεων στη δοκιµή του Βραζιλιανού δίσκου (Hudson, 1969). 
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Σχήµα 3.5: Κατανοµή των τάσεων κατά µήκος της διαµέτρου φόρτισης (Hondros (1959). 
 

Η εφαπτοµενική τάση σθ και η ακτινική σr στο κέντρο του δίσκου θα δίδονται 

από τις σχέσεις 3.15 και 3.16 αντίστοιχα (Hondros, 1959): 

 

0 0

sin 2 1F a
r t a r tθσ

F
π π

⎡ ⎤= + − ≈ +⎢ ⎥⎣ ⎦
                                   (3.15) 

 

0 0

sin 2 31r
F a
r t a r t

σ F
π π

⎡ ⎤= − + ≈ −⎢ ⎥⎣ ⎦
     (3.16) 

 

Αν η φόρτιση γίνει κατά µήκος τόξου επαφής 15ο, το σφάλµα που εισάγεται 

για το υπολογισµό της σθ από την σχέση 3.15 είναι 2%. Η έκφραση που υπολογίζει 

την εφελκυστική αντοχή (tensile strength) του υλικού στο κέντρο του δίσκου 

συναρτήσει του φορτίου F φαίνεται στην σχέση 3.17:  

 

0

2F F
r t Dtθσ π π

= =          (3.17) 

 

3.4 Συνθήκη Θραύσης του ∆ίσκου 
Από τη σχέση 3.17, προκύπτει ότι η τιµή της τάσης στο κέντρο είναι 

ανεξάρτητη από τον τρόπο φόρτισης, δηλαδή από το αν η φόρτιση είναι σηµειακή ή 
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κατανεµηµένη σε µήκος τόξου 2α. Η αστοχία θα πρέπει να είναι ανεξάρτητη από τις 

θλιπτικές τάσεις που εµφανίζονται κατά µήκος του άξονα φόρτισης Y και από τις 

κάθετες τάσεις του επιπέδου ΧΥ του δίσκου όπως φαίνεται και στο σχήµα 3.3. 

Επίσης, η αστοχία είναι κυρίως εφελκυστική. 

Όµως οι προτεινόµενες λύσεις του Hondros δεν είχαν την απαιτούµενη 

εµβάθυνση όσον αφορά την ανάλυση σφάλµατος και είναι δύσκολο να 

πραγµατοποιήσει κανείς την απαιτουµένη οµοιόµορφη και ακτινική φόρτιση µέσα 

από ένα ζεύγος τόξων σε ένα πραγµατικό πείραµα. 

Για να είναι η δοκιµή Brazil αξιόπιστη, η αστοχία του δίσκου πρέπει να 

συµπίπτει µε µια κάθετη ρωγµή κατά µήκος του άξονα φόρτισης ξεκινώντας µάλιστα 

από το κέντρο του δίσκου. Στην πραγµατικότητα οι συνθήκες είναι κάπως 

διαφορετικές. 

Πρώτος ο Fairhurst το 1964 και αργότερα ο Colback το 1966, έθεσαν το 

βασικό θέµα της αξιοπιστίας της δοκιµής του Βραζιλιανού δίσκου. Οι µελέτες τους 

έδειξαν ότι η αστοχία ακολουθεί το κριτήριο αστοχίας του Griffith και για έστω 

µικρές γωνίες επαφής µπορεί να συµβεί µακριά από το κέντρο του δίσκου.  

Όταν η φόρτιση είναι σηµειακή, αναπτύσσονται µεγάλες διατµητικές τάσεις οι 

οποίες προκαλούν τοπικά θρυµµατισµό ακριβώς κάτω από την επιβολή της φόρτισης, 

καθιστώντας έτσι την δοκιµή ως µη έγκυρη. Στην περιοχή της επαφής, 

αναπτύσσονται σηµαντικές εφαπτοµενικές τάσεις οι οποίες καθορίζουν την κατανοµή 

των τάσεων τοπικά. Αυτές προκαλούν το σχηµατισµό µικρών σφηνών όπως φαίνεται 

και στο σχήµα 3.6: 

Σχήµα 3.6

Σαρρής Ερνέστ
: Αστοχία δίσκου σε διάτµηση κάτω από το σηµείο επιβολής του φορτίου  

(Hobbs, 1964). 
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Οι  Addinal και Hackett το 1965, βρήκαν πειραµατικά ότι η γενέτειρα της 

ρωγµής κάτω από συγκεκριµένες συνθήκες φόρτισης, είναι συνάρτηση της 

επιφάνειας επαφής και από τα πειράµατά τους έδειξαν ότι η αρχή της ρωγµής δεν 

είναι στο κέντρο του δίσκου. Για να µεταβάλλουν το τόξο επαφής, χρησιµοποίησαν 

µαλακά ελαστικά υλικά στη διεπιφάνεια της µεταλλικής πλάκας και του δίσκου. Το 

µέγεθος των σφηνών βρέθηκε ότι εξαρτάται από το ελαστικό υλικό.  

Οι Mellor και Hawkes το 1971, απέδειξαν αρκετά ικανοποιητικά ότι σε µια 

σωστά πραγµατοποιηµένη δοκιµή, η ρωγµή δεν ξεκινά από την επαφή µε τις πλάκες, 

καθώς σε πολλούς δίσκους η ρωγµή κατέληγε περίπου στο 1/10 της διαµέτρου από το 

όριο. Μελέτησαν συγκεκριµένα τις τάσεις επαφής κάτω από τα επιβαλλόµενα φορτία 

και στη συνέχεια σχεδίασαν ένα σύστηµα σιαγόνων µε καµπύλες επιφάνειες επαφής 

για το σκοπό αυτό. Όµως η κατασκευή των σιαγόνων αυτών δεν είναι µία εύκολη 

υπόθεση και στην πραγµατικότητα πρέπει να υπάρχει µία σειρά τέτοιων σιαγόνων 

ανάλογα µε τις διαµέτρους των δοκιµίων. Επιπλέον η κατανοµή των δυνάµεων 

επαφής µεταξύ των σιαγόνων και του δοκιµίου είναι ακόµα υπό αµφισβήτηση. 

Γενικά, η δοκιµή δίνει ικανοποιητικές µετρήσεις της αντοχής, για υλικά τύπου 

Griffith. 

Οι Barla και Innaurato το 1973, παρατήρησαν σε δίσκους γνευσίου, ότι 

αστοχούσαν κατά µήκος της διαµέτρου φόρτισης, ενώ δίσκοι σχιστόλιθου, κατά 

µήκος των επιπέδων ανισοτροπίας, καταλήγοντας ότι η τεχνική είναι κατάλληλη για 

τον υπολογισµό της εφελκυστικής αντοχής σε πετρώµατα µε µέτρια ανισοτροπία. 

Ο Ηudson και οι συνεργάτες του το 1972, παρατήρησαν από τα πειράµατα 

τους σε γρανίτη και µάρµαρο ότι η αστοχία στη δοκιµή του Βραζιλιανού δίσκου 

ξεκινούσε πάντα κάτω από τα σηµεία φόρτισης εάν κανείς χρησιµοποιούσε επίπεδες 

χαλύβδινες πλάκες, το οποίο βέβαια στην πραγµατικότητα αντίκρουε τη χρήση της 

δοκιµής αυτής για τον υπολογισµό της αντοχής σε εφελκυσµό. Οι δοκιµές τους έγιναν 

σε υδραυλική µηχανή µε έλεγχο µετατόπισης, ώστε η αστοχία να είναι ελεγχόµενη 

και τα δοκίµια να µην καταστραφούν όπως συνέβη µε άλλες συµβατικές µηχανές 

επιβολής φορτίου. Οι καµπύλη φορτίου–µετατόπισης για το γρανίτη δείχνουν µία 

τέλεια ελεγχόµενη δοκιµή χωρίς βίαια αστοχία όπως φαίνεται και στο σχήµα 3.7. 
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Σχήµα 3.7: ∆

 

3.5 Αναλυτ
Φορτιζ
Το πρό

επιλυθεί µε τη

από τον Musk

πολικές συντε

 

Οι εκφράσεις

περιοχή που π

σχέσεις 3.19: 

 

Σαρρής Ερνέσ
           
ιάγραµµα φορτίου–µετατόπισης µιας δοκιµής Βραζιλιανού δίσκου σε γρανίτη  

(Ηudson et al., 1972). 

ική Λύση του Προβλήµατος του Αντιδιαµετρικά 

όµενου Ισότροπου ∆ίσκου  
βληµα του ισότροπου δίσκου σε αντιδιαµετρική φόρτιση µπορεί να 

ν βοήθεια της µεθόδου των µιγαδικών δυναµικών που αναπτύχθηκε 

helishvilli το 1963. Στη περίπτωση του ισότροπου δίσκου, οι τάσεις σε 

ταγµένες, δίδονται από τις σχέσεις (Muskhelishvilli, 1963): 

 

[ ]
' 2

4 ( )

2 2 ( ) ( )
rr

i
rr r

z

i z z z
θθ

e θ
θθ θ

σ σ

σ σ τ

+ = ℜ Φ

⎡ ⎤− + = Φ +Ψ⎣ ⎦
                             (3.18) 

 για τις µιγαδικές συναρτήσεις των τάσεων ( )zΦ  και  στην 

ερικλείεται από 

( )zΨ

z R<  δίδονται σε µορφή σειράς όπως φαίνεται στις 
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∑
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όπου iz re θ=  και ,  είναι οι µιγαδικές σταθερές οι οποίες προσδιορίζονται από 

τις συνοριακές συνθήκες. Θεωρείται ότι ο δίσκος φορτίζεται αντιδιαµετρικά µε 

οµοιόµορφη πίεση P, που δρα σε τόξο µήκους α, όπως φαίνεται στο σχήµα 3.3. 

Αγνοώντας τις βαρυτικές δυνάµεις, οι συνοριακές συνθήκες του εν λόγω 

προβλήµατος δίδονται από τις σχέσεις 3.20 (Κακλής, 2002): 
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όπως απέδειξε ο Muskhelishvilli, οι συνοριακές συνθήκες µπορούν να εκφραστούν µε 

όρους των συναρτήσεων τάσης µε τον ακόλουθο τρόπο (Muskhelishvilli, 1963): 
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µε   

 
it Re θ=                                                      (3.22) 

 

Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις 3.18 κα1 3.19 στη εξίσωση 3.21 προκύπτει η σχέση: 
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−− = − +∑ ∑ ∑ θ−                   (3.23) 

 

εξισώνοντας τα δεύτερα µέλη των σχέσεων 3.20 και 3.23, οι συνοριακές συνθήκες 

παίρνουν την µορφή: 
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Οι συντελεστές  και  µπορούν να προσδιοριστούν από την εξίσωση 3.24. 

Συγκρίνοντας τους συντελεστές 

ka '
ka

0ie θ  προκύπτει: 

 

0 0
2Pa a α
π

+ = −                                                  (3.25) 

 

όµοια για ie θ  προκύπτει: 
1

1 0a R a1 0= ⇒ =                                                (3.26) 

 

από την εξίσωση 3.24 και συγκρίνοντας τους συντελεστές των ike θ , προκύπτει για 

: 2k ≥
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όµοια για ike θ− , προκύπτει για : 2k ≥
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k
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k
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αφού 0a a= 0 , η σχέση 3.25 γίνεται: 

 

0
Pa α
π

= −                                                   (3.29) 
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επίσης από την σχέση 3.26 προκύπτει: 

 

1 0a =                                                      (3.30) 

 

από τις σχέσεις 3.28 παράγονται οι σχέσεις 3.31: 
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Επειδή οι συντελεστές  είναι πραγµατικοί αριθµοί, ισχύει: ka
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αντικαθιστώντας στην εξίσωση 3.27, προκύπτει: 
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Έτσι οι αναλυτικές συναρτήσεις ( )zΦ  και ( )zΨ  µπορούν να υπολογιστούν 

αντικαθιστώντας τις σχέσεις 3.29, 3.30, 3.32 και 3.33 στις σχέσεις 3.19, οπότε 

λαµβάνεται: 
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Οι σχέσεις 3.18 είναι ισοδύναµες µε τις παραπάνω ισότητες που δίνουν ξεχωριστά τις 

τρεις  τάσεις ως εξής: 
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όπου η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης ( )zΦ  ως προς τη µιγαδική µεταβλητή z, 

µπορεί να υπολογιστεί από την πρώτη σχέση 3.34. Έτσι προκύπτει: 
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Αντικαθιστώντας τις σχέσεις 3.34 και 3.36 στην πρώτη των εξισώσεων 3.35, και για 

θ = 0, προκύπτει: 
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η οποία µέσω των σχέσεων (Prodnikov, 1986): 
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οπότε η τελική εφαπτοµενική συνιστώσα της τάσης στο θ = 0 δίδεται από την 

αναλυτική σχέση κλειστής µορφής (Κακλής, 2002): 
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Στην οποία έχει τεθεί . Για 
0(0 ) ( 0θ θθσ σ θ= = ) 2

πθ =  προκύπτει: 
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η οποία µέσω των σχέσεων (Prodnikov, 1986), λαµβάνεται (Κακλής, 2002): 
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Στην οποία έχει τεθεί 
0(90 ) ( 2θ θθ )πσ σ θ= = . Αντικαθιστώντας τις σχέσεις 3.34 και 

3.36 στην δεύτερη των εξισώσεων 3.35 και θ = 0, προκύπτει: 
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η οποία µέσω των σχέσεων 3.38 και 3.39 λαµβάνεται η τελική ακτινική συνιστώσα 

της τάσης (Κακλής, 2002): 
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Στην οποία έχει τεθεί . Για 
0(0 ) ( 0r rrσ σ θ= = 2
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η οποία µέσω των σχέσεων 3.42, 3.43 και 3.44 γίνεται (Κακλής, 2002): 
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Στην οποία έχει τεθεί 
0(90 ) ( 2r rr )πσ σ θ= = . Αντικαθιστώντας τις σχέσεις 3.34 και 

3.36 στην τρίτη των εξισώσεων 3.35 και για θ = 0, προκύπτει (Κακλής, 2002): 

 

                                                     (3.50) 
 0rθτ =
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4 Θεωρία Griffith και Θραυστοµηχανική 

 

4.1 Γενικά 
Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται µια σύντοµη ανάπτυξη της θεωρίας του Griffith, ο 

οποίος θεωρείται και ένας από τους πρώτους που θεµελίωσαν  τις αρχές της 

θραυστοµηχανικής. Στη συνέχεια αναφέρεται το κριτήριο αστοχίας του Griffith, οι 

περιορισµοί του, τα όρια εφαρµογής του αλλά και πως µπορεί να τροποποιηθεί. Τέλος 

αναφέρονται κάποιες γενικές σχέσεις θραυστοµηχανικών παραµέτρων που κρίνεται 

σκόπιµο να αναφερθούν για το σκοπό της εργασίας αυτής. 

 

4.2 Εισαγωγή 
Είναι κοινά αποδεκτό ότι αντοχή σε θραύση (κρίσιµη τάση) είναι µια έµφυτη 

ιδιότητα των ψαθυρών υλικών αφού έχει αποδειχτεί ότι τα υλικά αυτά τείνουν προς 

θραύση όταν φορτιστούν πέραν του επιπέδου της κρίσιµης τάσης. Σαν 

συνεπακόλουθο αυτού, δηµιουργήθηκαν σειρές από κριτήρια για να µπορούν να 

υπολογίζουν τις µέγιστες τάσεις που µπορεί να δεχτεί µια κατασκευή χωρίς να 

ξεπερνά το όριο της κρίσιµης τάσης. Η πιο πάνω προσέγγιση είναι γνωστή ως 

συµβατική. Η αντοχή σε θραύση ενός ψαθυρού υλικού δεν µπορεί να αναπαραχθεί 

εύκολα. Η µεταβολές στην αντοχή θραύσης είναι συνάρτηση πολλών παραγόντων 

όπως, η εργαστηριακή µέθοδος, οι διαστάσεις των δοκιµίων, τα χαρακτηριστικά της 

κατασκευής και πολλά άλλα (Whittaker et al., 1992). 

 

4.2.1 Αντοχή σε εφελκυσµό 

Σύµφωνα µε τον Whittaker που συγκέντρωσε διάφορα στοιχεία από µελέτες 

για την αντοχή σε εφελκυσµό, αναφέρει ότι η αντοχή σε θραύση αυξοµειώνεται 

περίπου µια τάξη µεγέθους. Η θεωρητική τιµή της αντοχής σε εφελκυσµό για ιδανικό 

ψαθυρό υλικό είναι περίπου: 10
E , όπου το Ε, είναι το µέτρο ελαστικότητας του 

δοκιµίου. Στη πράξη όµως η αντοχή σε εφελκυσµό είναι της τάξης: 3 210 10
E E− . 

Μπορεί ακόµα να αναφερθεί ότι σε εργαστηριακές δοκιµές που έγιναν σε διονυσιακό 

µάρµαρο, προέκυψε η τιµή αυτή να είναι ακόµα µικρότερη, της τάξης του 410
E  
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(Αγιουτάντης, 2002). Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η αντοχή σε θραύση δεν είναι 

µια ιδιότητα των υλικών. Κατά τον Griffith, η ιδιότητα του υλικού που συνδέεται µε 

την θραύση είναι: η µονάδα έργου θραύσης συγκεκριµένης επιφανειακής ενέργειας, 

που είναι η ενέργεια που απαιτείται για να σχηµατίσει µια νέα επιφάνεια θραύσης, 

παρά η αντοχή σε εφελκυσµό (Whittaker et al., 1992). 

 

4.2.2 Αντοχή σε εφελκυσµό και προϋπάρχουσες ρωγµές  

Η µείωση της αντοχής σε εφελκυσµό ενός ψαθυρού υλικού, οφείλεται σε 

προϋπάρχουσες ρωγµές ή ασυνέχειες στο υλικό. Ο Griffith το 1921, κατέδειξε ότι οι 

προϋπάρχουσες ρωγµές λειτουργούν σαν πρόδροµος της αστοχίας καταλήγοντας σε 

µια σχέση µεταξύ της τάσης θραύσης και του µεγέθους της ρωγµής. Η προσέγγιση 

αυτή είναι γνωστή ως ισοζύγιο ενέργειας του Griffith µε την οποία εξήγησε ποσοτικά 

ότι η αντοχή σε εφελκυσµό είναι µικρότερη από την θεωρητική τιµή διότι όλα τα 

υλικά περιέχουν ατέλειες και µικρορωγµές (Whittaker et al., 1992). 

 

4.2.3 Έναρξη θραύσης και διάδοση της ρωγµής 

Η θεωρία του Griffith εφαρµόζεται σε απλοποιηµένη µορφή και σε 

περιορισµένες εφαρµογές, ιδιαίτερα στην περίπτωση αστοχίας από θλιπτικές τάσεις. 

Εξαιτίας των περιορισµών για την εφαρµογή της θεωρίας του Griffith, αναπτύχθηκαν 

διάφορες τροποποιήσεις οι οποίες βασίζονται στον διαχωρισµό έναρξης θραύσης και 

της διάδοσης θραύσης. Η έναρξη θραύσης ορίζεται σαν η διαδικασία θραύσης από την 

οποία προϋπάρχουσες ρωγµές ξεκινάνε να διευρύνονται. Η διάδοση θραύσης ορίζεται 

σαν η διαδικασία αστοχίας από την οποία οι προϋπάρχουσες ρωγµές διευρύνονται ως 

αποτέλεσµα της έναρξης θραύσης. Η έναρξη θραύσης αντιπροσωπεύει το ξεκίνηµα 

της διεύρυνσης της ρωγµής και περιορίζεται στην περιοχή της αιχµής της ρωγµής, 

ενώ η διάδοση θραύσης αντιπροσωπεύει την διαδικασία που οδηγεί το δείγµα σε 

καταστροφική αστοχία από τις αιχµές της ρωγµής µέχρι τα εξωτερικά όρια του 

δείγµατος (Whittaker et al., 1992). 

 

4.2.4 Η έννοια της µαθηµατικής ρωγµής 

Η ρωγµή είναι µια µαθηµατική έννοια που αντιπροσωπεύει οξέα άκρα (αιχµές 

ρωγµής). Η ρωγµή αυτή µπορεί να υπάρχει εντός του σώµατος διακατέχοντας δυο 

αιχµές ή να είναι στο εξωτερικό σύνορο του σώµατος διακατέχοντας µία αιχµή. Από 
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το σχήµα 4.1, η ακτίνα καµπυλότητας στο σηµείο C δίδεται από την σχέση 

(Whittaker et al., 1992): 
2b

a
ρ =                                                           (4.1) 

 

όπου ρ, είναι η ακτίνα καµπυλότητας στο σηµείο C, a και b είναι το µήκος του 

µικρότερου και µεγαλύτερου ηµι-άξονα αντίστοιχα. 

µ

έ

µ

 

4

α

µ

θ

υ

κ

τ

Σ

Σχήµα 4.1: Ελλειπτική οπή σε πλάκα η οποία υπόκειται σε οµοιόµορφο εφελκυσµό στο άπειρο 

(Whittaker et al., 1992) 

 

Από την σχέση 4.1, φαίνεται ότι 1
aρ ∝  και ,a 0ρ→ ∞ → . Άρα από 

αθηµατικής άποψης, ο όρος ρωγµή µπορεί να οριστεί σαν µια απειροστή στενή 

λλειψη. Ο συντελεστής συγκέντρωσης τάσης στην αιχµή της ρωγµής γίνεται 

οναδιαίος ή άπειρος (Whittaker et al., 1992). 

.2.5 Τύποι ρωγµών  

Από φυσικής άποψης, η ρωγµή είναι αποτέλεσµα µιας διαδικασίας 

νοµοιογενούς παραµόρφωσης. Άρα οι ρωγµές αναπαριστούν ασυνεχείς 

ετατοπίσεις. Οι επιφάνειες της µπορεί να δέχονται ή να µην δέχονται τάσεις. Η 

εωρία του Griffith δεν λαµβάνει υπόψη πετρώµατα, αλλά υπάρχουν στοιχεία ότι 

πάρχουν τέτοιες ρωγµές στα πετρώµατα και συγκεκριµένα στα όρια των κόκκων ή 

αι ακόµα εντός των κόκκων. Θεωρείται ότι η αστοχία στα πετρώµατα ξεκινάει από 

α όρια των κόκκων όπου υπάρχουν αυτές οι µικρορωγµές και οι ρωγµές Griffith στα 
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πετρώµατα είναι περίπου ίσες µε την µέγιστη διάµετρο κόκκου (Whittaker et al., 

1992). 

 

4.3 Θεωρία του Griffith για το Ισοζύγιο Ενέργειας 
Η προσέγγιση µε το ισοζύγιο ενέργειας, προτάθηκε από τον Griffith το 1921. 

Υποστήριξε ότι η αστοχία ενός ψαθυρού υλικού προκαλείται από την διεύρυνση 

ρωγµών (τύπου Griffith) που είναι έµφυτες στα ψαθυρά στερεά. Η δηµιουργία µιας 

νέας ρωγµατωµένης επιφάνειας που προκαλείται από την διάδοση της ρωγµής, 

απορροφάει ενέργεια που παρέχεται από το έργο που δηµιουργούν οι εξωτερικές 

δυνάµεις που είναι ως αποτέλεσµα της ενέργειας παραµόρφωσης του στερεού. 

 Στο τέλος της αιχµής µιας ρωγµής, µπορεί να δηµιουργηθεί συγκέντρωση 

τάσεων, που αυξάνει τοπικά τις τάσεις σε µια τιµή µεγαλύτερη από αυτή των 

ενδοατοµικών δεσµών. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα την πιθανότητα να ξεκινήσει η 

θραύση. Στο σηµείο αυτό όµως, η θραύση µπορεί να µην ξεκινήσει διότι η ενέργεια 

που παρέχεται δεν είναι αρκετή έτσι ώστε να ξεπεράσει την αντίσταση στη έναρξη 

και διάδοση της ρωγµής. Όσο περισσότερη ενέργεια απορροφάει ένα στερεό, τόση 

µεγάλη αντίσταση θα έχει στην έναρξη και διάδοση µιας ρωγµής. Συνέπεια της πιο 

πάνω θεωρίας, είναι ότι για να επέλθει αστοχία σε ένα στερεό, θα πρέπει να 

ικανοποιούνται δυο απαραίτητες προϋποθέσεις (Whittaker et al., 1992): 
 

 Προϋπόθεση τάσης: Σε κάποιο σηµείο του στερεού, οι τοπικές τάσεις πρέπει να 

είναι αρκετά ψηλές για να υπερβούν τις δυνάµεις συνοχής του στερεού. Αυτό 

επιτυγχάνεται µε την συγκέντρωση τάσεων λόγω ύπαρξης προϋπάρχουσων 

µικρορωγµών εντός του στερεού γύρω από τις αιχµές της ρωγµής (ρωγµές 

Griffith). 
 

 Προϋπόθεση ενέργειας: Επαρκής ενέργεια (επιφανειακή ενέργεια) πρέπει να 

αποδοθεί έτσι ώστε να ξεπεραστεί η αντίσταση που έχει το υλικό στην έναρξη 

και διάδοση µιας ρωγµής. Αυτό επιτυγχάνεται µε την αύξηση του έργου που 

παράγεται από τις εξωτερικές δυνάµεις. 

 

4.4 Ενέργεια επί της Ρωγµής 
Όπως αναφέρθηκε και πιο πριν, οι µικρορωγµές δηµιουργούν συγκεντρώσεις 

τάσεων στις αιχµές τους. Άρα η προϋπόθεση τάσης ικανοποιείται αυτοµάτως. Η 
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προϋπόθεση ενέργειας είναι βασικά µια εφαρµογή του θεωρήµατος της ελάχιστης 

πιθανής ενέργειας από τα θεµελιώδη θεωρήµατα της κλασσικής µηχανικής και της 

θερµοδυναµικής. Κατά τον Griffith, το απλό ισοζύγιο ενέργειας που αποτελείται από 

την µείωση της πιθανής ενέργειας µέσα σε ένα σώµα που δέχεται τάσεις εξαιτίας της 

διεύρυνσης της ρωγµής, ισούται µε την αύξηση της επιφανειακής ενέργειας εξαιτίας 

της νέας επιφάνειας της ρωγµής που έχε δηµιουργηθεί. Μέσω αυτού του ισοζυγίου, ο 

Griffith εδραίωσε την σχέση µεταξύ της αντοχής σε θραύση και του µεγέθους ή των 

διαστάσεων µιας ρωγµής. Γενικά η συνολική ενέργεια U, µιας ρωγµατωµένης πλάκας 

όπως φαίνεται στο σχήµα 4.1, δίδεται από την σχέση (Whittaker et al., 1992): 

 

t cU U U W Us= + − +                                                (4.2) 

 

ή 

 

pU U U s= +                                                      (4.3) 

 

όπου: U  = Συνολική ενέργεια της άπειρης ρωγµατωµένης πλάκας, 

Η αρχική ελαστική ενέργεια παραµόρφωσης της πλάκας δίδεται από την 

σχέση (Whittaker et al., 1992): 

 
2

'3tU σ Α
=

Ε
                                                     (4.4) 

 

όπου Ε’, το ενεργό µέτρο ελαστικότητας, Η ελαστική ενέργεια παραµόρφωσης που 

ελευθερώνεται από την εισαγωγή του µήκους 2a και της χαλάρωσης του υλικού 

εκατέρωθεν της ρωγµής δίδεται από την σχέση (Whittaker et al., 1992): 

 
2 2

'c
aU

E
πσ

= ±                                                   (4.5) 

 

Η αλλαγή στην ελαστική επιφανειακή ενέργεια εξαιτίας της δηµιουργίας νέας 

επιφάνειας ρωγµής δίδεται από την σχέση(Whittaker et al., 1992): 
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4s sU aγ=                                                    (4.6) 

 

Η αλλαγή της διαθέσιµης ενέργειας δίδεται από την σχέση (Whittaker et al., 1992): 

 

p t cU U U W= + −                                               (4.7) 

 

Και τέλος το έργο που παράγεται από τις εξωτερικές δυνάµεις δίδεται από την σχέση 

(Whittaker et al., 1992): 

 

2
W σεΑ

=                                                     (4.8) 

 

Αν αντικατασταθούν οι σχέσεις 4.4, 4.5, 4.6 και 4.8 στην 4.2 λαµβάνεται η γενική 

έκφραση της ελαστικής ενέργειας (Whittaker et al., 1992): 

 
2 2 2

' ' 4
3 2 s

aU a
E

σ πσ σε γΑ Α
= ± − +

Ε
                               (4.9) 

 

όπου: σ  = Η τάση κατά την διεύθυνση επιβολής της. 

          Α  = Περιοχή της πλάκας. 

           = Το ενεργό µέτρο ελαστικότητας. Για συνθήκες επίπεδης τάσης είναι   'E

                  , ενώ για συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης είναι 'E E= '
2(1 )

EE v=
−

. 

          a  = Το µισό µήκος της ρωγµής. 

          ε  = Η παραµόρφωση. 

          sγ  = Η ενέργεια που απαιτείται για την δηµιουργία µιας νέας µονάδας  

                   επιφάνειας ρωγµής καθώς η ρωγµή αυξάνει το µήκος της. 

Το  υποδηλώνει ότι το έργο που παράγεται από της εξωτερικές δυνάµεις αυξάνει 

την ενέργεια παραµόρφωσης του συστήµατος ή την µειώνει αντίστοιχα. 

±

 

4.4.1 Έναρξη θραύσης και κρίσιµη ισορροπία 

Η θεωρία του Griffith υποστηρίζει ότι η έναρξη θραύσης γίνεται όταν:  
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0U
a

∂
<

∂
                                                 (4.10) 

 

και η κρίσιµη ισορροπία πριν ξεκινήσει η θραύση συµβαίνει όταν: 

 

0U
a

∂
=

∂
                                                   (4.11) 

 

από την µερική παράγωγο της ενέργειας ως προς το µισό µήκος της ρωγµής όταν 

υπάρχει κρίσιµη ισορροπία, λαµβάνεται σχέση 4.12 που είναι και η έναρξη θραύσης 

 σε ιδανικά ψαθυρά υλικά (Whittaker et al., 1992): 

 

'2 saσ π γ= Ε                                            (4.12) 

 

Από την πιο πάνω σχέση συµπεραίνεται ότι η έναρξη θραύσης εξαρτάται από τις 

τάσεις µακρινού πεδίου και την τετραγωνική ρίζα του µήκους της ρωγµής, τις 

ελαστικές σταθερές και την ειδική επιφανειακή ενέργεια. Φαίνεται ότι ο δεύτερος 

όρος της σχέσης 4.12 είναι σταθερός και άρα η έναρξη θραύσης λαµβάνει χώρα όταν 

το γινόµενο aσ π  τείνει να φτάσει µια κρίσιµη σταθερή τιµή. Η κρίσιµη αυτή τιµή 

είναι γνωστή και ως κρίσιµος συντελεστής έντασης των τάσεων ή σκληρότητα 

θραύσης ΚIC (Whittaker et al., 1992). 

 

4.4.2 Τάση θραύσης σF 

Η τάση που απαιτείται να εφαρµοστεί στο σώµα έτσι ώστε να ξεκινήσει η 

θραύση είναι (Whittaker et al., 1992): 

 
'2 s

f
E

a
γσ

π
=                                            (4.13) 

 

Η τάση αυτή είναι ίση προς την αντοχή σε θλίψη για την περίπτωση όπου το 

πεδίο των τάσεων είναι εφελκυστικό όπως φαίνεται στο σχήµα 4.1. Η τάση θραύσης 

είναι αυστηρά εξαρτώµενη από την γεωµετρία της ρωγµής. Πειράµατα που έχουν 
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γίνει, αποδεικνύουν ότι η τάση θραύσης εξαρτάται από το µέγεθος του δοκιµίου, 

δηλαδή όσο µεγαλύτερο είναι το δείγµα, τόσο µικρότερη θα είναι η τάση θραύσης. 

 

4.4.3 Ρυθµός απελευθέρωσης ενέργειας παραµόρφωσης G 

Με κατάλληλες πράξεις, αφαιρούνται τα ριζικά από την σχέση 4.12 και 

λαµβάνεται καινούργια σχέση 4.14 (Whittaker et al., 1992): 

 
2

' 2 s
aπσ γ=

Ε
                                                     (4.14) 

 

Το δεξιό µέρος της σχέσης αντιπροσωπεύει την ελαστική ενέργεια ανά µονάδα 

επιφάνειας της ρωγµής. Αυτή η ενέργεια είναι και η απελευθέρωση ενέργειας 

παραµόρφωσης που απαιτείται για την διάδοση της ρωγµής. Η ενέργεια αυτή µπορεί 

να γραφεί (Whittaker et al., 1992): 

 
2

'
CU aG

a
πσ∂

= =
∂ Ε

                                            (4.15) 

 

Γενικά για µια σταθερή τιµή µετατόπισης, η απελευθέρωση της ελαστικής 

ενέργειας παραµόρφωσης, ορίζεται ως η µερική παράγωγος της ελαστικής ενέργειας 

ως προς την περιοχή της ρωγµής ως προς το µισό µήκος της ρωγµής. 

 

4.4.4 Αντίσταση στη έναρξη θραύσης R 

Το αριστερό µέλος της σχέσης 4.14, αντιπροσωπεύει την ελαστική 

επιφανειακή ενέργεια της επιφάνειας της ρωγµής. Αυτή είναι και η ενέργεια που 

απαιτείται για την σταδιακή διεύρυνση της ρωγµής και είναι µια ποσότητα που 

µπορεί να µετρηθεί η αντίσταση στην έναρξη θραύσης και δηµιουργία ρωγµής. Αυτή 

η ποσότητα δίδεται από την σχέση (Whittaker et al., 1992): 

 

2C
s

UR
a

γ∂
= =

∂
                                                (4.16) 

 

Η αντίσταση στην έναρξη θραύσης και δηµιουργία ρωγµής R, είναι 

ανεξάρτητη από το µήκος της ρωγµής a, αλλά είναι συνάρτηση του µήκους 
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διεύρυνσης της ∆a. Μια εναλλακτική κρίσιµη συνθήκη είναι ότι η G πρέπει να είναι 

τουλάχιστο ίση µε την αντίσταση R, πριν ξεκινήσει η ασταθής διεύρυνση της ρωγµής. 

Η συνθήκη αυτής της ισορροπίας δίδεται από την σχέση (Whittaker et al., 1992): 

 

CG R=                                                      (4.17) 

 

4.5 Κριτήριο Αστοχίας Griffith 
Στην εφαρµογή της θεωρίας του Griffith για το ισοζύγιο ενέργειας για τον 

υπολογισµό της µονοαξονικής αντοχής σε εφελκυσµό, θεωρείται ότι η διεύρυνση της 

ρωγµής γίνεται στο ίδιο επίπεδο. Αυτή η θεώρηση επιτρέπει ένα µοναδικό 

υπολογισµό διότι η µεταβολή της ενέργειας συνδέεται µε την διεύρυνση της ρωγµής. 

Στην πραγµατικότητα όµως ο προσδιορισµός της επιφανειακής ενέργειας δεν είναι 

απλή υπόθεση αφού τα παραγόµενα τασικά πεδία είναι πολύπλοκα καθώς είναι 

αποτέλεσµα θλίψης. Σε αυτή την περίπτωση η ρωγµή δεν µπορεί να θεωρηθεί ότι θα 

διευρυνθεί στο ίδιο επίπεδο αλλά σε κάποιο προσανατολισµό ως προς τον άξονα της 

ρωγµής.  

Στο σηµείο αυτό εισάγεται µια νέα έννοια όταν η ρωγµή τείνει να κλείσει 

λόγω θλιπτικού τασικού πεδίου, αυτή είναι γνωστή ως το κλείσιµο  της ρωγµής 

(crack closure). Το κλείσιµο της ρωγµή είναι µια αρκετά πιθανή περίπτωση και 

πρέπει να λαµβάνονται υπόψη τα φαινόµενα τριβής µεταξύ των χειλών της ρωγµής. Η 

ερµηνεία της πιο πάνω υπόθεσης είναι ότι η ρωγµή θα ξεκινήσει να διευρύνεται όταν 

κοντά ή στην αιχµή της αναπτυχθούν εφελκυστικές τάσεις, µεγαλύτερες από τις 

δυνάµεις συνοχής του υλικού. Η υπόθεση αυτή είναι γνωστή και ως η προσέγγιση της 

τάσης θραύσης (Whittaker et al., 1992). 

 

4.5.1 Ανοιχτή ελλειπτική ρωγµή σε διαξονικό πεδίο 

Το σχήµα 4.2, παρουσιάζει την σχηµατική διάταξη µιας ανοιχτής ρωγµής σε 

θλιπτικό διαξονικό πεδίο. Πρέπει να σηµειωθεί ότι στην περίπτωση αυτή οι θλιπτικές 

τάσεις λαµβάνονται θετικές ενώ οι εφελκυστικές τάσεις λαµβάνονται αρνητικές. Το 

1924, ο Griffith ανέπτυξε το κριτήριο αστοχίας µελετώντας τις µεταβολές της 

εφαπτοµενικής τάσης στην επιφάνεια µιας ελλειπτικής ρωγµής όπως φαίνεται στο 

σχήµα 4.2 (Whittaker et al., 1992). 
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Σχήµα 4.2: Κεκλιµέν

 

Η κατανοµή τ

µετασχηµατισµό του

σύστηµα συντεταγµέ

συντεταγµένων (ξ-η)

(Whittaker et al., 1992

Σχήµα 4.3: Ε

 

Οι σχέσεις που συνδέο
 

Σαρρής Ερνέστος – Μ
 

η ελλειπτική οπή σε πλάκα η οποία υπόκειται σε θλιπτική διαξονική 

φόρτιση (Whittaker et al., 1992) 

ων τάσεων γύρω από την ελλειπτική ρωγµή επιτεύχθηκε µε 

 καρτεσιανού συστήµατος συντεταγµένων σε ελλειπτικό 

νων. Στο σχήµα 4.3 φαίνεται το ελλειπτικό σύστηµα 

 που ανταποκρίνεται στο πεδίο τάσεων του σχήµατος 4.2 

). 
λλειπτικό σύστηµα συντεταγµένων (Whittaker et al., 1992) 

υν τα δυο συστήµατα αναφοράς είναι (Whittaker et al., 1992): 

cos ( ) cos( )
sin ( )sin( )

x c h
y c h

ξ η
ξ η

=
=

                                             (4.18)  
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όπου c, η εστία της έλλειψης. Από τις σχέσεις 4.18, µπορούν να ληφθούν δυο οµάδες 

εξισώσεων µε φυσική και µαθηµατική σηµασία. Απαλείφοντας το η, λαµβάνεται η 

εξίσωση (Whittaker et al., 1992): 

 
2 2

1
cos ( ) sin ( )

x y
c h c hξ ξ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                                  (4.19) 

 

Η εξίσωση 4.19, περιγράφει µια οικογένεια ελλείψεων. Αν απαλειφτεί το ξ, 

λαµβάνεται η εξίσωση 4.20 που είναι µια οικογένεια υπερβολών (Whittaker et al., 

1992): 

 
2 2

1
cos( ) sin( )

x y
c cη η

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                                (4.20) 

 

Στο σύνορο της ελλειπτικής ρωγµής ισχύει: 0ξ ξ=  και 0 2η π≤ ≤ . 

 

4.5.2 Συνιστώσες τάσεων στην ελλειπτική ρωγµή 

Οι συνιστώσες των τάσεων παράλληλα και κάθετα µε τους άξονες της 

έλλειψης προκύπτουν συναρτήσει των κυρίων τάσεων σ1 και σ3 (Whittaker et al., 

1992):  

 

( ) ( )

( )

1 3 1 3

1 3

1 2
2
1 2
2

y

xy

σ σ σ σ σ συν θ

σ σ σ ηµ θ

= + − −⎡ ⎤⎣ ⎦

= −
                        (4.21) 

 

Η συνιστώσα σχ, έχει αµελητέα επίδραση για αυτό και παραλείπεται από την 

ανάλυση. Η εφαπτοµενική τάση στην ελλειπτική επιφάνεια είναι η ακόλουθη 

(Whittaker et al., 1992): 

 

( )0 02 2
0

0

sin (2 ) cos(2 ) 1 2 sin(2 )

cos (2 ) cos(2 )
y xh e e

h

ξ ξ

η
yσ ξ η σ

σ
ξ η

+ − +
=

−

η
            (4.22) 
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όπου το 0ξ  είναι πολύ µικρό (µια µικρή ελλειπτική ρωγµή). Το η  είναι επίσης πολύ 

µικρό στις αιχµές τις ρωγµής και άρα η σχέση 4.22 µπορεί να ελαττωθεί σε 

(Whittaker et al., 1992): 
 

0
2 2

0

2( )y xy
η

ξ σ ησ
σ

ξ η
+

=
+

                                        (4.23) 

 

Οι µέγιστες και ελάχιστες εφαπτοµενικές τάσεις µπορούν να υπολογιστούν 

εξισώνοντας την παράγωγο της τάσης ησ  ως προς το η, η οποία διαδικασία παράγει 

την σχέση: 
 

2 2
0 y y xy

xy

ξ σ σ σ
η

σ

⎡ ⎤± +⎣ ⎦=                                    (4.24) 

 

αντικαθιστώντας την σχέση 4.24 και 4.21 στην εξίσωση 4.23 λαµβάνονται οι µέγιστες 

και ελάχιστες εφαπτοµενικές τάσεις από την σχέση (Whittaker et al., 1992): 

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
0 1 3 1 3 1 3 1 3

1 12 2
2 2mηξ σ σ σ σ σ συν θ σ σ σ σ συν θ= + − − ± + − −⎡ ⎤⎣ ⎦  (4.25) 

 

Από την σχέση 4.25, φαίνεται ότι οι µέγιστες και ελάχιστες εφαπτοµενικές 

τάσεις είναι ανεξάρτητες από τον προσανατολισµό της ρωγµής. Ο κρίσιµος 

προσανατολισµός θc, της ρωγµής αυτής δίδεται από την σχέση (Whittaker et al., 

1992): 

 

( )
1 3

1 32c
σ σσυνθ
σ σ
−

=
+

                                            (4.26) 

 

είναι φανερό ότι η σχέση 4.26 µπορεί να είναι πραγµατική µόνο όταν (Whittaker et 

al., 1992): 

 

( )
1 3

1 3

1
2
σ σ
σ σ
−

≤
+

                                                (4.27) 

που τελικά καταλήγει: 
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1 33 0σ σ+ ≥                                                   (4.28)  

 

όπως αναφέρθηκε και πιο πριν, οι εφελκυστικές τάσεις λαµβάνονται θετικές και η 

µέγιστη εφαπτοµενική τάση λαµβάνεται από αντικατάσταση του κρίσιµου 

προσανατολισµού θc, της ρωγµής στην σχέση 4.25. Εποµένως η νέα σχέση που 

προκύπτει θα είναι (Whittaker et al., 1992): 

 

( )
( )

2
1 3

0
1 34mη

σ σ
ξ σ

σ σ
−

= −
+

                                          (4.29) 

 

Η σχέση 4.29 αποτελεί την βάση για το κριτήριο αστοχίας του Griffith για 

1 33 0σ σ+ ≥ . Η ερµηνεία του είναι ότι η θραύση θα ξεκινήσει όταν η µέγιστη 

εφαπτοµενική τάση στην αιχµή της ρωγµής εξισωθεί µε τις δυνάµεις συνοχής του 

υλικού.  

Το πιο πάνω κριτήριο µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει της µονοαξονικής 

αντοχής σε εφελκυσµό σt. Για την περίπτωση της µονοαξονικής περίπτωσης ισχύει 

ότι 1 30, tσ σ σ= =  και 1 33 0σ σ+ < . Άρα η µέγιστη εφελκυστική τάση mησ  

λαµβάνεται (Whittaker et al., 1992): 

 

0 32 2mη tξ σ σ σ= =                                              (4.30) 

 

Συνδυάζοντας τις σχέσεις 4.29 και 4.30, προκύπτει το γνωστό κριτήριο 

αστοχίας του Griffith συναρτήσει των κυρίων τάσεων 1σ  και 3σ  όπως φαίνεται  στη 

σχέση 4.31 (Whittaker et al., 1992): 

 

( ) ( )2
1 31 3 1 3

1 33

3 08 0
3 0

t

t

σ σσ σ σ σ σ
σ σσ σ

⎫ + ≥− + + = ⎪
⎬ + <= ⎪⎭

             (4.31) 

 

όπου: 1σ  και 3σ  η µέγιστη και ελάχιστη κύρια τάση αντίστοιχα στο άπειρο. Η tσ  

είναι η µονοαξονική αντοχή σε εφελκυσµό. 
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4.5.3 Κριτήριο αστοχίας και λόγος κυρίων τάσεων 

Εναλλακτικά το κριτήριο αστοχίας µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει του 

λόγου των κυρίων τάσεων 3

1

σ
σ  και της µονοαξονικής αντοχής σε εφελκυσµό ή της 

µονοαξονικής αντοχής σε θλίψη. Εποµένως συναρτήσει της αντοχής σε εφελκυσµό το 

κριτήριο αστοχίας του Griffith γίνεται (Whittaker et al., 1992): 

 

3
1 3 1 3

1 3

3

4 1 1 3 0
3 0

t
t

t

σσ σ σ σ σ
σ

σ σ
σ σ

⎫⎡ ⎤
= − + − + ≥⎪⎢ ⎥

⎬⎣ ⎦ + <⎪= ⎭

                 (4.31) 

 

και συναρτήσει της αντοχής σε µονοαξονική θλίψη, το κριτήριο αστοχίας του Griffith 

γίνεται (Whittaker et al., 1992): 

 

3
1 3 1 3

1 3

3

1 11 2 3 0
4 2

3 0
c

c c

t

σσ σ σ σ σ
σ σ

σ σ
σ σ

⎫⎡ ⎤
= + + + + + ≥⎪⎢ ⎥

⎬⎣ ⎦ + <⎪= ⎭

              (4.32) 

 

όπου το cσ , είναι η αντοχή σε µονοαξονική θλίψη. Όταν το δοκίµιο είναι σε 

κατάσταση θλιπτικού πεδίου, η ελάχιστη κύρια τάση 3σ  είναι ίση µε µηδέν και η 

µέγιστη κύρια τάση γίνεται ίση µε την αντοχή σε θλίψη και άρα η σχέση 4.32 γίνεται: 

 

      8c tσ σ= −                                                        (4.33) 

 

Η σχέση 4.33 δηλώνει ότι η αντοχή σε µονοαξονική θλίψη είναι οχτώ φορές 

µεγαλύτερη από την αντοχή σε εφελκυσµό. Ο θεωρητικός λόγος θλιπτικής αντοχής  

1σ  προς εφελκυστική αντοχή tσ , όπως προκύπτει από την θεωρία Griffith, είναι 8 

(Vutukuri, 1974).  

Η επίδραση αυτών των παραγόντων στα αποτελέσµατα της δοκιµής του 

Βραζιλιανού δίσκου αναλύθηκαν από τον Fairhurst το 1964, o οποίος διεύρυνε το 

κριτήριο για διάφορους λόγους θλιπτικής/εφελκυστικής αντοχής n που αποκλίνουν 

από την θεωρητική τιµή 8. Η αστοχία τότε συµβαίνει όταν (Vutukuri, 1974): 
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1 Tσ σ=                                                     (4.34)  

 

αν ισχύει: 

 

1 3( 2)m m 0σ σ− + ≥                                           (4.35) 

 

ή όταν:  

 

22
21 3

1 3 1 3

( ) 2 12( 1) 1 1
2

T
T

mmσ σ σσ
σ σ σ σ

⎡ ⎤⎫⎧− −⎪ ⎪⎛ ⎞⎢ ⎥= − − + −⎨ ⎬⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪⎩ ⎭⎣ ⎦
               (4.36) 

 

αν ισχύει: 

1 3( 2)m m 0σ σ− + ≤                                           (4.37)  

    

όπου 1m n= + . Περαιτέρω ανάλυση των προηγούµενων σχέσεων, οδήγησαν τον 

Fairhurst στο συµπέρασµα ότι απαιτείται τόξο 20ο ή και παραπάνω κατανοµής του 

φορτίου, ώστε η αστοχία να εµφανιστεί στο κέντρο οµογενούς δίσκου. Τόξο περίπου 

5ο και χαµηλό n οδηγούν σε αστοχία µακριά από το κέντρο ή και σε παραπλανητική 

τιµή της εφελκυστικής αντοχής (Vutukuri, 1974). 

 Σε παρόµοια συµπεράσµατα κατέληξαν οι Addinal & Hackett το 1964 και 

1965. Βρήκαν ότι η αστοχία σε κλασσικά υλικά τύπου Griffith (n=8) συµβαίνει κοντά 

στο κέντρο για γωνία τόξου επαφής µεγαλύτερη από 9ο. Το κριτήριο αστοχίας του 

Griffith φαίνεται γραφικά στο σχήµα 4.4: 
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Σχήµα 4.4: Αρχικό κα

 

Το κριτήριο 

Mohr σύµφωνα µε τη

 

 

όπου: τ, είναι η διατµ

της ρωγµής και σ, είν

Η γραφική απεικόνισ

Σχήµα 4.5: Αρχικό και

Σαρρής Ερνέστος – Μ
 

ι τροποποιηµένο κριτήριο αστοχίας του Griffith (Whittaker et al., 1992) 

Griffith µπορεί να εκφραστεί και από έναν παραβολικό φάκελο 

ν σχέση που ακολουθεί (Whittaker et al., 1992): 

2 4 ( )t tτ σ σ σ= −     (4.38) 

ητική τάση που δρα κατά µήκος του επιπέδου της επιφάνειας  

αι η ορθή τάση που δρα κάθετα στην επιφάνεια της ρωγµής.  

η του παραβολικού φακέλου Mohr φαίνεται στο σχήµα 4.5:  

 

 τροποποιηµένο κριτήριο αστοχίας του Griffith υπό µορφή φακέλου Mohr 

(Whittaker et al., 1992) 
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4.5.4 Τροποποιηµένο κριτήριο αστοχίας Griffith 

Οι ρωγµές σε θλιπτικό εντατικό πεδίο, µπορεί να κλείσουν πριν προλάβει να 

δηµιουργηθεί το εφελκυστικό πεδίο τάσεων µπροστά από την αιχµή της ρωγµής γίνει 

ικανό έτσι ώστε να ξεκινήσει η ρωγµή να διευρύνεται. Αµέσως µετά το κλείσιµο,  

δηµιουργούνται διατµητικές τάσεις (δυνάµεις τριβής) ως αποτέλεσµα της πίεσης 

επαφής µεταξύ των χειλών της ρωγµής. Αυτή η τριβή πρέπει να υπερνικηθεί έτσι 

ώστε να µπορέσει να ξεκινήσει η θραύση (Whittaker et al., 1992). 

Οι McClintock και Walsh το 1962, τροποποίησαν το κριτήριο αστοχίας του 

για να λαµβάνει υπόψη τα φαινόµενα τριβής που δηµιουργούνται επί των χειλών της 

ρωγµής µετά το κλείσιµο της από το θλιπτικό τασικό πεδίο. Το τροποποιηµένο 

κριτήριο αστοχίας φαίνεται στο σχήµα 4.4 και δίδεται από την σχέση (Whittaker et 

al., 1992): 

 

1 3 2

21
1

c
f

f f
σ σ

⎡ ⎤
= + +⎢

⎢ + − ⎥⎣ ⎦
σ⎥                                         (4.39) 

 

όπου f, ο συντελεστής τριβής µεταξύ των χειλών της ρωγµής.  

Από το σχήµα 4.4 φαίνεται ότι ο συντελεστής τριβής είναι µεγαλύτερος από 

τη µονάδα. Αυτό θεωρητικά είναι δυνατό να συµβεί αλλά πρακτικά είναι αδύνατο 

διότι αν ο συντελεστής πάρει τιµή µεγαλύτερη από την µονάδα, αυτό σηµαίνει ότι η 

αντοχή σε διάτµηση είναι µεγαλύτερη από ορθές τάσεις που δρουν επί των χειλών της 

ρωγµής. Η εξήγηση αυτής της ανώµαλης συµπεριφοράς είναι εξαιτίας των 

χαρακτηριστικών (ατέλειες) της επιφάνειας της ρωγµής και στο ότι η καθολική 

αστοχία του δείγµατος είναι ως αποτέλεσµα της διάδοσης της ρωγµής και όχι από την 

έναρξη θραύσης. Εναλλακτικά το τροποποιηµένο κριτήριο αστοχίας του Griffith 

µπορεί να εκφραστεί και από ένα φάκελο Mohr όπως φαίνεται γραφικά στο σχήµα 

4.5 και δίδεται από την σχέση (Whittaker et al., 1992): 

 

2 tfτ σ σ= −                                              (4.40) 

 

Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφερθεί ότι το οι σχέσεις 4.39 και 4.40 του 

τροποποιηµένου κριτηρίου αστοχίας εφαρµόζονται µόνο στην περίπτωση που η 

ρωγµή έχει κλείσει υπό θλιπτικό εντατικό πεδίο. 
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4.6 Παραδοχές στην Εφαρµογή της Θεωρίας του Griffith 
 Η θεωρία του Griffith για το ισοζύγιο ενέργειας µπορεί να εφαρµοστεί όταν 

ισχύουν οι ακόλουθες παραδοχές (Whittaker et al., 1992): 

 Ιδανικά ψαθυρά υλικά µε περιορισµένη ανοχή σε πλαστική παραµόρφωση 

µπροστά από τις αιχµές των ρωγµών. 

 Έναρξη θραύσης σε  συνθήκες εφελκυσµού. 

 Μια πολύ επίπεδη και ανοιχτή έλλειψη, αντιπροσωπεύει ιδανική ρωγµή. 

 Μια µικρή ρωγµή σε σχέση µε τις διαστάσεις του δοκιµίου. 

  Ένα αντιστρεπτό θερµοδυναµικό σύστηµα χωρίς απώλειες ενέργειας παρά µόνο 

για την δηµιουργία νέας επιφάνειας ρωγµής. 

 Όπου υπάρχει η δυνατότητα να προβλεφτούν τα σηµεία στα οποία υπάρχει 

συγκέντρωση τάσεων, θεωρείται ότι θα είναι και η αφετηρία δηµιουργίας και 

διάδοσης της ρωγµής. ∆εν είναι δυνατό όµως να προβλεφτεί η τροχιά ή τον 

ρυθµό τον οποίο θα ακολουθήσει η διάδοση της ρωγµής.  

 

4.7 Θραυστοµηχανικές Παράµετροι 
 Στη συνέχεια γίνεται µια ανασκόπηση των αρχών της γραµµικής ελαστικής 

θραυστοµηχανικής (LEFM-Linear elastic fracture mechanics), που θεωρείται ένα 

αναλυτικό εργαλείο επίλυσης και πρόβλεψης θραύσης υπό ασταθής συνθήκες. Οι 

σχέσεις οι οποίες θα αναφερθούν δεν δίδονται µε τις αποδείξεις τους διότι ξεφεύγει 

από τους σκοπούς της εργασίας αυτής. 

Υπάρχουν δυο βασικές προσεγγίσεις για την πρόβλεψη της θραύσης µε 

κυρίαρχες συνθήκες τις γραµµικές και ελαστικές. Η πρώτη βασίζεται στο ισοζύγιο 

ενέργειας που είναι και η απαραίτητη συνθήκη για την θραύση όπως αναφέρθηκε και 

πιο πάνω. Η δεύτερη βασίζεται στο µέγεθος της έντασης της τάσης στην αιχµή της 

ρωγµής, όπου φτάνει µια κρίσιµη τιµή έτσι ώστε να ξεκινήσει η θραύση. Οι δυο 

αυτές προσεγγίσεις είναι ισοδύναµες αν γίνει η παραδοχή ότι το υλικό 

συµπεριφέρεται γραµµικά και ελαστικά µέχρι το σηµείο αστοχίας του και δεν είναι 

αναγκαίο να γίνεται επιλογή µεταξύ τους για επίτευξη βέλτιστων αποτελεσµάτων σε 

µια ανάλυση. Οι δυο αυτές µέθοδοι, µπορούν να αναλύσουν και κάποιας 

περιορισµένης έκτασης πλαστικότητα, κάτι που κάνει τις δυο µεθόδους εύχρηστες και 

εφαρµόσιµες σε διάφορα προβλήµατα (Saxena, 1998). 

 

Σαρρής Ερνέστος – Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή 66



Κεφάλαιο 4                                                        Θεωρία Griffith και Θραυστοµηχανική 

4.7.1 Φόρτιση και τύποι ρωγµών 

Οι ορισµοί των τριών διαφορετικών τρόπων φόρτισης και τύποι ρωγµών ενός 

ρωγµατωµένου σώµατος είναι (Saxena, 1998): 

 Ρωγµή τύπου Ι (άνοιγµα), όπου η φόρτιση της ρωγµής επιβάλλεται συµµετρικά 

ως προς τα επίπεδα x-y και x-z.  

 Ρωγµή τύπου ΙΙ (ολίσθηση σε επίπεδο), όπου η ρωγµή φορτίζεται σχετικά ως 

προς τα επίπεδα x-y και x-z.  

 Ρωγµή τύπου ΙΙΙ (ολίσθηση εκτός επιπέδου), όπου η ρωγµή φορτίζεται 

ασύµµετρα ως προς τα επίπεδα x-y και x-z.  

Η επαλληλία των πιο πάνω τύπων ρωγµών φαίνονται στο σχήµα 4.6 και 

µπορούν να περιγράψουν τις περισσότερες περιπτώσεις θραύσης µε την προϋπόθεση 

να ισχύουν συνθήκες επίπεδης τάσης και παραµόρφωσης (Saxena, 1998). 

 

4.7.2

Irwin

αναπα

συντε

Σαρρ
 
Σχήµα 4.6: Τύποι φόρτισης και ανοίγµατος ρωγµών  (Saxena, 1998) 

 Τάσεις και µετατοπίσεις στις αιχµές της ρωγµής σε καρτεσιανό και 

πολικό σύστηµα συντεταγµένων 

Οι ακόλουθες αναλυτικές λύσεις τάσεων και µετατοπίσεων προτάθηκαν από τον 

 για συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης (Saxena, 1998). Η σχηµατική 

ράσταση των τάσεων για ένα στοιχείο στο καρτεσιανό σύστηµα 

ταγµένων  αλλά και στο πολικό δίδεται στο σχήµα 4.7 (Whittaker et al., 1992): 
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Σχήµα 4.7: Συντεταγµένες και εντατική κατάσταση σε καρτεσιανό και πολικό σύστηµα 

συντεταγµένων (Whittaker et al., 1992) 

 

Τύπου Ι: 

3cos 1 sin sin
2 22xx r 2
θ θ θσ

π
ΙΚ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

                            (4.41) 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

Κ
= Ι

2
3sin

2
sin1

2
cos

2
θθθ

π
σ

ryy                            (4.42) 

 

2
3cos

2
cos

2
sin

2
θθθ

π
σ

rxy
ΙΚ

=                               (4.43) 

 

)( yyzz v σσσ χχ +=                                      (4.44) 

 

0== yzxz σσ                                            (4.45) 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=

2
cos21

2
cos

2
2 θνθ

π
r

G
K

u I                          (4.46) 
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⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=

2
cos22

2
sin

2
2 θνθ

π
r

G
K

V I                               (4.47) 

 

0=w                                                        (4.48) 

 

Τύπου ΙΙ: 

3sin 2 cos cos
2 22xx r 2
θ θ θσ

π
ΙΙΚ ⎡ ⎤= +⎢ ⎥⎣ ⎦

                               (4.49) 

 

2
3cos

2
cos

2
sin

2
θθθ

π
σ

ryy
ΙΙΚ

=                                    (4.50) 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

Κ
= ΙΙ

2
3sin

2
sin1

2
cos

2
θθθ

π
σ χ ry                                 (4.51) 

 

)( yyzz v σσσ χχ +=                                            (4.52) 

 

0== yzxz σσ                                                  (4.53) 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=

2
cos22

2
cos

2
2 θνθ

π
r

G
K

u II                               (4.54) 

 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−=

2
sin21

2
cos

2
2 θνθ

π
r

G
K

V II                              (4.55) 

 

0=w                                                         (4.56) 

 

Τύπου ΙΙΙ: 

2
sin

2
θ

π
σ

r
K III

zx =                                               (4.57) 

 

2
cos

2
θ

π
σ

r
K III

yz −=                                            (4.58) 
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0==== xyzzyyxx σσσσ                                       (4.59) 

 

2
sin2 θ

π
r

u
Kw III=                                             (4.60) 

 

0== vu                                                     (4.61) 

 

όπου ν: λόγος Poisson, Ε: µέτρο ελαστικότητας και 
)1(2 v

EG
+

=  το µέτρο διάτµησης. 

Οι τάσεις και µετατοπίσεις στη αιχµή της ρωγµής σε πολικές συντεταγµένες 

είναι αντίστοιχες µε του συστήµατος των καρτεσιανών συντεταγµένων µε απλό 

µετασχηµατισµό, για αυτό και δίδονται σε τανυστική µορφή (Whittaker et al., 1992): 

 

( )
2

( , ; , , ; , ,
( )

2 2

N
ij Nij

N
ij i

K f
r

N I II i j x y i j r
K ru gN

σ θ
π

)θ
θ

µ π

⎫= ⎪⎪ = = =⎬
⎪= ⎪⎭

          (4.62) 

 

Οι πιο πάνω σχέσεις αφορούν τις τάσεις και µετατοπίσεις για κάθε τύπο 

φόρτισης ξεχωριστά. Αυτή η ανάλυση είναι απλή αλλά θεµελιώδης. Στην πράξη, τα 

πιο πολλά  προβλήµατα που αφορούν θραύσεις πετρωµάτων είναι µικτού τύπου και 

συγκεκριµένα των τύπου Ι και τύπου ΙΙ. Για την ανάλυση του προβλήµατος της 

µεικτής θραύσης, ας θεωρηθεί µια τυπική διάταξη κεκλιµένης ρωγµής όπως φαίνεται 

στο σχήµα 4.8α και να υπόκειται σε οµοιόµορφο τασικό πεδίο. Το τασικό πεδίο 

µπορεί να είναι είτε εφελκυστικό είτε θλιπτικό. Από ανάλυση των τάσεων 

προκύπτουν οι ορθές και διατµητικές τάσεις επάνω στο επίπεδο της ρωγµής 

(Whittaker et al., 1992): 

 
2

n

n

σ σηµ β
τ σηµβσυνβ

=
=

                                             (4.63) 

 

όπου nσ , nτ  η ορθή και διατµητική τάση αντίστοιχα και β, η γωνία από τον 

κατακόρυφο άξονα µε το επίπεδο της ρωγµής όπως φαίνεται και στο σχήµα 4.8β. 
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µ

 

4

 

τ

τ

Ο

χ

 

τ

Σ

Σχήµα 4.8: Ρωγµή σε φόρτιση µεικτού τύπου, Α) διάταξη φόρτισης, Β) ανάλυση τάσεων επί της 

ρωγµής (Whittaker et al., 1992) 

Οι τάσεις και µετατοπίσεις του µικτού τύπου φόρτισης δίδονται σε τανυστική 

ορφή ως ακολούθως (Whittaker et al., 1992): 

( ) ( )
2 2

( , , )
( ) ( )

2 2 4 2

ij ij ij

ij i i

K Kf f
r r

i j r
K Kr ru g g

σ θ θ
π π

θ
θ θ

µ π µ π

Ι ΙΙ
Ι ΙΙ

Ι ΙΙ
Ι ΙΙ

⎫= + ⎪⎪ =⎬
⎪= + ⎪⎭

                (4.64) 

 

.7.3 Συντελεστής έντασης των τάσεων Κ 

Η προσέγγιση µε τον συντελεστή έντασης των τάσεων Κ και της κρίσιµης 

ιµής του ΚC, είναι ευρύτερα αποδεκτό σαν κριτήριο έναρξης θραύσης, σύµφωνα µε 

ο οποίο η έναρξη της θραύσης επιτυγχάνεται όταν το Κ φτάσει την κρίσιµη τιµή ΚC. 

 συντελεστής έντασης των τάσεων Κ, είναι και µια ποσοτική παράµετρος που 

αρακτηρίζει (Whittaker et al., 1992): 

 την µοναδιαία (singular) συµπεριφορά, 

 την συγκέντρωση των τάσεων, καθώς επίσης και  

 την αντοχή που µπορεί να παρουσιαστεί σε µια αιχµή ρωγµής.  

Ο συντελεστής έντασης των τάσεων Κ, εξαρτάται από το µέγεθος της ρωγµής, 

ην γεωµετρία και το επίπεδο φόρτισης. Ο κρίσιµος συντελεστής έντασης των τάσεων 
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ΚC ή αλλιώς σκληρότητα θραύσης, προσδιορίζει την ανοχή των ρωγµών σε µια 

κατασκευή υπό συγκεκριµένες συνθήκες.   

Οι συντελεστές έντασης των τάσεων, µπορούν να οριστούν συναρτήσει των 

τάσεων και των µετατοπίσεων µπροστά από την αιχµή µιας ρωγµής µε 

προσανατολισµό παράλληλα µε την διάµετρο φόρτισης (θ=900) ως εξής (Whittaker et 

al., 1992): 

Τύπου Ι: 

 

0
lim 2I r

K θ rσ π
→

=                                              (4.65) 

 

Τύπου ΙΙ: 

 

0
lim 2II rr

K θ rσ π
→

=                                              (4.66) 

 

Οι πιο πάνω σχέσεις προσδιορισµού του συντελεστή ένταση των τάσεων 

αφορούν τον κάθε τύπο φόρτισης ξεχωριστά. Οι συντελεστές έντασης των τάσεων 

µικτού τύπου και συγκεκριµένα των τύπου Ι και τύπου ΙΙ δίδονται από τις σχέσεις: 

 
2

I n

II n

K a a

K a a

σ π σ π ηµ β

τ π σ π ηµβσυν

= =

= = β
                                (4.67) 

 

Από τις σχέσεις 4.67, είναι φανερό ότι οι συντελεστές έντασης των τάσεων  και 

, είναι συνάρτηση της γωνίας β όπως ορίζεται στο σχήµα 4.8β. 

IK

IIK

Οι σχέσεις 4.68 και 4.69, συνδέουν τον ρυθµό απελευθέρωσης της ενέργειας 

G µε τον συντελεστή έντασης των τάσεων Κ. Ο ρυθµός G, εξαρτάται από τις 

ελαστικές σταθερές και τους συντελεστές έντασης των τάσεων όπου και αυτοί µε την 

σειρά τους εξαρτώνται από τους τρεις διαφορετικούς τρόπους φόρτισης. Για 

συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης ισχύει (Whittaker et al., 1992): 

 

222
2 1)(1

IIIIII K
E

vKK
E
vG +

++
−

=                                  (4.68) 
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Ενώ για επίπεδη τάση ισχύει: 

 

)(1 22
III KK

E
G +=                                             (4.69) 

 

4.7.4 Έναρξη ρωγµής σε θλιπτικό εντατικό πεδίο 

 Είναι ευρέως αποδεκτό ότι η έναρξη της ρωγµής  υπό θλιπτικό εντατικό πεδίο 

οφείλεται στις εφελκυστικές τάσεις που αναπτύσσονται στην αιχµή της ρωγµής. Ο 

τύπος της ρωγµής που δηµιουργείται υπό θλιπτικό εντατικό πεδίο είναι εντελώς 

διαφορετικός από το εφελκυστικό πεδίο τάσεων. Αυτό που παρουσιάζει ενδιαφέρον 

είναι ότι η έναρξη της ρωγµής από προϋπάρχουσες ρωγµές δεν οδηγεί το δείγµα σε 

καθολική αστοχία αφού η ρωγµή κλείνει, σταµατά να διαδίδεται (crack arrest) σε 

κάποιο τυχαίο σηµείο ως αποτέλεσµα του θλιπτικού εντατικού πεδίου που 

αναπτύσσεται εντός του δοκιµίου. Τέτοιου είδους ρωγµές ονοµάζονται πρωτεύουσες 

και µε την αύξηση του φορτίου τότε µια δευτερεύουσα ρωγµή δηµιουργείται που 

οδηγεί τελικά το δείγµα σε καθολική αστοχία (rapture). Τα χείλη της ρωγµής 

κλείνουν αναπόφευκτα µε το θλιπτικό εντατικό πεδίο. Μόλις κλείσουν τα χείλη της 

ρωγµής, η διάδοση των ορθών τάσεων είναι δυνατή µε αποτέλεσµα την δηµιουργία 

τάσεων τριβής µεταξύ των χειλών εξαιτίας της σχετικής κίνησης µεταξύ τους. 

Εποµένως είναι αναγκαίο να µελετηθούν οι ρωγµές τέτοιου τύπου σε δυο 

υποπεριπτώσεις,  χωρίς την επίδραση τριβής (ανοιχτή ρωγµή) και µε επίδραση τριβής 

(κλειστή ρωγµή) (Whittaker et al., 1992). 

 

4.7.4.1 Περίπτωση ανοιχτής ρωγµής 

 Για την περίπτωση µιας κεκλιµένης ανοιχτής ρωγµής η οποία υποβάλλεται 

σε θλιπτικό εντατικό πεδίο τάσεων (σχήµα 4.8), οι τάσεις και οι συντελεστές έντασης 

των τάσεων δίδονται από τις εξισώσεις 4.64 και 4.67 αντίστοιχα µε την διαφορά ότι 

οι συντελεστές έντασης των τάσεων KI και KII είναι αρνητικοί. Αρνητικός 

συντελεστής έντασης τάσης τύπου Ι σηµαίνει ότι επιδρά θλιπτική τάση στην αιχµή 

της ρωγµής. Αρνητικός συντελεστής έντασης τάσης τύπου ΙΙ σηµαίνει αντίθετη 

κατεύθυνση της διατµητικής τάσης που επιδρά παράλληλα στο επίπεδο της ρωγµής 

(Whittaker et al., 1992).  

 

 

Σαρρής Ερνέστος – Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή 73



Κεφάλαιο 4                                                        Θεωρία Griffith και Θραυστοµηχανική 

4.7.4.2 Περίπτωση κλειστής ρωγµής 

 Για την περίπτωση µιας κεκλιµένης κλειστής ρωγµής η οποία υποβάλλεται 

σε θλιπτικό εντατικό πεδίο, οι ορθές τάσεις που επιδρούν πάνω στα χείλη της ρωγµής 

δεν επηρεάζουν την κατανοµή των τάσεων γύρω από την ρωγµή. Οι τάσεις σε αυτή 

την περίπτωση δίδονται από τις ακόλουθες σχέσεις (Swedlow, 1976): 

 

2

2 2

2 2 2

2

(1 3 )
2 2 2

3 2
2 22 2
(1 3 )

2 2

r
II
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r

f
K f

r f
θ

θ

θ θηµ ηµ
συν θ ηµ θ ηµ θσ

θ θσ ηµ συν σ ηµ θ συν θ ηµ
π

θ
ηµθσυνθ ηµθσυνθ συν θσ θ θσυν ηµ

⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ − −⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

(4.70) 

 

 Για συνθήκες επίπεδης παραµόρφωσης ισχύει: ( )z r θσ ν σ σ= +  ενώ για 

συνθήκες επίπεδης τάσης: 0z rz zθσ σ σ= = = . Για τους συντελεστές έντασης των 

τάσεων ισχύει ότι αναφέρθηκε και για την περίπτωση της ανοιχτής ρωγµής. 

 

4.7.5 Έναρξη ρωγµής από αµβλείες εγκοπές σε θλιπτικό εντατικό πεδίο 

 Για µια ρωγµή απειροστής ακτίνας, η έναρξη διάδοσης της θα γίνει στην 

εφελκυστική ζώνη τάσεων που δηµιουργείται γύρω από την αιχµή της εγκοπής. 

Εφελκυστικές τάσεις στην αιχµή της εγκοπής υποδηλώνει θετικό συντελεστή έντασης 

των τάσεων ΚΙ στην αιχµή της εγκοπής. Είναι λοιπόν αναγκαίο να σχηµατιστούν οι 

εκφράσεις για τους συντελεστές έντασης των τάσεων KI και KII για τη αιχµή της 

εγκοπής υπό θλιπτικό εντατικό πεδίο (Whittaker et al., 1992). 

 Αν θεωρηθεί το σχήµα 4.8, στο οποίο η κεκλιµένη ρωγµή έχει αµβλείες 

αιχµές και υποβάλλεται σε θλίψη, τότε η εγκάρσια τάση tsσ , παράλληλα µε το 

επίπεδο της ρωγµής δίδεται από την σχέση (Tirosh & Catz, 1981): 
 

2
tsσ σ συν β=                                                   (4.71) 

 

Η µέγιστη εγκάρσια τάση παράγει εφελκυστική τάση γύρω από την αιχµή της 

εγκοπής. Το µέγεθος την εγκάρσιας τάσης ισούται µε το µέγεθος της µέγιστης 

εφαπτοµενικής τάσης σmax, στην αιχµή της εγκοπής (Muskhelishvilli, 1963). Συνεπώς 
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ο θετικός συντελεστής έντασης των τάσεων τύπου Ι δίδεται από την σχέση (Sih, 

1973): 
 

max0

1lim
2IK

ρ
σ πρ

→
=                                               (4.72) 

 

Αντικαθιστώντας την σχέση 4.71 στην σχέση 4.72, λαµβάνεται: 
 

21 (
2IK ρ )σ πασυν β

α
=                                        (4.73) 

 

ο αρνητικός συντελεστής έντασης των τάσεων τύπου Ι ο οποίος είναι αποτέλεσµα του 

θλιπτικού εντατικού πεδίου δίδεται από τις σχέσεις 4.67. Η συνολική τιµή των 

συντελεστών έντασης των τάσεων KI και KII για αµβλύ άκρο εγκοπής, υπό θλιπτικό 

εντατικό πεδίο δίδεται από την σχέση: 

 

2 21
2I

II

K

K

ρσ πα συν β ηµ β
α

σ πασυνβηµβ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜

⎝

=

⎟
⎠                                 (4.74) 
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5 Αριθµητική Επίλυση του Βραζιλιανού 

∆ίσκου  

 

5.1 Εισαγωγή 
Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται η παρουσίαση των αποτελεσµάτων που προέκυψαν 

από την αριθµητική επίλυση του Βραζιλιανού δίσκου µε την µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων. Η προσοµοίωση των δοκιµών πραγµατοποιήθηκε σε δυο 

διαστάσεις στο λογισµικό πεπερασµένων στοιχείων MSC. Marc-Mentat 2000. Η 

µοντελοποίηση γίνεται µε επιβολή συνοριακών συνθηκών απευθείας επάνω στον 

Βραζιλιανό δίσκο για σκοπούς ελέγχου των κατανοµών των εφαπτοµενικών και 

ακτινικών τάσεων µε αναλυτικές λύσεις κλειστής µορφής.  

Σκοπός της εργασίας αυτής είναι η προσοµοίωση της δοκιµής του έµµεσου  

εφελκυσµού του Βραζιλιανού δίσκου. Αφού ελεγχθεί η σύγκλιση της αριθµητικής µε 

την αναλυτική λύση για την περίπτωση του άρρηκτου Βραζιλιανού δίσκου, 

κατασκευάζονται οι κατανοµές των εφαπτοµενικών και ακτινικών κατανοµών για το 

πρόβληµα του Βραζιλιανού προ-ρηγµατωµένου δίσκου και του Βραζιλιανού δίσκου 

µε εγκοπή καθώς επίσης και διερευνάται αν εφαρµόζεται το κριτήριο αστοχίας του 

Griffith για τις πιο πάνω περιπτώσεις. 
 

Η διάρθρωση της αριθµητικής επίλυσης χωρίζεται σε τρία µέρη: 
 

Μέρος Α: 

Στο µέρος Α (κεφάλαιο 5), πραγµατοποιείται µια παραµετρική διερεύνηση µε 

επιβολή οµοιόµορφα κατανεµηµένου φορτίου στο πάνω και κάτω άκρο του δίσκου 

για γωνίες φόρτισης από 10 µέχρι 150 καθώς επίσης και µε σηµειακή φόρτιση. 
 

Μέρος Β: 

 Στο µέρος Β (κεφάλαιο 6), επιλύεται το πρόβληµα του προ-ρηγµατωµένου 

βραζιλιανού δίσκου µε επίπεδη απειροστή µαθηµατική ρωγµή, τα στοιχεία της οποίας 

θα αναλυθούν στο αντίστοιχο κεφάλαιο, σε διάφορους προσανατολισµούς της 

ρωγµής για 00, 150, 300, 450, 600, 750, 900. Η επίλυση έγινε µε στοιχεία χαµηλής και 
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υψηλής τάξης (4 node & 8 node quadrilaterals) για την καλύτερη διακριτοποίηση 

γύρω από την ρωγµή έτσι ώστε η µεταβολή στη κατανοµή των µεγεθών να φαίνεται 

καλύτερα. 
 

Μέρος Γ: 

 Στο µέρος Γ (κεφάλαιο 7), επιλύεται το πρόβληµα του βραζιλιανού δίσκου µε 

εγκοπή µεγάλου πάχους, σε διάφορους προσανατολισµούς της εγκοπής για 00, 150, 

300, 450, 600, 750, 900. Η επίλυση έγινε και σε αυτή την περίπτωση µε στοιχεία 

χαµηλής και ψηλής τάξης (4 node & 8 node quadrilaterals) για την καλύτερη 

διακριτοποίηση γύρω από την εγκοπή έτσι ώστε η µεταβολή στη κατανοµή των 

µεγεθών να φαίνεται καλύτερα. 

Στη συνέχεια γίνεται και επίλυση υπό την επίδραση των χαλύβδινων 

σιαγώνων για το πρόβληµα του κλασσικού βραζιλιανού δίσκου καθώς επίσης και του 

προ-ρηγµατωµένου δίσκου. Για την προσοµοίωση της διεπιφάνειας µεταξύ των 

σιαγώνων, των οδηγών ευθυγράµµισης καθώς επίσης της επαφής του δοκιµίου και 

των πλακών χρησιµοποιήθηκαν στοιχεία επαφής (contact elements). Συµµετρία δεν 

λήφθηκε καθόλου υπόψη για αποφυγή φαινοµένων περιστροφής. Τα υλικά 

προσοµοιώθηκαν στις δυο διαστάσεις και σε µια απλή εφαρµογή στις τρεις 

διαστάσεις σαν γραµµικά ελαστικά και ισότροπα. 

 

5.2 Η Μέθοδος των Πεπερασµένων Στοιχείων 
Με τη Μέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων, υπολογίζονται τα άγνωστα 

µεγέθη στους κόµβους, οι οποίοι δηµιουργούνται από τη διαίρεση του πεδίου σε 

στοιχεία. Στη συνέχεια µε την θεώρηση κατάλληλων συναρτήσεων, οι οποίες 

συνδέουν την κατανοµή των µεγεθών στα εσωτερικά σηµεία κάθε στοιχείου, είναι 

δυνατόν να υπολογιστεί η τιµή των µεγεθών αυτών σε κάθε σηµείο του πεδίου µε 

τους κόµβους του στοιχείου αυτού (Αγιουτάντης, 2002). 

Η ΜΠΣ αποτελεί µια αριθµητική µέθοδο επίλυσης µερικών διαφορικών 

εξισώσεων παραβολικού τύπου σε συγκεκριµένο πεδίο ορισµού και µε 

συγκεκριµένους περιορισµούς. Τα βήµατα που ακολουθούνται κατά την εφαρµογή 

της ΜΠΣ είναι τα εξής (Αγιουτάντης, 2002): 

 ∆ιακριτοποίηση (descretization) του µέσου ή διαίρεση του µέσου σε στοιχεία ή 

τµήµατα  µε τη βοήθεια ιδεατών γραµµών ή επιφανειών (σχήµα 5.1). Τα στοιχεία 

αυτά αποτελούνται από δύο ή περισσότερους κόµβους, οι οποίοι συνδέονται µε 
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ευθύγραµµα ή καµπύλα τµήµατα. Οι κορυφές των στοιχείων ορίζουν τους 

κόµβους του πλέγµατος ή καννάβου διακριτοποίησης του προβλήµατος. 
 

Σ

Σχήµα 5.1: ∆ιακριτοποίηση του συνεχούς σώµατος 
 

Η διαίρεση του πεδίου γίνεται κατά τέτοιο τρόπο, ώστε το µέγεθος των 

στοιχείων να είναι µικρό στα σηµεία όπου απαιτείται µεγάλη ακρίβεια στους 

υπολογισµούς, ή εκεί που αναµένεται έντονη µεταβολή του ζητούµενου 

µεγέθους, ενώ το µέγεθος των στοιχείων µπορεί να είναι µεγαλύτερο στις 

υπόλοιπες περιοχές του πεδίου. 

 Συνοριακές συνθήκες (boundary conditions). Η εισαγωγή συνοριακών 

συνθηκών είναι απαραίτητη για την επίλυση του προβλήµατος και συνήθως 

εκφράζεται µε τις συνθήκες ισορροπίας του πεδίου (π.χ. αγκύρωση των 

κατώτερων ή/και πλευρικών κόµβων, κλπ). Η φόρτιση του υλικού αποτελεί 

επίσης µία συνοριακή συνθήκη, καθώς, σε αντίθετη περίπτωση, η υπολογιζόµενη 

παραµόρφωση είναι µηδενική. Στην περίπτωση που φορτιστεί ένα σώµα και όλοι 

οι κόµβοι του είναι ελεύθεροι να µετακινηθούν, τότε δεν υφίσταται 

παραµόρφωση, αλλά απλή µετακίνηση (ή στροφή). Στην περίπτωση αυτή δεν 

είναι δυνατή η επίλυση του προβλήµατος µε την προαναφερόµενη µέθοδο, διότι 

το φαινόµενο δεν υπακούει στην ίδια καταστατική εξίσωση. 

 Ιδιότητες υλικών (material properties). Κατά την εφαρµογή των ιδιοτήτων του 

υλικού, επιλέγονται οι τιµές των ελαστικών σταθερών του µοντέλου µε το οποίο 

προσοµοιώνεται το υλικό. Το απλούστερο µοντέλο που µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί είναι το γραµµικά ελαστικό και ισότροπο µοντέλο. 
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 Γεωµετρικές ιδιότητες (geometric properties). Στις γεωµετρικές ιδιότητες 

επιλέγεται αν το µοντέλο θα είναι µίας, δύο ή τριών διαστάσεων. Στην 

περίπτωση της επίλυσης δύο διαστάσεων, επιλέγεται αν η επίλυση του µοντέλου 

θα πραγµατοποιηθεί µε θεώρηση επίπεδης τάσης ή µε θεώρηση επίπεδης 

παραµόρφωσης. Η επιλογή αυτών των θεωρήσεων ελαττώνει κατά µια τάξη τους 

υπολογισµούς. 

 

5.3 Επίλυση του Προβλήµατος της Αντιδιαµετρικής Θλίψης 

Άρρηκτου ∆ίσκου  
Όπως αναφέρθηκε και πιο πριν, η ανάλυση ξεκινάει µε την παραµετρική 

διερεύνηση της εντατικής κατάσταση που προκύπτει µε την επιβολή οµοιόµορφα 

κατανεµηµένου φορτίου στο πάνω και κάτω άκρο του δίσκου για γωνίες φόρτισης 

από 10 µέχρι 150 καθώς επίσης και µε σηµειακή φόρτιση. 

 

5.3.1 Γεωµετρία και ∆ιακριτοποίηση  

Η γεωµετρία των δοκιµίων δεν είναι τυχαία. Οι διαστάσεις των δοκιµίων µε 

βάση την ∆ιεθνή Ένωση Μηχανικής Πετρωµάτων (ISRM) πρέπει να έχουν διάµετρο 

µεγαλύτερη ή ίση µε NX, δηλαδή 54 mm για την περίπτωση επίλυσης και πλάτος 

περίπου ίσο µε την ακτίνα τους. Στην περίπτωση επίλυσης θεωρήθηκε το πάχος ίσο 

µε 27 mm. Η διακριτοποίηση κατασκευάστηκε σε πολικό σύστηµα συντεταγµένων 

αφού η ανάλυση των δίσκων είναι πιο εύκολη σε πολικές συντεταγµένες παρά σε 

καρτεσιανές. Τα στοιχεία που χρησιµοποιήθηκαν για το συγκεκριµένο πρόβληµα 

ήταν τετράπλευρα µε 4 κόµβους. Τα στοιχεία αυτά θεωρούνται χαµηλής τάξης 

στοιχεία. Για το εν λόγω πρόβληµα όµως, λόγω της απλότητας της γεωµετρίας δεν 

απαιτείται επίλυση µε στοιχεία υψηλότερης τάξης. Η διακριτοποίηση του δίσκου 

φτιάχτηκε µε τέτοιο τρόπο ώστε να είναι δυνατή η επιβολή των επιθυµητών 

συνοριακών συνθηκών και να µπορεί να ληφθούν αποτελέσµατα στους κόµβους ανά 

1 mm και ανά 10. Για τον σκοπό αυτό, δηµιουργήθηκαν δυο οµάδες µοντέλων. Η 

πρώτη ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες της σηµειακής φόρτισης και των άρτιων 

γωνιών επιβολής της φόρτισης. Η δεύτερη ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες των 

περιττών γωνιών επιβολής φόρτισης. Το σφάλµα που δηµιουργείται στη 

διακριτοποίηση εξαιτίας της γεωµετρίας είναι αµελητέο για αυτό και δεν χρειάζεται 
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ανάλυση σφάλµατος από τέτοιου είδους πρόβληµα. Η γεωµετρία και διακριτοποίηση 

του άρρηκτου δίσκου και για τις δυο οµάδες µοντέλων φαίνεται στο σχήµα 5.2.   
 

    
 

(Α)                                                               (Β) 
 

Σχήµα 5.2: ∆ιακριτοποίηση των δυο οµάδων µοντέλων 
  

Σε αυτή την επίλυση τα µοντέλα επιλύθηκαν αποκλειστικά µε τετραπλευρικά 

στοιχεία επίπεδης τάσης. Ο αριθµός των στοιχείων και των κόµβων που 

χρησιµοποιήθηκαν για την επίλυση των δυο οµάδων µοντέλων δίδονται πίνακα 5.1: 
 

Πίνακας 5.1: Αριθµός κόµβων και στοιχείων που χρησιµοποιήθηκαν για την επίλυση 
 

Μοντέλο Στοιχεία Κόµβοι 

Α’ οµάδας 9612 9613 

Β’ οµάδας 9720 9721 

  

5.3.2 Ιδιότητες υλικού 

Το υλικό µοντελοποιήθηκε ως γραµµικό ελαστικό και ισότροπο µε ελαστικές 

σταθερές, Ε = 80 GPa, και λόγο Poisson, v = 0.25.  

 

5.3.3 Συνοριακές συνθήκες και φόρτιση  

Οι συνοριακές συνθήκες που επιβλήθηκαν και στις δυο οµάδες µοντέλων ήταν 

ίδιες. Αυτές είναι: 

 Κύλιση (dy = 0) κατά την οριζόντια διεύθυνση στον δεξιό και αριστερό 

συνοριακό κόµβο. 
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 Κύλιση (dx = 0) κατά την κατακόρυφη διεύθυνση στον πάνω και κάτω 

συνοριακό κόµβο. 

 Παραµετρική µονοαξονική φόρτιση που αντιστοιχεί σε γωνίες επιβολής 

φόρτισης, 2α από 10 µέχρι 150 κατά τον κατακόρυφο άξονα του δοκιµίου µε 

µοναδιαίο βήµα καθώς επίσης και για σηµειακή. 

Οι συνοριακές συνθήκες και η γωνία επιβολή τους φαίνεται στο σχήµα 5.3. 
 

ς

Το µέγεθος της επιβα

 Εύρεση σηµεια

Από την σχέσ

σηµειακό φορτίο (Αγ

 

0
2FT
π

=

 

όπου Το: η αντοχή σε

         D: ∆ιάµετρος δ

         t: Πάχος δοκιµ
 

 

 

Σαρρής Ερνέστος – Μ
2α2α

 
Σχήµα 5.3: Συνοριακές συνθήκες του προβλήµατο
 

λλόµενης φόρτισης υπολογίζεται µε τον εξής τρόπο:  

κής φόρτισης για δεδοµένη τάση θραύσης σf = 5 MPa 

η που υπολογίζει το την αντοχή σε εφελκυσµό υπολογίζεται το 

ιουτάντης, 2002): 

[ ]25 11450 11.45
3.14 54 27

Max Max
Max

F F
Dt

⇔ = ⇔ =
× ×

N kN            (5.1)                             

 εφελκυσµό (δεδοµένη 5 MPa) 

οκιµίου (54mm) 

ίου  (27mm) 
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 Εύρεση µήκους τόξου από δεδοµένη γωνία (παραµετρικά από 10 µέχρι 150) 

Το µήκος τόξου S, για δεδοµένη γωνία [έστω την γωνία όπου εφαρµόζεται 

στο εργαστήριο (2α = 100)] δίδεται από την σχέση: 

 

0
010 27 4.71

180
S R S S mmπ
= Θ× ⇔ = × × ⇔ =                      (5.2) 

 

Όπου: Θ σε ακτίνια 

           R: ακτίνα του δοκιµίου 
 

 Εύρεση τάσης επί του µήκους τόξου 

 Η σχέση της τάσης που ασκείται σε κάθε µήκος τόξου (έστω για το µήκος 

τόξου που αντιστοιχεί στις 100) δίδεται από την σχέση: 

 
11450 90

4.71 27
F MPa

S t
σ σ σ= ⇔ = ⇔ ≈

× ×
                             (5.3) 

 
 
Οµοίως υπολογίζονται τα µεγέθη των επιβαλλόµενων φορτίων για όλες τις γωνίες 2α: 

 
Πίνακας 5.2: Υπολογισµός φορτίων για την επίλυση 

 

Γωνίες 
(Μοίρες) Ακτίνια 

Μήκος 
Τόξου 
(mm) 

Τάσεις 
(MPa) 

1 0.017 0.471 899.91 
2 0.035 0.942 449.96 
3 0.052 1.414 299.97 
4 0.070 1.885 224.98 
5 0.087 2.356 179.98 
6 0.105 2.827 149.99 
7 0.122 3.299 128.56 
8 0.140 3.770 112.49 
9 0.157 4.241 99.99 

10 0.175 4.712 89.99 
11 0.192 5.184 81.81 
12 0.209 5.655 74.99 
13 0.227 6.126 69.22 
14 0.244 6.597 64.28 
15 0.262 7.069 59.99 

 

Στο σχήµα 5.4 φαίνεται η λεπτοµέρεια στην επιβολή των φορτίσεων 
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                             (Α)                                                             (Β) 
 

       
                             (Γ)                                                              (∆) 

  

 
(Ε) 

 
Σχήµα 5.4: Αντιδιαµετρική φόρτιση του δίσκου, (Α) σηµειακή φόρτιση, (Β) φόρτιση σε 10, 

(Γ) φόρτιση σε 50, (∆) φόρτιση σε 100 και (Ε) φόρτιση σε 150

 

5.3.4 Γεωµετρικές ιδιότητες 

 Όπως έχει αναφερθεί σε προηγούµενα κεφάλαια, η απλοποίηση του 

προβλήµατος της αντιδιαµετρικής θλίψης από τις τρεις διαστάσεις στις δύο 

διαστάσεις γίνεται εφικτή µε την θεώρηση συνθηκών επίπεδης τάσης. Πριν την 

τελική επίλυση µε θεώρηση επίπεδης τάσης, πραγµατοποιήθηκε µια διερεύνηση για 

το πόσο επηρεάζει η επίλυση µε θεώρηση επίπεδης παραµόρφωσης. Ο έλεγχος της 
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επίπεδης εντατικής κατάστασης έγινε µε την κατασκευή της κατανοµής των 

αδιάστατων εφαπτοµενικών και ακτινικών τάσεων στον κατακόρυφο (θ=900) και 

οριζόντιο (θ=00) άξονα του δοκιµίου για το µοντέλο µε κατανεµηµένη φόρτιση σε 

µήκος τόξου 100. Τα σχήµατα 5.5 και 5.6 δείχνουν τις κατανοµές των αδιάστατων 

εφαπτοµενικών και ακτινικών τάσεων συναρτήσει της σχετικής ακτίνας του δοκιµίου 

στο οριζόντιο άξονα.  
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Σχήµα 5.5: Αδιάστατη εφαπτοµενική τάση στον οριζόντιο άξονα 
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Σχήµα 5.6: Αδιάστατη ακτινική τάση στον οριζόντιο άξονα 

 

 Στη συνέχεια σχήµατα 5.7 και 5.8 δείχνουν τις κατανοµές των αδιάστατων 

εφαπτοµενικών και ακτινικών τάσεων συναρτήσει της σχετικής ακτίνας του δοκιµίου  

στο κατακόρυφο άξονα:  
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Σχήµα 5.7: Αδιάστατη εφαπτοµενική τάση στον κατακόρυφο άξονα 
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Σχήµα 5.8: Αδιάστατη ακτινική τάση στον κατακόρυφο άξονα 

 

Παρατήρηση: 

 Συγκρίνοντας  τα γραφήµατα, δεν παρατηρείται σχεδόν καµία διαφορά στις 

διευθύνσεις στις οποίες επιλέγηκε να γίνει η σύγκριση. Η διαφορά που παρουσιάζεται 

είναι της τάξης του τρίτου δεκαδικού ψηφίου, όπως φαίνεται και από τις ενδεικτικές 

τιµές του πίνακα 5.3. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι όσο αφορά την αριθµητική 

επίλυση, οι συνθήκες επίπεδης τάσης και επίπεδης παραµόρφωσης δεν επηρεάζουν 

καθόλου το αποτέλεσµα της λύσης. Εποµένως επιλέγεται η διαδικασία επίλυσης µε 

θεώρηση επίπεδης τάσης.  
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Πίνακας 5.3: ∆ιαφορά της κατανοµής των εφαπτοµενικών τάσεων για επίπεδη τάση και επίπεδη 

παραµόρφωση 

Οριζόντιος Άξονας Κατακόρυφος Άξονας 
Επίπεδη Τάση Επίπεδη Παραµόρφωση Επίπεδη Τάση Επίπεδη Παραµόρφωση 
σθ/(2P/πDt) σθ/(2P/πDt) σθ/(2P/πDt) σθ/(2P/πDt) 

-3.023 -3.023 1.000 1.001 
-3.018 -3.020 1.000 0.999 
-2.983 -2.984 0.999 0.999 
-2.929 -2.930 0.999 0.998 
-2.856 -2.856 0.998 0.997 
-2.765 -2.765 0.997 0.996 
-2.657 -2.658 0.996 0.995 
-2.536 -2.537 0.994 0.993 
-2.404 -2.404 0.992 0.991 
-2.263 -2.263 0.989 0.988 
-2.115 -2.115 0.985 0.984 
-1.963 -1.963 0.981 0.980 
-1.809 -1.809 0.975 0.974 
-1.655 -1.655 0.968 0.966 
-1.502 -1.502 0.958 0.955 
-1.352 -1.352 0.944 0.941 
-1.206 -1.206 0.925 0.922 
-1.064 -1.064 0.899 0.894 
-0.929 -0.929 0.860 0.854 
-0.799 -0.799 0.802 0.794 
-0.676 -0.676 0.712 0.701 
-0.560 -0.560 0.563 0.548 
-0.450 -0.450 0.305 0.285 
-0.348 -0.347 -0.174 -0.196 
-0.251 -0.251 -1.134 -1.142 
-0.161 -0.161 -3.338 -3.279 
-0.078 -0.077 -8.525 -8.324 
0.004 0.009 -18.256 -18.728 

 

5.3.5 Ανάλυση των τάσεων 

 Για την καλύτερη ανάλυση των κατανοµών των εφαπτοµενικών και ακτινικών 

τάσεων εντός ενός άρρηκτου δίσκου υπό αντιδιαµετρική θλίψη κρίθηκε σκόπιµο να 

κατασκευαστούν δύο οµάδες γραφηµάτων. Τα δεδοµένα που αναλύονται λήφθηκαν 

σε διάφορες γωνίες για όλα τα µοντέλα που επιλύθηκαν µε παραµετρική φόρτιση, 

ξεκινώντας από το κέντρο του δίσκου µέχρι το εξωτερικό του σύνορο. Οι γωνίες 
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αυτές ορίζονται δεξιόστροφα από τον οριζόντιο άξονα µέχρι την γραµµή µελέτης και 

είναι στις 00, 300, 600 και 900. Στο σχήµα 5.9 φαίνονται οι γραµµές µελέτης εντός του 

δίσκου. 

 

Σχήµα 5.8: Ανά ς 

Στην πρώτ

αδιάστατων εφαπ

προσανατολισµό γ

φόρτισης (2α). Στη

αδιάστατων εφαπτ

γραµµής µελέτης (Θ

 

5.3.5.1 Σταθερή 

προσανατ

 Στα σχήµατ

εφαπτοµενικών τάσ

γωνίες επιβολής φό

κατανοµές των αδι

δοκιµίου. 

 

 Εφαπτοµενικ

Σαρρής Ερνέστος –
Θ=00

Θ=300

Θ=600

Θ=900

Θ=00

Θ=300

Θ=600

Θ=900

 
 

λυση δεδοµένων σε διάφορους προσανατολισµούς γραµµών µελέτη
 

η οµάδα γραφηµάτων παρουσιάζονται οι κατανοµές των 

τοµενικών και ακτινικών τάσεων µεταβάλλοντας τον 

ραµµής µελέτης (Θ) και κρατώντας σταθερή την γωνία επιβολής 

 δεύτερη οµάδα γραφηµάτων παρουσιάζονται οι κατανοµές των 

οµενικών και ακτινικών τάσεων κρατώντας τον προσανατολισµό 

), σταθερό και µεταβάλλοντας την γωνία επιβολής φόρτισης (2α). 

η γωνία επιβολής φορτίου (2α) και µεταβαλλόµενος ο 

ολισµός γραµµής µελέτης (Θ)   

α 5.9 µέχρι και 5.24 συγκρίνονται οι κατανοµές των αδιάστατων 

εων συναρτήσει της σχετικής ακτίνας του δοκιµίου για όλες τις 

ρτισης 2α, ενώ στα σχήµατα 5.25 µέχρι και 5.39 συγκρίνονται οι 

άστατων ακτινικών τάσεων συναρτήσει της σχετικής ακτίνας του 

ές Τάσεις 
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Σχήµα 5.9: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για σηµειακό φορτίο 
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Σχήµα 5.10: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 10 
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Σχήµα 5.11: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 20
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Σχήµα 5.12: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 30 
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Σχήµα 5.13: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 40 
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Σχήµα 5.14: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 50
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Σχήµα 5.15: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 60
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Σχήµα 5.16: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 70 
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Σχήµα 5.17: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 80 
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Σχήµα 5.18: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 90
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Σχήµα 5.19: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 100 
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Σχήµα 5.20: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 110

Σαρρής Ερνέστος – Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή 91



Κεφάλαιο 5                                             Αριθµητική Επίλυση του Βραζιλιανού ∆ίσκου 

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Σχετική ακτίνα δοκιµίου (r/R)

Α
δι
άσ

τα
τη

 ε
φ
απ

το
µε
νι
κή

 τ
άσ

η 
σθ

/(2
P/
π

D
t)

Θ=0
Θ=30
Θ=60
Θ=90

 
Σχήµα 5.21: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 120 
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Σχήµα 5.22: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 130 
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Σχήµα 5.23: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 140
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Σχήµα 5.24: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 150

 

 Ακτινικές Τάσεις 
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Σχήµα 5.25: Κατανοµή ακτινικής τάσης για σηµειακό φορτίο 
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Σχήµα 5.26: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 10 
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Σχήµα 5.27: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 20 
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Σχήµα 5.28: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 30 
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Σχήµα 5.29: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 40 
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Σχήµα 5.30: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 50 
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Σχήµα 5.31: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 60 
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Σχήµα 5.32: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 70 
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Σχήµα 5.33: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 80 
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Σχήµα 5.34: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 90 
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Σχήµα 5.35: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 100 
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Σχήµα 5.36: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 110 
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Σχήµα 5.37: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 120 

 

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Σχετική ακτίνα δοκιµίου (r/R)

Α
δι
άσ

τα
τη

 α
κτ
ιν
ικ
ή 
τά
ση

 
σr

/(2
P/
π

D
t)

Θ=0
Θ=30
Θ=60
Θ=90

 
 

Σχήµα 5.38: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 130 
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Σχήµα 5.39: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 140 

 

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Σχετική ακτίνα δοκιµίου (r/R)

Α
δι
άσ

τα
τη

 α
κτ
ιν
ικ
ή 
τά
ση

 
σr

/(2
P/
π

D
t)

Θ=0
Θ=30
Θ=60
Θ=90

 
 

Σχήµα 5.39: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γωνία επιβολής φορτίου 150 

 

Παρατηρήσεις: 

 Από τις συγκρίσεις των εφαπτοµενικών τάσεων, παρατηρείται ότι το µέγεθος 

των τάσεων στο κέντρο του δίσκου για όλες τις γωνίες επιβολής φόρτισης 

ακόµα και για τη σηµειακή φόρτιση είναι από +1 (Θ=900) µέχρι -3 (Θ=00) . Στο 

εξωτερικό σύνορο του δίσκου οι εφαπτοµενικές τάσεις µηδενίζονται οµαλά όσο 

αυξάνει και η γωνία επιβολής της φόρτισης, εκτός στον κατακόρυφο άξονα 

(Θ=900). Αυτό οφείλεται στο ότι αυτός είναι ο άξονας στον οποίο γίνεται η 

επιβολή της φόρτισης µε αποτέλεσµα την δηµιουργία µιας ζώνης συγκέντρωσης 

τάσεων  ακριβώς κάτω από το σηµείο αυτό. Είναι πιθανόν, τα µεγέθη αυτά των 

τάσεων να είναι υπεύθυνα για την θραύση του δίσκου κάτω από το σηµείο 

επιβολής του φορτίου παρά στο κέντρο του. 
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 Από τις συγκρίσεις των ακτινικών τάσεων, παρατηρείται και πάλι ότι το µέγεθος 

των τάσεων στο κέντρο του δίσκου για όλες τις γωνίες επιβολής φόρτισης 

ακόµα και για τη σηµειακή φόρτιση είναι από +1 (Θ=00) µέχρι -3 (Θ=900) . Στο 

εξωτερικό σύνορο του δίσκου και πάλι οι ακτινικές τάσεις µηδενίζονται οµαλά 

όσο αυξάνει και η γωνία επιβολής της φόρτισης, εκτός στον κατακόρυφο άξονα 

(Θ=900) για την ίδια εξήγηση που δόθηκε προηγουµένως. 
 
 

5.3.5.2 Σταθερός ο προσανατολισµός γραµµής µελέτης (Θ) και µεταβαλλόµενη 

η γωνία επιβολής φορτίου (2α) 

 Στα σχήµατα 5.40 µέχρι και 5.43 συγκρίνονται οι κατανοµές των αδιάστατων 

εφαπτοµενικών τάσεων συναρτήσει της σχετικής ακτίνας του δοκιµίου για διάφορους 

προσανατολισµούς γραµµών µελέτης (Θ), ενώ στα σχήµατα 5.44 µέχρι και 5.47 

συγκρίνονται οι κατανοµές των αδιάστατων ακτινικών τάσεων συναρτήσει της 

σχετικής ακτίνας του δοκιµίου. 
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Σχήµα 5.40: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γραµµή µελέτης  00 
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 Σχήµα 5.41: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γραµµή µελέτης 300 
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Σχήµα 5.42: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γραµµή µελέτης 600 
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Σχήµα 5.43: Κατανοµή εφαπτοµενικής τάσης για γραµµή µελέτης 900 
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Σχήµα 5.44: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γραµµή µελέτης 00 
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Σχήµα 5.45: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γραµµή µελέτης 300 
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Σχήµα 5.46: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γραµµή µελέτης 600
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Σχήµα 5.47: Κατανοµή ακτινικής τάσης για γραµµή µελέτης 900

 
Παρατηρήσεις: 

 Από τα σχήµατα 5.40 µέχρι και 5.47, παρατηρείται ότι µε την αύξηση της 

γωνίας επιβολής του φορτίου 2α, οι εφαπτοµενικές τάσεις µεταβάλλονται 

ελάχιστα στο κέντρο του δίσκου και τείνουν να µηδενιστούν στο εξωτερικό του 

σύνορο. 

 Με την αλλαγή στον προσανατολισµό της γραµµής µελέτης Θ, ξεκινώντας από 

00 µέχρι 900, παρατηρείται ότι το µέγεθος των εφαπτοµενικών τάσεων 

αυξάνεται.  

 Με την αύξηση της γωνίας επιβολής του φορτίου 2α, οι ακτινικές τάσεις 

µεταβάλλονται ελάχιστα στο κέντρο του δίσκου και τείνουν να µηδενιστούν στο 

εξωτερικό του σύνορο. 

 Με την αλλαγή στον προσανατολισµό της γραµµής µελέτης Θ, ξεκινώντας από 

00 µέχρι 900, παρατηρείται ότι το µέγεθος των ακτινικών τάσεων µειώνεται.  
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5.3.6 Υπολογισµός συντελεστών συγκέντρωσης των τάσεων (ΣΕΤ) qxx και qyy 

Οι συγκεντρώσεις των τάσεων στο κέντρο του δίσκου ορίζονται από τις 

σχέσεις: 

 

xx
xxq

pa
σ

π

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                    (5.4) 

και 

yy
yyq

pa
σ

π

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                    (5.5) 

και 

xy
xyq

pa
σ

π

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

                                                   (5.6) 

 

όπου p, το µέτρο της πίεσης που εφαρµόζεται στο δίσκο, σxx και σyy, οι οριζόντιες και 

κατακόρυφες τάσεις όπως υπολογίστηκαν στο κέντρο του δίσκου για τις διάφορες 

γωνίες επιβολής του φόρτισης (2α). Το σχήµα 5.48 παρουσιάζει τους συντελεστές 

συγκέντρωσης των τάσεων στο κέντρο του δίσκου συναρτήσει της γωνίας επιβολής 

του φορτίου. 
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Σχήµα 5.48: Συντελεστές συγκέντρωσης των τάσεων στο κέντρο του δίσκου 
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Παρατηρήσεις: 

 Από το σχήµα 5.48 παρατηρείται µια ελαφριά αρνητική κλίση της καµπύλης του 

συντελεστή qyy  και µια θετική κλίση της καµπύλης του συντελεστή qxx, ενώ του 

συντελεστή qxy, είναι εντελώς οριζόντια ευθεία.  

 Στον συντελεστή qyy, οι µέγιστες τιµές τις καµπύλης είναι για τις γωνίες 

επιβολής φορτίου από 10 µεχρι 50, ενώ οι µέγιστες τιµές του συντελεστή qxx, 

είναι για τις γωνίες επιβολής φορτίου από 90 µέχρι 150. 

 Από το γράφηµα αυτό επιβεβαιώνεται ότι η οριζόντια συγκέντρωση τάσης έχει 

εφελκυστικό1 χαρακτήρα και παραµένει σχετικά σταθερή στο 70% της 

διαµέτρου του δίσκου µε τιµή ίση µε: 

 

                                       (5.7) 2 , 6 , 0xx yy xyq a q a q= = − =

                                                

 

 Με τη µέγιστη εφελκυστική τιµή του συντελεστή συγκέντρωσης των τάσεων 

στο κέντρο του δίσκου, θα αναµενόταν εάν ήταν να ξεκινήσει ρωγµή ότι θα 

ξεκινούσε στο κέντρο του. 

 

5.3.7 Σύγκριση αναλυτικής λύσης µε την αριθµητική επίλυση 

Όταν µελετάται ένα πρόβληµα ή µοντελοποιείται ένα φυσικό φαινόµενο µε 

αριθµητικές µεθόδους, είναι απαραίτητο να γίνεται ένας έλεγχος σύγκλισης των 

λύσεων που αναµένεται να ληφθούν. Με τον όρο σύγκλιση λύσης εννοείται πόσο η 

αριθµητική λύση προσεγγίζει την αναλυτική λύση κλειστής µορφής όπως είναι οι 

σχέσεις 3.40, 3.45, 3.47, 3.49 και 3.50 (Κακλής, 2002). Η σύγκλιση στο Msc.Marc-

Mentat επιτυγχάνεται µε διάφορες επιλύσεις του προβλήµατος ιδίων διαστάσεων και 

γεωµετρίας µε διαφορετικό αριθµό στοιχείων έτσι ώστε η ακρίβεια της λύσης να 

συγκλίνει προς την πραγµατική. Σε αυτό το σηµείο πρέπει να τονιστεί ότι όσο 

αυξάνει ο αριθµός των στοιχείων τόσο αυξάνει και το υπολογιστικό κόστος. Συνήθως 

η επιθυµητή σύγκλιση επιτυγχάνεται όταν οι αριθµητικές λύσεις δεν ξεπερνούν το 3-

5 % διαφορά µεταξύ τους και προσεγγίζουν ικανοποιητικά την αναλυτική λύση.  

Στα σχήµατα 5.49 µέχρι και 5.52, συγκρίνονται η αναλυτική λύση για τις 

εφαπτοµενικές και ακτινικές τάσεις κατά τον κατακόρυφο και οριζόντιο άξονα του 

δίσκου, µε την αριθµητική επίλυση. Για τον σκοπό της σύγκλισης, χρησιµοποιήθηκε 
 

1 Υπενθυµίζεται ότι στη µηχανική πετρωµάτων, η σύµβαση πρόσηµων είναι διαφορετική από την 
κλασσική µηχανική. Θετικό πρόσηµο σηµαίνει θλίψη ενώ Αρνητικό πρόσηµο σηµαίνει εφελκυσµός 

Σαρρής Ερνέστος – Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή 105



Κεφάλαιο 5                                             Αριθµητική Επίλυση του Βραζιλιανού ∆ίσκου 

το µοντέλο που αντιστοιχεί σε γωνία επιβολής φορτίου (2α = 100). Το µοντέλο 

επιλύθηκε µε συνθήκες επίπεδης τάσης και κατανεµηµένη τάση ίση µε 90 MPa στο 

µήκος του τόξου που αντιστοιχεί στις 100. 
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Σχήµα 5.49: Σύγκριση εφαπτοµενικών τάσεων αναλυτικής µε αριθµητικής λύσης στον 

κατακόρυφο άξονα 
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Σχήµα 5.50: Σύγκριση εφαπτοµενικών τάσεων αναλυτικής µε αριθµητικής λύσης στον οριζόντιο 

άξονα 
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Σχήµα 5.51: Σύγκριση ακτινικών τάσεων αναλυτικής µε αριθµητικής λύσης στον κατακόρυφο 

άξονα 
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Σχήµα 5.52: Σύγκριση ακτινικών τάσεων αναλυτικής µε αριθµητικής λύσης στον οριζόντιο 

άξονα 
 

Παρατηρήσεις:  

 Από τα σχήµατα 5.49 µέχρι 5.52 όπου γίνεται έλεγχος σύγκλισης των ακτινικών 

και εφαπτοµενικών τάσεων, παρατηρείται αρκετά καλή σύγκλιση σε όλες τις 

διευθύνσεις. 

 Η απόκλιση που παρουσιάζεται στο σχήµα 5.51 είναι πιθανόν εξαιτίας της 

επιβολής της φόρτισης. Ο αριθµός των στοιχείων που χρησιµοποιήθηκε για τον 

έλεγχο σύγκλισης (9612 στοιχεία) παρουσιάστηκε αρκετά ικανοποιητικός. 
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Μεγαλύτερος αριθµός στοιχείων θα σήµαινε υπολογιστικό κόστος ενώ 

µικρότερος αριθµός στοιχείων µπορεί να έδινε απόκλιση από την αναλυτική 

λύση. 

 Το διάγραµµα διατµητικών τάσεων παραλείπεται διότι οι τιµές που παρουσιάζει 

είναι σχεδόν µηδενικές.  

 Αφού διαπιστώθηκε η ικανοποιητική ακρίβεια των αριθµητικών µοντέλων είναι  

δυνατή η συνέχιση της ανάλυσης σε προβλήµατα όπου δεν υπάρχει αναλυτική 

λύση όπως είναι τα προβλήµατα µε επίδραση µαθηµατικής ρωγµής (closed crack 

situation) και µε επίδραση εγκοπής (notched Brazilian). 

 

5.3.8 Εφαρµογή του κριτηρίου Griffith 

 Χρησιµοποιώντας το κριτήριο αστοχίας του Griffith όπως περιγράφηκε στο 

κεφάλαιο 4, οι σχέσεις 4.31 σε πολικές συντεταγµένες στον κατακόρυφο άξονα του 

δίσκου µετασχηµατίζονται: 
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σ σ

=
=

                                                        (5.9) 

 

 Στο κέντρο του δίσκου είναι κατανοητό ότι ισχύει  3 rθ 0σ σ+ ≈  και άρα οι 

εφαπτοµενική τάση θα δίνει την ισοδύναµη τάση Griffith που είναι και η υπεύθυνη 

για την έναρξη της θραύσης στο κέντρο του δίσκου. Τα γραφήµατα 5.53 και 5.54 

δίνουν τις κατανοµές των αδιάστατων εφαπτοµενικών και ακτινικών τάσεων 

συναρτήσει της σχετικής ακτίνας του δοκιµίου στον κατακόρυφο άξονα για όλες τις 

γωνίες επιβολής φόρτισης (2α).  
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Σχήµα 5.53: Αδιάστατες εφαπτοµενικές τάσεις συναρτήσει της σχετικής ακτίνας του δοκιµίου 
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Σχήµα 5.54: Αδιάστατες ακτινικές τάσεις συναρτήσει της σχετικής ακτίνας του δοκιµίου 
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Παρατηρήσεις: 

 Από τα σχήµατα 5.53 και 5.54, είναι φανερό ότι στο κέντρο του δίσκου ισχύει  

3 rθ 0σ σ+ ≈  και άρα οι ισοδύναµες τάσεις Griffith που είναι υπεύθυνες για την 

θραύση του δίσκου είναι µέγιστες στο κέντρο του. Εποµένως αυτή θα δίδεται 

από την δεύτερη των σχέσεων 5.8. 

 Αυτό που είναι ενδιαφέρον, από την εφαρµογή του κριτηρίου του Griffith, για 

γωνία επιβολής 2α = 1, η τάση Griffith δεν είναι µέγιστη στο κέντρο του αλλά 

ακριβώς κάτω από το σηµείο επιβολής της φόρτισης. Αυτό θα σήµαινε ότι τα 

δοκίµιο θα αστοχούσε στο εξωτερικό σύνορο του και όχι στο κέντρο του. 

 

5.3.9 Ισοτασικές καµπύλες 

 Από την επίλυση που έγινε, στα σχήµατα 5.55 και 5.56 φαίνονται οι 

ισοτασικές καµπύλες των οριζόντιων και κατακόρυφων τάσεων για γωνίες επιβολής 

φόρτισης: (Α) Σηµειακό φορτίο, (Β) 2α = 50, (Γ) 2α = 100 και (∆) 2α = 150. 

Σ

      
                                    (A)                                                              (B) 
 

      
                                    (Γ)                                                               (∆) 
 

Σχήµα 5.55: Κατανοµές οριζόντιων τάσεων σxx
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                                  (A)                                                           (B) 
 

   
                                    (Γ)                                                             (∆) 
 

Σχήµα 5.56: Κατανοµές κατακόρυφων τάσεων σyy
  

5.3.10  Ανάλυση παραµορφώσεων 

Για την ανάλυση των παραµορφώσεων, κατασκευάστηκαν τα διαγράµµατα 

ης οριζόντιας (εx), και κατακόρυφης (εy) παραµόρφωσης συναρτήσει της σχετικής 

κτίνας του δοκιµίου. Στα σχήµατα 5.57 και 5.58 φαίνονται οι οριζόντιες και 

ατακόρυφες παραµορφώσεις αντίστοιχα για γωνίες επιβολής φόρτισης: (Α) 

ηµειακό φορτίο, (Β) 2α = 50, (Γ) 2α = 100 και (∆) 2α = 150, ενώ στα διαγράµµατα 

.59 και 5.60 φαίνονται οι ισοτασικές καµπύλες τους. Στα διαγράµµατα αυτά 

αίνονται οι καµπύλες που ανταποκρίνονται σε γωνία επιβολής φορτίου 2α = 10, 50, 

00 ,150, καθώς επίσης και του σηµειακού φορτίου.  
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Σχήµα 5.57: Οριζόντιες παραµορφώσεις εxx 
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Σχήµα 5.58: Κατακόρυφες παραµορφώσεις εyy 

 

Παρατηρήσεις: 

 Από το σχήµα 5.57 και 5.58 παρατηρείται ότι οι µέγιστες οριζόντιες και 

κατακόρυφες παραµορφώσεις σηµειώνονται στο εξωτερικό σύνορο του δίσκου. 

Αυτό είναι πιθανόν εξαιτίας της επιβολής των συνοριακών συνθηκών. 

 Σηµειώνεται ότι το (-) στην µηχανική πετρωµάτων αναφέρεται σε έκταση ενώ 

το (+) αναφέρεται σε βράχυνση. 

 
 
 
 

Σαρρής Ερνέστος – Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή 112



Κεφάλαιο 5                                             Αριθµητική Επίλυση του Βραζιλιανού ∆ίσκου 

 
                                  (A)                                                         (B) 
 

   
                                  (Γ)                                                           (∆) 

 
Σχήµα 5.59: Κατανοµές οριζόντιων παραµορφώσεων εxx
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                                  (Α)                                                              (B) 

 

   
                                   (Γ)                                                              (∆) 
 

Σχήµα 5.60: Κατανοµές οριζόντιων παραµορφώσεων εyy

 
 

5.4 Επίλυση του Προβλήµατος της Αντιδιαµετρικής Θλίψης 

Άρρηκτου ∆ίσκου µε τις Χαλύβδινες Σιαγώνες  

Από την πιο πάνω ανάλυση που έγινε, κρίθηκε σκόπιµο να επιλυθεί και ένα 

µοντέλο στο οποίο η φόρτιση να γίνει µε τις σιαγώνες φόρτισης.  

 

5.4.1 Υπολογισµός επιφάνειας επαφής σιαγώνας µε τον δίσκο 

Η επαφή µιας οριζόντιας και µιας κυλινδρικής επιφάνειας, όπως συµβαίνει 

µεταξύ πλακών φόρτισης και δοκιµίου, ορίζεται από ένα σηµείο. Η θεώρηση αυτή 

προϋποθέτει σηµειακή φόρτιση στο σύνορο του δοκιµίου, κάτι όµως δύσκολο στην 

πράξη και ανεπιθύµητο λόγω εµφάνισης υψηλών τάσεων στην διεπιφάνεια. Το εύρος 

της διεπιφάνειας όταν µια οριζόντια και µια κυλινδρική επιφάνεια συµπιέζονται 

µπορεί να υπολογιστεί από την θεωρία της ελαστικότητας (Timoshenko & Goodier, 

1970): 
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όπου: 2α, το εύρος του τόξου επαφής, F το φορτίο, R ακτίνα του δοκιµίου, t το πάχος 

του δοκιµίου, και οι δείκτες p και s αναφέρονται στις πλάκες φόρτιση και στο 

δοκίµιο, αντίστοιχα. 

 Για να ελαχιστοποιηθούν οι ανεπιθύµητες τάσεις στην διεπιφάνεια, η φόρτιση 

κατανέµεται στην επιφάνεια των δοκιµίων µέσω ζεύγους χαλύβδινων σιαγώνων όπως 

φαίνεται και στο σχήµα 5.61. 
 

 

Σχήµα 5.60: ∆ιάταξη δοκιµής Βραζιλιανού δίσκου µε τις σιαγώνες 
 

Η επιφάνεια επαφής αποτελείται από τόξο κύκλου, ακτίνας µεγαλύτερης από 

του δοκιµίου, περίπου 10ο (2α≈R/6) στην αστοχία. Η διάµετρος του απαιτούµενου 

τόξου επαφής µεταξύ των δυο κυλινδρικών επιφανειών (σιαγώνα–δοκίµιο) προκύπτει 

από την σχέση 5.10: 
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1
22 21 12 4 S J S J

S J S J

R RPa
t R R E E

ν ν
π
⎡ ⎤⎛ ⎞− −

= ⋅ +⎢ ⎥⎜ ⎟+ ⎝ ⎠⎣ ⎦
        (5.12) 

 

όπου RS  η ακτίνα του δοκιµίου και RJ της σιαγώνας (Mellor & Hawkes,1971). 

 

5.4.2 Γεωµετρία  

Η γεωµετρία του δοκιµίου παραµένει η ίδια όπως περιγράφηκε στην ενότητα 

5.3.1. Υπενθυµίζεται ότι η ακτίνα του δοκιµίου είναι 27 mm. Η γεωµετρία των 

χαλύβδινων σιαγώνων µαζί µε το δοκίµιο φαίνεται στο σχήµα 5.61. 

 

Το ά

την έδραση
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Σχήµα 5.61: Γεωµετρία διάταξης µε τις σιαγώνες 
νοιγµα που σχηµατίζουν µεταξύ τους οι δύο σιαγώνες πρέπει να επιτρέπει 

 δοκιµίων που έχουν µορφή δίσκου έτσι ώστε οι σιαγώνες και το δοκίµιο 

αι σε επαφή κατά τόξο 10° την στιγµή της αστοχίας. Αυτό επιτυγχάνεται 

ίνα του ηµικυλίνδρου της σιαγώνας να είναι 1.5 φορές η ακτίνα του 

ο πλάτος των σιαγώνων πρέπει να είναι 1.1 φορές το πλάτος του δοκιµίου. 

ακτίνα σιαγώνας 1.5
ακτίνα δοκιµίου

=  πάχος σιαγώνας 1.1
πάχος δοκιµίου

=                  (5.13) 
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5.4.3 Γεωµετρικές ιδιότητες 

Οι γεωµετρικές συνθήκες (επίπεδη τάση και επίπεδη παραµόρφωση), όπως 

αποδείχτηκε και στην ενότητα 5.3.4, δεν επηρεάζουν την αριθµητική επίλυση. Το 

µοντέλο αυτό επιλύθηκε µε θεώρηση επίπεδης τάσης για συµβατότητα µε την θεωρία 

της ελαστικότητας. 

 

5.4.4 Συνοριακές συνθήκες και διακριτοποίηση 

Οι συνοριακές συνθήκες που επιβλήθηκαν στο µοντέλο είναι: 

 Κύλιση (dy = 0) κατά την οριζόντια διεύθυνση  σε δυο συνοριακούς κόµβους 

στο δοκίµιο. 

 Κύλιση (dx = 0) κατά την κατακόρυφη διεύθυνση στον δεξιό και αριστερό άκρο 

των σιαγώνων και σε δυο συνοριακούς κόµβους στο δοκίµιο. 

 Πίεση µεγέθους 4.5 MPa των στοιχείων της χαλύβδινης σιαγώνας στο πάνω και 

κάτω άκρο τους. 

Η επιβολή των συνοριακών συνθηκών έγινε µε αυτό το τρόπο για την 

αποφυγή περιστροφής του δοκιµίου κατά την επίλυση καθώς επίσης και για την 

εξασφάλιση της τέλειας σχετικής ολίσθησης µεταξύ των δυο µελών της χαλύβδινης 

σιαγώνας. Για την επίλυση χρησιµοποιήθηκαν 4427 στοιχεία και  4636 κόµβοι. Στο 

σχήµα 5.62 φαίνεται η επιβολή των συνοριακών συνθηκών καθώς επίσης και η 

διακριτοποίηση τους: 
 

 

Σαρρή
Σχήµα 5.62: Συνοριακές συνθήκες 
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5.4.5 Ιδιότητες υλικών 
Τα υλικά που χρησιµοποιήθηκαν για την προσοµοίωση της δοκιµής ήταν 

χάλυβας για τις χαλύβδινες σιαγώνες µε µέτρο ελαστικότητας, Ε = 210 GPa και λόγο 

Poisson, ν = 0.3. Το δοκίµιο ήταν ένα υλικό που ανταποκρίνεται σε µέτρο 

ελαστικότητας, Ε = 80 GPa και λόγο Poisson, ν = 0.25. Οι ιδιότητες των υλικών 

φαίνονται στο σχήµα 5.63. 
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Σχήµα 5.63: Ιδιότητες υλικών 
5.4.6 Προβλήµατα και στοιχεία επαφής 

Πολλά φυσικά προβλήµατα απαιτούν την αριθµητική µοντελοποίηση επαφής 

ωµάτων. Η ανάλυση προβληµάτων επαφής είναι αρκετά περίπλοκη διαδικασία γιατί 

παιτείται ο ακριβής εντοπισµός της κίνησης πολλαπλών γεωµετρικών σωµάτων. 

πίσης απαιτείται η ανάλυση της κίνησης λόγω της αλληλεπίδρασης αυτών των 

ωµάτων µετά το στάδιο επαφής τους. Η αναπαράσταση της επαφής περιλαµβάνει 

ην περιγραφή της τριβής µεταξύ των επιφανειών, την µεταφορά θερµότητας µεταξύ 

ωµάτων, κλπ. Η αριθµητική προσοµοίωση προβληµάτων επαφής απαιτεί την 

νίχνευση της κίνησης των σωµάτων, ανίχνευση επαφής, επιβολή κατάλληλων 

εριορισµών ώστε να αποφεύγονται φαινόµενα διείσδυσης και τέλος επιβολή 

ατάλληλων συνοριακών συνθηκών ώστε να περιγραφούν τα φαινόµενα τριβής και 

ετάδοσης θερµότητας. 
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  Τα στάδια για τη σύνθεση και επίλυση προβληµάτων επαφής µε τη µέθοδο 

των πεπερασµένων στοιχείων απαιτούν την επιβολή συνθηκών κινηµατικής επαφής, 

επιβολή του κατάλληλου νόµου τριβής επιφανειών και τέλος επίλυση του 

προβλήµατος µε την αρχή του υποθετικού έργου (Marc, 2000). 

Οι µετατοπίσεις στο όριο επαφής των σωµάτων πρέπει να είναι συµβατές 

µεταξύ τους ώστε να µην παρουσιάζονται φαινόµενα διείσδυσης. Οι κινηµατικοί 

περιορισµοί  για να µην παρουσιάζονται φαινόµενα διείσδυσης περιγράφονται µε τη 

σχέση:  

  

cgnuug Γ≥+−= στο0)( 02
21                                (5.14) 

  

όπου u1, u2 αποτελούν τα διανύσµατα µετατοπίσεων δύο σωµάτων που βρίσκονται σε 

επαφή. Το πρώτο σώµα µπορεί να ονοµαστεί επαφέας (contactor), ενώ το δεύτερο 

σώµα, στόχος (target). Ο όρος (Γc) εκφράζει το όριο επαφής των σωµάτων ενώ το 

(g0) το αρχικό κενό µεταξύ των δύο σωµάτων  πριν την επαφή. Ο όρος (n2) αποτελεί 

το µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο στο σηµείο επαφής του δεύτερου σώµατος. Το 

διάνυσµα αυτό ορίζει την διεύθυνση επαφής. Η σχέση 5.14 ορίζει το κενό σε κάθε 

στάδιο µεταξύ των δύο σωµάτων. Σύµφωνα µε αυτά(Ling & Stolarski 1997): 

 Όταν η απόσταση είναι µεγαλύτερη του µηδενός (g>0), δεν παρουσιάζεται 

επαφή.  

 Η περίπτωση (g=0) ορίζει επαφή των δύο σωµάτων.  

 Αντίθετα, όταν το κενό παρουσιάζει αρνητική τιµή (g<0) τότε έχει παρουσιαστεί 

διείσδυση των σωµάτων. 

Τα στοιχεία επαφής είναι στοιχεία όπου χρησιµοποιούνται για την 

µοντελοποίηση τέτοιων φαινοµένων (τριβής και αποφυγής διείσδυσης). Τα στοιχεία 

αυτά τοποθετήθηκαν µεταξύ των οδηγών ευθυγράµµισης και της πλάκας φόρτισης 

καθώς επίσης και στο µήκος τόξου του δοκιµίου που έρχεται σε επαφή µε το κοίλο 

µέρος της χαλύβδινής πλάκας. Ο συντελεστής τριβής µεταξύ των επιφανειών που 

χρησιµοποιήθηκε ήταν 0.4 που ανταποκρίνεται σε γωνία 220. Ο νόµος τριβής που 

υπακούει η τριβή που επιβλήθηκε θεωρήθηκε να είναι τριβή Coulomb. Τα στοιχεία 

επαφής που χρησιµοποιήθηκαν συνολικά ήταν 84.  Τα στοιχεία επαφής φαίνονται στο 

σχήµα 5.64. 

 

Σαρρής Ερνέστος – Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή 119



Κεφάλαιο 5                                             Αριθµητική Επίλυση του Βραζιλιανού ∆ίσκου 

 

 

5

 

απ

δί

κε

έν

συ

τω

κα

 

Σα
    
Σχήµα 5.64: Στοιχεία επαφής 
.4.7 Συγκριτικά αποτελέσµατα επίλυσης µε τις χαλύβδινες σιαγώνες 

Τα αποτελέσµατα που θα παρουσιαστούν, περιορίζονται για σκοπούς 

λότητας στους συντελεστές έντασης των τάσεων στην κατακόρυφη διάµετρο του 

σκου. Από την επίλυση λαµβάνονται οι τιµές των τάσεων σ11, σ22, και σ12 στο 

ντρικό κατακόρυφο άξονα µε την βοήθεια τους υπολογίζονται οι συντελεστές 

τασης των τάσεων Τα σχήµατα 5.65, 5.66 και 5.67 δείχνουν τις συγκρίσεις των 

ντελεστών έντασης των τάσεων qxx, qyy, και qxy συναρτήσει της σχετικής ακτίνας 

ν δοκιµίων για το µοντέλο χωρίς σιαγώνες που έχει γωνία επιβολής φορτίου 100 

ι για το µοντέλο µε τις χαλύβδινες σιαγώνες.  

ρρής Ερνέστος – Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή 120



Κεφάλαιο 5                                             Αριθµητική Επίλυση του Βραζιλιανού ∆ίσκου 

-800

-700

-600

-500

-400

-300

-200

-100

0

100

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Σχετική ακτίνα του δοκιµίου (r/R)

Συ
ντ
ελ
εσ
τέ
ς 
συ

γκ
έν
τρ
ω
ση

ς 
τω

ν 
τά
σε
ω
ν

qxx (jigs)
qxx (no jigs)

 
Σχήµα 5.65: Σύγκριση συντελεστών έντασης των τάσεων qxx 
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Σχήµα 5.66: Σύγκριση συντελεστών έντασης των τάσεων qyy 
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Σχήµα 5.67: Σύγκριση συντελεστών έντασης των τάσεων qxy 
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Παρατηρήσεις: 

 Από το σχήµα 5.65, παρατηρείται ότι η µέγιστη συγκέντρωση τάσεων qxx,  

παρουσιάζεται στο κέντρο του δίσκου. Το µέγεθος των τάσεων µάλιστα είναι 

εφελκυστικό και είναι υπεύθυνο για την θραύση στο κέντρο του δίσκου. 

Παρατηρείται επίσης ότι η καµπύλη qxx, χωρίς τις σιαγώνες είναι πιο αυξηµένη. 

Αυτό είναι λογικό διότι οι σιαγώνες µεταφέρουν οµαλά τις τάσεις στο δοκίµιο. 

 Από το σχήµα 5.66 παρατηρείται ότι η µέγιστη συγκέντρωση τάσεων qyy,  

παρουσιάζεται πάλι στο κέντρο του δίσκου. Το µέγεθος των τάσεων αυτή τη 

φορά είναι θλιπτικό και παρουσιάζει κάποια σχετική διαφορά στη σύγκριση των 

καµπύλων µε σιαγώνες και χωρίς σιαγώνες αντίστοιχα. Αυτό οφείλεται στην 

επίλυση µε τις σιαγώνες. 

 Από το σχήµα 5.67 παρατηρείται ότι η µέγιστη συγκέντρωση τάσεων qxy,  

παρουσιάζεται πάλι στα άκρα του δίσκου όπου επιβάλλεται η φόρτιση µε τις 

σιαγώνες. Η διαφορά που παρουσιάζεται από την σύγκριση των καµπύλων µε 

σιαγώνες και χωρίς σιαγώνες αντίστοιχα είναι αισθητά µεγάλη. Αυτό οφείλεται 

στο ότι η επίλυση µε τις σιαγώνες και τις συνθήκες επαφής που επιβλήθηκαν 

στο µοντέλο δηµιουργούν διατµητικές τάσεις στα σύνορα του δοκιµίου. 
 

  Τα σχήµατα 5.68 και 5.69 δείχνουν τις ισοτασικές καµπύλες που 

δηµιουργούνται κατά την επίλυση µε σιαγώνες. 
 

 

Σα
       
Σχήµα 5.68: Οριζόντιες τάσεις (σ11) 
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Σχήµα 5.69: Κατακόρυφες τάσεις (σ22) 
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6 Αριθµητική Επίλυση του Ρηγµατωµένου 

Βραζιλιανού ∆ίσκου 
 

6.1 Εισαγωγή 
Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται η παρουσίαση των αποτελεσµάτων που προέκυψαν 

από την αριθµητική επίλυση του ρηγµατωµένου Βραζιλιανού δίσκου µε την µέθοδο 

των πεπερασµένων στοιχείων. Η προσοµοίωση των δοκιµών πραγµατοποιήθηκε όπως 

και η προηγούµενη (του κλασσικού Βραζιλιανού δίσκου) στις δυο διαστάσεις µε το 

λογισµικό πεπερασµένων στοιχείων MSC. Marc-Mentat 2000. Η µοντελοποίηση 

γίνεται και σε αυτή την προσοµοίωση µε επιβολή συνοριακών συνθηκών απευθείας 

επάνω στον Βραζιλιανό δίσκο. Καθώς έχει ήδη ελεγχθεί η σύγκλιση της αριθµητικής 

µε την αναλυτική λύση για την περίπτωση του άρρηκτου Βραζιλιανού δίσκου, το 

επόµενο βήµα της ανάλυσης είναι η κατασκευή των κατανοµών των εφαπτοµενικών 

και ακτινικών τάσεων για το πρόβληµα του ρηγµατωµένου Βραζιλιανού δίσκου 

καθώς επίσης και η διερεύνηση εφαρµογής του κριτηρίου αστοχίας του Griffith. 

 

6.2 Επίλυση του Προβλήµατος της Αντιδιαµετρικής Θλίψης του 

Ρηγµατωµένου ∆ίσκου 

Για το πρόβληµα του ρηγµατωµένου δίσκου, η ανάλυση ξεκινάει µε τον 

προσδιορισµό της εντατικής κατάστασης που προκύπτει µε την επιβολή οµοιόµορφα 

κατανεµηµένου φορτίου στο πάνω και κάτω άκρο του δίσκου. Αφού 

πραγµατοποιήθηκε παραµετρική διερεύνηση για γωνίες φόρτισης (2α) από 10 µέχρι 

150, στη συνέχεια η ανάλυση πραγµατοποιείται για το µοντέλο που αντιστοιχεί σε 

γωνία φόρτισης 100 µόνο, καθώς επίσης για την περίπτωση επιβολής σηµειακής 

φόρτισης.  

 

6.2.1 Γεωµετρία και διακριτοποίηση 

 Η γεωµετρία των δοκιµίων είναι ίδια µε αυτήν που αναπτύχθηκε στο 

πρόβληµα του κλασσικού Βραζιλιανού δίσκου που ήδη περιγράφηκε. Η διαφορά από 

την προηγούµενη επίλυση είναι η εισαγωγή µιας απειροστής ρωγµής, πάχους 
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0.01 mm και µήκους ίσο µε το 1
10  της διαµέτρου του δοκιµίου. Η ρωγµή αυτή 

εισάγεται στο κέντρο του δίσκου και επιλύεται το πρόβληµα µε προσανατολισµούς 

της ρωγµής για 00, 150, 300, 450, 600, 750, 900.  

 Όπως αναφέρθηκε και στην ενότητα 4.2.4, τέτοιου είδους ρωγµές καλούνται 

µαθηµατικές ρωγµές. Στην ενότητα 4.7.4, αναφέρθηκε επίσης η σηµαντικότητα 

µελέτης της ρωγµής χωρίς την επίδραση τριβής (ανοιχτή ρωγµή) και υπό την 

επίδραση τριβής (κλειστή ρωγµή).  

 Η διακριτοποίηση κατασκευάστηκε σε πολικό σύστηµα συντεταγµένων αφού 

η ανάλυση των δίσκων είναι πιο εύκολη σε πολικές συντεταγµένες παρά σε 

καρτεσιανές. Τα στοιχεία που χρησιµοποιήθηκαν για το συγκεκριµένο πρόβληµα 

ήταν τετράπλευρα µε 4 κόµβους (χαµηλής τάξης) καθώς επίσης και µε τετράπλευρα 8 

κόµβων (υψηλής τάξης). Η επίλυση µε των δυο τύπων στοιχείων πραγµατοποιήθηκε 

για την διερεύνηση της επίδρασης των στοιχείων υψηλής τάξης σε προβλήµατα 

θραυστοµηχανικής και συγκεκριµένα για καλύτερη διακριτοποίηση γύρω από την 

αιχµή της ρωγµής έτσι ώστε η µεταβολή στη κατανοµή των µεγεθών γύρω από την 

αιχµή να φαίνεται καλύτερα. 

Η διακριτοποίηση του δίσκου φτιάχτηκε µε τέτοιο τρόπο ώστε να είναι 

δυνατή η επιβολή των επιθυµητών συνοριακών συνθηκών και να µπορεί να ληφθούν 

αποτελέσµατα στους κόµβους ανά 1 mm και ανά 10. Η γεωµετρία και διακριτοποίηση 

του ρηγµατωµένου δίσκου είναι ίδια όπως και στο σχήµα 5.2. Στο σχήµα 6.1, 

φαίνεται η λεπτοµέρεια στη διακριτοποίηση της αιχµής της ρωγµής µε στοιχεία 

χαµηλής και υψηλής τάξης. 
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(Α) 

 

  
(Β) 

 
Σχήµα 6.2: ∆ιακριτοποίηση της αιχµής της ρωγµής, (Α) στοιχεία χαµηλής τάξης, (Β) στοιχεία 

υψηλής τάξης 

  

Ο αριθµός των στοιχείων και των κόµβων που χρησιµοποιήθηκαν για την 

επίλυση των µοντέλων δίδονται στον πίνακα 6.1. 
 

 

Πίνακας 6.1: Αριθµός κόµβων και στοιχείων  
 

Μοντέλο Στοιχεία Κόµβοι 

Χαµηλής τάξης 11400 11406 

Υψηλής τάξης 11400 34212 
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6.2.2 Ιδιότητες υλικού 

Το υλικό µοντελοποιήθηκε ως γραµµικά ελαστικό και ισότροπο µε ελαστικές 

σταθερές, Ε = 80 GPa, και λόγο Poisson, v = 0.25.  

 

6.2.3 Συνοριακές συνθήκες  
Οι συνοριακές συνθήκες που επιβλήθηκαν στα µοντέλα ήταν ίδιες όπως και 

στην επίλυση του κλασσικού Βραζιλιανού δίσκου. Αυτές είναι: 

 Κύλιση (dy = 0) κατά την οριζόντια διεύθυνση στον δεξιό και αριστερό 

συνοριακό κόµβο. 

 Κύλιση (dx = 0) κατά την κατακόρυφη διεύθυνση στον πάνω και κάτω 

συνοριακό κόµβο. 

 Μονοαξονική φόρτιση που αντιστοιχεί σε γωνία επιβολής φόρτισης, 2α =100  

και µεγέθους 90 MPa κατά τον κατακόρυφο άξονα του δοκιµίου καθώς επίσης 

και για σηµειακή µεγέθους 11450 kN. 

 

6.2.4 Γεωµετρικές ιδιότητες 

Η επίλυση έγινε µε θεώρηση επίπεδης τάσης. Το πάχος του δοκιµίου 

θεωρήθηκε 27 mm. Ο λόγος που χρησιµοποιήθηκε αυτή η θεώρηση αποδείχτηκε 

στην ενότητα 5.3.4. 

 

6.2.5 Στοιχεία επαφής 

 Όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως, οι ρωγµές µε απειροστό πάχος 

καλούνται µαθηµατικές ρωγµές. Η µελέτη όµως της κλειστής ρωγµής (χωρίς την 

επίδραση των στοιχείων επαφής) δεν δίνει λογικά αποτελέσµατα, για αυτό το λόγο 

δεν θα γίνει αναφορά σε αυτά τα συµπεράσµατα. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι τα 

στοιχεία επαφής µετά το κλείσιµο της ρωγµής µεταφέρουν τάσεις όπως θα γινόταν 

και στην πραγµατικότητα. Αν δεν ληφθούν υπόψη τα στοιχεία επαφής γύρω από την 

ρωγµή τότε εµφανίζονται φαινόµενα αλληλοεπικάλυψης των χειλών της ρωγµής 

(διείσδυση), µε αποτέλεσµα την αστάθεια της λύσης ή τον υπολογισµό εντελώς 

λανθασµένων αποτελεσµάτων. Για το λόγο αυτό κρίθηκε σκόπιµο να γίνει η ανάλυση 

µόνο για την περίπτωση της κλειστής ρωγµής. Για τα µοντέλα που επιλύθηκαν, 

χρησιµοποιήθηκαν στοιχεία επαφής γύρω από την ρωγµή. Ο συντελεστής τριβής 

µεταξύ των χειλών της ρωγµής λήφθηκε ίσος µε 0.4 που αντιστοιχεί σε γωνία 220. Ο 
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νόµος τριβής που επιβλήθηκε ήταν τριβή τύπου Coulomb. Ο αριθµός των στοιχείων 

επαφής που χρησιµοποιήθηκαν είναι 384 και φαίνονται στο σχήµα 6.3. 

 

 
 

Σχήµα 6.3: Στοιχεία επαφής γύρω από την ρωγµή 

 

6.2.6 Ανάλυση των τάσεων  

Η ανάλυση των τάσεων έγινε µε την κατασκευή των κατανοµών των 

αδιάστατων εφαπτοµενικών και ακτινικών τάσεων στο επίπεδο της ρωγµής. Οι 

εφαπτοµενικές και ακτινικές τάσεις παρουσιάζονται για τις δυο τάξεις στοιχείων 

(τετράπλευρα 4 κόµβων και τετράπλευρα 8 κόµβων), καθώς επίσης και για τους δυο 

τύπους φόρτισης (σηµειακή και κατανεµηµένη σε γωνία επιβολής 2α =100). Τα 

δεδοµένα που αναλύονται, λήφθηκαν στο επίπεδο της ρωγµής σε διάφορους 

προσανατολισµούς της, ξεκινώντας από την αιχµή της ρωγµής µέχρι το εξωτερικό 

σύνορο του δίσκου. Οι γωνίες προσανατολισµού της ρωγµής φ, ορίζονται 

δεξιόστροφα από τον οριζόντιο άξονα µέχρι το επίπεδο της ρωγµής. Οι γωνίες φ 

λαµβάνονται στις 00, 150, 300, 450, 600, 750 και 900. Στο σχήµα 6.4 φαίνεται 

ενδεικτικά το µοντέλο µε ρωγµή µε προσανατολισµό φ = 450. 
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Σχήµα 6.4:  

 

Αρχικά στα

αδιάστατων εφαπτο

σηµειακή φόρτιση 

την καταλληλότητ

παρουσιάζονται µε
 

 Εφαπτοµενικ
 

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

0.1 0.2

Α
δι
άσ

τα
τη

 ε
φ
απ

το
µε
νι
κή

 τ
άσ

η 
σθ

/(2
P/
π

D
t)

φ=0

Σχήµα 6.5: Κατανοµή

Σαρρής Ερνέστος –
φ = 450φ = 450

 
 

 Προσανατολισµός ρωγµής και λήψη δεδοµένων στο επίπεδο της
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µενικών τάσεων για χαµηλής και υψηλής τάξης στοιχεία για τη 

και την κατανεµηµένη, ώστε να εξαχθούν συµπεράσµατα ως προς 
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Σχήµα 6.6: Κατανοµή εφαπτοµενικών τάσεων για σηµειακή φόρτιση και στοιχεία υψηλής τάξης 
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Σχήµα 6.7: Κατανοµή εφαπτοµενικών τάσεων για κατανεµηµένη φόρτιση και στοιχεία χαµηλής 

τάξης 
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Σχήµα 6.8: Κατανοµή εφαπτοµενικών τάσεων για κατανεµηµένη φόρτιση και στοιχεία υψηλής 

τάξης 
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Σχήµα 6.9: Κατανοµή ακτινικών τάσεων για σηµειακή φόρτιση και στοιχεία χαµηλής τάξης 
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Σχήµα 6.10: Κατανοµή ακτινικών τάσεων για σηµειακή φόρτιση και στοιχεία υψηλής τάξης 
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Σχήµα 6.11: Κατανοµή ακτινικών τάσεων για κατανεµηµένη φόρτιση και στοιχεία χαµηλής 

τάξης 
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Σχήµα 6.12: Κατανοµή ακτινικών τάσεων για κατανεµηµένη φόρτιση και στοιχεία υψηλής τάξης 

 

Παρατηρήσεις: 

 Από τις συγκρίσεις των εφαπτοµενικών τάσεων µε στοιχεία χαµηλής τάξης, 

παρατηρείται ότι το µέγεθος των τάσεων στην αιχµή της ρωγµής είναι από -8 για 

(φ =00) µέχρι +3 για (φ =900) και για τους δυο τύπους φόρτισης (κατανεµηµένη 

και σηµειακή). Μετά τείνουν να µηδενιστούν στο εξωτερικό σύνορο του δίσκου. 

Αυτή που δεν µηδενίζεται είναι η καµπύλη για φ =900 διότι είναι ακριβώς κάτω 

από το σηµείο επιβολής της φόρτισης µε αποτέλεσµα την δηµιουργία µιας ζώνης 

συγκέντρωσης τάσεων. 

 Από τις συγκρίσεις των εφαπτοµενικών τάσεων µε στοιχεία υψηλής τάξης, 

παρατηρείται ότι το µέγεθος των τάσεων στην αιχµή της ρωγµής είναι από +5 

για (φ=900) µέχρι -12 για (φ=00) και για τους δυο τύπους φόρτισης 

(κατανεµηµένη και σηµειακή). Μετά τείνουν να µηδενιστούν στο εξωτερικό 

σύνορο του δίσκου. Αυτή που δεν µηδενίζεται είναι η καµπύλη για φ =900 διότι 

όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως είναι ακριβώς κάτω από το σηµείο 

επιβολής της φόρτισης µε αποτέλεσµα την δηµιουργία µιας ζώνης 

συγκέντρωσης τάσεων.  

 Από τις συγκρίσεις των ακτινικών τάσεων µε στοιχεία χαµηλής τάξης, 

παρατηρείται ότι το µέγεθος των τάσεων στην αιχµή της ρωγµής είναι από -1.5 

µέχρι -4 και για τους δυο τύπους φόρτισης (κατανεµηµένη και σηµειακή). Μετά 
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τείνουν να µηδενιστούν στο εξωτερικό σύνορο του δίσκου. Αυτή που δεν 

µηδενίζεται είναι η καµπύλη για φ =900 διότι είναι ακριβώς κάτω από το σηµείο 

επιβολής της φόρτισης µε αποτέλεσµα την δηµιουργία µιας ζώνης 

συγκέντρωσης τάσεων. 

 Από τις συγκρίσεις των ακτινικών τάσεων µε στοιχεία υψηλής τάξης, 

παρατηρείται ότι το µέγεθος των τάσεων στην αιχµή της ρωγµής είναι από -2 

µέχρι -6.5 και για τους δυο τύπους φόρτισης (κατανεµηµένη και σηµειακή). 

Μετά τείνουν να µηδενιστούν στο εξωτερικό σύνορο του δίσκου. Αυτή που δεν 

µηδενίζεται είναι η καµπύλη για φ=900 διότι όπως αναφέρθηκε και 

προηγουµένως είναι ακριβώς κάτω από το σηµείο επιβολής της φόρτισης µε 

αποτέλεσµα την δηµιουργία µιας ζώνης συγκέντρωσης τάσεων.  

 Η διαφορά στα µεγέθη των τάσεων από την επίλυση µεταξύ των δυο τύπων 

στοιχείων (υψηλής και χαµηλής τάξης), οφείλεται στην µεγαλύτερη ακρίβεια 

που προσφέρουν τα στοιχεία ανώτερης τάξης. Παρατίθενται τα αποτελέσµατα 

από τις δυο επιλύσεις αλλά στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφερθεί ότι τα στοιχεία 

ανώτερης τάξης προσφέρουν µεγαλύτερη ακρίβεια, αλλά το υπολογιστικό 

κόστος τους είναι  µεγάλο. 

 Το σηµαντικότερο συµπέρασµα που εξάγεται είναι ότι µε την εφαρµογή της 

πίεσης στον δίσκο, η ρωγµή κλείνει όταν έχει προσανατολισµό φ= 00, 150, 300 

και 450 µε αποτέλεσµα να αναπτύσσονται θλιπτικές εφαπτοµενικές και ακτινικές 

τάσεις στην αιχµή της ρωγµής. Αυτό σηµαίνει ότι το κριτήριο Griffith δεν 

µπορεί να εφαρµοστεί διότι προϋποθέτει εφελκυστικές τάσεις στην αιχµή της 

ρωγµής. Αντίθετα όταν ο προσανατολισµός της αιχµής της ρωγµής είναι 

µεγαλύτερος από 450, τότε η ρωγµή δεν κλείνει µε αποτέλεσµα εφελκυστικές 

εφαπτοµενικές τάσεις επί της αιχµής στης ρωγµής και άρα το κριτήριο Griffith 

µπορεί να εφαρµοστεί. Αυτό ισχύει και για τις δυο τάξεις στοιχείων και για τους 

δυο τύπους φόρτισης. 

 

6.2.7    Εφαρµογή του κριτηρίου Griffith 

Εφαρµόζοντας το κριτήριο αστοχίας του Griffith όπως περιγράφηκε στο 

κεφάλαιο 4 και όµοια µε την ενότητα 5.3.8, το κριτήριο µπορεί να µετασχηµατιστεί 

σε πολικές συντεταγµένες. Τα σχήµατα 6.13 και 6.14 δείχνουν την ισοδύναµη τάση 

Griffith για σηµειακή φόρτιση για τα στοιχεία χαµηλής και υψηλής τάξης αντίστοιχα, 
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ενώ τα σχήµατα 6.15 και 6.16 δείχνουν επίσης την ισοδύναµη τάση Griffith για 

κατανεµηµένη φόρτιση αυτή την φορά για τα στοιχεία χαµηλής και υψηλής τάξης. 
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Σχήµα 6.13: Ισοδύναµη τάση Griffith για σηµειακή φόρτιση και στοιχεία χαµηλής τάξης 
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Σχήµα 6.14: Ισοδύναµη τάση Griffith για σηµειακή φόρτιση και στοιχεία υψηλής τάξης 
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Σχήµα 6.15: Ισοδύναµη τάση Griffith για κατανεµηµένη φόρτιση και στοιχεία χαµηλής τάξης 
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Σχήµα 6.16: Ισοδύναµη τάση Griffith για κατανεµηµένη φόρτιση και στοιχεία υψηλής τάξης 
 

Παρατηρήσεις: 

Τα γραφήµατα των ισοδύναµων τάσεων Griffith που προκύπτουν από την 

εφαρµογή του κριτηρίου αστοχίας ενισχύουν το συµπέρασµα ότι η ρωγµή κλείνει 

όταν έχει προσανατολισµό φ= 00, 150, 300 και 450. Αυτό φαίνεται από τα γραφήµατα 

όπου φαίνονται οι θλιπτικές τάσεις Griffith. Αντίθετα όταν ο προσανατολισµός της 
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αιχµής της ρωγµής είναι µεγαλύτερος από 450, τότε η ρωγµή δεν κλείνει. Αυτό 

φαίνεται από τις εφελκυστικές τάσεις Griffith στα γραφήµατα και είναι µέγιστες στην 

αιχµή της ρωγµής. Αυτό σηµαίνει ότι εάν ήταν να ξεκινήσει θραύση του δίσκου, θα 

ξεκινούσε στην αιχµή της ρωγµής. Αυτό ισχύει και για τις δυο τάξεις στοιχείων και 

για τους δυο τύπους φόρτισης. 

 

6.2.8   Ισοτασικές καµπύλες 

Στα σχήµατα 6.17 και 6.18 φαίνονται οι ισοτασικές καµπύλες των οριζόντιων 

και κατακόρυφων τάσεων όταν η ρωγµή έχει προσανατολισµό φ = 00
,  450 και 900. 

         
(Α)                                                  (Β) 

         
(Γ)                                                  (∆) 

         
(Ε)                                                  (Ζ) 

 
Σχήµα 6.17: Κατανοµές οριζόντιων τάσεων σxx στον δίσκο και στην αιχµής της ρωγµής 
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(Α)                                                  (Β) 

         
(Γ)                                                  (∆) 

         
(Ε)                                                  (Ζ) 

 
Σχήµα 6.18: Κατανοµές κατακόρυφων τάσεων σyy  στον δίσκο και στην αιχµής της ρωγµής 

 
 

6.2.9 Υπολογισµός συντελεστών έντασης των τάσεων 

 Οι συντελεστές έντασης των τάσεων υπολογίστηκαν για όλες τις περιπτώσεις 

προσανατολισµού της ρωγµής, φ. Οι σχέσεις υπολογισµού αναλύθηκαν στο κεφάλαιο 

4. Τα σχήµατα 6.19 και 6.20 παρουσιάζουν τον συντελεστή έντασης των τάσεων ΚΙ 

για σηµειακή φόρτιση και κατανεµηµένη αντίστοιχα καθώς επίσης και για χαµηλής 

και υψηλής τάξης στοιχεία, ενώ τα σχήµατα 6.21 και 6.22 παρουσιάζουν τον 

συντελεστή έντασης των τάσεων ΚΙΙ για τις ίδιες περιπτώσεις.  
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Σχήµα 6.19: Συντελεστής έντασης των τάσεων για τύπου Ι ρωγµή και στοιχεία χαµηλής τάξης 
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Σχήµα 6.20: Συντελεστής έντασης των τάσεων για τύπου Ι ρωγµή και στοιχεία υψηλής τάξης 
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Σχήµα 6.21: Συντελεστής έντασης των τάσεων για τύπου ΙΙ ρωγµή και στοιχεία χαµηλής τάξης 
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Σχήµα 6.22: Συντελεστής έντασης των τάσεων για τύπου ΙΙ ρωγµή και στοιχεία υψηλής τάξης 

 

Παρατηρήσεις: 

 Από το σχήµα 6.19 και 6.20, φαίνεται ότι ο συντελεστής έντασης των τάσεων ΚΙ 

είναι αρνητικός για προσανατολισµούς της ρωγµής από 00 µέχρι 600. Για 

προσανατολισµούς ρωγµής µεγαλύτερους από 600, ο συντελεστής έντασης των 

τάσεων ΚΙ, είναι θετικός. Αυτό γίνεται για τους δυο τύπους φόρτισης και για τα 
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δυο είδη στοιχείων. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι  για γωνίες µικρότερες 

των 600, η ρωγµή κλείνει και άρα εισάγεται η έννοια της αδυναµίας διάδοσης 

της (crack arrest). Στο σηµείο αυτό αξίζει να αναφερθεί ότι αυτό είναι σε 

αντίθεση µε τα αποτελέσµατα των τάσεων. Στα αποτελέσµατα από τα σχήµατα 

των κατανοµών των τάσεων φαίνεται ότι η ρωγµή κλείνει σε προσανατολισµό 

450, ενώ τα αποτελέσµατα από τους συντελεστές έντασης των τάσεων φαίνεται 

ότι η ρωγµή παραµένει κλειστή µέχρι τις 600. 

 Από το σχήµα 6.21 και 6.22, φαίνεται ότι ο συντελεστής έντασης των τάσεων 

ΚΙΙ είναι µηδενικός για τους προσανατολισµούς της ρωγµής 00 και 900. Για 

προσανατολισµούς ρωγµής ενδιάµεσα από τις δυο γωνίες προσανατολισµού, 

είναι αρνητικός. Αυτό γίνεται για τους δυο τύπους φόρτισης και για τα δυο είδη 

στοιχείων. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι  για προσανατολισµούς της ρωγµής 

00 και 900 η δοκιµή παρουσιάζει τύπου Ι ρωγµή µόνο, ενώ για οποιαδήποτε 

γωνία µεταξύ των 00 και 900, η δοκιµή παρουσιάζει ρωγµές µεικτού τύπου, Ι και 

ΙΙ (mixed mode loading). 

 

6.3 Επίλυση του Προβλήµατος της Αντιδιαµετρικής Θλίψης  

Ρηγµατωµένου ∆ίσκου µε τις Χαλύβδινες Σιαγώνες  

Από την πιο πάνω ανάλυση που έγινε, κρίθηκε σκόπιµο να διερευνηθεί 

παραµετρικά το πόσο επηρεάζει το µήκος της ρωγµής 2L συναρτήσει του 

προσανατολισµού της, τις κατανοµές των εφαπτοµενικών και ακτινικών τάσεων όταν 

η φόρτιση γίνεται µε τις σιαγώνες (Sarris et al., 2005). 

 

6.3.1 Υπολογισµός επιφάνειας επαφής σιαγώνας µε τον δίσκο 

Ο υπολογισµός της επιφάνειας επαφής της σιαγώνας µε τον δίσκο είναι 

ακριβώς ο ίδιος όπως περιγράφηκε αναλυτικά στην ενότητα 5.4.1.  

 

6.3.2 Γεωµετρία  

Η γεωµετρία του δοκιµίου και των σιαγώνων φόρτισης παραµένει η ίδια όπως 

περιγράφηκε στην ενότητα 5.4.2. Οι ιδιότητες της ρωγµής παραµένουν ίδιες όπως 

αναλύθηκαν και στην ενότητα 6.2. Το µήκος της ρωγµής 2L που φτιάχτηκε 

παραµετρικά ήταν 10 mm, 20 mm, 30 mm και 40 mm. Η γεωµετρία των χαλύβδινων 

σιαγώνων µαζί µε το δοκίµιο φαίνεται στο σχήµα 6.23. 
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Σχήµα 6.23: Γεωµετρία διάταξης µε τις σιαγώνες και η θέση της ρωγµής 
ωµετρικές ιδιότητες 

 γεωµετρικές συνθήκες (επίπεδη τάση και επίπεδη παραµόρφωση), όπως 

κε και στην ενότητα 5.3.4, δεν επηρεάζουν την αριθµητική επίλυση. Το 

υτό επιλύθηκε µε θεώρηση επίπεδης τάσης για συµβατότητα µε την θεωρία 

ικότητας. 

νοριακές συνθήκες και διακριτοποίηση 

 συνοριακές συνθήκες που επιβλήθηκαν στο µοντέλο είναι: 

ιση (dy = 0) κατά την οριζόντια διεύθυνση  σε δυο συνοριακούς κόµβους 

δοκίµιο. 

ιση (dx = 0) κατά την κατακόρυφη διεύθυνση στον δεξιό και αριστερό άκρο 

σιαγώνων και σε δυο συνοριακούς κόµβους στο δοκίµιο. 

η µεγέθους 4.5 MPa των στοιχείων της χαλύβδινης σιαγώνας στο πάνω και 

 άκρο τους. 

επιβολή των συνοριακών συνθηκών έγινε µε αυτό το τρόπο για την 

περιστροφής του δοκιµίου κατά την επίλυση καθώς επίσης και για την 

ση της τέλειας σχετικής ολίσθησης µεταξύ των δυο µελών της χαλύβδινης 
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σιαγώνας. Στο σχήµα 6.24 φαίνεται η επιβολή των συνοριακών συνθηκών καθώς 

επίσης και η διακριτοποίηση τους: 

 

 
Σχήµα 6.24: Συνοριακές συνθήκες στο µοντέλο µε ρωγµή στις 450

 
 

6.3.5 Ιδιότητες υλικών 
Τα υλικά που χρησιµοποιήθηκαν για την προσοµοίωση της δοκιµής ήταν 

χάλυβας για τις χαλύβδινες σιαγώνες µε µέτρο ελαστικότητας, Ε = 210 GPa και λόγο 

Poisson, ν = 0.3. Το δοκίµιο ήταν ένα υλικό που ανταποκρίνεται σε µέτρο 

ελαστικότητας, Ε = 80 GPa και λόγο Poisson, ν = 0.25. Ο αριθµός των στοιχείων και 

κόµβων που χρησιµοποιήθηκαν φαίνεται στο πίνακα 5.2. 

 
Πίνακας 5.2: Αριθµός κόµβων και στοιχείων  

 

Μοντέλο µε µήκος ρωγµής 

2L (mm) 
Στοιχεία Κόµβοι 

10 4436 4648 

20 4436 4658 

30 4436 4668 

40 4436 4678 

 

 

Σαρρής Ερνέστος – Μεταπτυχιακή ∆ιατριβή 143



Κεφάλαιο 6                   Αριθµητική Επίλυση του Ρηγµατωµένου Βραζιλιανού ∆ίσκου  
 

6.3.6 Στοιχεία επαφής 

Τα στοιχεία επαφής είναι στοιχεία όπως έχει ήδη αναφερθεί, τα οποία 

χρησιµοποιούνται για την µοντελοποίηση τέτοιων φαινοµένων (τριβής και αποφυγής 

διείσδυσης). Τα στοιχεία αυτά τοποθετήθηκαν µεταξύ των οδηγών ευθυγράµµισης 

και της πλάκας φόρτισης, στο µήκος τόξου του δοκιµίου που έρχεται σε επαφή µε το 

κοίλο µέρος της χαλύβδινής πλάκας καθώς επίσης και µεταξύ των χειλών της 

ρωγµής. Ο συντελεστής τριβής µεταξύ των επιφανειών που χρησιµοποιήθηκε ήταν 

0.4 που ανταποκρίνεται σε γωνία 220. Ο νόµος τριβής που υπακούει η τριβή που 

επιβλήθηκε θεωρήθηκε να είναι τριβή Coulomb. Τα στοιχεία επαφής φαίνονται στο 

σχήµα 6.25. 

 

 

 

6

 

α

γ

π

τα

α

Σ

   
Σχήµα 6.25: Στοιχεία επαφής 
.3.7 Αποτελέσµατα επίλυσης µε τις χαλύβδινες σιαγώνες 

Τα αποτελέσµατα που θα παρουσιαστούν χωρίζονται πάλι για την καλύτερη 

νάλυση των κατανοµών των εφαπτοµενικών και ακτινικών τάσεων σε δύο οµάδες 

ραφηµάτων. Τα δεδοµένα που αναλύονται λήφθηκαν σε διάφορους 

ροσανατολισµούς των ρωγµών ξεκινώντας από το κέντρο του δίσκου σε αντίθεση µε 

 σχήµατα των αδιάστατων τάσεων της ενότητας 6.2.6 που ξεκινούσαν από την 

ιχµή της ρωγµής µέχρι το εξωτερικό σύνορο του δίσκου. Οι γωνίες αυτές ορίζονται 
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δεξιόστροφα από τον οριζόντιο άξονα µέχρι την γραµµή µελέτης και είναι στις 150, 

300, 450, 600, 750 και 900. Στο σχήµα 6.26 φαίνονται οι προσανατολισµοί των 

γραµµών µελέτης εντός του δίσκου. 

 

(φ)
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300
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600
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900

 
 

Σχήµα 6.26: Λήψη δεδοµένων σε διάφορες γωνίες

 

Στην πρώτη οµάδα γραφηµάτων παρουσιάζονται οι κατανοµές των 

εφαπτοµενικών και ακτινικών τάσεων µεταβάλλοντας τον προσανατολισµό της 

ρωγµής (φ) και κρατώντας σταθερό το µήκος της ρωγµής (2L). Στη δεύτερη οµάδα 

γραφηµάτων παρουσιάζονται οι κατανοµές των εφαπτοµενικών και ακτινικών 

τάσεων κρατώντας το µήκος της ρωγµής (2L) σταθερό και µεταβάλλοντας τον 

προσανατολισµό της ρωγµής (φ). 

 

6.3.7.1  Σταθερό το µήκος της ρωγµής (2L) και µεταβαλλόµενος ο 

προσανατολισµός της ρωγµής (φ) 

 Στα σχήµατα 6.27 µέχρι και 6.30 συγκρίνονται οι κατανοµές των 

εφαπτοµενικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για όλα τα µήκη 

ρωγµών, ενώ στα σχήµατα 6.31 µέχρι και 6.34 συγκρίνονται οι κατανοµές των 

ακτινικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για όλα τα µήκη ρωγµών. 
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Σχήµα 6.27: Κατανοµές εφαπτοµενικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για µήκος 

ρωγµής 10 mm 
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Σχήµα 6.28: Κατανοµές εφαπτοµενικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για µήκος 

ρωγµής 20 mm 
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Σχήµα 6.29: Κατανοµές εφαπτοµενικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για µήκος 

ρωγµής 30 mm 
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Σχήµα 6.30: Κατανοµές εφαπτοµενικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για µήκος 

ρωγµής 40 mm 
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Σχήµα 6.31: Κατανοµές ακτινικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για µήκος 

ρωγµής 10 mm 
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Σχήµα 6.32: Κατανοµές ακτινικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για µήκος 

ρωγµής 20 mm 
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Σχήµα 6.33: Κατανοµές ακτινικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για µήκος 

ρωγµής 30 mm 
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Σχήµα 6.34: Κατανοµές ακτινικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για µήκος 

ρωγµής 40 mm 
 

Παρατηρήσεις: 

 Από τις συγκρίσεις στα σχήµατα 6.27 έως και 6.34, παρατηρείται ότι οι 

εφαπτοµενικές και ακτινικές τάσεις στο κέντρο του δίσκου είναι εφελκυστικές 

ανεξάρτητα από τον προσανατολισµό της ρωγµής ή και γενικά από την 

παρουσία της ρωγµής. 

 Παρουσιάζονται µεγαλύτερες θλιπτικές εφαπτοµενικές και ακτινικές τάσεις 

στην αλλαγή γεωµετρίας στο αµβλύ άκρο της ρωγµής παρά στην αιχµή της. 

Αυτό είναι σε συµφωνία µε την θεωρία του Griffith που υποστηρίζει όταν µια 

κεκλιµένη ρωγµή είναι σε θλιπτικό µονοαξονικό πεδίο, η ρωγµή δεν ξεκινάει 

στο επίπεδο της ρωγµής αλλά σε µια γωνία σε σχέση µε αυτό. Αν η γωνία είναι 
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θετική ή αρνητική σε κλίση ως προς το επίπεδο της ρωγµής, χρήζει ιδιαίτερης 

διερεύνησης η οποία δεν είναι αντικείµενο της εργασίας αυτής. ∆ηλαδή εάν 

ήταν να ξεκινήσει ρωγµή θα ξεκινούσε από την αλλαγή γεωµετρίας στο αµβλύ 

άκρο, αλλά η τροχιά που θα ακολουθούσε η ρωγµή όµως δεν µπορεί εύκολα να 

προβλεφθεί. 

 Όταν ο προσανατολισµός της ρωγµής φ, είναι µεγαλύτερος από 450, οι 

εφαπτοµενικές και ακτινικές τάσεις είναι εφελκυστικές ενώ όταν είναι 

µικρότερος από 450, οι εφαπτοµενικές και ακτινικές τάσεις είναι θλιπτικές. 

 Η πιο πάνω παρατήρηση δεν ισχύει για την περίπτωση όπου το µήκος της 

ρωγµής 2L, είναι 10 mm. Σε αυτό το µήκος ρωγµής, ο προσανατολισµός φ, δεν 

επηρεάζει καθόλου τις εφαπτοµενικές και ακτινικές τάσεις. Τα µεγέθη και για 

τους δυο τύπους τάσεων είναι θλιπτικά. Η εξήγηση του φαινοµένου του 

κλεισίµατος της ρωγµής µπορεί να εξηγηθεί από το σχήµα 6.35. 
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Σχήµα 6.35: Σχηµατική εξήγηση του κλεισίµατος της ρωγµής 
 

 Η ρωγµή ΑΒ, όταν υποβληθεί σε εντατικό πεδίο, µεταφέρεται στην θέση 

Α’Β’. Η περιστροφή αυτή δεν είναι συµµετρική ως προς κάποιο άξονα της έλλειψης 

µε αποτέλεσµα το κλείσιµο της ρωγµής και στην αιχµή να εµφανίζονται πάντα 

θλιπτικές τάσεις. Αυτό σηµαίνει από µαθηµατικής άποψης ότι η αναλυτική λύση των 

Muskhelishvili-Kolossov δεν µπορεί να εφαρµοστεί σε αυτή την περίπτωση διότι 

πρέπει να αλλάξουν οι συνοριακές συνθήκες κατά την διάρκεια επίλυσης έτσι ώστε 
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να ισχύει ο περιορισµός της λύσης που λέει ότι πρέπει τα χείλη της ρωγµής να είναι 

ελεύθερα από τάσεις (stress free crack lip condition). 

 

6.3.7.2 Σταθερός ο προσανατολισµός της ρωγµής (φ) και µεταβαλλόµενο το 

µήκος της ρωγµής (2L) 

 Στα σχήµατα 6.36 µέχρι και 6.41 συγκρίνονται οι κατανοµές των 

εφαπτοµενικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για όλους τους 

προσανατολισµούς των ρωγµών, ενώ στα σχήµατα 6.42 µέχρι και 6.47 συγκρίνονται 

οι κατανοµές των ακτινικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για όλους 

τους προσανατολισµούς των ρωγµών. 

 

-50.00
-40.00
-30.00
-20.00
-10.00

0.00
10.00
20.00

0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00
Ακτίνα δοκιµίου r (mm)

Εφ
απ

το
µε
νι
κή

 τ
άσ

η 
σθ

 (Μ
Pα

)

2L=10 2L=20 2L=30 2L=40

 
Σχήµα 6.36: Κατανοµές εφαπτοµενικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για 

προσανατολισµό ρωγµής 150 
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Σχήµα 6.37: Κατανοµές εφαπτοµενικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για 

προσανατολισµό ρωγµής 300 
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Σχήµα 6.38: Κατανοµές εφαπτοµενικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για  

προσανατολισµό ρωγµής 450 
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Σχήµα 6.39: Κατανοµές εφαπτοµενικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για 

προσανατολισµό ρωγµής 600 
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Σχήµα 6.40: Κατανοµές εφαπτοµενικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για 

προσανατολισµό ρωγµής 750 
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Σχήµα 6.41: Κατανοµές εφαπτοµενικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για 

προσανατολισµό ρωγµής 900
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Σχήµα 6.42: Κατανοµές ακτινικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για 

προσανατολισµό ρωγµής 150 
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Σχήµα 6.43: Κατανοµές ακτινικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για 

προσανατολισµό ρωγµής 300 
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Σχήµα 6.44: Κατανοµές ακτινικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για 

προσανατολισµό ρωγµής 450 
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Σχήµα 6.45: Κατανοµές ακτινικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για 

προσανατολισµό ρωγµής 600
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Σχήµα 6.46: Κατανοµές ακτινικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για 

προσανατολισµό ρωγµής 750 
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Σχήµα 6.47: Κατανοµές ακτινικών τάσεων συναρτήσει του µήκους του δοκιµίου για 

προσανατολισµό ρωγµής 900

 

Παρατηρήσεις: 

 Από την εξέταση των σχηµάτων 6.36 έως και 6.47, παρατηρείται ότι µε την 

αύξηση του µήκους της ρωγµής 2L, οι εφαπτοµενικές και ακτινικές τάσεις 

αυξάνονται γραµµικά σε µέγεθος στην αιχµή της ρωγµής. 

 Ο προσανατολισµός της ρωγµής φ = 450, φαίνεται να είναι η χειρότερη 

περίπτωση διότι οι εφελκυστικές και εφαπτοµενικές τάσεις στην αιχµή της 

ρωγµής είναι µεγαλύτερες σε µέγεθος παρά σε άλλους προσανατολισµούς. 

 

 Τα σχήµατα 6.48 και 6.49 δείχνουν τις ισοτασικές καµπύλες των οριζόντιων 

και κατακόρυφων τάσεων που δηµιουργούνται κατά την επίλυση µε σιαγώνες όταν ο 

προσανατολισµός της ρωγµής είναι στις 450 και το µήκος της ρωγµής είναι 30 mm. 
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Σχήµα 6.48: Ορι  

Σχήµα 6.49: Κατα
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6.4 Σύγκριση Αποτελεσµάτων Επίλυσης µε Σιαγώνες Φόρτισης και 

Χωρίς Σιαγώνες Φόρτισης 
 Από τις δυο διαφορετικές επιλύσεις που πραγµατοποιήθηκαν, στα σχήµατα 

6.50 και 6.51 γίνεται µια ενδεικτική σύγκριση των κατανοµών των εφαπτοµενικών 

και ακτινικών τάσεων για προσανατολισµό γραµµής µελέτης φ=450 µε στοιχεία 

χαµηλής τάξης. 
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Σχήµα 6.50: Σύγκριση κατανοµών εφαπτοµενικών τάσεων συναρτήσει της σχετικής ακτίνας του 

δοκιµίου για µοντέλο µε σιαγώνες φόρτισης και χωρίς, για προσανατολισµό ρωγµής 450
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Σχήµα 6.51: Σύγκριση κατανοµών ακτινικών τάσεων συναρτήσει της σχετικής ακτίνας του 

δοκιµίου για µοντέλο µε σιαγώνες φόρτισης και χωρίς, για προσανατολισµό ρωγµής 450
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Παρατηρήσεις: 

 Παρατηρώντας τα σχήµατα 6.50 και 6.51, συµπεραίνεται ότι µε την παρουσία 

των σιαγώνων φόρτισης, τα µεγέθη των τάσεων στο κέντρο του δίσκου είναι 

πάντα µέγιστα στο κέντρο του δίσκου ακόµα και µε την παρουσία των ρωγµών. 

 Η απουσία των σιαγώνων φόρτισης δίνει σχεδόν µηδενικά µεγέθη τάσεων στο 

κέντρο του δίσκου.  

 Η διαφορά που φαίνεται στα µεγέθη των εφαπτοµενικών και ακτινικών τάσεων 

στην αιχµή της ρωγµής είναι στο ότι τα µήκη των ρωγµών 2L, είναι 

διαφορετικά. Στο µοντέλο µε τις σιαγώνες φόρτισης, το µήκος της ρωγµής 2L 

είναι 5 mm, ενώ χωρίς σιαγώνες φόρτισης το µήκος της ρωγµής 2L είναι 

 2.7 mm. Η µορφή των καµπύλων είναι ίδια µεταξύ τους. 

 Από την ανάλυση που πραγµατοποιήθηκε µε  τις σιαγώνες φόρτισης, προκύπτει 

ότι η προσοµοίωση µε αυτές είναι πιο ρεαλιστική και προσεγγίζει πιο καλά την 

πραγµατικότητα µέσω των αποτελεσµάτων που εξάγονται από την ανάλυση. 
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7 Αριθµητική Επίλυση του Βραζιλιανού ∆ίσκου 

µε Εγκοπή 
 

7.1 Εισαγωγή 
Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται η παρουσίαση των αποτελεσµάτων που προέκυψαν 

από την αριθµητική επίλυση του Βραζιλιανού δίσκου µε εγκοπή µε την µέθοδο των 

πεπερασµένων στοιχείων. Η προσοµοίωση των δοκιµών πραγµατοποιήθηκε όπως και 

στις προηγούµενες δύο, του κλασσικού Βραζιλιανού δίσκου και υπό την επίδραση 

µαθηµατικής ρωγµής στις δυο διαστάσεις µε το λογισµικό πεπερασµένων στοιχείων 

MSC. Marc-Mentat 2000. Η µοντελοποίηση γίνεται και σε αυτή την προσοµοίωση 

όπως και στις προηγούµενες δύο µε επιβολή συνοριακών συνθηκών απευθείας επάνω 

στον Βραζιλιανό δίσκο. Καθώς έχει ήδη ελεγχθεί η σύγκλιση της αριθµητικής µε την 

αναλυτική λύση για την περίπτωση του άρρηκτου Βραζιλιανού δίσκου, το επόµενο 

βήµα της ανάλυσης είναι η κατασκευή των κατανοµών των εφαπτοµενικών και 

ακτινικών τάσεων για το πρόβληµα του Βραζιλιανού δίσκου µε εγκοπή καθώς επίσης 

και η διερεύνηση εφαρµογής του κριτηρίου αστοχίας του Griffith. 

 

 

7.2 Επίλυση του Προβλήµατος της Αντιδιαµετρικής Θλίψης του 

∆ίσκου µε Εγκοπή 

Για το πρόβληµα του δίσκου µε εγκοπή, η ανάλυση ξεκινάει πάλι µε τον 

προσδιορισµό της εντατικής κατάστασης που προκύπτει µε την επιβολή οµοιόµορφα 

κατανεµηµένου φορτίου στο πάνω και κάτω άκρο του δίσκου. Αφού 

πραγµατοποιήθηκαν διάφορες διερευνήσεις στα προηγούµενα προβλήµατα, η 

ανάλυση πραγµατοποιείται για το µοντέλο που αντιστοιχεί σε γωνία φόρτισης 100 

µόνο, καθώς επίσης και µε σηµειακή φόρτιση για δυο τύπους στοιχείων, χαµηλής και 

υψηλής τάξης.  
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7.2.1 Γεωµετρία και διακριτοποίηση 

 Η γεωµετρία των δοκιµίων είναι ίδια µε αυτή που χρησιµοποιήθηκε στα 

προβλήµατα του κλασσικού Βραζιλιανού δίσκου µε την επίδραση µαθηµατικής 

ρωγµής και χωρίς. Η διαφορά από την προηγούµενη επίλυση είναι η εισαγωγή µιας 

εγκοπής, πάχους 3 mm και µήκους ίσο µε το 1
10  της διαµέτρου του δοκιµίου. Η 

εγκοπή αυτή εισάγεται στο κέντρο του δίσκου και επιλύεται το πρόβληµα µε 

προσανατολισµούς της εγκοπής για 00, 150, 300, 450, 600, 750, 900.  

 Η διακριτοποίηση φτιάχτηκε σε πολικό σύστηµα συντεταγµένων αφού η 

ανάλυση των δίσκων είναι πιο εύκολη σε πολικές συντεταγµένες παρά σε 

καρτεσιανές. Τα στοιχεία που χρησιµοποιήθηκαν για το συγκεκριµένο πρόβληµα 

ήταν τετράπλευρα µε 4 κόµβους (χαµηλής τάξης) καθώς επίσης και µε τετράπλευρα 8 

κόµβων (υψηλής τάξης). Η επίλυση µε των δυο τύπων στοιχείων πραγµατοποιήθηκε 

για την διερεύνηση της επίδρασης των στοιχείων υψηλής τάξης σε προβλήµατα 

θραυστοµηχανικής και συγκεκριµένα για καλύτερη διακριτοποίηση γύρω από την 

εγκοπή έτσι ώστε η µεταβολή στη κατανοµή των µεγεθών γύρω από την εγκοπή να 

φαίνεται καλύτερα. 

Η διακριτοποίηση του δίσκου φτιάχτηκε µε τέτοιο τρόπο ώστε να είναι 

δυνατή η επιβολή των επιθυµητών συνοριακών συνθηκών και να µπορεί να ληφθούν 

αποτελέσµατα στους κόµβους ανά 1 mm και ανά 10. Λόγω της περιπλοκότητας της 

εγκοπής αυτό δεν έγινε ακριβώς εφικτό. Εισήχθηκε ένα σφάλµα 0.1 της µοίρας και 

0.1 του mm, που ουσιαστικά είναι αποδεκτό. Η λεπτοµέρεια στη διακριτοποίηση του 

δίσκου µε εγκοπή φαίνεται στο σχήµα 7.1 µε στοιχεία χαµηλής και υψηλής τάξης. 
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(Α) 

 

  
(Β) 

 
Σχήµα 7.1: ∆ιακριτοποίηση της εγκοπής, (Α) στοιχεία χαµηλής τάξης, (Β) στοιχεία υψηλής 

τάξης 

 Ο αριθµός των στοιχείων και των κόµβων που χρησιµοποιήθηκαν για την 

επίλυση των µοντέλων δίδονται στον πίνακα 7.1. 
 

Πίνακας 7.1: Αριθµός κόµβων και στοιχείων  
 

Μοντέλο Στοιχεία Κόµβοι 

Χαµηλής τάξης 18200 18564 

Υψηλής τάξης 18200 55328 
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7.2.2 Ιδιότητες υλικού 

Το υλικό µοντελοποιήθηκε ως γραµµικά ελαστικό και ισότροπο µε ελαστικές 

σταθερές, Ε = 80 GPa, και λόγο Poisson, v = 0.25, που είναι ίδιες µε τις ιδιότητες που 

χρησιµοποιήθηκαν στα προηγούµενα προβλήµατα. 

 

7.2.3 Συνοριακές συνθήκες  

Οι συνοριακές συνθήκες που επιβλήθηκαν στα µοντέλα ήταν ίδιες όπως και 

στα προηγούµενα προβλήµατα που επιλύθηκαν, του κλασσικού Βραζιλιανού δίσκου 

και του δίσκου µε µαθηµατική ρωγµή. Αυτές είναι: 

 Κύλιση (dy = 0) κατά την οριζόντια διεύθυνση στον δεξιό και αριστερό 

συνοριακό κόµβο. 

 Κύλιση (dx = 0) κατά την κατακόρυφη διεύθυνση στον πάνω και κάτω 

συνοριακό κόµβο. 

 Μονοαξονική φόρτιση που αντιστοιχεί σε γωνία επιβολής φόρτισης, 2α =100  

και µεγέθους 90 MPa κατά τον κατακόρυφο άξονα του δοκιµίου καθώς επίσης 

και για σηµειακή µεγέθους 11450 kN. 

 

7.2.4 Γεωµετρικές ιδιότητες 

Οι γεωµετρικές ιδιότητες ήταν επίσης οι ίδιες µε τα προηγούµενα 

προβλήµατα. Η επίλυση έγινε µε θεώρηση επίπεδης τάσης. Το πάχος του δοκιµίου 

θεωρήθηκε 27 mm. Ο λόγος που χρησιµοποιήθηκε αυτή η θεώρηση αποδείχτηκε 

στην ενότητα 5.3.4. 

 

7.2.5 Στοιχεία επαφής 

 Για τα µοντέλα που επιλύθηκαν, χρησιµοποιήθηκαν στοιχεία επαφής γύρω 

από την εγκοπή. Ο συντελεστής τριβής µεταξύ των χειλών της ρωγµής λήφθηκε ίσος 

µε 0.4 που αντιστοιχεί σε γωνία 220. Ο νόµος τριβής που επιβλήθηκε ήταν τριβή 

τύπου Coulomb. Ο αριθµός των στοιχείων επαφής που χρησιµοποιήθηκαν είναι 364 

και φαίνονται στο σχήµα 7.2. 
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Σχήµα 7.2: Στοιχεία επαφής γύρω από την εγκοπή 

 

7.2.6 Ανάλυση των τάσεων  

Η ανάλυση των τάσεων όπως και στο προηγούµενο πρόβληµα µε την ρωγµή 

έγινε µε την κατασκευή των κατανοµών των αδιάστατων εφαπτοµενικών και 

ακτινικών τάσεων στο επίπεδο της εγκοπής. Οι εφαπτοµενικές και ακτινικές τάσεις 

παρουσιάζονται για τις δυο τάξεις στοιχείων (τετράπλευρα 4 κόµβων και 

τετράπλευρα 8 κόµβων), καθώς επίσης και για τους δυο τύπους φόρτισης (σηµειακή 

και κατανεµηµένη σε γωνία επιβολής 2α =100). Τα δεδοµένα που αναλύονται, 

λήφθηκαν στο επίπεδο της εγκοπής σε διάφορους προσανατολισµούς της, ξεκινώντας 

από την κορυφή της εγκοπής µέχρι το εξωτερικό σύνορο του δίσκου. Οι γωνίες 

προσανατολισµού της ρωγµής φ, ορίζονται δεξιόστροφα από τον οριζόντιο άξονα 

µέχρι το επίπεδο της ρωγµής. Οι γωνίες φ είναι στις 00, 150, 300, 450, 600, 750 και 900. 

Στο σχήµα 7.3 φαίνεται ενδεικτικά το µοντέλο µε εγκοπή σε προσανατολισµό φ = 

450. 
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φ = 450φ = 450

  
 

Σχήµα 7.3: Προσανατολισµός εγκοπής και λήψη δεδοµένων στο επίπεδο της 

Αρχικά στα σχήµατα 7.4 έως και 7.7 παρουσιάζονται οι κατανοµές των 

αδιάστατων εφαπτοµενικών τάσεων για χαµηλής και υψηλής τάξης στοιχεία για τη 

σηµειακή φόρτιση και την κατανεµηµένη, για σκοπούς σύγκρισης µεταξύ των 

στοιχείων. Στη συνέχεια στα σχήµατα 7.8 µέχρι και 7.11 παρουσιάζονται µε την ίδια 

σειρά οι κατανοµές των ακτινικών τάσεων. 
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Σχήµα 7.4: Κατανοµή εφαπτοµενικών τάσεων για σηµειακή φόρτιση και στοιχεία χαµηλής τάξης 
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Σχήµα 7.5: Κατανοµή εφαπτοµενικών τάσεων για σηµειακή φόρτιση και στοιχεία υψηλής τάξης 
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Σχήµα 7.6: Κατανοµή εφαπτοµενικών τάσεων για κατανεµηµένη φόρτιση και στοιχεία χαµηλής 

τάξης 
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Σχήµα 7.7: Κατανοµή εφαπτοµενικών τάσεων για κατανεµηµένη φόρτιση και στοιχεία υψηλής 

τάξης 
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Σχήµα 7.8: Κατανοµή ακτινικών τάσεων για σηµειακή φόρτιση και στοιχεία χαµηλής τάξης 
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Σχήµα 7.9: Κατανοµή ακτινικών τάσεων για σηµειακή φόρτιση και στοιχεία υψηλής τάξης 
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Σχήµα 7.10: Κατανοµή ακτινικών τάσεων για κατανεµηµένη φόρτιση και στοιχεία χαµηλής 

τάξης 
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Σχήµα 7.11: Κατανοµή ακτινικών τάσεων για κατανεµηµένη φόρτιση και στοιχεία υψηλής τάξης 

 

Παρατηρήσεις: 

 Από τις συγκρίσεις των εφαπτοµενικών τάσεων µε στοιχεία χαµηλής τάξης, 

παρατηρείται ότι το µέγεθος των τάσεων στην κορυφή της εγκοπής είναι από     

-17 για (φ=00) µέχρι +10 για (φ=900) και για τους δυο τύπους φόρτισης 

(κατανεµηµένη και σηµειακή). Μετά τείνουν να µηδενιστούν στο εξωτερικό 

σύνορο του δίσκου. Αυτή που δεν µηδενίζεται είναι η καµπύλη για φ =900 διότι 

είναι ακριβώς κάτω από το σηµείο επιβολής της φόρτισης µε αποτέλεσµα την 

δηµιουργία µιας ζώνης συγκέντρωσης τάσεων. 

 Από τις συγκρίσεις των εφαπτοµενικών τάσεων µε στοιχεία υψηλής τάξης, 

παρατηρείται ότι το µέγεθος των τάσεων στην κορυφή της εγκοπής είναι από 

+12 για (φ=900) µέχρι -20 για (φ=00) και για τους δυο τύπους φόρτισης 

(κατανεµηµένη και σηµειακή). Μετά τείνουν να µηδενιστούν στο εξωτερικό 

σύνορο του δίσκου. Αυτή που δεν µηδενίζεται είναι η καµπύλη για φ=900 διότι 

όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως είναι ακριβώς κάτω από το σηµείο 

επιβολής της φόρτισης µε αποτέλεσµα την δηµιουργία µιας ζώνης 

συγκέντρωσης τάσεων.  

 Από τις συγκρίσεις των ακτινικών τάσεων µε στοιχεία χαµηλής τάξης, 

παρατηρείται ότι το µέγεθος των τάσεων στην κορυφή της εγκοπής είναι από -7 

µέχρι +3 και για τους δυο τύπους φόρτισης (κατανεµηµένη και σηµειακή). Μετά 
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τείνουν να µηδενιστούν στο εξωτερικό σύνορο του δίσκου. Αυτή που δεν 

µηδενίζεται είναι η καµπύλη για φ=900 διότι είναι ακριβώς κάτω από το σηµείο 

επιβολής της φόρτισης µε αποτέλεσµα την δηµιουργία µιας ζώνης 

συγκέντρωσης τάσεων. 

 Από τις συγκρίσεις των ακτινικών τάσεων µε στοιχεία υψηλής τάξης, 

παρατηρείται ότι το µέγεθος των τάσεων στην κορυφή της εγκοπής είναι από -9 

µέχρι +3 και για τους δυο τύπους φόρτισης (κατανεµηµένη και σηµειακή). Μετά 

τείνουν να µηδενιστούν στο εξωτερικό σύνορο του δίσκου. Αυτή που δεν 

µηδενίζεται είναι η καµπύλη για φ=900 διότι όπως αναφέρθηκε και 

προηγουµένως είναι ακριβώς κάτω από το σηµείο επιβολής της φόρτισης µε 

αποτέλεσµα την δηµιουργία µιας ζώνης συγκέντρωσης τάσεων.  

 Η µικρή διαφορά στα µεγέθη των τάσεων από την επίλυση µεταξύ των δυο 

τύπων στοιχείων ίσως να οφείλεται στην ακρίβεια που προσφέρουν τα στοιχεία 

υψηλής τάξης.  

 Το σηµαντικότερο συµπέρασµα που εξάγεται και σε αυτή την περίπτωση είναι 

ότι µε την εφαρµογή της πίεσης στον δίσκο, η κορυφή της εγκοπής συµπιέζεται 

όταν έχει προσανατολισµό ίσο µε φ = 00, 150, 300 και 450 µε αποτέλεσµα να 

αναπτύσσονται θλιπτικές εφαπτοµενικές και ακτινικές τάσεις στην κορυφή της 

εγκοπής. Αυτό σηµαίνει ότι το κριτήριο Griffith δεν µπορεί να εφαρµοστεί ούτε 

σε αυτή την περίπτωση διότι προϋποθέτει εφελκυστικές τάσεις στην αιχµή της 

ρωγµής. Αντίθετα όταν ο προσανατολισµός της αιχµής της ρωγµής είναι 

µεγαλύτερος από 450, τότε η κορυφή της εγκοπής δεν συµπιέζεται, µε 

αποτέλεσµα εφελκυστικές εφαπτοµενικές τάσεις επί της κορυφής της εγκοπής 

και άρα το κριτήριο Griffith µπορεί να εφαρµοστεί. Αυτό ισχύει και για τις δυο 

τάξεις στοιχείων και για τους δυο τύπους φόρτισης. 

 

7.2.7 Εφαρµογή του κριτηρίου Griffith 

Εφαρµόζοντας το κριτήριο αστοχίας του Griffith όπως περιγράφηκε στο 

κεφάλαιο 4 και όµοια µε την ενότητα 5.3.8, το κριτήριο µπορεί να µετασχηµατιστεί 

σε πολικές συντεταγµένες. Τα σχήµατα 7.12 και 7.13 δείχνουν την ισοδύναµη τάση 

Griffith για σηµειακή φόρτιση για τα στοιχεία χαµηλής και υψηλής τάξης αντίστοιχα, 

ενώ τα σχήµατα 7.14 και 7.15 δείχνουν επίσης την ισοδύναµη τάση Griffith για 

κατανεµηµένη φόρτιση αυτή την φορά για τα στοιχεία χαµηλής και υψηλής τάξης. 
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Σχήµα 7.12: Ισοδύναµη τάση Griffith για σηµειακή φόρτιση και στοιχεία χαµηλής τάξης 
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Σχήµα 7.13: Ισοδύναµη τάση Griffith για σηµειακή φόρτιση και στοιχεία υψηλής τάξης 
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Σχήµα 7.14: Ισοδύναµη τάση Griffith για κατανεµηµένη φόρτιση και στοιχεία χαµηλής τάξης 
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Σχήµα 7.15: Ισοδύναµη τάση Griffith για κατανεµηµένη φόρτιση και στοιχεία υψηλής τάξης 

 

Παρατηρήσεις: 

Τα σχήµατα των ισοδύναµων τάσεων Griffith που προκύπτουν από την 

εφαρµογή του κριτηρίου αστοχίας ενισχύουν το συµπέρασµα ότι η κορυφή της 

εγκοπής συµπιέζεται όταν έχει προσανατολισµό φ= 00, 150, 300 και 450. Αυτό 

φαίνεται από τα γραφήµατα όπου φαίνονται οι θλιπτικές ισοδύναµες τάσεις Griffith. 

Αντίθετα όταν ο προσανατολισµός της κορυφής της εγκοπής είναι µεγαλύτερος από 

450, τότε η εγκοπή δεν συµπιέζεται. Αυτό φαίνεται από τις εφελκυστικές ισοδύναµες 

τάσεις Griffith στα γραφήµατα και είναι µέγιστες στην κορυφή της εγκοπής. Αυτό 
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σηµαίνει ότι εάν ήταν να ξεκινήσει θραύση του δίσκου, θα ξεκινούσε στην αιχµή της 

ρωγµής. Αυτό ισχύει και για τις δυο τάξεις στοιχείων και για τους δυο τύπους 

φόρτισης. 

 

7.2.8 Ισοτασικές καµπύλες 

Στα σχήµατα 7.16 και 7.17 φαίνονται οι ισοτασικές καµπύλες των οριζόντιων 

και κατακόρυφων τάσεων όταν η εγκοπή έχει προσανατολισµό φ= 00
,  450 και 900. 

 

         
(Α)                                                  (Β) 

                        
 (Γ)                                                  (∆) 

           
 (Ε)                                                   (Ζ) 

 
Σχήµα 7.16: Κατανοµές οριζόντιων τάσεων σxx στον δίσκο και στην κορυφή της εγκοπής 
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(Α)                                                  (Β) 

         
(Γ)                                                  (∆) 

         
(Ε)                                                  (Ζ) 

 
Σχήµα 7.17: Κατανοµές κατακόρυφων τάσεων σyy  στον δίσκο και στην κορυφή της εγκοπής 

 
 

7.2.9 Υπολογισµός συντελεστών έντασης των τάσεων 

 Οι συντελεστές έντασης των τάσεων υπολογίστηκαν για όλες τις περιπτώσεις 

προσανατολισµού της εγκοπής, φ. Οι σχέσεις υπολογισµού αναλύθηκαν στο 

κεφάλαιο 4. Τα σχήµατα 7.18 και 7.19 παρουσιάζουν τον συντελεστή έντασης των 

τάσεων ΚΙ για σηµειακή φόρτιση και κατανεµηµένη αντίστοιχα καθώς επίσης και για 

χαµηλής και υψηλής τάξης στοιχεία, ενώ τα σχήµατα 7.20 και 7.21 παρουσιάζουν τον 

συντελεστή έντασης των τάσεων ΚΙΙ για τις ίδιες περιπτώσεις.  
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Σχήµα 7.18: Συντελεστής έντασης των τάσεων για τύπου Ι ρωγµή και στοιχεία χαµηλής τάξης 
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Σχήµα 7.19: Συντελεστής έντασης των τάσεων για τύπου Ι ρωγµή και στοιχεία υψηλής τάξης 
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Σχήµα 7.20: Συντελεστής έντασης των τάσεων για τύπου ΙΙ ρωγµή και στοιχεία χαµηλής τάξης 
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Σχήµα 7.21: Συντελεστής έντασης των τάσεων για τύπου ΙΙ ρωγµή και στοιχεία υψηλής τάξης 

 

Παρατηρήσεις: 

 Από το σχήµα 7.18 και 7.19, φαίνεται ότι ο συντελεστής έντασης των τάσεων ΚΙ 

είναι αρνητικός για προσανατολισµούς της εγκοπής από 00 µέχρι 150. Για 

προσανατολισµούς εγκοπής µεγαλύτερους από 150, ο συντελεστής έντασης των 
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τάσεων ΚΙ, είναι θετικός. Για τα στοιχεία υψηλής τάξης, ο συντελεστής έντασης 

των τάσεων είναι θλιπτικός από 00 µέχρι 300. Αυτό γίνεται και για τους δυο 

τύπους φόρτισης (σηµειακή και κατανεµηµένη). Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα 

ότι  για γωνίες περίπου µικρότερες των 300, η κορυφή της εγκοπής συµπιέζεται 

και άρα υπάρχει αδυναµία έναρξης θραύσης στην κορυφή της εγκοπής. 

 Από το σχήµα 7.20 και 7.21, φαίνεται ότι ο συντελεστής έντασης των τάσεων 

ΚΙΙ είναι αρνητικός για τους προσανατολισµούς της εγκοπής από 00 µέχρι 450. 

Για προσανατολισµούς της εγκοπής µεγαλύτερους από 450, ο συντελεστής 

έντασης των τάσεων γίνεται θετικός. Αυτό γίνεται για τους δυο τύπους φόρτισης 

και για τα δυο είδη στοιχείων. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι για 

προσανατολισµούς από 00 µέχρι 450, οι διατµητικές τάσεις που αναπτύσσονται 

στην κορυφή της εγκοπής επιδρούν παράλληλα στο επίπεδο της και σε αντίθετη 

κατεύθυνση. 
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8 Συµπεράσµατα και Προτάσεις 

 

8.1 Συµπεράσµατα 
Η παρούσα εργασία µελετά το πρόβληµα της αντιδιαµετρικής φόρτισης 

δοκιµίων µε ρωγµή και εγκοπή στο κέντρο τους µε την βοήθεια της Μεθόδου των 

Πεπερασµένων Στοιχείων. Η αριθµητική επίλυση µε την Μέθοδο των Πεπερασµένων 

Στοιχείων, πραγµατοποιήθηκε σε δύο διαστάσεις µε την θεώρηση επίπεδης τάσης. Η 

διακριτοποίηση των µοντέλων έγινε µε τρόπο ώστε οι διαστάσεις τους να είναι 

πραγµατικές. ∆ηµιουργήθηκαν µοντέλα χωρίς τις σιαγώνες φόρτισης αλλά και µε τις 

σιαγώνες φόρτισης χρησιµοποιώντας στοιχεία επαφής. Το υλικό προσοµοιώθηκε σαν 

ελαστικό, οµογενές και ισότροπο. Οµοίως και η χαλύβδινη συσκευή φόρτισης η 

οποία χρησιµοποιήθηκε για την µεταφορά και οµοιόµορφη κατανοµή του φορτίου, 

προσοµοιώθηκε επίσης σαν ελαστική, οµογενής και ισότροπη. Τα αποτελέσµατα που 

προέκυψαν από την αριθµητική επίλυση συγκρίθηκαν µε αναλυτικές λύσεις κλειστής 

µορφής όπου διαπιστώθηκε η ακρίβεια της προσοµοίωσης  

Η µελέτη αυτή στο πρώτο µέρος της επικεντρώνεται στην εύρεση των 

κατανοµών των εφαπτοµενικών και ακτινικών τάσεων από παραµετρική διερεύνηση 

της γωνίας επιβολής φορτίου (2α), ξεκινώντας από σηµειακή φόρτιση µέχρι 

κατανεµηµένη επάνω σε µήκος τόξου του δίσκου που αντιστοιχεί σε 150, µε 

µοναδιαίο βήµα σε άρρηκτο δίσκο παράλληλα, εφαρµόζεται και το κριτήριο αστοχίας 

του Griffith. Το δεύτερο µέρος της εργασίας επικεντρώνεται στην εύρεση των 

κατανοµών των εφαπτοµενικών και ακτινικών τάσεων από την επίλυση του δίσκου 

µε την εισαγωγή µιας µαθηµατικής ρωγµής. Υπολογίζονται οι συντελεστές έντασης 

των τάσεων και εφαρµόζεται το κριτήριο αστοχίας του Griffith. Το τρίτο και 

τελευταίο µέρος της µελέτης επικεντρώνεται στην εύρεση των κατανοµών των 

εφαπτοµενικών και ακτινικών τάσεων από την επίλυση του δίσκου µε την εισαγωγή 

µιας εγκοπής. Υπολογίζονται οι συντελεστές έντασης των τάσεων και εφαρµόζεται το 

κριτήριο αστοχίας του Griffith όπως και στην προηγούµενη περίπτωση. Η επίλυση 

των πιο πάνω προβληµάτων έγινε µε στοιχεία χαµηλής και υψηλής τάξης έτσι ώστε η 

µεταβολή στη κατανοµή των µεγεθών να είναι πιο εµφανής. 
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Ανακεφαλαιώνοντας, από την εργασία αυτή προέκυψαν τα ακόλουθα 

συµπεράσµατα: 

 

 Από την επίλυση του άρρηκτου δίσκου 

 

1 Από την επίλυση που έγινε για έλεγχο της επίπεδης κατάστασης, η διαφορά των 

αποτελεσµάτων που προέκυψαν µε θεώρηση επίπεδης τάσης από θεώρηση 

επίπεδης παραµόρφωσης είναι της τάξης του τρίτου δεκαδικού ψηφίου. 

Εποµένως η θεώρηση επίλυσης δεν επηρεάζει το αποτέλεσµα της 

προσοµοίωσης. 

2 Από την παραµετρική επιβολή φόρτισης παρατηρήθηκε ότι για µικρές γωνίες 

επιβολής φορτίου 2α, δηµιουργείται µια ζώνη συγκέντρωσης τάσεων κάτω από 

το σηµείο επιβολής των συνοριακών συνθηκών µε αποτέλεσµα το δοκίµιο εάν 

ήταν σε εργαστηριακές συνθήκες να κινδύνευε να αστοχήσει τοπικά κάτω από 

το σηµείο επιβολής της φόρτισης. Το φαινόµενο αυτό είναι πιο έντονο µε την 

παρουσία των σιαγώνων φόρτισης. 

3 Με την παραµετρική διερεύνηση της γωνίας επιβολής της φόρτισης 2α, 

παρατηρήθηκε ότι οι κατανοµές των εφαπτοµενικών και ακτινικών τάσεων στο 

κέντρο του άρρηκτου δίσκου µεταβάλλονται ελάχιστα. Αυτό σηµαίνει ότι είτε 

σηµειακή φόρτιση χρησιµοποιηθεί είτε κατανεµηµένη, το αποτέλεσµα στο 

κέντρο του δίσκου θα είναι περίπου το ίδιο και άρα η έναρξη της θραύσης 

µπορεί να ξεκινήσει στο κέντρο του δίσκου. 

4 Με την αλλαγή του προσανατολισµού της γραµµής µελέτης Θ, παρατηρείται ότι 

οι κατανοµές των εφαπτοµενικών και ακτινικών τάσεων είναι πιο οµοιόµορφες 

κατά την κατακόρυφη διεύθυνση Οy από ότι στην Οx και υπάρχει συµµετρία ως 

προς τους άξονες αυτούς. 

5 Ο αναµενόµενοι συντελεστές συγκέντρωσης των τάσεων qxx (-2) και qyy (6) για 

την περίπτωση του ισότροπου υλικού όπως προτείνεται από την ∆ιεθνή Ένωση 

Μηχανικής Πετρωµάτων (ISRM), επαληθεύονται επακριβώς στο κέντρο του 

δίσκου. 

6 Η σύγκριση που πραγµατοποιήθηκε µε τις αναλυτικές λύσεις κλειστής µορφής, 

παρατηρείται σχεδόν πλήρης σύγκλιση αριθµητικών και αναλυτικών λύσεων. 

Μικρή διαφορά αλλά αµελητέα είναι στο σηµείο επιβολής της φόρτισης. 
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7 Από την εφαρµογή του κριτηρίου Griffith, παρατηρείται ότι η µέγιστη 

συγκέντρωση τάσεων είναι στο κέντρο του δίσκου και άρα η θραύση θα 

ξεκινούσε σίγουρα στο κέντρο του για όλες τις γωνίες επιβολής φόρτισης. 

Εξαίρεση αποτελεί η γωνία επιβολής φόρτισης 2α = 10 που δεν συµφωνεί µε τα 

υπόλοιπα αποτελέσµατα, όµως θα µπορούσε να θεωρηθεί ότι είναι αριθµητικό 

σφάλµα αφού παρουσιάζεται στην επίλυση. 

8 Από την επίλυση µε σιαγώνες φόρτισης, παρατηρείται η δηµιουργία µιας ζώνης 

διάτµησης ακριβώς κάτω από το σηµείο επαφής του χάλυβα µε τον δίσκο. 

 

 Από την επίλυση του ρηγµατωµένου δίσκου 

 

9 Από την επίλυση του ρηγµατωµένου δίσκου, παρατηρείται τοπική συγκέντρωση 

τάσεων στην αιχµή της ρωγµής. Οι τάσεις αυτές έχουν εφελκυστικό χαρακτήρα 

όταν ο προσανατολισµός της ρωγµής φ, είναι µεγαλύτερος από 450 και θλιπτικό 

χαρακτήρα όταν ο προσανατολισµός της ρωγµής είναι µικρότερος από 450. 

Αυτό σηµαίνει ότι η ρωγµή κλείνει και δεν επιτρέπει την διάδοση της καθώς 

επίσης και την εφαρµογή του κριτηρίου αστοχίας Griffith. 

10 Παρατηρείται συµµετρία στη κατανοµή του τασικού πεδίου ως προς τον κύριο 

άξονα ρωγµής αφού θεωρείται σαν επίπεδη έλλειψη. 

11 Όταν οι ρωγµές είναι κεκλιµένες, παρατηρείται συγκέντρωση τάσεων 

εφελκυστικού χαρακτήρα στο πάνω άκρο της αιχµής και όχι µπροστά στην 

αιχµή της ρωγµής. Αυτό είναι σε πλήρη συµφωνία µε την θεωρία του Griffith 

που υποστηρίζει ότι όταν µια κεκλιµένη ρωγµή υποβληθεί σε θλιπτικό εντατικό 

πεδίο, η ρωγµή δεν θα ξεκινήσει από το επίπεδο της να διαδίδεται αλλά σε µια 

γωνία σε σχέση µε αυτό. 

12 Η εύρεση των συντελεστών έντασης των τάσεων, οδηγεί στο συµπέρασµα ότι οι 

ρωγµές είναι τύπου Ι µόνο όταν ο προσανατολισµός της ρωγµής είναι 00 και 900. 

Για οποιαδήποτε άλλη γωνία µέσα σε αυτό το πεδίο τιµών, η ρωγµή είναι µικτού 

τύπου, Ι και ΙΙ. Επίσης για γωνίες προσανατολισµού των ρωγµών µικρότερες 

από 600, ο συντελεστής έντασης των τάσεων τύπου Ι είναι θλιπτικός. Αυτό 

ενισχύει το προηγούµενο συµπέρασµα του κλεισίµατος της ρωγµής µε την 

ανάπτυξη θλιπτικού τασικού πεδίου επί της αιχµής της ρωγµής.  

13 Από την επίλυση µε σιαγώνες και την παραµετρική διερεύνηση επιρροής του 

µήκους της ρωγµής 2L, παρατηρήθηκε το κλείσιµο της ρωγµής και σε αυτή την 
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περίπτωση όταν ο προσανατολισµός ήταν µικρότερος από 450. Ενδιαφέρον 

παρουσίασε το µήκος ρωγµής 10 mm όπου ο προσανατολισµός δεν επηρέασε το 

κλείσιµο της ρωγµής ούτε για την περίπτωση των 900. Αυτό οφείλεται στην 

περιστροφή της έλλειψης κατά την επιβολή της φόρτισης. Η περιστροφή αυτή 

δεν είναι συµµετρική ως προς τον άξονα της και άρα η ρωγµή κλείνει για όλους 

τους προσανατολισµούς που διερευνήθηκαν, µιας και έχει και πολύ µικρό µήκος 

2L. 

14 Σε όλες τις περιπτώσεις επίλυσης (χωρίς και µε σιαγώνες φόρτισης), 

παρατηρήθηκε τοπική συγκέντρωση τάσεων γύρω από την αιχµή της ρωγµής, 

είτε θλιπτικού είτε εφελκυστικού χαρακτήρα. Στο κέντρο του δίσκου όµως 

επικρατούσε µέγιστο εντατικό πεδίο. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι η 

παρουσία τουλάχιστον µιας ρωγµής που εξετάστηκε δεν είναι ικανή να 

επηρεάσει την έναρξη της θραύσης στο κέντρο του δίσκου, χωρίς να σηµαίνει 

ότι δεν θα ξεκινούσε να διαδίδεται και η ρωγµή από την αιχµή της 

δευτερογενώς.  

15 Από την εφαρµογή του κριτηρίου Griffith, παρατηρείται ότι η µέγιστη 

συγκέντρωση τάσεων είναι στην αιχµή της ρωγµής και άρα η θραύση θα 

ξεκινούσε σίγουρα από την αιχµή της για τις περιπτώσεις όπου η φ > 450. 

Σηµειώνεται ότι ο έλεγχος του κριτηρίου Griffith έγινε µόνο στο επίπεδο της 

ρωγµής ξεκινώντας από τη αιχµή προς το εξωτερικό σύνορο του δίσκου. Ο 

έλεγχος από το κέντρο του δίσκου προς το εξωτερικό σύνορο του δεν 

πραγµατοποιήθηκε αφού έγινε στην περίπτωση του άρρηκτου δίσκου και 

αποδείχτηκε η θραύση στο κέντρο. Τα όρια εφαρµογής του κριτηρίου σε αυτή 

την περίπτωση είναι στο αν η θραύση θα ξεκινούσε στην αιχµή της ρωγµής για 

τους προκαθορισµένους προσανατολισµούς της όπως µελετήθηκε. 

16 Τελικά ο χειρότερος προσανατολισµός της ρωγµής αποδείχτηκε να είναι στις 

450 όπου η συγκέντρωση τάσεων είναι µέγιστη και θλιπτικού χαρακτήρα. 

17 Η προσοµοίωση µε τις σιαγώνες φόρτισης φαίνεται να προσεγγίζει πιο καλά την 

πραγµατικότητα και προκύπτει ότι η παρουσία ρωγµών στον δίσκο δεν είναι 

ικανές να επηρεάσουν την θραύση στο κέντρο του. Από την ανάλυση που 

πραγµατοποιήθηκε, φαίνεται να δηµιουργείται συγκέντρωση τάσεων γύρω από 

την αιχµή της ρωγµής, αλλά δεν είναι µεγαλύτερες σε µέγεθος από αυτές που 

δηµιουργούνται στο κέντρο του δίσκου. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα ότι είναι 
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η πιθανή έναρξη δευτερογενούς θραύσης στην αιχµή της προκαθορισµένης 

ρωγµής αλλά δεν θα επηρεάσει την θραύση στο κέντρο του δίσκου. 

 

 Από την επίλυση του δίσκου µε εγκοπή 

 

18 Από την επίλυση του δίσκου µε εγκοπή, παρατηρείται τοπική συγκέντρωση 

τάσεων στην κορυφή της εγκοπής. Οι τάσεις αυτές έχουν εφελκυστικό 

χαρακτήρα όταν ο προσανατολισµός της εγκοπής φ, είναι µεγαλύτερος από 450 

και θλιπτικό χαρακτήρα όταν ο προσανατολισµός της εγκοπής είναι µικρότερος 

από 450. Αυτό σηµαίνει ότι η κορυφή της εγκοπής συµπιέζεται και δεν επιτρέπει 

την έναρξη θραύσης στην κορυφή της καθώς επίσης και την εφαρµογή του 

κριτηρίου αστοχίας Griffith. 

19 Όταν οι εγκοπές είναι κεκλιµένες, παρατηρείται συγκέντρωση τάσεων 

εφελκυστικού χαρακτήρα στο πάνω άκρο της εγκοπής και όχι στην κορυφή της. 

Αυτό είναι και πάλι σε πλήρη συµφωνία µε την θεωρία του Griffith που 

υποστηρίζει ότι όταν µια κεκλιµένη ρωγµή υποβληθεί σε θλιπτικό εντατικό 

πεδίο, η εγκοπή δεν θα ξεκινήσει από το επίπεδο της να διαδίδεται αλλά σε µια 

γωνία σε σχέση µε αυτό. 

20 Η εύρεση του συντελεστή έντασης των τάσεων ΚΙ, είναι αρνητικός για 

προσανατολισµούς της εγκοπής από 00 µέχρι 300. Αυτό οδηγεί στο συµπέρασµα 

ότι  για γωνίες περίπου µικρότερες των 300, η κορυφή της εγκοπής συµπιέζεται 

και άρα υπάρχει αδυναµία έναρξης θραύσης στην κορυφή της εγκοπής. Η 

εύρεση του συντελεστή έντασης των τάσεων ΚΙΙ όµως, είναι αρνητικός για τους 

προσανατολισµούς της εγκοπής από 00 µέχρι 450. Αυτό σηµαίνει ότι οι 

διατµητικές τάσεις που αναπτύσσονται στην κορυφή της εγκοπής επιδρούν 

παράλληλα στο επίπεδο της και σε αντίθετη κατεύθυνση. ∆ηλαδή εάν η εγκοπή 

ήταν σε προσανατολισµό από 00 µέχρι 450 και ήταν να ξεκινήσει θραύση στην 

κορυφή της εγκοπής, αυτή θα ξεκινούσε λόγω διάτµησης και όχι λόγω 

εφελκυσµού. 

  

8.2 Προτάσεις 
Για την περαιτέρω µελέτη του προβλήµατος της αντιδιαµετρικής φόρτισης 

δίσκων µε ρωγµή και εγκοπή στο κέντρο τους, προτείνεται: 
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 Η εύρεση αναλυτικής λύσης που λαµβάνει υπόψη τις ρωγµές και τις εγκοπές για 

να µπορέσει να γίνει δυνατή η εφαρµογή της παρούσας εργασίας µέσω της 

σύγκρισης των αποτελεσµάτων που επιτεύχθηκαν µε την Μέθοδο των 

Πεπερασµένων Στοιχείων. 

 Η αλλαγή στις ιδιότητες του υλικού έτσι ώστε να ανταποκρίνεται στις 

πραγµατικές συνθήκες κάποιου πετρώµατος για την λεπτοµερέστερη εξαγωγή 

αποτελεσµάτων σχετικά µε το πεδίο τάσεων και παραµορφώσεων.  

 Η µελέτη λαµβάνοντας υπόψη τις τρεις διευθύνσεις ανισοτροπίας του ή και η 

µελέτη του προβλήµατος µε τη θεώρηση εγκάρσιας ισοτροπίας. Επίσης το 

πρόβληµα τα µπορούσε να µελετηθεί όσο αφορά την επίδραση στο µέγεθος (size 

effect) των δοκιµίων, µε βάση την θεωρία του Carpinteri. καθώς είναι γνωστό 

ότι οι αντοχές των υλικών εξαρτώνται και από το µέγεθος των δοκιµίων. 

 Η εκτέλεση εργαστηριακών δοκιµών όπου είναι δυνατό, (διότι για το πρόβληµα 

µε την µαθηµατική ρωγµή είναι σχεδόν αδύνατο να µορφοποιηθούν δοκίµια), 

για την σύγκριση των αριθµητικών αποτελεσµάτων που λήφθηκαν µε την 

Μέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων. 
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