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Θεώρηµα 3.2. (Egorov)   Έστω µια ακολουθία συναρτήσεων 
n

f  τέτοια ώστε 

n
f f→  σχεδόν παντού στον E  µε  ( ) .Eµ ∞<  Τότε για 0n>  δοσµένο, υπάρχει 

A E⊂   µε  ( )A nµ <  τέτοιο ώστε 
n

f f→  οµοιόµορφα στο \ .E A  
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∫ ∫ ∫ ∫ . 

Οµοίως,                                         

                          ( ) ( ) ( )
2

22 2
22 2

2
- - - -

- - - -1
n n n n

q
s q

ss sq q ss q s
s qq

n n n n
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⋅ − −

 
≤ ⋅ = ⋅ 
 

∫ ∫ ∫ ∫ . 

 

Από τις προηγούµενες δυο ανισότητες και τις (3.12),(3.13) παίρνουµε ότι  

 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 1 2
1 2

- -

2
- - - - -

1, n n

p q
s s

p s ss s
s p s q

n n n n np U U
u c u U Uµ υ µ− −

 
 ≤ ⋅ + ⋅
  
∫ ∫  

                             ( ) ( )
1 2

1 2
- - - -

1 1, 1,

s s
p q

s p s q
n n n np q

c u U Uµ υ µ− −
 

≤ ⋅ + ⋅ 
 

                           (3.14) 

και 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 21 2
1 2

- -

- - - - -

21, n n

p q
s s

q s ss s
s p s q

n n n n nq V V
c u V Vυ µ υ µ− −
 
 ≤ ⋅ + ⋅
  
∫ ∫  

                            ( ) ( )
1 2

1 2
- - - -

3 1, 1,

s s
p q

s p s q
n n n np q

c u V Vµ υ µ− −
 

≤ ⋅ + ⋅ 
 

                              (3.15) 

 

Προσθέτοντας κατά µέλη τις (3.14) και (3.15) έχουµε ότι  

 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2

1 1 2 2
- - - - - - - -

41, 1, 1, 1,

s s s s
p q p q

s p s p s q s q
n n n n n n n np q p q

u c u U V U Vυ µ µ υ µ µ− − − −
    

+ ≤ ⋅ + + ⋅ +    
    

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2

1 1 2 2
- - - - - - - -

51, 1, 1, 1,
max ,

s s s s
p q p q

s p s p s q s q
n n n n n n n np q p q

u c U V U V uυ µ µ µ µ υ− − − −
    

+ ≤ ⋅ + + ⋅ +         
 

Άρα 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 2

1 1 2 2
- - - -

51 max ,
s s s s

s p s p s q s q
n n n n

c U V U Vµ µ µ µ− − − −
    

≤ ⋅ + +         
. 

 

Από την παραπάνω σχέση συµπεραίνοµε ότι  ( )-

nUµ ε>  ή  ( )-

nVµ ε>  για κάποιο 

0ε> . Εφαρµόζοντας το θεώρηµα του Egorov (που διατυπώνεται παρακάτω)   

συµπεραίνουµε ότι η οι 
n

u  και 
n

υ  θα συγκλίνουν οµοιόµορφα στις 1u  και 1υ  

αντίστοιχα εκτός από ένα σύνολο θετικού µέτρου το οποίο όµως έρχεται σε αντίθεση 

µε τις τελευταίες δυο ανισότητες, άτοπο. 
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∆ιαλέγοντας  -

n
uφ ≡  και -

n
ψ υ≡  θα έχοµε  

 

 

- - -

- - - -

n n n

p p

n n n n n n n n
U U U

u dx u dx u u dx
α βλ λ υ υ′ = +∫ ∫ ∫        

και 

- - -

- - - -

n n n

q q

n n n n n n n n
V V V

dx dx u u dx
α β

υ λ υ λ υ υ′ = +∫ ∫ ∫  

 

Επειδή οι συναρτήσεις 
-

n n
u υ +

 και  
-

n nu υ+  είναι αρνητικές, από τις παραπάνω εξισώσεις 

παίρνοµε ότι  

 

- - -

- - - - - -

n n n

p p

n n n n n n n n
U U U

u dx u dx u u dx
α β

λ λ υ υ′ ≤ +∫ ∫ ∫        

και 

- - -

- - - - - -

n n n

q q

n n n n n n n n
V V V

dx dx u u dx
α β

υ λ υ λ υ υ′ ≤ +∫ ∫ ∫  

 

Από τις ανισότητες των Young και Holder θα έχοµε ότι  

 

- - - -

1 1
- - - - - - - -

n n n n

p q

n n n n n n n n
U U U U

u u dx u dx u dx dx
α αβ β
υ υ υ υ

+ +
= ≤ +∫ ∫ ∫ ∫  

 

Άρα       

 

                                ( ) - -

- - -

11, ( ) ( )p q
n n

p p q

n n np L U L U
u uλ η υ ≤ + +  

                                (3.12) 

 

Οµοίως, 

 

                                ( ) - -

- - -

11, ( ) ( )q p
n n

q q p

n n nq L V L V
uυ λ η υ ≤ + +  

                                (3.13) 

 

Έστω ότι 1s p>  και 2s q> .  Τότε 1- s

nu L∈  και συνεπώς 
1

-

s
p

p

nu L∈ . 

Χρησιµοποιώντας την  ανισότητα του Holder έχουµε    

 

                                                 1-
1

- -1 1
n

p p

sn n sU
p

p

u u ′ 
 
 

⋅ ≤ ⋅∫ ,  

όπου  

                                             

1

1 1

1 11

s

s sp

sp s p

p

′ 
= =  −  −

. 

Άρα    
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( )( )-2 -2

1 1 1 -  
q q

n n n
I

dxυ υ υ υ υ υ′ ′ ′ ′ ′ ′− =∫  

 

( )( ) ( )( )-2 -2

1 1 1 1 1 1 1 -     -  
q q

n n n n n n n n n
I I

dx u u u u dx
α β α β

λ υ υ υ υ υ υ λ υ υ υ υ− + −∫ ∫  

( ) ( )-2

1 1 1 1 1 1 1  

 

q

n n
I I

dx u u dx
α βλ λ υ υ υ υ υ + − − + ∫ ∫  

Χρησιµοποιώντας τη συµπάγεια του τελεστή J�  και την µονοτονία του  

p -Λαπλασιανού  τελεστή έχουµε ότι   

   

1

p p

n
I I

u dx u dx′ ′→∫ ∫        και 

 

                                             1

q q

n
I I

dx dxυ υ′ ′→∫ ∫  

 

Ορισµός 3.1  Έστω E ένας γραµµικός χώρος µε νόρµα µε την ιδιότητα , αν ( )n
x  

ακολουθία στον E , x E∈ , 1
n

x = , και 1x = , τότε από την σχέση 

 

1
2

nx x+
→  

Θα έχοµε 

0.nx x− →  

Τέτοιοι χώροι λέγονται αυστηρά κυρτοί. 

 

Πρόταση 3.1  Έστω ( )ny  ακολουθία στον E  και y ένα στοιχείο του E  τέτοιο ώστε 

n
y y→  

και 

n
y y→   ασθενώς. 

Τότε  

0ny y− → . 

 

Από την αυστηρή κυρτότητα του ( )1,p

0W I  και του  ( )1,q

0W I  συνάγοµε ότι  

1 1( , ) ( , )
n n

u uυ υ→  ισχυρά στον E . Για ένα συγκεκριµένο n∈�   και για κάθε 

( , ) Eφ ψ ∈  έχουµε ότι  

 
-2 -2p p

n n n n n n n n n
I I I

u u dx u u dx u dx
α βφ λ φ λ υ υ φ′ ′ ′ = +∫ ∫ ∫  

και  
-2 -2q q

n n n n n n n n n
I I I

dx dx u u dx
α βυ υ ψ λ υ υ ψ λ υ ψ′ ′ ′ = +∫ ∫ ∫  

 

Έστω ότι  ( ){ }- : 0n nU x I u x= ∈ <  και  ( ){ }- : 0n nV x I xυ= ∈ <  . Θα πρέπει  

( )- 0
n

Iµ >  όπου - - -

n n nI U V= ∪ . Ορίζουµε  ( )- min 0,n nu u=  και ( )- min 0,n nυ υ= . 
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1

( , )
( , )

( , )

I u
I u

J u

υ
λ υ λ

υ
∗ ∗∗ ∗

∗
∗ ∗

≥ = ≥  

 

η οποία είναι αντίθετη στην αρχική µας υπόθεση. 

 

ii) Στη συνέχεια θα δείξοµε ότι το σύνολο των ιδιοσυναρτήσεων που αντιστοιχούν 

στην πρώτη ιδιοτιµή  1λ  είναι το:  

 

2 1 1( , ) : 0

p

qE cu c cυ
  

= ± > 
  

. 

 

Έστω ότι το ( , )u υ  είναι ένα ιδιοζεύγος του συστήµατος (3.2) που αντιστοιχεί στην 

ιδιοτιµή 1λ . Αν 0uυ ≥  τότε τα δεξιά µέλη των εξισώσεων στα συστήµατα (3.1) και 

(3.2) ταυτίζονται και άρα το 1( , , )uλ υ   θα είναι ιδιοζεύγος του (3.1). Από την άλλη 

δεν µπορούµε να έχουµε  0uυ <  σε ένα σύνολο µε θετικό µέτρο γιατί τότε 

 

1 1

( , ) ( , )

( , ) ( , )

I u I u

J u J u

υ υ
λ λ

υ υ
= > =
�

, 

που είναι άτοπο. 

 

 

 

     iii) Στην παράγραφο αυτή θα δείξοµε ότι η πρώτη ιδιοτιµή 1λ  είναι αποµονωµένη 
µε την έννοια ότι υπάρχει 0η >  τέτοιο ώστε το διάστηµα 1(0, )λ η+  να µην περιέχει 

καµία άλλη ιδιοτιµή εκτός της 1λ . 

Υποθέτουµε ότι υπάρχει µια ακολουθία  ( , , )
n n n

uλ υ  του (3.2)  τέτοιο ώστε 1n
λ λ→ . 

Από τις ιδιότητες της 1λ  ξέρουµε ότι 1n
λ λ≥  άρα µπορούµε να υποθέσουµε ότι  

1 1( , )
n

hλ λ λ∈ +  για κάποιο 0h > . Χωρίς περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε ότι 

( , ) 1 ,  n nu nυ = ∀ ∈� . Υπάρχει λοιπόν ( , )u Eυ ∈��  τέτοιο ώστε ( , ) ( , )
n n

u uυ υ→ ��  

ασθενώς  και από την simplicity της 1λ  παίρνουµε ότι 1 1( , ) ( , )u uυ υ=��  ή 

1 1( , ) ( , )u uυ υ= − −�� . Υποθέτουµε λοιπόν ότι 1 1( , ) ( , )
n n

u uυ υ→  ασθενώς στον E . Για 

οποιαδήποτε  ζεύγος  ιδιοσυναρτήσεων  ( , )
n n

u υ  πολλαπλασιάζοντας την πρώτη 

εξίσωση του (3.2) µε  1-
n

u u  και ολοκληρώνοντας κατά  µέλη θα έχουµε 

 

( )( )-2 -2

1 1 1 -  
p p

n n n
I

u u u u u u dx′ ′ ′ ′ ′ ′− =∫  

 

( )( ) ( )( )-2 -2

1 1 1 1 1 1 1 -     -  
p p

n n n n n n n n n
I I

u u u u u u dx u u u u dx
α β α β

λ λ υ υ υ υ− + −∫ ∫  

( ) ( )-2

1 1 1 1 1 1 1  

 

p

n n
I I

u u u u dx u dx
α βλ λ υ υ + − − + ∫ ∫                                 

Από την δεύτερη εξίσωση του (3.2)  οµοίως παίρνουµε ότι 
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3.3  Το ∆εύτερο Σύστηµα 

 
Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζοµε την απόδειξη του θεωρήµατος 2. 

 

i) Θα δείξοµε ότι τα συστήµατα (3.1) και (3.2) µοιράζονται την ίδια πρώτη θετική 

ιδιοτιµή 1λ . Σηµειώνοµε ότι δεν είναι γνωστό αν το δεύτερο σύστηµα έχει αρνητικές 

ιδιoτιµές. 

Παρατηρούµε ότι για θετικές λύσεις τα συστήµατα (3.1) και (3.2) ταυτίζονται,   

οπότε αν το 1 1 1( , , )uλ υ  είναι ένα  ιδιοζεύγος για το πρώτο σύστηµα τότε θα είναι 

επίσης ιδιοζεύγος και για το δεύτερο. Υποθέτουµε λοιπόν ότι υπάρχει ένα µη 

τετριµµένο ιδιοζεύγος ( , , )uλ υ∗ ∗ ∗  του (3.2) τέτοιο ώστε 10 λ λ∗< < . Τότε θα ικανο-

ποιείται η ακόλουθη ισότητα: 

 

( , )

( , )

I u

J u

υ
λ

υ
∗ ∗

∗
∗ ∗

=
�

               (3.8) 

µε  ( , ) 0J u υ∗ ∗ >� , µε το (.,.)J�  να δίνεται από τη σχέση: 

 

1 1
( , )

p q

I I I
J u u u u

p q

α βα β
υ υ υ υ

+ +
= + +∫ ∫ ∫� . 

 

Παρατηρούµε επίσης ότι ο (.,.)J�  είναι συµπαγής. Από την (3.8) έχουµε ακόµα ότι   

 

                                     
( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

I u J u I u

J u J u J u

υ υ υ
λ

υ υ υ
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= ≥
�

                                      (3.9) 

 

επειδή                                   

( , )
1

( , )

J u

J u

υ
υ

∗ ∗

∗ ∗

≥
�

. 

 

Κανονικοποιώντας το ιδιοζεύγος ( , )u υ∗ ∗ : 

 

[ ]1/
:

( , )
p

u
u

J u υ
∗∗

∗ ∗

=   και 
[ ]1/

:
( , )

q
J u

υ
υ

υ
∗∗

∗ ∗

= , 

 

παίρνοµε ότι  

                                                       
( , )

( , )
( , )

I u
I u

J u

υ
υ

υ
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

=                                        (3.10) 

 

και                                       

                                                           ( , ) 1J u υ∗ ∗ =                                                 (3.11) 

 

Από τις σχέσεις (3.8)-(3.11) καταλήγοµε στην  
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2 1

1 2

1 1
1 1 1 12 1

1 2 1 2

1 2

( ) ( )1 1
  

( ) ( )

p q

p q

θ θα β
α β α β

θ θ

ω ωα β
ω ω ω ω

ω ω

+ +
+ + + +   ′ ′+ +

≤ +   ′ ′   
   

= 1 1 1 1

1 1 2 2 2 1

1 1
( ) ( )   ( ) ( )p a p q q a

p q

β βα β
ω ω ω ω ω ω− + + + − ++ +

′ ′ ′ ′⋅ + ⋅ . 

 
 

Άρα     

1 1 1 1 1 1

1 2 1 1 2 2 2 1

1 1
( ) ( )  -  ( ) ( ) 0p a p q q a

p q

α β β βα β
ω ω ω ω ω ω ω ω+ + − + + + − ++ +

′ ′ ′ ′− ⋅ ⋅ ≤  

το οποίο είναι άτοπο εκτός αν  1 1 1cω ω′=  και  2 2 2cω ω′=  για κάποια  1c  και  2c . 

Όµως τότε 
 

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2- - ( ( )) (- ( )) ( ) ( ) ( )p p p

p p p
c c c c c

α β α βω ω ω λ ω ω ω− − − + +′ ′ ′ ′ ′ ∆ = ∆ = ∆ ≤ +  .   

 

∆ιαιρώντας µε  1

1

pc − κατά µέλη παίρνοµε  

 
1 1 1 1

1 1 1 2 1 2- ( ) ( ) ( )p p

p
c c
α β α βω λ ω ω ω− + − + +′ ′ ′ ′ ∆ ≤ +      

 

επειδή όµως έχουµε υποθέσει ότι  

 
1 1

1 1 1 2- ( ) ( ) ( )p

p

α βω λ ω ω ω− +′ ′ ′ ′ ∆ ≥ +   

θα έχοµε    
1 1

1 2 1p
c c
α β+ − + ≥ . 

 

Οµοίως, δουλεύοντας για το 2υ παίρνουµε ότι 1 1

1 2 1q
c c
α β+ + − ≥ . Έτσι 1 2

q

pc c=  οπότε  

1 2 1 2( , )  ( , )
p

qc cω ω ω ω′ ′ = . 

 

Επιλέγοντας στα προηγούµενα 1λ λ=  και 1 1( , )u υ  αντί για 1 2( , )ω ω  και συνδυάζοντας 

το γεγονός ότι τα θετικά ιδιοζεύγη είναι της µορφής 1 1( , )p q
cu c υ  για κάποιο 0c > , 

και παρατηρώντας επιπρόσθετα ότι αν ( , )u υ είναι ένα ιδιοζεύγος τότε και τα 

( , ), ( , - ), ( , - )u u uυ υ υ− −  είναι επίσης ιδιοζεύγη, καταλήγοµε στο  επιθυµητό αποτέ-

λεσµα.   

 

Με την ίδια τεχνική µπορούµε να δείξουµε ότι οι θετικές λύσεις στο I  αντιστοιχούν 

µόνο στην πρώτη ιδιοτιµή. Πράγµατι, αν υποθέσοµε ότι υπάρχει ένα ιδιοζεύγος  
*

2 2( , , )uλ υ  για το σύστηµα (3.5) τέτοιο ώστε *

1 2, 0uλ λ> ≥ και 2 0υ ≥  σχεδόν 

παντού στο I  τότε το 1 1( , )u υ  είναι λύση του συστήµατος (3.4) µε *λ λ= και το 

2 2( , )u υ ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες .Τότε όµως  2 2 1 1( , )  ( , )
p

qu cu cυ υ=  για 

κάποιο 0c > , άτοπο. 

 



 28 

( )1 1

1 1 21

1

0  -  ( )  -  ( ) ( )
( )

p
p

p

pI I

α βφ
φ λ ω ω ω

ω
− +

−
′ ′ ′ ′≤

′∫ ∫  

1
11 1

21 1

1 1

( ) ( )
 -   -  ( )

( ) ( )

p
p

p p

p pI I I

α
βω ω

φ λ φ λ φ ω
ω ω

−
+

− −

′ ′
′ ′= ⋅ ⋅ ⋅

′ ′∫ ∫ ∫ . 

 

Υποθέτοντας στην προηγούµενη ανισότητα ότι  1φ ω→   στο  ( )1,

0

p
W I  έχοµε  

 

1 1

1 1 1 1 20 ( )  -   -  ( ) ( )  ,
p

p p p

I I I

α βω λ ω λ ω ω ω− + +′ ′ ′≤ ∫ ∫ ∫  

 

και επειδή   ( ) 1 1

1 1 1 2   ,
p

p

I I I

α βω λ ω λ ω ω+ +′ ≤ +∫ ∫ ∫  καταλήγοµε στην ανισότητα  

 

                            1 1 1 1

1 2 1 1 20 (  -  ( ) ( ) ). p p

I

α β α βω ω ω ω ω+ + − + +′ ′≤ ⋅∫                           (3.6) 

 
Οµοίως,    

                           1 1 1 1

1 2 2 2 10 (  -  ( ) ( ) ).q q a

I

α β βω ω ω ω ω+ + + − +′ ′≤ ⋅ ⋅∫                            (3.7) 

 
Αν πολλαπλασιάσοµε την (3.6) µε ( 1) / pα +  και την (3.7) µε ( 1) /  qβ +   έχοµε ότι 

 

1 1 1 1

1 2 1 1 2

1 1
0 (  -  ( ) ( ) ) p p

I p p

α β α βα α
ω ω ω ω ω+ + − + ++ +

′ ′≤ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∫  

 

και  
 

1 1 1 1

1 2 2 2 1

1 1
0 (   -  ( ) ( ) ). q q a

I q q

α β ββ β
ω ω ω ω ω+ + + − ++ +

′ ′≤ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∫  

 
Προσθέτοντας κατά µέλη παίρνοµε 

 

1 1 1 1 1 1

1 2 1 1 2 2 2 1

1 1
0 (  -  ( ) ( ) ( ) ( )  ) p p q q a

I p q

α β α β βα β
ω ω ω ω ω ω ω ω+ + − + + + − ++ +

′ ′ ′ ′≤ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅∫  

 

Ακόµα  αν  1 ( 1)( 1) / qθ α β= + +  και  2 ( 1)( 1) /  pθ α β= + + τότε 

 
2 1 2 1

1 2 1 2

1 1 1 1 1 12 1 2 1
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
(  )(  )

( ) ( ) ( ) ( )

θ θ θ θ
α β α β α β

θ θ θ θ

ω ω ω ω
ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω
+ + + + + +′ ′ ′ ′

= ⋅ =
′ ′ ′ ′

. 

 
και η ανισότητα του Young δίνει 
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όπου 0u υ= =  στο  I∂ . Θα  δείξουµε  ότι  1 2 1 2( , )  ( , )
p

qc cω ω ω ω′ ′ =  για κάποιο  0c >  

χρησιµοποιώντας την ταυτότητα του Picone και το θεώρηµα 1.1 παρακάτω. 

 
Ταυτότητα του Picone 

Έστω  0υ > ,  0 u ≥  παραγωγίσιµες  συναρτήσεις, τότε  

 

2 2
2 2 2

2
2 0

u u u
u u uυ υ υ

υ υ υ

′ 
′ ′ ′ ′ ′ ′+ − = − ≥ 

 
 

Για την απόδειξη παραπέµπουµε στο [1]. 

 

Η ταυτότητα του Picone χρησιµοποιείται στο παρακάτω θεώρηµα  

 

Θεώρηµα 3.1. 

Έστω  0υ >  ,  0 u ≥  παραγωγίσιµες συναρτήσεις. Αν  
-1

2

-1
( , ) ( 1)

p p
p p p

p p

u u
L u u p p u uυ υ

υ υ
−′ ′ ′ ′= + − −  

και 

2

-1
( , )

p
p p

p

u
R u uυ υ υ

υ
−

′ 
′ ′ ′= −  

 
, 

τότε               

( , ) ( , ).L u R uυ υ=  

Επιπλέον, ( , ) 0L u υ ≥  και ( , ) 0L u υ =  σ.π. στο Ω αν και µόνο αν  0
u

υ

′  = 
 

 σ.π. 

στο Ω . 

Για την απόδειξη του θεωρήµατος παραπέµπουµε επίσης στο [1]. 

 

 

Επιστρέφουµε στην απόδειξη. Θεωρούµε ( )cC 0,1φ ∞∈  µε 0φ > .  Τότε  

( )1,

01

1

0,1
( )

p
p

p
W

φ
ω −

∈
′

  και από την ανισότητα του Picone και το θεώρηµα 3.1 θα  

έχοµε ότι : 

( )
2

1 1 11

1

0 ( , )   -   ( )    
( )

p p
p

pI I I
R

φ
φ ω φ ω ω

ω

−

−

′  ′′′ ′ ′ ′≤ =  ′ 
∫ ∫ ∫  

11

1

   
( )

p
p

ppI I

φ
φ ω

ω −
′ ′= + ∆

′∫ ∫  

( )2 1 1

1 1 1 2 11

1

  -   -  
( )

p a
p

p

pI I

βφ
φ λ ω ω ω ω ω

ω
− − +

−
′ ′ ′ ′ ′ ′≤

′∫ ∫  

 

Όµως   1 2, , 0φ ω ω′ ′ > , άρα  
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Για το συναρτησιακό ( , )I u υ  έχουµε ότι  
1 1

( , ) 0
p q

I I
I u u

p q

α β
υ υ

+ +′ ′= + >∫ ∫  

όταν ( , ) 1J u υ = οπότε το infimum υπάρχει στον χώρο ( ) ( )1, 1,

0 00,1 0,1p q
W W× . Άρα θα 

υπάρχει µια ακολουθία ( ) ( ) ( )1, 1,

0 0, 0,1 0,1p q

n n
W Wφ ψ ∈ ×  τέτοια ώστε ( )J , =1

n n
φ ψ  και 

( ) 1,n nI φ ψ λ→ . Η ακολουθία ( ),n nφ ψ  είναι φραγµένη στον E  ο οποίος είναι 

ανακλαστικός, οπότε υπάρχει µια υπακολουθία ( ),
n nκ κ
φ ψ  της ( ),n nφ ψ  τέτοια ώστε 

( ) ( ), ,
n nκ κ
φ ψ φ ψ→  ασθενώς.  Έχουµε όµως ότι ( ), ( , )n nJ J

κ κ
φ ψ φ ψ→  

και ( ), 1
n n

J
κ κ

φ ψ = , άρα ( , ) 1J φ ψ = . Ακόµα  ( ) 1( , ) lim ,
n n

I I
κ κ

φ ψ φ ψ λ≤ = , άρα 

1( , )I φ ψ λ= . 

 

Παρατηρούµε ότι αν το ζεύγος ( , )u υ  ελαχιστοποιεί την (3.3) τότε και το ( , )u υ  θα 

την ελαχιστοποιεί. Μπορούµε λοιπόν να υποθέσουµε ότι υπάρχει ένα ζεύγος 

ιδιοσυναρτήσεων ( , )u υ  που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή 1λ  έτσι ώστε 0u ≥  και 0υ ≥  

σ.π. στο I  . Από την ανισότητα του Harnack, 1 0u >  και 1 0υ > , οπότε λόγω συνέ-

χειας, οι ,u υ  δεν αλλάζουν πρόσηµο. 

 

 

3.2 Simplicity της 1λ  
 

Στόχος  µας σε  αυτήν την παράγραφο είναι να αποδείξουµε την simplicity της 

πρώτης ιδιοτιµής 1λ του συστήµατος  (3.1)  µε 0u υ= =  στο  I∂ . 

Πιο συγκεκριµένα θα δείξουµε ότι αν 1 1( , )u υ  είναι ένα ζεύγος θετικών  

ιδιοσυναρτήσεων  που αντιστοιχεί στην πρώτη ιδιοτιµή 1λ και αν 2 2 ( , ) u υ  είναι ένα 

άλλο ζευγάρι συναρτήσεων  το οποίο αντιστοιχεί επίσης στην 1λ ,τότε 

2 2 1 1 1 1( , )  ( , )
p

qu c u cυ υ= ±   για κάποιο { }1 \ 0c ∈� . 
 

Έστω λοιπόν ότι το 1 2 ( , )ω ω  είναι θετική λύση στο I  του συστήµατος: 

 

                                

2 1 1

2 1 1

-

-   ,

p a

q a

p

q

u u u u u

u

β

β

λ λ υ

υ λ υ υ λ υ υ

− − +

− + −

∆ ≤ +

∆ ≤ +
                                  (3.4) 

 

µε 0u υ= =  στο  I∂ , για κάποιο 0λ >  και το ζεύγος 1 2 ( , )ω ω′ ′ είναι µια θετική λύση 

στο I του συστήµατος: 
 

                               

2 1 1

2 1 1

-

-   ,

p a

q a

p

q

u u u u u

u

β

β

λ λ υ

υ λ υ υ λ υ υ

− − +

− + −

∆ ≥ +

∆ ≥ +
                                   (3.5) 
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Θεώρηµα  1   Έστω ( )0,1I = . Τότε  

i) Το σύστηµα (3.1) έχει µια πρώτη ιδιοτιµή 1λ , η οποία δίνεται από τη σχέση: 

 

{ }1 inf ( , ) : ( , ) 1I u J uλ υ υ= = . 

ii) Το σύνολο των ιδιοσυναρτήσεων που αντιστοιχούν στην 1λ είναι το  

 

( ) { }{ }1 1 1, : \ 0
p q

E cu c cυ= ± ∈� , 

 

όπου 1 1( , )u υ  είναι ένα τυχαίο ιδιοζεύγος µε 1 10, 0u υ> > . Επιπλέον, ένα θετικό 

ιδιοζεύγος πάντα αντιστοιχεί στην 1λ . 
 

 

Θεώρηµα  2   
 

i)  Το σύστηµα (3.2) µοιράζεται την ίδια θετική πρώτη ιδιοτιµή 1λ  µε το σύστηµα    

(3.1). 

 

ii) Το σύνολο των ιδιοσυναρτήσεων που αντιστοιχούν στην  1λ  είναι το σύνολο:  

 

2 1 1( , ) : 0

p

qE cu c cυ
  

= ± > 
  

 

 

 iii) Η πρώτη ιδιοτιµή 1λ  είναι αποµονωµένη για το σύστηµα (3.2), δηλαδή υπάρχει 

0η >  τέτοιο ώστε το διάστηµα 1(0, )λ η+  δεν περιέχει άλλη ιδιοτιµή εκτός της 1λ . 
 

Οι αποδείξεις δίνονται παρακάτω. 

 

 

3.1 Ύπαρξη 

 
Θα δείξουµε ότι η πρώτη ιδιοτιµή 1λ  του συστήµατος   

 

                               

2 1 1

2 1 1

-      σ.π.  στο  

-      σ.π.  στο  

p a

q a

p

q

u u u u u I

u I

β

β

λ λ υ

υ λ υ υ λ υ υ

− − +

− + −

∆ = +

∆ = +
             (3.1) 

            (0) (1) (0) (1) 0u u υ υ= = = = , 

 
δίνεται από τη σχέση: 

 

                                      { }1 inf ( , ) : ( , ) 1I u J uλ υ υ= = .                                             (3.3) 
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3.  Μελέτη δύο quasilinear συστηµάτων 
 

 

 

Έστω  Ι=(0,1). Θεωρούµε τα συστήµατα : 

 

                             

2 1 1

2 1 1

- =      σ.π.  στο  

- =      σ.π.  στο  

p a

q a

p

q

u u u u u u I

u I

β

β

λ λ

υ λ υ υ λ υ υ

− − +

− + −

∆ +

∆ +
               (3.1) 

        (0) = (1) = (0) = (1) = 0u u υ υ  

και 

                                       

2

2

- =      σ.π.  στο  

- =      σ.π.  στο  

p a

q a

p

q

u u u u I

u u I

β

β

λ λ υ υ

υ λ υ υ λ υ

−

−

∆ +

∆ +
                 (3.2) 

            (0) = (1) = (0) = (1) = 0u u υ υ , 

 

όπου ( )2
=

p

pu u u
− ′

′ ′∆ , , 0 α β ≥ και  ( 1) /   ( 1) /   1p qα β+ + + = . 

 

Θα δούµε ότι τα συστήµατα (3.1) και (3.2) είναι στην πραγµατικότητα µη γραµµικά 

προβλήµατα ιδιοτιµών και στη συνέχεια θα µελετήσοµε τις ιδιότητες της πρώτης 

ιδιοτιµής τους. Ο χώρος στον οποίο θεωρούµε τα συστήµατα είναι ο 

( ) ( )1, 1,

0 00,1 0,1p q
E W W= ×   εφοδιασµένος µε την νόρµα  

1, 1,
( , )

pq p q
u uυ υ= + . 

 

Ορίζοµε τα συναρτησιακά  , , :I J EΦ → �  ως εξής 

 

1 1
( , )

p q

I I
I u u

p q

α β
υ υ

+ +
′ ′= +∫ ∫  

 

1 11 1
( , )

p q

I I I
J u u u

p q

α βα β
υ υ υ+ ++ +

= + +∫ ∫ ∫  , 

και   

 

( , ) ( , ) - ( , )u I u J uυ υ λ υΦ = . 

 

Τα συναρτησιακά , ,I JΦ είναι καλά ορισµένα και συνεχώς παραγωγίσιµα στον χώρο 

E . Επιπλέον σαν ασθενή λύση του συστήµατος (3.1) θα θεωρούµε κάθε ζεύγος 

0 0( , )u υ  στο E  που είναι κρίσιµο σηµείο του συναρτησιακού Φ. 

 

Τα βασικά αποτελέσµατα αυτής της εργασίας είναι τα ακόλουθα δυο θεωρήµατα. 
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Αν 1λ λ≠ , τότε 1λ λ>  και ( )2 2 0
I

u dxυ− ≤∫ ,  το οποίο είναι αδύνατο αφού στη θέση 

του u  µπορούµε να πάρουµε 2 ,3 ,...u u  .Αποδείξαµε ότι 1λ λ= . Η περίπτωση 2p ≠  

είναι όµοια. 
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( )
1

2 1 1

p p
u u

p p u
ε ε

η υ
υ ε υ ε

− + +    ′ ′ ′= + − −    + +     
 

 

Αφού οι συναρτήσεις u  και υ  είναι φραγµένες θα έχουµε ότι ( )1,

1 2 0, pW Iη η ∈ . Για 

την περίπτωση που 2p = αντικαθιστώντας τις δοσµένες συναρτήσεις δοκιµής στις 

αντίστοιχες εξισώσεις και προσθέτοντας κατά µέλη καταλήγουµε στην 

 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2

1log log
I I

u
u u dx u dx

u
ε ε ε ε ε ε

ε ε

υ
υ υ λ υ

υ
 ′ ′+ − = − − 
 

∫ ∫  

 

όπου ( )u u xε ε= +  και ( )xευ υ ε= + . Καθώς το 0ε →  το δεξί µέλος τείνει στο 0. 

Από το λήµµα του Fatou 

 

( ) ( ) ( )
2

2 2 log log 0u u dxυ υ
Ω

′ ′+ − =∫  

 

και συνεπώς θα πρέπει u uυ υ′ ′=  σχεδόν παντού , άρα u Cυ=  ή Cuυ =  για κάποια 

σταθερά C . 

Στην περίπτωση 2p ≥  χρησιµοποιούµε την ανισότητα  

 

( )2 2 1

2 1 1 1 2 1 12 1

p

p p p

p
p

ω ω
ω ω ω ω ω ω−

−

−
≥ + ⋅ − +

−
 

 

µε ( )2 log εω υ ′= και ( )1 loguεω ′= . 

 

 

Θεώρηµα 2.3   Μια θετική ιδιοσυνάρτηση είναι πάντα η πρώτη ιδιοσυνάρτηση. 

 

Απόδειξη.  Έστω ότι η u  είναι µια ιδιοσυνάρτηση που αντιστοιχεί στην ιδιοτιµή λ  

και έστω υ  η πρώτη ιδιοσυνάρτηση που αντιστοιχεί στην 1λ . Για την περίπτωση 

2p =  και εργαζόµενοι όπως και στην προηγούµενη απόδειξη καταλήγουµε στη 

σχέση 

 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2

1log log
I I

u
u u dx u dx

u
ε ε ε ε ε ε

ε ε

υ
υ υ λ λ υ

υ
 ′ ′+ − = − − 
 

∫ ∫  

 

Καθώς το 0ε →  παρατηρούµε ότι το δεξί µέλος θα είναι µη αρνητικό ,δηλαδή 

 

( ) ( )2 2

1 0
I

u dxλ λ υ− − ≥∫  
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Απόδειξη  Από τον ορισµό της πρώτης ιδιοτιµής έχουµε 

1
0 1

      0

inf inf
p

I

p

pI

p Iu u dx

I u

u dx
u dx

u dx
λ

≠ =

≠

′
′= =

∫

∫
∫

∫
 

 

Θεωρούµε το συναρτησιακό ( ) p

I
u u dxψ ′= ∫  το οποίο είναι κάτω φραγµένο στο 

σύνολο  ( ) ( ){ }1,

0
I

: 1
ppu W I X u u∈ = =∫  από το 0, οπότε το infimum υπάρχει στον 

χώρο ( )1,

0

pW I . Θα υπάρχει λοιπόν µια ακολουθία ( ) ( )0n n
C Iφ ∞

∈
∈

�
 µε 1

p

n
I
φ =∫  για 

την οποία  1

p

n
I
φ λ′ →∫ . Η ακολουθία ( )n n

φ
∈�

 είναι φραγµένη στον χώρο ( )1,

0

pW I  

και επειδή ο χώρος αυτός είναι ανακλαστικός θα υπάρχει υπακολουθία 
1n

u
κ

φ →  

ασθενώς. Η  εµφύτευση  από τον ( )1,

0

pW I  στον ( )pL I  είναι συµπαγής  άρα για µια 

υπακολουθία  1

p p

n
I I

u
κ

φ →∫ ∫  και 1
p

n
I κ
φ =∫ , οπότε 1 1

p

I
u =∫ . Ακόµα 

1 1lim 
p p

n
I I

u
κ

φ λ′ ′≤ =∫ ∫  ,άρα 1 1

p

I
u λ′ =∫  και συνεπώς η 1u  ελαχιστοποιεί το πηλίκο 

Rayleigh. Η 1u  είναι επίσης ελαχιστοποιούσα άρα θα ικανοποιεί την (2.3). Επειδή 

1 0u ≥  από την ανισότητα Harnack έχουµε ότι 1 0u> . Άρα είτε 1 0u>  στο I, είτε 

1 0u<  στο I λόγω συνέχειας . 

 

 

Θεώρηµα 2.2   Η πρώτη ιδιοτιµή είναι απλή σε κάθε φραγµένο διάστηµα . 

 

Απόδειξη .  Έστω u  και υ  δύο ιδιοσυναρτήσεις. Οι u  και υ  θα είναι επίσης 

ιδιοσυναρτήσεις , οπότε µπορούµε να θεωρήσουµε ότι 0u>  και 0υ> . Οι 

συναρτήσεις u ,υ  ικανοποιούν την εξίσωση  

 
2 2

1

p p

I I
u u dx u u dxη λ η

− −
′ ′ ′ =∫ ∫  

για κάθε  ( )0C Iη ∞∈ . 

Χρησιµοποιούµε τις συναρτήσεις δοκιµής 

 

( ) ( )
( )1 1

p p

p

u

u

ε υ ε
η

ε −

+ − +
=

+
 και  

( ) ( )
( )2 1

p p

p

uυ ε ε
η

υ ε −

+ − +
=

+
 

 

για κάποιο 0ε> . Τότε  

 

( )
1

1 1 1

p p

p u p
u u

υ ε υ ε
η υ

ε ε

− + +    ′ ′ ′= + − −    + +     
 

 

και από συµµετρία η παράγωγος  της συνάρτησης δοκιµής στην αντίστοιχη εξίσωση 

για την υ  θα είναι  
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2.    Η πρώτη ιδιοτιµή του p-Λαπλασιανού Τελεστή. 

 

 

 

Έστω I  ένα φραγµένο διάστηµα στον � . Θεωρούµε το µη γραµµικό πρόβληµα 

ιδιοτιµών  

                                           
2p

p
u u uλ

−
−∆ = ,    x I∈                                               (2.1) 

                                                ( ) 0u x = ,           x I∈∂  

όπου ( )2p

p
u u u

− ′′ ′∆ = . 

 

Ορισµός 2.1  Μια συνάρτηση  ( )1,

0

pu W I∈  , 0u ≠ , καλείται ιδιοσυνάρτηση του 

προβλήµατος (2.1) αν ισχύει 

 

                                              
2 2p p

I I
u u dx u u dxυ λ υ

− −
′ ′ ′ =∫ ∫                                     (2.2) 

 

για κάθε ( )0C Iυ ∞∈ . Ο αντίστοιχος πραγµατικός αριθµός λ καλείται ιδιοτιµή. 

 

Παρατήρηση 1. Κάθε ιδιοτιµή είναι θετική. Πράγµατι αν θέσουµε στην (2.2)  u υ=  

παίρνουµε ότι  
p

I

p

I

u dx

u dx
λ

′
= ∫
∫

. 

 

Ορισµός 2.2  Πρώτη ιδιοτιµή καλείται ο θετικός αριθµός  

 

                                         1 inf

p

I

p

I

dx

dxφ

φ
λ

φ

′
= ∫

∫
   (πηλίκο Rayleigh)                           (2.3) 

όπου ( )0C Iφ ∞∈  , 0φ ≠ . 

 

Λήµµα 2.1.  ( Ανισότητα Harnack )  Av u είναι µια µη αρνητική ιδιοσυνάρτηση, 

τότε 

max  min  
r rI I

u C u≤  

όταν 2r
I I⊂ , όπου ( ),C C N p=  και 2,

r r
I I  οµόκεντρα διαστήµατα ακτίνας r  και 2r  

που περιέχονται στο I . 

 

Θεώρηµα 2.1  Υπάρχει µια θετική ιδιοσυνάρτηση 1u  που αντιστοιχεί στην πρώτη 

ιδιοτιµή 1λ . Η ιδιοσυνάρτηση αυτή ελαχιστοποιεί το πηλίκο Rayleigh σε όλες τις 

συναρτήσεις στον χώρο Sobolev ( )1,

0

pW I . Επιπλέον κάθε ελαχιστοποιούσα 

συνάρτηση είναι πολλαπλάσιο της 1u  και διατηρεί σταθερό πρόσηµο. 
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( ) ( )( ) ( ) ( )
1

1
p

u x h x h x L
−

+ ∈ Ω , 

 

οπότε από το θεώρηµα Lebesgue συµπεραίνουµε ότι  

 

( )
2

,
p

u h p u uhdxψ
−

Ω
′ = ∫ . 

 

Συνέχεια της παραγώγου κατά Gateaux  

 

¨Έστω ( ) 2p
f u p u u

−
= . Υποθέτουµε ότι 

n
u u→  στον χώρο p

L . Τότε  

( ) ( )nf u f u→  στον q
L  µε 

1

p
q

p
=

−
. Από την ανισότητα Holder παίρνουµε : 

 

( ) ( ) ( ) ( ),
n n pq

u u h f u f u hψ ψ′ ′− ≤ −  

και έτσι  

( ) ( ) ( ) ( ) 0,
n n n q

u u f u f u nψ ψ′ ′− ≤ − → →∞ . 
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( ) ( ), , .u h u hφ φ′∇ =  

 

Παρατήρηση 10.   

i) Η παράγωγος κατά Gateaux δίνεται επίσης από τη σχέση : 

 

( ) ( ) ( )
0

1
, lim .

t
u h u th u

t
φ φ φ

→
′ = + −    

 

ii) Κάθε παράγωγος κατά Frechet είναι παράγωγος κατά Gateaux.  

 

Πρόταση 1.9  Αν η φ  έχει συνεχή παράγωγο κατά Gateaux στο U  τότε 

( )1 ,C Uφ∈ � . 

 

Για την απόδειξη παραπέµποµε στο [6]. 

 

 

Πρόταση 1.10  Έστω Ω  ένα ανοιχτό υποσύνολο του N
�  και 2 p ∞< < . 

 

(i) Τα συναρτησιακά  

( )
p

u u dxψ
Ω

= ∫   ,  ( )
p

u u dxχ +

Ω
= ∫  

 

είναι στον χώρο ( )( )1 ,p
C L Ω �  και ισχύει : 

 

( )
2

,
p

u h p u uhdxψ
−

Ω
′ = ∫   ,  ( ) ( ) 1

,
p

u h u hdxχ
−+

Ω
′ = ∫ . 

 

(ii) Αν ( )1,

0

pu W∈ Ω  και ( ) p
u u dx

Ω
Φ = ∇∫ , τότε 

 

( )( )
2

.
p

u p u u dxυ υ
−

Ω
′Φ = ∇ ∇ ∇∫  

 

Απόδειξη.  

Ύπαρξη της παραγώγου κατά Gateaux. 

 

Θεωρούµε µόνο το συναρτησιακό ψ . Η απόδειξη για το χ  είναι όµοια. Έστω 

, p
u h L∈ . ∆οθέντων x∈Ω  και 0 t< <1  από το Θεώρηµα Μέσης Τιµής υπάρχει 

[ ]0,1λ∈  τέτοιο ώστε  

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

p p

p
u x th x u x

p u x th x h x
t

λ
−

+ −
= +  

                                         ( ) ( )( ) ( )
1

.
p

p u x h x h x
−

≤ +  

 

Από την ανισότητα Holder έχουµε  
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( )2 21
min .

2 I IK
f

υ
υ υ υ

∈

 ′ + − 
 ∫ ∫  

 

Για να δείξουµε ότι η u είναι κλασσική λύση, επιλέγοµε στην (1.4) uυ ω= ±  µε 

( )1

0H Iω∈  και παίρνοµε  

 

I I I
u u fω ω ω′ ′ + =∫ ∫ ∫     για κάθε  ( )1

0H Iω∈ . 

 

Αυτό αποδεικνύει ότι ( )2u H I∈  και µπορούµε να συνεχίσοµε όπως στο οµογενές 

πρόβληµα Dirichlet.  

 

Θεώρηµα (Stampacchia).  Έστω ( ),a u υ  ένα διγραµµικό, συνεχές και πιεστικό 

συναρτησιακό και K  ένα κλειστό, κυρτό και µη κενό υποσύνολο του H . Για 

δεδοµένο Hφ ′∈  υπάρχει µοναδικό u K∈  τέτοιο ώστε  

 

( ), ,a u u uυ φ υ− ≥ −       για κάθε Kυ∈ . 

 

Επιπλέον, αν το a είναι συµµετρικό, τότε το u  χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα  

 

( ) ( )1 1
, , min , , .

2 2K
a u u a u

υ
υ φ υ φ υ

∈

 − = − 
 

 

 

Για την απόδειξη παραπέµποµε στο [1]. 

 

 

Παράγωγος Συναρτησιακού 

 

Ορισµός 1.7  Έστω  U   ένα ανοιχτό υποσύνολο ενός χώρου Banach X και 

:Uφ →� . Η φ   έχει παράγωγο κατά Gateaux  ( )u Xφ′ ′∈  στο σηµείο u U∈ αν για 

κάθε h X∈ ισχύει : 

 

( ) ( ) ( )
0

1
lim , 0.
t

u th u u th
t
φ φ φ

→
 ′+ − − =   

 

Η φ   έχει παράγωγο κατά Frechet  Xφ′ ′∈  στο σηµείο  u U∈  αν ισχύει : 

 

( ) ( ) ( )
0

1
lim , 0.
h

u h u u h
h

φ φ φ
→

 ′+ − − =   

 

Το συναρτησιακό  φ   θα ανήκει στον χώρο ( )1 ,C U �  αν κάθε Frechet παράγωγος 

του φ  υπάρχει και είναι συνεχής στον U . Αν ο X  είναι ένας χώρος Hilbert  και το 

συναρτησιακό  φ  έχει  παράγωγο κατά Gateaux στο σηµείο  u U∈ , ορίζοµε την 

κλίση ( )uφ∇  της φ  στο u µε τον τύπο : 
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Παρατήρηση 9.  Μια ασθενής λύση τάξεως 2 ( )C I  είναι κλασσική λύση. Πράγµατι, 

υποθέτουµε ότι ( )2
u C I∈ , ( ) ( ) 0u a u b= =  και η u ικανοποιεί την (1.2). 

Ολοκληρώνοντας την (1.2) κατά µέρη, παίρνοµε 

 

( ) 0
I

u u f υ′′− + − =∫   ( )1

0H Iυ∀ ∈  

 

Επειδή ο ( )1

0H I  είναι πυκνός στον ( )2
L I , προκύπτει ότι   u u f′′− + =  σχεδόν 

παντού (άρα- λόγω συνέχειας- σε όλο το Ι, επειδή ( )2
u C I∈ ). 

 

 

ΜΗ ΟΜΟΓΕΝΕΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑ DIRICHLET 

 

Θεωρούµε το πρόβληµα   

 

                                               u u f′′− + =   στο (0,1)I =                                         (1.3) 

                                                     (0) ,  (1)u a u b= =  

όπου ,a b∈�  και f  µια δεδοµένη συνάρτηση. 

 

Πρόταση 2.8  Για δεδοµένα ( )2
f L I∈  και ,a b∈� , υπάρχει συνάρτηση ( )2

u H I∈  

µοναδική που ικανοποιεί την (1.3). Επιπλέον, η u  είναι λύση του προβλήµατος  

 

( )
( )

1

(0) , (1)

2 21
min .

2
a b

I IH I
f

υ υ
υ

υ υ υ
= =

∈

 ′ + − 
 ∫ ∫  

 

Επιπλέον, αν ( )f C I∈ , τότε ( )2
u C I∈ . 

 

Απόδειξη.  Στον χώρο 1
H  θεωρούµε το κυρτό κλειστό υποσύνολο  

 

( ) ( ) ( ){ }1 : 0 , 1 .K H I a bυ υ υ= ∈ = =  

 

Αν η u είναι κλασσική λύση της (1.3), έχοµε  

 

( ) ( ) ( )
I I I
u u u u f uυ υ υ′′ − + − = −∫ ∫ ∫    για κάθε Kυ∈  

 

Ειδικότερα,  

 

                      ( ) ( ) ( )
I I I
u u u u f uυ υ υ′′ − + − ≥ −∫ ∫ ∫     για κάθε Kυ∈                  (1.4) 

 

Χρησιµοποιούµε το θεώρηµα Stampacchia (που δίνεται παρακάτω), το οποίο 

εξασφαλίζει ένα u K∈  που ικανοποιεί την (1.4). Επιπλέον, η u  είναι λύση του 

προβλήµατος  
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( ) ( ) ( )

[ ]

0

0

1
( ) lim

1 1
              lim ( , ) ( , ) , ,

2

              ( , ) ,

t

t

F h F th F
t

a th th a th
t t

a h h

υ υ υ

υ υ υ υ φ υ φ υ

υ φ

→

→

′ = + −  

 = + + − −  + +    
= −

 

 

άρα υπάρχει µοναδικό u H∈ που µηδενίζει την κατά Gateaux  παράγωγο του F .  

Επιπλέον το F  είναι κάτω φραγµένο, αφού 

 

( ) 21 1
( ) , ,

2 2
F a aυ υ υ φ υ υ φ υ= − ≥ −  , 

άρα ( ) ( )F u F υ≤  για κάθε υ H∈ , οπότε  

 

1 1
( , ) , min ( , ) ,

2 2H
a u u u a

υ
φ υ υ φ υ

∈

 − = − 
 

. 

 

Σαν συνέπεια του θεωρήµατος Lax-Milgram έχοµε 

 

Πρόταση 1.7 Για κάθε 2
f L∈  υπάρχει µοναδική λύση ( )1

0u H I∈  της (1.2). 

Επιπλέον το u  είναι λύση του προβλήµατος  

 

( )
( )

1
0

2 21
min .

2 I IH I

f
υ

υ υ υ
∈

 ′ + − 
 ∫ ∫  

 

Αυτό αποτελεί την αρχή Dirichlet. 

 

Απόδειξη.  Εφαρµόζοµε το θεώρηµα Lax-Milgram στον χώρο Hilbert ( )1

0H H I=  µε 

το διγραµµικό συναρτησιακό 

 

( ) ( ) 1, ,
H

a u u u uυ υ υ υ′ ′= + =∫ ∫      

 

και το γραµµικό συναρτησιακό :υ υfφ ∫� . 

 

Παρατήρηση 8 . Αν 2
f L∈  και αν 1

0u H∈  είναι µια ασθενής λύση, τότε 2
u H∈ . 

Πράγµατι,   

( )u f uυ υ′ ′ = −∫ ∫       1

c
Cυ∀ ∈ . 

 

Άρα 1
u H′∈  (αφού 2

f u L− ∈ ), δηλαδή 2
u H∈ . Αν επιπλέον ( )1

f C I∈ , τότε η 

ασθενής λύση u  ανήκει στον ( )2
C I , επειδή ( ) ( )u C I′′ ∈  οπότε ( )u C I′∈ . ∆ηλαδή, 

( )2
u C I∈ .  
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Η παραπάνω ανισότητα αποδεικνύει ότι ο Α θα είναι 1-1. Θα αποδείξοµε τώρα ότι το 

R(A) είναι ένα κλειστό υποσύνολο του Η. Έστω λοιπόν ότι .
n

Au y→  Η ακολουθία 

n
Au  είναι Cauchy άρα για ε >0 υπάρχει 0n N∈  τ.ω.  

n m
Au Au ε− <  όταν 0,m n n≥ . 

Όµως, 

n m n ma u u Au Au ε− ≤ − < , 

οπότε η ακολουθία 
n

u  είναι επίσης ακολουθία Cauchy. Όµως ο Η είναι πλήρης, άρα 

υπάρχει u H∈ τ.ω. 
n

u u→ . Ο Α είναι συνεχής οπότε .
n

Au Au→  Έτσι y=Au που 

αποδεικνύει ότι το R(A) είναι ένα κλειστό υποσύνολο του Η. 

 

Υποθέτουµε τώρα ότι δεν ισχύει η (8). Αφού το ( )R A  είναι κλειστό στον H ,θα 

υπάρχει ένα µη µηδενικό στοιχείο Hω∈ µε ( ) ,R Aω ⊥∈  όµως τότε  

( ) ( )2
, , 0a Aα ω ω ω ω ω≤ = = , άτοπο. 

 

Από το θεώρηµα Riesz-Frechet ,υπάρχει ένα στοιχείο του Hω∈  τέτοιο ώστε   

 

( ), ,         υ .Hφ υ ω υ= ∀ ∈  

 

Χρησιµοποιώντας τις (7) και (8)  βρίσκοµε u H∈ που να ικανοποιεί την Au ω= . 

Τότε  

( , ) ( , ) ( , ) ,a u Auυ υ ω υ φ υ= = =       υ .H∀ ∈  

 

Τέλος αποδεικνύουµε ότι υπάρχει µοναδικό  u H∈  τέτοιο ώστε  

 

( ), ,       υ .a u Hυ φ υ= ∀ ∈  

Έστω u H∈ και u H∈� τέτοια ώστε ( ), ,a u υ φ υ=  και  ( ), ,a u υ φ υ=� , τότε  

 

( ), 0a u u υ− =�     υ .H∀ ∈  

Θέτοντας u uυ = − � , έχοµε  

( )2
, 0u u a u u u uα − ≤ − − =� � �  

 

Τέλος αν το a είναι συµµετρικό ορίζουµε το συναρτησιακό  

 

( )1
( ) , ,

2
F aυ υ υ φ υ= −  

 

Η παράγωγος κατά Gateaux της F θα είναι  
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( ), ,       υ .a u Hυ φ υ= ∀ ∈  

 

Επιπλέον αν το a είναι συµµετρικό (δηλαδή ( , ) ( , )   ,a u a u u Hυ υ υ= ∀ ∈ ), τότε  το u  

χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα  

 

1 1
( , ) , min ( , ) ,

2 2H
a u u u a

υ
φ υ υ φ υ

∈

 − = − 
 

. 

Απόδειξη. 

Για σταθερό u H∈ , η απεικόνιση ( ),a uυ υ�  είναι ένα συνεχές γραµµικό 

συναρτησιακό πάνω στον H  και ,σύµφωνα µε το θεώρηµα Riesz-Frechet ,υπάρχει 

ένα στοιχείο του Hω∈  τέτοιο ώστε   

 

                                             ( ) ( ), ,a u υ ω υ= ,   Hυ∀ ∈ .                                           (5) 

 Θα γράφοµε Au ω= , όποτε ικανοποιείται η (5), έτσι ώστε 

                                          ( ) ( ), ,a u Auυ υ= ,   ,u Hυ∀ ∈                                          (6) 

 

Ο A  είναι ένας φραγµένος γραµµικός τελεστής . Πράγµατι αν 1 2,λ λ ∈�  και 

1 2,u u H∈ ,για κάθε Hυ∈  θα έχοµε  

 

( )( ) ( )( )1 1 2 2 1 1 2 2, ,A u u a u uλ λ υ λ λ υ+ = +     από την (6) 

               ( ) ( )1 1 2 2, ,a u a uλ υ λ υ= +  

                                                      ( ) ( )1 1 2 2, ,Au Auλ υ λ υ= +     και πάλι από την (6) 

                                                         ( )1 1 2 2 ,Au Auλ λ υ= +  

 

Η τελευταία ισότητα ισχύει για κάθε Hυ∈ , άρα ο A  είναι ένας γραµµικός τελεστής. 

Επιπλέον  

( ) ( )2
, ,Au Au Au a u Au u Auα= = ≤  

οπότε  

                                    Au uα≤    για κάθε u H∈ , 

 

άρα ο A  είναι ένας φραγµένος γραµµικός τελεστής. Στη συνέχεια θα δείξοµε ότι  

 

                                      
ο  είναι 1-1,και

( ) είναι κλειστό στον 

A

R A H





 
                                                (7) 

                                 

και                                                       ( )R A H= .                                                       (8) 

 

Πράγµατι ,  

( ) ( )2
, , ,a u a u u Au u Au u≤ = ≤  

οπότε  

.a u Au≤  
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Η παρακάτω πρόταση χαρακτηρίζει τα στοιχεία του ( )1, pW I
′− . 

 

Πρόταση 1.6 Έστω 1, p
F W

′−∈ . Τότε υπάρχουν 1, p

o
f f L

′∈  τέτοιες ώστε  

 

0 1,F f fυ υ υ′= +∫ ∫   για κάθε ( )1,

0

pW Iυ∈  

 

και                              { }0 1max ,p p
L L

F f f′ ′= . 

 

Όταν το I είναι φραγµένο τότε, λόγω της ανισότητας Poincare,  µπορούµε να πάροµε 

0 0f = . 

 

 

 

ΟΜΟΓΕΝΕΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑ DIRICHLET 

 

 

Σε αυτό το κεφάλαιο θα δούµε µερικές εφαρµογές των χώρων Sobolev. 

Θεωρούµε το πρόβληµα   

 

                                                 u u f′′− + =   στο (0,1)I =                                       (1.1) 

(0) (1) 0u u= = , 

 

όπου η f είναι µια δεδοµένη τετραγωνικά ολοκληρώσιµη συνάρτηση στο I . Οι 

συνοριακές συνθήκες  (0) (1) 0u u= =  καλούνται οµογενείς συνθήκες Dirichlet .  

 

Ορισµός 1.6 Κλασσική λύση της (1.1) είναι µια συνάρτηση ( )2
u C I∈  που 

ικανοποιεί την (1.1) µε τη συνήθη έννοια. Ασθενής λύση της (1.1) είναι µια 

συνάρτηση ( )1

0u H I∈  που ικανοποιεί την  

 

                                    
I I I
u u fυ υ υ′ ′ + =∫ ∫ ∫    ( )1

0H Iυ∀ ∈                                      (1.2) 

 

Χρησιµοποιώντας κατά µέρη ολοκλήρωση, εύκολα βλέποµε ότι κάθε κλασσική λύση 

είναι και ασθενής λύση. 

 

 

 

Ύπαρξη και µοναδικότητα µιας ασθενούς λύσεως .  

 

Θεώρηµα 1.4 ( Lax-Milgram ) Έστω ( ),a u υ  ένα διγραµµικό, συνεχές ( C∃  τέτοιο 

ώστε  ( ),    ,a u C u u Hυ υ υ≤ ∀ ∈  ) και πιεστικό ( δηλαδή  

( ) 2
,  ,  a a Hυ υ υ υ≥ ∀ ∈  ) συναρτησιακό. Τότε για κάθε  Hφ ′∈  υπάρχει 

µοναδικό u H∈  τέτοιο ώστε   
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     (iii)       Αν ( ) ( )1, p

c
u W I C I∈ ∩ , τότε  ( )1,

0

pu W I∈ . 

 

Παραθέτοµε τα παρακάτω αποτελέσµατα χωρίς απόδειξη. 

 

Θεώρηµα 1.3 Έστω ( )1, pu W I∈ . Τότε ( )1,

0

pu W I∈  αν και µόνο αν 0u =�  στα άκρα 

του διαστήµατος Ι  (εδώ µε u�  συµβολίζοµε τον συνεχή αντιπρόσωπο της u ). 

 

Πρόταση 1.3  

(ι)   Έστω 1 p ∞< <  και ( )pu L I∈ . Τότε ( )1,

0

pu W I∈  αν και µόνο αν υπάρχει  

 σταθερά  C  τέτοια ώστε  

( )pL II
u Cφ φ ′′ ≤∫    ( )1

cCφ∀ ∈ �  

 

(ii)  Έστω 1 p≤ ∞<  και ( )pu L I∈ . Ορίζοµε την u  µε ( ) ( )u x u x=  αν x I∈  και  

       ( ) 0u x =  αν x I∉ . Τότε  ( )1,

0

pu W I∈  αν και µόνο αν ( )1, pu W∈ � . 

 

Πρόταση 1.4 (Ανισότητα Poincare) Υποθέτουµε ότι το διάστηµα I  είναι φραγµένο. 

Τότε υπάρχει σταθερά C  (που εξαρτάται από το I ) τέτοια ώστε  

 

1, p p
W L

u C u′≤   για κάθε ( )1,

0

pu W I∈     (4) 

 

∆ηλαδή στον χώρο ( )1,

0

pW I  η έκφραση p
L

u′  είναι µια νόρµα ισοδύναµη µε τη 

νόρµα του 1, ( )p
W I . 

 

Απόδειξη.  Για  ( )1,

0

pu W I∈  έχουµε  

 

( ) ( ) ( ) ( ) 1

x

La
u x u x u a u t dt u′ ′= − = ≤∫ . 

 

Συνεπώς, 1
L L

u u∞ ′≤ . Συµπεραίνουµε την (4) µε χρήση της ανισότητας Holder. 

 

Ορισµός 1.5 Αν 1 p≤ ∞< , συµβολίζοµε µε ( )1, pW I
′−  τον δυϊκό χώρο του  ( )1,

0

pW I    

και µε ( )1H I−  τον δυϊκό του ( )1

0H I . 

 

Πρόταση 1.5 Αν το I είναι φραγµένο, έχουµε  

 

( ) ( ) ( )1, 2 1,

0

p pW I L I W I
′−⊂ ⊂    για κάθε 1 p≤ ∞< , 

 

µε συνεχείς και πυκνές ενσφηνώσεις. 

Αν το I  δεν είναι φραγµένο, έχουµε 

 

( ) ( ) ( )1, 2 1,

0

p pW I L I W I
′−⊂ ⊂     για κάθε 1 2p≤ ≤  

µε συνεχείς και πυκνές ενσφηνώσεις. 
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( ) ( ) ( ){ }, 1, 1,: .m p m p m p
W I u W I u W I

− −′= ∈ ∈  

 

Για 2p = , θέτουµε  

( ) ( ),2m mH I W I=  

 

Παρατήρηση 6.  Μια συνάρτηση u  ανήκει στον χώρο ( ),m pW I  αν και µόνο αν 

υπάρχουν  m  συναρτήσεις ( )1,...,
p

mg g L I∈  τέτοιες ώστε  

 

( ) ( )1    ,  1,...,  
jj

j cuD g C I j mφ φ φ ∞= − ∀ ∈ ∀ =∫ ∫  

 

όπου το j
D φ  συµβολίζει την παράγωγο τάξεως j της φ . Όταν ( ),m pu W I∈  µπορούµε 

να θεωρήσουµε τις διαδοχικές παραγώγους ( ) 2, u g u g′′ ′= =  µέχρι την τάξη m . 

 

Θεωρούµε ότι ο χώρος  ( ),m pW I  είναι εφοδιασµένος µε την νόρµα  

 

,

( )

1

m p p

p

m
a

W L
a L

u u u
=

= +∑  

 

και ο χώρος m
H  είναι εφοδιασµένος µε το εσωτερικό γινόµενο 

 

( ) ( ) ( )2

( ) ( )

1

, , ,m

m
a a

H L
a

u u uυ υ υ
=

= +∑  

και την νόρµα 

2

2

( )

1

m

m
a

H L
a L

u u u
=

= +∑ . 

 

 

Ο χώρος ( )1,

0

pW I  

 

Ορισµός 1.4   Για 1 p≤ ∞< , συµβολίζουµε µε  ( )1,

0

pW I  το κλειστό περίβληµα του 

( )1

cC I  στον  1, ( )p
W I  ως προς την νόρµα 1, pW

⋅ . Γράφουµε  επίσης ( ) ( )1 1,2

0 0H I W I= . 

Ο χώρος  ( )1,

0

pW I  είναι εφοδιασµένος µε τη νόρµα του 1, ( )p
W I . Ο χώρος 1

0H  είναι 

εφοδιασµένος µε το εσωτερικό γινόµενο του 1
H . Ο χώρος ( )1,

0

pW I  είναι ένας 

διαχωρίσιµος χώρος Banach που επιπλέον είναι ανακλαστικός για (1, )p∈ ∞ . Τέλος ο 
1

0 ( )H I  είναι ένας διαχωρίσιµος χώρος Hilbert. 

 

Παρατήρηση 7.  

(i) Όταν I = �  γνωρίζουµε ότι ο ( )1

c
C �  είναι πυκνός στον ( )1, pW �  (µε την 

νόρµα  του ( )1, pW � ). Εποµένως ( ) ( )1, 1,

0

p pW W=� � . 

     (ii)        Ο ( )c
C I∞  είναι πυκνός στον ( )1,

0

pW I . 
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Πρόταση 1.2 ¨Έστω p
u L∈ µε 1 p ≤ ∞< . Οι ακόλουθες ιδιότητες είναι ισοδύναµες 

(i) ( )1, pu W I∈ . 

(ii) Υπάρχει σταθερά  C  τέτοια ώστε 

 

( )pL I

I

u Cφ φ ′′ ≤∫   ( )c
C Iφ ∞∀ ∈  

 

όπου  
1

p
p

p
′ =

−
  και  µπορούµε να επιλέξουµε pL

C u′=  . 

 

Θεώρηµα 1.2  Υπάρχει σταθερά C  (που εξαρτάται µόνο από το I ≤ ∞ ), τέτοια 

ώστε  

(i) 
( ) ( )1, pL I W I

u C u∞ ≤   1, ( )p
u W I∀ ∈  , 1 p≤ ≤ ∞  

 

∆ηλαδή ισχύει ( ) ( )1, pW I L I∞⊂  µε συνεχή ενσφήνωση, για κάθε 1 p≤ ≤ ∞ . 

Επιπλέον, αν το I  είναι φραγµένο έχουµε  

 

(ii) Η ενσφήνωση ( ) ( )1, p
W I C I⊂  είναι συµπαγής για  1 p ≤ ∞<  

(iii) Η ενσφήνωση  ( ) ( )1,1 qW I L I⊂  είναι συµπαγής για  1 q≤ < ∞ . 

 

Παρατήρηση 5. Έστω I  ένα µη φραγµένο διάστηµα. Αν ( )1, pu W I∈ , τότε ( )qu L I∈  

για κάθε [ ],q p∈ ∞  αφού 

 

p

q q p p

L L
u u u∞

−
≤∫  

 

Γενικά όµως, ( )qu L I∉  για [ )1,q p∈ . 

 

Πόρισµα 1.1 ( Παραγώγιση γινοµένου)  Έστω  ( )1,, pu W Iυ∈ , όπου 1 p≤ ≤ ∞ . 

Τότε   ( )1, pu W Iυ∈  και  

( )u u uυ υ υ′ ′ ′= +  

 

Επιπλέον, ισχύει ο τύπος ολοκληρώσεως κατά µέρη 

 

( ) ( ) ( ) ( )
x x

y y
u u x x u y y uυ υ υ υ′ ′= − −∫ ∫    ,x y I∀ ∈ . 

 

Οι χώροι Sobolev ( ),m pW I    

 

Ορισµός 1.3  Αν 2m ≥  ακέραιος και 1 p≤ ≤ ∞  πραγµατικός. Τότε ορίζουµε 

αναδροµικά τον χώρο 
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( ) 0
I I

f ω ω ψ − =
 ∫ ∫     ( ) ,cC Iω∀ ∈  

δηλαδή 

( ) 0
I I

f fψ ω − =
 ∫ ∫     ( )cC Iω∀ ∈  

 

και εποµένως από το λήµµα 1.1  ( ) 0
I

f fψ− =∫  σ.π. , δηλαδή f C=  σ.π. µε  

.
I

C fψ= ∫  

 

Λήµµα 1.3   Έστω ( )1

loc
g L I∈ . Για 0y  σταθερό στο I , θέτουµε  

 

( ) ( )
0

x

y
x g t dtυ = ∫ ,     .x I∈  

Τότε ( )C Iυ∈  και 

I I
gυφ φ′ = −∫ ∫     ( )1

c
C Iφ∀ ∈ . 

 

Απόδειξη.   Έχουµε 

 

                     ( ) ( )
0

x

I I y
g t dt x dxυφ φ ′ ′=   ∫ ∫ ∫  

                               ( ) ( ) ( ) ( )0 0

0 0

.
y y b x

a x y y
dx g t x dt dx g t x dtφ φ′ ′= − +∫ ∫ ∫ ∫  

 

Εφαρµόζοντας το θεώρηµα Fubini, συµπεραίνουµε ότι  

 

( ) ( ) ( ) ( )0

0

y t b b

I a a y t
g t dt x dx g t dt x dxυφ φ φ′ ′ ′= − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

                                     ( ) ( ) .
I
g t t dtφ= −∫  

 

Απόδειξη του θεωρήµατος 1.1  Για σταθερό 0y I∈ , ορίζουµε την συνάρτηση  

( ) ( )
0

.
x

y
u x u t dt′= ∫  Από το λήµµα 1.3, έχουµε  

 

I I
u uφ φ′ ′= −∫ ∫        ( )1

c
C Iφ∀ ∈ . 

 

Άρα, ( ) 0u u φ′− =∫  για κάθε ( )1

c
C Iφ∈ . Από το λήµµα 1.2 προκύπτει ότι u u C− =  

σ.π.  Η συνάρτηση ( ) ( )u x u x C= +�  έχει τις ζητούµενες ιδιότητες. 

 

Παρατίθενται τα παρακάτω αποτελέσµατα χωρίς απόδειξη. 

 

Πρόταση 1.1 Ο χώρος 1, ( )p
W I  είναι ένας χώρος Banach για 1 p≤ ≤ ∞ . Ο χώρος 

1, ( )p
W I  είναι ανακλαστικός για 1 p ∞< <  και διαχωρίσιµος για 1 p≤ ∞< .  

Ο χώρος 1
H  είναι ένας διαχωρίσιµος χώρος Hilbert . 
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1 2 2
H L L

u u u′= + , 

ή µε την ισοδύναµη νόρµα 

( )1 2 2

1
2 2 2

H L L
u u u′= + . 

 

Θεώρηµα 1.1   Έστω 1, ( )p
u W I∈ . Τότε υπάρχει συνάρτηση ( )u C I∈�  τέτοια ώστε  

 

u u= �  σ.π. στο I  

και  

( ) ( ) ( )
x

y
u x u y u t dt′− = ∫� �     ,x y I∀ ∈  

 

Παρατήρηση 3.  Όπως φαίνεται από τον ορισµό 1.2, αν 1, ( )p
u W I∈  τότε κάθε 

συνάρτηση υ  τέτοια ώστε u υ=  σ.π. στο I  ανήκει επίσης στον 1, ( )p
W I . Το 

θεώρηµα 1.1 βεβαιώνει ότι κάθε συνάρτηση 1, ( )p
u W I∈  έχει ένα (και µόνο ένα) 

συνεχή αντιπρόσωπο, δηλαδή υπάρχει µια συνεχής συνάρτηση που ανήκει στην 

κλάση ισοδυναµίας της u  για τη σχέση ~u υ  αν  u υ=  σ.π. . Όταν θα χρειάζεται, θα 

αντικαθιστούµε την u  µε τον συνεχή αντιπρόσωπο της. Για να µην βαρύνουµε τον 

συµβολισµό, θα σηµειώνουµε επίσης µε  u  το συνεχή αντιπρόσωπο της u.  

 

Παρατήρηση 4.  Είναι φανερό ότι αν 1, ( )p
u W I∈  και ( )u C I′∈ , τότε ( )1

u C I∈  

(ακριβέστερα  ( )1
u C I∈� , αλλά όπως αναφέρθηκε πιο πάνω, θα ταυτίζουµε την u  µε 

την u� ). 

 

Στην απόδειξη του θεωρήµατος 1.1 θα χρησιµοποιηθούν τα ακόλουθα λήµµατα : 

 

Λήµµα 1.2   Έστω ( )1

locf L I∈  τέτοια ώστε  

 

0
I

fφ ′ =∫     ( )1

cC Iφ∀ ∈ .            (1) 

 

Τότε υπάρχει σταθερά C  τέτοια ώστε f C=  σ.π. 

 

Απόδειξη.  Επιλέγουµε µια συνάρτηση ( )1

cC Iψ ∈  τέτοια ώστε 1ψ =∫ . Για κάθε 

συνάρτηση ( )c
C Iω∈ , υπάρχει  ( )1

c
C Iφ∈  τέτοια ώστε  

 

( ) .
I

φ ω ω ψ′ = − ∫  

 

Πράγµατι, η συνάρτηση ( )
I

h ω ω ψ= − ∫  είναι συνεχής, µε συµπαγή φορέα που 

περιέχεται στο I , και επειδή 0h =∫ , η h  έχει µια παράγουσα µε συµπαγή φορέα. 

Συµπεραίνουµε από την (1) ότι  
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1.  Οι χώροι Sobolev 

 
 

 

Έστω ( , )I a b= ένα διάστηµα φραγµένο ή µη και έστω p∈� , µε 1 p≤ ≤ ∞ . 

Ορισµός 1.1   Έστω ( )1u L I∈ . Η συνάρτηση ( )1g L I∈  θα λέγεται παράγωγος της 

u  µε την έννοια των κατανοµών αν για κάθε ( )1

c
C Iφ∈  ισχύει 

 

I I
u gφ φ′ = −∫ ∫  

 

και θα γράφουµε u g′ = . Η συνάρτηση g είναι µοναδική σ.π. όπως φαίνεται από το 

παρακάτω: 

 

Λήµµα 1.1  Έστω ( )1g L I∈  και 0
I
gφ =∫  για κάθε ( )1

c
C Iφ∈ . Τότε g=0 σ.π. 

 

Για την απόδειξη παραπέµποµε στο [1]. 

 

Ορισµός 1.2 Ο χώρος Sobolev 1, ( )p
W I  είναι το σύνολο  

 

{ }1, ( ) ( ) : ( )p p p
W I u L I u L I′= ∈ ∈  

Αν  2p = , θέτουµε  

( ) ( )1 1,2 .H I W I=  

 

Παρατήρηση 1. H φ  στον ορισµό 1.1 θα λέγεται συνάρτηση δοκιµής. Μπορούµε να 

χρησιµοποιήσουµε τον ( )1

c
C I  ή τον ( )c

C I∞  ως χώρο συναρτήσεων δοκιµής. 

 

Παρατήρηση 2. Είναι φανερό ότι, αν ( ) ( )1 pu C I L I∈ ∩  και ( )pu L I′∈  (εδώ η u′  

είναι η συνήθης παράγωγος της u ), τότε ( )1, pu W I∈ . Επιπλέον, η συνήθης 

παράγωγος της u ταυτίζεται µε την παράγωγο της u υπό την έννοια των κατανοµών. 

Στην ειδική περίπτωση όπου το Ι είναι φραγµένο, ισχύει ( )1 1, ( )p
C I W I⊂  για κάθε 

1 p≤ ≤ ∞ . 

 

Θεωρούµε ότι ο χώρος Sobolev 1, ( )p
W I  είναι εφοδιασµένος µε τη νόρµα 

 

1, p p p
W L L

u u u′= + , 

 

ή µε την ισοδύναµη νόρµα 
1

p p

p p p

L L
u u ′+  , και ο χώρος 1

H είναι εφοδιασµένος  µε 

το εσωτερικό γινόµενο  

( ) ( ) ( )1 2 2, , ,
H L L

u u uυ υ υ′ ′= +  

 

και την αντίστοιχη νόρµα  
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Χώροι Συναρτήσεων 

 
N

I R⊂      ανοικτό, 

 

( ) { } µετρίσιµη στο  και u ,1 ,
pp

I
L I u I p= ∞ ≤ ∞∫ < <  

 

( ) ( ){ }u µετρήσιµη στο  και υπάρχει  τέτοιο ώστε  σ.π. στο L I I C u x C I
∞ = ≤ , 

 

( ) ( ){ }1 1:  µετρήσιµη τ.ω.  για κάθε  συµπαγές υποσύνολο του loc kL I f I fx L I K I= → ∈�  

 

( )c
C I        συνεχείς συναρτήσεις µε συµπαγή φορέα στο I , 

 

( )kC I        συναρτήσεις µε συνεχείς παραγώγους µέχρι την τάξη k  στο I . ( k            

                ακέραιος 0≥ ), 

 

( ) ( )
0

k

k

C I C I
∞

≥
= ∩ , 

 

( ) ( ) ( )k k

c cC I C I C I= ∩ , 

 

( ) ( ) ( )c c
C I C I C I∞ ∞= ∩ , 

 

( ) { }: ,  συνεχήςC I u I u= →�  

 

( )1 : ,  παραγωγίσιµη στο  και υπάρχουν τα όρια 

της  στα άκρα του διαστήµατος

u I u I
C I

u

 →
=  

′ 

�
 

 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1, 1: g τ.ω.  p p p

c
I I

W I u L I L I u g C Iφ φ φ′= ∈ ∃ ∈ = − ∀ ∈∫ ∫ , 

 

( ) ( )1 1,2H I W I= , 

 

( ) ( ) ( ){ }, 1, 1,: ,m p m p m p
W I u W I u W I

− −′= ∈ ∈ 2m ≥ , 

 

( ) ( ),2m mH I W I= , 2m ≥ , 

 

( )1,

0

pW I        το κλειστό περίβληµα του ( )1

c
C I  στον ( )1, pW I ,σύµφωνα µε τη νόρµα                                    

( ) ( )p p
L I L I

φ φ φ′= + , 

( ) ( )1 1,2

0 0H I W I= .      
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Αποδεικνύοµε ότι τα συστήµατα µοιράζονται την ίδια θετική πρώτη ιδιοτιµή λ1, 

µελετάµε τις ιδιότητές της και χαρακτηρίζοµε το σύνολο των ιδιοδιανυσµάτων τους 

(το οποίο δεν είναι ένας γραµµικός υπόχωρος). 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 

Σκοπός αυτής της εργασίας είναι η µελέτη της παρακάτω κατηγορίας weakly coupled 

συστηµάτων quasilinear εξισώσεων 

( , )

( , )

p

q

u f u v

v g u v

−∆ =

−∆ =
 

 µε συνοριακές συνθήκες Dirichlet, όπου οι συναρτήσεις f, g είναι πολυώνυµα ως 

προς u και v και εξαρτώνται επίσης από µια πραγµατική µεταβλητή λ την οποία 

θεωρούµε ως ιδιοτιµή του συστήµατος. Τα συστήµατα αυτά που προέρχονται από την 

µελέτη µη γραµµικών φαινοµένων όπως pattern formation, chemical reaction και 

population evolution, όπου για παράδειγµα οι συναρτήσεις u και v αναπαριστούν την 

κατανοµή δύο ανταγωνιστικών πληθυσµών. 
 

Βασικό εργαλείο στην µελέτη µας είναι οι χώροι Banach που αποτελούνται από 

«ασθενώς» παραγωγίσιµες συναρτήσεις ορισµένες στην ευθεία των πραγµατικών 

αριθµών. Η «ασθενής» παράγωγος είναι µια γενίκευση της έννοιας της συνήθους 

παραγώγου η οποία προέκυψε από την ανάγκη της επίλυσης διαφορικών εξισώσεων 

όπου ήταν εµφανές ότι η λύση τους δεν θα µπορούσε να ήταν παραγωγίσιµη µε την 

συνήθη έννοια. Ως παράδειγµα αναφέροµε την διαφορική εξίσωση 

1 0
( )

1 0

(0) 0,

x
x t

x

x

>
′ = 

− <
=

 

η οποία έχει λύση την ( ) | |x t t= , µια µη παραγωγίσιµη-µε την συνήθη έννοια- 

συνάρτηση. 

Οι χώροι των ασθενώς παραγωγίσιµων συναρτήσεων  οι οποίες ικανοποιούν κάποια 

συνθήκη ολοκληρωσιµότητας ονοµάζονται χώροι Sobolev προς τιµήν του Ρώσου 

µαθηµατικού Sergei L’vovich Sobolev (1908-1989), η συνεισφορά του οποίου στην 

µελέτη των οµόνυµων χώρων είναι ιδιαίτερα σηµαντική. Οι χώροι Sobolev δεν είναι 

µόνον ενδιαφέρουσες µαθηµατικές κατασκευές αλλά αποτελούν την βάση για την 

επίλυση διαφορικών εξισώσεων µε µερικές παραγώγους- άλλωστε για τον σκοπό 

αυτό δηµιουργήθηκαν. 

Εδώ εισάγοµε τους χώρους Sobolev συναρτήσεων στην πραγµατική ευθεία, µελετάµε 

αφ’ ενός τις ιδιότητές τους (διαχωριµότητα, ανακλαστικότητα, σχέση µε τους L
p
) και 

αφ’ ετέρου τις ιδιότητες των συναρτήσεων που περιλαµβάνουν. Εξετάζοµε 

προβλήµατα γραµµικών διαφορικών εξισώσεων µε συνοριακές συνθήκες και µε 

χρήση γνωστών θεωρηµάτων (Lax-Milgram, Stampacchia) αποδεικνύοµε ότι οι 

λύσεις τους βρίσκονται σε χώρους Sobolev.   

Η θεωρία των χώρων Sobolev χρησιµοποιείται στα ακόλουθα δύο συστήµατα που 

εµπίπτουν στην προαναφερθείσα κατηγορία 

                             

2 1 1

2 1 1

- =      σ.π.  στο  : (0,1)

- =      σ.π.  στο  

p a

q a

p

q

u u u u u u I

u I

β

β

λ λ

υ λ υ υ λ υ υ

− − +

− + −

∆ + =

∆ +
                

        (0) = (1) = (0) = (1) = 0u u υ υ  

και 

                                       

2

2

- =      σ.π.  στο  

- =      σ.π.  στο  

p a

q a

p

q

u u u u I

u u I

β

β

λ λ υ υ

υ λ υ υ λ υ

−

−

∆ +

∆ +
                  

                                                   (0) = (1) = (0) = (1) = 0u u υ υ . 
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