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Περύληψη 

Με δεδομζνθ τθν τελικι μικροδομι ενόσ αυξθτικοφ υλικοφ το οποίο προζκυψε μετά 

από τοπολογικι βελτιςτοποίθςθ και επαλθκεφτθκε από αρικμθτικι ομογενοποίθςθ 

(“Design and verification of auxetic microstructures using topology optimization and 

homogenization.”, Nikos T. Kaminakis, Georgios A. Drosopoulos, Georgios E. 

Stavroulakis, Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014),  απομονϊκθκε το ζνα τζταρτο 

αυτισ το οποίο αντιμετωπίςτθκε ςαν μονολικικό ςϊμα, χωρίσ αρκρϊςεισ. Σκοπόσ 

τθσ παροφςασ διπλωματικισ εργαςίασ είναι θ μελζτθ του μθ-γραμμικοφ 

φαινομζνου τθσ επαφισ-τριβισ ςτο μοντζλο που απομονϊκθκε προκειμζνου να 

αναλυκεί το πϊσ θ εφαρμογι του επθρεάηει τθν μθχανικι ςυμπεριφορά των 

αυξθτικϊν υλικϊν. Στθν επίλυςθ του προβλιματοσ χρθςιμοποιικθκε  κατάλλθλο 

πρόγραμμα Ρεπεραςμζνων Στοιχείων. Το δεδομζνο μοντζλο εμπλουτίςτθκε με 

κατάλλθλεσ διεπιφάνειεσ επαφισ, εφαρμόςτθκαν διαφορετικά φορτία, 

ενεργοποιικθκαν θ πλαςτικότθτα και θ ελαςτοπλαςτικότθτα και ζπειτα με τθ χριςθ 

τθσ Μεκόδου Ρεπεραςμζνων Στοιχείων παρατθρικθκε θ ςυμπεριφορά του και 

υπολογίςτθκε o ομογενοποιθμζνοσ λόγοσ Poisson. Τζλοσ πραγματοποιικθκαν 

ςυγκρίςεισ και ερμθνεία των αποτελεςμάτων. 
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Abstract 

The final microstructure of an auxetic material - result of topology optimization and 

verification of numerical homogenization - was given for granted (“Design and 

verification of auxetic microstructures using topology optimization and 

homogenization.”, Nikos T. Kaminakis, Georgios A. Drosopoulos, Georgios E. 

Stavroulakis, Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2014) and one quarter of it was 

isolated and confronted as a monolithic body without joints. In this diploma thesis, 

the nonlinear unilateral contact between the constituent materials of the 

microstructure will be studied in order to identify how the auxetic behavior of the 

material is influenced. For the solution of the problem a Finite Element Analysis 

Program was used. The given model enriched with the appropriate contact 

interfaces, different loads incorporated and the plasticity and elastoplasticity were 

activated. The nonlinear finite element analysis showed the behavior of the 

microstructure and for each simulation the effective Poisson’s ratio was calculated. 

Finally, comparisons realized as well as the interpretation of the results.  
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Κεφϊλαιο 1: Ειςαγωγό 
Τα αυξθτικά υλικά παρουςιάηουν ιδιότθτεσ οι οποίεσ τα κακιςτοφν κατάλλθλα για 

μια ςειρά καινοτόμων εφαρμογϊν. Ρρόκειται για υλικά τα οποία ζχουν τθ 

δυνατότθτα να απορροφοφν τουσ κραδαςμοφσ, ζχουν μεγάλθ αντοχι και 

ανκεκτικότθτα και δεν ευνοοφν τθ διάδοςθ ρωγμϊν ςτθν επιφάνεια τουσ. Το πιο 

βαςικό όμωσ χαρακτθριςτικό τουσ είναι θ επίδραςθ του αρνθτικοφ λόγου Poisson θ 

οποία αποδίδεται ςτθ μικροδομι του υλικοφ *1,3]. Σφμφωνα με ζρευνεσ, ζχουν 

προτακεί και μελετθκεί αρκετζσ αυξθτικζσ μικροδομζσ οι οποίεσ ανάλογα με τα 

χαρακτθριςτικά που προάγουν τθν αυξθτικι ςυμπεριφορά διακρίνονται ςε 

κατθγορίεσ μεταξφ των οποίων είναι οι γωνίεσ επανειςόδου (reentrant corners), οι 

μθ κυρτζσ μικροδομζσ (nonconvex microstructures) κακϊσ και οι νθματικοί 

μθχανιςμοί (nematic mechanisms). Αυτζσ οι αυξθτικζσ γεωμετρίεσ προοδευτικά 

χρθςιμοποιοφνται ςτθν ανάπτυξθ νζων προϊόντων ιδίωσ ςτουσ τομείσ των ευφυϊν 

επεκτάςιμων ενεργοποιθτϊν, με χαρακτθριςτικό παράδειγμα τθ χριςθ shape 

memory alloys για τθν δθμιουργία δορυφορικϊν κεραιϊν, ςτθ βιοιατρικι για τθ 

δθμιουργία εμφυτεφςιμων ςυςκευϊν, για τθ δθμιουργία ανκεκτικοφ 

προςτατευτικοφ εξοπλιςμοφ αλλά και ςτουσ τομείσ τθσ αεροδιαςτθμικισ και τθσ 

άμυνασ [4,5,6,7].  

Με τθ βοικεια τεχνικϊν τοπολογικισ  βελτιςτοποίθςθσ ευζλικτων μθχανιςμϊν ζχει 

επιτευχκεί θ αυτόματθ ςχεδίαςθ μικροδομϊν οι οποίεσ διαφζρουν από τισ πλζον 

ςυνθκιςμζνεσ. Η τοπολογικι βελτιςτοποίθςθ διατυπϊνεται ωσ το πρόβλθμα τθσ 

βζλτιςτθσ κατανομισ υλικοφ μζςα ςε ζνα ςτακερό τομζα ςχεδιαςμοφ με αναφορά 

μια ςυγκεκριμζνθ αντικειμενικι ςυνάρτθςθ και ζνα ςφνολο περιοριςμϊν [8]. 

Διευρφνει, ζτςι, το φάςμα των δυνατοτιτων τθσ βελτιςτοποίθςθσ και ζχει τθν 

ικανότθτα να εφεφρει νζεσ δομζσ. Ωςτόςο, επειδι θ τοπολογικι βελτιςτοποίθςθ 

δεν μπορεί να καλφψει όλουσ τουσ πικανοφσ ςτόχουσ του ςχεδιαςμοφ, όπωσ είναι θ 

δυναμικι ςυμπεριφορά, θ αντοχι ςε κόπωςθ, θ ικανότθτα καταςκευισ ι ακόμα και 

θ προςαρμογι ςε ςυγκεκριμζνουσ περιοριςμοφσ τα αποτελζςματα εξακολουκοφν 

να χρειάηονται τροποποίθςθ. Στο ςθμείο αυτό μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν 

τεχνικζσ βελτιςτοποίθςθσ του ςχεδιαςμοφ, όμωσ θ τελικι επαλικευςθ θ οποία 

δείχνει ότι θ προτεινόμενθ μικροδομι ζχει τισ απαιτοφμενεσ ιδιότθτεσ γίνεται με τθ 

μζκοδο τθσ αρικμθτικισ ομογενοποίθςθσ. 

Η αρικμθτικι ομογενοποίθςθ αφορά των υπολογιςμό ομογενοποιθμζνων ιδιοτιτων 

ςφνκετων κατανομϊν, ςυμπεριλαμβανομζνων αυτϊν με αυξθτικι μικροδομι, υπό 

ζνα γραμμικό ι μθ-γραμμικό νόμο υλικοφ [1], μζχρι εκεί που κάποιοσ μπορεί να 

επιλφςει μια ςτατιςτικά κακοριςμζνθ αντιπροςωπευτικι ποςότθτα υλικοφ, τον 

επονομαηόμενο Αντιπροςωπευτικό Πγκο Αναφοράσ (Representative Volume 

Element, RVE). Με βάςθ τθν παραδοχι ότι θ μικροδομι ενόσ υλικοφ αποτελείται 

από επαναλαμβανόμενα μοτίβα, ςτθν αρικμθτικι ομογενοποίθςθ, ζνα μόνο μοτίβο 
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τθσ μικροδομισ του υλικοφ (RVE) απομονϊνεται, λφνεται ανεξάρτθτα και τα 

αποτελζςματα που προκφπτουν χρθςιμοποιοφνται ςτθ ςυνζχεια για τον κακοριςμό 

του ςυνόλου των νόμων που διζπουν μακροςκοπικά το υλικό αυτό [9,20,21]. 

Βζβαια, υπάρχει και μια διαφορετικι κεϊρθςθ ςφμφωνα με τθν οποία θ 

αρικμθτικι ομογενοποίθςθ ενςωματϊνει ταυτόχρονα τόςο τθ μακροςκοπικι όςο 

και τθ μικροςκοπικι ανάλυςθ μιασ δομισ. Κατά τθ διάρκεια τθσ προςομοίωςθσ 

προςδιορίηεται θ μακροςκοπικι απόκριςθ τθσ δομισ, επιλφεται το μικροςκοπικό 

πρόβλθμα και τελικά μεταφζρονται οι απαραίτθτεσ πλθροφορίεσ ςτθν 

μακροςκοπικι κλίμακα [10,11,12,13].  

Επομζνωσ, θ τοπολογικι βελτιςτοποίθςθ αφορά τον αρχικό ςχεδιαςμό μιασ δομισ 

και προθγείται τθσ αρικμθτικισ ομογενοποίθςθσ θ οποία χρθςιμοποιείται για τθν 

τελικι επαλικευςθ των ιδιοτιτων του υλικοφ.  

Στθν αναφορά [1] θ αρικμθτικι ομογενοποίθςθ χρθςιμοποιικθκε για τθν 

επαλικευςθ τθσ αυξθτικισ ςυμπεριφοράσ μιασ μικροδομισ θ οποία αρχικά 

διαμορφϊκθκε μζςω τοπολογικισ βελτιςτοποίθςθσ με τθ χριςθ ενόσ κϊδικα 

πεπεραςμζνων ςτοιχείων. Ριο ςυγκεκριμζνα: Η τοπολογικι βελτιςτοποίθςθ ζδωςε 

τθν αρχικι δομι του υλικοφ θ οποία ιταν ετερογενισ και αποτελείτο δομικά από 

ζνα ςκλθρό υλικό (hard material) και ζνα μαλακό υλικό (soft material). Στθ 

ςυνζχεια, χρθςιμοποιικθκε θ αρικμθτικι ομογενοποίθςθ θ οποία ζδωςε τθν τελικι 

μικροδομι του υλικοφ αλλά και τισ ιδιότθτεσ που το χαρακτθρίηουν. Για 

απλοποίθςθ του προβλιματοσ, προςδόκθκαν ςτο μοντζλο οι κατάλλθλοι 

αξονοςυμμετρικοί περιοριςμοί προκειμζνου να γίνει αναγωγι του ςτο ζνα τζταρτο 

τθσ ςχεδίαςθσ, το οποίο αντιμετωπίςτθκε ωσ Αντιπροςωπευτικόσ Πγκοσ Αναφοράσ 

(RVE) και τελικά υπολογίςτθκε ο ομογενοποιθμζνοσ λόγοσ Poisson.  

Σε αυτιν τθ διπλωματικι εργαςία, λαμβάνοντασ ωσ δεδομζνθ τθν παραπάνω  

τελικι μικροδομι αυξθτικοφ υλικοφ, κεωρικθκε ωσ μοντζλο ο Αντιπροςωπευτικόσ 

Πγκοσ Αναφοράσ (RVE) του ενόσ τετάρτου αυτισ τθσ μικροδομισ, το οποίο 

αντιμετωπίςτθκε ςαν μονολικικό ςϊμα, χωρίσ αρκρϊςεισ. Η κατανομι του υλικοφ 

είναι προφανϊσ αυτι που προζκυψε από τθν τοπολογικι βελτιςτοποίθςθ και 

κεωρείται πωσ το ςκλθρό υλικό αποτελεί το βαςικό τμιμα τθσ μκροδομισ ενϊ το 

μαλακό ότι είναι το υλικό που καλφπτει τα κενά ςθμεία ςτο μοντζλο. Σκοπόσ είναι 

να ελεγχκεί το πϊσ αντιδρά το μοντζλο αυτό ςτο φαινόμενο τθσ επαφισ-τριβισ 

μεταξφ των δφο υλικϊν. Αφοφ εφαρμόςτθκαν ςυνκικεσ επαφισ και τριβισ μεταξφ 

του ςκλθροφ και του μαλακοφ υλικοφ, ζγινε προςομοίωςθ τθσ ςυμπεριφοράσ του 

υλικοφ θ οποία μελετικθκε και αναλφκθκε προκειμζνου να κατανοθκεί το πωσ 

επθρεάςτθκε θ αυξθτικι φφςθ τθσ μικροδομισ. Ρρϊτα λιφκθκε υπόψθ μόνο το 

ςκλθρό υλικό ςτο οποίο εφαρμόςτθκε το μθ-γραμμικό φαινόμενο τθσ επαφισ (self-

contact) ςτισ περιοχζσ του υλικοφ όπου οι ςυνκικεσ επαφισ ιταν δυνατό να 

εμφανιςτοφν. Ζπειτα χρθςιμοποιικθκαν και τα δφο υλικά μαηί ςτα οποία 
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εφαρμόςτθκε το φαινόμενο τθσ επαφισ επιφάνεια προσ επιφάνεια (surface-to-

surface contact). Η ςυμπεριφορά του μοντζλου ελζγχεται όταν ενεργοποιοφνται 

τόςο το φαινόμενο επαφισ-τριβισ, όςο και θ ελαςτοπλαςτικι ςυμπεριφορά των 

υλικϊν του φορζα. Σε κάκε δοκιμι για τθν επίτευξθ τθσ εκάςτοτε εφαρμοηόμενθσ 

ςυνκικθσ αςκείται κάποια δφναμθ ςτο μοντζλο. Ζπειτα, μετά τον κακοριςμό των 

απαραίτθτων παραμζτρων ςτο μοντζλο γίνεται θ επίλυςθ με τθ Μζκοδο 

Ρεπεραςμζνων ςτοιχείων ςε κατάλλθλο πρόγραμμα και εξάγονται τα αρικμθτικά 

αποτελζςματα με βάςθ τα οποία υπολογίηεται ο ομογενοποιθμζνοσ λόγοσ Poisson. 

Σφμφωνα με αυτόν γίνεται και θ εξαγωγι ςυμπεραςμάτων για τθν ςυμπεριφορά 

τθσ μικροδομισ.  

Το περιεχόμενο τθσ εργαςίασ κλιμακϊνεται ωσ εξισ: Στο δεφτερο κεφάλαιο κα γίνει 

μια γενικι παρουςίαςθ των αυξθτικϊν υλικϊν και κα δοκεί θ ερμθνεία του 

ομογενοποιθμζνου λόγου Poisson. Στο τρίτο κεφάλαιο, κα παρουςιαςτοφν τόςο οι 

αρχζσ όςο και το πρόβλθμα του φαινομζνου τθσ μονόπλευρθσ επαφισ και τριβισ. 

Στο ίδιο κεφάλαιο κα περιγραφεί πϊσ γίνεται θ εφαρμογι του ςτθν εξεταηόμενθ 

αυξθτικι μικροδομι ενϊ ςτο επόμενο κεφάλαιο κα γίνει αναλυτικι παρουςίαςθ 

τθσ δομισ και των ιδιοτιτων του μοντζλου. Τζλοσ, οι αρικμθτικζσ εφαρμογζσ που 

ζγιναν ςτο μοντζλο με τθν επιβολι γραμμικισ επίπεδθσ φόρτιςθσ κα αναλυκοφν 

ςτο πζμπτο κεφάλαιο, όπου κα παρουςιαςτοφν και κα ερμθνευκοφν τα 

αποτελζςματα.  
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Κεφϊλαιο 2: Αυξητικϊ υλικϊ και μικροδομϋσ 

2.1. Γενικό περιγραφό 
Πταν ζνα κοινό υλικό υπόκειται εφελκυςμό ςε μία κατεφκυνςθ, προκαλείται 

μεταβολι  του μικουσ του ςε κατεφκυνςθ κάκετθ προσ τθν κατεφκυνςθ ςτθν οποία 

υπάρχει θ φόρτιςθ, πραγματοποιείται δθλαδι μείωςθ τθσ διατομισ του 

(ςυρρίκνωςθ) (Εικόνα 1). Αντίςτοιχα, όταν ςυμπιζηεται ζνα κοινό υλικό, ςτθν κάκετθ 

κατεφκυνςθ από αυτι ςτθν οποία εφαρμόηεται θ κλίψθ το υλικό εμφανίηει 

επιμικυνςθ. Ο λόγοσ Poisson μετράει αυτι τθ μεταβολι του μικουσ ενόσ ελαςτικοφ 

υλικοφ θ οποία πραγματοποιείται κάκετα ςτθν κατεφκυνςθ του εκάςτοτε 

εφαρμοηόμενου φορτίου, είναι ςυνικωσ κετικόσ αρικμόσ  0<ν<0.5 και ορίηεται ωσ 

το αρνθτικό κλάςμα τθσ εγκάρςιασ τροπισ  
  

  
 προσ τθν αξονικι τροπι 

  

  
. Τα υλικά 

που εμφανίηουν αρνθτικό λόγο Poisson  ονομάηονται αυξθτικά (auxetic materials). 

Ρρόκειται ουςιαςτικά για μικροδομζσ οι οποίεσ όταν υπόκεινται ςε εφελκυςμό αντί 

να ςυρρικνϊνονται, επιμθκφνονται κάκετα ςτθν κατεφκυνςθ του εφαρμοηόμενου 

φορτίου (Εικόνα 2). Η ονομαςία αυτι τουσ δόκθκε λόγω τθσ αυξανόμενθσ διατομισ 

που παρουςιάηουν, ενϊ εμφανίηονται και με άλλεσ ονομαςίεσ [2] όπωσ αντι-

καουτςοφκ (anti-rubber) επειδι όταν είναι τεντωμζνα γίνονται παχφτερα ςε 

εγκάρςια τομι ςε αντίκεςθ με το καουτςοφκ που γίνεται λεπτότερο. Ονομάηονται 

επίςθσ και dilatational materials (υλικά που διογκϊνονται) διότι ενϊ τα κοινά υλικά 

μποροφν εφκολα να υποςτοφν διατμθτικι παραμόρφωςθ και όχι τόςο μεταβολι 

όγκου, τα αυξθτικά υλικά εμφανίηουν εφκολθ μεταβολι ςτον όγκο. Ρολλζσ 

διαφορετικζσ μικροδομζσ ζχουν διαμορφωκεί προκειμζνου να εξθγθκεί και να 

μοντελοποιθκεί θ αυξθτικι ςυμπεριφορά.  

 

 

 

Εικόνα 1. Συνθκιςμζνθ διάταξθ μικροδομισ υλικοφ. Όταν εφελκυςτικζσ δυνάμεισ εφαρμόηονται (μπλε βζλθ), θ 
δομι του ςυρρικνϊνεται (κόκκινα βζλθ).[1] 
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Εικόνα 2. Αυξθτικι μικροδομι. Όταν εφελκυςτικζσ δυνάμεισ εφαρμόηονται (μπλε βζλθ), θ δομι επιμθκφνεται 
κάκετα ςτθ διεφκυνςθ τουσ (κόκκινα βζλθ).[1] 

 

2.2. Αρνητικόσ Λόγοσ Poisson  
Στα γραμμικά ελαςτικά υλικά, οι ςχζςεισ τάςθσ-παραμόρφωςθσ προζρχονται από το 

γενικευμζνο κανόνα του Hooke. Τζςςερα είναι τα βαςικά μεγζκθ τα οποία 

χρθςιμοποιοφμε για να χαρακτθρίςουμε τθν ςυμπεριφορά ενόσ ιςοτροπικοφ 

γραμμικοφ ελαςτικοφ υλικοφ:  το μζτρο ελαςτικότθτασ (Ε), το μζτρο διάτμθςθσ (ι 

μζτρο δυςκαμψίασ) (G), το μζτρο ελαςτικότθτασ όγκου (K) και θ αναλογία Poisson 

(ν), τα οποία ςυνδζονται μεταξφ τουσ με βάςθ τισ ςχζςεισ που ακολουκοφν [14]: 

  
 

      
  (1) 

  
 

       
  (2) 

  
   

      
  (3) 

     

      
 

  

  
  (4) 

  
 

 
 
     

    
   (5) 

 

 

Σφμφωνα με τισ πρϊτεσ 2 εξιςϊςεισ ο λόγοσ Poisson ενόσ υλικοφ δεν μπορεί να 

είναι μικρότεροσ από -1.0 και μεγαλφτεροσ από 0.5 εφόςον είναι αναγκαία ςυνκικθ 

το μζτρο διάτμθςθσ και το μζτρο ελαςτικότθτασ όγκου να ζχουν κετικζσ τιμζσ. Ζτςι, 

κακϊσ το μζτρο ελαςτικότθτασ (Young’s modulus) αφορά τθν παραμόρφωςθ 

διςδιάςτατων υλικϊν ενϊ το μζτρο διάτμθςθσ και το μζτρο ελαςτικότθτασ όγκου 
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χαρακτθρίηουν τριςδιάςτατα υλικά, προκφπτει ότι ο ομογενοποιθμζνοσ λόγοσ 

Poisson μπορεί να πάρει τιμζσ -1.0<ν<0.5 ςε 3D δομζσ και -1.0<ν<1.0 ςε 2D δομζσ 

[15].   

 

 Ζνα χαρακτθριςτικό παράδειγμα 

υπολογιςμοφ αρνθτικοφ λόγου Poisson 

είναι αυτό τθσ αυξθτικισ μικροδομισ 

ςε ςχιμα αςτεριοφ (star-shaped 

auxetic structure) [16]. Ππωσ φαίνεται 

και ςτθν Εικόνα 3, πρόκειται για μια 

διςδιάςτατθ μικροδομι αποτελοφμενθ 

από δοκοφσ, θ οποία δείχνει να 

παραμορφϊνεται κατά τον τρόπο που 

υποδεικνφουν οι λεπτζσ γραμμζσ του 

ςχιματοσ.  

 

 

Στθ μικροδομι αυτι ο λόγοσ Poisson υπολογίηεται με βάςθ τθν παρακάτω ςχζςθ, 

όπου       πραγματικζσ διαςτάςεισ του μοντζλου και       παραμόρφωςθ αυτοφ 

μετά τθν εφαρμογι μιασ δφναμθσ F.  

   
  

  
  

  

  
  

  

  
  

  
         με          (6) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 3. Star-shaped auxetic structure ςε 
παραμόρφωςθ [16] 
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Κεφϊλαιο 3: Μονόπλευρη επαφό-τριβό 

3.1. Αρχϋσ τησ μονόπλευρησ επαφόσ - τριβόσ 
Οι νόμοι επαφισ και τριβισ εφαρμόηονται μεταξφ των ςυςτατικϊν υλικϊν μιασ 

ςφνκετθσ μικροδομισ προκειμζνου να διερευνθκεί θ επίδραςθ τθσ επαφισ ςε 

ςχζςθ με τθν ςυμπεριφορά που εμφανίηει. Σε αυτι τθ παράγραφο παρατίκενται 

λίγα λόγια ςχετικά με τθ μονόπλευρθ επαφι και τριβι [17,18,19].  

Πταν για παράδειγμα, ζνα ςθμείο βρίςκεται ςτο όριο ενόσ ελαςτικοφ ςϊματοσ το 

οποίο ζρχεται ςε επαφι με ζναν άκαμπτο τοίχο,   είναι ο μοναδικόσ βακμόσ 

ελευκερίασ του ςυςτιματοσ,   είναι το αρχικό άνοιγμα ανάμεςα ςτο ελαςτικό 

ςϊμα και ςτον τοίχο και    θ αντίςτοιχθ κλιπτικι τάςθ που κα αναπτυχκεί ςτθν 

διεπιφάνεια των 2 ςωμάτων εάν ςυμβεί επαφι, τότε ο βαςικόσ νόμοσ μονόπλευρθσ 

επαφισ περιγράφεται από το ςφνολο των ακόλουκων ςχζςεων :  

              (7a) 

        (7b) 

             (7c) 

 

Η ανιςότθτα 7a αναπαριςτά τθ ςχζςθ μθ-διείςδυςθσ (non-penetration). Η ςχζςθ 7b 

δείχνει ότι μόνο κλιπτικζσ τάςεισ επιτρζπονται ςτθν διεπιφάνεια και θ 7c είναι θ 

ςχζςθ ςυμπλθρωματικότθτασ ςφμφωνα με τθν οποία ςυμβαίνει είτε διαχωριςμόσ 

των επιφανειϊν λόγω μθδενικισ τάςθσ επαφισ, δθλαδι 

                       , 

 

ι πραγματοποιείται επαφι με ενδεχομζνωσ μθ μθδενικι τάςθ επαφισ, δθλαδι  

            . 

Η ςυμπεριφορά κατά τθν εφαπτομενικι διεφκυνςθ ορίηεται από μία ςτατικι εκδοχι 

του μοντζλου τριβισ Coulomb. Δφο επιφάνειεσ επαφισ ξεκινοφν να κινοφνται όταν 

θ διατμθτικι τάςθ ςτθ διεπιφάνεια επαφισ φκάςει ςε μια κρίςιμθ τιμι ίςθ με: 

               

όπου       είναι θ διατμθτικι και θ ορκι τάςθ ςε ζνα δεδομζνο ςθμείο από τισ 

επιφάνειεσ επαφισ αντίςτοιχα και   είναι ο ςυντελεςτισ τριβισ. Υπάρχουν δφο 

πικανζσ κατευκφνςεισ ολίςκθςθσ κατά μικοσ μιασ διεπιφάνειασ, επομζνωσ    είναι 

κετικι ι αρνθτικι ανάλογα με τθν κατεφκυνςθ.  Επίςθσ, μπορεί να μθν υπάρχει 
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ολίςκθςθ αν             . Ο νόμοσ ολίςκθςθσ μπορεί να ςυνοψιςκεί ςτισ 

παρακάτω ςχζςεισ : 

                  (όχι ολίςκθςθ)       (8a) 

                  (ολίςκθςθ προσ τθ μία κατεφκυνςθ)                (8b) 

                 (ολίςκθςθ προσ τθν άλλθ κατεφκυνςθ)    (8c) 

 

Ππου    είναι θ μετατόπιςθ (ολίςκθςθ) ςτθν εφαπτομενικι κατεφκυνςθ μιασ 

διεπιφάνειασ.  

 

3.2. Πρόβλημα μονόπλευρησ επαφόσ-τριβόσ 
Οι ανωτζρω νόμοι τθσ επαφισ και τριβισ που εφαρμόηονται ςτα διαφορετικά 

τμιματα μιασ ςφνκετθσ μικροδομισ κακιςτοφν το πρόβλθμα που διαμορφϊνεται 

ωσ μθ-γραμμικό. Αυτι θ μθ-γραμμικότθτα οφείλεται ςτο γεγονόσ ότι οι 

διαφορετικζσ επιφάνειεσ τθσ μικροδομισ ι κα ζρκουν ι δεν κα ζρκουν ςε επαφι 

μετά τθν επιβολι τθσ ανάλογθσ τάςθσ. Ζτςι, ακόμα και αν τα διακριτά τμιματα τθσ 

μικροδομισ είναι γραμμικά ελαςτικά, οι εξιςϊςεισ που κα χρθςιμοποιθκοφν για τθν 

επίλυςθ του προβλιματοσ κα είναι μθ-γραμμικζσ.  

 

3.3. Εφαρμογό επαφόσ-τριβόσ ςτην αυξητικό 

μικροδομό 
Στθν παροφςα εργαςία διερευνάται θ επίδραςθ τθσ ανωτζρω μονόπλευρθσ επαφισ 

και τριβισ ςτθν ομογενοποιθμζνθ αυξθτικι ςυμπεριφορά του εξεταηόμενου 

μοντζλου. Για τθν εφαρμογι αυτοφ του προβλιματοσ τθσ επαφισ-τριβισ  

χρθςιμοποιείται θ «μζκοδοσ τθσ ποινισ» (penalty method) ςτθ μθ-γραμμικι 

ανάλυςθ πεπεραςμζνων ςτοιχείων θ οποία πραγματοποιείται με τθν επαυξθτικι-

επαναλθπτικι μζκοδο Newton-Raphson. 

 

3.3.1. Περιγραφό Μεθόδου Πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων 
Η Μζκοδοσ Ρεπεραςμζνων Στοιχείων αποτελεί ζνα εξαιρετικά ιςχυρό εργαλείο για 

τθν αρικμθτικι επίλυςθ ενόσ μεγάλου φάςματοσ προβλθμάτων μθχανικοφ. 

Ρρόκειται για μια μζκοδο ανάλυςθσ ςτθν οποία μια περίπλοκθ περιοχι, θ οποία 

ορίηει ζνα ςυνεχζσ, διακριτοποιείται ςε απλά γεωμετρικά ςχιματα, τα οποία 

ονομάηονται πεπεραςμζνα ςτοιχεία (finite elements). Οι ιδιότθτεσ των υλικϊν και οι 

ςχζςεισ που τα διζπουν κεωροφνται πάνω ςε αυτά τα ςτοιχεία και εκφράηονται ςε 
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όρουσ των άγνωςτων τιμϊν μετατοπίςεων ςτουσ κόμβουσ των ςτοιχείων. Μια 

διαδικαςία ςφνκεςθσ, θ οποία καταλλιλωσ κεωρεί τα φορτία και τουσ 

περιοριςμοφσ, ζχει ωσ αποτζλεςμα ζνα ςφνολο εξιςϊςεων. Η λφςθ αυτϊν των 

εξιςϊςεων δίνει τθν κατά προςζγγιςθ ςυμπεριφορά του ςυνεχοφσ [22].  

Το παρόν πρόβλθμα επιλφεται ςε κατάλλθλο πρόγραμμα πεπεραςμζνων ςτοιχείων. 

Η εξεταηόμενθ περιοχι διαιρείται ςε τετραγωνικά (quad) πεπεραςμζνα ςτοιχεία. Ο 

αρικμόσ των ςτοιχείων πρζπει να είναι κατάλλθλοσ ϊςτε οι αναλφςεισ που γίνονται 

να μποροφν να περατωκοφν και να δίνουν επαρκι αποτελζςματα. Αν αυτό δεν 

ςυμβαίνει ςυνίςταται να γίνει μερικι πφκνωςθ του πλζγματοσ των πεπεραςμζνων 

ςτοιχείων, όπωσ ζγινε και ςε κάποιεσ από τισ εφαρμογζσ που κα παρουςιαςτοφν. 

 

3.3.2. Μϋθοδοσ “Penalty” 
Η μζκοδοσ ποινισ (penalty method) είναι θ απλοφςτερθ μζκοδοσ που 

χρθςιμοποιείται από τα προγράμματα πεπεραςμζνων ςτοιχείων για να λφςει το μθ-

γραμμικό πρόβλθμα τθσ επαφισ και χρθςιμοποιείται εντόσ του αλγορίκμου 

Newton-Raphson. 

Συγκεκριμζνα, όταν ςε ζναν εξεταηόμενο φορζα ςυμβαίνει επαφι μεταξφ δφο 

κόμβων, τότε ςτο μθτρϊο ακαμψίασ του φορζα και ςε κατάλλθλθ κζςθ, 

τοποκετείται επιπλζον (γνωςτόσ) αρικμόσ, ο οποίοσ ονομάηεται αρικμόσ ποινισ 

(penalty). Ο αρικμόσ αυτόσ αυξάνει τεχνικά τθν ακαμψία του φορζα ςτο ςθμείο 

επαφισ, ϊςτε να επιβάλλει τθ ςυνκικθ non-penetration (το ζνα ςϊμα να μθν 

ειςχωρεί ςτο άλλο, αλλά τα 2 ςϊματα να είναι ςε επαφι). Εάν ςυμβαίνει άνοιγμα 

μεταξφ 2 κόμβων, δθλαδι δεν υπάρχει επαφι, τότε ο αρικμόσ ποινισ είναι 0, 

δθλαδι δεν απαιτείται penalty. 

 

3.3.3. Επαναληπτικό Μϋθοδοσ Newton-Raphson  
Ρρόκειται για τθν πιο γνωςτι επαναλθπτικι μζκοδο για τθν επίλυςθ μθ-γραμμικϊν 

ςυςτθμάτων εξιςϊςεων ςτο πλαίςιο τθσ Μεκόδου των Ρεπεραςμζνων Στοιχείων. 

Δίνεται από τθν αναδρομικι ςχζςθ: 

        
     

      
                 (9) 

υπό τθν προχπόκεςθ ότι            για κάκε n και ότι θ     είναι μια δεδομζνθ 

αρχικι προςζγγιςθ τθσ    . 
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Είναι μακθματικι επαναλθπτικι μζκοδοσ τθσ μορφισ : 

                          (10) 

με ςυνάρτθςθ επανάλθψθσ: 

       
    

     
       (11) 

Στα πεπεραςμζνα ςτοιχεία θ μζκοδοσ Newton-Raphson διατυπϊνεται μθτρωικά, 

δθλαδι με πολλοφσ αγνϊςτουσ οι οποίοι αναπαριςτοφν τισ ςυνεχείσ μετατοπίςεισ 

κόμβων.  
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Κεφϊλαιο 4:Μοντϋλο αυξητικόσ μικροδομόσ 

4.1. Μορφό 
Στο [1] από τθν τοπολογικι βελτιςτοποίθςθ με τθ χριςθ του κϊδικα πεπεραςμζνων 

ςτοιχείων προζκυψε μια αρχικι αυξθτικι μικροδομι θ οποία ιταν ετερογενισ 

(Εικόνα 4). Ακολοφκθςε θ αρικμθτικι ομογενοποίθςθ για τθν παραγωγι των 

τελικϊν ιδιοτιτων του υλικοφ, μετά από τθν οποία το μοντζλο δοκιμάςτθκε ςτο 

ςφνολό του (Εικόνα 5). Στθ ςυνζχεια, προςδόκθκαν ςτο μοντζλο οι κατάλλθλοι 

αξονοςυμμετρικοί περιοριςμοί προκειμζνου να γίνει αναγωγι του ςτο ζνα τζταρτο 

τθσ ςχεδίαςθσ (Εικόνα 6), το οποίο αντιμετωπίςτθκε ωσ Αντιπροςωπευτικόσ Πγκοσ 

Αναφοράσ (RVE). Η ςυμπεριφορά αυτισ τθσ ποςότθτασ υλικοφ εξετάςτθκε υπό 

ςυγκεκριμζνουσ περιοριςμοφσ και εδϊ κα διερευνθκεί ωσ προσ το φαινόμενο 

επαφισ-τριβισ με τθ Μζκοδο Ρεπεραςμζνων Στοιχείων. Τα αποτελζςματα που κα 

προκφψουν από τισ προςομοιϊςεισ κα οδθγιςουν ςτθν εξαγωγι ςυμπεραςμάτων 

για το ςφνολο τθσ αυξθτικισ μικροδομισ.  

 

 

 

 

 

 

Εικόνα 4. Η ετερογενισ κατανομι υλικοφ που 
προζκυψε από τθν τοπολογικι βελτιςτοποίθςθ. 
Παρουςία μόνο του hard material.[1] 

 

 

 

 

 

 Εικόνα 5.  Παραμόρφωςθ που παρουςιάηει το hard 
material μετά από επιβολι φορτίου, ςε δοκιμι που 
ζγινε μετά τθν αρικμθτικι ομογενοποίθςθ.[1] 
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Εικόνα 6. Ζνα τζταρτο τθσ αυξθτικισ μικροδομισ [1] 

 

 

4.2. Δομικϊ χαρακτηριςτικϊ και ιδιότητεσ 
Το γεγονόσ ότι αυτό το αντιπροςωπευτικό ζνα τζταρτο (RVE) τθσ παραπάνω 

μικροδομισ εξετάηεται μικροςκοπικά ϊςτε τα αποτελζςματα που εξάγονται να 

μεταφερκοφν ςτθ ςυνζχεια ςτθν αντίςτοιχθ μακροςκοπικι κλίμακα το κακιςτά 

ευζλικτθ δομι (Compliant mechanism).  

Ευζλικτθ δομι χαρακτθρίηεται κάκε μικροδομι θ οποία αποτελείται από ζνα μόνο 

ςϊμα με ςυγκεκριμζνθ γεωμετρία, το οποίο ζχει τθν ιδιότθτα να μετατρζπει 

εξωτερικά φορτία ςε κίνθςθ ενϊ παραμορφϊνεται με ςυγκεκριμζνο τρόπο. Κατ’ 

επζκταςθ, ζνα ςϊμα το οποίο εμφανίηει αυξθτικι ςυμπεριφορά κα αποτελείται 

από ζνα επαναλαμβανόμενο μοτίβο πανομοιότυπων μικροδομϊν οι οποίεσ κακϊσ 

ςυμπεριφζρονται με τον ίδιο ακριβϊσ τρόπο ζχουν ςαν αποτζλεςμα ότι το ςϊμα 

ςτο ςφνολό του κα ςυμπεριφζρεται αυξθτικά [1]. 

Η κατανομι του μοντζλου είναι προφανϊσ αυτι που προζκυψε από τθν τοπολογικι 

βελτιςτοποίθςθ και κεωρείται πωσ το ςκλθρό υλικό (hard material) αποτελεί το 

βαςικό τμιμα τθσ μκροδομισ ενϊ το μαλακό (soft material) ότι είναι το υλικό που 

καλφπτει τα κενά ςθμεία ςτο μοντζλο. Ρρόκειται για ςτερεά, ομογενι και 

ιςοτροπικά υλικά ςτα οποία αποδίδονται ελαςτικζσ και πλαςτικζσ ιδιότθτεσ.  

Ππωσ είναι γνωςτό ελαςτικά ονομάηονται τα ςϊματα τα οποία επανζρχονται ςτο 

αρχικό τουσ ςχιμα όταν μθδενίηεται θ τάςθ που εφαρμόηεται ς' αυτά ενϊ πλαςτικά 

είναι τα ςϊματα που θ επίδραςθ τθσ τάςθσ που εφαρμόηεται πάνω τουσ 

διατθρείται προκαλϊντασ μόνιμθ μεταβολι των ιδιοτιτων τουσ. Μιλϊντασ για 

τάςθ, εννοείται θ τάςθ Von Mises θ οποία χρθςιμοποιείται ωσ κριτιριο για τον 

προςδιοριςμό τθσ ζναρξθσ τθσ αςτοχίασ ςε ελατά υλικά. Το κριτιριο αςτοχίασ ορίηει 
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ότι θ τάςθ Von Mises πρζπει να είναι μικρότερθ από το όριο διαρροισ του υλικοφ, 

διαφορετικά το υλικό αςτοχεί [22].  

 

Σχήμα 1. Γράφθμα Von Mises Ελαςτοπλαςτικό Μοντζλο 

 

Το hard material λαμβάνεται ωσ μόνο ελαςτικό υλικό με μζτρο ελαςτικότθτασ 

(Young’s modulus) ίςο με         και λόγο Poisson (Poisson’s ratio) ίςο με 

          και ωσ ελαςτοπλαςτικό υλικό με ιδιότθτεσ το όριο διαρροισ (Yield 

stress) ίςο με          , όριο αςτοχίασ          και τθν τροπι αςτοχίασ (Plastic 

strain)          Στο soft material αποδίδονται μόνο ελαςτικζσ ιδιότθτεσ οι οποίεσ 

είναι το μζτρο ελαςτικότθτασ (Young’s modulus) και ο λόγοσ Poisson (Poisson’s 

ratio),              ,            .  

Ρρζπει να ςθμειωκεί πωσ το εξεταηόμενο μοντζλο είναι πλαςματικό και όχι 

υπαρκτό. Επομζνωσ οι δοκιμζσ και τα αποτελζςματα είναι πειραματικά και γι’ αυτό 

οι παραπάνω τιμζσ δεν ςυνοδεφονται από μονάδεσ μζτρθςθσ. Ωςτόςο για λόγουσ 

πλθρότθτασ, ςτο ςθμείο αυτό κα κακοριςτοφν οι μονάδεσ μζτρθςθσ και από εδϊ 

και ςτο εξισ κα κεωροφνται ότι ιςχφουν παρά το ότι δεν αναγράφονται. Για το 

μζτρο ελαςτικότθτασ και το όριο διαρροισ ορίηεται ςαν μονάδα μζτρθςθσ το 

GPa=109Pa και για τθν εφαρμοηόμενθ δφναμθ παρακάτω το GΝ=109N.   

 

4.3. Συνθόκεσ επαφόσ-τριβόσ  
Γενικά υπάρχουν τρεισ περιπτϊςεισ ςχετικά με το πρόβλθμα τθσ επαφισ (contact) 

ςε ζνα μοντζλο αποτελοφμενο από ζνα ι δφο ςϊματα:  

i. Πταν εξετάηεται μόνο ζνα ςϊμα, επιβάλλεται θ ςυνκικθ self-contact ςτισ 

διεπιφάνειεσ του ςϊματοσ που κεωρθτικά  πρόκειται να ζρκουν ςε επαφι. 

ii. Πταν εξετάηονται δφο ςϊματα, επιβάλλεται θ ςυνκικθ surface-to-surface-

contact (friction) ςτισ διεπιφάνειεσ των ςωμάτων, οι οποίεσ ςτθν περίπτωςθ 

αυτι μποροφν να δθμιουργοφν ανοίγματα και να ολιςκαίνουν.  
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iii. Πταν εξετάηονται δφο ςϊματα, επιβάλλεται άρρθκτθ ςφνδεςθ (tie 

constraint) ςτισ διεπιφάνειζσ τουσ, οι οποίεσ ςτθν περίπτωςθ αυτι 

διατθροφνται πάντα ενωμζνεσ μεταξφ τουσ.  

Στο εξεταηόμενο μοντζλο εφαρμόςτθκαν ςυνκικεσ επαφισ μεταξφ του ςκλθροφ και 

του μαλακοφ υλικοφ και ζπειτα μελετικθκε θ επίδραςι τουσ ςτθν 

ομογενοποιθμζνθ αυξθτικι ςυμπεριφορά τθσ δομισ. Ρρϊτα απομονϊκθκε το 

ςκλθρό υλικό, και χρθςιμοποιικθκε θ ςυνκικθ self-contact. Ζπειτα 

χρθςιμοποιικθκαν και τα δφο υλικά μαηί και εφαρμόςτθκε θ ςυνκικθ surface-to-

surface-contact. Και για τισ δφο αυτζσ ςυνκικεσ επαφισ  ορίηεται μια απλι 

γραμμικι ςυμπεριφορά (Normal behavior) και μια εφαπτομενικι ςυμπεριφορά 

(Tangential behavior). Η δεφτερθ χαρακτθρίηεται από τον ςυντελεςτι τριβισ που 

χρθςιμοποιείται ςτθν εκάςτοτε δοκιμι. Τόςο θ self-contact όςο και θ surface-to-

surface contact είναι μθ-γραμμικζσ ςυνκικεσ. Τζλοσ, επιβλικθκε άρρθκτθ ςφνδεςθ 

(tie constraint) μεταξφ των δφο υλικϊν του μοντζλου. 

Ξεχωριςτά το hard material είναι ζνα ομογενζσ και ιςότροπο υλικό. Πταν υπάρχουν 

και τα δφο υλικά μαηί και εφαρμόηεται ςυνκικθ επαφισ των διεπιφανειϊν τουσ, 

τότε επειδι κάκε υλικό εμφανίηει διαφορετικζσ ιδιότθτεσ ςτισ διευκφνςεισ του 

φορζα, λόγω επιμζρουσ ολιςκιςεων και ανοιγμάτων ανά διεφκυνςθ, το υλικό είναι 

ανιςότροπο. Στθν  περίπτωςθ όμωσ του περιοριςμοφ tie constraint, επειδι οι 

επιφάνειεσ των δφο υλικϊν είναι άρρθκτα δεμζνεσ, τότε το υλικό  αντιμετωπίηεται 

ςαν ιςοτροπικό αλλά μθ ομογενζσ. 

Στο hard material προκειμζνου να 

επιτευχκεί το φαινόμενο τθσ 

επαφισ (self-contact) χρειάςτθκε 

αρχικά να εμπλουτιςτεί το 

μοντζλο με μονόπλευρεσ 

διεπιφάνειεσ επαφισ ςτισ 

επιφάνειεσ που υποτζκθκε πωσ κα 

ζρκουν ςε επαφι μετά τθν 

επιβολι ανάλογου φορτίου. Μετά 

από αυτι τθν προςκικθ το 

μοντζλο αναδιαμορφϊκθκε όπωσ 

φαίνεται ςτθν Eικόνα 7: 

 

Στισ περιπτϊςεισ που χρθςιμοποιοφνται  και τα δφο υλικά μαηί, ςκοπόσ είναι να 

ελεγχκεί το τι ςυμβαίνει ςτθ μικροδομι μετά από τθν επαφι των επιφανειϊν τουσ. 

Για το λόγο αυτό ορίςτθκαν ξεχωριςτά όλεσ οι επιφάνειεσ οι οποίεσ ζρχονται ςε 

επαφι, όπωσ φαίνεται από τα ςτιγμιότυπα 8a,8b,8c,8d: 

Εικόνα 7. Διεπιφάνειεσ Self-Contact ςτο hard material 
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Εικόνεσ 8.a, 8.b, 8.c, 8.d 

 

 

Ρροκειμζνου να επιτευχκεί θ ςφνδεςθ των δφο υλικϊν μονολικικά, ϊςτε να 

παραμορφϊνονται ςαν ζνα ςϊμα επιβλικθκε ςε όλεσ τισ επιφάνειζσ τουσ οι οποίεσ 

ακουμποφν μεταξφ τουσ ο περιοριςμόσ tie constraint. Το ςυνολικό μοντζλο 

αναδιαμορφϊκθκε όπωσ φαίνεται ςτθν Εικόνα 9. 

 

      Εικόνα 9. 
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Κεφϊλαιο 5: Αριθμητικϊ παραδεύγματα 

ςτην αυξητικό μικροδομό 
 

Το μοντζλο αυξθτικισ μικροδομισ δοκιμάςτθκε ςτισ αρικμθτικζσ εφαρμογζσ που 

περιγράφονται ςε αυτό το κεφάλαιο. Σε κάκε περίπτωςθ ςτο μοντζλο τοποκετείται 

αξονοςυμμετρικι ςτιριξθ, ορίηεται ι όχι ο επικυμθτόσ ςυντελεςτισ τριβισ κακϊσ 

και θ εφαρμοηόμενθ δφναμθ προσ τθν κατεφκυνςθ θ οποία φαινομενικά κα δϊςει 

το επικυμθτό αποτζλεςμα, που είναι θ επίτευξθ των ςυνκθκϊν επαφισ-τριβισ. 

Ρροκειμζνου να χρθςιμοποιθκεί για τθν επίλυςθ τθσ κάκε δοκιμισ θ Μζκοδοσ 

Ρεπεραςμζνων Στοιχείων, πρϊτα το μοντζλο διαιρείται ςε διςδιάςτατα, 

τετραγωνικά (quad) πεπεραςμζνα ςτοιχεία (finite elements). Μετά τθν επίλυςθ, 

από τθν προςομοίωςθ διακρίνεται κατά πόςο επιτυγχάνεται θ επαφι, γίνεται 

άντλθςθ των κατάλλθλων αρικμθτικϊν δεδομζνων και προςδιορίηεται ο 

ομογενοποιθμζνοσ λόγοσ Poisson. Αν θ τιμι του ςυνεχίηει να είναι αρνθτικι 

ςθμαίνει πωσ θ μικροδομι εξακολουκεί να ςυμπεριφζρεται αυξθτικά. Η γραφικι 

αναπαράςταςθ του λόγου Poisson ςε ςυνάρτθςθ με τθν εφαρμοηόμενθ δφναμθ 

δείχνει τθν πορεία τθσ ανάλυςθσ αλλά και τθσ ςυμπεριφοράσ του υλικοφ όςο δρα 

ςε αυτό θ εφαρμοηόμενθ τάςθ.  

Η επεξεργαςία των αρικμθτικϊν δεδομζνων που προκφπτουν από το πρόγραμμα 

πεπεραςμζνων ςτοιχείων ζγινε με τθ βοικεια Excel. Ο λόγοσ Poisson υπολογίςτθκε 

με βάςθ τθ ςχζςθ:   

     
  

  
  

  

  
  

  

      με             (6) 

όπου       πραγματικζσ διαςτάςεισ του μοντζλου και       παραμόρφωςθ αυτοφ 

μετά τθν εφαρμογι μιασ δφναμθσ F.  

 

5.1. Γραμμικό επύπεδη φόρτιςη και αξονοςυμμετρικό 

πϊκτωςη 
Κακϊσ το εξεταηόμενο μοντζλο είναι διςδιάςτατο, ςε όλεσ τισ δοκιμζσ θ δφναμθ 

εφαρμόηεται κατά μικοσ του επιπζδου (plane stress) (Σχιμα 2). 
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Σχήμα 2. Plane Stress 

Στο hard material, ςτθρίηεται αξονοςυμμετρικά το μοντζλο (Εικόνα 10) και 

τοποκετείται άκαμπτοσ φορζασ αμελθτζου πάχουσ (Εικόνα 9), πάνω ςτον οποίο 

εφαρμόηεται θ δφναμθ κατά μικοσ του επιπζδου (ςθμείο RP). Ο άκαμπτοσ φορζασ 

εξυπθρετεί ϊςτε θ δφναμθ να εφαρμόηεται ςυνολικά ςτο μοντζλο χωρίσ να 

προκαλείται παραμόρφωςθ ςτο ςθμείο που αςκείται.  

                 

Εικόνα 10. Φορζασ αμελθτζου πάχουσ,   Εικόνα 11. Αξονοςυμμετρικι ςτιριξθ hard material 
όπου εφαρμόηεται θ δφναμθ 

 

Πταν λαμβάνονται υπόψθ και τα δφο υλικά, 

ςτθρίηεται ομοίωσ αξονοςυμμετρικά το 

μοντζλο (Εικόνα 11). Ο άκαμπτοσ φορζασ 

που υπιρχε πριν, τϊρα ζχει αφαιρεκεί και θ 

δφναμθ εφαρμόηεται απευκείασ ςτο 

μοντζλο.  

Εικόνα 12. Αξονοςυμμετρικι ςτιριξθ του  
μοντζλου με τα δφο υλικά 
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5.2. Δύκτυο πεπεραςμϋνων ςτοιχεύων 
Από τθν αυξθτικι μικροδομι που προζκυψε από τθν τοπολογικι βελτιςτοποίθςθ, 

το μοντζλο που εξετάςτθκε ιταν μια διαςτάςεων 120 Χ 120 αντιπροςωπευτικι 

ποςότθτα υλικοφ που αποτελείτο από διςδιάςτατα ςτοιχεία επίπεδθσ ζνταςθσ 

(plane stress elements). Συγκεκριμζνα, το hard material απομονωμζνο αποτελείτο 

από 3708 τετραγωνικά (quad) διςδιάςτατα πεπεραςμζνα ςτοιχεία ενϊ και τα δφο 

υλικά μαηί από 14831 τετραγωνικά (quad) πεπεραςμζνα ςτοιχεία.  

 

Εικόνα 13. Δίκτυο πεπεραςμζνων ςτοιχείων hard material  

 

 

Εικόνα 14. Δίκτυο πεπεραςμζνων ςτοιχείων hard material και soft material  

 

 

 



25 
 

5.3. Προςομούωςη του hard material 
 

Πταν λιφκθκε υπόψθ μεμονωμζνα το ςκλθρό υλικό εφαρμόςτθκε ςε αυτό θ 

ςυνκικθ self-contact. Στισ αρικμθτικζσ δοκιμζσ που ακολουκοφν είναι 

ενεργοποιθμζνθ θ ςυνκικθ των μεγάλων μετατοπίςεων (large deformations and 

displacements), θ εφαρμοηόμενθ δφναμθ είναι ςε όλεσ τισ περιπτϊςεισ ίςθ με 

     και ο ςυντελεςτισ τριβισ (Friction Coefficient) παίρνει διαφορετικζσ τιμζσ οι 

οποίεσ είναι                   Στθν τελευταία περίπτωςθ όπου ο ςυντελεςτισ 

τριβισ μθδενίηεται, το μοντζλο δοκιμάηεται και χωρίσ τθν εφαρμογι τθσ ςυνκικθσ 

επαφισ με ςτόχο να διερευνθκεί κατά πόςο θ εφαρμογι τθσ ςυνκικθσ αυτι 

κακαυτι επθρεάηει τθ ςυμπεριφορά του μοντζλου.  

Αναλυτικά:  

Στιγμιότυπο 1 

 

 

Για επιβαλλόμενθ δφναμθ      και ςυντελεςτι τριβισ        παρουςιάηεται 

self-contact μεταξφ όλων των επιφανειϊν που ζχουν οριςτεί. Η ανάλυςθ 

Ρεπεραςμζνων Στοιχείων ολοκλθρϊνεται επιτυχϊσ και  όπωσ φαίνεται από το 

γράφθμα που ακολουκεί, το μοντζλο εμφανίηει αρνθτικό λόγο Poisson και 

επομζνωσ ςυμπεριφζρεται αυξθτικά. Το χαρακτθριςτικό κοίλωμα που εμφανίηεται 

ςτο γράφθμα οφείλεται ςτθν παρουςία τθσ τριβισ.  
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Γράφημα 1 

 

 

Στιγμιότυπο 2 

 

 

Υποδιπλαςιάηοντασ τον ςυντελεςτι τριβισ το αποτζλεςμα δεν μεταβάλλεται 

ιδιαίτερα. Ππωσ φαίνεται  παρουςιάηεται ξανά self-contact μεταξφ όλων των 

επιφανειϊν ςτισ οποίεσ είχαμε νωρίτερα εφαρμόςει τισ μονόπλευρεσ διεπιφάνειεσ 

επαφισ. Ταυτόχρονα το μοντζλο ςυνεχίηει να εμφανίηει αυξθτικι ςυμπεριφορά. Το 

γράφθμα παρουςιάηει και εδϊ ζνα χαρακτθριςτικό κοίλωμα το οποίο οφείλεται 

ςτθν παρουςία τθσ τριβισ, όπωσ και θ αρικμθτικι αςτάκεια τθσ ανάλυςθσ 

(excessive distortion). Ωςτόςο θ ανάλυςθ ολοκλθρϊνεται επιτυχϊσ.  
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Γράφημα 2 

 

 

Στιγμιότυπο 3 

 

 

Η δφναμθ παραμζνει θ ίδια αλλά μθδενίηοντασ το ςυντελεςτι τριβισ, παρατθρείται 

ότι θ επαφι εξακολουκεί να ςυμβαίνει και ότι ο λόγοσ Poisson εμφανίηεται και πάλι 

αρνθτικόσ. Το ςθμαντικό εδϊ είναι πωσ θ ανάλυςθ ολοκλθρϊνεται επιτυχϊσ και 

μάλιςτα χωρίσ διαρροι ι περαιτζρω ςφάλματα.  
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Γράφημα 3 

 

 

Στιγμιότυπο 4 

 

 

Η τελευταία δοκιμι είναι αυτι ςτθν οποία ζχουν αφαιρεκεί οι μονόπλευρεσ 

διεπιφάνειεσ επαφισ και απλϊσ επιβάλλεται δφναμθ      προκειμζνου να 

παρατθρθκεί τί διαφορζσ εμφανίηονται ςε ςχζςθ με πριν. Γενικά, όταν δεν 

ενεργοποιείται το φαινόμενο τθσ επαφισ το πρόβλθμα είναι γραμμικό. Ζτςι ο λόγοσ 

Poisson που υπολογίηεται κανονικά πρζπει να είναι ςτακερόσ και ίδιοσ για 

οποιαδιποτε άλλθ φόρτιςθ. Ωςτόςο ςτθ ςυγκεκριμζνθ επίλυςθ θ ανάλυςθ δεν 

ςυγκλίνει και ο λόγοσ Poisson δεν είναι τελείωσ ςτακερόσ. Αυτό, πικανόν οφείλεται 

τόςο ςε αρικμθτικι αςτάκεια, θ οποία αποδίδεται ςτθ ςυνκικθ μεγάλων 
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μετατοπίςεων, που είναι ενεργοποιθμζνθ, όςο και ςτο γεγονόσ ότι χωρίσ τθν επαφι 

τα λεπτά τμιματα του φορζα οδθγοφν ςε μεγάλεσ παραμορφϊςεισ και λυγιςμό.  

 

Αντιπαράκεςθ γραφθμάτων:  

Γράφημα 4 

 

 

Βλζποντασ αντιπαρακετικά τθ γραφικι αναπαράςταςθ τθσ ςυμπεριφοράσ του 

μοντζλου, παρατθρείται ότι αυξάνοντασ το ςυντελεςτι τριβισ, αυξάνεται θ 

αυξθτικι ςυμπεριφορά του υλικοφ (περίπτωςθ 1). Επίςθσ, όςο υπάρχει ο 

ςυντελεςτισ τριβισ παρουςιάηεται ζνα μικρό κοίλωμα ςτα γραφιματα (περίπτωςθ 

1 και 2). Στθν περίπτωςθ 3 για απουςία τριβισ, θ αυξθτικι ςυμπεριφορά αν και 

ξεκινά όπωσ ςτισ άλλεσ περιπτϊςεισ, μετά εμφανίηει χαρακτθριςτικι μείωςθ. Τζλοσ, 

για τθν περίπτωςθ 4, χωρίσ τθ ςυνκικθ τθσ επαφισ τα φαινόμενα που παρουςιάηει 

το μοντζλο οδθγοφν ςε απϊλεια ςφγκλιςθσ τθσ επίλυςθσ. Ρροκειμζνου θ επίλυςθ 

να ςυγκλίνει κα ικελε ςτρατθγικι επίλυςθσ με επιβαλλόμενεσ μετακινιςεισ αντί για 

δυνάμεισ και δεν επεκτακικαμε ςτθν κατεφκυνςθ αυτι. Τελικά, παρατθρείται πωσ 

τόςο θ εφαρμοηόμενθ ςυνκικθ τθσ επαφισ-τριβισ, όςο και θ ενεργοποίθςθ τθσ 

ςυνκικθσ μεγάλων μετατοπίςεων, εξαιτίασ τθσ μθ γραμμικότθτασ που προςδίδουν 

ςτο πρόβλθμα, επθρεάηουν κακοριςτικά και μεταβάλουν τθ ςυμπεριφορά του 

υλικοφ.  
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5.4. Προςομούωςη hard material-soft material 

(ελαςτικό μοντϋλο)  
 

Στθν ενότθτα αυτι, παρουςιάηονται οι δοκιμζσ όπου χρθςιμοποιοφνται και τα δφο 

υλικά μαηί. Τόςο το ςκλθρό, όςο και το μαλακό υλικό ζχουν μόνο ελαςτικζσ 

ιδιότθτεσ. Η ςυνκικθ που ορίςτθκε αρχικά μεταξφ των επιφανειϊν τουσ είναι θ 

surface-to-surface-contact με τθ ςυνκικθ μεγάλων μετατοπίςεων ςτο πρόγραμμα 

πεπεραςμζνων ςτοιχείων να είναι απενεργοποιθμζνθ. Οι προςομοιϊςεισ που 

ζγιναν δείχνουν τθν αλλθλεπίδραςθ μεταξφ των επιφανειϊν των δφο υλικϊν και τα 

αποτελζςματα που προκφπτουν φανερϊνουν ότι θ παρουςία και του μαλακοφ 

υλικοφ προκαλεί διαφορά ςτθν αυξθτικι ςυμπεριφορά του ςυνολικοφ μοντζλου. Η 

εφαρμοηόμενθ δφναμθ δεν είναι θ ίδια ςε όλεσ τι δοκιμζσ και παίρνει τιμζσ 

        και ο ςυντελεςτισ τριβισ εμφανίηεται με τιμζσ           . Για μθδενικό 

ςυντελεςτι τριβισ πραγματοποιικθκαν και επιλφςεισ με τθ ςυνκικθ των  μεγάλων 

μετατοπίςεων ενεργοποιθμζνθ. 

 

Αναλυτικά: 

Στιγμιότυπο 5      Στιγμιότυπο 6 

  

 

Για επιβαλλόμενθ δφναμθ ίςθ με     και ςυντελεςτι τριβισ   

    παρατθρείται αποκόλλθςθ των δφο υλικϊν κακϊσ το hard material τείνει να 

αναπτφξει self-contact. Η ανάλυςθ ολοκλθρϊνεται επιτυχϊσ χωρίσ ςφάλματα και το 

μοντζλο παρουςιάηει αυξθτικι ςυμπεριφορά αφοφ ο λόγοσ Poisson εξακολουκεί να 

προκφπτει αρνθτικόσ (Στιγμιότυπο 5). 

Στθν επόμενθ δοκιμι (Στιγμιότυπο 6) θ μόνθ αλλαγι είναι ότι υποδιπλαςιάςτθκε θ 

δφναμθ. Η ανάλυςθ ολοκλθρϊνεται και το αποτζλεςμα που προκφπτει είναι 

παραπλιςιο με το προθγοφμενο, με τθ διαφορά ότι τα ανοίγματα μεταξφ των 
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υλικϊν εμφανίηονται πιο περιοριςμζνα. Η αυξθτικι ςυμπεριφορά εξακολουκεί να 

υπάρχει και ο λόγοσ Poisson είναι περίπου ίςοσ με τθν προθγοφμενθ περίπτωςθ. 

Ακολουκοφν τα ανάλογα γραφιματα (Γράφθμα 5 και Γράφθμα 6) 

 

Γράφημα 5  

 

 

Γράφημα 6 
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Στιγμιότυπο 7α     Στιγμιότυπο 7β 

 

 

Για δφναμθ ίςθ με     , μθδενικό ςυντελεςτι τριβισ και χωρίσ μεγάλεσ 

μετατοπίςεισ, τα δφο υλικά μακροπρόκεςμα τείνουν να αποκολλθκοφν πλιρωσ 

κακϊσ δεν αναπτφςςονται αντιςτάςεισ μεταξφ των επιφανειϊν τουσ. Η ανάλυςθ δεν 

δφναται να ολοκλθρωκεί αν και μζχρι εκεί που ζφταςε το μοντζλο εξακολουκεί να 

αναπτφςςει αυξθτικι ςυμπεριφορά (Στιγμιότυπο 7α). Ρροκειμζνου να προχωριςει 

περεταίρω θ ανάλυςθ πραγματοποιικθκε πφκνωςθ του πλζγματοσ των 

πεπεραςμζνων ςτοιχείων (Στιγμιότυπο 7β). Οφτε αυτι θ ανάλυςθ ολοκλθρϊκθκε 

επιτυχϊσ, όμωσ προχϊρθςε λίγο παραπάνω και επιβεβαίωςε ότι το μοντζλο 

ςυνεχίηει να είναι αυξθτικό.   

Γράφημα 7α 
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Γράφημα 7β 

 

Αντιπαράκεςθ γραφθμάτων: 

Γράφημα 7α,7β 

 

Επίςθσ, ςυγκρίκθκαν ςε γράφθμα τα αποτελζςματα που παρουςιάηουν τα 

Στιγμιότυπα 6 και 7α. Στισ δοκιμζσ αυτζσ το μοντζλο δοκιμάςτθκε για ίδιο φορτίο 

αλλά για παρουςία και απουςία τριβισ αντίςτοιχα. Ραρατθρικθκε με βάςθ το 

παρακάτω γράφθμα πωσ θ παρουςία τθσ τριβισ βοθκάει κακοριςτικά ςτθν 

ολοκλιρωςθ τθσ ανάλυςθσ και πϊσ αντίκετα με τισ δοκιμζσ μόνο του ςκλθροφ 

υλικοφ, θ αφξθςθ τθσ τριβισ με τθν παρουςία και του μαλακοφ υλικοφ ςυντελεί 

ςτθν μείωςθ τθσ αυξθτικισ ςυμπεριφοράσ του υλικοφ.   
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Γράφημα 6,7α 

 

 

Η παραπάνω επίλυςθ πραγματοποιικθκε και για ςυνκικθ μεγάλων μετατοπίςεων 

ενεργοποιθμζνθ και το αποτζλεςμα που δόκθκε ιταν ςχεδόν το ίδιο (Στιγμιότυπο 

7α on). 

Στθ ςυνζχεια, τα δφο υλικά του μοντζλου ςυνδζκθκαν μονολικικά (tie constraint), 

ενεργοποιικθκε θ ςυνκικθ μεγάλων μετατοπίςεων και ζγιναν ςυγκρίςεισ. 

Για δφναμθ      θ ανάλυςθ με ςυνκικθ επαφισ που αναπαριςτά το Στιγμιότυπο 
7α on ςυγκρίνεται με τθν ανάλυςθ που αναπαριςτά το Στιγμιότυπο 8 ςτο οποίο 
λόγω του περιοριςμοφ που του ζχει επιβλθκεί, εμφανίηεται να παραμορφϊνεται, 
όμωσ δεν μπορεί να πραγματοποιιςει ολίςκθςθ ι ανοίγματα. 
 

 
      Στιγμιότυπο 7α (on)    Στιγμιότυπο 8 
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Ζπειτα, παρουςιάηονται τρεισ επιλφςεισ με αντίκετθ φόρτιςθ      και 
ςυντελεςτι τριβισ μθδενικό. Συγκεκριμζνα το Στιγμιότυπο 9 και το Στιγμιότυπο 9 on  
αναπαριςτοφν τθν ανάλυςθ όπου εφαρμόηεται θ ςυνκικθ surface-to-surface-
contact με ςυνκικθ μεγάλων μετατοπίςεων απενεργοποιθμζνθ και ενεργοποιθμζνθ 
αντίςτοιχα, και το Στιγμιότυπο 10 τθν ανάλυςθ με tie constraints.  
 

    Στιγμιότυπο 9    Στιγμιότυπο 10 (on) 

 

Στιγμιότυπο 10 

 

 

Η αυξθτικι ςυμπεριφορά του μοντζλου είναι χαρακτθριςτικι και ςτισ τρεισ 

περιπτϊςεισ, όμωσ οι επιλφςεισ όπου εφαρμόηεται θ ςυνκικθ επαφισ δεν 

ολοκλθρϊνονται και οι τιμζσ του λόγου Poisson είναι εκτόσ των επιτρεπτϊν ορίων, 

κάτι που οφείλεται ςτθν ανιςοτροπία του υλικοφ. Αντίκετα, ςτθν περίπτωςθ που τα 

δφο υλικά είναι άρρθκτα δεμζνα μεταξφ τουσ, θ ανάλυςθ φτάνει ςτο τζλοσ και οι 

αρνθτικζσ τιμζσ του λόγου Poisson είναι μζςα ςτα επιτρεπτά όρια. Αξιοςθμείωτθ 

είναι θ ςυμμετρία που παρουςιάηεται για κετικι και αρνθτικι φόρτιςθ (Γράφθμα 

8,10). 
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Αντιπαράκεςθ γραφθμάτων: 

Γράφημα 7α,7α(on) 

 

Γράφημα 9,9(on) 

 

Γράφημα 8,10 
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Συνολικό Γράφημα που περιλαμβάνει τα Στιγμιότυπα: 7α,7α(on)8,9,9(on),10 

 

 

 

Μεγζκυνςθ κεντρικοφ τμιματοσ του παραπάνω γραφιματοσ: 
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5.5. Προςομούωςη hard material-soft material 

(ελαςτοπλαςτικό μοντϋλο) 
 

Για τθ μετατροπι του ελαςτικοφ μοντζλου ςε ελαςτοπλαςτικό αρκεί θ 

ενεργοποίθςθ τθσ πλαςτικότθτασ ενόσ εκ των δφο υλικϊν. Επειδι το ςκλθρό υλικό 

κεωρείται ωσ βαςικό, ενϊ το μαλακό ωσ ςυμπλθρωματικό, προςδίδονται ςε αυτό 

πλαςτικζσ ιδιότθτεσ, γίνεται ελαςτοπλαςτικό και το μαλακό υλικό διατθρείται όπωσ 

πριν. Η ςυνκικθ επαφισ που εφαρμόηεται ςτο μοντζλο είναι θ surface-to-surface-

contact και ςτόχοσ είναι ο προςδιοριςμόσ τθσ ςυμπεριφοράσ του ελαςτοπλαςτικοφ 

πλζον μοντζλου με τθν επίδραςθ τθσ επαφισ-τριβισ. Λόγω τθσ 

ελαςτοπλαςτικότθτασ του μοντζλου το πρόβλθμα είναι μθ-γραμμικό και 

παρουςιάηει διαρροι (failure damage). Οι δοκιμζσ που ακολουκοφν γίνονται για 

δφναμθ     , ςυντελεςτι τριβισ           και με απενεργοποιθμζνθ τθ 

ςυνκικθ μεγάλων μετατοπίςεων. Στθν τελευταία περίπτωςθ δοκιμάηεται το 

μοντζλο και για αντίκετθσ κατεφκυνςθσ δφναμθ ενϊ ςε κάποιεσ από τισ δοκιμζσ 

παρουςιάηονται και αποτελζςματα μετά από πφκνωςθ του πλζγματοσ των 

πεπεραςμζνων ςτοιχείων. Ζπειτα, εφαρμόςτθκαν και πάλι οι περιοριςμοί tie 

constraint με ενεργοποιθμζνθ τθ ςυνκικθ μεγάλων μετατοπίςεων και ςυγκρίκθκαν 

και ςχολιάςτθκαν οι προκφπτουςεσ επιλφςεισ με αντίςτοιχεσ για ςυνκικθ επαφισ 

και ενεργοποιθμζνθ ςυνκικθ μετατοπίςεων. Σε ζνα ελαςτοπλαςτικό μοντζλο θ 

επίδραςθ τθσ εφαρμοηόμενθσ ςυνκικθσ ελζγχεται ςχετικά με το αν δθμιουργείται ι 

όχι διαρροι ςτο μοντζλο (Active Yield, Ac Yield) και ςχετικά με τθν πλαςτικι τροπι 

που δθμιουργεί (plastic strain, PEEQ).  

 

Αναλυτικά:  

     Στιγμιότυπο 11α AC YIELD      Στιγμιότυπο 11α PEEQ 
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    Στιγμιότυπο 11β AC YIELD   Στιγμιότυπο 11β PEEQ   

  

Για δφναμθ     και ςυντελεςτι τριβισ       , από το Στιγμιότυπο 11α Ac Yield 

παρατθρείται ότι το μοντζλο διαρρζει κακϊσ ςε αρκετά ςθμεία ξεπερνά κατά πολφ 

το ανϊτατο όριο τθσ τάςθσ διαρροισ το οποίο ζχουμε ορίςει ίςο με 0,2 με 

αποτζλεςμα θ ανάλυςθ να μθν ολοκλθρϊνεται επιτυχϊσ. Ππωσ δείχνει και το 

γράφθμα 11α το μοντζλο ςυνεχίηει να παρουςιάηει ζντονθ αυξθτικι ςυμπεριφορά.   

Με τθν επιδίωξθ θ ανάλυςθ να προχωριςει περιςςότερο πραγματοποιικθκε 

πφκνωςθ του πλζγματοσ των πεπεραςμζνων ςτοιχείων. Τα Στιγμιότυπα 11β που 

προζκυψαν μοιάηουν αρκετά με τα προθγοφμενα. Ο λόγοσ Poisson ςυνεχίηει να 

είναι αρνθτικόσ, όμωσ παρατθρικθκε πωσ θ ανάλυςθ ςταμάτθςε ακόμα νωρίτερα 

όπωσ δείχνει τόςο το γράφθμα 11β όςο και θ ςυγκριτικι πορεία των γραφθμάτων.  

 

Γράφημα 11α 

 

-0,50

-0,45

-0,40

-0,35

-0,30

-0,25

-0,20

-0,15

-0,10

-0,05

0,00

0,00 0,01 0,01 0,02 0,02 0,03 0,03

Ef
fe

ct
iv

e
 P

o
is

so
n

's
 r

at
io

 

External Force 

cf=0.6 load=1



40 
 

Γράφημα 11β 

 

 

Αντιπαράκεςθ γραφθμάτων: 

Γράφημα 11α,11β  
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    Στιγμιότυπο 12 AC YIELD   Στιγμιότυπο 12 PEEQ

 

 
    Στιγμιότυπο 12 AC YIELD (on)   Στιγμιότυπο12 PEEQ (on)

 

 
    Στιγμιότυπο 13 AC YIELD    Στιγμιότυπο 13 PEEQ 

     

 
Σε αυτι τθ δοκιμι μθδενίηεται ο ςυντελεςτισ τριβισ, όμωσ διατθρείται θ ίδια 

δφναμθ    . Ππωσ φαίνεται από τα Στιγμιότυπα 12 θ ςυμπεριφορά του μοντζλου 

είναι παρόμοια με αυτι ςτθν προθγοφμενθ περίπτωςθ. Το μοντζλο και πάλι 

ςθμειϊνει διαρροι οπότε θ ανάλυςθ με τα Ρεπεραςμζνα Στοιχεία δεν δφναται να 

ολοκλθρωκεί και ταυτόχρονα θ πλαςτικι παραμόρφωςθ του φορζα είναι υπαρκτι 
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αλλά πολφ μικρι. Το ίδιο ςυμβαίνει και με ενεργοποιθμζνεσ τισ μεγάλεσ 

μετατοπίςεισ (Στιγμιότυπα 12 on), με τθ διαφορά ότι θ διαρροι είναι πιο ιςχυρι. 

Επίςθσ, θ αυξθτικι ςυμπεριφορά ςυνεχίηει να υπάρχει. Στα Στιγμιότυπα 13 φαίνεται 

πόςο διαφζρει το αποτζλεςμα τθσ προςομοίωςθσ όταν το μοντζλο 

παραμορφϊνεται ςαν ζνα ςϊμα. Σε αυτιν τθ περίπτωςθ θ πλαςτικι παραμόρφωςθ 

είναι πιο ζντονθ. Οφτε αυτι θ επίλυςθ ολοκλθρϊνεται και όπωσ δείχνει και το 

Γράφθμα 11α,12,12on,13 το μοντζλο ςταματά να αντιδρά αυξθτικά. 

 

Αντιπαράκεςθ γραφθμάτων: 

Μετά από ςφγκριςθ τθσ περίπτωςθσ με παρουςία τριβισ πριν τθν πφκνωςθ 

(Στιγμιότυπα 11α) και τθσ περίπτωςθσ με απουςία τριβισ (Στιγμιότυπα 12) 

παρατθρείται ότι θ αφξθςθ του ςυντελεςτι τριβισ προκαλεί μείωςθ τθσ αυξθτικισ 

ςυμπεριφοράσ του ελαςτοπλαςτικοφ υλικοφ. Κατά τα άλλα οι δφο αναλφςεισ 

μοιάηουν πολφ μεταξφ τουσ. 

 

Γράφημα 11α,12 
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Συνολικά, με βάςθ το γράφθμα που ακολουκεί, μπορεί να παρατθρθκεί πωσ θ 
πλαςτικοποίθςθ του ιςχυροφ υλικοφ (hard material) προκαλεί εντυπωςιακι μείωςθ 
ςτθν αυξθτικι ςυμπεριφορά του μοντζλου.  

 

Γράφημα 11α,12,12on,13 

 

 

 

 

 

 

          Στιγμιότυπο 14α AC YIELD   Στιγμιότυπο 14α PEEQ 
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       Στιγμιότυπο 14β AC YIELD   Στιγμιότυπο 14β PEEQ

     

 
        Στιγμιότυπο 14α AC YIELD (on)  Στιγμιότυπο 14α PEEQ (on)

 

 

      Στιγμιότυπο 15 AC YIELD         Στιγμιότυπο 15 PEEQ 
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Αυτι είναι θ περίπτωςθ όπου προκειμζνου να ελεγχκεί θ ςυμπεριφορά του 

ελαςτοπλαςτικοφ υλικοφ του φορζα υπό αντίκετθ φόρτιςθ εφαρμόηεται αντίκετθ 

δφναμθ ίςθ με     . Ο ςυντελεςτισ τριβισ διατθρείται μθδενικόσ.  Η ανάλυςθ 

δεν μπορεί να ολοκλθρωκεί διότι όπωσ δείχνουν και το Στιγμιότυπο 14α Ac Yield το 

μοντζλο παρουςιάηει ςθμαντικι διαρροι. Ωςτόςο, όπωσ παρατθρείται και ςτα δφο 

Στιγμιότυπα 14α, υπάρχει πλαςτικι παραμόρφωςθ θ οποία μακροπρόκεςμα 

φαίνεται να οδθγεί ςτθν αποκόλλθςθ των δφο υλικϊν. 

Τα Στιγμιότυπα 14β απεικονίηουν τθν πφκνωςθ του πλζγματοσ των πεπεραςμζνων 

ςτοιχείων, που επιλζχκθκε να γίνει ϊςτε να ελεγχκεί αν θ ανάλυςθ κα περατωκεί. 

Ωςτόςο, οφτε μετά από αυτι τθ ςθμαντικι πφκνωςθ των ςτοιχείων ολοκλθρϊκθκε. 

Ζδειξε όμωσ πωσ το μοντζλο διαρρζει ςθμαντικά και πωσ μακροπρόκεςμα 

οδθγείται ςτθν αποκόλλθςθ μεταξφ των δφο υλικϊν ενϊ θ ςφγκριςθ των 

γραφθμάτων (Γράφθμα 14α,14β) δείχνει πωσ θ ανάλυςθ μετά τθν πφκνωςθ 

προχϊρθςε περιςςότερο.  

Στα Στιγμιότυπα 14α (on) φαίνεται θ ίδια επίλυςθ αλλά με τθ ςυνκικθ μεγάλων 

μετατοπίςεων ενεργοποιθμζνθ. Εδϊ θ αποκόλλθςθ των δφο υλικϊν είναι ξεκάκαρθ, 

θ ανάλυςθ δεν ολοκλθρϊνεται, όμωσ θ αυξθτικι ςυμπεριφορά ςυνεχίηει να υπάρχει 

(Γράφθμα 14α, 14α(on),15). 

Σχετικά με τα Στιγμιότυπα 15 πρόκειται για τα αποτελζςματα που ζδωςε θ 

προςομοίωςθ όταν εφαρμόςτθκαν οι περιοριςμοί tie constraint. Ραρατθρείται ότι 

ςτθν περίπτωςθ αυτι το μοντζλο παραμορφϊνεται ςτο ςφνολό του, χωρίσ να 

δθμιουργοφνται ανοίγματα ι να ςυμβαίνει ολίςκθςθ μεταξφ των υλικϊν. Η 

ανάλυςθ οφτε ςε αυτι τθ περίπτωςθ ολοκλθρϊνεται και θ αυξθτικι ςυμπεριφορά 

ςταματά να υπάρχει (Γράφθμα 14α, 14α(on),15).  

Κάποια από τα γραφιματα που ακολουκοφν αν και παρουςιάηουν αρνθτικό λόγο 

Poisson ο οποίοσ υποδεικνφει αυξθτικι ςυμπεριφορά ςτο μοντζλο, οι τιμζσ που 

προκφπτουν δείχνουν να είναι εκτόσ των επιτρεπτϊν ορίων. Ωςτόςο, όταν αυτζσ 

εμφανίηονται ςτισ επιλφςεισ όπου ζχει οριςτεί ςυνκικθ επαφισ, είναι αποδεκτζσ 

τιμζσ διότι επειδι το εξεταηόμενο υλικό είναι ανιςότροπο το κατϊτατο όριο του 

λόγου Poisson (-1) δεν είναι απόλυτο και μπορεί να λάβει και μικρότερεσ τιμζσ. 

Επιπλζον, αυτζσ οι ιςχυρά αρνθτικζσ τιμζσ του λόγου μποροφν να εξθγθκοφν και ωσ 

εξισ: To ςκλθρό υλικό το οποίο αποτελείται από μικρότερο αρικμό ςτοιχείων, 

λειτουργεί ςαν «ςφινα» ςτο μαλακό μεγαλφτερο ςε ζκταςθ υλικό, 

πολλαπλαςιάηοντασ τθ δφναμθ που αςκείται λόγω τθσ επαφισ των επιφανειϊν τουσ 

με αποτζλεςμα ο λόγοσ Poisson να βγαίνει εκτόσ ορίων και θ ανάλυςθ να μθν 

προχωρά.  
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Γράφημα 14α 

 

 

Γράφημα 14β 
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Αντιπαράκεςθ γραφθμάτων: 

Γράφημα 14α,14β  

 

Τελικά, κακϊσ καμία από τισ δφο παραπάνω αναλφςεισ (πριν τθν πφκνωςθ και μετά 

από αυτιν) δεν περατϊκθκε και λόγω των τιμϊν που προκφπτουν ςτο λόγο Poisson, 

τα αποτελζςματα αυτά κρίνονται απλϊσ ωσ ενδεικτικά και όχι ωσ απόδειξθ για τθν 

ςυνολικι ςυμπεριφορά του υλικοφ υπό αυτζσ τισ ςυνκικεσ.  

 

Γράφημα 14α, 14α (on),15

 

Ππωσ δείχνει και το αντιπαρακετικό γράφθμα που προθγείται, όταν ςτθν ανάλυςθ 

τίκενται οι περιοριςμοί tie constraint θ ανάλυςθ προχωρά περιςςότερο και το 

μοντζλο ςταδιακά ςταματά να είναι αυξθτικό.  
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Συνολικό Γράφημα που περιλαμβάνει τα Στιγμιότυπα: 12,12(on),13,14α,14α(on),15   
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Τζλοσ, παρατίκενται ζνα ςυνοπτικό γράφθμα και δφο μεγεκφνςεισ του, το οποίο 

περιλαμβάνει όλεσ τισ επιλφςεισ που ζγιναν τόςο για το ελαςτικό, όςο και για το 

ελαςτοπλαςτικό μοντζλο. 

 

1Συνοπτικό γράφημα για επιλφςεισ ελαςτικοφ και ελαςτοπλαςτικοφ μοντέλου 

 

  

                                                           
1
 Οι καμπφλεσ που αποτελοφνται από γραμμι-κουκίδα-γραμμι αναπαριςτοφν τισ επιλφςεισ για το 

ελαςτικό υλικό, ενϊ οι καμπφλεσ που αποτελοφνται από γραμμι-ρόμβο-γραμμι αναπαριςτοφν τισ 
επιλφςεισ για το ελαςτοπλαςτικό μοντζλο. Το ίδιο ιςχφει και για τισ μεγεκφνςεισ του γραφιματοσ. 
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Μεγεκφνςεισ κεντρικοφ τμιματοσ ςυνοπτικοφ γραφιματοσ για επιλφςεισ ελαςτικοφ και 

ελαςτοπλαςτικοφ μοντζλου 

 

 

 

-1,50

-1,00

-0,50

0,00

0,50

1,00

1,50

-0,06 -0,01 0,04

Ef
fe

ct
iv

e
 P

o
is

so
n

's
 r

at
io

 

External Force 

surface-to-surface-
contact load=1 (off)
surface-to-surface-
contact load=1 (on)
tie constaint load=1

surface-tosurface-
contact load=(-1) (off)
surface-to-surface-
contact load=(-1) (on)
tie constraint load=(-1)

surface-to-surface-
contact load=1 (off)
surface-to-surface-
contact load=1 (on)
tie constraint load=1

surface-to-surface-
contact load=(-1) (off)
surface-to-surface-
contact load=(-1) (on)
tie constraint load=(-1)

-1,80

-1,30

-0,80

-0,30

0,20

-0,02 -0,01 0,00 0,01 0,02

Ef
fe

ct
iv

e
 P

o
is

so
n

's
 r

at
io

 

External Force 

surface-to-surface-
contact load=1 (off)
surface-to-surface-
contact load=1 (on)
tie constaint load=1

surface-tosurface-
contact load=(-1) (off)
surface-to-surface-
contact load=(-1) (on)
tie constraint load=(-1)

surface-to-surface-
contact load=1 (off)
surface-to-surface-
contact load=1 (on)
tie constraint load=1

surface-to-surface-
contact load=(-1) (off)
surface-to-surface-
contact load=(-1) (on)
tie constraint load=(-1)



51 
 

Συμπερϊςματα 
 

Σε αυτι τθν εργαςία, μελετικθκε θ επίδραςθ του μθ-γραμμικοφ φαινομζνου τθσ 

μονόπλευρθσ επαφισ και τριβισ μεταξφ των ςυςτατικϊν μιασ αυξθτικισ 

μικροδομισ και αποδείχκθκε ότι θ γεωμετρικι μθ-γραμμικότθτα, οι μεγάλεσ 

μετατοπίςεισ και θ ελαςτοπλαςτικότθτα ζχουν ςθμαντικι επίδραςθ ςτθν αυξθτικι 

ςυμπεριφορά. 

Για τθν εφαρμογι τθσ επαφισ-τριβισ  ςτο εξεταηόμενο μοντζλο χρθςιμοποιικθκε θ 

«μζκοδοσ τθσ ποινισ» (penalty method) ςτο πλαίςιο τθσ μθ-γραμμικισ ανάλυςθσ 

πεπεραςμζνων ςτοιχείων θ οποία πραγματοποιικθκε με τον επαναλθπτικό 

αλγόρικμο Newton-Raphson. 

Η δεδομζνθ εξεταηόμενθ αυξθτικι μικροδομι που είχε ιδθ προκφψει από 

τοπολογικι βελτιςτοποίθςθ και επαλθκευτεί με αρικμθτικι ομογενοποίθςθ ιταν 

ετερογενισ, αποτελοφμενθ από ζνα ςκλθρό και ζνα μαλακό υλικό. Απομονϊνοντασ 

το ςκλθρό υλικό εφαρμόςτθκε ςτο μοντζλο θ ςυνκικθ self-contact. Ζπειτα 

χρθςιμοποιικθκαν και τα δφο υλικά μαηί και εφαρμόςτθκε θ ςυνκικθ surface-to-

surface contact πρϊτα ςε μοντζλο με ελαςτικζσ και ζπειτα ςε μοντζλο με 

ελαςτοπλαςτικζσ ιδιότθτεσ. Τζλοσ για ςφγκριςθ των αποτελεςμάτων που βρζκθκαν, 

εφαρμόςτθκαν ςτο μοντζλο οι περιοριςμοί tie constraint και παρατθρικθκαν οι 

διαφορζσ όταν το μοντζλο επιλφεται ςαν ιςότροπο αλλά μθ ομογενζσ. 

Στθν περίπτωςθ των δφο ςυνκθκϊν επιτεφχκθκε θ απαιτοφμενθ επαφι θ οποία 

επθρζαςε κακοριςτικά τθν αυξθτικι ςυμπεριφορά του υλικοφ. Το ςκλθρό υλικό 

παρουςίαςε εξαιρετικά ζντονα self-contact και το μοντζλο με τα δφο υλικά 

εμφάνιςε ςε αρκετζσ περιπτϊςεισ ανοίγματα που μακροπρόκεςμα οδθγοφν ςτθν 

αποκόλλθςθ των δφο υλικϊν, ολίςκθςθ μεταξφ των επιφανειϊν λόγω τθσ επιβολισ 

τθσ τάςθσ και εν γζνει διαφορετικι ςυμπεριφορά λόγω τθσ παρουςίασ και του 

μαλακοφ υλικοφ.   

Ραρατθρικθκε ακόμα πωσ θ παραμόρφωςθ που προκλικθκε ςτθν αυξθτικι 

μικροδομι μετά τθν εφαρμογι των ςυνκθκϊν επαφισ και τθν επιβολι τθσ 

ανάλογθσ δφναμθσ, διαφζρει ςθμαντικά από αυτι που κα εμφανιηόταν χωρίσ αυτζσ 

τισ ςυνκικεσ αλλά με τισ επιφάνειζσ τουσ άρρθκτα ςυνδεμζνεσ μεταξφ τουσ. 

Στισ δοκιμζσ που πραγματοποιικθκαν χρθςιμοποιικθκαν διαφορετικοί ςυντελεςτζσ 

τριβισ και δυνάμεισ και οι αντίςτοιχεσ παραμορφϊςεισ διζφεραν εξίςου. Μπορεί να 

προκφψει ςαν ςυμπζραςμα ότι οι παραμορφϊςεισ που υπζςτθ το μοντζλο άλλαηαν 

εξαιτίασ του διαφορετικοφ ςυντελεςτι τριβισ. Επίςθσ, μζςα από τισ αναλφςεισ 

προζκυψε ότι θ αφξθςθ του ςυντελεςτι τριβισ, αυξάνει τθν αυξθτικι ςυμπεριφορά 

τθσ μικροδομισ ςτθν περίπτωςθ μόνο του ςκλθροφ υλικοφ, λαμβανόμενο ωσ 
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ελαςτικό, όμωσ μειϊνει τθν αυξθτικι ςυμπεριφορά τθσ μικροδομισ ςτθν περίπτωςθ 

του ελαςτικοφ μοντζλου παρουςία δφο υλικϊν και ςτθν περίπτωςθ του 

ελαςτοπλαςτικοφ μοντζλου.  

Ακόμα, μετά τισ επιλφςεισ που ζγιναν ςτο ελαςτοπλαςτικό μοντζλο ιταν 

εντυπωςιακι θ μείωςθ τθσ αυξθτικισ του ςυμπεριφοράσ, και ςτισ περιπτϊςεισ με 

επαφι αλλά ιδίωσ ςτισ περιπτϊςεισ όπου εφαρμόςτθκε άρρθκτθ ςφνδεςθ των 

υλικϊν, όπου και εξαφανίςτθκε τελικά εντελϊσ. Ρροφανϊσ αυτό οφείλεται ςτθν 

πλαςτικότθτα που προςδόκθκε ςτο ιςχυρό υλικό. Δθλαδι, παρατθρικθκε πωσ θ 

ελαςτοπλαςτικότθτα του υλικοφ μειϊνει ζωσ και μθδενίηει τον αρνθτικό λόγο 

Poisson.  

Επίςθσ, από τθ ςυνοπτικι ςφγκριςθ των επιλφςεων ςε γράφθμα παρατθρικθκαν τα 

εξισ τόςο για το ελαςτικό όςο και για το ελαςτοπλαςτικό μοντζλο: Ρρϊτον, ςτισ 

περιπτϊςεισ όπου εφαρμόηεται ςυνκικθ επαφισ, με ενεργοποιθμζνεσ και 

απενεργοποιθμζνεσ τισ μεγάλεσ μετατοπίςεισ το μοντζλο δεν αντιδρά με τον ίδιο 

τρόπο. Δεφτερον, ςτισ περιπτϊςεισ αρνθτικισ φόρτιςθσ οι τιμζσ του λόγου Poisson 

ξεφεφγουν από τα επιτρεπτά όρια λόγω τθσ ανιςοτροπίασ του υλικοφ, οπότε τα 

αποτελζςματα που προκφπτουν είναι απλϊσ ενδεικτικά. Και τζλοσ, για τισ επιλφςεισ 

όπου υπάρχει άρρθκτθ ςφνδεςθ των δφο υλικϊν είναι φανερό ότι για κετικι και 

αρνθτικι φόρτιςθ εμφανίηουν μια ςυμμετρία ςτθν αυξθτικι αντίδραςθ που τα 

χαρακτθρίηει.  

Συνοπτικά να αναφερκεί επίςθσ πωσ θ μικροδομι αναλφκθκε και δοκιμάςτθκε ςε 

μικροςκοπικό επίπεδο κατά τζτοιο τρόπο ϊςτε τα αποτελζςματα που εξιχκθςαν να 

μεταφερκοφν ςτθν αντίςτοιχθ μακροςκοπικι κλίμακα ϊςτε να κακορίςουν το υλικό 

ςτο ςφνολό του.  

Τζλοσ, οι αυξθτικζσ μικροδομζσ που διαφζρουν από τισ ςυνθκιςμζνεσ μετά τθ 

ςχεδίαςι τουσ μποροφν να μεταφερκοφν και ςτθν πραγματικότθτα με τθ χριςθ 3d 

printing, προκειμζνου να δοκιμαςτοφν πειραματικά και ςε μεταγενζςτερο επίπεδο 

να χρθςιμοποιθκοφν ςε νζα προϊόντα. Η αυξθτικι μικροδομι που μελετικθκε 

μπορεί αφοφ ςχεδιαςτεί ςε περιβάλλον CAD με τθ χριςθ καμπυλϊν (ςε δφο 

διαςτάςεισ) και αφοφ βελτιςτοποιθκεί θ γεωμετρία τθσ ϊςτε να λαμβάνει υπόψθ τα 

ηθτιματα κόπωςθσ του υλικοφ, μπορεί να μοντελοποιθκεί και να εκτυπωκεί 

τριςδιάςτατα ςε μια μθχανι ταχείασ πρωτοτυποποιιςθσ.  
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