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H	διατριβή	αυτή	εξετάστηκε	με	επιτυχία	στις	2	Ιουνίου	2017		από	την	παρακάτω	Τριμελή	Επιτροπή	:	

• Καθηγητή	Ιωάννη	Σαριδάκη		ως	επιβλέπων		

• Επικ.	Καθηγητή	Εμμανουήλ		Μαθιουδάκη		ως	συνεπιβλέπων	

• Καθηγήτρια		Έλενα	Παπαδοπούλου	

η	οποία		ορίστηκε	κατά	τη	διάρκεια	της	1

ης

/6-9-2016		ΓΣΕΣ	της	Σχολής	Μηχανικών	Παραγωγής	και	

Διοίκησης	του	Πολυτεχνείου	Κρήτης.	
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�����������

�� ����� �� ����������� ���� ������������ ��� ��������� µ�� �������� ������ ����-

���� ��� ����. �������� �µµ������ ���������� ��� ��� ������µ����� ����������

��� µ�� �������� �� ��� �� ������ ��� µ������������ µ�� �������.

������, ��������� �� ����� µ���� ��� ��µ����������� µ�� ��������� ����������

������ ������������, ����� ��� ��� ���������� �������� �������� ���� ��� ���

������µ� �������� ���� ���� �������� ������µ������ �������.

��������� �� ����� �� ����������� ��� ������ ��� �� ��µ��������� ��� ���� ���-

������� ��� ������� µ��.

����� ��������� �� µ��� ��� ����������� µ�� ��� ��� ���������� ��� µ�� ��������

�� ��� �� �������� ��� ������� µ��.
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��������

� ����µ����� µ������ �������µ���� ��������� Collocation, ��� ��� ������� ������-

µ���� ���������� ��µ�� µ� �� ����� �� ����������� ����� ��� ������� �������µ��

Hermite, �������� ��� ������������� ���µ� µ� ����� ���� ���������. �������µ��� ���

�������� ��������� ����� � ����µ��� ��� µ������ ��� ����������� ����µ����, ���� ����-

�� ����������� ����������� �� ������������� �������������� ������ ���������. ����

��µ������ �������� ��� ��µ�� ��� ��� ��������� ��� ������µ���� ���������� �����µ�-

��� ���������, ��� ������ � ��������� ���������� ��� �������� ���������� �� ����� ���-

�� ��� ���������� ��������� ��� ������ �����������. �� ��� ��µ������ µ���� ��� ���-

�����µ�� �µ��������� ��������� ������� ���µµ���� �����µ����, ��� ������ �� �������

����������� ����� block ����������� µ����. ��� �������� ������������ ������������

��������� �������, �� ����� ��������� ��� ����������� ��������µ��, �� �µ���� ����-

����� ��������� ����������� �������� ���������� �� ��������������� µ� �������� Cyclic

Reduction, ���� �� ����� ������ � ���������� ����µ��������� ��������µ�� ��� µ���-

������ ����µ� ������������� �������. �� ���� ��� ����� � ������������ ����������

�������� ��� Collocation ���µµ���� �����µ���� µ����� �� ����µ���������� �������-

��, �����µ��� �� ����������� ���������� �������µ�� µ� ����� ���µ� ����������

�����������. ���� ���� �� �µ��� �������� ��� ������� �����µ���� µ������ ���������

�� ����� ������������ �� ������µ��� ������ ����������������, ����� ���������� µ�

�� ����� ��� ��������� ������������� �������������� ��������� �������.
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�������� 1

����µ����� ������� Hermite
Collocation �� ����� ����������

1.1 ��������

���� ������µ� ���������� ��µ�� (���), �� ����� �������� �� ��� ����� ⌦ µ����� ��

���������� µ��� ��� �������� �������

(���)

8
<

:

Lu(x) = f(x) , x 2 ⌦

Bu(x) = g(x) , x 2 @⌦
. (1.1)

���� � �������� L ����µ������ ����� ��� ������ ⌦, ��� � �������� B ���������� ���

���������� �������� ��� ������µ���� ��� ����µ������ ��� ������ ��� ������ @⌦. ���

��� ��� ��� �������µ���� µ������� ����µ������ �������� ��� ����� ���� ��� ������-

�µ���� ���������, � ��������� ��� ������ µ����� �� ���������� ��� �������� ��µ��� :

• ��µ� 1: ���µ������ ���µ����� ��� ������ ⌦ �� �������µ��� ������ ���������.
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• ��µ� 2: ������� n ���µµ��� �����������, ���� �µ�µ��� ������� �������µ�-

��� ����������� �1, . . . ,�n

, �� ������ ���µ������� ����������� ����� ��� ���-

��µ���������� ��� ��� ���������� ��� ����µ������ ����� u(x) ��� ��� ��

u(x) ' u
n

(x) = a1�1(x) + · · ·+ a
n

�
n

(x) =
nX

k=1

a
k

�
k

(x). (1.2)

• ��µ� 3: ������� µ��� µ������ ��������������� ��� µ������� ��� �� ������

���� ��� ��������, ������ µ�������� ��� ��� �� ��� ������µ� �������� ����

���µµ���� �����µ����, �� ����� �� ������������ ���� ����������� ��� ��������

���µµ���� �������µ�� ��� ����������� �����. �� ���µµ��� �����µ� �� ���� ��

µ����

C~a = ~
b (1.3)

���� C 2 Rn,n , ~a = [a1 a2 · · · a
n

]T ��� ~b = [b1 b2 · · · b
n

]T .

• ��µ� 4: ������� ���������� µ������ ��� ��� ������� ��� ���µµ���� �����-

µ���� ��� ����������µ�� ��� �������� a1, . . . , an. � ������� ���� ��������� ���

µ������ ��� ���� ��������� ��� ������µ���� ���µµ���� �����µ����.

������������ �������� �� ���� ��� ��� �� �������� ��µ��� ������������ ��� �����-

������� µ������� [1] ��� ��� ������� ���. � ��� �������µ��� µ������ �������µ����

��������� ����� � µ������ Galerkin, � ����� ����� �µ��� �������µ��� µ� �����������

�����������. ��� ��� ������� ������ µ������ ����µ������ �����������, µ����� ��

����µ����� � µ������ Collocation, � ����� �������� �������µ��� ��� �������� ����-

���� ��� ������������� ���� ���µ��� �������.
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1.2 �������µ��� �������� Hermite Collocation �� �����
����������

���� ������� ���� �� ����� �����µ� ��������� ���������� ��� ����µ������ µ������

�������� ��� Hermite Collocation �� ����� ����������. ��� �� ����� ���� �� �����µ�-

������� �� ���������� ������µ� µ������ ����� Poisson ����µ��� ���� µ�������� ����.

�� ������µ� ���� �� ������������� ����������� ��������µ���� ���� �� µ���� :

8
><

>:

⇣
@

2

@x

2 +
@

2

@y

2 +
@

2

@z

2

⌘
u(x, y, z) = f(x, y, z) , (x, y, z) 2 ⌦

u(x, y, z) = 0 , (x, y, z) 2 @⌦

(1.4)

���� ⌦ ⌘ [0, 1]⇥ [0, 1]⇥ [0, 1].

��� ��� ����µ����� ������� µ� �� µ����� �������µ���� ��������� Collocation, ������-

���µ� �� �������� ��µ���.

• ��µ� 1: �� ��������µ� �µ���µ���� ���µ����� ��� ������ ⌦ �� n
s

��� �����-

����� ���������µ��� Ix
k

= Iy
j

= Iz
k

, i = 1 , . . . , n
s

µ� ��µ� ���������������

h = 1
ns

. �� ��������µ���� ��� ��µ��� (x
i

, y
j

, z
k

) ��� ����µ���� ���������������

�� ����� :

8
>>>><

>>>>:

x
i

= (i� 1)h, i = 1, ..., n
s

+ 1

y
j

= (j � 1)h, j = 1, ..., n
s

+ 1

z
k

= (k � 1)h, k = 1, ..., n
s

+ 1

(1.5)

• ��µ� 2: �� ����������� ����� ����������� �� tricubic �������µ� Hermite

��� µ����� :

�
k

(x, y, z) = �
i

(z)�
j

(y)�
k

(x),����� � ��������� u(x, y, z) ������������� ��� ��

�����

3



u(x, y, z) ' u
n

(x, y, z) =
2ns+2X

i=1

2ns+2X

j=1

2ns+2X

k=1

a
i,j,k

�
i

(z)�
j

(y)�
k

(x) (1.6)

µ� �
i

�� �������µ� ����� Hermite ��� ������������ �� µ�� ��������.

�� ���� ��µ�� ��������������� x
m

��� ���� ��������, ������������ ��� �������-

���� �����, �� ������ ��������� �� ���� :

�2m�1(x) =

8
<

:

�(x�xm
h

) , x 2 I
m�1 [ I

m

0 , �����������
, (1.7)

�2m(x) =

8
<

:

 (x�xm
h

) , x 2 I
m

[ I
m�1

0 , �����������
, (1.8)

���� m = 1, . . . , (n
s

+ 1) , I
i

⌘ [x
i

, x
i+1] , i = 1, . . . , n

s

1.1

��� �� ������� �� �������� ����µ�� ��� m = 1 ��� m = n
s

+ 1, ������µ� ���

���������� ��µ���� x0 := �h ��� x
ns+2 := 1 + h, �� ������ �� ���������� �����

��� ������ ⌦.

���������µ� ��� ������� �� ���� ��������� ��� �� µ����������� �������µ� �����

8
<

:

�2m�1(xi

) = h d

dt

�2m(xi

) = �i
m

�2m(xi

) = d

dt

�2m�1(xi

) = 0
(1.9)

��� ��� �� m = 1, . . . , (n
s

+ 1) ��� ���� �i
m

: ����� ��� Kronecker.

4



 

 

�2i�1

�2i

xi�1
xi+1xi

���µ� 1.1: �������µ� Hermite [24] �� µ�� �������� ����µ��� ���� ��µ�� x
i

.

�� �µ�µ����� ������ �������µ� Hermite [2] ���� ���� ��������� ��� ������µ�

[�1, 1] ����� �� ���� :

�(x) =

8
>>>><

>>>>:

�+(x) , x 2 [0, 1]

��(x) , x 2 [�1, 0]

0 , x 62 [�1, 1]

, (1.10)

 (x) =

8
>>>><

>>>>:

 +(x) , x 2 [0, 1]

 �(x) , x 2 [�1, 0]

0 , x 62 [�1, 1]

, (1.11)

����

�+(x) =

8
<

:

(1� x)2(1 + 2x) , x 2 [0, 1]

0 , x 62 [0, 1]
, (1.12)

��(x) = �+(�x) =

8
<

:

(1 + x)2(1� 2x) , x 2 [�1, 0]

0 , x 62 [�1, 0]
, (1.13)

5



���µ� 1.2: ������ �������µ� Hermite �� µ�� ��������.

 +(x) =

8
<

:

x(1� x)2 , x 2 [0, 1]

0 , x 62 [0, 1]
, (1.14)

 �(x) = � +(�x) =

8
<

:

x(1 + x)2 , x 2 [�1, 0]

0 , x 62 [�1, 0]
. (1.15)

�� ���µ� 1.2 �µ������� �� ������ �������µ� Hermite, ���� ���� ��������� ���

[�1, 1].

�����µ���� ���� �������µ���� ��������� ��� �������µ�� Hermite ��� µ�� ���-

�����, ���������� �� �������� ��������� ��� tricubic Hermite �������µ�� ���

���� ��µ�� (x
i

, y
j

, z
k

) ��� ������������� ����µ���� ��������������� :

6



8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�2i�1,2j�1,2k�1(x, y, z) = �2i�1(z)�2j�1(y)�2k�1(x)

�2i�1,2j�1,2k(x, y, z) = �2i�1(z)�2j�1(y)�2k(x)

�2i�1,2j,2k�1(x, y, z) = �2i�1(z)�2j(y)�2k�1(x)

�2i�1,2j,2k(x, y, z) = �2i�1(z)�2j(y)�2k(x)

�2i,2j�1,2k�1(x, y, z) = �2i(z)�2j�1(y)�2k�1(x)

�2i,2j�1,2k(x, y, z) = �2i(z)�2j�1(y)�2k(x)

�2i,2j,2k�1(x, y, z) = �2i(z)�2j(y)�2k�1(x)

�2i,2j,2k(x, y, z) = �2i(z)�2j(y)�2k(x)

(1.16)

µ� ��� ���� ��������� :

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�2i�1,2j�1,2k�1(x, y, z) = 1

h @

@x

�2i�1,2j�1,2k(x, y, z) = 1

h @

@y

�2i�1,2j,2k�1(x, y, z) = 1

h2 @

2

@y@x

�2i�1,2j,2k(x, y, z) = 1

h @

@z

�2i,2j�1,2k�1(x, y, z) = 1

h2 @

2

@z@x

�2i,2j�1,2k(x, y, z) = 1

h2 @

2

@z@y

�2i,2j,2k�1(x, y, z) = 1

h3 @

3

@z@y@x

�2i,2j,2k(x, y, z) = 1

(1.17)

��� �µ��� �������� ��� �������µ���� ������� ��������� :

7



���µ� 1.3: � ������� ��� 8 �������� ���� ��µ�� ����µ���� (x
i

, y
j

, z
k

).

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

u
ns

(x
i

, y
j

, z
k

) = a2i�1,2j�1,2k�1

h @

@x

u
ns

(x
i

, y
j

, z
k

) = a2i�1,2j�1,2k

h @

@y

u
ns

(x
i

, y
j

, z
k

) = a2i�1,2j,2k�1

h2 @

2

@y@x

u
ns

(x
i

, y
j

, z
k

) = a2i�1,2j,2k

h @

@z

u
ns

(x
i

, y
j

, z
k

) = a2i,2j�1,2k�1

h2 @

2

@z@x

u
ns

(x
i

, y
j

, z
k

) = a2i,2j�1,2k

h2 @

2

@z@y

u
ns

(x
i

, y
j

, z
k

) = a2i,2j,2k�1

h3 @

3

@z@y@x

u
ns

(x
i

, y
j

, z
k

) = a2i,2j,2k

(1.18)

���� i , j, k = 1, . . . , (n
s

+ 1).
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• ��µ� 3: ���������� � ����µ����� µ������ Collocation [3, 11, 12, 13, 6, 14] ��

µ������ ��������������� � ����� ������������ �� ���µµ��� �����µ� Ct = b. �

��������� ���� ��������� ���� �������µ���� �������� µ�������� ����µ���� ���

��������� Collocation ��µ��� (�x

i

, �y

j

, �z

k

) ��� ⌦ ��� ��� (⇠x
i

, ⇠y
j

, ⇠z
k

) ��� �������

8
><

>:

⇣
@

2

@x

2 +
@

2

@y

2 +
@

2

@z

2

⌘
u(�x

i

, �y

j

, �z

k

)� f(�x

i

, �y

j

, �z

k

) = 0 , (�x

i

, �y

j

, �z

k

) 2 ⌦

u(⇠x
i

, ⇠y
j

, ⇠z
k

) = 0 , (⇠x
i

, ⇠y
j

, ⇠z
k

) 2 @⌦

(1.19)

� ����µ��� ��� �������� �������� �� ���� �������µ��� �������� Ixyz
ijk

��� �����

������������ 64 µ� µ�������� ����������� �����. ���µ���� � ���� ��� ��� ���

��µ��� (x, y, z) 2 Ixyz
ijk

�� ������������ ��� �� ����� :

u
ns

(x, y, z) =
2i+2X

p=2i�1

2j+2X

q=2j�1

2k+2X

r=2k�1

a
p,q,r

�
p

(z)�
q

(y)�
r

(x) . (1.20)

����� �� ���� ��µ�� ����µ���� (x
i

, y
j

, z
k

) �� ������������ 8 �������� �������-

���� a
p,q,r

� ������� ��� ������ �µ��������� ��� ���µ� 1.3. ������ �� ���� ����

�������µ��� �������� Ixyz
ijk

�������� 64 ���µ��� ����������.

��� ����� ⌦ �������� 8n3
s

��������� Collocation ��µ��� (�x

i

, �y

j

, �z

k

), ��� ��

������ ��� ��������� �������� ����� 8(n
s

+1)3. ��µ�� �������� 8[3(n
s

+1)+1]

��������, �� ������ ������������ ��� ������ ��� µ������ �� ���������� ��� ��

����� ��� ���������� ��������. ����� �� ������ ��� �������� ��� ��������

��������µ� µ��� ��� ���� �� ���������� ��������� ����� 8n3
s

.

����� ����� ������ [3, 24, 19] ���� ��������� ����������� ������µ���� ����-

������ ��������, � �������� ������� ��� Collocation ��µ���� ����� ���� ���
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0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

(zi+1,yj,xk+1)

(zi,yj,xk+1)

(zi+1,yj+1,xk+1)

(zi,yj+1,xk+1)

⊗  (σi
−,σj

−,σk
+)

⊗  (σi
+,σj

−,σk
+)

⊗  (σi
−,σj

+,σk
+)

⊗  (σi
+,σj

+,σk
+)

⊗  (σi
−,σj

−,σk
−)

⊗  (σi
+,σj

−,σk
−)

⊗  (σi
−,σj

+,σk
−)

⊗  (σi
+,σj

+,σk
−)

(zi,yj,xk)

(zi+1,yj+,xk)

(zi,yj+1,xk)

(zi+1,yj+1,xk)

���µ� 1.4: �� ���� Collocation ��µ��� ��� �������µ��� �������� Izyx
ijk

.

x x x x

x x x 1

x x x x

x 2 x 3

x x x x

x 4 x 5

x x x x

x 6 x 7

x x x x

x x x 8

x x x x

x x 9 17

x x x x

10 11 18 19

x x x x

12 13 20 21

x x x x

14 15 22 23

x x x x

x x 16 24

x x x x

x x 25 33

x x x x

26 27 34 35

x x x x

28 29 36 37

x x x x

30 31 38 39

x x x x

x x 32 40

x x x x

x x 41 49

x x x x

42 43 50 51

x x x x

44 45 52 53

x x x x

46 47 54 55

x x x x

x x 48 56

x x x x

x x x 57

x x x x

x 58 x 59

x x x x

x 60 x 61

x x x x

x 62 x 63

x x x x

x x x 64

���µ� 1.5: ����µ��� �������� ���������� ��� ������� ��� Z ��������� ��� n
s

= 4.
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��µ���� Gauss. �� ��������µ���� ���� �� ����� (�±
i

, �±
j

, �±
k

) µ� i, j, k = 1, . . . , n
s

���� �±
i

= h

2 (2i� 1±
p
3
3 ).

�� ���� ��������� Collocation ��µ���, ���� �������µ���� ��������� Izyx
ijk

�µ��-

�������� ��� ���µ� 1.4 ��� ����� :

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

(��
i

, ��
j

, ��
k

) , (�+
i

, ��
j

, ��
k

)

(��
i

, ��
j

, �+
k

) , (�+
i

, ��
j

, �+
k

)

(��
i

, �+
j

, ��
k

) , (�+
i

, �+
j

, ��
k

)

(��
i

, �+
j

, �+
k

) , (�+
i

, �+
j

, �+
k

)

(1.21)

x x x 65

x x x 129

x 66 x 67

x 130 x 131

x 68 x 69

x 132 x 133

x 70 x 71

x 134 x 135

x x x 72

x x x 136

x x 73 81

x x 137 145

74 75 82 83

138 139 146 147

76 77 84 85

140 141 148 149

78 79 86 87

142 143 150 151

x x 80 88

x x 144 152

x x 89 97

x x 153 161

90 91 98 99

154 155 162 163

92 93 100 101

156 157 164 165

94 95 102 103

158 159 166 167

x x 96 104

x x 160 168

x x 105 113

x x 169 177

106 107 114 115

170 171 178 179

108 109 116 117

172 173 180 181

110 111 118 119

174 175 182 183

x x 112 120

x x 176 184

x x x 121

x x x 185

x 122 x 123

x 186 x 187

x 124 x 125

x 188 x 189

x 126 x 127

x 190 x 191

x x x 128

x x x 192

���µ� 1.6: ����µ��� ���������� �������� �� ���� ��� Z �������� ��� n
s

= 4.

• ��µ� 4: ������� ��� ������µ���� Collocation ���µµ���� �����µ���� µ� ��

����� ������� ����µ������ µ������ [26, 28]. ������ � �������� ��� ���µµ����

�����µ���� ����� µ�����, ���������� � ����� µ��� ������������� �����������

11



1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45
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���µ� 1.7: Block ����������� ����µ��� ��������� �� ���� �� Z �������� ��� n
s

= 4.

���µ� 1.8: Block ����������� ��µ� ��� Collocation ������.
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��������, ������� µ� �� ��µ� ��� ������ ����������� C. � ����µ��� ��������

��� ��������� ��������� �� ��µ� ��� Collocation ������ ��� ���� �������� ���

������� ��� µ������ �������� ���.

� ����µ��� ��� �� ��������µ�, ������������� ���������� ��� ���µ� 1.5 ��� ����

��������� ��� ����������� �� �������� ��� ������� �� ���� �� Z �������� ��-

�����µ��� �������� ��� ��� ���µ� 1.6 ��� ���� ��������� ��� ����������. ��

��������, �� ������ ����� ���������� ���� ��� ���������� ��������, ��µ�����-

���� µ� ¨x¨ . � Collocation ������� �� ���� Block ����������� µ���� ��µ���� µ�

���� ��� ����µ���, ���� �������� ��� ���µ� 1.8.

����� �������� ��� � ������� ����������� ���� ����� ��µ�, ����� � ����� ���-

���������� ����µ������ µ������ �������� ����� ��������.

���������� � Collocation ������� C 2 R8n3
s⇥8n3

s ��� block ����������� µ���� ���

�� ���� �� ��µ�

C =

2

66666666666664

A2 A3 �A4 O O · · · O O O O O
A4 A1 �A2 O O · · · O O O O O
O A1 A2 A3 �A4 · · · O O O O O
O A3 A4 A1 �A2 · · · O O O O O
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

O O O O O · · · A1 A2 A3 �A4 O
O O O O O · · · A3 A4 A1 �A2 O
O O O O O · · · O O A1 A2 �A4

O O O O O · · · O O A3 A4 �A2

3

77777777777775

, (1.22)
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���� �� A
i

2 R4n2
s⇥4n2

s ����� ���������� ��� µ����� :

A
i

=

2

66666666666664

K2 K3 �K4 O O · · · O O O O O
K4 K1 �K2 O O · · · O O O O O
O K1 K2 K3 �K4 · · · O O O O O
O K3 K4 K1 �K2 · · · O O O O O
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

O O O O O · · · K1 K2 K3 �K4 O
O O O O O · · · K3 K4 K1 �K2 O
O O O O O · · · O O K1 K2 �K4

O O O O O · · · O O K3 K4 �K2

3

77777777777775

, (1.23)

µ� K
i

2 R2ns⇥2ns ����� �� ������� ������� µ����� :

K
i

=

2

66666666666664

↵2 ↵3 �↵4 O O · · · O O O O O
↵4 ↵1 �↵2 O O · · · O O O O O
O ↵1 ↵2 ↵3 �↵4 · · · O O O O O
O ↵3 ↵4 ↵1 �↵2 · · · O O O O O
...

...
...

...
... . . . ...

...
...

...
...

O O O O O · · · ↵1 ↵2 ↵3 �↵4 O
O O O O O · · · ↵3 ↵4 ↵1 �↵2 O
O O O O O · · · O O ↵1 ↵2 �↵4

O O O O O · · · O O ↵3 ↵4 �↵2

3

77777777777775

, (1.24)

��� �� ��µ�� ��� ↵
i

�� ����� :

A1 K1 K2 K3 K4

↵1 �+ ��+ ⇣+ �✓+
↵2 ��+ ��+ ✏� ⌫
↵3 ⇣+ ✏� ⇣� �✏+
↵4 �✓+ ⌫ �✏+ �+

(1.25)

A2 K1 K2 K3 K4

↵1 ��+ ��+ ✏� ⌫
↵2 ��+ ��+ ��� µ+

↵3 ✏� ��� ✓� �⌫
↵4 ⇠ µ+ �⇠ µ�

(1.26)
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A3 K1 K2 K3 K4

↵1 ⇣+ ✏� ⇣� �✏+
↵2 ✏� ��� ✓� �⌫
↵3 ⇣� ✓� � ���

↵4 �✏+ �⌫ ��� ��

(1.27)

A4 K1 K2 K3 K4

↵1 �✓+ ⌫ �✏+ �+

↵2 ⌫ µ+ �⌫ µ�

↵3 �✏+ �⌫ ��� ��

↵4 �+ µ� �� ���

(1.28)

µ� �± = 1
h

93
p
3±157
108 , �± = 66

p
3±111
324 , �± = 2

p
3±1

108 , ✏± = 1
h

13±3
p
3

108 , ⇣± = 1
h

2
24±7

p
3

18 ,

✓± = 1
h

23±9
p
3

108 , ± = 1
h

2
43

p
3±72
18 , �± = h3

p
3±5
72 , µ± = h

p
3±1
216 , ⌫± =

p
3

108 .

��� ��� ��������� ������� ��� Collocation ���µµ���� �����µ���� �� ���������

������������� �������������� ����� ���������� � �������� ���������� �����-

����� �������µ�� �������� ���. � ��µ� ��� ������ ����������� ��������� ���

��������� ��������µ�� �� ��������� ������������. ��µ�� ����� ������ � ��-

���� ��� ���������� ��������� ��� ���µµ���� �����µ����, ���� �� ����� ������

� ��������� ��� ���������� �������µ�� �� �������������� ������ µ��µ�� ���-

������ ������������� �������. � ���������� ���� µ��� µ� ��� ��������� ���

��������� ��� ���������� �������µ�� �������������� ��� ���µ��� ��������.
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�������� 2

������� ��� Collocation ���µµ����
�����µ����

2.1 ��������

���� ������� ���� �� ������������� ���������� �������µ�� ��� ������������� ���-

�������� �������� ��� Collocation ���µµ���� �����µ����. � ��µ� ��� ������ �����-

������ ��������� �� ��������� ������� ������� ���µµ���� �������� ��� ���� �������

����µ�. ��µ�� ����� ������ � ��������� ������ ��� ���������� ��������� µ� ��� �-

µ��������� ��� ��� ���������� ������� µ����� ����. �����, ������ �� ����µ������

�������� ��� ���µµ��� �����µ� µ� ����� ��� ������ ��� ����������������� ��� ����-

����, ��� ��� �������� �� �������� µ�� ��������� ��������� ������������ ����������

�������� ���. ��� �������� �� ������������ � ��������� �������� ��� ������� ��� ���

��������� ��� ���������� �������µ�� �� �������������� ������ µ��µ�� ���������

�������.
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2.2 ���µ����� ��� Collocation ������

����� ������������� ��� �������µ��� ��������, � ������� ����������� ��� ����-

���� ��� Collocation ���µµ���� �����µ����, ���� block ����������� µ����. � �����

µ��� µ������ ���µ����µ�� ��� �µ���������� ��� �������� µ����� �� �������� ����

���������������� ���� µ� ��������µ� ��� ������ ��� ��µ�� ��� Collocation ������

[17, 18, 19, 20]. ����� �� ����� ������� � ����������� ��������µ�� ����� ��� �µ����

��� ��������. � ������� ���µ����µ�� ��� �� �����µ��������µ� �� �������� �� ��-

� ���µ���. ���� ����� ���� �����µ������µ� ��� ���� ��� ��������µ���� ��������

��� ��������� ��� ��� �������� ����µ����µ� ��� µ������µ����µ� ��� �� �������� ���

���µ�� ���������������� ��� ���µµ���� �����µ����. ��� ��� ��������µ��� ��� �-

������� ��� ��� ��������� �� �����µ�������� � ���� ��� Red-Black ��������. ��µ����

µ� ����, ��������/��������� ���������� �� ��� ����µ���� ��������/��������� �����-

�� µ� �� ���µ����µ� ���� µ� ��� �������� ���� : �� µ��� ��� Red ����µ���� �����

��������� µ��� µ� µ��� ��� Black ����µ����. � �������� ���� ��������µ���� �����

�������µ� µ� ��� ����µ��� ���� µ������µ����µ�� �µ�������� ��� ���µµ��� �����µ�

µ��� ��� µ���������� ������ P 2 R8n3
s⇥8n3

s ��� µ����� :

P =

2

6666666666666666666664

P1 O O O O O · · · O O O O
O O P3 O O O · · · O O O O
O O O O P5 O · · · O O O O
...

...
...

...
...

... · · · ...
...

...
...

O O O O O O · · · O O O O
O O O O O O · · · O P

ns�1 O O
O O O O O O · · · O O O P

ns+1

O P2 O O O O · · · O O O O
O O O P4 O O · · · O O O O
O O O O O P6 · · · O O O O
...

...
...

...
...

... · · · ...
...

...
...

O O O O O O · · · P
ns�2 O O O

O O O O O O · · · O O P
ns O

3

7777777777777777777775

, (2.1)
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���µ� 2.1: �µ��������� �������� ��� n
s

= 4

���µ� 2.2: ��������µ��� �������� ��� n
s

= 4

���� P
j

2 Rv,v µ� j =

8
<

:

4n2
s

���� j = 1 ��� j = n
s

+ 1

8n2
s

���� j = 2, ..., n
s

.
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���µ� 2.4: Red - Black ����µ��� �������� ��� ���������
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µ�

P
j

=

2

6666666666666666666664
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ns O
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7777777777777777777775

, (2.2)

��� I
j

2 Rv,v µ�������� ������ µ� �������� j =

8
<

:

2n
s

���� j = 1 ��� j = n
s

+ 1

4n
s

���� j = 2, ..., n
s

.

� ���µ����µ�� ��� � �µ��������� �������� ��� ��������� ����µ����������� �� ���

������. ��� ����� ������ ������� �µ��������� ��� ���µ����µ�� �������� ��� �����-

���� �� ���� ��� Z ����������. ������ �µ������������ ��������/��������� �� ����-

�� ������������ ���� ���� ������ ���µµ� ��� ����µ���� ���������������. �� ���µ�

2.1 �µ������� ���� ��� �µ��������� ��� n
s

= 4, ��� �� ���µ� 2.2 ��� ��������µ�-

�� ����. ��� ������� ������ ����� ��� ����������� ����µ������ � ���� ������� �����

���������/��������� ��� ����������� ���� ���� ������ ���µµ� ��� ����µ���� ���-

������������. �� ���µ� 2.3 �µ������� ��� �µ��������� ��������/��������� ��� ����

��������� ������� ��� ����µ���� ���������������, ��� �� ���µ� 2.4 ���������� ����

��������µ��� ���� ��� n
s

= 4. ����� ���������� � �������� ���������� ����� �����-

��µ� µ� ��� ����µ��� ��� µ������µ����µ�� �µ�������� ��� ���µµ��� �����µ� µ���
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��� ������ P . ����������, ��� ��� ������ ����������� ��� �������� �� ������ :

PCP T =


D

R

�H
B

�H
R

D
B

�
, (2.3)

����

D
R

= diag[A2 Ã · · · Ã| {z }
p�1

�A2] (2.4)

H
R

= �diag[A4 Â · · · Â| {z }
p�1

�A4] (2.5)

D
B

= diag[Ã · · · Ã| {z }
p

] (2.6)

H
B

= �diag[Â · · · Â| {z }
p

] (2.7)

Ã =


A1 �A2

A1 A2

�
��� Â =


A3 �A4

A3 A4

�
. (2.8)

� ����µ��� ��� µ������µ����µ�� �� ���� ������ A ��� j = 1, 2 �� �������� �� :

P
j

A
j

P T

j

=


D

AR �H
AB

�H
AR D

AB

�
, (2.9)

����

D
AR = diag[K2 K̃ · · · K̃| {z }

p�1

�K2] (2.10)

H
AR = �diag[K4 K̂ · · · K̂| {z }

p�1

�K4] (2.11)

D
AB = diag[K̃ · · · K̃| {z }

p

] (2.12)

H
AB = �diag[K̂ · · · K̂| {z }

p

] (2.13)

K̃ =


K1 �K2

K1 K2

�
��� K̂ =


K3 �K4

K3 K4

�
. (2.14)
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���µ� 2.5: ��µ� ��� Red-Black Collocation ������.

� ������ 2.5 �µ������� �� ��µ� ��� Collocation ������ ���� ����� ����������, ��µ����

µ� ��� ��������µ��� ��������/���������.

����� �� Collocation ���µµ��� �����µ� �� ���� ��� �������µ� µ����

C
P

= PCP T (P t) = Pb , (2.15)

����

C
P

= PCP T =

2

6666666666666666666666664
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7777777777777777777777775

(2.16)
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A0
i

= PA
i

P T =

2

6666666666666666666666664
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(2.17)
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2.3 � ������������ ������� ��������

���� ������� ���� �� ������������ � ������������ ���������� �������� ��� Collo-

cation ���µµ���� �����µ����. � ���������� ���� �� ����� ���� �������µ�� �����

������������� �������� �������� ���µµ���� �����µ����. ��µ���� µ� �� ���������-

���, ��� ���� �������� µ����� �� �����µ�������� µ�� ��������� ����µ����� µ������

��������.

���������� ��� ��� ������� ��� ���µµ���� �����µ���� ��� ����������� �� :

• ������������ ������µ� �� ����� ����� ��� �µ���� µ������ �������� Cyclic Re-

duction [28, 26]

• ���������� ������µ� �� ����� ����� ��� ������������� µ������ �������� �����-

��� ��������µ���� [4, 5, 7, 10, 15, 16, 27]

• ����������� ������µ� �� ����� ����� ��� µ� �������� ������������� µ������

BiCGSTAB µ� Gauss-Seidel ������µ��� [28, 29, 18].

��������� µ�� �����µ� ��������� ��� ���� µ����� ��������, ���� ����� �� ����µ�-

����� �� ���� ���������.
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2.3.1 ������� Cyclic Reduction

� µ������ Cyclic Reduction ���������� ��� ��� ������� ��� ���µµ���� ������µ����, ��

����� ���������� �� ���µµ��� �����µ� ��� µ��� ���������. � µ������ ���� �����µ��-

�������� ��� ��� ������� ������������ ���µµ���� �����µ���� ��� block ������������

���µµ���� �����µ����. ��������µ���, �� Collocation ���µµ��� �����µ� ��� µ��� ���-

������ ���� block ����������� µ����, ���µ���� � µ������ ��� µ����� �� �������� �����

� block ������ ���. � ������ ���� ��� �µ���� ����� µ������ ����� �� �����������

�� µ���� ��� ���� ���������,�� ������������� �� ��������� ��� �� ����������� ���� ��

µ���� ��������. � ���������� ���� �������µ������� ����� �� ���µµ��� �����µ� ��

������ �� �������� 2⇥ 2. � �������µ�� ����� µ����� ������ �� �����µ�������� �� µ��

µ����� �������� ���������� ��������������.

� �������µ�� ����������� ��� ��� ������ :

Forward Reduction: ���� ����� ���� ����� ������� i ���� ���µµ���� �����µ����

��������� n ���������� �� ���µµ���� �������µ�� ��� i, i� 1, i+ 1 ���������, µ� ���-

�����µ� �� ��������� ��� ��������� ����������� �����µ� µ� n

2 ��������� ��� n

2 ����-

�����. � ���������� ���� µ����� �� ���������� ���������� ��� ���� ��� ������ ���������

��� �������µ������� ����� �� ���� ����µ����� ��� ���µµ��� �����µ� 2 ��������� µ�

2 ���������. �� 2 ⇥ 2 �����µ� ������� �����µµ��� �������� ��� ��µ�� ��� x
n

��� xn
2

��������.

Backward Substitution: ���� ����� ���� �������� �������� x
i

������� ��� ��� ����-

��������� ��� ������� ��µ�� ��� x
i�1 ��� x

i+1, �� ����� ����� ������ ��� �� �����µ�

��� ���� ����� ��� �������� ��µ�. � ����������µ�� ��� �������� �������� µ�����

�� ����µ���������� ���������� ��� ����� ���� ���������. ���� ���� ��� �������µ��

����������� ��� log2(n)� 1 ��µ���.
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���µ� 2.6: ���µ����� ������������ �������µ�� Cyclic Reduction.

�������µ�� ��� µ������ Cyclic Reduction

��������µ� ��� �� �����µ� Qx = u ��������� n, ���� ������ ����������� Q ��� µ����� :

Q =

2

666664

a1 c1
b2 a2 c2

. . . . . . . . .
b
n�1 a

n�1 c
n�1

b
n

a
n

3

777775
(2.18)

� ����� ������ ���������� ��� �������µ�� ����� � �������� ��� �������� ��������.

� ���������� ���� ������������ �� Block LU ��������������� µ� ��� ����µ��� µ�-

�������� ��� ���µµ�� ��� ��� ������ ��� ������ Q. ����� S � µ���������� ������� :

S[1, 2, ..., n]T = [1, 3, ..., |2, 4, ...]T (2.19)
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� ������� ����������� ������� :

SQST =

2

666666664

a1 c1
a3 b3 c3

. . . . . . . . .
b2 c2 a2

b4
. . . a4
. . . . . .

3

777777775

(2.20)

� �������� ��� �������� �������� ����� �������µ� µ� �� µ����� ��������������� ���

������ ��� µ���� :

SQST =

2

666666664

1 O
. . . . . .

1 O
l1 m1 1

l2
. . . . . .
. . . 1

3

777777775

2

666666664

a1 c1
a3 b3 c3

. . . . . . . . .
O a(1)1 c(1)1

. . . b(1)2 a(1)2
. . .

O
. . . . . .

3

777777775

(2.21)

��� n ����� , ���� � �������� ������������ ��� i = 1, ..., n2 � 1 ��µ��� :

m
i

= c2i
a2i+1

, l
i

= b2i
a2i�1

, ln
2
= bn

an�1

c(1)
i

= �m
i

c2i+1, b(1)
i+1 = �li+1b2i+1

a(1)
i

= a2i � l
i

c2i�1 �m
i

b2i+1, an
2
(1) = a

n

� l
n

c
n�1

. (2.22)

� ���������� ���� ������������ �� Shur Complement ��� ������ �� ����������� µ����

��� µ�����µ� �� ����������µ� ��� �������� ��� �������� �������� ��� ���� µ���µ����

�����µ���� ��� ���� µ�� ����.
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�������µ�� ��� µ������ Block Cyclic Reduction

� µ������ ��� �� �����µ�������� ��� ��� �������µ� �������� ��� Collocation ���µ-

µ���� �����µ���� ����� � Block Cyclic Reduction. ���� ����� � ���� ���������� µ� ��

������� ��� �� �������� ��� ������, ����� ����������. ���µ���� �� �������� �������

���µµ���� �������� µ����� ������� ��� ���� ��� ����µ������.

��������µ� �� block ����������� ������ T (B,A,C) ����� n = 2q�1. � ������� T �����

������� ����������� ��� ���µµ���� �����µ���� :

2

666664

A C O
B A C O

. . . . . . . . .
B A C

O B A

3

777775

2

666664

u1

u2

u3
...
u
n

3

777775
=

2

666664

b1
b2
b3
...
b
n

3

777775
, (2.23)

���� A,B,C 2 Rm⇥m. ������ ����µ������ � ���������� µ�������� ���� ���µµ�� ���

��� ������ ��� �������� ������ µ� ��������µ� :

2

66666666664

A O C O
. . . B

. . .
. . . . . . C

O A O B
B C O A O

. . . . . . . . .
O B C O A

3

77777777775

2

666666666664

u1

u3
...

u2(2q�1)�1

u2

u4
...

u2(2q�1)�2

3

777777777775

=

2

666666666664

b1
b3
...

b2(2q�1)�1

b2
b4
...

b2(2q�1)�2

3

777777777775

, (2.24)

�� ����� µ����� �� ������ ��� µ���� :


H11 H12

H21 H22

� 
u
odd

u
even

�
=


b
odd

b
even

�
. (2.25)

��������µ� ��� � �������� ������� ����������� ����� �µ���� ��� ������ ����µ����µ�

�� µ����� ���������� Schur complement ��� ��� H11 ��������� ��� ���������µ� ��

��� µ�������� �����µ� ��������� 2q�1 � 1 :

(H22 �H21H
�1
11 H12)ueven

= b(1), b(1) = b
even

�H21H
�1
11 bodd. (2.26)
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�� ��� �������� ����������, �� �����µ� ��� ��������� ���� ��� ���� ��µ� µ� ���

������ ������ T , ������ �� ����� ��� µ�����

2

666664

A(1) C(1) O
B(1) A(1) C(1)

. . . . . .
B(1) A(1) C(1)

O B(1) A(1)

3

777775

2

666664

u2

u4

u6
...

u2q�2

3

777775
=

2

6666664

b(1)1

b(1)2

b(1)3
...

b(1)2q�1�1

3

7777775
, (2.27)

���� :

b(1)
i

= b2i � BA1b2i�1 � CA�1b2i+1, i = 1, ..., 2q�1 � 1. (2.28)

���

A(1) = A� BA�1C � CA�1B

B(1) = �BA�1B

C(1) = �CA�1C

(2.29)

���� � ���������� µ����� �� �������µ������� ������� ��� �� ������� µ�� ���������

block ��������µ���� µ������� 2q�k � 1 :

2

666664

A(k) C(k) O
B(k) A(k) C(k)

. . . . . .
B(k) A(k) C(k)

O B(k) A(k)

3

777775

2

6664

u1·2k

u2·2k
...

u2q�k�1·2k

3

7775
=

2

6666664

b(k)1

b(k)2

b(k)3
...

b(k)2q�k�1

3

7777775
, (2.30)
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��� k = 0, 1, ...q�1 . �� ������� Ak, Bk, Ck, ��� �� ������µ��� bk
i

������������� ��µ����

µ� ��� �������� ������� :

b(k+1)
i

= b(k)2i � B(k)(A(k))�1b(k)2i�1 � C(k)(A(k))�1b(k)2i+1, i = 1, ..., 2q�k � 1 (2.31)

���

A(k+1) = A(k) � B(k)(A(k))�1C(k) � C(k)(A(k))�1B(k)

B(k+1) = �B(k)(A(k))�1B(k)

C(k+1) = �C(k)(A(k))�1C(k)

(2.32)

��� k = 0, 1, ..., q � 2, ��� A(0) = A,B(0) = B,C(0) = C, ��� ��� ���������� ��� �

detA(k) 6= 0 ��� ���� k.

��� ����� ����� ��� ����������� ���� �������� �� m ⇥m �����µ� A(q�1)u2q�1 = b(q�1)
1 ,

��� �� ����� ������������� �� ��µ�� ��� u2q�1.

� ������� ���� (Backward Substitution:) ���������� �������� �� ��������µ���

A(k)u(2i�1)2k = b(k)2i�1 � B(k)u(2i�2)2k � C(k)u(2i)2k , (2.33)

��� i = 1, 2, ..., 2q�k�1, k = q�2, ..., 0 ���������� µ� �� u2q�1. �� ���� ��� ������������

���������� ��������������� ���� �� �������� �������� ��� ���µµ���� �����µ���� ���

����� ���������� µ�� µ���� ����������µ�� �������� ��µ���� µ� �� ���������� ���

��������� ����-��������������.
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2.3.2 ������� �������� ��������µ����

� ������� ��������µ���� �������� ��� ������ ������������� �������µ�� ���� �-

���µ����� ������� ���� ���µµ���� �����µ���� �����µ��������� µ�� ��������� ���

���µ����µ��� µ����� ����. � ����� ���� ��� �������� ��������µ���� ����� � ���-

�� µ������ ���µ�������, ���� �.�. � Gauss-Seidel, ���� �� ����������� � µ�����

��� ���� ��� ����µ���� ���� ������������ ��� ��������� ����������µ���� ��� ���-

���������� ������. ����µ���� ���� ����µ���� �µ���������� �������� �µ���� ��� ���

�����µ� ��� ���������� �� ��� ��� ����� ����µ� ���������������, µ� ��������µ� ��

������� �������� � ����� ���� ��� ������ ����µ����, ���� �� µ������� �� �����������

���� ����µ����. � ���������� ���� �������µ������� �����µ��������� µ�� ����� ��-

�������� µ��������� �� ������������ µ������� ����µ����, ���� �� ��������������

�� �����µ��� ��� ����������� �� ����.

�� ��������µ� ��� ������µ� ���������� ��µ��. ������ ������µ� �µ���µ���� ���-

µ����µ� ��� ������µ���� ��� ����� �������� �� ������µ� �� n ������µ��� µ� ��µ�

��������������� h = 1
n

. � �������������� ���� ������ ���� ��������� ��� �����µ����

Au = f , (2.34)

���� u : � µ������� ������� ���� ��� ���µµ���� �����µ����.

������ �� �����µ�������� � ��µ�����µ�� v, � ������ ���������� �� ������ ����������

��� ����� ��� ���µµ���� �����µ���� � ����� �������� ��� �� ����� µ��� �������-

������ µ������. �������� ��� ��µ������ µ���� ��� �� �������� ��� ��������������

����� v µ� ��� ����µ����� ���� u, ���� �� ����µ� �� ���������� ����µ���� ��� ���-

�������� ��� ����� ��� ��� ������������ µ�����. �� ����� ����� �� ��������� ����µ�

e ��� ������� ��� �� �����

e = u� v . (2.35)
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���� ���µ� ������������ µ���� ��� ������� ���� ���� � v ���������� ��� u ��������

�� �������� (residual), ��� �������� ��

r = f � Av . (2.36)

�� �������� �������� ���� ���� � ������������� ���� ��� �������� �� ������������

�� ����µ����� ������µ� Au = f ��� �����µ��������� ��������� ���� ����� �� �����

µ� �� ����µ�. ���� ��µ������ ����� �� ����µ� ����������� �� ����� ��� �����µ������

����� u . ���� ��� µ������������ ��� ����� ����µ� r = 0 �� ��� µ��� �� e = 0.

������, ��� ������ ������� ��� �� r ����� µ���� �� ���µ�, �� e ����� ������ µ���� ��

���µ�. �� ��� ������� ��� ����µ�� ��� r ��� e ��������� µ�� ����� µ����� ����

Au = f , A(v + e) = f , Ae = f � Av, Ae = r . (2.37)

� ����� ���� ����� � ������� ��������� � �� ���µµ��� �����µ� ���������. ����-

�����µ� ��� �� ����µ� ���������� �� ���� ������ ���������, ���� � ������� u, ����

��� ���� ��� f ����� �� �������� r. ��������µ� ��� � ���������� v ������������ µ�

������ µ�����. ����� µ�����µ� �� ����������µ� �� �������� r = f � Av. ��� ��

�������� ��� ����������� v, µ�����µ� �� �����µ� ��� ������� ��������� �� ���� e

��� � ��� ���������� ��� ��������� ��� ��� ����µ� ��� ����µ���� �����

u = r+ e . (2.38)

��� ��� ��� ������������� µ������� �������� ��� ���µµ���� �����µ���� Au = f

����� � µ������ Gauss-Seidel, � ����� ��������� ���� �������� �������� ��� ������

�����������

A = D � L� U (2.39)

���� D ����� �� �������� �µ�µ� ��� A, ��� �L, �U ��������� ���������� �� �������

���� ��� ���� ��������� µ��� ���. �� �����µ� Au = f �� ���� �� µ����
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(D � L� U)u = f . (2.40)

���µ��������� �� ���� ��������� µ���� ��� A ����µ�

(D � L)u = Uu+ f (2.41)

�

u = (D � L)�1Uu+ (D � L)�1
f . (2.42)

� ������������� Gauss-Seidel ������� �������� ��� �� �����

R
GS

= (D � L)�1U (2.43)

��� � µ������ Gauss-Seidel µ����� �� ������ ��� µ����

v

(m+1) = R
GS

v

(m) + (D � L)�1
f . (2.44)

� µ������ ���� ������ ���� ��������� ��� �������� ������������� �������, ������

� ������������� ������� ����µ���� �������� ��� ���� ������������ ��µ�. � ����-

����� ���� ����������� ���� ���� � ������� ���� u, �� �������� ������� ��µ��� (fixed

point) ��� ������������� �����. ���� ��µ����� ��� �� ����������� ��� �������� ���

������ ����

u = R
GS

u+ (D � L)�1
f . (2.45)

���������� ��� ��� ���������� �������, ��µ�����µ�

e

(m+1) = R
GS

e

(m) (2.46)

�

(D � L)e(m+1) � Ue

(m) = 0 . (2.47)
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���µ� 2.7: �� ����� ����µ� (����) ����������� µ�� ��������� �� �������� �µ��� ��� ���
�� ��� ����� ����µ�(����).

� ������� ���������� ����µ������ ��� ���� �� �����µ��������µ� �� ���µ� ���µ����-

��� ���� ������� ���������. � ���������� ���� ������������ µ� ��� �������µ�

�������µ�� �������� ��������µ���� ��� ����µ����

• ���µ�������� � Au = f ��� ⌦h ��� ��µ�����µ� ��� ���������� v

h.

• ����������µ� �� �������� r = f � Av.

���µ�������� � ������� ��������� Ae = r ��� ⌦2h ��� ��µ�����µ� µ�� ������-

���� ��� �� e

2h.

• ���������µ� ��� ���������� ��� ����µ� ����� ��� ⌦h µ� ��� ����µ��� ��� ����-

µ���� ��� ⌦2h : vh  v

h + e

2h.
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���µ� 2.8: ���µµ��� ����µ���� ��� ��������� ����� ��µ���� ��� ������ µ������������
����µ���� ���������� ��� ��µ�� ��� �����.

����µ����

� ����µ���� ����� � ���������� ���� ����� � �������� ��� ������ µ������µ������ ���-

���µ��� ��µ�� ��� ����������� ��� ��� ����� ����µ� �� ��� �����.

�����µ��������� � ��µ�����µ��

Ih2h : ⌦2h �! ⌦h . (2.48)

� �������� ��������� µ����� �� ����� ����µ���� �������� ����� � �� ��µ����� �����

��� ���������� �������� ��� ����������� ���� ��� ������� ����������� � ��������-

��� ������µ����. �� ��������� �����, µ������� ����������� �� �������� �� ����� µ�

µ�� ���µµ��� � µ�������� ���µ�� ����µ����, ����� µ��������� ������������ ������

���� ��� ����µ��� ���� ��� ��������µ���� �� �������µ��� ���������µ�. ������ ��

����, ���� ������ �����µ��������� � ���µµ��� ����µ����.

���� ��� ���������� � �������� ��������� µ����� �� ������� µ� �µ��� �����. �� �����-

���µ� ��� Ih2hv2h = v

h, ���� �� ���������� ��� v

h �������� ��� ��� �������
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8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

vh2i,2j = v2h
ij

vh2i+1,2j = 1
2(v

2h
ij

+ v2h
i+1,j)

vh2i,2j+1 = 1
2(v

2h
ij

+ v2h
i,j+1)

vh2i+1,2j+1 = 1
4(v

2h
ij

+ v2h
i+1,j + v2h

i,j+1 + v2h
i+1,j+1), 0  i, j  n

2 � 1

. (2.49)

���������

� ��������� ����� � ���������� ���������� ��� ����µ�����. � �������� ����������

(��������µ��) µ������µ������ ������µ��� ��µ�� ��� ��� ����� ����µ� �� ��� �����.

�����µ��������� � ��µ�����µ��

I2h
h

: ⌦h �! ⌦2h . (2.50)

� ��� ���� µ���� ���������� ����� � ������� (injection). �������� ��� ��� �����

v2h
j

= vh2j . (2.51)

�� ���������� ��� ������µ���� (v2h
j

) ��� ����� ����µ� �������� ��� ��µ�� ���� ���������

��� ��� ����������� ��� ����������� ��� ������µ���� (vh2j) ��� ����� ����µ�. ��������

� �������� �������� ������� ������� ��� ��� ��� ��� ���������� ��� ��� �����

v2h
i,j

= vh2i,2j . (2.52)

���������µ� ��� � �������� ����� ��� ��� ��������µ� ��� v2h �� ��� ��µ��� ��µ����-

������� µ��� ��� ���������� ��� µ�� ����� � ��µ� ��� vh ��� ��µ��� ����. �� �������

����������� ���� ��� ����� ���������. ��� ���µ� 2.9 ������������� ���� ������������

�������� ��������µ�� µ���������� ��������� ��� ��µ���������� ��� ��� ����������

��� �� ��������� ��µ���, � ����������� ������� ����µ���� (full weighting), � ������

��������

37



u
u

u
u

u
u

u u u u u u u

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

u u u u u u u

0 1 2 3 4 5 6

h

I2hh

��

2h

���µ� 2.9: � �������� ��������µ�� ������� ����µ���� ��� �� µ������� ��� ��������� ���
�� ����� ��� ����� ����µ�.

v2h
ij

=
1

16
[vh2i�1,2j�1 + vh2i�1,2j+1 + vh2i+1,2j�1 + vh2i+1,2j+1

+ 2(vh2i,2j�1 + vh2i,2j+1 + vh2i�1,2j + vh2i+1,2j)

+ 4vh2i,2j], 1  j  n

2
� 1 .

(2.53)

� ���������� ��������� µ�������� µ����� ������µ���� ������������ ����µ���� ����-

�������� ��� ��� ����µ����� ���µ� µ� ��� ���µ���� ������ �������� ��������µ����.

�������� ������ ������ ���µ��� µ� �� ��� �������µ��� �� ���������� ��� V-������.

�� ���� � ���������� ������ ��� �� ��� ����� ����µ� ��� µ� ���������� µ��������� ��

��������� ����µ��� ��������� �� ������µ� ��� ����������� ��� ��� ����� ��� ��������.

��� �������� µ� ���������� µ��������� �� ��������� ����µ��� µ���� ��� ��������� ���
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������ ����� ����µ�. ���� ������������� � �������� ��� �������������� ����� ���

�� ���� �������� � ���������� �������������, ����������� �������µ������� µ� ���

���� �����. ��� �������� ������������� � �������µ�� �������� ��������µ���� ��� ���

��������� ��� ����������� µ�������� ��� ����µ���� ��µ���� µ� ��� �������µ� ���

V-������ ��� L ��������� ����µ����.

�������µ�� V-������ L ��������

• ���µ�������� � Au = f v1 ����� ����� ��������� µ�� ����µ��� v

h.

• ������������ � �������� f

2h = I2h
h

r

h.

• ���µ�������� A2h
u

2h = f

2h v1 ����� ������ ����µ��� v

2h.

• ������������ � �������� f

4h = I4h2hr
2h.

• ���µ�������� A4h
u

4h = f

4h v1 ����� ������ ����µ��� v

4h.

• ������������ � �������� f

8h = I8h4hr
4h.

.

.

.
• ��������� � ������� ALh

u

Lh = f

Lh ��� ��������� ����µ�.
.
.
.

• ����������� � ���������� v

4h ��µ��µ� µ� �� ����� : v4h  v

4h+I4h8hv
8h.

• ���µ�������� � A4h
u

4h = f

4h v2 ����� µ� ������ ����µ��� v

4h.

• ����������� � ���������� v

2h ��µ��µ� µ� �� ����� : v2h  v

2h + I2h4hv
4h.

• ���µ�������� � A2h
u

2h = f

2h v2 ����� µ� ������ ����µ��� v

2h.

• ����������� � ���������� v

h ��µ��µ� µ� �� ����� : vh  v

h + Ih2hv
2h.

• ���µ�������� � Ah

u

h = f

h v2 ����� µ� ������ ����µ��� v

h.
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2.3.3 ������������ ������� BiCGSTAB

��� ��� ������� ��� ���µµ���� ������µ����, �� ����� ���������� ��� ������������ ���-

���µ�, �� �������� µ�� Krylov ������������ µ������. ��� ��������µ��� ���� �������

[18] ���������� �� Collocation ���µµ��� �����µ��� ��� ���������� �������� �����

��� BiCGSTAB µ������ µ� Gauss-Seidel ������µ���. � µ������ ���� �µ��������� ��

����� ��������� ��� �� ��������� ������������ ������������. ����� ��������� ���

��� �������µ� ��� µ������ ��� �µ��������� ��������, �� ������� ��� µ������ µ� ��

µ��������� ������������ ������ ����� ����� ��� �������� ��� ���µµ���� �����µ����

������µ���� ��� ��� ������������µ�� ������µ���� µ� ��� ������ ����������� ��� �-

�������. � ������µ��� �� ����� ����� Gauss-Seidel, �����µ��� ���� �������� block

�������� ��� ������ �����������

C = D � L� U (2.54)

����

D =


D

R

O
O D

B

�
L =


O O
�H

R

O

�
, (2.55)

���

U =


O �H

B

O O

�
. (2.56)
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�������µ�� ��� ������µ��µ���� BiCGSTAB µ������
������� ������� ����������� x

(0) ��� ����� x

r(0) = b� Cx

(0)

������� ������� ��µ�� r̂ (������� r̂ = r(0))

for i = 1, 2, ...

⇢
i�1 = r̂T r(i�1)

if ⇢
i�1 = 0 � µ������ �����������

if i = 1

p(1) = r(0)

else

�
i�1 = ⇢i�1

⇢i�2

↵i�1

!i�1

p(i) = r(i�1) + �
i�1 (p(i�1) � !

i�1 v(i�1))

endif

������� ��� M p̂ = p(i)

v(i) = C p̂

↵
i

= ⇢i�1

r̂

T
v

(i)

s = r(i�1) � ↵
i

v(i)

if k s k ������ µ���� then

x

(i) = x

(i�1) + ↵
i

p̂ ������

������� ��� M z = s ; t = C z

!
i

= s

T
t

t

T
t

x

(i) = x

(i�1) + ↵
i

p̂ + !
i

z

�������� ���������

if !
i

= 0 ������

r(i) = s � !
i

t

end
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����� ������ ��� � ������� ���� ���� ����µ���� ���������� ���������, ���� �� ��-

��� �µ��������� µ����� �µ�µ��� ��� Collocation ������ C. ����� ��������������

µ� ������ ����� ���� �� �������� ����µ��� ���µ� ���������� ��������������� ��� �

������� ������ ����� ��� µ������, ���� ��� ������������µ�� ������ µ� ������µ�,

�������� ����� ���µ� ���������� ���������. �� ������ ��� ������� ��� µ������

��µ���������� µ� ������� ������� ���µµ���� �������� µ����� ������µ����, ���� �-

�������� ����µ���, ���µµ���� �������µ�� ��� ��������µ�� ���µ��. �� ������� �����

����� ������ ���������������µ��. ��� �� ���� ���� � ����� ��� BiCGSTAB µ������

���µ������ �� �������� ��������� �� Collocation ���µµ��� �����µ� �� ����������

��������������.
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2.4 ���������� �������� ��� Collocation ���µµ��� ��-
���µ��� �� ����� ����������

���� ������� ���� �� ������������� � ���������� �������µ�� ��� ��� ��������� ���-

���� ��� Collocation ���µµ���� �����µ���� ��µ���� µ� ��� ����µ����� µ����� ���

������������� ���� �������µ���� ��������. � ������������ µ������ BiCGSTAB ��

�����µ�������� �� �� ������ ���������� ��� ��� ������� ��� ���µµ���� �����µ����.

���� ������� ��� �����µ���� �� �������������� ��������� ������������� ������� ��

������������ ���������� �µ���� �������� ���������� µ����� ����. ��� �� ���� ���� ��

��������� �� ����� � ������������ ��� ����������� �µ���� ��� �������� �� ������������

��µ��� (Threads) µ� ����� ��� ����������µ� ����. ����� �� �������� ���������� Red

��� Black ������������ ��µ��� ��µ���� µ� �� ���µ����µ� ��� ���� ����� ���� �µ����

��� �������� �� ���� ��� ����� �������� ��� ������µ����. � ������ 2.10 �µ������� ��

����� ��� ������������� ����� ��� n
s

= 4.

���µ� 2.10: ������������ ��� �µ���� �������� µ� �� ������������ ��µ���.
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��µ���� µ� ���� ��� ������������, �� ���� ������������ ��µ� �� �������������� ��

�������� ��� ������������ �� ���� ���µµ� ����µ���� ��� ������ ��������� ��� ���-

������������ ��� ������. � ������������ ���� ���������� ��� ����� ������� �����-

�����������, �� ����� �µ������� �� ���µµ��� µ�� �����µ� ��� ����� ����������� ���

������������� µ������ BiCGSTAB. ��� ��� ����������µ� ��� �������� ����� ���-

������� � ����� ����� ������������ �� ���� ������������ ��µ� ��� ������ µ���� ����

��������. ��� �������� �µ��������� � ���������� �������µ�� ��� µ������ BiCGSTAB

��� �� Collocation ���µµ��� �����µ�.

���������� �������µ�� ��� ������µ��µ���� BiCGSTAB µ������
������� ������� ����������� x

(0) ��� ����� x

���������� ��������µ�� r(0) = b� C
P

x

(0)

������� ������� ��µ�� r̂ (������� r̂ = r(0))

for i = 1, 2, ...

���������� ��������µ�� ⇢
i�1 = r̂T r(i�1)

if ⇢
i�1 = 0 � µ������ �����������

if i = 1

���������� ��������µ�� p(1) = r(0)

else

���������� ��������µ�� �
i�1 = ⇢i�1

⇢i�2

↵i�1

!i�1

���������� ��������µ�� p(i) = r(i�1) + �
i�1 (p(i�1) � !

i�1 v(i�1))

endif

��������� ������� ��� M p̂ = p(i)

���������� ��������µ�� v(i) = C p̂

���������� ��������µ�� ↵
i

= ⇢i�1

r̂

T
v

(i)
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���������� ��������µ�� s = r(i�1) � ↵
i

v(i)

if k s k ������ µ���� then

���������� ��������µ�� x

(i) = x

(i�1) + ↵
i

p̂ ������

��������� ������� ��� M z = s

���������� ��������µ�� ��� t = C
P

z

���������� ��������µ�� !
i

= s

T
t

t

T
t

���������� ��������µ�� x

(i) = x

(i�1) + ↵
i

p̂ + !
i

z

�������� ���������

if !
i

= 0 ������

���������� ��������µ�� r(i) = s � !
i

t

end

� ���������� �������µ�� ��� µ������ ������µ����� ������� ����������� ���µµ����

��������, ���� ��������� ����µ���, �������� ��� ���µ�� ������µ����, �����������

��� ����� ������ ���������������µ�� ��� µ������ �� ����������� ����������. �����

���������� ���� ���� ���µ����� ���� ��� ���������� ������µ���� ��� µ������ ��µ����

µ� �� ���µ����� ��� ������µ���� �������� ��� ������ µ����� ��� ����������� ����-

����. � ���������� �������µ�� ��� BiCGSTAB ������µ����� ������ ��� �����������

������������µ�� ������µ���� µ� ��� ������ Collocation C
P

����� ��� ��� ��������

���µµ���� �����µ���� µ� ��� ������ ������µ���� M . �� ����������� ����� ����-

����������� ��� ����� ���µ� ���������������� ��� µ������ �� ���������� �� ���

������� ������� ����������������. ����������, � ��������� ���������� ��� �����-

�������µ�� ������µ���� µ� ��� Collocation ������ C
P

������������ ��� ��� ��������

�������µ� .
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���������� �������µ�� ��������µ�� t = C · z

• ��µ� 1 : ���������� ��������µ�� t1:4n3
s
= D

R

· z1:4n3
s

• ��µ� 2 : ���������� ��������µ�� t1:4n3
s
= t1:4n3

s
�H

B

· z4n3
s+1:8n3

s

• ��µ� 3 : ���������� ��������µ�� t4n3
s+1:8n3

s
= D

B

· z4n3
s+1:8n3

s

• ��µ� 4 : ���������� ��������µ�� t4n3
s+1:8n3

s
= t4n3

s+1:8n3
s
�H

R

· z1:4n3
s

� �������� �������µ�� ������µ����� �������� ���������� �����������, �� ������ µ��-

���� �� ����������� ��� ���� �������� �������� �������µ���. ���� �������µ�� ���-

������� ���� ����� ��� ������������µ�� µ� ��� ��������� ��������� ��� ���µ������

��� Collocation ������ C
P

.

���������� �������µ�� ��������µ�� t = DR · z
���������� ��������µ�� t1 = A0

2 · z1

for i = 2, 4, ..., n
s

� 2 µ� ��µ� 2

���������� ��������µ�� t
i

= A0
1 · zi � A0

2 · zi+1

���������� ��������µ�� t
i+1 = A0

1 · zi + A0
2 · zi+1

end

���������� ��������µ�� t
ns = �A0

2 · zns

���������� �������µ�� ��������µ�� t = HR · z
���������� ��������µ�� t1 = A0

4 · z1

for i = 2, 4, ..., n
s

� 2 µ� ��µ� 2

���������� ��������µ�� t
i

= A0
3 · zi � A0

4 · zi+1

���������� ��������µ�� t
i+1 = A0

3 · zi + A0
4 · zi+1

end

���������� ��������µ�� t
ns = �A0

4 · zns
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���������� �������µ�� ��������µ�� t = DB · z
for i = 1, 3, ..., n

s

� 1 µ� ��µ� 2

���������� ��������µ�� t
i

= A0
1 · zi � A0

2 · zi+1

���������� ��������µ�� t
i+1 = A0

1 · zi + A0
2 · zi+1

end

���������� �������µ�� ��������µ�� t = HB · z
for i = 1, 3, ..., n

s

� 1 µ� ��µ� 2

���������� ��������µ�� t
i

= A0
3 · zi � A0

4 · zi+1

���������� ��������µ�� t
i+1 = A0

3 · zi + A0
4 · zi+1

end

����� �������� �������µ��� ���� �������� �µ���µ���� ���µ����� µ����� 4n2
s

���

������µ��� z ��� t.

� ��������� ���������� ��� µ������ BiCGSTAB, ������µ����� ��� ������� ��� ���µ-

µ���� �����µ���� µ� ��� ������ ������µ����

M =


D

R

O
�H

R

D
B

�
, (2.57)

��� µ������ Gauss-Seidel ��µ���� µ� ��� Red-Black ���µ����� ��� Collocation ������

C
P

. � �������� �������µ�� ���������� ���� �� ��������� ����������.

���������� �������µ�� �������� M · z = s

• ��µ� 1 : ��������� ������� D
R

· z1:4n3
s
= s1:4n3

s

• ��µ� 2 : ���������� ��������µ�� s4n3
s+1:8n3

s
= s4n3

s+1:8n3
s
�H

R

· s1:4n3
s

• ��µ� 3 : ��������� ������� D
B

· z4n3
s+1:8n3

s
= s4n3

s+1:8n3
s

�� ��µ� 2 ��� �������� �������µ�� µ����� �� ���������� ��� ��� �������µ� �����-

����� ��������µ�� ������������µ�� ��� ��������� H
R

µ� ������µ� ��µ���� µ� ���
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�������µ� ��� ������������� ��������. �� ���������� ����������� ��� ��µ���� 1

��� 3 µ������ �� ����������� ��� ���� ����������� �������µ��� ��� ����������.

���������� �������µ�� �������� DR · z = s

��������� ������� A0
2 · z1 = s1

for i = 2, 4, ..., n
s

� 2 µ� ��µ� 2

��������� ������� A0
1 · zi = 1

2 · (si + s
i+1)

��������� ������� A0
2 · zi+1 =

1
2 · (si+1 � s

i

)

end

��������� ������� �A0
2 · zns = s

ns

���������� �������µ�� �������� DB · z = s

for i = 1, 3, ..., n
s

� 1 µ� ��µ� 2

��������� ������� A0
1 · zi = 1

2 · (si + s
i+1)

��������� ������� A0
2 · zi+1 =

1
2 · (si+1 � s

i

)

end

�� ������µ��� s, z ��� �������� �������µ�� ���� �������� ��� ����� ���µ������� �-

µ���µ���� ���� 4n2
s

. �� ���������� �������µ�� �������� D
R

· z = s ��� D
B

· z = s

������µ������ ��� ���������� ����������� �������� ���µµ���� �����µ���� µ� �������

����������� ��� �������� ���� ������� A0
1 ��� A0

2. �� �����µ��� ���� ���������� µ� ���

����µ��� ��� ���������� �������µ�� ��� �������� ��������µ���� ��� ���������.

���������� �������µ�� �������� V-������

• ��������� ���µ������ � Au = f v1.

• ���������� ��������µ�� f

2h = I2h
h

r

h.

• ��������� ���µ������ A2h
u

2h = f

2h v1.

• ���������� ��������µ�� f

4h = I4h2hr
2h.

• ��������� ���µ������ A4h
u

4h = f

4h v1.

• ���������� ��������µ�� f

8h = I8h4hr
4h.
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.

.

.
• ��������� ������� ALh

u

Lh = f

Lh.
.
.
.

• ��������� �������� v

4h  v

4h + I4h8hv
8h.

• ��������� ���µ������ A4h
u

4h = f

4h.

• ��������� �������� v

2h  v

2h + I2h4hv
4h.

• ��������� ���µ������A2h
u

2h = f

2h.

• ��������� �������� v

h  v

h + Ih2hv
2h.

• ��������� ���µ������ Ah

u

h = f

h.

�� ��� µ����� ����������� ��� �������µ�� ��� �������� ��������µ���� ������µ������

������� �� ������ µ������ �� ����������� ���������� µ� ���� ������ �����������

�������µ��� ��� ���� ��� �������������. ����� �������� �������µ��� �µ����������

�� ������� ������������µ�� ������ µ� ������µ�, � ������� ���µµ���� �����µ����

µ� ������ ��������� 4n2
s

. ������� ����� ��� µ������� ����������� �� ������µ���

�������µ���� ��������� ��� ����������.

� ������������µ�� µ����� �� ���������� µ� ��� �������� �������µ�.

���������� �������µ�� ��������µ�� Ai · z = t ��� i = 1, · · · , 4.

• RED ���������� :

���������� ��������µ�� tR1 = K2 · zR1 +K3 · zB1 �K4 · zB2

for i = 1, 3, ..., n
s

� 3 µ� ��µ� 2

���������� ��������µ�� tR
i+1 = K1 · zR

i+1 �K2 · zR
i+2 +K3 · zB

i

+K4 · zB
i+1

���������� ��������µ�� tR
i+2 = K1 · zR

i+1 +K2 · zR
i+2 +K3 · zB

i+2 �K4 · zB
i+3

end

���������� ��������µ�� tR
ns

= �K2 · zR
ns

+K3 · zB
ns�1 +K4 · zB

ns
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• BLACK ���������� :

���������� ��������µ�� tB1 = K4 · zR1 +K1 · zB1 �K2 · zB2

for i = 1, 3, ..., n
s

� 3 µ� ��µ� 2

���������� ��������µ�� tB
i+1 = K3 · zR

i+1 �K4 · zR
i+2 +K1 · zB

i

+K2 · zB
i+1

���������� ��������µ�� tB
i+2 = K3 · zR

i+1 +K4 · zR
i+2 +K1 · zB

i+2 �K2 · zB
i+3

end

���������� ��������µ�� tB
ns

= �K4 · zR
ns

+K1 · zB
ns�1 +K2 · zB

ns

��� ��� ������� ��� ���µµ���� �����µ���� A0
i

z = s �� �����µ�������� µ�� ��������

��� ���������� �������µ��, � ������ ������������� ���� ������� [15]. � ��������-

��� ��� ���������� �������µ�� ��������� �� ��� ���������� �����������. � �����

���������� ���� ����µ��� ��� ���������� ����������� ��� µ������ Cyclic Reduction

��� ��� ������� ��� ������� ���µµ���� �����µ���� K
i

z = s , i = 1, 2. � �������

���������� ��� ���������� ��� ������������µ�� K
i

z = t, � ����� ������������ µ� ���

�������� �������µ�.

���������� �������µ�� ��������µ�� ��� Ki · z = t ��� i = 1, · · · , 4.
��������µ�� t1 = ↵2 · z1 + ↵3 · z2 � ↵4 · z3

��������µ�� t2 = ↵4 · z1 + ↵1 · z2 � ↵2 · z3

for i = 3, 5, ..., n
s

� 2 µ� ��µ� 2 do in parallel

��������µ�� t
i

= ↵1 · zi�1 + ↵2 · zi + ↵3 · zi+1 � ↵4 · zi+2

��������µ�� t
i+1 = ↵3 · zi�1 + ↵4 · zi + ↵1 · zi+1 � ↵2 · zi+2

enddo

��������µ�� t
ns�1 = ↵1 · zns�2 + ↵2 · zns�1 � ↵4 · zns

��������µ�� t
ns = ↵3 · zns�2 + ↵4 · zns�1 � ↵2 · zns
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����� ������ ��� �� �������� ���������� �������µ�� µ��� µ� �� ���������� ��� Cyclic

Reduction ���������� ��� ���µ� ������� ���������������� ��� µ����� µ��. ��

������ ���� ��� ����������� �������µ���, � ��������� ��� ������� µ� ��� �µ�����

��� ������� ������� K
i

µ����� �� ����µ���������� µ� �� ����� ��� 16 ���������

����. ����� ���� ��� ��������� ��� �������µ��, ��� ����� ����������� ����� ��µ��

����µ���� ��� ���������� ��� ��������� ��� �������, ���� µ��� ��� 16 ��������� ����,

�� ����� ��������� ���� ������� ������.
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2.5 ���������� �������µ�� ��� �������������� ����-
��� CPU ��������������

� ���������� �������µ�� ��� µ������, ��� ����������� ���� �������µ��� �������,

���� ��� ��������� ��������� ��� �� �������������� ������ µ��µ�� µ� ������� µ����

(�� ���� �� µ������ ��� ������µ����) ������ ������������� �������, µ����� �� ��µ�-

��������� µ��� �� ����� ������� ��� ����������������. ������ �� ������� �����������

����������µ�� �������� ��� ����������� ��� ���� �������� ��������������� �� ����

��� ����� ��������. ����� �� ���������� ����������� ��� ������� �� �������������

��� ���� �������� �������µ���.

���������� �������µ�� ��������µ�� t = DR · z
��������µ�� t1 = A0

2 · z1

!$OMP PARALLEL DO

for i = 2, 4, ..., n
s

� 2 µ� ��µ� 2

��������µ�� t
i

= A0
1 · zi � A0

2 · zi+1

��������µ�� t
i+1 = A0

1 · zi + A0
2 · zi+1

end

!$OMP END PARALLEL DO

��������µ�� t
ns = �A0

2 · zns

���������� �������µ�� ��������µ�� t = HB · z
!$OMP PARALLEL DO

for i = 1, 3, ..., n
s

� 1 µ� ��µ� 2

��������µ�� t
i

= A0
3 · zi � A0

4 · zi+1

��������µ�� t
i+1 = A0

3 · zi + A0
4 · zi+1

end

!$OMP END PARALLEL DO
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���������� �������µ�� ��������µ�� t = DB · z
!$OMP PARALLEL DO

for i = 1, 3, ..., n
s

� 1 µ� ��µ� 2

��������µ�� t
i

= A0
1 · zi � A0

2 · zi+1

��������µ�� t
i+1 = A0

1 · zi + A0
2 · zi+1

end

!$OMP END PARALLEL DO

���������� �������µ�� ��������µ�� t = HR · z
��������µ�� t1 = A0

4 · z1

!$OMP PARALLEL DO

for i = 2, 4, ..., n
s

� 2 µ� ��µ� 2

��������µ�� t
i

= A0
3 · zi � A0

4 · zi+1

��������µ�� t
i+1 = A0

3 · zi + A0
4 · zi+1

end

!$OMP END PARALLEL DO

��������µ�� t
ns = �A0

4 · zns

���������� �������µ�� �������� DR · z = s

������� A0
2 · z1 = s1

!$OMP PARALLEL DO

for i = 2, 4, ..., n
s

� 2 µ� ��µ� 2

������� A0
1 · zi = 1

2 · (si + s
i+1)

������� A0
2 · zi+1 =

1
2 · (si+1 � s

i

)

end

!$OMP END PARALLEL DO

������� �A0
2 · zns = s

ns
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���������� �������µ�� �������� DB · z = s

!$OMP PARALLEL DO

for i = 1, 3, ..., n
s

� 1 µ� ��µ� 2

������� A0
1 · zi = 1

2 · (si + s
i+1)

������� A0
2 · zi+1 =

1
2 · (si+1 � s

i

)

end

!$OMP END PARALLEL DO
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2.6 ���������� �������µ�� ��� �������������� ����-
��� �������������� µ� �����������

�� ��������� ���� � ������������� ��������µ�� ������µ����� µ����� ������ ���

������� �����µ��� �� ������������ ���� �������������� �������, ���� � ���������

������ �������� �����������, ���� � ��������� ��������� ��� ���������� ������-

µ�� �������� �� ��µ���������� �� ����� � ��� �� ������� ������� ��� ����������������

���. ����� �� ����������� ���������� �� ������� ��� ��µ������µ����� � ����������

����������µ�� �������� �� ������ ����������� ��� ���� ������� ��������������� ��

���� ��� ������� ��� ��� ����� ��������. ����� �� ���������� � ���������� ����-

���µ�� ��� �������� ��µ���� µ� ��� ������� ��������µ���� ��� ��� ���������� ���

Cyclic reduction ����� ��� ��� �������� �������µ�� ������������µ�� ������� µ�

������µ���.

���������� �������µ�� ��������µ�� Ai · z = t ��� i = 1, · · · , 4.

• RED ���������� :

��������µ�� tR1 = K2 · zR1 +K3 · zB1 �K4 · zB2

!$ACC PARALLEL LOOP

for i = 1, 3, ..., n
s

� 3 µ� ��µ� 2

��������µ�� tR
i+1 = K1 · zR

i+1 �K2 · zR
i+2 +K3 · zB

i

+K4 · zB
i+1

��������µ�� tR
i+2 = K1 · zR

i+1 +K2 · zR
i+2 +K3 · zB

i+2 �K4 · zB
i+3

end

!$ACC END PARALLEL

��������µ�� tR
ns

= �K2 · zR
ns

+K3 · zB
ns�1 +K4 · zB

ns

• BLACK ���������� :

��������µ�� tB1 = K4 · zR1 +K1 · zB1 �K2 · zB2
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!$ACC PARALLEL LOOP

for i = 1, 3, ..., n
s

� 3 µ� ��µ� 2

��������µ�� tB
i+1 = K3 · zR

i+1 �K4 · zR
i+2 +K1 · zB

i

+K2 · zB
i+1

��������µ�� tB
i+2 = K3 · zR

i+1 +K4 · zR
i+2 +K1 · zB

i+2 �K2 · zB
i+3

end

!$ACC END PARALLEL

��������µ�� tB
ns

= �K4 · zR
ns

+K1 · zB
ns�1 +K2 · zB

ns

���������� �������µ�� ��������µ�� ��� Ki · z = t ��� i = 1, · · · , 4.
��������µ�� t1 = ↵2 · z1 + ↵3 · z2 � ↵4 · z3

��������µ�� t2 = ↵4 · z1 + ↵1 · z2 � ↵2 · z3

!$ACC PARALLEL LOOP

for i = 3, 5, ..., n
s

� 2 µ� ��µ� 2

��������µ�� t
i

= ↵1 · zi�1 + ↵2 · zi + ↵3 · zi+1 � ↵4 · zi+2

��������µ�� t
i+1 = ↵3 · zi�1 + ↵4 · zi + ↵1 · zi+1 � ↵2 · zi+2

end

!$ACC END PARALLEL

��������µ�� t
ns�1 = ↵1 · zns�2 + ↵2 · zns�1 � ↵4 · zns

��������µ�� t
ns = ↵3 · zns�2 + ↵4 · zns�1 � ↵2 · zns
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�������� 3

��������� ���������� �������µ��

�� �������� ���� ����������� ��� ��������� ��� ���������� �������µ�� ��� �����-

�������� ���� �������µ��� ������� ��� �� ��������µ��� ��� �� ���������� ��� ��µ��-

������� ���� ��� �������� ���. ������������ ��� ����µ���� ���������� ��� ����-

���µ�� ��� ���������� �������������� ������ µ��µ�� µ� �� ��������� CPU � CPUGPU

��������µ��. �� ����µ���� ������������ µ� �� ����� ��� ������� ������µµ����µ��

FORTRAN ��� ��������µ��� ������ ���������, ����� ��� µ� �� ����� ��� ��������

open_MP [23] ��� open_ACC [22]. �� ����µ�� ����µ������������ �� ��� µ�����µ�

����� Dell R730, �� ����� �������� ��� ������������ ����� Xeon E5-2630 ��� 8 ����-

���, ���������µ����� ��� 2.4 GHz. � �������� µ��µ� ��� ������������� �����µ����

����� 144 GB, ��� �� ����������� ��� �����µ� ����� ����� Linux ������� Ubuntu 14.04.

�� µ�����µ� �������� ���� ���������� ��������µ�� ����� Nvidia Tesla K40 [21] ���-

����µ��� µ��� ������� ����� PCI Express 3.0. � ��������µ��� ����� �������� (GPU)

�������� 12 GB ������������� µ��µ�� ��� 2880 �������������� ������� ��������������

Kepler. ��� ��� �������� ��� ����µ���� �����µ��������� � µ������������� PGI-CDK

[25] ������� 17.2, ����� ��� �� ����������� cuBLAS [8] ��� �� �����µ��� CUDA [9]

������� 7.5.
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��� ������µ� ����µ�� �����µ��������� �� ������µ� ���������� ��µ�� �� ����� �-

������� ���� µ�������� ���� µ� ��������� �������� ����� Dirichlet ��� ���������� ��

���� :

u(x, y, z) = 10 �(x) �(y) �(z) , (3.1)

����

�(x) = e�100(x�0.1)2 (x2 � x) (3.2)

��� ��� ��������� ��� ������ ������µ���� ����µ��,

�(x) = x
9
2 (x� 1)2 (3.3)

��� ��� ��������� ��� �������� ������µ���� ����µ�� ���

u(x, y, z) = 10 sin(x/10) sin(10y) sin(z) (x� 1)(y � 1)(z � 1) (3.4)

�� ����� ������µ� ����µ��.

� µ����� ��� ������µ�� ��� ������ C, �� ������ �µ���������� ��� ������µµ� ��� ���-

µ���� 3.1, µ�� ����������� ��� ���������� ������µ��� ��� Collocation ������, ���� ���

������� ��� ���µµ���� �����µ���� µ� ������ ����������� µ�����. ���� ��µ������

����� ���������� ��� ��� ��� µ������� �µ�������� µ� µ����� ���������� µ���, ��� ��-

����� ��� ����� ���������� ���� ����� ��� µ����. ����� � ���������� ������µ����

�� ������ �� ������� ������ ����������� ��� �������� µ� ������µ�� ���� ����� ���

µ�����. � ����µ��� ��� Gauss-Seidel ������µ���� ���� ������ ������� ��� ������-

µ��µ��� Collocation ������, � ������ ���� ��� ������µ�� ��� �µ���������� ��� ������µµ�

��� ���µ���� 3.2. ����� ���������µ�, �� ������µ�� ����� µ��������� �� µ�� �������,
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� ����� ��������� ���� ����� ��� µ�����, ��� ���������� �� µ������� ���� µ��� ��-

��� ���� µ���� �� µ����. ���� µ�� ������ ��� ��µ�����µ� ��������� ��� µ������

BiCGSTAB, ��� � Gauss-Seidel ������� ������µ���� ������� �� µ�� ��������µ�����

���������� ������µ���� ��� �����µ����.

3.1 ������µ� ����µ�� 1

��� �������� ����� µ����� ��� ��µ��������� ��������� ��� µ������ BiCGSTAB µ�

Gauss-Seidel ������µ��� ��� ��� ������� ��� Collocation ���µµ���� �����µ����. �-

��������� ������µ��� �µ���µ����� ��������������� ��� 8 ��� 256 �������µ��� ����-

���� ��� ����������. � ������� �������� �µ������� ���� ���µ��� ���������� ��� ����

������µ���� ��� �� ��µ��� ��������� ��� ������������� µ������ ��� �����������

��� ��� ������� ��� ���� ������µ����. �� �������� ��������� ��� µ������ ��� ��� ��

������µ��� ����� �� ��r(n)
��
2

kbk2
< 10�8 , (3.5)

���� r(n) �� �������� ����������� ��� ����� ��� ���µµ���� �����µ���� ��� ��µ� n

��� ������������� µ������. � µ������� ����µ�� ��µ���� ����� 1000, ��� ������ ���-

������� ��� ����� ��� ���µµ���� �����µ���� ����� �� ���� ��� µ���� �� ���� ���������.

���� ���� ������ �µ���������� �� ���µ�� 2 ��� ������ ��� ��������� ����������� ���

���µµ���� �����µ���� ����� ��� ��� ����µ���� ����������� ��� Collocation µ���-

��� ��� �� ��������� ���� ��� ���. �� ���������� ��� ������ �µ�������� ��� ����

��������� ��� µ������ �� ���� �� ���µ� ��� ������� ��� ��� L2 ��� �� ����µ� ���

Collocation µ������.

ns dof Iter kb� Ctk1 kb� Ctk2 ku� tk1 ku� tk2 ofc k · k1 ofc k · k2
8 5832 11 7.143e-9 6.368e-8 1.491e-3 1.633e-3 - -
16 39304 20 9.605e-10 3.736e-8 9.193e-5 1.205e-4 4.02 4.90
32 287496 38 7.929e-9 7.730e-7 5.290e-6 1.898e-5 4.12 4.16
64 2197000 75 6.407e-9 2.226e-6 3.225e-7 3.284e-6 4.04 4.03
128 17173512 152 7.521e-9 5.498e-6 2.003e-8 5.771e-7 4.01 4.01
256 135796744 325 1.964e-8 5.105e-6 1.250e-9 1.045e-7 4.00 3.97
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iterations
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���µ� 3.3: ������µµ� ��������� ��� µ������ BiCGSTAB ��� �� ����� ������µ�.
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10−3

10−2

10−1

100

101

iterations

er
ro
r

���µ� 3.4: ������µµ� ��������� ��� µ������ BiCGSTAB ��� �� ������� ������µ�.

�� ������µµ� ��������� ��� ������������� µ������ BiCGSTAB ��� ���µ���� 3.3

�µ������� �� �������µ��� µ����� ��� ����µ���� �������� ��� ���µµ���� �����µ����

��� ������µ� ��������� n
s

= 64.

3.2 ������µ� ����µ�� 2

� ��µ�������� ��������� ��� µ������ ��� �� ������� ������µ� ����µ�� �������������

���� ���µ��� ������, ��� �� �����µ� ��� ���µ���� 3.4 �µ������� ��� �������µ���

µ����� ��� ����µ���� ��� ������µ� µ������� µ� �������������� n
s

= 64.
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n
s

Iterations kb� Ctk1 kb� Ctk2 ku� tk1 ku� tk2 ofc
8 11 1.700e-12 2.098e-11 4.884e-8 2.184e-7 -
16 22 2.418e-11 6.925e-10 3.110e-9 3.835e-8 3.97
32 49 4.465e-11 3.420e-9 2.021e-10 6.748e-9 3.94
64 96 5.363e-11 1.203e-8 1.255e-11 1.212e-9 4.01
128 427 1.152e-10 1.215e-7 2.426e-12 1.260e-9 -
256 1000 3.847e-8 7.120e-5 2.005e-10 2.893e-7 -

������������ ��� ��� ������µ� ��������� n
s

= 128 � ������������ µ������ BiCG-

STAB µ� ������ ���������� ��� ����� ��� �����µ���� �� ���� µ���� ��� ��� ����������

�� ���������� �� ���� ��� �������� ���� ��� 427 ��������. ����� � ������������ ���-

������� ��������� µ� �� ����µ� ����������� ��� �µ��������� ���� �������� ������.

������ ��� �� ������µ� ��������� n
s

= 256 � ������������ ���������� ���������

���� ��� ��� ����������µ��� µ������ ����µ� ��� 1000 ����������� ����� �� ����

���������� � �����µ��� �������� �����������. ��� �� ���� ���� ��� ������������ ���

� ���� ��������� ��� µ������ ��� ����� ��� ��� �����������.
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101

iterations

er
ro
r

���µ� 3.5: ������µµ� ��������� ��� µ������ BiCGSTAB ��� �� ����� ������µ�.

3.3 ������µ� ����µ�� 3

� �������� ������� �µ������� ��� ��µ�������� ��������� ��� µ������ ��� �� �����

������µ� ����µ��. ���������µ� µ����� ��� ����� ��������� ��� Collocation µ������

��� ������ ���������������� �������� ��� µ������ ��µ�� ��� ��������� ��������� ���
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���� �� ��������µ�. ������ � µ������ ���������� ����������� ��µ��� ��� �� ���������,

�� ����� µ����� �� ����µ���������� �� µ������ � ��µ� ��� ������� ��������� ���������

��� �� ����µ��� 10�8.

n
s

Iterations kb� Ctk1 kb� Ctk2 ku� tk1 ku� tk2 ofc
8 10 8.108e-8 1.007e-6 8.848e-5 6.498e-4 -
16 18 2.730e-8 1.019e-6 5.192e-6 1.095e-4 4.10
32 36 5.524e-8 4.197e-6 3.286e-7 1.910e-5 3.98
64 75 1.528e-8 3.585e-6 2.032e-8 3.366e-6 4.02
128 153 3.459e-8 3.395e-5 1.459e-9 6.540e-7 3.80
256 300 6.058e-8 1.670e-4 9.624e-10 1.410e-6 -

�� �����µ� ��� �������µ���� µ������ ��� ����µ���� ��� ������������� µ������ ���

�� ������µ� µ������� n
s

= 64 ������µ������� ���� ������ 3.5. ���������µ� ���

������ ����µ����� ��� �� ����� µ� �� ������������ ��µ���. � ��µ�������� ����

�������� �������������� ��� BiCGSTAB µ������.
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3.4 ��������µ��� ���������� ��������

� µ����� ��� ��µ��������� ��� ���������� �������µ�� ����µ����������� �� ���

�������������� ������ µ��µ�� ��� �� ����� ������µ� ����µ��. ���� ����� �����µ�-

��������� ������������ CPU ������������� �������, ��� ��� ������� ����� ����� ���

������������� ������� ��� ���������� Tesla K40. � �������� ������� �µ������� ��

����� ��������� �� ������������ ��� ���� ��� ������µ� �������� ��� �� ��������

������ ��� ��� �� ����� 16 CPU �������.

n
s

CPU 1 CPU 2 CPU 4 CPU 8 CPU 16
8 9.995e-2 6.482e-2 5.675e-2 6.600e-2 0.107
16 0.5937 0.4459 0.2947 0.204 0.317
32 7.5874 4.4509 2.5370 1.687 1.645
64 118.98 65.463 36.122 23.53 20.61
128 2033.6 1121.1 616.25 382.0 268.5
256 34808 18914 10599 6787 5858

�� �����µ� ��� ���µ���� 3.6 �µ������� ��� ���������� ��� ��µ������� �� ���� ����-

�����.

� ���������� ��������� ���� ��� ��������� ��� ����µ���� µ�������� µ� �� ����� ���

����µ���� likwid. �� ���� �� �����µ��� �������������� ����������� ��� ���������

��� CPU ������������� ������� ��� ��� µ��µ��, µ��������� �� ��µ�� ��� ��������� ��

KJoules ��� ����������� ���� ��� ������� ��� ������µ���� ��������� n
s

= 256. �

���������� ��������� ������������� ��� �����µ� ��� ���µ���� 3.7. ����� ���������-

µ�, � ����� 8 ������������� ������� ��� ���� ����������� �������� ��� ����������

������������� �������.

� ���������� �������µ�� ����������� ��� �� µ�� ����µ��� ��������� ��� �����-

������� �����µ��� µ� �����������. � �������� ��� ����µ���� ����� µ� �� ����� ���

������� ������µµ����µ�� FORTRAN ��� ��� �������� open_ACC. ��� ������������

�����µ�, �� ����� �����µ��������� ��� �� µ����� ��� ��µ��������� ��� �������µ��,
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��� ������������ ����������. ���� ��������� ��� ������� �����µ��� �������� µ���-

��� ������µ���� �������� ��� ��������µ���� µ������� µ��µ�� ��� 12GB ��� �������-

���. �� ������µ��� ��� µ�������� �� ��������� µ� �� ����� ��� ���� µ�������� ���

n
s

= 128, ����� ��� ��� ����� ������� ���������������� ������� �����µ��� µ���-

���� 4 · 1282, �� ����� ���������� µ����� ���������. �� ��� ���� �� ������� ���µµ����

�������� ����µ������������ ����� ��� ������ ��� µ��µ� ��� ������������� �����-

µ���� � �µ�µ���� ���, ���’��� ���� ��� �� ��������µ��� ����������, � ������ ��������

������� 3000 �������������� ������� ��� 12GB ������ µ��µ��, � ��������µ��� ��-

������� ��������� ��� ������ ���������. ����� ������������� ���� ������� [15] ���

��������µ��� ���� ����������� ��������� ������� µ����� �� ������� ��� ������µ���

µ������� ��� ��� 512 �������µ���� ��������� ��� ����������.

�µ�µ������ µ�������� �������� ��� ���������� �������µ�� ������� ����������-

�� ��������µ���. ����� ���� ��� ��������� ��� ����µ���� ��� �� ������µ� µ� 128

�������µ��� �������� ��� ���������� ������ ���������� ��� ����� 1.3⇥ ������ ���

��������� ����������. �� µ�������� ����� ��� ��µ������µ������ ��� ����µ��� ���

������µ���� ��� ���µµ���� �����µ����, ����� ��� ���� ������ � µ��µ� ��� �������-

��� ��� ��� ���������� ��� ����������� ����� ��� ��������µ��� ������µ�. �����

���µ������ �� ������� ��������� ��������� ��� �������µ�� �� �������������� µ� ���-

������� �����������, �� ������ �������� �� ��������� µ��������� µ����� µ��µ�� ��

���� �� ����� ������ � ������� µ���������� µ������� ������µ����.
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�������� 4

��µ�����µ���

�� �������µ��� ����� ��� ��������� ����� � ���������� ����µ��� ��� µ������ ������-

�µ���� ��������� Hermite Collocation �� ���������� ������µ��� ����� ����������. ��

���������� ��µ�����µ��� ��� ��� ����µ��� ��� µ������, ��� ��������� �������-

��� �������µ�� �������� ��� ��� ��������� ��� �� ���������� �������������� ������

µ��µ��, µ������ �� ����������� ��������� µ� ��� �������� ������������.

• �� ������µ��� ���µµ��� �����µ� ���� ��������µ��� ��µ�, ����� ����� ������ �

��������� ��� ������� ����� ��� ���������� ��� ������ ����������� ��� ����-

���� ��� µ��µ� ��� ������������� �����µ����, ���� µ��� ��� ������� ��µ�� ���

��� ���������. ���� ���� ��� ��������µ� �� �������� µ����� ��� �������µ����

µ��µ�� ���� ��� ����µ����� �������.

• � ���� ��������� ����������� ��� µ������ ������������ �� ����� ����� ��� ���-

���� ��� ���� ������µ��� ����µ�� ��� �����µ����������. ���� ����� ������

��µ���� µ� �� ������ ��� µ������.

• � ����� ��� ��������� ������� ��� ����� ������������ µ������� �������� �-

������ ���� ��������� ���������� ���������� �������µ�� ��� ��������������

��������µ�� ������ µ��µ��.
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• � ����µ��� ��� ����������� �µ����������, ���µ����µ�� ��� ��������µ���� �-

������� ������� ���� ������ ��� ���������� ��������� ��� ���������� �����-

µ����.

• � ������ ����� �������� ���������� ��������� ��� ����µ����� ���µ� ��������

��������� ��� ��������� ���������� ���� ������� µ� ��� ������������� ������-

���� ��� �������µ��. ����� ����� ������ � ��������� ������� ������µ���� ���

���� ����� ���������� �������������� ��������µ��. �� ��������� ������� ���-

���� µ����� ����µ�� ������� ������������� ������� ���������� �� ��µ�������-

���� �� ���������� ��������� ��� ��������� ��� ��� �������������� ��� ������

��������� ��� ������µ����. ��� �µ�� ����� �������µ� µ����� ������ �������-

������ ������� µ����� �� ����� ��µ��������� ��� ��� ��������� ��� ��������

����������������, �� ����� ����������� ���� ����� ��� ������� �������� ���

���������������.

• � ����� ��� �������� cyclic reduction �� �������µ� µ� ��� ������� ��������-

µ���� ��������� ������� �� ������ ��� ������������� ���� ��µ���� �� ���� ��

µ������ ��� ������µ����, �� �������� µ� ��� BiCGSTAB µ�����.

• � Gauss-Seidel ������µ���, ���� ����µ������ ��� ���µµ��� �����µ�, �����-

���� µ�� ��������� ���������� ������µ����.

� µ����� ��� ��µ��������� ��������� ��� ������µ��µ���� ������������� µ������ Bi-

CGSTAB ������� ��� ��µ�����µ� ��� µ� �������������� µ��� Krylov µ������ ���

��� ������� µ������ ������µ���� � ������� ������ ���������������. ���� ��µ���-

���, ����� �� µ������ ��� ���µµ���� �����µ���� ��� ��������� ����� 8n
x

n
y

n
z

, ����

n
x

, n
y

��� n
z

�� ������ ��� �������µ���� ��������� ��� ���������� ���������������,

µ� �������� �� ������������ ��µ��� �� ���������� �������� �� ���� �� �������� ���

������µ����. ������, ���� �� Krylov µ������ ����������� ��������� ����µ��� ���-

���µ���� ��������� µ������� ��� ������µ����, µ� ��������µ� �� ��µ������� ����
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µ������ � ���� µ����� ����µ������ ��µ��. ����� �� ���� ������ ���������������� �µ-

���������� �����µ��� overflow ����µ�� ������� ������������. ��� ��������µ�, ����

�� �����µ��� �µ��������� ��� ������µ��� ����µ�� ������� n
s

= 512 �������µ����

��������� ��� ����������. ���� ���� µ������ �� ����������� µ� ��� �������� ���

�������� ��������µ���� ���� ����� �������� ��� ��������������� ��� ���� ��������-

��� ��� ��������� ���������� ����������� �������� µ�������� ����µ����. ����� ��

������� ����������� ��� ������������� ��µ���� ��� �������� ��������µ���� �� ����

�� µ������ ��� ������µ����, ��� �� �����µ��� overflow ����µ�� ������� ���������-

��� �� ������������. ���� µ����� �� ���������� �������µ��� �������� ��� ����µ������

���µ���� ��� ������������� �� ���� �� ��������.
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