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Περίληψη

Η διατριβή αυτή παρουσιάζει για πρώτη ϕορά την εφαρµογή της Τεχνικής Πολυπλέγ-

µατος στην επαναληπτική επίλυση των αραιών και γενικών γραµµικών συστηµάτων, τα

οποία προκύπτουν από την αριθµητική επίλυση Προβληµάτων Συνοριακών Τιµών ελλει-

πτικού τύπου, µε χρήση της µεθόδου πεπερασµένων στοιχείων Collocation ϐασισµένη

στα πολυώνυµα Hermite.

Ειδικότερα, γίνεται χρήση των αποδοτικών επαναληπτικών µεθόδων που υπάρχουν στη

σηµερινή ϐιβλιογραφία, καθώς και των δηµοφιλέστερων αριθµητικών σχηµάτων της Τεχνι-

κής Πολυπλέγµατος ϐασισµένη στη γεωµετρική διαδικασία διακριτοποίησης του προ-

ϐλήµατος. Επίσης, σκοπός της διατριβής είναι και η κατασκευή µαζί µε την αποδοτική

υλοποίηση και µελέτη της συµπεριφοράς του ανάλογου παράλληλου αλγορίθµου για

δικτυακά υπολογιστικά συστήµατα, ώστε να γίνει εφικτή η περεταίρω ελαχιστοποίηση

του χρόνου επίλυσης.

Η εργασία αυτή είναι δοµηµένη σε πέντε κεφάλαια :

Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζονται τα ϐασικά χαρακτηριστικά της Τεχνικής Πολυ-

πλέγµατος. Στην συνέχεια, γίνεται περιγραφή διάφορων τελεστών µεταφοράς των τιµών

των µεταβλητών επίλυσης µεταξύ διαδοχικών πλεγµάτων, οι οποίοι είναι απαραίτητοι για

την υποστήριξη αυτών των τεχνικών. Τέλος, αναφέρονται οι πιο δηµοφιλής αλγόριθµοι

εφαρµογής της τεχνικής αυτής.

Στο δεύτερο κεφάλαιο αρχικά παρουσιάζεται η αριθµητική µέθοδο πεπερασµένων

στοιχείων Hermite Collocation, ενώ στη συνέχεια γίνεται εφαρµογής της στο Modified
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Helmholtz πρόβληµα. Στο τέλος του κεφαλαίου, το γραµµικό σύστηµα µετασχηµατίζεται

κατάλληλα µε σκοπό την αύξηση των παράλληλων ιδιοτήτων του.

Στο τρίτο κεφάλαιο γίνεται µελέτη της αριθµητικής επίλυσης διδιάστατων Προβλη-

µάτων Συνοριακών Τιµών µε τη χρήση της Τεχνικής Πολυπλέγµατος και παρουσίαση

των αποτελεσµάτων των µετρήσεων της συµπεριφοράς σε σειριακό περιβάλλον.

Το τέταρτο κεφάλαιο εµφανίζει τη διαδικασία κατασκευής και υλοποίησης ενός απο-

δοτικού αλγορίθµου επίλυσης του Collocation γραµµικού συστήµατος για παράλληλες

αρχιτεκτονικές δικτυακών υπολογισµών. Οι µετρήσεις της απόδοσης του αλγορίθµου σε

ένα δικτυακό υπολογιστικό σύστηµα 64 επεξεργαστών αποδεικνύει την αποδοτικότητα

του προτεινόµενου αλγορίθµου κάτω από ορισµένες προϋποθέσεις.

Τέλος, το πέµπτο κεφάλαιο παρουσιάζει τη συνολική εκτίµηση της εφαρµογής της

Τεχνικής Πολυπλέγµατος στη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων Collocation για σειρια-

κές αλλά και παράλληλες αρχιτεκτονικές.
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Κεφάλαιο 1

Η Τεχνική Πολυπλέγµατος

1.1 Εισαγωγή

Οι Τεχνικές Πολυπλέγµατος (ΤΠΠ) εκµεταλλεύονται διακριτοποιήσεις ενός Προβλήµα-

τος Συνοριακών Τιµών (ΠΣΤ) για διαφορετικού µεγέθους πλέγµατα [6, 7, 8, 9]. Η

χρήση τεχνικών διαδικασιών ϐασισµένων σε προβλήµατα διαφορετικού µεγέθους, τα

οποία κατασκευάζονται εφαρµόζοντας κάποια γεωµετρική διαδικασία διακριτοποίησης,

ονοµάζεται Γεωµετρική ή Κλασσική ΤΠΠ [12]. Αντίθετα η χρήση τεχνικών διαδικασιών σε

διαφορετικού µεγέθους προβλήµατα χωρίς τη χρήση της γεωµετρικής διακριτοποίησης

ονοµάζεται Αλγεβρική ΤΠΠ [10, 11, 44]. Τις τεχνικές αυτές τις χαρακτηρίζει η αρχή

διαίρει και ϐασίλευε. Κάνοντας χρήση κάποιων επαναληπτικών µεθόδων εξοµάλυνσης,

όπως π.χ η Gauss-Seidel, µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι οι όροι των σφαλµάτων (ή

των υπολοίπων) στις κατευθύνσεις των υψίσυχνων ιδιοδιανυσµάτων του επαναληπτικού

πίνακα µειώνονται πολύ γρήγορα. Οι υπόλοιποι όροι, οι οποίοι σχετίζονται µε τους

χαµηλής συχνότητας ή οµαλούς όρους, είναι δύσκολο να µειωθούν µε τις κλασσικές

µεθόδους εξοµάλυνσης. Αυτό προκαλεί την παρατηρηθείσα επιβράδυνση σε όλες τις

ϐασικές επαναληπτικές µεθόδους. Ωστόσο, πολλοί από αυτούς τους όρους απεικονί-
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Ϲονται λιγότερο οµαλοί σε ένα πιο αραιό πλέγµα. ΄Ετσι λοιπόν προκύπτει η ιδέα της

χρήσης ενός πιο αραιού πλέγµατος, ώστε να µειωθούν οι αντίστοιχοι όροι του σφάλµα-

τος. Προφανώς, η διαδικασία αυτή µπορεί να επαναληφθεί χρησιµοποιώντας µια σειρά

κατάλληλων µεταβάσεων σε διαφορετικού µεγέθους πλέγµατα. Ας προσπαθήσουµε τώρα

να προσεγγίσουµε τις σκέψεις που κατασκευάζουν την έννοια της ΤΠΠ περισσότερο ανα-

λυτικά. Στη συνέχεια παρουσιάζονται οι ϐασικές διαδικασίες κατασκευής και εφαρµογής

της ΤΠΠ.

1.2 Βασικές έννοιες της ΤΠΠ

Οι ΤΠΠ αρχικά εφαρµόστηκαν σε ΠΣΤ τα οποία µοντελοποιούσαν ϕυσικά προβλήµατα.

΄Ετσι για ευκολία και για ιστορικούς κυρίως λόγους, αυτά τα προβλήµατα χρησιµοποιού-

νται στη παρουσίαση αυτών των µεθόδων. Ας ϑεωρήσουµε το µονοδιάστατο πρόβληµα

−u′′(x) = f(x) , 0 < x < 1
u(0) = u(1) = 0

(1.1)

ως πρόβληµα µοντέλο για την ανάλυση της ΤΠΠ και την µέθοδο των πεπερασµένων δια-

ϕορών ως µέθοδο αριθµητικής επίλυσής του. Θεωρούµε οµοιόµορφο διαµερισµό του

διαστήµατος [0, 1] σε n υποδιαστήµατα µε ϐήµα διακριτοποίησης h = 1
n

και συντεταγ-

µένες των κόµβων xi = (i− 1)h, µε i = 1 , . . . , (n + 1). Η διακριτοποίηση αυτή οδηγεί

στη κατασκευή του συστήµατος

Au = f , (1.2)

όπου

2



A =




2 −1
−1 2 −1

. . . . . . . . .
−1 2 −1

−1 2




, f = h2




f1

f2
...

fn−2

fn−1




, (1.3)

µε f = h2(f(x1), . . . , f(xn−1))
T = h2(f1, . . . , fn−1)

T .

Θεωρούµε τώρα το διδιάστατο ΠΣΤ




−uxx(x, y)− uyy(x, y) = f(x, y) , (x, y) ∈ Ω ≡ [0, 1]× [0, 1]

u(x, y) = 0 , (x, y) ∈ ∂Ω
(1.4)

Επιλέγουµε ως σηµεία διακριτοποίησης του διαστήµατος Ω, τα σηµεία (xi, yj) = (ih, jh),

όπου h = 1/n και i, j = 1 , . . . , (n + 1). Σε αυτήν την περίπτωση το γραµµικό σύστηµα

ϑα έχει την µορφή (1.2), µε

A =




B −I
−I B −I

. . . . . . . . .
−I B −I

−I B




, B =




4 −1
−1 4 −1

. . . . . . . . .
−1 4 −1

−1 4




. (1.5)

΄Οπως και στη µία διάσταση, το δεξί µέλος f , είναι η διακριτοποίηση της συνάρτησης

f(x, y) πολλαπλασιασµένη µε h2.

Χρησιµοποιούµε τον συµβολισµό u για την µοναδική ακριβή λύση του γραµµικού συστή-

µατος και µε v µια προσέγγισή της, η οποία πιθανώς να προέκυψε απο κάποια επαναλη-

πτική µέθοδο. Παρακάτω ϑα χρειαστεί να συνδέσουµε τα u και v µε ένα συγκεκριµένο

πλέγµα, π.χ Ωh. Σε αυτήν την περίπτωση, ο συµβολισµός ϑα είναι uh και vh.

Υπάρχουν δύο σηµαντικά µέτρα για το πόσο κοντά ϐρίσκεται η v στην ακριβή λύση. ΄Ενα

είναι το σφάλµα (error) ή αλγεβρικό σφάλµα (algebraic error) και δίνεται από τη σχέση
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e = u− v . (1.6)

Το σφάλµα είναι επίσης διάνυσµα, άρα µπορούµε να το µετρήσουµε µε οποιαδήποτε

απο τις γνωστές νόρµες διανυσµάτων. Συνήθως οι νόρµες που χρησιµοποιούνται γι’αυτό

τον σκοπό είναι η άπειρη νόρµα και η Ευκλείδια νόρµα ή 2-norm, οι οποίες ορίζονται

αντίστοιχα από τις σχέσεις

‖e‖∞ = max
1≤j≤n

|ej| και ‖e‖2 = {∑n
j=1 e2

j }1/2
. (1.7)

∆υστυχώς το σφάλµα δεν χρησιµοποιείται στην πράξη, διότι προϋποθέτει την γνώση

της πραγµατικής λύσης, η οποία είναι άγνωστη. ΄Ενα υπολογιστικό µέτρο που δείχνει

πόσο καλά η v προσέγγισε την u αποτελεί το υπόλοιπο (residual), που ορίζεται ως

r = f − Av . (1.8)

Το υπόλοιπο εκφράζει κατά πόσο η προσεγγιστική λύση δεν κατάφερε να ικανοποιήσει

το πραγµατικό πρόβληµα Au = f . Εφόσον είναι διάνυσµα και αυτό, µπορούµε να το

µετρήσουµε µε τις νόρµες που αναφέραµε για το σφάλµα. Λόγω της µοναδικότητας της

λύσης έχουµε r = 0 αν και µόνο αν e = 0. Ωστόσο, δεν ισχύει πάντοτε ότι αν r είναι

µικρό σε νόρµα, το e είναι επίσης µικρό σε νόρµα. Με την ϐοήθεια των ορισµών των r

και e προκύπτει µια εξαιρετικά σηµαντική σχέση µεταξύ τους

Au = f ⇔ A(v + e) = f ⇔ Ae = f − Av ⇔ Ae = r . (1.9)

Είναι γνωστή αυτή η σχέση ως εξίσωση υπολοίπου. Μας λέει ότι το σφάλµα ικανοποιεί

το ίδιο σύνολο εξισώσεων, όπως η άγνωστη u, όταν την ϑέση της f πάρει το υπόλοιπο r.

Ο ϱόλος της εξίσωσης υπολοίπου στις ΤΠΠ είναι ϐασικός.

Το ερώτηµα που προκύπτει είναι, πως µπορεί το υπόλοιπο να χρησιµοποιήθει ώστε να

µας δώσει κάποια πληροφορία για την επίλυση. Υποθέτουµε λοιπόν ότι η προσέγγιση
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v υπολογίστηκε µε κάποια µέθοδο. Είναι πολύ εύκολο να υπολογίσουµε το υπόλοιπο

r = f − Av. Για να ϐελτιώσουµε την προσέγγιση v, µπορούµε να λύσουµε την εξίσωση

υπολοίπου ως προς e και η νέα προσέγγιση προκύπτει από τον ορισµό του σφάλµατος

u = r + e . (1.10)

Η ιδέα της διόρθωσης της προσέγγισης µέσω του υπολοίπου είναι πολύ σηµαντική στα

παρακάτω.

΄Ενα από τα ποιο απλά και δηµοφιλή επαναληπτικά σχήµατα επίλυσης του γραµµικού

συστήµατος (1.2) είναι η µέθοδος Gauss-Seidel, ϐασιζόµενη στη παρακάτω διάσπαση

του πίνακα συντελεστών

A = D − L− U (1.11)

όπου D είναι κάποιο διαγώνιο τµήµα του A, και −L, −U αποτελούν αντίστοιχα τα

αυστηρά κάτω και πάνω τριγωνικά µέρη του. Το σύστηµα Au = f ϑα έχει τη µορφή

(D − L− U)u = f . (1.12)

Αποµονώνοντας το κάτω τριγωνικό µέρος του A έχουµε

(D − L)u = Uu + f (1.13)

ή

u = (D − L)−1Uu + (D − L)−1f . (1.14)

Ο επαναληπτικός Gauss-Seidel πίνακας ορίζεται από την σχέση

RGS = (D − L)−1U (1.15)

και η µέθοδος Gauss-Seidel µπορεί να γραφτεί στη µορφή
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v(m+1) = RGSv
(m) + (D − L)−1f . (1.16)

Η µέθοδος αυτή ανήκει στην κατηγορία των Στατικών Επαναληπτικών Μεθόδων, δηλαδή

ο επαναληπτικός πίνακας παραµένει σταθερός για κάθε επαναληπτικό ϐήµα. Η κατη-

γορία αυτή σχεδιάστηκε έτσι ώστε η ακριβής λύση u, να αποτελεί σταθερό σηµείο (fixed

point) του επαναληπτικού τύπου. Αυτό σηµαίνει ότι οι επαναλήψεις δεν αλλάζουν την

ακριβή λύση

u = RGSu + (D − L)−1f . (1.17)

Αφαιρώντας τις δύο τελευταίες σχέσεις, λαµβάνουµε

e(m+1) = RGSe
(m) (1.18)

ή

(D − L)e(m+1) − Ue(m) = 0 . (1.19)

Μια άλλη σηµαντική παρατήρηση είναι ότι πολλά σχήµατα εξοµάλυνσης, όπως και το

Gauss-Seidel, έχουν την ιδιότητα να απαλοίφουν τους υψίσυχνους όρους του σφάλµατος,

ενώ δεν τα καταφέρουν εξίσου καλά µε τους οµαλούς όρους. Η ιδιότητα αυτή είναι

γνωστή ως ιδιότητα εξοµάλυνσης (smoothing property) και αποτελεί σοβαρή αδυναµία

των µεθόδων εξοµάλυνσης. Ωστόσο, για να ξεπεράσουµε την αδυναµία αυτή ένας δρόµος

οδηγεί στη ΤΠΠ. Η εξοµάλυνση του σφάλµατος µε το επαναληπτικό σχήµα Gauss-Seidel

αποδεικνύεται ϑεωρητικά µε την ανάλυση του σφάλµατος σε σειρά Fourier σύµφωνα µε

τις σχέσεις :

e(m) =
∑

θ

E (m)
θ eiθx/h , e(m+1) =

∑

θ

E (m+1)
θ eiθx/h , (1.20)

όπου x ∈ Gh = {jh, j ∈ Z}.
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Σε αυτό το σηµείο, είναι σηµαντικό να κάνουµε τον διαχωρισµό µεταξύ όρων χαµηλής

και υψηλής συχνότητας. ΄Οροι του σφάλµατος µε γωνία −π
2

< θ < π
2

λέγονται όροι

χαµηλής συχνότητας, ενώ µε γωνία π
2
≤ |θ| ≤ π λέγονται όροι υψηλής συχνότητας.

Εφαρµόζουµε τώρα το Gauss-Seidel σχήµα στο πρόβληµα µοντέλο (1.1). Οι συνοριακές

συνθήκες αγνοούνται και το πρόβληµα ορίζεται πλέον σε άπειρα πλέγµατα Gh = {jh, j ∈
Z}. Ξεκινώντας από µία αρχική προσέγγιση v(m) παράγουµε µία νέα προσέγγιση v(m+1).

Τα σφάλµατα που αντιστοιχούν στις προσεγγίσεις αυτές ικανοποιούν την σχέση (1.19). Αν

αντικαταστήσουµε τα αναπτύγµατα των σφαλµάτων e(m) , e(m+1) στην (1.19) γα δοσµένο

θ προκύπτει

(2− e−iθ)E (m+1)
θ − eiθE (m)

θ = 0 . (1.21)

Ο συντελεστής σύγκλισης µ ορίζεται

µ = max{|E
(m+1)
θ

E (m)
θ

| , θ ∈ (−π, π]} , (1.22)

και για το πρόβληµα µοντέλο µας λαµβάνουµε ότι

|E
(m+1)
θ

E (m)
θ

| = | eiθ

2− e−iθ
| . (1.23)

Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι µ(θ) → 1 καθώς θ → 0 που εξηγεί την αδυναµία

του επιλυτή να µειώσει τις αρµονικές του σφάλµατος που αντιστοιχούν στις χαµηλές

συχνότητες.

Το ϑέµα που προκύπτει λοιπόν είναι αν µπορούµε να τροποποιησούµε κατάλληλα αυτές

τις µέθοδους εξοµάλυνσης, ώστε να γίνουν αποτελεσµατικές µε όλους τους όρους του

σφάλµατος. Μια πρώτη σκέψη ήταν η ϐελτίωση του σχήµατος εξοµάλυνσης µέσω µιας

καλής αρχικής εκτίµησης της λύσης. Αυτή µπορεί να επιτευχθεί µε την εκτέλεση ενός

µικρού αριθµού επαναλήψεων σε αραιό πλέγµα και την παρεµβολή των τιµών στο αρχικό
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Σχήµα 1.1: Το αραιό πλέγµα (κάτω) αναγνωρίζει µια συνάρτηση ως λιγότερο οµαλή από ότι
το πιο πυκνό πλέγµα(πάνω).

πλέγµα. Γενικά, η επίλυση σε ένα αραιό πλέγµα απαιτεί λιγότερο χρόνο, επειδή οι άγνω-

στοι που πρέπει να υπολογιστούν είναι σηµαντικά λιγότεροι. Επίσης, ο ϱυθµός σύγκλι-

σης στο αραιό πλέγµα είναι µεγαλύτερος, καθώς η αύξηση του ϐήµατος h οδηγεί σε

µείωση του συντελεστή σύγκλισης σύµφωνα µε τη σχέση µ = 1−O(h2). Η µεγάλη όµως

χρησιµότητα των αραιότερων πλεγµάτων εντοπίζεται στη µείωση των χαµηλών συχνοτήτων

του σφάλµατος, οι οποίες όπως είδαµε προηγουµένος απαλοίφονται πολύ αργά στο αρ-

χικό πλέγµα. Αυτό συµβαίνει επειδή οι χαµηλής συχνότητας συνιστώστες του σφάλµατος

στο πυκνό πλέγµα αναγνωρίζονται από το αραιό ως υψίσυχνες και εξαλείφονται γρήγορα

µε την εφαρµογή ενός σχήµατος εξοµάλυνσης σε αυτό. Στο Σχήµα 1.1 εµφανίζει πως

µια οµαλή περιοδική συνάρτηση (χαµηλής συχνότητας), η οποία διακριτοποιήται στο

αραιό πλέγµα, µετατρέπεται σε υψίσυχνη και λιγότερο οµαλή. Συµπεραίνουµε λοιπόν

ότι µόλις απαλοίψουµε τους όρους υψηλής συχνότητας είναι περισσότερο αποδοτικό να

κινηθούµε σε ένα πιο αραιό πλέγµα και να συνεχίσουµε εκεί την επίλυσή µας. ΄Ολα

όσα περιγράψαµε ως τώρα αφορούσαν το σφάλµα. Χρειαζόµαστε λοιπόν τον συνδετικό
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κρίκο µεταξύ του αρχικού προβλήµατος και του σφάλµατος. Ας ϑυµηθούµε ότι έχουµε

µια εξίσωση για το σφάλµα, η οποία είναι η εξίσωση υπολοίπου. ΄Ετσι µπορούµε να

χρησιµοποιήσουµε τις µεθόδους εξοµάλυνσης απευθείας στο σφάλµα µέσω αυτής της

εξίσωσης. Μια σηµαντική παρατήρηση είναι ότι η επίλυση του αρχικού πρόβληµατος µε

µία τυχαία αρχική προσέγγιση v είναι ισοδύναµη µε την επίλυση της εξίσωσης υπολοί-

που µε αρχική προσέγγιση το e = 0.

Θα προσπαθήσουµε να αναπτύξουµε τις ιδέες αυτές µέσα από δύο στρατηγικές που

ακολουθούν. Στην πρώτη, χρησιµοποιώντας αραιά πλέγµατα λαµβάνουµε καλύτερες

αρχικές προσεγγίσεις, δηλαδή

• Εξοµαλύνεται η Au = f σε ένα πολύ αραιό πλέγµα και λαµβάνουµε µια αρχική

προσέγγιση για το αµέσως επόµενο πλέγµα.
.

.

.

• Εξοµαλύνεται η Au = f για Ω4h και λαµβάνουµε µια αρχική προσέγγιση για Ω2h.

• Εξοµαλύνεται η Au = f για Ω2h και λαµβάνουµε µια αρχική προσέγγιση για Ωh.

• Εξοµαλύνεται η Au = f για Ωh και λαµβάνουµε µια προσέγγιση της πραγµατικής

λύσης.

Η διαδικασία που περιγράψαµε είναι γνωστή ως ϕωλιασµένη επανάληψη (nested itera-

tion). Παρόλο που δείχνει ελκυστική, στην πράξη δεν χρησιµοποιείται σ’αυτήν την µορ-

ϕή. Μπορεί να υπάρξει µία ϐελτίωση χρησιµοποιώντας την παραπάνω στρατηγική, αλλά

ϕθάνοντας στο τελευταίο στάδιο δεν υπάρχει εγγύηση ότι οι οµαλοί όροι τους σφάλµατος

έχουν απαλοιφθεί. Ωστόσο, αποτελεί τα ϑεµέλια ενός από τους πιο αποτελεσµατικούς

αλγόριθµους Πολυπλέγµατος, ο οποίος ονοµάζεται FMG (Full Multigrid) αλγόριθµος.
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Η δεύτερη στρατηγική ενσωµατώνει την ιδέα να χρησιµοποιήσουµε το σχήµα ε-

ξοµάλυνσης στην εξίσωση υπολοίπου. Η διαδικασία αυτή παρουσιάζεται παρακάτω

• Εξοµαλύνεται η Au = f για Ωh και λαµβάνουµε την προσέγγιση vh.

• Υπολογίζουµε το υπόλοιπο r = f − Av.

Εξοµαλύνεται η εξίσωση υπολοίπου Ae = r για Ω2h και λαµβάνουµε µια προσέγ-

γιση για το e2h.

• ∆ιορθώνουµε την προσέγγιση που είχαµε λάβει στο Ωh µε την εκτίµηση του σφάλ-

µατος στο Ω2h : vh ← vh + e2h.

Η διαδικασία αυτή είναι η ϐάση αυτού που αποκαλούµε σχήµα διόρθωσης (correction

scheme). Προκύπτουν όµως κάποιες εύλογες ερωτήσεις σε αυτά που αναφέρθηκαν:

τι σηµαίνει εξοµαλύνεται η Ae = r για Ω2h; Πώς µπορούµε να µεταβούµε σε ένα πιο

αραιό πλέγµα και ποιά είναι η αντίστροφη διαδικασία για να επανέλθουµε στο αρχικό;

Η αντιµετώπιση αυτών των προβληµάτων περιγράφεται παρακάτω.

1.3 Μηχανισµοί µεταφοράς της πληροφορίας από το
ένα πλέγµα στο άλλο

Θα ασχοληθούµε µόνο µε την περίπτωση, όπου η αναλογία ενός αραιού πλέγµατος µε το

αµέσως επόµενο πυκνότερο πλέγµα είναι ίση µε δύο ως προς το ϐήµα διακριτοποίησης

τους.

1.3.1 Παρεµβολή

Στο δεύτερο ϐήµα του σχήµατος διόρθωσης απαιτείται η µεταφορά του σφάλµατος e2h

από το Ω2h στο Ωh. Αυτή η διαδικασία είναι γνωστή ως παρεµβολή. Ο τελεστής παρεµ-
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Σχήµα 1.2: Γραµµική παρεµβολή των ποσοτήτων στους κόµβους του πυκνού µονοδιάστατου
πλέγµατος συναρτήσει των τιµών στο αραιό.

ϐολής (επέκτασης) δέχεται ένα διάνυσµα από το Ω2h και ορίζει το ανάλογο διάνυσµα στο

Ωh. Χρησιµοποιείται ο συµβολισµός

Ih
2h : Ω2h −→ Ωh . (1.24)

Ο τελεστής επέκτασης µπορεί να είναι παρεµβολή ανώτερης τάξης ή να λαµβάνει υπόψη

την κατεύθυνση διάδοσης της πληροφορίας κατά την επίλυση παραβολικών ή υπερβο-

λικών προβληµάτων. Οι πρακτικές αυτές, µολονότι επιταχύνουν τη σύγκλιση σε σχέση

µε µία γραµµική ή µηδενικού ϐαθµού παρεµβολή, έχουν µεγαλύτερο υπολογιστικό κό-

στος κάτα την εφαρµογή τους που αντισταθµίζει το προηγούµενο πλεονέκτηµα. Γι’αυτό

το λόγο, κατά κανόνα χρησιµοποιείται η γραµµική παρεµβολή. Για την περίπτωση του

µονοδιάστατου προβλήµατος έχουµε





vh
2j = v2h

j

vh
2j+1 = 1

2
(v2h

j + v2h
j+1), 0 ≤ j ≤ n

2
− 1

, (1.25)
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όπως ϕαίνεται και στο Σχήµα 1.2.

Σε µορφή πινάκων η παραπάνω διαδικασία µπορεί να παρουσιαστεί ως εξής

vh = Ih
2hv

2h =
1

2




1
2
1 1

2
1 1

...
1 1

2
1




v2h . (1.26)

Στις δύο διαστάσεις ο τελεστής επέκτασης µπορεί να οριστεί µε όµοιο τρόπο. Αν

ϑεωρήσουµε ότι Ih
2hv

2h = vh, τότε οι συνιστώσες του vh δίνονται από τις σχέσεις





vh
2i,2j = v2h

ij

vh
2i+1,2j = 1

2
(v2h

ij + v2h
i+1,j)

vh
2i,2j+1 = 1

2
(v2h

ij + v2h
i,j+1)

vh
2i+1,2j+1 = 1

4
(v2h

ij + v2h
i+1,j + v2h

i,j+1 + v2h
i+1,j+1), 0 ≤ i, j ≤ n

2
− 1

. (1.27)

Οι παραπάνω σχέσεις µπορούν να παραχθούν µε την ϐοήθεια του µονοδιάστατου τελεστή

επέκτασης. Ορίζουµε µε Ih
x,2h τον τελεστή επέκτασης στην κατεύθυνση του x και µε Ih

y,2h

τον τελεστή επέκταση στην κατεύθυνση του y. ∆ηλαδή,

vh,x = Ih
x,2hv

2h =





vh,x
2i,: = v2h

i,:

vh,x
2i+1,: = 1

2
(v2h

i,: + v2h
i+1,:), 0 ≤ i ≤ n

2
− 1

(1.28)

vh,y = Ih
y,2hv

2h =





vh,y
:,2j = v2h

:,j

vh,y
:,2j+1 = 1

2
(v2h

:,j + v2h
:,j+1), 0 ≤ j ≤ n

2
− 1

. (1.29)
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Σχήµα 1.3: (α) Το σφάλµα στο πυκνό πλέγµα είναι οµαλό. Η παρεµβολή του σφάλµατος από
το αραιό στο πυκνό πλέγµα είναι ακριβής. (ϐ) Το σφάλµα στο πυκνό πλέγµα έχει διαταραχές . Η
παρεµβολή του σφάλµατος από το αραιό στο πυκνό πλέγµα είναι ανακριβής.

Παρατηρούµε ότι ο διδιάστατος τελεστής επέκτασης µπορεί να εκφραστεί µε το εξωτερικό

γινόµενο των δύο µονοδιάστατων τελεστών επέκτασης

Ih
2h = Ih

y,2h ⊗ Ih
x,2h. (1.30)

Το ερώτηµα που προκύπτει είναι κατά πόσο η γραµµική παρεµβολή του σφάλµατος

στο πυκνό πλέγµα είναι ακριβής. Ας υποθέσουµε πως το σφάλµα στο αρχικό πλέγµα

(µαύροι και άσπροι κύκλοι) είναι οµαλό, όπως παρουσιάζεται στο Σχήµα 1.3α και πως η

εκτίµησή του στους κόµβους του αραιού πλέγµατος (άσπροι κύκλοι) είναι η ακριβής τιµή

του σφάλµατος στους αντίστοιχους κόµβους του πυκνού πλέγµατος. Τότε η γραµµική

παρεµβολή ϑα δίνει µια καλή προσέγγιση των τιµών στο πυκνό πλέγµα. Αντίθετα, αν το

πραγµατικό σφάλµα στο πυκνό πλέγµα έχει διαταραχές (µαύροι και άσπροι κύκλοι στο

13



Σχήµα 1.3ϐ) η γραµµική παρεµβολή µιας πολύ καλής προσέγγισης στο αραιό πλέγµα

ϑα είναι ανακριβής. ΄Αρα η διαδικασία επέκτασης είναι αποδοτική, όταν το σφάλµα στο

πυκνό πλέγµα έχει εξοµαλυνθεί αρκετά.

1.3.2 Παρεκβολή

Η παρεκβολή είναι η αντίστροφη διαδικασία της παρεµβολής. Ο τελεστής παρεκβολής

(περιορισµού) µετασχηµατίζει διανύσµατα από ένα πυκνό πλέγµα σε ένα αραιό. Χρησι-

µοποιείται ο συµβολισµός

I2h
h : Ωh −→ Ω2h . (1.31)

Η πιο απλή µορφή παρεκβολής είναι η προβολή (injection). Ορίζεται από την σχέση

v2h
j = vh

2j . (1.32)

Με άλλα λόγια, οι συνιστώσες του διανύσµατος (v2h
j ) στο αραιό πλέγµα παίρνουν τις τιµές

τους απευθείας από τις αντίστοιχες των συνιστώσεων του διανύσµατος (vh
2j) στο πυκνό

πλέγµα. Ορίζεται ο τελεστής προβολής εντελώς ανάλογα και για τις δύο διαστάσεις από

την σχέση

v2h
i,j = vh

2i,2j . (1.33)

Παρατηρούµε ότι ο τελεστής αυτός για τον υπολογισµό της v2h σε ένα σηµείο εκµε-

ταλλεύεται µόνο την πληροφορία που µας δίνει η τιµή της vh στο σηµείο αυτό. Σε κάποιες

περιπτώσεις αυτό δεν είναι αποδοτικό. Στο Σχήµα 1.4 παρουσιάζεται ένας εναλλακτικός

τελεστής περιορισµού µεγαλύτερης ακρίβειας που εκµεταλλεύται και την πληροφορία

από τα γειτονικά σηµεία, ο περιοριστής πλήρους στάθµισης (full weighting) , ο οποίος

ορίζεται για το µονοδιάστατο πρόβληµα από τη σχέση

v2h
j =

1

4
(vh

2j−1 + 2vh
2j + vh

2j+1), 1 ≤ j ≤ n

2
− 1 . (1.34)
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Σχήµα 1.4: Ο τελεστής περιορισµού πλήρους στάθµισης για τη µεταφορά των ποσοτήτων από
το πυκνό στο αραιό πλέγµα.

Σε µορφή πινάκων η παραπάνω διαδικασία µπορεί να παρουσιαστεί ως εξής

v2h = I2h
h vh =

1

4




1 2 1
1 2 1

1 2 1
. . .

1 2 1




vh . (1.35)

Αντίστοιχα, ορίζουµε των διδιάστατο full weighting τελεστή

v2h
ij =

1

16
[vh

2i−1,2j−1 + vh
2i−1,2j+1 + vh

2i+1,2j−1 + vh
2i+1,2j+1

+ 2(vh
2i,2j−1 + vh

2i,2j+1 + vh
2i−1,2j + vh

2i+1,2j)

+ 4vh
2i,2j], 1 ≤ j ≤ n

2
− 1 .

(1.36)

Μπορεί να αποδειχθεί η παρακάτω σχέση, η οποία συνδέει τον full weighting τελεστή

του µονοδιάστατου προβλήµατος µε του διδιάστατου
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I2h
h = I2h

y,h ⊗ I2h
x,h . (1.37)

Ο λόγος που προτείνεται αυτή η µορφή τελεστή είναι η σχέση που την συνδέει µε τον

τελεστή γραµµικής επέκτασης

Ih
2h = c(I2h

h )T , c ∈ R . (1.38)

Σε αυτή την περίπτωση λέµε ότι οι δύο τελεστές κατέχουν την µεταβολική ιδιότητα

(variational property), η οποία είναι πολύ σηµαντική στην εφαρµογή ενός σχήµατος

διόρθωσης.

Το σχήµα διόρθωσης που περιγράψαµε µπορεί να εφαρµοστεί όταν χρησιµοποιούνται

περισσότερα του ενός αραιότερα πλέγµατα (2h, 4h, · · · ). Η περιγραφή της επαναληπτικής

εφαρµογής του σχήµατος διευκολύνεται αν ακολουθήσουµε τους εξής συµβολισµούς.

Ονοµάζουµε το δεξί µέλος της εξίσωσης υπολοίπου f2h αντί για r2h και τη λύση της u2h

αντί για e2h. Κατά την εφαρµογή του σχήµατος, η αρχική εκτίµηση v2h της u2h, όταν

εξοµαλύνεται η εξίσωση υπολοίπου για πρώτη ϕορά στο κάθε πλέγµα, τίθεται ίση µε

µηδέν, καθώς δεν υπάρχει καµία πληροφορία για τη λύση. Η επαναληπτική εφαρµογή

του σχήµατος διόρθωσης σε µία σειρά αραιότερων πλεγµάτων αποτελεί τον κύκλο V

(Σχήµα 1.5α), ο οποίος αλγόριθµος εκτελείται ως εξής :

16



V-Κύκλος
vh ← V h(vh, fh)

• Εξοµαλύνεται η Au = f v1 ϕορές οπότε προκύπτει µια εκτίµηση vh.

• Υπολογίζεται η ποσότητα f2h = I2h
h rh.

• Εξοµαλύνεται A2hu2h = f2h v1 ϕορές αρχική εκτίµηση v2h.

• Υπολογίζεται η ποσότητα f4h = I4h
2hr2h.

• Εξοµαλύνεται A4hu4h = f4h v1 ϕορές αρχική εκτίµηση v4h.

• Υπολογίζεται η ποσότητα f8h = I8h
4hr4h.

.

.

.

• Επιλύεται η εξίσωση ALhuLh = fLh στο αραιότερο πλέγµα.
.
.
.

• ∆ιορθώνεται η προσέγγιση v4h σύµφωµα µε τη σχέση: v4h ← v4h+I4h
8hv8h.

• Εξοµαλύνεται η A4hu4h = f4h v2 ϕορές µε αρχική εκτίµηση v4h.

• ∆ιορθώνεται η προσέγγιση v2h σύµφωµα µε τη σχέση: v2h ← v2h + I2h
4hv4h.

• Εξοµαλύνεται η A2hu2h = f2h v2 ϕορές µε αρχική εκτίµηση v2h.

• ∆ιορθώνεται η προσέγγιση vh σύµφωµα µε τη σχέση: vh ← vh + Ih
2hv

2h.

• Εξοµαλύνεται η Ahuh = fh v2 ϕορές µε αρχική εκτίµηση vh.

Μια παραλλαγή του κύκλου V είναι ο κύκλος W (Σχήµα 1.5ϐ), ο οποίος στοχεύει να

µεταφέρει το υπολογιστικό ϕορτίο στα αραιότερα πλέγµατα µειώνοντας τις επιλύσεις στο

αρχικό πλέγµα, έχοντας όµως ως αποτέλεσµα τη µείωση της ευστάθειας του αλγορίθµου.

Μία άλλη µέθοδος είναι η πλήρης τεχνική πολυπλέγµατος FMG (Σχήµα 1.5γ), η οποία

περιλαµβάνει ένα προκαταρκτικό στάδιο, όπου οι εξισώσεις στα αραιότερα πλέγµατα

εξοµαλύνονται, ώστε να προσφέρουν µια καλή εκτίµηση της λύσης στα πυκνότερα.
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Σχήµα 1.5: Σχηµατική περιγραφή των κύκλων (α) V, (ϐ) W και (γ) FMG. Στη ϐάση των
σχηµάτων ϐρίσκεται το πιο αραιό πλέγµα, στην κορυφή το αρχικό (πυκνό) και ενδιάµεσα τα
διαδοχικά αραιότερα πλέγµατα.
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1.4 Προβολή Galerkin

Αυτό που µένει ακόµα να δούµε είναι πως ορίζεται το αρχικό γραµµικό σύστηµα στα

αραιότερα πλέγµατα. ΄Ενας τρόπος είναι να οριστεί µέσω της διακριτοποίησης στο αραιό

πλέγµα που ϑέλουµε. Σε άλλες περιπτώσεις είναι προτιµότερο, από ϑεωρητικής και

πρακτικής άποψης, να οριστεί µέσω της προβολής Galerkin, η οποία περιγράφεται

παρακάτω.

Θεωρούµε την εξίσωση υπολοίπου στο αρχικό πλέγµα

Ahu
h = rh (1.39)

Εφαρµόζουµε τον τελεστή περιορισµού και στα δύο µέλοι

I2h
h Ahuh = I2h

h rh (1.40)

Αντικαθιστώντας την uh = Ih
2hu

2h στην παραπάνω σχέση λαµβάνουµε

I2h
h AhhIh

2hu
2h = I2h

h rh (1.41)

Το πρόβληµα στο αραιό πλέγµα ορίζεται από τις σχέσεις

A2h = I2h
h AhIh

2h , r2h = I2h
h rh . (1.42)
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Κεφάλαιο 2

Μέθοδοι Πεπερασµένων Στοιχείων για
την αριθµητική επίλυση ΠΣΤ
ελλειπτικού τύπου

2.1 Εισαγωγή

Θεωρούµε τη γενική µορφή Προβληµάτων Συνοριακών Τιµών (ΠΣΤ) που περιγράφεται

από τις σχέσεις

(ΠΣΤ)




Lu(x) = f(x) , x ∈ Ω

Bu(x) = g(x) , x ∈ ∂Ω
. (2.1)

Ανάµεσα στις περισσότερο διαδεδοµένες µεθόδους αριθµητικής επίλυσης ΠΣΤ είναι και

αυτές των Πεπερασµένων Στοιχείων, οι οποίες µπορούν να περιγραφούν σχηµατικά µε

τα παρακάτω ϐήµατα :

• Βήµα 0: Γεωµετρική ∆ιαµέριση του πεδίου Ω σε πεπερασµένο πλήθος στοιχείων.
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• Βήµα 1: Επιλογή n γραµµικά ανεξάρτητων κατά τµήµατα συνεχών πολυωνυ-

µικών συναρτήσεων Φ1, . . . , Φn, οι οποίες ονοµάζονται συναρτήσεις ϐάσης και

χρησιµοποιούνται στη προσέγγιση της πραγµατικής λύσης u(x) του ΠΣΤ ως εξής

u(x) ' un(x) = a1Φ1(x) + · · ·+ anΦn(x) =
n∑

k=1

akΦk(x). (2.2)

• Βήµα 2: Επιλογή µεθόδου διακριτοποίησης ( Galerkin, Rayleigh-Ritz, Least Squares,

Collocation ) [2, 18] για µετάβαση από το συνεχή χώρο στο διακριτό δηλαδή µετα-

τροπή του ΠΣΤ σε ένα πρόβληµα επίλυσης του γραµµικού συστήµατος

C~a = ~b (2.3)

όπου C ∈ Rn,n , ~a = [a1 a2 · · · an]T και ~b = [b1 b2 · · · bn]T .

• Βήµα 3: Επιλογή µεθόδου για την επίλυση του γραµµικού συστήµατος και προσ-

διορισµός των αγνώστων a1, . . . , an. Η επιλογή αυτή ϐασίζεται στο µέγεθος και στις

ιδιότητες του παραγόµενου γραµµικού συστήµατος.

∆ιαφορετικές επιλογές σε κάθε ένα από τα παραπάνω ϐήµατα συνεπάγονται και διαφορε-

τικές µεθόδους για την επίλυση ΠΣΤ.
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Σχήµα 2.1: Γεωµετρική απεικόνιση της διαµέρισης του πεδίου Ω.

2.2 Μέθοδος πεπερασµένων στοιχείων Hermite
Collocation σε µία διάσταση

΄Ενα απο τα κλασσικότερα ΠΣΤ σε µία διάσταση είναι το πρόβληµα Sturm-Liouville,

όπου οι διαφορετικοί τελεστές L και B ορίζονται ως



L ≡ − d

dx
(p(x) d

dx
) + q(x) , x ∈ Ω ≡ [a, b]

Bu(a) ≡ γ0u(a) + γ1u
′(a) , Bu(b) ≡ δ0u(b) + δ1u

′(b)
. (2.4)

Για την αριθµητική επίλυση του µε τη µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων Collocation

ακολουθούµε τα παρακάτω ϐήµατα

• Βήµα 0: Θεωρούµε οµοιόµορφο διαµερισµό του διαστήµατος Ω = [0, 1] σε ns

υποδιαστήµατα (πεπερασµένα στοιχεία) Im , m = 1 , . . . , ns µε ϐήµα διακρι-

τοποίησης h = 1
ns

και συντεταγµένες κόµβων (xi, όπου xi = (i − 1)h µε i =

1 , . . . , (ns + 1). Το Σχήµα 2.1 εµφανίζει την διαµέριση του Ω για την περίπτωση

όπου ns = 4.

• Βήµα 1: Ως συναρτήσεις ϐάσης επιλέγονται τα τµηµατικά κυβικά πολυώνυµα

Hermite [41], µε γενική µορφή Φk(x), και η συνάρτηση u(x) προσεγγίζεται από

την

u(x) ' un(x) =
n∑

i=1

aiΦi(x) , (2.5)
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όπου n = 2(ns + 1).

• Βήµα 2: Ως µέθοδος διακριτοποίησης επιλέγεται η µέθοδος της Collocation [5,

26, 27, 28], η οποία κατασκευάζει το γραµµικό σύστηµα C~a = ~b απαιτώντας οι

συνθήκες Lun − f = 0 και Bun − g = 0 να ισχύουν για n καθορισµένα εσωτερικά

και συνοριακά collocation σηµεία και ως τέτοια επιλέγονται τα σηµεία Gauss.

• Βήµα 3: Για την επίλυση του αραιού και γενικού γραµµικού συστήµατος C~a = ~b

επιλέγεται κάποια επαναληπτική µέθοδος.

Στις παραγράφους που ακολουθούν αναλύονται οι παραπάνω επιλογές.

2.2.1 Collocation µε συναρτήσεις ϐάσης τα πολυώνυµα Hermite

Τα τµηµατικά κυβικά πολυώνυµα Hermite ορίζονται ως εξής :

Φ(x)
.
=





Φ+(x) , x ∈ [0, 1]

Φ−(x) , x ∈ [−1, 0]

0 , x 6∈ [−1, 1]

, (2.6)

Ψ(x)
.
=





Ψ+(x) , x ∈ [0, 1]

Ψ−(x) , x ∈ [−1, 0]

0 , x 6∈ [−1, 1]

, (2.7)

όπου

Φ+(x)
.
=





(1− x)2(1 + 2x) , x ∈ [0, 1]

0 , x 6∈ [0, 1]
, (2.8)

Φ−(x) = Φ+(−x)
.
=





(1 + x)2(1− 2x) , x ∈ [−1, 0]

0 , x 6∈ [−1, 0]
, (2.9)

Ψ+(x)
.
=





x(1− x)2 , x ∈ [0, 1]

0 , x 6∈ [0, 1]
, (2.10)
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Σχήµα 2.2: Κυβικά πολυώνυµα Hermite.

Ψ−(x) = −Ψ+(−x)
.
=





x(1 + x)2 , x ∈ [−1, 0]

0 , x 6∈ [−1, 0]
. (2.11)

Το Σχήµα 2.2 εµφανίζει τα κυβικά πολυώνυµα Hermite, όπως αυτά ορίζονται στο [−1, 1].

Σε κάθε κόµβο xm αντιστοιχούν δύο συναρτήσεις και ορίζονται ως εξής :

Φ2m−1(x)
.
=





Φ(x−xm

h
) , x ∈ Im−1 ∪ Im

0 , διαφορετικά
, (2.12)

Φ2m(x)
.
=





Ψ(x−xm

h
) , x ∈ Im ∪ Im−1

0 , διαφορετικά
, (2.13)

όπου m = 1, . . . , (ns + 1) , Ii ≡ [xi, xi+1] , i = 1, . . . , ns.

Για να ισχύουν οι ορισµοί (2.12) και (2.13) για m = 1 και m = ns + 1, ϑεωρούµε δύο

εικονικούς κόµβους x0 := −h και xns+2 := 1 + h.
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Σχήµα 2.3: Πολυώνυµα Hermite ορισµένα στον κόµβο xi.

Στο Σχήµα 2.3 εµφανίζεται ένας τυχαίος κόµβος xi και παρουσιάζονται οι αντίστοιχες

συναρτήσεις, όπως αυτές ορίζονται στο κόµβο αυτόν.

Παρατηρούµε ότι ισχύουν οι εξής ιδιότητες





Φ2m−1(xi) = h d
dt

Φ2m(xi) = δi
m

Φ2m(xi) = d
dt

Φ2m−1(xi) = 0
(2.14)

για όλα τα m = 1, . . . , (ns + 1) και όπου δi
m : ∆έλτα του Kronecker.

Επιπλέον σηµειώνουµε ότι σε κάθε υποδιάστηµα Ii διέρχονται τέσσερα µόνο µη µη-

δενικά πολυώνυµα Hermite µε δείκτες : Φ2i−1 , Φ2i , Φ2i+1 και Φ2i+2.

Το γεγονός αυτό επιδεικνύεται σχηµατικά και στο Σχήµα 2.4. Σαν άµεση συνέπεια των

προηγουµένων σχέσεων προκύπτει ότι





un(xi) = a2i−1 , h d
dx

un(xi) = a2i

un(xi+1) = a2i+1 , h d
dx

un(xi+1) = a2i+2

, (2.15)
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Φ2i

xi+1

Φ2i+2

xixi−1 xi+2

Φ2i−1
Φ2i+1

Σχήµα 2.4: Μη µηδενικά Πολυώνυµα Hermite στο υποδιάστηµα [xi, xi+1].

όπου i = 1, . . . , (ns + 1) και στο παρακάτω σχήµα εµφανίζονται οι δύο άγνωστοι, όπως

αυτοί αντιστοιχούν στον κόµβο xi.

u
xi

u
xi+1

a2i−1 a2i a2i+1 a2i+2

Επιπλέον παρατηρούµε ότι σε κάθε πεπερασµένο στοιχείο Ii αντιστοιχούν 4 µη µη-

δενικές συναρτήσεις ϐάσης και εποµένως για x ∈ Ii ισχύει ότι :

un(x) =
2i+2∑

k=2i−1

αkΦk(x) . (2.16)

Γι’αυτό το λόγο κάθε στοιχείο Ii από τα ns είναι στοιχείο µε 4 ϐαθµούς ελευθερίας.

Συνολικά λοιπόν, οι άγνωστοι οι οποίοι πρέπει να υπολογιστούν είναι 4ns . Παρατηρούµε
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ότι σε διαδοχικά στοιχεία Ii , Ii+1 οι αγνώστοι που αντιστοιχούν στο δεύτερο κόµβο

του Ii, ταυτίζονται µε τους αγνώστους που αντιστοιχούν στον πρώτο κόµβο του Ii+1, µε

αποτέλεσµα οι άγνωστοι να είναι συνολικά n = 2(ns + 1).

Οι Collocation εξισώσεις κατασκευάζονται απαιτώντας το υπόλοιπο Lun − f να µη-

δενίζεται σε nI = 2ns εσωτερικά collocation σηµεία και το υπόλοιπο Bun − g να µη-

δενίζεται σε nb = 2 συνοριακά collocation σηµεία. Παρατηρούµε ότι το πλήθος nI + nb

των collocation εξισώσεων ισούται µε τον αριθµό των αγνώστων, ο οποίος προκύπτει από

τη χρήση των κυβικών πολυωνύµων Hermite [4].

Πρέπει να τονίσουµε εδώ, ότι στην περίπτωση των Dirichlet συνοριακών συνθηκών

κάποιοι από τους αγνώστους, οι οποίοι ϐρίσκονται πάνω στο σύνορο του Ω προσδιορίζο-

νται άµεσα από αυτές, µε αποτέλεσµα την απαλοιφή τους από το γραµµικό σύστηµα. Το

πλήθος των αγνώστων αυτών είναι ίσο µε 2 µε αποτέλεσµα να µην χρειάζεται η επιλογή

συνοριακών collocation σηµείων.

Για την περιπτωσή µας, όπου το Ω = [0, 1] και η Dirichlet συνθήκη, έχει ως αποτέ-

λεσµα την παρακάτω µόρφη των συνοριακών τιµών

{
u(0) = γ
u(1) = δ

(2.17)

Οι άγνωστοι που µπόρουν να υπολογιστούν άµεσα από τις συνοριακές συνθήκες είναι οι

a1, a2ns+1 µε τιµές γ και δ αντίστοιχα.

Οπότε για την περίπτωση Dirichlet συνοριακών συνθηκών το πλήθος των αγνώστων και

συνεπώς και των εσωτερικών collocation σηµείων ισούται µε n = 2ns.

2.2.2 Σηµεία Collocation - Στοιχειώδης πίνακες

Τα σηµεία Gauss στο διάστηµα [−1, 1] είναι η απεικόνιση των ϱίζων του Legendre

πολυωνύµου δευτέρου ϐαθµού 1
2
(3x2 − 1) = 0, δηλαδή τα σηµεία ∓

√
3

3
. Με µετασχηµα-

τισµό τα σηµεία Gauss στο στοιχείο Ii = [xi, xi+1] δίνονται απο τις σχέσεις
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σ2i = xi+xi+1

2
− 1√

3

hi

2
, σ2i+1 = xi+xi+1

2
+ 1√

3

hi

2 . (2.18)

Για την περίπτωση οµοιόµορφου διαµερισµού του Ω τα σηµεία Gauss δίνονται από τη

σχέση σ±i = h
2
(2i− 1±

√
3

3
).

Παρατηρούµε στο σχήµα που ακολουθεί ότι τα σηµεία Gauss στο [0, 1] είναι σ και 1− σ

0 11
2

⊗ ⊗
σ 1− σ

︷︸︸︷ ︷︸︸︷
1/2

√
3 1/2

√
3

όπου σ = 1
2
− 1

2
√

3
.

Ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις για τις παραγώγους k-τάξης των κυβικών πολυωνύµων

Hermite (Dk = dk

dxk )





DkΦ2i−1(σ2i) = 1
hk DkΦ(σ) , DkΦ2i−1(σ2i+1) = 1

hk DkΦ(1− σ)

DkΦ2i(σ2i) = 1
hk−1 D

kΨ(σ) , DkΨ2i−1(σ2i+1) = 1
hk−1 D

kΨ(1− σ)

DkΦ(1− σ) = Dk(1− Φ(σ)) = (−1)kDkΦ(σ)

(2.19)

για κάθε i = 1, . . . , ns. Επιλέγοντας τα σηµεία Gauss ως εσωτερικά collocation σηµεία,

ορίζονται οι παρακάτω πίνακες, για l = 0, 1, 2

kl
i = DlΦk(σj)

2i+2 2i+1

k=2i−1,j=2i
(2.20)

Από την τελευταία σχέση υπολογίζουµε τους στοιχειώδης πίνακες (element matrices) για

κάθε στοιχείο Ii:

k0 =

[
a hb 1− a −hb̄

1− a hb̄ a −hb

]
, (2.21)

a = 9+4
√

3
18

, b = 3+
√

3
36

, b̄ = 3−√3
36
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k1 =
1

h

[ −1 hb 1− a −hb̄
1− a hb̄ a −hb

]
, (2.22)

a = 9+4
√

3
18

, b = 3+
√

3
36

, b̄ = 3−√3
36

k2 =
1

h2

[
a hb 1− a −hb̄

1− a hb̄ a −hb

]
, (2.23)

a = 9+4
√

3
18

, b = 3+
√

3
36

, b̄ = 3−√3
36

Με την ϐοήθεια των στοιχειωδών πινάκων κl κατασκευάζονται οι K l πίνακες, οι οποίοι

αναφέρονται σε όλα τα πεπερασµένα στοιχεία

K l =




κl
2 κl

3 κl
4 0 0 · · · 0 0 0 0 0

0 κl
1 κl

2 κl
3 κl

4 · · · 0 0 0 0 0

... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

0 0 0 0 0 · · · κl
1 κl

2 κl
3 κl

4 0

0 0 0 0 0 · · · 0 0 κl
1 κl

2 κl
3




. (2.24)

Ο συµβολισµός κl
i αναπαριστά την i-στήλη του στοιχειώδη πίνακα kl, για l = 0, 1, 2.

2.3 Μέθοδος πεπερασµένων στοιχείων Hermite
Collocation σε δύο διαστάσεις

Για την περίπτωση όπου η µεταβλητή x ∈ R2, οι τελεστές L και B του ΠΣΤ (2.1) µπορεί

να οριστούν ως




L ≡ a(x, y) ∂2

∂x2 + 2b(x, y) ∂2

∂x∂y
+ c(x, y) ∂2

∂y2 + d(x, y) ∂
∂x

+ e(x, y) ∂
∂y

+ h(x, y)

B ≡ α(x, y) + β(x, y) ∂
∂~n

(2.25)
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Η συνθήκη a(x, y)c(x, y) > b2(x, y) χαρακτηρίζει τον ελλειπτικό τύπο του προβλήµατος

και συνεπάγεται ότι οι συναρτήσεις a(x, y) και c(x, y) είναι οµόσηµες και µη µηδενικές.

Από τα κλασσικότερα παραδείγµατα ελλειπτικών ΠΣΤ είναι και το Modified Helmholtz

πρόβληµα που ορίζεται σαν





uxx(x, y) + uyy(x, y)− λu(x, y) = f(x, y) , (x, y) ∈ Ω ≡ [0, 1]× [0, 1]

u(x, y) = g(x, y) , (x, y) ∈ ∂Ω
(2.26)

µε λ ≥ 0, το οποίο ϑα αποτελέσει και το πρόβληµα µοντέλο για την ανάπτυξη και µελέτη

αριθµητικών µεθόδων στην παρούσα µελέτη. Το Poisson-Dirichlet πρόβληµα αποτελεί

ειδική περίπτωση του, για λ = 0.

Για την αριθµητική επίλυση του Modified Helmholtz ΠΣΤ µε τη µέθοδο πεπερασµένων

στοιχείων Collocation ακολουθούµε τα παρακάτω ϐήµατα

• Βήµα 0: Θεωρούµε οµοιόµορφο διαµερισµό των διαστηµάτων Ix = Iy = [0, 1] σε

ns υποδιαστήµατα Ix
m = Iy

m , m = 1 , . . . , ns τα οποία παράγουν ένα οµοιόµορφο

πλέγµα µε ϐήµα διακριτοποίησης h = 1
ns

και συντεταγµένες κόµβων (xi, yj), όπου

xi = (i− 1)h και yj = (j − 1)h, µε i, j = 1 , . . . , (ns + 1). Το Σχήµα 2.5 εµφανίζει

την διαµέριση του Ω για ns = 6.

• Βήµα 1: Ως συναρτήσεις ϐάσης επιλέγονται τα Hermite Bicubic πολυώνυµα, µε

γενική µορφή Φk(x, y) = Φi(x)Φj(y), και η συνάρτηση u(x, y) προσεγγίζεται από

την

u(x, y) ' un(x, y) =
ñ∑

i=1

ñ∑
j=1

ai,jΦi(x)Φj(y) , (2.27)

όπου ñ = 2(ns + 1).

• Βήµα 2: Ως µέθοδος διακριτοποίησης επιλέγεται η µέθοδος της Collocation,

η οποία κατασκευάζει το γραµµικό σύστηµα Cã = b̃ απαιτώντας οι συνθήκες
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Σχήµα 2.5: Γεωµετρική απεικόνιση της διαµέρισης του πεδίου Ω

Lun − f = 0 και Bun − g = 0 να ισχύουν για n καθορισµένα εσωτερικά και

συνοριακά collocation σηµεία.

• Βήµα 3: Για την επίλυση του αραιού και γενικού γραµµικού συστήµατος Cã = b̃

επιλέγεται κάποια επαναληπτική µέθοδος [3, 19, 20, 23, 45].

Βασισµένοι στις ιδιότητες των πολυωνύµων Hermite εύκολα προκύπτουν και οι ιδιότητες

των διδιάστατων bicubic πολυωνύµων Hermite. ΄Ετσι, παρατηρούµε ότι σε κάθε διδιά-

στατο κόµβο (xi, yj) ορίζονται τα παρακάτω τέσσερα Hermite Bicubic πολυώνυµα :
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Φ2i−1,2j−1(x, y) = Φ2i−1(x)Φ2j−1(y)

Φ2i−1,2j(x, y) = Φ2i−1(x)Φ2j(y)

Φ2i,2j−1(x, y) = Φ2i(x)Φ2j−1(y)

Φ2i,2j(x, y) = Φ2i(x)Φ2j(y)

(2.28)

µε τις εξής ιδιότητες :





Φ2i−1,2j−1(xi, yj) = 1 , h ∂
∂y

Φ2i−1,2j(xi, yj) = 1

h ∂
∂x

Φ2i,2j−1(xi, yj) = 1 , h2 ∂2

∂x∂y
Φ2i,2j(xi, yj) = 1

. (2.29)

Σαν άµεση συνέπεια των προηγουµένων σχέσεων προκύπτει ότι





un(xi, yj) = a2i−1,2j−1 , h ∂
∂y

un(xi, yj) = a2i−1,2j

h ∂
∂x

un(xi, yj) = a2i,2j−1 , h2 ∂2

∂x∂y
un(xi, yj) = a2i,2j

, (2.30)

όπου i , j = 1, . . . , (ns + 1) και στο παρακάτω σχήµα εµφανίζονται οι τέσσερις άγνωστοι

όπως αυτοί αντιστοιχούν στον κόµβο (xi, yi).

u

xi

yj
a2i−1,2j−1 a2i−1,2j a2i,2j−1 a2i,2j

Επιπλέον παρατηρούµε ότι σε κάθε πεπερασµένο στοιχείο Ixy
ij αντιστοιχούν 16 µη

µηδενικές συναρτήσεις ϐάσης (4 από κάθε κατεύθυνση) και εποµένως για (x, y) ∈ Ixy
ij

ισχύει ότι :

un(x, y) =
2i+2∑

k=2i−1

2j+2∑

l=2j−1

αk,lΦk(x)Φl(y) . (2.31)

Γι’αυτό το λόγο κάθε πεπερασµένο στοιχείο Ixy
ij είναι στοιχείο µε 16 ϐαθµούς ελευθερίας.
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(xi, yj) (xi+1, yj)

(xi, yj+1) (xi+1, yj+1)

(σ−i , σ−j ) (σ+
i , σ−j )

(σ−i , σ+
j ) (σ+

i , σ+
j )

⊗ ⊗

⊗⊗

⊗ ⊗

⊗ ⊗

Σχήµα 2.6: Τα τέσσερα σηµεία Gauss στο πεπερασµένο στοιχείο Ixy
ij .

Στην περίπτωση του διδιάστατου προβλήµατος χρειαζόµαστε nI = 4n2
s εσωτερικά co-

llocation σηµεία και nb = 4(2ns + 1) συνοριακά collocation σηµεία. ΄Οµοια µε το

µονοδιάστατο ισχύει ότι το πλήθος nI + nb των collocation εξισώσεων ισούται µε τον

αριθµό των αγνώστων. Εάν το διδιάστατο πρόβληµα ικανοποιεί Dirichlet συνοριακές

συνθήκες προσδιορίζονται άµεσα 4(2ns+1) το πλήθος άγνωστοι και απαλοίφονται απο το

γραµµικό σύστηµα. Σ’αυτή την περίπτωση έχουµε να υπολογίσουµε n = 4n2
s αγνώστους,

όσο δηλαδή και το πλήθος των εσωτερικών collocation σηµείων.

Στην περίπτωση ελλειπτικών ΠΣΤ η κλασσική επιλογή εσωτερικών collocation ση-

µείων είναι αυτή των σηµείων Gauss [5] µε συντεταγµένες (σ±i , σ±j ), όπου για κάθε

i = 1, . . . , ns ισχύει ότι σ±i = h
2
(2i − 1 ±

√
3

3
). Στο Σχήµα 2.6 εµφανίζονται τα τέσσερα

σηµεία Gauss του στοιχείου Ixy
ij .

Η αρίθµηση αγνώστων και εξισώσεων καθορίζει την δοµή του Collocation πίνακα, και

κατά συνέπεια την επιλογή της µεθόδου επίλυσης του παραγόµενου γραµµικού συστή-

µατος. Στην εργασία [42] ο Θ. Σ. Παπαθεοδώρου πρότεινε την αρίθµηση των αγνώστων,

η οποία παρουσιάζεται στο Σχήµα 2.7, και των εξισώσεων, η οποία παρουσιάζεται στο

Σχήµα 2.8. Εξαιτίας της αρίθµησης αυτής προκύπτει ο Collocation πίνακας σε block

τριδιαγώνια δοµή η οποία εµφανίζεται στο Σχήµα 2.9. Οι άγνωστοι, οι οποίοι έχουν
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x x x 1

x x 2 3

x x 4 5

x x 6 7

x x x 8

x 9 x 17

10 11 18 19

12 13 20 21

14 15 22 23

x 16 x 24

x 25 x 33

26 27 34 35

28 29 36 37

30 31 38 39

x 32 x 40

x 41 x 49

42 43 50 51

44 45 52 53

46 47 55 55

x 48 x 56

x x x 57

x x 58 59

x x 60 61

x x 62 63

x x x 64

Σχήµα 2.7: Block Τριδιαγώνια Αρίθµηση αγνώστων για ns = 4.

απαλοιφθεί λόγω των συνοριακών συνθηκών σηµειώνονται µε ’’x’’.

Κάνοντας χρήση της µεθόδου αρίθµησης του Παπαθεοδώρου στο Modified Helmholtz

πρόβληµα παράγεται το ακόλουθο γραµµικό σύστηµα

Ax = b , (2.32)

όπου A ∈ Rn,n (n = 4ns
2) είναι ο Collocation πίνακας συντελεστών και

x = [x1 x2 · · · xn]T = [α1,1 · · · α2ns,2ns ]
T είναι το διάνυσµα των αγνώστων.

Ο πίνακας A µε την ϐοήθεια των K l ≡ K l
x ≡ K l

y µπορεί να γραφτεί στην παρακάτω

µορφή για το Modified Helmholtz ΠΣΤ

A = K2
x ⊗K0

y + K0
x ⊗K2

y − λK0
x ⊗K0

y . (2.33)

Μετά από τον υπολογισµό και ϑεωρώντας ότι έχει ϐγει κοινός παράγοντας το 1/9h2,

αρχικά ορίζουµε τους 2ns × 2ns seed-ϐασικούς πίνακες
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Σχήµα 2.8: Block Τριδιαγώνια Αρίθµηση εξισώσεων για ns = 4.

Σχήµα 2.9: ∆οµή του Block Τριδιαγώνιου Collocation Πίνακα.
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Ai =




a2 a3 −a4 0 0 · · · 0 0 0 0 0
a4 a1 −a2 0 0 · · · 0 0 0 0 0
0 a1 a2 a3 −a4 · · · 0 0 0 0 0
0 a3 a4 a1 −a2 · · · 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 · · · a1 a2 a3 −a4 0
0 0 0 0 0 · · · a3 a4 a1 −a2 0
0 0 0 0 0 · · · 0 0 a1 a2 −a4

0 0 0 0 0 · · · 0 0 a3 a4 −a2




, i = 1, 2, 3, 4 (2.34)

όπου οι τιµές ai’s δίνονται ως

Table 1 a1 a2 a3 a4

A1 r+ s+ q t+

A2 s+ u+ t− ε
A3 q t− r− s−

A4 t+ ε s− u−

(2.35)

µε ε = − λ
24n2

s
, q = 24 + 22ε , r± = 86ε− 24± (48ε− 18)

√
3 ,

s± = 13ε− 12± (7ε− 8)
√

3 , t± = 5ε + 3± (ε + 1)
√

3 , u± = 2ε− 3± (ε− 2)
√

3.

Κάνοντας χρήση των παραπάνω ορισµών ο block τριδιαγώνιος Collocation πίνακας ορίζε-

ται ως εξής

A =




A2 A3 −A4 0 0 · · · 0 0 0 0 0
A4 A1 −A2 0 0 · · · 0 0 0 0 0
0 A1 A2 A3 −A4 · · · 0 0 0 0 0
0 A3 A4 A1 −A2 · · · 0 0 0 0 0
... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...
0 0 0 0 0 · · · A1 A2 A3 −A4 0
0 0 0 0 0 · · · A3 A4 A1 −A2 0
0 0 0 0 0 · · · 0 0 A1 A2 −A4

0 0 0 0 0 · · · 0 0 A3 A4 −A2




. (2.36)

Είναι γνωστό ότι για block τριδιαγώνιους πίνακες µπορεί κανείς να ϐρει πλούσια ϐιβλι-

ογραφία [24, 31, 35, 49, 50] για την εφαρµογή και ανάλυση επαναληπτικών µεθόδων.
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Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η κατασκευή αποδοτικών αλγορίθµων επίλυσης

του collocation γραµµικού συστήµατος σε παράλληλες αρχιτεκτονικές [13, 14, 35, 36,

37, 38, 39, 43]. ΄Οµως η block τριδιαγώνια δοµή του collocation πίνακα δεν επιτρέπει

σε ικανοποιητικό ϐαθµό την απεξάρτηση των αγνώστων µεταξύ τους. ΄Ετσι ϑα χρειαστεί

να εφαρµοστεί κάποια επιπρόσθετη διαδικασία αύξησης των παράλληλων ιδιοτήτων του

γραµµικού συστήµατος, χώρις όµως την πρόσθετη επιβάρυνση της επαναληπτικής µεθόδου

µε παραπάνω ϐήµατα σύγκλισης.

Η διαδικασία παραλληλοποίησης της επίλυσης του collocation γραµµικού συστή-

µατος χωρίζεται σε δύο κύριες ϕάσεις. Στην πρώτη ϕάση χρησιµοποιούµε την ιδέα

επαναρίθµησης των αγνώστων και εξισώσεων για να παραλληλοποιήσουµε το υπο-

λογιστικό πρόβληµα. Στη συνέχεια, και επειδή το πρόβληµα µοντέλο είναι το Modified

Helmholtz, κάνουµε χρήση της έννοιας της προρύθµισης για να ϐελτιστοποιήσουµε το

ϐαθµό παραλληλοποίησης της εφαρµογής.

Για την επαναρίθµηση των αγνώστων και των εξισώσεων χρησιµοποιούµε [25, 49] την

γνωστή ιδέα της line red - black διαµέρισης. Σύµφωνα µε αυτήν οι άγνωστοι / εξισώσεις

χωρίζονται σε red και black υποοµάδες αγνώστων / εξισώσεων µε την παρακάτω αρχή :

Τα µέλη red υποοµάδων ’’συνορεύουν’’ µόνο µε µέλη black υποοµάδων

Η ιδέα της επαναρίθµησης είναι ισοδύναµη µε την εφαρµογή ενός µετασχηµατισµού

οµοιότητας στο γραµµικό σύστηµα µέσω κάποιου πίνακα µεταθέσεων P ∈ Rn×n, ο οποίος

υπάρχει επειδή ο collocation πίνακας είναι 2-cyclic µορφής [50], ώστε ο πίνακας P A P T

να έχει την παρακάτω κανονική ή red-black 2-cyclic µορφή

PAP T =

[
DR −HB

−HR DB

]
, (2.37)

όπου

DR = diag[A2 Ã · · · Ã︸ ︷︷ ︸
p−1

−A2] (2.38)

HR = −diag[A4 Â · · · Â︸ ︷︷ ︸
p−1

−A4] (2.39)
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Σχήµα 2.10: Red - Black οµαδοποίηση αγνώστων και εξισώσεων

DB = diag[Ã · · · Ã︸ ︷︷ ︸
p

] (2.40)

HB = −diag[Â · · · Â︸ ︷︷ ︸
p

] (2.41)

Ã =

[
A1 −A2

A1 A2

]
και Â =

[
A3 −A4

A3 A4

]
. (2.42)

Το Σχήµα 2.10 εµφανίζει την red-black οµαδοποίηση αυτή για την περίπτωση ns = 4.

Στην συνέχεια επαναριθµούµε τους αγνώστους και τις εξισώσεις, έτσι ώστε τα µέλη των

red υποοµάδων να καταλάβουν διαδοχικές ϑέσεις στο πλέγµα, ακολουθούµενα µε την

ίδια ιδέα από τα µέλη των black υποοµάδων. Στο Σχήµα 2.11 παρουσιάζεται η νέα αυτή

αρίθµηση αγνώστων και εξισώσεων για ns = 4. Η δοµή των πινάκων που αντιστοιχούν

στην αρίθµηση των Σχηµάτων 2.10 και 2.11 παρουσιάζεται αντίστοιχα στα Σχήµατα 2.9

και 2.12.
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Σχήµα 2.11: Red - Black αρίθµηση αγνώστων και εξισώσεων

Σχήµα 2.12: ∆οµή του Red - Black Collocation Πίνακα
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΄Οπως παρατηρούµε από τη δοµή του Collocation πίνακα µετά την επαναρίθµηση υ-

πάρχουν διαγώνια blocks κι έτσι έχουµε τη δυνατότητα της απεξάρτησης των αγνώστων

µεταξύ τους. Αυτό έχει ως άµεση συνέπεια την αύξηση των παράλληλων χαρακτηριστικών

του γραµµικού συτήµατος, αφού υπάρχει πλέον η δυνατότητα του υπολογισµού των

αγνώστων κατά οµάδες, οι οποίες είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους [29, 35, 36, 37].

΄Ετσι το collocation γραµµικό σύστηµα ϑα έχει την ισοδύναµη µορφή

PAP T (Px) = Pb , (2.43)

όπου

PAP T =




A2 O O . . . O O O A3 −A4 . . . O O
O A1 −A2 . . . O O O A3 A4 . . . O O
O A1 A2 . . . O O O O O . . . O O
... ... ... . . . ... ... ... ... ... . . . ... ...
O O O . . . A1 −A2 O O O . . . O O
O O O . . . A1 A2 O O O . . . A3 −A4

O O O . . . O O −A2 O O . . . A3 A4

A4 O O . . . O O O A1 −A2 . . . O O
O A3 −A4 . . . O O O A1 A2 . . . O O
O A3 A4 . . . O O O O O . . . O O
... ... ... . . . ... ... ... ... ... . . . ... ...
O O O . . . A3 −A4 O O O . . . O O
O O O . . . A3 A4 O O O . . . A1 −A2

O O O . . . O O −A4 O O . . . A1 A2




.

(2.44)

Αν ϑεωρήσουµε την παρακάτω διάσπαση του

PAP T = DA − LA − UA , (2.45)

όπου

DA =

[
DR O
O DB

]
, LA =

[
O O
HR O

]
και UA =

[
O HB

O O

]
, (2.46)

και αν ϑεωρήσουµε αντίστοιχα τις ανάλογες διαµερίσεις των διανυσµάτων των αγνώστων

και του δεξιού µέλους, ώστε
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Px =

[
xR

xB

]
και Pb =

[
bR

bB

]
. (2.47)

΄Οµως είναι δυνατή η παραπέρα απεξάρτηση των αγνώστων µε άµεση συνέπεια τον

διπλασιασµό του ϐαθµού παραλληλοποίησης µε την εφαρµογή στο γραµµικό σύστηµα

του προρυθµισµένου πίνακα

T = diag [ TR TB ] (2.48)

µε TR = −diag[I G · · · G I] και TB = −diag[G · · · G] , (2.49)

όπου

G =
1

2

[
I I

−I I

]
και I ∈ R2ns,2ns είναι ο µοναδιαίος πίνακας . (2.50)

΄Ετσι το προρυθµισµένο γραµµικό σύστηµα ϑα έχει τη µορφή

[
TR O
O TB

] [
DR −HB

−HR DB

] [
xR

xB

]
=

[
TR O
O TB

] [
bR

bB

]
. (2.51)

Για τα παραγόµενα γινόµενα πινάκων ϑα ισχύει ότι

TRDR = diag[A2 A1 A2 · · · A1 A2 − A2] (2.52)

TBDB = diag[A1 A2 · · · A1 A2] (2.53)

TRHB = −1

2




2A3 −2A4 O O · · · O O O O
A3 A4 A3 −A4 · · · O O O O
−A3 −A4 A3 −A4 · · · O O O O

... ... ... ... . . . ... ... ... ...

O O O O · · · A3 A4 A3 −A4

O O O O · · · −A3 −A4 A3 −A4

O O O O · · · O O 2A3 2A4




(2.54)

42



TBHR = −1

2




A4 A3 −A4 O O · · · O O O O O
−A4 A3 −A4 O O · · · O O O O O
O A3 A4 A3 −A4 · · · O O O O O
O −A3 −A4 A3 −A4 · · · O O O O O

... ... ... ... ... . . . ... ... ... ... ...

O O O O O · · · A3 A4 A3 −A4 O
O O O O O · · · −A3 −A4 A3 −A4 O
O O O O O · · · O O A3 A4 −A4

O O O O O · · · O O −A3 −A4 −A4




,

(2.55)

και

TRbR =
1

2




2b1

b2 + b3

b3 − b2

...

b2p−2 + b2p−1

b2p−1 − b2p−2

2b2p




, TBbB =
1

2




b2p+1 + b2p+2

b2p+2 − b2p+1

...

b4p−1 + b4p

b4p − b4p−1




, (2.56)

Επειδή, οι πίνακες TR και TB είναι αντιστρέψιµοι και µελετώντας τη µορφή των block

διαγώνιων πινάκων TRDR και TBDB είναι ϕανερό, ότι διπλασιάστηκε ο ϐαθµός πα-

ϱαλληλοποίησης του γραµµικού συστήµατος.
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Κεφάλαιο 3

Αριθµητική µελέτη εφαρµογής της
ΤΠΠ σε µέθοδο Πεπερασµένων
Στοιχείων

3.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο γίνεται µελέτη της αριθµητικής επίλυσης διδιάστατων ΠΣΤ µε την

χρήση της ΤΠΠ στη µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων Collocation. Από τις κατηγορίες των

Στατικών και Μη-Στατικών επαναληπτικών µεθόδων επιλέγονται σαν µέθοδοι επίλυσης

(ή σαν σχήµατα εξοµάλυνσης στην περίπτωση της ΤΠΠ) [21, 22, 30, 32, 33, 34, 46, 48,

52, 53] του γραµµικού συστήµατος οι Gauss-Seidel (GS) και GS Preconditioned Bi-

CGSTAB (BiConjugate Gradient Stabilized) [51] µέθοδοι αντίστοιχα. Οι µέθοδοι αυτοί

εµφανίζονται στη σηµερινή ϐιβλιογραφία ως τα αποδοτικότερα επαναληπτικά σχήµατα

επίλυσης του συγκεκριµένου γραµµικού συστήµατος [13, 36, 37, 38, 39].

Η µελέτη της αριθµητικής συµπεριφοράς των προβληµάτων αυτών γίνεται µε σύγ-

κριση του χρόνου επίλυσης, του σφάλµατος και του υπολοίπου. Υπενθυµίζουµε ότι το

σφάλµα ορίζεται ως e = u− x, όπου u η πραγµατική λύση του προβλήµατος και x µία

παραγόµενη προσέγγιση της, ενώ το υπόλοιπο ως r = b−Ax, όπου b το δεξί µέλος του
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γραµµικού συστήµατος και A ο Collocation πίνακας της µεθόδου.

Στις ΤΠΠ που υλοποιήθηκαν χρησιµοποιήθηκαν για την παρεµβολή των υπολοίπων

και των προσεγγίσεων της ακριβής λύσης, ο τελεστής γραµµικής επέκτασης (1.27), ενώ

για την παρεκβολή αυτών ο τελεστής πλήρους στάθµισης (1.34). Το µεγάλο πλεονέκτη-

µα της παραπάνω επιλογής των τελεστών είναι ότι ικανοποιούν την µεταβολική ιδιότητα

γι’αυτό και είναι η πιο συνηθισµένη επιλογή στη ϐιβλιογραφία για παρόµοιες εφαρµογές.

Ακολουθούν τρία διαφορετικού τύπου προβλήµατα δοκιµών µαζί µε τα αριθµητικά αποτε-

λέσµατα της συµπεριφοράς τους κατά την επίλυσή τους.

3.2 Πρόβληµα δοκιµής 1

Θεωρούµε το Modified Helmholtz ΠΣΤ





uxx(x, y) + uyy(x, y)− λu(x, y) = f(x, y) , (x, y) ∈ Ω ≡ [0, 1]× [0, 1]

u(x, y) = 0 , (x, y) ∈ ∂Ω
(3.1)

που έχει σαν λύση τη συνάρτηση

u(x, y) = 10 φ(x) φ(y) , φ(x) = e−100(x−0.1)2 (x2 − x) , (3.2)

η οποία παρουσιάζεται γραφικά στο Σχήµα 3.1, ως πρόβληµα δοκιµής 1 (πδ1).

Ακολουθεί ο πίνακας Τ1, ο οποίος εµφανίζει τα αριθµητικά αποτελέσµατα της επίλυσης

του πδ1 µε τη µέθοδο GS για λ = 0 και διαφορετικές διαµερίσεις. Παρουσιάζονται

αναλυτικά το πλήθος των επαναλήψεων, οι µετρήσεις του χρόνου επίλυσης καθώς και

οι τιµές της άπειρης νόρµας του σφάλµατος και του υπολοίπου για τις διαµερίσεις σε

ns = 16, 32, 64, 128, 256 και 512 πεπερασµένα στοιχεία σε κάθε χωρική διάσταση.
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Σχήµα 3.1: Η ακριβής λύση u = u(x, y) για το πρόβληµα δοκιµής 1.

T1 Gauss-Seidel for λ = 0

ns Iterations Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 154 0.014 6.08e-4 3.18e-6
32 681 0.251 3.34e-5 8.43e-7
64 2310 3.551 3.01e-6 5.24e-7
128 9634 64.95 2.15e-6 9.32e-8
256 33001 1090 5.53e-6 6.00e-8
512 113538 15352 1.23e-5 3.33e-8

Αντίστοιχα, στους πίνακες Τ2 και Τ3 εµφανίζονται τα αριθµητικά αποτελέσµατα του πδ1

για λ = 1 και λ = 100.
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T2 Gauss-Seidel for λ = 1

ns Iterations Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 151 0.014 6.08e-4 3.07e-6
32 654 0.237 3.34e-5 8.39e-7
64 2217 3.347 2.86e-6 5.24e-7
128 9144 61.62 2.19e-6 9.99e-8
256 27312 902 1.16e-5 1.33e-7
512 129261 17478 4.68e-6 1.33e-8

T3 Gauss-Seidel for λ = 100

ns Iterations Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 45 0.004 5.99e-4 2.45e-6
32 150 0.056 3.36e-5 1.22e-6
64 539 0.836 1.96e-6 3.84e-7
128 2086 14.22 3.34e-7 9.29e-8
256 6167 204 3.60e-7 2.66e-7
512 30002 4110 7.53e-7 1.33e-8

Ο πίνακας Τ4 εµφανίζει τα αριθµητικά αποτελέσµατα της επίλυσης του πδ1 για τη µέθοδο

Bi-CGSTAB µε GS προρύθµιση για λ = 0 και διαφορετικές διαµερίσεις. Ξεκινώντας

από αριστερά προς τα δεξιά, παρουσιάζονται αναλυτικά το πλήθος της διαµέρισης, ο

αριθµός των επαναλήψεων, οι µετρήσεις του χρόνου επίλυσης και οι τιµές της νόρµας

του σφάλµατος και του υπολοίπου. ΄Εχουν προστεθεί οι διαµερίσεις 1024 και 2048

στοιχείων σε σχέση µε τους προηγούµενους πίνακες, αφού η µέθοδος αυτή επιτρέπει την

επίλυση αυτών των µεγεθών προβλήµατα σε ϱεαλιστικό χρόνο.

T4 Preconditioned Bi-CGSTAB for λ = 0

ns Iterations Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 15 0.004 6.08e-4 3.44e-6
32 27 0.024 3.35e-5 7.55e-7
64 57 0.228 2.02e-6 1.83e-7
128 116 2.221 8.42e-7 9.52e-8
256 216 18.18 2.54e-6 4.12e-8
512 410 138 5.73e-6 3.05e-8
1024 980 1351 6.84e-6 1.63e-9
2048 1939 10951 2.38e-7 2.40e-9
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Στους επόµενους δύο πίνακες Τ5 και Τ6 που ακολουθούν, παρουσιάζονται τα αρι-

ϑµητικά αποτελέσµατα της επίλυσης του πδ1 µε τη µέθοδο Bi-CGSTAB µε GS προρύθ-

µιση για τις περιπτώσεις λ = 1 και λ = 100.

T5 Preconditioned Bi-CGSTAB for λ = 1

ns Iterations Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 15 0.004 6.06e-4 2.58e-6
32 27 0.024 3.36e-5 2.68e-7
64 56 0.226 2.23e-6 2.11e-7
128 108 2.063 8.77e-7 8.72e-8
256 206 17.30 2.30e-6 6.49e-8
512 440 148 2.83e-6 1.07e-8
1024 931 1282 3.39e-7 1.35e-9
2048 1900 10768 6.05e-6 1.66e-9

T6 Preconditioned Bi-CGSTAB for λ = 100

ns Iterations Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 9 0.002 5.99e-4 4.93e-6
32 16 0.016 3.37e-5 1.19e-6
64 31 0.130 2.01e-6 2.73e-7
128 56 1.073 2.50e-7 8.73e-8
256 118 9.960 5.90e-7 3.96e-8
512 231 78.26 3.45e-7 9.65e-9
1024 569 783 4.18e-7 6.23e-9
2048 967 5467 4.28e-7 6.75e-10

Οι πίνακες Τ7, Τ8 και Τ9 εµφανίζουν τα αριθµητικά αποτελέσµατα της επίλυσης του

πδ1 για λ = 0, 1 και 100 αντίστοιχα µε τη χρήση της ΤΠΠ µε επαναληπτικό σχήµα

εξοµάλυνσης τη µέθοδο GS. Σηµειώνεται ότι έχουν επιλεγεί οι περιπτώσεις τριών και

πέντε επιπέδων εφαρµογής της ΤΠΠ. Πρέπει να τονιστεί εδώ, ότι οι επαναλήψεις που

γίνονται σε κάθε επίπεδο είναι δύο τόσο στη ϕάση καθόδου όσο και στη ϕάση ανόδου

του V-κύκλου. Οι µετρήσεις που εµφανίζονται για κάθε V-κύκλο είναι οι ίδιες, όπως και

στην περίπτωση της µη χρήσης της ΤΠΠ.

Τα αντίστοιχα αποτελέσµατα παρουσιάζουν οι πίνακες Τ10,Τ11 και Τ12 στην περίπτωση

χρήσης της ΤΠΠ µε σχήµα εξοµάλυνσης τη µέθοδο Bi-CGSTAB µε GS προρύθµιση.
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T7 Multigrid with Gauss-Seidel Smoother for λ = 0
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.077 8.70e-3 2.00e-2
2 0.126 3.10e-4 1.85e-3
3 0.167 4.60e-5 1.35e-4
4 0.213 2.49e-6 1.58e-5
5 0.256 2.27e-7 1.10e-6
6 0.306 1.05e-7 1.07e-7
7 0.357 1.27e-7 1.12e-8

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.471 3.32e-3 4.83e-3 0.279 6.19e-3 4.77e-3
2 0.858 2.51e-4 3.80e-4 0.417 2.47e-4 3.87e-4
3 1.169 2.25e-5 3.25e-5 0.555 2.74e-5 3.28e-5
4 1.535 6.19e-7 3.75e-6 0.691 1.01e-6 4.57e-6
5 1.808 1.14e-7 2.85e-7 0.821 1.25e-7 2.87e-7
6 2.194 8.65e-9 3.27e-8 0.985 1.00e-8 4.14e-8
7 2.500 8.33e-9 2.66e-9 1.108 8.26e-9 2.66e-9

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 3.685 9.80e-4 2.10e-3 1.205 4.81e-3 2.05e-3
2 7.327 2.68e-4 9.04e-5 1.878 2.25e-4 1.47e-4
3 10.39 1.42e-5 8.03e-6 2.421 2.21e-5 9.59e-6
4 13.71 4.76e-7 7.84e-7 3.018 6.35e-7 1.22e-6
5 16.43 7.28e-8 7.23e-8 3.642 7.48e-8 7.31e-8
6 19.99 1.61e-9 8.49e-9 4.259 4.37e-9 1.34e-8
7 22.94 7.84e-10 6.79e-10 4.888 5.18e-10 6.81e-10

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 34.75 2.68e-4 1.01e-3 5.074 2.58e-3 9.95e-4
2 90.55 2.72e-4 3.88e-5 7.629 2.24e-4 5.76e-5
3 120 1.11e-5 2.01e-5 10.18 1.69e-5 2.64e-6
4 123 5.26e-7 1.92e-7 12.91 4.32e-7 2.30e-7
5 202 5.84e-8 1.82e-8 15.49 6.88e-8 1.96e-8
6 237 4.05e-10 2.03e-9 18.12 2.98e-9 3.10e-9
7 298 2.61e-10 1.71e-10 20.83 1.86e-10 1.72e-10

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 386 2.67e-4 5.03e-4 22.61 8.80e-4 4.99e-4
2 1451 2.71e-4 1.87e-5 35.82 2.59e-4 2.21e-5
3 1775 1.04e-5 9.32e-7 48.60 1.30e-5 9.89e-7
4 2472 5.30e-7 9,14e-8 61.56 4.51e-7 1.03e-7
5 3189 5.49e-8 7.00e-9 73.68 6.10e-8 9.32e-9
6 3551 4.23e-10 4.40e-10 86.39 8.36e-10 5.93e-10
7 4601 2.18e-10 4.28e-11 98.49 2.03e-10 5.60e-11
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T8 Multigrid with Gauss-Seidel Smoother for λ = 1
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.075 8.67e-3 2.00e-2
2 0.121 3.09e-4 1.85e-3
3 0.163 4.56e-5 1.35e-4
4 0.209 2.48e-6 1.58e-5
5 0.251 2.23e-7 1.10e-6
6 0.298 1.05e-7 1.07e-7
7 0.342 1.27e-7 1.12e-8

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.474 3.31e-3 4.83e-3 0.279 6.16e-3 4.77e-3
2 0.826 2.50e-4 3.80e-4 0.415 2.46e-4 3.87e-4
3 1.153 2.24e-5 3.25e-5 0.551 2.72e-5 3.28e-5
4 1.509 6.18e-7 3.75e-6 0.669 9.94e-7 4.56e-6
5 1.748 1.13e-7 2.84e-7 0.835 1.23e-7 2.87e-7
6 2.118 8.64e-9 3.27e-8 0.970 1.00e-8 4.13e-8
7 2.437 8.32e-9 2.66e-9 1.106 8.25e-9 2.66e-9

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 3.565 9.78e-4 2.10e-3 1.190 4.79e-3 2.05e-3
2 6.966 2.67e-4 9.04e-5 1.809 2.24e-4 1.47e-4
3 9.931 1.41e-5 8.03e-6 2.412 2.19e-5 9.56e-6
4 13.21 4.70e-7 7.85e-7 3.015 6.31e-7 1.22e-6
5 15.79 7.19e-8 7.23e-8 3.634 7.38e-8 7.31e-8
6 19.14 1.61e-9 8.49e-9 4.250 4.33e-9 1.33e-8
7 21.66 7.78e-10 6.79e-10 4.855 5.16e-10 6.81e-10

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 34.01 2.67e-4 1.01e-3 4.951 2.57e-3 9.95e-4
2 86.85 2.71e-4 3.88e-5 7.547 2.23e-4 5.76e-5
3 117 1.10e-5 2.01e-6 10.15 1.68e-5 2.63e-6
4 158 5.20e-7 1.91e-7 12.75 4.28e-7 2.30e-7
5 192 5.79e-8 1.82e-8 15.35 6.81e-8 1.95e-8
6 225 3.95e-10 2.04e-9 17.97 2.97e-9 3.10e-9
7 281 2.58e-10 1.71e-10 20.58 1.82e-10 1.72e-10

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 374 2.53e-4 5.03e-4 22.36 8.78e-4 4.99e-4
2 1375 2.70e-4 1.87e-5 35.35 2.58e-4 2.21e-5
3 1698 1.04e-5 9.29e-7 48.03 1.29e-5 9.88e-7
4 2351 5.25e-7 9.12e-8 60.86 4.46e-7 1.03e-7
5 3027 5.44e-8 6.95e-9 72.89 6.04e-8 9.27e-9
6 3365 3.95e-10 4.40e-10 85.43 8.38e-10 5.94e-9
7 4344 2.16e-10 4.28e-11 97.38 2.01e-10 5.54e-11
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T9 Multigrid with Gauss-Seidel Smoother for λ = 100
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.065 6.25e-3 1.67e-2
2 0.098 2.70e-4 1.79e-3
3 0.130 2.65e-5 1.30e-4
4 0.168 1.82e-6 1.37e-5
5 0.194 1.08e-7 1.04e-6
6 0.226 1.18e-7 9.76e-8
7 0.258 1.27e-7 1.01e-8

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.334 2.59e-3 4.95e-3 0.282 3.93e-3 4.93e-3
2 0.507 1.92e-4 3.74e-4 0.417 1.93e-4 3.77e-4
3 0.682 1.44e-5 3.22e-5 0.552 1.57e-5 3.25e-5
4 0.857 5.89e-7 3.60e-6 0.687 6.04e-7 3.88e-6
5 1.021 5.42e-8 2.81e-7 0.822 5.99e-8 2.83e-7
6 1.209 7.58e-9 2.85e-8 0.958 7.80e-9 3.10e-8
7 1.385 8.11e-9 2.62e-9 1.093 8.10e-9 2.62e-9

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 1.808 7.94e-4 2.12e-3 1.182 3.23e-3 2.08e-3
2 8.320 2.01e-4 8.73e-5 1.801 1.68e-4 1.26e-4
3 4.059 9.99e-6 8.02e-6 2.396 1.27e-5 8.15e-6
4 5.191 2.25e-7 8.22e-7 2.998 3.19e-7 1.03e-6
5 6.229 3.84e-8 7.22e-8 3.588 3.94e-8 7.27e-8
6 7.363 1.71e-9 8.33e-9 4.183 1.93e-9 1.01e-8
7 8.399 6.19e-10 6.76e-10 4.773 5.15e-10 6.78e-10

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 13.83 2.14e-4 1.02e-3 4.857 1.99e-3 1.00e-3
2 24.89 2.04e-4 3.80e-5 7.334 1.64e-4 5.33e-5
3 35.23 8.00e-6 2.01e-6 9.811 1.10e-5 2.31e-6
4 45.52 2.56e-7 1.90e-7 12.27 2.37e-7 2.23e-7
5 54.66 3.19e-8 1.82e-8 14.73 3.57e-8 1.83e-8
6 64.17 3.00e-10 2.18e-9 17.26 1.74e-9 2.69e-9
7 73.63 1.31e-10 1.70e-10 19.72 8.97e-11 1.71e-10

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 160 7.13e-5 5.03e-4 21.10 7.24e-4 5.00e-4
2 338 2.03e-4 1.83e-5 31.94 1.92e-4 2.13e-5
3 473 7.48e-6 7.45e-7 42.79 9.25e-6 9.16e-7
4 610 2.67e-7 7.37e-8 53.68 2.10e-7 8.18e-8
5 731 3.00e-8 4.79e-9 64.43 3.29e-8 6.65e-9
6 849 1.72e-10 5.22e-10 75.20 6.95e-10 6.31e-10
7 991 9.53e-11 4.28e-11 86.01 8.37e-11 4.30e-11
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T10 Multigrid with Preconditioned Bi-CGSTAB Smoother for λ = 0
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.143 2.41e-3 6.74e-3
2 0.219 1.06e-4 1.77e-4
3 0.295 2.88e-6 6.95e-6
4 0.369 7.55e-8 2.16e-7
5 0.442 1.22e-7 7.95e-9
6 0.516 1.26e-7 2.59e-10
7 0.589 1.26e-7 4.69e-11

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.648 3.77e-3 1.20e-3 0.616 4.64e-3 1.28e-3
2 1.000 2.98e-5 2.46e-5 0.950 3.10e-5 2.45e-5
3 1.343 5.12e-7 6.25e-7 1.284 4.11e-7 5.74e-7
4 1.711 2.64e-7 1.43e-7 1.618 1.05e-8 1.20e-8
5 2.053 1.85e-8 1.11e-9 1.951 7.53e-9 3.81e-10
6 2.384 1.55e-8 3.75e-10 2.285 7.84e-9 9.53e-12
7 2.715 6.87e-9 1.23e-10 2.619 7.87e-9 4.12e-13

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 2.820 3.47e-4 1.98e-4 2.568 5.44e-4 2.03e-4
2 4.390 4.47e-6 3.27e-6 3.995 7.57e-6 3.41e-6
3 5.884 7.07e-8 5.11e-8 5.419 9.57e-8 5.39e-8
4 7.297 3.42e-8 1.80e-9 6.845 1.23e-8 1.71e-9
5 8.733 4.15e-8 5.97e-10 8.284 1.59e-9 1.42e-10
6 10.14 3.21e-8 1.74e-10 9.708 5.27e-10 3.29e-12
7 11.56 2.34e-8 2.52e-10 11.14 5.00e-10 1.72e-13

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 12.72 8.06e-4 1.90e-4 10.51 1.53e-3 2.30e-4
2 20.45 3.08e-6 3.04e-6 16.41 2.30e-5 2.95e-6
3 26.85 1.29e-7 4.81e-8 22.27 1.15e-7 6.48e-8
4 32.71 1.16e-7 1.37e-9 28.11 2.10e-8 9.39e-10
5 38.51 1.08e-7 3.82e-10 33.96 6.12e-9 3.90e-11
6 44.30 1.00e-7 4.58e-10 39.80 4.11e-9 3.66e-12
7 50.06 9.75e-8 2.80e-10 45.65 2.82e-9 2.58e-12

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 62.82 1.12e-3 2.44e-4 43.57 1.21e-3 2.42e-4
2 103 1.31e-5 3.06e-6 67.96 1.45e-5 2.97e-6
3 134 1.64e-7 6.93e-8 92.25 1.13e-7 6.85e-8
4 159 1.42e-7 1.48e-9 116 6.69e-8 1.24e-9
5 183 5.03e-8 1.23e-10 140 3.50e-8 3.56e-11
6 207 4.60e-8 9.04e-11 164 2.30e-8 1.67e-11
7 231 4.52e-8 1.16e-10 189 3.58e-8 1.94e-11
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T11 Multigrid with Preconditioned Bi-CGSTAB Smoother for λ = 1
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.142 2.40e-3 6.72e-3
2 0.217 1.05e-4 1.77e-4
3 0.292 2.85e-6 6.92e-6
4 0.366 7.44e-8 2.15e-7
5 0.439 1.22e-7 7.97e-9
6 0.511 1.26e-7 2.56e-10
7 0.584 1.26e-7 4.41e-11

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.641 4.43e-3 1.41e-3 0.616 5.46e-3 1.51e-3
2 0.994 4.28e-5 2.24e-5 0.949 6.51e-5 2.17e-5
3 1.341 4.18e-7 5.08e-7 1.290 6.62e-7 4.78e-7
4 1.674 1.28e-8 1.03e-8 1.629 1.46e-8 9.59e-9
5 2.005 1.16e-8 5.35e-10 1.962 7.64e-9 2.90e-10
6 2.336 7.59e-9 1.48e-10 2.296 7.86e-9 6.58e-12
7 2.665 7.52e-9 7.05e-11 2.629 7.87e-9 2.72e-13

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 2.779 3.46e-4 1.98e-4 2.551 5.41e-4 2.03e-4
2 4.315 4.44e-6 3.27e-6 3.965 7.48e-6 3.41e-6
3 5.794 7.00e-8 5.10e-8 5.379 9.33e-8 5.39e-8
4 7.193 4.38e-8 1.80e-9 6.799 1.10e-8 1.72e-9
5 8.645 5.97e-8 3.83e-9 8.211 3.85e-9 2.41e-10
6 10.04 3.77e-8 2.52e-10 9.624 3.61e-9 1.40e-11
7 11.44 2.75e-8 2.25e-10 11.03 5.64e-10 5.65e-12

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 12.70 7.92e-4 1.88e-4 10.50 1.44e-3 2.25e-4
2 20.30 3.06e-6 2.91e-6 16.37 3.86e-5 2.63e-6
3 26.71 1.34e-7 4.66e-8 22.23 6.23e-7 1.26e-7
4 32.63 1.20e-7 1.28e-9 28.07 3.27e-8 2.39e-9
5 38.53 7.21e-8 2.65e-10 33.92 2.71e-8 4.95e-11
6 44.35 6.63e-8 3.80e-10 39.79 1.96e-8 2.74e-11
7 50.14 6.20e-8 3.98e-10 45.69 1.09e-8 1.69e-11

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 62.34 1.09e-3 2.40e-4 43.56 1.19e-3 2.38e-4
2 100 1.21e-5 2.98e-6 67.86 1.36e-5 2.89e-6
3 130 1.67e-7 6.72e-8 91.99 1.11e-7 6.46e-8
4 155 1.11e-7 1.46e-9 116 5.98e-8 1.22e-9
5 179 8.75e-8 2.33e-10 140 2.48e-8 3.85e-11
6 203 7.37e-8 2.27e-10 164 2.07e-8 1.41e-11
7 227 7.19e-8 1.19e-10 188 1.82e-8 4.16e-12
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T12 Multigrid with Preconditioned Bi-CGSTAB Smoother for λ = 100
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.144 1.69e-3 5.67e-3
2 0.218 6.37e-5 1.41e-4
3 0.292 1.37e-6 5.35e-6
4 0.365 6.11e-8 2.00e-7
5 0.438 1.25e-7 8.19e-9
6 0.510 1.27e-7 3.40e-10
7 0.583 1.27e-7 1.44e-11

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.631 2.98e-4 7.34e-4 0.619 3.32e-4 7.33e-4
2 0.969 5.76e-6 1.75e-5 0.964 5.97e-6 1.72e-5
3 1.298 2.91e-7 8.25e-7 1.293 2.96e-7 7.63e-7
4 1.625 9.24e-9 2.08e-8 1.621 7.65e-9 1.86e-8
5 1.949 7.38e-9 1.28e-9 1.949 7.44e-9 1.13e-9
6 2.294 7.89e-9 3.65e-11 2.277 7.92e-9 2.97e-11
7 2.631 7.93e-9 1.43e-12 2.605 7.93e-9 1.53e-12

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 2.701 1.80e-4 1.73e-4 2.550 5.44e-4 1.99e-4
2 4.176 2.40e-6 3.20e-6 3.964 8.48e-6 3.28e-6
3 5.600 7.91e-8 6.65e-8 5.370 1.01e-7 5.01e-8
4 6.992 5.31e-9 2.29e-9 6.812 1.95e-9 1.59e-9
5 8.380 2.72e-9 2.33e-10 8.217 5.16e-10 4.07e-11
6 9.779 7.95e-10 3.57e-11 9.624 4.95e-10 1.29e-12
7 11.16 5.31e-10 8.28e-12 11.03 4.96e-10 3.51e-14

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 11.76 3.50e-4 1.27e-4 7 10.37 2.88e-4 1.25e-4
2 18.46 2.35e-6 1.93e-6 16.14 2.49e-6 2.02e-6
3 24.55 4.71e-8 5.52e-8 21.91 4.02e-8 5.40e-8
4 30.32 1.88e-8 1.46e-9 27.67 1.66e-9 1.41e-9
5 36.02 1.50e-8 3.32e-10 33.44 1.14e-10 2.49e-11
6 41.77 3.20e-9 6.81e-11 39.20 4.08e-11 4.70e-13
7 47.46 2.35e-9 5.40e-11 44.96 3.16e-11 4.43e-14

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 55.56 1.76e-4 5.53e-5 43.60 4.51e-4 5.59e-5
2 85.96 1.02e-6 8.44e-7 67.86 6.70e-6 9.12e-7
3 111 7.10e-8 2.10e-8 92.12 1.20e-6 2.67e-8
4 135 4.39e-8 5.83e-10 116 1.29e-8 1.28e-9
5 159 4.10e-8 2.52e-10 140 3.50e-9 2.36e-11
6 182 4.15e-8 1.58e-10 164 1.12e-9 3.87e-12
7 206 2.07e-8 2.23e-10 188 8.85e-10 3.71e-12
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Σχήµα 3.2: Χρόνος επίλυσης µε ΤΠΠ σε 3 επίπεδα.

Στο Σχήµα 3.2 παρουσιάζονται σε ϱαβδόγραµµα οι µετρήσεις του χρόνου επίλυσης του

πδ1 µε χρήση της ΤΠΠ τριών επιπέδων. Οι στήλες µε χρώµα κόκκινο αφορούν την ΤΠΠ

µε σχήµα εξοµάλυνσης τη Bi-CGSTAB, ενώ µε χρώµα µπλε αφορούν την ΤΠΠ µε σχήµα

εξοµάλυνσης τη GS.

Σηµειώνουµε ότι για λόγους καλύτερης εµφάνισης των µετρήσεων των µικρών διαµερίσεων

η περίπτωση ns = 2048 έχει περιοριστεί στα 400 δευτερόλεπτα, έναντι των 4344 που είναι

η πραγµατική τιµή του χρόνου επίλυσης για τη χρήση της µεθόδου GS.
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Σχήµα 3.3: Χρόνος επίλυσης µε ΤΠΠ σε 5 επίπεδα.

Αντίστοιχα, στο Σχήµα 3.3 ϕαίνονται οι χρόνου επίλυσης του πδ1 µε χρήση της ΤΠΠ

πέντε επιπέδων.
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Σχήµα 3.4: Η ακριβής λύση u = u(x, y) για το πρόβληµα δοκιµής 2.

3.3 Πρόβληµα δοκιµής 2

Για δεύτερο πρόβληµα δοκιµών ϑεωρούµε το Modified Helmholtz ΠΣΤ που έχει σαν λύση

τη συνάρτηση

u(x, y) = φ(x) φ(y) , φ(x) = x9/2 (x− 1)2 , (3.3)

η οποία παρουσιάζεται γραφικά στο Σχήµα 3.4.

΄Οπως και στην περίπτωση του πδ1, ακολουθούν αριθµητικά αποτελέσµατα για τη µελέτη

του πδ2 σε µορφή πινάκων. Στους πρώτους τρεις πίνακες Τ13,Τ14 και Τ15, οι µετρήσεις

που εµφανίζονται έχουν προκύψει µε τη µέθοδο GS και αναφέρονται στο πδ2 για λ = 0, 1

και 100.
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T13 Gauss-Seidel for λ = 0

ns iterations time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 166 0.016 2.22e-7 5.74e-7
32 592 0.216 2.61e-7 1.80e-7
64 2181 3.373 3.52e-7 6.09e-8
128 8367 56.60 4.23e-7 1.83e-8
256 28785 944 9.40e-7 1.02e-8
512 100000 13346 1.81e-6 4.90e-9

T14 Gauss-Seidel for λ = 1

ns iterations time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 153 0.015 2.86e-7 7.86e-7
32 500 0.182 5.55e-7 4.02e-7
64 2157 3.342 2.79e-7 5.07e-8
128 8194 54.91 3.58e-7 1.63e-8
256 32678 1076 3.58e-7 4.08e-9
512 100000 13307 1.45e-6 4.13e-9

T15 Gauss-Seidel for λ = 100

ns iterations time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 42 0.004 5.65e-8 4.53e-7
32 138 0.052 4.55e-8 1.91e-7
64 515 0.789 3.78e-8 4.02e-8
128 1873 12.79 6.08e-8 1.63e-8
256 6758 218 1.21e-7 8.16e-9
512 27321 3703 1.09e-7 1.84e-9

Αντίστοιχα, στους πίνακες Τ16,Τ17 και Τ18 παρουσιάζονται τα αριθµητικά αποτελέσµατα

της επίλυσης του πδ2 µε τη µέθοδο Bi-CGSTAB µε GS προρύθµιση για λ = 0, 1 και 100.
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T16 Preconditioned Bi-CGSTAB for λ = 0

ns iterations time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 12 0.003 1.91e-7 6.69e-7
32 25 0.022 3.15e-8 1.46e-7
64 40 0.161 2.47e-7 6.84e-8
128 76 1.450 2.90e-7 1.80e-8
256 146 12.21 5.74e-7 9.87e-9
512 281 94.63 1.03e-6 4.39e-9
1024 559 769 3.08e-7 2.89e-9
2048 1139 6422 5.22e-7 1.28e-9

T17 Preconditioned Bi-CGSTAB for λ = 1

ns iterations time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 12 0.003 1.64e-7 6.06e-7
32 25 0.022 9.53e-8 4.11e-7
64 40 0.161 1.84e-7 4.90e-8
128 74 1.404 4.22e-7 2.21e-8
256 144 12.20 4.39e-7 7.44e-9
512 286 96.86 7.94e-7 4.43e-9
1024 555 762 9.60e-7 1.52e-9
2048 1352 7671 5.22e-7 1.82e-10

T18 Preconditioned Bi-CGSTAB for λ = 100

ns iterations time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 7 0.002 5.37e-8 6.72e-7
32 12 0.010 5.11e-8 3.34e-7
64 24 0.096 3.78e-8 4.64e-8
128 46 0.924 4.97e-8 1.60e-8
256 84 7.109 1.16e-7 9.15e-9
512 159 53.85 1.33e-7 2.66e-9
1024 331 457 3.41e-8 3.41e-10
2048 602 3445 1.93e-7 5.16e-10

Στην συνέχεια, έγινε χρήση της ΤΠΠ για το πδ2 και τα αριθµητικά αποτελέσµατα που

προέκυψαν ϕαίνονται στους πίνακες Τ19,Τ20,Τ21,Τ22,Τ23 και Τ24. Στους πρώτους

τρεις πίνακες χρησιµοποιήθηκε σαν επαναληπτικό σχήµα εξοµάλυνσης η µέθοδος GS,

ενώ στους υπόλοιπους τρεις εφαρµόστηκε η ΤΠΠ µε τη Bi-CGSTAB µε GS προρύθµιση

ως σχήµα εξοµάλυνσης.
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T19 Multigrid with Gauss-Seidel Smoother for λ = 0
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.072 1.01e-5 3.51e-5
2 0.124 8.59e-7 4.15e-6
3 0.175 1.16e-7 3.07e-7
4 0.227 6.78e-9 3.55e-8
5 0.273 1.02e-9 2.77e-9
6 0.324 8.67e-11 3.03e-10
7 0.373 8.34e-12 2.60e-11

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.555 2.99e-6 9.03e-6 0.236 1.35e-5 9.08e-6
2 0.992 8.58e-7 1.09e-6 0.375 7.66e-7 1.10e-6
3 1.430 5.12e-8 7.91e-8 0.515 8.91e-8 7.97e-8
4 1.877 2.01e-9 9.96e-9 0.652 1.89e-9 1.10e-8
5 2.251 3.70e-10 7.17e-10 0.789 5.84e-10 7.20e-10
6 2.691 2.67e-11 9.14e-11 0.926 2.31e-11 1.05e-10
7 3.087 3.42e-12 6.72e-12 1.063 5.86e-12 6.74e-12

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 5.307 8.48e-7 2.91e-6 1.019 6.04e-6 2.87e-6
2 10.26 8.46e-7 2.78e-7 1.630 8.08e-7 2.82e-7
3 15.16 3.59e-8 2.00e-8 2.242 5.94e-8 2.02e-8
4 20.08 1.51e-9 2.78e-9 2.854 1.45e-9 3.03e-9
5 24.69 2.03e-10 1.81e-10 3.465 2.96e-10 1.83e-10
6 29.52 8.08e-12 2.63e-11 4.077 5.80e-12 3.07e-11
7 33.91 1.03e-12 1.74e-12 4.689 2.30e-12 1.72e-12

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 66.88 3.26e-7 1.44e-6 4.345 1.89e-6 1.44e-6
2 134 8.41e-7 7.03e-8 7.051 8.44e-7 7.15e-8
3 199 3.27e-8 5.09e-9 9.764 3.99e-8 5.47e-9
4 264 1.53e-9 8.04e-10 12.47 1.49e-9 8.66e-10
5 325 1.71e-10 4.43e-11 15.17 2.04e-10 4.67e-11
6 387 2.63e-12 7.64e-12 17.88 2.31e-12 9.01e-12
7 451 6.80e-13 5.09e-13 20.55 8.76e-13 4.92e-13

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 976 9.50e-7 7.19e-7 21.25 5.39e-7 7.19e-7
2 2073 8.36e-7 2.71e-8 35.93 8.42e-7 2.68e-8
3 3035 3.42e-8 1.99e-9 50.59 3.33e-8 2.05e-9
4 4034 1.43e-9 2.54e-10 65.23 1.55e-9 2.68e-10
5 4775 1.69e-10 1.57e-11 79.61 1.71e-10 1.55e-11
6 5706 2.29e-12 2.42e-12 94.10 9.77e-13 2.77e-12
7 6837 5.91e-13 2.19e-13 109 6.57e-13 1.52e-13
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T20 Multigrid with Gauss-Seidel Smoother for λ = 1
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.070 9.91e-6 3.51e-5
2 0.119 8.39e-7 4.14e-6
3 0.170 1.13e-7 3.07e-7
4 0.219 6.76e-9 3.54e-8
5 0.263 9.94e-10 2.77e-9
6 0.313 8.59e-11 3.01e-10
7 0.360 8.26e-12 2.60e-11

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.536 2.96e-6 9.03e-6 0.236 1.32e-5 9.08e-6
2 0.961 8.37e-7 1.09e-6 0.376 7.48e-7 1.10e-6
3 1.389 4.96e-8 7.91e-8 0.515 8.56e-8 7.97e-8
4 1.815 2.02e-9 9.97e-9 0.655 1.88e-9 1.09e-8
5 2.174 3.62e-10 7.17e-10 0.792 5.66e-10 7.20e-10
6 2.597 2.67e-11 9.13e-11 0.932 2.30e-11 1.04e-10
7 2.980 3.36e-12 6.72e-12 1.069 5.73e-12 6.74e-12

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 5.081 8.43e-7 2.91e-6 1.016 5.93e-6 2.87e-6
2 9.770 8.25e-7 2.78e-7 1.622 7.88e-7 2.82e-7
3 14.43 3.49e-8 2.00e-8 2.228 5.75e-8 2.02e-8
4 19.08 1.42e-9 2.79e-9 2.835 1.38e-9 3.03e-9
5 23.41 1.93e-10 1.81e-10 3.441 2.82e-10 1.83e-10
6 27.97 8.11e-12 2.63e-11 4.047 5.82e-12 3.06e-11
7 32.11 1.01e-12 1.73e-12 4.653 2.26e-12 1.72e-12

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 64.01 3.13e-7 1.44e-6 4.287 1.85e-6 1.44e-6
2 129 8.20e-7 7.03e-8 6.978 8.22e-7 7.15e-8
3 190 3.18e-8 5.16e-9 9.674 3.87e-8 5.53e-9
4 253 1.44e-9 8.08e-10 12.36 1.41e-9 8.70e-10
5 308 1.62e-10 4.66e-11 15.04 1.93e-10 4.69e-11
6 367 2.65e-12 7.66e-12 17.72 2.27e-12 9.02e-12
7 428 6.31e-13 5.18e-13 20.41 8.20e-13 4.93e-13

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 934 9.04e-7 7.19e-7 21.01 5.29e-7 7.19e-7
2 1979 8.15e-7 2.70e-8 35.38 8.21e-7 2.67e-8
3 2896 3.31e-8 2.02e-9 49.77 3.24e-8 2.08e-9
4 3845 1.35e-9 2.56e-10 64.18 1.46e-9 2.70e-10
5 4527 1.59e-10 1.58e-11 78.28 1.62e-10 1.57e-11
6 5407 2.07e-12 2.43e-12 98.54 8.97e-13 2.78e-12
7 6488 5.59e-13 2.23e-13 107 6.21e-13 1.53e-13
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T21 Multigrid with Gauss-Seidel Smoother for λ = 100
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.054 4.69e-6 3.52e-5
2 0.087 4.35e-7 4.07e-6
3 0.121 4.62e-8 2.98e-7
4 0.154 5.17e-9 3.14e-8
5 0.187 3.60e-10 2.64e-9
6 0.220 4.80e-11 2.53e-10
7 0.253 7.91e-12 2.44e-11

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.296 1.93e-6 9.04e-6 0.237 4.21e-6 9.09e-6
2 0.483 3.08e-7 1.08e-6 0.373 2.51e-7 1.08e-6
3 0.674 1.98e-8 7.84e-8 0.508 2.04e-8 7.88e-8
4 0.862 1.89e-9 9.73e-9 0.644 1.77e-9 9.48e-9
5 1.039 1.96e-10 7.07e-10 0.779 2.22e-10 7.09e-10
6 1.224 2.19e-11 7.80e-11 0.915 1.98e-11 7.36e-11
7 1.401 1.95e-12 6.61e-12 1.051 2.43e-12 6.61e-12

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 1.875 6.62e-7 2.93e-6 1.015 2.29e-6 2.93e-6
2 3.140 2.95e-7 2.77e-7 1.616 2.82e-7 2.77e-7
3 4.559 1.05e-8 1.99e-8 2.224 1.11e-8 2.01e-8
4 5.981 6.52e-10 2.90e-9 2.823 5.56e-10 2.85e-9
5 7.247 6.59e-11 1.81e-10 3.422 1.00e-10 1.82e-10
6 8.574 7.79e-12 2.51e-11 4.020 6.23e-12 2.47e-11
7 9.776 7.23e-13 1.76e-12 4.618 1.23e-12 1.70e-12

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 17.32 2.01e-7 1.45e-6 4.114 1.31e-6 1.45e-6
2 32.26 2.92e-7 7.01e-8 6.618 2.93e-7 7.07e-8
3 47.01 1.02e-8 6.37e-9 9.101 1.04e-8 6.39e-9
4 61.74 4.14e-10 8.90e-10 11.58 1.97e-10 9.09e-10
5 75.27 1.98e-11 4.97e-11 14.06 3.48e-11 4.87e-11
6 88.63 2.73e-12 7.74e-12 16.53 2.01e-12 8.40e-12
7 100 2.02e-13 6.56e-13 19.05 5.25e-13 5.04e-13

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 236 1.42e-7 7.20e-7 17.88 5.23e-7 7.20e-7
2 468 2.91e-7 2.52e-8 29.01 2.91e-7 2.47e-8
3 681 1.03e-8 2.63e-9 40.18 1.02e-8 2.68e-9
4 894 3.94e-10 2.97e-10 51.47 3.10e-10 3.02e-10
5 1084 2.73e-11 1.78e-11 62.60 1.25e-11 1.75e-11
6 1262 1.07e-12 2.50e-12 73.64 7.71e-13 2.84e-12
7 1436 8.64e-14 2.85e-13 84.65 1.79e-13 1.99e-13
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T22 Multigrid with Preconditioned Bi-CGSTAB Smoother for λ = 0
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.131 2.73e-6 1.20e-5
2 0.206 4.34e-7 5.52e-7
3 0.281 1.28e-8 1.71e-8
4 0.355 3.25e-9 3.18e-10
5 0.431 9.51e-10 4.13e-11
6 0.505 1.52e-10 6.39e-12
7 0.579 3.07e-11 1.28e-12

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.594 2.31e-6 1.05e-5 0.574 2.51e-6 1.05e-5
2 0.941 4.02e-7 4.67e-7 0.945 4.51e-7 5.00e-7
3 1.277 3.52e-8 1.30e-8 1.285 6.60e-9 1.40e-8
4 1.608 1.32e-8 3.78e-10 1.624 1.00e-9 4.60e-10
5 1.938 7.20e-9 1.96e-10 1.958 1.20e-11 1.66e-11
6 2.273 4.37e-9 5.73e-11 2.292 7.61e-13 3.57e-13
7 2.609 1.95e-9 3.92e-11 2.626 1.72e-13 1.24e-14

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 2.532 5.35e-7 7.36e-7 2.403 3.32e-6 7.39e-7
2 3.972 4.60e-8 1.69e-8 3.828 3.63e-8 1.46e-8
3 5.384 2.51e-8 5.36e-10 5.270 4.05e-9 3.81e-10
4 6.796 1.49e-8 1.95e-10 6.695 1.25e-9 9.00e-12
5 8.200 1.34e-8 6.85e-11 8.119 3.43e-10 1.10e-12
6 9.607 9.78e-9 8.33e-11 9.543 1.61e-10 8.22e-13
7 11.01 8.86e-9 3.24e-11 10.96 1.37e-11 1.19e-13

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 11.26 1.10e-6 2.21e-7 9.764 1.61e-6 8.42e-7
2 17.69 1.43e-7 4.85e-9 15.65 3.55e-8 5.60e-9
3 23.62 9.32e-8 1.85e-10 21.51 2.96e-8 1.16e-10
4 29.46 8.02e-8 2.45e-10 27.41 1.62e-8 2.28e-11
5 35.26 7.70e-8 1.08e-10 33.29 1.13e-8 1.06e-11
6 41.12 1.83e-8 9.28e-11 39.18 8.92e-9 6.32e-12
7 46.90 1.63e-8 6.80e-11 45.05 3.60e-9 4.14e-12

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 54.17 1.92e-7 6.15e-8 40.52 4.72e-7 6.67e-8
2 79.04 1.10e-7 8.32e-10 64.82 3.47e-8 1.00e-9
3 103 9.00e-8 1.32e-10 89.12 3.01e-8 2.33e-11
4 127 8.69e-8 1.56e-10 113 3.06e-8 1.84e-11
5 151 8.60e-8 6.38e-10 137 1.96e-8 1.92e-11
6 175 8.50e-8 6.05e-11 162 1.03e-8 5.01e-12
7 199 8.42e-8 6.26e-11 186 1.05e-8 5.80e-12
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T23 Multigrid with Preconditioned Bi-CGSTAB Smoother for λ = 1
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.130 2.69e-6 1.27e-5
2 0.205 4.40e-7 6.04e-7
3 0.279 1.20e-8 1.89e-8
4 0.353 6.44e-9 4.19e-10
5 0.427 1.77e-10 1.80e-11
6 0.500 6.99e-11 4.18e-12
7 0.574 1.71e-11 9.14e-13

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.582 2.17e-6 9.43e-6 0.569 2.46e-6 9.46e-6
2 0.923 3.57e-7 4.01e-7 0.903 4.12e-7 4.24e-7
3 1.258 3.47e-8 1.15e-8 1.238 5.62e-9 1.20e-8
4 1.589 1.12e-8 1.47e-10 1.572 8.50e-10 3.87e-10
5 1.920 6.27e-9 4.95e-11 1.906 5.92e-11 1.45e-11
6 2.262 3.58e-9 1.47e-10 2.248 1.03e-12 2.71e-13
7 2.591 1.65e-9 2.70e-11 2.582 2.53e-13 8.11-15

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 2.491 5.33e-7 7.26e-7 2.392 3.04e-6 7.29e-7
2 3.919 5.30e-8 1.66e-8 3.846 3.29e-8 1.43e-8
3 5.324 2.94e-8 5.53e-10 5.264 4.19e-9 3.88e-10
4 6.725 2.53e-8 2.83e-10 6.698 1.21e-9 9.10e-12
5 8.125 1.98e-8 1.56e-10 8.116 2.55e-10 9.90e-13
6 9.526 1.62e-8 2.30e-10 9.533 4.03e-11 3.23e-13
7 10.92 1.52e-8 1.28e-10 10.95 9.50e-12 2.92e-14

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 11.16 1.12e-6 2.26e-7 9.789 1.65e-6 2.48e-7
2 17.54 1.39e-7 4.95e-9 15.66 4.14e-8 5.71e-9
3 23.43 9.21e-8 2.03e-10 21.53 2.18e-8 1.19e-10
4 29.24 8.54e-8 1.45e-10 27.43 1.07e-8 1.84e-11
5 35.08 6.37e-8 1.80e-10 33.29 1.13e-8 1.07e-11
6 40.91 5.90e-8 1.15e-10 39.17 1.35e-8 1.06e-11
7 46.72 5.71e-8 1.13e-10 45.08 1.06e-8 7.75e-12

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 53.79 2.69e-7 6.00e-8 40.35 4.64e-7 6.49e-8
2 78.91 2.37e-7 8.57e-10 64.49 3.33e-8 9.95e-10
3 103 1.21e-7 1.47e-10 88.67 1.62e-8 1.85e-11
4 127 1.19e-7 9.12e-11 112 9.45e-9 8.67e-12
5 151 1.14e-7 1.24e-10 136 7.96e-9 3.70e-12
6 175 1.13e-7 5.29e-11 161 5.19e-9 2.06e-12
7 199 7.69e-8 1.19e-10 185 2.77e-9 4.36e-12
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T24 Multigrid with Preconditioned Bi-CGSTAB Smoother for λ = 100
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.133 2.17e-6 1.16e-5
2 0.207 9.54e-8 4.28e-7
3 0.281 4.17e-9 2.32e-8
4 0.354 2.10e-10 1.04e-9
5 0.428 1.64e-11 7.72e-11
6 0.501 6.13e-12 2.50e-12
7 0.574 6.25e-12 6.99e-14

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.586 1.30e-6 1.57e-6 0.559 1.35e-6 1.57e-6
2 0.914 1.46e-8 2.84e-8 0.887 1.59e-8 2.84e-8
3 1.238 2.39e-9 7.39e-10 1.215 2.59e-10 6.94e-10
4 1.561 2.10e-10 2.36e-11 1.564 1.03e-11 5.87e-11
5 1.884 5.17e-11 3.97e-12 1.892 5.14e-13 2.67e-12
6 2.227 4.38e-12 4.80e-13 2.222 4.02e-13 7.50e-14
7 2.550 7.02e-13 6.95e-14 2.550 3.91e-13 2.00e-15

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 2.500 2.22e-5 7.20e-6 2.364 3.58e-5 8.24e-6
2 3.957 1.10e-7 5.83e-8 3.770 8.79e-7 2.17e-7
3 5.362 1.08e-8 6.49e-10 5.176 6.42e-9 1.53e-9
4 6.751 3.46e-9 1.47e-10 6.581 8.13e-11 2.48e-11
5 8.140 1.41e-9 6.09e-11 7.987 1.57e-12 4.76e-13
6 9.525 5.79e-10 1.45e-11 9.392 3.89e-14 9.87e-15
7 10.91 2.45e-10 7.42e-12 10.79 2.40e-14 1.95e-16

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 10.72 1.16e-6 2.97e-7 9.620 1.05e-6 2.85e-7
2 16.84 3.47e-8 3.55e-9 15.43 1.68e-8 3.60e-9
3 22.59 9.72e-9 1.76e-10 21.20 1.20e-9 6.81e-11
4 28.37 5.45e-9 9.13e-11 26.97 1.06e-10 1.49e-12
5 34.17 3.85e-9 5.10e-11 32.79 1.49e-11 7.57e-14
6 39.84 3.32e-9 1.71e-11 38.57 7.96e-12 3.88e-14
7 45.56 2.52e-9 2.20e-11 44.36 1.74e-12 1.32e-14

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 48.78 2.49e-6 5.31e-7 40.41 2.38e-6 5.21e-7
2 76.40 8.14e-8 8.16e-9 64.64 2.51e-8 7.64e-9
3 100 4.03e-8 2.02e-10 88.81 6.82e-9 1.91e-10
4 124 3.22e-8 1.33e-10 113 1.47e-9 6.34e-12
5 148 2.89e-8 1.08e-10 137 4.13e-10 1.01e-12
6 172 2.76e-8 1.12e-10 161 8.83e-11 4.52e-13
7 195 2.63e-8 6.45e-11 185 3.59e-11 2.21e-13
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Σχήµα 3.5: Χρόνος επίλυσης µε ΤΠΠ σε 3 επίπεδα.

Το Σχήµα 3.5 εµφανίζει σε ϱαβδόγραµµα τη σύγκριση των αποτελεσµάτων του χρόνου

επίλυσης του πδ1 µε χρήση της ΤΠΠ τριών επιπέδων µε σχήµατα εξοµάλυνσης τις

µεθόδους GS (µπλε) και Bi-CGSTAB (κόκκινο).

Σηµειώνουµε ότι για λόγους καλύτερης εµφάνισης των µετρήσεων των µικρών διαµερίσεων

η περίπτωση ns = 2048 έχει περιοριστεί στα 500 δευτερόλεπτα, έναντι των 6488 που είναι

η πραγµατική τιµή του χρόνου σύγκλισης µε τη χρήση της µεθόδου GS.
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Σχήµα 3.6: Χρόνος επίλυσης µε ΤΠΠ σε 5 επίπεδα.

Αντίστοιχα, στο Σχήµα 3.6 ϕαίνεται η σύγκριση των σχηµάτων εξοµάλυνσης GS και Bi-

CGSTAB µε χρήση της ΤΠΠ πέντε επιπέδων.
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Σχήµα 3.7: Η ακριβής λύση u = u(x, y) για το πρόβληµα δοκιµής 3.

3.4 Πρόβληµα δοκιµής 3

Θεωρούµε το Modified Helmholtz ΠΣΤ που έχει σαν λύση τη συνάρτηση

u(x, y) = φ(x) φ(y) , φ(x) = sin(2x) , (3.4)

η οποία παρουσιάζεται γραφικά στο Σχήµα 3.4, ως πρόβληµα δοκιµής 3 (πδ3).

Οι παρακάτω πίνακες εµφανίζουν τα αριθµητικά αποτελέσµατα της επίλυσης του πδ3

µε και χώρις την χρήση της ΤΠΠ για λ = 0, 1 και 100 και διαφορετικές διαµερί-

σεις. Παρουσιάζονται αναλυτικά το πλήθος των επαναλήψεων, οι µετρήσεις του χρόνου

επίλυσης καθώς και οι τιµές της άπειρος νόρµας του σφάλµατος και του υπολοίπου.
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Από τον Τ25 έως και τον Τ30 εφαρµόζονται οι µέθοδοι GS και Bi-CGSTAB µε GS προρύθ-

µιση, ενώ από τον Τ31 έως και Τ36 εφαρµόζονται ΤΠΠ µε επαναληπτικά σχήµατα ε-

ξοµάλυνσης τις µεθόδους αυτές.

T25 Gauss-Seidel for λ = 0

ns iterations time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 114 0.010 4.47e-5 5.54e-6
32 397 0.148 3.05e-6 9.08e-7
64 1314 1.978 7.56e-7 5.55e-7
128 5385 34.72 3.59e-7 6.21e-8
256 20699 654 5.76e-7 2.49e-8
512 82667 10856 5.75e-7 6.23e-9

T26 Gauss-Seidel for λ = 1

ns iterations time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 113 0.010 4.48e-5 4.99e-6
32 389 0.145 3.06e-6 9.55e-7
64 1288 1.935 8.28e-7 6.15e-7
128 5321 34.73 3.54e-7 6.22e-8
256 19881 627 8.53e-7 3.74e-8
512 81705 10868 5.68e-7 6.23e-9

T27 Gauss-Seidel for λ = 100

ns iterations time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 49 0.005 5.02e-5 4.07e-6
32 175 0.065 3.04e-6 8.63e-7
64 621 0.947 1.19e-7 4.89e-7
128 2533 16.31 1.30e-7 5.57e-8
256 9526 301 3.16e-7 3.11e-8
512 38835 5115 2.28e-7 5.61e-9
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T28 Preconditioned Bi-CGSTAB for λ = 0

ns iterations time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 14 0.003 4.46e-5 2.52e-6
32 19 0.018 2.91e-6 3.22e-7
64 33 0.136 3.64e-7 1.52e-7
128 63 1.258 6.11e-7 6.67e-8
256 106 9.347 3.30e-7 8.76e-9
512 183 64.13 2.61e-7 7.50e-9
1024 312 446 1.47e-7 1.24e-9
2048 353 2059 6.91e-8 1.23e-9

T29 Preconditioned Bi-CGSTAB for λ = 1

ns iterations time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 14 0.003 4.48e-5 2.65e-6
32 19 0.018 2.93e-6 3.45e-7
64 33 0.136 1.82e-7 7.40e-8
128 60 1.201 2.57e-7 3.15e-8
256 108 9.524 2.08e-7 5.77e-9
512 178 63.24 5.00e-7 3.50e-9
1024 245 350 3.06e-7 1.15e-9
2048 191 1119 2.93e-7 1.18e-9

T30 Preconditioned Bi-CGSTAB for λ = 100

ns iterations time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞
16 8 0.002 5.04e-5 4.55e-6
32 15 0.014 3.22e-6 7.23e-7
64 27 0.114 2.60e-7 1.30e-7
128 50 1.012 1.00e-7 6.26e-8
256 84 7.317 1.60e-7 1.52e-8
512 133 46.98 2.71e-7 7.81e-9
1024 291 272 2.22e-7 1.87e-9
2048 191 1127 2.20e-7 9.97e-10
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T31 Multigrid with Gauss-Seidel Smoother for λ = 0
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.065 1.76e-2 4.55e-2
2 0.101 2.42e-3 3.34e-3
3 0.136 1.65e-4 2.31e-4
4 0.171 7.18e-6 2.47e-5
5 0.207 3.61e-7 3.67e-6
6 0.241 8.40e-8 1.61e-7
7 0.276 1.01e-8 3.46e-8

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.360 4.89e-3 2.16e-2 0.209 3.83e-2 2.11e-2
2 0.586 2.56e-3 1.56e-3 0.408 1.02e-3 1.66e-3
3 0.813 1.10e-4 1.02e-4 0.542 1.93e-4 1.34e-4
4 1.040 4.62e-6 1.30e-5 0.676 1.16e-5 8.98e-6
5 1.268 3.26e-7 1.68e-6 0.810 3.24e-7 1.80e-6
6 1.494 5.54e-8 8.59e-8 0.944 5.67e-8 6.87e-8
7 1.704 2.22e-9 1.69e-8 1.078 3.80e-9 1.48e-8

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 2.520 1.31e-3 1.07e-2 1.144 1.67e-2 1.06e-2
2 4.478 2.54e-3 7.69e-4 1.738 2.16e-3 7.62e-4
3 6.439 9.37e-5 4.98e-5 2.332 1.56e-4 5.55e-5
4 8.395 3.28e-6 6.60e-6 2.941 2.36e-6 6.01e-6
5 10.36 3.17e-7 8.22e-7 3.535 2.71e-7 8.34e-7
6 12.30 3.28e-8 4.41e-8 4.129 3.32e-8 4.11e-8
7 13.97 9.52e-10 8.41e-9 4.722 4.11e-9 7.63e-9

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 25.30 4.98e-4 5.32e-3 4.706 4.91e-3 5.31e-3
2 48.47 2.52e-3 3.83e-4 7.238 2.47e-3 3.82e-4
3 71.61 9.09e-5 2.48e-5 9.741 1.10e-4 2.54e-5
4 94.72 3.19e-6 3.33e-6 12.28 1.96e-6 3.29e-6
5 117 3.24e-7 4.09e-7 14.78 3.22e-7 3.96e-7
6 141 1.81e-8 2.23e-8 17.28 1.71e-8 2.19e-8
7 153 5.57e-10 4.21e-9 19.77 3.03e-9 3.70e-9

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 366 7.97e-4 2.66e-3 20.85 1.33e-3 2.66e-3
2 724 2.51e-3 1.91e-4 32.52 2.51e-3 1.91e-3
3 1082 9.30e-5 1.25e-5 44.20 9.43e-5 1.24e-5
4 1440 3.02e-6 1.66e-6 55.92 2.82e-6 1.68e-6
5 1799 3.35e-7 2.05e-7 67.59 3.19e-7 1.95e-7
6 2156 9.55e-9 1.12e-8 79.35 8.68e-9 1.11e-8
7 2456 5.91e-10 2.11e-9 90.88 1.91e-9 1.82e-9
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T32 Multigrid with Gauss-Seidel Smoother for λ = 1
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.066 1.74e-2 4.55e-2
2 0.101 2.40e-3 3.35e-3
3 0.137 1.62e-4 2.30e-4
4 0.173 7.14e-6 2.47e-5
5 0.207 3.56e-7 3.65e-6
6 0.243 8.25e-8 1.61e-7
7 0.278 1.01e-8 3.44e-8

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.359 4.85e-3 2.16e-2 0.267 3.77e-2 2.11e-2
2 0.583 2.53e-3 1.56e-3 0.405 1.03e-3 1.65e-3
3 0.808 1.08e-4 1.02e-4 0.540 1.90e-4 1.33e-4
4 1.033 4.58e-6 1.29e-5 0.674 1.12e-5 9.07e-6
5 1.251 3.15e-7 1.67e-6 0.808 3.07e-7 1.79e-6
6 1.475 5.50e-8 8.56e-8 0.942 5.65e-8 6.83e-8
7 1.685 2.20e-9 1.68e-8 1.076 3.67e-9 1.48e-8

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 2.477 1.29e-3 1.07e-2 1.138 1.65e-2 1.06e-2
2 4.448 2.51e-3 7.69e-4 1.728 2.14e-3 7.62e-4
3 6.398 9.24e-5 4.97e-5 2.318 1.53e-4 5.53e-5
4 8.345 3.17e-6 6.58e-6 2.908 2.35e-6 6.01e-6
5 10.29 3.08e-7 8.19e-7 3.498 2.62e-7 8.30e-7
6 12.24 3.26e-8 4.39e-8 4.088 3.31e-8 4.10e-8
7 13.88 9.47e-10 8.37e-8 4.677 3.38e-9 7.59e-9

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 25.07 6.93e-4 5.32e-3 4.696 4.86e-3 5.31e-3
2 47.97 2.49e-3 3.83e-4 7.196 2.44e-3 3.82e-4
3 70.88 8.96e-5 2.48e-5 9.697 1.08e-4 2.54e-5
4 93.78 3.08e-6 3.32e-6 12.19 1.88e-6 3.28e-6
5 116 3.14e-7 4.08e-7 14.69 3.12e-7 3.95e-7
6 136 1.80e-8 2.22e-8 17.19 1.71e-8 2.18e-8
7 152 5.22e-10 4.19e-9 19.68 3.02e-9 3.68e-9

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 359 7.88e-4 2.66e-3 20.73 1.32e-3 2.66e-3
2 708 2.48e-3 1.91e-4 32.37 2.48e-3 1.91e-4
3 1058 9.17e-5 1.25e-5 43.96 9.30e-5 1.24e-5
4 1408 2.91e-6 1.66e-6 55.52 2.71e-6 1.68e-6
5 1760 3.25e-7 2.05e-7 67.12 3.09e-7 1.94e-7
6 2109 9.52e-9 1.12e-8 78.68 8.65e-9 1.11e-8
7 2403 5.73e-10 2.10e-9 90.13 1.91e-9 1.81e-9
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T33 Multigrid with Gauss-Seidel Smoother for λ = 100
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.062 2.96e-3 5.05e-2
2 0.094 1.31e-3 3.69e-3
3 0.126 4.53e-5 1.70e-4
4 0.158 5.41e-6 2.61e-5
5 0.190 1.87e-7 2.71e-6
6 0.221 5.60e-8 1.49e-7
7 0.253 1.20e-8 2.54e-7

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.312 6.97e-4 2.23e-2 0.284 3.85e-3 2.24e-2
2 0.491 1.17e-3 1.61e-3 0.419 1.12e-3 1.62e-3
3 0.669 3.93e-5 9.02e-5 0.554 4.13e-5 8.18e-5
4 0.848 3.23e-6 1.17e-5 0.689 3.21e-6 1.26e-5
5 1.016 1.53e-7 1.36e-6 0.824 2.69e-7 1.19e-6
6 1.179 3.84e-8 7.35e-8 0.959 3.80e-8 7.58e-8
7 1.349 1.54e-9 1.30e-8 1.094 1.81e-9 1.19e-8

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 1.800 2.37e-4 1.08e-2 1.156 2.36e-3 1.08e-2
2 3.051 1.13e-3 7.75e-4 1.751 1.10e-3 7.80e-4
3 4.304 3.80e-5 4.72e-5 2.356 4.03e-5 4.10e-5
4 5.553 1.89e-6 5.68e-6 2.951 1.83e-6 6.15e-6
5 6.616 1.07e-7 6.93e-7 3.545 2.53e-7 5.96e-7
6 7.780 2.52e-8 3.74e-8 4.139 2.36e-8 3.84e-8
7 8.860 7.46e-10 6.74e-9 4.733 2.57e-9 5.77e-9

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 14.76 1.19e-4 5.33e-3 4.659 6.43e-4 5.35e-3
2 27.33 1.11e-3 3.84e-4 7.126 1.11e-3 3.85e-4
3 39.93 3.80e-5 2.40e-5 9.583 3.84e-5 2.24e-5
4 52.48 1.06e-6 2.84e-6 12.06 9.90e-7 2.97e-6
5 60.03 6.65e-8 3.50e-7 14.51 1.84e-7 3.16e-7
6 71.97 1.49e-8 1.90e-8 16.95 1.36e-8 1.92e-8
7 80.33 5.12e-10 3.43e-9 19.40 2.22e-9 2.90e-9

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 190 3.24e-4 2.66e-3 20.04 1.50e-4 2.66e-3
2 371 1.11e-3 1.91e-4 31.02 1.11e-3 1.92e-4
3 553 3.86e-5 1.21e-5 42.03 3.79e-5 1.18e-5
4 734 5.69e-7 1.42e-6 53.00 5.20e-7 1.46e-6
5 868 3.80e-8 1.76e-7 63.85 1.17e-7 1.64e-7
6 1047 8.20e-9 9.62e-9 74.69 7.31e-9 9.59e-9
7 1170 3.08e-10 1.73e-9 85.50 1.55e-9 1.45e-9
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T34 Multigrid with Preconditioned Bi-CGSTAB Smoother for λ = 0
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.139 1.45e-3 4.06e-4
2 0.213 1.33e-5 5.83e-6
3 0.288 6.82e-8 9.08e-8
4 0.361 1.06e-8 2.26e-9
5 0.434 1.09e-8 8.28e-11
6 0.507 1.08e-8 3.45e-12
7 0.580 1.08e-8 4.98e-13

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.611 2.94e-4 1.19e-4 0.601 2.49e-4 1.18e-4
2 0.948 1.07e-6 2.22e-6 0.932 3.38e-6 2.15e-6
3 1.279 4.92e-8 5.34e-8 1.262 7.91e-8 5.13e-8
4 1.607 3.90e-9 1.61e-9 1.593 1.58e-9 1.31e-9
5 1.933 2.14e-9 8.30e-11 1.923 6.35e-10 3.46e-11
6 2.258 1.24e-9 4.60e-11 2.267 6.70e-10 9.25e-13
7 2.584 7.92e-10 6.26e-12 2.598 6.72e-10 5.28e-14

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 2.619 3.68e-4 1.75e-3 2.536 3.62e-4 1.72e-3
2 4.136 1.24e-5 7.96e-5 3.954 1.22e-5 7.83e-5
3 5.604 4.06e-7 1.91e-6 5.372 4.09e-7 1.96e-6
4 7.032 2.98e-8 8.40e-8 6.791 1.38e-8 8.85e-8
5 8.436 1.45e-8 1.75e-9 8.208 5.06e-10 2.29e-9
6 9.833 1.30e-8 1.13e-10 9.625 8.39e-11 1.08e-10
7 11.23 6.17e-9 1.16e-10 11.06 4.37e-11 4.68e-12

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 11.16 1.79e-4 2.00e-4 10.27 1.81e-4 1.92e-4
2 17.73 8.46e-7 3.98e-6 16.10 8.60e-7 3.93e-6
3 23.97 1.95e-7 4.32e-7 21.93 2.13e-7 7.37e-7
4 29.91 1.65e-8 1.68e-8 27.74 6.34e-9 3.78e-8
5 35.67 1.02e-8 3.81e-10 33.55 1.44e-9 1.24e-9
6 41.39 7.95e-9 8.54e-11 39.35 1.40e-9 7.95e-11
7 47.11 6.52e-9 2.68e-11 45.14 4.29e-10 1.45e-12

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 51.46 1.40e-4 3.09e-4 42.80 1.44e-4 2.89e-4
2 84.53 1.81e-6 1.24e-5 67.07 1.62e-6 1.12e-5
3 112 1.16e-7 3.38e-7 91.26 1.35e-7 3.20e-7
4 137 7.56e-8 1.09e-8 115 1.24e-8 2.16e-9
5 161 6.86e-8 3.43e-10 139 9.20e-9 4.58e-10
6 186 4.77e-8 1.06e-10 163 4.86e-9 1.02e-11
7 210 4.53e-8 5.78e-11 188 3.46e-9 2.57e-12

75



T35 Multigrid with Preconditioned Bi-CGSTAB Smoother for λ = 1
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.138 1.45e-3 4.08e-4
2 0.212 1.30e-5 5.84e-6
3 0.286 6.70e-8 9.06e-8
4 0.359 1.05e-8 2.32e-8
5 0.432 1.09e-8 8.41e-11
6 0.505 1.08e-8 3.33e-12
7 0.577 1.08e-8 2.64e-13

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.610 2.96e-4 1.20e-4 0.600 2.53e-4 1.19e-4
2 0.948 1.08e-6 2.25e-6 0.932 3.40e-6 2.18e-6
3 1.279 5.09e-8 5.54e-8 1.263 8.07e-8 5.08e-8
4 1.608 3.96e-9 1.65e-9 1.595 2.36e-9 1.32e-9
5 1.933 2.09e-9 8.30e-11 1.926 6.48e-10 3.45e-11
6 2.260 1.20e-9 4.58e-11 2.257 6.74e-10 9.44e-13
7 2.591 7.60e-10 6.60e-12 2.588 6.74e-10 4.76e-14

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 2.611 2.70e-4 1.28e-3 2.522 2.67e-4 1.27e-3
2 4.124 8.78e-6 5.89e-5 3.963 8.67e-6 5.81e-3
3 5.588 3.27e-7 1.57e-6 5.379 3.20e-7 1.54e-6
4 7.033 2.63e-8 7.51e-8 6.803 1.10e-8 7.15e-8
5 8.446 1.19e-8 1.40e-9 8.233 4.98e-10 1.84e-9
6 9.849 8.70e-9 1.17e-10 9.649 1.30e-10 7.71e-11
7 11.24 4.78e-9 7.58e-11 11.06 4.52e-11 2.11e-12

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 11.19 1.76e-4 2.12e-4 10.24 1.78e-4 2.10e-4
2 17.73 9.05e-7 4.31e-6 16.04 9.11e-7 4.26e-6
3 23.94 1.97e-7 5.69e-7 21.86 2.13e-7 2.48e-7
4 29.90 1.42e-8 2.42e-8 27.67 5.11e-9 3.14e-8
5 35.61 1.06e-8 1.01e-9 33.51 2.77e-9 3.26e-10
6 41.34 9.00e-9 4.66e-11 39.33 4.39e-10 8.65e-12
7 47.08 7.72e-9 3.46e-11 45.14 9.89e-11 3.62e-13

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 51.98 1.38e-4 3.41e-4 42.88 1.42e-4 3.18e-4
2 84.77 2.08e-6 1.42e-5 67.23 1.86e-6 1.28e-5
3 112 1.05e-7 3.74e-7 91.43 1.16e-7 3.53e-7
4 137 8.11e-8 1.25e-8 115 1.29e-8 1.07e-8
5 161 6.35e-8 3.45e-10 139 9.49e-9 5.86e-10
6 185 5.71e-8 7.54e-11 164 4.39e-9 1.19e-11
7 209 5.39e-8 8.59e-11 188 2.78e-9 2.26e-12
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T36 Multigrid with Preconditioned Bi-CGSTAB Smoother for λ = 100
level=3 level=5

ns = 128 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.139 4.25e-4 5.75e-4
2 0.214 2.51e-6 1.15e-5
3 0.288 1.46e-7 5.46e-7
4 0.361 1.22e-8 3.55e-8
5 0.435 1.22e-8 2.74e-9
6 0.508 1.23e-8 4.54e-11
7 0.582 1.23e-8 1.68e-12

ns = 256 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 0.614 4.15e-4 2.14e-4 0.607 4.14e-4 2.15e-4
2 0.952 1.01e-6 4.78e-6 0.941 1.01e-6 4.79e-6
3 1.284 3.26e-9 3.84e-9 1.275 3.27e-8 8.71e-8
4 1.614 1.01e-9 3.84e-9 1.608 1.21e-9 3.82e-9
5 1.943 6.35e-10 1.44e-10 1.942 7.58e-10 1.46e-10
6 2.271 7.29e-10 6.44e-12 2.275 7.66e-10 6.46e-12
7 2.599 7.58e-10 1.21e-12 2.609 7.66e-10 3.07e-13

ns = 512 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 2.626 9.75e-5 5.60e-5 2.531 9.78e-5 5.60e-5
2 4.140 4.00e-7 9.70e-7 3.958 3.94e-7 9.67e-7
3 5.568 2.73e-8 4.27e-8 5.384 2.28e-8 4.52e-8
4 6.984 1.84e-9 1.12e-9 6.810 4.80e-10 1.03e-9
5 8.388 1.23e-9 5.02e-11 8.236 6.21e-11 5.17e-11
6 9.791 7.84e-10 1.86e-11 9.662 4.77e-11 1.72e-12
7 11.19 2.32e-10 5.19e-12 11.08 4.76e-11 7.21e-14

ns = 1024 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 10.93 8.46e-5 5.13e-5 10.34 8.71e-5 5.19e-5
2 17.32 8.36e-7 8.76e-7 16.21 2.33e-7 8.74e-7
3 23.24 4.14e-8 2.17e-7 22.07 4.15e-8 7.74e-8
4 29.11 1.54e-8 7.02e-9 27.94 5.00e-9 2.40e-9
5 34.93 1.05e-8 1.67e-10 33.81 3.59e-10 7.17e-11
6 40.76 7.52e-9 8.81e-11 39.71 1.45e-10 2.24e-12
7 46.59 5.75e-9 3.70e-11 45.56 1.06e-11 1.37e-13

ns = 2048 Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞ Time ‖u− x‖∞ ‖b− Ax‖∞V-cycles
1 47.47 6.23e-5 2.58e-5 42.83 6.20e-5 2.58e-5
2 75.92 1.13e-7 4.51e-7 67.17 4.11e-7 4.50e-7
3 100 6.26e-8 4.84e-7 91.58 3.79e-8 1.89e-8
4 124 3.01e-8 1.48e-8 115 2.88e-9 6.99e-10
5 148 1.99e-8 3.75e-10 140 1.10e-9 2.06e-11
6 172 1.69e-8 6.91e-11 164 4.50e-10 1.22e-12
7 196 1.21e-8 5.95e-11 188 1.32e-10 3.25e-13l
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Σχήµα 3.8: Χρόνος επίλυσης µε ΤΠΠ σε 3 επίπεδα.

Στο Σχήµα 3.8 παρουσιάζονται σε ϱαβδόγραµµα τα αποτελέσµατα του χρόνου επίλυσης

του πδ3 µε χρήση της ΤΠΠ τριών επιπέδων. Οι στήλες µε χρώµα κόκκινο αφορούν την

ΤΠΠ µε σχήµα εξοµάλυνσης τη Bi-CGSTAB, ενώ µε χρώµα µπλε αφορούν την ΤΠΠ µε

σχήµα εξοµάλυνσης τη GS.

Σηµειώνουµε ότι για λόγους καλύτερης εµφάνισης των µετρήσεων των µικρών διαµερίσεων

η περίπτωση ns = 2048 έχει περιοριστεί στα 400 δευτερόλεπτα, έναντι των 1436 που είναι

η πραγµατική τιµή του χρόνου σύγκλισης µε τη χρήση της µεθόδου GS.

78



256 512 1024 2048
0

20

40

60

80

100

120

140

160

180

200

Number of   n
s

Ti
m

e 
in

 s
ec

on
ds

MultiGrid V−cycles Level 5 for the third problem with λ=1

 

 

GS
Bi−CGSTAB

Σχήµα 3.9: Χρόνος επίλυσης µε ΤΠΠ σε 5 επίπεδα.

Αντίστοιχα, στο Σχήµα 3.9 ϕαίνονται οι χρόνου επίλυσης του πδ3 µε χρήση της ΤΠΠ

πέντε επιπέδων.

Στην επόµενη παράγραφο γίνεται σχολιασµός των µετρήσεων που παρουσιάστηκαν.
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3.5 Σχολιασµός αριθµητικής µελέτης

Η αριθµητική µελέτη και των τριών προβληµάτων δοκιµής που παρουσιάστηκαν στις

προηγούµενες ενότητες περιελάµβανε τη χρήση δύο επαναληπτικών µεθόδων, την GS

και την Bi-CGSTAB µε GS προρύθµιση, ως σχήµατα εξοµάλυνσης της ΤΠΠ τριών και

πέντε επιπέδων.

΄Οπως προκύπτει από τις πειραµατικές µετρήσεις και των τριών προβληµάτων δοκιµής

η χρήση της µεθόδου GS ως σχήµα εξοµάλυνσης οδήγησε σε σηµαντική µείωση του

χρόνου σύγκλισης, αλλά και σε παραγωγή καλύτερης ποιοτικά προσεγγιστικής λύσης.

∆ηλαδή, υπήρξε κατασκευή πρεσεγγιστικής λύσης µε τουλάχιστον µικρότερη κατά δύο

τάξεις µεγέθους νόρµα σφάλµατος και υπολοίπου. Ο χρόνος εκτέλεσης, για παράδειγµα

στο πδ1 για λ = 1 και ns = 512, µειώθηκε περίπου 800 ϕορές µε την ΤΠΠ τριών επιπέδων

και 3600 ϕορές µε την ΤΠΠ πέντε επιπέδων σε σχέση µε την επίλυση του γραµµικού

συστήµατος µε χρήση της κλασσικής GS επαναληπτικής µεθόδου. ΄Εγινε ακόµα εφικτό

να επιλυθούν προβλήµατα µεγαλύτερης διακριτοποίησης, όπως για ns = 1024 και 2048,

τα οποία δεν µπορούσαν να επιλυθούν σε ϱεαλιστικό χρόνο µε τη µέθοδο GS.

Στην ϐιβλιογραφία αναφέρεται ως αποδοτικότερη µέθοδος επίλυσης των Collocation

γραµµικών συστηµάτων η επαναληπτική µέθοδος Bi-CGSTAB µε GS προρύθµιση. Η

χρήση αυτής της µεθόδου ως σχήµα εξοµάλυνσης στην ΤΠΠ οδήγησε, όπως και στην

περίπτωση της GS, στην παραγωγή καλύτερης ποιοτικά λύσης. Επιπλέον, σηµειώθηκε

πολύ µεγάλη µείωση του χρόνου εκτέλεσης µε την εφαρµογή των τριών, αλλά και των

πέντε επιπέδων στην ΤΠΠ, συγκριτικά µε τη κλασσική µέθοδο. Ενδεικτικά αναφέρουµε

ότι στο πδ2 για λ = 1 και ns = 2048 µε την εφαρµογή της ΤΠΠ υπήρξε µείωση κατά 40

ϕορές περίπου.

Σχετικά τώρα µε τη χρήση των δύο παραπάνω σχηµάτων εξοµάλυνσης δεν προκύπτει

σαφής υπεροχή του ενός έναντι του άλλου για όλες τις περιπτώσεις δοκιµών. ΄Οµως το

σχήµα της GS υπερτερεί, όταν το µέγεθος του προβλήµατος στην ϐάση του V-κύκλου

είναι πολύ µικρό σε σχέση µε το πρόβληµα στην κορυφή του. Για παράδειγµα, στο πδ1
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για λ = 1, όταν η κορυφή του V-κύκλου είναι ns = 1024 και η ϐάση του ns = 32 (ΤΠΠ 5

επιπέδων), ο χρόνος εκτέλεσης µε το GS σχήµα εξοµάλυσνης είναι περίπου ο µισός από

αυτόν που χρειάζεται το Bi-CGSTAB σχήµα εξοµάλυσης για την συµπλήρωση των επτά

V-κύκλων. Σε αντίθετη περίπτωση ενδείκνυται το επαναληπτικό σχήµα της Bi-CGSTAB

µε GS προρύθµιση. Στο παραπάνω παράδειγµα, αν η ϐάση του V-κύκλου είναι ns = 128

(ΤΠΠ 3 επιπέδων) ο χρόνος επίλυσης µε το GS σχήµα εξοµάλυνσης είναι περίπου 6

ϕορές µεγαλύτερος απ’το αν χρησιµοποιήσουµε το Bi-CGSTAB σχήµα εξοµάλυσης.
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Κεφάλαιο 4

∆ικτυακοί υπολογισµοί της ΤΠΠ για
τη µέθοδο Πεπερασµένων Στοιχείων
Hermite Collocation

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα παρουσιαστεί η κατασκευή και η µελέτη της συµπεριφοράς

σε ένα δικτυακό υπολογιστικό περιβάλλον ενός παράλληλου αλγορίθµου της ΤΠΠ για τη

µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων Collocation ϐασισµένη στα κυβικά πολυώνυµα Hermite

ως συναρτήσης ϐάσης.

4.1 ∆ικτυακές υπολογιστικές αρχιτεκτονικές

Η εξέλιξη της τεχνολογίας τα τελευταία χρόνια έκανε εφικτή την κατασκευή χαµηλού κό-

στους πολυεπεξεργαστικών υπολογιστικών συστηµάτων, µε αποτέλεσµα η χρήση παράλ-

ληλων επιστηµονικών υπολογισµών να είναι πλέον αρκετά διαδεδοµένη για την επιτάχυν-

ση χρονοβόρων υπολογιστικών µεθόδων [16, 17]. Απαραίτητη προϋπόθεση είναι η

κατασκευή ενός παράλληλου αλγορίθµου της αριθµητικής µεθόδου µε την αξιοποίηση ή

µε την κατάλληλη προσθήκη σ’αυτόν παράλληλων ιδιοτήτων. Αυτό σηµαίνει ότι κάποιες

διαδικασίες µπορούν να υλοποιηθούν ανεξάρτητα η µία από την άλλη σε κάποια χρονική

στιγµή. Η χρήση παράλληλων διεργασιών έχει ως αποτέλεσµα τη µείωση του χρόνου

επίλυσης. Επίσης, προσφέρεται η δυνατότητα να εκµεταλλευτούµε αποµακρυσµένους

υπολογιστικούς πόρους και να γίνει εφικτή η επίλυση µεγαλύτερων προβληµάτων.
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Σχήµα 4.1: Η απλούστερη αρχιτεκτονική δικτυακού υπολογιστή.

Τα κύρια χαρακτηριστικά ενός παράλληλου υπολογιστικού συστήµατος είναι το πλήθος

και το είδος της αρχιτεκτονικής των επεξεργαστών που διαθέτει καθώς επίσης και ο τρόπος

σύνδεσης τους. Επειδή τα δικτυακά υπολογιστικά συστήµατα ανήκουν στη κατηγορία

των παράλληλων συστηµάτων κατανεµηµένης µνήµης, η πιο απλή διάταξη ενός τέτοιου

συστήµατος είναι αυτή που παρουσιάζεται στο Σχήµα 4.1.

∆ηλαδή, κάθε επεξεργαστής έχει την δική του µνήµη, η οποία δεν είναι προσπελάσιµη

από τους υπόλοιπους. Γι’αυτό το λόγο, όταν ένας επεξεργαστής χρειαστεί δεδοµένα

από τη µνήµη κάποιου άλλου, για να πραγµατοποιηθεί η επικοινωνία και η ανταλλαγή

πληροφοριών µεταξύ τους, ϑα πρέπει να υπάρχει ένα δίκτυο επικοινωνίας, π.χ τύπου

Ethernet-οπτικών ινών, καθώς και το απαραίτητο λογισµικό, το οποίο ϑα υποστηρίξει

την ανταλλαγή των µηνυµάτων αυτών.

Σήµερα είναι εφικτή η εύκολη απόκτηση µικρών πολυεπεξεργαστικών συστηµάτων κι έτσι

κάποιοι υπολογιστικοί κόµβοι µπορούν να αποτελούνται από τέτοιου είδους παράλληλα

συστήµατα, δηµιουργώντας µεικτά υπολογιστικά συστήµατα, όπως ενδεικτικά παρουσιάζει

το Σχήµα 4.2.

Σχήµα 4.2: Μεικτό δικτυακό υπολογιστικό σύστηµα.
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4.2 Κατασκευή παράλληλου αλγόριθµου της ΤΠΠ για
αρχιτεκτονικές διανεµηµένης µνήµης

Για την κατασκευή ενός αποδοτικού παράλληλου αλγόριθµου της ΤΠΠ [1, 15] για

παράλληλες αρχιτεκτονικές διανεµηµένης µνήµης ϑα πρέπει να ληφθούν υπόψη τα

παράκατω:
• Να γίνει οµοιόµορφη κατανοµή του υπολογιστικού ϕόρτου στους διαθέσιµους επε-

ξεργαστές, ανάλογα µε τις δυνατότητες επεξεργασίας τους.

• Ελαχιστοποίσηση αδρανών επεξεργαστών.

• Ελαχιστοποίηση κόστος επικοινωνίας.
Λαµβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, αρχικά γίνεται η αντιστοίχιση οµάδων αγνώστων σε

µία εικονική παράλληλη µηχανή µε απεριόριστο πλήθος επεξεργαστών, ενώ στη συνέ-

χεια υπάρχει η απεικόνιση τους σε µία αρχιτεκτονική µε προκαθορισµένο αριθµό επεξ-

εργαστών, όπως άλλωστε ισχύει και στην πραγµατικότητα.

Αν ϑεωρήσουµε ότι έχει γίνει διαµέριση του χωρίου Ω σε ns = 2p άρτιο το πλήθος υπο-

διαστήµατα ως προς τη x και y κατεύθυνση, αντιστοιχούµε οµάδες 2ns αγνώστων σε

πλήθος 2ns εικονικούς επεξεργαστές µε το τρόπο που παρουσιάζεται στο Σχήµα 4.3.

∆ηλαδή, ϑεωρούµε ότι κάθε κάθετη γραµµή πλέγµατος περιλαµβάνει δύο οµάδες, την

αριστερή και τη δεξιά οµάδα αγνώστων. Κάθε τέτοια οµάδα αντιστοιχίζεται σε ένα εικονικό

επεξεργαστή, καθώς και όλα τα δεδοµένα που απαιτεί η αριθµητική µέθοδος για τον

υπολογισµό της κάθε οµάδας αυτών των αγνώστων.

Στην περίπτωση τώρα που το παράλληλο υπολογιστικό σύστηµα διαθέτει πλήθος Pj

επεξεργαστές, όπου j = 1, ..., N µε το N να διαιρεί ακριβώς το 2ns, το υπολογιστικό

ϕορτίο µπορεί να κατανεµηθεί οµοιόµορφα σε αυτούς. ΄Ετσι προκύπτει µια οµαδοποίηση

των εικονικών επεξεργαστών και κάθε τέτοια οµάδα ϑα αντιστοιχηθεί σε ένα πραγµατικό

επεξεργαστή µε τον τρόπο που παρουσιάζεται στο Σχήµα 4.4, για την περίπτωση όπου

k = 2p/N άρτιος.

΄Οµοια αντιµετωπίζονται οι υπόλοιπες περιπτώσεις.
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Σχήµα 4.3: Απεικόνιση αµάδων αγνώστων στους εικονικούς επεξεργαστές.

Σχήµα 4.4: Απεικόνιση 2k εικονικών επεξεργαστών.

86



Σύµφωνα την παραπάνω ανάλυση ο παράλληλος αλγόριθµος της επίλυσης του γραµ-

µικού συστήµατος των collocation εξισώσεων µπορεί να πάρει την παρακάτω µορφή για

ένα παράλληλο υπολογιστικό σύστηµα σταθερής διάστασης.

Παράλληλος αλγόριθµος της ΤΠΠ k-επιπέδων και icmax V-κύκλων

Επιλογή αρχικής προσέγγισης xh της λύσης x του γραµµικού συστήµατος

Απεικόνιση δεδοµένων στους N επεξεργαστές

for ic = 1, 2, ..., icmax

Παράλληλη Εξοµαλύνση του συστήµατος Ahxh = bh v1 ϕορές

µε αρχική εκτίµηση την xh

for j = 1, ..., N do in parallel

Αποθηκεύονται τα διανύσµατα xj
h και bj

h στον επεξεργαστή Pj

enddo

for l = 1, ..., 2k

if l ≤ k (ϐρισκόµαστε στη ϕάση καθόδου του V-κύκλου)

Παράλληλος υπολογισµός του bh = bh − Ahxh

for j = 1, ..., N do in parallel

Pj ← bj
H = restriction{bh

j }
enddo

if l = k (ϐρισκόµαστε στη ϐάση του V-κύκλου)

Παράλληλη Επίλυση του συστήµατος AHxH = bH

µε αρχική εκτίµηση την xH = 0

else

Παράλληλη Εξοµάλυση του συστήµατος AHxH = bH v1 ϕορές

µε αρχική εκτίµηση την xH = 0

endif
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for j = 1, ..., N do in parallel

Αποθηκεύονται τα διανύσµατα xj
H και bj

H στον επεξεργαστή Pj

enddo

else (ϐρισκόµαστε στη ϕάση ανόδου του V-κύκλου)

for j = 1, ..., N do in parallel

Pj ← xj
h = xj

h + prolongation{xH
j }

enddo

Παράλληλη Εξοµάλυνση του συστήµατος Ahxh = bh v2 ϕορές

µε αρχική εκτίµηση την xh

endif

for j = 1, ..., N do in parallel

Αποθηκεύεται το διανύσµα xj
h στον επεξεργαστή Pj

enddo

end

end

Συλλογή της λύσης x από όλους τους επεξεργαστές
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Στην συνέχεια παρουσιάζονται ανλυτικά οι παράλληλοι αλγόριθµοι των διαδικασιών

της παρεµβολής και της παρεκβολής το υπολογιστικό και επικοινωνιακό κόστος.

Restriction{ bh
j }

∆ιαδικασία Επικοινωνίας

for j = 1, ..., N do in parallel

if j = 1 then

P1 στέλνει το διάνυσµα bh
ns+k στον P2 επεξεργαστή

elseif j = N then

PN στέλνει το διάνυσµα bh
ns+(N−1)k+1 στον PN−1 επεξεργαστή

else

Pj στέλνει το διάνυσµα bh
ns+(j−1)k+1 στον Pj−1 επεξεργαστή

Pj στέλνει το διάνυσµα bh
ns+jk στον Pj+1 επεξεργαστή

endif

enddo

∆ιαδικασία Υπολογισµού

for j = 1, ..., N do in parallel

Pj υπολογίζει το bH
j

enddo
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Prolongation{ xH
j }

∆ιαδικασία Επικοινωνίας

for j = 1, ..., N do in parallel

if j = 1 then

P1 στέλνει το διάνυσµα xH
k στον P2 επεξεργαστή

elseif j = N then

PN στέλνει το διάνυσµα xH
(N−1)k+1 στον PN−1 επεξεργαστή

else

Pj στέλνει το διάνυσµα xH
(j−1)k+1 στον Pj−1 επεξεργαστή

Pj στέλνει το διάνυσµα xH
jk στον Pj+1 επεξεργαστή

endif

enddo

∆ιαδικασία Υπολογισµού

for j = 1, ..., N do in parallel

Pj υπολογίζει το xh
j

enddo
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Σχετικά µε τη διαδικασία της επικοινωνίας επειδή αυτή είναι αµφίδροµη ανάµεσα σε

γειτονικούς επεξεργαστές, ϑα πραγµατοποιηθεί σε τέσσερα ϐήµατα όπως εµφανίζεται στο

παρακάτω σχήµα

Σχήµα 4.5: ∆ιαδικασία αµφίδροµης επικοινωνίας µεταξύ γειτονικών επεξεργαστών.

Αρχικά, οι περιττής αρίθµησης επεξεργαστές στέλνουν τα δεδοµένα ανταλλαγής στους α-

ντίστοιχους δεξιούς γειτονικούς επεξεργαστές τους. Στο επόµενο ϐήµα οι άρτιοι, στέλνουν

τα δεδοµένα στους αριστερούς γειτονικούς τους. Στην συνέχεια οι άρτιοι επεξεργαστές

στέλνουν τα δεδοµένα στους αριστερούς γειτονικούς τους. Τέλος, οι περιττοί επεξεργαστές

στέλνουν τα δεδοµένα στους αριστερούς γειτονικούς τους. Τονίζεται ότι σε κάθε ϐήµα

επικοινωνίας, οι επεξεργαστές που λαµβάνουν δεδοµένα ϐρίσκονται σε κατάσταση λήψης

και όχι αδράνειας.

΄Οπως αναφέρθηκε παραπάνω, ο τρόπος σύνδεσης των επεξεργαστών κατά το µεγα-

λύτερο µέρος του παράλληλου αλγορίθµου ϑα πρέπει να είναι σύνδεση σε σειρά (pipeline).

΄Οµως υπάρχουν διαδικασίες οι οποίες απαιτούν την συλλογή πληροφοριών από έναν

επεξεργαστή, όπως και την αποστολή πληροφοριών από έναν επεξεργαστή σε όλους

του υπόλοιπους, δηλαδή επικοινωνία τύπου master-slave. ΄Ετσι προκύπτει ανάγκη της
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άµεσης σύνδεσης του ϐασικού (master) επεξεργαστή µε όλους τους άλλους (slaves). ΄Αρα

η συνολική αρχιτεκτονική σύνδεσης (Σχήµα 4.6) είναι συνδυασµός της σύνδεσης σε σειρά

και του αστέρα (star).

Σχήµα 4.6: Αρχιτεκτονική τύπου Master-Slave διασύνδεσης σε σειρά/αστέρα.

Στην επόµενη ενότητα παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα των µετρήσεων της συµπερι-

ϕοράς του παραπάνω παράλληλου αλγορίθµου σε ένα δικτυακό υπολογιστικό σύστηµα.

4.3 Υλοποίηση και µελέτη της συµπεριφοράς του
παράλληλου αλγορίθµου της ΤΠΠ

Ο παράλληλος αλγόριθµος που παρουσιάστηκε στην προηγούµενη ενότητα υλοποιήθηκε

σε ένα δυκτυακό υπολογιστικό σύστηµα µε τα παρακάτω τεχνικά χαρακτηριστικά:
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• Αποτελείται από πολυεπεξεργαστικά συστήµατα, τα οποία διαθέτουν τα ίδια ακριβώς

τεχνικά χαρακτηριστικά.

• Το λογισµικό ανάπτυξης της εφαρµογής είναι η γλώσσα Fortran καθώς και το

πρότυπο MPI.

• Η διασύνδεση των κόµβων γίνεται µε δίκτυο χαλκού τύπου ethernet µεταβλητής

ταχύτητας.

Κάθε πολυεπεξεργαστικός κόµβος του συστήµατος είναι τύπου SunFire X2200M2

[47] µε δύο διαθέσιµους επεξεργαστές των δύο πυρήνων τύπου Opteron 2222@3.0Ghz,

µνήµης L2 cache 1 MB ανά πυρήνα. Η συνολική µνήµη κάθε κόµβου είναι 4GB, ενώ το

λειτουργικό τους σύστηµα είναι το Solaris 10. Το λογισµικό ανάπτυξης της εφαρµογής

είναι ο µεταγλωττιστής Fortran από το ϐελτιστοποιηµένο γι’αυτή την αρχιτεκτονική πακέ-

το λογισµικού Sun Studio 12. Επίσης χρησιµοποιήθηκε το πρότυπο MPI και ειδικότερα

η ελεύθερης χρήσης υλοποίηση του OpenMPI 1.2.5 [40]. Η διασύνδεση 16 υπολογι-

στικών κόµβων γίνεται µε δίκτυο Ethernet µεταβλητής ταχύτητας 100 Mbps και 1 Gbps,

τα οποία είναι τα πιο διαδεδοµένα δίκτυα σήµερα.

Στα επαναληπτικά σχηµάτα εξοµάλυνσης Gauss-Seidel και Bi-CGSTAB µε προρύθµιση

GS χρησιµοποιήθηκαν οι αποδοτικοί παράλληλοι αλγόριθµοι τους, όπως παρουσιάστηκαν

στις εργασίες [36, 37, 38, 39].

Χρησιµοποιήθηκε το πρώτο πρόβληµα δοκιµής (πδ1) για την εφαρµογή και µελέτη

της συµπεριφοράς των παράλληλων αλγορίθµων στο παραπάνω δικτυακό υπολογιστικό

σύστηµα, αφού η συµπεριφορά του παράλληλου αλγορίθµου είναι ανεξάρτητη του προ-

ϐλήµατος δοκιµής.

Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι έγινε χρήση έως και του µέγιστου αριθµού επεξεργαστών

που επέτρεπε ή επίλυση του µικρότερου προβλήµατος (στο πιο αραιό πλέγµα) στη ϐάση

του V-κύκλου.

Ακολουθεί ο πίνακας Τ37, ο οποίος εµφανίζει τα αριθµητικά αποτελέσµατα της παράλληλης
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επίλυσης του πδ1 µε την χρήση της ΤΠΠ τριών επιπέδων µε σχήµα εξοµάλυνσης τη µέθο-

δο GS για λ = 1 και διαφορετικές διαµερίσεις. Παρουσιάζονται αναλυτικά το πλήθος της

διαµέρισης, το πλήθος των επεξεργαστών, οι µετρήσεις του χρόνου επικοινωνίας και του

υπολογιστικού χρόνου επίλυσης, καθώς επίσης και ο συνολικός χρόνος επίλυσης στις

περιπτώσεις που η διασύνδεση των επεξεργαστών γίνεται µε δίκτυο Ethernet ταχύτητας

100 Mbps και 1 Gbps.

Τα ανάλογα αποτελέσµατα παρουσιάζονται στον πίνακα Τ38 στην περίπτωση χρήσης της

ΤΠΠ 5 επιπέδων.

Τ37 Multigrid with Gauss-Seidel Smoother for λ = 1 level=3
100Mbps 1Gbps

ns Pcocs Time Tcomp Tcomm Time Tcomp Tcomm

128
1 0.342 0.342 - 0.342 0.342 -
2 0.262 0.244 0.018 0.262 0.244 0.018
4 0.167 0.135 0.032 0.167 0.135 0.032

256

1 2.437 2.437 - 2.437 2.437 -
2 1.858 1.798 0.060 1.858 1.798 0.060
4 1.011 0.899 0.112 1.011 0.899 0.112
8 4.153 0.486 3.667 1.640 0.486 1.154

512

1 21.66 21.66 - 21.66 21.66 -
2 15.18 14.91 0.266 15.18 14.91 0.266
4 8.207 7.726 0.481 8.207 7.726 0.481
8 19.49 3.988 15.50 8.132 3.988 4.144
16 20.07 2.130 17.94 9.761 2.130 7.631

1024

1 281 281 - 281 281 -
2 183 181 2.325 183 181 2.325
4 86.29 83.65 2.636 86.29 83.65 2.636
8 114 41.76 72 58.32 41.76 16.56
16 106 22.14 84 47.72 22.14 25.58
32 113 11.44 102 42.72 11.44 31.28

2048

1 4344 4344 - 4344 4344 -
2 3108 3066 41.80 3108 3066 41.80
4 1464 1424 39.65 1464 1424 39.65
8 1011 611 400 722 611 111
16 717 287 430 384 287 97.34
32 629 142 487 296 142 154
64 614 74.13 540 287 74.13 213
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Σχήµα 4.7: Speedup της ΤΠΠ 3 επιπέδων µε GS επιλυτή σε δίκτυο 100Mbps.
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Σχήµα 4.8: Speedup της ΤΠΠ 3 επιπέδων µε GS επιλυτή σε δίκτυο 1Gbps.
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Τα Σχήµατα 4.7 και 4.8 παρουσιάζουν τις γραφικές παραστάσεις του συντελεστή παράλληλης

επιτάχυνσης ως συνάρτηση του αριθµού των χρησιµοποιούµενων επεξεργαστών για χρήση

της ΤΠΠ τριών επιπέδων για διάφορες διαµερίσεις σε δίκτυα των 100Mbps και 1Gbps

αντίστοιχα. Τονίζεται ότι ως επιλυτής σε κάθε επίπεδο χρησιµοποιήθηκε το GS επαναλη-

πτικό σχήµα.

Τ38 Multigrid with Gauss-Seidel Smoother for λ = 1 level=5
100Mbps 1Gbps

ns Pcocs Time Tcomp Tcomm Time Tcomp Tcomm

256 1 1.106 1.106 - 1.106 1.106 -
2 0.877 0.819 0.068 0.877 0.819 0.068

512
1 4.855 4.855 - 4.855 4.855 -
2 3.427 3.341 0.086 3.427 3.341 0.086
4 2.118 2.026 0.092 2.118 2.026 0.092

1024

1 20.58 20.58 - 20.58 20.58 -
2 17.52 17.19 0.334 17.52 17.19 0.334
4 9.275 8.902 0.373 9.275 8.902 0.373
8 11.01 5.005 6.000 7.066 5.005 2.061

2048

1 97.38 97.38 - 97.38 97.38 -
2 67.54 66.55 0.985 67.54 66.55 0.985
4 42.72 41.53 1.191 42.72 41.53 1.191
8 47.79 22.79 25.00 27.22 22.79 4.426
16 39.79 13.15 26.64 24.58 13.15 11.43

Τις ανάλογες γραφικές παραστάσεις του συντελεστή επιτάχυσης για χρήση ΤΠΠ πέντε

επιπέδων παρουσιάζουν τα Σχήµατα 4.9 και 4.10.
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Σχήµα 4.9: Speedup της ΤΠΠ 5 επιπέδων µε GS επιλυτή σε δίκτυο 100Mbps.
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Σχήµα 4.10: Speedup της ΤΠΠ 5 επιπέδων µε GS επιλυτή σε δίκτυο 1Gbps.
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Στην συνέχεια, έγινε χρήση της ΤΠΠ 3 και 5 επιπέδων µε σχήµα εξοµάλυνσης τη

µέθοδο Bi-CGSTAB µε προρύθµιση GS. Τα αντίστοιχα αποτελέσµατα που προέκυψαν,

παρουσιάζουν οι πίνακες Τ39 και Τ40.

Τ39 Multigrid with Preconditioned Bi-CGTAB Smoother for λ = 1 level=3
100Mbps 1Gbps

ns Pcocs Time Tcomp Tcomm Time Tcomp Tcomm

128
1 0.584 0.584 - 0.584 0.584 -
2 0.373 0.360 0.013 0.373 0.360 0.013
4 0.205 0.184 0.021 0.205 0.184 0.021

256

1 2.665 2.665 - 2.665 2.665 -
2 1.649 1.614 0.035 1.649 1.614 0.035
4 1.075 0.999 0.076 1.075 0.999 0.076
8 1.388 0.448 0.940 0.779 0.448 0.331

512

1 11.44 11.44 - 11.44 11.44 -
2 8.934 8.852 0.082 8.934 8.852 0.082
4 4.610 4.405 0.205 4.610 4.405 0.205
8 4.746 2.246 2.500 3.207 2.246 0.961
16 4.161 1.361 2.800 2.657 1.361 1.296

1024

1 50.14 50.14 - 50.14 50.14 -
2 36.01 35.51 0.498 36.01 35.51 0.498
4 21.62 20.81 0.806 21.62 20.81 0.806
8 18.20 10.68 7.520 14.11 10.68 3.425
16 13.04 5.526 7.878 8.973 5.526 3.447
32 13.42 3.393 10.03 6.966 3.393 3.568

2048

1 227 227 - 227 227 -
2 184 181 2.529 184 181 2.529
4 111 108 2.545 111 108 2.545
8 74.36 53.76 20.60 71.73 53.76 17.97
16 55.41 29.41 26.00 39.46 29.41 10.05
32 45.79 15.68 30.11 28.33 15.68 12.65
64 40.75 10.70 30.05 23.07 10.70 12.37

Οι γραφικές παραστάσεις των συντελεστών παράλληλης επιτάχυνσης σε κάθε µία από

τις περιπτώσεις αυτές παρουσιάζονται στα σχήµατα 4.11 και 4.12 που ακολουθούν.

Σηµειώνεται ότι επιλυτής σε κάθε επιπέδο είναι το επαναληπτικό σχήµα Bi-CGSTAB µε

προρύθµιση GS.
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Σχήµα 4.11: Speedup της ΤΠΠ 3 επιπέδων µε Bi-CGSTAB επιλυτή σε δίκτυο 100Mbps.
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Σχήµα 4.12: Speedup της ΤΠΠ 3 επιπέδων µε Bi-CGSTAB επιλυτή σε δίκτυο 1Gbps.
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Τ40 Multigrid with Preconditioned Bi-CGTAB Smoother for λ = 1 level=5
100Mbps 1Gbps

ns Pcocs Time Tcomp Tcomm Time Tcomp Tcomm

256 1 2.629 2.629 - 2.629 2.629 -
2 1.586 1.562 0.024 1.586 1.562 0.024

512
1 11.03 11.03 - 11.03 11.03 -
2 8.391 8.331 0.060 8.391 8.331 0.060
4 4.239 4.077 0.162 4.239 4.077 0.162

1024

1 45.69 45.69 - 45.69 45.69 -
2 32.35 32.11 0.244 32.35 32.11 0.244
4 17.87 17.50 0.374 17.87 17.50 0.374
8 14.14 9.138 5.001 9.828 9.138 0.690

2048

1 188 188 - 188 188 -
2 118 116 1.610 118 116 1.610
4 72.82 70.89 1.932 72.82 70.89 1.932
8 56.67 34.69 21.98 46.94 34.69 12.25
16 36.86 20.86 16.00 28.55 20.86 7.693

Αν γίνει χρήση ΤΠΠ πέντε επιπέδων η συµπεριφορά των συντελεστών επιτάχυσης είναι

αυτή όπως παρουσιάζονται στα Σχήµατα 4.13 και 4.14.
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Σχήµα 4.13: Speedup της ΤΠΠ 5 επιπέδων µε Bi-CGSTAB επιλυτή σε δίκτυο 100Mbps και
1Gbps.
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Σχήµα 4.14: Speedup της ΤΠΠ 5 επιπέδων µε Bi-CGSTAB επιλυτή σε δίκτυο 100Mbps.

Τα παρακάτω σχήµατα 4.15 µέχρι και 4.18 παρουσιάζουν το χρόνο εκτέλεσης των δυο

παράλληλων αλγορίθµων σε µορφή ϱαβδογράµµατος για τη περίπτωση 2048 πεπερα-

σµένων στοιχείων σε κάθε χωρική διάσταση. Ειδικότερα τα δυο πρώτα εµφανίζουν τους

χρόνους επικοινωνίας και υπολογισµού για µεταβλητό πλήθος επεξεργαστών κατά τη

περίπτωση V -κύκλου τριών επιπέδων και για τις δυο ανάλογες επιλογές δικτύου. Αντί-

στοιχα τα δυο τελευταία γραφήµατα παρουσιάζουν τη περίπτωση του V -κύκλου µε πέντε

επίπεδα.
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Σχήµα 4.15: Χρόνοι παράλληλης εκτέλεσης V -κύκλου τριών επιπέδων για δίκτυο 100Mbps.
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Σχήµα 4.16: Χρόνοι παράλληλης εκτέλεσης V -κύκλου τριών επιπέδων για δίκτυο 1Gbps.
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Σχήµα 4.17: Χρόνοι παράλληλης εκτέλεσης V -κύκλου πέντε επιπέδων για δίκτυο 100Mbps.
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Σχήµα 4.18: Χρόνοι παράλληλης εκτέλεσης V -κύκλου πέντε επιπέδων για δίκτυο 1Gbps.
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4.4 Σχολιασµός αριθµητικής µελέτης

Από την µέτρηση του χρόνου εκτέλεσης των παράλληλων υλοποιήσεων της ΤΠΠ µε τη

χρήση της µεθόδου εξοµάλυνσης GS τριών και πέντε επιπέδων προκύπτει ότι υπάρχει

ταχύτερη σύγκλιση µε τη χρήση των πέντε επιπέδων, όπως άλλωστε και στη σειριακή

περίπτωση. Αν και η χρήση της µεθόδου των τριών επιπέδων πρόσφερε τη δυνατότητα της

χρήσης περισσότερων επεξεργαστών, παρόλαυτα σε όλες τις διαστάσεις του προβλήµατος

που µελετήθηκαν δεν σηµειώθηκε µικρότερος συνολικός χρόνος παράλληλης εκτέλεσης.

Από τις δύο ταχύτητες δικτύου µας προσφέρει µικρότερο χρόνο εκτέλεσης η επιλογή του

ταχύτερου δικτύου, όπως άλλωστε αναµενόταν. ΄Οµως η χρήση του δικτύου ταχύτητας

1Gbps δε µείωσε το χρόνο επικοινωνίας αναλογικά σε σχέση µε τη ταχύτητα του, κάτα

10 ϕορές δηλαδή σύµφωνα µε το δίκτυο των 100Mbps. Ο λόγος της µείωσης του χρόνου

επικοινωνίας κατά το ήµισυ ή λίγο περισσότερο, οφείλεται και σε άλλους παράγοντες,

όπως ο χρόνος απόκρισης των καρτών δικτύου και η ταχύτητα µεταφοράς των δεδοµένων

µεταξύ καρτών, επεξεργαστή και κεντρικής µνήµης του συστήµατος.

Τα ίδια αποτελέσµατα προέκυψαν και για τη περίπτωση της χρήσης της Bi-CGSTAB µε

GS προρύθµιση για V-κύκλους τριών και πέντε επιπέδων, όσο αφορά τη συµπεριφορά

του παράλληλου αλγορίθµου σχετικά µε τη ταχύτητα του δικτύου.

Ακριβώς η αντίθετη παράλληλη συµπεριφορά εµφανίζεται κατά τη περίπτωση της Bi-

CGSTAB µε GS προρύθµιση, όσο αφορά τα επίπεδα του V-κύκλου της ΤΠΠ. ΄Ετσι ενώ

ταχύτερη σύγκλιση εµφάνισε η παράλληλη έκδοση της GS για τα πέντε επίπεδα, στην

περίπτωση της Bi-CGSTAB, η εφαρµογή τριών επιπέδων σε συνδυασµό µε την αύξηση

του επιτρεπόµενου αριθµού των επεξεργαστών, οδήγησε στην γρηγορότερη σύγκλιση.

΄Οσο αφορά την επιλογή της ταχύτερης µεθόδου εξοµάλυνσης της ΤΠΠ για δικτυακές αρ-

χιτεκτονικές επιστηµονικών υπολογισµών ϑα πρέπει να ληφθούν τρεις ϐασικοί παράγοντες

υπόψη. Ο πρώτος αφορά το µέγεθος του προβλήµατος. ΄Ετσι προβλήµατα διακρι-

τοποίησης µε περισσότερα από 64 πεπερασµένα στοιχεία σε κάθε χωρική διάσταση

λύνονται αποδοτικότερα σ’αυτή τη παράλληλη αρχιτεκτονική. Ο δεύτερος παράγοντας

104



αφορά τη ταχύτητα διασύνδεσης των υπολογιστικών κόµβων. Η αριθµητική µελέτη της

συµπεριφοράς των παράλληλων αλγορίθµων που παρουσιάστηκαν έδειξε ότι για χαµη-

λής ταχύτητας δίκτυα, όπως αυτό των 100Mbps, ταχύτερη σύγκλιση εµφανίστηκε για

χρήση της GS µε µικρότερο πλήθος υπολογιστικών κόµβων. Αντίθετα για την περίπτωση

δικτύου υψηλών ταχυτήτων και διαθεσιµότητας αρκετών επεξεργαστών η µέθοδος Bi-

CGSTAB µε GS προρύθµιση εµφάνισε µία ελαφριά υπεροχή στο χρόνο σύγκλισης, η

οποία αυξάνει, όσο αυξάνει το µέγεθος του προβλήµατος.

Στο σηµείο αυτό ϑα πρέπει να αναφερθεί η σχετικά ϕτωχή επιτάχυνση που εµφανίζουν

και οι δύο µέθοδοι εξοµάλυνσης. Αυτό δικαιολογείται από το µικρό υπολογιστικό κόστος

της µεθόδου, αλλά και από τη συνεχή αλλαγή του µεγέθους του προβλήµατος µε τη

ταυτόχρονη χρήση του ίδιου πλήθους των επεξεργαστών. ∆ηλαδή σε κάθε επίπεδο V-

κύκλου εκτελούνται µόνο δύο επαναληπτικά ϐήµατα και στη συνέχεια ϑα πρέπει να

αυξηθεί ή να µειωθεί το µέγεθος του προβλήµατος ανάλογα µε το γεγονός αν ϐρισκόµαστε

στη ϕάση καθόδου ή ανόδου του V-κύκλου.

Μία αντιµετώπιση του προβλήµατος αυτού αποτελεί η ϐελτιστοποίηση µεγέθους προβ-

λήµατος και πλήθους επεξεργαστών. ΄Ετσι ο ϐέλτιστος αριθµός επεξεργαστών ϑα υ-

λοποιούσε µόνο τα δύο ϐήµατα της µεθόδου εξοµάλυνσης καθώς και τις υπόλοιπες

διαδικασίες της ΤΠΠ σε κάθε επίπεδο του V-κύκλου. Αυτό σηµαίνει ότι σε κάθε τέ-

τοιο επίπεδο ϑα έπρεπε να υπάρχει επιπρόσθετη µεταφορά των απαραίτητων δεδοµένων

στους συγκεκτιµένους επεξεργαστές. ∆ηλαδή επεπλέον κόστος επικοινωνίας το οποίο,

όπως έδειξαν οι µετρήσεις του ανάλογου παράλληλου αλγορίθµου, δεν επέτρεπε την

επιτάχυνση της µεθόδου έναντι της σειριακής υλοποίησης της. Γι’αυτό ϕαίνεται ότι µε

τη παρούσα απεικόνιση των δεδοµένων στους επεξεργαστές, καλύτερη επιλογή αποτελεί

η διατήρηση ίδιου πλήθους επεξεργαστών σε όλα τα επίπεδα των V-κύκλων.
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Κεφάλαιο 5

Συµπεράσµατα

Σε αυτή τη διατριβή έγινε για πρώτη ϕορά εφαρµογή της γεωµετρικής ΤΠΠ στην αριθ-

µητική µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων Collocation µε συναρτήσεις ϐάσης τα κυβικά

πολυώνυµα Hermite για την επίλυση ΠΣΤ ελλειπτικού τύπου. Ως αριθµητικά σχήµατα

εξοµάλυνσης χρησιµοποιήθηκαν οι αποδοτικότερες µέθοδοι επίλυσης του παραγόµενου

γραµµικού συστήµατος εξισώσεων, οι οποίες εµφανίζονται στη σηµερινή ϐιβλιογραφία.

Αυτή είναι η GS καθώς και η Bi-CGSTAB µε GS προρύθµιση.

Στην συνέχεια παρουσιάστηκε η κατασκευή παράλληλων αλγορίθµων της ΤΠΠ και

για τα δύο αυτά αριθµητικά σχήµατα, καθώς και η υλοποίηση µε την αντίστοιχη µελέτη

της συµπεριφοράς των αλγορίθµων για δικτυακές αρχιτεκτονικές επιστηµονικών υπολο-

γισµών.

Η εφαρµογή της ΤΠΠ σε τρία διαφορετικού τύπου προβλήµατα δοκιµών ϐασισµένα στο

τροποποιηµένο ΠΣΤ Helmholtz σε σειριακό υπολογιστικό περιβάλλον και στην συνέχεια

του πδ1 σε ένα δικτυακό οδήγησε στα παρακάτω συµπεράσµατα:

• Η εφαρµογή της ΤΠΠ οδηγεί σε σηµαντικά ταχύτερη επίλυση του γραµµικού

συστήµατος εξισώσεων, αλλά και σε καλύτερη ποιοτικά προσέγγιση της λύσης του,

σε σχέση µε τη χρήση των κλασσικών αποδοτικότερων µεθόδων GS και Bi-CGSTAB
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µε GS προρύθµιση

• Η επίλυση του προβλήµατος της ϐάσης του V-κύκλου ϐασισµένο στο πιο αραιό

πλέγµα, καθορίζει την καταλληλότερη µέθοδο εξοµάλυνσης. ΄Ετσι αν αυτό ϐασίζε-

ται σε πλήθος πεπερασµένων στοιχείων της τάξης των 8,16 ή 32 για κάθε χωρική

διάσταση, τότε η GS ως µέθοδος εξοµάλυνσης προσφέρει ταχύτερη σύγκλιση, δια-

ϕορετικά υπάρχει υπεροχή της Bi-CGSTAB.

• Η χρήση δικτυακών υπολογιστικών συστηµάτων προσφέρει ακόµα γρηγορότερη

σύγκλιση µε την υλοποίηση των δύο παράλληλων αλγορίθµων της ΤΠΠ που κατα-

σκευάστηκαν για προβλήµατα διακριτοποίησης άνω των 65 χιλιάδων αγνώστων ή

για 128 πεπερασµένα στοιχεία σε κάθε χωρική δίασταση.

• Αποδοτικότερη µέθοδος εξοµάλυνσης της ΤΠΠ µπορεί να είναι η GS ή η Bi-

CGSTAB µε GS προρύθµιση ανάλογα µε τη ταχύτητα δικτύου, το πλήθος των

επεξεργαστών καθώς και το µέγεθος του προβλήµατος. ΄Ετσι για δίκτυα ταχυτήτων

gigabit, προβλήµατα µε τουλάχιστον 260 χιλιάδες αγνώστους ή 256 πεπερασµενα

στοιχεία σε κάθε χωρική διάσταση και διαθεσιµότητα τουλάχιστον 8 για ns = 256,

16 για ns = 512, 32 για ns = 1024 και 64 επεξεργαστές για ns = 1024, η µέθοδος

Bi-CGSTAB µε τρία επίπεδα V-κύκλου είναι αποδοτικότερη της GS.

Τα παραπάνω γενικά συµπεράσµατα της εφαρµογής της ΤΠΠ στη µέθοδο πεπερασµένων

στοιχείων Collocation δηµιουργούν την εντύπωση ότι για την ϱεαλιστική επίλυση ΠΣΤ

η ΤΠΠ αποτελεί άριστη επιλογή είτε για σειριακά, είτε για παράλληλα υπολογιστικά

περιβάλλοντα διανεµηµένης µνήµης.

Γι’αυτό άλλωστε έγινε εφικτή η σειριακή επίλυση προβλήµατος 17 εκατοµµυρίων α-

γνώστων σε 1.5 λεπτό, ενώ ο παράλληλος προσδιορισµός τους χρειάστηκε περίπου 24

δευτερόλεπτα και 64 επεξεργαστές σε gigabit δίκτυο.
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