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Περίληψη

Για τη διεξαγωγή επιστηµονικών υπολογισµών η χρήση υποσυστηµάτων επιτάχυνσης

υπολογισµών έχει γίνει απαραίτητη τα τελευταία χρόνια σε υπολογιστικά συστήµατα υ-

ψηλών επιδόσεων. Τέτοια µηχανήµατα συµπεριλαµβάνονται στη κορυφή της λίστας των

ισχυρότερων υπολογιστικών συστηµάτων του κόσµου για το 2013. Τα υποσυστήµατα

τους αυτά διαθέτουν πολλαπλούς υπολογιστικούς πυρήνες και αυτόνοµη µνήµη κοινής

διαχείρισης, ενώ η διασύνδεση τους µε το κυρίως υπολογιστικό σύστηµα επιτυγχάνεται

µέσω διαύλων PCI. Αποτελούν συµπληρωµατικές συσκευές επιτάχυνσης υπολογισµών

και διακρίνονται σε δύο ϐασικές κατηγορίες, αυτή των γραφικών υποσυστηµάτων (GPUs)

και των πρόσθετων επεξεργαστικών υποσυστηµάτων (coprocessors accelerators). Σε αυ-

τή τη διατριβή κατασκευάστηκαν αποδοτικοί αλγόριθµοι για παράλληλες αρχιτεκτονικές

υπολογισµών αριθµητικής επίλυσης µεγάλων και αραιών γραµµικών συστηµάτων, τα ο-

ποία παράγονται από την εφαρµογή µεθόδων Πεπερασµένων Στοιχείων εφαρµογών για

την επίλυση ελλειπτικών Προβληµάτων Συνοριακών Τιµών δεύτερης τάξης µε σταθερούς

συντελεστές. Η κατασκευή αλγορίθµων των επαναληπτικών µεθόδων του υπολοίπου

Schur και Newton µε χρήση διπλής /µικτής ακρίβειας υπολογισµών ϐασίστηκε στην

κατάλληλη οργάνωση των υπολογισµών για παράλληλες αρχιτεκτονικές κοινής µνήµης

πολυεπεξεργαστικών µηχανηµάτων. Σε αυτά τα υπολογιστικά περιβάλλοντα γίνεται ταυ-

τόχρονη χρήση υπολογιστικών πυρήνων από γραφικά υποσυστήµατα (GPUs). Συγκεκρι-

µένα, η υλοποίηση των αλγορίθµων πραγµατοποιήθηκε για υπολογιστικά περιβάλλοντα

κατανεµηµένης και κοινής µνήµης σύµφωνα µε τα πρότυπα MPI, OpenMP και OpenA-

CC.
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Η διατριβή είναι δοµηµένη σε έξι κεφάλαια. Το πρώτο κεφάλαιο αναφέρει σύντοµα

την ιστορική εξέλιξη των γραφικών υποσυστηµάτων, καθώς και τα πλεονεκτήµατα των

υπολογιστικών δυνατοτήτων τους σε σχέση µε την αποκλειστική χρήση CPU υπολογιστι-

κών πυρήνων. Στη συνέχεια παρουσιάζεται η αρχιτεκτονική γραφικών υποσυστηµάτων

CUDA, και ειδικότερα η αρχιτεκτονική GPU τύπου Fermi. Στο δεύτερο κεφάλαιο πα-

ϱουσιάζονται τα διαθέσιµα προγραµµατιστικά εργαλεία ανάπτυξης παραλληλοποιήσιµων

εφαρµογών που χρησιµοποιήθηκαν στις υλοποιήσεις της διατριβής. Αρχικά, παρουσιάζε-

ται το πρότυπο ανταλλαγής µηνυµάτων για αρχιτεκτονικές κατανεµηµένης µνήµης MPI,

στη συνέχεια το πρότυπο παράλληλου προγραµµατισµού αρχιτεκτονικών κοινής µνήµης

OpenMP και στο τέλος το πρότυπο ανάπτυξης εφαρµογών µε χρήση GPUs, OpenA-

CC. Στο τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζεται συνοπτικά η αριθµητική µέθοδος πεπερασµένων

στοιχείων Hermite Collocation καθώς και η κατασκευή του παραγόµενου γραµµικού

συστήµατος. Στο τέταρτο κεφάλαιο περιγράφεται η κατασκευή αλγορίθµων για την ε-

ϕαρµογή της µεθόδου Newton µε χρήση διπλής και µικτής ακρίβειας υπολογισµών για

την επίλυση του γραµµικού συστήµατος. Στη συνέχεια, κατασκευάζονται αλγόριθµοι

υλοποίησης της µεθόδου Schur Complement µε την εφαρµογή της επαναληπτικής µε-

ϑόδου BiCGSTAB για αρχιτεκτονικές υπολογισµών κοινής/κατανεµηµένης µνήµης που

περιλαµβάνουν συνεργασίες υπολογισµών GPU-CPU. Το πέµπτο κεφάλαιο παρουσιάζει

τη µελέτη της συµπεριφοράς των υλοποιήσεων των παραπάνω µεθόδων σε υπολογιστικά

περιβάλλοντα κοινής/κατανεµηµένης µνήµης µε γραφικά υποσυστήµατα. Στο τελευταίο

κεφάλαιο αναφέρονται τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από τη µελέτη συµπεριφοράς

των υλοποιήσεων των παράλληλων αλγορίθµων.

Στο παράρτηµα παρατίθενται οι κώδικες των εφαρµογών που αναπτύχθηκαν στη πα-

ϱούσα διατριβή, µε χρήση της γλώσσας προγραµµατισµού Fortran και των προτύπων

MPI, OpenMP και OpenACC.

iv



Η κατασκευή του παράλληλου αλγορίθµου καθώς και η υλοποίηση του για τη µέ-

ϑοδο Schur Complement για υπολογιστικά περιβάλλοντα µε γραφικά υποσυστήµατα

παρουσιάστηκε στο διεθνές συνέδριο ¨The 2013 International Conference of Parallel

and Distributed Computing¨ το οποίο διεξήχθη 3-5 Ιουλίου 2013 στο Imperial College

του Λονδίνου και η σχετική εργασία απέσπασε τη διάκριση Best Paper Award of The

2013 International Conference of Parallel and Distributed Computing. Η επέκταση του

αλγορίθµου για αρχιτεκτονικές υπολογισµών µε χρήση πολλαπλών γραφικών υποσυστη-

µάτων παρουσιάστηκε στο διεθνές συνέδριο ¨International Conference on Mathematical

Modeling in Physical Sciences¨, το οποίο διεξήχθη 1-5 Σεπτεµβρίου 2013 στη Πράγα

και η αντίστοιχη εργασία έχει γίνει δεκτή για δηµοσίευση στο Journal of Physics: Con-

ference Series.
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Κεφάλαιο 1

Γραφικά υποσυστήµατα υπολογισµών

Γραφικό σύστηµα υπολογισµών (GPU, Graphics Processor Unit) ϑεωρείται η συσκευή

του υπολογιστικού συστήµατος που χρησιµοποιείται για την επεξεργασία εικόνων, λαµ-

ϐάνοντας δεδοµένα (πολυγωνικά µοντέλα σε τρείς διαστάσεις) από την κεντρική µονάδα

επεξεργασίας (CPU), τα οποία µετατρέπει σε εικόνα που στη συνέχεια προβάλεται στη

συσκευή προβολής του µηχανήµατος. Οι κάρτες γραφικών, όπως συνηθίζεται να απο-

καλούνται οι GPUs, συνδέονται µέσω διαύλου PCI Express στη µητρική πλακέτα του

υπολογιστή και έχουν, στη πλειοψηφία τους, αυτόνοµη µνήµη (υπάρχουν κάρτες γραφι-

κών που χρησιµοποιούν τµήµατα της µνήµης του υπολογιστή, οι οποίες δε συµπεριλαµ-

ϐάνονται στη κατηγορία των καρτών που µελετώνται στη παρούσα διατριβή εξαιτίας των

περιορισµένων υπολογιστικών δυνατοτήτων τους). Τα τελευταία χρόνια οι GPUs εξέλι-

χθηκαν σε πανίσχυρες πολυπύρηνες υπολογιστικές µονάδες, µε αποτέλεσµα να αυξηθεί

κατακόρυφα και το ενδιαφέρον της επιστηµονικής κοινότητας για ανάπτυξη λογισµικού

ώστε να είναι δυνατή η διεξαγωγή υπολογισµών σε αυτές. Στη παρούσα διατριβή ανα-

πτύχθηκαν εφαρµογές µε χρήση καρτών γραφικών, οπότε στόχος αυτού του κεφαλαίου

είναι, αφού γίνει µια σύντοµη ιστορική αναδροµή, να παρουσιαστεί η τεχνολογία των

GPUs και οι υπολογιστικές δυνατότητες αυτών που χρησιµοποιήθηκαν.
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1.1 Χρονική εξέλιξη γραφικών υποσυστηµάτων

Η κάρτα γραφικών εξελίχθηκε σταδιακά τα τελευταία είκοσι περίπου χρόνια. Αρχικά, τη

γραφική αναπαράσταση σε ένα υπολογιστή αναλάµβαναν συσκευές τύπου CGA(Colour

Graphics Adapter), EGA(Enhanced Graphics Adapter) και, αργότερα, VGA(Video Gra-

phics Array Controller) µε περιορισµένες δυνατότητες εµφάνισης χρωµάτων και ανά-

λυσης. Στις αρχές της δεκαετίας του ′90, εµφανίζονται οι πρώτες ϱυθµιζόµενες, αλλά

µη−προγραµµατιζόµενες κάρτες γραφικών µε ξεχωριστούς υπολογιστικούς πυρήνες για

τα επιµέρους τµήµατα της ϱοής επεξεργασίας γραφικών, [7]. Ταυτόχρονα αναπτύσσονται

και οι πρώτες διεπαφές προγραµµατισµού για γραφικά, όπως το DirectX της Microsoft

και το OpenGL της SGI. Στα τέλη της δεκαετίας, µε την τεχνολογία των ηµιαγωγών να

εξελίσσεται διαρκώς, κατέστη δυνατόν να ενσωµατωθούν όλοι οι πυρήνες σε ένα ενιαί-

ο επεξεργαστή, τον shader, ο οποίος πλέον µπορούσε να εφαρµόσει ολοκληρωµένα τα

ϐήµατα της ϱοής επεξεργασίας γραφικών τριών διαστάσεων (graphics pipeline): µετα-

σχηµατισµούς, πλαισιοποίηση, υφή, δοκιµή ϐάθους και απεικόνιση χωρίς να υπάρχει

µεταφορά δεδοµένων από ένα πυρήνα σε άλλο, [62]. Η διαδικασία αυτή αποτελείται από

επιµέρους ϐήµατα, που περιγράφονται στο επόµενο σχήµα. Απο τις πρώτες κάρτες οι

οποίες µπορούσαν να αναλάβουν εξόλοκλήρου τη ϱοή επεξεργασίας γραφικών ήταν η

GeForce256 της εταιρείας NVIDIA, η οποία χαρακτηρίστηκε από την εταιρεία και ως η

πρώτη GPU, όρος που καθιερώθηκε στη συνέχεια για να χαρακτηρίζει ολοκληρωµένες

συσκευές επεξεργασίας γραφικών.

Στις GPUs που κατασκευάστηκαν στη συνέχεια, χαρακτηριστική ήταν η διαρκής αύ-

ξηση του αριθµού των υπολογιστικών πυρήνων ώστε να είναι αποδοτική η πολλαπλή ϱοή

επεξεργασίας γραφικών, ενώ για πρώτη ϕορά ήταν δυνατή και η επέµβαση, προγραµµα-

τιστικά, σε συγκεκριµένα τµήµατα της ϱοής επεξεργασίας, µε τη GPU GeForce 7800. Με

την αύξηση του αριθµού των πυρήνων σε µια GPU, ϐελτιωνόταν η ταχύτητα επεξεργασίας

των γραφικών και κατ′επέκτασιν η απόδοση τους στην οθόνη, αφού αυξανόταν ο αριθµός

των πολυγώνων που µπορούσαν να επεξεργαστούν παράλληλα και ανεξάρτητα (ίδιες εν-
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Σχήµα 1.1: Ροή επεξεργασίας γραφικών σε GPU της εταιρείας NVIDIA, [40]. Αρχικά, η κάρ-
τα γραφικών υποδέχεται τα δεδοµένα σε µορφή πολυγώνων από το CPU, ο χειριστής κορυφών
(vertex control) επεξεργάζεται τα πολύγωνα αλλάζοντας τους ϑέσεις και συντεταγµένες. Στη συ-
νέχεια τα πολύγωνα αντιστοιχίζονται σε εικονοστοιχεία (pixels), καθορίζεται ο χρωµατισµός τους,
η διαφάνεια και το ϐάθος και προβάλλονται στην οθόνη.

τολές επεξεργασίας σε διαφορετικά δεδοµένα−SIMD) στους πυρήνες της. Παρατηρώντας

όµως ότι η ϱοή επεξεργασίας γραφικών δεν απέχει, όσον αφορά τη ϱοή των πληροφο-

ϱιών, σε σχέση µε έναν αλγόριθµο επαναλαµβανόµενων εκτελέσεων, έγινε αντιληπτό ότι

οι πυρήνες των GPUs ϑα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν και για τη διεξαγωγή επιστη-

µονικών υπολογισµών. Η χρήση GPUs σε τέτοιες εφαρµογές περιγράφεται διεθνώς µε

τον όρο GPGPUs, (General Purpose computation on Graphics Processor Units), [22].

Στην εξάπλωση και την πλήρη εκµετάλλευση τέτοιων αρχιτεκτονικών, ανασταλτικό

παράγοντα αποτέλεσαν οι περιορισµοί του διαθέσιµου λογισµικού. Η συνήθης πρακτι-

κή ήθελε το προγραµµατιστή να διαµορφώνει το προς επίλυση πρόβληµα σε πρόβληµα

αναπαράστασης γραφικών. Για παράδειγµα, για την επίλυση ένός προβλήµατος αεροδυ-

ναµικής δύο διαστάσεων, το πλέγµα που έπρεπε να χρησιµοποιηθεί ϑα είχε διάσταση τη

µέγιστη ανάλυση της οθόνης (π.χ. 1024x768) και κάθε εικονοστοιχείο ϑα αντιστοιχούσε

σε ένα κόµβο του πλέγµατος, ενώ οι µεταβλητές σε κάθε κόµβο ϑα καθόριζαν το χρωµατι-

σµό του εικονοστοιχείου στη ϐάση RGBA (RedGreenBlueAlpha), όπου ’R’ η πυκνότητα,

’G’, ’B’ οι συνιστώσες της ταχύτητας και ’A’ η πίεση στο κόµβο. Συνεπώς, η ανάπτυξη ενός
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Σχήµα 1.2: Η πρώτη κάρτα γραφικών που χαρακτηρίστηκε ως GPU, GeForce 256 της ε-
ταιρείας NVIDIA. ΄Ηταν η πρώτη κάρτα στην οποία γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί, επεξεργασία
ϕωτισµού, παρεµβολή χρωµατισµών εικονοστοιχείων και λοιπές λειτουργίες εκτελούνταν στον ίδιο
υπολογιστικό πυρήνα, [62].

κώδικα σε GPU, έστω και χαµηλής παράλληλης απόδοσης, απαιτούσε εξαιρετική γνώση

του τρόπου λειτουργίας της κάρτας, [55]. Τα τελευταία χρόνια αναπτύχθηκαν δεκάδες

γλώσσες προγραµµατισµού και προγραµµατιστικά περιβάλλοντα, µε χρήση των οποίων

µπορεί ο προγραµµατιστής να αναπτύξει εφαρµογές που εκτελούνται σε ετερογενή συ-

στήµατα GPU−CPU, χωρίς να απαιτείται εξαιρετική γνώση του τρόπου λειτουργίας της

GPU. Το πιο χαρακτηριστικό προγραµµατιστικό περιβάλλον είναι η CUDA της εταιρείας

NVIDIA, που παρουσιάστηκε για πρώτη ϕορά µε τη κάρτα Geforce 8800 το 2006, [30],

και στηρίζεται στην οµώνυµη αρχιτεκτονική των GPUs της εταιρείας, ενώ επίσης διαδε-

δοµένο είναι και το, µεταγενέστερο, OpenCL, [25], που αναπτύχθηκε από την εταιρεία

Khronos και παρουσιάστηκε το 2010. Το πλέον πρόσφατο προγραµµατιστικό πρότυπο

για GPUs, που χρησιµοποιήθηκε και στην ανάπτυξη εφαρµογών της παρούσας διατριβής

είναι το OpenACC, [33].

Σήµερα, οι GPUs που κυκλοφορούν στην αγορά µπορούν να µετατρέψουν ένα οποιο-

δήποτε υπολογιστή µε κατάλληλη µητρική κάρτα και ικανή πηγή τροφοδοσίας σε ένα

σύγχρονο παράλληλο υπολογιστικό σύστηµα, µε δυσανάλογα µικρό κόστος. Αποτέλε-
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σµα είναι η συνεχής εξάπλωση της χρήσης τους και η διαρκής τεχνολογική τους εξέλιξη.

Ακαδηµαϊκά και εµπορικά έχουν αναπτυχθεί εκατοντάδες εφαρµογές που κάνουν χρή-

ση των υπολογιστικών πυρήνων των GPUs, σε τοµείς όπως υπολογιστική µηχανική και

ϐιολογία, πρόγνωση κλιµατικών ϕαινοµένων, υπολογιστικά οικονοµικά και άλλους, και

παρέχουν αξιόλογη επιτάχυνση στην εκτέλεση τους σε σχέση µε το CPU της τάξης του

1.1− 400x, [32].

1.2 Υπολογιστικές δυνατότητες GPU-CPU

Την τελευταία δεκαετία παρατηρείται ϱαγδαία αύξηση της υπολογιστικής ισχύος των

GPUs, που συνεπάγεται την ταυτόχρονη αύξηση της χρήσης τους για την επίλυση επι-

στηµονικών προβληµάτων. Είναι χαρακτηριστικό ότι την περίοδο συγγραφής της δια-

τριβής, η εξειδικευµένη για επιστηµονικούς υπολογισµούς κάρτα γραφικών Tesla K20X

της εταιρείας NVIDIA αποτελείται, µεταξύ άλλων, από 2688 υπολογιστικούς πυρήνες µε

δυνατότητα εκτέλεσης 1.31 Tflops πράξεων διπλής ακρίβειας και 3.95 Tflops πράξεων

απλής ακρίβειας, διαθέτει 6 GB µνήµης και µέγιστη ταχύτητα προσπέλασης µνήµης

250 GB/sec[31]. Αντίθετα, ο εκ των κορυφαίων της σηµερινής αγοράς CPU, Intel Xeon

E5-2690 αποτελείται από 8 υπολογιστικούς πυρήνες, διαθέτει 384 GB µνήµης, µνή-

µη cache 20ΜΒ, µέγιστη ταχύτητα προσπέλασης µνήµης 51.2 GB/sec και δυνατότητα

εκτέλεσης 2.8 Gflops πράξεων διπλής ακρίβειας, [23]. Το υπολογιστικό σύστηµα του ΕΕ-

ΜΗΥ, µοντέλο HP SL390s διαθέτει κάρτες Tesla M2070 µε 448 υπολογιστικούς πυρήνες,

δυνατότητα εκτέλεσης 515 Gflops πράξεων διπλής ακρίβειας και 1.03 Tflops πράξεων α-

πλής ακρίβειας, 6 GB τοπικής µνήµης και µέγιστη ταχύτητα προσπέλασης µνήµης 150

GB/sec. Τα σχήµατα παρουσιάζουν την αύξηση του αριθµού των πυρήνων, της µέγι-

στης ταχύτητας προσπέλασης µνήµης και της ταχύτητας αριθµητικών πράξεων απλής

και διπλής ακρίβειας σε CPUs και GPUs τη τελευταία δεκαετία.
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Σχήµα 1.3: Αριθµός πυρήνων GPU-CPU,[24].

Σχήµα 1.4: Σύγκριση ϑεωρητικής µέγιστης ταχύτητας προσπέλασης µνήµης GPU-CPU,[24].
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Σχήµα 1.5: Σύγκριση ϑεωρητικής µέγιστης ταχύτητας αριθµητικών πράξεων διπλής ακρίβειας
GPU-CPU, [24].

Σχήµα 1.6: Σύγκριση ϑεωρητικής µέγιστης ταχύτητας αριθµητικών πράξεων απλής ακρίβειας
GPU-CPU, [24].
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Η µεγάλη διαφορά στη ταχύτητα εκτέλεσης αριθµητικών πράξεων µεταξύ µιας GPU

νέας γενιάς και ενός πολυπύρηνου CPU, στην οποία έγινε αναφορά παραπάνω, οφείλεται

στη διαφορετική σχεδιαστική ϕιλοσοφία που διέπει τα δύο υπολογιστικά συστήµατα. Η

εξέλιξη της αρχιτεκτονικής των CPUs στηρίχθηκε στη ϐασική λειτουργία τους σε ένα υ-

πολογιστή, δηλαδή τη διαχείριση του υλικού του υπολογιστή και στην εκτέλεση εντολών

από χρήστη και λειτουργικό σύστηµα. Για το λόγο αυτό έχουν πολλά ολοκληρωµένα

κυκλώµατα αφιερωµένα στον ελέγχο ϱοής και οργάνωσης των δεδοµένων, λίγους αλλά

γρήγορους πυρήνες για την εκτέλεση απλών (πράξεις λογικής, κινητής υποδιαστολής)

και σύνθετων οδηγιών (εκτέλεση out of order για την αποφυγή καθυστερήσεων στην

ανάγνωση/εγγραφή δεδοµένων, πρόγνωση διακλαδώσεων, branch prediction, εκτέλε-

σης) και, επιπλέον, σηµαντικού µεγέθους πολυεπίπεδη cache µνήµη. Οι πυρήνες ενός

CPU ακολουθούν τη παράλληλη αρχιτεκτονική MIMD (Multiple Instruction Multiple

Data), µπορούν δηλαδή να απασχολούνται µε διαφορετικές οµάδες δεδοµένων εκτελών-

τας διαφορετικές λειτουργίες µε αυτές, [51].

Σχήµα 1.7: Αρχιτεκτονικός σχεδιασµός CPU και GPU, [40].

Αντίθετα, τα κυκλώµατα µιας GPU είναι αφιερωµένα σχεδόν αποκλειστικά στην ε-
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κτέλεση αριθµητικών πράξεων κινητής υποδιαστολής, όπως αυτό προκύπτει και από τη

ϑεµελιώδη ανάγκη για επεξεργασία γραφικών και τη επακόλουθη σχεδίαση της συσκευ-

ής. Το µέγεθος της cache µνήµης είναι ελάχιστο, ενώ οι πυρήνες εκτελούν εντολές

σύµφωνα µε το πρότυπο SIMD.

Συµπερασµατικά, GPUs και CPUs έχουν χαρακτηριστικές διαφορές στον αρχιτεκτο-

νικό τους σχεδιασµό, που κάνουν το κάθε µηχάνηµα καταλληλότερο από το άλλο, για

διαφορετικές εργασίες. Οι GPUs αποτελούν υποσυστήµατα υπολογιστικών µηχανηµά-

των, κατάλληλα να αναλάβουν αυξηµένου υπολογιστικού κόστους διεργασίες ενός προ-

γράµµατος, όπου απαιτείται ϐασική επεξεργασία των δεδοµένων, τα οποία πρέπει να

µπορούν να εκτελεστούν παράλληλα. Ο CPU είναι διαχειριστής στις διαφορετικές εργα-

σίες που πρέπει να εκτελεστούν σε ένα πρόγραµµα, αναλαµβάνοντας να ενορχηστρώσει,

να στείλει τα επιβαρυµένα τµήµατα προς εκτέλεση, να λάβει πίσω τα αποτελέσµατα και

να αξιολογήσει, [40]. Συνεπώς, γίνεται αντιληπτό ότι ενδείκνυται προγραµµατιστικά η

ανάπτυξη εφαρµογών όπως της παρούσας διατριβής, όπου χρησιµοποιούνται υβριδικά

συστήµατα CPU−GPU και, τη σειριακή εκτέλεση αναλαµβάνει ο CPU ενώ τα απαιτητικά

υπολογιστικά µέρη του κώδικα, που µπορούν να παραλληλοποιηθούν, η GPU[55]. Το

πρότυπο ανάπτυξης εφαρµογών OpenACC που παρουσιάζεται στο επόµενο κεφάλαιο,

έχει σχεδιαστεί, ώστε να υποστηρίζει την από κοινού εκτέλεση σε αυτά τα ετερογενή

συστήµατα CPU−GPU.

Επικοινωνία CPU−GPU Το κόστος επικοινωνίας µεταξύ CPU και GPU είναι µια καθο-

ϱιστική παράµετρος στην ανάπτυξη εφαρµογών σε τέτοια ετερογενή συστήµατα. Καθώς

η µέγιστη ταχύτητα προσπέλασης της µνήµης του CPU από τη µνήµη της GPU είναι

µόλις 6 GB/sec, γίνεται αντιληπτό ότι η χρονική επιβάρυνση αυξάνεται σηµαντικά όσο

αυξάνεται και ο αριθµός των προσβάσεων στη κύρια µνήµη της GPU. Η ελαχιστοποίηση

της µεταφοράς δεδοµένων από και πρός τη GPU σε συνδυασµό µε τη µεγαλύτερη δυνατή

διάσταση προβλήµατος, έτσι ώστε να αυξάνεται το πλήθος των προς εκτέλεση πράξεων,
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είναι ϐασικές προυποθέσεις για ανάπτυξη GPU κώδικα υψηλής απόδοσης.

Σχήµα 1.8: Συγκριτικό διάγραµµα µέγιστης κατανάλωσης ισχύος GPU/CPU, [24].

Κατανάλωση ισχύος CPU−GPU ΄Ενας από τους ϐασικούς λόγους που οδήγησαν στην

προώθηση του παράλληλου προγραµµατισµού ήταν οι περιορισµοί στην κατανάλωση

ισχύος ενός υπολογιστικού συστήµατος. Σήµερα, όλες οι αρχιτεκτονικές GPUs περιορί-

Ϲουν την κατανάλωση ισχύος στα 300 Watt περίπου (µέγιστη τιµή ισχύος, µε µέση τιµή

σε κατάσταση αδράνειας τα 180 W περίπου) µε ϐάση το κανόνα µέτρησης TDP (Thermal

Design Power). Πρέπει ϐέβαια να σηµειωθεί ότι ο TDP αναφέρεται στη µέγιστη ισχύ

που ϑα χρειαστεί το µηχάνηµα ψύξης για να απαγάγει τη ϑερµότητα που εκλείει ένα

µηχάνηµα, ώστε να το διατηρήσει σε λειτουργική κατάσταση, και όχι στη ακριβή κατα-

νάλωση ισχύος του µηχανήµατος. Οι GPUs γενικά χρησιµοποιούν τη διπλάσια TDP σε

σχέση µε ένα CPU, όπως ϕαίνεται και στο σχήµα 1.2. Για το λόγο αυτό, σε εφαρµογές

επιστηµονικών υπολογισµών, οι compute GPUs που δεν έχουν επιφορτιστεί µε εκτέλεση

υπολογισµών ή δε συµµετέχουν στην υλοποίηση, παραµένουν σε κατάσταση αδράνειας

ώστε να εξοικονοµείται ισχύς για άλλους πόρους του συστήµατος. Η ενεργοποίηση και η
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έναρξη της συµµετοχής τους στην εκτέλεση έχει χρονικό κόστος, το οποίο πρέπει να συ-

νυπολογίζεται σε περιπτώσεις που οι µετρήσεις των χρονικών αποτελεσµάτων πρέπει να

είναι ακριβείς. Με χρήση του προτύπου OpenACC ενδείκνυται η χρήση της διαδικασίας

!$acc_init.

1.3 Ακρίβεια αριθµητικών πράξεων σε GPUs

΄Οπως αναφέρθηκε στην προηγούµενη ενότητα, οι πρώτες προγραµµατιζόµενες κάρτες

γραφικών δεν υποστήριζαν την αριθµητική διπλής ακρίβειας, ούτε ενσωµάτωναν πλήρως

το πρότυπο IEEE 754 για την αποθήκευση και αναπαράσταση πραγµατικών αριθµών.

Στο πλαίσιο χρήσης µιας GPU µε απλή ακρίβεια, όπως αποδεικνύεται και στην εργασία

[55], τα αποτελέσµατα υστερούν αισθητά σε σχέση ακόµα και µε αποτελέσµατα ενός κώ-

δικα σε σύγχρονο CPU. Αργότερα, σε µεταγενέστερες GPU που υποστήριζαν αριθµητική

διπλής ακρίβειας, η ταχύτητα εκτέλεσης τέτοιων πράξεων ήταν περίπου στο 1/8 αυτών

µεταξύ πραγµατικών απλής ακρίβειας. Αυτό αποτελούσε τροχοπέδη για την ανάπτυξη

εφαρµογών που ϑα εκτελούνταν σε GPUs αλλά ϑα απαιτούσαν υψηλή ακρίβεια αποτε-

λεσµάτων. ΄Ετσι, ϐρήκε πρόσφορο έδαφος η χρήση µικτής ακρίβειας (mixed precision

method) στους υπολογισµούς της επίλυσης ενός προβλήµατος, σε ένα ετερογενές σύστη-

µα GPU−CPU, µε εφαρµογή της διόρθωσης υπολοίπου (error correction). Η ϐασική

ιδέα στην υλοποίηση της µεθόδου µικτής ακρίβειας είναι να χρησιµοποιηθεί διαφορετι-

κή ακρίβεια σε διαφορετικά µέρη του αλγορίθµου. Συγκεκριµένα ο GPU χρησιµοποιεί

αριθµητική απλής ακρίβειας, ενώ ο CPU αριθµητική διπλής ακρίβειας, µε σκοπό να ε-

πιτευχθεί καλύτερη χρονική απόδοση µε εξίσου ακριβή αποτελέσµατα, σε σχέση µε την

εκτέλεση αποκλειστικά σε CPU. Στη παρούσα διατριβή γίνεται χρήση της µεθόδου µικτής

ακρίβειας στην υλοποίηση της µεθόδου πεπερασµένων στοιχείων collocation.

11



1.4 Η αρχιτεκτονική CUDA

Η αρχιτεκτονική CUDA (Compute Unified Device Architecture) αποτελεί το πρότυπο

κατασκευής και προγραµµατιστικό περιβάλλον καρτών γραφικών της εταιρείας NVIDIA.

Παρουσιάστηκε για πρώτη ϕορά το 2006 στη κάρτα GeForce 8800 της εταιρείας και

χαρακτηρίστηκε ως το σηµαντικότερο ϐήµα στη µετάβαση στην εποχή των (GPGPU). Οι

συσκευές που υποστηρίζουν τη CUDA είναι πλήρως διαµορφώσιµες µέσω του περιβάλ-

λοντος εκτέλεσης µε χρήση ϐιβλιοθηκών CUDA, όπως cuBLAS [16], CULA [21], MAGMA

[19], IMSL FNL [39], cuSPARSE [17], µε χρήση κατάλληλων οδηγιών στο µεταγλωτιστή ό-

πως το πρότυπο OpenACC ή µε κατάλληλες επεκτάσεις σε γλώσσες προγραµµατισµού C,

C++ και Fortran. Υπενθυµίζεται ότι στην ανάπτυξη εφαρµογών της παρούσας διατριβής,

για τη διαµόρφωση των επιλογών εκτέλεσης στις κάρτες γραφικών χρησιµοποιήθηκε το

πρότυπο OpenACC, [33], µε το µεταγλωτιστή pgf90 της εταιρείας PGI, [36], ϑυγατρικής

εταιρείας της NVIDIA.

Στη συνέχεια ακολουθεί συνοπτική παρουσίαση του τρόπου λειτουργίας της CUDA,

ενώ περιγράφεται η αρχιτεκτονική καρτών γραφικών Fermi της εταιρείας NVIDIA, που

υποστηρίζεται από τη CUDA.

1.4.1 Βασικές έννοιες

Η αρχιτεκτονική CUDA στηρίζεται σε ένα σύνολο υπολογιστικών πολυεπεξεργαστών, που

αποτελούνται από δεκάδες πυρήνες, και κάθε ένας αναλαµβάνει να εκτελεί ακολουθί-

ες εντολών, τις οποίες απαιτεί ένα πρόγραµµα CUDA. Οι ακολουθίες αυτές εκτελούνται

πολλές ϕορές κατά τη διάρκεια ενός προγράµµατος, µε διαφορετικές οµάδες δεδοµέ-

νων και, κατ′επέκταση, διαφορετικές οµάδες αποτελεσµάτων. Κάθε τέτοια ακολουθία

εντολών αναφέρεται ως νήµα ή thread και ορίζεται ως η ϐασική µονάδα επεξεργασί-

ας. Κάθε κάρτα γραφικών CUDA, έχει τη δυνατότητα να δηµιουργεί και να χειρίζεται

ένα αριθµό από threads, ανάλογα την υπολογιστική της δυνατότητα, στα οποία ανα-
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ϑέτει την εκτέλεση µιας διεργασίας−µέρος του κυρίως προγράµµατος, που ονοµάζεται

kernel(υπολογιστικός πυρήνας).

Κάθε πολυεπεξεργαστής µπορεί να εκτελεί ταυτόχρονα εκατοντάδες threads, έτσι ώστε

κάθε kernel να εκτελείται από µια οµάδα από threads, µε κάθε thread να διαχειρίζεται

διαφορετικό όγκο δεδοµένων. Για τη διαχείριση των threads εφαρµόζεται η λογική SIMT

(Single Instruction Multiple Thread), σύµφωνα µε την οποία πολλαπλά threads εκτελούν

την ίδια λειτουργία µε διαφορετικά δεδοµένα την ίδια χρονική στιγµή. Η SIMT λογική

είναι παραπλήσια της ευρύτερα γνωστής SIMD (Single Instruction Multiple Data).

Συµπερασµατικά, η εκτέλεση ενός τυπικού CUDA προγράµµατος ξεκινά µε την ε-

κτέλεση του κώδικα από το CPU. ΄Οταν Ϲητηθεί η εκτέλεση ενός kernel, η εκτέλεση

ϑα συνεχιστεί στη GPU. Εκεί, ϑα δηµιουργηθεί ένας αριθµός από threads που αφού

οργανωθούν ϑα εκτελέσουν παράλληλα τις εντολές που έχουν Ϲητηθεί. ΄Οταν όλα ολο-

κληρωθούν, ο kernel ϑα τερµατιστεί και η εκτέλεση ϑα συνεχιστεί στο CPU, µέχρι να

Ϲητηθεί η εκτέλεση ενός νέου kernel.

1.4.2 Οργάνωση των υπολογιστικών νηµάτων στην αρχιτεκτονική
CUDA

΄Οταν Ϲητηθεί η εκτέλεση ενός kernel, τα threads που δηµιουργούνται και εκτελούνται

στους πολυεπεξεργαστές δεν κατανέµονται τυχαία. Αντίθετα, η διαδικασία και ο τρόπος

οργάνωσης τους περιλαµβάνει αρκετά επίπεδα οµαδοποίησης. Αρχικά, τα threads ορ-

γανώνονται σε επιµέρους οµάδες, τα blocks. Ανάλογα την υπολογιστική δυνατότητα της

GPU, ένα block έχει ανώτερο όριο από threads που µπορούν να το συνθέτουν. Στις κάρ-

τες υπολογιστικής δυνατότητας 2.x για παράδειγµα, κάθε block µπορεί να αποτελείται

από το πολύ 1024 threads. Κάθε πολυεπεξεργαστής µπορεί να εκτελέσει ταυτόχρονα

µέχρι 8 blocks, ανάλογα τις ανάγκες του kernel σε registers και κοινή (shared) µνή-

µη. Σε περίπτωση που σε κάποια χρονική στιγµή υπάρχει µεγαλύτερος αριθµός blocks

προς εκτέλεση, τα πλεονάζοντα blocks περιµένουν την ολοκλήρωση της εκτέλεσης άλ-

λων, παραµένοντας ανενεργά. ∆ηµιουργείται έτσι µια σειριακή διαδικασία οµάδων από
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blocks.

Στη συνέχεια, τα blocks που δηµιουργούνται σε ένα kernel οργανώνονται σε ένα ευ-

ϱύτερο υπολογιστικό σύνολο, που ονοµάζεται πλέγµα ή grid, όπως παρουσιάζεται στο

σχήµα 1.9. Κάθε thread χαρακτηρίζεται από έναν αύξοντα αριθµό (threadIdx) που δεί-

χνει που ϐρίσκεται µέσα στο block, και κάθε block αντίστοιχα από ένα αριθµό blockIdx,

για να προσδιορίζεται η ϑέση του µέσα στο grid. Για παράδειγµα, σε ένα grid µε 64

blocks όπου κάθε block έχει 32 threads, υπάρχουν συνολικά 2048 threads. Το thread

4 στο block 0 ϑα έχει τον αύξοντα αριθµό 0 ∗ 32 + 4 = 4, ενώ το thread 14 στο block

27 ϑα έχει τον αύξοντα αριθµό 27 ∗ 32 + 14 = 878. Γενικά, τα blocks διατάσσονται σε

2 διαστάσεις µέσα στο grid και τα threads σε 2 (ή 3 σε Fermi) διαστάσεις µέσα σε κάθε

block. Ο προγραµµατιστής έχει τη δυνατότητα να επιλέξει τον τρόπο διάταξης, ανάλογα

το πρόβληµα που επιλύεται, [40, 54, 55].

Σχήµα 1.9: Παράδειγµα πολυδιάστατης οργάνωσης threads σε CUDA kernel, [40].

Η πολυεπίπεδη οργάνωση των εκτελούµενων threads σε ένα πρόγραµµα CUDA και

η δυνατότητα διαµόρφωσης του αριθµού τους σε κάθε επίπεδο, εξυπηρετεί συγκεκρι-

µένους σκοπούς. Ειδικότερα, µε αυτό τον τρόπο διάταξης, κάθε thread σχετίζεται µε

συγκεκριµένες ϑέσεις µνήµης και το πρόγραµµα γνωρίζει σε ποιό thread απευθύνεται

για µεταφορά δεδοµένων, εκτέλεση, κ.ο.κ. Επιπλέον, τα threads που ανήκουν στο ίδιο
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block χρησιµοποιούν τη κοινή µνήµη του block, η οποία είναι ταχείας προσπέλασης,

πετυχαίνοντας µεγαλύτερη επιτάχυνση στην εκτέλεση τους. ΄Οπως σηµειώθηκε, ο προ-

γραµµατιστής ϑα πρέπει να επιλέξει το κατάλληλο πλήθος από threads σε block σε κάθε

kernel του CUDA προγράµµατος, ανάλογα πάντα τη ϕύση του προς επίλυση προβλήµα-

τος και δεδοµένου του ανώτερου ορίου που έχει κάθε κάρτα. Στην ανάπτυξη εφαρµογών

αυτής της διατριβής, χρησιµοποιήθηκε το πρότυπο OpenACC, στο οποίο, όπως περιγρά-

ϕεται στη συνέχεια, την επιλογή του αριθµού των εκτελούµενων threads αναλαµβάνει ο

µεταγλωττιστής, µε δυνατότητα διαµόρφωσης από το χρήστη, αν ϑεωρείται χρήσιµο.

1.4.3 Πολυεπεξεργαστές της κάρτας γραφικών

Η CUDA στηρίζεται ουσιαστικά στους πολυεπεξεργαστές της κάρτας γραφικών, που α-

ναλαµβάνουν να εκτελέσουν οµάδες από εκατοντάδες threads ο καθένας, ταυτόχρονα.

Κάθε πολυεπεξεργαστής (SM, Streaming Multiprocessor) αποτελείται από ένα αριθµό υ-

πολογιστικών πυρήνων, ειδικές µονάδες µνήµης και ελέγχου ϱοής, όπως παρουσιάζονται

παρακάτω, για την αρχιτεκτονική τύπου Fermi.

Η διαδροµή εκτέλεσης στον πολυεπεξεργαστή ξεκινά µε την οµαδοποίηση των thre-

ads. Συγκεκριµένα, όταν δοθούν ένα ή περισσότερα blocks από threads προς εκτέλεση,

ο πολυεπεξεργαστής τα οµαδοποιεί σε οµάδες των 32 threads που ονοµάζονται warps (ή

στηµόνια) και προγραµµατίζονται για εκτέλεση από κατάλληλες µονάδες χειρισµού (w-

arp schedulers). Για να χωριστεί ένα block σε warp, ακολουθείται σταθερή διαδικασία.

Για να συµπληρωθεί ένα warp περιλαµβάνει διαδοχικά τα threads µε τους αντίστοιχους

αύξοντες αριθµούς, π.χ. στο warp 0 περιλαµβάνονται τα threads από 0 ώς 31, κ.ο.κ.

Τα threads ενός warp εκτελούν την ίδια σειρά εντολών. Προφανώς, ϐέλτιστη απόδοση

ενός kernel επιτυγχάνεται όταν και τα 32 threads ενός warp συµφωνούν στην πορεία

εκτέλεσης τους.

1.4.4 Μνήµη σε κάρτες γραφικών

Σε µια κάρτα γραφικών ϐρίσκονται ενσωµατωµένες τα ακόλουθα είδη µνήµης
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• Κύρια µνήµη

• Shared µνήµη

• Constant µνήµη

• Texture µνήµη

• Local µνήµη

• Καταχωρητές (registers)

΄Οπως παρουσιάζεται και στο σχήµα 1.10, πρόσβαση σε κάθε είδος µνήµης έχουν συγ-

κεκριµένα στοιχεία κατά την εκτέλεση.

Σχήµα 1.10: ∆υνατότητα πρόσβασης σε κάθε µνήµη της GPU, [55].

΄Ετσι,

• στη κύρια µνήµη διαβάζει και γράφει το κάθε grid

• στη shared µνήµη διαβάζει και γράφει το κάθε block

• στη local µνήµη διαβάζει και γράφει το κάθε thread
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• στην constant µνήµη µόνο διαβάζει το κάθε grid

• στην texture µνήµη µόνο διαβάζει το κάθε grid

• στους καταχωρητές (registers) διαβάζει και γράφει το κάθε thread

Κάθε µια από τις παραπάνω µνήµες της κάρτας γραφικών έχει διαφορετικά χαρακτη-

ϱιστικά σε σχέση µε τις άλλες. Η κύρια µνήµη είναι η µεγαλύτερη σε µέγεθος µνήµη της

κάρτας γραφικών. ΄Εχουν πρόσβαση σε αυτή όλα τα threads, αλλά καθότι δεν αποτελεί

µνήµη cache, η συνεχής πρόσβαση σε αυτή κοστίζει χρονικά. Οι µνήµες texture και

constant είναι µνήµες cache, ταχείας προσπέλασης, που ϐρίσκονται στον ίδιο χώρο µε

τη κύρια µνήµη. Η πρόσβαση στη constant µνήµη και η ανάγνωση κάθε thread απο

αυτή είναι ταχύτατη (΄κοστίζει΄ χρονικά όσο και η ανάγνωση ενός καταχωρητή). Η textu-

re µνήµη είναι σχεδιασµένη ώστε ΄γειτονικά΄ threads (για παράδειγµα, τα threads ενός

warp) να διαβάζουν από αυτή ΄γειτονικές΄ ϑέσεις µνήµης. Η shared µνήµη είναι επίσης

µνήµη ταχείας προσπέλασης, ϐρίσκεται στο chip των πολυεπεξεργαστών και εξυπηρετεί

την επικοινωνία µεταξύ των threads ενός block. Με τον όρο local (τοπική) µνήµη, εν-

νοείται ένα µέρος της κύριας µνήµης που αντιστοιχεί σε κάθε thread. Χρησιµοποιείται

από τη κάρτα όταν ένα kernel απαιτεί περισσότερους καταχωρητές από τους διαθέσιµους

ενός πολυεπεξεργαστή. Επειδή αποτελεί µέρος της κύριας µνήµης, η προσπέλαση της

χαρακτηρίζεται από υψηλούς χρόνους.

Γίνεται αντιληπτό, ότι κατά την εκτέλεση ενός kernel η προσπέλαση της κύριας µνή-

µης πρέπει να περιορίζεται όσο περισσότερο γίνεται, λόγω του χρονικού κόστους προ-

σπέλασης. Αντίθετα, αύξηση της χρήσης των µνηµών cache της κάρτας γραφικών µπορεί

να αυξήσει και την απόδοση της εκτέλεσης του προγράµµατος. Βέβαια, το µικρό µέγε-

ϑος των συγκεκριµένων µνηµών (η Tesla M2070 αρχιτεκτονικής Fermi, έχει 128 KB

cache µνήµες), συνδέει άµεσα τη διαχείριση της µνήµης της κάρτας γραφικών σε ένα

πρόγραµµα µε την ϐελτιστοποίηση της απόδοσης του.
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1.4.5 Αρχιτεκτονική των γραφικών υποσυστηµάτων τύπου Fermi

Η πρώτη σειρά καρτών γραφικών αρχιτεκτονικής Fermi, [50],• από την εταιρεία NVIDIA

κυκλοφόρησε το 2010, µε το µοντέλο GeForce 400. Η καινοτοµία στο σχεδιασµό, η

αυξηµένη υπολογιστική δυνατότητα και ένα πλήθος επιπρόσθετων λειτουργιών σε σχέση

µε προηγούµενες σειρές καρτών, κατέστησε τις κάρτες γραφικών τύπου Fermi σηµείο

αναφοράς τόσο σε επίπεδο επιστηµονικών υπολογισµών µε τις σειρές Quadro και Tesla,

όσο και σε επίπεδο ευρύτερης χρήσης µε άλλες σειρές.

Μια κάρτα αρχιτεκτονικής Fermi αποτελείται από 512 (ή 768) CUDA υπολογιστικούς

πυρήνες, οργανωµένους σε 16 πολυεπεξεργαστές (SM’s, Streaming Multiprocessors),

από 32 (ή 48) πυρήνες ο καθένας. Ο αριθµός των πυρήνων σε κάθε πολυεπεξεργαστή

εξαρτάται από την υπολογιστική δυνατότητα της κάρτας γραφικών. Οι πολυεπεξεργαστές

ϐρίσκονται περιµετρικά και υποστηρίζονται από µια κοινή L2 cache µνήµη, η οποία

επιταχύνει την προσπέλαση της κύριας µνήµης. Επιπλέον, όπως παρουσιάζεται και

στην ακόλουθη σχηµατική αναπαράσταση, η κάρτα διαθέτει ένα δίαυλο επικοινωνίας

(Host Interface) για τη µεταφορά δεδοµένων από και πρός τον κεντρικό υπολογιστή, ένα

προγραµµατιστή (Gigathread) που διανέµει τις οµάδες υπολογιστικών νηµάτων στους

πολυεπεξεργαστές και 6 64-bit τοµείς µνήµης DRAM µε συνολική κύρια µνήµη 6 GB.

Πρέπει να αναφερθεί ότι σε αρκετά µοντέλα αρχιτεκτονικής Fermi, η εταιρεία NVIDIA

έχει απενεργοποιήσει ένα αριθµό πολυεπεξεργαστών για πρακτικούς λόγους (κατανάλω-

ση ισχύος, µείωση ϑερµότητας). Για παράδειγµα η σειρά Tesla έχει ενεργούς µόνο τους

14 από τους 16 πολυεπεξεργαστές.

Πολυεπεξεργαστής σε κάρτα Tesla αρχιτεκτονικής Fermi

Κάθε πολυεπεξεργαστής σε µια κάρτα Tesla τύπου Fermi[50], υπολογιστικής δυνα-

τότητας 2.0 αποτελείται από:
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Σχήµα 1.11: Σχηµατική αναπαράσταση µιας κάρτας γραφικών αρχιτεκτονικής Fermi. Οι
16 πολυεπεξεργαστές ϐρίσκονται περιµετρικά της κοινής L2 cache µνήµης. Κάθε πολυπεξερ-
γαστής αποτελείται από 32 CUDA πυρήνες (µε πράσινο χρώµα), 2 µονάδες χειρισµού warps (µε
πορτοκαλί χρώµα), µνήµες και registers (µε γαλάζιο χρώµα), [50].

• 32 υπολογιστικούς πυρήνες CUDA

• 4 ειδικές µονάδες εκτέλεσης µαθηµατικών συναρτήσεων (SFU)

• 2 µονάδες χειρισµού warp (warp schedulers)

• 1 constant cache µνήµη

• 1 texture cache µνήµη

• 1 L1 cache µνήµη

• 1 shared µνήµη

• 16 µονάδες load-store

• 32768 32-bit καταχωρητές (registers)
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Κάθε υπολογιστικός πυρήνας CUDA διαθέτει µια µονάδα FPU (Floating Point Unit)

και µια µονάδα ALU (Arithmetic Logic Unit), µε τις οποίες µπορεί να εκτελέσει πράξεις

κινητής υποδιαστολής (floating point) και ακεραίων (integer) αντίστοιχα. Στις κάρτες

Σχήµα 1.12: Σχηµατική αναπαράσταση ενός υπολογιστικού πυρήνα CUDA, [50].

τύπου Fermi, η µονάδα AL υποστηρίζει τις συνήθεις λογικές και µαθηµατικές πράξεις

µε ακρίβεια 32 και 64 bit για λειτουργίες όπως µετατροπή, σύγκριση και αλλαγή. Ε-

πιπρόσθετα, στη µονάδα FP οι πράξεις κινητής υποδιαστολής υποστηρίζουν πλέον το

πρότυπο IEEE 754-2008. Οι αριθµοί που ϐρίσκονται πολύ κοντά στο 0 (subnormal

numbers), ώστε να µην µπορούν να αναπαρασταθούν σε κανονικοποιηµένη µορφή, δεν

αντικαθίστανται µε 0, αλλά τυγχάνουν ορθότερου χειρισµού, ενώ εξασφαλίζονται 4 τρό-

ποι στρογγυλοποίησης. Επίσης, εισάγεται η λειτουργία FMA (Fused Multiply-ADD), µια

ϐελτιωµένη έκδοση της λειτουργίας MAD (Multiply-Addition), που παρέχει υψηλότερη

ακρίβεια στα αριθµητικά αποτελέσµατα προσθέσεων−πολλαπλασιασµών.

Οι τέσσερις ειδικές µονάδες εκτέλεσης µαθηµατικών συναρτήσεων (SFU) του πολυε-

πεξεργαστή εκτελούν υπερβατικές οδηγίες όπως τριγωνοµετρικές, εκθετικές και αντίστρο-

ϕες. Κάθε ειδική µονάδα εκτελεί µια οδηγία ανά thread σε κάθε κύκλο του ϱολογιού,

συνεπώς για την εκτέλεση ενός warp απαιτούνται 8 κύκλοι.

Κάθε πολυεπεξεργαστής διαθέτει επίσης 2 µονάδες χειρισµού των warps, που ορίζουν

στα warps τις εργασίες που ϑα εκτελέσουν. Τα warps, αφού συµπληρωθούν µε 32

threads, παίρνουν ένα αύξοντα αριθµό (warp 0, warp 1, κ.ο.κ). Οι 32 υπολογιστικοί
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Σχήµα 1.13: Σχηµατική αναπαράσταση της λειτουργίας FMA σε σχέση µε τη λειτουργία
MAD, σε Fermi-based GPU, [50].

πυρήνες χωρίζονται σε 2 οµάδες των 16. Η πρώτη µονάδα αναλαµβάνει να αναθέσει τα

warps µε άρτιο αριθµό στη µια οµάδα υπολογιστικών πυρήνων ή στις ειδικές µονάδες

µαθηµατικών συναρτήσεων ή στις µονάδες load-store, ενώ η δεύτερη αναθέτει τα warps

µε περιττό αριθµό αντίστοιχα.

Οι δύο µονάδες εκτελούν τα warps ανεξάρτητα στις περισσότερες περιπτώσεις. Για

παράδειγµα, µπορούν να εκτελεστούν ταυτόχρονα δύο αριθµητικές πράξεις µεταξύ α-

κεραίων αριθµών, δύο απλής ακρίβειας, συνδυασµός απλής ακρίβειας και SFU, κ.ο.κ.

Σε περίπτωση όµως που ένα warp πρέπει να πραγµατοποιήσει αριθµητικές πράξεις µε

πραγµατικούς διπλής ακρίβειας η µια µονάδα δεσµεύει το σύνολο των πυρήνων του

πολυεπεξεργαστή, αφήνοντας ελεύθερες για χρήση απο άλλα warps τις SFU και τη δυ-

νατότητα προσπέλασης της µνήµης.

Γίνεται αντιληπτό ότι η εκτέλεση αριθµητικών πράξεων µε διπλής ακρίβειας πραγ-

µατικούς αριθµούς πραγµατοποιείται µε τη µισή ταχύτητα σε σχέση µε την εκτέλεση

πράξεων µε αριθµούς απλής ακρίβειας, αφού χρησιµοποιούνται οι µισοί πυρήνες κάθε

πολυεπεξεργαστή. Συγκεκριµένα, στη κάρτα Tesla M2070 η ταχύτητα εκτέλεσης πρά-
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Σχήµα 1.14: Η µια µονάδα χειρισµού των warps αναλαµβάνει την ανάθεση αυτών µε άρτιο
αριθµό στους υπολογιστικούς πυρήνες και η άλλη αυτών µε περιττό αριθµό, [50].

ξεων διπλής ακρίβειας ϕτάνει τα 515 Gflops ενώ σε απλή ακρίβεια τα 1.03 Tflops. Σε

προηγούµενες αρχιτεκτονικές (π.χ. GT200), η αντίστοιχη ταχύτητα διπλής ακρίβειας

διαµορφωνόταν στα 86 Gflops, δίνοντας ένα λόγο ταχυτήτων εκτέλεσης περίπου ίσο µε

1/12, ενώ πλέον αντιστοιχεί σε 1/2.

Οι 16 µονάδες load-store κάθε υπολογιστικού πυρήνα χειρίζονται τις λειτουργίες µνή-

µης. Η constant cache µνήµη και η texture cache µνήµη είναι ενδιάµεσες µνήµες που

επιταχύνουν την προσπέλαση των constant και texture µνηµών, που ϐρίσκονται µαζί µε

την κύρια µνήµη της κάρτας γραφικών. Το µέγεθος τους σε µια Tesla M2070 είναι 8KB

και 8KB αντίστοιχα. Η shared και L1 cache ϐρίσκονται στον ίδιο χώρο του πολυεπε-

ξεργαστή και αποτελούν την τοπική του µνήµη. Η shared µνήµη παρέχει τη δυνατότητα

πρόσβασης σε ενδιάµεσα αποτελέσµατα υπολογισµών και µικρές ποσότητες δεδοµένων,

ενώ η L1 cache µνήµη χρησιµοποιείται για άµεση προσπέλαση ϑέσεων της κύριας µνή-

µης. Στις Fermi-based κάρτες η τοπική µνήµη είναι 64 KB και ο προγραµµατιστής έχει

τη δυνατότητα να επιλέξει ϱύθµιση µεταξύ των 16KB/48KB ή 48KB/16KB για shared

και L1 cache αντίστοιχα. Η επιλογή εξαρτάται από τις απαιτήσεις σε shared µνήµη ενός
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Σχήµα 1.15: Η εκτέλεση των warps γίνεται ταυτόχρονα, εκτός της περίπτωσης όπου εκτε-
λούνται πράξεις αριθµητικής διπλής ακρίβειας οπότε δεσµεύεται το σύνολο των πυρήνων του
πολυπεξεργαστή, [50].

kernel και τη συχνότητα πρόσβασης του στη κύρια µνήµη (ώστε να είναι αποδοτική η

αύξηση του µεγέθους της L1 cache). Σηµειώνεται ότι σε κάρτες υπολογιστικής δυνατό-

τητας 2.0, δίνεται η δυνατότητα στον προγραµµατιστή να Ϲητήσει τη µη χρησιµοποίηση

της L1 cache µνήµης[50]. Τέλος, κάθε πολυεπεξεργαστής διαθέτει 32768 καταχωρητές

των 32-bit. Η ανάγκη κάθε kernel σε καταχωρητές διαµορφώνει τον αριθµό των threads

σε κάθε block όπως περιγράφεται σε επόµενη παράγραφο.

Συνοψίζοντας, οι κάρτες αρχιτεκτονικής Fermi παρέχουν τη δυνατότητα εκτέλεσης α-

ϱιθµητικών πράξεων διπλής ακρίβειας µε µεγαλύτερη ταχύτητα σε σχέση µε αυτές προη-

γούµενων αρχιτεκτονικών, που είναι απαραίτητη για ακριβείς υπολογισµούς σε διάφορες

επιστηµονικές εφαρµογές. Επιπλέον, η κύρια µνήµη της κάρτας υποστηρίζεται από τις

ενδιάµεσες µνήµες επιπέδου L1, L2 cache που επιταχύνουν την πρόσβαση σε αυτήν.
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Κεφάλαιο 2

Πρότυπα ανάπτυξης
παραλληλοποιήσιµων εφαρµογών

Η αρχιτεκτονική των σηµερινών υπερυπολογιστικών συστηµάτων είναι ϐασισµένη σε ένα

εξειδικευµένο ταχύτατο δίκτυο διασύνδεσης εκατοντάδων ή και χιλιάδων υπολογιστικών

κόµβων[38]. Κάθε υπολογιστικός κόµβος αποτελείται από ένα πολυεπεξεργαστικό σύστη-

µα, το οποίο µπορεί να διαθέτει και ένα µονοψήφιο αριθµό γραφικών υποσυστηµάτων.

΄Αρα το µοντέλο ανάπτυξης των εφαρµογών για τη πλήρη εκµετάλλευση ενός τέτοιου υπο-

λογιστικού µηχανήµατος πρέπει να ϐασιστεί σε αυτό της κοινής-κατανεµηµένης µνήµης.

Αυτό συµβαίνει, διότι οι υπολογιστικοί κόµβοι διαθέτουν αποκλειστικής χρήσης µνήµη,

η οποία είναι ϕυσικά κατανεµηµένη στο κάθε κόµβο, ενώ ϑεωρείται κοινή για όλους τους

επεξεργαστές του. Οπότε κατά την ανάπτυξη των εφαρµογών ϑα πρέπει ο χρήστης να

εφαρµόσει ένα πρότυπο ανταλλαγής πληροφοριών-µηνυµάτων µεταξύ των υπολογιστι-

κών κόµβων, ενώ για καθένα από αυτούς η διαχείριση µνήµης/υπολογιστικών πυρήνων

είναι διαφορετική. Τα πρότυπα ανάπτυξης εφαρµογών, τα οποία έχουν καθιερωθεί µέ-

χρι σήµερα είναι το MPI [26, 27, 35] για τη πρώτη περίπτωση, ενώ για τη δεύτερη το

OpenMP [34]. Για τη περίπτωση χρήσης γραφικών υποσυτηµάτων κατά την ανάπτυξη

εφαρµογών είναι εφικτή επιπλέον η χρήση των γλωσσών προγραµµατισµού CUDA [30],

OpenCL [25] ή του προτύπου OpenACC [33]. Η υλοποίηση των αριθµητικών µεθόδων

της παρούσας διατριβής πραγµατοποιήθηκε σε γλώσσα Fortran µε χρήση των MPI, O-

penMP και OpenACC προτύπων. Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα τρία πρότυπα και
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ιδιαίτερα τα υποπρογράµµατα και οι απαιτούµενες ϱυθµίσεις εκτέλεσης των εφαρµογών

που χρησιµοποιήθηκαν.

2.1 Το πρότυπο MPI

2.1.1 Εισαγωγή

Το πρότυπο διεπαφής ανταλλαγής µηνυµάτων MPI (Message Passing Interface) είναι

µια ϐιβλιοθήκη συναρτήσεων και υποπρογραµµάτων, µέσω των οποίων είναι εφικτή η

διαχείριση της επικοινωνίας µεταξύ επεξεργαστών σε υπολογιστικά συστήµατα παράλ-

ληλης αρχιτεκτονικής. Αποτελείται από ένα πρωτόκολλο επικοινωνίας που υποστηρίζει

ϑύρα προς ϑύρα (point−to−point) και συλλογική (collective) επικοινωνία σε επεξεργα-

στές οργανωµένους και συνδεδεµένους, έτσι ώστε να ϑεωρούνται ως ένα ενιαίο σύστη-

µα (computer cluster). Η κύρια ϐιβλιοθήκη του MPI περιλαµβάνει υποπρογράµµα-

τα αποστολής/λήψης δεδοµένων (send/receive operations), διαµοιρασµού δεδοµένων

(scatter operation), συνδυασµού αποτελεσµάτων (gather/reduce operations), συγχρονι-

σµού των πυρήνων (barrier) [26, 27, 35].

2.1.2 Μοντέλο Ανάπτυξης Εφαρµογών MPI

Κατά την ανάπτυξη εφαρµογών µε χρήση του προτύπου MPI, στην εκτέλεση συµµετέ-

χουν περισσότεροι από ένας επεξεργαστικοί−υπολογιστικοί πυρήνες, οι οποίοι επικοι-

νωνούν καλώντας υποπρογραµµάτα του προτύπου, µε αποστολή και λήψη µηνυµάτων.

Ο αριθµός των υπολογιστικών πυρήνων που συµµετέχουν καθορίζεται στην αρχή του

προγράµµατος και καθένας αναλαµβάνει να εκτελέσει και µια ξεχωριστή διεργασία, ο-

ϱίζοντας έτσι το προγραµµατιστικό µοντέλο του MPI να είναι γενικά MIMD (Multiple

Instructions Multiple Data) από το σύνηθες SIMD, όπου όλοι οι επεξεργαστές εκτελούν

τις ίδιες διεργασίες σε διαφορετικά δεδοµένα. Κάθε διεργασία χρησιµοποιεί το δικό της

χώρο διευθύνσεων µνήµης για τα δεδοµένα της, η µεταφορά των οποίων απο τη µια στην

άλλη γίνεται όποτε καθοριστεί αναγκαίο από τον προγραµµατιστή µε ανταλλαγή µηνυ-
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µάτων. Η ανταλλαγή είναι δυνατή µεταξύ δύο πυρήνων, όπου ο ένας λαµβάνει, ο άλλος

αποστέλλει και ανάποδα (point−to−point, ή συλλογικά (collective) όταν ένας πυρήνας

αποστέλλει ή λαµβάνει απο τους υπόλοιπους.

Την οργάνωση της επικοινωνίας µεταξύ των υπολογιστικών πυρήνων αναλαµβάνει

ένας χειριστής (communicator), ο οποίος αρχικά αριθµεί τους πυρήνες και τους ταξι-

νοµεί. Ο αριθµός που αντιστοιχίζεται σε κάθε πυρήνα καλείται τάξη του (rank) στον

συγκεκριµένο communicator και αποτελεί καθοριστική παράµετρο στην ανταλλαγή των

µηνυµάτων. ΄Οσοι πυρήνες ανήκουν στον ίδιο communicator µπορούν να επικοινωνούν

µεταξύ τους ακόµα και αν ανήκουν σε διαφορετικά MPI προγράµµατα. Ο εξ΄ ορισµού

communicator στο MPI είναι ο MPI_COMM_WORLD, ο οποίος καλείται αυτόµατα απο

το MPI στην έναρξη του προγράµµατος, και περιέχει όλους τους διαθέσιµους πυρήνες

που δηλώνονται απο το χρήστη. Ο αριθµός τους, δηλαδή το µέγεθος του communicator

επιστρέφεται από τη συνάρτηση MPI_COMM_SIZE. Στο σχήµα 2.1 εµφανίζεται ένα πα-

ϱάδειγµα ταξινόµησης απο δύο διπλοπύρηνα και δύο µονοεπεξεργαστικά υπολογιστικά

συστήµατα συνδεδεµένα σε ένα δίκτυο.

Σχήµα 2.1: Παράδειγµα ταξινόµησης επεξεργαστών ενός cluster
στο MPI_COMM_WORLD
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Για να χρησιµοποιηθεί το MPI σε ένα πρόγραµµα εντολών της γλώσσας προγραµµατι-

σµού Fortran πρέπει πρώτα να δηλωθεί η χρήση του µε την εντολή #include”mpi.h”,

ώστε να ϕορτωθεί η ϐιβλιοθήκη µε όλα τα πρωτότυπα των συναρτήσεων και τις δοµές των

δεδοµένων που χρειάζεται ένα MPI πρόγραµµα.

Για την εκκίνηση του προγράµµατος είναι απαραίτητη η κλήση της συνάρτησης

MPI_Init, η οποία ενεργοποιεί το πρότυπο, ενώ για τον τερµατισµό του προγράµµατος

καλείται η MPI_Finalize, από όλες τις διεργασίες, η οποία απελευθερώνει όλους τους

πόρους που είχαν δεσµευθεί για το πρότυπο.

Σχήµα 2.2: Σχηµατική αναπαράσταση της δοµής λειτουργίας του προτύπου MPI

2.1.3 Βασικά Υποπρογράµµατα του προτύπου MPI

Στη συνέχεια παρουσιάζονται συνοπτικά τα κυριότερα υποπρογράµµατα του MPI που

χρησιµοποιήθηκαν στις αναπτύξεις εφαρµογών της παρούσας διατριβής. Η κλήση κά-

ϑε υποπρογράµµατος απαιτεί συγκεκριµένες παραµέτρους για ορίσµατα, των οποίων ο

τύπος και η σειρά δήλωσης περιγράφονται αναλυτικά στο εγχειρίδιο του MPI [26, 27, 35].
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• MPI_SEND Με κλήση της αποστέλλονται µέσω µηνύµατος δεδοµένα από ένα ή πε-

ϱισσότερους υπολογιστικούς πυρήνες. Το µήνυµα έχει συγκεκριµένη ταυτότητα−ετικέτα

(tag) και απευθύνεται σε αντίστοιχο αριθµό πυρήνων, που έχουν οριστεί σε κατά-

σταση παραλαβής (µε το MPI_RECV) και ανήκουν στον ίδιο communicator.

• MPI_RECV Με κλήση της ένας ή περισσότεροι επεξεργαστές λαµβάνουν το µήνυµα

που απέστειλε αντίστοιχος αριθµός επεξεργαστών µε την MPI_SEND.

• MPI_BCAST Με την κλήση της ένας επεξεργαστής αναµεταδίδει µέσω µήνυµατος

δεδοµένα προς όλους τους υπόλοιπους επεξεργαστές του ίδιου communicator, κα-

ϑένας απο τους οποίους ϑα έχει πλέον ένα πλήρες αντίγραφο αυτών των δεδοµένων.

• MPI_GATHER Υποδεικνύει σε ένα επεξεργαστή να συγκεντρώσει τιµές δεδοµένων

από τους υπόλοιπους, εντός ίδιου communicator σε µια εννιαία µορφή δεδοµένων.

• MPI_SCATTER Υποδεικνύει σε ένα επεξεργαστή να µοιράσει τιµές δεδοµένων

στους υπόλοιπους επεξεργαστές της οµάδας. Τα δεδοµένα, οι τιµές ενός διανύ-

σµατος για παράδειγµα, ϑα µοιραστούν ισοµερώς στους υπόλοιπους επεξεργαστές

ανάλογα το πλήθος τους, συνεπώς καθένας τους δεν γνωρίζει όλες τις τιµές αλλά το

τµήµα που του αναλογεί.

• MPI_REDUCE Μετατρέπει τιµές δεδοµένων σε κάθε επεξεργαστή σε µια µοναδική

τιµή, εφαρµόζοντας κατάλληλες πράξεις όπως άθροισµα, γινόµενο, εύρεση µεγί-

στου, εύρεση ελαχίστου.

Το σχήµα 2.3 παρουσιάζει σχηµατικά τη λειτουργία των ϐασικών υποπρογραµµάτων

του MPI.
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Σχήµα 2.3: Σχηµατική αναπαράσταση υποπρογραµµάτων ανταλλαγής µηνυµάτων του προ-
τύπου MPI

2.2 Το πρότυπο OpenMP

2.2.1 Εισαγωγή

Στην ενότητα αυτή ϑα παρουσιαστεί συνοπτικά το µοντέλο προτύπου OpenMP το οποίο

χρησιµοποιήθηκε για την εκτέλεση εφαρµογών στην παρούσα διατριβή, σε επίπεδο host-

only αλλά και ετερογενή (heterogenous) multi-GPU συστηµάτων.

Το OpenMP (Open specifications for MultiProcessing) είναι µια διεπαφή προγραµ-

µατισµού εφαρµογών (API, Application Programming Interface) που παρέχει τη δυνα-

τότητα παράλληλου προγραµµατισµού σε αρχιτεκτονικές κοινής µνήµης. Είναι συµβατό

µε τις γλώσσες προγραµµατισµού C/C++ και Fortran. Χαρακτηρίζεται από τα παρακάτω

στοιχεία

• Οδηγίες (Compiler Directives): Σύνολο από οδηγίες προς τον µεταγλωττιστή

(compiler), οι οποίες ενσωµατώνονται στον κώδικα µε τη µορφή σχολίων, και υπο-

δεικνύουν στον compiler τις περιοχές παράλληλης εκτέλεσης, διαχείρισης δεδοµέ-
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νων, συγχρονισµού ή καταµερισµού εργασιών.

• Συναρτήσεις Βιβλιοθήκης (Library Routines): Συναρτήσεις ϐιβλιοθήκης µε τη

χρήση των οποίων διαµορφώνεται ανάλογα η παράλληλη εκτέλεση ή επιστρέφονται

πληροφορίες σχετικές µε τον τρόπο εκτέλεσης που έχει επιλεγεί.

• Μεταβλητές Περιβάλλοντος (Environment Variables): Μεταβλητές περιβάλλον-

τος χρηστών για τον έλεγχο της παράλληλης εκτέλεσης στο περιβάλλον εργασίας.

Το OpenMP API δηµιουργήθηκε µε ϐάση την ανάγκη για ύπαρξη ενός κοινού προτύ-

που για τον παράλληλο προγραµµατισµό σε αρχιτεκτονικές υπολογιστών κοινής µνήµης.

Στον καθορισµό του συµµετέχουν εταιρείες κατασκευής υλικού και λογισµικού υπολογι-

στικών συστηµάτων, ενώ στην καθολική αποδοχή του συνετέλεσε το γεγονός ότι παρείχε

τη δυνατότητα της µερικής παραλληλοποίησης, σε αντίθεση µε το πρότυπο MPI, όπου

ο παραλληλισµός είναι ολοκληρωτικός ή µηδενικός. Η πρώτη έκδοση του προτύπου

κυκλοφόρησε το 1997, ενώ η τρέχουσα έκδοση είναι η 3.1 [15, 34].

2.2.2 Μοντέλο Ανάπτυξης Εφαρµογών

Το µοντέλο παραλληλισµού που εφαρµόζεται είναι thread based, στηρίζεται δηλαδή στην

ύπαρξη πολλών υπολογιστικών νηµάτων (threads) που µοιράζονται τον ίδιο χώρο µνή-

µης. Ο αριθµός των threads καθορίζεται απο το χρήστη, ανάλογα τις δυνατότητες του

µηχανήµατος, µε χρήση της κατάλληλης συνάρτησης ϐιβλιοθήκης ή ϑέτοντας την κατάλ-

ληλη µεταβλητή περιβάλλοντος του κελύφους. Το πρόγραµµα στο οποίο γίνεται χρήση

του προτύπου OpenMP, ξεκινά να εκτελείται σειριακά από ένα thread (master thread)

σαν µια διεργασία, µέχρις ότου αυτό συναντήσει οδηγία παράλληλης εκτέλεσης. Τότε το

master thread δηµιουργεί µια οµάδα από threads, µε το πλήθος που όρισε ο προγραµ-

µατιστής, τα οποία εκτελούν παράλληλα τις εντολές που περιέχονται στην περιοχή αυτή

του κώδικα. Το master thread αποτελεί επίσης µέλος της οµάδας υπολογισµών. Εντός

της παραλληλοποιήσιµης περιοχής δεν υπάρχει συγχρονισµός µεταξύ threads, καθένα
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µπορεί να ϕτάσει σε οποιοδήποτε σηµείο της οποιαδήποτε χρονική στιγµή. Στο τέλος

της περιοχής, έχει δηµιουργηθεί ένα ϕράγµα (barrier) όπου τα threads συγχρονίζονται

και αφήνουν τη συνέχεια της εκτέλεσης στο master thread, παραµένοντας ανενεργά µέ-

χρι την επόµενη περιοχή παράλληλης εκτέλεσης[15]. Το µοντέλο αυτό εκτέλεσης είναι

γνωστό και ως FORK−JOIN.

Σχήµα 2.4: Fork−Join

Οι περιοχές παραλληλοποίησης ορίζονται µε τις κατάλληλες οδηγίες προς το µετα-

γλωττιστή, η σύνταξη των οποίων περιγράφεται στη συνέχεια.

2.2.3 Μοντέλο ∆ιαχείρισης Μνήµης στο OpenMP

Το πρότυπο OpenMP είναι σχεδιασµένο, όπως προαναφέρθηκε, για πολυεπεξεργαστικά

µηχανήµατα µε κοινή µνήµη. ΄Ολα τα threads έχουν πρόσβαση στις ϑέσεις µνήµης, ενώ

το καθένα µπορεί να έχει και µια αποκλειστική εικόνα µερους της, σε περίπτωση που

τα δεδοµένα σε αυτές τις ϑέσεις αφορούν κάθε thread ξεχωριστά. Κάθε µεταβλητή εντός

παράλληλης περιοχής µπορεί να είναι κοινής(shared) ή αποκλειστικής(private) χρήσης,

να είναι δηλαδή προσβάσιµη, είτε από όλα τα threads, είτε καθένα να έχει ξεχωριστό

αντίγραφο αυτής της µεταβλητής. Εξ΄ ορισµού, εντός παράλληλων περιοχών οι µεταβλη-

τές είναι κοινές για όλα threads. Ωστόσο, ο καταµερισµός αυτών των δεδοµένων οδηγεί

ορισµένες ϕορές σε ένα ιδιότυπο ανταγωνισµό µεταξύ των threads. Για τον έλεγχο και
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την αποφυγή τέτοιας συµπεριφοράς, που οδηγεί συνήθως σε λάθος υλοποιήσεις, επι-

ϐάλλεται η οργάνωση των δεδοµένων, όπως αλλαγή της εµβέλειας των µεταβλητών (από

shared σε private), ή οδηγία συγχρονισµού µεταξύ των threads, µε χρήση κατάλληλων

οδηγιών(directives). Γενικότερα, σε µοντέλα ανάπτυξης εφαρµογών για αρχιτεκτονικές

κοινής µνήµης, τα δύο ϐασικά Ϲητήµατα της συµπεριφοράς της µνήµης του συστήµα-

τος είναι η συνάφεια (coherence) και η συνέπεια (consistency). Η συνάφεια αναφέρεται

στη συµπεριφορά του συστήµατος µνήµης, όταν πολλαπλά threads προσπαθούν να α-

ποκτήσουν πρόσβαση σε µια συγκεκριµένη ϑέση µνήµης, ενώ η συνέπεια στην σειρά

πρόσβασης που ϑα έχουν τα threads σε διαφορετικές ϑέσεις µνήµης. Το OpenMP, όπως

αναφέρθηκε, δεν εξασφαλίζει την ορθότητα των αποτελεσµάτων σε περιπτώσεις ανταγω-

νισµού των threads για µια ϑέση µνήµης −συνάφεια− όµως εξασφαλίζει συγκεκριµένη

συµπεριφορά συνέπειας, µε χρήση κατάλληλων οδηγιών [15, 34].

2.2.4 Οδηγίες OpenMP

Η χρήση του προτύπου OpenMP µπορεί να γίνει σε γλώσσες προγραµµατισµού C,

C++ και Fortran. Η γενική σύνταξη µιας OpenMP directive γίνεται µε διαφορετικό

τρόπο στις C/C++ και Fortran. Οι παρακάτω directives που ϑα περιγραφούν, ϑα έχουν

τη σύνταξη που απαιτείται στη γλώσσα Fortran και χρησιµοποιήθηκαν στην ανάπτυξη

των εφαρµογών αυτής της διατριβής [15, 34].

Μια OpenMP directive εισάγεται σε κώδικα γλώσσας Fortran µε τη µορφή

!$omp directive clause1(var1,var2,...), clause2(var3,...),...

Ο συµβολισµός !$omp γράφεται σαν µια λέξη, χωρίς κενά, στις στήλες 1−5 του κώδικα,

ακολουθούµενος από το όνοµα της directive και, για κάποιες directives, τους όρους

(clauses) µε τις απαιτούµενες µεταβλητές (variables). Σε περίπτωση που απαιτείται συ-

νέχιση της directive στην επόµενη γραµµή, τον συµβολισµό !$omp ακολουθεί άµεσα
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το συµπλεκτικό &. Οι directives µπορούν να υποδεικνύουν παράλληλες περιοχές, να

ορίζουν την εµβέλεια των δεδοµένων ή να συγχρονίζουν τα threads. Κάθε directive εφαρ-

µόζεται µόνο στο τµήµα (block) εντολών που ακολουθεί, που πρέπει να είναι δοµηµένα

τµήµατα κώδικα, δηλαδή να έχουν ένα σηµείο εισόδου αρχικά και ένα σηµείο εξόδου

στο τέλος.

Η οδηγία !$omp parallel

Η ϑεµελιώδης directive στο OpenMP είναι η !$omp parallel, µε σύνταξη

!$omp parallel clause1(var1,var2,...), clause2(var3,...),...

. . .

δοµηµένο block κώδικα

. . .

!$omp end parallel

την οποία όταν συναντήσει το master thread, δηµιουργεί την οµάδα των threads που

εκτελούν παράλληλα τις ακολουθούµενες εντολές, όπως προαναφέρθηκε στο προγραµ-

µατιστικό µοντέλο. Η αρίθµηση των threads εντός παράλληλης περιοχής ξεκινά απο το

0, που αντιστοιχεί στον master thread, εώς και τον αριθµό N − 1, µε N αριθµό threads.

Η οδηγία !$omp do

Η οδηγία !$omp do είναι µια από τις directives διαχείρισης εργασιών (work-sharing

loops) στο OpenMP. Συντάσσεται ως

!$omp do clause1(var1,var2,...), clause2(var3,...),...

. . .

δοµηµένο block κώδικα

!$omp end do
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Σχήµα 2.5: Εκτέλεση do loop στο πρότυπο OpenMP

και υποδεικνύει ότι οι επαναλήψεις του ϐρόγχου εργασίας που ακολουθεί ϑα εκτελε-

στούν παράλληλα από τα υπολογιστικά threads. Στην έναρξη της περιοχής, τα threads

εισέρχονται ακανόνιστα, ενώ στο τέλος της υπονοείται ϕράγµα αναµονής στο οποίο συγ-

χρονίζονται όλα τα threads για την ολοκλήρωση της παράλληλης εργασίας.

Η οδηγία !$omp sections

Η οδηγία !$omp sections ανήκει και αυτή στην κατηγορία των οδηγιών διαχείρισης

εργασιών (work-sharing loops directives) στο OpenMP. Συντάσσεται ως

!$omp sections clause1(var1,var2,...), clause2(var3,...),...

!$omp section

δοµηµένο block κώδικα

!$omp section

δοµηµένο block κώδικα

!$omp end sections

και υποδεικνύει ότι τα τµήµατα του κώδικα που καθορίζονται από τη section οδηγία

ϑα διαµοιραστούν και ϑα εκτελεστούν από τα threads της οµάδας υπολογισµών. Κάθε
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section ϑα εκτελεστεί µια ϕορά από ένα thread. ∆ιαφορετικά sections εκτελούνται απο

διαφορετικά threads.

΄Οροι(Clauses)

΄Οροι που χρησιµοποιήθηκαν στη συγκεκριµένη διατριβή και µπορούν να χρησιµοποιη-

ϑούν στις παραπάνω directives είναι οι εξής

• shared(var1,var2,..) Οι τιµές των µεταβλητών που περιέχονται ϑα είναι

κοινές για όλα τα threads (τα threads ϑα προσπελάσουν τις ίδιες ϑέσεις µνήµης)

• private(var1,var2,..) Κάθε thread ϑα έχει δικό του αντίγραφο για τις

µεταβλητές που έχουν δηλωθεί στην συγκεκριµένη directive.

• if (True−False) Η παραλληλοποιήση ϑα εφαρµοστεί ή όχι, ανάλογα τη δε-

δοµένη λογική έκφραση.

Η οδηγία !$omp barrier

Η !$omp barrier συγχρονίζει όλα τα threads της οµάδας σε δεδοµένο σηµείο του κώδικα.

Συντάσσεται ως

!$omp barrier

και ουσιαστικά, το πρώτο thread που ϕτάνει σε αυτή την εντολή περιµένει όλα τα υ-

πόλοιπα να ϕτάσουν και κατόπιν συνεχίζουν όλα µαζί την παράλληλη εκτέλεση που

ακολουθεί.
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2.2.5 Συναρτήσεις Βιβλιοθήκης

Οι συναρτήσεις ϐιβλιοθήκης παρέχουν λειτουργίες σχετικές µε την εκτέλεση του προ-

γράµµατος όπως τον ορισµό του αριθµού των threads, πληροφορίες σχετικά µε τον αριθ-

µό των threads ή τον αριθµό των διαθέσιµων επξεργαστών. Στη διατριβή χρησιµοποίη-

ϑηκαν σε κάποιες εκτελέσεις η συνάρτηση omp_get_num_threads, η οποία επιστρέφει

τον αριθµό των threads που είναι ενεργά στην συγκεκριµένη παράλληλη περιοχή, και

η διαδικασία omp_set_num_threads (αριθµός threads), η κλήση της οποίας ϑέτει τον

αριθµό που ϑα χρησιµοποιθούν στην εκτέλεση που ακολουθεί.

2.2.6 Μεταβλητές Περιβάλλοντος Χρηστών

Το πρότυπο OpenMP παρέχει τη δυνατότητα διαµόρφωσης των µεταβλητών κελύφους του

περιβάλλοντος εκτέλεσης, µε σκοπό την παραµετρικοποίηση της εκτέλεσης του παράλλη-

λου κώδικα. Οι εντολές τους γράφονται µε κεφαλαία γράµµατα. Στη διατριβή επιλέχθηκε

η χρήση της OMP_NUM_THREADS µε την εντολή export OMP_NUM_THREADS = α-

ϱιθµός threads, η οποία όπως γίνεται κατανοητό επιλέγει τον αριθµό των threads που

ϑα χρησιµοποιηθούν.

2.3 Το πρότυπο OpenACC

2.3.1 Εισαγωγή

Η ενότητα αυτή παρουσιάζει συνοπτικά το πρότυπο ανάπτυξης εφαρµογών OpenACC,

το οποίο χρησιµοποιήθηκε στην παρούσα διατριβή για την υλοποίηση αλγορίθµων σε

γραφικά υποσυστήµατα υπολογισµών.

Το πρότυπο OpenACC [33], είναι µια διεπαφή προγραµµατισµού εφαρµογών (API,

Application Programming Interface), µε την οποία µπορεί ο προγραµµατιστής να µε-
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ταθέσει την εκτέλεση µέρους του κώδικα προγράµµατος (σε γλώσσες προγραµµατισµού

C, C++ ή Fortran) απο τον κεντρικό επεξεργαστή (host−CPU) σε µια ή περισσότερες

συσκευές επιτάχυνσης (accelerator devices). Η έννοια επιταχυντής αναφέρεται σε οποιο-

δήποτε µέσο εκτέλεσης υπολογισµών διαφορετικό του κεντρικού επεξεργαστή. ΄Οπως

έχει ήδη αναφερθεί, στην παρούσα διατριβή ως επιταχυντές χρησιµοποιήθηκαν κάρ-

τες γραφικών υποσυστηµάτων (GPUs), κατά συνέπεια όλες οι αναφορές για GPUs που

ακολουθούν και σχετίζονται µε το πρότυπο, ισχύουν και για κάθε άλλο επιταχυντή.

Το πρότυπο OpenACC χαρακτηρίζεται απο τα παρακάτω στοιχεία :

• Οδηγίες (Compiler Directives): ΄Ενα σύνολο από οδηγίες προς τον µεταγλωττιστή

(compiler), γνωστές ως directives, οι οποίες ενσωµατώνονται στον κώδικα µε τη

µορφή σχολίων, και υποδεικνύουν στον compiler τα τµήµατα του κώδικα που ϑα

εκτελεστούν στη GPU, χωρίς να χρειάζεται ο προγραµµατιστής να διαµορφώσει

εξόλοκλήρου τον κώδικα για να εκτελεστεί σε κάποια συσκευή GPU.

• Συναρτήσεις Βιβλιοθήκης (Library Routines): Οι συναρτήσεις ϐιβλιοθήκης χρό-

νου εκτέλεσης, µε χρήση των οποίων µπορεί ο προγραµµατιστής να εκκινήσει, να

διαµορφώσει ή να τερµατίσει τη συµµετοχή των GPUs στην εκτέλεση του προγράµ-

µατος.

• Μεταβλητές Περιβάλλοντος (Environment Variables): Οι µεταβλητές περιβάλ-

λοντος χρηστών, µε τις οποίες µπορεί ο χρήστης να καθορίσει τον τύπο και το

πλήθος των GPUs που χρησιµοποιούνται κατά την εκτέλεση του προγράµµατος,

µέσω του περιβάλλοντος εκτέλεσης µιας εφαρµογής.

Το OpenACC ξεκίνησε να αναπτύσσεται, το 2010, από µια συνεργασία των εταιρειών

NVIDIA, Cray, PGI και CAPS Enterprise [18, 33, 36]. Παρά την ύπαρξη αρκετών άλλων

γλωσσών προγραµµατισµού για GPUs, σε όλες ϑεωρούνταν αναγκαία η καλή γνώση των

τεχνικών χαρακτηριστικών της GPU και η µετατροπή του κώδικα που ϑα εκτελεστεί στη

GPU στην κατάλληλη γλώσσα, δηµιουργώντας πλήθος διαφορετικών τµηµάτων κώδικα.
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Ταυτόχρονα, ήταν επίπονη διαδικασία η εκ των υστέρων διαµόρφωση του κώδικα (π.χ.

νέες προσθήκες), ενώ και η εκτέλεση σε νεότερης τεχνολογίας GPU, µε άλλα χαρακτηρι-

στικά, απαιτούσε σηµαντικές αναπροσαρµογές. ΄Ετσι, η ανάπτυξη ενός τέτοιου προτύπου

είχε ως απώτερο σκοπό την απλούστευση της διαδικασίας παράλληλου προγραµµατισµού

ετερογενών συστηµάτων (CPU/GPU), χρησιµοποιώντας αντίστοιχη υψηλού προγραµµα-

τιστικού επιπέδου προσέγγιση µε αυτήν του προτύπου OpenMP (directive-based appro-

ach). Η πρώτη επίσηµη έκδοση του OpenACC API (ver. 1.0) κυκλοφόρησε το Νοέµβριο

του 2011, µε την υποστήριξη των παραπάνω εταιρειών. Η NVIDIA κατασκευάζει κάρτες

γραφικών αρχιτεκτονικής CUDA στην οποία στηρίζεται το πρότυπο, ενώ οι Cray, PGI και

CAPS αναπτύσσουν σχετικό λογισµικό που υποστηρίζει το πρότυπο και διατίθεται στην

αγορά. Το Μάρτιο του 2013 ανακοινώθηκε και το προσχέδιο της δεύτερης έκδοσης (ver.

2.0), µε σηµαντικές αλλαγές και προσθήκες, κυρίως όσον αφορά τις κλήσεις υποπρο-

γραµµάτων εντός της περιοχής παραλληλοποίησης, την ύπαρξη παράλληλων διεργασιών

µέσα σε ήδη υπάρχουσες,κ.α. Η έκδοση 2.0 είναι διαθέσιµη από τον Ιούλιο του 2013

[36].

2.3.2 Μοντέλο Ανάπτυξης Εφαρµογών

Κατά την εκτέλεση εφαρµογών µε το πρότυπο OpenACC συµµετέχουν ο κεντρικός επε-

ξεργαστής (CPU) και µια ή περισσότερες κάρτες γραφικών. Την καθοδήγηση και τον

κύριο έλεγχο του προγράµµατος αναλαµβάνει ο επεξεργαστής (CPU), στον οποίο εκτε-

λείται και το κύριο µέρος του προγράµµατος, ενώ τα τµήµατα µε µεγάλο υπολογιστικό

ϕόρτο και αυξηµένες ιδιότητες παραλληλοποίησης ανατίθενται για εκτέλεση στη GPU

[59].

Αναλυτικότερα, ο CPU αναλαµβάνει να :

• ∆εσµεύσει ϑέσεις στη µνήµη της GPU για τα δεδοµένα
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Σχήµα 2.6: Μοντέλο Εκτέλεσης εφαρµογής στο πρότυπο OpenACC

• Μεταφέρει τα δεδοµένα στις ϑέσεις µνήµης της GPU

• Στείλει το κατάλληλο τµήµα του κώδικα για εκτέλεση στην GPU

• Περιµένει την ολοκλήρωση των διεργασιών της GPU

• Μεταφέρει τα δεδοµένα από την µνήµη της GPU

• Απελευθερώσει τις ϑέσεις µνήµης της GPU

Απο την άλλη µεριά η GPU, εκτελεί το συγκεκριµένα τµήµατα του κώδικα σε περιοχές

παράλληλης εκτέλεσης (parallel regions ή kernels regions), όπου περιέχονται ϐρόγχοι

εργασίας (work-sharing loops). Οι ϐρόγχοι αντιστοιχίζονται σε κατάλληλα νήµατα υπο-

λογισµών(GPU threads), τα οποία αναλαµβάνουν την εκτέλεση του προγράµµατος.

2.3.3 Μοντέλο ∆ιαχείρισης Μνήµης

Η διαχείριση της µνήµης είναι µια σηµαντική παράµετρος στην εκτέλεση ενός προ-

γράµµατος, είτε αυτό εκτελείται αποκλειστικά σε CPU (host-only program), είτε όταν

εκτελείται σε CPU και GPU (host-accelerator program). Ο λόγος είναι ότι η πλειοψηφία

των GPUs που κυκλοφορούν σήµερα, όπως προαναφέρθηκε, έχουν αυτόνοµη µνήµη,

διαφορετική απο αυτή του CPU. Σε αυτή την περίπτωση, πρέπει να πραγµατοποιηθεί

µεταφορά των δεδοµένων, την οποία αναλαµβάνει ο CPU, χρησιµοποιώντας το πρότυ-

πο ΄Αµεσης Προσπέλασης Μνήµης (DMA). Στις χαµηλού προγραµµατιστικού επιπέδου
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γλώσσες CUDA και OpenCL, τη µεταφορά των δεδοµένων διαχειρίζεται ο χρήστης µε κα-

τάλληλες εντολές, οι οποίες συνήθως επιβαρύνουν υπερβολικά τον κώδικα. Τα δεδοµένα

µεταφέρονται απο τον CPU στην GPU, άµεσα (explicit). Στο OpenACC η µεταφορά γίνε-

ται έµµεσα (implicit) και την αναλαµβάνει ο compiler, µε δυνατότητα καθοδήγησης απο

τον προγραµµατιστή µέσω directives όπου ϑεωρεί ότι χρειάζεται παρέµβαση του. Για την

άρτια διαχείριση στην µεταφορά των δεδοµένων (αποφυγή περιττών µετακινήσεων) από

και πρός την GPU, χρησιµοποιούνται κατάλληλες για το σκοπό directives, καθώς και οι

αντίστοιχοι όροι τους (clauses), οι οποίες παρουσιάζονται συνοπτικά στη συνέχεια.

Θα πρέπει να τονιστεί ότι εξακολουθούν να υφίστανται παράµετροι σχετικές µε τη

διαχείριση της µνήµης και στο µοντέλο του προτύπου OpenACC, οι οποίες µπορούν

να διαµορφώσουν την απόδοση µιας παράλληλης εκτέλεσης της εφαρµογής. Οι πιο

σηµαντικές είναι η µέγιστη ταχύτητα προσπέλασης της µνήµης της GPU από το CPU

(bandwidth) και η σχετικά περιορισµένη, σε σχέση µε την µνήµη του CPU, κύρια µνήµη

της GPU (global memory). Η περιορισµένη ταχύτητα προσπέλασης της µνήµης καθορίζει

το πόσο έντονη υπολογιστικά πρέπει να είναι η περιοχή που ϑέλει ο προγραµµατιστής να

παραλληλοποιήσει, ώστε να είναι αποδοτική η διαδικασία µεταφοράς και εκτέλεσης στην

GPU. ΄Οσον αφορά δε την κύρια µνήµη της GPU, η χωρητικότητα της είναι αποτρεπτικός

παράγοντας για µεταφορά και παραλληλοποίηση τµηµάτων διεργασιών που απαιτούν

πολύ µεγάλο χώρο αποθήκευσης λόγω του όγκου των δεδοµένων. Σε επίπεδο GPU,

πρέπει να αναφερθεί ότι, οι πλέον πρόσφατες συσκευές δεν υποστηρίζουν τη συνοχή της

µνήµης µεταξύ των εργασιών που εκτελούνται από διαφορετικές µονάδες εκτέλεσης SMs,

ενώ και στην ίδια µονάδα εκτέλεσης η συνοχή εξασφαλίζεται όταν µεταξύ των εργασιών

υπάρχει σαφές ϕράγµα αναµονής. ∆ιαφορετικά, σε περιπτώσεις όπου µια διεργασία

διαβάζει δεδοµένα από µια ϑέση µνήµης, ενώ µια άλλη διαβάζει την ίδια ϑέση, ή δύο

διαφορετικές διεργασίες αποθηκεύουν στη ίδια ϑέση, τα αποτελέσµατα ενδεχοµένως να

είναι ασύµβατα. Ουσιαστικά εφαρµόζεται ένα πιο αδύναµο µοντέλο µνήµης, χωρίς να

υπάρχει δηλαδή συγχρονισµός µεταξύ των διαφορετικών µονάδων εκτέλεσης. Τέλος,
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πρέπει να αναφερθεί ότι η διαχείριση της µνήµης cache της GPU στο OpenACC γίνεται

επίσης απο τον compiler, µε δυνατότητα οδηγιών (directives) απο τον χρήστη, σε αντίθεση

µε τα πρότυπα CUDA και OpenCL.

2.3.4 Οδηγίες OpenACC

΄Οπως προαναφέρθηκε, χρήση του προτύπου OpenACC µπορεί να γίνει από τις γλώσσες

προγραµµατισµού C, C++ και Fortran. Η γενική σύνταξη µιας OpenACC οδηγίας γίνεται

µε διαφορετικό τρόπο στις C/C++ και Fortran. Στην παρούσα διατριβή χρησιµοποιήθηκε

η γλώσσα Fortran, συνεπώς οι directives που ϑα περιγραφούν, ϑα έχουν τη σύνταξη που

απαιτεί η συγκεκριµένη γλώσσα.

Μια OpenACC directive εισάγεται σε κώδικα γλώσσας Fortran µε τη µορφή

!$acc directive clause1(var1,var2,...), clause2(var3,...),...

Ο συµβολισµός !$acc γράφεται σαν µια λέξη, χωρίς κενά, στις στήλες 1 − 5 του κώδι-

κα, ακολουθούµενος από το όνοµα της directive και, για κάποιες directives, τους όρους

(clauses) µε τις απαιτούµενες µεταβλητές. Σε περίπτωση που απαιτείται συνέχιση της di-

rective στην επόµενη γραµµή, τον συµβολισµό !$acc ακολουθεί άµεσα το συµπλεκτικό

&. Ακολουθεί το µέρος του αρχικού κώδικα, που ϑα εκτελεστεί παράλληλα, ενώ κάποιες

directives απαιτούν τερµατισµό, µε τρόπο που περιγράφεται παρακάτω [59, 36].

Οι directives ανάλογα το σκοπό που εξυπηρετούν διακρίνονται σε ϐασικές (construct

directives), εκτέλεσης (execution directives) και δεδοµένων (data directives). Σε όλες

µπορούν ή πρέπει να προστεθούν συγκεκριµένοι όροι (clauses) µε ή χωρίς ορίσµατα,

που παρέχουν συγκεκριµένες οδηγίες εκτέλεσης στον compiler. Τα ορίσµατα των όρων

µπορεί να είναι µεταβλητές, πίνακες, διανύσµατα ή σταθερές και χωρίζονται µε κόµµα,

ενώ η σειρά τους δεν έχει σηµασία. Οι directives που χρησιµοποιήθηκαν στην ανάπτυξη

εφαρµογών της παρούσας διατριβής παρουσιάζονται συνοπτικά στη συνέχεια, ενώ για
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περισσότερες λεπτοµέρειες µπορεί κάποιος να ανατρέξει στο εγχειρίδιο του OpenACC [;]

Οι Βασικές Οδηγίες !$acc parallel και !$acc kernels

Οι ϑεµελιώδεις directives στο πρότυπο OpenACC είναι οι !$acc parallel και !$acc ker-

nels. Πρόκειται για τις directives, οι οποίες ορίζουν την περιοχή του προγράµµατος που

ϑα εκτελεστεί παράλληλα στην GPU. Ο τρόπος µε τον οποίο λειτουργεί καθεµία είναι

διαφορετικός, όπως γίνεται αντιληπτό απο την περιγραφή που ακολουθεί.

!$acc parallel Η !$acc parallel καθορίζει την περιοχή του κώδικα η οποία ϑα εκτελεστεί

παράλληλα στην GPU και έχει τη σύνταξη

!$acc parallel clause1(var1,var2,...), clause2(var3,...),...

δοµηµένο block κώδικα

!$acc end parallel

Η λειτουργία της αντιστοιχεί σε αυτήν του προτύπου OpenMP Parallel construct, όπου

ϑυµίζεται ότι µε την έναρξη της παραλληλοποιήσιµης περιοχής(parallel region) της διερ-

γασίας ένας συγκεκριµένος αριθµός από threads εκτελεί ταυτόχρονα το µέρος αυτό του

κώδικα, ενώ τους ϐρόγχους εργασίας (work-sharing loops) εντός της parallel region ε-

κτελούν τα threads διαδοχικά. Αντίστοιχα, και η οδηγία !$acc parallel ορίζει την περιοχή

για την οποία δηµιουργείται συγκεκριµένος αριθµός οµάδων (gangs) από threads , µε

συγκεκριµένο αριθµό threads η καθεµία (που παραµένει σταθερός), και όλοι οι ϐρόγχοι

εργασίας εκτελούνται από αυτές, επίσης µε διαδοχικό τρόπο.

Ουσιαστικά, ολόκληρη η περιοχή αντιµετωπίζεται ως µια διεργασία, που εκτελείται από

οµάδες από threads. Το πέρας της περιοχής και η παύση της εκτέλεσης στη GPU προσ-

διορίζεται από τον προγραµµατιστή µε την εντολή !$acc end parallel, η οποία ορίζει και

ένα ϕράγµα αναµονής (barrier) στον κώδικα, όπου ο host περιµένει όλα τα gangs να
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Σχήµα 2.7: Σχηµατική χρήση της οδηγίας parallel

ολοκληρώσουν την εκτέλεση που ανέλαβαν, πριν προχωρήσει στην εκτέλεση των επόµε-

νων εντολών του προγράµµατος. Τέλος, οι όροι της !$acc parallel µπορούν να είναι όροι

δεδοµένων, ασύγχρονης εκτέλεσης, επιλογής του αριθµού των οµάδων των threads,κ.α.

!$acc kernels Η οδηγία !$acc kernels καθορίζει επίσης την περιοχή του κώδικα η

οποία ϑα παραλληλοποιηθεί και συντάσσεται ως

!$acc kernels clause1(var1,var2,...), clause2(var3,...),...

δοµηµένο block κώδικα

!$acc end kernels

Σε αντίθεση όµως µε την !$acc parallel, ο compiler εδώ ϑα χωρίσει την περιοχή σε

ξεχωριστές διεργασίες, οι οποίες ϑα εκτελεστούν παράλληλα, αν αυτό είναι εφικτό. Ου-

σιαστικά, κάθε ϐρόγχος εργασίας εντός της περιοχής ϑα είναι µια διαφορετική διεργασία,
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και κάθε µια µπορεί να εκτελεστεί από διαφορετικό αριθµό οµάδων threads και µε δια-

ϕορετικό αριθµό threads στην κάθε οµάδα. Εποµένως, εδώ η περιοχή εκτελείται ως

ακολουθία διεργασιών στην GPU.

Σχήµα 2.8: Σχηµατική χρήση της οδηγίας kernels

Πρέπει να αναφερθεί ότι προκειµένου να εκτελεστεί µια kernels περιοχή, ο compiler

πρώτα προσδιορίζει ποιοι ϐρόγχοι µπορούν να εκτελεστούν παράλληλα, και στη συνέχεια

επιλέγει το κατάλληλο επίπεδο παραλληλισµού για κάθε ϐρόγχο- το grid level αντιστοιχεί

στο gang ενώ το thread level αντιστοιχεί στο vector του προτύπου OpenACC - ή πολλαπλά

επίπεδα παραλληλισµού µε χρήση strip-mining [59]. Το πέρας της περιοχής και η

παύση της εκτέλεσης στην GPU προσδιορίζεται από τον προγραµµατιστή µε την !$acc

end kernels, η οποία επίσης ορίζει και ένα ϕράγµα αναµονής (barrier) στον κώδικα,

όπως αυτό περιγράφεται και παραπάνω. Τέλος, ως όροι µπορούν να χρησιµοποιηθούν

διάφοροι όροι δεδοµένων (data clauses) ή ασύγχρονης εκτέλεσης, µερικοί εκ των οποίων

περιγράφονται παρακάτω, για την αποφυγή άσκοπων µετακινήσεων δεδοµένων από τον

compiler, ή για την ακύρωση του ϕράγµατος αναµονής.

Οι περιοχές οι οποίες ορίζονται από kernels ή parallel constructs, δεν µπορούν να

περιέχουν άλλες περιοχές παράλληλης εκτέλεσης kernels ή parallel.
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Συµπερασµατικά, αν και οι δυο οδηγίες χρησιµοποιηθούν για να παραλληλοποιή-

σουν την ίδια περιοχή ενός κώδικα, το αποτέλεσµα που ϑα παράξουν ενδέχεται να είναι

διαφορετικό και ανάλογο του κώδικα που Ϲητείται να παραλληλοποιηθεί. ΄Οπως περι-

γράφει η [37], η !$acc kernels παρέχει την ελευθερία στο compiler να επιλέξει άν ϑα

παραλληλοποιήσει µια περιοχή και ποιός είναι ο κατάλληλος τρόπος, ανάλογα τις δυνα-

τότητες GPU και τις απαιτήσεις του προγράµµατος. Η περιοχή αυτή ϑα αντιµετωπιστεί

ως ακολουθία διεργασιών. Από την άλλη, στην !$acc parallel απαιτείται απο τον προ-

γραµµατιστή να έχει αναλύσει και να επιλέξει ποια είναι η καταλληλότερη προσέγγιση

στην παράλληλη εκτέλεση που ϑα ακολουθήσει εντός της ορισµένης περιοχής, που ϑα

αντιµετωπιστεί ως µια και µοναδική διεργασία.

Η Οδηγία ∆εδοµένων !$acc data

΄Εχει σύνταξη

!$acc data clause1(var1,var2,...), clause2(var3,...),...

δοµηµένο block κώδικα

!$acc end data

και καθορίζει την περιοχή του προγράµµατος, στην αρχή της οποίας µεταφέρονται τα

δεδοµένα από την µνήµη του CPU στην µνήµη της GPU (host to device transfer), ενώ στο

τέλος της τα δεδοµένα µεταφέρονται πίσω στη µνήµη του CPU (device to host transfer).

Υπενθυµίζεται ότι την ανάθεση στη µνήµη της CPU και την µεταφορά των δεδοµένων

αναλαµβάνει ο host. Οι κυριότεροι όροι της οδηγίας data που εξυπηρετούν την ανάθεση

ή µεταφορά δεδοµένων είναι οι παρακάτω

• copyin(var1,var2,..) Τα δεδοµένα που περιέχονται στη copyin clause αν-

τιγράφονται από το CPU στη GPU, αλλά δεν επιστρέφουν στον CPU.
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• copy(var1,var2,..) Τα δεδοµένα που περιέχονται στη copy clause αντιγρά-

ϕονται από το CPU στη GPU, στην αρχή της περιοχής και επιστρέφουν από την

GPU στον CPU στο τέλος της περιοχής.

• copyout(var1,var2,..) Τα δεδοµένα που περιέχονται στη copyout clause

αντιγράφονται από τη GPU στο CPU στο τέλος της περιοχής εντολών.

• create(var1,var2,..) Για τα δεδοµένα που περιέχονται στην create clause ο

CPU ϑα δεσµεύσει νέες ϑέσεις µνήµης στη GPU. ∆εν υπάρχει µεταφορά δεδοµένων

µεταξύ της µνήµης του CPU και της GPU.

• present(var1,var2,..) Για τα δεδοµένα που περιέχονται στη present clau-

se, ο compiler ενηµερώνεται ότι ϐρίσκονται ήδη στη µνήµη της GPU, οπότε επι-

ϐάλλεται να µην πραγµατοποιηθεί αντιγραφή.

• pcopyin, pcopy, pcopyout, pcreate Το αρχικό γράµµα p είναι συντό-

µευση του present. Ο compiler ελέγχει πρώτα αν τα δεδοµένα ϐρίσκονται ήδη στη

µνήµη της GPU, και αν δεν συµβαίνει αυτό, τότε πραγµατοποιείται η αντιγραφή.

Η Οδηγία Εκτέλεσης !$acc loop

Η οδηγία !$acc loop προηγείται κάθε ϐρόγχου, ο οποίος ϐρίσκεται εντός περιοχής πα-

ϱάλληλοποίησης και έχει τη µορφή

!$acc loop clause1(var1,var2,...), clause2(var3,...),...

δοµηµένο block κώδικα

Οι συµπληρωµατικοί όροι διαµορφώνουν τον τρόπο παραλληλοποίησης που ϑα α-

κολουθήσει ο compiler. Μπορεί να τεθεί είτε εντός kernel περιοχής, είτε εντός parallel
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περιοχής, όµως οι όροι, και ο τρόπος µε τον οποίο χρησιµοποιούνται σε κάθε περί-

πτωση είναι διαφορετικοί λόγω της ϕύσης των συγκεκριµένων directives. Ενδεικτικά οι

κυριότεροι όροι είναι

• gang [ ] Καθορίζει των αριθµό των CUDA blocks από threads που ϑα εκτελέ-

σουν τον ϐρόγχο, µε κατάλληλο όρισµα να µεταβάλλεται απο τον προγραµµατιστή.

• vector [ ] Καθορίζει των αριθµό των threads σε κάθε block, µε κατάλληλο

όρισµα να εισάγεται απο τον προγραµµατιστή.

• independent ∆ηλώνει ότι οι επαναλήψεις εντός του ϐρόγχου διαθέτουν ανεξάρτη-

τα δεδοµένα. Η εξάρτηση µεταξύ των δεδοµένων αποδίδει πολλές ϕορές λανθασµέ-

να αποτέλεσµατα. Για το λόγο αυτό ο compiler αποφεύγει να εκτελέσει παράλληλα

ϐρόγχο για τον οποίο ϑεωρεί ότι υπάρχει εξάρτηση δεδοµένων, εκτελώντας τον σει-

ϱιακά. Συνεπώς µε τη χρήση της, επιβάλλεται στον compiler να ϑεωρήσει την

ανεξαρτησία των δεδοµένων.

• collapse [ ] Ο όρος δέχεται σαν όρισµα ένα ϕυσικό αριθµό, που υποδεικνύει

τους ϐρόγχους που ακολουθούν, για τους οποίους είναι σε ισχύ η !$acc loop και οι

όροι που έχουν δηλωθεί σε αυτήν, χωρίς να χρειάζεται να χρησιµοποιηθεί εκ νέου.

• private [ ] Ο όρος υποδεικνύει στον compiler να κρατήσει την συγκεκριµένη

τιµή σε κάθε επανάληψη, για τις µεταβλητές που δηλώνονται σε αυτόν.

Οι παραπάνω όροι χρησιµοποιούνται µόνο εντός kernel περιοχής.

Η Οδηγία Ενηµέρωσης !$acc update

Η οδηγία !$acc update συντάσσεται

!$acc update clause(var1,var2,...)
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µε κύριους όρους τους device και host. Ανάλογα µε τον όρο που χρησιµοποιείται,

δηλώνει ότι οι τιµές των µεταβλητών που περιέχονται, ϑα ενηµερώσουν την µνήµη της

GPU (από τις τιµές που έχει ο CPU) ή τη µνήµη του CPU (από τις τιµές που έχει η GPU).

Σχήµα 2.9: Σχηµατική χρήση της οδηγίας update directive

2.3.5 Συναρτήσεις Βιβλιοθήκης

Οι συναρτήσεις ϐιβλιοθήκης του προτύπου OpenACC παρέχουν τη δυνατότητα έναρξης,

τερµατισµού, επιλογής και διαµόρφωσης των παραµέτρων που χρησιµοποιεί το API κατά

τη διάρκεια της εκτέλεσης του προγράµµατος. ∆ηλαδή ο αριθµός και ο τύπος των GPUs

που ϑα χρησιµοποιηθεί, η έναρξη και ο τερµατισµός της συµµετοχής µιας GPU στην

εκτέλεση,κ.α. Οι κλήσεις των συναρτήσεων αρχικοποιούν και στη συνέχεια µπορούν να

µεταβάλλουν τις ICVs, Internal Control Variables (εσωτερικές µεταβλητές ελέγχου), µε

τις οποίες ελέγχεται το περιβάλλον εκτέλεσης.
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Η διαδικασία !$acc_init

Η κλήση της διαδικασίας !$acc_init ορίζει την έναρξη της συµµετοχής της GPU στην

εκτέλεση της εφαρµογής. Τονίζεται ότι κάθε compute GPU παραµένει σε ανενεργή κα-

τάσταση, όταν δεν υπάρχει διεργασία CUDA σε εξέλιξη για αυτήν, και ενεργοποιείται

µόνο όταν το πρόγραµµα εντοπίσει περιοχή παράλληλης εκτέλεσης. Ο χρόνος εκκίνη-

σης της είναι περίπου 1 δευτερόλεπτο. Σε περιπτώσεις που οι µετρήσεις του χρόνου

εκτέλεσης πρέπει να είναι ακριβείς, ϑα πρέπει να αποφεύγεται η προσµέτρηση αυτού

του χρόνου. Συντάσσεται µε όρισµα τον τύπο της GPU που ορίζεται να εκκινήσει. Για

GPUs κατασκευασµένες από την NVIDIA το όρισµα αυτό είναι το acc_device_nvidia.

Η διαδικασία !$acc_shutdown

Η κλήση της τερµατίζει τη συµµετοχή της GPU στην εκτέλεση της εφαρµογής, καθώς και

η επικοινωνία της µε τον κεντρικό επεξεργαστή. Συντάσσεται επίσης µε όρισµα τον τύπο

της GPU που ορίζεται να τερµατιστεί.

Και οι δύο παραπάνω διαδικασίες καλούνται εκτός περιοχής παράλληλης εκτέλεσης.

Η διαδικασία !$acc_set_device_num

Με την κλήση της επιλέγεται η GPU που ϑα χρησιµοποιηθεί. Η επιλογή και ορισµός της

καθορίζεται µε ορίσµατα τον αριθµό της GPU, που είναι ακέραιος αριθµός µεγαλύτερος

ίσος του 0 (το 0 αντιστοιχεί στην προεπιλεγµένη απο το πρόγραµµα GPU) και τον τύπο

της GPU, όπως αναφέρθηκε και παραπάνω.

Η συνάρτηση !$acc_get_device_num

Η συγκεκριµένη συνάρτηση επιστρέφει τον αριθµό της GPU που ϑα χρησιµοποιηθεί για

εκτέλεση εντολών στο επόµενο τµήµα παράλληλης εκτέλεσης του κώδικα.
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2.3.6 Μεταβλητές Περιβάλλοντος Χρηστών

Ο προγραµµατιστής έχει τη δυνατότητα να τροποποιήσει τις µεταβλητές περιβάλλοντος,

διαµορφώνοντας κατάλληλα τη συµπεριφορά του προγράµµατος. Παρακάτω ακολου-

ϑούν οι κυριότερες εντολές σε επίπεδο κελύφους τύπου bash, στις οποίες τονίζεται ότι

υπάρχει διάκριση µεταξύ πεζών και κεφαλαίων χαρακτήρων.

• export PGI_ACC_TIME = 0 ή 1 ΄Οταν ενεργοποιηθεί παρέχει αναλυτική αναφο-

ϱά για το χρόνο εκκίνησης, χρόνο παραµονής σε περιοχή παράλληλης εκτέλεσης

καθώς και εκτέλεσης κάθε διεργασίας.

• export PGI_ACC_SYNCHRONOUS =0 ή 1 Στις πλέον πρόσφατες εκδόσεις του com-

piler γίνεται προεπιλεγµένη χρήση της δεσµευµένης µνήµης (pinned memory) µε

σκοπό τη ϐελτίωση της ασύγχρονης µεταφοράς δεδοµένων. Σε κάποιες περιπτώ-

σεις εκτελέσεων, παρατηρείται µια επιβράδυνση που οφείλεται στο συγχρονισµό του

host και της GPU κατά τη διάρκεια της απελευθέρωσης της pinned memory που

γίνεται για να ολοκληρωθούν όλες οι τυχόν ατελείς µεταφορές δεδοµένων. Με την

ενεργοποίηση της ο compiler ϑα επαναφέρει την χρήση της non-pinned memory.

Αξίζει να τονιστεί ότι, σύµφωνα µε [20], η χρήση της pinned memory είναι ευνοική

ανάλογα το µέγεθος των δεδοµένων που µεταφέρεται και το είδος της µεταφοράς

(από και πρός, µόνο πρός).

• export ACC_DEVICE_NUM=ακέραια τιµή µεγαλύτερη του 0 Ορίζει τον αριθµό της

προεπιλεγµένης GPU.

• export ACC_DEVICE_TYPE=NVIDIA Ορίζει τον τύπο της προεπιλεγµένης GPU.
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2.4 MPI-OpenMP-OpenACC σε υπερυπολογιστικά συστή-
µατα GPU/CPU

΄Οπως αναφέρθηκε σε προηγούµενη ενότητα, η σηµερινή αρχιτεκτονική των υπερυπο-

λογιστικών συστηµάτων ακολουθεί το µοντέλο της κατανεµηµένης κοινής µνήµης. Αυτό

έχει ως άµεση συνέπεια τη χρήση τουλάχιστον δύο προγραµµατιστικών προτύπων κατά

την ανάπτυξη εφαρµογών. Ειδικότερα για εφαρµογές χρήσης άνω του ενός υπολογιστι-

κού κόµβου, όπου χρειάζεται να γίνει ανταλλαγή δεδοµένων και συγχρονισµός µεταξύ

τους, απαιτείται η υλοποίηση παράλληλων αλγορίθµων µε χρήση του προτύπου MPI.

΄Ετσι, ιεραρχικά ανώτερα ϑα ϐρίσκονται οι διαδικασίες αυτού του προτύπου, οι οποίες

ϑα καθορίζουν και ϑα υλοποιούν την ανταλλαγή πληροφοριών καθώς και την κατανοµή

υπολογιστικού ϕόρτου σε κάθε κόµβο του υπολογιστικού συστήµατος. Στη συνέχεια ϑα

υλοποιούνται σε κάθε υπολογιστικό κόµβο διαδικασίες του προτύπου OpenMP σύµφωνα

µε το µοντέλο κοινής διαχείρισης της µνήµης του. Στην περίπτωση όπου κάθε υπο-

λογιστικός κόµβος διαθέτει ένα αριθµό από GPUs, την αµέσως επόµενη προτεραιότητα

διαδικασιών ϑα υλοποιεί το πρότυπο OpenACC. Επειδή οι διαδικασίες που υλοποιούνται

σε µια GPU χρειάζεται να δηµιουργούνται, να επιβλέπονται και να τερµατίζονται από µια

CPU διαδικασία, είναι ϕανερό ότι κατά τη χρήση πολλαπλών GPUs σε ένα υπολογιστικό

κόµβο απαιτείται η δηµιουργία ίσου αριθµού CPU διαδικασιών. Αυτές οι διαδικασίες

παράγονται από OpenMP εκτελέσιµες εντολές. ΄Ετσι κατά τη χρήση πολλαπλών GPUs

ϑα χρειαστεί να υπάρξει ταυτόχρονα εκτέλεση ίδιου πλήθους CPU διαδικασιών, µε α-

ποτέλεσµα να είναι αναγκαία, για την αποδοτική εκτέλεση του αλγορίθµου, η ύπαρξη

τουλάχιστον ίσου αριθµού CPU υπολογιστικών πυρήνων µε τον αριθµό των GPUs σε κάθε

υπολογιστικό κόµβο.
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Σχήµα 2.10: Σχηµατική αναπαράσταση υπερυπολογιστικού συστήµατος µε 4 κόµβους, που
επικοινωνούν µε χρήση MPI, σε κάθε ένα από τους οποίους εκτελούνται 2 threads, µε χρήση
OpenMP, οι οποίοι και ελέγχουν τις GPUs κάθε κόµβου, δίνοντας οδηγίες µε χρήση OpenACC.
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Κεφάλαιο 3

Μέθοδος Πεπερασµένων Στοιχείων

3.1 Εισαγωγή

Η µοντελοποίηση ϕυσικών προβληµάτων συχνά οδηγεί στη δηµιουργία Προβληµάτων

Συνοριακών Τιµών (ΠΣΤ), τα οποία µε τη σειρά τους επιλύονται µε κάποια αριθµητική

µέθοδο. Αυτό συµβαίνει είτε γιατί η αναλυτική τους επίλυση δεν είναι εφικτή, είτε

γιατί είναι επιθυµητή κάποια προσεγγιστική τιµή της ακριβούς λύσης. Οι αριθµητικές

µέθοδοι που χρησιµοποιούνται σε αυτές τις περιπτώσεις είναι οι ϕασµατικές µέθοδοι και

οι µέθοδοι πεπερασµένων Στοιχείων, ΄Ογκων και ∆ιαφορών[2, 13, 47].

΄Ενα ΠΣΤ το οποίο ορίζεται στο χωρίο Ω µπορεί να περιγραφεί µέσω των παρακάτω

σχέσεων :

(ΠΣΤ)


Lu(x) = f(x) , x ∈ Ω

Bu(x) = g(x) , x ∈ ∂Ω
, (3.1)

όπου ο τελεστής L ισχύει εντός του χωρίου Ω, ενώ ο τελεστής B περιγράφει τις συνοριακές

συνθήκες του προβλήµατος και εφαρµόζεται πάνω στο σύνορο ∂Ω.

Μια από τις πιο διαδοµένες επιλογές για την επίλυση ενός ΠΣΤ είναι η µέθοδος Πεπε-

ϱασµένων Στοιχείων (Finite Element Method).
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Η ευρεία αποδοχή της µεθόδου αποδίδεται στη γενικότητα από την οποία χαρακτηρίζεται,

καθώς πλήθος ΠΣΤ από διάφορους επιστηµονικούς κλάδους µπορεί να αναλυθεί και να

επιλυθεί µε ένα συγκεκριµένο πλαίσιο επίλυσης, καθώς επίσης και από την ευελιξία που

παρέχει στην επιλογή της µεθόδου διακριτοποίησης.

Η µέθοδος Πεπερασµένων Στοιχείων µπορεί να περιγραφεί µε τη ϐοήθεια των παρακάτω

ϐηµάτων :

• Βήµα 0: Γεωµετρική ∆ιαµέριση του χωρίου Ω σε πεπερασµένο πλήθος υπολο-

γιστικών κελιών Th= { Τ } τέτοια ώστε UT∈Th
Τ = Ω. Τα κελιά στο σύνολο τους

σχηµατίζουν ένα πλέγµα του χωρίου Ω και είναι κατά κανόνα απλά πολυγωνικά

σχήµατα, όπως τρίγωνα, τετράπλευρα, κ.ο.κ. Είναι όµως δυνατή και η δηµιουρ-

γία άλλων σχηµάτων κελιών, συγκεκριµένα καµπυλόγραµµων, σε περίπτωση που

πρέπει να αποτυπωθεί ορθά το σύνορο ενός µή−πολυγωνικού χωρίου.

• Βήµα 1: Επιλογή n γραµµικά ανεξάρτητων κατά τµήµατα συνεχών πολυωνυµι-

κών συναρτήσεων Φ1, . . . ,Φn, σε κάθε κελί T , , οι οποίες ονοµάζονται συναρτήσεις

ϐάσης και κατασκευάζουν τη προσέγγιση un(x) της πραγµατικής λύσης u(x) του

ΠΣΤ ως εξής

u(x) ' un(x) = a1Φ1(x) + · · ·+ anΦn(x) =
n∑

k=1

akΦk(x). (3.2)

Κάθε κελί T µαζί µε το χώρο των συναρτήσεων ϐάσης V και ένα σύνολο κανόνων

που περιγράφουν τις συναρτήσεις στον V καλείται πεπερασµένο στοιχείο. σύµφωνα

µε τον ορισµό του Ciarlet (1976) [42].

• Βήµα 2: Επιλογή µεθόδου διακριτοποίησης (Galerkin, Rayleigh-Ritz, Least Squa-

res, Collocation) [2] για µετάβαση από το συνεχή χώρο στο διακριτό, δηλαδή

µετατροπή του ΠΣΤ σε ένα πρόβληµα επίλυσης του γραµµικού συστήµατος

C~a = ~b (3.3)

56



όπου C ∈ Rn,n , ~a = [a1 a2 · · · an]T και ~b = [b1 b2 · · · bn]T .

• Βήµα 3: Επιλογή µεθόδου για την επίλυση του γραµµικού συστήµατος και προσ-

διορισµός των αγνώστων a1, . . . , an. Η επιλογή αυτή ϐασίζεται στο µέγεθος και στις

ιδιότητες του παραγόµενου γραµµικού συστήµατος.

3.2 Μέθοδος Hermite Collocation για ΠΣΤ ελλειπτικού
τύπου

Η µέθοδος Hermite Collocation είναι µια αριθµητική µέθοδος υψηλής ακρίβειας, αφού

επιτρέπει την προσέγγιση της λύσης ΠΣΤ µε υψηλή τάξη σφάλµατος. Κατά την εφαρ-

µογή της αποφεύγεται η διαδικασία της αριθµητικής ολοκλήρωσης, η οποία απαιτείται

κατά την υλοποίηση της κλασσικής µεθόδου πεπερασµένων στοιχείων Galerkin. Επί-

σης, η χρήση των πολυωνύµων Hermite ως συναρτήσεις ϐάσης της µεθόδου επιτρέπει

τον άµεσο προσδιορισµό τιµής και παραγώγου της Ϲητούµενης συνάρτησης. Ειδίκότερα

κατά την επίλυση ενός γραµµικού ΠΣΤ δεύτερης τάξης ελλειπτικού τύπου ακολουθείται

η παρακάτω µεθοδολογία :

Θεωρούµε το ΠΣΤ το οποίο ορίζεται σε ένα χωρίο Ω, που είναι µια ορθογώνια περιοχή

Ω ≡ [a, b]× [c, d] και τους τελεστές L και B ως :


L ≡ a(x, y) ∂2

∂x2 + 2b(x, y) ∂2

∂x∂y
+ c(x, y) ∂2

∂y2
+ d(x, y) ∂

∂x
+ e(x, y) ∂

∂y
+ h(x, y)

B ≡ α(x, y) + β(x, y) ∂
∂~n

(3.4)

Η συνθήκη a(x, y)c(x, y) > b2(x, y) χαρακτηρίζει τον ελλειπτικό τύπο του προβλήµατος

και συνεπάγεται ότι οι συναρτήσεις a(x, y) και c(x, y) είναι οµόσηµες και µη µηδενικές.

Για την αριθµητική επίλυση του ΠΣΤ µε τη µέθοδο πεπερασµένων στοιχείων Colloca-

tion ακολουθούµε τα παρακάτω ϐήµατα ϑεωρώντας ότι το πεδίο ορισµού του ΠΣΤ έχει

µετασχηµατιστεί στο µοναδιαίο τετράγωνο.
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• Βήµα 0: Θεωρούµε οµοιόµορφο διαµερισµό των διαστηµάτων Ix = Iy = [0, 1] σε

ns υποδιαστήµατα Ixm = Iym , m = 1 , . . . , ns τα οποία παράγουν ένα οµοιόµορφο

πλέγµα µε ϐήµα διακριτοποίησης h = 1
ns

και συντεταγµένες κόµβων (xi, yj), όπου

xi = (i− 1)h και yj = (j − 1)h, µε i, j = 1 , . . . , (ns + 1). Το Σχήµα 3.1 εµφανίζει

την διαµέριση του Ω για ns = 6.

-
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Σχήµα 3.1: Γεωµετρική απεικόνιση της διαµέρισης του πεδίου Ω

• Βήµα 1: Ως συναρτήσεις ϐάσης επιλέγονται τα Hermite Bicubic πολυώνυµα Φi,j(x, y)

και η συνάρτηση u(x, y) προσεγγίζεται από την

u(x, y) ' un(x, y) =
ñ∑

i=1

ñ∑
j=1

ai,jΦi,j(x, y) , (3.5)
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όπου ñ = 2(ns + 1).

• Βήµα 2: Ως µέθοδος διακριτοποίησης επιλέγεται η µέθοδος της Collocation,

η οποία κατασκευάζει το γραµµικό σύστηµα Cã = b̃ απαιτώντας οι συνθήκες

Lun − f = 0 και Bun − g = 0 να ισχύουν για n καθορισµένα εσωτερικά και

συνοριακά collocation σηµεία.

• Βήµα 3: Για την επίλυση του αραιού και γενικού γραµµικού συστήµατος Cã = b̃

επιλέγεται κάποια επαναληπτική µέθοδος.

3.2.1 Πολυώνυµα Hermite

Τα τµηµατικά κυβικά πολυώνυµα Hermite µέσω των οποίων ϑα κατασκευαστεί η ϐάση

του χώρου στον οποίο ϑα αναζητηθεί η λύση, ορίζονται ως εξής[4, 41] :

Φ(x)
.
=


Φ+(x) , x ∈ [0, 1]

Φ−(x) , x ∈ [−1, 0]

0 , x 6∈ [−1, 1]

, (3.6)

Ψ(x)
.
=


Ψ+(x) , x ∈ [0, 1]

Ψ−(x) , x ∈ [−1, 0]

0 , x 6∈ [−1, 1]

, (3.7)

όπου

Φ+(x)
.
=


(1− x)2(1 + 2x) , x ∈ [0, 1]

0 , x 6∈ [0, 1]
, (3.8)

Φ−(x) = Φ+(−x)
.
=


(1 + x)2(1− 2x) , x ∈ [−1, 0]

0 , x 6∈ [−1, 0]
, (3.9)
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Ψ+(x)
.
=


x(1− x)2 , x ∈ [0, 1]

0 , x 6∈ [0, 1]
, (3.10)

Ψ−(x) = −Ψ+(−x)
.
=


x(1 + x)2 , x ∈ [−1, 0]

0 , x 6∈ [−1, 0]
. (3.11)
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Σχήµα 3.2: Κυβικά πολυώνυµα Hermite.

Το Σχήµα 3.2 εµφανίζει τα κυβικά πολυώνυµα Hermite, όπως αυτά ορίζονται στο [−1, 1].

Αν ϑεωρήσουµε τη διακριτοποίηση ως προς τη µία κατεύθυνση, τότε σε κάθε κόµβο xm

αντιστοιχούν δύο συναρτήσεις και ορίζονται ως εξής :

Φ2m−1(x)
.
=


Φ(x−xm

h
) , x ∈ Im−1 ∪ Im

0 , διαφορετικά
, (3.12)

Φ2m(x)
.
=


Ψ(x−xm

h
) , x ∈ Im ∪ Im−1

0 , διαφορετικά
, (3.13)
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Φ2i−1

Φ2i

xi−1
xi+1xi

Σχήµα 3.3: Πολυώνυµα Hermite ορισµένα στον κόµβο xi.

όπου m = 1, . . . , (ns + 1) , Ii ≡ [xi, xi+1] , i = 1, . . . , ns µπορεί να ϑεωρηθούν µονοδιά-

στατα πεπερασµένα στοιχεία ως προς την x κατεύθυνση για παράδειγµα.

Για να ισχύουν οι ορισµοί (3.12) και (3.13) για m = 1 και m = ns + 1, ϑεωρούµε δύο

εικονικούς κόµβους x0 := −h και xns+2 := 1 + h.

Στο Σχήµα 3.3 εµφανίζεται ένας τυχαίος µονοδιάστατος κόµβος xi και παρουσιάζονται

οι αντίστοιχες συναρτήσεις, όπως αυτές ορίζονται σε αυτό το κόµβο. Θα ισχύουν οι εξής

ιδιότητες 
Φ2m−1(xi) = h d

dt
Φ2m(xi) = δim

Φ2m(xi) = d
dt

Φ2m−1(xi) = 0
(3.14)

για όλα τα m = 1, . . . , (ns + 1) και όπου δim : ∆έλτα του Kronecker. Είναι ϕανερό ότι

σε κάθε υποδιάστηµα Ii διέρχονται τέσσερα µόνο µη µηδενικά πολυώνυµα Hermite µε

δείκτες : Φ2i−1 , Φ2i , Φ2i+1 και Φ2i+2 όπου εµφανίζονται στο Σχήµα 3.4.

Βασισµένοι στις ιδιότητες των µονοδιάστατων πολυωνύµων Hermite που παρουσιάστη-

καν παραπάνω προκύπτουν οι ιδιότητες των διδιάστατων bicubic πολυωνύµων Hermite.

΄Ετσι, παρατηρούµε ότι σε κάθε διδιάστατο κόµβο (xi, yj) ορίζονται τα παρακάτω τέσσερα
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Φ2i

xi+1

Φ2i+2

xixi−1 xi+2

Φ2i−1 Φ2i+1

Σχήµα 3.4: Μη µηδενικά Πολυώνυµα Hermite στο υποδιάστηµα [xi, xi+1].

Hermite Bicubic πολυώνυµα :

Φ2i−1,2j−1(x, y) = Φ2i−1(x)Φ2j−1(y)

Φ2i−1,2j(x, y) = Φ2i−1(x)Φ2j(y)

Φ2i,2j−1(x, y) = Φ2i(x)Φ2j−1(y)

Φ2i,2j(x, y) = Φ2i(x)Φ2j(y)

(3.15)

µε τις εξής ιδιότητες :


Φ2i−1,2j−1(xi, yj) = 1 , h ∂

∂y
Φ2i−1,2j(xi, yj) = 1

h ∂
∂x

Φ2i,2j−1(xi, yj) = 1 , h2 ∂2

∂x∂y
Φ2i,2j(xi, yj) = 1

. (3.16)

Σαν άµεση συνέπεια των προηγουµένων σχέσεων προκύπτει ότι
un(xi, yj) = a2i−1,2j−1 , h ∂

∂y
un(xi, yj) = a2i−1,2j

h ∂
∂x
un(xi, yj) = a2i,2j−1 , h2 ∂2

∂x∂y
un(xi, yj) = a2i,2j

, (3.17)
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όπου i , j = 1, . . . , (ns + 1) και στο παρακάτω σχήµα εµφανίζονται οι τέσσερις άγνωστοι

όπως αυτοί αντιστοιχούν στον κόµβο (xi, yi).

u
xi

yj
a2i−1,2j−1 a2i−1,2j a2i,2j−1 a2i,2j

Επιπλέον παρατηρούµε ότι σε κάθε πεπερασµένο στοιχείο Ixyij αντιστοιχούν 16 µη

µηδενικές συναρτήσεις ϐάσης (4 από κάθε κατεύθυνση), όπως εµφανίζει το σχήµα και

εποµένως για (x, y) ∈ Ixyij ισχύει ότι :

un(x, y) =
2i+2∑

k=2i−1

2j+2∑
l=2j−1

αk,lΦk(x)Φl(y) . (3.18)

Γιάυτό το λόγο κάθε πεπερασµένο στοιχείο Ixyij είναι στοιχείο µε 16 ϐαθµούς ελευθερίας.

Στα σχήµατα 3.5, 3.6 και 3.7 που ακολουθούν παρουσιάζονται οι συναρτήσεις ϐάσης σε

κάθε κατεύθυνση και συνολικά στις δύο κατευθύνσεις, σε ένα πεπερασµένο στοιχείο.
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\2i+1(x)

\2i+2(x)

\2i(x)

\2i−1(x)

Σχήµα 3.5: Συναρτήσεις ϐάσης στη διάσταση x σε ένα πεπερασµένο στοιχείο.
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\2i+1(y)

\2i−1(y)

\2i(y)\2i+2(y)

Σχήµα 3.6: Συναρτήσεις ϐάσης στη διάσταση y σε ένα πεπερασµένο στοιχείο.
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\2i+1(x)\2i−1(x)

\2i+1(y)

\2i−1(y)

\2i(y)\2i+2(y)

\2i+2(x)

\2i(x)

Σχήµα 3.7: Συναρτήσεις ϐάσης σε 2 διαστάσεις σε ένα πεπερασµένο στοιχείο.
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3.2.2 Σηµεία Collocation

Χρειάζονται nI = 4n2
s εσωτερικά collocation σηµεία και nb = 4(2ns+1) συνοριακά col-

location σηµεία. Το πλήθος nI + nb των collocation εξισώσεων ϑα ισούται µε τον αριθµό

των αγνώστων. Εφαρµόζοντας τις σχέσεις των συνοριακών συνθηκών µε τη ταυτόχρονη

χρήση τέταρτης τάξης σφάλµατος προσεγγιστικών σχέσεων πεπερασµένων διαφορών των

παραγώγων (κεντρικών, προς τα εµπρός και πίσω) είναι εφικτός ο άµεσος προσδιορισµός

της προσέγγισης όλων των τιµών της λύσης του ΠΣΤ, καθώς και των κατά κατεύθυνση

τιµών των παραγώγων πάνω στα σηµεία διακριτοποίησης του πλέγµατος του συνόρου

∂Ω. Από τις συνοριακές συνθήκες δηλαδή προσδιορίζονται άµεσα 4(2ns + 1) το πλήθος

άγνωστοι και απαλοίφονται από το γραµµικό σύστηµα. ΄Ετσι έχουµε να υπολογίσουµε

n = 4n2
s αγνώστους, όσο δηλαδή και το πλήθος των εσωτερικών collocation σηµείων.

Είναι γνωστό [5] ότι η επιλογή των Gauss σηµείων ως σηµείων Collocation για προβλή-

µατα ελλειπτικού τύπου µπορεί να ϑεωρηθεί ως µια άριστη επιλογή. Τα σηµεία Gauss

στο διάστηµα [−1, 1] είναι η απεικόνιση των ϱίζων του Legendre πολυωνύµου δευτέρου

ϐαθµού 1
2
(3x2−1) = 0, δηλαδή τα σηµεία ∓

√
3
3
. Ο µετασχηµατισµός των σηµείων Gauss

στο πεπερασµένο στοιχείο Ii = [xi, xi+1] οδηγεί στις σχέσεις

σ2i = xi+xi+1

2
− 1√

3

hi

2
, σ2i+1 = xi+xi+1

2
+ 1√

3

hi

2 . (3.19)

Για την περίπτωση οµοιόµορφου διαµερισµού του Ω τα σηµεία Gauss προκύπτουν από

τη σχέση σ±i = h
2
(2i− 1±

√
3
3

).

Παρατηρούµε από το σχήµα που ακολουθεί ότι τα σηµεία Gauss στο [0, 1] έχουν συντε-

ταγµένες σ και 1− σ

0 11
2

⊗ ⊗
σ 1− σ

︷︸︸︷ ︷︸︸︷1/2
√
3 1/2

√
3

όπου σ = 1
2
− 1

2
√
3
.
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(xi, yj) (xi+1, yj)

(xi, yj+1) (xi+1, yj+1)

(σ−i , σ
−
j ) (σ+

i , σ
−
j )

(σ−i , σ
+
j ) (σ+

i , σ
+
j )

⊗ ⊗

⊗⊗

⊗ ⊗

⊗ ⊗

Σχήµα 3.8: Τα τέσσερα σηµεία Gauss στο πεπερασµένο στοιχείο Ixyij .

Θα ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις για τις παραγώγους k-τάξης των κυβικών πολυωνύµων

Hermite (Dk = dk

dxk )


DkΦ2i−1(σ2i) = 1

hkD
kΦ(σ) , DkΦ2i−1(σ2i+1) = 1

hkD
kΦ(1− σ)

DkΦ2i(σ2i) = 1
hk−1D

kΨ(σ) , DkΨ2i−1(σ2i+1) = 1
hk−1D

kΨ(1− σ)

DkΦ(1− σ) = Dk(1− Φ(σ)) = (−1)kDkΦ(σ)

(3.20)

για κάθε i = 1, . . . , ns.

3.2.3 Βασικοί Collocation πίνακες

Αν επιλέξουµε τα σηµεία Gauss ως εσωτερικά collocation σηµεία, ορίζονται οι παρακάτω

πίνακες, για l = 0, 1, 2

kli = DlΦk(σj)
2i+2 2i+1

k=2i−1,j=2i
(3.21)

Από την τελευταία σχέση υπολογίζουµε τους ϐασικούς πίνακες (element matrices) για

κάθε πεπερασµένο στοιχείο µιας διάστασης Ii:
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k0 =

[
a hb 1− a −hb̄

1− a hb̄ a −hb

]
, (3.22)

a = 9+4
√
3

18
, b = 3+

√
3

36
, b̄ = 3−

√
3

36

k1 =
1

h

[
−1 hb̂ 1 −hb̂
−1 −hb̂ 1 hb̂

]
, (3.23)

b̂ =
√
3
6

k2 =
1

h2

[
−a′ −hb′ a′ −hb̄′
a′ hb̄′ −a′ hb

]
, (3.24)

a′ = 2
√

3, b̄′ =
√

3− 1, b′ =
√

3 + 1

Με την ϐοήθεια των ϐασικών πινάκων k ϑα κατασκευαστούν οι K l πίνακες, οι οποίοι

αντιστοιχούν στο σύνολο των πεπερασµένων µονοδιάστατων στοιχείων

K l =



κl2 κl3 κl4 0 0 · · · 0 0 0 0 0

0 κl1 κl2 κl3 κl4 · · · 0 0 0 0 0

...
...

...
...

... . . . ...
...

...
...

...

0 0 0 0 0 · · · κl1 κl2 κl3 κl4 0

0 0 0 0 0 · · · 0 0 κl1 κl2 κl3


. (3.25)

Ο συµβολισµός κli αναφέρεται στην i-στήλη του ϐασικού πίνακα kl, για l = 0, 1, 2.
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3.2.4 Το Collocation γραµµικό σύστηµα

Η δοµή του Collocation πίνακα καθορίζεται από την επιλογή του τρόπου αρίθµησης

αγνώστων και εξισώσεων στο πλέγµα διακριτοποίησης. Είναι γνωστό ότι η κατασκευή

αποδοτικού παράλληλου αλγορίθµου επίλυσης του γραµµικού συστήµατος προϋποθέτει

την αυξηµένη απεξάρτηση οµάδων των αγνώστων. ΄Ετσι επιλέγεται η γνωστή red-black

αρίθµηση αγνώστων και εξισώσεων, που οµαδοποιεί αγνώστους και εξισώσεις, ώστε να

αλληλοαπεξαρτοποιούνται[52]. Αναλυτικότερα, γίνεται οµαδοποίηση και χρωµατισµός

αγνώστων που αντιστοιχούν σε κάθε κάθετη γραµµή πλέγµατος, έτσι ώστε να µην υπάρ-

χουν γειτονικές οµάδες ίδιου χρώµατος. Στη συνέχεια γίνεται αρίθµηση αγνώστων και

εξισώσεων σύµφωνα µε τη κάθετη λεξικογραφική µέθοδο για κάθε χρώµα ξεχωριστά, αρ-

χίζοντας από αυτό της πρώτης στήλης. Το σχήµα 3.9 εµφανίζει τη red- black αρίθµηση

για την περίπτωση τεσσάρων πεπερασµένων στοιχείων ανά κατεύθυνση.

Σχήµα 3.9: Red-Black αρίθµηση των collocation αγνώστων και εξισώσεων για ns = 4[44].

Οι µικροί σε µέγεθος αριθµοί απεικονίζουν την αρίθµηση των αγνώστων σε κάθε κόµβο,

ενώ οι αριθµοί εντός των κύκλων την αρίθµηση των εξισώσεων ανά πεπερασµένο στοιχείο.

Οι µικροί κύκλοι στο σύνορο υποδεικνύουν την ύπαρξη αγνώστων που υπολογίστηκαν
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µε χρήση των συνοριακών συνθηκών στη ϑέση αυτή.

Στο σχήµα 3.10 παρουσιάζεται σχηµατικά η δοµή του παραγόµενου Collocation πίνακα

µετά την εφαρµογή κατάλληλου µετασχηµατισµού οµοιότητας [45, 47].

Σχήµα 3.10: Η δοµή του Collocation πίνακα για ns = 4.

Εύκολα καταλήγει κανείς στο συµπέρασµα ότι ο Collocation πίνακας ϑα έχει τη παρα-

κάτω µορφή

C =

[
DR HB

HR DB

]
, (3.26)

όπου DR και DB είναι αντιστρέψιµοι block διαγώνιοι πίνακες. Στην περίπτωση όπου

ns = 2p αυτοί ϑα έχουν τη µορφή

DR = diag[A2 2A1 2A2 · · · 2A1 2A2 − A2︸ ︷︷ ︸
2p−blocks

] , (3.27)
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DB = 2 diag[A1 A2 · · · A1 A2︸ ︷︷ ︸
2p−blocks

] (3.28)

HR =



R1 R2

R3 R1 R2

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

R3 R1 R2

R3 R̂1


(3.29)

HB =



B1 B2

B3 B1 B2

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .

B3 B1 B2

B3 B1


(3.30)

όπου

R1 =

[
A4 A3

−A4 A3

]
, R̂1 =

[
A4 −A4

−A4 −A4

]
,

R2 = −
[
A4 0
A4 0

]
, R3 =

[
0 A3

0 −A3

]
,

και

B1 =

[
A3 −A4

A3 A4

]
, B2 =

[
0 0
A3 −A4

]
, B3 = −

[
A3 A4

0 0

]
.

Η block µορφή των παραπάνω πινάκων εµπλέκει τέσσερις διάστασης 2ns × 2ns πεντα-

διαγώνιους ϐασικούς πίνακες Ai για i = 1, . . . , 4 [49].

Στις προηγούµενες εργασίες [45, 46, 49, 48] έχει παρουσιαστεί η αποδοτική επίλυση

του red-black collocation γραµµικού συστήµατος, µε χρήση της επαναληπτικής µεθό-

δου SOR και των επαναληπτικών µεθόδων υποχώρων Krylov, ϐασισµένη στην ακόλουθη

διάσπαση του πίνακα

A = DA − LA − UA , (3.31)
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όπου
DA =

[
DR O
O DB

]
, LA =

[
O O
−HR O

]
,

UA =

[
O −HB

O O

]
, (3.32)

και για τα υπόλοιπα µέρη του γραµµικού συστήµατος µπορεί να ϑεωρηθεί η ανάλογη

διαµέριση των διανυσµάτων x και b σε

x =

[
xR

xB

]
και b =

[
bR
bB

]
. (3.33)

Σε αυτές τις εργασίες, όπως επίσης και στην [6], η επαναληπτική µέθοδος BiCGSTAB,

προρυθµισµένη είτε µε το Symmetric Gauss-Seidel (SGS) είτε από το Gauss-Seidel (GS)

επαναληπτικό σχήµα, επιτύγχανε ταχύτερα σύγκλιση σε σχέση µε τη κλασσική µέθοδο

SOR ή από οποιαδήποτε άλλη τύπου Krylov επαναληπτική µέθοδο.

Με σκοπό τη µείωση του χρόνου επίλυσης, αλλά και την αύξηση του ϐαθµού παραλ-

ληλοποίησης της µεθόδου BiCGSTAB, µπορεί να εφαρµοστεί η παρακάτω προρύθµιση

M−1
1 AM−1

2 M2x = M−1
1 b , (3.34)

όπου M1 είναι ο επαναληπτικός πίνακας της µεθόδου Gauss Seidel, ϐασισµένος στη

διάσπαση

M1 = DA − LA = DA(I −D−1A LA) (3.35)

και

M2 = I −D−1A UA . (3.36)

Οπότε το collocation γραµµικό σύστηµα ϑα έχει τη παρακάτω µορφή[
I O
O S

] [
xR +D−1R HRxB

xB

]
=

[
b̂R
b̂B

]
, (3.37)

όπου

S = DB −HRD
−1
R HB (3.38)
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είναι το συµπλήρωµα του Schur του collocation πίνακα όσο αφορά το πίνακα DB και

b̂R = D−1R bR και b̂B = bB −HRb̂R . (3.39)

Ο ακόλουθος αλγόριθµος περιγράφει αναλυτικά τις διαδοχικές ϕάσεις υπολογισµών για

την επίλυση του γραµµικού συστήµατος :

Αλγόριθµος για τις collocation εξισώσεις του συµπληρώµατος Schur

Β1: Επίλυση DRb̂R = bR

Β2: Υπολογισµός b̂B = bB −HRb̂R

Β3: Επίλυση µε BiCGSTAB S xB = b̂B

Β4: Υπολογισµός x̂B = HBxB

Β5: Επίλυση DRx̂R = x̂B

Β6: Υπολογισµός xR = b̂R − x̂R [44, 46, 48, 49]
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Κεφάλαιο 4

Επίλυση του Schur-Collocation
γραµµικού συστήµατος σε
αρχιτεκτονικές υψηλών επιδόσεων

Για την επίλυση του Collocation γραµµικού συστήµατος σε παράλληλες αρχιτεκτονικές

υψηλών επιδόσεων σύµφωνα µε την επαναληπτική µέθοδο του συµπληρώµατος Schur,

χρειάζεται να κατασκευαστεί κατάλληλος αλγόριθµος, στον οποίο ϑα υπάρχει αποδοτική

οργάνωση των υπολογισµών. Βασικός παράγοντας για κάθε τέτοιο αλγόριθµο αποτε-

λεί η γνώση της αρχιτεκτονικής των υπολογισµών. Στην εργασία [49] παρουσιάστηκε

ένας αποδοτικός αλγόριθµος για την επίλυση του γραµµικού συστήµατος µε τη µέθοδο

BiCGSTAB για αρχιτεκτονικές κατανεµηµένης µνήµης.

Η πρώτη ενότητα αυτού του κεφαλαίου παρουσιάζει τη µέθοδο του Newton µε ε-

παναληπτική ϐελτίωση του υπολοίπου για το Schur-Collocation γραµµικό σύστηµα.

Η µέθοδος αυτή επιλύει το γραµµικό σύστηµα του υπολοίπου Schur κάνοντας χρή-

ση της µεθόδου BiCGSTAB για δικτυακές-κατανεµηµένες αρχιτεκτονικές υπολογισµών

και χρήση µικτής ακρίβειας στην απεικόνιση των αριθµητικών τιµών, υλοποιώντας ένα

γενικευµένο αλγόριθµο σε σχέση µε αυτόν της εργασίας [49]. Στη δεύτερη ενότητα πα-

ϱουσιάζεται η κατασκευή παράλληλου αλγορίθµου για αρχιτεκτονικές κοινής µνήµης,

στις οποίες συµµετέχουν πολυεπεξεργαστικά συστήµατα και γραφικά υποσυστήµατα.
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4.1 Επαναληπτική ϐελτίωση υπολοίπου µε τη µέθοδο
Newton µε χρήση µικτής ακρίβειας υπολογισµών

Στην ενότητα 1.3 έγινε αναφορά στη διαδικασία χρήσης µικτής ακρίβειας υπολογισµών σε

ένα υβριδικό κώδικα GPU-CPU. Η µέθοδος ουσιαστικά εφαρµόζει διαφορετική ακρίβεια

στην απεικόνιση δεδοµένων σε διαφορετικά τµήµατα του αλγορίθµου, και πιο συγκεκρι-

µένα χρήση διπλής ακρίβειας σε υπολογισµούς που δεν έχουν µεγάλο ϕόρτο εργασίας κι

έτσι δεν κοστίζουν χρονικά, ενώ γίνεται χρήση απλής ακρίβειας στα αυξηµένου ϕόρτου

υπολογιστικά τµήµατα του αλγορίθµου. Η ιδέα της συγκεκριµένης µεθόδου στηρίχθη-

κε στο γεγονός ότι στις πρώτες GPUs υπήρχε µόνο η δυνατότητα αριθµητικών πράξεων

πραγµατικών αριθµών απλής ακρίβειας (µε ταχύτητα εκτέλεσης πολλαπλάσια σε σχέση

µε ένα CPU (σχήµα 1.6) ενώ οι πρώτες προγραµµατιζόµενες GPUs που υποστήριζαν α-

ϱιθµητικές πράξεις πραγµατικών αριθµών διπλής ακρίβειας είχαν ταχύτητα διεξαγωγής

κατά περίπου 1/8 µικρότερη σε σχέση µε τη ταχύτητα εκτέλεσης υπολογισµών µεταξύ

πραγµατικών αριθµών απλής ακρίβειας (σχήµα 1.5). Συνεπώς, κρίθηκε ενδιαφέρουσα η

ανάπτυξη ενός τέτοιου µοντέλου επίλυσης, το οποίο ϑα µπορούσε να εκµεταλλευτεί την

υπολογιστική ισχύ των GPUs χωρίς να ϑυσιαστεί η ακρίβεια των αποτελεσµάτων της επί-

λυσης. Για την υλοποίηση αυτής της ιδέας, το τµήµα του αλγορίθµου που εκτελείται στο

CPU διεξάγει υπολογισµούς διπλής ακρίβειας, ενώ τα τµήµατα που εκτελούνται στη GPU

διεξάγουν υπολογισµούς απλής ακρίβειας. ΄Ετσι, επιτυγχάνεται και µείωση του κόστους

µεταφοράς των δεδοµένων µεταξύ CPU-GPU, αλλά και µείωση της χρήσης µνήµης στη

GPU, αφού γίνεται χρήση απλής και όχι διπλής ακρίβειας αριθµητικών δεδοµένων.

Μια ιδιαίτερα γνωστή και απλή µέθοδος χρήσης µικτής ακρίβειας υπολογισµών για την

επίλυση γραµµικών συστηµάτων είναι η επαναληπτική ϐελτίωση του υπολοίπου,

σύµφωνα µε την οποία το υπόλοιπο µιας διαδικασίας επίλυσης χρησιµοποιείται ως δεξί

µέλος σε ένα γραµµικό σύστηµα διόρθωσης της λύσης.
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Η παραπάνω διαδικασία στηρίζεται στη µέθοδο Newton, µε την οποία επιτυγχάνον-

ται προοδευτικά καλύτερες προσεγγίσεις µιας συνάρτησης f(·), διορθώνοντας τη προ-

σέγγιση της λύσης xi µέσω της σχέσης της µεθόδου Newton

xi+1 = xi − (∇f(xi))
−1f(xi) (4.1)

Η παραπάνω σχέση, για τη συνάρτηση υπολοίπου f(x) = b − Ax, όπου ∇f = −A,

γράφεται ως

xi+1 = xi + A−1(b− Axi) (4.2)

οπότε ορίζοντας το υπόλοιπο στο επαναληπτικό ϐήµα i ως ri = b− Ax, προκύπτει ότι

xi+1 = xi + A−1ri (4.3)

ενώ, αν ϑεωρηθεί ci = A−1ri στη διόρθωση της λύσης xi, ο αλγόριθµος της διόρθωσης

του υπολοίπου περιγράφεται µε τα παρακάτω ϐήµατα

Αλγόριθµος της διόρθωσης υπολοίπου

Β1: Επιλογή αρχικής τιµής για x0

Β2: Υπολογισµός αρχικού υπολοίπου r0 = b− Ax0

Β3: while (‖Axi − b‖ > ε‖r0‖ do

Β4: Υπολογισµός ri = b− Axi

Β5: Επίλυση: Aci = ri

Β6: ∆ιόρθωση λύσης : xi+1 = xi + ci

Β7: end while
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Η µέθοδος επαναληπτικής ϐελτίωσης µικτής ακρίβειας (mixed precision iterative refi-

nement), µπορεί να αποτυπωθεί αλγοριθµικά στο σχήµα 4.1.

Σχήµα 4.1: Αλγόριθµος της µεθόδου επαναληπτικής ϐελτίωσης µικτής ακρίβειας, [1].

Κατά την υλοποίηση του παραπάνω αλγορίθµου, δηµιουργείται ένας επιλύτης µικτής

ακρίβειας, στον οποίο η επίλυση του γραµµικού συστήµατος διόρθωσης του υπολοίπου

Ac = r πραγµατοποιείται σε απλή ακρίβεια (.low), ενώ η διόρθωση της προσέγγισης της

λύσης και όλες οι υπόλοιπες διαδικασίες σε διπλή ακρίβεια (.high). Για την επίλυση του

γραµµικού συστήµατος Ac = r µπορούν να χρησιµοποιηθούν µέθοδοι υποχώρων Krylov

ή άµεσες µέθοδοι επίλυσης, ανάλογα τη δοµή του πίνακα A. Με επιλογή µιας επαναλη-

πτικής µεθόδου υποχώρων Krylov (CG, GMRES, BiCG) δηµιουργείται µια εσωτερική

επαναληπτική διαδικασία για την επίλυση του Aci = ri, η οποία εκτελείται σε κάθε ε-

ξωτερική επανάληψη i διόρθωσης του επιλύτη µικτής ακρίβειας. Για τον τερµατισµό

κάθε επαναληπτικής διαδικασίας χρησιµοποιούνται κριτήρια τερµατισµού, εσωτερικό

και εξωτερικό, ο κατάλληλος συνδυασµός των οποίων έχει καταλυτικό ϱόλο στην απόδο-

ση του επιλύτη µικτής ακρίβειας. Μεγάλος αριθµός εσωτερικών επαναλήψεων σε απλή

ακρίβεια οδηγεί σε λιγότερες εξωτερικές επαναλήψεις σε διπλή ακρίβεια, ενώ ελάττωση

του αριθµού οδηγεί σε περισσότερες επανεκκινήσεις του επιλύτη. Για τη ϐελτιστοποίη-

ση της απόδοσης, δεν µπορεί να γίνει εύκολα ολοκληρωµένη ϑεωρητική ανάλυση, είναι

δεδοµένο όµως ότι απαιτείται καλή γνώση των ιδιοτήτων και της συµπεριφοράς της ε-
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παναληπτικής µεθόδου και της δοµής του γραµµικού συστήµατος που επιλύεται [1].

Στη παρούσα επίλυση του γραµµικού συστήµατος διόρθωσης υπολοίπου επιλέχθηκε η

µέθοδος BiCGSTAB µε χρήση του συµπληρώµατος Schur.

Ο αντίστοιχος αλγόριθµος ϑα είναι :

Αλγόριθµος Newton του συµπληρώµατος Schur µε χρήση BiCGSTAB

Β1: Επιλογή αρχικής τιµής για x0
high

Β2: Υπολογισµός αρχικού υπολοίπου r0
high = b− Ahighx0

high, Ahigh → Alow

Β3: while (‖Ahighxi
high − b‖ > ε ‖r0high‖ do

Β4: Υπολογισµός rhighi = b− Ahighxi
high

Β5: ri
high → ri

low

Β6: Επίλυση Alowci
low = ri

low
µε τη µέθοδο Schur Complement

Alow =

[
DR HB

HR DB

]
, clowi =

[
c
(i)
R

c
(i)
B

]
και rlowi =

[
r
(i)
R

r
(i)
B

]

SC1: Επίλυση DRr̂
(i)
R = r

(i)
R

SC2: Υπολογισµός r̂
(i)
B = r

(i)
B −HRr̂

(i)
R

SC3: Επίλυση µε BiCGSTAB S c
(i)
B = r̂

(i)
B

SC4: Υπολογισµός ĉ
(i)
B = HBc

(i)
B

SC5: Επίλυση DRĉ
(i)
R = ĉ

(i)
B

SC6: Υπολογισµός c
(i)
R = r̂

(i)
R − ĉ

(i)
R

Β7: clowi → chighi

Β8: ∆ιόρθωση λύσης : xi+1
high = xi

high + ci
high

Β9: end while
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Γίνεται αντιληπτό ότι, συγκρίνοντας το συγκεκριµένο επιλύτη µικτής ακρίβειας µε την

απλή επαναληπτική µέθοδο του Schur, οι υπολογισµοί που πραγµατοποιούνται στον ε-

πιλύτη µικτής ακρίβειας είναι περισσότεροι. Αυτό συµβαίνει διότι σε κάθε εξωτερική

επανάληψη i του επιλύτη µικτής ακρίβειας υπολογίζεται η τιµή του υπολοίπου ri, µε

την εκτέλεση ενός πολλαπλασιασµού πίνακα µε διάνυσµα και µιας πρόσθεσης διανυ-

σµάτων, ενηµερώνεται η προσέγγιση της λύσης xi, ελέγχεται το κριτήριο τερµατισµού,

ενώ πραγµατοποιούνται και δύο µετατροπές διανυσµάτων από απλή σε διπλή ακρίβεια

και αντίστροφα. Συνεπώς, για να ϑεωρηθεί συµφέρουσα η χρήση του επιλύτη µικτής

ακρίβειας ϑα πρέπει η χρονική επιβάρυνση που προκύπτει απο τους επιπλέον υπολο-

γισµούς να υπερκαλύπτεται από το όφελος που προκύπτει από τη ταχύτερη εκτέλεση

υπολογισµών σε αριθµητική απλής ακρίβειας της επίλυσης του γραµµικού συστήµατος

µε τη διόρθωση της λύσης.

Στη περίπτωση δε υλοποίησης του αλγορίθµου σε αρχιτεκτονικές CPU-GPU, ϑα πρέ-

πει να συνυπολογιστεί και η συχνή µεταφορά δεδοµένων µεταξύ της µνήµης της GPU

και της µνήµης του CPU, η περιορισµένη ταχύτητας προσπέλασης των οποίων (περίπου

6 Gb/sec) µειώνει την απόδοση του επιλύτη. Επιπλέον, τονίζεται ότι ο πίνακας A απο-

ϑηκεύεται σε δύο διαφορετικές µορφές, µε τιµές απλής Alow και διπλής ακρίβειας Ahigh,

για να αποφευχθεί το υψηλό κόστος της µετατροπής του σε κάθε επαναληπτικό ϐήµα

της διαδικασίας. Για το λόγο αυτό, συµβαίνει το ίδιο και µε έναν αριθµό ϐοηθητικών

διανυσµάτων, συνεπώς αυξάνονται ανάλογα και οι απαιτήσεις σε µνήµη.

Οι νεότερες GPUs υποστηρίζουν πράξεις αριθµητικής διπλής ακρίβειας, µε την τα-

χύτητα εκτέλεσης τους να είναι περίπου υποδιπλάσια αυτών της απλής ακρίβειας, ενώ

ενσωµατώνουν πλήρως το πρότυπο IEEE 754 για την αναπαράσταση πραγµατικών αριθ-

µών. Με ϐάση αυτή την πρόοδο στη τεχνολογία των GPUs, στην εργασία [10] προτείνεται

η πλήρης εκτέλεση της επίλυσης ενός προβλήµατος σε GPUs, διαχωρίζοντας το σε υπο-

προβλήµατα µε ϐάση την επιθυµητή ακρίβεια στους υπολογισµούς. Με τον τρόπο αυτό

µειώνεται σε πολύ µεγάλο ϐαθµό το κόστος επικοινωνίας µεταξύ των µνηµών CPU-GPU.
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΄Εγινε υλοποίηση της επίλυσης του Collocation γραµµικού συστήµατος µε χρήση

του συµπληρώµατος Schur εφαρµόζοντας την επαναληπτική διαδικασία της µεθόδου

Newton. Η µελέτη της συµπεριφοράς τόσο του σειριακού, αλλά και του παράλληλου

αλγόριθµου που προέκυψε χρησιµοποιώντας τις επιµέρους παράλληλες διαδικασίες της

εργασίας [;], οδήγησε στο συµπέρασµα ότι η χρήση µικτής ακρίβειας υπολογισµών ε-

πιβάρυνε αισθητά µε επαναληπτικά ϐήµατα τη διαδικασία επίλυσης. ΄Ετσι, αν και ο

παράλληλος αλγόριθµος της µεθόδου Newton για κατανεµηµένης µνήµης αρχιτεκτονι-

κές είναι αποδοτικός σε σχέση µε τη σειριακή έκδοση του, η χρήση της µεθόδου Newton

υστερεί σε απόδοση σε σχέση µε την αντίστοιχη αποκλειστική χρήση της επαναληπτικής

µεθόδου του συµπληρώµατος Schur για την επίλυση του Collocation γραµµικού συστή-

µατος. Για αυτό το λόγο στην επόµενη ενότητα παρουσιάζεται η κατασκευή αλγορίθµου

για την επαναληπτική µέθοδο του συµπληρώµατος Schur για αρχιτεκτονικές πολλαπλών

υπολογιστικών πυρήνων κοινής µνήµης για CPU-GPU επιστηµονικούς υπολογισµούς.

4.2 Επίλυση σε CPU-GPU αρχιτεκτονική υπολογισµών
κοινής µνήµης

Οι σηµαντικότεροι παράγοντες που λαµβάνονται υπ’οψη στο σχεδιασµό και την οργάνω-

ση των υπολογισµών ενός παράλληλου αλγορίθµου είναι η αρχιτεκτονική διασύνδεσης

επεξεργαστών του διαθέσιµου µηχανήµατος καθώς και ο αριθµός και το είδος των επε-

ξεργαστών του. Τα σηµερινά υπολογιστικά συστήµατα κοινής µνήµης αποτελούνται από

λίγους σε πλήθος, αλλά ισχυρούς επεξεργαστικούς πυρήνες. Αντίθετα, µια GPU διαθέτει

µερικές εκατοντάδες υπολογιστικών πυρήνων µε δυνατότητα εκτέλεσης ϐασικών αριθµη-

τικών πράξεων. Οι υπολογιστικοί αυτοί πυρήνες έχουν τη δική τους µνήµη κι έτσι ϑα

πρέπει να ληφθεί υπ’οψη η συγκεκριµένη αρχιτεκτονική στο διαχωρισµό δεδοµένων και

υπολογισµών,ενώ επίσης ϐασική επιδίωξη είναι όλοι οι πυρήνες να παραµένουν απασχο-

ληµένοι κατά τη διάρκεια των υπολογισµών. Αυτό το no idle core υπολογιστικό µοντέλο

απαιτεί ισοκατανοµή και ισορροπία µεταξύ ϕόρτου επικοινωνίας και υπολογισµών.
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4.2.1 Αλγόριθµος για CPU-GPU υπολογιστικά περιβάλλοντα

Για τη κατασκευή αποδοτικών αλγορίθµων σε αρχιτεκτονικές CPU-GPU είναι η διευθέτη-

ση της ανάθεσης των υπολογιστικών νηµάτων (threads) σε κατάλληλους υπολογιστικούς

πυρήνες. Αρχικά, µπορεί να ϑεωρηθεί µια εικονική αρχιτεκτονική µε απεριόριστο αριθ-

µό επεξεργαστών. Λαµβάνοντας υπ’οψη την αναγκαιότητα να έχουν τα threads ανεξάρ-

τητα µεταξύ τους δεδοµένα, την επιδίωξη για ελαχιστοποίηση του κόστους επικοινωνίας

µε τη µνήµη και το γεγονός ότι ο αριθµός των υποδιαστηµάτων ns = 2p της διακρι-

τοποίησης και προς τις δύο κατευθύνσεις x και y είναι άρτιος, γίνεται αντιληπτό ότι η

κατάλληλη κατανοµή επιτυγχάνεται µε τη αντιστοίχιση ενός thread για κάθε µια από τις

2p+1 κάθετες γραµµές του πλέγµατος διακριτοποίησης. Αυτό παρουσιάζεται σχηµατικά

στην εικόνα 4.2 για τη περίπτωση ns = 4 πεπερασµένων στοιχείων σε κάθε κατεύθυνση.

Σχήµα 4.2: Αντιστοίχιση των collocation αγνώστων σε υπολογιστικά νήµατα για ns = 4, [57].
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΄Ετσι, τα περιττής αρίθµησης threads αντιστοιχούν σε red αγνώστους από τις κάθε-

τες γραµµές πλέγµατος, ενώ τα άρτια threads αντιπροσωπεύουν υπολογισµούς των

black γραµµών πλέγµατος. Εξαιτίας της 2p-block διαµέρισης όλων των διανυσµάτων

στους υπολογισµούς, είναι ξεκάθαρο ότι σε καθένα από τα περιττά threads V2i−1 , i =

1, . . . , p+1 , έχει ανατεθεί ο υπολογισµός των διανυσµάτων t2i−2 και t2i−1 της λύσης, ενώ

κάθε άρτιο thread V2i , i = 1, . . . , p , ϑα πρέπει να υπολογίσει τα διανύσµατα t2p+2i−1

και t2p+2i της λύσης. Η ιδιαιτερότητα που παρουσιάζεται στα threads V1 και V2p+1 ο-

ϕείλεται στις συνοριακές συνθήκες. Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι αν γινόταν αντιστοίχιση

αγνώστων που ανήκουν στην ίδια κάθετη γραµµή πλέγµατος σε διαφορετικά threads ϑα

υπήρχε αυξηµένο κόστος επικοινωνίας µεταξύ των threads και της κύριας µνήµης επειδή

υπάρχει ισχυρή εξάρτηση µεταξύ των αγνώστων που ανήκουν σε ίδιους υπολογιστικούς

κόµβους πλέγµατος. Για τον ίδιο λόγο οι υπολογισµοί αγνώστων που αντιστοιχούν στη

δεξιά και αριστερή στήλη κάθε κάθετης γραµµής του πλέγµατος ϑα χρειαστεί να διεξα-

χθούν από το ίδιο thread. Αυτό µας οδηγεί στη νέα αρίθµηση των red και black threads

όπως εµφανίζει η εικόνα 4.3.

Σχήµα 4.3: Αντιστοίχιση των collocation αγνώστων σε threads ανάλογα την αρίθµηση για
ns = 4, [57].
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Στον παράλληλο αλγόριθµο, όλες οι ϐασικές πράξεις διανυσµάτων γραµµικής άλγεβρας

όπως εσωτερικά γινόµενα, πρόσθεση διανυσµάτων και πολλαπλασιασµοί τους µε ϐαθµω-

τά µεγέθη, µπορούν να εκτελεστούν παράλληλα, ϐάσει της παραπάνω 2p-block διαµέρι-

σης όλων των διανυσµάτων. Ο λόγος που µπορούν να εκτελεστούν παράλληλα οι παρα-

πάνω διαδικασίες είναι η ανεξαρτησία µεταξύ των δεδοµένων που έχει το κάθε thread.

Σύµφωνα µε τον παραπάνω τρόπο αντιστοίχισης δεδοµένων σε threads, οι παράλληλες

διαδικασίες είναι ανεξάρτητες ως προς τα δεδοµένα για όλους τους πολλαπλασιασµούς

πίνακα µε διάνυσµα και για τις πράξεις άµεσης επίλυσης κατά τους red και black κύ-

κλους υπολογισµών.

Οι παρακάτω παράλληλοι αλγόριθµοι ενσωµατώνουν όλες τις παραπάνω ιδιότητες για

τον υπολογισµό ενός τυχαίου διανύσµατος t διάστασης 4ns
2 .

Παράλληλη διαδικασία RED Υπολογισµών

!$OMP PARALLEL DO DEFAULT(SHARED)

do i = 0 έως p

V2i+1 υπολογίζει t2i, t2i+1

enddo

!$OMP END PARALLEL DO

Παράλληλη διαδικασία BLACK Υπολογισµών

!$OMP PARALLEL DO DEFAULT(SHARED)

do i = 0 έως p

V2i υπολογίζει t2p+2i, t2p+2i−1

enddo

!$OMP END PARALLEL DO
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Για την εκτέλεση του αλγορίθµου σε ένα παράλληλο υπολογιστικό σύστηµα, που απο-

τελείται από P υπολογιστικούς πυρήνες, οµάδες των threads πρέπει να αντιστοιχηθούν

σε πυρήνες της GPU και σε αυτούς του κεντρικού επεξεργαστή. Η ενότητα που ακολουθεί

περιγράφει τη διαδικασία αντιστοίχισης για τη περίπτωση όπου ns = kP , καθώς για τις

υπόλοιπες περιπτώσεις υπάρχει όµοια αντιµετώπιση. Στη συγκεκριµένη περίπτωση, ω-

στόσο, το υπολογιστικό κόστος είναι το ίδιο για όλους τους πυρήνες υπολογισµών, οπότε

υπάρχει ισοκατανοµή του υπολογιστικού ϕόρτου.

Σύµφωνα µε τον τρόπο αντιστοίχισης που αναφέρθηκε παραπάνω, κάθε k διαδοχικά

threads αντιστοιχίζονται σε κάθε έναν από τους Pj , (j = 1, . . . , P ) πυρήνες, µε ϐάση

την αρχιτεκτονική του συστήµατος.

y y • • • y

~

V(j−1)k+1 V(j−1)k+2 Vjk

Pj

?

Οπότε, ακολουθώντας την παραπάνω διαδικασία σε κάθε Pj πυρήνα µπορούµε να αντι-

στοιχίσουµε k threads V(j−1)k+1, . . . , Vjk. Παρατηρούµε ότι :

• ΄Οταν ο δείκτης k είναι άρτιος οι δείκτες (j − 1)k + 1 και jk που ικανοποιούν τη

συνθήκη (j − 1)k + 1 είναι περιττοί, ενώ οι jk είναι άρτιοι. Οπότε τα υπολο-

γιστικά threads V(j−1)k+1 και Vjk είναι αντίστοιχα red (περιττά) και black (άρτια)

threads κι έτσι σχηµατικά ϑα ισχύει ότι :

z z • • • z z

~

Red Black Red Black

Pj

?

85



Οπότε, στους πυρήνες Pj αντιστοιχίζονται τα k red διανύσµατα tl , l = (j −

1)k, . . . , jk − 1 και τα k black διανύσµατα t2p+l , l = (j − 1)k + 1, . . . , jk .

• ΄Οταν ο δείκτης k είναι περιττός οι δείκτες (j − 1)k + 1 και jk που ικανοποιούν

τη συνθήκη (j − 1)k + 1 και jk είναι περιττοί όταν j είναι περιττός, ενώ οι

(j−1)k+1 και jk είναι άρτιοι όταν το j είναι άρτιος. ΄Ετσι τα threads V(j−1)k+1

και Vjk είναι µαζί red (περιττά) όταν το j είναι περιττός ενώ και τα δυο είναι black

(άρτια) όταν το j είναι άρτιος κι έτσι ϑα έχουµε το σχήµα:

x x • • • x x x
~

Red Black Red Black Red

Pj , j είναι περιττός

?

x x • • • x x x
~

Black Red Black Red Black

Pj , j είναι άρτιος

?

Οπότε, όταν το j είναι περιττός, στους πυρήνες Pj αντιστοιχίζονται τα k + 1 red

διανύσµατα tl , l = (j − 1)k, . . . , jk και τα k − 1 black διανύσµατα t2p+l , l =

(j−1)k+1, . . . , jk−1 , ενώ, όταν το j είναι άρτιος, στους πυρήνεςPj αντιστοιχίζονται

τα k−1 red διανύσµατα tl , l = (j−1)k+1, . . . , jk−1 και τα k−1 black διανύσµατα

t2p+l , l = (j − 1)k, . . . , jk .

Η υλοποίηση των παραπάνω αλγορίθµων µε CPU threads µπορεί να πραγµατοποιηθεί

µε χρήση αποδοτικών διαδικασιών από υπάρχουσες αριθµητικές ϐιβλιοθήκες. Για πα-

ϱάδειγµα, στην περίπτωση της εµπρός και πίσω αντικατάστασης κατά τη διάρκεια της

block άµεσης επίλυσης του γραµµικού συστήµατος µε τους πίνακες DR και DB, µπορεί

να επιλεγεί η κατάλληλη διαδικασία από την ϐιβλιοθήκη Lapack [29], ενώ για τον πολ-

λαπλασιασµό πίνακα µε διάνυσµα, που εµπλέκει τους πίνακες HB και HR, µπορεί να
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χρησιµοποιηθεί η κατάλληλη διαδικασία από τη ϐιβλιοθήκη BLAS, [28]. Ωστόσο, για την

υλοποίηση µε GPU threads κρίνεται αναγκαία η σχεδίαση κατάλληλων αλγορίθµων, έτσι

ώστε να είναι εφικτή η εκµετάλλευση της ιδιαίτερης δοµής των πινάκων που εµπλέκονται

στους υπολογισµούς. Η σειριακότητα των υπολογισµών κατά τη διάρκεια της εµπρός και

πίσω αντικατάστασης στη ϕάση επίλυσης του γραµµικού συστήµατος, σε συνδυασµό µε

τους περιορισµούς που υπάρχουν λόγω µεγέθους µνήµης των GPUs, άµεσα µας υποδει-

κνύει ότι οι επιλύσεις κατά τους red και black κύκλους υπολογισµών, µε τους πίνακες

συντελεστών DR και DB αντίστοιχα, πρέπει να εκτελεστούν από CPU threads. Από την

άλλη µεριά η ανεξαρτησία των δεδοµένων που εµπλέκονται στις ϐασικές πράξεις µεταξύ

πινάκων και διανυσµάτων, σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι οι εκατοντάδες υπολογιστικοί

πυρήνες των GPUs είναι οργανωµένοι σε υπολογιστικές οµάδες και, µέσω της εκτέλεσης

εφαρµογών κατά SIMD, µπορούν εκτελέσουν ταυτόχρονα ϐασικές αριθµητικές πράξεις

ταχύτερα από ότι οι πυρήνες του κεντρικού επεξεργαστή του µηχανήµατος. Κατά συνέ-

πεια, κρίνεται κατάλληλη η εκτέλεση των διαδικασιών που εµπλέκουν πολλαπλασιασµό

πίνακα-διάνυσµα κατά τη διάρκεια των red και black κύκλων, µε τους block πίνακες HR

και HB, στη GPU. Περαιτέρω ϐελτίωση της απόδοσης µπορεί να επιτευχθεί µε την εκµε-

τάλλευση της block δοµής των HR και HB, από τις σχέσεις (3.29) και (3.30) αντίστοιχα,

επειδή εµπλέκονται αποκλειστικά δύο πενταδιαγώνιοι πίνακες A3 και A4 τάξης 2ns. Ο

αλγόριθµος της επαναληπτικής διαδικασίας ϑα έχει τη µορφή

Παράλληλος αλγόριθµος για επίλυση Schur collocation εξισώσεων

Β1: Επίλυση DRb̂R = bR παράλληλα CPU

Β2: Αποστολή πινάκων A3, A4 και διανύσµατος b̂R CPU → GPU

Β3: Υπολογισµός b̂B = bB −HRb̂R παράλληλα GPU

Β4: Επίλυση µε BiCGSTAB S xB = b̂B παράλληλα

Β5: Υπολογισµός x̂B = HBxB παράλληλα GPU
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Β6: Αποστολή διανύσµατος x̂B GPU → GPU

Β7: Επίλυση DRx̂R = x̂B παράλληλα CPU

Β8: Υπολογισµός xR = b̂R − x̂R παράλληλα CPU

Οι υπολογισµοί του ϐήµατος Β4 της µεθόδου BiCGSTAB πραγµατοποιούνται από τους

επεξεργαστές του υπολογιστικού συστήµατος, εκτός από τους υπολογισµούς των δυο

πολλαπλασιασµών πινάκων-διανυσµάτων σε κάθε επαναληπτικό ϐήµα όπου εµπλέκεται

ο Schur πίνακας του συµπληρώµατος Schur S. Πιο αναλυτικά, οι υπολογισµοί του ϐή-

µατος Β4, που εµπλέκουν τους πίνακες HR και HB ως πολλαπλασιαστές, ϑα διεξάγονται

στη GPU σύµφωνα µε τον ακόλουθο αλγόριθµο:

Υπολογισµός του t = Sp

BS1: Αποστολή p CPU → GPU

BS2: Υπολογισµός t = HB p παράλληλα GPU

BS3: Αποστολή t GPU → CPU

BS4: Επίλυση DRs = t παράλληλα CPU

BS5: Αποστολή s CPU → GPU

BS6: Υπολογισµός q = HR s παράλληλα GPU

BS7: Αποστολή q GPU → CPU

BS8: Υπολογισµός t = DB p − q παράλληλα CPU

Το κόστος επικοινωνίας για τη µεταφορά δεδοµένων µεταξύ της κύριας µνήµης του υ-

πολογιστικού συστήµατος και του γραφικού υποσυστήµατος είναι αυτό της µεταφοράς

δυο διανυσµάτων µεγέθους 2n2
s ανά κατεύθυνση. ∆ηλαδή, το κόστος επικοινωνίας κάθε

επαναληπτικού ϐήµατος της BiCGSTAB είναι το κόστος µεταφοράς οκτώ διανυσµάτων

µεγέθους 2n2
s προς κάθε κατευθυνση, αφού οι πίνακες A3 και A4 ϑα µεταφερθούν και
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ϑα αποθηκευτούν στη µνήµη της GPU µία ϕορά µόνο κατά την έναρξη της διαδικασίας

επίλυσης.

Ο παρακάτω αλγόριθµος περιγράφει ένα black κύκλο υπολογισµών της t = HBz

διαδικασίας πολλαπλασιασµού πίνακα-διανύσµατος στη GPU.

∆ιαδικασία Υπολογισµού t=HBz στη GPU

!$ACC DATA COPYIN(z) CREATE(temp) COPYOUT(t)
!$ACC KERNELS

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns

t(i) = A3(3, i)z(i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 2 έως 2ns

t(i− 1) = t(i− 1) + A3(2, i)z(i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 1

t(i+ 1) = t(i+ 1) + A3(4, i)z(i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 2

t(i) = t(i) + A3(1, i+ 2)z(i+ 2)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 2

t(i+ 2) = t(i+ 2) + A3(5, i)z(i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns

t(i) = t(i)− A4(3, i)z(i+ 2ns)

enddo

!$ACC LOOP
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do i = 2 έως 2ns

t(i− 1) = t(i− 1)− A4(2, i)z(i+ 2ns)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 1

t(i+ 1) = t(i+ 1)− A4(4, i)z(i+ 2ns)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 2

t(i) = t(i)− A4(1, i+ 2)z(i+ 2 + 2ns)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 2

t(i+ 2) = t(i+ 2)− A4(5, i)z(i+ 2ns)

enddo

do k = 1 έως ns − 3 µε ϐήµα 2

k1 = (k − 1)2ns , k2 = k2ns , k3 = (k + 1)2ns , k4 = (k + 2)2ns

!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 1 έως 2ns

t(k2 + i) = A3(3, i)z(k1 + i) + A4(3, i)z(k2 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 2 έως 2ns

t(k2 + i− 1) = t(k2 + i− 1)+A3(2, i)z(k1 + i− 1) + A4(2, i)z(k2 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 1 έως 2ns − 1

t(k2 + i+ 1) = t(k2 + i+ 1)+A3(4, i)z(k1 + i) + A4(4, i)z(k2 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 1 έως 2ns − 2

t(k2 + i) = t(k2 + i)+A3(1, i+ 2)z(k1 + i+ 2)+A4(1, i+ 2)z(k2 + i+ 2)

enddo
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!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 1 έως 2ns − 2

t(k2 + i+ 2) = t(k2 + i+ 2)+A3(5, i)z(k1 + i) + A4(5, i)z(k2 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 1 έως 2ns

t(k3 + i) = A3(3, i)z(k3 + i)− A4(3, i)z(k4 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 2 έως 2ns

t(k3 + i− 1) = t(k3 + i− 1)+A3(2, i)z(k3 + i− 1)− A4(2, i)z(k4 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 1 έως 2ns − 1

t(k3 + i+ 1) = t(k3 + i+ 1)+A3(4, i)z(k3 + i)− A4(4, i)z(k4 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 1 έως 2ns − 2

t(k3 + i) = t(k3 + i)+A3(1, i+ 2)z(k3 + i+ 2)−A4(1, i+ 2)z(k4 + i+ 2)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 1 έως 2ns − 2

t(k3 + i+ 2) = t(k3 + i+ 2)+A3(5, i)z(k3 + i)− A4(5, i)z(k4 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 1 έως 2ns

temp(i) = t(k3 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 1 έως 2ns

t(k3 + i) = t(k3 + i)− t(k2 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT

91



do i = 1 έως 2ns

t(k2 + i) = t(k2 + i) + temp(k3 + i)

enddo

enddo

k2 = 2n2
s − 2ns , k3 = 2n2

s − 2 · 2ns

!$ACC LOOP
do i = 1 έως 2ns

t(k3 + i) = A3(3, i)z(k2 + i) + A4(3, i)z(k3 + i)

enddo

!$ACC LOOP
do i = 2 έως 2ns

t(k3 + i− 1) = t(k3 + i− 1) + A3(2, i)z(k2 + i) + A4(2, i)z(k3 + i)

enddo

!$ACC LOOP
do i = 1 έως 2ns − 1

t(k3 + i+ 1) = t(k3 + i+ 1) + A3(4, i)z(k2 + i) + A4(4, i)z(k3 + i)

enddo

!$ACC LOOP
do i = 1 έως 2ns − 2

t(k3 + i) = t(k3 + i) + A3(1, i+ 2)z(k2 + i+ 2) + A4(1, i+ 2)z(k3 + i+ 2)

enddo

!$ACC LOOP
do i = 1 έως 2ns − 2

t(k3 + i+ 2) = t(k3 + i+ 2) + A3(5, i)z(k2 + i) + A4(5, i)z(k3 + i)

enddo

!$ACC END KERNELS
!$ACC END DATA
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Η πραγµατοποίηση του αντίστοιχου red κύκλου υπολογισµών για GPU µπορεί να περι-

γραφεί µε το παρακάτω αλγόριθµο.

∆ιαδικασία Υπολογισµού t=HRz στη GPU

!$ACC DATA COPYIN(z) CREATE(temp) COPYOUT(t)
!$ACC KERNELS

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns

t(i) = A4(3, i)z(i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 2 έως 2ns

t(i− 1) = t(i− 1) + A4(2, i)z(i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 1

t(i+ 1) = t(i+ 1) + A4(4, i)z(i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 2

t(i) = t(i) + A4(4, i+ 2)z(i+ 2)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 2

t(i+ 2) = t(i+ 2) + A4(5, i)z(i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns

t(i+ 2ns) = A3(3, i)z(i+ 2 · 2ns)− A4(3, i)z(i+ 2 · 2ns)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 2 έως 2ns

t(i− 1 + 2ns) = t(i− 1 + 2ns) + A3(2, i)z(i+ 2ns)− A4(2, i)z(i+ 2 · 2ns)

enddo
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!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 1

t(i+ 1 + 2ns) = t(i+ 1 + 2ns) + A3(4, i)z(i+ 2ns)− A4(4, i)z(i+ 2 · 2ns)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 2

t(i+ 2ns) = t(i+ 2ns) + A3(1, i+ 2)z(i+ 2 + 2ns)− A4(1, i+ 2)z(i+ 2 + 2 · 2ns)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 2

t(i+ 2 + 2ns) = t(i+ 2 + 2ns) + A3(5, i)z(i+ 2ns)− A4(5, i)z(i+ 2 · 2ns)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns

temp(i) = t(i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns

t(i) = t(2ns + i) + t(i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns

t(2ns + i) = t(2ns + i)− temp(i)
enddo

do k = 1 έως ns − 3 µε ϐήµα 2

k1 = (k − 1)2ns , k2 = k2ns , k3 = (k + 1)2ns , k4 = (k + 2)2ns

!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 1 έως 2ns

t(k2 + i) = A3(3, i)z(k1 + i) + A4(3, i)z(k2 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 2 έως 2ns

t(k2 + i− 1) = t(k2 + i− 1)+A3(2, i)z(k1 + i− 1) + A4(2, i)z(k2 + i)
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enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT
do i = 1 έως 2ns − 1

t(k2 + i+ 1) = t(k2 + i+ 1)+A3(4, i)z(k1 + i) + A4(4, i)z(k2 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT
do i = 1 έως 2ns − 2

t(k2 + i) = t(k2 + i)+A3(1, i+ 2)z(k1 + i+ 2)+A4(1, i+ 2)z(k2 + i+ 2)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT
do i = 1 έως 2ns − 2

t(k2 + i+ 2) = t(k2 + i+ 2)+A3(5, i)z(k1 + i) + A4(5, i)z(k2 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT
do i = 1 έως 2ns

t(k3 + i) = A3(3, i)z(k3 + i)− A4(3, i)z(k4 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT
do i = 2 έως 2ns

t(k3 + i− 1) = t(k3 + i− 1)+A3(2, i)z(k3 + i− 1)− A4(2, i)z(k4 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT
do i = 1 έως 2ns − 1

t(k3 + i+ 1) = t(k3 + i+ 1)+A3(4, i)z(k3 + i)− A4(4, i)z(k4 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT
do i = 1 έως 2ns − 2

t(k3 + i) = t(k3 + i)+A3(1, i+ 2)z(k3 + i+ 2)−A4(1, i+ 2)z(k4 + i+ 2)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT
do i = 1 έως 2ns − 2

t(k3 + i+ 2) = t(k3 + i+ 2)+A3(5, i)z(k3 + i)− A4(5, i)z(k4 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT
do i = 1 έως 2ns
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temp(k2 + i) = t(k2 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 1 έως 2ns

t(k2 + i) = t(k2 + i) + t(k3 + i)

enddo

!$ACC LOOP INDEPENDENT

do i = 1 έως 2ns

t(k3 + i) = t(k3 + i)− temp(k3 + i)

enddo

enddo

k1 = 2n2
s − 2ns , k2 = 2n2

s − 2 · 2ns , k3 = 2n2
s − 3 · 2ns

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns

t(k1 + i) = −A4(3, i)z(k1 + i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 2 έως 2ns

t(k1 + i− 1) = t(k1 + i− 1)− A4(2, i)z(k1 + i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 1

t(k1 + i+ 1) = t(k1 + i+ 1)− A4(4, i)z(k1 + i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 2

t(k1 + i) = t(k1 + i)− A4(4, i+ 2)z(k1 + i+ 2)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 2

t(k1 + i+ 2) = t(k1 + i+ 2)− A4(5, i)z(k1 + i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns

temp(i) = t(k1 + i)
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enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns

t(k2 + i) = A3(3, i)z(k3 + i) + A4(3, i)z(k2 + i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 2 έως 2ns

t(k2 + i− 1) = t(k2 + i− 1) + A3(2, i)z(k3 + i) + A4(2, i)z(k2 + i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 1

t(k2 + i+ 1) = t(k2 + i+ 1) + A3(4, i)z(k3 + i) + A4(4, i)z(k2 + i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 2

t(k2 + i) = t(k2 + i) + A3(1, i+ 2)z(k3 + i+ 2) + A4(1, i+ 2)z(k2 + i+ 2)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns − 2

t(k2 + i+ 2) = t(k2 + i+ 2) + A3(5, i)z(k3 + i) + A4(5, i)z(k2 + i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns

t(k1 + i) = t(k1 + i)− t(k2 + i)

enddo

!$ACC LOOP

do i = 1 έως 2ns

t(k2 + i) = temp(i) + t(k2 + i)

enddo

!$ACC END KERNELS

!$ACC END DATA
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4.3 Αλγόριθµος για αρχιτεκτονικές πολλαπλών υπολο-
γιστικών πυρήνων µε πολλαπλές GPUs

Η εξέλιξη της τεχνολογίας των υπολογιστικών συστηµάτων και των γραφικών υποσυστη-

µάτων τους έχει επιτρέψει σήµερα την ύπαρξη µηχανηµάτων µε πολλαπλές GPUs. Αν

και αρχικά όλες οι GPUs αποτελούσαν ένα ανεξάρτητο τµήµα του υλικού κατασκευής

του υπολογιστικού συστήµατος, το οποίο ήταν συνδεδεµένο σε ένα δίαυλο PCI Express,

σήµερα η ύπαρξη πολλαπλών τέτοιων διαύλων έχει επιτρέψει τη διασύνδεση πολλαπλών

GPUs. Ο µόνος περιορισµός είναι ότι το υπολογιστικό ϑα διαθέτει τουλάχιστον ίσο α-

ϱιθµό CPU πυρήνων µε τον αριθµό των GPUs. Αυτό συµβαίνει διότι κατά την εκτέλεση

εφαρµογών µε χρήση των υπολογιστικών πυρήνων των GPU απαιτείται µια CPU διαδικα-

σία ελέγχου-διαχείρισης για τη κάθε κάρτα γραφικών. Επίσης, η µνήµη της κάθε GPU

δεν είναι άµεσα προσβάσιµη από µια άλλη, οπότε το µοντέλο ανάπτυξης εφαρµογών σε

ένα τέτοιου τύπου υπολογιστικό περιβάλλον είναι κοινής και ταυτόχρονα κατανεµηµένης

µνήµης.

Για την επίλυση του γραµµικού συστήµατος της µεθόδου Collocation σε ένα παράλ-

ληλο περιβάλλον υπολογιµών πολλαπλών υπολογιστικών πυρήνων CPU µε πολλαπλές

GPUs χρειάζεται η κατάλληλη τροποποίηση και επέκταση του αλγορίθµου της προη-

γούµενης ενότητας. Ειδικότερα, κατά τις διαδικασίες πολλαπλασιασµού διανυσµάτων

µε τους πίνακες HR και HB, οι υπολογισµοί των οποίων διεξάγονται από τους υπολογι-

στικούς πυρήνες των GPUs, χρειάζεται να γίνει αρχικά µια οµοιόµορφη διαµέριση των

διανυσµάτων που είναι αποθηκευµένα στη κύρια µνήµη του υπολογιστικού συστήµατος.

Στη συνέχεια κάθε CPU thread το οποίο διαχειρίζεται την ανάλογη GPU ϑα αναλάβει να

στείλει το κατάλληλο τµήµα των διανυσµάτων στη µνήµη της GPU. ΄Οµως η δοµή των

πινάκων HR και HB είναι τέτοια όπου απαιτούνται δεδοµένα από τα γειτονικά τµήµα-

τα του διανύσµατος που ϑα πολλαπλασιαστεί µε κάθε πίνακα, τα οποία ϑα ϐρίσκονται

στη κύρια µνήµη κάποιας γειτονικής GPU. Οπότε για την ολοκλήρωση της διαδικασίας

διεξαγωγής των πράξεων του πολλαπλασιασµού των πινάκων αυτών µε τα διανύσµατα
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χρειάζεται κάθε ϕορά η δηµιουργία πολλαπλών αντιγράφων των δεδοµένων εξάρτησης

των διαδικασιών αυτών στη κύρια µνήµη του υπολογιστικού συστήµατος και η αποστολή

τους στη συνέχεια στη κύρια µνήµη της κατάλληλης GPU. Αυτό όµως έχει ως συνέπεια

την αύξηση του µεγέθους µεταφοράς των δεδοµένων µεταξύ CPU και GPU µε µια σειρια-

κή διαδικασία, αφού η πρόσβαση στα δεδοµένα της κύριας µνήµης του υπολογιστή για

τη δηµιουργία των πολλαπλών αντιγράφων επιτρέπεται µόνο από ένα CPU thread ανά

χρονική στιγµή.

Μια άλλη αποδοτικότερη λύση σε αυτό το πρόβληµα είναι η διεξαγωγή µόνο των πρά-

ξεων στις GPUs που δεν έχουν εξαρτώµενα δεδοµένα. Στη συνέχεια ϑα διεξάγονται οι

πράξεις που διαθέτουν τα εξαρτηµένα δεδοµένα από τα CPU threads, για την ολοκλή-

ϱωση των διαδικασιών πολλαπλασιασµών των πινάκων HR και HB µε διανύσµατα. Η

κατάλληλη οργάνωση των υπολογισµών µε τα εξαρτώµενα δεδοµένα απο τα CPU threads

µπορεί να αποτρέψει τη ταυτόχρονη πρόσβαση αυτών των threads στα ίδια δεδοµένα.

Ειδικότερα αν ϑεωρήσουµε ότι το πλήθος των GPUs είναι άρτιος αριθµός nGPU τότε

ϑα χρειαστεί το ίδιο πλήθος CPU threads για τη διαχείριση τους. Επειδή το συνολι-

κό µέγεθος των διανυσµάτων που πολλαπλασιάζονται µε τους πίνακες HR και HB είναι

2n2
s, η διαµέριση τους για την αποστολή τους σε κάθε GPU ϑα έχει µέγεθος 2n2

s

nGPU
. Ο-

πότε κάθε GPU ϑα υπολογίζει το τµήµα κάθε διανύσµατος που αντιστοιχεί στις ϑέσεις

από 2n2
siGPU + 1 µέχρι 2n2

s(iGPU + 1) για iGPU = 0, . . . , nGPU − 1. Η δηµιουργία

του συνολικού διανύσµατος κάθε πολλαπλασιασµού ϑα ολοκληρώνεται µε τη διεξαγωγή

των πράξεων στις GPUs, στις οποίες εµπλέκονται τα εξαρτηµένα δεδοµένα σε κάθε πε-

ϱίπτωση. Για τη περίπτωση του πολλαπλασιασµού t = HRz ϑα χρειαστεί να γίνουν δυο

πολλαπλασιασµοί µε τους ϐασικούς πίνακες A3 και A4 µε τα τµήµατα των διανυσµάτων

z(2n2
siGPU + 1, . . . , 2n2

siGPU + 2ns) και z(2n2
siGPU + 2ns(ns−1), . . . , 2n2

s(iGPU + 1))

για τον υπολογισµό των τµηµάτων των διανυσµάτων t(2n2
siGPU+1, . . . , 2n2

siGPU+4ns)

και t(2n2
siGPU + 2ns(ns− 2), . . . , 2n2

s(iGPU + 1)). Για το πολλαπλασιασµό t = HBz ϑα

χρειαστεί να γίνουν δυο πολλαπλασιασµοί µε τους ίδιους πίνακες A3 και A4 µε τα τµή-
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µατα του διανύσµατος z(2n2
siGPU + 1, . . . , 2n2

siGPU + 4ns) και z(2n2
siGPU + 2ns(ns−

2), . . . , 2n2
s(iGPU +1)) για τη κατασκευή των τµηµάτων t(2n2

siGPU +1, . . . , 2n2
siGPU +

2ns) και t(2n2
siGPU + 2ns(ns − 1), . . . , 2n2

s(iGPU + 1)) από κάθε CPU thread.

Ο παρακάτω αλγόριθµος περιγράφει τη διαδικασία του πολλαπλασιασµού t = Sp για

τη περίπτωση ύπαρξης πολλαπλών γραφικών υποσυστηµάτων.

Υπολογισµός του t = Sp

!$OMP PARALLEL DO

do iGPU = 0 έως nGPU − 1

S1: Αποστολή p(2n2
siGPU + 1 : 2n2

s(iGPU + 1)) CPU → GPU

S2: Υπολογισµός t(2n2
siGPU + 1 : 2n2

s(iGPU + 1)) για t = HBp παράλληλα GPU

S3: Αποστολή t(2n2
siGPU + 1 : 2n2

s(iGPU + 1)) GPU → CPU

S3Α : Υπολογισµός t(2n2
siGPU + 1 : 2n2

siGPU + 2ns)

και t(2n2
siGPU + 2ns(ns − 1) : 2n2

s(iGPU + 1)) CPU

enddo

!$OMP END PARALLEL DO

S4: Επίλυση DRs = t παράλληλα CPU

!$OMP PARALLEL DO

do iGPU = 0 έως nGPU − 1

S5: Αποστολή s(2n2
siGPU + 1 : 2n2

s(iGPU + 1)) CPU → GPU

S6: Υπολογισµός q(2n2
siGPU + 1 : 2n2

s(iGPU + 1)) για q = HRs παράλληλα GPU

S7: Αποστολή q(2n2
siGPU + 1 : 2n2

s(iGPU + 1)) GPU → CPU

S7Α : Υπολογισµός q(2n2
siGPU + 1 : 2n2

siGPU + 2ns)
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και q(2n2
siGPU + 2ns(ns − 2) : 2n2

s(iGPU + 1)) CPU

enddo

!$OMP END PARALLEL DO

S8: Υπολογισµός t = DB p − q παράλληλα CPU
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Κεφάλαιο 5

Μελέτη συµπεριφοράς υλοποίησης
των αλγορίθµων

Οι υλοποιήσεις των αλγορίθµων πραγµατοποιήθηκαν σε µηχάνηµα τύπου HP SL390s

G7, το οποίο ανήκει στο Εργαστήριο Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών και Ηλεκτρονικών

Υπολογιστών του Πολυτεχνείου Κρήτης, καθώς και στον Υπολογιστή Πλέγµατος του Πο-

λυτεχνείου Κρήτης.

Το µηχάνηµα HP SL390s G7 είναι ένα υπολογιστικό σύστηµα αρχιτεκτονικής κοινής

µνήµης, που αποτελείται από δύο 6-πύρηνους τύπου Xeon X5660@2.8GHz επεξεργα-

στές µε 12 MB Level 3 µνήµης cache για το καθένα. Η συνολική µνήµη είναι 24 GB

και το λειτουργικό σύστηµα είναι Oracle Linux της έκδοσης 6.2. Επίσης, διαθέτει διπλό

γραφικό υποσύστηµα GPU τύπου Tesla M2070 αρχιτεκτονικής Fermi [31], συνδεδεµένο

µέσω ξεχωριστών διαύλων PCI-gen2 για κάθε GPU, η οποία διαθέτει 6GB µνήµης και

448 πυρήνες σε 14 πολυεπεξεργαστές.

Σχήµα 5.1: GPU τύπου Tesla M2070 αρχιτεκτονικής Fermi από την εταιρεία NVIDIA.
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Ο υπολογιστής πλέγµατος αποτελείται από 43 υπολογιστικούς κόµβους κατανεµη-

µένους σε 3 συστάδες. Κάθε υπολογιστικός κόµβος διαθέτει 2 επεξεργαστές AMD Opte-

ron τύπου 2218@2.6GHz και µνήµη 4GB. Η συνολική µνήµη του µηχανήµατος είναι

1152GB, ενώ το λειτουργικό σύστηµα είναι Scientific Linux έκδοσης 5.x. Η ταχύτητα ε-

πικοινωνίας κάθε υπολογιστικού κόµβου είναι 10 Gbit µεταξύ κόµβων της ίδιας συστάδας

και 1Gbit για οποιοδήποτε άλλο.

Οι εφαρµογές αναπτύχθηκαν µε χρήση γλώσσας προγραµµατισµού Fortran, µε υ-

πολογισµούς διπλής και απλής ακρίβειας, χρησιµοποιώντας τα πρότυπα OpenMP [34]

και OpenACC [35]. Το σύστηµα µε τις GPUs διαθέτει τους µεταγλωτιστές της εταιρείας

PGI στην έκδοση 12.9, ενώ ο υπολογιστής πλέγµατος τους gnu έκδοση 4.4. Σε αυτό

το µηχάνηµα χρησιµοποιήθηκε το πρότυπο MPI [33] για την ανταλλαγή µηνυµάτων και

δεδοµένων στην υλοποίηση του OpenMPI 1.4. Για τις ϐασικές πράξεις γραµµικής άλ-

γεβρας, χρησιµοποιούνται υλοποιήσεις διαδικασιών από τις επιστηµονικές ϐιβλιοθήκες

BLAS [28] και LAPACK [29] µε τις κατάλληλες υλοποιήσεις τους για τις δυο παραπάνω

πλατφόρµες υπολογισµών.

Στην υλοποίηση των παράλληλων αλγορίθµων που αναφέρονται στο προηγούµενο

κεφάλαιο, επιλύεται το πρόβληµα δοκιµής Dirichlet Modified Helmholtz{
∇2u(x, y)− λu(x, y) = f(x, y) , (x, y) ∈ Ω

u(x, y) = g(x, y) , (x, y) ∈ ∂Ω

όπου η παράµετρος λ = 1 στο ορθογώνιο χωρίο Ω ≡ (0, 1)× (0, 1), το οποίο δέχεται την

παρακάτω αναλυτική λύση

u(x, y) = 10 φ(x) φ(y) , φ(x) = e−100(x−0.1)
2

(x2 − x),
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5.1 Υλοποίηση της µεθόδου Newton µε χρήση διπλής
και µικτής ακρίβειας υπολογισµών σε αρχιτεκτονι-
κές κατανεµηµένης µνήµης

Για τη µελέτη της συµπεριφοράς του παράλληλου αλγορίθµου της µεθόδου Newton χρη-

σιµοποιήθηκε ο υπολογιστής πλέγµατος. Αρχικά, πραγµατοποιήθηκαν δοκιµές για την

εύρεση των ϐέλτιστων τιµών µεταξύ των εξωτερικών και των εσωτερικών επαναλήψεων

ϐηµάτων της µεθόδου µε χρήση διπλής και µικτής ακρίβειας στους υπολογισµούς για τη

παραγωγή παραπλήσιας νόρµας σφάλµατος του γραµµικού συστήµατος σε κάθε πρόβλη-

µα δοκιµής. Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει τη συµπεριφορά της µεθόδου Newton

για διακριτοποίησεις µεγέθους έως και 2048 πεπερασµένων στοιχείων ανά κατεύθυνση,

µε αναφορά στα απαιτούµενα ϐήµατα σύγκλισης της επαναληπτικής διαδικασίας διόρ-

ϑωσης υπολοίπου (εξωτερικές επαναλήψεις, Outer-Newton) καθώς και στα ϐήµατα της

µεθόδου BiCGSTAB (Inner-BiCGSTAB) που χρησιµοποιείται για την επίλυση της εξίσω-

σης υπολοίπου. Επίσης, αναφέρεται η Ευκλείδια νόρµα του σφάλµατος του γραµµικού

συστήµατος για τη χρήση διπλής και µικτής ακρίβειας καθώς και ο συνολικός αριθµός

των ϐαθµών ελευθερίας κάθε προβλήµατος (DOF).

Iterations Double Mixed
ns DOF Inner-BiCGSTAB Outer-Newton ||b− Ax(m)||2 ||b− Ax(m)||2
128 262.144 50 3 5.38e-06 1.11e-05
256 1.048.576 70 6 3.01e-08 9.26e-09
512 4.194.304 40 26 1.21e-08 4.12e-09
1024 16.777.216 30 99 5.46e-09 5.35e-09
2048 67.108.864 40 280 3.35e-09 2.05e-09
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Στη συνέχεια έγινε µελέτη της συµπεριφοράς του παράλληλου αλγορίθµου ως προς

τον αριθµό των επεξεργαστών. Οι πίνακες που ακολουθούν παρουσιάζουν τις µετρήσεις

του χρόνου εκτέλεσης της υλοποίησης της µεθόδου επαναληπτικής ϐελτίωσης υπολοίπου

µε τη µέθοδο Newton για τις παραπάνω διακριτοποιήσεις µε χρήση 2, 4, 8, 16, 32, 64

και 128 υπολογιστικών πυρήνων. Αναφέρονται, ο χρόνος υπολογισµών (Computation

Time) και ο χρόνος επικοινωνίας µεταξύ των πυρήνων (Communication Time) για κάθε

δοκιµή, ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης (Total Time) καθώς και η επιτάχυνση (speedup)

που προέκυψε. Τα τέσσερα γραφήµατα που ακολουθούν στη συνέχεια παρουσιάζουν

τη συνολική διακύµανση της επιτάχυνσης και τη διακύµανση της απόδοσης ως προς το

µέγεθος του προβλήµατος και το πλήθος των επεξεργαστών για τη περίπτωση χρήσης

διπλής και µικτής ακρίβειας υπολογισµών.
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ns = 64 Time Measurements for Double Precision Computations Time Measurements for Mixed Precision Computations
#cores Computation Communication Total Speedup Computation Communication Total Speedup

1 − − 0.292 − − − 0.304 −
2 0.152 0.005 0.157 1.85 0.157 0.017 0.174 1.74
4 0.075 0.041 0.116 2.50 0.079 0.018 0.098 3.09
8 0.034 0.199 0.238 1.22 0.039 0.163 0.203 1.49
16 0.024 0.195 0.220 1.32 0.028 3.276 3.299 0.09

ns = 128 Time Measurements for Double Precision Computations Time Measurements for Mixed Precision Computations
#cores Computation Communication Total Speedup Computation Communication Total Speedup

1 − − 2.145 − − − 2.054 −
2 1.071 0.021 1.093 1,96 0.873 0.164 1.037 1,97
4 0.485 0.026 0.511 4,19 0.456 0.143 0.600 3,42
8 0.233 0.279 0.513 4,18 0.271 0.273 0.544 3,77
16 0.132 0.356 0.489 4,38 0.118 0.370 0.488 4,20
32 0.064 0.488 0.552 3,88 0.061 6.476 6.537 0,31

ns = 256 Time Measurements for Double Precision Computations Time Measurements for Mixed Precision Computations
#cores Computation Communication Total Speedup Computation Communication Total Speedup

1 − − 28.08 − − − 18.54 −
2 12.19 0.141 12.33 2,27 10.83 1.554 12.38 1,49
4 5.835 0.301 6.137 4,57 4.273 1.474 5.747 3,22
8 2.616 1.043 3.659 7,67 2.016 1.359 3.376 5,49
16 1.245 1.317 2.563 10,95 1.299 1.583 2.882 6,43
32 0.606 1.406 2.012 13,94 0.556 4.667 5.223 3,54
64 0.367 2.924 3.292 8,52 0.331 11.21 11.55 1,60

ns = 512 Time Measurements for Double Precision Computations Time Measurements for Mixed Precision Computations
#cores Computation Communication Total Speedup Computation Communication Total Speedup

1 − − 269.5 − − − 229.2 −
2 134.1 0.946 135.1 1,99 126.1 16.54 142.6 1,60
4 62.84 9.05 71.89 3,74 62.50 12.31 74.82 3,06
8 34.65 9.62 44.26 6,09 24.17 10.65 34.83 6,58
16 12.40 10.47 22.88 11,78 14.71 12.93 27.65 8,28
32 7.764 12.25 20.02 13,46 6.765 19.60 26.36 8,69
64 3.935 28.45 32.39 8,32 3.181 20.02 23.21 9,87
128 1.991 32.29 34.28 7,86 1.877 38.96 40.84 5,61

ns = 1024 Time Measurements for Double Precision Computations Time Measurements for Mixed Precision Computations
#cores Computation Communication Total Speedup Computation Communication Total Speedup

1 − − 2670 − − − 2482 −
2 1545 6.149 1551 1,72 1409 156.0 1565 1,58
4 1230 47.94 1277 2,08 828.7 129.1 957.8 2,59
8 509.2 74.86 584.1 4,57 366.7 106.9 473.7 5,24
16 230.7 58.37 289.1 9,23 174.8 88.69 263.5 9,41
32 123.7 77.51 201.2 13,26 88.97 86.87 175.8 14,11
64 49.10 103.8 152.9 17,46 44.66 95.21 139.8 17,74
128 24.14 126.6 150.7 17,71 20.63 115.5 136.1 18,22

ns = 2048 Time Measurements for Double Precision Computations Time Measurements for Mixed Precision Computations
#cores Computation Communication Total Speedup Computation Communication Total Speedup

1 − − 33792 − − − 23134 −
2 18908 52 18961 1,78 17097 1968 19065 1,21
4 11331 227 11559 2,92 10228 1004 11232 2,05
8 6450 334 6785 4,98 6261 1173 7434 3,11
16 4511 649 5160 12,72 2185 796 2981 7,75
32 1998 656 2655 12,72 1297 685 1982 11,66
64 921 752 1673 20,18 726 755 1482 15,60
128 371 964 1336 25,28 279 779 1059 21,84
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Σχήµα 5.2: Επιτάχυνση µε χρήση διπλής ακρίβειας υπολογισµών

Σχήµα 5.3: Επιτάχυνση µε χρήση µικτής ακρίβειας υπολογισµών
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Σχήµα 5.4: Απόδοση µε χρήση διπλής ακρίβειας υπολογισµών

Σχήµα 5.5: Απόδοση µε χρήση µικτής ακρίβειας υπολογισµών
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5.2 Υλοποίηση των µεθόδων Newton και Schur Com-
plement σε αρχιτεκτονικές κοινής µνήµης µε χρή-
ση γραφικών υποσυστηµάτων

Σε αυτή την ενότητα παρουσιάζεται η µελέτη της συµπεριφοράς παράλληλων αλγορίθµων

για υπολογιστικές αρχιτεκτονικές κοινής µνήµης µε γραφικά υποσυστήµατα υπολογι-

σµών. Κατά την υλοποίηση των αλγορίθµων έχουν ληφθεί υπόψη παράµετροι, οι οποίες

σχετίζονται µε την ανάπτυξη εφαρµογών για GPUs αρχιτεκτονικής τύπου Fermi και η

ϱύθµιση των οποίων µπορεί να διαµορφώσει την απόδοση του παράλληλου επιλύτη.

5.2.1 Ρύθµιση παραµέτρων στη GPU για αύξηση της παράλληλης
απόδοσης

• Η κάρτα γραφικών Tesla M2070 υπολογιστικής δυνατότητας 2.0 δίνει δυνατότητα

στον προγραµµατιστή να επιλέξει το µέγεθος των µνηµών L1 cache και shared

cache, µεταξύ 16 και 48 ΚΒ ή 48 και 16 ΚΒ αντίστοιχα, ανάλογα τις ανάγκες κάθε

kernel σε shared µνήµη ή σε ταχεία προσπέλαση της κύριας µνήµης µέσω της L1

cache.

• Ο προγραµµατιστής µπορεί να Ϲητήσει τη µη χρησιµοποίηση της L1 cache µνήµης

για την προσπέλαση της κύριας µνήµης.

• Ο προγραµµατιστής µπορεί να ορίσει το µέγιστο αριθµό καταχωρητών που µπορεί

να χρησιµοποιήσει ένα kernel. Με τη µείωση του αριθµού των καταχωρητών, που

επιτυγχάνεται µε τη µείωση των µεταβλητών µέσα στο kernel, αυξάνεται ο αριθ-

µός των warps που εκτελούνται σε κάθε πολυεπεξεργαστή. Απαιτείται όµως ορθή

διαχείριση µιας τέτοιας ϱύθµισης, καθώς σε περίπτωση έλλειψης καταχωρητών, τα

threads του block απευθύνονται στη τοπική (local) µνήµη, η πρόσβαση στην οποία

κοστίζει χρονικά.
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Στην επόµενη παράγραφο παρουσιάζεται ο υπολογισµός των threads σε κάθε block µε

ϐάση την ανάγκη του kernel σε καταχωρητές.

Υπολογισµός των threads ανά block: Στην ανάπτυξη εφαρµογών της παρούσας δια-

τριβής, µε χρήση του προτύπου OpenACC και της παραµετρικής εντολής−Minfo=accel

στον µεταγλωττιστή της PGI pgf90, ver.12.9, ελήφθησαν υπόψιν οι ανάγκες των kernel

σε καταχωρητές, µε σκοπό να υπολογιστεί ο ϐέλτιστος αριθµός threads σε κάθε block.

Υπενθυµίζεται ότι στο OpenACC ο µεταγλωττιστής επιλέγει τον αριθµό των threads που

ϑεωρεί κατάλληλο για κάθε block στην εκτέλεση ενός kernel και ο προγραµµατιστής

µπορεί να το διαµορφώσει µε τις κατάλληλες οδηγίες και παραµέτρους.

Υποθέτουµε ότι ένα kernel απαιτεί 17 καταχωρητές ανά thread. Αφού κάθε warp

αποτελείται από 32 threads, για την εκτέλεση ενός warp απαιτούνται 544 καταχωρητές.

Κάθε πολυεπεξεργαστής διαθέτει 32768 καταχωρητές, οπότε µπορεί να εκτελέσει περίπου

60 warps. Υπενθυµίζεται ότι ο µέγιστος αριθµός warps που µπορεί να χειριστεί ένας

πολυπεξεργαστής είναι 48. ΄Αρα, γίνεται αντιληπτό ότι για να είναι µέγιστη η απόδοση

του πολυεπεξεργαστή πρέπει ο αριθµός των threads που ϑα εκτελούνται σε αυτόν να

είναι πολλαπλάσιο του 48.

∆οκιµάστηκαν διάφορες τιµές για τον αριθµό των threads σε διαφορετικά kernels.

Επιλέγοντας 256 threads σε κάθε block Ϲητείται η εκτέλεση 8 warps δηλαδή 48/8 = 6

blocks σε κάθε πολυεπεξεργαστή. Το πλήθος των threads ανά πολυεπεξεργαστή είναι

256 ∗ 6 = 1536, ενώ χρησιµοποιούνται 256 ∗ 6 ∗ 17 = 26112 καταχωρητές, δηλαδή το 94%

του συνόλου. Επιλέγοντας 32 threads σε αντίστοιχο παράδειγµα, η πληρότητα (occu-

pancy) µειώνεται µόλις στο 17%. Στις εκτελέσεις της διατριβής παρατηρήθηκε ϐελτίωση

της απόδοσης του GPU κώδικα µε την επιλογή µειωµένου αριθµού threads και µειωµέ-

νης πληρότητας στους καταχωρητές των πολυπεξεργαστών. Η χαµηλή πληρότητα (low

occupancy) αύξησε τον αριθµό των καταχωρητών ανά thread µε αποτέλεσµα σηµαντι-

κός όγκος δεδοµένων κάθε thread να παραµένει στους καταχωρητές, αποφεύγοντας την
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µεταφορά από και πρός άλλες µνήµες, για παράδειγµα τη διαρκή πρόσβαση στη κοινή

(shared) µνήµη της GPU.

Συµπερασµατικά, η επιλογή του αριθµού των threads ανά block που χρησιµοποιούν-

ται για κάθε kernel διαµορφώνει ανάλογα τον αριθµό των καταχωρητών που χρησιµο-

ποιούνται σε κάθε πολυεπεξεργαστή και επηρεάζει καθοριστικά την απόδοση τους. Συ-

νεπώς, η επιλογή του προγραµµατιστή ϑα πρέπει να γίνεται προσεκτικά για κάθε kernel

και λαµβάνοντας υπόψη τους περιορισµούς του υλικού (υπενθυµίζεται ότι στις κάρ-

τες µε υπολογιστική δυνατότητα 2.x το ανώτατο όριο είναι 1024 threads ανά block και

κάθε πολυεπεξεργαστής διαχειρίζεται µέχρι 8 blocks). Το πρότυπο OpenACC παρέχει

τη δυνατότητα µε χρήση των παραµέτρων gang και vector στην οδηγία acc kernels να

διαµορφωθούν σε κάθε kernel ξεχωριστά ο αριθµός των threads και ο αριθµός των blo-

cks, ενώ ο µεταγλωττιστής της PGI, έκδοση 12.9, παρέχει µε την παραµετρική εντολή

-Minfo=accel, πληροφορίες σχετικά µε τον αριθµό των καταχωρητών και το µέγεθος της

shared µνήµης που παραχωρούνται σε ένα block. Ο υπολογισµός των παραπάνω σε

κάθε περίπτωση ϐασίζεται στα παρακάτω:

Ο συνολικός αριθµός καταχωρητών που παραχωρείται για ένα block σε µια κάρτα

υπολογιστικής δυνατότητας 2.x είναι

Rblock = dWsize, Rk,Wblocke

όπου Wsize ίσο µε 32, δηλαδή ο αριθµός των threads σε κάθε warp, Rk ο αριθµός των

καταχωρητών που χρησιµοποιούνται από το kernel και Wblock = dT/Wsize, 1e, ενώ το

µέγεθος της shared µνήµης για κάθε block, σε bytes είναι

Sizeblock = dSk, Gse

όπου Sk το µέγεθος της shared µνήµης που χρησιµοποείται από το kernel και Gs ίσο

µε 128 (στις κάρτες 2.x η µνήµη αντιµετωπίζεται ως σύνολο από τµήµατα µήκους 128

bytes), [63, 55].
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5.2.2 Αποτελέσµατα υλοποίησης των µεθόδων Newton και Schur
Complement

Αυτή η ενότητα παρουσιάζει τα αποτελέσµατα της µελέτης από την υλοποίηση των αλγο-

ϱίθµων σε υπολογιστικά περιβάλλοντα κοινής µνήµης. Οι δοκιµές πραγµατοποιήθηκαν

στο µηχάνηµα HP SL390. Αρχικά, µελετήθηκε η συµπεριφορά σε σειριακή µορφή

των µεθόδων Newton µε χρήση διπλής και µικτής ακρίβειας και της επαναληπτικής

διαδικασίας του συµπληρώµατος Schur. Οι παρακάτω δυο πίνακες παρουσιάζουν τη

συµπεριφορά της κάθε µεθόδου για διακριτοποιήσεις µεγέθους έως και 2048 πεπερα-

σµένων στοιχείων ανά κατεύθυνση, µε αναφορά στα απαιτούµενα ϐήµατα σύγκλισης, την

Ευκλείδια νόρµα του σφάλµατος του γραµµικού συστήµατος και το χρόνο εκτέλεσης.

Newton

Iterations Double Mixed
ns Inner-BiCGSTAB Outer-Newton ||b− Ax(m)||2 Time ||b− Ax(m)||2 Time
256 70 6 3.48e-09 18.12 3.49e-08 16.23
512 40 26 2.76e-10 172.4 3.05e-08 148.9
1024 30 99 4.24e-09 2033 1.28e-08 1736
2048 40 280 2.63e-10 28894 1.34e-10 26219

Schur

ns Iterations ||b− Ax(m)||2 Time
256 294 6.06e-11 12.24
512 589 2.85e-11 88.83
1024 1161 1.39e-11 750.35
2048 3726 9.59e-12 9176

Στη συνέχεια έγιναν δοκιµές των δύο παράλληλων αλγορίθµων για αρχιτεκτονικές

υπολογισµών µε GPUs των µεθόδων Newton µε χρήση µικτής ακρίβειας υπολογισµών

και της µεθόδου του συµπληρώµατος Schur. Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει τους

χρόνους εκτέλεσης σε δευτερόλεπτα των εφαρµογών των µεθόδων µε χρήση αποκλειστικά

CPU διαδικασιών καθώς και µε συνδυαστική χρήση CPU-GPU.
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Schur Newton
ns CPU CPU+GPU CPU CPU+GPU
256 12.24 11.18 16.23 12.48
512 88.83 71.25 148.9 112.9
1024 750.3 549.8 1736 1265
2048 9176 6770 26219 18877

Στη µελέτη της συµπεριφοράς εκτέλεσης του παράλληλου αλγορίθµου της µεθόδου

Schur για την υλοποίηση στο συγκεκριµένο υπολογιστικό περιβάλλον, έγινε συλλογή

µετρήσεων των χρόνων εκτέλεσης για διάφορες παραµέτρους του προβλήµατος, όπως η

χρήση του γραφικού υποστήµατος υπολογισµών και του πλήθους των CPU πυρήνων.

Οι παρακάτω πίνακες εµφανίζουν αυτές τις µετρήσεις σε δευτερόλεπτα για διαφορετικού

µεγέθους προβλήµατα µε διακριτοποιήσεις από ns = 256 έως και ns = 2048, µε υλοποι-

ήσεις για τη περίπτωση αποκλειστικής χρήσης CPU και για τη περίπτωση ταυτόχρονης

χρήσης CPU+GPU threads.

ns = 256 CPU GPU + CPU
CPU cores Total Time Total Time

1 12.24 11.18
2 8.12 7.53
4 4.87 5.63

ns = 512 CPU GPU + CPU
CPU cores Total Time Total Time

1 88.83 71.25
2 52.94 46.59
4 34.25 32.63

ns = 1024 CPU GPU + CPU
CPU cores Total Time Total Time

1 750.35 549.82
2 448.76 352.95
4 283.14 250.64
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ns = 2048 CPU GPU + CPU
CPU cores Total Time Total Time

1 9176 6770
2 5001 4387
4 2999 2839

Οι χρόνοι µεταφοράς δεδοµένων µεταξύ µνήµης των CPU και GPU και αντίστροφα πα-

ϱουσιάζονται στο παρακάτω πίνακα για όλα τα προβλήµατα διακριτοποιήσεων και για

κάθε διαθέσιµο αριθµό CPU υπολογιστικών πυρήνων.

ns GPU - CPU Computation Time
Comm. Time 1 Core 2 Cores 4 Cores

256 1.52 9.66 6.01 4.11
512 6.81 64.44 39.78 25.82
1024 44.3 505.5 308.6 206.3
2048 541 6229 3846 2298

Πρέπει να αναφερθεί ότι ο χρόνος επικοινωνίας µεταξύ των CPU και GPU είναι ανεξάρ-

τητος του αριθµού των πυρήνων της CPU, διότι στον αλγόριθµο η διαδικασία µεταφοράς

των δεδοµένων µεταξύ µνήµης CPU) και GPU πραγµατοποιείται από ένα µόνο υπολογι-

στικό thread για λόγους ισοκατανοµής του υπολογιστικού ϕορτίου. ΄Ετσι αποφεύγονται

ϕαινόµενα συνωστισµού των δεδοµένων κατά τη κίνηση τους µεταξύ πολλαπλών CPU

threads προς τη µνήµη του γραφικού υποσυστήµατος διαµέσου του διαύλου PCI του

µηχανήµατος.

Ο παρακάτω πίνακας περιλαµβάνει τις µετρήσεις του χρόνου επίλυσης των προβλη-

µάτων µε ϐαθµούς ελευθερίας από 1048576 µέχρι 67108860 κάνοντας χρήση υπολο-

γιστικών πυρήνων από τη CPU προσθέτοντας πυρήνες από µια GPU και στη συνέχεια

και από τη δεύτερη διαθέσιµη GPU. Σε κάθε περίπτωση εµφανίζεται η επιτάχυνση της

µεθόδου σε σχέση µε την αποκλειστική χρήση CPU διαδικασιών, [57].
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DOF ns CPU CPU + GPU CPU + 2GPUs
time time speedup time speedup

1.048.576 256 12.24 11.18 1.09 8.58 1.42
4.194.304 512 88.83 71.25 1.25 54.61 1.63
16.777.216 1024 750.35 549.82 1.37 399.42 1.88
67.108.864 2048 9176.02 6770.11 1.36 5209.01 1.76

116



Κεφάλαιο 6

Συµπεράσµατα

Τα επιστηµονικά αποτελέσµατα που προέκυψαν από την ερευνητική διαδικασία που

περιγράφηκε στη παρούσα διατριβή µπορούν να οµαδοποιηθούν σε δυο κατηγορίες. Στη

πρώτη µπορούν να συµπεριληφθούν τα συµπεράσµατα από τη µελέτη της συµπεριφοράς

υλοποίησης των επαναληπτικών διαδικασιών για την επίλυση του Collocation γραµµικού

συστήµατος σε σειριακό επίπεδο. Συγκεκριµένα

• Η χρήση µικτής ακρίβειας υπολογισµών της επαναληπτικής ϐελτίωσης υπολοίπου

Newton που παράγεται από τη χρήση της µεθόδου Schur Complement επιλύει

ικανοποιητικά και προβλήµατα µικρής διακριτοποίησης.

• Η χρήση της µεθόδου Schur-BiCGSTAB επιτυγχάνει ταχύτερη σύγκλιση έναντι της

µεθόδου Newton σε CPU αρχιτεκτονικές µε χρήση CPU υπολογιστικών πυρήνων.

Στην επόµενη κατηγορία συµπερασµάτων περιλαµβάνονται τα αποτελέσµατα που προέ-

κυψαν από την υλοποίηση των παράλληλων αλγορίθµων επίλυσης που κατασκευάστη-

καν. Ειδικότερα

• Ο παράλληλος αλγόριθµος Schur-BiCGSTAB για αρχιτεκτονικές κατανεµηµένης

µνήµης είναι αποδοτικός και στην εφαρµογή του µε τη µέθοδο Newton.

• Η χρήση της µεθόδου Schur-BiCGSTAB επιτυγχάνει ταχύτερη σύγκλιση έναντι της

µεθόδου Newton σε CPU-GPU αρχιτεκτονικές.
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• Η µέθοδος Schur Complement υλοποιήθηκε µέσω παράλληλου αλγορίθµου, ό-

που η χρήση πολλαπλών CPU threads στη περίπτωση µιας ή πολλαπλών GPUs

δεν δηµιουργεί συνωστισµό δεδοµένων (bottleneck) κατά την επικοινωνία µεταξύ

CPU-GPU.

• Η χρήση πολλαπλών CPU υπολογιστικών πυρήνων επιταχύνει τη διαδικασία επί-

λυσης ακόµα και µε τη χρήση υπολογιστικών πυρήνων από µια GPU.

• Η χρήση GPU υπολογιστικών πυρήνων επιταχύνει τη διαδικασία επίλυσης. Για

παράδειγµα η συµµετοχή υπολογιστικών πυρήνων στη διεξαγωγή των πράξεων α-

πό µια GPU επιτάχυνε τη διαδικασία κατά 1.3 ϕορές, ενώ από δύο GPUs κατά 1.8

ϕορές.
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Παράρτηµα Α΄

Κώδικας σε γλώσσα προγραµµατισµού
Fortran

Α΄.1 Επίλυση του Schur Complement µε τη µέθοδο Ne-
wton σε πολυεπεξεργαστικό σύστηµα κατανεµηµέ-
νης µνήµης

Α΄.1.1 Χρήση διπλής ακρίβειας υπολογισµών

Κυρίως πρόγραµµα

parameter (ns=64,np=1,inh=2*ns,inh2=4*ns,
+ n=inh*inh,n2=n/2,ip=n2/np)
implicit real*8 (a-h,o-z)
include ’mpif.h’
real*8 b(n),x(n),t(n2),xb(n2),bb(n2),
+ a1(5,inh),a2(5,inh),a3(5,inh),a4(5,inh),M1(7,inh),M2(7,inh),
+ bm(inh),v1(inh),v2(inh),tmp1(2*inh),tmp2(2*inh),
+ resid,temp(inh),w(ip),tt(ip),pi(ip),ui(ip),s(ip),
+ bbpart(ip),brpart(ip),rpart(ip),tpart(ip),rhpart(ip),
+ cr(ip),cb(ip),xhr(ip),xhb(ip),rnr(ip),rnb(ip),dsqrt,
+ qr(ip),qb(ip),xeb1(ip),xeb2(ip),xer1(ip),xer2(ip),
+ MPI_Wtime,tim1,tim2,tmc1,tmc2,tcomp,tcomm

integer ipvt1(inh),ipvt2(inh),p,status(MPI_STATUS_SIZE)

call MPI_INIT(ierr)
call MPI_COMM_RANK(MPI_COMM_WORLD,myrank,ierr)
call MPI_COMM_SIZE(MPI_COMM_WORLD,p,ierr)
call start(ns,a1,a2,a3,a4,M1,M2,ipvt1,ipvt2)
maxstep=3
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if (myrank.eq.0) then
tolex=1.0d-9
toa=0.0d0

print*,’--------------------------------------------------------’
print*,’Error Correction Double Precision Iterative Refinenement’
print*,’--------------------------------------------------------’
print*,’ Ns = ’,ns
print*,’ Procs = ’,np
print*,’ Total External Steps =’,maxstep
tcomp=0.0d0
tcomm=0.0d0

call makeb(ns,b,bm)
call redblack(ns,b,x)
call makeredblack(ns,x,b)

tmc1=MPI_Wtime()
endif

c------To 2o melos xwrizetai se np kommatia---------------------

call MPI_Scatter(b,ip,MPI_DOUBLE_PRECISION,brpart,ip,
+ MPI_DOUBLE_PRECISION,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

call MPI_Scatter(b(n2+1),ip,MPI_DOUBLE_PRECISION,bbpart,ip,
+ MPI_DOUBLE_PRECISION,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()
endif

c-------Dhmiourgia rn kai xh se Red & Black----------------------

call dcopy(ip,brpart,1,qr,1)
call dcopy(ip,bbpart,1,qb,1)
call dcopy(ip,brpart,1,xhr,1)
call dcopy(ip,bbpart,1,xhb,1)
call dcopy(ip,qr,1,rnr,1)
call dcopy(ip,qb,1,rnb,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
endif
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c-----------------------------------------
c Ekkinhsh epanalhptikhs diadikasias
c-----------------------------------------

do k=1,maxstep

if (myrank.eq.0) then
tim1=MPI_Wtime()
endif

call matdred(ns,xhr,xer1,a1,a2,myrank,ip,np)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()
endif

c-----------------------------------------
c Epikoinwnia gia thn Matblack
c-----------------------------------------

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(xhb,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(tmp1,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then

call MPI_RECV(tmp2,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

call MPI_SEND(xhb(ip-inh2+1),inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank+1,12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif
else

call MPI_RECV(tmp2,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

call MPI_SEND(xhb(ip-inh2+1),inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(xhb,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)

call MPI_RECV(tmp1,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,
+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
endif

if (myrank.eq.0) then
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tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()
endif

call matblack(xhb,xeb1,ns,a3,a4,v1,myrank,ip,np,tmp1,tmp2)
call daxpy(ip,1.0d0,xeb1,1,xer1,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()
endif

c-----------------------------------------
c Epikoinwnia gia thn Matred
c-----------------------------------------

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(xhr,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v1,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,11,

+ MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then

call MPI_RECV(v2,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

call MPI_SEND(xhr(ip-inh+1),inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank+1,12,MPI_COMM_WORLD,ierr)

endif
else

call MPI_RECV(v2,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

call MPI_SEND(xhr(ip-inh+1),inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(xhr,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)

call MPI_RECV(v1,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,
+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

endif
endif

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()
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endif

call matred(xhr,xer2,ns,a3,a4,temp,myrank,ip,np,v1,v2)
call matdblack(ns,xhb,xeb2,a1,a2,ip,np)
call daxpy(ip,1.0d0,xer2,1,xeb2,1)
call daxpy(ip,-1.0d0,xer1,1,rnr,1)
call daxpy(ip,-1.0d0,xeb2,1,rnb,1)

c-------------------------------------------------
c Krithrio Termatismou
c-------------------------------------------------

dnrn=0.0d0

do i=1,ip
dnrn=dnrn+rnr(i)**2.0d0+rnb(i)**2.0d0
enddo

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

call MPI_REDUCE(dnrn,dnrnup,1,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ MPI_SUM,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

dnrnup=dsqrt(dnrnup)
if (k.eq.1) then

wf=1.0d0
dnrninit=dnrnup

else
wf=dnrnup/dnrninit

endif
if (wf.lt.tolex) then

id=1
else

id=0
endif
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()
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endif

call MPI_BCAST(id,1,MPI_INTEGER,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

if (id.eq.1) goto 888
c___________________________________________________________

call dcopy(ip,rnr,1,brpart,1)
call dcopy(ip,rnb,1,bbpart,1)
call dcopy(ip,brpart,1,w,1)
call drsolve(ns,w,M1,ipvt1,M2,ipvt2,myrank,ip,np)
call dcopy(ip,w,1,brpart,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(w,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v1,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,11,

+ MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then

call MPI_RECV(v2,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

call MPI_SEND(w(ip-inh+1),inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank+1,12,MPI_COMM_WORLD,ierr)

endif
else

call MPI_RECV(v2,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

call MPI_SEND(w(ip-inh+1),inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(w,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)

call MPI_RECV(v1,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,
+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

endif
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endif

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call matred(w,tt,ns,a3,a4,t,myrank,ip,np,v1,v2)
call dcopy(ip,bbpart,1,w(1),1)
call daxpy(ip,-1.0d0,tt,1,w,1)
call dbsolve(ns,w,M1,ipvt1,M2,ipvt2,ip,np)
call dcopy(ip,w,1,bbpart,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

call MPI_Gather(brpart,ip,MPI_DOUBLE_PRECISION,b,ip,
+ MPI_DOUBLE_PRECISION,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_Gather(bbpart,ip,MPI_DOUBLE_PRECISION,b(n2+1),ip,

+ MPI_DOUBLE_PRECISION,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call dcopy(n2,b(n2+1),1,bb,1)
call dcopy(n2,bb,1,xb,1)
iter=40
resid=1.0d-3

c---------------------------------------------------------------------------
c---------------------------------------------------------------------------
c Bi-CGSTAB BEGINS

c BiCGSTAB without precondition of Ax=b

if (myrank.eq.0) then
imaxstep=iter
tol=resid
iter=0
dnrmb=dnrm2(n2,xb,1)
tim2=MPI_Wtime()
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tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

call MPI_Scatter(xb,ip,MPI_DOUBLE_PRECISION,brpart,ip,
+ MPI_DOUBLE_PRECISION,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call dcopy(ip,brpart,1,bbpart,1)
call dcopy(ip,brpart,1,w,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(w,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(tmp1,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(tmp2,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(w(ip-inh2+1),inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif
else
call MPI_RECV(tmp2,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(w(ip-inh2+1),inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(w,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(tmp1,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
endif

if (myrank.eq.0) then
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tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call matblack(w,tt,ns,a3,a4,v1,myrank,ip,np,tmp1,tmp2)
call drsolve(ns,tt,M1,ipvt1,M2,ipvt2,myrank,ip,np)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(tt,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v1,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,11,

+ MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(v2,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(tt(ip-inh+1),inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif
else
call MPI_RECV(v2,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(tt(ip-inh+1),inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(tt,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v1,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
endif
if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call matred(tt,w,ns,a3,a4,temp,myrank,ip,np,v1,v2)
call dbsolve(ns,w,M1,ipvt1,M2,ipvt2,ip,np)
call daxpy(ip,-1.0d0,w,1,brpart,1)
call dcopy(ip,brpart,1,rpart,1)

127



call dscal (ip,-1.0d0,rpart,1)
call daxpy(ip,1.0d0,bbpart,1,rpart,1)
call dcopy(ip,rpart,1,rhpart,1)
call dcopy(ip,rpart,1,pi,1)
roip1pt=ddot(ip,rhpart,1,rpart,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

call MPI_REDUCE(roip1pt,roip1,1,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ MPI_SUM,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

999 continue

call dcopy(ip,pi,1,w,1)
call dcopy(ip,pi,1,brpart,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(w,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(tmp1,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(tmp2,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(w(ip-inh2+1),inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank+1,12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif
else
call MPI_RECV(tmp2,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

128



call MPI_SEND(w(ip-inh2+1),inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(w,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(tmp1,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
endif

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call matblack(w,tt,ns,a3,a4,v1,myrank,ip,np,tmp1,tmp2)
call drsolve(ns,tt,M1,ipvt1,M2,ipvt2,myrank,ip,np)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()
endif

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(tt,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v1,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,11,

+ MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(v2,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,11,

+ MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(tt(ip-inh+1),inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif
else
call MPI_RECV(v2,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(tt(ip-inh+1),inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(tt,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v1,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
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endif

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call matred(tt,w,ns,a3,a4,temp,myrank,ip,np,v1,v2)
call dbsolve(ns,w,M1,ipvt1,M2,ipvt2,ip,np)
call daxpy(ip,-1.0d0,w,1,brpart,1)
call dcopy(ip,brpart,1,ui,1)

aip=ddot(ip,rhpart,1,ui,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

call MPI_REDUCE(aip,aii,1,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ MPI_SUM,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) ai=roip1/aii

call MPI_BCAST(ai,1,MPI_DOUBLE_PRECISION,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call dcopy(ip,rpart,1,s,1)
call daxpy(ip,-ai,ui,1,s,1)
call dcopy(ip,s,1,brpart,1)
call dcopy(ip,brpart,1,w,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(w,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,
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+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(tmp1,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(tmp2,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(w(ip-inh2+1),inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif
else
call MPI_RECV(tmp2,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(w(ip-inh2+1),inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(w,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(tmp1,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
endif

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call matblack(w,tt,ns,a3,a4,v1,myrank,ip,np,tmp1,tmp2)
call drsolve(ns,tt,M1,ipvt1,M2,ipvt2,myrank,ip,np)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(tt,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v1,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,11,

+ MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(v2,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(tt(ip-inh+1),inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank+1,12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
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endif
else
call MPI_RECV(v2,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(tt(ip-inh+1),inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(tt,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v1,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
endif

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call matred(tt,w,ns,a3,a4,temp,myrank,ip,np,v1,v2)
call dbsolve(ns,w,M1,ipvt1,M2,ipvt2,ip,np)
call daxpy(ip,-1.0d0,w,1,brpart,1)
call dcopy(ip,brpart,1,tpart,1)
wia=ddot(ip,tpart,1,s,1)
wib=ddot(ip,tpart,1,tpart,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

call MPI_REDUCE(wia,wa,1,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ MPI_SUM,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_REDUCE(wib,wb,1,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ MPI_SUM,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()
iter=iter+1
wi=wa/wb
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()
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endif

call MPI_BCAST(wi,1,MPI_DOUBLE_PRECISION,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call daxpy(ip,ai,pi,1,bbpart,1)
call daxpy(ip,wi,s,1,bbpart,1)
call daxpy(ip,-wi,tpart,1,s,1)
call dcopy(ip,s,1,rpart,1)
roip1p=ddot(ip,rhpart,1,rpart,1)

if (myrank.eq.0) then
roip2=roip1
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

call MPI_REDUCE(roip1p,roip1,1,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ MPI_SUM,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.eq.0) bi=(roip1/roip2)*(ai/wi)
call MPI_BCAST(bi,1,MPI_DOUBLE_PRECISION,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call daxpy(ip,-wi,ui,1,pi,1)
call dcopy(ip,rpart,1,tpart,1)
call daxpy(ip,bi,pi,1,tpart,1)
call dcopy(ip,tpart,1,pi,1)

dnr=0.0d0
do i=1,ip
dnr=dnr+tpart(i)**2.0d0

enddo

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
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tmc1=MPI_Wtime()
endif

call MPI_REDUCE(dnr,dnrmr,1,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ MPI_SUM,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

dnrmr=dsqrt(dnrmr)
resid=dnrmr/dnrmb

if (wi.ne.0.0d0.and.resid.gt.tol.and.iter.lt.imaxstep)
+ then

id=1
else

id=0
endif
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

call MPI_BCAST(id,1,MPI_INTEGER,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (id.eq.1) goto 999
if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()
endif

c--------------BiCGSTAB END-----------------------------------

call dcopy(n2,b,1,x,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

call MPI_Scatter(x,ip,MPI_DOUBLE_PRECISION,brpart,ip,
+ MPI_DOUBLE_PRECISION,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
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tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call dcopy(ip,bbpart,1,tt,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(tt,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(tmp1,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(tmp2,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(tt(ip-inh2+1),inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank+1,12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif
else
call MPI_RECV(tmp2,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(tt(ip-inh2+1),inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(tt,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(tmp1,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
endif

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call matblack(tt,w,ns,a3,a4,v1,myrank,ip,np,tmp1,tmp2)
call drsolve(ns,w,M1,ipvt1,M2,ipvt2,myrank,ip,np)
call dcopy(ip,brpart,1,tt(1),1)
call daxpy(ip,-1.0d0,w,1,tt,1)
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call dcopy(ip,tt,1,brpart,1)

call dcopy(ip,brpart,1,cr,1)
call dcopy(ip,bbpart,1,cb,1)
call daxpy(ip,1.0d0,cr,1,xhr,1)
call daxpy(ip,1.0d0,cb,1,xhb,1)
call dcopy(ip,qr,1,rnr,1)
call dcopy(ip,qb,1,rnb,1)

enddo

c-----------------------------------------------------------------------
if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif
888 continue

c-----------------------------------------------------------------------
call MPI_Gather(xhb,ip,MPI_DOUBLE_PRECISION,x(n2+1),ip,

+ MPI_DOUBLE_PRECISION,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_Gather(xhr,ip,MPI_DOUBLE_PRECISION,x,ip,

+ MPI_DOUBLE_PRECISION,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)
c-----------------------------------------------------------------------

if (myrank.eq.0) then
print*,’||x||2=’,dnrm2(n,x,1)
print*,’||b-Ax||2=’,dnrnup

tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm

print*,’External Steps =’,k
print*,’BiCGSTAB Steps = ’,iter
print*,’Total Communication Time=’,tcomm
print*,’Total Computation Time =’,tcomp
print*,’Total Time =’,tcomp+tcomm
print*,’------------------------------------’
endif

c-----------------------------------------------------------------------
call MPI_FINALIZE(ierr)
stop
end

Υποπρογράµµατα
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subroutine matblack(x,y,ns,a3,a4,t,myrank,ip,np,tf,tl)
real*8 a3(5,*),a4(5,*),x(*),y(*),t(*),tf(*),tl(*)

c Y=Hb*X where Hb block part of collocation matrix

inh=2*ns
inh2=2*inh
nsi=ns*inh
ns2=ns/np

if (myrank.eq.0) then
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x(1),1,0.0d0,y,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,x(inh+1),
+ 1,1.0d0,y,1)
do k=1,ns2-3,2
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x((k-1)*inh+1),

+ 1,0.0d0,y(k*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,x(k*inh+1),

+ 1,1.0d0,y(k*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x((k+1)*inh+1),

+ 1,0.0d0,y((k+1)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,x((k+2)*inh+1),

+ 1,1.0d0,y((k+1)*inh+1),1)
call dcopy(inh,y((k+1)*inh+1),1,t,1)
call daxpy(inh,-1.0d0,y(k*inh+1),1,y((k+1)*inh+1),1)
call daxpy(inh,1.0d0,t,1,y(k*inh+1),1)
enddo
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x(ip-2*inh+1),

+ 1,0.0d0,y(ip-inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,x(ip-inh+1),

+ 1,1.0d0,y(ip-inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,tl,

+ 1,1.0d0,y(ip-inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,tl(inh+1),

+ 1,1.0d0,y(ip-inh+1),1)
elseif (myrank.eq.np-1) then
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a3,5,tf,

+ 1,0.0d0,y,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,tf(inh+1),

+ 1,1.0d0,y,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x,

+ 1,1.0d0,y,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,x(inh+1),

+ 1,1.0d0,y,1)
do k=1,ns2-3,2
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x((k-1)*inh+1),

+ 1,0.0d0,y(k*inh+1),1)
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call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,x(k*inh+1),
+ 1,1.0d0,y(k*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x((k+1)*inh+1),

+ 1,0.0d0,y((k+1)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,x((k+2)*inh+1),

+ 1,1.0d0,y((k+1)*inh+1),1)
call dcopy(inh,y((k+1)*inh+1),1,t,1)
call daxpy(inh,-1.0d0,y(k*inh+1),1,y((k+1)*inh+1),1)
call daxpy(inh,1.0d0,t,1,y(k*inh+1),1)
enddo
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x(ip-2*inh+1),

+ 1,0.0d0,y(ip-inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,x(ip-inh+1),

+ 1,1.0d0,y(ip-inh+1),1)
else
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a3,5,tf,

+ 1,0.0d0,y,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,tf(inh+1),

+ 1,1.0d0,y,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x,

+ 1,1.0d0,y,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,x(inh+1),

+ 1,1.0d0,y,1)
do k=1,ns2-3,2
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x((k-1)*inh+1),

+ 1,0.0d0,y(k*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,x(k*inh+1),

+ 1,1.0d0,y(k*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x((k+1)*inh+1),

+ 1,0.0d0,y((k+1)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,x((k+2)*inh+1),

+ 1,1.0d0,y((k+1)*inh+1),1)
call dcopy(inh,y((k+1)*inh+1),1,t,1)
call daxpy(inh,-1.0d0,y(k*inh+1),1,y((k+1)*inh+1),1)
call daxpy(inh,1.0d0,t,1,y(k*inh+1),1)
enddo
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x(ip-2*inh+1),

+ 1,0.0d0,y(ip-inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,x(ip-inh+1),

+ 1,1.0d0,y(ip-inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,tl,

+ 1,1.0d0,y(ip-inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,tl(inh+1),

+ 1,1.0d0,y(ip-inh+1),1)
endif
return
end
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*********************************************************************
subroutine matred(x,y,ns,a3,a4,t,myrank,ip,np,tf,tl)
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 a3(5,*),a4(5,*),x(*),y(*),t(*),tf(*),tl(*)

c Y=Hr*X where Hr block part of collocation matrix

inh=2*ns
inh2=2*inh
nsi=ns*inh
ns2=ns/np

if (myrank.eq.0) then
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,x,1,0.0d0,

+ y(1),1)
call dcopy(inh,y(1),1,t,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,x(inh2+1),1,0.0d0,

+ y(inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x(inh+1),1,1.0d0,

+ y(inh+1),1)
call daxpy(inh,1.0d0,y(inh+1),1,y(1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,t,1,y(inh+1),1)

do k=2,ns2-4,2
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x((k-1)*inh+1),

+ 1,0.0d0,y(k*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,x(k*inh+1),

+ 1,1.0d0,y(k*inh+1),1)
call dcopy(inh,y(k*inh+1),1,t,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x((k+1)*inh+1),

+ 1,0.0d0,y((k+1)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,x((k+2)*inh+1),

+ 1,1.0d0,y((k+1)*inh+1),1)
call daxpy(inh,1.0d0,y((k+1)*inh+1),1,y(k*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,t,1,y((k+1)*inh+1),1)
enddo
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x(ip-3*inh+1),

+ 1,0.0d0,y(ip-2*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,x(ip-2*inh+1),

+ 1,1.0d0,y(ip-2*inh+1),1)
call dcopy(inh,y(ip-2*inh+1),1,t,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x(ip-inh+1),

+ 1,0.0d0,y(ip-inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,tl,

+ 1,1.0d0,y(ip-inh+1),1)
call daxpy(inh,1.0d0,y(ip-inh+1),1,y(ip-2*inh+1),1)
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call daxpy(inh,-1.0d0,t,1,y(ip-inh+1),1)
elseif (myrank.eq.np-1) then
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,tf,

+ 1,0.0d0,y,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,x,

+ 1,1.0d0,y,1)
call dcopy(inh,y,1,t,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x(inh+1),

+ 1,0.0d0,y(inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,x(2*inh+1),

+ 1,1.0d0,y(inh+1),1)
call daxpy(inh,1.0d0,y(inh+1),1,y,1)
call daxpy(inh,-1.0d0,t,1,y(inh+1),1)
do k=2,ns2-4,2
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x((k-1)*inh+1),

+ 1,0.0d0,y(k*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,x(k*inh+1),

+ 1,1.0d0,y(k*inh+1),1)
call dcopy(inh,y(k*inh+1),1,t,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x((k+1)*inh+1),

+ 1,0.0d0,y((k+1)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,x((k+2)*inh+1),

+ 1,1.0d0,y((k+1)*inh+1),1)
call daxpy(inh,1.0d0,y((k+1)*inh+1),1,y(k*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,t,1,y((k+1)*inh+1),1)
enddo
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,x(ip-inh+1),1,0.0d0,

+ y(ip-inh+1),1)
call dcopy(inh,y(ip-inh+1),1,t,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x(ip-3*inh+1),1,0.0d0,

+ y(ip-2*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,x(ip-2*inh+1),1,1.0d0,

+ y(ip-2*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,y(ip-2*inh+1),1,y(ip-inh+1),1)
call daxpy(inh,1.0d0,t,1,y(ip-2*inh+1),1)
else
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,tf,

+ 1,0.0d0,y,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,x,

+ 1,1.0d0,y,1)
call dcopy(inh,y,1,t,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x(inh+1),

+ 1,0.0d0,y(inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,x(2*inh+1),

+ 1,1.0d0,y(inh+1),1)
call daxpy(inh,1.0d0,y(inh+1),1,y,1)
call daxpy(inh,-1.0d0,t,1,y(inh+1),1)
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do k=2,ns2-4,2
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x((k-1)*inh+1),

+ 1,0.0d0,y(k*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,x(k*inh+1),

+ 1,1.0d0,y(k*inh+1),1)
call dcopy(inh,y(k*inh+1),1,t,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x((k+1)*inh+1),

+ 1,0.0d0,y((k+1)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,x((k+2)*inh+1),

+ 1,1.0d0,y((k+1)*inh+1),1)
call daxpy(inh,1.0d0,y((k+1)*inh+1),1,y(k*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,t,1,y((k+1)*inh+1),1)
enddo
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x(ip-3*inh+1),

+ 1,0.0d0,y(ip-2*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,x(ip-2*inh+1),

+ 1,1.0d0,y(ip-2*inh+1),1)
call dcopy(inh,y(ip-2*inh+1),1,t,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,x(ip-inh+1),

+ 1,0.0d0,y(ip-inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,tl,

+ 1,1.0d0,y(ip-inh+1),1)
call daxpy(inh,1.0d0,y(ip-inh+1),1,y(ip-2*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,t,1,y(ip-inh+1),1)
endif
return
end

*********************************************************************

subroutine matdblack(ns,x,y,a1,a2,ip,np)
implicit real*8 (a-h,o-z)

real*8 x(*),a1(5,*),a2(5,*),y(*)
integer ip

c Db*x = y where Db:the Black diagonal block of Collocation matrix

inh=ns*2
ns2=ns/np

!$ OMP PARALLEL DO
do k=0,ns2-2,2

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,2.0d0,a1,5,x(k*inh+1),1,0.0d0,
+ y(k*inh+1),1)

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,2.0d0,a2,5,x((k+1)*inh+1),1,0.0d0,
+ y((k+1)*inh+1),1)
enddo
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!$ OMP END PARALLEL DO
return
end

*********************************************************************

subroutine matdred(ns,x,y,a1,a2,myrank,ip,np)
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 x(*),a1(5,*),a2(5,*),y(*)
integer myrank,ip,np

c Dr*x = y where Dr:the Red diagonal block of Collocation matrix

inh=ns*2
ns2=ns/np
if (myrank.eq.0) then

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a2,5,x,
+ 1,0.0d0,y,1)

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,2.0d0,a1,5,x(inh+1),
+ 1,0.0d0,y(inh+1),1)

!$OMP PARALLEL DO
do k=2,ns2-2,2

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,2.0d0,a2,5,x(k*inh+1),
+ 1,0.0d0,y(k*inh+1),1)

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,2.0d0,a1,5,x((k+1)*inh+1),
+ 1,0.0d0,y((k+1)*inh+1),1)
enddo

!$OMP END PARALLEL DO

elseif (myrank.eq.np-1) then
do k=0,ns2-4,2

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,2.0d0,a2,5,x(k*inh+1),
+ 1,0.0d0,y(k*inh+1),1)

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,2.0d0,a1,5,x((k+1)*inh+1),
+ 1,0.0d0,y((k+1)*inh+1),1)
enddo

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,2.0d0,a2,5,x(ip-2*inh+1),
+ 1,0.0d0,y(ip-2*inh+1),1)

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a2,5,x(ip-inh+1),
+ 1,0.0d0,y(ip-inh+1),1)
else
do k=0,ns2-2,2

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,2.0d0,a2,5,x(k*inh+1),
+ 1,0.0d0,y(k*inh+1),1)

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,2.0d0,a1,5,x((k+1)*inh+1),
+ 1,0.0d0,y((k+1)*inh+1),1)
enddo
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endif
return
end

*********************************************************************

subroutine drsolve(ns,X,M1,ipvt1,M2,ipvt2,myrank,ip,np)

implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 X(*),M1(7,*),M2(7,*)
integer ipvt1(*),ipvt2(*),myrank,ip,np

c Solve Dr*x = x where Dr:the Red diagonal block of Collocation matrix

inh=ns*2
ns2=ns/np

if (myrank.eq.0) then
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,x(1),inh,info)
call dscal(ip-inh,0.5d0,x(inh+1),1)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M1,7,ipvt1,x(inh+1),inh,info)

!$OMP PARALLEL DO
do k=2,ns2-2,2

call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,x(k*inh+1),inh,info)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M1,7,ipvt1,x((k+1)*inh+1),inh,info)

enddo
!$OMP END PARALLEL DO

elseif (myrank.eq.np-1) then
call dscal(ip-inh,0.5d0,x,1)
do k=0,ns2-4,2

call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,x(k*inh+1),inh,info)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M1,7,ipvt1,x((k+1)*inh+1),inh,info)

enddo

call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,x(ip-2*inh+1),inh,info)
call dscal(inh,-1.0d0,x(ip-inh+1),1)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,x(ip-inh+1),inh,info)
else
call dscal(ip,0.5d0,x,1)
do k=0,ns2-2,2

call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,x(k*inh+1),inh,info)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M1,7,ipvt1,x((k+1)*inh+1),inh,info)

enddo
endif
return
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end

*********************************************************************

subroutine dbsolve(ns,X,M1,ipvt1,M2,ipvt2,ip,np)
implicit real*8 (a-h,o-z)

real*8 X(*),M1(7,*),M2(7,*)
integer ipvt1(*),ipvt2(*),ip

c Solve Db*x = x where Db:the Black diagonal block of Collocation matrix

inh=ns*2
ns2=ns/np
call dscal(ip,0.5d0,x(1),1)

!$ OMP PARALLEL DO
do k=0,ns2-2,2
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M1,7,ipvt1,x(k*inh+1),

+ inh,info)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,x((k+1)*inh+1),

+ inh,info)
enddo

!$ OMP END PARALLEL DO

return
end

Α΄.1.2 Χρήση µικτής ακρίβειας υπολογισµών

Κυρίως πρόγραµµα

parameter (ns=2048,np=128,inh=2*ns,inh2=4*ns,
+ n=inh*inh,n2=n/2,ip=n2/np)
implicit real*8 (a-h,o-z)
include ’mpif.h’
real*8 b(n),x(n),a1(5,inh),a2(5,inh),a3(5,inh),a4(5,inh),
+ bm(inh),temp(inh),v1(inh),v2(inh),tmp1(2*inh),tmp2(2*inh),
+ cr(ip),cb(ip),xhr(ip),xhb(ip),rnr(ip),rnb(ip),
+ qr(ip),qb(ip),xeb1(ip),xeb2(ip),xer1(ip),xer2(ip),
+ bbpart(ip),brpart(ip),MPI_Wtime,dnrn,dnrnup,dnrninit,dsqrt,
+ tolex,wf,tmc1,tmc2,tcomp,tcomm,tim1,tim2

real a11(5,inh),a22(5,inh),a33(5,inh),a44(5,inh),
+ M11(7,inh),M22(7,inh),bbparts(ip),brparts(ip),bs(n),
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+ tmp11(2*inh),tmp22(2*inh),v11(inh),v22(inh),t(n2),tt(ip),
+ rpart(ip),tpart(ip),w(ip),s(ip),bb(n2),ui(ip),
+ xb(n2),rhpart(ip),pi(ip),temps(inh),dnr,dnrmr,dnrmb,aip,
+ r(n2),wia,wib,wi,aii,bi,sngl,roip1pt,roip1,roip2,
+ xe(n),wa,wb,resid,sqrt,sdot,snrm2,roip1p,ai,tol

integer ipvt1(inh),ipvt2(inh),p,status(MPI_STATUS_SIZE),ierr

call MPI_INIT(ierr)
call MPI_COMM_RANK(MPI_COMM_WORLD,myrank,ierr)
call MPI_COMM_SIZE(MPI_COMM_WORLD,p,ierr)
call start(ns,a1,a2,a3,a4,M11,M22,ipvt1,ipvt2,a11,a22,a33,a44)
maxstep=280

if (myrank.eq.0) then
tolex=1.0d-9
print*,’-------------------------------------------------------’
print*,’Error Correction Mixed Precision Iterative Refinenement’
print*,’-------------------------------------------------------’
print*,’ Ns = ’,ns
print*,’ Procs = ’,np
print*,’ External Steps =’,maxstep
tcomp=0.0d0
tcomm=0.0d0

call makeb(ns,b,bm)
call redblack(ns,b,x)
call makeredblack(ns,x,b)

tmc1=MPI_Wtime()
endif

c------To 2o melos xwrizetai se np kommatia---------------------

call MPI_Scatter(b,ip,MPI_DOUBLE_PRECISION,brpart,ip,
+ MPI_DOUBLE_PRECISION,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

call MPI_Scatter(b(n2+1),ip,MPI_DOUBLE_PRECISION,bbpart,ip,
+ MPI_DOUBLE_PRECISION,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm

endif

c-------Dhmiourgia rn kai xh se Red & Black----------------------
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if (myrank.eq.0) then
tim1=MPI_Wtime()
endif

call dcopy(ip,brpart,1,qr,1)
call dcopy(ip,bbpart,1,qb,1)
call dcopy(ip,brpart,1,xhr,1)
call dcopy(ip,bbpart,1,xhb,1)
call dcopy(ip,qr,1,rnr,1)
call dcopy(ip,qb,1,rnb,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
endif

c-----------------------------------------
c Ekkinhsh epanalhptikhs diadikasias
c-----------------------------------------

do k=1,maxstep

if (myrank.eq.0) then
tim1=MPI_Wtime()
endif

call matdred(ns,xhr,xer1,a1,a2,myrank,ip,np)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()
endif

c-----------------------------------------
c Epikoinwnia gia thn Matblack
c-----------------------------------------

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(xhb,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(tmp1,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(tmp2,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(xhb(ip-inh2+1),inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,
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+ myrank+1,12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif
else

call MPI_RECV(tmp2,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

call MPI_SEND(xhb(ip-inh2+1),inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(xhb,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)

call MPI_RECV(tmp1,inh2,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,
+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

endif
endif
if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call matblackdb(xhb,xeb1,ns,a3,a4,v1,myrank,ip,np,tmp1,tmp2)
call daxpy(ip,1.0d0,xeb1,1,xer1,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

c-----------------------------------------
c Epikoinwnia gia thn Matblack
c-----------------------------------------

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(xhr,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v1,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,11,

+ MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then

call MPI_RECV(v2,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(xhr(ip-inh+1),inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,

+ myrank+1,12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif
else

call MPI_RECV(v2,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank+1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(xhr(ip-inh+1),inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,
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+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.gt.0) then

call MPI_SEND(xhr,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v1,inh,MPI_DOUBLE_PRECISION,myrank-1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
endif

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()
endif

call matreddb(xhr,xer2,ns,a3,a4,temp,myrank,ip,np,v1,v2)
call matdblack(ns,xhb,xeb2,a1,a2,ip,np)
call daxpy(ip,1.0d0,xer2,1,xeb2,1)

c-------------------------------------------------------------------
call daxpy(ip,-1.0d0,xer1,1,rnr,1)
call daxpy(ip,-1.0d0,xeb2,1,rnb,1)

c-------------------------------------------------
c Krithrio Termatismou
c-------------------------------------------------

dnrn=0.0d0
do i=1,ip
dnrn=dnrn+rnr(i)**2.0d0+rnb(i)**2.0d0
enddo
if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()
endif

call MPI_REDUCE(dnrn,dnrnup,1,MPI_DOUBLE_PRECISION,
+ MPI_SUM,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

dnrnup=dsqrt(dnrnup)
if (k.eq.1) then

wf=1.0d0
dnrninit=dnrnup
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else
wf=dnrnup/dnrninit

endif
if (wf.lt.tolex) then

id=1
else

id=0
endif
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()
endif

call MPI_BCAST(id,1,MPI_INTEGER,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

if (id.eq.1) goto 888

c-------------------Single-Precision------------------------

brparts=sngl(rnr)
bbparts=sngl(rnb)

call scopy(ip,brparts,1,w,1)
call drsolve(ns,w,M11,ipvt1,M22,ipvt2,myrank,ip,np)
call scopy(ip,w,1,brparts,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(w,inh,MPI_REAL4,myrank-1,111,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v11,inh,MPI_REAL4,myrank-1,11,

+ MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(v22,inh,MPI_REAL4,myrank+1,11,

+ MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(w(ip-inh+1),inh,MPI_REAL4,myrank+1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
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endif
else
call MPI_RECV(v22,inh,MPI_REAL4,myrank+1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(w(ip-inh+1),inh,MPI_REAL4,

+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(w,inh,MPI_REAL4,myrank-1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v11,inh,MPI_REAL4,myrank-1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
endif

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()
endif

call matred(w,tt,ns,a33,a44,t,myrank,ip,np,v11,v22)
call scopy(ip,bbparts,1,w(1),1)
call saxpy(ip,-1.0e0,tt,1,w,1)
call dbsolve(ns,w,M11,ipvt1,M22,ipvt2,ip,np)
call scopy(ip,w,1,bbparts,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()
endif

call MPI_Gather(brparts,ip,MPI_REAL4,bs,ip,
+ MPI_REAL4,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

call MPI_Gather(bbparts,ip,MPI_REAL4,bs(n2+1),ip,
+ MPI_REAL4,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()
endif

call scopy(n2,bs(n2+1),1,bb,1)
call scopy(n2,bb,1,xb,1)
iter=40
resid=1.0e-3
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c---------------------------------------------------------------------------
c Bi-CGSTAB BEGINS

C BiCGSTAB without precondition of Ax=b

if (myrank.eq.0) then
imaxstep=iter
tol=resid
iter=0
dnrmb=snrm2(n2,xb,1)
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

call MPI_Scatter(xb,ip,MPI_REAL4,brparts,ip,
+ MPI_REAL4,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call scopy(ip,brparts,1,bbparts,1)
call scopy(ip,brparts,1,w,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(w,inh2,MPI_REAL4,myrank-1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(tmp11,inh2,MPI_REAL4,myrank-1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(tmp22,inh2,MPI_REAL4,myrank+1,11,

+ MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(w(ip-inh2+1),inh2,MPI_REAL4,

+ myrank+1,12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif
else
call MPI_RECV(tmp22,inh2,MPI_REAL4,myrank+1,

151



+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(w(ip-inh2+1),inh2,MPI_REAL4,

+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(w,inh2,MPI_REAL4,

+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(tmp11,inh2,MPI_REAL4,myrank-1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
endif
if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call matblack(w,tt,ns,a33,a44,v11,myrank,ip,np,tmp11,tmp22)
call drsolve(ns,tt,M11,ipvt1,M22,ipvt2,myrank,ip,np)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(tt,inh,MPI_REAL4,myrank-1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)

call MPI_RECV(v11,inh,MPI_REAL4,myrank-1,11,
+ MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(v22,inh,MPI_REAL4,myrank+1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(tt(ip-inh+1),inh,MPI_REAL4,

+ myrank+1,12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif
else

call MPI_RECV(v22,inh,MPI_REAL4,myrank+1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

call MPI_SEND(tt(ip-inh+1),inh,MPI_REAL4,
+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(tt,inh,MPI_REAL4,

+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v11,inh,MPI_REAL4,myrank-1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
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endif

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call matred(tt,w,ns,a33,a44,temps,myrank,ip,np,v11,v22)
call dbsolve(ns,w,M11,ipvt1,M22,ipvt2,ip,np)
call saxpy(ip,-1.0e0,w,1,brparts,1)
call scopy(ip,brparts,1,rpart,1)

call sscal(ip,-1.0e0,rpart,1)
call saxpy(ip,1.0e0,bbparts,1,rpart,1)
call scopy(ip,rpart,1,rhpart,1)
call scopy(ip,rpart,1,pi,1)

roip1pt=sdot(ip,rhpart,1,rpart,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()
endif

call MPI_REDUCE(roip1pt,roip1,1,MPI_REAL4,
+ MPI_SUM,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()
endif

999 continue

call scopy(ip,pi,1,w,1)
call scopy(ip,pi,1,brparts,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()
endif

if (mod(myrank,2).eq.1) then
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call MPI_SEND(w,inh2,MPI_REAL4,myrank-1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)

call MPI_RECV(tmp11,inh2,MPI_REAL4,myrank-1,
+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(tmp22,inh2,MPI_REAL4,myrank+1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(w(ip-inh2+1),inh2,MPI_REAL4,

+ myrank+1,12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif
else

call MPI_RECV(tmp22,inh2,MPI_REAL4,myrank+1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

call MPI_SEND(w(ip-inh2+1),inh2,MPI_REAL4,
+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(w,inh2,MPI_REAL4,
+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)

call MPI_RECV(tmp11,inh2,MPI_REAL4,myrank-1,
+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
endif

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call matblack(w,tt,ns,a33,a44,v11,myrank,ip,np,tmp11,tmp22)
call drsolve(ns,tt,M11,ipvt1,M22,ipvt2,myrank,ip,np)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()
endif

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(tt,inh,MPI_REAL4,myrank-1,

+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v11,inh,MPI_REAL4,myrank-1,11,

+ MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(v22,inh,MPI_REAL4,myrank+1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(tt(ip-inh+1),inh,MPI_REAL4,
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+ myrank+1,12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif
else

call MPI_RECV(v22,inh,MPI_REAL4,myrank+1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

call MPI_SEND(tt(ip-inh+1),inh,MPI_REAL4,
+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.gt.0) then

call MPI_SEND(tt,inh,MPI_REAL4,myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v11,inh,MPI_REAL4,myrank-1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
endif

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call matred(tt,w,ns,a33,a44,temps,myrank,ip,np,v11,v22)
call dbsolve(ns,w,M11,ipvt1,M22,ipvt2,ip,np)
call saxpy(ip,-1.0e0,w,1,brparts,1)
call scopy(ip,brparts,1,ui,1)

aip=sdot(ip,rhpart,1,ui,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

call MPI_REDUCE(aip,aii,1,MPI_REAL4,MPI_SUM,0,
+ MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.eq.0) ai=roip1/aii

call MPI_BCAST(ai,1,MPI_REAL4,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call scopy(ip,rpart,1,s,1)
call saxpy(ip,-ai,ui,1,s,1)

155



call scopy(ip,s,1,brparts,1)
call scopy(ip,brparts,1,w,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(w,inh2,MPI_REAL4,myrank-1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)

call MPI_RECV(tmp11,inh2,MPI_REAL4,myrank-1,
+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(tmp22,inh2,MPI_REAL4,myrank+1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(w(ip-inh2+1),inh2,MPI_REAL4,

+ myrank+1,12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif
else

call MPI_RECV(tmp22,inh2,MPI_REAL4,myrank+1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

call MPI_SEND(w(ip-inh2+1),inh2,MPI_REAL4,
+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(w,inh2,MPI_REAL4,
+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)

call MPI_RECV(tmp11,inh2,MPI_REAL4,myrank-1,
+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
endif

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call matblack(w,tt,ns,a33,a44,v11,myrank,ip,np,tmp11,tmp22)
call drsolve(ns,tt,M11,ipvt1,M22,ipvt2,myrank,ip,np)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif
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if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(tt,inh,MPI_REAL4,myrank-1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)

call MPI_RECV(v11,inh,MPI_REAL4,myrank-1,11,
+ MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(v22,inh,MPI_REAL4,myrank+1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(tt(ip-inh+1),inh,MPI_REAL4,

+ myrank+1,12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif

else
call MPI_RECV(v22,inh,MPI_REAL4,myrank+1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

call MPI_SEND(tt(ip-inh+1),inh,MPI_REAL4,
+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(tt,inh,MPI_REAL4,

+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(v11,inh,MPI_REAL4,myrank-1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
endif

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call matred(tt,w,ns,a33,a44,temps,myrank,ip,np,v11,v22)
call dbsolve(ns,w,M11,ipvt1,M22,ipvt2,ip,np)
call saxpy(ip,-1.0e0,w,1,brparts,1)

call scopy(ip,brparts,1,tpart,1)
wia=sdot(ip,tpart,1,s,1)

wib=sdot(ip,tpart,1,tpart,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

call MPI_REDUCE(wia,wa,1,MPI_REAL4,
+ MPI_SUM,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)
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call MPI_REDUCE(wib,wb,1,MPI_REAL4,
+ MPI_SUM,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

iter=iter+1

wi=wa/wb

tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

call MPI_BCAST(wi,1,MPI_REAL4,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif

call saxpy(ip,ai,pi,1,bbparts,1)
call saxpy(ip,wi,s,1,bbparts,1)
call saxpy(ip,-wi,tpart,1,s,1)
call scopy(ip,s,1,rpart,1)
roip1p=sdot(ip,rhpart,1,rpart,1)

if (myrank.eq.0) then
roip2=roip1

tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

call MPI_REDUCE(roip1p,roip1,1,MPI_REAL4,
+ MPI_SUM,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) bi=(roip1/roip2)*(ai/wi)

call MPI_BCAST(bi,1,MPI_REAL4,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
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tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif
call saxpy(ip,-wi,ui,1,pi,1)
call scopy(ip,rpart,1,tpart,1)
call saxpy(ip,bi,pi,1,tpart,1)
call scopy(ip,tpart,1,pi,1)

dnr=0.0e0
do i=1,ip
dnr=dnr+tpart(i)**2.0e0
enddo

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

call MPI_REDUCE(dnr,dnrmr,1,MPI_REAL4,
+ MPI_SUM,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

dnrmr=sqrt(dnrmr)
resid=dnrmr/dnrmb
if (wi.ne.(0.0e0).and.resid.gt.tol.and.iter.lt.imaxstep)

+ then
id=1
else
id=0
endif
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()
endif

call MPI_BCAST(id,1,MPI_INTEGER,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (id.eq.1) goto 999
if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()
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endif

c----------------------BiCGSTAB END------------------------------

call scopy(n2,bs,1,xe,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()
endif

call MPI_Scatter(xe,ip,MPI_REAL4,brparts,ip,
+ MPI_REAL4,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

if (myrank.eq.0) then
tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()
endif

call scopy(ip,bbparts,1,tt,1)

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()
endif

if (mod(myrank,2).eq.1) then
call MPI_SEND(tt,inh2,MPI_REAL4,myrank-1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,ierr)

call MPI_RECV(tmp11,inh2,MPI_REAL4,myrank-1,
+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
if (myrank.lt.np-2) then
call MPI_RECV(tmp22,inh2,MPI_REAL4,myrank+1,

+ 11,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
call MPI_SEND(tt(ip-inh2+1),inh2,MPI_REAL4,

+ myrank+1,12,MPI_COMM_WORLD,ierr)
endif
else

call MPI_RECV(tmp22,inh2,MPI_REAL4,myrank+1,
+ 111,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)

call MPI_SEND(tt(ip-inh2+1),inh2,MPI_REAL4,
+ myrank+1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
if (myrank.gt.0) then
call MPI_SEND(tt,inh2,MPI_REAL4,
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+ myrank-1,11,MPI_COMM_WORLD,ierr)
call MPI_RECV(tmp11,inh2,MPI_REAL4,myrank-1,

+ 12,MPI_COMM_WORLD,status,ierr)
endif
endif
if (myrank.eq.0) then

tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
tim1=MPI_Wtime()

endif
call matblack(tt,w,ns,a33,a44,v11,myrank,ip,np,tmp11,tmp22)
call drsolve(ns,w,M11,ipvt1,M22,ipvt2,myrank,ip,np)
call scopy(ip,brparts,1,tt(1),1)
call saxpy(ip,-1.0e0,w,1,tt,1)
call scopy(ip,tt,1,brparts,1)

C-----------------Single END--------------------------

cr=dble(brparts)
cb=dble(bbparts)
call daxpy(ip,1.0d0,cr,1,xhr,1)
call daxpy(ip,1.0d0,cb,1,xhb,1)
call dcopy(ip,qr,1,rnr,1)
call dcopy(ip,qb,1,rnb,1)

enddo
c-----------------------------------------------------------------------

if (myrank.eq.0) then
tim2=MPI_Wtime()
tcomp=tim2-tim1+tcomp
tmc1=MPI_Wtime()

endif

888 continue
c-----------------------------------------------------------------------

call MPI_Gather(xhb,ip,MPI_DOUBLE_PRECISION,x(n2+1),ip,
+ MPI_DOUBLE_PRECISION,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

call MPI_Gather(xhr,ip,MPI_DOUBLE_PRECISION,x,ip,
+ MPI_DOUBLE_PRECISION,0,MPI_COMM_WORLD,ierr)

c-----------------------------------------------------------------------
if (myrank.eq.0) then

print*,’||x||2=’,dnrm2(n,x,1)
print*,’||b-Ax||2=’,dnrnup

tmc2=MPI_Wtime()
tcomm=tmc2-tmc1+tcomm
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print*,’BiCGSTAB Steps = ’,iter
print*,’Total Communication Time=’,tcomm
print*,’Total Computation Time =’,tcomp
print*,’Total Time =’,tcomp+tcomm
print*,’------------------------------------’
endif

c-----------------------------------------------------------------------
c-----------------------------------------------------------------------

call MPI_FINALIZE(ierr)
stop
end
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Α΄.2 Επίλυση του Schur Complement µε τη µέθοδο Ne-
wton σε µονοεπεξεργαστικό σύστηµα κοινής µνή-
µης

Α΄.2.1 Χρήση διπλής ακρίβειας υπολογισµών

Κυρίως πρόγραµµα

parameter (ns=2048,inh=2*ns,n=4*ns*ns,n2=n/2,maxstep=280)
implicit real*8 (a-h,o-z)
include ’mpif.h’

integer i,j,ipvt1(inh),ipvt2(inh),info,k,
+ status(MPI_STATUS_SIZE),ierr,p
real*8 b(n),x(n),xh(n),xe(n),rn(n),c(n),q(n),
+ xb(n2),t(n2),r(n2),rh(n2),pi(n2),ph(n2),s(n2),
+ sh(n2),w(n2),tt(n2),bb(n2),ui(n2),
+ a1(5,inh),a2(5,inh),a3(5,inh),a4(5,inh),
+ M1(7,inh),M2(7,inh),bm(inh),bmm(inh),temp(inh),
+ normupd,norminit,wf,resid,tim1,tim2,MPI_Wtime

call MPI_INIT(ierr)
call MPI_COMM_RANK(MPI_COMM_WORLD,myrank,ierr)
call MPI_COMM_SIZE(MPI_COMM_WORLD,p,ierr)

tol=1.0d-9

print*,’--------------------------------------------------------’
print*,’Error Correction Double Precision Iterative Refinenement’
print*,’--------------------------------------------------------’
print*,’ Ns = ’,ns
print*,’ Total External Steps =’,maxstep

call makeb(ns,b,bm)
call redblack(ns,b,x)
call makeredblack(ns,x,b)
call start(ns,a1,a2,a3,a4,M1,M2,ipvt1,ipvt2)
call dcopy(n,b,1,q,1)
call dcopy(n,b,1,xh,1)
call dcopy(n,q,1,rn,1)

wf=1.0d0
tim1=MPI_Wtime()

do k=1,maxstep
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call matvec(xh,xe,ns,a1,a2,a3,a4,temp)
call daxpy(n,-1.0d0,xe,1,rn,1)

if (k.eq.1)then
norminit=dnrm2(n,rn,1)
else
normupd=dnrm2(n,rn,1)
wf=normupd/norminit
endif

if (wf.lt.tol) then
goto 10

endif

c-----------------------Inner Part Double Precision---------------

call dcopy(n,rn,1,b,1)
call makebhat(b,ns,w,M1,ipvt1,M2,ipvt2,a3,a4,temp,tt)
call dcopy(n2,b(n2+1),1,bb,1)
call dcopy(n2,bb,1,xb,1)
resid=1.0d-3
iter=40
call bicgstab(ns,xb,bb,a3,a4,M1,M2,ipvt1,ipvt2,resid,
+ bm,bmm,r,rh,pi,ph,t,s,sh,ui,iter,temp,w,tt)
call dcopy(n2,b,1,x,1)
call dcopy(n2,xb,1,x(n2+1),1)
call makexhat(x,ns,w,M1,ipvt1,M2,ipvt2,a3,a4,temp,tt)
call dcopy(n,x,1,c,1)

c------------------------------------------------------------

call daxpy(n,1.0d0,c,1,xh,1)
call dcopy(n,q,1,rn,1)
enddo

10 continue
tim2=MPI_Wtime()
print*,’External Steps =’,k-1
print*,’Ns =’,ns
print*,’Time = ’,tim2-tim1,’ secs’
print*,’||X||2=’,dnrm2(n,xh,1)
print*,’||b-Ax||=’,normupd

call MPI_FINALIZE(ierr)
stop
end
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Α΄.2.2 Χρήση µικτής ακρίβειας υπολογισµών

Κυρίως πρόγραµµα

parameter (ns=2048,inh=2*ns,n=4*ns*ns,n2=n/2,maxstep=280)
implicit real*8 (a-h,o-z)
include ’mpif.h’

integer i,j,ipvt1(inh),ipvt2(inh),info,k,iter
+ status(MPI_STATUS_SIZE),ierr,p
real*8 b(n),xe(n),rn(n),c(n),xh(n),
+ a1(5,inh),a2(5,inh),a3(5,inh),a4(5,inh),
+ bbm(inh),temp(inh),tim1,tim2,
+ normupd,norminit,wf,tolq,MPI_Wtime

real*4 a11(5,inh),a22(5,inh),a33(5,inh),a44(5,inh),
+ M11(7,inh),M22(7,inh),tt(n2),bs(n),ws(n2),
+ temps(inh),bb(n2),xb(n2),x(n),ui(n2),
+ bm(inh),bmm(inh),r(n2),rh(n2),pi(n2),ph(n2),
+ t(n2),s(n2),sh(n2),sngl,snrm2,resid

call MPI_INIT(ierr)
call MPI_COMM_RANK(MPI_COMM_WORLD,myrank,ierr)
call MPI_COMM_SIZE(MPI_COMM_WORLD,p,ierr)

print*,’--------------------------------------------------------’
print*,’Error Correction Single Precision Iterative Refinenement’
print*,’--------------------------------------------------------’
print*,’ Ns = ’,ns
print*,’ Total External Steps =’,maxstep

tolq=1.0d-9
tim1=0.0d0
tim2=0.0d0

call makeb(ns,b,bbm)
call redblack(ns,b,xe)
call makeredblack(ns,xe,b)
call start(ns,a1,a2,a3,a4,M11,M22,ipvt1,ipvt2,a11,a22,a33,a44)
call dcopy(n,b,1,xh,1)
call dcopy(n,b,1,rn,1)

wf=1.0d0

tim1=MPI_Wtime()

do k=1,maxstep
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call matvecdb(xh,xe,ns,a1,a2,a3,a4,temp)
call daxpy(n,-1.0d0,xe,1,rn,1)

if (k.eq.1)then
norminit=dnrm2(n,rn,1)
else
normupd=dnrm2(n,rn,1)
wf=normupd/norminit
endif

if (wf.lt.tolq) then
goto 10

endif

c-----------------------Inner Part Single Precision---------------

bs=sngl(rn)
call makebhat(bs,ns,ws,M11,ipvt1,M22,ipvt2,a33,a44,temps,tt)
call scopy(n2,bs(n2+1),1,bb,1)
call scopy(n2,bb,1,xb,1)
resid=1.0e-3
iter=40
call bicgstab(ns,xb,bb,a33,a44,M11,M22,ipvt1,ipvt2,resid,
& bm,bmm,r,rh,pi,ph,t,s,sh,ui,iter,temps,ws,tt)
call scopy(n2,bs,1,x,1)
call scopy(n2,xb,1,x(n2+1),1)
call makexhat(x,ns,ws,M11,ipvt1,M22,ipvt2,a33,a44,temps,tt)

c-----------------------------------------------------------------

c=dble(x)
call daxpy(n,1.0d0,c,1,xh,1)
call dcopy(n,b,1,rn,1)

enddo

10 continue

tim2=MPI_Wtime()

print*,’External Steps =’,k-1
print*,’Ns =’,ns
print*,’Time =’,tim2-tim1,’ secs’
print*,’||X||2=’,dnrm2(n,xh,1)
print*,’||b-Ax||=’,normupd

call MPI_FINALIZE(ierr)
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stop
end
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Α΄.3 Επίλυση του Schur Complement µε τη µέθοδο Ne-
wton σε αρχιτεκτονικές πολλαπλών υπολογιστι-
κών πυρήνων µε χρήση GPU

Α΄.3.1 Κυρίως πρόγραµµα

use openacc
use omp_lib
use bcgs
use bmat
use bcgs
parameter (ns=2048,inh=2*ns,n=4*ns*ns,nsp1=ns+1,
& n2=n/2,maxstep=280)

implicit real*8 (a-h,o-z)
integer i,j,ipvt1(inh),ipvt2(inh),info,k,iter
real*8 b(n),xe(n),rn(n),c(n),xh(n),
+ a1(5,inh),a2(5,inh),a3(5,inh),a4(5,inh),
+ bbm(inh),temp(inh),y(nsp1),
+ normupd,norminit,wf,tolq,t1(n2)

real*4 a11(5,inh),a22(5,inh),a33(5,inh),a44(5,inh),
+ M11(7,inh),M22(7,inh),tt(n2),bs(n),ws(n2),
+ temps(inh),bb(n2),xb(n2),x(n),ui(n2),
+ bm(inh),bmm(inh),r(n2),rh(n2),pi(n2),ph(n2),
+ t(n2),s(n2),sh(n2),sngl,snrm2,resid,tm,dtime,ta(2),tmm

call acc_init(acc_device_nvidia)

tolq=1.0d-09

call makeb(ns,b,bbm)
call redblack(ns,b,xe)
call makeredblack(ns,xe,b)
call start(ns,a1,a2,a3,a4,M11,M22,ipvt1,ipvt2,a11,a22,a33,a44)
call dcopy(n,b,1,xh,1)
call dcopy(n,b,1,rn,1)

wf=1.0d0
!$acc data copyin(a33(1:5,1:2*ns),a44(1:5,1:2*ns))

tmm=omp_get_wtime()

do k=1,maxstep
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call matvecdb(xh,xe,ns,a1,a2,a3,a4,temp)
call daxpy(n,-1.0d0,xe,1,rn,1)

if (k.eq.1)then
norminit=dnrm2(n,rn,1)
else
normupd=dnrm2(n,rn,1)
wf=normupd/norminit
endif

if (wf.lt.tolq) then
goto 10

endif

c---------------------------------------------------------------
bs=sngl(rn)
call makebhatGPU(bs,ns,ws,M11,ipvt1,M22,ipvt2,a33,a44,temps,tt,t1)
call scopy(n2,bs(n2+1),1,bb,1)
call scopy(n2,bb,1,xb,1)
resid=1.0e-4
iter=40
call bicgstab(ns,xb,bb,a33,a44,M11,M22,ipvt1,ipvt2,resid,
&bm,bmm,r,rh,pi,ph,t,s,sh,ui,iter,temps,ws,tt)
call scopy(n2,bs,1,x,1)
call scopy(n2,xb,1,x(n2+1),1)
call makexhat(x,ns,ws,M11,ipvt1,M22,ipvt2,a33,a44,temps,tt)

c---------------------------------------------------------------

c=dble(x)
call daxpy(n,1.0d0,c,1,xh,1)
call dcopy(n,b,1,rn,1)
enddo

10 continue
!$acc end data

tm=omp_get_wtime()-tmm
print*,k-1,’iterations’
print*,’Ns =’,ns
print*,’Time =’,tm,’ secs’
print*,’||X||2=’,dnrm2(n,xh,1)
print*,’||b-Ax||=’,normupd

stop
end
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Α΄.3.2 Υποπρογράµµατα

Ακολουθούν τα κυριότερα υποπρογράµµατα που χρησιµοποιούνται κατά την εκτέλεση
του κυρίως προγράµµατος, και συγκεκριµένα τα υποπρογράµµατα bicgstab που υλο-
ποιεί την επαναληπτική µέθοδο bicgstab, matvecGPU που υλοποιεί τους πολλαπλασια-
σµούς µε τους πίνακες HR και HB µε χρήση GPU και makebhatGPU που δηµιουργεί
το διάνυσµα b̂. Τα υπόλοιπα υποπρογράµµατα που χρησιµοποιούνται είναι αντίστοιχα
µε αυτά που έχουν παρουσιαστεί παραπάνω.

module bcgs
use bmat
contains
subroutine bicgstab(ns,x,b,a33,a44,M11,M22,ipvt1,ipvt2,
+ error,t3,t4,r,rh,pi,ph,t,s,sh,ui,istep,temp,w,tt)
implicit real*4 (a-h,o-z)
real*4 x(*),b(*),a33(5,2*ns),a44(5,2*ns),M11(1:7,1:2*ns)
+ M22(7,2*ns),r(*),t3(*),t4(*),rh(*),pi(*),ph(*),t(*)
+ s(*),sh(*),ui(*),error,temp(*),w(*),tt(*)
integer ipvt1(*),ipvt2(*)

C BiCGSTAB without precondition of Ax=b

imaxstep=istep
tol=error
istep=0

n=2*ns*ns
n2=n/2
dnrmb=snrm2(n,b,1)
call matvecGPU(x,r,ns,M11,M22,a33,a44,ipvt1,ipvt2,temp,w,tt)
call sscal (n,-1.0e0,r,1)
call saxpy(n,1.0e0,b,1,r,1)
dnrm=snrm2(n,r,1)
call scopy(n,r,1,rh,1)
call scopy(n,r,1,pi,1)
roip1=sdot(n,rh,1,r,1)

999 continue
istep=istep+1
if (roip1.eq.0.0e0) then

print*,’ BiCGSTAB Fails - Pi-1=0 ’
return
stop

endif

call matvecGPU(pi,ui,ns,M11,M22,a33,a44,ipvt1,ipvt2,temp,w,tt)
ai=roip1/sdot(n,rh,1,ui,1)
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call scopy(n,r,1,s,1)
call saxpy(n,-ai,ui,1,s,1)
if (snrm2(n,s,1).lt.1.0e-19) then
call saxpy(n,ai,ph,1,x,1)
print*,’ ||s||2 is small enough after ’,istep,’ steps’
else
call matvecGPU(s,t,ns,M11,M22,a33,a44,ipvt1,ipvt2,temp,w,tt)
wi=sdot(n,t,1,s,1)/sdot(n,t,1,t,1)
call saxpy(n,ai,pi,1,x,1)
call saxpy(n,wi,s,1,x,1)
call saxpy(n,-wi,t,1,s,1)
call scopy(n,s,1,r,1)
dnrmr=snrm2(n,r,1)
roip2=roip1
roip1=sdot(n,rh,1,r,1)

bi=(roip1/roip2)*(ai/wi)

call saxpy(n,-wi,ui,1,pi,1)
call scopy(n,r,1,t,1)
call saxpy(n,bi,pi,1,t,1)
call scopy(n,t,1,pi,1)
error=dnrmr/dnrmb
print*,’Error =’,error,istep,snrm2(n,x,1)
if (wi.ne.0.0e0.and.error.gt.tol.and.istep.lt.imaxstep)

+ goto 999
print*,’ BiCGSTAB exit after ’,istep,’ steps.’,snrm2(n,x,1)
endif
return
end subroutine
end module

*************************************************

module bmat
contains
subroutine matvecGPU(x,y,ns,M11,M22,a33,a44,ipvt1,
+ ipvt2,t,t1,t12)
implicit real*4 (a-h,o-z)

real*4 M11(1:7,1:2*ns),M22(1:7,1:2*ns),a33(1:5,1:2*ns),
+ y(1:2*ns*ns),t(1:2*ns),t1(1:2*ns*ns),t12(1:2*ns*ns),snrm2,
+ x(1:2*ns*ns),a44(1:5,2*ns)

integer ipvt1(*),ipvt2(*),ns,k0,k1,k2,k3,i

c Y=C*X where C : reduced collocation matrix
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nsi=2*ns*ns
inh=2*ns
inh2=2*inh

!$acc data copyin(x(1:nsi)),
!$acc& pcreate(t12(1:nsi),t1(1:nsi),t(1:inh)),
!$acc& copyout(y(1:nsi)),
!$acc& present(a33(1:5,1:2*ns),a44(1:5,1:2*ns))

!$acc kernels
!$acc loop vector(64)

do i=1,inh
t1(i)=a33(3,i)*x(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=2,inh
t1(i-1)=t1(i-1)+a33(2,i)*x(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-1
t1(i+1)=t1(i+1)+a33(4,i)*x(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
t1(i)=t1(i)+a33(1,i+2)*x(i+2)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
t1(i+2)=t1(i+2)+a33(5,i)*x(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh
t1(i)=-a44(3,i)*x(inh+i)+t1(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=2,inh
t1(i-1)=t1(i-1)-a44(2,i)*x(inh+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-1
t1(i+1)=t1(i+1)-a44(4,i)*x(inh+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
t1(i)=t1(i)-a44(1,i+2)*x(inh+i+2)
enddo
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!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
t1(i+2)=t1(i+2)-a44(5,i)*x(inh+i)
enddo

!$acc end kernels
c//////////////////////////////////
!$acc kernels

!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=1,ns-3,2
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent private(k1,k2) gang(512) vector(64)
do i=1,inh
t1(k2+i)=a33(3,i)*x(k1+i)+a44(3,i)*x(k2+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent private(k1,k2) gang(512) vector(64)
do i=2,inh
t1(k2+i-1)=t1(k2+i-1)+a33(2,i)*x(k1+i)+a44(2,i)*x(k2+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent private(k1,k2) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-1
t1(k2+i+1)=t1(k2+i+1)+a33(4,i)*x(k1+i)+a44(4,i)*x(k2+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent private(k1,k2) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-2
t1(k2+i)=t1(k2+i)+a33(1,i+2)*x(k1+i+2)+a44(1,i+2)*x(k2+i+2)
enddo
enddo

!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=1,ns-3,2
k1=(k-1)*inh

173



k2=k*inh
!$acc loop independent private(k1,k2) gang(512) vector(64)

do i=1,inh-2
t1(k2+i+2)=t1(k2+i+2)+a33(5,i)*x(k1+i)+a44(5,i)*x(k2+i)
enddo
enddo

c///////////////////////////////////////////////////////
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k3,k4) gang(512) vector(64)
do i=1,inh
t1(k3+i)=a33(3,i)*x(k3+i)-a44(3,i)*x(k4+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k3,k4) gang(512) vector(64)
do i=2,inh
t1(k3+i-1)=t1(k3+i-1)+a33(2,i)*x(k3+i)-a44(2,i)*x(k4+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k3,k4) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-1
t1(k3+i+1)=t1(k3+i+1)+a33(4,i)*x(k3+i)-a44(4,i)*x(k4+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k3,k4) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-2
t1(k3+i)=t1(k3+i)+a33(1,i+2)*x(k3+i+2)-a44(1,i+2)*x(k4+i+2)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh
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!$acc loop independent private(k3,k4) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-2
t1(k3+i+2)=t1(k3+i+2)+a33(5,i)*x(k3+i)-a44(5,i)*x(k4+i)
enddo

enddo
!$acc end kernels
c---------------------------------------------
!$acc kernels
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k3=(k+1)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=1,inh

t12(k3+i)=t1(k3+i)
enddo
enddo

!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=1,ns-3,2

k2=k*inh
k3=(k+1)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=1,inh

t1(k3+i)=t1(k3+i)-t1(k2+i)
enddo
enddo

!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=1,ns-3,2

k2=k*inh
k3=(k+1)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=1,inh

t1(k2+i)=t1(k2+i)+t12(k3+i)
enddo
enddo

!$acc end kernels
!$acc kernels

k3=nsi-inh
k2=nsi-2*inh

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh
t1(k3+i)=a33(3,i)*x(k2+i)+a44(3,i)*x(k3+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=2,inh
t1(k3+i-1)=t1(k3+i-1)+a33(2,i)*x(k2+i)+a44(2,i)*x(k3+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
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do i=1,inh-1
t1(k3+i+1)=t1(k3+i+1)+a33(4,i)*x(k2+i)+a44(4,i)*x(k3+i)

enddo
!$acc loop vector(64)

do i=1,inh-2
t1(k3+i)=t1(k3+i)+a33(1,i+2)*x(k2+i+2)+a44(1,i+2)*x(k3+i+2)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
t1(k3+i+2)=t1(k3+i+2)+a33(5,i)*x(k2+i)+a44(5,i)*x(k3+i)
enddo

!$acc end kernels

!$acc update host(t1(1:2*ns*ns))
c-------------------------------------------

call drsolve(ns,t1,M11,ipvt1,M22,ipvt2)
c--------------------------------------------
!$acc update device(t1(1:2*ns*ns))

!$acc kernels
!$acc loop vector(64)

do i=1,inh
y(i)=a44(3,i)*t1(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=2,inh
y(i-1)=y(i-1)+a44(2,i)*t1(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-1
y(i+1)=y(i+1)+a44(4,i)*t1(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(i)=y(i)+a44(1,i+2)*t1(i+2)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(i+2)=y(i+2)+a44(5,i)*t1(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh
y(inh+i)=-a44(3,i)*t1(inh2+i)+a33(3,i)*t1(inh+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=2,inh
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y(inh+i-1)=y(inh+i-1)-a44(2,i)*t1(inh2+i)+a33(2,i)*t1(inh+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-1
y(inh+1+i)=y(inh+1+i)-a44(4,i)*t1(inh2+i)+a33(4,i)*t1(inh+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(inh+i)=y(inh+i)-a44(1,i+2)*t1(inh2+i+2)+a33(1,i+2)*t1(inh+i+2)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(inh+i+2)=y(inh+i+2)-a44(5,i)*t1(inh2+i)+a33(5,i)*t1(inh+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh
t(i)=y(i)
enddo

!$acc loop independent vector(64)
do i=1,inh
y(i)=y(inh+i)+y(i)

enddo
!$acc loop independent vector(64)

do i=1,inh
y(inh+i)=y(inh+i)-t(i)

enddo
!$acc end kernels

!$acc kernels
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent private(k0,k1) gang(512) vector(64)
do i=1,inh
y(k1+i)=a33(3,i)*t1(k0+i)+a44(3,i)*t1(k1+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent private(k0,k1) gang(512) vector(64)
do i=2,inh
y(k1+i-1)=y(k1+i-1)+a33(2,i)*t1(k0+i)+a44(2,i)*t1(k1+i)
enddo

enddo
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!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=2,ns-4,2
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent private(k0,k1) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-1
y(k1+i+1)=y(k1+i+1)+a33(4,i)*t1(k0+i)+a44(4,i)*t1(k1+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent private(k0,k1) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-2
y(k1+i)=y(k1+i)+a33(1,i+2)*t1(k0+i+2)+a44(1,i+2)*t1(k1+i+2)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent private(k0,k1) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-2
y(k1+i+2)=y(k1+i+2)+a33(5,i)*t1(k0+i)+a44(5,i)*t1(k1+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=1,inh
y(k2+i)=a33(3,i)*t1(k2+i)-a44(3,i)*t1(k3+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=2,inh
y(k2+i-1)=y(k2+i-1)+a33(2,i)*t1(k2+i)-a44(2,i)*t1(k3+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
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k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-1
y(k2+i+1)=y(k2+i+1)+a33(4,i)*t1(k2+i)-a44(4,i)*t1(k3+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-2
y(k2+i)=y(k2+i)+a33(1,i+2)*t1(k2+i+2)-a44(1,i+2)*t1(k3+i+2)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-2
y(k2+i+2)=y(k2+i+2)+a33(5,i)*t1(k2+i)-a44(5,i)*t1(k3+i)
enddo

enddo
!$acc end kernels
!$acc kernels
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k1=k*inh

!$acc loop independent private(k1) gang(512) vector(64)
do i=1,inh

t12(k1+i)=y(k1+i)
enddo
enddo

!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=2,ns-4,2
k1=k*inh
k2=(k+1)*inh

!$acc loop independent private(k1,k2) gang(512) vector(64)
do i=1,inh

y(k1+i)=y(k1+i)+y(k2+i)
enddo
enddo

!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=2,ns-4,2
k1=k*inh
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k2=(k+1)*inh
!$acc loop independent private(k1,k2) gang(512) vector(64)

do i=1,inh
y(k2+i)=y(k2+i)-t12(k1+i)

enddo
enddo

k1=nsi-inh
k2=nsi-2*inh
k3=nsi-3*inh

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh
y(k1+i)=-a44(3,i)*t1(k1+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=2,inh
y(k1+i-1)=y(k1+i-1)-a44(2,i)*t1(k1+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-1
y(k1+i+1)=y(k1+i+1)-a44(4,i)*t1(k1+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(k1+i)=y(k1+i)-a44(1,i+2)*t1(k1+i+2)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(k1+i+2)=y(k1+i+2)-a44(5,i)*t1(k1+i)
enddo

k1=nsi-inh
!$acc loop vector(64)

do i=1,inh
t(i)=y(k1+i)

enddo
!$acc loop vector(64)

do i=1,inh
y(k2+i)=a33(3,i)*t1(k3+i)+a44(3,i)*t1(k2+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=2,inh
y(k2+i-1)=y(k2+i-1)+a33(2,i)*t1(k3+i)+a44(2,i)*t1(k2+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-1
y(k2+i+1)=y(k2+i+1)+a33(4,i)*t1(k3+i)+a44(4,i)*t1(k2+i)
enddo
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!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(k2+i)=y(k2+i)+a33(1,i+2)*t1(k3+i+2)+a44(1,i+2)*t1(k2+i+2)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(k2+i+2)=y(k2+i+2)+a33(5,i)*t1(k3+i)+a44(5,i)*t1(k2+i)
enddo

!$acc loop gang independent vector(64)
do i=1,inh
y(k1+i)=y(k1+i)-y(k2+i)

enddo
!$acc loop gang independent vector(64)

do i=1,inh
y(k2+i)=t(i)+y(k2+i)

enddo
!$acc end kernels
!$acc end data
c----------------------------------------------------

call dbsolve(ns,y,M11,ipvt1,M22,ipvt2)
call sscal(nsi,-1.0e0,y,1)
call saxpy(nsi,1.0e0,x,1,y,1)
return
end subroutine
end module bmat

***************************************************

subroutine makebhatGPU(b,ns,tb,M11,ipvt1,M22,ipvt2,a33,
+ a44,t,tt,t12)
real*4 a33(1:5,1:2*ns),a44(1:5,1:2*ns),b(*),M11(7,*),M22(7,*),

+ t(1:inh),tb(1:nsi),tt(1:nsi),t12(1:2*ns*ns),
+ snrm2

integer ipvt1(*),ipvt2(*)

nsi=2*ns*ns
inh=2*ns
inh2=2*inh
call scopy(nsi,b(1),1,tb(1),1)
call drsolve(ns,tb,M11,ipvt1,M22,ipvt2)
call scopy(nsi,tb,1,b(1),1)

c------------------------------------------------------------
!$acc data copyin(tb(1:nsi)),create(t(1:inh),t12(1:2*ns*ns)),
!$acc&copyout(tt(1:nsi)),present(a33(1:5,1:2*ns),a44(1:5,1:2*ns))
!$acc kernels
!$acc loop vector(64)

do i=1,inh
tt(i)=a44(3,i)*tb(i)
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enddo
!$acc loop vector(64)

do i=2,inh
tt(i-1)=tt(i-1)+a44(2,i)*tb(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-1
tt(i+1)=tt(i+1)+a44(4,i)*tb(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
tt(i)=tt(i)+a44(1,i+2)*tb(i+2)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
tt(i+2)=tt(i+2)+a44(5,i)*tb(i)
enddo

!$acc loop gang vector(64)
do i=1,inh
tt(inh+i)=-a44(3,i)*tb(inh2+i)+a33(3,i)*tb(inh+i)
enddo

!$acc loop gang vector(64)
do i=2,inh
tt(inh+i-1)=tt(inh+i-1)-a44(2,i)*tb(inh2+i)+a33(2,i)*tb(inh+i)
enddo

!$acc loop gang vector(64)
do i=1,inh-1
tt(inh+1+i)=tt(inh+1+i)-a44(4,i)*tb(inh2+i)+a33(4,i)*tb(inh+i)
enddo

!$acc loop gang vector(64)
do i=1,inh-2
tt(inh+i)=tt(inh+i)-a44(1,i+2)*tb(inh2+i+2)+a33(1,i+2)*tb(inh+i+2)
enddo

!$acc loop gang vector(64)
do i=1,inh-2
tt(inh+i+2)=tt(inh+i+2)-a44(5,i)*tb(inh2+i)+a33(5,i)*tb(inh+i)
enddo

!$acc loop gang vector(64)
do i=1,inh
t(i)=tt(i)
enddo

!$acc loop independent vector(64)
do i=1,inh
tt(i)=tt(inh+i)+tt(i)

enddo
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!$acc loop independent vector(64)
do i=1,inh
tt(inh+i)=tt(inh+i)-t(i)

enddo
!$acc end kernels

!$acc kernels
!$acc loop independent gang

do k=2,ns-4,2
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(64)
do i=1,inh
tt(k1+i)=a33(3,i)*tb(k0+i)+a44(3,i)*tb(k1+i)
enddo

!$acc loop independent vector(64)
do i=2,inh
tt(k1+i-1)=tt(k1+i-1)+a33(2,i)*tb(k0+i)+a44(2,i)*tb(k1+i)
enddo

!$acc loop independent vector(64)
do i=1,inh-1
tt(k1+i+1)=tt(k1+i+1)+a33(4,i)*tb(k0+i)+a44(4,i)*tb(k1+i)
enddo

!$acc loop independent vector(64)
do i=1,inh-2
tt(k1+i)=tt(k1+i)+a33(1,i+2)*tb(k0+i+2)+a44(1,i+2)*tb(k1+i+2)
enddo

!$acc loop independent vector(64)
do i=1,inh-2
tt(k1+i+2)=tt(k1+i+2)+a33(5,i)*tb(k0+i)+a44(5,i)*tb(k1+i)
enddo

!$acc loop independent vector(64)
do i=1,inh
tt(k2+i)=a33(3,i)*tb(k2+i)-a44(3,i)*tb(k3+i)
enddo

!$acc loop independent vector(64)
do i=2,inh
tt(k2+i-1)=tt(k2+i-1)+a33(2,i)*tb(k2+i)-a44(2,i)*tb(k3+i)
enddo

!$acc loop independent vector(64)
do i=1,inh-1
tt(k2+i+1)=tt(k2+i+1)+a33(4,i)*tb(k2+i)-a44(4,i)*tb(k3+i)
enddo

!$acc loop independent vector(64)
do i=1,inh-2
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tt(k2+i)=tt(k2+i)+a33(1,i+2)*tb(k2+i+2)-a44(1,i+2)*tb(k3+i+2)
enddo

!$acc loop independent vector(64)
do i=1,inh-2
tt(k2+i+2)=tt(k2+i+2)+a33(5,i)*tb(k2+i)-a44(5,i)*tb(k3+i)
enddo

enddo
!$acc end kernels

!$acc kernels
!$acc loop gang independent

do k=2,ns-4,2
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(64)
do i=1,inh

t12(k1+i)=tt(k1+i)
enddo

enddo
!$acc loop gang independent

do k=2,ns-4,2
k1=k*inh
k2=(k+1)*inh

!$acc loop independent vector(64)
do i=1,inh

tt(k1+i)=tt(k1+i)+tt(k2+i)
enddo

!$acc loop independent vector(64)
do i=1,inh

tt(k2+i)=tt(k2+i)-t12(k1+i)
enddo
enddo

!$acc end kernels
!$acc kernels

k1=nsi-inh
k2=nsi-2*inh
k3=nsi-3*inh

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh
tt(k1+i)=-a44(3,i)*tb(k1+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=2,inh
tt(k1+i-1)=tt(k1+i-1)-a44(2,i)*tb(k1+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
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do i=1,inh-1
tt(k1+i+1)=tt(k1+i+1)-a44(4,i)*tb(k1+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
tt(k1+i)=tt(k1+i)-a44(1,i+2)*tb(k1+i+2)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
tt(k1+i+2)=tt(k1+i+2)-a44(5,i)*tb(k1+i)
enddo

k1=nsi-inh
!$acc loop gang vector(64)

do i=1,inh
t(i)=tt(k1+i)

enddo
!$acc loop gang vector(64)

do i=1,inh
tt(k2+i)=a33(3,i)*tb(k3+i)+a44(3,i)*tb(k2+i)
enddo

!$acc loop gang vector(64)
do i=2,inh
tt(k2+i-1)=tt(k2+i-1)+a33(2,i)*tb(k3+i)+a44(2,i)*tb(k2+i)
enddo

!$acc loop gang vector(64)
do i=1,inh-1
tt(k2+i+1)=tt(k2+i+1)+a33(4,i)*tb(k3+i)+a44(4,i)*tb(k2+i)
enddo

!$acc loop gang vector(64)
do i=1,inh-2
tt(k2+i)=tt(k2+i)+a33(1,i+2)*tb(k3+i+2)+a44(1,i+2)*tb(k2+i+2)
enddo

!$acc loop gang vector(64)
do i=1,inh-2
tt(k2+i+2)=tt(k2+i+2)+a33(5,i)*tb(k3+i)+a44(5,i)*tb(k2+i)
enddo

!$acc loop gang independent vector(64)
do i=1,inh
tt(k1+i)=tt(k1+i)-tt(k2+i)

enddo
!$acc loop gang independent vector(64)

do i=1,inh
tt(k2+i)=t(i)+tt(k2+i)

enddo
!$acc end kernels
!$acc end data
c-----------------------------------------------------------
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call scopy(nsi,b(nsi+1),1,tb(1),1)
call saxpy(nsi,-1.0e0,tt,1,tb,1)
call dbsolve(ns,tb,M11,ipvt1,M22,ipvt2)
call scopy(nsi,tb,1,b(nsi+1),1)
return
end

**************************************************
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Α΄.4 Επίλυση του Schur Complement σε αρχιτεκτονι-
κές πολλαπλών υπολογιστικών πυρήνων µε χρήση
GPU

Α΄.4.1 Κυρίως πρόγραµµα

use openacc
use omp_lib
use bmat
use bicgs

parameter (ns=256,inh=2*ns,n=4*ns*ns,nsp1=ns+1,n2=n/2)

implicit real*8 (a-h,o-z)

real*8 b(n),x(n),M1(7,inh),M2(7,inh),xb(n2),
+ a1(5,inh),a2(5,inh),a3(5,inh),a4(5,inh),t(n2),
+ bm(inh),xe(n),bmm(inh),y(nsp1),r(n2),rh(n2),pi(n2),
+ ph(n2),s(n2),sh(n2),resid,temp(inh),w(n2),tt(n2),
+ bb(n2),ui(n2),tm0,tm

integer ipvt1(inh),ipvt2(inh)

call acc_init(acc_device_nvidia)

iter=294
print*,’_____________________________________________’
print*,’ Ns = ’,ns
call makeb(ns,b,bm)
call redblack(ns,b,x)
call makeredblack(ns,x,b)
call start(ns,a1,a2,a3,a4,M1,M2,ipvt1,ipvt2)

tm0=omp_get_wtime()

call makebhat(b,ns,w,M1,ipvt1,M2,ipvt2,a3,a4,temp,tt)

resid=1.0d-11

call dcopy(n2,b(n2+1),1,bb,1)
call dcopy(n2,bb,1,xb,1)

!$acc data copyin(a3(1:5,1:inh),a4(1:5,1:inh))
call bicgstab(ns,xb,bb,a3,a4,M1,M2,ipvt1,ipvt2,resid,

+ bm,bmm,r,rh,pi,ph,t,s,sh,ui,iter,w,tt)
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!$acc end data

call dcopy(n2,b,1,x,1)
call dcopy(n2,xb,1,x(n2+1),1)
call makexhat(x,ns,w,M1,ipvt1,M2,ipvt2,a3,a4,temp,tt)

tm=omp_get_wtime()-tm0

print*,’Total Time =’,tm,’ secs’
print*,’Iterations = ’,iter
print*,’||x||2=’, dnrm2(n,x,1)

call exact(ns,b,y)
call redblack(ns,b,xe)
call matvec(x,xe,ns,a1,a2,a3,a4,temp)

call makeb(ns,b,bm)
call redblack(ns,b,x)
call makeredblack(ns,x,b)
call daxpy(n,-1.0d0,xe,1,b,1)
print*,’||b - Ax||2 =’,dnrm2(n,b,1)
print*,’_____________________________________________’
call acc_shutdown(acc_device_nvidia)
stop

end

Α΄.4.2 Υποπρογράµµατα

Παρακάτω ακολουθούν τα κυριότερα υποπρογράµµατα που χρησιµοποιούνται κατά την

εκτέλεση του κυρίως προγράµµατος. Συγκεκριµένα, τα υποπρογράµµατα bicgstab

που υλοποιεί την οµώνυµη επαναληπτική µέθοδο, bmatvec που υλοποιεί τους πολλα-

πλασιασµούς µε τους πίνακες HR και HB µε χρήση GPU, makebhat και makexhat

που δηµιουργούν τα διανύσµατα b̂ και x̂, και τέλος τα drsolve και dbsolve που

επιλύουν τα γραµµικά συστήµατα όπου συµµετέχουν οι πίνακες DR και DB.

module bicgs
contains
subroutine bicgstab(ns,x,b,a3,a4,M1,M2,ipvt1,ipvt2,error,

+ t3,t4,r,rh,pi,ph,t,s,sh,ui,istep,w,tt)
use bmat
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implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 x(*),b(*),a3(1:5,1:2*ns),a4(1:5,1:2*ns),M1(7,*)
+ M2(7,*),r(*),t3(*),t4(*),rh(*),pi(*),ph(*),t(*)
+ s(*),sh(*),ui(*),error,w(*),tt(*)
integer ipvt1(*),ipvt2(*)

c BiCGSTAB without precondition of Ax=b

imaxstep=istep
tol=error
istep=0
n=2*ns*ns
inh=2*ns
dnrmb=dnrm2(n,b,1)

call bmatvec(x,r,ns,M1,M2,a3,a4,ipvt1,ipvt2,w,tt,ph)
call dscal (n,-1.0d0,r,1)
call daxpy(n,1.0d0,b,1,r,1)
dnrm=dnrm2(n,r,1)
call dcopy(n,r,1,rh,1)
call dcopy(n,r,1,pi,1)
roip1=ddot(n,rh,1,r,1)

999 continue
istep=istep+1
if (roip1.eq.0.0d0) then

print*,’ BiCGSTAB Fails - Pi-1=0 ’
return
stop

endif

call bmatvec(pi,ui,ns,M1,M2,a3,a4,ipvt1,ipvt2,w,tt,ph)
ai=roip1/ddot(n,rh,1,ui,1)
call dcopy(n,r,1,s,1)
call daxpy(n,-ai,ui,1,s,1)
if (dnrm2(n,s,1).lt.1.0d-19) then
call daxpy(n,ai,ph,1,x,1)

c print*,’ ||s||2 is small enough after ’,istep,’ steps’
else
call bmatvec(s,t,ns,M1,M2,a3,a4,ipvt1,ipvt2,w,tt,ph)
wi=ddot(n,t,1,s,1)/ddot(n,t,1,t,1)
call daxpy(n,ai,pi,1,x,1)
call daxpy(n,wi,s,1,x,1)
call daxpy(n,-wi,t,1,s,1)
call dcopy(n,s,1,r,1)
dnrmr=dnrm2(n,r,1)
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roip2=roip1
roip1=ddot(n,rh,1,r,1)
bi=(roip1/roip2)*(ai/wi)
call daxpy(n,-wi,ui,1,pi,1)
call dcopy(n,r,1,t,1)
call daxpy(n,bi,pi,1,t,1)
call dcopy(n,t,1,pi,1)
error=dnrmr/dnrmb
print*,’Error =’,error,dnrm2(n,x,1),istep

if (wi.ne.0.0d0.and.error.gt.tol.and.istep.lt.imaxstep)
+ goto 999

print*,’ BiCGSTAB exit after ’,istep,’ steps.’
endif

return
end subroutine
end module

****************************************************************

module bmat
contains
subroutine bmatvec(x,y,ns,M1,M2,a3,a4,ipvt1,ipvt2,ar,t1,t12)

implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 M1(7,*),M2(7,*),a3(1:5,1:2*ns),a4(1:5,2*ns),

+ x(1:4*ns*ns),y(1:2*ns*ns),dnrm2,
+ ar(1:2*ns),t1(1:2*ns*ns),t12(1:2*ns*ns),
integer ipvt1(*),ipvt2(*)

C Y=C*X where C : reduced collocation matrix

nsi=2*ns*ns
inh=2*ns
inh2=2*inh

!$acc data copyin(x(1:nsi))
!$acc& pcreate(t12(1:nsi),t1(1:nsi),ar(1:inh))
!$acc& copyout(y(1:nsi))
!$acc& present(a3(1:5,1:inh),a4(1:5,1:inh))

!$acc kernels
!$acc loop vector(64)

do i=1,inh
t1(i)=a3(3,i)*x(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
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do i=2,inh
t1(i-1)=t1(i-1)+a3(2,i)*x(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-1
t1(i+1)=t1(i+1)+a3(4,i)*x(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
t1(i)=t1(i)+a3(1,i+2)*x(i+2)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
t1(i+2)=t1(i+2)+a3(5,i)*x(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh
t1(i)=-a4(3,i)*x(inh+i)+t1(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=2,inh
t1(i-1)=t1(i-1)-a4(2,i)*x(inh+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-1
t1(i+1)=t1(i+1)-a4(4,i)*x(inh+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
t1(i)=t1(i)-a4(1,i+2)*x(inh+i+2)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
t1(i+2)=t1(i+2)-a4(5,i)*x(inh+i)
enddo

!$acc end kernels
c------------------------------------------------------
!$acc kernels

!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=1,ns-3,2
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent private(k1,k2) gang(512) vector(64)
do i=1,inh
t1(k2+i)=a3(3,i)*x(k1+i)+a4(3,i)*x(k2+i)
enddo
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enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent private(k1,k2) gang(512) vector(64)
do i=2,inh
t1(k2+i-1)=t1(k2+i-1)+a3(2,i)*x(k1+i)+a4(2,i)*x(k2+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent private(k1,k2) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-1
t1(k2+i+1)=t1(k2+i+1)+a3(4,i)*x(k1+i)+a4(4,i)*x(k2+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent private(k1,k2) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-2
t1(k2+i)=t1(k2+i)+a3(1,i+2)*x(k1+i+2)+a4(1,i+2)*x(k2+i+2)
enddo
enddo

!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=1,ns-3,2
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent private(k1,k2) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-2
t1(k2+i+2)=t1(k2+i+2)+a3(5,i)*x(k1+i)+a4(5,i)*x(k2+i)
enddo
enddo

c------------------------------------------------------
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k3,k4) gang(512) vector(64)
do i=1,inh
t1(k3+i)=a3(3,i)*x(k3+i)-a4(3,i)*x(k4+i)
enddo

enddo
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!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=1,ns-3,2
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k3,k4) gang(512) vector(64)
do i=2,inh
t1(k3+i-1)=t1(k3+i-1)+a3(2,i)*x(k3+i)-a4(2,i)*x(k4+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k3,k4) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-1
t1(k3+i+1)=t1(k3+i+1)+a3(4,i)*x(k3+i)-a4(4,i)*x(k4+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k3,k4) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-2
t1(k3+i)=t1(k3+i)+a3(1,i+2)*x(k3+i+2)-a4(1,i+2)*x(k4+i+2)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k3,k4) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-2
t1(k3+i+2)=t1(k3+i+2)+a3(5,i)*x(k3+i)-a4(5,i)*x(k4+i)
enddo

enddo
!$acc end kernels
c------------------------------------------------------
!$acc kernels
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=1,ns-3,2
k3=(k+1)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=1,inh

t12(k3+i)=t1(k3+i)
enddo
enddo
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!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=1,ns-3,2

k2=k*inh
k3=(k+1)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=1,inh

t1(k3+i)=t1(k3+i)-t1(k2+i)
enddo
enddo

!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=1,ns-3,2

k2=k*inh
k3=(k+1)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=1,inh

t1(k2+i)=t1(k2+i)+t12(k3+i)
enddo
enddo

!$acc end kernels
!$acc kernels

k3=nsi-inh
k2=nsi-2*inh

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh
t1(k3+i)=a3(3,i)*x(k2+i)+a4(3,i)*x(k3+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=2,inh
t1(k3+i-1)=t1(k3+i-1)+a3(2,i)*x(k2+i)+a4(2,i)*x(k3+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-1
t1(k3+i+1)=t1(k3+i+1)+a3(4,i)*x(k2+i)+a4(4,i)*x(k3+i)

enddo
!$acc loop vector(64)

do i=1,inh-2
t1(k3+i)=t1(k3+i)+a3(1,i+2)*x(k2+i+2)+a4(1,i+2)*x(k3+i+2)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
t1(k3+i+2)=t1(k3+i+2)+a3(5,i)*x(k2+i)+a4(5,i)*x(k3+i)
enddo

!$acc end kernels
c------------------------------------------------------
!$acc update host(t1(1:2*ns*ns))

call drsolve(ns,t1,M1,ipvt1,M2,ipvt2)
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!$acc update device(t1(1:2*ns*ns))
c------------------------------------------------------
!$acc kernels
!$acc loop vector(64)

do i=1,inh
y(i)=a4(3,i)*t1(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=2,inh
y(i-1)=y(i-1)+a4(2,i)*t1(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-1
y(i+1)=y(i+1)+a4(4,i)*t1(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(i)=y(i)+a4(1,i+2)*t1(i+2)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(i+2)=y(i+2)+a4(5,i)*t1(i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh
y(inh+i)=-a4(3,i)*t1(inh2+i)+a3(3,i)*t1(inh+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=2,inh
y(inh+i-1)=y(inh+i-1)-a4(2,i)*t1(inh2+i)+a3(2,i)*t1(inh+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-1
y(inh+1+i)=y(inh+1+i)-a4(4,i)*t1(inh2+i)+a3(4,i)*t1(inh+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(inh+i)=y(inh+i)-a4(1,i+2)*t1(inh2+i+2)+a3(1,i+2)*t1(inh+i+2)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(inh+i+2)=y(inh+i+2)-a4(5,i)*t1(inh2+i)+a3(5,i)*t1(inh+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh
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ar(i)=y(i)
enddo

!$acc loop independent vector(64)
do i=1,inh
y(i)=y(inh+i)+y(i)

enddo
!$acc loop independent vector(64)

do i=1,inh
y(inh+i)=y(inh+i)-ar(i)

enddo
!$acc end kernels

!$acc kernels
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent private(k0,k1) gang(512) vector(64)
do i=1,inh
y(k1+i)=a3(3,i)*t1(k0+i)+a4(3,i)*t1(k1+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent private(k0,k1) gang(512) vector(64)
do i=2,inh
y(k1+i-1)=y(k1+i-1)+a3(2,i)*t1(k0+i)+a4(2,i)*t1(k1+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent private(k0,k1) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-1
y(k1+i+1)=y(k1+i+1)+a3(4,i)*t1(k0+i)+a4(4,i)*t1(k1+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent private(k0,k1) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-2
y(k1+i)=y(k1+i)+a3(1,i+2)*t1(k0+i+2)+a4(1,i+2)*t1(k1+i+2)
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enddo
enddo

!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=2,ns-4,2
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent private(k0,k1) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-2
y(k1+i+2)=y(k1+i+2)+a3(5,i)*t1(k0+i)+a4(5,i)*t1(k1+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=1,inh
y(k2+i)=a3(3,i)*t1(k2+i)-a4(3,i)*t1(k3+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=2,inh
y(k2+i-1)=y(k2+i-1)+a3(2,i)*t1(k2+i)-a4(2,i)*t1(k3+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-1
y(k2+i+1)=y(k2+i+1)+a3(4,i)*t1(k2+i)-a4(4,i)*t1(k3+i)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-2
y(k2+i)=y(k2+i)+a3(1,i+2)*t1(k2+i+2)-a4(1,i+2)*t1(k3+i+2)
enddo

enddo
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!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=2,ns-4,2
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent private(k2,k3) gang(512) vector(64)
do i=1,inh-2
y(k2+i+2)=y(k2+i+2)+a3(5,i)*t1(k2+i)-a4(5,i)*t1(k3+i)
enddo

enddo
!$acc end kernels
!$acc kernels
!$acc loop independent gang(1024) vector(64)

do k=2,ns-4,2
k1=k*inh

!$acc loop independent private(k1) gang(512) vector(64)
do i=1,inh

t12(k1+i)=y(k1+i)
enddo
enddo

!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=2,ns-4,2
k1=k*inh
k2=(k+1)*inh

!$acc loop independent private(k1,k2) gang(512) vector(64)
do i=1,inh

y(k1+i)=y(k1+i)+y(k2+i)
enddo
enddo

!$acc loop independent gang(1024) vector(64)
do k=2,ns-4,2
k1=k*inh
k2=(k+1)*inh

!$acc loop independent private(k1,k2) gang(512) vector(64)
do i=1,inh

y(k2+i)=y(k2+i)-t12(k1+i)
enddo
enddo

k1=nsi-inh
k2=nsi-2*inh
k3=nsi-3*inh

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh
y(k1+i)=-a4(3,i)*t1(k1+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=2,inh
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y(k1+i-1)=y(k1+i-1)-a4(2,i)*t1(k1+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-1
y(k1+i+1)=y(k1+i+1)-a4(4,i)*t1(k1+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(k1+i)=y(k1+i)-a4(1,i+2)*t1(k1+i+2)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(k1+i+2)=y(k1+i+2)-a4(5,i)*t1(k1+i)
enddo

k1=nsi-inh
!$acc loop vector(64)

do i=1,inh
ar(i)=y(k1+i)

enddo
!$acc loop vector(64)

do i=1,inh
y(k2+i)=a3(3,i)*t1(k3+i)+a4(3,i)*t1(k2+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=2,inh
y(k2+i-1)=y(k2+i-1)+a3(2,i)*t1(k3+i)+a4(2,i)*t1(k2+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-1
y(k2+i+1)=y(k2+i+1)+a3(4,i)*t1(k3+i)+a4(4,i)*t1(k2+i)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(k2+i)=y(k2+i)+a3(1,i+2)*t1(k3+i+2)+a4(1,i+2)*t1(k2+i+2)
enddo

!$acc loop vector(64)
do i=1,inh-2
y(k2+i+2)=y(k2+i+2)+a3(5,i)*t1(k3+i)+a4(5,i)*t1(k2+i)
enddo

!$acc loop gang independent vector(64)
do i=1,inh
y(k1+i)=y(k1+i)-y(k2+i)

enddo
!$acc loop gang independent vector(64)

do i=1,inh
y(k2+i)=ar(i)+y(k2+i)

enddo
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!$acc end kernels
!$acc end data
c------------------------------------------------------

call dbsolve(ns,y,M1,ipvt1,M2,ipvt2)
call dscal(nsi,-1.0d0,y,1)
call daxpy(nsi,1.0d0,x,1,y,1)
return
end subroutine
end module bmat

****************************************************************

subroutine makebhat(b,ns,tb,M1,ipvt1,M2,ipvt2,a3,a4,t,tt)

real*8 a3(5,*),a4(5,*),b(*),M1(7,*),M2(7,*),t(*),tb(*),tt(*)
integer ipvt1(*),ipvt2(*)

nsi=2*ns*ns
call dcopy(nsi,b(1),1,tb(1),1)
call drsolve(ns,tb,M1,ipvt1,M2,ipvt2)
call dcopy(nsi,tb,1,b(1),1)
call matred(tb,tt,ns,a3,a4,t)
call dcopy(nsi,b(nsi+1),1,tb(1),1)
call daxpy(nsi,-1.0d0,tt,1,tb,1)
call dbsolve(ns,tb,M1,ipvt1,M2,ipvt2)
call dcopy(nsi,tb,1,b(nsi+1),1)

return
end

****************************************************************

subroutine makexhat(x,ns,tb,M1,ipvt1,M2,ipvt2,a3,a4,t,tt)

real*8 a3(1:5,1:2*ns),a4(1:5,1:2*ns),x(1:4*ns*ns),t(1:2*ns),
+ tb(1:2*ns*ns),tt(1:2*ns*ns), M1(7,*),M2(7,*),dnrm2

integer ipvt1(*),ipvt2(*)

nsi=2*ns*ns
inh=2*ns
call dcopy(2*ns*ns,x(nsi+1:),1,tt,1)
call matblack(tt,tb,ns,a3,a4,t)
call drsolve(ns,tb,M1,ipvt1,M2,ipvt2)
call dcopy(nsi,x,1,tt,1)
call daxpy(nsi,-1.0d0,tb,1,tt,1)
call dcopy(nsi,tt,1,x,1)

return
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end subroutine

****************************************************************

subroutine drsolve(ns,X,M1,ipvt1,M2,ipvt2)
implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 X(*),M1(7,*),M2(7,*)
integer ipvt1(*),ipvt2(*)

c Solve Dr*x = x where Dr:the Red diagonal block of Collocation matrix

inh=ns*2
nsi=ns*inh
call dscal(nsi-2*inh,0.5d0,x(inh+1),1)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,x(1),inh,info)

c Begin Parallel Loop

!$OMP PARALLEL DO
do k=1,ns-2,2

call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M1,7,ipvt1,x(k*inh+1),inh,info)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,x((k+1)*inh+1),inh,info)

enddo
!$OMP END PARALLEL DO

c End Parallel Loop

call dscal(inh,-1.0d0,x(nsi-inh+1),1)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,x(nsi-inh+1),inh,info)

return
end

****************************************************************

subroutine dbsolve(ns,X,M1,ipvt1,M2,ipvt2)
implicit real*8 (a-h,o-z)

real*8 X(*),M1(7,*),M2(7,*)
integer ipvt1(*),ipvt2(*)

c Solve Db*x = x where Db:the Black diagonal block of Collocation matrix

inh=ns*2
call dscal(ns*inh,0.5d0,x(1),1)

!$OMP PARALLEL DO
do k=0,ns-1,2
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M1,7,ipvt1,x(k*inh+1),inh,info)
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call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,x((k+1)*inh+1),inh,info)
enddo

!$OMP END PARALLEL DO

return
end
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Α΄.5 Επίλυση του Schur Complement σε αρχιτεκτονι-
κές πολλαπλών υπολογιστικών πυρήνων µε χρήση
πολλαπλών GPUs

use openacc
use omp_lib
use blackm

parameter (ns=2048,inh=2*ns,n=4*ns*ns,nsf=ns/2,
+ nsp1=ns+1,n2=n/2,nsi2=n2/2,inh2=2*inh)

implicit real*8 (a-h,o-z)
real*8 b(n),x(n),M1(7,inh),M2(7,inh),xb(n2),t(n2),
+ a1(5,inh),a2(5,inh),a3(1:5,1:inh),a4(1:5,1:inh),
+ bm(inh),xe(n),yy(nsp1),r(n2),rh(n2),pi(n2),y(n2),
+ ph(n2),s(n2),sh(n2),resid,temp(inh),w(n2),tt(n2),
+ bb(n2),ui(n2),t1(n2),t12(n2),
+ roip1,roip2,tm0,tm1,tm2,tm

integer ipvt1(inh),ipvt2(inh),devicecount,iGPU,is,
+ ipiv1(inh),ipiv2(inh)

devicecount=acc_get_num_devices(acc_device_nvidia)

print*,’_____________________________________________’
print*,’ #GPUs Total :’,devicecount
nsi=int(n2/devicecount)
call start(ns,a1,a2,a3,a4,M1,M2,ipvt1,ipvt2)
call makeb(ns,b,bm)
call redblack(ns,b,x)
call makeredblack(ns,x,b)
print*,’_____________________________________________’
print*,’ Ns : ’,ns

iGPU=0
if (iGPU.eq.0) tm0=omp_get_wtime()

call makebhat(b,ns,w,M1,ipvt1,M2,ipvt2,a3,a4,temp,tt,iGPU)

resid=1.0d-10

call dcopy(n2,b(n2+1),1,bb,1)
call dcopy(n2,bb,1,xb,1)
if (iGPU.eq.0) tm1=omp_get_wtime()-tm0
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!$OMP PARALLEL private(iGPU,iq1,iq2,temp,a3,a4,M1,M2,ipiv1,ipiv2,
!$OMP+ ipvt1,ipvt2,a1,a2)
!$OMP+ shared(iter,istep,error,resid)

call start(ns,a1,a2,a3,a4,M1,M2,ipvt1,ipvt2)
iGPU=omp_get_thread_num()
iq1=nsi*iGPU+1
iq2=nsi*(iGPU+1)
call acc_set_device_num(iGPU,acc_device_nvidia)

!$acc data copyin(a3(1:5,1:inh),a4(1:5,1:inh))
!$acc& create(t12(iq1:iq2))

call acc_deviceptr(a3,a4)
if (iGPU.eq.0) tm2=omp_get_wtime()

c----------------------------------------
c BiCGSTAB without precondition of Ax=b
c----------------------------------------

iter=5
dnrmb=dnrm2(n2,bb,1)

!$acc kernels copyin(xb(iq1:iq2)),copyout(t1(iq1:iq2)),
!$acc& present(a3(1:5,1:inh),a4(1:5,1:inh),t12(iq1:iq2))

if (iGPU.eq.0) then
!$acc loop vector(32)

do is=1,inh
t1(is)=a3(3,is)*xb(is)
enddo

!$acc loop vector(32)
do is=2,inh
t1(is-1)=t1(is-1)+a3(2,is)*xb(is)
enddo

!$acc loop vector(32)
do is=1,inh-1
t1(is+1)=t1(is+1)+a3(4,is)*xb(is)
enddo

!$acc loop vector(32)
do is=1,inh-2
t1(is)=t1(is)+a3(1,is+2)*xb(is+2)
enddo

!$acc loop vector(32)
do is=1,inh-2
t1(is+2)=t1(is+2)+a3(5,is)*xb(is)
enddo

!$acc loop vector(32)
do is=1,inh
t1(is)=-a4(3,is)*xb(inh+is)+t1(is)
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enddo
!$acc loop vector(32)

do is=2,inh
t1(is-1)=t1(is-1)-a4(2,is)*xb(inh+is)
enddo

!$acc loop vector(32)
do is=1,inh-1
t1(is+1)=t1(is+1)-a4(4,is)*xb(inh+is)
enddo

!$acc loop vector(32)
do is=1,inh-2
t1(is)=t1(is)-a4(1,is+2)*xb(inh+is+2)
enddo

!$acc loop vector(32)
do is=1,inh-2
t1(is+2)=t1(is+2)-a4(5,is)*xb(inh+is)
enddo

endif
c----------------------------------------------------

!$acc loop independent gang private(k1,k2,k)
do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t1(k2+is)=a3(3,is)*xb(k1+is)+a4(3,is)*xb(k2+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k1,k2,k)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
t1(k2+is-1)=t1(k2+is-1)+a3(2,is)*xb(k1+is)+a4(2,is)*xb(k2+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k1,k2,k)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
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t1(k2+is+1)=t1(k2+is+1)+a3(4,is)*xb(k1+is)+a4(4,is)*xb(k2+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k1,k2,k)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2

t1(k2+is)=t1(k2+is)+a3(1,is+2)*xb(k1+is+2)+a4(1,is+2)*xb(k2+is+2)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k1,k2,k)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
t1(k2+is+2)=t1(k2+is+2)+a3(5,is)*xb(k1+is)+a4(5,is)*xb(k2+is)
enddo

enddo
c----------------------------------------------------
!$acc loop independent gang private(k3,k4,k)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t1(k3+is)=a3(3,is)*xb(k3+is)-a4(3,is)*xb(k4+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k3,k4,k)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
t1(k3+is-1)=t1(k3+is-1)+a3(2,is)*xb(k3+is)-a4(2,is)*xb(k4+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k3,k4,k)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
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k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
t1(k3+is+1)=t1(k3+is+1)+a3(4,is)*xb(k3+is)-a4(4,is)*xb(k4+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k3,k4,k)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2

t1(k3+is)=t1(k3+is)+a3(1,is+2)*xb(k3+is+2)-a4(1,is+2)*xb(k4+is+2)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k3,k4,k)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
t1(k3+is+2)=t1(k3+is+2)+a3(5,is)*xb(k3+is)-a4(5,is)*xb(k4+is)
enddo

enddo
c------------------------------------------------------
!$acc loop gang private(k,k3)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf

k3=(k+1)*inh
!$acc loop independent vector(32)

do is=1,inh
t12(k3+is)=t1(k3+is)

enddo
enddo

!$acc loop gang private(k,k2,k3)
do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf

k2=k*inh
k3=(k+1)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh

t1(k3+is)=t1(k3+is)-t1(k2+is)
enddo
enddo
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!$acc loop gang private(k,k2,k3)
do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf

k2=k*inh
k3=(k+1)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh

t1(k2+is)=t1(k2+is)+t12(k3+is)
enddo
enddo

if (iGPU.eq.1) then
k3=n2-inh
k2=n2-2*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t1(k3+is)=a3(3,is)*xb(k2+is)+a4(3,is)*xb(k3+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
t1(k3+is-1)=t1(k3+is-1)+a3(2,is)*xb(k2+is)+a4(2,is)*xb(k3+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
t1(k3+is+1)=t1(k3+is+1)+a3(4,is)*xb(k2+is)+a4(4,is)*xb(k3+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2

t1(k3+is)=t1(k3+is)+a3(1,is+2)*xb(k2+is+2)+a4(1,is+2)*xb(k3+is+2)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
t1(k3+is+2)=t1(k3+is+2)+a3(5,is)*xb(k2+is)+a4(5,is)*xb(k3+is)
enddo

endif
!$acc end kernels
c if (iGPU.eq.0) then
!$OMP SECTIONS
!$OMP SECTION

call dcopy(inh,xb(nsf*inh+1),1,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,xb((nsf-2)*inh+1),1,temp,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,temp,

+ 1,0.0d0,t1((nsf-1)*inh+1),1)
call dcopy(inh,xb((nsf-1)*inh+1),1,temp,1)
call daxpy(inh,-1.0d0,xb((nsf+1)*inh+1),1,temp,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,temp,

+ 1,1.0d0,t1((nsf-1)*inh+1),1)
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c else
!$OMP SECTION

call dcopy(inh,xb(nsf*inh+1),1,temp,1)
call daxpy(inh,-1.0d0,xb((nsf-2)*inh+1),1,temp,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,temp,

+ 1,0.0d0,t1(nsf*inh+1),1)
call dcopy(inh,xb((nsf+1)*inh+1),1,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,xb((nsf-1)*inh+1),1,temp,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,temp,

+ 1,1.0d0,t1(nsf*inh+1),1)
c endif
!$OMP END SECTIONS
c-------------------------------------------

if (iGPU.eq.0) then
call dscal(ns*inh-2*inh,0.5d0,t1(inh+1),1)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,t1(1),inh,info)
endif

!$OMP DO
do k=1,ns-2,2

call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M1,7,ipvt1,t1(k*inh+1),inh,info)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,t1((k+1)*inh+1),inh,info)

enddo
!$OMP END DO

if (iGPU.eq.1) then
call dscal(inh,-1.0d0,t1(ns*inh-inh+1),1)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,t1(ns*inh-inh+1),inh,info)
endif

c---------------------------------------------

c---------------------------------------------
!$acc kernels copyin(t1(iq1:iq2)),copyout(y(iq1:iq2)),
!$acc& present(a3(1:5,1:inh),a4(1:5,1:inh),t12(iq1:iq2))

if (iGPU.eq.0) then
!$acc loop vector(32)

do is=1,inh
y(is)=a4(3,is)*t1(is)
enddo

!$acc loop vector(32)
do is=2,inh
y(is-1)=y(is-1)+a4(2,is)*t1(is)
enddo

!$acc loop vector(32)
do is=1,inh-1
y(is+1)=y(is+1)+a4(4,is)*t1(is)
enddo

!$acc loop vector(32)
do is=1,inh-2
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y(is)=y(is)+a4(1,is+2)*t1(is+2)
enddo

!$acc loop vector(32)
do is=1,inh-2
y(is+2)=y(is+2)+a4(5,is)*t1(is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
y(inh+is)=-a4(3,is)*t1(inh2+is)+a3(3,is)*t1(inh+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
y(inh+is-1)=y(inh+is-1)-a4(2,is)*t1(inh2+is)+a3(2,is)*t1(inh+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
y(inh+1+is)=y(inh+1+is)-a4(4,is)*t1(inh2+is)+a3(4,is)*t1(inh+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
y(inh+is)=y(inh+is)-a4(1,is+2)*t1(inh2+is+2)

+ +a3(1,is+2)*t1(inh+is+2)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
y(inh+is+2)=y(inh+is+2)-a4(5,is)*t1(inh2+is)+a3(5,is)*t1(inh+is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh
t12(is)=y(is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh
y(is)=y(inh+is)+y(is)

enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh

y(inh+is)=y(inh+is)-t12(is)
enddo
endif

c------------------------------------------------------------
!$acc loop independent gang private(k0,k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
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k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
y(k1+is)=a3(3,is)*t1(k0+is)+a4(3,is)*t1(k1+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k0,k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
y(k1+is-1)=y(k1+is-1)+a3(2,is)*t1(k0+is)+a4(2,is)*t1(k1+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k0,k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
y(k1+is+1)=y(k1+is+1)+a3(4,is)*t1(k0+is)+a4(4,is)*t1(k1+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k0,k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
y(k1+is)=y(k1+is)+a3(1,is+2)*t1(k0+is+2)+a4(1,is+2)*t1(k1+is+2)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k0,k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
y(k1+is+2)=y(k1+is+2)+a3(5,is)*t1(k0+is)+a4(5,is)*t1(k1+is)
enddo

enddo
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!$acc loop independent gang private(k2,k3,k)
do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
y(k2+is)=a3(3,is)*t1(k2+is)-a4(3,is)*t1(k3+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k2,k3,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
y(k2+is-1)=y(k2+is-1)+a3(2,is)*t1(k2+is)-a4(2,is)*t1(k3+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k2,k3,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
y(k2+is+1)=y(k2+is+1)+a3(4,is)*t1(k2+is)-a4(4,is)*t1(k3+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k2,k3,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
y(k2+is)=y(k2+is)+a3(1,is+2)*t1(k2+is+2)-a4(1,is+2)*t1(k3+is+2)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k2,k3,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
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y(k2+is+2)=y(k2+is+2)+a3(5,is)*t1(k2+is)-a4(5,is)*t1(k3+is)
enddo

enddo
c------------------------------------------------------------------
!$acc loop independent gang private(k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t12(k1+is)=y(k1+is)

enddo
enddo

!$acc loop independent private(k1,k2,k)
do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=k*inh
k2=(k+1)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh

y(k1+is)=y(k1+is)+y(k2+is)
enddo
enddo

!$acc loop independent private(k1,k2,k)
do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=k*inh
k2=(k+1)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh

y(k2+is)=y(k2+is)-t12(k1+is)
enddo
enddo

if (iGPU.eq.1) then
k1=n2-inh
k2=n2-2*inh
k3=n2-3*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
y(k1+is)=-a4(3,is)*t1(k1+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
y(k1+is-1)=y(k1+is-1)-a4(2,is)*t1(k1+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
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do is=1,inh-1
y(k1+is+1)=y(k1+is+1)-a4(4,is)*t1(k1+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
y(k1+is)=y(k1+is)-a4(1,is+2)*t1(k1+is+2)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
y(k1+is+2)=y(k1+is+2)-a4(5,is)*t1(k1+is)
enddo

!$acc loop vector(32)
do is=1,inh
t12(k1+is)=y(k1+is)

enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
y(k2+is)=a3(3,is)*t1(k3+is)+a4(3,is)*t1(k2+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
y(k2+is-1)=y(k2+is-1)+a3(2,is)*t1(k3+is)+a4(2,is)*t1(k2+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
y(k2+is+1)=y(k2+is+1)+a3(4,is)*t1(k3+is)+a4(4,is)*t1(k2+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
y(k2+is)=y(k2+is)+a3(1,is+2)*t1(k3+is+2)+a4(1,is+2)*t1(k2+is+2)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
y(k2+is+2)=y(k2+is+2)+a3(5,is)*t1(k3+is)+a4(5,is)*t1(k2+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
y(k1+is)=y(k1+is)-y(k2+is)

enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh

y(k2+is)=t12(k1+is)+y(k2+is)
enddo
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endif
!$acc end kernels
c if (iGPU.eq.0) then
!$OMP SECTIONS
!$OMP SECTION

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,t1((nsf-1)*inh+1),
+ 1,0.0d0,y((nsf-1)*inh+1),1)

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,t1(nsf*inh+1),
+ 1,1.0d0,y((nsf-1)*inh+1),1)

call dcopy(inh,y((nsf-1)*inh+1),1,y((nsf-2)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,t1((nsf-2)*inh+1),

+ 1,0.0d0,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,temp,1,y((nsf-2)*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,temp,1,y((nsf-1)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,t1((nsf-3)*inh+1),

+ 1,0.0d0,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,temp,1,y((nsf-2)*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,temp,1,y((nsf-1)*inh+1),1)

c else
!$OMP SECTION

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,t1((nsf+1)*inh+1),
+ 1,0.0d0,y(nsf*inh+1),1)

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,t1((nsf+2)*inh+1),
+ 1,1.0d0,y(nsf*inh+1),1)

call dcopy(inh,y(nsf*inh+1),1,y((nsf+1)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,t1(nsf*inh+1),

+ 1,0.0d0,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,temp,1,y(nsf*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,temp,1,y((nsf+1)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,t1((nsf-1)*inh+1),

+ 1,0.0d0,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,temp,1,y(nsf*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,temp,1,y((nsf+1)*inh+1),1)

!$OMP END SECTIONS
c endif

c----------------------------------------------------
c call dbsolve(ns,y,M1,ipvt1,M2,ipvt2,iGPU)

if (iGPU.eq.0) call dscal(ns*inh,0.5d0,y(1),1)
!$OMP DO

do k=0,ns-1,2
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M1,7,ipvt1,y(k*inh+1),

+ inh,info)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,y((k+1)*inh+1),

+ inh,info)
enddo

!$OMP ENDDO
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if (iGPU.eq.1) then
call dscal(n2,-1.0d0,y,1)
call daxpy(n2,1.0d0,xb,1,y,1)
call dcopy(n2,y,1,r,1)

c--------------------------------------
call dscal(n2,-1.0d0,r,1)
call daxpy(n2,1.0d0,bb,1,r,1)
dnrm=dnrm2(n2,r,1)
call dcopy(n2,r,1,rh,1)
call dcopy(n2,r,1,pi,1)
roip1=ddot(n2,rh,1,r,1)
endif

!$OMP BARRIER
istep=0

999 continue
!$OMP BARRIER

if (iGPU.eq.0) istep=istep+1
if (roip1.eq.0.0d0) then
print*,’ BiCGSTAB Fails - Pi-1=0 ’

stop
endif

!$acc kernels copyin(pi(iq1:iq2)),copyout(t1(iq1:iq2)),
!$acc& present(a3(1:5,1:inh),a4(1:5,1:inh),t12(iq1:iq2))

if (iGPU.eq.0) then
!$acc loop gang vector(32)

do is=1,inh
t1(is)=a3(3,is)*pi(is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=2,inh
t1(is-1)=t1(is-1)+a3(2,is)*pi(is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-1
t1(is+1)=t1(is+1)+a3(4,is)*pi(is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-2
t1(is)=t1(is)+a3(1,is+2)*pi(is+2)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-2
t1(is+2)=t1(is+2)+a3(5,is)*pi(is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh

216



t1(is)=-a4(3,is)*pi(inh+is)+t1(is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=2,inh
t1(is-1)=t1(is-1)-a4(2,is)*pi(inh+is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-1
t1(is+1)=t1(is+1)-a4(4,is)*pi(inh+is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-2
t1(is)=t1(is)-a4(1,is+2)*pi(inh+is+2)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-2
t1(is+2)=t1(is+2)-a4(5,is)*pi(inh+is)
enddo
endif

! acc loop gang private(k1,k2,k3,k4,k) independent
c do kp=1,nsf-3,2
c k=kp+iGPU*nsf
c k1=(k-1)*inh
c k2=k*inh
c k3=(k+1)*inh
c k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent gang private(k,k1,k2)
do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t1(k2+is)=a3(3,is)*pi(k1+is)+a4(3,is)*pi(k2+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k,k1,k2)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
t1(k2+is-1)=t1(k2+is-1)+a3(2,is)*pi(k1+is)+a4(2,is)*pi(k2+is)
enddo
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enddo
!$acc loop independent gang private(k,k1,k2)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independentvector(32)
do is=1,inh-1
t1(k2+is+1)=t1(k2+is+1)+a3(4,is)*pi(k1+is)+a4(4,is)*pi(k2+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k,k1,k2)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2

t1(k2+is)=t1(k2+is)+a3(1,is+2)*pi(k1+is+2)+a4(1,is+2)*pi(k2+is+2)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k,k1,k2)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
t1(k2+is+2)=t1(k2+is+2)+a3(5,is)*pi(k1+is)+a4(5,is)*pi(k2+is)
enddo

enddo
c-----------------------------------------------------------------------
!$acc loop independent gang private(k,k3,k4)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t1(k3+is)=a3(3,is)*pi(k3+is)-a4(3,is)*pi(k4+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k,k3,k4)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh
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!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
t1(k3+is-1)=t1(k3+is-1)+a3(2,is)*pi(k3+is)-a4(2,is)*pi(k4+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k,k3,k4)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
t1(k3+is+1)=t1(k3+is+1)+a3(4,is)*pi(k3+is)-a4(4,is)*pi(k4+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k,k3,k4)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2

t1(k3+is)=t1(k3+is)+a3(1,is+2)*pi(k3+is+2)-a4(1,is+2)*pi(k4+is+2)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k,k3,k4)

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
t1(k3+is+2)=t1(k3+is+2)+a3(5,is)*pi(k3+is)-a4(5,is)*pi(k4+is)
enddo

enddo
c***************************************************
!$acc loop gang private(k3,k) independent

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf

k3=(k+1)*inh
!$acc loop independent vector(32)

do is=1,inh
t12(k3+is)=t1(k3+is)

enddo
enddo

!$acc loop independent gang private(k,k2,k3)
do kp=1,nsf-3,2
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k=kp+iGPU*nsf
k2=k*inh
k3=(k+1)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh

t1(k3+is)=t1(k3+is)-t1(k2+is)
enddo
enddo

!$acc loop independent gang private(k,k2,k3)
do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf

k2=k*inh
k3=(k+1)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh

t1(k2+is)=t1(k2+is)+t12(k3+is)
enddo
enddo
if (iGPU.eq.1) then
k3=n2-inh
k2=n2-2*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t1(k3+is)=a3(3,is)*pi(k2+is)+a4(3,is)*pi(k3+is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=2,inh
t1(k3+is-1)=t1(k3+is-1)+a3(2,is)*pi(k2+is)+a4(2,is)*pi(k3+is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh-1
t1(k3+is+1)=t1(k3+is+1)+a3(4,is)*pi(k2+is)+a4(4,is)*pi(k3+is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh-2

t1(k3+is)=t1(k3+is)+a3(1,is+2)*pi(k2+is+2)+a4(1,is+2)*pi(k3+is+2)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh-2
t1(k3+is+2)=t1(k3+is+2)+a3(5,is)*pi(k2+is)+a4(5,is)*pi(k3+is)
enddo

endif
!$acc end kernels
c if (iGPU.eq.0) then
!$OMP SECTIONS
!$OMP SECTION

call dcopy(inh,pi(nsf*inh+1),1,temp,1)
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call daxpy(inh,1.0d0,pi((nsf-2)*inh+1),1,temp,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,temp,

+ 1,0.0d0,t1((nsf-1)*inh+1),1)
call dcopy(inh,pi((nsf-1)*inh+1),1,temp,1)
call daxpy(inh,-1.0d0,pi((nsf+1)*inh+1),1,temp,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,temp,

+ 1,1.0d0,t1((nsf-1)*inh+1),1)
c else
!$OMP SECTION

call dcopy(inh,pi(nsf*inh+1),1,temp,1)
call daxpy(inh,-1.0d0,pi((nsf-2)*inh+1),1,temp,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,temp,

+ 1,0.0d0,t1(nsf*inh+1),1)
call dcopy(inh,pi((nsf+1)*inh+1),1,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,pi((nsf-1)*inh+1),1,temp,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,temp,

+ 1,1.0d0,t1(nsf*inh+1),1)
c endif
!$OMP END SECTIONS

c-------------------------------------------
c call drsolve(ns,t1,M1,ipvt1,M2,ipvt2,iGPU)

if (iGPU.eq.0) then
call dscal(ns*inh-2*inh,0.5d0,t1(inh+1),1)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,t1(1),inh,info)
endif

!$OMP BARRIER
!$OMP DO

do k=1,ns-2,2
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M1,7,ipvt1,t1(k*inh+1),inh,info)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,t1((k+1)*inh+1),inh,info)

enddo
C$OMP END DO

if (iGPU.eq.1) then
call dscal(inh,-1.0d0,t1(ns*inh-inh+1),1)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,t1(ns*inh-inh+1),inh,info)
endif

!$OMP BARRIER
c---------------------------------------------
c---------------------------------------------
!$acc kernels copyin(t1(iq1:iq2)), copyout(ui(iq1:iq2)),
!$acc& present(a3(1:5,1:inh),a4(1:5,1:inh),t12(iq1:iq2))

if (iGPU.eq.0) then
!$acc loop gang vector(32)

do is=1,inh
ui(is)=a4(3,is)*t1(is)
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enddo
!$acc loop gang vector(32)

do is=2,inh
ui(is-1)=ui(is-1)+a4(2,is)*t1(is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-1
ui(is+1)=ui(is+1)+a4(4,is)*t1(is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-2
ui(is)=ui(is)+a4(1,is+2)*t1(is+2)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-2
ui(is+2)=ui(is+2)+a4(5,is)*t1(is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh
ui(inh+is)=-a4(3,is)*t1(inh2+is)+a3(3,is)*t1(inh+is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=2,inh

ui(inh+is-1)=ui(inh+is-1)-a4(2,is)*t1(inh2+is)+a3(2,is)*t1(inh+is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh-1

ui(inh+1+is)=ui(inh+1+is)-a4(4,is)*t1(inh2+is)+a3(4,is)*t1(inh+is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh-2
ui(inh+is)=ui(inh+is)-a4(1,is+2)*t1(inh2+is+2)

+ +a3(1,is+2)*t1(inh+is+2)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh-2

ui(inh+is+2)=ui(inh+is+2)-a4(5,is)*t1(inh2+is)+a3(5,is)*t1(inh+is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh
t12(is)=ui(is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh
ui(is)=ui(inh+is)+ui(is)
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enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh
ui(inh+is)=ui(inh+is)-t12(is)

enddo
endif

c-------------------------------------------------------------------
! acc loop gang private(k0,k1,k2,k3,k) independent
c do kp=2,nsf-4,2
c k=kp+iGPU*nsf
c k0=(k-1)*inh
c k1=k*inh
c k2=(k+1)*inh
c k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent gang private(k0,k1,k)
do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
ui(k1+is)=a3(3,is)*t1(k0+is)+a4(3,is)*t1(k1+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k0,k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
ui(k1+is-1)=ui(k1+is-1)+a3(2,is)*t1(k0+is)+a4(2,is)*t1(k1+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k0,k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
ui(k1+is+1)=ui(k1+is+1)+a3(4,is)*t1(k0+is)+a4(4,is)*t1(k1+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k0,k1,k)
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do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2

ui(k1+is)=ui(k1+is)+a3(1,is+2)*t1(k0+is+2)+a4(1,is+2)*t1(k1+is+2)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k0,k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
ui(k1+is+2)=ui(k1+is+2)+a3(5,is)*t1(k0+is)+a4(5,is)*t1(k1+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k2,k3,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
ui(k2+is)=a3(3,is)*t1(k2+is)-a4(3,is)*t1(k3+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k2,k3,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
ui(k2+is-1)=ui(k2+is-1)+a3(2,is)*t1(k2+is)-a4(2,is)*t1(k3+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k2,k3,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
ui(k2+is+1)=ui(k2+is+1)+a3(4,is)*t1(k2+is)-a4(4,is)*t1(k3+is)
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enddo
enddo

!$acc loop independent gang private(k2,k3,k)
do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2

ui(k2+is)=ui(k2+is)+a3(1,is+2)*t1(k2+is+2)-a4(1,is+2)*t1(k3+is+2)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k2,k3,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
ui(k2+is+2)=ui(k2+is+2)+a3(5,is)*t1(k2+is)-a4(5,is)*t1(k3+is)
enddo

enddo
c--------------------------------------------------------------------------
!$acc loop independent gang private(k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t12(k1+is)=ui(k1+is)

enddo
enddo

!$acc loop independent gang private(k1,k2,k)
do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=k*inh
k2=(k+1)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh

ui(k1+is)=ui(k1+is)+ui(k2+is)
enddo
enddo

!$acc loop independent gang private(k1,k2,k)
do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=k*inh
k2=(k+1)*inh
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!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
ui(k2+is)=ui(k2+is)-t12(k1+is)

enddo
enddo

if (iGPU.eq.1) then
k1=n2-inh
k2=n2-2*inh
k3=n2-3*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
ui(k1+is)=-a4(3,is)*t1(k1+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
ui(k1+is-1)=ui(k1+is-1)-a4(2,is)*t1(k1+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
ui(k1+is+1)=ui(k1+is+1)-a4(4,is)*t1(k1+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
ui(k1+is)=ui(k1+is)-a4(1,is+2)*t1(k1+is+2)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
ui(k1+is+2)=ui(k1+is+2)-a4(5,is)*t1(k1+is)
enddo

!$acc loop vector(32)
do is=1,inh
t12(k1+is)=ui(k1+is)

enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
ui(k2+is)=a3(3,is)*t1(k3+is)+a4(3,is)*t1(k2+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
ui(k2+is-1)=ui(k2+is-1)+a3(2,is)*t1(k3+is)+a4(2,is)*t1(k2+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
ui(k2+is+1)=ui(k2+is+1)+a3(4,is)*t1(k3+is)+a4(4,is)*t1(k2+is)
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enddo
!$acc loop independent vector(32)

do is=1,inh-2
ui(k2+is)=ui(k2+is)+a3(1,is+2)*t1(k3+is+2)+a4(1,is+2)*t1(k2+is+2)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
ui(k2+is+2)=ui(k2+is+2)+a3(5,is)*t1(k3+is)+a4(5,is)*t1(k2+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
ui(k1+is)=ui(k1+is)-ui(k2+is)

enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh

ui(k2+is)=t12(k1+is)+ui(k2+is)
enddo
endif

!$acc end kernels
!$OMP SECTIONS
!$OMP SECTION
c if (iGPU.eq.0) then

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,t1((nsf-1)*inh+1),
+ 1,0.0d0,ui((nsf-1)*inh+1),1)

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,t1(nsf*inh+1),
+ 1,1.0d0,ui((nsf-1)*inh+1),1)

call dcopy(inh,ui((nsf-1)*inh+1),1,ui((nsf-2)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,t1((nsf-2)*inh+1),

+ 1,0.0d0,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,temp,1,ui((nsf-2)*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,temp,1,ui((nsf-1)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,t1((nsf-3)*inh+1),

+ 1,0.0d0,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,temp,1,ui((nsf-2)*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,temp,1,ui((nsf-1)*inh+1),1)

!$OMP SECTION
c else

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,t1((nsf+1)*inh+1),
+ 1,0.0d0,ui(nsf*inh+1),1)

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,t1((nsf+2)*inh+1),
+ 1,1.0d0,ui(nsf*inh+1),1)

call dcopy(inh,ui(nsf*inh+1),1,ui((nsf+1)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,t1(nsf*inh+1),

+ 1,0.0d0,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,temp,1,ui(nsf*inh+1),1)
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call daxpy(inh,-1.0d0,temp,1,ui((nsf+1)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,t1((nsf-1)*inh+1),

+ 1,0.0d0,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,temp,1,ui(nsf*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,temp,1,ui((nsf+1)*inh+1),1)

!$OMP END SECTIONS
c endif
! OMP BARRIER
c----------------------------------------------------
c call dbsolve(ns,ui,M1,ipvt1,M2,ipvt2,iGPU)

if (iGPU.eq.0) call dscal(ns*inh,0.5d0,ui(1),1)
!$OMP BARRIER
!$OMP DO

do k=0,ns-1,2
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M1,7,ipvt1,ui(k*inh+1),

+ inh,info)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,ui((k+1)*inh+1),

+ inh,info)
enddo

!$OMP END DO
c----------------------------------------------------

if (iGPU.eq.0) then
call dscal(n2,-1.0d0,ui,1)
call daxpy(n2,1.0d0,pi,1,ui,1)
ai=roip1/ddot(n2,rh,1,ui,1)
call dcopy(n2,r,1,s,1)
call daxpy(n2,-ai,ui,1,s,1)

endif
!$OMP BARRIER

if (dnrm2(n2,s,1).lt.1.0d-19) then
call daxpy(n2,ai,ph,1,xb,1)

print*,’ ||s||2 is small enough after ’,istep,’ steps’
else

c call bmatvec(s,t,ns,M1,M2,a3,a4,ipvt1,ipvt2,w,tt,ph)

!$acc kernels copyin(s(iq1:iq2)),copyout(t1(iq1:iq2)),
!$acc& present(a3(1:5,1:inh),a4(1:5,1:inh),t12(iq1:iq2))

if (iGPU.eq.0) then
!$acc loop gang vector(32)

do is=1,inh
t1(is)=a3(3,is)*s(is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=2,inh
t1(is-1)=t1(is-1)+a3(2,is)*s(is)
enddo
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!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-1
t1(is+1)=t1(is+1)+a3(4,is)*s(is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-2
t1(is)=t1(is)+a3(1,is+2)*s(is+2)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-2
t1(is+2)=t1(is+2)+a3(5,is)*s(is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh
t1(is)=-a4(3,is)*s(inh+is)+t1(is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=2,inh
t1(is-1)=t1(is-1)-a4(2,is)*s(inh+is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-1
t1(is+1)=t1(is+1)-a4(4,is)*s(inh+is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-2
t1(is)=t1(is)-a4(1,is+2)*s(inh+is+2)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-2
t1(is+2)=t1(is+2)-a4(5,is)*s(inh+is)
enddo
endif

! acc loop private(k1,k2,k3,k4,k) independent
c do kp=1,nsf-3,2
c k=kp+iGPU*nsf
c k1=(k-1)*inh
c k2=k*inh
c k3=(k+1)*inh
c k4=(k+2)*inh

!$acc loop private(k1,k2,k) independent gang
do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
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do is=1,inh
t1(k2+is)=a3(3,is)*s(k1+is)+a4(3,is)*s(k2+is)
enddo

enddo
!$acc loop private(k1,k2,k) independent gang

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
t1(k2+is-1)=t1(k2+is-1)+a3(2,is)*s(k1+is)+a4(2,is)*s(k2+is)
enddo

enddo
!$acc loop private(k1,k2,k) independent gang

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
t1(k2+is+1)=t1(k2+is+1)+a3(4,is)*s(k1+is)+a4(4,is)*s(k2+is)
enddo

enddo
!$acc loop private(k1,k2,k) independent gang

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2

t1(k2+is)=t1(k2+is)+a3(1,is+2)*s(k1+is+2)+a4(1,is+2)*s(k2+is+2)
enddo

enddo
!$acc loop private(k1,k2,k) independent gang

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=(k-1)*inh
k2=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
t1(k2+is+2)=t1(k2+is+2)+a3(5,is)*s(k1+is)+a4(5,is)*s(k2+is)
enddo

enddo
c-------------------------------------------------------
!$acc loop private(k3,k4,k) independent gang

do kp=1,nsf-3,2
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k=kp+iGPU*nsf
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t1(k3+is)=a3(3,is)*s(k3+is)-a4(3,is)*s(k4+is)
enddo

enddo
!$acc loop private(k3,k4,k) independent gang

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
t1(k3+is-1)=t1(k3+is-1)+a3(2,is)*s(k3+is)-a4(2,is)*s(k4+is)
enddo

enddo
!$acc loop private(k3,k4,k) independent gang

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
t1(k3+is+1)=t1(k3+is+1)+a3(4,is)*s(k3+is)-a4(4,is)*s(k4+is)
enddo

enddo
!$acc loop private(k3,k4,k) independent gang

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2

t1(k3+is)=t1(k3+is)+a3(1,is+2)*s(k3+is+2)-a4(1,is+2)*s(k4+is+2)
enddo

enddo
!$acc loop private(k3,k4,k) independent gang

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf
k3=(k+1)*inh
k4=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
t1(k3+is+2)=t1(k3+is+2)+a3(5,is)*s(k3+is)-a4(5,is)*s(k4+is)
enddo
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enddo
c***************************************************
!$acc loop gang private(k3,k) independent

do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf

k3=(k+1)*inh
!$acc loop independent vector(32)

do is=1,inh
t12(k3+is)=t1(k3+is)

enddo
enddo

!$acc loop gang private(k2,k3,k) independent
do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf

k2=k*inh
k3=(k+1)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh

t1(k3+is)=t1(k3+is)-t1(k2+is)
enddo
enddo

!$acc loop gang private(k2,k3,k) independent
do kp=1,nsf-3,2
k=kp+iGPU*nsf

k2=k*inh
k3=(k+1)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh

t1(k2+is)=t1(k2+is)+t12(k3+is)
enddo
enddo

if (iGPU.eq.1) then
k3=n2-inh
k2=n2-2*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t1(k3+is)=a3(3,is)*s(k2+is)+a4(3,is)*s(k3+is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=2,inh
t1(k3+is-1)=t1(k3+is-1)+a3(2,is)*s(k2+is)+a4(2,is)*s(k3+is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh-1
t1(k3+is+1)=t1(k3+is+1)+a3(4,is)*s(k2+is)+a4(4,is)*s(k3+is)
enddo
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!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh-2

t1(k3+is)=t1(k3+is)+a3(1,is+2)*s(k2+is+2)+a4(1,is+2)*s(k3+is+2)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh-2
t1(k3+is+2)=t1(k3+is+2)+a3(5,is)*s(k2+is)+a4(5,is)*s(k3+is)
enddo

endif
!$acc end kernels

!$OMP SECTIONS
!$OMP SECTION

call dcopy(inh,s(nsf*inh+1),1,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,s((nsf-2)*inh+1),1,temp,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,temp,

+ 1,0.0d0,t1((nsf-1)*inh+1),1)
call dcopy(inh,s((nsf-1)*inh+1),1,temp,1)
call daxpy(inh,-1.0d0,s((nsf+1)*inh+1),1,temp,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,temp,

+ 1,1.0d0,t1((nsf-1)*inh+1),1)

!$OMP SECTION
call dcopy(inh,s(nsf*inh+1),1,temp,1)
call daxpy(inh,-1.0d0,s((nsf-2)*inh+1),1,temp,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,temp,

+ 1,0.0d0,t1(nsf*inh+1),1)
call dcopy(inh,s((nsf+1)*inh+1),1,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,s((nsf-1)*inh+1),1,temp,1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,temp,

+ 1,1.0d0,t1(nsf*inh+1),1)

!$OMP END SECTIONS

!$OMP BARRIER
c-------------------------------------------

if (iGPU.eq.0) then
call dscal(ns*inh-2*inh,0.5d0,t1(inh+1),1)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,t1(1),inh,info)
endif

!$OMP BARRIER
!$OMP DO

do k=1,ns-2,2
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M1,7,ipvt1,t1(k*inh+1),inh,info)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,t1((k+1)*inh+1),inh,info)

enddo
!$OMP ENDDO
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if (iGPU.eq.1) then
call dscal(inh,-1.0d0,t1(ns*inh-inh+1),1)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,t1(ns*inh-inh+1),inh,info)
endif

!$OMP BARRIER
c---------------------------------------------
c---------------------------------------------
!$acc kernels copyin(t1(iq1:iq2)), copyout(t(iq1:iq2)),
!$acc& present(a3(1:5,1:inh),a4(1:5,1:inh),t12(iq1:iq2))

if (iGPU.eq.0) then
!$acc loop gang vector(32)

do is=1,inh
t(is)=a4(3,is)*t1(is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=2,inh
t(is-1)=t(is-1)+a4(2,is)*t1(is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-1
t(is+1)=t(is+1)+a4(4,is)*t1(is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-2
t(is)=t(is)+a4(1,is+2)*t1(is+2)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh-2
t(is+2)=t(is+2)+a4(5,is)*t1(is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh
t(inh+is)=-a4(3,is)*t1(inh2+is)+a3(3,is)*t1(inh+is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=2,inh

t(inh+is-1)=t(inh+is-1)-a4(2,is)*t1(inh2+is)+a3(2,is)*t1(inh+is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh-1

t(inh+1+is)=t(inh+1+is)-a4(4,is)*t1(inh2+is)+a3(4,is)*t1(inh+is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh-2
t(inh+is)=t(inh+is)-a4(1,is+2)*t1(inh2+is+2)
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+ +a3(1,is+2)*t1(inh+is+2)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh-2

t(inh+is+2)=t(inh+is+2)-a4(5,is)*t1(inh2+is)+a3(5,is)*t1(inh+is)
enddo

!$acc loop gang vector(32)
do is=1,inh
t12(is)=t(is)
enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh
t(is)=t(inh+is)+t(is)

enddo

!$acc loop gang independent vector(32)
do is=1,inh

t(inh+is)=t(inh+is)-t12(is)
enddo
endif

c----------------------------------------------------------
!$acc loop independent gang private(k0,k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t(k1+is)=a3(3,is)*t1(k0+is)+a4(3,is)*t1(k1+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k0,k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
t(k1+is-1)=t(k1+is-1)+a3(2,is)*t1(k0+is)+a4(2,is)*t1(k1+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k0,k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh
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!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
t(k1+is+1)=t(k1+is+1)+a3(4,is)*t1(k0+is)+a4(4,is)*t1(k1+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k0,k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2

t(k1+is)=t(k1+is)+a3(1,is+2)*t1(k0+is+2)+a4(1,is+2)*t1(k1+is+2)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k0,k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k0=(k-1)*inh
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
t(k1+is+2)=t(k1+is+2)+a3(5,is)*t1(k0+is)+a4(5,is)*t1(k1+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k2,k3,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t(k2+is)=a3(3,is)*t1(k2+is)-a4(3,is)*t1(k3+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k2,k3,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
t(k2+is-1)=t(k2+is-1)+a3(2,is)*t1(k2+is)-a4(2,is)*t1(k3+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k2,k3,k)

do kp=2,nsf-4,2
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k=kp+iGPU*nsf
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
t(k2+is+1)=t(k2+is+1)+a3(4,is)*t1(k2+is)-a4(4,is)*t1(k3+is)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k2,k3,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2

t(k2+is)=t(k2+is)+a3(1,is+2)*t1(k2+is+2)-a4(1,is+2)*t1(k3+is+2)
enddo

enddo
!$acc loop independent gang private(k2,k3,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k2=(k+1)*inh
k3=(k+2)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
t(k2+is+2)=t(k2+is+2)+a3(5,is)*t1(k2+is)-a4(5,is)*t1(k3+is)
enddo

enddo
c---------------------------------------------------------------------
!$acc loop independent gang private(k1,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=k*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t12(k1+is)=t(k1+is)

enddo
enddo

!$acc loop independent gang private(k1,k2,k)
do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=k*inh
k2=(k+1)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh

t(k1+is)=t(k1+is)+t(k2+is)
enddo
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enddo
!$acc loop independent gang private(k1,k2,k)

do kp=2,nsf-4,2
k=kp+iGPU*nsf
k1=k*inh
k2=(k+1)*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh

t(k2+is)=t(k2+is)-t12(k1+is)
enddo
enddo

if (iGPU.eq.1) then
k1=n2-inh
k2=n2-2*inh
k3=n2-3*inh

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t(k1+is)=-a4(3,is)*t1(k1+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=2,inh
t(k1+is-1)=t(k1+is-1)-a4(2,is)*t1(k1+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
t(k1+is+1)=t(k1+is+1)-a4(4,is)*t1(k1+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
t(k1+is)=t(k1+is)-a4(1,is+2)*t1(k1+is+2)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
t(k1+is+2)=t(k1+is+2)-a4(5,is)*t1(k1+is)
enddo

!$acc loop vector(32)
do is=1,inh
t12(k1+is)=t(k1+is)

enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t(k2+is)=a3(3,is)*t1(k3+is)+a4(3,is)*t1(k2+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
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do is=2,inh
t(k2+is-1)=t(k2+is-1)+a3(2,is)*t1(k3+is)+a4(2,is)*t1(k2+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-1
t(k2+is+1)=t(k2+is+1)+a3(4,is)*t1(k3+is)+a4(4,is)*t1(k2+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2

t(k2+is)=t(k2+is)+a3(1,is+2)*t1(k3+is+2)+a4(1,is+2)*t1(k2+is+2)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh-2
t(k2+is+2)=t(k2+is+2)+a3(5,is)*t1(k3+is)+a4(5,is)*t1(k2+is)
enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh
t(k1+is)=t(k1+is)-t(k2+is)

enddo

!$acc loop independent vector(32)
do is=1,inh

t(k2+is)=t12(k1+is)+t(k2+is)
enddo
endif

!$acc end kernels
c if (iGPU.eq.0) then
!$OMP SECTIONS
!$OMP SECTION

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,t1((nsf-1)*inh+1),
+ 1,0.0d0,t((nsf-1)*inh+1),1)

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,t1(nsf*inh+1),
+ 1,1.0d0,t((nsf-1)*inh+1),1)

call dcopy(inh,t((nsf-1)*inh+1),1,t((nsf-2)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,t1((nsf-2)*inh+1),

+ 1,0.0d0,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,temp,1,t((nsf-2)*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,temp,1,t((nsf-1)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,t1((nsf-3)*inh+1),

+ 1,0.0d0,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,temp,1,t((nsf-2)*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,temp,1,t((nsf-1)*inh+1),1)

c else
!$OMP SECTION

call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,t1((nsf+1)*inh+1),
+ 1,0.0d0,t(nsf*inh+1),1)
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call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,-1.0d0,a4,5,t1((nsf+2)*inh+1),
+ 1,1.0d0,t(nsf*inh+1),1)

call dcopy(inh,t(nsf*inh+1),1,t((nsf+1)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a4,5,t1(nsf*inh+1),

+ 1,0.0d0,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,temp,1,t(nsf*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,temp,1,t((nsf+1)*inh+1),1)
call dgbmv(’n’,inh,inh,2,2,1.0d0,a3,5,t1((nsf-1)*inh+1),

+ 1,0.0d0,temp,1)
call daxpy(inh,1.0d0,temp,1,t(nsf*inh+1),1)
call daxpy(inh,-1.0d0,temp,1,t((nsf+1)*inh+1),1)

!$OMP END SECTIONS
c endif

c----------------------------------------------------
c call dbsolve(ns,t,M1,ipvt1,M2,ipvt2,iGPU)

if (iGPU.eq.0) call dscal(ns*inh,0.5d0,t(1),1)
!$OMP BARRIER
!$OMP DO

do k=0,ns-1,2
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M1,7,ipvt1,t(k*inh+1),

+ inh,info)
call dgbtrs(’N’,inh,2,2,1,M2,7,ipvt2,t((k+1)*inh+1),

+ inh,info)
enddo

!$OMP ENDDO

if(iGPU.eq.0) then
call dscal(n2,-1.0d0,t,1)
call daxpy(n2,1.0d0,s,1,t,1)
wi=ddot(n2,t,1,s,1)/ddot(n2,t,1,t,1)

c print*,dnrm2(n2,t(1),1),’T ’,wi
call daxpy(n2,ai,pi,1,xb,1)
call daxpy(n2,wi,s,1,xb,1)
call daxpy(n2,-wi,t,1,s,1)
call dcopy(n2,s,1,r,1)
dnrmr=dnrm2(n2,r,1)
roip2=roip1
roip1=ddot(n2,rh,1,r,1)
bi=(roip1/roip2)*(ai/wi)
call daxpy(n2,-wi,ui,1,pi,1)
call dcopy(n2,r,1,t,1)
call daxpy(n2,bi,pi,1,t,1)
call dcopy(n2,t,1,pi,1)
endif

!$OMP BARRIER
error=dnrmr/dnrmb
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if (wi.ne.0.0d0.and.error.gt.resid.and.istep.lt.iter)
+ goto 999

print*,’ BiCGSTAB exit after ’,istep,’ steps.’
endif

if (iGPU.eq.0) iter=istep
!$acc end data
!$OMP END PARALLEL

if(iGPU.eq.0) then
call dcopy(n2,b,1,x,1)
call dcopy(n2,xb,1,x(n2+1),1)
call makexhat(x,ns,w,M1,ipvt1,M2,ipvt2,a3,a4,temp,tt,iGPU)
tm=omp_get_wtime()-tm2

print*,’Total Time =’,tm+tm1
print*,’Iterations = ’,iter
print*,’||x||2=’, dnrm2(n,x,1)

call exact(ns,b,yy)
call redblack(ns,b,xe)
call matvec(x,xe,ns,a1,a2,a3,a4,temp)

call makeb(ns,b,bm)
call redblack(ns,b,x)
call makeredblack(ns,x,b)
call daxpy(n,-1.0d0,xe,1,b,1)
print*,’||b - Ax||2 =’,dnrm2(n,b,1)
print*,’_____________________________________________’
endif
stop
end
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