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Περίληψη

Η Εφοδιαστική αλυσίδα ορίζεται σαν µια ολοκληρωµένη διαδικασία όπου διάφορες
οντότητες όπως προµηθευτές, παραγωγοί και διανοµείς συνεργάζονται για να συν-
τονίσουν την ϱοή υλικών και πληροφοριών από την παραγωγή στην κατανάλωση.
Η διαχείριση της εφοδιαστικής αλυσίδας (Supply Chain Management), δηλαδή ο
έλεγχος της ϱοής των υλικών από τους προµηθευτές έως και τους καταναλωτές,
αποτελεί ένα σηµαντικό Ϲήτηµα για όλους τους οργανισµούς και σε οποιοδήποτε
τοµέα της οικονοµίας.
Σκοπός της παρούσας διατριβής είναι η ανάπτυξη µαθηµατικών προτύπων και η
εφαρµογή µεθόδων ϐελτιστοποίησης και ϑεωρίας παιγνίων για την διαχείριση και
το συντονισµό αποφάσεων που λαµβάνονται στα πλαίσια της εφοδιαστικής αλυσίδας.
Στην παρούσα διατριβή η εφοδιαστική αλυσίδα που εξετάζεται αποτελείται από
µια επιχείρηση «παραγωγός», η οποία λειτουργεί σε περισσότερες από µια εγκα-
ταστάσεις και έχει στην διάθεση της περιορισµένους παραγωγικούς πόρους, παρά-
γει/προµηθεύει ένα προϊόν στους «πελάτες». Οι πελάτες της µπορεί να είτε τελικοί
χρήστες του προϊόντος, είτε άλλοι ενδιάµεσοι παραγωγοί που χρησιµοποιούν το
προϊόν κατά την παραγωγική τους διαδικασία.
Στα πλαίσια αυτού του δικτύου, εξετάζονται δύο διαφορετικοί τρόποι συντονισµού
των αποφάσεων που λαµβάνονται από τα µέλη της. Συγκεκριµένα εξετάζεται ο ιε-
ϱαρχικός (ή κεντρικοποιηµένος) συντονισµός των αποφάσεων όπου υπάρχει ένας
κεντρικός συντονιστής ο οποίος αναλαµβάνει να συντονίσει τις επιµέρους αποφά-
σεις των µελών έτσι ώστε να επιτευχθεί το ολικό ϐέλτιστο του υπό εξέταση δικτύου
ανεφοδιασµού. Ο δεύτερος τρόπος συντονισµού που αντιµετωπίζεται είναι ο µη
ιεραρχικός (ή αποκεντροποιηµένος) συντονισµός σύµφωνα µε τον οποίο τα µέλη
της εφοδιαστικής δρώντας ανεξάρτητα το ένα από το άλλο λαµβάνουν αποφάσεις
για την επίτευξη των στόχων τους. Οι επιπτώσεις του ανταγωνισµού, τόσο ανάµεσα
στους παραγωγούς όσο και ανάµεσα στους πελάτες, στην διαδικασία λήψης απο-
ϕάσεων αποτελεί επίσης αντικείµενο της διατριβής. Χρησιµοποιώντας µεθόδους
της ϐελτιστοποίησης και της ϑεωρίας παιγνίων προτείνονται µαθηµατικά πρότυπα
και µηχανισµοί συντονισµού που είναι σε ϑέση να ϐελτιστοποιήσουν την λειτουργία
της εφοδιαστικής αλυσίδας ϐελτιώνοντας τόσο τις δαπάνες της όσο και το επίπεδο
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xiv Περίληψη

ικανοποίησης των πελατών της.
Αρχικά εξετάζουµε γραµµικά και κυρτά προβλήµατα παραγωγής-µεταφοράς- απο-
ϑεµατοποίησης που συσχετίζονται άµεσα µε το Ϲήτηµα του συντονισµού της εφο-
διαστικής αλυσίδας. Χρησιµοποιώντας αυτά τα προβλήµατα αναπτύσσουµε ένα
µηχανισµό ανατροφοδότησης των πληροφοριών κατά την διαδικασία λήψης αποφά-
σεων στα πλαίσια της εφοδιαστικής αλυσίδας που στηρίζεται στην ϑεωρία Lagrange.
Το κύριο πλεονέκτηµα της νέας προσέγγισης είναι η δραστική απλοποίηση που
επιφέρει στη διαχείριση πληροφοριών, περιορίζοντας την ανταλλαγή τους µόνο σε
πληροφορίες που αφορούν ποσότητες παραγωγής και µεταφοράς.
Στην συνέχεια αντικείµενο µελέτης είναι οι συνέπειες του ανταγωνισµού των πελα-
τών για την εξασφάλιση ενός συγκεκριµένου επίπεδου εξυπηρέτησης σε ένα δίκτυο
ανεφοδιασµού όπου το κόστος µεταφοράς το επιβαρύνονται οι ίδιοι. Το πρόβλη-
µα διαµορφώνεται σαν πρόβληµα µη γραµµικού προγραµµατισµού ανάλογο αυτών
που αντιµετωπίζονται στα δίκτυα κυκλοφορίας. Μέσα σε αυτό το πλαίσιο εξετάζον-
ται δύο διαφορετικές µορφές διαχείρισης του συστήµατος ανεφοδιασµού. Πρώτα
εξετάζεται η περίπτωση όπου το σύστηµα έχει την δυνατότητα να κατευθύνει το
ίδιο τους πελάτες στα κέντρα διανοµής για εξυπηρέτηση, καθορίζουµε τις συνθήκες
ϐελτιστότητας του συστήµατος και αποδεικνύουµε την µοναδικότητα της ϐέλτιστης
λύσης. Σε ένα επόµενο ϐήµα υποθέτουµε ότι οι πελάτες έχουν την δυνατότητα να
επιλέξουν τα κέντρο διανοµής από τα οποία ϑα εξυπηρετηθούν. Αποδεικνύουµε
ότι το παίγνιο στο οποίο εµπλέκονται οι πελάτες είναι ισότιµο µε ένα πρόβληµα
µη γραµµικού προγραµµατισµού. Αποδεικνύουµε επίσης την ύπαρξη και µοναδι-
κότητα ισορροπίας και την διαφοροποίηση της από την ϐέλτιστη καταχώρηση του
συστήµατος. Για την επίλυση των µη γραµµικών προβληµάτων αναπτύσσεται µέσω
µίας διαδικασίας συνεχούς εκλέπτυνσης µια αποτελεσµατική µέθοδος εφικτής κα-
τεύθυνσης που στηρίζεται στην γνωστή µέθοδο Frank-Wolfe. Αναπτύσσουµε επίσης
παιγνιοθεωρητικές ερµηνείες για κάποιες µορφές της µεθόδου.
Οι επιπτώσεις που έχει ο ανταγωνισµός στην εξασφάλιση του επιθυµητού επιπέδου
υπηρεσιών στην χωροθέτηση των κέντρων διανοµής και τη κατανοµή δυναµικότητας
σε αυτά αποτελούν επίσης αντικείµενο µελέτης της διατριβής. Για την διερεύνη-
ση αυτών των επιπτώσεων διαµορφώνονται 6 διαφορετικά πρότυπα. Ξεκινάµε την
ανάλυσή µας υποθέτοντας ότι ο παραγωγός ελέγχει το δίκτυο ανεφοδιασµού και
προσπαθεί να εξασφαλίσει το καλύτερο κατά την άποψή του επίπεδο υπηρεσιών.
Στην συνέχεια υποθέτουµε ότι οι πελάτες εµπλέκονται σε ένα παίγνιο τύπου Nash
στην προσπάθεια τους να εξασφαλίσουν το καλύτερο για αυτούς επίπεδο υπηρε-
σιών στο ελάχιστο προσωπικό τους κόστος. Για να λάβουµε υπόψη την επίδραση
που έχει το παίγνιο των πελατών στις αποφάσεις χωροθέτησης και κατανοµής δυνα-
µικότητας του παραγωγού διαµορφώνουµε το πρότυπο σαν πρόβληµα διεπίπεδου
προγραµµατισµού. Επεκτείνοντας την ανάλυση µας υποθέτουµε ότι στο σύστηµα
ανεφοδιασµού δραστηριοποιούνται δύο παραγωγοί οι οποίοι συνιστούν δυοπώλειο
και ανταγωνίζονται µεταξύ τους για την προσέλκυση πελατών µέσω του επιπέδου
υπηρεσιών που προσφέρουν. Για την διαµόρφωση της ανταγωνιστικής χωροθέτη-
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σης και κατανοµής δυναµικότητας διατυπώνουµε το πρόβληµα σαν ένα διεπίπεδο
πρότυπο µε δύο ηγέτες.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

1.1 Θεωρητικό Πλαίσιο της ∆ιατριβής

Η διαχείριση της εφοδιαστικής αλυσίδας είναι ένα επιστηµονικό πεδίο για το οποίο
έχει εκδηλωθεί ιδιαίτερο ενδιαφέρον τόσο από την πλευρά των επιχειρήσεων όσο
και από την πλευρά των ερευνητών. Αρχικά προσέλκυσε το ενδιαφέρον των επι-
χειρήσεων όταν στις αρχές τις δεκαετίας του 1990 άρχισαν να συνειδητοποιούν τα
δυνητικά οφέλη που µπορούν να προκύψουν από τον συντονισµό των αποφάσεων
των µελών που την αποτελούν. Τα οφέλη αυτά αναφέρονται κυρίως στην µείωση
του ολικού κόστους της παραγωγικής διαδικασίας που επιτελείται στα πλαίσια της
εφοδιαστικής αλυσίδας. Οι επιµέρους παράγοντες που επηρεάζουν το ολικό κόστος
της παραγωγικής διαδικασίας είναι το κόστος παραγωγής, µεταφοράς και αποθε-
µάτων. Η αποτελεσµατική διαχείριση της αλυσίδας ανεφοδιασµού ϑα πρέπει να
ενσωµατώνει τις επιθυµίες και τους στόχους όλων των µελών της και παράλληλα να
εξασφαλίζει την επίτευξη αυτών των στόχων.
Η εµπειρία έδειξε ότι η ικανότητα µιας εταιρείας να διαχειριστεί αποτελεσµατικά
την εφοδιαστική αλυσίδα της, της εξασφαλίζει συγκριτικό πλεονέκτηµα έναντι των
ανταγωνιστών της. Αυτός είναι ο σηµαντικότερος λόγος για την ιδιαίτερη έµφαση
που δίνεται στην διαχείριση της εφοδιαστικής αλυσίδας τόσο από την ϐιοµηχανία
όσο και τον ακαδηµαϊκό χώρο. ΄Οµως για να εκµεταλλευτούν οι επιχειρήσεις τις
δυνατότητες που τους παρέχονται για την ϐελτίωση της κερδοφορία τους είναι απα-
ϱαίτητη η ανάπτυξη εργαλείων υποστήριξης αποφάσεων που ϐασίζονται σε πρότυπα
ϐελτιστοποίησης.
Χαρακτηριστικό αυτών των µαθηµατικών προτύπων είναι το µέγεθος τους, η πο-
λυπλοκότητα τους, η ιεραρχική τάξη των λαµβανοµένων αποφάσεων, και οι µη-
γραµµικές συναρτήσεις κόστους. Εποµένως απαιτείται για την επίλυση τους η
ύπαρξη πολύπλοκων αλγορίθµων που συχνά συνδυάζουν κλασσική µη-γραµµική
ϐελτιστοποίηση, ολικό µαθηµατικό προγραµµατισµό και συνδυαστικό προγραµ-
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2 Κεφάλαιο 1: Εισαγωγή

µατισµό. Η επιπλέον ύπαρξη πολλών κέντρων αποφάσεων απαιτεί κατανόηση και
έρευνα στο πεδίο των ϑεωρητικών παιγνίων, ιδίως δε των προτεινόµενων υπό Nash
και Stackelberg.
Οι Bhatnagar et al. [27] κατηγοριοποίησαν την επιστηµονική έρευνα στο πεδίο
της εφοδιαστικής αλυσίδας σε τρεις κατηγορίες. Αυτές οι κατηγορίες αντιπροσω-
πεύουν γενικότερα το συντονισµό που λαµβάνει χώρα στο πλαίσιο διαχείρισης της
εφοδιαστικής αλυσίδας ο οποίος σχετίζεται µε :

1. Τον συντονισµό παραγωγής και ανεφοδιασµού.

2. Τον συντονισµό διατήρησης αποθέµατος και σχεδιασµού της διανοµής.

3. Τον συντονισµό παραγωγής και σχεδιασµού διανοµής.

Στην πρώτη κατηγορία εντάσσονται µελέτες που επικεντρώνονται στον προσδιορισµό
της ποσότητας παραγγελίας που είναι ταυτόχρονα ϐέλτιστη και για τον παραγωγό
και για τον προµηθευτή του.
Οι µελέτες της δεύτερης κατηγορίας ασχολούνται µε το πρόβληµα συντονισµού των
αποφάσεων διατήρησης αποθεµάτων και το σχεδιασµό της διανοµής των προϊόντων.
Αυτού του είδους τα προβλήµατα προκύπτουν όταν ένας αριθµός πελατών πρέπει να
εφοδιαστεί µε προϊόντα από ένα ή περισσότερα κέντρα διανοµής. Σκοπός τους είναι
ο καθορισµός της πολιτικής ανεφοδιασµού τόσο των κέντρων διανοµής όσο και των
πελατών έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το συνολικό κόστος αποθεµάτων και διανο-
µής. Η αλληλεξάρτηση που παρατηρείται σε αυτού του είδους τα προβλήµατα είναι
ότι η µείωση του κόστους αποθεµάτων συνεπάγεται αύξηση του κόστους µεταφοράς.
Για παράδειγµα η διανοµή µικρότερων ποσοτήτων σε συχνότερη ϐάση συνεπάγε-
ται µείωση του επίπεδου αποθεµάτων στα κέντρα διανοµής αλλά ταυτόχρονα και
αύξησης του κόστους µεταφοράς.
Οι ερευνητικές µελέτες της τρίτης κατηγορίας επικεντρώνονται στην ολοκληρωµένη
αντιµετώπιση του σχεδιασµού παραγωγής και µεταφοράς των προϊόντων. Ο υπεύ-
ϑυνος για το σχεδιασµό της παραγωγής έχει στόχο σε κάθε περίοδο τον προσδιορι-
σµό του ϐέλτιστου επιπέδου παραγωγής και αποθεµάτων για κάθε προϊόν έτσι ώστε
το συνολικό κόστος παραγωγής και αποθεµάτων να ελαχιστοποιείται. Από την άλλη
πλευρά ο υπεύθυνος του τοµέα µεταφοράς πρέπει να προσδιορίσει το πρόγραµµα
διανοµής των προϊόντων στους πελάτες έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το συνολικό
κόστος µεταφοράς. Αυτές οι δύο επιχειρηµατικές δραστηριότητες µπορούν να συ-
νυπάρξουν και να λειτουργήσουν ανεξάρτητα εάν υπάρχει ένα επίπεδο αποθέµατος
ικανό να τις αποσυνδέσει πλήρως αφού ο υπεύθυνος διανοµής ϑα προτιµούσε µε-
γάλες ποσότητες µεταφοράς και µικρό αριθµό στάσεων. ΄Οµως η ύπαρξη µεγάλων
ποσοτήτων αποθέµατος αυξάνει το κόστος διατήρησης αποθέµατος. ΄Ετσι η πίεση
για µείωση των αποθεµάτων και του χρόνου παράδοσης επιβάλει στις σύγχρονες
επιχειρήσεις την όσο το δυνατό καλύτερη συνεργασία ανάµεσα σε αυτούς τους δύο
τοµείς.



Ενότητα 1.2: Στόχοι και Συνεισφορά της ∆ιατριβής 3

Σύµφωνα µε τους Hax και Candea [81] οι αποφάσεις για την διαχείριση της εφο-
διαστικής αλυσίδας µπορούν να ταξινοµηθούν σε τρεις µεγάλες κατηγορίες.

Το στρατηγικό επίπεδο (strategic level). Οι αποφάσεις που λαµβάνονται στο στρα-
τηγικό επίπεδο αφορούν τον καθορισµό µακροπρόθεσµων στόχων. Τυπικό
παράδειγµα τέτοιων αποφάσεων είναι η χωροθέτηση νέων εγκαταστάσεων, ο
καθορισµός της δυναµικότητας τους και γενικότερα αποφάσεις που επηρεά-
Ϲουν την υποδοµή και το σχεδιασµό ολόκληρης της εφοδιαστικής αλυσίδας.

Το τακτικό επίπεδο (tactical level). Το τακτικό επίπεδο αντιπροσωπεύει το εν-
διάµεσο επίπεδο στην διαδικασία λήψης αποφάσεων. Στο επίπεδο αυτό οι
αποφάσεις επικεντρώνονται στην κατανοµή και χρησιµοποίηση των πόρων.

Το λειτουργικό επίπεδο (operational level). Στο επίπεδο αυτό λαµβάνονται ϐρα-
χυπρόθεσµες αποφάσεις που αφορούν καθηµερινές δραστηριότητες της επι-
χείρησης όπως ο προγραµµατισµός της δροµολόγησης των οχηµάτων και η
διεκπεραίωση των παραγγελιών των πελατών.

1.2 Στόχοι και Συνεισφορά της ∆ιατριβής

Στις απαρχές της καινούριας χιλιετίας ο επιχειρηµατικός κόσµος χαρακτηρίζεται
από συνεχείς και ϑεαµατικές µεταβολές. Ο ανταγωνισµός είναι υψηλός και οι επι-
χειρήσεις ϐρίσκονται σε συνεχή προσπάθεια εύρεσης τεχνικών και µεθόδων προκει-
µένου να εξασφαλίσουν την επιβίωση και ανάπτυξη τους. Οι αλλαγές στο εξωτερικό
επιχειρηµατικό περιβάλλον συνοδεύονται από αλλαγές στην εσωτερική δοµή, τις
λειτουργίες και διαδικασίες, τους ϱόλους και τις στρατηγικές των επιχειρήσεων.
Επιπλέον η συνεχώς αυξανόµενη παγκοσµιοποίηση της αγοράς και οι συνεχώς
αυξανόµενες απαιτήσεις των πελατών για ϐελτίωση της ποιότητας και µείωση του
κόστους των προϊόντων επιβάλλουν στις επιχειρήσεις να γίνουν πιο ευέλικτες τόσο
ως προς το χρόνο παράδοσης όσο και ως προς το κόστος παραγωγής ικανοποιώντας
έτσι τις απαιτήσεις τους.
Οι δύο αυτές παρατηρήσεις αποτέλεσαν πηγή έµπνευσης για την παρούσα διατριβή,
το αντικείµενο οποίας είναι η ανάπτυξη µαθηµατικών προτύπων και η εφαρµογή
µεθόδων ϐελτιστοποίησης και ϑεωρίας παιγνίων για την διαχείριση και το συντονι-
σµό αποφάσεων που λαµβάνονται στα πλαίσια της εφοδιαστικής αλυσίδας.
Σύµφωνα µε την κατηγοριοποίηση των Bhatnagar et al. [27] τα αποτελέσµατα της
συγκεκριµένης εργασίας συνεισφέρουν στην τελευταία κατηγορία της µελέτης της
εφοδιαστικής αλυσίδας. Η εφοδιαστική αλυσίδα που εξετάζεται στην παρούσα δια-
τριβή υποθέτει ότι µια επιχείρηση «παραγωγός», η οποία λειτουργεί σε περισσότερες
από µια εγκαταστάσεις και έχει στην διάθεση της περιορισµένους παραγωγικούς
πόρους, παράγει/προµηθεύει ένα προϊόν στους «πελάτες». Οι πελάτες της, µπο-
ϱεί να είναι είτε τελικοί χρήστες του προϊόντος, είτε άλλοι ενδιάµεσοι παραγωγοί
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που χρησιµοποιούν το προϊόν κατά την παραγωγική τους διαδικασία. Στα πλαίσια
αυτού του δικτύου, εξετάζονται δύο διαφορετικοί τρόποι συντονισµού των αποφά-
σεων που λαµβάνονται από τα µέλη της. Συγκεκριµένα εξετάζεται ο ιεραρχικός
(ή κεντρικοποιηµένος) συντονισµός των αποφάσεων όπου ένας κεντρικός συντονι-
στής αναλαµβάνει να συντονίσει τις επιµέρους αποφάσεις των µελών έτσι ώστε να
επιτευχθεί το ολικό ϐέλτιστο του υπό εξέταση δικτύου ανεφοδιασµού. Ο δεύτε-
ϱος τρόπος συντονισµού που αντιµετωπίζεται είναι ο µη ιεραρχικός συντονισµός
σύµφωνα µε τον οποίο τα µέλη της εφοδιαστικής αλυσίδας δρώντας ανεξάρτητα
το ένα από το άλλο λαµβάνουν αποφάσεις για την επίτευξη των στόχων τους. Οι
επιπτώσεις του ανταγωνισµού, τόσο ανάµεσα στους παραγώγους όσο και ανάµεσα
στους πελάτες, στην διαδικασία λήψης αποφάσεων αποτελεί επίσης αντικείµενο της
διατριβής. Χρησιµοποιώντας µεθόδους ϐελτιστοποίησης και της ϑεωρίας παιγνίων
προτείνονται µαθηµατικά πρότυπα και µηχανισµοί συντονισµού που είναι σε ϑέση
να ϐελτιστοποιήσουν την λειτουργία της εφοδιαστικής αλυσίδας ϐελτιώνοντας τόσο
τις δαπάνες της όσο και το επίπεδο ικανοποίησης των πελατών της.
Τα πρότυπα που εξετάζουµε επικεντρώνονται όχι µόνο στις στρατηγικές αποφάσεις
χωροθέτησης εγκαταστάσεων, κατανοµής δυναµικότητας και καταχώρισης πελατών
σε αυτές αλλά και σε τακτικές αποφάσεις που σχετίζονται µε το σχεδιασµό της
παραγωγής και διατήρησης αποθέµατος. Εποµένως τα προτεινόµενα πρότυπα ϑα
ϐοηθήσουν την συνολική λειτουργία της εφοδιαστικής αλυσίδας των επιχειρήσεων
µέσω του συντονισµού που προτείνεται.
Η εφοδιαστική αλυσίδα που εξετάζεται στο Κεφάλαιο 2 αποτελείται από έναν αριθµό
εγκαταστάσεων και πελατών. Προτείνεται ένα ολοκληρωµένο µαθηµατικό πρότυπο
συντονισµού της παραγωγής, µεταφοράς και διατήρησης αποθέµατος ενός προ-
ϊόντος. Το πρότυπο έχει στόχο την εκτίµηση του συνολικού κόστους του δικτύου
ανεφοδιασµού που αποτελείται από το κόστος παραγωγής, µεταφοράς και αποθε-
µάτων. Η εκτίµηση λαµβάνει χώρα σε δεδοµένο χρονικό ορίζοντα, T περιόδων. Το
προϊόν αποθηκεύεται στις εγκαταστάσεις παραγωγής µέχρι να υπάρξει Ϲήτηση για
αυτό. Επιπλέον οι πελάτες που προµηθεύονται το προϊόν έχουν την δυνατότητα να
διατηρούν και οι ίδιοι αποθέµατα στις δικίες τους εγκαταστάσεις.
Οι δαπάνες που αντιµετωπίζονται στο προτεινόµενο πρότυπο ϑεωρούνται ότι εί-
ναι γραµµικές ή κυρτές συναρτήσεις. Αν και τα γραµµικά και κυρτά πρότυπα
είναι οι απλούστερες περιπτώσεις που µπορούν να αντιµετωπιστούν σε µια ολοκλη-
ϱωµένη εφοδιαστική αλυσίδα, η ταχύτητα και η ποιότητα της λύσης γραµµικών
προβληµάτων επιτρέπουν στους αρµόδιους για το συντονισµό να ερευνήσουν τις
επιπτώσεις που έχουν διαφορετικά δεδοµένα εισόδου του προβλήµατος ( π.χ διαφο-
ϱετική Ϲήτηση, διαφορετικές δυναµικότητες παραγωγής, µεταφοράς, διατήρησης
αποθεµάτων) στην ϐέλτιστη λύση και να κατανοήσουν την εξάρτηση των σχεδίων
παραγωγής, µεταφοράς, αποθεµάτων από αυτούς τους παράγοντες. ΄Ετσι δεν είναι
τυχαίο ότι εφαρµογές γραµµικών προβληµάτων για την διαχείριση και το συντο-
νισµό της εφοδιαστικής αλυσίδας έχουν ήδη αναφερθεί στην διεθνή ϐιβλιογραφία.
[133, 137, 156, 3, 188, 13]
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Στα προβλήµατα προγραµµατισµού παραγωγής κυρτές συναρτήσεις κόστους εµφα-
νίζονται όταν το πάγιο κόστος είναι πολύ µικρό ή υπάρχουν περισσότερα από ένα
κέντρα παραγωγής µε περιορισµένη δυναµικότητα παραγωγής η χρήση των οποίων
αυξάνει το κόστος. Για την επίλυση προβληµάτων προγραµµατισµού παραγωγής
κυρτές συναρτήσεις έχουν χρησιµοποιηθεί από τους [209, 178, 180, 219, 39].
Αντικειµενικός σκοπός του προβλήµατος είναι εύρεση των ποσοτήτων παραγωγής,
µεταφοράς, αποθεµάτων που ικανοποιούν την Ϲήτηση στο ελάχιστο δυνατό κόστος.
Αποδεικνύουµε ότι κάτω από συγκεκριµένες υποθέσεις, µέθοδοι ϐελτιστοποίησης
είναι ικανές να παρέχουν ένα συντονιστικό µηχανισµό για την διαχείριση της εφο-
διαστικής αλυσίδας. Πιο συγκεκριµένα, αποδεικνύουµε ότι η χαλάρωση Langrange
σε συνδυασµό µε την µέθοδο ϐελτιστοποίησης του υποκλίτους στο δυικό πρόβληµα
Lagrange µπορούν να παρέχουν έναν µηχανισµό αποσύνθεσης και συντονισµού
µέσα στα πλαίσια της µη-ιεραρχικής ή «οριζόντιας» µεθοδολογία προγραµµατισµού
των υποκείµενων περιοχών απόφασης στην εφοδιαστική αλυσίδα. Ο συντονιστικός
µηχανισµός που παρέχεται από την µέθοδο της επαυξηµένης χαλάρωσης (Augmen-
ted Lagrangian) είναι παρόµοιος αλλά πιο εύρωστος.
Η κύρια συµβολή της µεθοδολογίας που προτείνεται σε αυτή την διατριβή είναι ότι
η ανταλλαγή των πληροφοριών µεταξύ των µελών της εφοδιαστικής αλυσίδας είναι
η ελάχιστη και περιορίζεται µόνο στην ανταλλαγή πληροφοριών που σχετίζονται µε
ποσότητες παραγγελίας και µεταφοράς.
Από την άλλη πλευρά η αποσύνθεση Dantzig-Wolfe [112], η οποία µπορεί επίσης
να χρησιµοποιηθεί για να παράσχει ένα µηχανισµό συντονισµού και ανταλλαγής
πληροφοριών, απαιτεί έναν συντονιστή ή ένα κεντρικό πράκτορα για να συντονίζει
την ϱοή των πληροφοριών ανάµεσα στις διαφορετικές περιοχές λήψης αποφάσεων
στα πλαίσια της εφοδιαστικής αλυσίδας, επιβάλλοντας έτσι µια ιεραρχία στην δια-
δικασία λήψης αποφάσεων. Αυτό σε γενικές γραµµές περιορίζει το µηχανισµό
συντονισµού σε µια µοναδική περιοχή αποφάσεων της εφοδιαστικής αλυσίδας.
Στο κεφάλαιο 3 εξετάζεται µια πελατοκεντρική εφοδιαστική αλυσίδας. Ο όρος πε-
λατοκεντρική εφοδιαστική αλυσίδα (customer driven supply chain) αναφέρεται σε
µια αλυσίδα ανεφοδιασµού όπου η αγοραστική συµπεριφορά των τελικών χρήστων
του προϊόντος επηρεάζει τις αποφάσεις που λαµβάνονται από τα µέλης της.
Υποθέτουµε ότι ο παραγωγός προσπαθεί να παρέχει στους πελάτες το καλύτερο
επίπεδο των υπηρεσιών του στο ελάχιστο κόστος. Η µέτρηση των παρεχόµενων
υπηρεσιών γίνεται από το επίπεδο καθυστέρησης της εξυπηρέτησης που αντιµετω-
πίζεται σε κάθε επιχείρηση.
Από την άλλη πλευρά, οι πελάτες, αφού το προϊόν δεν είναι διαθέσιµο σε απεριόρι-
στες ποσότητες, ανταγωνίζονται για την ικανοποίηση της Ϲήτησης τους και κάνουν
τις επιλογές τους έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθούν οι προσωπικές τους δαπάνες. Συγ-
κεκριµένα, υποθέτουµε ότι οι πελάτες ανταγωνίζονται µεταξύ τους εµπλεκόµενοι σε
ένα παίγνιο τύπου Nash.
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Στο κεφάλαιο 3, εξετάζονται δύο διαφορετικές µορφές οργάνωση και συντονισµού
της εφοδιαστικής αλυσίδας από τις οποίες προκύπτουν δύο διαφορετικοί τρόποι
εκχώρησης των κέντρων διανοµής στους πελάτες. Πρώτα εξετάζεται η περίπτωση
όπου ολόκληρη η εφοδιαστική αλυσίδα διαχειρίζεται από έναν κεντρικό υπεύθυνο
ο οποίος έχει την δυνατότητα να κατευθύνει ο ίδιος τους πελάτες στα κέντρα διανο-
µής. Η δεύτερη µορφή διαχείρισης που εξετάζεται αντιστοιχεί σε µια εφοδιαστική
αλυσίδα η οποία χαρακτηρίζεται από αποκεντρικοποιηµένη διοίκηση, όπου οι πε-
λάτες είναι ελεύθεροι να επιλέξουν οι ίδιοι το κέντρο διανοµής από το οποίο ϑα
εξυπηρετηθούν. Το κριτήριο στο οποίο στηρίζουν τις επιλογές τους είναι το ατοµικό
κόστος που αντιµετωπίζουν σε κάθε κέντρο διανοµής.
Εµπνευσµένοι από την αναλογία που υπάρχει ανάµεσα στον ανταγωνισµό που πα-
ϱατηρείται στην πλευρά των πελατών και αυτόν που παρατηρείται σε ένα πρόβληµα
δικτύων κυκλοφορίας καθώς και την ταύτιση των υποθέσεων που διέπουν τις αρ-
χές Wardrop (Οι αρχές καθορίζουν τις διαδροµές που πρέπει να ακολουθήσουν οι
χρήστες ενός συµφορισµένου δικτύου οδικής κυκλοφορίας) και τους δύο αυτούς
τύπους συντονισµού της εφοδιαστικής αλυσίδας, διαµορφώνουµε το πρόβληµα σας
ένα πρόβληµα δικτύου κυκλοφορίας.
Μέσα σε αυτό το µεθοδολογικό πλαίσιο προσδιορίζονται οι συνθήκες ϐελτιστότητας
και καθορίζονται οι συνθήκες ισορροπίας του συνολικού προτύπου.
Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζονται µέθοδοι επίλυσης των προβληµάτων του Κεφα-
λαίου 3 τόσο για την περίπτωση δεδοµένης Ϲήτησης όσο και για την περίπτωση
ελαστικής Ϲήτησης. Ο αλγόριθµος που αναπτύσσεται στηρίζεται στην έννοια της µε-
ϱικής γραµµικοποίησης, της κανονικοποίησης, µη-γραµµικών προβληµάτων πάνω
σε εφικτά σύνολα και της δηµιουργίας στηλών. Η υπολογιστική σύγκριση του προ-
τεινόµενου αλγορίθµου µε έναν ήδη αναγνωρισµένο για την αποτελεσµατικότητα
του αλγόριθµο καταδεικνύει ότι η συνολική αποδοτικότητα της µεθόδου είναι κατά
50% υψηλότερη. Αναδεικνύεται επίσης το ευρύ ϕάσµα εφαρµογής των προτεινόµε-
νων µεθόδων µέσω της µορφοποίησης δύο ακόµα προβληµάτων της εφοδιαστικής
αλυσίδας : (α) του κλασσικού προβλήµατος µεταφοράς υπό αβέβαια Ϲήτηση και (ϐ)
ενός νέου προβλήµατος, του προβλήµατος παραγωγής-µεταφοράς όταν η ανάθεση
της Ϲήτησης στις παραγωγικές µονάδες γίνεται µέσω µεσαζόντων.
Στο Κεφάλαιο 5 εξετάζουµε το δίκτυο ανεφοδιασµού που µελετήθηκε στο Κεφά-
λαιο 3 στην περίπτωση όπου ο παραγωγός επιθυµεί να προσδιορίσει τον αριθµό
των εγκαταστάσεων και την συνολική δυναµικότητα παραγωγής του έτσι ώστε να
εξασφαλίσει ένα συγκεκριµένο επίπεδο ικανοποίησης των πελατών λαµβάνοντας
υπόψη του και το χρόνο αναµονής των πελατών στο σύστηµα.
Υπό αυτό το καθεστώς προτείνονται προβλήµατα χωροθέτησης εγκαταστάσεων και
κατανοµής δυναµικότητας σε συνθήκες ανταγωνισµού ως προς το επίπεδο ποιότη-
τας στην εξυπηρέτηση, και εξετάζονται οι επιπτώσεις που έχουν στην ισορροπία του
συστήµατος.
Στα πρότυπα που προτείνονται αρχικά, ο παραγωγός προσπαθεί, µέσα από τις επι-
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λογές χωροθέτησης και δυναµικότητας που κάνει για τα κέντρα διανοµής, να εξα-
σφαλίσει ένα συγκεκριµένο επίπεδο υπηρεσιών στους πελάτες του. Στην συνέχεια
τα πρότυπα επεκτείνονται στην περίπτωση όπου οι πελάτες συνιστούν ολιγοψώνιο
ως πρός το επίπεδο εξυπηρέτησης. Η ολιγοψωνιακή οργάνωση των πελατών επι-
ϐάλει στον παραγωγό να λάβει άµεσα υπόψη τις αγοραστικές επιλογές τους στην
τελική χωροθέτηση και κατανοµή δυναµικότητας. ∆ιατυπώνουµε τα πρότυπα αυτά
σαν προβλήµατα διεπίπεδου προγραµµατισµού. Τα συµπεράσµατα που λαµβά-
νονται από την αριθµητική ανάλυση των προτεινόµενων προτύπων καταδεικνύουν
ότι η ύπαρξη ολιγοψωνιακής συµπεριφοράς των πελατών ως προς το επίπεδο της
ποιότητας των παρεχόµενων υπηρεσιών ϐελτιώνει την ποιότητα των υπηρεσιών που
παρέχονται αφού επιβάλει την προσαρµογή του παραγωγού στις ανάγκες τις αγο-
ϱάς.
Η τελευταία µορφή ανταγωνισµού ως προς το επίπεδο των υπηρεσιών που εξετάζε-
ται είναι αυτή της ολιγοπωλιακής οργάνωσης των παραγωγών. Υποθέτουµε ότι οι
παραγωγοί συνιστούν ένα δυοπώλειο το οποίο ανταγωνίζεται για την προσέλκυση
πελατών µέσω του παρεχόµενου επιπέδου εξυπηρέτησης στα πλαίσια ενός παιγνί-
ου Nash. Για την διαµόρφωση του ανταγωνισµού των παραγωγών προτείνεται ένα
διεπίπεδο πρόβληµα µε δυο ηγέτες και αποδεικνύεται ότι η συµπεριφορά και οι
επιλογές των ανταγωνιζόµενων παραγωγών στο διεπίπεδο παίγνιο είναι σηµαντικά
διαφορετική από αυτές του µονοπωλείου. Η προτεινόµενη διεπίπεδη διαµόρφωση
είναι η πρώτη στην ϐιβλιογραφία που ασχολείται µε την ανταγωνιστική χωροθέτηση
και την καταχώρηση δυναµικότητας, στα πλαίσια ολιγοπωλιακής οργάνωσης των
προµηθευτών της εφοδιαστικής αλυσίδας.
Τέλος στο κεφάλαιο 6 παρουσιάζονται τα συµπεράσµατα καθώς και οι µελλοντικές
ερευνητικές επεκτάσεις της διατριβής.





Κεφάλαιο 2

Συντονισµός και Βελτιστοποίηση της Εφο-
διαστικής Αλυσίδας µε την Χρήση Μεθόδων
Αποσύνθεσης

ἐπειδή πα̃σαν πόλιν ὁρω̃µεν κοινωνίαν τινά οὖσαν και πα̃σαν κοινωνίαν ἀγαθου̃ τινος ἕνεκεν συνεστηκυι̃αν (του̃
γάρ εἶναι δοκου̃ντος ἀγαθου̃ χάριν πάντα πράττουσι πάντες), δη̃λον ὡς πα̃σαι µέν ἀγαθου̃ τινος στοχάζονται

ΑΡΙΣΤΟΤΕΛΟΥΣ : Πολιτικά, Βιβλίον Α΄, § 1

2.1 Εισαγωγή

Η διαχείριση της Εφοδιαστικής Αλυσίδας, αφορά την διαχείριση υλικών και την
ϱοή πληροφοριών ανάµεσα στα διάφορα επίπεδα που την αποτελούν όπως για πα-
ϱάδειγµα οι προµηθευτές, οι κατασκευαστές, οι συναρµολογητές καθώς επίσης και
τα κέντρα διανοµής. Γενικά υπάρχουν τρία κύρια στάδια στην εφοδιαστική αλυ-
σίδα : ο ανεφοδιασµός (precurement), η παραγωγή, και η διανοµή κάθε ένα από
τα οποία διενεργείται από διαφορετικά τµήµατα µιας επιχείρησης ή από πολλές
διαφορετικές επιχειρήσεις. Είναι προφανές εποµένως, ότι υπάρχουν περισσότερες
από µια περιοχές λήψης αποφάσεων, µε αποτέλεσµα την αναγκαιότητα ύπαρξης
ενός µηχανισµού ο οποίος ϑα είναι σε ϑέση να συντονίζει αυτές τις δραστηριότητες.
Η ανταλλαγή πληροφοριών (information sharing) στα πλαίσια ενός τέτοιου συντο-
νιστικού µηχανισµού αποτελεί τον ακρογωνιαίο λίθο για την επιτυχή λειτουργία της
εφοδιαστικής αλυσίδας.
Στα πλαίσια µια τέτοιας ϑεώρησης εγείρονται δύο ϐασικά Ϲητήµατα : (α) ο καθο-
ϱισµός τον δεσµευτικών συµφωνιών (binding agreements) ανάµεσα στα µέλη της
αλυσίδας και (ϐ) των κινήτρων τα οποία ϑα υποβάλλουν τα µέλη να ανταλλάσσουν
πληροφορίες, κάτι που αν δρούσαν µεµονωµένα ϑα είχαν ενδοιασµό να κάνουν,
αφού αυτές οι πληροφορίες ενδεχοµένως ϑα τους εξασφάλιζαν ανταγωνιστικό πλεο-
νέκτηµα έναντι των ανταγωνιστών.

9
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Αφού η ϱοή πληροφοριών είναι ουσιαστικός παράγοντας για την αποτελεσµατική
διαχείριση της εφοδιαστικής αλυσίδας, και για την υπέρβαση το ϕόβου απώλειας
των συγκριτικών πλεονεκτηµάτων από τα µέλη της, η ανταλλαγή των πληροφοριών
ϑα πρέπει να περιορίζεται στο ελάχιστο δυνατό. Σε γενικές γραµµές ο συντονισµός
µιας πολυµελούς εφοδιαστικής αλυσίδας µπορεί να επιτευχθεί µε συµβολαιακές
συµφωνίες ή µε µηχανισµούς συντονισµού που παρέχονται από µεθοδολογίες ϐελ-
τιστοποίησης.
Η ολοκληρωµένη ϑεώρηση των προβληµάτων που αντιµετωπίζονται στα πλαίσια της
εφοδιαστικής αλυσίδας οδηγεί σε πολύπλοκα, µεγάλης κλίµακας προβλήµατα, που
είναι δύσκολο να λυθούν ϐέλτιστα σε πραγµατικές συνθήκες [56]. Συνεπώς, είναι
απαραίτητη η ανάπτυξη εναλλακτικών µεθοδολογιών που ϑα είναι ικανές να παρέ-
χουν ϐέλτιστες ή σχεδόν ϐέλτιστες λύσεις για όλες τις αποφάσεις που λαµβάνονται.
Η οργανωτική δοµή της εφοδιαστικής αλυσίδας παίζει σηµαντικό ϱόλο κατά την
διαδικασία επεξεργασίας και διαχείριση της ϱοής των πληροφοριών ανάµεσα στα
διάφορα στάδια της. ΄Εχει ήδη συζητηθεί στο ϐιβλίο των Burton και Obel [32]
η αναγκαιότητα αναδόµησης των οργανισµών σε µία πιο αποκεντροποιηµένη ϐά-
ση σύµφωνη µε αυτή που προκύπτει από την εφαρµογή µεθόδων αποσύνθεσης
της ϑεωρίας ϐελτιστοποίησης, αφού η πολυπλοκότητα, η αποκεντροποίηση, και
η ανταλλαγή πληροφοριών που χαρακτηρίζει τις συγκεκριµένες µεθόδους συνδέε-
ται άµεσα µε τα πολύπλοκα µαθηµατικά πρότυπα που περιγράφουν την δοµή της
εφοδιαστικής αλυσίδας των σύγχρονων οργανισµών. Με αυτόν τον τρόπο οι οικο-
νοµικοί οργανισµοί ϑα είναι σε ϑέση να εκµεταλλευτούν τα πλεονεκτήµατα που
προκύπτουν από την εφαρµογή των συγκεκριµένων µεθόδων. Με άλλα λόγια η
δοµή της επιχείρησης ϑα πρέπει να ϐασίζεται σε µαθηµατικά εύρωστες (robust) και
αποτελεσµατικές µεθόδους αποσύνθεσης.
Το παρόν κεφάλαιο ασχολείται µόνο µε γραµµικά και κυρτά πρότυπα του συνο-
λικού προβλήµατος σχεδιασµού παραγωγής-αποθεµάτων-µεταφοράς ενός οµοιο-
γενούς προϊόντος τα οποία µπορούν εύκολα να επεκταθούν και στην περίπτωση
πολλών ετερογενών προϊόντων. Αν και τα γραµµικά και κυρτά πρότυπα είναι οι
απλούστερες περιπτώσεις που µπορούν να αντιµετωπιστούν σε µια ολοκληρωµέ-
νη εφοδιαστική αλυσίδα, πετυχηµένες εφαρµογές τους έχουν ήδη αναφερθεί στη
ϐιβλιογραφία (για παράδειγµα από [133]).
Αποδεικνύουµε ότι κάτω από συγκεκριµένες υποθέσεις, µέθοδοι ϐελτιστοποίησης
είναι ικανές να παρέχουν ένα συντονιστικό µηχανισµό για την διαχείριση της εφο-
διαστικής αλυσίδας, ένα πεδίο έρευνας που τα τελευταία χρόνια έχει ελκύσει το
ενδιαφέρων πολλών ερευνητών, (ενδεικτικά [27, 33, 40, 59, 195, 196]).
Πιο συγκεκριµένα, αποδεικνύουµε ότι η χαλάρωση Langrange [12, 177, 184] σε
συνδυασµό µε την µέθοδο ϐελτιστοποίησης του υποκλίτους [184] στο δυικό πρόβλη-
µα Lagrange µπορούν να παρέχουν έναν µηχανισµό αποσύνθεσης και συντονισµού
µέσα στα πλαίσια της µη-ιεραρχικής ή «οριζόντιας» µεθοδολογία προγραµµατισµού
των υποκείµενων περιοχών απόφασης στην εφοδιαστική αλυσίδα. Ακριβέστερα,
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τα αποτελέσµατα που προκύπτουν κατά την διαδικασία ανάπτυξης της µεθόδου
οµοιάζουν µε αυτά του ϕαινοµενικού παιξίµατος (fictitious (pre-) play) της ϑεωρίας
παιγνίων [165, 108, 65], και κατ΄ επέκταση εµπεριέχουν µια διαδικασία εκµάθη-
σης κατά την διάρκεια της οποίας τα µέλη της εφοδιαστικής αλυσίδας καταβάλουν
προσπάθειες συντονισµού λαµβάνοντας υπόψη προηγούµενες εµπειρίες. Ο συντο-
νιστικός µηχανισµός που παρέχεται από την µέθοδο της επαυξηµένης χαλάρωσης
(Langrange) (Augmented Lagrangian) [17, 23, 122] είναι παρόµοιος αλλά πιο εύ-
ϱωστος.
Η κύρια συµβολή της µεθοδολογίας που προτείνεται σε αυτό το κεφαλαίο είναι ότι
η ανταλλαγή των πληροφοριών µεταξύ των µελών της εφοδιαστικής αλυσίδας είναι
η ελάχιστη και περιορίζεται µόνο στην ανταλλαγή πληροφοριών που σχετίζονται µε
ποσότητες παραγγελίας και µεταφοράς. Αυτό έρχεται σε αντίθεση µε προηγούµενες
εφαρµογές της µεθόδου Lagrange όπου ένας κεντρικός συντονιστής υιοθετεί την
διαδικασία υποκλίτους προκειµένου να συντονίσει την ανταλλαγή πληροφοριών
ανάµεσα στην παραγωγή και την µεταφορά.
Επιπρόσθετα ο προτεινόµενος µηχανισµός συντονισµού έχει την ικανότητα να αν-
ταποκρίνεται άµεσα σε ξαφνικές αλλαγές του οικονοµικού περιβάλλοντος εξασφα-
λίζοντας έτσι ευελιξία.
Από την άλλη πλευρά η αποσύνθεση Dantzig-Wolfe [112], που µπορεί επίσης να
χρησιµοποιηθεί για να παρέχει ένα µηχανισµό συντονισµού και ανταλλαγής πλη-
ϱοφοριών, απαιτεί έναν συντονιστή ή ένα κεντρικό πράκτορα για να συντονίζει την
ϱοή των πληροφοριών ανάµεσα στις διαφορετικές περιοχές λήψης αποφάσεων της
εφοδιαστικής αλυσίδας, επιβάλλοντας έτσι ιεραρχία στην διαδικασία λήψης απο-
ϕάσεων. Αυτό σε γενικές γραµµές περιορίζει το µηχανισµό συντονισµού σε µια
µοναδική περιοχή λήψης αποφάσεων.
Αυτά τα αποτελέσµατα δεν επεκτείνονται εύκολα σε µή-κυρτά πρότυπα δηλαδή
όταν λαµβάνονται υπόψη οικονοµίες κλίµακας ή πάγια δαπάνες . Προηγούµενες
προσπάθειες συντονισµού της εφοδιαστικής αλυσίδας, αν και ιεραρχικές, έχουν
αναλυθεί από τους [9, 59]. Αλλά όπως επισηµαίνεται σε αυτές τις εργασίες, η
εφαρµογή της µεθόδου υποκλίτους σπάνια δίνει συνεπείς λύσης.
Επιπλέον, για την επίλυση προβληµάτων που είναι από την ϕύση τους πολύπλοκα
και ετερογενή όπως αυτά που εξετάζονται στην παρούσα ενότητα, έχουν προταθεί
υπολογιστικές µέθοδοι που στηρίζονται στη ϑεωρία πρακτόρων (agent-based com-
puting). Είναι κοινά αποδεκτό ότι συστήµατα λήψης αποφάσεων που στηρίζονται
στην ϑεωρία πρακτόρων συµβάλουν στην αντιµετώπιση ϱαγδαίων αλλαγών που µπο-
ϱούν να προκύψουν στο περιβάλλον µια επιχείρησης αφού είναι σε ϑέση να αντα-
ποκριθούν άµεσα σε αυτές επιτρέποντας µε αυτό τον τρόπο τον επαναπροσδιορισµό
των επιχειρηµατικών στόχων της. Μπορούν επίσης να ϐοηθήσουν τους διαχειριστές
στην λήψη κατάλληλων αποφάσεων όταν δεν υπάρχει πλήρης πληροφόρηση
Εποµένως, πολυπρακτορικά συστήµατα, όπως το δίκτυο της εφοδιαστικής αλυσί-
δας, µπορούν να επωφεληθούν από το συντονισµό των πρακτόρων για την επίτευξη
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του ϐέλτιστου του συστήµατος εξασφαλίζοντας ταυτόχρονα και την ικανοποίηση των
ενδοπρακτορικών περιορισµών.
΄Εχουν προταθεί πολλές µορφές συντονισµού των πολυπρακτόρων οι οποίες υπά-
γονται σε τρεις ευρείες κατηγορίες :

Κεντρικός Συντονισµός (Centralized coordination) στον οποίον ένας κεντρικός
αποφασίζων λαµβάνει αποφάσεις για όλους τους πράκτορες έχοντας στην διά-
ϑεση του πληροφορίες για τους στόχους και τους περιορισµούς κάθε πράκτορα
ξεχωριστά.

Ιεραρχικός Συντονισµός (Hierarchical coordination) ο οποίος επιτρέπει στον
κάθε πράκτορα να λαµβάνει αποφάσεις ξεχωριστά αλλά ταυτόχρονα απαιτεί
κάποιον κεντρικό συντονισµό στην διαδικασία λήψης αποφάσεων για την υπο-
στήριξη ενός ολοκληρωµένου µαθηµατικού προτύπου.

Κατανεµηµένος Συντονισµός (Distributed coordination) ο οποίος εξαλείφει τις
απαιτήσεις για κεντρικό συντονισµό και επιτρέπει κάθε πράκτορα να καθορίζει
τις δράσεις του ϐασιζόµενος σε τοπικά διαθέσιµες πληροφορίες.

Στις µεθόδους που ϑα αναλυθούν στην συνέχεια οι λύσεις των υποπροβληµάτων
παρέχουν έναν συντονιστικό µηχανισµό που µπορεί να υποστηρίξει την συνεργασία
των πρακτόρων στην προσπάθεια εύρεσης ϐέλτιστης λύσης για το σύστηµα.
Το υπόλοιπου αυτού του κεφαλαίου οργανώνεται ως εξής : Στην Ενότητα 2.2 πα-
ϱουσιάζονται οι υποθέσεις και η µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος που
εξετάζεται. Η Ενότητα 2.3 ασχολείται µε τον τον προτεινόµενο µη-ιεραρχικό συν-
τονισµός της εφοδιαστικής αλυσίδας, ο οποίος στηρίζεται σε έναν συνδυασµό της
χαλάρωσης Lagrange και της µεθόδου αποσύνθεσης µε διαχωρισµό δραστηριοτή-
των (Activity directive decomposition method), ενώ η µέθοδος συντονισµού που
προτείνεται στην Ενότητα 2.4 στηρίζεται στην µέθοδο της επαυξηµένης Lagrange.
Στην Ενότητα 2.5 πρότεινε και υποστηρίζεται µαθηµατικά ένας ιεραρχικός τρόπος
συντονισµού της εφοδιαστικής αλυσίδας ο οποίος ϐασίζεται στην µέθοδο αποσύν-
ϑεσης Dantzig-Wolfe (Dantzig-Wolfe decomposition). Η Ενότητα 2.6 παρουσιάζει
τα αποτελέσµατα της υπολογιστικής προσοµοίωσης του Λαγρανζιανού συντονισµού.
Τέλος στην Ενότητας 2.7 εξετάζεται ο τρόπος µε τον οποίο οι προτεινόµενες µορ-
ϕές συντονισµού µπορούν να συνεργαστούν και να συνυπάρξουν µε ένα σύστηµα
αποφάσεων ϐασισµένο στην ϑεωρία πρακτόρων.

2.2 ∆ιαµόρφωση του Προβλήµατος

Στο σχεδιασµό των πρότυπων της εφοδιαστικής αλυσίδας που ϑα εξεταστούν υπο-
ϑέτουµε ότι :

– υπάρχει µόνο ένα (οµογενές) προϊόν,
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– δεν υπάρχει πάγιο κόστος στην παραγωγή,

– δεν υπάρχει πάγιο κόστος στην µεταφορά,

– δεν υπάρχει πάγιο κόστος στην διατήρηση αποθεµάτων,

– δεν υφίστανται οικονοµίες κλίµακας ή εκπτώσεις ποσοτήτων,

– οι παραγωγικοί πόροι υποτίθεται ότι είναι σταθεροί, δηλαδή εξωγενείς από το
σύστηµα.

Το πρόβληµα που προκύπτει είναι ένα δυναµικό πρόβληµα το οποίο έχει αντικειµε-
νικό στόχο την ικανοποίηση της Ϲήτησης n πελατών για ένα προϊόν που παράγεται
στιςm κέντρων παραγωγής (εγκαταστάσεις) στην διάρκεια ενός χρονικού ορίζοντα T
στο ελάχιστο κόστος παραγωγής, αποθεµάτων και µεταφοράς. Μια ολοκληρωµένη
ανασκόπηση των προβληµάτων παραγωγής και αποθεµάτων δίδεται στους [96].
Υποθέτοντας επιπλέον ότι

– sti η παραγόµενη ποσότητα στην εγκατάσταση i την περίοδο t.

– xtij η µεταφερόµενη ποσότητα από την εγκατάσταση i στον πελάτη j στην πε-
ϱίοδο t.

– I ti το απόθεµα στην εγκατάσταση i στην διάρκεια της περιόδου t.

– uti η δυναµικότητα παραγωγής στην εγκατάσταση i στην περίοδο t,

– f tij η δυναµικότητα µεταφοράς από την εγκατάσταση i στον πελάτη j την πε-
ϱίοδο t,

– wti η αποθεµατική δυναµικότητα της εγκατάστασης i στην περίοδο t,

– gti το µοναδιαίο κόστος παραγωγής στην εγκατάσταση i στην περίοδο t,

– ctij το µοναδιαίο κόστος µεταφοράς από την εγκατάσταση i στον πελάτη n την
περίοδο t,

– hti το ανά µονάδα κόστος διατήρησης αποθέµατος στην εγκατάσταση i για την
περίοδο t,

– dti η Ϲήτηση του πελάτη j την περίοδο t,

– σti το ελάχιστο απόθεµα ασφαλείας στην εγκατάσταση i την περίοδο t,

– I0
i το αρχικό απόθεµα ασφαλείας στην εγκατάσταση i την περίοδο t,
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Η µαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος είναι η ακόλουθη:

[IPTP1] min
T∑

t=1

{
m∑

i=1

ptis
t
i +

m∑

i=1

n∑

j=1

ctijx
t
ij +

m∑

i=1

htiI
t
i

}
(2.1)

υπό I t−1
i + sti − I ti −

n∑

j=1

xtij = 0, ∀i, ∀t (2.2)

m∑

i=1

xtij = dtj, ∀j, ∀t (2.3)

n∑

j=1

xtij ≤ f ti , ∀i, ∀t (2.4)

0 ≤ sti ≤ uti, ∀i, ∀t (2.5)
σti ≤ I ti ≤ wti, ∀i, ∀t (2.6)
0 ≤ xtij, ∀i, ∀j, ∀t (2.7)

Η αντικειµενική συνάρτηση (2.1) ελαχιστοποιεί το συνολικό κόστος παραγωγής,
µεταφοράς και αποθεµάτων. Οι (2.2-2.3) είναι οι περιορισµοί ισορροπίας της ϱοής,
ενώ οι (2.4-2.6) είναι οι περιορισµοί δυναµικότητας.
Η γραφική αναπαράσταση του προβλήµατος ϕαίνεται στο Σχήµα 2.1. Το δίκτυο του
σχήµατος είναι ένα κατευθυνόµενο γράφηµα (directed graph) το οποίο αποτελείται
από δύο επίπεδα. Ο κόµβος της προσφοράς εφοδιάζει την συνολική Ϲήτηση κάθε
περιόδου. Κάθε επίπεδο του γραφήµατος αναπαριστά µια χρονική περίοδο. Το
διµερές γράφηµα κάθε επιπέδου αναπαριστά το δίκτυο µεταφοράς ανάµεσα στις
εγκαταστάσεις της επιχείρησης και τους πελάτες. Οι εγκαταστάσεις σε κάθε περίοδο
συνδέονται µε τόξα διατήρησης αποθεµάτων.

2.2.1 Σύντοµη Βιβλιογραφική Επισκόπηση

Προβλήµατα σαν το [IPTP1] είναι προβλήµατα µεγάλης κλίµακας στα οποία η ϐέλ-
τιστη λύση είναι υπολογιστικά χρονοβόρα να ϐρεθεί. Είναι δε ιδιαιτέρως δύσκολη
η επίλυση εάν κάποιες από κάποιες από τις τιθέµενες υποθέσεις δεν ισχύουν.
Στην εργασία των Ekşioğlu et al. [55], η συνάρτηση κόστους µεταφοράς ϑεωρείται
ότι εµπεριέχει πάγιο κόστος. Τα προβλήµατα αυτής της κατηγορίας είναι ΜΠ-
δύσκολα προβλήµατα1 (NP-hard) , όπως απέδειξαν οι Wu και Golbasi [223], και
κατά συνέπεια είναι απαραίτητη η ανάπτυξη εναλλακτικών τεχνικών επίλυσης που
ϑα είναι σε ϑέση να ϐρουν µια καλή (κοντά στην ϐέλτιστη) λύση για όλους τους
οργανισµούς που συνθέτουν την αλυσίδα της εφοδιαστικής. ∆εδοµένης όµως της
πολυπλοκότητας του προβλήµατος, δεν εκπλήσσει το γεγονός ότι ο αριθµός αυτών
των τεχνικών είναι περιορισµένος. Για την επίλυση του προβλήµατος προτείνεται

1Μη-αιτιοκρατικά Πολυωνυµικά δύσκολα προβλήµατα
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Σχήµα 2.1: ∆ικτυακή Αναπαράσταση του Προβλήµατος [IPTP1]

µια ευρετική διαδικασία σύµφωνα µε την οποία µια αρχική λύση του προβλήµα-
τος δηµιουργείται ύστερα από την εφαρµογή της µεθόδου δυναµικής κλιµάκωσης
της κλίσης (Dynamic Slope Scaling Procedure) [DSSP] [105], στην συνέχεια χρη-
σιµοποιούνται τρεις διαφορετικές παραλλαγές της διαδικασία τοπικής αναζήτησης
(Local Search) για την ϐελτίωση της αρχικής λύσης. Η ποιότητα των λύσεων που
παρέχονται από τον προτεινόµενο αλγόριθµο ελέγχονται συγκρίνοντας την ευρετι-
κή λύση µε την ακριβή λύση του προβλήµατος στην περίπτωση όπου το δίκτυο της
εφοδιαστικής αλυσίδας είναι µικρό, ενώ στην περίπτωση µεγάλων δικτύων χρησι-
µοποιείται σαν κάτω όριο η λύση της γραµµικής χαλάρωσης του προβλήµατος. Οι
Ekşioğlu et al. [57] επέκτειναν τον αλγόριθµο στην περίπτωση πολλαπλών προϊόν-
των.
Στους Ekşioğlu et al. [56], όχι µόνο η συνάρτηση του κόστους παραγωγής αλλά
και η συνάρτηση του κόστους µεταφοράς εµπεριέχουν πάγιο κόστος. Για την επί-
λυση του προβλήµατος παρουσιάζονται δύο προσεγγίσεις : η πρώτη ϐασίζεται στην
ευρετική διαδικασία [DSSP] και η δεύτερη στην διαδικασία άπληστης αναζήτησης
(Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) [GRASP] [158]. Σύµφωνα µε
την πρώτη, η λύση της [DSSP] αποτελεί την αρχική λύση η οποία ϐελτιώνεται µε
τοπική αναζήτηση. Η λύση της [DSSP] αποτελεί το άνω όριο ενώ για την εύρεση του
κάτω ορίου εφαρµόζεται γραµµική χαλάρωση σε αναδιατύπωση του προβλήµατος.
Στην δεύτερη προσέγγιση η αρχική λύση και κατά συνέπεια το άνω όριο ϐρίσκεται
µε την διαδικασία [GRASP].
Ευρετικοί Αλγόριθµοι Αποσύνθεσης του προβλήµατος : Στους ευρετικούς αυτής της
κατηγορίας το αρχικό πρόβληµα διασπάται (αποσυντίθεται) σε υποπροβλήµατα τα
οποία είναι ευκολότερο να αντιµετωπιστούν. Στην συνέχεια επιστρατεύεται ένας
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µηχανισµός ο οποίος συντονίζει την διαδικασία επίλυσης των υποπροβληµάτων.
Στην εργασία των Barbarosoğlou και Özgür [9] χρησιµοποιείται η χαλάρωσης Lan-
grange για το συντονισµό των δράσεων των οργανισµών στα πλαίσια µιας εφοδια-
στική αλυσίδας στην οποία οι αποφάσεις λαµβάνονται ιεραρχικά, δηλαδή υπάρχει
ένας κεντρικός οργανισµός που συντονίζει την ϱοή των πληροφοριών ανάµεσα στα
µέλη της εφοδιαστικής αλυσίδας. Στην συγκεκριµένη περίπτωση η χαλάρωση εφαρ-
µόζεται στους περιορισµούς της αποθεµατικής ισορροπίας, οι οποίοι συνδέουν τις
ποσότητες παραγωγής, αποθεµάτων και µεταφοράς. Σαν αποτέλεσµα το πρόβληµα
αποσυντίθεται σε υποπροβλήµατα τόσο για την παραγωγή τόσο και για την µε-
ταφορά. Από οργανωτική άποψη αυτό σηµαίνει ότι οι αποφάσεις για το επίπεδο
παραγωγή λαµβάνονται από τον τµήµα παραγωγής το οποίο επιλύει το αντίστοιχο
πρόβληµα ενώ οι αποφάσεις που αφορούν την µεταφορά του προϊόντος από το τµή-
µα µεταφοράς. Για τον συντονισµό των δύο αυτών υποπροβληµάτων ο κεντρικός
συντονιστής χρησιµοποιεί την µέθοδο του υποκλίτους.
Σε γενικές ο αλγόριθµος που χρησιµοποιούν µπορεί να περιγραφεί ως :

Βήµα 1 Αρχικοποίηση των πολλαπλασιαστών Lagrange (λ), του ϐέλτιστου άνω ορί-
ου (UB∗s ), του αριθµού των επαναλήψεων (s) και του µεγέθους του ϐήµατος
του υποκλίτους (us).

Βήµα 2 Επίλυση των υποπροβληµάτων και υπολογισµός του κάτω ορίου από την
επίλυση του δυικού προβλήµατος Lagrange για την τρέχουσα επανάληψη.

Βήµα 3 Επίλυση του προβλήµατος παραγωγής και υπολογισµός του νέου ορίου
UBs. Εάν UBs − UBs−1 < ε ο αλγόριθµος τερµατίζει διαφορετικά συνέχεια
στο ϐήµα 4.

Βήµα 4 Ανανέωση των πολλαπλασιαστών.

Βήµα 5 Τερµατισµός εάν ένας προκαθορισµένος αριθµός των επαναλήψεων επι-
τευχθεί, διαφορετικά επιστροφή στο ϐήµα 2.

Η ίδια ακριβώς διαδικασίας χρησιµοποιείται και από τους και οι Ertogral και Wu
[59]. Βέβαια όπως αναφέρεται και στις δύο περιπτώσεις, η προσέγγισης της υποκλί-
του δύσκολα παράγει εφικτές λύσεις για τα υποπροβλήµατα, εξαιτίας την ύπαρξης
των δυαδικών µεταβλητών.
Από την άλλη πλευρά η ταχύτητα και η ποιότητα της λύσης γραµµικών προβληµά-
των επιτρέπουν στους αρµόδιους για το συντονισµό να ερευνήσουν τις επιπτώσεις
που έχουν διαφορετικά δεδοµένα εισόδου του προβλήµατος ( π.χ διαφορετική Ϲήτη-
ση, διαφορετικές δυναµικότητες παραγωγής, µεταφοράς, διατήρησης αποθεµάτων)
στην ϐέλτιστη λύση και να κατανοήσουν την εξάρτηση των σχεδίων παραγωγής, µε-
ταφοράς, αποθεµάτων από αυτούς τους παράγοντες. Επιπλέον, ένα γραµµικό πρό-
ϐληµα επιτρέπει την εξέλιξη του συντονιστικού µηχανισµού µέσω της τροποποίησης
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των υπαρχόντων περιορισµών και την προσθήκη νέων όταν οι επιχειρησιακές ανάγ-
κες αλλάζουν.
΄Ετσι δεν είναι τυχαίο ότι έχουν ήδη αναφερθεί στην διεθνή ϐιβλιογραφία εφαρµογές
γραµµικών προβληµάτων για την διαχείριση και το συντονισµό της εφοδιαστικής
αλυσίδας στην πράξη. Οι Martin et al. [133] πρότειναν ένα γραµµικό πρότυπο
που για τον συντονισµό της παραγωγής µεταφοράς και αποθεµάτων της εταιρείας
Libbey-Owens-Ford. Ενώ οι Mehring και Gutterman [137] για το σχεδιασµός
της παραγωγής της Amoco (U.K.) Limited. Πρόσφατες εφαρµογές του γραµµικού
προγραµµατισµού για την προτυποποίηση της εφοδιαστικής αλυσίδας µπορούν να
ϐρεθούν στις εργασίες [156, 3, 188, 13]
Στα προβλήµατα προγραµµατισµού παραγωγής, κοίλες συναρτήσεις κόστους εµφα-
νίζονται συχνότερα από τις κυρτές, κυρίως εξαιτίας της ύπαρξης οικονοµιών κλίµα-
κας. Υπάρχουν όµως περιπτώσεις όπου οι συναρτήσεις είναι κυρτές, αυτό συµβαίνει
κυρίως στις περίπτωση όπου το πάγιο κόστος είναι πολύ µικρό ή υπάρχουν περισ-
σότερς από ένα κέντρα παραγωγής µε περιορισµένη δυναµικότητα παραγωγής η
χρήση των οποίων αυξάνει το κόστος. Οι κυρτές συναρτήσεις κόστους χρησιµο-
ποιούνται εποµένως προκειµένου να απεικονιστεί ένα λογικό περιθώριο κέρδους
της υπό εξέταση επιχείρησης [117]) .
Για την επίλυση προβληµάτων προγραµµατισµού παραγωγής µε κυρτές συναρτή-
σεις ο Veinott [209] πρότεινε έναν παραµετρικό αλγόριθµο (Parametric Algorithm).
Οι Sharp κ.α. [178], λαµβάνοντας υπόψη την σχέση δυϊκότητας του προβλήµατος
µεταφοράς, ανέπτυξαν έναν αλγόριθµο για την επίλυση του συγκεκριµένου κυρτού
προβλήµατος ελαχιστοποίησης ο οποίος ϐασίζεται στις συνθήκες Βελτιστότητας ΚΚΤ
(Karush-Kuhn-Tucker Optimality Condition). Επιπλέον, ο Shetty [180] ανέπτυξε
µια γραφική µέθοδο επίλυσης του προβλήµατος. Ο William [219] αντιµετώπισε
την περίπτωση όπου το κόστος παραγωγής είναι µια γραµµικώς τµηµατική κυρτή
συνάρτηση (piecewise linear convex function), ο αλγόριθµος που προτείνει στηρί-
Ϲεται στην µέθοδο αποσύνθεσης Dantzig Wolfe και ο οποίος αφού αρχικά επιλύει το
πρόβληµα µεταφοράς στην συνέχεια τροποποιείται έτσι ώστε να µπορεί να χειρίζεται
την ιδιαίτερη συνάρτηση κόστους παραγωγής.
Στην διατύπωση που προτείνεται από τους Chandra και Fisher [39], ένα εργο-
στάσιο µε περιορισµένη δυναµικότητα παράγει r διαφορετικά προϊόντα τα οποία
µεταφέρονται σε n πελάτες από ένα στόλο οχηµάτων. Η παραγωγική διαδικασία
προτυποποιείται σαν Πρόβληµα Προγραµµατισµού Παραγωγής Περιορισµένης ∆υ-
ναµικότητας [CLSP] (Capacitated Lotsizing Problem) και η διαδικασία µεταφοράς
σαν Πρόβληµα ∆ροµολόγησης Οχηµάτων [VRP] (Vehicle Routing Problem). Αρχικά
κάθε υποπρόβληµα επιλύεται ξεχωριστά. Για το µεν [CLSP] η λύση ϐρίσκεται µε
την χρήση της µεθόδου των Barany et al. [8], για το δε [VRP] µε τους ευρετικούς
των [73, 167, 38] από τους οποίους επιλέγεται η καλύτερη. Στην συνέχεια για τον
συντονισµό της παραγωγής και της µεταφοράς εφαρµόζεται µια διαδικασία τοπικής
ϐελτίωσης (Local Improvement).
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2.2.2 Γραµµικά Κόστη

Σε αυτό το σηµείο ϑα ασχοληθούµε µε την περίπτωση όπου οι δαπάνες παραγωγής,
µεταφοράς και διατήρησης αποθεµάτων είναι γραµµικές συναρτήσεις. Είναι δυνα-
τόν να απαλείψουµε τις µεταβλητές xij από τον περιορισµό (2.2), διατηρώντας τον
παράλληλα ϱητό και σαφή στο πρόβληµα, µε την εισαγωγή µιας νέας µεταβλητής
rti η οποία εκφράζει την συνολική ποσότητα που µεταφέρεται από την εγκατάσταση
i την περίοδο t δηλαδή,

rti =

n∑

j=1

xtij, ∀i, ∀t (2.8)

f ti ≥ rti ≥ 0, ∀i, ∀t, (2.9)

αποµακρύνοντας τον (2.4), και αντικαθιστώντας την (2.2) µε

I t−1
i + sti − I ti − rti = 0, ∀i, ∀t, (2.10)

όπου υποτίθεται ότι
m∑

i=1

rti =
n∑

j=1

dtj, ∀t, (2.11)

δηλαδή η συνολική αποσταλόµενη ποσότητα ισούται µε την συνολική Ϲήτηση στην
περίοδο t.
Το [IPTP1] µπορεί ενδεχοµένως να περιλαµβάνει και ένα σύνολο περιορισµών δια-
ϑεσιµότητας πόρων όπως για παράδειγµα διαθέσιµη εργασία, πρώτες ύλες κτλ.
Τέτοιοι περιορισµοί επιβάλουν την συναθροιστική ποσότητα (joint production) πα-
ϱαγωγής να ορίζεται από την διαθεσιµότητα των κοινώς χρησιµοποιούµενων πόρων.
’Ετσι αν υποτεθεί ότι µια µονάδα τελικού προϊόντος στην εγκατάσταση i την περί-
οδο t απαιτεί atki µονάδες του πόρου k από το οποίο είναι συνολικά διαθέσιµες Ltk
µονάδες και ότι συνολικά K πόροι χρησιµοποιούνται, τότε οι κάτωθι περιορισµοί
ϑα πρέπει να περιληφθούν στο πρότυπο [IPTP1] και σε καθένα από τα επόµενα.

m∑

i=1

atkis
t
i ≤ Ltk, ∀k, ∀t (2.12)

Αν αποθέµατα διατηρούνται και απο πλευράς πελατών, ϑα υποθέσουµε επιπλέον
τα ακόλουθα σαν δεδοµένα:

– Joj το αρχικό επίπεδο αποθέµατος του πελάτη j

– qtj το µοναδιαίο κόστος διατήρησης αποθεµάτων του πελάτη j την περίοδο t
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– vtj η δυναµικότητα διατήρησης αποθεµάτων του πελάτη j την περίοδο t

– πtj το ελάχιστο απόθεµα ασφαλείας του πελάτη j την περίοδο t

– otj η δυναµικότητα παραλαβής του πελάτη j την περίοδο t

και ϑα εισάγουµε τις µεταβλητές :

– J tj το τελικό απόθεµα που διατηρεί ο πελάτης j την περίοδο t

– gtj η ποσότητα παραλαβής του πελάτη j την περίοδο t

Επιπλέον η σηµασία του dtj διαφοροποιείται καθώς τώρα εκφράζει τη ποσότητα που
καταναλώνεται από τον πελάτη j την περίοδο t. Αυτή η ποσότητα ικανοποιείται είτε
από την παραλαµβανόµενη ποσότητα gtj ή/και το διατηρηθέν απόθεµα J t−1

j . Οι
περιορισµοί (2.15) εκφράζουν αυτό το γεγονός. Το µαθηµατικό πρότυπο λαµβάνει
την ακόλουθη µορφή:

[IPTP2] min
T∑

t=1

{
m∑

i=1

ptis
t
i +

m∑

i=1

n∑

j=1

ctijx
t
ij +

m∑

i=1

htiI
t
i +

n∑

j=1

qtjJ
t
j

}
(2.13)

υπό I t−1
i + sti − I ti − rti = 0, ∀i, ∀t (2.14)
J t−1
i + gtj − J tj − dtj = 0, ∀j, ∀t (2.15)
n∑

j=1

xtij = rti, ∀i, ∀t (2.16)

m∑

i=1

xtij = gtj, ∀j, ∀t (2.17)

0 ≤ sti ≤ uti, ∀i, ∀t (2.18)
σti ≤ I ti ≤ wti, ∀i, ∀t (2.19)
πtj ≤ J tj ≤ vtj, ∀j, ∀t (2.20)
0 ≤ xtij, ∀i, ∀j, ∀t (2.21)
0 ≤ rti ≤ f ti , ∀i, ∀t (2.22)
0 ≤ gtj ≤ otj, ∀j, ∀t (2.23)

επιπλέον ισχύει ότι η συνολική αποσταλόµενη ποσότητα ισούται µε την παραλαµ-
ϐανόµενη ποσότητα την περίοδο t

m∑

i=1

rti =

n∑

j=1

gtj, ∀t, (2.24)

Το πρόβληµα διαµορφώνεται σαν ενα πρόβληµα ϱοής σε δίκτυα όπως αυτό που
απεικονίζεται στο Σχήµα 2.2. Το δίκτυο του σχήµατος είναι ένα κατευθυνόµενο
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Σχήµα 2.2: ∆ικτυακή Αναπαράσταση του Προβλήµατος [IPTP2]

γράφηµα (directed graph) το οποίο αποτελείται από δύο επίπεδα. Ο κόµβος της
προσφοράς εφοδιάζει την συνολική Ϲήτηση κάθε περιόδου. Κάθε επίπεδο του γρα-
ϕήµατος αναπαριστά µια χρονική περίοδο. Το διµερές γράφηµα κάθε επιπέδου
αναπαριστά το δίκτυο µεταφοράς ανάµεσα στις εγκαταστάσεις της επιχείρησης και
τους πελάτες. Τόσο οι εγκαταστάσεις παραγωγής όσο και οι εγκαταστάσεις αποθε-
µατοποίησης των πελατών σε κάθε περίοδο συνδέονται µε τόξα αποθεµατοποίησης.

Στην περίπτωση όπου η αποσταλόµενη ποσότητα από µια εγκατάσταση i σε έναν
πελάτη j την περίοδο t δεν ϕτάνει απαραίτητα στον προορισµό της εγκαίρως πρέπει
να εισάγουµε µια καινούρια µεταβλητή ztij ≥ 0 η οποία ϑα εκφράζει την παραδιδό-
µενη ποσότητα στον πελάτη j από την εγκατάσταση i, ενώ η µεταβλητή xtij εκφράζει
τώρα την συνολική απεσταλµένη ποσότητα από την εγκατάσταση i στον πελάτη j την
περίοδο t. Οι περιορισµοί (2.17) και το κόστος µεταφοράς στην (2.13) ϑα πρέπει
να αλλάξουν αναλογικά και η σχέση (2.24) δεν ϑα ισχύει.

2.2.3 Μη Φθίνων Οριακό Κόστος Παραγωγής

΄Οταν µια επιχείρηση έχει στην διάθεση της διαφορετικές επιλογές παραγωγής οι
οποίες µπορούν να καταταχθούν µε ϐάση το µεταβλητό κόστος παραγωγής που
συνεπάγονται, τότε αντιµετωπίζεται η περίπτωση του µη ϕθίνοντος οριακού κό-
στους. Παράδειγµα τέτοιας περίπτωσης είναι η χρήση υπερωριακής αντί κανονικής
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εργασίας όπου συνήθως η χρήση της πρώτης συνεπάγεται συνήθως υψηλότερο µε-
ταβλητό κόστος. ΄Ενα άλλο παράδειγµα προέρχεται από την δυνατότητα χρήσης
υπο-εργολαβιών κατά την παραγωγική διαδικασία η οποία συνεπάγεται διαφορετι-
κό οριακό κόστος από ότι η παραγωγή στα πλαίσια της επιχείρησης.
Αν υποθέτουµε ότι το οριακό κόστος παραγωγής στην εγκατάσταση i είναι µία
µη-αρνητική και µονοτονικά µη-ϕθίνουσα συνάρτηση του επιπέδου παραγωγής,
δηλαδή, pti(sti) ≥ 0 και sti ≤ ŝti ⇒ pti(s

t
i) ≤ pti(ŝ

t
i). Τότε το συνολικό κόστος

παραγωγής, P t
i (s

t
i), είναι µια κυρτή συνάρτηση του επιπέδου παραγωγής sti όπου

pti(s
t
i) =

dP ti (sti)

dsti
. Συνεπώς ο όρος

∑T
t=1

∑m
i=1 p

t
is
t
i στην αντικειµενική συνάρτηση των

προτύπων [IPTP1] και [IPTP2] αντικαθίσταται από

T∑

t=1

m∑

i=1

P t
i (s

t
i). (2.25)

Τα νέα πρότυπα που προκύπτουν συµβολίζονται µε [CPTP1] και [CPTP2] αντί-
στοιχα. Μια ιδιαίτερη περίπτωση του (2.25) προκύπτει όταν η P t

i (s
t
i) είναι µια

γραµµικώς τµηµατική κυρτή συνάρτηση δηλαδή,

P t
i (s

t
i) =

L∑

`=1

cti`s
t
i`, ∀i, ∀t (2.26)

sti =
L∑

`=1

sti`, ∀i, ∀t (2.27)

0 ≤ sti` ≤ U t
i`, ∀`, ∀i, ∀t (2.28)

όπου
0 < cti1 ≤ cti2 ≤ . . . ≤ ctiL ∀i, ∀t, (2.29)

2.3 Μέθοδος Αποσύνθεσης µε ∆ιαχωρισµό ∆ραστηριοτήτων
και µη Ιεραρχικός Συντονισµός Μέσω Αλγορίθµου Υπο-
κλίτους

Η µέθοδος αποσύνθεσης µε διαχωρισµό δραστηριοτήτων [111] επιχειρεί να αποσυν-
ϑέσει ένα πρόβληµα σε σχέση µε τις δραστηριότητες που εµπεριέχει. Κατ΄ ουσίαν
η µέθοδος προσπαθεί να διαµοιράσει τις µεταβλητές που αντιστοιχούν σε συγκε-
κριµένες δραστηριότητες (και πιθανώς να διαµοιράσει και τους περιορισµούς που
περιέχουν αυτές της µεταβλητές). Στην συνέχεια εφαρµόζεται η χαλάρωσης La-
grange στον περιορισµό ισότητας ο οποίος συνδέει τις δύο µεταβλητές (την αρχική
και την διαµοιρασµένη). Η µεθοδολογία αυτή έχει αρχικά προταθεί στα πλαίσια
του µεικτού ακέραιου προγραµµατισµού µε την ονοµασία ∆ιαχωρισµός Μεταβλητών
(variable splitting) από τους [97, 98] και ανεξάρτητα από τους [78] σαν αποσύνθεση
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Lagrange για την παροχή ισχυρότερων κατώτερων ορίων από ότι αυτά της χαλάρω-
σης Lagrange. Αυτό όµως δεν ισχύει στη περίπτωση γραµµικών ή µη γραµµικών
κυρτών συναρτήσεων. Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται αποσύνθεση των ολοκλη-
ϱωµένων προτύπων αναφορικά µε της δραστηριότητες που εµπεριέχουν.
Τα προβλήµατα [IPTP1] και [CPTP1] διαφέρουν µόνο ως προς την συνάρτηση πα-
ϱαγωγής (γραµµική έναντι κυρτή και διαχωρίσιµη) κατά συνέπεια η µεθοδολογία
ϑα αναλυθεί ϐασικά σε όρους του [IPTP1].
Τα τµήµατα παραγωγής και µεταφοράς του προβλήµατος διατηρούνται µαζί από την
εξίσωση εξισορρόπισης (2.10) όπου η συνολική αποσταλόµενη ποσότητα rti εµφανί-
Ϲεται στη ίδια εξίσωση µε την ποσότητα παραγωγής sti και τα επίπεδα αποθέµατος
I t−1
i και I ti .

Εισάγοντας την µεταβλητή zti , η (2.10) αντικαθίσταται από

I t−1
i + sti − I ti − zti = 0, ∀i, ∀t (2.30)

zti = rti , ∀i, ∀t (2.31)
f ti ≥ zti ≥ 0, ∀i, ∀t (2.32)

Συνδέοντας τον πολλαπλασιαστή Lagrange λti µε τις ισότητες (2.31) και χαλαρώνον-
τας τις τελευταίες λαµβάνουµε τα κάτωθι υποπροβλήµατα Lagrange [SUB11] και
[SUB12]:

[SUB11] min

T∑

t=1

{
m∑

i=1

ptis
t
i +

m∑

i=1

λtiz
t
i +

m∑

i=1

htiI
t
i

}
(2.33)

υπό (2.30), (2.5), (2.6), (2.32) (2.34)

[SUB12] min

T∑

t=1

{
m∑

i=1

n∑

j=1

ctijx
t
ij −

m∑

i=1

λtir
t
i

}
(2.35)

υπό (2.3), (2.8), (2.7), (2.9), (2.11) (2.36)

Απόντων άλλων περιορισµών το υποπρόβληµα [SUB11] διαχωρίζεται σε m υποπρο-
ϐλήµατα ένα για κάθε εγκατάσταση, τα οποία εάν αγνοήσουµε το δείκτη i έχουν
την µορφή:

[LS1] min

T∑

t=1

{
ptst + λtzt + htI t

}
(2.37)

υπό I t−1 + st − I t − zt = 0, ∀t (2.38)
0 ≤ st ≤ ut, ∀t (2.39)
σt ≤ I t ≤ wt, ∀t (2.40)
0 ≤ zt ≤ f t, ∀t (2.41)
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1 2 3 4Io I1 I2 I3 I4

s1 s2 s3 s4

z1 z2 z3 z4

Σχήµα 2.3: ∆ικτυακή Αναπαράσταση του προβλήµατος [LS1]

Τα προβλήµατα αυτά τα οποία αντιστοιχούν σε ένα δίκτυο ανάλογο του Σχήµατος
2.3 απαιτούν λt < 0 για να αποσταλεί µία ποσότητα zt.
Αν όµως διατηρηθεί στο πρόβληµα [SUB11] η ισότητα

m∑

i=1

zti =

n∑

j=1

dtj, ∀t (2.42)

τότε αυτό δεν µπορεί να διαχωριστεί ούτε ως προς t ούτε ως προς i και η υποκείµενη
δοµή του περιγράφεται από ένα δίκτυο ανάλογο του Σχήµατος 2.4 . Η παρουσία
της (2.42) κάνει το [SUB11] πιο ουσιώδεις από πλευράς συντονισµού. Επιπλέον
οι περιορισµοί των πόρων, εάν υπάρχουν, συνεπάγονται µη-διαχωρισιµότητα του
προβλήµατος ως προς t και i.
Το υποπρόβληµα [SUB12] διαχωρίζεται σε T υποπροβλήµατα, ένα για κάθε χρονική
περίοδο, που αν αγνοήσουµε τον δείκτη t έχουν την µορφή:

[TP1] min

m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij −
m∑

i=1

λiri (2.43)

υπό
n∑

j=1

xij = ri, ∀i (2.44)

m∑

i=1

xij = dj, ∀j (2.45)

m∑

i=1

ri =
n∑

j=1

dj (2.46)

xij ≥ 0, ∀i, ∀j (2.47)
fi ≥ ri ≥ 0, ∀i (2.48)

Η δικτυακή αναπαράσταση του [TP1] ϕαίνεται στο Σχήµα 2.5.
Από διαχειριστικής άποψης, η διευθυνόµενη µέσω δραστηριότητας χαλάρωση La-
grange (activity directed Lagrangian relaxation) συνεπάγεται ότι οι αποφάσεις που
αφορούν την παραγωγή και την διατήρηση αποθεµάτων λαµβάνονται στις εγκατα-
στάσεις παραγωγής, ενώ οι αποφάσεις που αφορούν την µεταφορά λαµβάνονται
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Σχήµα 2.4: ∆ικτυακή Αναπαράσταση του προβλήµατος [SUB11] όταν ισχύει η
(2.42) (δύο εγκαταστάσεις, τέσσερις περίοδοι).

από το τµήµα διανοµής ή το γραφείο µεταφορών. Με άλλα λόγια το αντίστοιχο
τµήµα της επιχείρησης ή/και εξωτερικός συνεργάτης της επιλύουν το δικό τους
χαλαρωµένο υποπρόβληµα ανεξάρτητα µε πλήρως κατανεµηµένο τρόπο.
Η αποσύνθεση του [CPTP1] επιτυγχάνεται ακριβώς µε τον ίδιο τρόπο. Εξυπακούε-
ται ότι τα [SUB11] και [LS1] ϑα έχουν σε αυτή την περίπτωση κυρτές αντί για
γραµµικές συναρτήσεις κόστους παραγωγής και ϑα συµβολίζονται σαν [CSUB11]
και [CLS1]. ΄Οπως και προηγουµένως εάν ισχύει η (2.42) ή/και η (2.12) τότε αυτά
δεν µπορούν να αποσυνθεθούν σε υποπροβλήµατα του τύπου [CLS1]. Και στις δύο
περιπτώσεις το [TP1] παραµένει αµετάβλητο. Το δυικό πρόβληµα Lagrange είναι

[LD1] maxλ Θ(λ), (2.49)

όπου λ = [λti] και Θ(λ) = val(SUB11)+val (SUB12).
Υποθέτουµε ότι το δυικό πρόβληµα Lagrange ϐελτιστοποιείται από µία απλή διαδι-
κασία υποκλίτους [184], δηλαδή:

λ(k + 1) = λ(k) + α(k)ξ(λ(k)), για k ≥ 1, (2.50)

όπου

ξ(λ(k)) = z(k)− r(k), (2.51)
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1

Σχήµα 2.5: ∆ικτυακή Αναπαράσταση του Προβλήµατος [TP1]

α(k) ≥ 0, (2.52)
α(k) → 0, (2.53)

∞∑

k=1

α(k) = ∞, (2.54)

και όπου z(k) = [zti(k)], r(k) = [rti(k)], s(k) = [sti(k)], I(k) = [I ti (k)], και x(k) =[
xtij(k)

]
είναι οι λύσεις των [SUB11] και [SUB12] που λαµβάνονται για πολλαπλα-

σιαστές Lagrange λ(k).

Πρόταση 2.1 Ο αλγόριθµος (2.50)-(2.54) συγκλίνει µε την έννοια
limk→∞minλ∈L ‖λ(k) − λ‖ = 0 και limk→∞Θ(λ(k)) = Θ∗, όπου L είναι το σύνολο
των µέγιστων σηµείων Θ(λ), και Θ∗ είναι η ϐέλτιστη αντικειµενική στο [LD1].

Απόδειξη: Η συνάρτηση Θ(λ) είναι κυρτή, πεπερασµένη και τµηµατικώς γραµµι-
κή αφού το πρωτεύον πρόβληµα είναι γραµµικό και η εφικτή του περιοχή κλειστή
και ϕραγµένη [177, Λήµµα 5.1, σελίδα 146] και κατά συνέπεια συνεχής. Επιπλέον
η ακολουθία των υποκλίτων {ξ(λ(k))} που ορίζεται από την (2.51) είναι ϕραγµέ-
νη. Κατά συνέπεια, σύµφωνα µε το [184, Θεώρηµα 2.3, σελίδα 26]. ο αλγόριθµος
συγκλίνει. �
Εµφανώς, εφόσον οι z(k) έχουν υπολογιστεί από τον επιβλέποντα την παραγωγή και
τα αποθέµατα λύνοντας το [SUB11] ή από m επιβλέποντες για κάθε εγκατάσταση
µε την επίλυση m [LS1], η «πρόταση» για την ποσότητα που µπορεί να µεταφερθεί
την περίοδο t στέλνετε στο υπεύθυνο του τµήµατος µεταφοράς της εφοδιαστικής
αλυσίδας. Ο τελευταίος έχει ετοιµάσει την δική του πρόταση r(k) επιλύοντας το
[TP1]. ΄Απαξ γίνει ανταλλαγή αυτών των πληροφοριών, κάθε τµήµα ανεξάρτητα
και σε συνέπεια µε τα παραπάνω αξιολογεί την πρόταση του άλλου συνεργάτη
συγκρίνοντάς την µε την δική του και αν αυτές διαφέρουν δηλαδή εάν zti 6= rti ,
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ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΜΕΤΑΦΟΡΑ

ΧρόνοςΕγκαταστάσεις

zti

rti

Συντονισµός

Σχήµα 2.6: Συντονισµός σε όρους των υποπροβληµάτων Lagrange [LS1] και [TP1]

τότε υπολογίζει νέες τιµές Lagrange και προετοιµάζει νέα πρόταση επιλύοντας το
αντίστοιχο υποπρόβληµα.
Αυτή η προσπάθεια συντονισµού ανάµεσα στα µέλη της εφοδιαστικής απεικονί-
Ϲεται στο Σχήµα 2.6 όταν η παραγωγή και τα αποθέµατα εποπτεύονται από m
ϕορείς, ενώ στο Σχήµα 2.7 απεικονίζεται ο µηχανισµός συντονισµού όταν ένας
µόνο ϕορέας εµπλέκεται στο σχεδιασµό της παραγωγής και αποθεµάτων ο οποίος
επιλύει ένα [SUB11]. Αυτό που πρέπει να γίνει κατανοητό σε αυτό το σηµείο είναι
ότι η προτεινόµενη µέθοδο αντιστοιχεί σε ένα τελείως κατανεµηµένο τρόπο συντο-
νισµού όπου υπολογισµοί που συνεπάγονται οι σχέσεις (2.50)-(2.51) δεν γίνονται
από κάποιο κεντρικό επιβλέποντα αλλά κάθε µέλος της αλυσίδας υπολογίζει τις τι-
µές Lagrange που το αφορούν τελείως ανεξάρτητα. Αυτό ϐρίσκεται σε αντιδιαστολή
µε τις προηγούµενες ιεραρχικές ϑεωρήσεις της χρήσης της µεθόδου Lagrange στην
προσπάθεια διαχείρισης της εφοδιαστικής αλυσίδας (για παράδειγµα [32, 9]).

ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΜΕΤΑΦΟΡΑ

Χρόνος

zti

rti

ΣΥΝΤΟΝΙΣΜΟΣ

Σχήµα 2.7: Συντονισµός σε όρους υποπροβληµάτων Lagrange [SUB11] και [TP1]

Μπορούν όµως τα ανεξαρτήτως δρώντα µέλη να συντονίσουν τις δράσεις τους ; Είναι
γνωστό ότι η εφαρµογή της χαλάρωσης Lagrange µε την προσέγγιση του υποκλίτους
σε προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού µπορεί να οδηγήσει σε «αποτέλεσµα
ταλάντευσης» (oscillation effect). ∆ηλαδή τα υποπροβλήµατα Lagrange δεν παρά-
γουν νέες λύσεις αλλά µάλλον ταλαντεύονται ανάµεσα σε λύσεις που έχουν δηµιουρ-
γηθεί σε προηγούµενα στάδια της διαδικασίας του αλγορίθµου [177, Παράδειγµα
6.1, σελίδες 187-191]. Επιπλέον ελλείψει αυστηρούς κυρτότητας, το πέρασµα του
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ϐέλτιστου πολλαπλασιαστή Lagrange στο υποπρόβληµα δεν οδηγεί απαραίτητα σε
µία ϐέλτιστη ή ακόµα και εφικτή λύση στο πρωταρχικό πρόβληµα [12]. Συνεπώς,
τα µέλη της εφοδιαστικής αλυσίδας ϑα αποτύχουν να συντονίσουν τις αποφάσεις
τους εάν υιοθετήσουν είτε το σχέδιο του Σχήµατος 2.6 είτε του Σχήµατος 2.7 κατά
την διαδικασία εφαρµογής της µεθοδολογίας του υποκλίτους.
Στα πλαίσια της Θεωρίας Παιγνίων υπάρχει παρόµοιο ϕαινόµενο µή σύγκλησης
αποφάσεων. Το πρόβληµα αυτό αντιµετωπίζεται, µε τον γνωστό αλγόριθµο του ϕαι-
νοµενικού παιξίµατος των Brown-Robinson [165, 65], το Ϲητούµενο σηµείο ισορ-
ϱοπίας λαµβάνεται εάν αντί της ακολουθίας των αποφάσεων λάβουµε υπόψη τις
«µέσες αποφάσεις» (averaged decisions), οι οποίες κάτω από ορισµένες συνθήκες
συγκλίνουν προς αυτό. Μέσα σε αυτό το πλαίσιο, οι ταλαντεύσεις που παρατηρούν-
ται κατά την διαδικασία λήψης αποφάσεων αντιµετωπίζονται σαν µια διαδικασία
«εκµάθησης» της συχνότητας κατανοµής των αποφάσεων των µελών (παικτών) του
παιγνίου.
Σύµφωνα µε ένα λιγότερο γνωστό αποτέλεσµα του Shor [184], παρόµοιας αντιµε-
τώπισης µπορεί να υιοθετηθεί και στην χαλάρωσης Lagrange µε ϐελτιστοποίηση
υποκλίτους. ΄Οντως, εισάγοντας τα σταθµά

β(N ; k) =
α(k)∑N
ν=1 α(ν)

, (2.55)

όπου
∑N

k=1 β(N ; k) = 1 και β(N ; k) ≥ 0 για k = 1, . . . , N , και ορίζοντας τις µέσες
σταθµισµένες αποφάσεις

z(N) =
∑N

k=1 β(N ; k)z(k),

r(N) =
∑N

k=1 β(N ; k)r(k),

s(N) =
∑N

k=1 β(N ; k)s(k),

I(N) =
∑N

k=1 β(N ; k)I(k),

x(N) =
∑N

k=1 β(N ; k)x(k),





(2.56)

µπορούµε να αποδείξουµε τα παρακάτω αποτελέσµατα :

Πρόταση 2.2 Η ακολουθία {z(N)− r(N)} τείνει στο 0 καθώς N →∞, δηλαδή το
πρωτεύον πρόβληµα [IPTP1] επιλύεται από κάθε σηµείο συσσώρευσης (accumulation
point) της ακολουθίας {z(N), r(N), s(N), I(N),x(N)}.

Πρόταση 2.3 Η ακολουθία {z(N)− r(N)} τείνει στο 0 καθώς N →∞, δηλαδή το
πρωτεύον πρόβληµα [CPTP1] επιλύεται από κάθε σηµείο συσσώρευσης της ακολου-
ϑίας {z(N), r(N), s(N), I(N),x(N)}.

Οι αποδείξεις των παραπάνω προτάσεων δίνονται στο παράρτηµα της σελίδας 48.
Και πάλι, οι αποφασίζοντες µπορούν να υπολογίσουν τις µέσες σταθµισµένες απο-
ϕάσεις που τους αφορούν τελείως ανεξάρτητα.
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΄Ετσι, υιοθετώντας είτε το σχέδιο συντονισµού του Σχήµατος 2.6 είτε του σχήµατος
2.7, µπορούν µακροπρόθεσµα να εναρµονίσουν τις αποφάσεις τους καθώς «µαθαί-
νουν» την κατανοµή συχνότητας των αποφάσεων των συνεργατών τους εφόσον όλοι
ακολουθούν την διαδικασία των µέσων σταθµισµένων αποφάσεων. Το αξιοσηµείωτο
όλης αυτής της διαδικασίας είναι ότι η ανταλλαγή πληροφοριών ανάµεσα στα µέ-
λη της εφοδιαστικής αλυσίδας είναι η ελάχιστη δυνατή και περιορίζεται µόνο στην
ανταλλαγή που αφορούν ποσότητες παραγγελίας ή ποσότητες αποστολής.
Στην συνέχεια ϑα ασχοληθούµε µε το πρόβληµα [IPTP2]. Για την αποσύνθεση
του σε υποπροβλήµατα σχεδιασµού παραγωγής/αποθεµάτων/αποστολής ποσοτή-
των, σχεδιασµού µεταφοράς, και σχεδιασµού παραγγελιών/ αποθεµάτων, εκτός των
µεταβλητών zti που ικανοποιούν τις (2.30)-(2.32), εισάγονται οι µεταβλητές etj και οι
περιορισµοί (2.15) αντικαθίστανται από:

J t−1
j + etj − J tj − dtj = 0, ∀j, ∀t (2.57)

etj = gtj, ∀j, ∀t (2.58)
0 ≤ etj ≤ otj, ∀j, ∀t (2.59)

∆ιατηρώντας τους πολλαπλασιαστές λti και συνδέοντας νέους πολλαπλασιαστές µtj µε
τους περιορισµούς (2.58), λαµβάνουµε ξανά το υποπρόβληµα Lagrange [SUB11],
συν τα κάτωθι υποπροβλήµατα Lagrange [SUB22] και [SUB23]:

[SUB22) min
T∑

t=1

{
n∑

j=1

qtjJ
t
j +

n∑

j=1

µtje
t
j

}
(2.60)

υπό (2.57), (2.59), (2.18), (2.20) (2.61)

[SUB23] min

T∑

t=1

{
m∑

i=1

n∑

j=1

ctijxij −
m∑

i=1

λtir
t
i −

n∑

j=1

µtjg
t
j

}
(2.62)

υπό (2.16), (2.17), (2.21), (2.22), (2.23), (2.24) (2.63)

Το πρόβληµα [SUB22] αποσυντίθεται σε n υποπροβλήµατα ένα για κάθε πελάτη :

(LS2) min
T∑

t=1

{
qtJ t + µtet

}
(2.64)

υπό J t−1 + et − J t − dt = 0, ∀t (2.65)
πt ≤ J t ≤ vt, ∀t (2.66)
0 ≤ et ≤ ot, ∀t (2.67)

Αν και το [LS2] οµοιάζει µε το [LS1], εξαιτίας της παρουσίας της σταθερής Ϲήτησης
dt έχει περισσότερο νόηµα καθώς παραγγελία ποσότητας et > 0 µπορεί να τεθεί για
την ικανοποίηση της ακόµα και αν το µt > 0.
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Το πρόβληµα [SUB23] διαιρείται σε T υποπροβλήµατα ένα για κάθε χρονική περί-
οδο.

[TP2] min
m∑

i=1

n∑

j=1

cijxij −
m∑

i=1

λiri −
n∑

j=1

µjgj (2.68)

υπό
n∑

j=1

xij = ri, ∀i (2.69)

m∑

i=1

xij = gj, ∀j (2.70)

m∑

i=1

ri =

n∑

j=1

gj (2.71)

xij ≥ 0, ∀i, ∀j (2.72)
fi ≥ ri ≥ 0, ∀i (2.73)
oj ≥ gj ≥ 0, ∀j (2.74)

Προφανώς το TP2 είναι ένα πρόβληµα κυκλικής ϱοής ελαχίστου κόστους ( mincost
circulation flow problem) όπως αυτό του Σχήµατος 2.8. Το πρόβληµα έχει σηµασία
όσο υπάρχουν ϑετικά λi και µj.

1

2

3

4

2

1

g4

g3

g2

g1

r2

r1

Σχήµα 2.8: ∆ικτυακή Αναπαράσταση του προβλήµατος [TP2]

Η διαδικασία συντονισµού µπορεί να οριστεί όπως και στην περίπτωση του προβλή-
µατος [IPTP1]. ΄Οµως στην παρούσα περίπτωση οι πελάτες εισέρχονται άµεσα στο
παίγνιο, όπως απεικονίζεται και στο Σχήµα 2.9. Κατά συνέπεια οι πελάτες ϑέτουν
«δοκιµαστικές» παραγγελίες etj µονάδων , ο υπεύθυνος του τοµέα µεταφοράς απαντά
ϑέτοντας gtj µονάδες προς παράδοση, ο υπεύθυνος παραγωγής (ένας εάν επιλύεται
το υποπρόβληµα [SUB11] ή περισσότεροι εάν επιλύονται τα υποπροβλήµατα [LS1])
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Ϲητά την αποστολή zti µονάδων και ο τοµέα µεταφοράς ανταποκρίνεται ορίζοντας
rti µονάδες παραλαβής. ΄Ολη αυτή η διαδικασία γίνεται ανεξάρτητα, ταυτόχρονα,
και χωρίς την ανταλλαγή καµίας άλλης πληροφορίας. Είναι εύκολο να διαπιστωθεί

ΜΕΤΑΦΟΡΑ ΖΗΤΗΣΗ

Πελάτες

ΣΥΝΤΟΝΙΣΜΟΣΠΑΡΑΓΩΓΗ
zti

rti

Χρόνος

ΣΥΝΤΟΝΙΣΜΟΣ
gtj

etj

Σχήµα 2.9: Συντονισµός σε όρους των υποπροβληµάτων Lagrange [SUB11], [TP2]
και [LS2]

ότι τα µέλη της εφοδιαστικής αλυσίδας µπορούν να συντονιστούν σε όρους µέσων
σταθµισµένων αποφάσεων, δηλαδή αποτελέσµατα αντίστοιχα των προτάσεων (2.1-
2.3) µπορούν να διατυπωθούν και για το πρόβληµα [IPTP2]

2.4 Μη-Ιεραρχικός Συντονισµός µε Χρήση της Επαυξηµένης
Συνάρτησης Lagrange

Η εφαρµογή της επαυξηµένης µεθόδου Lagrange [17, 122] σε συνδυασµό µε την
µέθοδο αποσύνθεσης µε διαχωρισµό δραστηριοτήτων της ενότητας (2.3) στο πρό-
ϐληµα [IPTP1] οδηγεί στο κάτωθι υποπρόβληµα:

Θτ1(λ) =

min
[s,x,I,z,r]

L(λ, s,x, I, z, r) =

T∑

t=1

{
m∑

i=1

ptis
t
i +

m∑

i=1

n∑

j=1

ctijx
t
ij +

m∑

i=1

htiI
t
i

+
m∑

i=1

λtiz
t
i −

m∑

i=1

λtir
t
i

+
τ1

2

m∑

i=1

(
zti − rti

)2

}
(2.75)

υπό I t−1
i + sti − I ti − zti = 0, ∀i, ∀t (2.76)
n∑

j=1

xtij = rti , ∀i, ∀t (2.77)

m∑

i=1

xtij = dtj, ∀j, ∀t (2.78)
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0 ≤ rti ≤ f ti , ∀i, ∀t (2.79)
0 ≤ zti ≤ f ti , ∀i, ∀t (2.80)
0 ≤ sti ≤ uti, ∀i, ∀t (2.81)
σti ≤ I ti ≤ wti , ∀i, ∀t (2.82)
0 ≤ xtij, ∀i, ∀j, ∀t (2.83)

στο οποίο υποτίθεται ότι ισχύει η (2.11) και µπορεί να περιλαµβάνονται και οι
περιορισµοί πόρων (2.12).
Το δυικό πρόβληµα της επαυξηµένης µεθόδου Lagrange είναι :

[ALD1] maxλ Θτ1(λ), (2.84)

όπου λ = [λti].

Πρόταση 2.4 Το πρόβληµα [ALD1] έχει ϐέλτιστη λύση. Επιπλέον, για κάθε ϐέλτι-
στη λύση του [IPTP1] και για κάθε ϐέλτιστη λύση του [ALD1] ισχύει η ισότητα στις
ϐέλτιστες τιµές των αντικειµενικών συναρτήσεων δηλαδή val[ALD1] = val[IPTP1].
Επιπρόσθετα εάν λ∗ είναι µία ϐέλτιστη λύση του [ALD1] τότε η εκτίµηση του Θτ1(λ∗)
παρέχει µία ϐέλτιστη λύση στο [IPTP1].

Απόδειξη: Το συµπέρασµα αυτό εξάγεται από το γεγονός ότι οι περιορισµοί (2.77)-
(2.83), που µπορούν να επεκταθούν και από τους (2.11) και (2.12), ορίζουν ένα
ϕραγµένο πολύεδρο, και από το γεγονός ότι το [ALD1] αντιστοιχεί στο δυικό πρό-
ϐληµα Lagrange του [IPTP1] το οποίο στην συγκεκριµένη περίπτωση επαυξάνεται
µε τον τετραγωνικό όρο της ποινής

τ1

2

T∑

t=1

m∑

i=1

(zti − rti).2 (2.85)

�
Η Πρόταση 2.4 συνεπάγεται ότι η εύρεση µίας ϐέλτιστης λύσης λ∗ και η εκτίµηση
του Θτ1(λ∗) προµηθεύουν µια ϐέλτιστη λύση στο [IPTP1]. Τότε για την επίλυση
του προβλήµατος [ALD1] µπορούν να χρησιµοποιηθούν επαναλήψεις της µορφής
[17, 122]:

[s(k),x(k), I(k), z(k), r(k)] = arg min
[s,x,I,z,r]

L(λ(κ), s,x, I, z, r) (2.86)

λ(k + 1) = λ(k) + τ1(k) (z(k)− r(k)) , (2.87)

Αφού το [IPTP1] είναι ένα γραµµικό πρόβληµα ισχύει το παρακάτω αποτέλεσµα
[23, σελίδα 245]:

Πρόταση 2.5 Η µέθοδος των πολλαπλασιαστών (2.86)-(2.87) συγκλίνει σε µια ϐέλ-
τιστη λύση του [ALD1] σε πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων.
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Κατά συνέπεια, από την Πρόταση 2.4 και 2.5 προκύπτει ότι η µέθοδος των πολ-
λαπλασιαστών (2.86)-(2.87) παρέχει µια ϐέλτιστη λύση στο [IPTP1] ύστερα από
πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων.
Στην περίπτωση του προβλήµατος [CPTP1], η διαχωρίσιµη κυρτή συνάρτηση πα-
ϱαγωγής (2.25) εµφανίζεται στην αντικειµενική συνάρτηση του υποπροβλήµατος
(2.75) στην ϑέση του γραµµικού όρου

∑T
t=1

∑m
i=1 p

t
is
t
i. Σε αυτή την περίπτωση αν

και η Πρόταση 2.4 ισχύει, η µέθοδος των πολλαπλασιαστών δεν συγκλίνει απα-
ϱαίτητα ύστερα από πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων. Αντ΄ αυτού µπορεί να
αποδειχθεί ότι η ακολουθία {λ(k)} των πολλαπλασιαστών Lagrange που δηµιουρ-
γείται από την µέθοδο συγκλίνει στην ϐέλτιστη λύση του δυικού προβλήµατος και
ότι κάθε σηµείο συσσώρευσης της ακολουθίας [{s(k),x(k), I(k), z(k), r(k)]} είναι
µια ϐέλτιστη λύση του πρωταρχικού προβλήµατος [CPTP1] [17, 23, 122].
Αυτό που διακρίνει το επαυξηµένο πρόβληµα Lagrange (2.75)-(2.83) από το αντί-
στοιχο της προηγούµενης παραγράφου είναι η παρουσία του τετραγωνικού όρου
ποινής (2.85) ο οποίος επιβάλει την µη-διαχωρησιµότητα του προβλήµατος τόσο ως
προς t όσο και ως προς i αν και οι περιορισµοί παραµένουν διαχωρίσιµοι. Υπάρχουν
τουλάχιστον δύο τρόποι για την επιβολή διαχωρισιµότητας· η κυκλική προσέγγιση
που συνεπάγεται η µέθοδο Gauss-Seidel [23] και η παράλληλη προσέγγιση που
συνεπάγεται η µη-γραµµική µέθοδος Jacobi [168].
Στην προσέγγιση Gauss-Seidel για δεδοµένο λ(k), το τµήµα (τµήµατα) παραγωγής
ϑέτει (ϑέτουν) αρχικά (ν = 1) τις ποσότητες zti(ν, k) προς αποστολή, και το τµήµα
µεταφοράς, ϑεωρώντας αυτές τις ποσότητες δεδοµένες, επιλύει για κάθε περίοδο
t το υποπρόβληµα [QTP1] το οποίο ορίζεται σαν το υποπρόβληµα [TP1] µε την
προσθήκη του όρου της ποινής, ανταποκρίνεται δηλαδή προτείνοντας ποσότητες
rti(ν, k). Αυτές οι ποσότητες στην συνέχεια µεταφέρονται πίσω στο τµήµα (τµήµα-
τα) παραγωγής, που µε την σειρά του επιλύει (επιλύουν) είτε ένα υποπρόβληµα
[QSUB11], το οποίο ορίζεται σαν το υποπρόβληµα [SUB11] µετά την προσθήκη της
τετραγωνική ποινής, είτεm υποπροβλήµατα [QLS1], τα οποία ορίζονται σαν το υπο-
πρόβληµα [LS1] µετά την προσθήκη της ποινής, ϑεωρώντας τις ποσότητες rti(ν, k)
δεδοµένες, για να προτείνει ποσότητες zti(ν + 1, k) προς αποστολή. Αυτή η διαδι-
κασία επαναλαµβάνεται µέχρι να επιλυθεί το επαυξηµένο υποπρόβληµα Lagrange
Θτ1(λ(k)). Μετά την επίλυση του υποπροβλήµατος οι πολλαπλασιαστές ενηµερώ-
νονται σύµφωνα µε τη (2.87) και η διαδικασία επαναλαµβάνεται. ΄Οπως και στην
περίπτωση της µεθοδολογίας του υποκλίτους, οι πολλαπλασιαστές Lagrange µπο-
ϱούν να υπολογιστούν από κάθε τµήµα ανεξάρτητα και σύµφωνα µε την διαδικασία
που αναφέρθηκε παραπάνω και εποµένως δεν είναι απαραίτητη η ύπαρξη ενός κεν-
τρικού οργανισµού ο οποίος ϑα συντονίζει την διαδικασία. Στην ακραία περίπτωση
ο αριθµός των επαναλήψεων περιορίζεται σε µια. Το ν δηλαδή δεν αυξάνει πάνω
από το 1. Επακόλουθο είναι τότε η µέθοδος εναλλακτικών κατευθύνσεων (alterning
direction) [23].
Η διαδικασία συντονισµού που αναφέρθηκε µπορεί να αναπαρασταθεί γραφικά
από τα Σχήµατα 2.6 και 2.7. Βέβαια, αν και τα τµήµατα δρουν ανεξάρτητα µόλις
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µάθουν τις προτάσεις των συνεργατών τους, πρέπει να περιµένουν την σειρά τους για
να τοποθετήσουν τις προτάσεις τους για τις ποσότητες που πρέπει να µεταφερθούν.
Στην διαδικασία Jacobi για δεδοµένο λ(k), και ανεξάρτητες αρχικές (ν = 1) προτά-
σεις zti(ν, k) rti(ν, k) κάθε ένα από τα τµήµατα επιλύει ανεξάρτητα το υποπρόβληµα
[QTP1] και [QSUB11] (ή [QLS1]) αντίστοιχα για να προετοιµάσει νέα προσχέδια
προτάσεων ή «προ-προτάσεις» (pre-suggestions) ẑti(ν, k) και r̂ti(ν, k) ΄Αν αυτά δεν
συµπίπτουν τότε τα τµήµατα προχωρούν στον υπολογισµό νέων δοκιµαστικών πο-
σοτήτων χρησιµοποιώντας το κάτωθι σχέδιο υποχαλάρωσης (under-relaxation sche-
me):

zti(ν + 1, k) = zti(ν, k) + ρ
(
ẑti(ν, k)− zti(ν, k)

)
, (2.88)

rti(ν + 1, k) = rti(ν, k) + ρ
(
r̂ti(ν, k)− rti(ν, k)

)
, (2.89)

όπου η παράµετρος υποχαλάρωσης ρ ικανοποιεί την ανισότητα :

0 < ρ < 1. (2.90)

Η διαδικασία Jacobi επαναλαµβάνεται για ν = ν + 1 µέχρι να επιλυθεί το επαυ-
ξηµένο πρόβληµα Lagrange Θ(λ(k)). Στην συνέχεια, αφού γίνει η ενηµέρωση των
πολλαπλασιαστών σύµφωνα µε την (2.87), η συνολική διαδικασία επαναλαµβάνε-
ται.

Πρόταση 2.6 Η διαδικασία Jacobi όπως περιγράφηκε παραπάνω ορίζει µια ακολου-
ϑία {[s(ν, k),x(ν, k), I(ν, k), z(ν, k), r(ν, k)]} κάθε σηµείο συσσώρευσης της οποίας
είναι µια λύση στο υποπρόβληµα Θτ1(λ(k)). Επιπλέον το Θτ1(λ(ν, k)) προσεγγίζει το
Θτ1(λ(k)) µε τετραγωνικό ϱυθµό σύγκλισης.

Απόδειξη: ∆εδοµένου ότι το [IPTP1] είναι γραµµικό και αφού οι χαλαρωµένοι
περιορισµοί zti−rti = 0 αντιστοιχούν σε µια µήτρα συντελεστών που αποτελείται από
δύο διαγώνια τµήµατα (blocks), ο µέγιστος αριθµός των τµηµάτων που συνδέονται
από έναν απλό περιορισµό, µειωµένος κατά ένα, είναι 1. ΄Αρα, η εγκυρότητα της
πρότασης απορρέει από τα αποτελέσµατα στο [168]. Στην περίπτωση του [CPTP1],
η σύγκλιση µε τετραγωνικό ϱυθµό επιτυγχάνεται µόνο όταν το κόστος παραγωγής
στην ( 2.25) είναι τετραγωνική συνάρτηση. �
Η συγκεκριµένη διαδικασία συντονισµού της εφοδιαστικής αλυσίδας, µοιάζει πε-
ϱισσότερο µε αυτή που προτείνεται στα Σχήµατα 2.6 και 2.7, αφού τα τµήµατα που
απαρτίζουν την εφοδιαστική αλυσίδα, αµέσως µόλις γίνουν γνωστές οι προτάσεις
των συνεργατών τους, δρουν ανεξάρτητα το ένα από το άλλο, σύµφωνα µε τις προ-
διαγραφές των επαναλήψεων της διαδικασίας Jacobi και µπορούν ανεξάρτητα να
ενηµερώσουν τους πολλαπλασιαστές Lagrange σύµφωνα µε την (2.87).
Είναι πιθανό να κατασκευαστεί µία διαδικασία συντονισµού Gauss-Seidel στην
οποία τα µέλη της εφοδιαστικής δεν είναι απαραίτητα να ακολουθούν κάποια συγ-
κεκριµένη σειρά κατά την διαδικασία λήψης αποφάσεων. Για το λόγο αυτό πρέπει
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εισάγουµε µια επιπλέον µη περιορισµένη µεταβλητή ωti και να εξισώσουµε τις µε-
ταβλητές zti και rti µε αυτήν, στην συνέχεια να χαλαρώσουµε τους συνεπαγόµενους
περιορισµούς ισότητας ωti = zti και ωti = rti. Με αυτό τον τρόπο λαµβάνεται το
ακόλουθο επαυξηµένο πρόβληµα Lagrange [23, σελίδες 246-247]:

Θτ1(λ) =

min
[s,x,I,z,r,ω]

L(λ, s,x, I, z, r,ω) =

T∑

t=1

{
m∑

i=1

ptis
t
i +

m∑

i=1

n∑

j=1

ctijx
t
ij +

m∑

i=1

htiI
t
i

+
m∑

i=1

(
λti + µti

)
ωti −

m∑

i=1

λtir
t
i −

m∑

i=1

µtiz
t
i

+
τ1

2

m∑

i=1

(
ωti − rti

)2

+
τ1

2

m∑

i=1

(
ωti − zti

)2

}
(2.91)

υπό (2.76)− (2.83), (2.92)

όπου υποτίθεται ότι ισχύει η σχέση (2.11) και πιθανώς να περιλαµβάνονται περιο-
ϱισµοί στην χρήση παραγωγικών πόρων (2.12).
Για δεδοµένους πολλαπλασιαστές λ(k), πρώτα εκχωρούνται ποσότητες στις µετα-
ϐλητές ωti οι οποίες υπολογίζονται από το µέσο άθροισµα των µεταβλητών zti(k − 1)
και rti(k − 1) σύµφωνα µε την σχέση

ωti(k) =
zti(k − 1)− rti(k − 1)

2
− λti(k) + µti(k)

2τ1(k)
(2.93)

και εν συνεχεία υπολογίζονται νέες προτάσεις για τις µεταβλητές zti(k) και rti(k) από
τα αντίστοιχα τµήµατα. Ο υπολογισµός των νέων προτάσεων γίνεται ανεξάρτητα σε
κάθε τµήµα αφού το επαυξηµένο πρόβληµα Lagrange διαχωρίζεται σε προβλήµατα
που αντιστοιχούν στα προηγούµενα [QTP1] και [QSUB11]. Προφανώς όχι µόνο η
(2.87) αλλά και η (2.93) µπορεί να εκτιµηθεί ανεξάρτητα από τα αντίστοιχα τµήµα-
τα αµέσως µόλις οι προτάσεις των συνεργατών τους γίνονται διαθέσιµες σε αυτούς.
΄Αρα, τα τµήµατα µπορούν να συντονιστούν σύµφωνα µε την διαδικασία που εµ-
ϕανίζεται στα Σχήµατα 2.6 και 2.7 µε την απλή δηλαδή ανταλλαγή πληροφοριών
που αφορούν µόνο ποσότητες και χωρίς κάποια συγκεκριµένη επίβλεψη ή καµία
επιβαλλόµενη σειρά στην διαδικασία λήψης αποφάσεων.
Είναι εµφανές ότι η περιγραφόµενη έως τώρα διαδικασία διατηρεί τις ιδιότητες της
όταν εφαρµόζεται στο πρόβληµα [CPTP1] και ότι αυτές µπορούν εύκολα να επεκτα-
ϑούν στην περίπτωση των προβληµάτων [IPTP2] και [CPTP2] όπου η διαδικασία
συντονισµού του Σχήµατος 2.9 σε µεγάλο ϐαθµό διατηρείται και οι ερµηνείες που
δόθηκαν παραπάνω εξακολουθούν να ισχύουν.



Ενότητα 2.5: Ιεραρχικός Συντονισµός µέσω της αποσύνθεσης Dantzig-Wolfe 35

2.5 Ιεραρχικός Συντονισµός µέσω της αποσύνθεσης Dantzig-
Wolfe

Ο ιεραρχικός συντονισµός που παρέχεται από την µέθοδο αποσύνθεση Dantzig-
Wolfe έχει ευρέως ερµηνευτεί από την σχετική ϐιβλιογραφία σε όρους µίας ιεραρ-
χικά οργανωµένης αλλά αποκεντρωµένης επιχείρησης [93, 100]. Στην παρούσα
ενότητα χρησιµοποιείται για να δείξει την διαφορά ανάµεσα στον ιεραρχικό και τον
οριζόντιο συντονισµό στα πλαίσια της εφοδιαστικής αλυσίδας.
Αν υποτεθεί ότι υπάρχουν διαθέσιµες N λύσεις [s(k),x(k), I(k), r(k), z(k)], k =
1, . . . , N των προβληµάτων [SUB11] και [SUB12], τότε το περιορισµένο κυρίαρχο
πρόβληµα Dantzig-Wolfe προτυποποιείται ως :

[RMP1] min

N∑

k=1

β(N ; k)
{
pT s(k) + cTx(k) + hT I(k)

}
(2.94)

υπό
N∑

k=1

β(N ; k) = 1 (2.95)

N∑

k=1

β(N ; k) (z(k)− r(k)) = 0 (2.96)

β(N ; k) ≥ 0, ∀k (2.97)

∆ηλαδή, το [RMP1] προσπαθεί να δηµιουργήσει ένα σηµείο [s(N),x(N), I(N),
r(N), z(N)], σύµφωνα µε τους περιορισµούς (2.95) και (2.97) σαν τον κυρτό συν-
δυασµό των N λύσεων των υποπροβληµάτων, που να είναι εφικτό στις ισότητες
απαιτώντας την ικανοποίηση του περιορισµού (2.96):

z(N) =
∑N

k=1 β(N ; k)z(k),

r(N) =
∑N

k=1 β(N ; k)r(k),

s(N) =
∑N

k=1 β(N ; k)s(k),

I(N) =
∑N

k=1 β(N ; k)I(k),

x(N) =
∑N

k=1 β(N ; k)x(k),





(2.98)

Σαφώς, η (2.98) είναι παρόµοια µε την (2.56), η διαφορά τους έγκειται µόνο στον
τρόπο µε τον οποίο υπολογίζονται τα σταθµά στον κυρτό συνδυασµό. Επιπλέον,
το σηµείο που ορίζετε από την (2.98) είναι εφικτό για το [IPTP1], όταν υπάρχουν
εφικτά σταθµά β(N ; k) ενώ αυτό δεν είναι απαραίτητο για το σηµείο που ορίζετε
από την (2.56). Συγκεκριµένα εάν ένα εφικτό σηµείο [s(0),x(0), I(0), r(0), z(0)]
είναι γνωστό τότε αυτό µπορεί να περιληφθεί στο [IPTP1] επιτρέποντας το k να
εκτείνετε από το 0 στο N . Εποµένως το σηµείο της (2.98) παρέχει ένα άνω όριο
(ubd) για την ϐέλτιστη λύση του [IPTP1].
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Το πρόβληµα [RMP1] µπορεί να περιλάβει οποιουσδήποτε µη χαλαρωµένους πε-
ϱιορισµούς οι οποίοι δεν περιλαµβάνονται στα υποπροβλήµατα. Για παράδειγµα οι
περιορισµοί στην χρήση πόρων (2.12) ή/και οι περιορισµοί (2.42) µπορούν να πε-
ϱιληφθούν στο [RMP1] επιβάλλοντας έτσι στο SUB11 να διαχωριστεί σε απλούστερα
υποπροβλήµατα LS1.
Αν λ(Ν) = [λti(N)] είναι οι δυικές µεταβλητές που αντιστοιχούν στους περιορισµούς
(2.96) του γραµµικού προβλήµατος [RMP1] και γ(N) η δυική µεταβλητή του πε-
ϱιορισµού της κυρτότητα (2.95), τότε η µέθοδος Dantzig-Wolfe αντιστοιχεί σε µία
διαδικασία συντονισµού µέσω τιµής (price directive coordination approach) όπου
ο επικεφαλής συντονισµού στην διάρκεια της επανάληψης k λαµβάνει πληροφορί-
ες από το τµήµα µεταφοράς για την ποσότητα που r(k) = [rti(k)] που µπορεί να
µεταφερθεί από την εγκατάσταση i την περίοδο t και από τον υπεύθυνο της εγκα-
τάστασης i για την ποσότητα z(k) = [zti(k)] που µπορεί να παραχθεί την περίοδο t.
Ο συντονιστής κάνει την καλύτερη χρήση των πληροφοριών που έχει για τις συγ-
κεκριµένες ποσότητες. ∆ηλαδή κατά την ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους
λαµβάνει υπόψη όλους τους κυρτούς συνδυασµούς των διαφορών z(k) − r(k), η
διαδικασία αυτή του παρέχει όλα τα σύνολα των εφικτών ποσοτήτων για τα τµήµατα
των υπόλοιπων εγκαταστάσεων.
Ο υπεύθυνος συντονισµού για να ελέγξει την παραπάνω περιγραφή παρέχει στο
κάθε τµήµα τις ϐέλτιστες τιµές των προσφεροµένων ποσοτήτων όπως αυτές περι-
γράφονται από το δυικό διάνυσµα λ(Ν). Καθένα από τα σχετικά τµήµατα αντα-
ποκρίνεται επιλύοντας το δικό του υποπρόβληµα Lagrange και έτσι προετοιµάζουν
νέες προτάσεις ποσοτήτων r(N+1) και z(N+1) οι οποίες στην συνέχεια διαβιβάζον-
ται στον κεντρικό συντονιστή. Ο οποίος αφού συλλέξει τις απαραίτητες πληροφορίες
για τις ποσότητες από όλα τα τµήµατα καθορίζει νέες τιµές για τις ποσότητες που
πρέπει να αποσταλούν επιλύοντας το περιορισµένο κυρίαρχο πρόβληµα [RMP1], οι
οποίες µε την σειρά τους µεταβιβάζονται πίσω στα αντίστοιχα τµήµατα. Καθώς τα
τµήµατα ενηµερώνουν τις προτεινόµενες προτάσεις τους λαµβάνουν υπόψη έµµεσα
τις αντιδράσεις των συνεργατών τους σε αυτές, εξαιτίας των νέων τιµών. Ο ϱόλος του
κεντρικού συντονιστή είναι να µετρήσει τις διαφορές στις προτεινόµενες ποσότητες
και να ανανεώσει τις τιµές ϐασιζόµενος στις παρούσες και παρελθοντικές διαφορές
επιλύοντας το περιορισµένο κυρίαρχο πρόβληµα [RMP1].
Εάν το [SUB11] αποσυντίθεται σεm υποπροβλήµατα [LS1], ένας ιεραρχικός συντο-
νισµός ο οποίος περιγράφεται στο Σχήµα 2.10 προκύπτει στην ϑέση του οριζόντιου
συντονισµού που προτείνεται από το Σχήµα 2.6. Εάν από την άλλη πλευρά στο
[SUB11] εµπεριέχονται περιορισµοί που επιβάλουν την αδιαιρετότητα του, ο ιεραρ-
χικός συντονισµός που προτείνετε από το Σχήµα 2.11 αντικαθιστά τον οριζόντιο
συντονισµό του Σχήµατος 2.7.
Οι νέες προτάσεις z(N + 1) και r(N + 1) από τα τµήµατα εκτιµούνται από τον συν-
τονιστή της εφοδιαστικής αλυσίδας για να εξακριβώσει εάν µπορούν να ϐελτιώσουν
το συνολικό κόστος του συστήµατος. Η εκτίµηση αυτή στηρίζεται στο ακόλουθο
αποτέλεσµα:
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ΠΑΡΑΓΩΓΗ

Εγκαταστάσεις

ΜΕΤΑΦΟΡΑ

Χρόνος

ΚΕΝΤΡΙΚΟΣ ΣΥΝΤΟΝΙΣΜΟΣ

rtizti

λti λti

Σχήµα 2.10: Ιεραρχικός Συντονισµός µέσω Τιµών ϐάση των υποπροβληµάτων [LS1]
και [TP1]

Πρόταση 2.7 Εάν γ(N) είναι η ϐέλτιστη σκιώδης τιµή του περιορισµού της κυρτότη-
τας στο περιορισµένο κυρίαρχο πρόβληµα [RMP1] και λ(N) οι ϐέλτιστες δυικές τιµές
των περιορισµών (2.96) και εάν β(N ; k) > 0 για κάποιο k, τότε

γ(N) = pT s(k) + hT I(k) + cTx(k)− λ(N)T (z(k)− r(k)) (2.99)

Απόδειξη: Απορρέει από το γεγονός ότι το οριακό κόστος των ϐασικών µεταβλητών
είναι µηδέν. �

Πρόταση 2.8 Το γ(N) παρέχει ένα άνω όριο (ubd) για την ϐέλτιστη αντικειµενική
τιµή του [IPTP1].

Απόδειξη: Επακόλουθο της ισχυράς δυϊκότητας και της µορφής του [RMP1]. �

Πρόταση 2.9 Ας είναι z(N + 1) και r(N + 1) οι προτάσεις που λαµβάνονται επι-
λύοντας τα υποπροβλήµατα Lagrange [SUB11] και [SUB12] για λ = λ(N). Εάν

pT s(N + 1) + hT I(N + 1) + cTx(N + 1)

−λ(N)T (z(N + 1)− r(N + 1)) < γ(N) (2.100)

τότε οι ποσότητες z(N+1) και r(N+1) µπορούν να χρησιµοποιηθούν από τον κεντρικό
συντονιστή για να µειώσει το συνολικό κόστος στο περιορισµένο κυρίαρχο πρόβληµα
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ΜΕΤΑΦΟΡΑ

Χρόνος

ΚΕΝΤΡΙΚΟΣ ΣΥΝΤΟΝΙΣΜΟΣ

rtizti

λti λti

ΠΑΡΑΓΩΓΗ

Σχήµα 2.11: Ιεραρχικός Συντονισµός µέσω Τιµών ϐάση των υποπροβληµάτων
[SUB11] και [TP1]

[RMP1] επεκτείνοντας το πρόβληµα µε την στήλη




pT s(N + 1) + hT I(N + 1) + cTx(N + 1)
z(N + 1)− r(N + 1)

1


 (2.101)

Απόδειξη: Η πρόταση αυτή απορρέει από το γεγονός ότι η (2.100) συνεπάγεται
ότι το οριακό της κόστος της στήλης (2.101) είναι αρνητικό και κατά συνέπεια είναι
υποψήφια για είσοδο στην τρέχουσα ϐέλτιστη ϐάση του περιορισµένου κυρίαρχου
προβλήµατος [RMP1]. �

Πρόταση 2.10 Εάν ισχύει ισότητα στην σχέση (2.100) τότε ο συντονιστής καταλήγει
στο συµπέρασµα ότι οι

r(N) =

N∑

k=1

β(N ; k)r(k) = z(N) (2.102)

είναι οι ϐέλτιστες ποσότητες που πρέπει να αποσταλούν και ότι οι

s(N) =

N∑

k=1

β(N ; k)s(k) (2.103)
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I(N) =
N∑

k=1

β(N ; k)I(k) (2.104)

x(N) =

N∑

k=1

β(N ; k)x(k) (2.105)

καθορίζουν το ϐέλτιστο επίπεδο παραγωγής και αποθεµάτων καθώς και το ϐέλτιστο
πρότυπο µεταφοράς που ελαχιστοποιούν το συνολικό κόστος του συστήµατος.

Απόδειξη: Συνεπάγεται από το γεγονός ότι σε όρους γραµµικού προγραµµατισµού
το οριακό κόστος της νέας στήλης (2.101) είναι µηδέν. Κατά συνέπεια ο συντονι-
στής µπορεί να συµπεράνει ότι έχει τις απαιτούµενες πληροφορίες για τις εφικτές
ποσότητες που προτείνουν τα εµπλεκόµενα τµήµατα επειδή αυτά δεν µπορούν να
µεταβιβάσουν προτάσεις οι οποίες ϑα µπορούσαν σύµφωνα µε την (2.100) να µειώ-
σουν το συνολικό κόστος του συστήµατος στο περιορισµένο κυρίαρχο πρόβληµα
[RMP1]. �
Είναι γνωστό ότι κάτω από την υπόθεση του µη-εκφυλισµού (non-degeneration
assumption) η διαδικασία συντονισµού που στηρίζεται στην µέθοδο Dantzig-Wolfe
συγκλίνει σε µια ϐέλτιστη λύση του πρωταρχικού προβλήµατος [IPTP1] ύστερα από
πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων, δηλαδή µεταβολών στην επίλυση του περιορι-
σµένου κυρίαρχου προβλήµατος και των υποπροβληµάτων Lagrange, επειδή κάθε
ϕορά που επιλύεται ένα πρόβληµα [RMP1], µια καινούρια στήλη (2.101), που αν-
τιστοιχεί σε µία νέα λύση ακρότατου από τα υποπροβλήµατα προστίθεται σύµφωνα
µε την (2.100). Ο αριθµός αυτών των ακρότατων είναι περιορισµένος.
Η διαδικασία µπορεί να επεκταθεί και στην περίπτωση του προβλήµατος [IPTP2].
Σε αυτή όµως την περίπτωση ϑα πρέπει να χρησιµοποιηθούν δύο περιορισµοί κυρ-
τότητας στο περιορισµένο κυρίαρχο πρόβληµα του κεντρικού συντονιστή :

[RMP2] min
N∑

k=1

β(N ; k)
{
pT s(k) + cTx(k) + hT I(k)

}

+

M∑

`=1

δ(M ; `)
{
qTJ(`)

}
(2.106)

υπό
N∑

k=1

β(N ; k) = 1 (2.107)

M∑

`=1

δ(M ; `) = 1 (2.108)

N∑

k=1

β(N ; k) (z(k)− r(k)) = 0 (2.109)
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M∑

`=1

δ(M ; `) (e(`)− g(`)) = 0 (2.110)

β(N ; k) ≥ 0, ∀k (2.111)
δ(M ; `) ≥ 0, ∀` (2.112)

Η αντίστοιχη διαδικασία συντονισµού απεικονίζεται στο σχήµα 2.12.

ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΜΕΤΑΦΟΡΑ

ΚΕΝΤΡΙΚΟΣ ΣΥΝΤΟΝΙΣΜΟΣ

ΖΗΤΗΣΗ

Χρόνος Πελάτες

zti λti
λti

µti

rti

gtj

µtj etj

Σχήµα 2.12: Ιεραρχικός Συντονισµός µέσω Τιµών ϐάση των υποπροβληµάτων
[SUB11],[LS2] και [TP2]

Παρατηρούµε ότι το [RMP2] έχει έναν περιορισµό κυρτότητας για κάθε διεπαφή
συντονισµού της οριζόντιας προσέγγισης. Επιπλέον σε κάθε επανάληψη δύο υπο-
ψήφιες στήλες δηµιουργούνται από τα υποπροβλήµατα [SUB11], [SUB22], και
[SUB23] ή τα αντίστοιχα [LS1], [LS2] και [TP2]:



pT s(N + 1) + hT I(N + 1) + cTx(N + 1)
1
0

z(N + 1)− r(N + 1)
0







qTJ(M + 1)
0
1
0

e(M + 1)− g(M + 1)




Εµφανώς η πρώτη αντιστοιχεί στον τύπο της στήλης (2.101). Αφού δεν είναι απα-
ϱαίτητο να εισέλθουν στην ϐάση και οι δύο, γενικά ισχύει N 6= M .
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Η προσέγγιση Dantzig-Wolfe µπορεί να εφαρµοστεί επίσης στην περίπτωση των
προβληµάτων [CPTP1] και [CPTP2]. Στην περίπτωση της τµηµατικώς γραµµικής
κυρτής συνάρτησης (2.26)-(2.28), ουσιαστικά πρόκειται για την απευθείας εφαρ-
µογή της παραπάνω περιγραφόµενης µεθόδου. ∆ιαφορετικά, οι Pi(si) γραµµι-
κοποιούνται σε πλέγµα και εφαρµόζεται η µη γραµµική αποσύνθεση Dantzig-
Wolfe[112]. Η ερµηνείες παραµένουν οι ίδιες.

2.6 ΥπολογιστικήΠροσοµοίωση του Λαγρανζιανού Συντονισµού

Για να προβούµε στην λεπτοµερέστερη εξέταση του Λαγρανζιανού Συντονισµού υλο-
ποιήσαµε στην γλώσσα προγραµµατισµού Fortran 95 µια γεννήτρια τυχαιοποιη-
µένων υποδειγµάτων του εξεταζόµενου γραµµικού προβλήµατος. Με δεδοµένους
τους κόµβους παραγωγής, τους κόµβους Ϲήτησης και του χρονικού ορίζοντα, η γεν-
νήτρια δηµιουργεί ένα δίκτυο ανάλογο του Σχήµατος 2.2. Για δεδοµένα διαστήµα-
τα τιµών τελικών αποθεµάτων, κόστους παραγωγής, κόστους µεταφοράς, κόστους
αποθεµάτων και ποσοτήτων Ϲήτησης η γεννήτρια δηµιουργεί ένα εγγυηµένα εφικτό
υπόδειγµα κατανέµοντας τις Ϲητήσεις πελατών και τα τελικά αποθέµατα πελατών
και µονάδων παραγωγής µέσω µιας διαδικασίας αναζήτησης πρώτα κατά πλάτος
(Breadth First Search) εκκινώντας από τους τελικούς κόµβους και προχωρώντας
πρός τους αρχικούς του ορίζοντα. Ο διαµερισµός της ϱοής µεταξύ των τόξων µε
κατάληξη τον ίδιο τον κόµβο γίνεται µέσω τυχαιοποίησης. Τα τελικά αποθέµατα
πελατών και µονάδων παραγωγής επιλέγονται µέσω τυχαιοποίησης από τα δεδο-
µένα διαστήµατα. Τα ποσοστά ικανοποίησης της Ϲήτησης των πελατών από τα ίδια
αποθέµατά τους επιλέγονται τυχαία από δεδοµένο διάστηµα. Ανάλογος είναι ο
χειρισµός των προσφεροµένων ποσοτήτων στις µονάδες παραγωγής. Υπάρχει η δυ-
νατότητα επιλογής µη-µηδενικών αρχικών αποθεµάτων τόσο για τους πελάτες όσο
και για τις µονάδες παραγωγής. Εάν απαιτηθεί, η γεννήτρια παράγει υποδείγµα-
τα µε περιορισµούς δυναµικότητας τόσο στην ποσότητα παραλαβής από τον κάθε
πελάτη για κάθε περίοδο όσο και στην ποσότητα διακίνησης από κάθε µονάδα πα-
ϱαγωγής. Οι µέγιστες ποσότητες ϐασίζονται στην προαναφερθείσα τυχαία κατανοµή
και εγγυώνται έτσι την ύπαρξη τουλάχιστον µίας εφικτής λύσης.
Για την υλοποίηση του Λαγρανζιανού αλγορίθµου χρησιµοποιήθηκε η γλώσσα προ-
γραµµατισµού Fortran 95 και υπολογιστής µε λειτουργικό σύστηµα Suse Linux
9.1 και επεξεργαστή Pentium IV στα 3.02 GHz χρησιµοποιώντας µεταγλωττιστή
(compiler) Lahey/Fujitsu lf95 version 6.2. Στην υλοποίηση αυτή τα Λαγρανζιανά
υποπροβλήµατα [LS1] (ή το [LS2]) και [TP1] (ή το [TP2]) επιλύονται µε την µέθο-
δο out of kilter. Αν και η µέθοδος αυτή είναι κατά τι λιγότερο ταχεία από άλλες
γνωστές µεθόδους [20, 76, 2] έχει το πλεονέκτηµα της επαναβελτιστοποίησης (reo-
ptimization) ενός προβλήµατος εκκινώντας από αρχικές λύσεις που δεν είναι κατά
ανάγκη εφικτές για το δεδοµένο πρόβληµα. Ο υλοποιηµένος αλγόριθµος εκµε-
ταλλεύεται την δυνατότητα επαναβελτιστοποίησης µεταξύ διαδοχικών επαναλήψεων
αποβλέποντας στην µείωση του αθροιστικά ολικού χρόνου επίλυσης.
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‖subgr‖ Ευκλείδιο µέτρο των διαφορών στις τιµές των µεταβλητών
SUM(|subgr|) ΄Αθροισµα των απόλυτων διαφορών στις τιµές των εξισωµένων

µεταβλητών
SUM(ACC.DIF) ΄Αθροισµα των απόλυτων διαφορών των σταθµισµένων προσεγ-

γίσεων στις εξισωµένες µεταβλητές
UBD-LBD Απόλυτο αντικειµενικό σφάλµα
SUM/SUPPLY Για το πρόβληµα [IPTP1]

∑m
i=1 z

t
i/
∑n

j=1 dj, ∀t (πβλ. (2.42) ).
Αναλόγως για το [IPTP2].

ACC.SUM/SUPPLY Για το πρόβληµα [IPTP1]
∑m

i=1 ẑ
t
i/
∑n

j=1 dj, ∀t. Αναλόγως
για το [IPTP2].

UBD-LBD
UBD Σχετικό αντικειµενικό σφάλµα.

UBD Τρέχον άνω ϕράγµα στην ϐέλτιστη αντικειµενική τιµή.
CUR. LBD Τρέχον κάτω ϕράγµα στην ϐέλτιστη αντικειµενική τιµή
LBD Κάτω ϕράγµα
1ST ACC. COS
2ST ACC. COST

Τρέχον κόστος για τις σταθµισµένες τιµές (πβλ. (2.56) ) των
εξισωµένων µεταβλητών που ϐρίσκονται στην αριστερή πλευρά
(δεξία πλευρά) των εξισώσεων (2.31) και (2.58)

Πίνακας 2.1: Επεξήγηση των Τίτλων των Γραφικών

Ο αλγόριθµος των υποκλίτων (subgradient algorithm) δύναται να εκτελεσθεί είτε
για ϐήµατα που ικανοποιούν τις προϋποθέσεις της Πρότασης 2.2, π.χ. h/κ ή
h/(κ+ k) όπου h και k είναι σταθερές και κ ο δείκτης επανάληψης, ή για ευρετικά
ϐήµατα που έχουν αποδειχθεί ιδιαίτερα αποτελεσµατικά σε εφαρµογές ακέραιου
προγραµµατισµού π.χ.

γ
ubd− lbd
‖ξκ‖2

, (2.113)

όπου γ είναι µια σταθερά στο διάστηµα (0, 2), ubd είναι µία άνω εκτίµηση της
ϐέλτιστης αντικειµενικής τιµής, lbd είναι µια κάτω εκτίµηση της ϐέλτιστης αντικει-
µενικής τιµής και ξκ είναι το υποκλίτος (subgradient) στην κ-επανάληψη [177].
Η ϑεωρητική σύγκλιση του αλγορίθµου, όπως αυτή αποδίδεται από την Πρότα-
ση 2.2, επιβεβαιώνεται και υπολογιστικά όπως δύναται να διαπιστωθεί και απο τα
Σχήµατα 2.13, 2.14 και 2.15. Συγκεκριµένα, στο Σχήµα 2.13 παρουσιάζεται η
σύγκλιση σε απόλυτα σφάλµατα, στο Σχήµα 2.15 σε σχετικά σφάλµατα, ενώ στο
2.15 δίνονται οι συγκεκριµένες τιµές για ένα τυχαίο υπόδειγµα του προβλήµατος.
Η συµπεριφορά του Λαγρανζιανού συντονισµού είναι ανάλογη για όλα τα τυχαιο-
ποιηµένα υποδείγµατα όπου δοκιµάστηκε. Η επεξήγηση των τίτλων των γραφικών
δίνεται στον Πίνακα 2.1.
Για να αποφανθούµε περί της ποιότητας των λύσεων που παράγονται µέσω του
Λαγρανζιανού συντονισµού συγκρίνοντάς τες µε την ϐέλτιστη λύση του κάθε υπο-
δείγµατος στραφήκαµε σε έναν από τους καλύτερους επιλυτές προβληµάτων ϐελ-
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Σχήµα 2.13: Η Σύγκλιση σε Απόλυτα Σφάλµατα

Σχήµα 2.14: Η Σύγκλιση σε Σχετικά σφάλµατα

Σχήµα 2.15: Αποτελέσµατα Λαγρανζιανού Συντονισµού
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τιστοποίησης, στον glpk, έκδοση 4.8.2.5 της GNU [228], που είναι ανοικτό και
ελεύθερο λογισµικό. Στον Πίνακα 2.2 παρουσιάζουµε τα συγκριτικά αποτελέσµα-
τα για 6 προβλήµατα που δηµιουργήθηκαν µε την γεννήτρια που αναφέραµε. Τα
προβλήµατα 1 και 2 αποτελούνται από δίκτυα 30 κόµβων, τα προβλήµατα 3, 4 και
5 από δίκτυα 250 κόµβων και το πρόβληµα 6 από συνολικά 1200 κόµβους. Το
ανά µονάδα παραγωγής και µεταφοράς κόστος έχει επιλεγεί τυχαία στο διάστηµα
[10,50] για το πρόβληµα 1, 3 και 6, στο διάστηµα [50,100] για το πρόβληµα 2
και 4, στο διάστηµα [100,150] για το πρόβληµα 5. Ο αλγόριθµος Λαγρανζιανού
συντονισµού έχει εκτελεστεί για το ϑεωρητικά ορθό ϐήµα h/κ µε h = 10. Τόσο
οι µονάδες παραγωγής όσο και οι πελάτες υπόκεινται σε περιορισµούς διακίνησης
και παραλαβής αντίστοιχα.
Παρατηρούµε ότι ο συντονισµός των µονάδων παραγωγής και των πελατών αν και
προσεγγιστικός είναι πολύ ικανοποιητικός καθώς τόσο η απόκλιση από την ϐέλ-
τιστη λύση όσο και η σχετική απόκλιση µεταξύ των ubd και lbd είναι σε όλες τις
περιπτώσεις πολύ µικρή (≤ 0.5% για κ ≥ 500 και ≤ 1.5% για κ ≤ 100).
Η ποιότητα του Λαγρανζιανού συντονισµού µεταβάλλεται ελαφρώς για διαφορετι-
κές επιλογές του Λαγρανζιανού ϐήµατος (και άρα των ϐαρών στάθµισης (2.55) ).
Ο Πίνακας 2.3 παρουσιάζει αποτελέσµατα αντίστοιχα µε του Πίνακα 2.2 για την
ευρετική επιλογή του Λαγρανζιανού ϐήµατος (2.113).
Ο λόγος που ο Πίνακας 2.3 δεν περιέχει όλες τις περιπτώσεις του Πίνακας 2.2 είναι
ότι το ευρετικό ϐήµα (2.113) προϋποθέτει διαφορετικούς κανόνες τερµατισµού της
διαδικασίας συντονισµού. Μάλιστα ο αριθµός επαναλήψεων του Πίνακα 2.3 αναφέ-
ϱεται στον µέγιστο αριθµό επαναλήψεων που επετράπει χωρίς αυτό να σηµαίνει ότι
πράγµατι εκτελέσθηκαν όλες αφού όπως άλλωστε προκύπτει και από τους χρόνους
εκτέλεσης η διαδικασία των επαναλήψεων µπορεί να τερµατιστεί πρώιµα είτε λόγω
του ότι το γ στο (2.113) έχει µειωθεί πολύ είτε λόγο το ότι το ‖ξκ‖ ή το ubd-lbd είναι
πολύ µικρά.
Συµπερασµατικά µπορούµε να πούµε ότι όπως προκύπτει από τους Πίνακες 2.2
και 2.3, το ευρετικό ϐήµα (2.113) οδηγεί σε τουλάχιστον τόσο καλό συντονισµό όσο
και το ϑεωρητικό της Πρότασης 2.2 και ότι η υλοποίηση του συντονισµού µέσω του
ευρετικού ϐήµατος πλεονεκτεί και υπολογιστικά σε σύγκριση ακόµη και µε την
απευθείας ϐελτιστοποίηση.
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glpk Langrangean Coordination glpk
Πρόβληµα opt lbd ubd iter. κ CPU CPU

1 10640 9852.5 11423 100 0.006 0.0
10571.6 11276 500 0.02
10627.67 11276 1000 0.04
10634.42 11276 2000 0.08

2 45066 43687.54 45563 100 0.005 0.0
44949.65 45397 500 0.02
44989.58 45397 1000 0.05
45003 45397 2000 0.09

3 8275 8099.5 8661 100 0.66 2
8252.33 8743 500 1.27
8264.13 8743 1000 2.6
8269.61 8743 2000 4.4

4 50781 50412 51920 100 1.56 2
50750 51687 500 2.20

50765.66 51687 1000 4.2
50773 51674 2000 4

5 101035 100535 102433 100 1.57 2
100993.75 102367 500 2
101023.42 102367 1000 3.8
101029.72 102345 2000 5.3

6 200198 200099 206402 100 280.98 244
200099 204211 500 314.85
200099 203420 1000 335.26
200099 203010 2000 350.16

Πίνακας 2.2: Σύγκριση Υπολογιστικών Αποτελεσµάτων Λαγρανζιανού Συντονισµού
µε τα αποτελέσµατα του glpk



46 Κεφάλαιο 2: Συντονισµός και Βελτιστοποίηση της Εφοδιαστικής Αλυσίδας

glpk Langrangean Coordination glpk
Πρόβληµα opt lbd ubd iter. κ CPU CPU

1 10640 10637 11387 100 0.005 0.0
10639.13 11387 500 0.005

2 45066 45058.69 45480 100 0.005 0.0
3 8275 8267.24 87001 100 1.18 2

8272.73 8650 500 1.53
4 50781 50774.12 51893 100 1.60 2

50775 51782 500 1.67
5 101035 101029 102482 100 1.60 2

101032` 102433 500 2.3
101034.99 102339 1000 2.8

6 200198 200099 2054600 100 48.50 244

Πίνακας 2.3: Σύγκριση Υπολογιστικών Αποτελεσµάτων Λαγρανζιανού Συντονισµού
µε Ευρετικό Βήµα (2.113) µε τα Αποτελέσµατα του glpk

2.7 Σύστηµα Αποφάσεων Βασισµένο στην Θεωρία Πρακτόρων

΄Οπως έχει αναφερθεί αυτό που σκιαγραφεί τα προβλήµατα της εφοδιαστικής αλυ-
σίδας είναι η κατανεµηµένη ϕύση που χαρακτηρίζει την διαδικασία λήψης απο-
ϕάσεων που τα αφορούν. Η τεχνολογία των πρακτόρων µπορεί να προσφέρει µέσα
σε αυτά τα πλαίσια νέα µέσα και εργαλεία για το συντονισµό των δραστηριοτήτων
που εµπεριέχονται στα πλαίσια διαχείρισης της εφοδιαστικής αλυσίδας. ΄Ενας πρά-
κτορας είναι ένα ολοκληρωµένο πρόγραµµα ικανό να ελέγχει τις αποφάσεις που
λαµβάνει και να δρα για την επίτευξη ενός ή περισσότερων στόχων σύµφωνα µε την
αντίληψη που έχει για το περιβάλλον µέσα στο οποίο λειτουργεί [224].
΄Οπως έχει επίσης επισηµανθεί οι δυικές τιµές που λαµβάνονται από τις προτεινό-
µενες µεθοδολογίες συντονισµού είναι ακριβείς ακόµα και σε περιπτώσεις ξαφνικών
αλλαγών όπως για παράδειγµα στις αλλαγές στην Ϲήτηση των πελατών, εξασφαλίζον-
τας έτσι ευελιξία στην διαδικασία διαχείρισης της αλυσίδας. Συνεπώς, τα συστήµατα
υποστήριξης αποφάσεων που ϐασίζονται στην ϑεωρία των πρακτόρων µπορούν να
εκτελούνται παράλληλα µε την υιοθετούµενη µεθοδολογία ϐελτιστοποίησης όπως
απεικονίζεται και στο Σχήµα 2.16.
Σε αυτό το πλαίσιο, το πρακτορικό σύστηµα υποστήριξης αποφάσεων ανταλλάσσει
πληροφορίες µε το σύστηµα ϐελτιστοποίησης, δηλαδή στέλνει πληροφορίες για τις
σταθεροποιήσεις (fixations) που πρέπει να γίνουν και λαµβάνει δυικές τιµές και
µια νέα λύση. Στην πραγµατικότητα στην περίπτωση της διαδικασίας συντονισµού
που στηρίζεται στην µέθοδο Lagrange ή στην επαυξηµένη Lagrange, οι πράκτορες
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Αποφάσεων

Πρακτορικό
Σταθεροποίηση

Νέο Σχέδιο
∆υικές τιµές

Μέθοδος
Βελτιστοποίησης

Σύστηµα Υποστήριξης

Σχήµα 2.16: Συνεργασία Πρακτορικού Συστήµατος Υποστήριξης Αποφάσεων και
Μεθόδου Βελτιστοποίησης

µπορούν να υιοθετήσουν τα αντίστοιχα υποπροβλήµατα σαν µηχανισµό λήψης απο-
ϕάσεων. Στην περίπτωση της αποσύνθεσης Dantzig-Wolfe τέτοια υιοθέτηση είναι
πιθανή µόνο προσωρινά, καθώς απαιτείται ο συντονισµός µέσω του περιορισµένου
κυρίαρχου προβλήµατος δηλαδή ενός κεντρικού πράκτορα. Είναι επίσης πιθανόν
οι πράκτορες να µεταβιβάζουν όχι µόνο σταθεροποιήσεις που επιβάλλεται να γίνουν
αλλά και ποινές για την µη επίτευξη στόχων, αυξάνοντας έτσι την δυνατότητα για
πλήρη εκµετάλλευση των δυνατοτήτων ϐελτίωσης της τρέχουσας λύσης.

2.8 Συµπεράσµατα

Το συγκεκριµένο κεφάλαιο εστίασε στην µελέτη ενός παραδείγµατος αποκεντρο-
ποιηµένης διαδικασίας λήψης αποφάσεων.
Ειδικότερα, εξετάσαµε γραµµικά και κυρτά προβλήµατα παραγωγής-µεταφοράς-
αποθεµάτων που συσχετίζονται άµεσα µε το Ϲήτηµα του συντονισµού της εφοδια-
στικής αλυσίδας.
Χρησιµοποιώντας αυτά τα πρόβληµα καταδείξαµε ότι µια µέθοδος αποσύνθεσης
που στηρίζεται στην ϑεωρία Lagrange είναι σε ϑέση να παρέχει έναν ισχυρό µη-
χανισµό σε ένα αποκεντρικοποιηµένο σύστηµα λήψης αποφάσεων κάθε µέλος του
οποίου ενεργεί και λαµβάνει αποφάσεις στοχεύοντας στην επίτευξη των δικών του
στόχων.
΄Ενα κύριο πλεονέκτηµα της νέας προσέγγισης είναι η δραστική απλοποίηση που
επιφέρει στη διαχείριση πληροφοριών, περιορίζοντας την ανταλλαγή τους µόνο σε
πληροφορίες που αφορούν ποσότητες παραγωγής και µεταφοράς. Με αυτό τον
τρόπο η προτεινόµενη µέθοδος είναι σε ϑέση να αυξήσει την ευελιξία της λειτουργίας
της εφοδιαστικής αλυσίδας.
Η αποσύνθεση Dantzig-Wolfe η οποία απαιτεί έναν κεντρικό συντονιστή χρησιµο-
ποιήθηκε για να δείξει την διαφορά ανάµεσα στον ιεραρχικό και τον οριζόντιο συν-
τονισµό στα πλαίσια της εφοδιαστικής αλυσίδας και να επιβεβαιώσει την ευελιξία
και την απλότητα της προτεινόµενης µεθόδου Lagrange.
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Παράρτηµα

Θεωρούµε το γραµµικό πρόβληµα

(Π1) min cTx + dTy
υπό Ax + By ≥ b

A1x ≥ b1

B1y ≥ b2

x ∈ X
y ∈ Y

το οποίο ξαναγράφουµε στην ισοδύναµη µορφή του

(Π2)min cTx + dTy
υπό Ax + Bz ≥ b

A1x ≥ b1

B1y ≥ b2

x ∈ X
y ∈ Y

z ∈ Y
− y + z = 0

Θα υποθέσουµε ότι το X και Y είναι πολύτοπα δηλαδή κλειστά και ϕραγµένα
πολυεδρικά κυρτά σύνολα. Εφαρµόζοντας την µέθοδο χαλάρωσης Lagrange στον
περιορισµό της ισότητας, το πρόβληµα διασπάται σε δύο υποπροβλήµατα Lagrange

val1(v) = min cTx + vTz
υπό Ax + Bz ≥ b

A1x ≥ b1

x ∈ X , z ∈ Y
και

val2(v) = min (d− v)Ty
υπό By ≥ b2

y ∈ Y
Το δυικό πρόβληµα Lagrange ϑα είναι

max
v

min
(x,z,y)

L(x, z,y,v)

όπου
L(x, z,y,v) = val1(v) + val2(v).

Αν υποθέσουµε ότι το επιλύουµε µε το αλγόριθµο του υποκλίτους δηµιουργώντας
µια ακολουθία {v(k)}, όπου

v(k + 1) = v(k) + α(k)g(k), k ≥ 1,
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g(k) = z(k)− y(k),

µε τις
(x(k), z(k),y(k))

να είναι οι λύσεις των υποπροβληµάτων και το α(k) ≥ 0 να ικανοποιεί τις σχέσεις

α(k)→ 0

και ∞∑

k=1

α(k) =∞,

οπότε {v(k)} → v∗, όπου v∗ είναι ϐέλτιστη δυική λύση.
Στην συνέχεια εισάγουµε τα σταθµά

β(N ; k) =
α(k)∑N
i=1 α(i)

και ορίζουµε την σταθµισµένη ακολουθία ως

{(x(N), z(N),y(N)},

όπου

x(N) =

N∑

k=1

β(N ; k)x(k),

z(N) =

N∑

k=1

β(N ; k)z(k),

y(N) =

M∑

k=1

β(N ; k)y(k).

Από την κυρτότητα των X και Y και αφού

N∑

k=1

β(N ; k) = 1, β(N ; k) ≥ 0,

συνεπάγεται ότι {x(N)} ∈ X , {z(N)} ∈ Y και {y(N)} ∈ Y.
΄Αρα η {(x(N), z(N),y(N))} έχει ένα σηµείο συσσώρευση (x̂, ẑ, ŷ) ∈ X × Y × Y.
Επιπλέον ας είναι g(N) το υποκλίτος στο (x(N), z(N),y(N)), τότε από τον ορισµό
της (x(N), z(N),y(N)),

g(N) =

N∑

k=1

β(N ; k)(z(k)− y(k)).
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Συνεπώς αφού v(k + 1) = v(k) + α(k)g(k), k ≥ 1, ϑα έχουµε

N∑

k=1

β(N ; k)g(k) =
v(k + 1)− v(1)∑N

i=1 α(i)

το οποίο προσεγγίζει το 0 αφού {v(k)} → v∗ καθώς k → ∞ και
∑N

i=1 α(i) → ∞
καθώς N → ∞. ΄Αρα {g(N)} → 0 και κατά συνέπεια το σηµείο συσσώρευσης
της ακολουθίας {(x(N), z(N),y(N)} επιλύει το Π2 και άρα το (x̂, ŷ) επιλύει το
πρόβληµα Π1. Τα παραπάνω αποδεικνύουν την Πρόταση 2.2. �
Για την απόδειξη της Πρότασης 2.3 αρκεί να παρατηρήσουµε ότι η υπόθεση για
την γραµµικότητα της αντικειµενικής συνάρτησης των προβληµάτων Π1 (και Π2)
αναιρείται όπου χρειάζεται. �



Κεφάλαιο 3

Ανταγωνισµός Πελατών Εφοδιαστικής Αλυ-
σίδας για το Προσφερόµενο Επίπεδο Εξυπη-
ϱέτησης: Μια Προσέγγιση Βασισµένη στην
Θεωρία Παιγνίων

Τά δ΄ αὖ τω̃ν στρατιωτω̃ν ὁπότε ἐνθυµοίµην, ὅτι τω̃ν µέν ἀγαθω̃ν τούτων οὐδενός ἡµι̃ν µετείη, εἰ µή πριαίµεθα
ὅτον δ΄ ὠνησόµεθα ᾔδειν ἔτι ὀλίγους ἔχοντας, ἄλλως δέ πως πορίζεσθαι τά ἐπιτήδεια ἤ ὠνουµένους ὅρκους ἤδη

κατέχοντας ἡµα̃ς. ταυ̃τ΄ οὖν λογιζόµενος ἐνίοτε τάς σπονδάς µα̃λλον ἐφοβουµην ἤ νυ̃ν τόν πολέµον.

ΞΕΝΟΦΩΝΤΟΣ : Κύρου Ἀνάβασις, Βιβλίον Γ΄ , § 1.20

3.1 Εισαγωγή

Παραδοσιακά, η λειτουργία την εφοδιαστικής αλυσίδας επικεντρώνεται στις προ-
σπάθειες που καταβάλουν τα διάφορα τµήµατα που την αποτελούν να συντονιστούν
για να οδηγήσουν ένα προϊόν στην αγορά. ΄Οµως, ένα από τα πιο σηµαντικά σηµεία
που χαρακτηρίζουν την πορεία των επιχειρήσεων τη δεκαετία του 2000 είναι η µε-
γάλη ανάγκη που έχει διαπιστωθεί για µια νέου τύπου σχέση µε τους πελάτες τους.
Ο ϱόλος του πελάτη έχει αναβαθµισθεί και αναβαθµίζεται καθηµερινά µιας και τόσο
η πίεση του ανταγωνισµού εντείνεται όσο και οι απαιτήσεις των πελατών αυξάνουν.
Επακόλουθο των προσπαθειών σχεδιασµού και υλοποίησης πελατοκεντρικών συ-
στηµάτων παροχής υπηρεσιών προς τους πελάτες είναι η δηµιουργία αξιόπιστων
µηχανισµών συνεχούς παρακολούθησης των προσδοκιών, αναγκών και αξιών των
πελατών, καθώς και αποτίµησης της ανταπόκρισης των προσφεροµένων υπηρεσιών
σε αυτές τις προσδοκίες.
΄Ετσι τα τελευταία χρόνια, γίνεται έντονη συζήτηση για την ανάγκη επαναπροσδιο-
ϱισµού της λειτουργίας και των στόχων του δικτύου ανεφοδιασµού της επιχείρησης.
Ο όρος προσαρµοσµένη στις ανάγκες των πελατών εφοδιαστική αλυσίδα (customer
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driven supply chain) αναφέρεται σε µια αλυσίδα ανεφοδιασµού όπου οι τελικοί
χρήστες του προϊόντος είναι αυτοί που καθορίζουν και συντονίζουν όλες τις λει-
τουργίες ανάµεσα στους εταίρους της.
Αποτέλεσµα όλων αυτών είναι ότι η εξυπηρέτηση και η ικανοποίηση των πελατών
αποτελούν καθοριστικό παράγοντα διαφοροποίησης και διάκρισης µεταξύ των επι-
χειρήσεων του ίδιου τοµέα. Μεγάλος αριθµός επιχειρήσεων εστιάζει την αποστολή
του στην ικανοποίηση των πελατών τους. Οι ϐασικές κατηγορίες κριτηρίων που
χρησιµοποιούνται για τη µέτρηση της ικανοποίησης είναι η εξυπηρέτηση, η τιµή,
η αξιοπιστία. Για τον λόγο αυτό χρειάζονται µετρήσεις που να απεικονίζουν τα ϐα-
σικά σηµεία που ενδιαφέρουν τους πελάτες τους. Αυτές συνήθως είναι τα εξής : ο
χρόνος, η απόδοση, η ποιότητα και το κόστος.
Η ποσοτικοποίηση της αξιολόγησης της ποιότητας των παρεχοµένων υπηρεσιών
είναι συνήθως συνδυασµός αντικειµενικών και υποκειµενικών κριτηρίων και ϐασί-
Ϲεται στην ικανότητα της επιχείρησης να ανταποκριθεί στις ανάγκες των πελατών
στις οποίες απευθύνεται. Η ποιότητα υπηρεσιών αναφέρεται στη ϐιβλιογραφία σαν
µη συγκεκριµένη έννοια. Οι αντιλήψεις αυτών που παρέχουν τις υπηρεσίες µπορεί
να είναι διαφορετικές από αυτές των ανθρώπων που τις δέχονται. Σε κάθε περίπτω-
ση πλεονεκτήµατα της υψηλής ποιότητας υπηρεσιών είναι ότι εξασφαλίζουν υψηλή
Ϲήτηση.
Στην ϐιβλιογραφία η µέτρηση της ποιότητας των υπηρεσιών που παρέχονται στον
πελάτη από τα µέλη της εφοδιαστικής αλυσίδας γίνεται συνήθως µε την µέτρηση
της ικανότητας της να καλύψει την Ϲήτηση την χρονική στιγµή που αυτή λαµβάνει
χώρα, χωρίς να λαµβάνεται υπόψη το γεγονός ότι οι πελάτες στις περισσότερες
περιπτώσεις εµπλέκονται άµεσα στην διαδικασία εξυπηρέτησης τους. Η εµπλοκή
αυτή µπορεί να είναι παθητική, δηλαδή ο πελάτης δεν κάνει τίποτα αλλά από να
περιµένει να αρχίσει η διαδικασία και στην συνέχεια να περιµένει να τελειώσει, (π.χ
η επίσκεψη σε ένα εστιατόριο), ή ενεργητική δηλαδή ο πελάτης εµπλέκεται άµεσα
σε αυτήν (π.χ υπεραγορές, εστιατόρια µαζικής εστίασης). Σε κάθε περίπτωση, η
παρέκκλιση ανάµεσα στην προσφορά και την Ϲήτηση δηµιουργεί συµφόρηση. Το
επίπεδο της συµφόρησης µε την σειρά του έχει επιπτώσεις τόσο στην πλευρά της
επιχείρησης (παραγωγού) επηρεάζοντας την αποδοτικότητα και τα κέρδη της όσο
και στην πλευρά του πελάτη επηρεάζοντας την καταναλωτική του συµπεριφορά.
Επιπλέον, εµπειρικές µελέτες [87, 77] έχουν δείξει ότι όταν οι πελάτες είναι αυτοί
που µετακινούνται, επιλέγουν εκείνη την εγκατάσταση για την οποία ελαχιστοποιεί-
ται ο χρόνος µετακίνησης και ο χρόνος αναµονής. Συνεπώς, ένας χρήστης µπορεί
να επιλέξει να µην µετακινηθεί στην πιο κοντινή εγκατάσταση αλλά σε κάποια άλλη
η οποία αν και είναι µακρύτερα είναι λιγότερο κορεσµένη. Εποµένως είναι λογι-
κό να υποτεθεί ότι, σε καταστάσεις όπως αυτές που εξετάζονται, κάθε πελάτης ϑα
επιλέξει την εγκατάσταση που ελαχιστοποιεί το χρόνο µετακίνησης (travel time) και
παραµονής του στην εγκατάσταση.
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Ορισµός 3.1 Σύστηµα του ∆ικτύου Ανεφοδιασµού
Στο παρόν κεφάλαιο, η εφοδιαστική αλυσίδα που εξετάζεται προϋποθέτει ότι µια επι-
χείρηση «παραγωγός», η οποία λειτουργεί σε περισσότερες από µια εγκαταστάσεις και
έχει στην διάθεση της περιορισµένους παραγωγικούς πόρους, παράγει/προµηθεύει
ένα προϊόν στους «πελάτες». Οι πελάτες της, που µπορεί να είτε τελικοί χρήστες του
προϊόντος, είτε άλλοι ενδιάµεσοι παραγωγοί που χρησιµοποιούν το προϊόν κατά την
παραγωγική τους διαδικασία, επιβαρύνονται το κόστος µεταφοράς, αφού είναι αυτοί
που ταξιδεύουν προκειµένου να λάβουν την εξυπηρέτηση που Ϲητούν. Ορίζουµε το δί-
κτυο αυτών των αλληλοεξαρτώµενων οικονοµικών µονάδων ως Σύστηµα του ∆ικτύου
Ανεφοδιασµού.

Υποθέτουµε ότι ο παραγωγός προσπαθεί να παρέχει στους πελάτες το καλύτερο
επίπεδο των υπηρεσιών του στο ελάχιστο κόστος. Η µέτρηση των παρεχόµενων
υπηρεσιών γίνεται από το επίπεδο καθυστέρησης της εξυπηρέτησης που αντιµετω-
πίζεται σε κάθε επιχείρηση.
Από την άλλη πλευρά, οι πελάτες, αφού το προϊόν δεν είναι διαθέσιµο σε απεριόρι-
στες ποσότητες, ανταγωνίζονται για την ικανοποίηση της Ϲήτησης τους και κάνουν
τις επιλογές τους έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθούν οι προσωπικές τους δαπάνες. Οι
επιλογές των πελατών για την εξασφάλιση ενός προϊόντος ή µιας υπηρεσίας επη-
ϱεάζονται σε µεγάλο ϐαθµό από το συνολικό κόστος που προκύπτει κατά την δια-
δικασία συναλλαγής του µε την επιχείρηση/παροχέα. Το συνολικό αυτό κόστος
περιλαµβάνει εκτός από το κόστος παραγωγής όπως αυτό εκφράζεται από την τιµή
του προϊόντος, το κόστος πρόσβασης (κόστος µεταφοράς) που απαιτείται να κα-
ταβάλλει ο πελάτης για την εξασφάλιση του προϊόντος καθώς και το κόστος που
δηµιουργείται εξαιτίας της καθυστέρησης που παρατηρείται κατά την διαδικασία
της εξυπηρέτησης. Οι πελάτες µπορεί να ϑεωρηθούν ως µια «αφετηρία» η οποία
δηµιουργεί την ϱοή του προϊόντος από τα διάφορα κέντρα διανοµής που είναι ο
προορισµός τους για να ικανοποιήσουν την Ϲήτηση τους. Εποµένως, οι πελάτες,
ανταγωνίζονται µεταξύ τους για την εξασφάλιση της καλύτερης δυνατής εξυπηρέτη-
σης από το προορισµό. Συγκεκριµένα, υποθέτουµε ότι οι πελάτες ανταγωνίζονται
µεταξύ τους εµπλεκόµενοι σε ένα παίγνιο τύπου Nash.
Υπάρχει µια ενδιαφέρουσα αναλογία ανάµεσα στον ανταγωνισµό που παρατηρείται
στην πλευρά των πελατών και αυτόν που παρατηρείται σε ένα πρόβληµα δικτύων
κυκλοφορίας. Το ϐασικό πρόβληµα που αντιµετωπίζεται σε ένα δίκτυο κυκλοφο-
ϱίας είναι ο καθορισµός των διαδροµών που πρέπει να ακολουθήσουν οι χρήστες
που µετακινούνται σε ένα συµφορισµένο δίκτυο µεταφοράς προκειµένου να ϕτά-
σουν από προκαθορισµένες αφετηρίες (Origins) σε προκαθορισµένους προορισµούς
(Destinations). Οι αρχές που πρέπει να διέπουν τον καθορισµό αυτό είναι γνώστες
σαν αρχές Wardrop [216] (αν και οι Pigou [157] και Knight[107] τις διατύπωσαν
πριν από αυτόν χρησιµοποιώντας παρόµοιους όρους):

Πρώτη Αρχή Wardrop: Εάν ο χρήστης του δικτύου είναι αυτός που επιλέγει την
διαδροµή που ϑα ακολουθήσει, τότε για να υπάρξει ισορροπία στο δίκτυο, η
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διαδροµή που ϑα επιλεγεί από κάθε έναν από τους χρήστες ϑα πρέπει να είναι
τέτοια ώστε κανένας χρήστης δεν µπορεί να µειώσει το χρόνο ταξιδιού του µε
τη χρησιµοποίηση µιας εναλλακτικής διαδροµής. Η αρχή αυτή είναι γνωστή
και ως ισορροπία χρήστη (user equilibrium).

Η δεύτερη αρχή Wardrop αντίθετα, υποθέτει ότι υπάρχει ένας κεντρικός συντο-
νιστικός µηχανισµός ο οποίος καθορίζει την διαδροµή που ϑα ακολουθήσει
ο κάθε χρήστης. Σύµφωνα µε την δεύτερη αρχή ο συντονιστής επιλέγει τις
διαδροµές που ϑα ακολουθήσουν οι χρήστες έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται ο
συνολικό χρόνος ταξιδίου όλων των χρηστών. Η αρχή αυτή είναι γνωστή ως
Βέλτιστο Συστήµατος (System Optimum).

Οι Beckmann et al. [14] στο κλασσικό πλέον ϐιβλίο τους Studies in the Econo-
mics of Transportation παρείχαν την µαθηµατική διατύπωση της πρώτης συνθή-
κης Wardrop. Συγκεκριµένα έδειξαν ότι ένα πρόβληµα οδικού δικτύου στο οποίο
υπάρχουν πολλοί αποφασίζοντες που ενεργούν ανεξάρτητα, µπορεί να αναδιατυπω-
ϑεί σαν ένα κυρτό πρόβληµα ϐελτιστοποίησης. Ειδικότερα έδειξαν ότι η συνθήκες
ϐελτιστότητας Kurush-Kuhn-Tucker του συγκεκριµένου κυρτού προβλήµατος ϐελ-
τιστοποίηση ταυτίζονται µε την πρώτη συνθήκη Wardrop.
Απο την άλλη πλευρά η διαχείριση της εφοδιαστικής αλυσίδας όπως έχει ήδη ανα-
ϕερθεί, µπορεί να επιτευχθεί (α) είτε µέσω κεντρικού συντονισµού, ο οποίος απαιτεί
έναν κεντρικό υπεύθυνο που ελέγχει και συντονίζει όλες τις αποφάσεις που λαµ-
ϐάνονται στα διάφορα στάδια της είτε (ϐ) µέσω αποκεντροποιηµένου συντονισµού,
σύµφωνα µε τον οποίο τα µέλη της, δρώντας ανεξάρτητα το ένα από το άλλο λαµ-
ϐάνουν αποφάσεις για την επίτευξη των στόχων τους, περιοριζόµενα µόνο στην
ανταλλαγή πληροφοριών. Είναι λοιπόν εµφανές ότι υπάρχει ταύτιση των υποθέ-
σεων που διέπουν τις αρχές Wardrop και τους δύο αυτούς τύπους συντονισµού της
εφοδιαστικής αλυσίδας,
Αυτή η αναλογία υποθέσεων µας ενέπνευσε να «µεταφράσουµε» της ϐασικές αρχές
Wardrop σε όρους του συστήµατος που εξετάζουµε.
΄Ετσι, στην παρούσα εργασία, εξετάζονται δύο διαφορετικές µορφές οργάνωση και
συντονισµού της εφοδιαστικής αλυσίδας από τις οποίες προκύπτουν δυο διαφορε-
τικοί τρόποι εκχώρηση των κέντρων διανοµής στους πελάτες. Πρώτα εξετάζεται η
περίπτωση όπου ολόκληρη η εφοδιαστική αλυσίδα διαχειρίζεται από έναν κεντρικό
υπεύθυνο ο οποίος έχει την δυνατότητα να κατευθύνει ο ίδιος τους πελάτες στα
κέντρα διανοµής. Η δεύτερη µορφή διαχείρισης που εξετάζεται αντιστοιχεί σε µια
εφοδιαστική αλυσίδα η οποία χαρακτηρίζεται από αποκεντρικοποιηµένη διοίκηση,
όπου οι πελάτες είναι ελεύθεροι να επιλέξουν οι ίδιοι το κέντρο διανοµής από το
οποίο ϑα εξυπηρετηθούν. Το κριτήριο στο οποίο στηρίζουν τις επιλογές τους είναι
το κόστος που αντιµετωπίζουν σε κάθε κέντρο διανοµής. Μέσα σε αυτό το µεθο-
δολογικό πλαίσιο προσδιορίζονται οι συνθήκες ϐελτιστότητας και καθορίζονται οι
συνθήκες ισορροπίας του συνολικού προτύπου.
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Ορισµός 3.2 Βέλτιστο Συστήµατος
Ως ϐέλτιστο του συστήµατος ορίζεται η καταχώρηση των πελατών στα κέντρα δια-
νοµής που στηρίζεται στη ελαχιστοποίηση του ολικού κόστους του συστήµατος. Η
καταχώρηση αυτή προκύπτει στα πλαίσια του κεντρικά διαχειριζόµενου συστήµατος.

Ορισµός 3.3 Ατοµικό Βέλτιστο
Ορίζεται η ανταγωνιστική κατανοµή των πελατών στα κέντρα διανοµής στα πλαίσια
µιας αποκεντρικοποιηµένης διαχείρισής του συστήµατος. Η κατανοµή αυτή αντιστοι-
χεί σε ένα σηµείο ισορροπίας του συστήµατος

Ορισµός 3.4 Σηµείο Ισορροπίας
Το σύστηµα που εξετάζουµε ϐρίσκεται σε ισορροπία όταν οι πελάτες εξασφαλίζουν
το επίπεδο εξυπηρέτησης που επιθυµούν στο ελάχιστο δυνατό ατοµικό κόστος και
συνεπώς κανένας δεν µπορεί να ϐελτιώσει την ϑέση του αλλάζοντας µονοµερώς τις
συναλλαγές του µε τα κέντρα διανοµής.

Προφανώς, ένα σηµείο ισορροπίας µπορεί να επιτευχθεί στα πλαίσια µιας αποκεν-
τρικοποιηµένης διαχείρισής του συστήµατος, και προφανώς όταν οι πελάτες είναι
ελεύθεροι να επιλέξουν το κέντρο διανοµής από όπου ϑα κάνουν τις αγορές τους οι
επιλογές τους οδηγούν αθροιστικά σε υπο-ϐέλτιστες λύσεις σε σχέση µε το ϐέλτιστο
του συστήµατος το οποίο όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως ελαχιστοποιεί το
κόστος για όλους τους χρήστες.
Πρόσφατα προτάθηκε ένα πρότυπο δικτύου εφοδιαστικής αλυσίδας που αποτελείται
από παραγώγους, λιανοπωλητές και καταναλωτές στο [147] . Κάθε µέλος της εφο-
διαστικής αντιστοιχεί σε διαφορετικά επίπεδα του δικτύου. Υποθέτουν ότι τα µέλη
της εφοδιαστικής ανταγωνίζονται µέσα σε ένα επίπεδο αλλά πρέπει να συνεργαστούν
µεταξύ των επιπέδων έτσι ώστε τα προϊόντα να προχωρήσουν από τους παραγωγούς
στους καταναλωτές. ∆ιατύπωσαν το πρόβληµα σαν πρόβληµα δικτύου µεταφοράς
και διατύπωσαν τους όρους ισορροπίας του δικτύου σαν πρόβληµα µεταβαλλόµενων
ανισοτήτων (variational inequality).
Βασικές διαφορές του προτεινόµενου πρότυπου µε αυτό του [147] είναι στο [147]
δεν λαµβάνεται υπόψη το ϕαινόµενο της συµφόρησης και τις επιπτώσεις που έχει
στις αποφάσεις των πελατών. Αντίθετα στο προτεινόµενο η καθυστέρηση στην εξυ-
πηρέτηση εξαιτίας της συµφόρησης και το κόστος που αυτή συνεπάγεται αποτελεί
κριτήρια για της επιλογές των πελατών.
Επίσης, στο πρότυπο του [147] ο ανταγωνισµός λαµβάνει χώρα ανάµεσα στους πα-
ϱαγωγούς οι οποίοι προσπαθούν να µεγιστοποιήσουν τα κέρδη τους. Σε αντίθεση
στο προτεινόµενο πρότυπο οι πελάτες είναι αυτοί που ανταγωνίζονται για την ικανο-
ποίηση της Ϲήτησης τους στο ελάχιστο δυνατό κόστος. Επιπλέον, οι παραγωγοί που
συµµετέχουν στο δίκτυο της εφοδιαστικής αλυσίδας λαµβάνουν µέρος σε ένα παί-
γνιο Cournot-Nash [48, 148] δηλαδή στην προσπάθεια τους να µεγιστοποιήσουν
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τα κέρδη τους ανταγωνίζονται ως προς την ποσότητα παραγωγής. Κάθε παραγω-
γός αποφασίζει τη ποσότητα που µεγιστοποιεί τα κέρδη του λαµβάνοντας υπόψη
την ϐέλτιστη ποσότητα του αντιπάλου. Στο πρότυπο που προτείνουµε οι πελάτες
εµπλέκονται σε ένα παίγνιο τύπου Bertrand-Nash [16, 148] όπου ανταγωνίζονται
µεταξύ τους λαµβάνοντας υπόψη τις επιπτώσεις που έχουν οι επιλογές των υπό-
λοιπων πελατών στο κόστος που αντιµετωπίζουν για την ικανοποίηση της Ϲήτησης
τους.
Το υπόλοιπο του κεφαλαίου οργανώνεται ως εξής στην Ενότητα 3.2 διατυπώνεται
µαθηµατικά το προτεινόµενο πρότυπο. Στις Ενότητες 3.3 και 3.4 εξετάζονται οι συν-
ϑήκες ϐελτιστότητας και η ισορροπία των δύο διαφορετικών µορφών κατανοµή των
πελατών στα κέντρα διανοµής τα οποία προτείνονται. Στην συνέχεια στην Ενότητα
3.5 παρατίθενται οι ϐασικές διαφορές τους µε την ϐοήθεια ενός παραδείγµατος και
καθορίζεται αυτή που τελικά ϑα επικρατήσει. Τέλος στην Ενότητα 3.6 το πρόβληµα
επεκτείνεται στην περίπτωση της ελαστικής Ϲήτησης των πελατών.

3.2 Μαθηµατική ∆ιαµόρφωση του προβλήµατος

Στην συγκεκριµένη εργασία ϑα αναπτύξουµε µια εναλλακτική µεθοδολογία για την
καλύτερη κατανόηση των αλληλεπιδράσεων που υπάρχουν ανάµεσα στις αποφάσεις
των µελών της εφοδιαστικής αλυσίδας και το συνθηκών που πρέπει να διέπουν την
λειτουργία της έτσι ώστε να υπάρχει ισορροπία σε όλο το ϕάσµα της. Για το σκοπό
αυτό υποθέτουµε ότι οι επιλογές των πελατών της εφοδιαστικής αλυσίδας επηρεά-
Ϲονται από το ϕαινόµενο της συµφόρησης. Για την εξαγωγή συµπερασµάτων και
την πρόταση λύσεων που ϑα είναι εύκολο να εφαρµοστούν και σε πραγµατικές συν-
ϑήκες ϑα υιοθετήσουµε την δικτυακή αναπαράσταση της εφοδιαστικής αλυσίδας.
Το πρόβληµα µπορεί να διατυπωθεί ως πρόβληµα ϱοής δικτύων παρόµοιο µε αυ-
τό στο Σχήµα 3.1 στο οποίο η τριµερής γραφική παράσταση αντιπροσωπεύει τους
κόµβους πελατών και τους κόµβους των εγκαταστάσεων τα οποία συνδέονται µεταξύ
τους από ψευδοκόµβους. Οι ψευδοκόµβοι χρησιµοποιούνται για να δείξουν την δη-
µιουργία του ϕαινοµένου της συµφόρησης σε κάθε κέντρο διανοµής. Η προσέγγιση
αυτή ϑα µας επιτρέψει να έχουµε αναλυτική πρόσβαση στην ϐέλτιστη στρατηγική
που ϑα πρέπει να εφαρµοστεί από την εφοδιαστική αλυσίδα. Επιπλέον ϑα µας
επιτρέψει να λάβουµε υπόψη τον ανταγωνισµό που εµφανίζεται στην πλευρά των
πελατών.
Υποθέτουµε ότι ένα προϊόν διατίθεται από m κέντρα διανοµής και καταναλώνεται
από n πελάτες. ΄Εστω ότι xij είναι η ποσότητα που ο πελάτης j αγοράζει από το
κέντρο διανοµής i. Αν rj είναι η Ϲήτηση του πελάτη j (j = 1, . . . , n) για το προϊόν
και qi η δυναµικότητα του κέντρου διανοµής i (i = 1, . . . , m), τότε το πρόβληµα
µπορεί να διατυπωθεί σαν ένα κλασσικό πρόβληµα µεταφοράς :
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m

i

1

1

2

j

1′

i′

m′

n

djxij

xi =

n∑

j=1

xij = qi

Σχήµα 3.1: Μια τριµερής Γραφική Αναπαράσταση της Εξεταζόµενης Εφοδιαστικής
Αλυσίδας

(TP) min

m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij (3.1)

υπό
m∑

i=1

xij = rj, ∀j (3.2)

n∑

j=1

xij ≤ qi, ∀i (3.3)

xij ≥ 0, ∀i, ∀j (3.4)

Συνήθως υποτίθεται ότι το κόστος που αντιµετωπίζει ο πελάτης j για την αγοράς µιας
µονάδας προϊόντος από το κέντρο διανοµής i είναι σταθερό και ίσο µε tij, γνωστό
και ως κόστος µεταφοράς. Το κόστος αυτό εµπεριέχει και το κόστος παραγωγής
ή/και το αποθεµατικό κόστος στις εγκαταστάσεις διανοµής ή/και στους πελάτες.
Συνεπώς αυτό που συχνά αναφέρεται ως κόστος µεταφορά µπορεί ν΄ αντιπροσωπεύει
το συνολικό κόστος που απαιτείται για να ικανοποιηθεί µία µονάδα από την Ϲήτηση
κάποιου πελάτη από το συγκεκριµένο κέντρο διανοµής.
Η υπόθεση του σταθερού κόστους είναι υπεραπλουστευτική σε πολλές περιπτώσεις.
΄Οπως για παράδειγµα όταν οι πελάτες είναι αυτοί που ταξιδεύουν για να λάβουν
την εξυπηρέτηση που Ϲητούν. Σε αυτή την περίπτωση η απόφαση τους για το πια
εγκατάσταση ϑα χρησιµοποιήσουν επηρεάζεται όχι µόνο από το κόστος µεταφοράς
προς την εγκατάσταση αλλά και από τον χρόνο παραµονής τους στην εγκατάσταση.
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Χαρακτηριστικό παράδειγµα τέτοιων περιπτώσεων είναι οι πελάτες των εµπορικών
κέντρων, των καταστηµάτων cash and carry, των πρατηρίων καυσίµων κτλ. Σε όλες
αυτές τις περιπτώσεις το κόστος µεταφοράς µετατίθεται από τα κέντρα διανοµής
στους πελάτες οι οποίοι επιβαρύνονται και µε το επιπλέον κόστος που συνεπάγεται
η µη έγκαιρη ικανοποίηση τους.
Σε αυτές τις περιπτώσεις οι πελάτες πρέπει να ϑεωρηθούν ως ορθολογικοί αποφασί-
Ϲοντες που επιθυµούν την ϐελτιστοποίηση της χρησιµότητας τους. Κατά συνέπεια οι
αποφάσεις τους επηρεάζονται τόσο από τις δαπάνες µεταφοράς όσο και από τις υπη-
ϱεσίες που παρέχονται από τα κέντρα διανοµής. Με άλλα λόγια κάθε πελάτης ϑα
επιλέξει να αγοράσει από ένα συγκεκριµένο κέντρο διανοµής λαµβάνοντας υπόψη
όχι µόνο την τιµή του προϊόντος αλλά και το κόστος µεταφοράς και το αναµενόµενο
κόστος παραµονής σε αυτό.
Είναι προφανές ότι ο χρόνος εξυπηρέτησης ενός πελάτη στο σύστηµα εξαρτάται όχι
µόνο από την απόφαση του για το πια εγκατάσταση ϑα επιλέξει για να εξυπηρετηθεί
αλλά και από την επιλογή των υπολοίπων. Στην πραγµατικότητα όσο πιο πολλοί
πελάτες επιλέξουν µια συγκεκριµένη εγκατάσταση για την εξυπηρέτηση τους τόσο
µεγαλύτερος είναι το κόστος παραµονής για το σύνολο των πελατών στο σύστηµα,
καθώς εµφανίζεται το ϕαινόµενο της συµφόρησης.
Υποθέτουµε ότι το µοναδιαίο κόστος µεταφοράς tij εµπεριέχει όλες της δαπάνες που
σχετίζονται µε την µετακίνηση του πελάτη j στην την εγκατάσταση i. Οι δαπάνες
αυτές µπορεί να περιλαµβάνουν για παράδειγµα το κόστος καυσίµων, την ϕθορά
που υφίστανται τα µέσα µετακίνησης που χρησιµοποιούν κτλ.
Το συνολικό κόστος που συνεπάγεται η εξυπηρέτηση των πελατών σε ένα κέντρο
διανοµής ϑα πρέπει να εµπεριέχει όλα τα στοιχεία ικανοποίησης της Ϲήτησης των
πελατών, από το κόστος που συνεπάγεται η προετοιµασίας της παραγγελίας του
πελάτη (π.χ συσκευασία) έως το κόστος που συνεπάγεται η παραµονή του πελάτης
στο ταµείο (π.χ έκδοση τιµολογίου/απόδειξης), λίγο πριν αναχωρήσει από το κέντρο
διανοµής.
Υποθέτοντας ότι οι πελάτες έχουν πλήρη πληροφόρηση για τα τεκτενώµενα κάθε
εγκατάσταση και µε ϐάση αυτές τις πληροφορίες αποφασίζει από ποια εγκατάσταση
ϑα Ϲητήσει την εξυπηρέτηση του, η συνολική ποσότητα που ϑα διατεθεί από το
κέντρο διανοµής i ϑα είναι,

xi =
n∑

j=1

xij. (3.5)

Η καθυστέρηση di(xi) που αντιµετωπίζει ο πελάτης j στην εξυπηρέτηση του από το
συγκεκριµένο κέντρο διανοµής είναι συνάρτηση της συνολικής ποσότητας xi.

Υπόθεση 3.1 Η συνάρτηση απόδοσης di(xi), µετράει το επίπεδο εξυπηρέτησης που
προσφέρεται από το κέντρο διανοµής i. Θεωρείται ότι είναι παραγωγήσιµη και αύ-
ξουσα συνάρτηση του ϕόρτου xi. Η συνάρτηση απόδοσης είναι ασυµπτωτική ενός
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di

΄Εγκαιρη Εξυπηρέτηση

qi
xi

Σχήµα 3.2: Η συνάρτηση Απόδοσης

συγκεκριµένου επίπεδου προϊόντος που αντιστοιχεί στην δυναµικότητα της συγκεκρι-
µένης εγκατάστασης. Το επίπεδο εξυπηρέτησης στο κέντρο διανοµής i εξαρτάται µόνο
από τον ϕόρτο που αντιµετωπίζει το συγκεκριµένο κέντρο διανοµής δηλαδή ισχύει ότι :

∂di(xi)

∂xk
= 0 ∀i 6= k (3.6)

∂di(xi)

∂xi
> 0 ∀i (3.7)

Μια τυπική συνάρτηση απόδοσης απεικονίζεται στο σχήµα (3.2). ΄Οταν το ϕόρτος
της εγκατάστασης i είναι µηδέν µπορεί να ϑεωρηθεί ότι εξυπηρέτηση γίνεται χωρίς
καθυστέρηση αφού δεν υπάρχει καµία αλληλεπίδραση µεταξύ των πελάτες. Η µόνη
καθυστέρηση που µπορεί να παρατηρηθεί αφορά την παραλαβή της παραγγελίας
και την πιθανότητα αστοχιών στο σύστηµα εξυπηρέτησης. ΄Οσο αυξάνει ο αριθµός
των πελατών που επισκέπτονται το κέντρο διανοµής, η καθυστέρηση στην εξυπηρέ-
τηση αυξάνει, καθώς η απόδοση του συστήµατος µειώνεται λόγω της δηµιουργίας
σειρών αναµονής.
Πολλά ερευνητικά ϱεύµατα, έχουν χρησιµοποιήσει διαφορετικές συναρτήσεις από-
δοσης προκείµενου να ποσοτικοποιήσουν την µέτρηση του επίπεδου υπηρεσιών
που παρέχουν.
΄Ετσι για παράδειγµα ο τοµέας των τηλεπικοινωνιών, εξετάζει τον αντίκτυπο που έχει
η µη έγκαιρη εξυπηρέτηση των πελατών στο κόστος αναµονής των πελατών µε την
ϐοήθεια της ϑεωρίας σειρών αναµονής [171, 18]
Η ϑεωρία αναµονής περιγράφει τα αποτελέσµατα του ανταγωνισµού των πελατών
για την ίδια περιορισµένη υπηρεσία. Αυτό εξηγεί γιατί η ϑεωρία σειρών αναµονής
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έχει γίνει ένα ουσιαστικό εργαλείο για τον σχεδιασµό την ανάπτυξη µηχανισµών
διαφοροποίησης ως προς την ποιότητα των υπηρεσιών που παρέχονται. Εποµέ-
νως, µπορεί να χρησιµοποιηθεί και στην δική µας περίπτωση σαν ένα µέτρο της
συνάρτηση απόδοσης.
΄Ετσι αν υποθέσουµε ότι η άφιξη των πελατών σε ένα κέντρο διανοµής i είναι µια
διαδικασία Poisson µε µέσο ϱυθµό άφιξης πελατών,

xi =

n∑

j=1

xij (3.8)

Επιπλέον υποτίθεται ότι ο χρόνος εξυπηρέτησης ακολουθεί την εκθετική κατανοµή
µε µέση τιµή 1/µi δηλαδή ο ϱυθµός που εξυπηρετούνται οι πελάτες ακολουθεί την
κατανοµή Poisson µε µέση τιµή µi πελάτες. Μπορεί να ϑεωρηθεί ότι ο ϱυθµός
µε τον οποίον εξυπηρετούνται οι πελάτες αντικατοπτρίζεται από την δυναµικότητα
παραγωγής qi. Εποµένως ϑα ισχύει ότι

µi = qi (3.9)

Μια από τις ϑεµελιώδης αρχές για την ύπαρξη ισορροπίας στο δίκτυο είναι η ανε-
ξαρτησία του ϱυθµού άφιξης στον κόµβο προορισµού από τον χρόνο εξυπηρέτησης
σε αυτόν. Στο πρόβληµα που εξετάζουµε ϱυθµός άφιξης σε κάθε τέτοιο κόµβο
εξαρτάται από τον χρόνο εξυπηρέτησης του αφού όπως έχει υποτεθεί κάθε πελάτης
επιλέγει την εγκατάσταση την οποία ϑα επισκεφτεί ϐασιζόµενος στις άποψη που
έχει διαµορφώσει για την συσσώρευσης που υπάρχει σε αύτη και κατά συνεπεία
του χρόνου εξυπηρέτησης. Για την επίλυση του προβλήµατα έχει προταθεί απο τον
Kleinrock [104] η προσέγγιση ανεξαρτησίας. Η προσέγγιση ανεξαρτησίας Kleinrock
(Kleinrock independence approximation) είναι ϐασισµένη στην υπόθεση ότι η συγ-
χώνευση διάφορων σειρών αναµονής Poisson αποκαθιστά την ανεξαρτησία µεταξύ
του ϱυθµού άφιξης και του χρόνου εξυπηρέτησης. Υποθέτοντας επιπλέον ότι οι πε-
λάτες εξυπηρετούνται µε ϐάση τη σειρά προσέλευσης, µπορούµε να υιοθετήσουµε
ένα πρότυπο M/M/1 για κάθε σειρά αναµονής που δηµιουργείται σε κάθε κέντρο
διανοµής i χωρίς να λάβουµε υπόψη την αλληλεπίδραση που έχουν µεταξύ τους.
Εποµένως για κάθε κέντρο διανοµής i καθυστέρησης της εξυπηρέτησης των πελατών
(ο µέσος χρόνος παραµονής των πελατών) ϑα είναι :

di(xi) =
1

qi − xi
(3.10)

΄Ενα άλλο παράδειγµα συνάρτησης απόδοσης που χρησιµοποιείται στα προβλήµατα
κυκλοφορίας και µπορεί να έχει εφαρµογή και στο πρόβληµα του αντιµετωπίζεται
εδώ είναι η εξίσωση που προτάθηκε από το γραφείο της Υπηρεσίας ∆ηµοσίων ∆ρό-
µων των ΗΠΑ (U.S Bureau of Public Road) [181, 138]. Η εξίσωση αυτή εκφρασµένη
σε όρους του προβλήµατος µας δίνεται από:

di(xi) = ai

[
1 + bi

(
xi
qi

)m]
(3.11)
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όπου

– ai, σταθερά η οποία δίνει το χρόνο εξυπηρέτησης χωρίς την ύπαρξη ϕόρτου
στο κέντρο διανοµής.

– bi, σταθερά.

– m, ϑετικός ακέραιος µεγαλύτερος ή ίσο της µονάδος.

Οι σταθερές αυτές εκτιµούνται πειραµατικά ανάλογα µε το προβλήµα που εξετάζε-
ται.
Εποµένως το µοναδιαίο κόστος για την αγορά µιας µονάδας του προϊόντος ϑα είναι
της µορφής

cij(xi) = αipi + βijtij + µidi(xi) (3.12)

όπου

– pi, η τιµή ανά µονάδα προϊόντος που επιβάλλεται από την εγκατάσταση i

– tij, το οριακό κόστος µεταφοράς

– di(xi), το κόστος καθυστέρησης στην εξυπηρέτηση.

– αi, βij και µi είναι συντελεστές µετατροπής όλων των παραγόντων που διαµορ-
ϕώνουν το κόστος στην ιδία µονάδα µέτρησης.

3.3 Βέλτιστη Καταχώριση Πελατών από το Σύστηµα

Εδώ αντιµετωπίζεται η περίπτωση όπου υπάρχει κάποιος κεντρικός συντονιστής, ο
παραγωγός, που αναλαµβάνει να συντονίσει όλες τις δραστηριότητες του συστήµα-
τος ανεφοδιασµού και κατά συνέπεια είναι αυτός που κατευθύνει τους πελάτες στα
κέντρα στα οποία ϑα εξυπηρετηθούν. Πρόκειται µε άλλα λόγια για µια αλυσίδα
που λειτουργεί σε ένα πλήρως κεντρικοποιηµένο πλαίσιο συντονισµού (centrali-
zed coordination). Είναι επίσης αντιληπτό ότι υπάρχει πλήρη αντιστοιχία ανάµεσα
στην κεντρικοποιηµένη µορφή συντονισµού και στην δεύτερη συνθήκη Wardrop
αφού και οι δύο στηρίζονται στην ίδια υπόθεσης. Κατ΄ επέκταση και σε συνέπεια
µε την δεύτερη συνθήκη Wardrop το συντονιστής ϑα προσπαθήσει να καταχωρήσει
τους πελάτες έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το ολικό κόστος τους συστήµατος. Θα
προσπαθήσει δηλαδή να επιλύσει το κάτωθι πρόβληµα:

(SO−TP) min

m∑

i=1

di(xi)xi +

m∑

i=1

pixi +

m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij (3.13)
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υπό
m∑

i=1

xij = rj, ∀j (3.14)

xi ≤ qi, ∀i (3.15)

xi −
n∑

j=1

xij = 0, ∀i (3.16)

xij ≥ 0, ∀i, ∀j (3.17)

Η αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος (3.13) ελαχιστοποιεί το ολικό κόστος
καθυστέρησης, τις δαπάνες µεταφοράς και αγοράς του προϊόντος των πελατών. Οι
περιορισµοί (3.14) εξασφαλίζουν ότι οι ποσότητες που αγοράζει ο πελάτης j από
τις εγκαταστάσεις ικανοποιεί την συνολική του Ϲήτηση. Οι περιορισµοί (3.15) επι-
ϐάλουν την συνολική ποσότητα που διατίθεται από κάθε κέντρο διανοµής i να µην
υπερβαίνει την δυναµικότητα του κέντρου διανοµής. Οι σχέσεις (3.16) αποτελούν
τους προσδιοριστικούς περιορισµούς του προτύπου, που διασφαλίζουν την συντή-
ϱηση της ϱοής στο δίκτυο.

Θεώρηµα 3.1 Το πρόβληµα (SO-TP) που περιγράφεται από τις (3.13-3.17) είναι ένα
κυρτό πρόβληµα ϐελτιστοποίησης.

Απόδειξη: Για να αποδείξουµε ότι το πρόβληµα (SO-TP) είναι κυρτό αρκεί να
αποδείξουµε ότι η αντικειµενική συνάρτηση (3.13) είναι κυρτή και ότι η εφικτή
περιοχή που ορίζεται από τους περιορισµούς (3.14-3.17) είναι επίσης κυρτή.
Οι κυρτότητα της εφικτής περιοχής εξασφαλίζεται από την γραµµικότητα των πε-
ϱιορισµών (3.14-3.17).
Για την κυρτότητα της αντικειµενικής συνάρτησης ϑα πρέπει να αποδείξουµε ότι η
µήτρα των δεύτερων µερικών παραγώγων της αντικειµενικής συνάρτησης ως προς
xi (Hessian Matrix) είναι ϑετικά ορισµένη (positive definite).
Αφού

∂

∂xi

(
m∑

i=1

di(xi)xi +
m∑

i=1

pixi +
m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij

)
= di(xi) + xi

∂di(xi)

∂xi
+ pi, (3.18)

συνεπάγεται από την (3.6) και την (3.18) ότι

∂

∂xixk

(
di(xi) + xi

∂di(xi)

∂xi
+ pi

)
=





2
∂di(xi)

∂xi
+ xi

∂2di(xi)

∂x2
i

εάν i = k, ∀i, k

0 διαφορετικά
(3.19)

Το αποτέλεσµα αυτό καταδεικνύει ότι η µήτρα των δεύτερων µερικών παραγώγων
είναι διαγώνια µήτρα τα στοιχεία της οποίας δίνονται από την (3.19). Εποµένως η
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µήτρα των δευτέρων µερικών παραγώγων της αντικειµενικής συνάρτησης ϑα είναι,



2
∂d1(x1)

∂x1
+ x1

∂2d1(x1)

∂x2
1

0 0 . . .

0
2∂d2(x2)

∂x2
+ x2

∂d2(x2)

∂2x2
2

0 . . .

0 0
. . .

...
... 2

∂dm(xm)

∂xm
+ xm

∂2dm(xm)

∂x2
m




(3.20)

΄Ολα τα διαγώνια στοιχεία της (3.20) είναι ϑετικά αφού,

1. ∂di(xi)
∂xi

> 0 όπως προκύπτει από τις (3.6-3.7)

2. ∂
2di(xi)

∂x2
i

> 0 όπως εξασφαλίζει η Υπόθεση 3.1.

Εποµένως η µήτρα είναι ϑετικά ορισµένη. ΄Αρα η αντικειµενικής συνάρτησης (3.13)
είναι κυρτή. Οι περιορισµοί (3.14-3.17) είναι γραµµικοί και εποµένως το πρόβληµα
(SO-TP) (3.13-3.17) είναι ένα κυρτό πρόβληµα ϐελτιστοποίησης. �
∆εδοµένου ότι

1. ∂

∂xij

(
m∑

i=1

di(xi)xi

)
=

∂

∂xij
di(xi)xi =

(
∂

∂xi
di(xi)xi

)
∂xi
∂xij

= di(xi)+xi
∂di(xi)

∂xi
.

2. ∂

∂xij

(
m∑

i=1

pixi

)
=

∂

∂xij
(pixi) =

(
∂

∂xi
pixi

)
∂xi
∂xij

= pi.

3. ∂

∂xij

(
m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij

)
= tij.

το µοναδιαίο ολικό κόστος του πελάτη j στην εγκατάσταση i ϑα είναι,

c̃ij(xi) = di(xi) + xi
∂di(xi)

∂xi
+ pi + tij (3.21)

Με άλλα λόγια το µοναδιαίο ολικό που αντιµετωπίζει ο πελάτης j στην εγκατάσταση
i λαµβάνει υπόψη την οριακή συµβολή που επιφέρει η εκχώρηση του πελάτη j στην
εγκατάστασης i στον ολικό κόστος εξυπηρέτησης di(xi) + xi

∂di(xi)

∂xi
που παρατη-

ϱείται στην εγκατάσταση αυτή. Αποτελείται από το άθροισµα δύο επιµέρους όρων :
το di(xi) που είναι η καθυστέρηση που αντιµετωπίζει ο πελάτης j όταν η συνολική
ποσότητα που διατίθεται από την εγκατάσταση i είναι xi και ∂di(xi)/∂xi είναι η
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επιπλέον καθυστέρηση που ο συγκεκριµένος πελάτης επιφέρει σε κάθε έναν από
τους πελάτες που έχουν ήδη εκχωρηθεί στην εγκατάσταση i.
Ο συντονιστής του συστήµατος προκειµένου να ϐελτιστοποιήσει το όφελος του συ-
στήµατος, να ελαχιστοποιήσει δηλαδή το «µέσο» κόστος για όλους τους χρήστες ϑα
καταχωρήσει τον πελάτη j στην εγκατάσταση i µόνο εάν το µοναδιαίο ολικό κόστος
c̃ij(xi) που αντιµετωπίζει στην συγκεκριµένη εγκατάσταση είναι ίσο µε το ελάχι-
στο οριακό κόστος. ∆ηλαδή για να υπάρξει οποιαδήποτε συναλλαγή ανάµεσα στο
πελάτη j και την εγκατάσταση i ϑα πρέπει να ισχύει ότι :

xij > 0 ⇒ di(xi) + xi
∂di(xi)

∂xi
+ pi + tij = c̃ij ∀i, j (3.22)

xij = 0 ⇒ di(xi) + xi
∂di(xi)

∂xi
+ pi + tij ≥ c̃ij ∀i, j (3.23)

Εισάγοντας της συνθήκες εφικτότητας που επιβάλλονται από την Ϲήτηση των πελα-
τών και την δυναµικότητα των κέντρων παραγωγής το πρόβληµα µπορεί να διατυ-
πωθεί από τις κάτωθι σχέσεις που είναι ένα πρόβληµα µη-γραµµικής συµπληρω-
µατικότητας (Nonlinear Complementarity Problem).

[
di(xi) + xi

∂di(xi)

∂xi
+ pi + tij − c̃ij

]
xij = 0, ∀i, ∀j (3.24)

di(xi) + xi
∂di(xi)

∂xi
+ pi + tij − c̃ij ≥ 0, ∀i, ∀j (3.25)

n∑

j=1

xij = xi ≤ qi, ∀i (3.26)

m∑

i=1

xij = rj, ∀j (3.27)

xij ≥ 0, ∀i, ∀j (3.28)
Θα δείξουµε ότι οι συνθήκες (3.24-3.28) ταυτίζονται µε τις συνθήκες ϐελτιστότητας
Karush-Kuhn-Tucker του προβλήµατος (SO-TP).

Θεώρηµα 3.2 Οι συνθήκες ϐελτιστότητας Karush-Kuhn-Tucker του προβλήµατος
(3.13-3.17) είναι ικανές και αναγκαίες συνθήκες για να έχει το πρόβληµα (3.13-3.17)
ελάχιστο [12] εάν c̃ij = wj − πi.

Απόδειξη: Εισάγοντας τους πολλαπλασιαστές Lagrange πi ≥ 0, για τους περιορι-
σµούς (3.15) και wj ≶ 0 για τους περιορισµούς (3.14), οι ΚΚΤ συνθήκες είναι :

1. Συνθήκες δυϊκότητας

di(xi) + xi
∂di(xi)

∂xi
+ pi + tij + πi − wj ≥ 0, ∀i, j (3.29)

πi ≥ 0, ∀i (3.30)
wj ≶ 0, ∀j (3.31)
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2. Συνθήκες Συµπληρωµατικότητας
[
di(xi) + xi

∂di(xi)

∂xi
+ pi + tij + πi − wj

]
xij = 0, ∀i, ∀j (3.32)

[qi − xi] πi = 0, ∀i (3.33)

3. Πρωτεύουσες Συνθήκες (Περιορισµοί Μεταφοράς)
m∑

i=1

xij = rj, xi ≤ qi, (3.34)

xi −
n∑

j=1

xij = 0, ∀i, ∀j (3.35)

xij ≥ 0 ∀i, ∀j (3.36)

Οι πολλαπλασιαστές wj εκφράζουν το κόστος που είναι διατεθειµένος να επωµιστεί
ο πελάτης j προκειµένου να αυξήσει την Ϲήτηση του κατά µια µονάδα. Ενώ οι
πολλαπλασιαστές πi, το ποσό που είναι διατεθειµένη να καταβάλλει η εγκατάσταση
i για να αυξήσει την δυναµικότητα της κατά µία µονάδα. Εποµένως η διαφορά
wj − πi είναι το κέρδος ή η Ϲηµία που ϑα έχει το κέντρο διανοµής i εάν αυξήσει την
δυναµικότητα του κατά µία µονάδα. Εξυπακούεται ότι µια εγκατάσταση ϑα έχει
κίνητρο να αυξήσει την δυναµικότητα της εάν και µόνο εάν wj−πi ≥ 0 έχει δηλαδή
κέρδος.
Οι πολλαπλασιαστές πi µπορούν επίσης να έχει και µια πιο ενδιαφέρουσα οικο-
νοµική ερµηνεία, µπορεί να ϑεωρηθεί ότι εκφράζουν το χρόνο εξυπηρέτησης που
«κερδίζει» ο πελάτης µιας εγκατάστασης που λειτουργεί στα όρια της δυναµικότητα
της έναντι µιας λιγότερο κορεσµένης, καθώς η πρώτη είναι αυτή που ενδεχοµένως
να έχει συµφέρον να αυξήσει την δυναµικότητα της και κατά συνέπεια το ϱυθµό µε
τον οποίο εξυπηρετεί τους πελάτες. Η ερµηνεία αυτή συνεπάγεται από τις συνθήκες
(3.30) και (3.33). Εποµένως οι διαφορά wj − πi = c̃ij εκφράζει επίσης το ελάχιστο
οριακό κόστος που αντιµετωπίζει ο πελάτης j στην εγκατάσταση i. �
Οι συνθήκες (3.29) και (3.32) εξασφαλίζουν εποµένως ότι στο ϐέλτιστο, ο πελάτης j
ϑα καταχωρηθεί από το σύστηµα στην εγκατάσταση i µόνο εάν το µοναδιαίο ολικό
κόστος c̃ij(xi) που αντιµετωπίζει στην συγκεκριµένη εγκατάσταση είναι ίσο µε το
ελάχιστο οριακό κόστος. Επιπλέον στο ϐέλτιστο το ελάχιστο οριακό κόστος του
πελάτη ισούται µε το µοναδιαίο κέρδος της εγκατάστασης.
Οι ϐέλτιστες ποσότητες xij που προκύπτουν από το πρόβληµα δεν αντιπροσωπεύουν
γενικά µια κατάσταση ισορροπίας δηλαδή µπορεί να µην ελαχιστοποιούν το κόστος
που αντιµετωπίζει κάθε µεµονωµένος πελάτης . Με άλλα λόγια οι πελάτες µπορούν
να µειώσουν το κόστος που αντιµετωπίζουν αν µονοµερώς αλλάξουν το κέντρο δια-
νοµής από το οποίο εξυπηρετούνται. Η επιθυµητή κατάσταση ισορροπίας µπορεί
να προκύψει µόνο µετά από διαπραγµατεύσεις και κοινή συµφωνία ανάµεσα στον
υπεύθυνο της εφοδιαστικής αλυσίδας και το σύνολο των πελατών.
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Η σηµαντικότητα του προβλήµατος (3.13-3.17) έγκυται στο ότι µπορεί να χρησι-
µοποιηθεί σαν κριτήριο για την αξιολόγηση των επιπτώσεων που έχουν στο για
συνολικό όφελος του συστήµατος διαφορετικά σηµεία ισορροπίας του.

Μοναδικότητα της Λύσης

Θεώρηµα 3.3 Το πρόβληµα (SO-TP) (3.13–3.17) έχει µοναδική λύση.

Απόδειξη: Η µοναδικότητα της λύσης προκύπτει από την κυρτότητα του προβλή-
µατος που αποδείχτηκε στο Θεώρηµα 3.1.

3.4 Ανταγωνιστική Κατανοµή Πελατών

Σε αυτή την ενότητα ϑα εξετάσουµε την περίπτωση όπου οι πελάτες αποφασίζουν
ατοµικά το κέντρο διανοµής από το οποίο ϑα εξυπηρετηθούν. Η περίπτωση αυτή
αντιστοιχεί εποµένως σε µια εφοδιαστική αλυσίδα η οποία λειτουργεί µέσα σε ένα
πλήρως ανταγωνιστικό πλαίσιο όπου κάθε µέλος της προσπαθεί να µεγιστοποιήσει
το προσωπικό του όφελος. Πρόκειται επίσης για µια εφοδιαστική αλυσίδα που
λειτουργεί σύµφωνα µε την υπόθεση που διέπει την πρώτη αρχή Wardrop η οποία
εξασφαλίζει την ισορροπία σε ένα δίκτυο µεταφορών.
Σε αυτή την περίπτωση κάθε πελάτης ϑα προσπαθήσει να επιλέξει για εξυπηρέτηση
εκείνο το κέντρο διανοµής που ϑεωρεί το πιο συµφέρων για τον ίδιο. Η επιλογή αυτή
ϑα γίνει σε ανταγωνισµό µε τους άλλους πελάτες. Για την προτυποποίηση αυτής
της περίπτωσης υποθέτουµε ότι ĉij είναι το µέγιστο κόστος το οποίο ο πελάτης j
είναι διατεθειµένος να καταβάλλει για την απόκτηση µιας µονάδας προϊόντος. Τότε
για κάθε πελάτη j και για κάθε κέντρο διανοµής i ϑα ισχύουν οι κάτωθι σχέσεις :

xij > 0 ⇒ di(xi) + pi + tij = ĉij ∀i, j (3.37)

xij = 0 ⇒ di(xi) + pi + tij ≥ ĉij ∀i, j (3.38)

∆ηλαδή κάθε πελάτης j επιλέγει να εξυπηρετηθεί από το κέντρο διανοµής i αν το
µοναδιαίο κόστος cij(xi) που αντιµετωπίζει στη συγκεκριµένη εγκατάσταση ισούται
µε το κόστος ĉij που είναι διατεθειµένος να πληρώσει. Επιπλέον το οριακό κόστος
των κέντρων διανοµής που ϑα επιλεγούν από τον πελάτη j για την εξυπηρέτηση
του ϑα ισούται µε το κόστος που αυτός είναι διατεθειµένος να πληρώσει και κατά
συνέπεια ίσα µεταξύ τους. Από την δεύτερη ισότητα συνεπάγεται επίσης το οριακό
κόστος των µη επιλεγµένων κέντρων διανοµής ϑα είναι µεγαλύτερο από αυτό που
είναι διατεθειµένος να καταβάλλει ο πελάτης j.
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Εισάγοντας τις συνθήκες εφικτότητας που επιβάλλονται από την Ϲήτηση των πελατών
και την δυναµικότητα των κέντρων παραγωγής το πρόβληµα µπορεί να διατυπωθεί
από τις κάτωθι σχέσεις που είναι ένα πρόβληµα µη-γραµµικής συµπληρωµατικό-
τητας (Nonlinear Complementarity Problem).

[di(xi) + pi + tij − ĉij] xij = 0, ∀i, ∀j (3.39)
di(xi) + pi + tij − ĉij ≥ 0, ∀i, ∀j (3.40)

xi ≤ qi, ∀i (3.41)

xi −
n∑

j=1

xij = 0, ∀i (3.42)

m∑

i=1

xij = rj, ∀j (3.43)

xij ≥ 0, ∀i, ∀j (3.44)

Στην συνέχεια ϑα δείξουµε ότι οι συνθήκες (3.67-3.73), αντιστοιχούν στις συνθήκες
ϐελτιστότητας Karush-Kuhn-Tucker ενός κυρτού προβλήµατος που αντικειµενικό
στόχο έχει την ικανοποίηση της Ϲήτησης των πελατών ελαχιστοποιώντας µια κυρτή
συνάρτηση.

Θεώρηµα 3.4 ΄Εστω, το κυρτό πρόβληµα ϐελτιστοποίησης :

(UO−TP) min
m∑

i=1

∫ xi

0

di(t) dt +
m∑

i=1

pixi +
m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij (3.45)

υπό
m∑

i=1

xij = rj, ∀j (3.46)

xi ≤ qi, ∀i (3.47)

xi −
n∑

j=1

xij = 0, ∀i (3.48)

xij ≥ 0, ∀i, ∀j (3.49)

τότε
ĉij = wj − πi ∀i, j

και οι (3.39-3.44) είναι οι συνθήκες ϐελτιστότητας Karush-Kuhn-Tucker του προ-
ϐλήµατος (UO-TP).

Απόδειξη: Εισάγοντας του πολλαπλασιαστές Lagrange πi ≥ 0, για τους περιορι-
σµούς (3.47) και wj ≶ 0 για τους περιορισµούς (3.46) και αφού

∂

∂xij

(
m∑

i=1

∫ xi

0

di(t)dt

)
=

∂

∂xij

∫ xi

0

di(t) dt =

(
∂

∂xi

∫ xi

0

di(t) dt

)
∂xi
∂xij

= di(xi),
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οι ΚΚΤ συνθήκες είναι :

1. Συνθήκες δυϊκότητας

di(xi) + pi + tij + πi − wj ≥ 0, ∀i, j (3.50)
πi ≥ 0, ∀i (3.51)
wj ≶ 0, ∀j (3.52)

2. Συνθήκες Συµπληρωµατικότητας

[di(xi) + pi + tij + πi − wj] xij = 0, ∀i, ∀j (3.53)
[qi − xi] πi = 0, ∀i (3.54)

3. Πρωτεύουσες Συνθήκες (Περιορισµοί Μεταφοράς)
m∑

i=1

xij = rj, xi ≤ qi, (3.55)

xi −
n∑

j=1

xij = 0, ∀i, ∀j (3.56)

xij ≥ 0 ∀i, ∀j (3.57)

Από τις σχέσεις (3.50) συνεπάγεται ότι di(xi) + pi + tij = wj − πi. Επιπλέον εάν
xij > 0 από τις (3.53) προκύπτει ότι di(xi) + pi + tij = wj − πi. Κατά συνέπεια

wj − πi = ĉij

�
΄Οπως και στην περίπτωση της ϐέλτιστης καταχώρισης πελατών, η διαφορά wj − πi
είναι το κέρδος ή η Ϲηµία που ϑα έχει το κέντρο διανοµής i εάν αυξήσει την δυνα-
µικότητα της κατά µία µονάδα ή το ελάχιστο οριακό κόστος που αντιµετωπίζει
ο πελάτης j στην εγκατάσταση i.
Οι συνθήκες (3.50) και (3.53) συνεπάγονται δυο διαφορετικά σενάρια συναλλαγής
ανάµεσα σε κάθε πελάτη j και κέντρο διανοµής i. Η ποσότητα xij µπορεί να είναι
(α) είτε µηδέν (και άρα ισχύει η (3.50) ), σε αυτή την περίπτωση το οριακό κόστος
του πελάτη j στο κέντρο διανοµής i ϑα είναι µεγαλύτερο από το ελάχιστο κόστος
που ϑα µπορούσε να αντιµετωπίσει και που είναι διατεθειµένος να καταβάλλει, όπως
απαιτεί η συνθήκη (3.53) (ϐ) είτε µεγαλύτερη του µηδενός, σε αυτή την περίπτωση το
οριακό κόστος του πελάτη j στο κέντρο διανοµής i ϑα είναι ίσο µε το ελάχιστο κόστος
που ϑα µπορούσε να αντιµετωπίσει και που είναι διατεθειµένος να καταβάλλει και οι
(3.50) και (3.53) ισχύουν σαν ισότητες. Εποµένως εάν η κατανοµή της xij ικανοποιεί
τις δύο αυτές συνθήκες, κανένας πελάτης δεν µπορεί να ϐελτιώσει την ϑέση του
αλλάζοντας µονοµερώς το σενάριο µε ϐάση το οποίο συναλλάσσεται µε ταm κέντρα
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διανοµής. Γίνεται εποµένως αντιληπτό ότι οι συνθήκες (3.50-3.57) ορίζουν την
συνθήκη ισορροπίας των πελατών όταν αυτοί ανταγωνίζονται για την απόκτηση του
ίδιου προϊόντος το οποίο είναι διαθέσιµο σε περιορισµένη ποσότητα. Στο σηµείο
ισορροπίας κάθε πελάτης ικανοποιεί την Ϲήτηση του για το προϊόν µε το ελάχιστο
δυνατό για αυτόν κόστος.

Μοναδικότητα της Λύσης

Θεώρηµα 3.5 Το πρόβληµα (UO-TP) (3.45–3.49) έχει µοναδική λύση.

Απόδειξη: Για να αποδείξουµε ότι το πρόβληµα (UO-TP) έχει µόνο µία λύση αρκεί
να αποδείξουµε ότι η αντικειµενική συνάρτηση (3.45) είναι αυστηρώς κυρτή (strict
convex) και ότι η εφικτή περιοχή που ορίζεται από τους περιορισµούς (3.46-3.49)
είναι επίσης κυρτή.
Οι κυρτότητα της εφικτής περιοχής εξασφαλίζεται από την γραµµικότητα των πε-
ϱιορισµών (3.46-3.49).
Για την κυρτότητα της αντικειµενικής συνάρτησης ϑα πρέπει να αποδείξουµε ότι η
µήτρα των δεύτερων µερικών παραγώγων της αντικειµενικής συνάρτησης ως προς
xi (Hessian Matrix) είναι ϑετικά ορισµένη (positive definite) εξασφαλίζοντας έτσι
την κυρτότητα της.
∆εδοµένης της γραµµικότητας του δεύτερου και τρίτου όρου της (3.45) και αφού
∂
∂xi

∫ xi
0
di(t) dt = di(xi) συνεπάγεται ότι

∂2

∂xi ∂xk

(
m∑

i=1

∫ xi

0

di(t) dt+

m∑

i=1

pixi +

m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij

)
=
∂di(xi)

∂xk
(3.58)

και από την (3.6) προκύπτει ότι,

∂di(xi)

∂xk
=





∂dk(xk)

∂xk
εάν i = k

0 διαφορετικά

(3.59)

Εποµένως η µήτρα των δευτέρων µερικών παραγώγων της αντικειµενικής συνάρτη-
σης ϑα είναι




∂d1(x1)

∂x1

0 0 . . .

0
∂d2(x2)

∂x2
0 . . .

0 0
. . .

... ... ∂dm(xm)

∂xm




(3.60)
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F1

F2

F3

C1

C2

C3

C4

C5

Σχήµα 3.3: Παράδειγµα Εφοδιαστικής Αλυσίδας

Η µήτρα είναι ορισµένη ϑετικά αφού όλα τα στοιχεία της διαγωνίου είναι ϑετικά,
όπως προκύπτει από την (3.7). Εποµένως, η (3.45) είναι αυστηρώς κυρτή και αφού
και η εφικτή περιοχή είναι επίσης κυρτή το πρόβληµα (3.45-3.49) έχει µοναδικό
ελάχιστο. �

Πόρισµα 3.1 Το σηµείο ισορροπίας είναι καλώς ορισµένο.

3.5 Βέλτιστο Συστήµατος έναντι Ατοµικού ϐέλτιστου: Τα απο-
τελέσµατα

Σε αυτή την ενότητα ϑα εξετάσουµε τις διαφορές που συνεπάγονται οι δύο διαφο-
ϱετικές µορφές συντονισµού στον τρόπο µε τον οι πελάτες εξυπηρετούνται από τα
κέντρα διανοµής. Στην συνέχεια ϑα εξετάσουµε την επίδραση που αυτές έχουν στο
όφελος των πελατών. Με αυτό τον τρόπο ϑα είµαστε σε ϑέση να εξάγουµε χρήσιµα
συµπεράσµατα για τις επιπτώσεις που έχουν οι δύο διαφορετικές µορφές διαχείρι-
σης της εφοδιαστικής στην ικανοποίηση του πελάτη.
Για το σκοπό αυτά ϑα ασχοληθούµε µε την περίπτωση όπου η υπο εξέταση εφοδια-
στική αλυσίδα αποτελείται από 3 κέντρα διανοµής και τροφοδοτεί 5 πελάτες όπως
αυτή που απεικονίζεται στο Σχήµα 3.3.
Η συνάρτηση απόδοσης δίνεται από την (3.10). Το µοναδιαίο ολικό κόστος c̃ij(xi)
υπολογίζεται από την σχέση (3.21) και το µοναδιαίο κόστος στην περίπτωση αν-
ταγωνιστικής κατανοµής των πελατών από την σχέση (3.12). Οι παράµετροι που
χρησιµοποιούνται εµφανίζονται στον Πίνακα 3.1.
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Σχήµα 3.4: Βέλτιστη Κατανοµή της Ϲήτησης Πελατών

Τα προβλήµατα (SO-TP) και (UO-TP) διαµορφώθηκαν σύµφωνα µε την γλώσσα
προτυποποίησης προβληµάτων ϐελτιστοποίησης AMPL και για την επίλυσή τους
χρησιµοποιήθηκε ο επιλυτής MINOS 5.5. Το σχήµα (3.4) απεικονίζει την ϱοή των
πελατών στα κέντρα διανοµής όπως προκύπτει ύστερα από την επίλυση των δύο
προβληµάτων.
΄Οπως ϕαίνεται και από το σχήµα όταν η ανάθεση των πελατών στα κέντρα διανοµής
γίνεται από το σύστηµα (δηλαδή επιλύεται το πρόβληµα (SO-TP)),

– Ο C1 ϑα κατευθυνθεί στο κέντρο διανοµής F2 από όπου ικανοποιεί το σύνολο
της Ϲητούµενης ποσότητας του (400 µονάδες) µε ολικό κόστος ανά µονάδα
38.28.

– Ο C2 ϑα κατευθυνθεί στο κέντρο διανοµής F3 από όπου ικανοποιεί το σύνολο

tij pi qi
C1 C2 C3 C4 C5

F1 22 20 23 24 28 15 600
F2 19 25 30 26 17 16 1200
F3 27 15 21 29 16 14 1000

rj
C1 C2 C3 C4 C5

400 500 450 600 350

Πίνακας 3.1: Πίνακας Παραµέτρων Παραδείγµατος µε Σταθερή Ζήτηση
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της Ϲητούµενης ποσότητας του (500 µονάδες) µε ολικό κόστος ανά µονάδα
35.28.

– Ο C3 ϑα κατευθυνθεί στο κέντρο διανοµής F1 από όπου αγοράζει 19.1 µονάδες
(από το σύνολο των 450) ενώ για την αγορά τον υπόλοιπων 430.9 στο κέντρων
διανοµής F3 αντιµετωπίζοντας ολικό µοναδιαίο κόστος 38.28 και 41.28 αντί-
στοιχα.

– Ο C4 ϑα κατευθυνθεί στο κέντρο διανοµής F1 από όπου αγοράζει 506.84 µονά-
δες (από το σύνολο των 600) ενώ για την αγορά τον υπόλοιπων 93.15 στο κέν-
τρων διανοµής F2 αντιµετωπίζοντας ολικό µοναδιαίο κόστος 39.28 και 45.28
αντίστοιχα.

– Ο C5 ϑα κατευθυνθεί στο κέντρο διανοµής F2 από όπου ικανοποιεί το σύνολο
της Ϲητούµενης ποσότητας του (350 µονάδες) µε ολικό κόστος ανά µονάδα
36.28.

Στον Πίνακα 3.2 παρουσιάζεται τόσο η ϱοή των πελατών σε κάθε κέντρο διανοµής
όσο και οι µοναδιαίες δαπάνες που αντιµετωπίζει σε κάθε περίπτωση. Παρατη-
ϱούµαι ότι η ανάθεση, για παράδειγµα, του C3 στα κέντρα διανοµής F1 και F3

συνεπάγεται δύο διαφορετικά µοναδιαία κόστη 38.38 και 41.28 αντίστοιχα. ΄Οµως
αφού ο C3 είναι ορθολογικά σκεπτόµενος επιθυµεί και τελικά µεταθέτει την ικανο-
ποίηση της Ϲήτησης των 430.9 µονάδων από το κέντρο διανοµής F3 στο F1 όπου το
µοναδιαίο κόστος είναι µικρότερο. Για τον ίδιο λόγο, ο C4 επιθυµεί την µετάθεση
των 93.15 µονάδων από το F2 στο F1 και ο C5 το σύνολο της Ϲητούµενης ποσότητας
του. Η µετάθεση όµως αυτή από το ένα κέντρο διανοµής στο άλλο ϑα µεταβάλλει
και τον αντίστοιχο χρόνος εξυπηρέτηση του κέντρου και κατά συνέπεια το κόστος
που αυτός συνεπάγεται. Στην περίπτωση ορθολογικών πελατών που επωµίζονται
το κόστος µεταφοράς-αναµονής παρατηρείται ότι δηλαδή ανισότητα στην λύση που
προτείνεται από το σύστηµα. Οι τάσεις «ϕυγής» ϑα ισορροποίησουν µόνον εάν η
λύση επιβληθεί από τους ίδιους τους πελάτες.
Το αποτέλεσµα αυτής της ανταγωνιστικής διαδικασίας είναι η κατανοµή των πελα-
τών που παρουσιάζεται στην τελευταία στήλη του πίνακα. ΄Ετσι,

– Ο C1 ϑα απευθυνθεί στο κέντρο διανοµής F2 από όπου ικανοποιεί το σύνολο
της Ϲητούµενης ποσότητας του (400 µονάδες) µε µοναδιαίο κόστος 35.06

– Ο C2 ϑα απευθυνθεί στο κέντρο διανοµής F3 από όπου ικανοποιεί το σύνολο
της Ϲητούµενης ποσότητας του (500 µονάδες) µε κόστος ανά µονάδα 32.06.

– Ο C3 ϑα απευθυνθεί στο κέντρο διανοµής F3 από όπου αγοράζει τώρα το
σύνολο της Ϲητούµενης ποσότητας ( 450 έναντι 430.9 µονάδες στην περίπτωση
του (SO-TP)) µε µοναδιαίο κόστος 38.06.
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SO-TP UO-TP
Μοναδιαίο Κόστος Ποσότητα Μοναδιαίο Κόστος Ποσότητα

C11 37.28 0 40.00 0
C21 38.28 400 35.06 400
C31 47.29 0 44.06 0
C12 35.28 0 38.00 0
C22 44.28 0 41.06 0
C32 35.28 500 32.06 500
C13 38.28 19.1 41.00 0
C23 49.28 0 46.06 0
C33 41.28 430.9 38.06 450
C14 39.28 506.84 42.00 590.2
C24 45.28 93.15 42.00 9.8
C34 49.28 0 46.06 0
C15 43.28 0 46.00 0
C25 36.28 350 33.06 309.8
C35 30.29 0 33.06 40.2

Πίνακας 3.2: Αποτελέσµατα της Επίλυσης των Προβληµάτων (SO-TP) και (UO-TP)

– Ο C4 ϑα απευθυνθεί στο κέντρο διανοµής F1 από όπου αγοράζει 590.2 µονάδες
( έναντι 506.84) ενώ για την αγορά τον υπόλοιπων 9.8 στο κέντρο διανοµής F2

αντιµετωπίζοντας µοναδιαίο κόστος 42 σε κάθε περίπτωση.

– Ο C5 ϑα κατευθυνθεί στο κέντρο διανοµής F2 από όπου αγοράζει 309.8 µονά-
δες ( έναντι 350) ενώ για την αγορά τον υπόλοιπων 40.2 στο κέντρο διανοµής
F3 αντιµετωπίζοντας µοναδιαίο κόστος 33.06 σε κάθε περίπτωση.

Παρατηρούµαι ότι αυτή είναι η πιο συµφέρουσα κατανοµή για κάθε πελάτη αφού
καθένας αντιµετωπίζει το ελάχιστο δυνατό κόστος. Συνεπώς, κανένας δεν µπορεί
να ϐελτιώσει το µοναδιαίο κόστος αγοράς του προϊόντος αλλάζοντας την στρατηγική
αγοράς του µονοµερώς. Η «λύση» αυτή προέρχεται πράγµατι από την επίλυση του
(UO-TP).

3.6 Ανταγωνιστική Κατανοµή Πελατών µε Ελαστική Ζήτηση

Η διατύπωση του προβλήµατος της ανταγωνιστικής κατανοµής των πελατών της
Ενότητας 3.4 υποθέτει ότι η Ϲήτηση rj του πελάτη j είναι γνωστή και προκαθο-
ϱισµένη, και ότι πελάτης αποφασίζει την κατανοµή της ϐασιζόµενος στις συνθήκες
που περιγράφονται εκεί. Στην πραγµατικότητα, εντούτοις, η Ϲήτηση µπορεί να επη-
ϱεαστεί από το κόστος που απαιτείται για την αγορά του προϊόντος. Σε αυτή την
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ενότητα επεκτείνουµε την ανάλυση στην περίπτωση όπου η Ϲήτηση του πελάτη j δεν
είναι δεδοµένη αλλά εξαρτάται από το µέγιστο κόστος c̄j που είναι διατεθειµένος να
πληρώσει για να αποκτήσει rj µονάδες του προϊόντος. ∆ηλαδή ισχύει ότι η Ϲήτηση
είναι συνάρτηση του c̄j:

rj = gj(c̄j). (3.61)
Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση Ϲήτηση gj(c̄j) είναι συνεχής και γνησίως ϕθίνουσα και
συνεπώς αντιστρέψιµη µε αντίστροφη συνάρτηση Ϲήτησης,

c̄j = g−1
i (rj). (3.62)

Το πρόβληµα που εξετάζεται σε αυτή την ενότητα έχει ως στόχο την εύρεση του τρό-
που µε τον οποίο οι n πελάτες κατανέµουν την Ϲήτηση τους στις m εγκαταστάσεις
λαµβάνοντας υπόψη το µέγιστο ατοµικό κόστος που είναι διατεθειµένοι να καταβά-
λουν για την ικανοποίηση της. Σε αυτή την περίπτωση ο πελάτης j, ϑα αποφασίσει
την αγορά rj µονάδων όταν το κόστος που απαιτείται για την απόκτηση τους ισούται
µε την άποψη του έχει διαµορφώσει ο πελάτη ϑα πρέπει να κοστίζουν (c̄j). Στην
συνέχεια, όντας ορθολογικά σκεπτόµενος, ϑα επιλέξει να ικανοποιήσει την Ϲήτηση
του από εκείνες τις εγκαταστάσεις στις οποίες ϐελτιστοποιεί την χρησιµότητα του.
Με αλλά λόγια ϑα επιλέξει να εξυπηρετηθεί από τα κέντρα διανοµής στα οποίο το
µοναδιαίο κόστος που αντιµετωπίζει ισούται µε το µέγιστο κόστος που είναι δια-
τεθειµένος να πληρώσει σε αυτά. ΄Επεται ότι το οριακό κόστος που αντιµετωπίζει
στα επιλεγµένα κέντρα διανοµής είναι ίσα µεταξύ τους και ότι το µοναδιαίο κόστος
στα κέντρα διανοµής που δεν έχουν επιλεγεί είναι υψηλότερο από το µέγιστο που
είναι διατεθειµένος να καταβάλλει. Θα πρέπει να τονιστεί ότι το µέγιστο κόστος c̄j
είναι αυτό που δηµιουργεί την Ϲήτηση rj µονάδων και το µέγιστο κόστος ĉij αυτό
το καθορίζει την κατανοµή των rj µονάδων στα m κέντρα διανοµής. Συνεπώς, οι
συνθήκες ισορροπίας στην περίπτωση αυτή λαµβάνουν την µορφή:

xij > 0 ⇒ di(xi) + pi + tij = ĉij ∀i, j (3.63)

xij = 0 ⇒ di(xi) + pi + tij ≥ ĉij ∀i, j (3.64)

rj > 0 ⇒ c̄j = g−1
j (rj) (3.65)

rj = 0 ⇒ c̄j ≥ g−1
j (rj) (3.66)

Εισάγοντας της συνθήκες εφικτότητας που επιβάλλονται από την Ϲήτηση των πε-
λατών και την δυναµικότητα των κέντρων παραγωγής, το πρόβληµα µπορεί να
διατυπωθεί από τις κάτωθι σχέσεις που είναι ένα πρόβληµα µη-γραµµικής συµ-
πληρωµατικότητας (Nonlinear Complementarity Problem).

[di(xi) + pi + tij − ĉij] xij = 0, ∀i, ∀j (3.67)
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di(xi) + pi + tij − ĉij ≥ 0, ∀i, ∀j (3.68)[
c̄j − g−1

j (rj)
]
rj = 0, ∀j (3.69)

c̄j − g−1
j (rj) ≥ 0, ∀j (3.70)

n∑

j=1

xij = xi ≤ qi, ∀i (3.71)

m∑

i=1

xij = rj, ∀j (3.72)

xij ≥ 0, ∀i, ∀j (3.73)

Στην συνέχεια ϑα δείξουµε ότι οι συνθήκες (3.39-3.44), ϐάση των οποίων γίνεται
η κατανοµής των πελατών στα κέντρα διανοµής αντιστοιχούν στις συνθήκες ϐελτι-
στότητας Karush-Kuhn-Tucker ενός προβλήµατος που ελαχιστοποιεί µια κυρτή
συνάρτηση.

Θεώρηµα 3.6 ΄Εστω το κυρτό πρόβληµα ϐελτιστοποίησης

(UO−TPE) min

m∑

i=1

∫ xi

0

di(t)dt+

m∑

i=1

pixi +

m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij

−
n∑

j=1

∫ rj

0

g−1
j (t)dt (3.74)

υπό
m∑

i=1

xij = rj, ∀j (3.75)

xi ≤ qi ∀i (3.76)

xi −
n∑

j=1

xij = 0, ∀i (3.77)

xij ≥ 0, ∀i, ∀j (3.78)

τότε ĉij = wj−πi ∀i, ∀j, c̄j = wj ∀j και οι (3.67-3.73) είναι οι συνθήκες ϐελτιστότητας
KKT του προβλήµατος (UO-TPE).

Απόδειξη: Εισάγοντας του πολλαπλασιαστές Lagrange πi ≥ 0, για τους περιορι-
σµούς (3.76) και wj ≶ 0 για τους περιορισµούς (3.75) και αφού

∂

∂xij

[
m∑

i=1

∫ xi

0

d(t) dt

]
=

∂

∂xij

∫ xi

0

d(t) dt =
∂

∂xi

∫ xi

0

d(t) dt
∂xi
∂xij

= di(xi)

και

∂

∂rj

[
−

n∑

j=1

∫ rj

0

g−1
j (t)dt

]
= − ∂

∂rj

∫ rj

0

g−1
j (t)dt = −g−1

j (rj),
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οι ΚΚΤ συνθήκες είναι :

1. Συνθήκες δυϊκότητας

di(xi) + pi + tij + πi − wj ≥ 0, ∀i, j (3.79)
−g−1

j (rj) + wj ≥ 0, ∀i (3.80)
πi ≥ 0, ∀i (3.81)
wj ≶ 0, ∀i (3.82)

2. Συνθήκες Συµπληρωµατικότητας

[di(xi) + pi + tij + πi − wj] xij = 0, ∀i, ∀j (3.83)[
−g−1

j (rj) + wj
]
rj = 0, ∀j (3.84)

[qi − xi] πi = 0, ∀i (3.85)

3. Πρωτεύουσες Συνθήκες (Περιορισµοί Μεταφοράς)
m∑

i=1

xij = rj, xi ≤ qi ∀i, (3.86)

xi −
n∑

j=1

xij = 0, ∀i, ∀j (3.87)

xij ≥ 0, ∀i, ∀j (3.88)

΄Αρα, αν rj > 0 τότε c̄j = wj και κατά συνέπεια αναγκαστικά xij > 0 από κάποια
κέντρα διανοµής i. Αν όµως xij > 0 συνεπάγεται ότι ĉij = wj − πi. Επιπλέον, εάν
πi = 0, τότε

ĉij = c̄j = wi.

�

Μοναδικότητα της Λύσης

Θεώρηµα 3.7 Το πρόβληµα (UO-TPE) (3.74–3.78) έχει µοναδική λύση.

Απόδειξη: Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος αρκεί να δείξουµε ότι η αντικειµενική
συνάρτηση (3.74) είναι αυστηρώς κυρτή.
Η αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος (UO-TPE) διαφέρει από αυτή του
(UO-TP) µόνο ως προς τον όρο

n∑

j=1

∫ rj

0

g−1
j (t)dt. (3.89)
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΄Εχουµε ήδη αποδείξει (Θεώρηµα 3.7 σελίδα 76) ότι η
m∑

i=1

∫ xi

0

di(t)dt+

m∑

i=1

pixi +

m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij

είναι αυστηρώς κυρτή.
Η συνάρτηση Ϲήτησης είναι γνησίως ϕθίνουσα συνάρτηση του ελάχιστου κόστους c̄j
και κατά συνέπεια η αντίστροφη της ϑα πρέπει επίσης να είναι ϕθίνουσα συνάρτηση.
Επιπλέον είναι γνωστό ότι το ολοκλήρωµα µιας ϕθίνουσας συνάρτησης είναι αυστη-
ϱώς κοίλη συνάρτηση. Εποµένως η (3.89) είναι αυστηρώς κοίλη. Το αρνητικό µιας
αυστηρώς κοίλης συνάρτησης είναι αυστηρώς κυρτή συνάρτηση. Κατά συνέπεια
η αντικειµενική συνάρτηση είναι το άθροισµα δύο αυστηρώς κυρτών συναρτήσεων
και άρα µια αυστηρώς κυρτή συνάρτηση. ΄Επεται ότι το πρόβληµα (3.74-3.78) έχει
µοναδική λύση. �

Πόρισµα 3.2 Το σηµείο ισορροπίας είναι καλώς ορισµένο.

Σε αναλογία µε την ενότητα (3.3) όταν η Ϲήτηση των πελατών είναι ελαστική ο συν-
τονιστής του συστήµατος ϑα κλιθεί να επιλύσει το κάτωθι πρόβληµα προκειµένου
να αναθέσει τους πελάτες στα κέντρα διανοµής για εξυπηρέτηση

(SO−TPE) min

m∑

i=1

di(xi)xi +

m∑

i=1

pixi +

m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij

−
n∑

j=1

∫ rj

0

g−1
j (t)dt (3.90)

(3.91)

υπό
m∑

i=1

xij = rj, ∀j (3.92)

xi ≤ qi, ∀i (3.93)

xi −
n∑

j=1

xij = 0, ∀i (3.94)

xij ≥ 0, ∀i, ∀j (3.95)

και προκειµένου να ελαχιστοποιήσει τις ολικές δαπάνες των πελατών η ανάθεση του
ϑα στηρίζεται στις κάτωθι συνθήκες :

[
di(xi) + xi

∂di(xi)

∂xi
+ pi + tij − c̃ij

]
xij = 0, ∀i, ∀j (3.96)

di(xi) + xi
∂di(xi)

∂xi
+ pi + tij − c̃ij ≥ 0, ∀i, ∀j (3.97)
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[
c̄j − g−1

j (rj)
]
rj = 0, ∀j (3.98)

c̄j − g−1
j (rj) ≥ 0, ∀j (3.99)

n∑

j=1

xij = xi ≤ qi, ∀i (3.100)

m∑

i=1

xij = rj, ∀j (3.101)

xij ≥ 0, ∀i, ∀j (3.102)

3.6.1 Η Επίδραση της Ελαστικής Ζήτησης στο Βέλτιστο Συστήµατος και
Ατοµικό Βέλτιστο

Σε αυτό το µέρος επεκτείνουµε την ανάλυση της Ενότητας 3.5 στην περίπτωση όπου
η Ϲήτηση είναι συνάρτηση του µέγιστου κόστους που κάθε πελάτης ϑέλει να κατα-
ϐάλλει για την ικανοποίηση της για τον σκοπό αυτό υποθέτουµε ότι η αντίστροφη
συνάρτηση Ϲήτηση κάθε πελάτη j είναι της µορφής,

c̄1(r1) = 400− 0.5r1, c̄2(r2) = 500− 0.3r2, (3.103)

c̄3(r3) = 450− 0.5r3, c̄4(r4) = 600− 0.1r4, (3.104)

c̄5(r5) = 350− 0.4r5. (3.105)

Χρησιµοποιώντας τις ίδιες παραµέτρους που αναφέρονται στον Πίνακα (3.1) οι συ-
ναρτήσεις αυτές δηµιουργούν για κάθε πελάτη τις ποσότητες αγοράς που αναφέ-
ϱονται στο Πίνακα 3.3.

SO-TPE UO-TPE
Ποσότητα Αγοράς Ποσότητα Αγοράς

C1 454.13 454.95
C2 554.13 554.95
C3 502.13 617.75
C4 651.8 652.62
C5 404.8 405.62

Πίνακας 3.3: Βέλτιστες Ποσότητες Αγοράς

Τα προκύπωντα προβλήµατα διαµορφώθηκαν σύµφωνα µε την γλώσσα προτυπο-
ποίησης προβληµάτων ϐελτιστοποίησης AMPL και για την επίλυσή τους χρησιµο-
ποιήθηκε ο επιλυτής MINOS 5.5.
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1

2

3

1

2

3

4

5

454.95

440.16

527.65

124.96

405.62

554.95

62.79

SO-TPE UO-TPE

Σχήµα 3.5: Βέλτιστη Κατανοµή Πελατών των Προβληµάτων (SO-TPE) και (UO-TPE)

Το Σχήµα 3.5 απεικονίζει την ϱοή των πελατών στα κέντρα διανοµής όπως προκύ-
πτει ύστερα από την επίλυση των (SO-TPE) και (UO-TPE). ΄Οπως ϕαίνεται και από
το σχήµα όταν η ανάθεση των πελατών στα κέντρα διανοµής γίνεται από το σύστηµα
(δηλαδή επιλύεται το πρόβληµα (SO-TPE)),

– Ο C1 ϑα κατευθυνθεί στο κέντρο διανοµής F2 από όπου ικανοποιεί το σύνολο
της Ϲητούµενης ποσότητας του (454.13 µονάδες) µε κόστος ανά µονάδα 37.53.

– Ο C2 ϑα κατευθυνθεί στο κέντρο διανοµής F3 από όπου ικανοποιεί το σύνολο
της Ϲητούµενης ποσότητας του (554.13 µονάδες) µε µοναδιαίο κόστος ανά
µονάδα 29.51.

– Ο C3 ϑα κατευθυνθεί στο κέντρο διανοµής F1 από όπου αγοράζει 115.28
µονάδες (από το σύνολο των 502.13) ενώ για την αγορά τον υπόλοιπων 386.85
στο κέντρων διανοµής F3 αντιµετωπίζοντας µοναδιαίο κόστος 38.53 και 35.51
αντίστοιχα.

– Ο C4 ϑα κατευθυνθεί στο κέντρο διανοµής F1 από όπου αγοράζει 506.84
µονάδες (από το σύνολο των 651.8) ενώ για την αγορά τον υπόλοιπων 223.7
στο κέντρων διανοµής F2 αντιµετωπίζοντας µοναδιαίο κόστος 39.53 και 42.26
αντίστοιχα.

– Ο C5 ϑα κατευθυνθεί στο κέντρο διανοµής F2 από όπου ικανοποιεί το σύνολο
της Ϲητούµενης ποσότητας του (404. 8 µονάδες) µε κόστος ανά µονάδα 36.28.

΄Οπως και στη περίπτωση της σταθερής Ϲήτησης η καταχώρηση των πελατών σε
κέντρα διανοµής που συνεπάγονται υψηλότερο κόστος από το ελάχιστο ϑα επιβάλ-
λει τους πελάτες να αλλάξουν το προτεινόµενο σενάριο αγοράς. Το ανταγωνιστικό
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SO-TPE UO-TPE
Μοναδιαίο Κόστος Ποσότητα Μοναδιαίο Κόστος Ποσότητα

C11 37.53 0 40.14 0
C21 35.26 454.13 35.14 454.95
C31 41.51 0 47.17 0
C12 35.53 0 38.14 0
C22 41.26 0 41.14 0
C32 29.51 554.13 35.17 554.95
C13 38.53 115.28 41.14 62.79
C23 46.26 0 46.14 0
C33 35.51 386.85 41.17 440.16
C14 39.53 428.1 42.14 527.65
C24 42.26 223.7 42.14 124.97
C34 43.51 0 49.17 0
C15 43.53 0 46.14 0
C25 33.26 404.8 33.14 405.62
C35 30.51 0 36.17 0

Πίνακας 3.4: Αποτελέσµατα Επίλυσης των Προβληµάτων (SO-TPE) και (UO-TPE)

πλαίσιο µέσα στο οποίο κινούνται οι πελάτες ϑα αναγκάσει τους πελάτες να κα-
τανείµουν την Ϲήτηση τους σε εκείνες τις εγκαταστάσεις που τους εξασφαλίζουν το
ελάχιστο δυνατό κόστος ανά µονάδα.
Η ανταγωνιστική κατανοµή της Ϲήτησης προκύπτει από την επίλυση του (UO-TPE)
και καταχωρείται στον Πίνακα 3.4. Παρατηρούµε ότι οι µοναδιαίες δαπάνες που
προκύπτουν δεν συνηγορούν για την αποµάκρυνση κάποιου πελάτη από την συγ-
κεκριµένη κατανοµή εάν όλοι οι άλλοι αποδέχθουν την κατανοµή, Το σηµείο ισορ-
ϱοπίας είναι καλώς ορισµένο.

3.7 Συµπεράσµατα

Σε αυτό το κεφάλαιο εξετάζονται οι συνέπειες του ανταγωνισµού των πελατών για
την εξασφάλιση ενός συγκεκριµένου επίπεδου εξυπηρέτησης σε ένα δίκτυο ανεφο-
διασµού όπου το κόστος µεταφοράς το επιβαρύνεται ο πελάτης και όχι το σύστηµα.
Το πρόβληµα διαµορφώνεται σαν ένα πρόβληµα µη-γραµµικού προγραµµατισµού
ανάλογο αυτών που αντιµετωπίζονται στα δίκτυα κυκλοφορίας.
Μέσα σε αυτό το πλαίσιο εξετάζονται δυο διαφορετικές µορφές διαχείρισης του συ-
στήµατος ανεφοδιασµού. Πρώτα εξετάζεται η περίπτωση όπου το σύστηµα έχει την
δυνατότητα να κατευθύνει το ίδιο τους πελάτες στα κέντρα διανοµής για εξυπηρέ-
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τηση, καθορίσαµε τις συνθήκες ϐελτιστότητας του συστήµατος και αποδείξαµε την
µοναδικότητα της ϐέλτιστης λύσης.
Στην συνέχεια εξετάστηκε η περίπτωση όπου οι πελάτες έχουν την δυνατότητα να
επιλέξουν τα κέντρο διανοµής από τα οποία ϑα εξυπηρετηθούν. Αποδεικνύεται ότι
το παίγνιο στο οποίο εµπλέκονται οι πελάτες είναι ισότιµο µε ένα πρόβληµα µη-
γραµµικού προγραµµατισµού. Αποδεικνύεται επίσης η ύπαρξη και µοναδικότητα
ισορροπίας και η διαφοροποίηση της από την ϐέλτιστη καταχώρηση του συστήµα-
τος.





Κεφάλαιο 4

Κυρτά Προβλήµατα Παραγωγής Μεταφοράς
και Αλγόριθµοι Επίλυσης Βασισµένοι στην
Μέθοδο Frank-Wolfe

ναυσί τε καί πολύ περιει̃ναι, ἵνα καί τα ἐπιτήδεια ῥᾷον ἐσκοµιζώµεθα, τόν δέ καί αὐτόθεν σῖτον ἐν ὁλκάσι,
πυρούς καί πεφρυγµένας κρίθας, ἄγειν, καί σιτοποιούς ἐκ τω̃ν µυλώνων πρός µέρος ἠναγκασµένους ἐµµίσθους,

ἵνα ἤν που ὑπό ἀπλοίας ἀπολαµβανώµεθα, ἔχῃ ἡ στρατιά τά ἐπιτήδεια

ΘΟΥΚΙ∆Ι∆ΟΥ : ῾Ιστορι̃αι, Βιβλίον Ζ΄

4.1 Εισαγωγή

Στο προηγούµενο κεφάλαιο αναπτύξαµε, µορφοποιήσαµε και αναλύσαµε το πρό-
ϐληµα παραγωγής µεταφοράς κάτω από συνθήκες ανταγωνισµού των πελατών για
υπηρεσίες. Στο παρόν κεφάλαιο ϑα αναπτύξουµε µεθόδους επίλυσης του προβλή-
µατος τόσο για την περίπτωση δεδοµένης Ϲήτησης όσο και για την περίπτωση ελαστι-
κής Ϲήτησης. Θα αναδείξουµε επίσης το ευρύ ϕάσµα εφαρµογής των προτεινόµενων
µεθόδων µέσω της µορφοποίησης δύο ακόµα προβληµάτων της εφοδιαστικής αλυ-
σίδας : (α) του κλασσικού προβλήµατος µεταφοράς υπό αβέβαια Ϲήτηση και (ϐ) ενός
νέου προβλήµατος, του προβλήµατος παραγωγής µεταφοράς όταν η ανάθεση της
Ϲήτησης στις παραγωγικές µονάδες γίνεται µέσω µεσαζόντων.

4.2 Πρόβληµα Μεταφοράς µε Αβέβαια Ζήτηση

Το πρόβληµα µεταφοράς µε αβέβαια Ϲήτηση (Stochastic Transportation Problem
(STP) [113]) αφορά στην επιλογή των ποσοτήτων που πρέπει να µεταφερθούν από
m σηµεία διάθεσης ενός προϊόντος (κέντρα διανοµής, εργοστάσια) σε n σηµεία
Ϲήτησης (πελάτες), όταν η Ϲήτηση rj του πελάτη j δεν µπορεί να προσδιοριστεί µε

83
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ακρίβεια και εποµένως µπορεί να ϑεωρηθεί ότι είναι µια συνεχής τυχαία µεταβλητή,
µε αντίστοιχη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (probability density function)
ϕj(rj). Θα υποθέσουµε ότι όλες οι µεταβλητές rj είναι ανεξάρτητες, δηλαδή η
Ϲήτηση του πελάτη ` δεν επηρεάζει την Ϲήτηση του πελάτη j, για j 6= `.
΄Εστω ότι tij είναι το οριακό κόστος µεταφοράς από το σηµείο διάθεσης i στο κέντρο
Ϲήτησης j, και xj =

∑m
i=1 xij οι συνολικές µονάδες προϊόντος που µεταφέρονται στο

κέντρο Ϲήτησης j. Από την στιγµή που η Ϲήτηση δεν είναι γνωστή εκ των προτέρων,
εάν µία συγκεκριµένη ποσότητα του προϊόντος xj µεταφερθεί σε κάποιον από τους
προορισµούς µπορεί να διαπιστωθεί ότι ισχύουν οι εξής περιπτώσεις :
1. xj < rj δηλαδή η µεταφερόµενη ποσότητα να υστερεί της πραγµατικής Ϲή-

τησης, το οποίο δηµιουργεί κόστος/ποινή gj(rj−xj) από τις χαµένες
πωλήσεις.

2. xj > rj δηλαδή η µεταφερόµενη ποσότητα να υπερτερεί της πραγµατικής
Ϲήτησης, το οποίο δηµιουργεί κόστος/ποινή $j(xj − rj) από την
δέσµευση της ποσότητας (xj − rj) στο πελάτη j.

3. xj = rj η οποία δεν συνεπάγεται κανένα κόστος.
Συνεπώς εξαιτίας της τυχαιότητας του rj το προσδοκώµενο κόστος µη κάλυψης της
Ϲήτησης του πελάτη j ϑα είναι [4, 218],

gj

∫ ∞

qj

(rj − xj)ϕj(rj) drj, (4.1)

ενώ

$j

∫ xj

0

(xj − rj)ϕj(rj) drj (4.2)

ϑα είναι το κόστος υπερκάλυψης της Ϲήτησης του πελάτη j.
Υποθέτοντας επιπλέον ότι κάθε κέντρο προσφοράς έχει δυναµικότητα παραγωγής
qi το πρόβληµα µπορεί να διατυπωθεί ως,

[STP] min
n∑

j=1

{
gj

∫ ∞

qj

(rj − xj)ϕj(rj) drj +$j

∫ xj

0

(xj − rj)ϕj(rj) drj
}

+

m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij (4.3)

υπό
n∑

j=1

xij ≤ qi, ∀i (4.4)

m∑

i=1

xij = xj, ∀j (4.5)

xij ≥ 0, ∀i, ∀j, (4.6)
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Το πρόβληµα ϑεωρείται ότι είναι κυρτό [46, 114, 91, 92], όµως καµία από τις
αναφορές αυτές δεν αποδεικνύει την κυρτότητα του προβλήµατος. Αντιθέτως, για
το προβλήµα σχεδιασµού οικονοµικής ποσότητας παραγγελίας µε αβέβαια Ϲήτηση
(Economic Lot Scheduling Problem with Random Demand), όπου στόχος είναι η
ελαχιστοποίηση του µακροχρόνιου µέσου κόστους (long-run average cost) εκκίνη-
σης της παραγώγης και διατήρησης αποθέµατος, απόδειξη της κυρτότητας παρα-
δίδεται από τον G. Gallego [66]. Στην συνέχεια ϑα αποδείξουµε ότι το δικό µας
πρόβληµα είναι κυρτό.

Λήµµα 4.1 Ισχύει ότι
∫ xj

0

(xj − rj)ϕj(rj) drj = xj − vj +

∫ ∞

xj

(rj − xj)ϕj(rj) drj,

όπου vj είναι η προσδοκώµενη Ϲήτηση του πελάτη j

Απόδειξη: Εξ΄ ορισµού [4, 218]

vj =

∫ +∞

−∞
rjϕj(rj)drj

=

∫ 0

−∞
rjϕj(rj)drj +

∫ xj

0

rjϕj(rj)drj +

∫ ∞

xj

rjϕj(rj)drj.
(4.7)

Επίσης
∫ ∞

xj

(rj − xj)ϕj(rj) drj =

∫ ∞

xj

rjϕj(rj) drj − xj
∫ ∞

xj

ϕj(rj)drj. (4.8)

Τέλος

xj = xj

∫ ∞

0

ϕj(rj)drj = xj

∫ xj

0

ϕj(rj)drj + xj

∫ ∞

xj

ϕj(rj)drj. (4.9)

Αφού
∫ 0

−∞
rjϕj(rj)drj = 0, προσθέτοντας την (4.8) στην (4.9) και αφαιρώντας την

(4.7) λαµβάνουµε την ισότητα του λήµµατος. �

Πόρισµα 4.1 Η συνολική ποινή είναι
n∑

j=1

$j(xj − vj) +

n∑

j=1

($j + gj)

∫ ∞

xj

(rj − xj)ϕj(rj)drj. (4.10)

Εποµένως το πρόβληµα µπορεί να αναδιατυπωθεί ως :

(STP) min

n∑

j=1

{
$jxj + ($j + gj)

∫ ∞

xj

(rj − xj)ϕj(rj)drj
}

+
m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij (4.11)

υπό (4.4)− (4.6) (4.12)
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όπου ο σταθερός όρος −∑n
j=1 $jvj έχει απαλοιφθεί.

Θεώρηµα 4.1 Το πρόβληµα (STP) είναι ένα πρόβληµα κυρτού προγραµµατισµού.

Απόδειξη: Για την απόδειξη του ϑεωρήµατος αρκεί να δείξουµε την κυρτότητα του
όρου

f(xj) =

∫ ∞

xj

(rj − xj)ϕj(rj)drj.

΄Εχουµε
f ′(xj) = −

∫ ∞

xj

ϕj(rj)drj

και συνεπώς
f ′′(xj) = ϕj(rj).

Αφού εξ΄ ορισµού [4, 218] ϕj(rj) ≥ 0, συνεπάγεται ότι f ′′(xj) ≥ 0 και εποµένως η
f(xj) είναι κυρτή [12]. �

Πόρισµα 4.2 Το πρόβληµα (STP) είναι ένα πρόβληµα κυρτού προγραµµατισµού.

4.3 Πρόβληµα Παραγωγής Μεταφοράς µε Μεσάζοντα

Στην ενότητα αυτή ϑα εξετάσουµε το πρόβληµα παραγωγής µεταφοράς όταν η αγο-
ϱά ϐασίζεται στην παρουσία µεσάζοντα. Ανάλογα προβλήµατα έχουν προταθεί από
τους Chen et al. [43]. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν |M | περιοχές προσφοράς και
|N | περιοχές Ϲήτησης ενός προϊόντος. Οι περιοχές προσφοράς ανήκουν σε |K|
παραγωγούς (µε Mk να δηλώνει τις εγκαταστάσεις παραγωγής που ανήκουν στον
παραγωγό k) ενώ οι περιοχές Ϲήτησης ανήκουν αποκλειστικά σε έναν αγοραστή. Η
Ϲήτηση του αγοραστή είναι ένα διάνυσµα r = [rj]. Για την ικανοποίηση της ο αγο-
ϱαστής απευθύνεται σε έναν διαµεσολαβητή. Ο διαµεσολαβητής µε την σειρά του
έχει την δυνατότητα να απευθυνθεί στους |K| παραγωγούς προκειµένου να προµη-
ϑευτεί το προϊόν και να ικανοποιήσει την Ϲήτηση του πελάτη. Κάθε παραγωγός k
αντιµετωπίζει µια διαφορετική συνάρτηση παραγωγής pk(sk) κατά την παραγωγική
διαδικασία και τιµολογεί το προϊόν µε ϐάση µια συνάρτηση τιµολόγησης ok(sk),
όπου sk = [xi]i∈Mk

είναι ένα διάνυσµα στο R|Mk| που περιλαµβάνει τις παραγόµενες
ποσότητες xi σε κάθε εγκατάσταση i που ανήκει στον προµηθευτή k.

Υπόθεση 4.1 Η συνάρτηση pk(·) είναι µία κυρτή (µή-ϕθίνουσα), παραγωγίσιµη συ-
νάρτηση ≥ 0 µε p(0) = 0

Η κυρτότητα της συνάρτηση παραγωγής συνεπάγεται µη ϕθίνον οριακό κόστος
παραγωγής. Τέτοιου είδους οριακές δαπάνες παραγωγής µπορεί να περιλαµβά-
νουν την περίπτωση όπου χρησιµοποιείται υπερωριακή απασχόληση της οποίας το
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οριακό κόστος είναι υψηλότερο σε σύγκριση µε το οριακό κόστος της κανονικής
(οκτάωρης) απασχόλησης.

Υπόθεση 4.2 Η συνάρτηση ok(·) είναι µία κυρτή (µή-ϕθίνουσα), παραγωγίσιµη συ-
νάρτηση ≥ 0 µε o(0) = 0

Εποµένως, για δεδοµένη ποσότητα Ϲήτησης r, το πρόβληµα του διαµεσολαβητή
είναι να επιλέξει τις ποσότητες που ϑα παραγγείλει από κάθε παραγωγό έτσι ώστε
να ικανοποιήσει την Ϲήτηση στο ελάχιστο δυνατό κόστος.
Αν επιπλέον υποθέσουµε ότι ο πελάτης επιβαρύνεται το κόστος µεταφοράς του προ-
ϊόντος από τα κέντρα παραγωγής στα κέντρα Ϲήτησης (tijxij), όπου tij είναι το
οριακό κόστος µεταφοράς και xij η µεταφερόµενη ποσότητα, τότε το πρόβληµα του
διαµεσολαβητή µπορεί να διατυπωθεί ως :

[ITP] min

|K|∑

k=1

ok(sk) +

|M |∑

i=1

|N |∑

j=1

tijxij (4.13)

υπό
|N |∑

j=1

xij = xi, ∀i (4.14)

|M |∑

i=1

xij = rj, ∀j (4.15)

xij ≥ 0, ∀i, ∀j (4.16)

΄Εστω ότι w(r) είναι η ϐέλτιστη αντικειµενική τιµή του προβλήµατος [ITP] για δε-
δοµένο r ∈ R, όπου R = {r : r > 0, r < ∞}, και έστω ότι w−k̄(r) είναι η ϐέλτιστη
τιµή του ιδίου προβλήµατος ύστερα από το αποκλεισµό του παραγωγού k̄, δηλαδή
απαλοίφοντας τον παραγωγό k̄ από τα αθροίσµατα της (4.13) και τους περιορισµούς
(4.14-4.15).

Πρόταση 4.1 Ισχύει ότι w−k̄(r) ≥ w(r).

Απόδειξη: Απορρέει από το γεγονός ότι το w−k̄(r) προκύπτει ύστερα από την
προσθήκη του περιορισµού sk = 0, ∀i ∈ |M |k στο [ITP]. Το w−k̄(r) είναι δηλαδή η
ϐέλτιστη αντικειµενική τιµή ενός περιορισµένου προβλήµατος (restricted problem)
του [ITP].

�
Αν υποθέσουµε επιπλέον ότι (x?, s?) είναι η ϐέλτιστη λύση του προβλήµατος [ITP]
τότε η σχέση

f−k̄(r) = w−k̄(r)− w(r) + ok(sk̄) (4.17)
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εκφράζει το ποσό που καταβάλλει ο αγοραστής στον παραγωγό k̄. ∆ηλαδή ο αγο-
ϱαστής καταβάλλει στον παραγωγό k̄ την τιµή που αυτός ϑέτει ok(sk̄) συν την προ-
στιθέµενη αξία w−k̄(r)− w(r) της συµµετοχής του παραγωγού στο σύστηµα.

Πρόταση 4.2 Το συνολικό κόστος που αντιµετωπίζει ο πελάτης του συστήµατος ανε-
ϕοδιασµού είναι το συνολικό άθροισµα των πληρωµών που καταβάλλει στους παρα-
γωγούς συν το κόστος ανεφοδιασµού. ∆ηλαδή,

c(r) =

|K|∑

k=1

fk(r) +

|M |∑

i=1

|N |∑

j=1

tijx
?
ij =

|K|∑

k=1

w−k̄(r)− (|K| − 1)w(r) (4.18)

Απόδειξη: Από τον ορισµό της f−k̄(r) ϑα έχουµε,

|K|∑

k=1

fk(r) = w−1(r)− w(r) + o1(s?1) (4.19)

+ w−2(r)− w(r) + o2(s?2) (4.20)

+
... ... ... (4.21)

+ w−|K|(r)− w(r) + ok(s
?
k) (4.22)

=

|K|∑

i=1

w−k̄(r)− |K|w(r) +

|K|∑

i=1

ok(s
?
i ) (4.23)

αλλά

w(r) =

|M |∑

i=1

∑

j=1

tijx
?
ij +

|M |∑

i=1

oi(s
?
i )⇒ (4.24)

|M |∑

i=1

|N |∑

j=1

tijx
?
ij = w(r)−

|M |∑

i=1

oi(s
?
i ) = (4.25)

και κατά συνέπεια

c(r) =

|K|∑

k=1

fk(r) +

|M |∑

i=1

|N |∑

j=1

tijx
?
ij =

|K|∑

k=1

w−k̄(r)− (|K| − 1)w(r) (4.26)

�

Πρόταση 4.3 Οι συναρτήσεις w(r) και w−k̄(r) είναι κυρτές συναρτήσεις του r.

Απόδειξη: Η w(r) είναι η συνάρτηση τιµής (value function) του προβλήµατος
[ITP], το οποίο έχει κυρτή αντικειµενική συνάρτηση και γραµµικούς περιορισµούς.
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΄Εστω r1 και r2 δύο οποιαδήποτε σηµεία στο R|M |. Για να είναι η w(r) κυρτή ϑα
πρέπει να ισχύει ότι για r = δr1 +(1−δ)r2 µε δ ∈ [0, 1] w(r) = w[δr1 +(1−δ)r2] ≤
δw(r1) + (1− δ)w(r2)

Εάν w(r1) ή w(r2) = +∞, τότε ισχύει άµεσα ότι w[δr1 + (1 − δ)r2] ≤ δw(r1) +
(1 − δ)w(r2) για 0 ≤ δ ≤ 1. Κατά συνέπεια, υποθέτουµε ότι w(r1) < +∞ και
w(r2) < +∞. Εάν είτε το w(r1) ή το w(r2) = −∞, τότε δεν υπάρχει εφικτή λύση
και δεν υπάρχει κάτι προς απόδειξη.
Θα πρέπει να σηµειωθεί ότι οι περιορισµοί

|N |∑

j=1

xij = xi ∀i

είναι προσδιοριστικοί δηλαδή µπορεί να αφαιρεθούν από το πρότυπο. Σε αυτή την
περίπτωση το πρόβληµα µετασχηµατίζεται στο εξής :

w(r) = min

|K|∑

k=1

ok





|N |∑

j=1

xij



i∈Nk


+

|M |∑

i=1

|N |∑

j=1

tijxij

υπό
|M |∑

i

xij = rj, ∀j

xij ≥ 0, ∀i ∀j





(4.27)

όπου έχουµε αντικαταστήσει κάθε xi στα υποδιανύσµατα sk, µε
∑|N |

j=1 xij. Εµφανώς,
η ok(·) παραµένει κυρτή στο xij.
΄Εστω w(r1) είναι αντικειµενική τιµή του προβλήµατος (4.27) για r = r1 και x∗1 =
[x∗1ij ] είναι η αντίστοιχη ϐέλτιστη λύση, ας είναι w(r2) και x∗2 = [x∗2ij ] οι αντίστοιχες
τιµές για r = r2

Παρατηρούµαι ότι

|M |∑

i=1

[
δx∗1ij + (1− δ)x∗2ij

]
= δ

|M |∑

i=1

x∗1ij + (1− δ)
|M |∑

i=1

x∗2ij

δηλαδή, το σηµείο x̄ = δx∗1 + (1 − δ)x∗2 είναι ένα ϐέλτιστο σηµείο του (4.27) για
r = δr1 +(1−δ)r2. Συνεπώς ή το x̄ είναι εφικτό σηµείο του (4.27) ή όχι. Εποµένως,

w(r) = w[δr1 + (1− δ)r2] ≤
|K|∑

k=1

ok





|N |∑

j=1

x̄ij



i∈Nk


+

|M |∑

i=1

|M |∑

j=1

tijx̄ij

≤ δ





|K|∑

k=1

ok





|N |∑

j=1

x∗1ij



i∈Nk


+

|M |∑

i=1

|N |∑

j=1

tijx
∗1
ij




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+ (1− δ)





|K|∑

k=1

ok





|N |∑

j=1

x∗2ij



i∈Nk


+

|M |∑

i=1

|N |∑

j=1

tijx
∗2
ij





= δw(r1) + (1− δ)w(r2)

όπου η δεύτερη ανισότητα προκύπτει από την κυρτότητα της ok(·) �

Πρόταση 4.4 Αν (x, s) είναι η ϐέλτιστη λύση του προβλήµατος για δεδοµένο r ∈ R,
τότε υπάρχουν πολλαπλασιαστές Lagrange βj και αi για τους περιορισµούς (4.15)
και (4.14) αντίστοιχα για τους οποίους ισχύει ότι :

αi =
∂oki(ski)

∂xi
, (4.28)

όπου το ki, δηλώνει τον παραγωγό k που είναι ιδιοκτήτης της εγκατάστασης παραγω-
γής i, και

∂oki(ski)

∂xi
+ tij =

∂w(r)

∂rj
εάν xij > 0

∂oki(ski)

∂xi
+ tij ≥

∂w(r)

∂rj
εάν xij = 0





(4.29)

Απόδειξη: Εισάγοντας πολλαπλασιαστές Lagrange βj και αi για τους περιορισµούς
(4.15) και (4.14) οι ΚΚΤ συνθήκες ϑα είναι

1. Συνθήκες ∆υϊκότητας

∂w(r)

∂xi
=
∂oki(ski)

∂xi
− αi ≥ 0, ∀i (4.30)

∂w(r)

∂xij
= tij + αi + βj ≥ 0, ∀i, ∀j (4.31)

∂w(r)

∂rj
= −βj ≥ 0, ∀j (4.32)

2. Συνθήκες Συµπληρωµατικότητας

xi

[
∂oki(ski)

∂xi
− αi

]
= 0, ∀i (4.33)

xij [tij + αi + βj] = 0, ∀i, ∀j (4.34)

rj(−βj) ≥ 0, ∀j (4.35)
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Με κατάλληλες αντικαταστάσεις προκύπτει το επιθυµητό αποτέλεσµα. �

Πόρισµα 4.3

βj = min
i∈|M |
{ai + tij} (4.36)

Πρόταση 4.5 Το διάνυσµα β = [βj] είναι ένα υποκλίτος (subgradient) της w(r)
δηλαδή,

β ∈ ∂w(r) (4.37)

Επιπλέον

β ∈ ∂w−k̄(r−Rk̄), (4.38)

όπου

Rk̄ = [rk̄j ]j∈|N | (4.39)

και

rk̄j =
∑

i∈Mk

xij (4.40)

είναι δηλαδή η συνολική παραγόµενη ποσότητα που διατίθεται στην περιοχή Ϲήτηση
j από τον παραγωγό k.

Απόδειξη: Από τον ορισµό του υποκλίτους [177, 12] αρκεί να δείξουµε ότι,

w(r′)− w(r) ≥ vT (r′ − r) (4.41)

΄Εχουµε εποµένως,

w(r
′
)− w(r) =

∑

k

[ok(sk(r
′
))− ok(sk(r))] +

∑

i

∑

j

tij[xij(r
′)− xij(r)]

≥
∑

k

αTk [sk(r
′)− sk(r)] +

∑

i

∑

j

tij[xij(r
′)− xij(r)]

=
∑

i

αi
∑

j

[xij(r
′)− xij(r)] +

∑

i

∑

j

tij[xij(r
′)− xij(r)]

=
∑

i

∑

j

(αi + tij)[xij(r
′)− xij(r)]

=
∑

i,j:yij(r′)>0

βj[xij(r
′)− xij(r)] +

∑

i,j:yij(r′)=0

(αi + tij)xij(r
′)

∑

i,j:yij(r′)>0

βj[xij(r
′)− xij(r)] +

∑

i,j:yij(r′)=0

βjxij(r
′)

=
∑

j

βj
∑

i

[xij(r
′)− xij(r)

∑

j

βj(r
′ − r) = βT (r′ − r)

(4.42)
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όπου για τις ανισότητες κάναµε χρήση των προηγούµενων αποτελεσµάτων (προτά-
σεων) και του γεγονότος ότι xij(r′) ≥ 0. Η απόδειξη της (4.38) είναι παρόµοια για
αυτό παραλείπεται. �

Οικονοµική Ερµηνεία των Αποτελεσµάτων του πορίσµατος 4.3 και της πρό-
τασης 4.4. Από οικονοµικής άποψης, τα αποτελέσµατα των προτάσεων που ανα-
ϕέρθηκαν µέχρι τώρα συνεπάγονται ότι :

– Η προµήθεια κάθε κέντρου Ϲήτησης j γίνεται από από παραγωγούς που έχουν
το ίδιο οριακό κόστος. Οι παραγωγοί που δεν εφοδιάζουν το κέντρο Ϲήτησης j
έχουν υψηλότερο.

– Στην περίπτωση που η w(r) είναι διαφορίσιµη (differentiable) σε κάποια πε-
ϱιοχή γύρω από ένα διάνυσµα r, τότε ∇w(r) = β, [177, 12]. Κατά συνέπεια
από τη πρόταση (4.5) ϑα έχουµε ότι :

β = ∇w(r) = ∇w−k̄(r) (4.43)

Η τελευταία σχέση εξασφαλίζει ότι το οριακό κόστος όλης της αλυσίδας ανε-
ϕοδιασµού παραµένει αµετάβλητο αν ο παραγωγός k̄ και η ποσότητα που
παράγεται από αυτόν αποκλειστούν από το σύστηµα.

Τα δύο αυτά αποτελέσµατα ορίζουν τις σχέσεις µε ϐάση τις όποιες καθορίζονται οι
συναλλαγές στα πλαίσια της αλυσίδας ανεφοδιασµού που εξετάζεται.
Στην συνέχεια ϑα εξετάσουµε περισσότερο την σχέση που υπάρχει ανάµεσα στην
συνάρτηση παραγωγής pk(sk) και την συνάρτηση ok(sk) µε ϐάση την οποία τιµολο-
γεί ο κάθε παραγωγός το προϊόν στον ενδιάµεσο. Η σχέση αύτη ϑα µας ϐοηθήσει να
αναλύσουµε καλύτερα τα αποτελέσµατα για τις σχέσεις που διέπουν τις συναλλαγές
ανάµεσα στις περιοχές παραγωγής και τις περιοχές Ϲήτησης.

4.3.1 Σχέση Ανάµεσα στο Κόστος Παραγωγής και την Συνάρτηση Τιµολό-
γησης

Για να µπορέσουµε να εξετάσουµε την σχέση ανάµεσα στο κόστος παραγωγής των
παραγωγών και τον τρόπο που αυτοί τιµολογούν το προϊόν τους στον διαµεσολαβητή
ϑα χρησιµοποιήσουµε στοιχεία της ϑεωρίας παιγνίων και ιδιαίτερα των δηµοπρα-
σιών. Σε αυτή την περίπτωση ϑα πρέπει να ϑεωρήσουµε τον διαµεσολαβητή σαν
ένα δηµοπράτη και την συνάρτηση τιµολόγησης των παραγωγών σαν την προσφορά
τους στην δηµοπρασία.
Είναι εµφανές από την προηγούµενη ανάλυση και από τον ορισµό του f−k̄(r) (ϐλέ-
πε 4.17) ότι οι πληρωµές που καταβάλλει ο αγοραστής σε οποιονδήποτε παραγωγό
k στηρίζονται όχι µόνο στην προσφορά του στον δηµοπράτη αλλά και στη αξία που



Ενότητα 4.3: Πρόβληµα Παραγωγής Μεταφοράς µε Μεσάζοντα 93

προσθέτει στο σύστηµα η συµµετοχή του στην δηµοπρασία. Αυτού του είδους οι
δηµοπρασίες ανήκουν στην κατηγορία των δηµοπρασιών µε την την ευρύτερη ονο-
µασία δηµοπρασίες τύπου Vickrey-Clark-Groves (VCG) [152]. Οι δηµοπρασίες
αυτού του είδους είναι συµβατές κινήτρων (incentives compatible) και αποτελεσµα-
τικές (efficient), δηλαδή εξασφαλίζουν ότι όλοι οι συµµετέχοντες στην δηµοπρασία
έχουν κίνητρο να είναι ειλικρινείς (truth-telling)) και σαν αποτέλεσµα µεγιστοποιεί-
ται το κοινωνικό όφελος. Οι συµβατότητα κινήτρων απαιτείται συνήθως για να είναι
µια δηµοπρασία αποτελεσµατική.

Ορισµός 4.1 ΄Εστω ότι :

1. Στην δηµοπρασία λαµβάνουν µέρος n (i = 1, 2, . . . n) συµµετέχοντες.

2. Κάθε ένας από αυτούς έχει στην διάθεση του κάποιες ιδιωτικές πληροφορίες
ti ∈ Ti που καθορίζουν τον τύπο του.

3. Οι στρατηγικές του κάθε συµµετέχοντα είναι να δηλώσει τον τύπο του δη-
λαδή να αποκαλύψει αν οι πληροφορίες που παρέχει είναι αληθείς ή
ψευδείς. t = (ti, t−i) είναι το διάνυσµα των στρατηγικών των n συµµετεχόντων.

4. ρ(t) είναι η έκβαση της δηµοπρασίας για κάθε τύπο των συµµετεχόντων.

5. πi είναι η αµοιβή του συµµετέχοντος i

6. Οι προτιµήσεις κάθε συµµετέχοντα δίνονται από την συνάρτηση ui(ti, ρ). Με
αλλά λογία η ui(ti, ρ) ορίζει την αξία που έχει για κάθε τύπο συµµετέχοντος η
έκβαση της δηµοπρασίας.

7. Εποµένως η χρησιµότητα που αντλεί κάθε συµµετέχων από την δηµοπρασία είναι
Ui = πi+ui(ti, ρ). Αυτή την χρησιµότητα είναι που προσπαθεί να ϐελτιστοποιήσει
ο κάθε συµµετέχων.

Λέγεται ότι ένας τέτοιος µηχανισµός δηµοπρασιών ανήκει στην οικογένεια των δηµο-
πρασιών τύπου VCG εάν

(α)

ρ(t) ∈ arg max
ρ

(

n∑

i=1

ui(ti, ρ(t)), kai (4.44)

(ϐ) υπάρχει i τέτοιο ώστε

πi(t) =
∑

i6=j
uj(tj, ρ(t)) + hi(t−1) (4.45)
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΄Οταν ο συµµετέχων i εξασφαλίζει αµοιβή που ικανοποιεί την (4.45) τότε λέγεται ότι
εξασφαλίζει αµοιβή VCG [152].

Πρόταση 4.6 Στα πλαίσια ενός µηχανισµού δηµοπρασιών τύπου VCG η ειλικρίνεια
είναι η κυρίαρχη στρατηγική του συµµετέχοντα που λαµβάνει αµοιβή VCG.

Απόδειξη: Αν υποθέσουµε ότι ένας συµµετέχων που δηλώνει αληθείς πληροφορίες
θi λαµβάνει αµοιβή VCG. Αν η ειλικρίνεια δεν είναι η κυρίαρχη στρατηγική του
συµµετέχοντος τότε ϑα υπάρχει ti και t−i µε θi 6= ti για το οποίο ϑα ισχύει ότι

πi(ti, t−i) + ui(θi, ρ(ti, t−i)) > πi(θi, t−i) + ui(θi, ρ(θi, t−i)). (4.46)

Η αντικατάσταση των πi(ti, ti) και πi(θi, t−i) στην (4.45) συνεπάγεται ότι,
∑

j 6=i
uj(tj, ρ(ti, t−i)) + ui(θi, ρ(ti, t−i)) > (4.47)

∑

j 6=i
uj(tj, ρ(θi, t−i)) + ui(θi, ρ(ti, t−i)). (4.48)

κάτι που έρχεται σε αντίθεση µε την πρώτη συνθήκη (4.44) του µηχανισµού δη-
µοπρασιών τύπου VCG. Εποµένως η ειλικρίνεια είναι η κυρίαρχη στρατηγική του
συµµετέχοντος i. �
Μπορούµε συνεπώς να πούµε ότι οι δηµοπρασίες τύπου VCG χαρακτηρίζονται από
την ύπαρξη αποτελεσµατικού ανταγωνισµού (effective competition) αφού µεταξύ των
συµµετεχόντων παραγωγών υπάρχει έντονος ανταγωνισµός έτσι ώστε κάθε ένας από
αυτούς ϑα πρέπει να καταβάλλει την µέγιστη δυνατή προσπάθεια για να επιτύχει
τα µέγιστα δυνατά αποτελέσµατα. Κανένας από τους παραγωγούς δεν είναι σε ϑέση
να τιµολογήσει το προϊόν πάνω από το κόστος παραγωγής.
Από την παραπάνω ανάλυση προκύπτει ότι η κυρίαρχη στρατηγική κάθε ορθολογι-
κά σκεπτόµενου παραγωγού είναι να τιµολογήσει το προϊόν του µε ϐάση το κόστος
παραγωγής του ανεξάρτητα από το τι κάνουν οι υπόλοιποι παραγωγοί. Θα ισχύει
εποµένως ότι pk(sk) = ok(sk), ∀k.
Συνεπώς, το c(r) (ϐλέπε 4.18) ή ισοδύναµα το

w(r) =

|K|∑

k=1

pk(sk) +

|M |∑

i=1

|N |∑

j=1

tijxij (4.49)

εκφράζει το ελάχιστο συνολικό κόστος που αντιµετωπίζεται στην αλυσίδα ανεφοδια-
σµού για δεδοµένη Ϲήτηση r.
Ο τύπος της αµοιβής που λαµβάνουν οι παραγωγοί στα πλαίσια της δηµοπρασίας
τύπου VCG τους επιβάλλει να ϐελτιώσουν την αποτελεσµατικότητα της επιχειρησια-
κής λειτουργίας τους ανακατανέµοντας τους παραγωγικούς τους πόρους µε τέτοιο
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τρόπο ώστε να µεγιστοποιείται το παραγωγικό τους αποτέλεσµα, τους επιβάλλει δη-
λαδή να µειώσουν το κόστος παραγωγής, επιτυγχάνοντας έτσι διανεµητική αποτελε-
σµατικότητα (allocative efficiency). Η επίτευξη της αποτελεσµατικότητας διανοµής
οδηγεί σε µεγιστοποίηση του πλεονάσµατος του αγοραστή.

Υποθέτοντας επιπλέον ότι ο αγοραστής είναι ορθολογικά σκεπτόµενος και ϑέλει να
ικανοποιήσει την Ϲήτηση κάθε περιοχής στο ελάχιστο κόστος που µπορεί να πετύχει
και κάνοντας χρήση των µέχρι τώρα αποτελεσµάτων, οι συνθήκες που καθορίζουν
της συναλλαγές ανάµεσα σε κάθε παραγωγό και τον αγοραστή µπορούν να περι-
γραφούν από τις κάτωθι σχέσεις :

∂pki(ski)

∂xi
+ tij =

∂w(r)

∂rj
, ∀ xij > 0

(4.50)
∂pki(ski)

∂xi
+ tij ≥

∂w(r)

∂rj
, ∀ xij = 0.

Για να υπάρξει εποµένως ισορροπία στο σύστηµα που εξετάζεται, ϑα πρέπει το ελά-
χιστο κόστος που καταβάλλει ο αγοραστής για την ικανοποίηση της Ϲήτησης µιας
δεδοµένης περιοχής j να ισούται µε το άθροισµα του οριακού κόστος παραγωγής
και µεταφοράς του προϊόντος για κάθε περιοχής προσφοράς. Ισορροπία δεν µπο-
ϱεί να υπάρξει εφ΄ όσον υπάρχουν περιοχές προσφοράς που διαφοροποιούνται ως
προς το κόστος. Με άλλα λόγια αν η συνθήκη ισορροπίας δεν ικανοποιείται ο αγο-
ϱαστής ϑα ϱύθµιζε εκ νέου την Ϲήτηση τους υπέρ των περιοχών ανεφοδιασµού µε
το χαµηλότερο κόστος. Κατά συνέπεια, σύµφωνα µε το πρότυπο στην ισορροπία
καθορίζονται ταυτόχρονα, οι παραγόµενες ποσότητες, ο όγκος και το κόστος συ-
ναλλαγών ανάµεσα σε κάθε περιοχή προσφοράς και Ϲήτησης. Μπορούµε εποµένως
να πούµε ότι οι συνθήκες ισορροπίας που ορίζονται απο την (4.50) αποτελούν µια
γενίκευση των συνθηκών ισορροπίας που προτείνονται από το πρότυπο της χωρικής
ισορροπίας τιµών (Spatial Price Equilibrium Model) [169, 191, 193].
΄Ενα από τα προβλήµατα των δηµοπρασιών τύπου VCG, όπως διαπιστώθηκε και
από τον Vickrey [211], είναι ότι να είναι δαπανηρές για τον αγοραστή αφού είναι
αναγκασµένος να καταβάλλει στον παραγωγό όχι µόνο το κόστος παραγωγής του
αλλά και την αξία που δίνει η συµµετοχή του στο σύστηµα. Αν υποθέσουµε ότι ο
αριθµός των παραγώγων είναι πολύ µεγάλος, όπως στην περίπτωση της πλήρους
ανταγωνιστικής αγοράς (perfect competition) τότε η συνεισφορά του καθενός στο
σύστηµα είναι πολύ µίκρη, δηλαδη w−k̄(r) − w(r) → 0 καθώς K → ∞. Σε αυτή
την περίπτωση και σύµφωνα µε τις συνθήκες ισορροπίας της τέλειας ανταγωνιστι-
κής αγοράς, ∂pki(ski)

∂xi
= pki δηλαδή ο αγοραστής ϑα καταβάλλει στον παραγωγό

µόνο το οριακό κόστος παραγωγής του. Στην ακραία αυτή περίπτωση η συνθήκη
ισορροπίας που περιγράφεται από την (4.50) ταυτίζεται πλήρως µε την συνθήκη
ισορροπίας του πρότυπου χωρικής ισορροπίας τιµών. Επίσης, η κατανοµή των
πόρων του συστήµατος σε αυτή την περίπτωση είναι αποτελεσµατική κατά Pareto
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αφού κανένα από τα µέλη του συστήµατος δεν µπορεί να ϐελτιώσει την ϑέση του
χωρίς να χειροτερεύσει την ϑέση κάποιου άλλου.

4.3.2 Επεκτάσεις του Προβλήµατος

Στην ενότητα αυτή υποθέτουµε ι ότι υπάρχουν |M | περιοχές προσφοράς και |N |
περιοχές Ϲήτησης ενός προϊόντος. Οι περιοχές προσφοράς ανήκουν σε |K| πα-
ϱαγωγούς, έστω Mk οι εγκαταστάσεις παραγωγής που ανήκουν στον παραγωγό k.
Επιπλέον υποτίθεται ότι σε κάθε περιοχή Ϲήτησης j δραστηριοποιούνται |L| αγο-
ϱαστές. ΄Οπως και προηγουµένως ο αγοραστής µιας περιοχής προκειµένου να
ικανοποιήσει την Ϲήτηση του r`j απευθύνεται σε έναν διαµεσολαβητή. Εποµένως η
συνολική Ϲήτηση που αντιµετωπίζει ο διαµεσολαβητής είναι ένα διάνυσµα r =

[
r`j
]
.

Ξανά ο διαµεσολαβητής έχει την δυνατότητα να απευθυνθεί στους |K| παραγωγούς
προκειµένου να προµηθευτεί το προϊόν και να ικανοποιήσει την Ϲήτηση του πε-
λάτη. Κάθε παραγωγός k αντιµετωπίζει µια διαφορετική συνάρτηση παραγωγής
pk(sk) κατά την παραγωγική διαδικασία και τιµολογεί το προϊόν µε ϐάση µια συ-
νάρτηση τιµολόγησης ok(sk), όπου sk = [xi]i∈Mk

είναι ένα διάνυσµα στο R|Mk| που
περιλαµβάνει τις παραγόµενες ποσότητες σε κάθε εγκατάσταση i που ανήκει στον
προµηθευτή k, δηλαδή xi =

∑|L|
`=1 x

`
i . Οι συναρτήσεις ok(·) και pk(·) ϑεωρούνται

ότι είναι κυρτές (µη ϕθίνουσες) και παραγωγίσιµες.
Εποµένως, για δεδοµένη ποσότητα Ϲήτησης r, το πρόβληµα του διαµεσολαβητή
είναι να επιλέξει της ποσότητες που ϑα παραγγείλει από κάθε παραγωγό έτσι ώστε
να ικανοποιήσει την Ϲήτηση κάθε αγοραστή κάθε περιοχής στο ελάχιστο δυνατό
κόστος. Το οποίο µαθηµατικά µπορεί να διατυπωθεί ως :

(MITP) min

|K|∑

k=1

ok(sk) +

|M |∑

i=1

|N |∑

j=1

tij



|L|∑

`=1

tijxij


 (4.51)

υπό
|N |∑

j=1

|L|∑

`=1

x`ij = xi, ∀i (4.52)

|M |∑

i=1

x`ij = r`j, ∀j, ∀` (4.53)

x`ij ≥ 0, ∀i, ∀j (4.54)

Αν υποτεθεί ότι ο κάθε παραγωγός έχει την δυνατότητα να τιµολογήσει το προϊόν
χωριστά για κάθε αγοραστή αν δηλαδή η ok(sk) και η pk(sk) είναι διαχωρίσιµες ως
προς ` τότε το πρόβληµα χωρίζεται σε ` προβλήµατα ένα για κάθε αγοραστή. Είναι
εποµένως λογικό να υποτεθεί ότι οι συναρτήσεις αυτές είναι µη-διαχωρίσιµες ως
προς `. Το πρόβληµα (MITP) είναι ένα κυρτό πρόβληµα µεταφοράς-παραγωγής
πολλών προϊόντων (multicommodity). Οι περιορισµοί (4.52) είναι προσδιοριστικοί
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και δύναται να απαλοιφθούν. Οι περιορισµοί (4.53) αντιστοιχούν σε καρτεσιανό
γινόµενο. Η µή διάσπαση του προβλήµατος οφείλεται στην µή προσθετική διαχω-
ϱισιµότητα της συνάρτηση (4.51).

4.4 Αλγόριθµοι Επίλυσης

Τόσο τα προβλήµατα SO-TP, UO-TP, SO-TPE, UO-TPE του προηγούµενου κε-
ϕαλαίου όσο και τα προβλήµατα STP, ITP, και MITP του παρόντος κεφαλαίου
αφορούν την ελαχιστοποίηση µίας παραγωγίσιµης κυρτής συνάρτησης υπο γραµ-
µικούς περιορισµούς. Είναι δηλαδή της µορφής :

(P1) min f(x)

υπό x ∈ X ,

όπου το X = {x ∈ Rn : Ax = b,x ≥ 0} είναι ένα µη κενό πολυεδρικό σύνολο.
΄Οπως ήδη έχει αναφερθεί ορισµένοι από τους περιορισµούς αυτών των προβλη-
µάτων, π.χ οι περιορισµοί (4.52), του MITP, είναι προσδιοριστικοί και δύναται να
απαλοιφθούν. Η απάλειψη των προσδιοριστικών περιορισµών προσδίδει στα προ-
ϐλήµατα µια ιδιαίτερη µορφή. Η µορφή αυτή είναι παρούσα στα προβλήµατα
UO-TP και UO-TPE του προηγούµενου κεφαλαίου και µέσω της παιγνιοθεωριτικής
τους προέλευσης, της παρουσίας δηλαδή ανταγωνισµού των πελατών. Ο κάτωθι
ορισµός καθορίζει την σχέση των ανταγωνιστικών παιγνίων µε την ιδιαίτερη µορφή
που προκύπτει από την εξάλειψη των προσδιοριστικών περιορισµών.

Ορισµός 4.2 Η λύση x∗ είναι ένα σηµείο ισορροπίας Nash του παιγνίου
G = [N , {Xi}i∈N , {fi}i∈N ] εάν

fi(x
∗) = min

xi∈Xi
fi(x

∗
i−,xi,x

∗
i+), ∀i ∈ N (4.55)

΄Οπου xi− το µερικό διάνυσµα των στρατηγικών [x1, . . . ,xi−1] και xi+ το µερικό διά-
νυσµα των στρατηγικών [xi+1, . . . ,xn].

Το παίγνιο G είναι ένα οµαδικό παίγνιο (team game) εάν fi(·) = f(·), ∀i ∈ N ,
δηλαδή, αν όλοι οι παίκτες µοιράζονται την ίδια συνάρτηση απώλειας (loss function).
Σε αυτή την περίπτωση ένα σηµείο ισορροπίας Nash µπορεί να ϐρεθεί επιλύοντας το
κάτωθι πρόβληµα

(CPP) min f(x1,x2, . . . ,xn) (4.56)
υπό xi ∈ Xi, ∀i ∈ N , (4.57)

το οποίο είναι ένα πρόβληµα ϐελτιστοποίηση που ορίζεται πάνω σε ένα καρτεσιανό
γινόµενο συνόλων, (Cartesian product of sets).
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Τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά των προβληµάτων είτε της µορφής P1 είτε της µορφής
CPP τα καθιστούν επιλύσιµα µε την µέθοδο Frank-Wolfe καθώς και µε ϐελτιωµέ-
νες εκδοχές της µεθόδου. Στις παραγράφους που ακολουθούν αναπτύσσουµε την
µέθοδο Frank-Wolfe λεπτοµερώς, εντοπίζουµε τα πλεονεκτήµατα της και τα µειονε-
κτήµατά της και προχωρούµε σε ϐελτιώσεις της µε σκοπό την απαλοιφή ορισµένων
από τα µειονεκτήµατά της.

4.4.1 Η Μέθοδος Frank-Wolfe

Ο αλγόριθµος Frank and Wolfe [63], που αρχικά διατυπώθηκε για τετραγωνική
αντικειµενική συνάρτηση f(x) = qTx + xTQx, είναι µια από τις πλέον πολυ-
χρησιµοποιηµένες τεχνικές για την εύρεσης λύσης συγκεκριµένων µη-γραµµικών
προβληµάτων όπως το P1. Η δηµοτικότητα της τεχνικής οφείλεται εν µέρει στη
δυνατότητά της να εκµεταλλευτεί την ειδική δοµή κάποιων περιορισµών όπως είναι
για παράδειγµα οι περιορισµοί δικτύου, [24, 37, 49, 50, 64, 71, 115], και εν µέρει
στο γεγονός ότι έχει την δυνατότητα να αποσυνθέτει µη-διαχωρίσιµα προβλήµατα (
non separable problems) πάνω σε καρτεσιανά γινόµενα συνόλων (ϐλ. [110], [139]).
Επίσης η εφαρµογή της είναι γενικά αρκετά απλή. Ο αλγόριθµος προτάθηκε ως
τεχνική δροµολόγησης στα δίκτυα δεδοµένων (data networks) µε το όνοµα της µε-
ϑόδου απόκλισης ϱοής (flow deviation method) από τον [64], και ανεξάρτητα για
το πρόβληµα ανάθεσης κυκλοφορίας στα οδικά δίκτυα από [115].
Ο αλγόριθµος στηρίζεται στην γραµµικοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης.
∆ηλαδή, για δεδοµένο σηµείο xk ∈ X , ο αλγόριθµος προσεγγίζει την αντικειµενι-
κή συνάρτηση µε ένα πρώτης τάξης ανάπτυγµα Taylor στο xk, δηµιουργώντας το
γραµµικό υποπρόβληµα

(FW-SUBk) min ∇f(xk)Tx
υπό x ∈ X ,

}
(4.58)

όπου ο σταθερός όρος έχει εξαιρεθεί από την αντικειµενική συνάρτηση. Η λύση x̄k

του υποπροβλήµατος χρησιµοποιείται για την κατασκευή κατωφερούς κατεύθυν-
σης αναζήτησης (search direction of descent) dk = x̄k − xk. Το επόµενο σηµείο
επανάληψης xk+1, δηµιουργείται από µία γραµµική αναζήτηση στο διάστηµα [0, 1]
δηλαδή, xk+1 = xk+αkd

k, όπου αk ∈ arg minα∈[0,1] f(xk+αdk), και στην συνέχεια
η διαδικασία επαναλαµβάνεται.
Εάν η f στο P1 είναι κυρτή τότε µία ενδιαφέρουσα πλευρά της εφαρµογής του
αλγορίθµου στο P1 είναι η δηµιουργία ενός κάτω ορίου στο f(x∗) για κάθε σηµείο
επανάληψης xk. ∆εδοµένης της κυρτότητας της συνάρτησης f(x) και της ελαχι-
στοποίησης στο πρόβληµα (FW-SUBk) το κάτω όριο δίνεται σε κάθε επανάληψη
από την f(xk) + ∇f(xk)T (x̄k − xk). ΄Οµως, αυτά τα κάτω όρια δεν αυξάνονται
µονοτονικά. Εποµένως, σε κάθε επανάληψη k, το τρέχων κάτω όριο ορίζεται σαν
lbdk = max{lbdk−1, f(xk) +∇f(xk)T (x̄k− xk)}, όπου lbdk−1 είναι το υπάρχον κά-
τω όριο, το οποίο αρχικά τίθεται ίσο µε −∞. Στην πράξη ο αλγόριθµος τερµατίζει
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εφόσον f(xk) − lbdk ≤ ε1 ή f(xk)−lbdk

f(xk)
≤ ε2 για καταλλήλως επιλεγµένα ε1 > 0 και

ε2 > 0.
Επιπλέον, παρατηρούµαι ότι όταν ο αλγόριθµος εφαρµόζεται σε οµαδικά παίγνια
CPP, το υποπρόβληµα FW-SUBk διασπάται σε n προβλήµατα ένα για κάθε παρά-
γοντα του καρτεσιανού γινοµένου εξαιτίας της γραµµικής αντικειµενικής συνάρτη-
σης στο FW-SUBk:

min ∇if(xk)Txi
υπό xi ∈ Xi

}
∀i ∈ N , (4.59)

όπου ∇if(x) είναι το κλίτος της f ως προς το io τµήµα του x = [x1, . . . , xi, . . . ,xn],
που είναι το io τµήµα του κλίτος της f . Εποµένως η εφαρµογή του αλγόριθµου
Frank-Wolfe στο CPP λειτουργεί σαν ένα παράλληλο σχέδιο αποσύνθεσης του προ-
ϐλήµατος αφού τα υποπροβλήµατα (4.59) δεν αλληλεπιδρούν.
Υπάρχουν διάφορα αποτελέσµατα σύγκλισης του αλγορίθµου στην µορφή που αυ-
τός έχει περιγραφεί παραπάνω καθώς επίσης και για αρκετές από τις ειδικές µορφές
του [36, 134, 161, 49, 50, 84]. Για την πληρότητα της ανάλυσης που παρουσιάζεται
ϑα καταδείξουµε στην συνέχεια την ολική σύγκλιση του αλγορίθµου σε ένα ολικό
ελάχιστο του ( P1) υπό της ακόλουθες υποθέσεις :

(Α1) Η f(x) είναι συνεχώς παραγωγίσιµη στο X ,

(Α2) Η f(x) είναι ψευδοκυρτή (pseudoconvex) στο X , και

(Α3) Το X είναι κλειστό και ϕραγµένο είναι δηλαδή ένα πολύτοπο.

Η υπόθεση Α2 είναι απαραίτητη για την επαλήθευση της ολικής ϐελτιστότητας κάθε
σηµείου συσσώρευσης της ακολουθίας {xk}. Ενώ η υπόθεση Α3 εξασφαλίζει ότι το
πρόβληµα P1 και το υποπρόβληµα FW-SUBk έχουν πεπερασµένα ϐέλτιστα. Μπορεί
να αντικατασταθεί από την υπόθεση της «απώθησης» (coercivity) lim‖x‖→∞ f(x) =
∞ στο X , και την υπόθεση ότι η ∇f(xk)Tx είναι ϕραγµένη από κάτω στο X για
όλα τα xk ∈ X .

Θεώρηµα 4.2 Υπό τις επιβληθείσες υποθέσεις ο αλγόριθµος Frank-Wolfe είτε τερ-
µατίζει σε πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων παράγοντας µια ϐέλτιστη λύση του P1
είτε δηµιουργεί µια άπειρη ακολουθία εφικτών σηµείων {xk} στο X της οποίας κάθε
σηµείο συσσώρευσης είναι µια ϐέλτιστη λύση του P1.

Απόδειξη: Οαλγόριθµος ϑα τερµατίσει στην επανάληψη k εάν η λύση στο ακρότατο
σηµείο x̄k του FW-SUBk είναι τέτοια ώστε (x̄k − xk)T∇f(xk) = 0, συνεπάγοντας
ότι ∇f(xk)T x̄k = ∇f(xk)Txk. Πράγµατι, η ϐελτιστότητα του x̄k στο FW-SUBk

συνεπάγεται ότι (x̄k − x)T∇f(xk) ≤ 0, ∀x ∈ X , και συνεπώς (x − xk)T∇f(xk) ≥
0, ∀x ∈ X . ΄Αρα, το xk είναι ϐέλτιστο του P1. Εποµένως υποθέτουµε ότι (x̄k −
xk)T∇f(xk) < 0. Ορίζοντας την φ(α) = f(xk + α(x̄k − xk)), παρατηρούµαι ότι
φ′(0) = (x̄k − xk)T∇f(xk), το οποίο συνεπάγεται ότι φ′(0) < 0. Συνεπώς, φ(α) <
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φ(0) για κάποια α ∈ [0, 1] οπότε φ(0) > minα∈[0,1] φ(α), όπου, από την υπόθεση της
συνέχειας, υπάρχει κάποιο ελάχιστο α?. Εποµένως, φ(αk) < φ(0) που συνεπάγεται
ότι f(xk+1) < f(xk). ΄Αρα, {xk} είναι µια ακολουθία εφικτών σηµείων τέτοιων ώστε
η {f(xk)} να είναι µια αυστηρώς ϕθίνουσα ακολουθία η οποία είναι ϕραγµένη από
κάτω εξαιτίας της συνέχειας της f(x) και της συµπαγότητας (compactness) του X .
Εποµένως, η {f(xk)} έχει ένα πεπερασµένο όριο f ∗ και η ακολουθία {xk} έχει
ένα σηµείο συσσώρευσης x∗ ∈ X τέτοιο ώστε f(x∗) = f ∗. Αν υποθέσουµε ότι η
{xk} είναι µια υπακολουθία τέτοια ώστε limk→∞ xk = x∗, τότε πρέπει να έχει µια
υπακολουθία {xk} έτσι ώστε η αντίστοιχη {x̄k} να έχει το ίδιο ακρότατο σηµείο x̄ του
X για όλα τα k. Μια τέτοια υπακολουθία υπάρχει αφού ο αριθµός των ακρότατων
είναι πεπερασµένος. Τότε, (x̄− x)T∇f(xk) ≤ 0, ∀x ∈ X , ∀k, το οποίο για k →∞
συνεπάγεται ότι

(x̄− x)T∇f(x∗) ≤ 0, ∀x ∈ X . (4.60)

Αφού η {f(xk)} είναι ϕθίνουσα για κάποιο ` > k ϑα έχουµε f(x`) ≤ f(xk+1) <
f(xk) το οποίο συνεπάγεται ότι f(xk + α(x̄ − xk)) ≥ f(x`) για κάποια α ∈ [0, 1].
Παίρνοντας το όριο, όταν το k και ` τείνουν στο∞ ϑα έχουµε xk → x∗ και x` → x∗,
και κατά συνέπεια το f(x∗+α(x̄−x∗))−f(x∗)

α
≥ 0 για α ∈ [0, 1]. Επιτρέποντας το α→ 0+

(ϐλ. [12, 17, 23, 134]) λαµβάνουµε

(x̄− x∗)T∇f(x∗) ≥ 0. (4.61)

Οι ανισότητες (4.60) και (4.61) συνεπάγονται ότι (x−x∗)T∇f(x∗) ≥ 0, ∀x ∈ X και
συνεπώς το x∗ είναι ϐέλτιστο του P1. �
Αν και οι ελκυστικότερες ιδιότητες του αλγορίθµου εµπεριέχονται στα υποπροβλή-
µατα FW-SUBk, δεδοµένου ότι είναι γραµµικά και αποσυντίθενται εύκολα, τα ίδια
αυτά υποπροβλήµατα συνδέονται µε τα µειονεκτήµατα που χαρακτηρίζουν τον αλ-
γόριθµο. Εξαιτίας της γραµµικότητας τους παράγουν πάντα ακραίες λύσεις και οι
κατευθύνσεις που λαµβάνονται µπορεί να εξαρτώνται περισσότερο από τις ιδιότη-
τες της εφικτής περιοχής παρά από τις ιδιότητες της αντικειµενικής συνάρτησης.
Επίσης από την παραπάνω απόδειξη της σύγκλιση είναι προφανές ότι ο πεπερασµέ-
νος αριθµός των ακρότατων του X υπονοεί µια επαναλαµβανόµενη δηµιουργία των
ίδιων ακρότατων µέσα σε µια άπειρη ακολουθία. Συνεπώς ϑα πρέπει να αναµένεται
µια ταλαντευόµενη προσέγγιση της ϐέλτιστης λύσης x∗ και συµφόρηση (jamming)
του αλγορίθµου καθώς προσεγγίζεται το x∗. Μια τέτοια ακραία περίπτωση περι-
γράφεται στο παρακάτω παράδειγµα.

Παράδειγµα 4.1 ΄Εστω η ακόλουθη περίπτωση του προβλήµατος CPP:

min (x1 − 2x4)2 + (3x2 − x3)2 + (x1 − 2)2 + (x3 − 2)2 + (x2 − 5)2 + (x4 − 3)2

υπό 3x1 + 2x2 ≤ 6

5x3 + 2x4 ≤ 10

xj ≥ 0, j = 1, 2, 3, 4
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Η ϐέλτιστη λύση του οποίου είναι (1.407, 0.890, 1.583, 1.042) και η αντίστοιχη ϐέλ-
τιστη αντικειµενική τιµή είναι 22.89. Αν ο αλγόριθµος αρχικοποιηθεί από την αρχή
των αξόνων, ϑα πρέπει να προσεγγίζει την ϐέλτιστη λύση ακολουθώντας τις κα-
τευθύνσεις οι οποίες ϐασίζονται στην εναλλασσόµενη δηµιουργία των ακρότατων
(x̄1

1, x̄
1
2) = (2, 0) και (x̄2

1, x̄
2
2) = (0, 3) και στην εναλλασσόµενη δηµιουργία των δύο

ακρότατων (x̄1
3, x̄

1
4) = (2, 0) και (x̄2

3, x̄
2
4) = (0, 5). Εποµένως, καθώς ο αλγόριθµος

προσεγγίζει την ϐέλτιστη ταλαντεύεται ανάµεσα σε αυτά τα ακρότατα.
Αυτό το ϕαινόµενο απεικονίζεται στο σχήµα 4.1. Η συµφόρηση του αλγόριθµου
αρχίζει καθώς το µέγεθος του ϐήµατος του αλγορίθµου αk γίνεται µικρότερο για
κάθε νέα επανάληψη. Ο πίνακας 4.1 παρουσιάζει µερικές επαναλήψεις του αλγο-
ϱίθµου. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η δραστική µείωση της αντικειµενικής
τιµής στις αρχικές επαναλήψεις του αλγόριθµου σε αντίθεση µε τις τελευταίες όπου
η µείωση περιορίζεται µόνο σε µερικά δεκαδικά ψηφία. �

x3

x2 x4

x̄0 = x̄2 = x̄5 = x̄7x̄0 = x̄2 = x̄3 = x̄5 = x̄73 5

2

x̄1 = x̄4 = x̄6

2

x̄1 = x̄3 = x̄4 = x̄6

x1 x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7
x8

x0 x0 x2

x3

x4

x5

x6

x7
x8

Σχήµα 4.1: Η Κινήσεις του Αλγόριθµου Frank-Wolfe στο ∆ιάστηµα των Υποπρο-
ϐληµάτων

Μπορεί εποµένως να δειχθεί ότι ο ϱυθµός σύγκλισης του αλγόριθµου Frank-Wolfe
είναι υπό-γραµµικός [36, 54]. Για αυτό λόγο τα τελευταία χρόνια έχουν προτα-
ϑεί αρκετές ϐελτιώσεις του αρχικού αλγόριθµου που ϐασίζονται είτε στην έννοια
της εφικτής κατωφερούς κατεύθυνσης είτε στην µέθοδο δηµιουργίας στηλών. Οι
ϐελτιώσεις αυτές εξετάζονται στην επόµενη ενότητα.
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k xk f(xk) x̄k1 x̄k2 lbdk dk αk
1 (0.000,0.000, 42.000 (0.000,3.000) (0.000,5.000) -18.000 (0.000,3.000, 0.139

0.000,0.000) 0.000,5.000)
2 (0.000,0.419, 37.814 (2.000,0.000) (2.000,0.000) 11.209 (2.000,-4.186, 0.432

0.000,0.695) 2.000,-0.698)
3 (0.763,0.562, 29.102

0.763,0.936)
33 (1.284,0.826, 23.861 (0.000,3.000) (2.000,0.000) 22.290 (-1.284,2.174, 0.0179

1.428,1.015) 0.572,-1.015)
34 (1.261,0.865, 23.847

1.438,0.997)

Πίνακας 4.1: Επαναλήψεις του Αλγόριθµου Frank-Wolfe

4.4.2 Βελτιώσεις Εφικτής Κατεύθυνσης

Η ϐασική ιδέα της µεθόδου ϐασίζεται στην παρεµπόδιση των παραγόµενων κα-
τευθύνσεων να στηρίζονται στα ακρότατα της εφικτής περιοχής. Η παρεµπόδιση
αυτή µπορεί να γίνει κυρίως µε δυο τρόπους, (α) είτε µε την αποφυγή της πλήρους
γραµµικοποίησης της αντικειµενικής συνάρτησης ή (ϐ) µε τον εµπλουτισµό των
υποπροβληµάτων Frank-Wolfe µε κάποιο µη γραµµικό όρο. Σε κάθε περίπτωση
το αρχικό πρόβληµα P1 αντικαθίσταται σε κάθε επανάληψη από µια ακολουθί-
α ευκολότερων (υπό-) προβληµάτων τα οποία λαµβάνονται µε αντικατάσταση της
αρχικής αντικειµενικής συνάρτησης από µια νέα που εξαρτάται από την τρέχουσα
επανάληψη.
΄Οπως προτάθηκε από τους [110] η αρχική συνάρτηση f(·) µπορεί να γραµµικο-
ποιηθεί µόνος µερικώς εάν η f(x) =

∑n
i=1 fi(xi)+e(x), όπου οι fi(·) είναι αυστηρώς

κυρτές συναρτήσεις και η e(·) δεν είναι αθροιστικώς διαχωρίσιµη. Σε µια τέτοια πε-
ϱίπτωση τότε µόνο η e(·) χρίζει γραµµικοποίησης. Ακόµα και αν η f(·) δεν έχει
την απαραίτητη µορφή αυτή µπορεί να επιβληθεί µε την εισαγωγή µιας δεύτερης
συνάρτησης ϕ(·), που είναι αυστηρώς κυρτή και αθροιστικώς διαχωρίσιµη. Τότε η
αρχική αντικειµενική συνάρτηση f(·) αντικαθίσταται από την ισοδύναµη συνάρτη-
ση ϕ(·) + [f(·)− ϕ(·)] και γραµµαποιείται το σφάλµα e(·) = f(·)− ϕ(·).
Στην περίπτωση εφαρµογής της µεθόδου της µερικής γραµµικοποίησης σε προ-
ϐλήµατα των οποίων η εφικτή περιοχή είναι το καρτεσιανό γινόµενο πολυεδρικών
συνόλων όπως για παράδειγµα το πρόβληµα CPP, η ιδιότητα της παράλληλης απο-
σύνθεσης του αρχικού προβλήµατος Frank-Wolfe διατηρείται µε την αντικατάσταση
του (4.59) µε τα αυστηρώς κυρτά προβλήµατα

min fi(xj) +∇ie(x
k)Txi

υπό xi ∈ Xi

}
∀i ∈ N . (4.62)

Αν x̄k = [x̄k1, . . . , x̄
k
n] είναι το σηµείο που λαµβάνεται ύστερα από την επίλυση αυτών

των υποπροβληµάτων, τότε µια εφικτή κατωφερής κατεύθυνση ϑα είναι η dk =
x̄k − xk το επόµενο σηµείο επανάληψης xk+1 παράγεται από από µια γραµµική
αναζήτηση στο διάστηµα [0, ᾱk], όπου ᾱk = max{α ≥ 0|xk + αdk ∈ X}, δηλαδή,
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k xk f(xk) x̄k1 x̄k2 dk αk
0 (0.000,0.000, 42.000 (1.000,0.500) (1.000,0.600) (1.000,0.500, 1.500

0.000,0.000) 1.000,0.600)
1 (1.500,0.750, 23.625 (1.410,0.885) (1.556,1.109) (-0.089,0.135, 1.000

1.500,0.900) 0.056,0.209)
2 (1.410,0.885, 22.913 (1.417,0.875) (1.582,1.045) (0.007,-0.010, 0.880

1.556,1.109) 0.026,-0.064)
3 (1.416,0.876, 22.894

1.578,1.053)

Πίνακας 4.2: Επαναλήψεις του Αλγόριθµου Μερικής Γραµµικοποίησης

xk+1 = xk + αkd
k, όπου αk ∈ arg minα∈[0,ᾱk ] f(xk + αdk).

Η συµπεριφορά του αλγορίθµου παρουσιάζεται στο επόµενο παράδειγµα.

Παράδειγµα 4.2 Η µέθοδος της µερικής γραµµικοποίησης εφαρµόζεται στο πρό-
ϐληµα του παραδείγµατος 4.1 ύστερα από την γραµµικοποίηση µόνο του µη δια-
χωρίσιµου τµήµατος της αντικειµενικής συνάρτησης −4x1x4 − 6x2x3, οπότε λαµ-
ϐάνουµε δύο υποπροβλήµατα

(SUB1) min 2(x1)2 + 10(x2)2 − (4 + 4x̄4)x1 − (10 + 6x̄3)x2

υπό 3x1 + 2x2 ≤ 6

x1, x2 ≥ 0

και

(SUB2) min 2(x3)2 + 5(x4)2 − (4 + 6x̄2)x3 − (6 + 4x̄1)x4

υπό 5x3 + 2x4 ≤ 10

x3, x4 ≥ 0.

Στον πίνακα 4.2 παρουσιάζονται τρεις επαναλήψεις του αλγόριθµου µερικής γραµ-
µικοποίησης ενώ το σχήµα 4.2 αναπαριστά τις κινήσεις του αλγόριθµου στα εφικτά
σύνολα simplices των υποπροβληµάτων. Σε σύγκριση µε τον αλγόριθµο Frank-
Wolfe παρατηρούµαι ότι η µέθοδος συγκλίνει ταχύτερα στο ϐέλτιστο. Από το σχήµα
είναι επίσης εµφανές ότι ο αλγόριθµος µερικής γραµµικοποίησης εξαρτάται λι-
γότερο από το σχήµα της εφικτής περιοχής αφού διατηρεί στα υποπροβλήµατα
περισσότερες πληροφορίες σχετικά µε την αρχική αντικειµενική συνάρτηση. �

Μια σηµαντική ιδιότητα του αλγορίθµου µερικής γραµµικοποίησης, η οποία δεν
ισχύει για τον αλγόριθµο Frank-Wolfe, είναι ότι τα υποπροβλήµατα (4.62) είναι
ικανά να παρέχουν την ϐέλτιστη λύση του αρχικού προβλήµατος.



104 Κεφάλαιο 4: Αλγόριθµοι Επίλυσης Βασισµένοι στην Μέθοδο Frank-Wolfe

x3

x2

x0 x0x1

x4

x̄0

x1

x̄2x3

x̄1 = x2

x̄0

x1
x̄1 = x2

x3

x̄2

Σχήµα 4.2: Κινήσεις του Αλγόριθµου Μερικής Γραµµικοποίησης

4.4.3 Απέριττη Αποσύνθεση (Simplicial Decomposition)

’Εστω το πρόβληµα P1. Αφού το X είναι ένα πολύεδρο, τότε από το ϑεώρηµα
Caratheodory [12, 17, 23, 134] συνεπάγεται ότι κάθε σηµείο του X µπορεί να
εκφραστεί σαν το κυρτό συνδυασµό των ακρότατων σηµείων του συν το γραµµικό
συνδυασµό των ακρότατων κατευθύνσεων του. Υποθέτουµε για χάρη απλούστευσης
ότι το X είναι ένα πολύτοπο και εποµένως ϑα χρησιµοποιήσουµε µόνο το πρώτο
µέρος του ϑεωρήµατος Caratheodory. Το πρόβληµα P1 µπορεί να αναδιατυπωθεί
ως,

(MP1) minα f(

K∑

k=1

αkx̄
k),

υπό
K∑

k=1

αk = 1,

αk ≥ 0, k = 1, . . . , K,

όπου τα x̄k είναι ακρότατα σηµεία του X . Αν α∗ είναι µια ϐέλτιστη λύση του MP1, η
ϐέλτιστη λύση του P1 υπολογίζεται ως x∗ =

∑K
k=1 α

∗
kx̄

k. Αφού το X ⊂ Rn, σύµφωνα
µε το ϑεώρηµα Caratheodory χρειάζονται το πολύ n + 1 ακρότατα σηµεία για να
αναπαραστήσουν το ϐέλτιστο σηµείο x∗.
Αν το X ορίζεται σαν το καρτεσιανό γινόµενο πολυτόπων, όπως στην περίπτωση του
προβλήµατος CPP, ο παραπάνω µετασχηµατισµός του προβλήµατος εξακολουθεί
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να ισχύει. Βέβαια µια άλλη δυνατότητα είναι η εφαρµογή του ϑεωρήµατος Cara-
theodory σε κάθε πολύτοπο ξεχωριστά. Σε αυτή την περίπτωση το CPP µπορεί να
αναδιατυπωθεί ως :

(MP2) minα f(

K1∑

k=1

α1
kx̄

k
1, . . . ,

Kn∑

k=1

αnk x̄
k
n),

υπό
Ki∑

k=1

αik = 1, i = 1, . . . , n,

αik ≥ 0, k = 1, . . . , Ki, i = 1, . . . , n,

όπου τα x̄ki είναι τα ακραία σηµεία του iου πολύτοπου X στο καρτεσιανό γινόµενο
X = X1 × · · · × Xn. Εµφανώς, το MP2 περιλαµβάνει έναν περιορισµό κυρτότητας
για κάθε πολύτοπο στο καρτεσιανό γινόµενο και είναι εποµένως ένα πρόβληµα
ελαχιστοποίησης πάνω σε καρτεσιανό γινόµενο απέριττων συνόλων (simplices).
Η προσέγγιση της απέριττης αποσύνθεσης ϐασίζεται στην επίλυση µια περιορισµέ-
νης εκδοχής του MP1 ή MP2, που καλείται περιορισµένο κυρίαρχο πρόβληµα. Ο
περιορισµός αφορά τον αριθµό των ακρότατων σηµείων που χρησιµοποιούνται, δη-
λαδή ο αριθµός ακρότατων K̄ που χρησιµοποιούνται είναι τελικά πολύ µικρότερος
από τον πραγµατικό αριθµό. Εάν η παραχθείσα λύση δεν είναι ϐέλτιστη για το αρ-
χικό πρόβληµα, τότε νέα ακρότατα προστίθενται και το νέο περιορισµένο κυρίαρχο
πρόβληµα ξαναεπιλύεται . Προκειµένου να παραχθούν τα απαραίτητα σε κάθε επα-
νάληψη ακρότατα επιλύονται είτε τα υποπροβλήµατα FW-SUBk ή το (4.59). Κατά
συνέπεια η απέριττη αποσύνθεση µπορεί να ϑεωρηθεί ως ϐελτιωµένη έκδοση του
αρχικού αλγόριθµου Frank-Wolfe όπου η γραµµική αναζήτηση έχει αντικατασταθεί
από ένα περιορισµένο κυρίαρχο πρόβληµα τύπου MP1 ή MP2, ή σαν ένας µηχα-
νισµός δηµιουργίας στηλών, όπου οι στήλες (δηλ. τα ακρότατα) παράγονται όπως
απαιτείται.
Ο αλγόριθµος έχει προταθεί και αναλυθεί για την επίλυση προβληµάτων ανάθεσης
κυκλοφορίας και προβληµάτων ανάθεσης ϱοής από πολλούς ερευνητές [89, 37,
210, 85, 86, 109] και έχει αποδειχθεί ότι είναι πεπερασµένος από τους [85]. Παρ΄
όλα αυτά η επίλυση των περιορισµένων κυρίαρχων προβληµάτων απαιτεί την εφαρ-
µογή απείρως συγκλίνοντων αλγορίθµων αρκετοί από τους οποίους έχουν προταθεί
στην ϐιβλιογραφία συµπεριλαµβανοµένων των µεθόδων προβολής δεύτερης τάξης
(projected second-order methods) όπως είναι η µέθοδος Newton [19, 21, 22], η
µέθοδος µειωµένου κλίτους (reduced gradient methods)[109].

4.4.4 Κυκλική Αποσύνθεση (Cyclic Decomposion)

Σε αυτή την ενότητα αντιµετωπίζουµε το πρόβληµα CPP. Οι τεχνικές για την επίλυση
του προβλήµατος CPP που παρουσιάζονται ϐασίζονται στην έννοια της γραµµικο-
ποίησης της αντικειµενικής συνάρτησης στα πλαίσια του αλγορίθµου Frank-Wolfe
[63] ενσωµατωµένης στην µέθοδο της κυκλικής αποσύνθεσης (π.χ. [151]).
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΄Οπως αναφέρθηκε κατά την εφαρµογή του αλγορίθµου Frank-Wolfe σε οµαδικά
παίγνια CPP, το υποπρόβληµα FW-SUBk διασπάται σε n προβλήµατα του τύπου
4.59 ένα για κάθε παράγοντα του καρτεσιανού γινοµένου εξαιτίας της γραµµικής
αντικειµενικής συνάρτησης στο (4.58).
Στην προσέγγιση της κυκλικής αποσύνθεσης, δεδοµένης µιας επανάληψης x(k) ∈
X , η επόµενη λαµβάνεται µε ανακύκλωση διαµέσου των παραγόντων του καρτεσια-
νού γινοµένου ως εξής :

do for all i ∈ N

x
(k+1)
i ∈ arg min f(x

(k+1)
i− ,xi,x

(k)
i+ )

s.t.
xi ∈ Xi

(4.63)

end do,

΄Οπου xi− το µερικό διάνυσµα των στρατηγικών [x1, . . . ,xi−1] και xi+ το µερικό
διάνυσµα των στρατηγικών [xi+1, . . . ,xn].
Η προσέγγιση της κυκλικής αποσύνθεσης µπορεί αν µεταφραστεί µε όρους της
ϑεωρίας παιγνίων σαν παίγνιο ϕαινοµενικού παιξίµατος (fictitious play). Πράγµατι,
δεδοµένης µιας κατάστασης [x

(k)
i− ,x

(k)
i ,x

(k)
i+ ], ο παίκτης i επιλέγει την στρατηγική του

x
(k+1)
i έτσι ώστε το διάνυσµα [x

(k+1)
i− ,x

(k+1)
i ,x

(k)
i+ ] να είναι µια επιθυµητή κατάσταση

για αυτόν. Ο κύκλος (4.63) επαναλαµβάνεται µέχρι να επιτευχθεί µια κατάσταση η
οποία είναι επιθυµητή για όλους τους παίκτες, δηλαδή µέχρι να ϐρεθεί ένα σηµείο
ισορροπίας Nash.
Η άµεση εφαρµογή του αλγόριθµου Frank-Wolfe στο πρόβληµα CPP λειτουργεί
σαν ένα σχέδιο παράλληλης αποσύνθεση αφού τα υποπροβλήµατα δεν επιδρούν το
ένα στο άλλο [155]. Απο την άλλη πλευρά η κυκλική αποσύνθεση είναι εγγενώς
διαδοχική αφού για την επίλυση ως προς x

(k+1)
i , απαιτεί την ύπαρξη του x

(k+1)
i− ως

δεδοµένου. Φυσικά, τα υποπροβλήµατα Frank-Wolfe (4.59) ϑα πρέπει να επιλυ-
ϑούν διαδοχικά σύµφωνα µε µια προκαθορισµένη σειρά. Συνήθως η σειρά που
επιλέγεται είναι η κυκλική σειρά που προσδιορίζεται από την (4.63). Είναι προ-
ϕανές ότι στα πλαίσια µια τέτοιας αντιµετώπισης του αλγόριθµου Frank-Wolfe αν
και δηµιουργούνται νέες πληροφορίες στην διάρκεια ενός ϐρόχου, ο αλγόριθµος
αποτυγχάνει να τις εκµεταλλευτεί. Σε αντίθεση, στην κυκλική αποσύνθεση οι νέες
πληροφορίες που δηµιουργούνται χρησιµοποιούνται άµεσα και πλήρως µέχρι τον
τερµατισµό του αλγορίθµου.
Τα προβλήµατα της (4.59) είναι γραµµικά και εποµένως µπορούν να επιλυθούν ευ-
κολότερα συγκριτικά µε τα αντίστοιχα µη γραµµικά της (4.63). ΄Οπως αποδείξαµε
στην §4.4.1 ο αλγόριθµος Frank-Wolfe συγκλίνει ολικά ενώ έχει αποδειχθεί ότι συγ-
κλίνει µε µε υπογραµµικό ϱυθµός [36]. Η σύγκλιση του αλγορίθµου της κυκλικής
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αποσύνθεσης παρατίθεται από τους [174] υπό την υπόθεση αυστηρής κυρτότητας
και ακριβής επίλυσης των υποπροβληµάτων (4.63).
Το ερώτηµα εποµένως που προκύπτει είναι εάν κατά την προσεγγιστική επίλυση
των υποπροβληµάτων που ορίζονται από την (4.63) αναπτύσσεται µια σχέση αλ-
ληλεξάρτησης ανάµεσα στην υπολογιστική εργασία που απαιτείται σε κάθε κύκλο
και στον αριθµό των κύκλων και κατά πόσο µια τέτοια προσέγγιση συγκλίνει ολικά
προς ένα ϐέλτιστο.
Σε αυτή την ενότητα και προκειµένου να απαντήσουµε σε αυτό το ερώτηµα ϑα
αντιµετωπίσουµε την συγχώνευση των δύο αλγορίθµων. Πιο συγκεκριµένα ϑα δεί-
ξουµε ότι αρκεί να εφαρµοστεί µια µόνο επανάληψη του αλγορίθµου Frank-Wolfe
σε κάθε υποπρόβληµα της (4.63), προκειµένου να εξασφαλιστεί ολική σύγκλιση.
Ονοµάζουµε την προσέγγιση αύτη κυκλική γραµµικοποίηση. Η προσέγγιση αυ-
τή µπορεί να ϑεωρηθεί επίσης σαν µια τροποποίηση του αλγορίθµου Frank-Wolfe
υπό την έννοια ότι οι νέες πληροφορίες που παράγονται στην διάρκεια του ϐρόχου
(4.59) χρησιµοποιούνται στην διάρκεια του ϐρόχου. Σε αυτή την περίπτωση ϑα
ήταν προτιµότερο να αναφερόµαστε σε έναω κύκλο παρά σε έναν ϐρόχο.

4.4.4.1 Γενικές Ιδιότητες

Για δεδοµένο x? ∈ X , έστω ότι,

qi(xi) = f(x?i−,xi,x
?
i+), xi ∈ Xi. (4.64)

είναι ένας περιορισµός της f στον iο παράγοντα του καρτεσιανού γινοµένου. Θα
έχουµε τότε τα παρακάτω αποτελέσµατα,

Πρόταση 4.7 Η qi είναι συνεχώς παραγωγίσιµη και κυρτή στο Xi.

Ορισµός 4.3 Θα λέµε ότι ένα σηµείο x? ∈ X είναι το iο τµηµατικό ελάχιστο της f
στο X εάν και µόνο εάν

f(x?) ≤ f(x?i−,xi,x
?
i+), ∀xi ∈ Xi (4.65)

Σε όρους παιγνίου, εάν x? είναι το iο τµηµατικό ελάχιστο τότε είναι µια επιθυµητή
κατάσταση του παίκτη i. Τα ακόλουθα αποτελέσµατα προκύπτουν από την (4.64)
και την (4.65).

Πρόταση 4.8 Το x? ∈ X είναι το iο τµηµατικό ελάχιστο της f στο X εάν και µόνο
εάν

qi(x
?
i ) ≤ qi(xi), ∀xi ∈ Xi (4.66)
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Πρόταση 4.9 Το x? ∈ X είναι το iο τµηµατικό ελάχιστο της f στο X εάν και µόνο
εάν ικανοποιείται η κάτωθι µεταβαλόµενη ανισότητα (variational inequality):

∇if(x?)T (xi − x?i ) ≥ 0, ∀xi ∈ Xi (4.67)

Αν το qi ορίζεται από την (4.64). Τότε qi(x?i ) = f(x?) και ∇qi(x?i ) = ∇if(x?). Ικανή
και αναγκαία συνθήκη για να ισχύει η (4.66) ( [106, Κεφάλαιο Ι, Πρόταση 5.1])
είναι η

∇qi(x?i )T (xi − x?i ) ≥ 0, ∀xi ∈ Xi, (4.68)

από την οποία συνεπάγεται η (4.67). �

Πρόταση 4.10 Το x? ∈ X είναι ολικό ελάχιστο της f στο X εάν και µόνο εάν είναι
το iο τµηµατικό ελάχιστο της f στο X ως προς όλα τα i ∈ N .

Απόδειξη: Θα δείξουµε ότι αν

f(x?) ≤ f(x?i−,xi,x
?
i+), ∀xi ∈ Xi, ∀i ∈ N (4.69)

τότε f(x?) ≤ f(x), ∀x ∈ X . Το αντίστροφο είναι γίνεται αµέσως προφανές.
Από την πρόταση 4.9 και την (4.69), ϑα έχουµε

∇if(x?)T (xi − x?i ) ≥ 0, ∀xi ∈ Xi, ∀i ∈ N . (4.70)

Αθροίζοντας ως προς i στην (4.70) λαµβάνουµε
∑

i∈N
[∇if(x?)T (xi − x?i )] ≥ 0, ∀x = [x1, . . . ,xn] ∈ X , (4.71)

το οποίο συνεπάγεται ότι ∇f(x?)T (x − x?) ≥ 0, ∀x ∈ X , και εποµένως f(x?) ≤
f(x), ∀x ∈ X . �
Η πρόταση 4.10 αναφέρει ότι το x? είναι ένα σηµείο ισορροπίας Nash για το παίγνιο
που προσδιορίζεται από το πρόβληµα CPP εάν και µόνο εάν το x? είναι επιθυµητό
από όλους τους παίκτες.

4.4.4.2 Ο Αλγόριθµος Κυκλικής Γραµµικοποίησης

Ο αλγόριθµος που παρουσιάζεται σε αυτή την ενότητα αποτελεί έναν συνδυασµό του
αλγορίθµου Frank-Wolfe και του αλγορίθµου της κυκλικής αποσύνθεσης. ∆εδοµέ-
νου ενός σηµείου x(k) η επίλυση του προβλήµατος (4.59), παράγει µια λύση y

(k)
1 και

στην συνέχεια διενεργείται µια γραµµική αναζήτηση κατά µήκος της κατεύθυνση
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y
(k)
1 −x

(k)
1 η οποία παράγει ένα νέο σηµείο x

(k+1)
1 . Στην συνέχεια αντιµετωπίζεται το

δεύτερο πρόβληµα της (4.59) µε την διαφορά ότι η αντικειµενική του συνάρτηση δεν
περιγράφεται από την∇2f(x(k)) αλλά την∇2f στο σηµείο [x

(k+1)
1 ,x

(k)
2 ,x

(k)
2+] το οποίο

περιέχει πιο πρόσφατες πληροφορίες συγκριτικά µε το σηµείο x(k). Η διαδικασί-
α επαναλαµβάνεται µέχρι να παραχθεί µια νέα επανάληψη x(k+1). Η διαδικασία
που περιγράφηκε µέχρι τώρα ολοκληρώνει έναν κύκλο. Στην συνέχεια αρχίζει ένας
νέος κύκλος για το σηµείο x(k+1). Ο ακόλουθος ψευδοκώδικας περιγράφει την
προσέγγιση :

algorithm A
Initialize { x(0) = x(0,0) = [x

(0)
1 , . . . ,x

(0)
i , . . . ,x

(0)
n ] ∈ X ; k = 0 }

do for ever
do for all i ∈ N

y
(k)
i ∈ arg min

xi∈Xi
∇if(x(i−1,k))Txi (4.72)

aki ∈ arg min
a∈[0,1]

f(x
(k+1)
i− ,x

(k)
i + a(y

(k)
i − x

(k)
i ),x

(k)
i+ ) (4.73)

x
(k+1)
i = x

(k)
i + a

(k)
i (y

(k)
i − x

(k)
i )

x(i,k) = [x
(k+1)
i− ,x

(k+1)
i ,x

(k)
i+ ]

end do
x(k+1) = x(0,k+1) = x(n,k) (4.74)
if ( x(k+1) .eq. x(k) ) exit (4.75)
k = k + 1
end do

Η αλγοριθµική απεικόνιση σηµείου σε σύνολο (point-to-set map) A είναι µια σύν-
ϑεση n τµηµατικών απεικονίσεων σηµείου σε σύνολο {Ai}ni=1, στην οποία κάθε
τµήµα Ai είναι επίσης µια σύνθεση δύο απεικονίσεων σηµείου σε σύνολο, της L
και της Di, όπου L είναι η απεικόνιση της γραµµικής αναζήτησης και Di η απει-
κόνιση της δηµιουργίας κατεύθυνσης.

Πιο συγκεκριµένα, Di(x(i−1,k)) = (x(i−1,k),d
(k)
i ), όπου η d

(k)
i = y

(k)
i − x

(k)
i και το

y
(k)
i λαµβάνεται από την (4.72), ενώ η L(x(i−1,k),d

(k)
i ) = x

(k+1)
i από την (4.73),

εποµένως, Ai = L ◦ Di είναι η απεικόνιση η οποία δεδοµένου του x(i−1,k) ορίζει το
x(i,k).
Τέλος η µετατροπή του x(k) σε x(k+1), γίνεται, σύµφωνα µε τη (4.74) από την συ-
νολική απεικόνιση A = An ◦ An−1 ◦ · · · ◦ A2 ◦ A1, ή ισοδύναµα από την A =
L ◦ Dn ◦ · · · ◦ L ◦ D2 ◦ L ◦ D1.
Υπενθυµίζετε ότι µια απεικόνιση σηµείο σε σύνολο A, η οποία απεικονίζει σηµεία
ενός χώρου S1 σε υποσύνολα ενός άλλου χώρου S2, λέγεται ηµισυνεχής από τα άνω



110 Κεφάλαιο 4: Αλγόριθµοι Επίλυσης Βασισµένοι στην Μέθοδο Frank-Wolfe

(upper semicontinuous) (u.s.c) στο σηµείο x ∈ S1 εάν οι υποθέσεις :

(i) x(k) → x?, x(k) ∈ S1, και
(4.76)

(ii) y(k) → y?, y(k) ∈ A(x(k)) ⊂ S2

συνεπάγονται ότι

(iii) y? ∈ A(x?) ⊂ S2.

Εάν η A είναι u.s.c. στο σηµείο x ∈ S1, τότε το σύνολο A(x) είναι κλειστό.
Εποµένως, η A καλείται συχνά κλειστή στο σηµείο x ∈ S1. Εάν η A είναι u.s.c.
σε κάθε σηµείο του χώρου S1, τότε λέγεται ότι είναι u.s.c. ή κλειστή στον S1 και το
γράφηµα της είναι κλειστό στον S1 × S2. Οι µονοσήµαντες συνεχείς απεικονίσεις
είναι κλειστές.
Αν S = {x ∈ X | xi είναι ένα iο τµηµατικό ελάχιστο για όλα τα i στο N} ⊂ X . Θα
αναφερόµαστε σε αυτό το σύνολο σαν σύνολο λύσεων του CPP.
Για να δείξουµε την ολική σύγκλιση του αλγορίθµου της κυκλικής γραµµικοποίη-
σης χρειαζόµαστε λίγες ακόµα έννοιες και αποτελέσµατα τα οποία µπορούν να
ϐρεθούν για παράδειγµα στο [122, Ενότητα 6.6].

Ορισµός 4.4 ΄Εστω ότι το S ⊂ X είναι ένα δεδοµένο σύνολο λύσεων και έστω ότι
η A είναι µια αλγοριθµική απεικόνιση σηµείου σε σύνολο στο X . Μια πραγµατική
συνάρτηση f στο X λέγεται κατωφερής συνάρτηση για το S και την A εάν ικανοποιεί
τις συνθήκες :

(i) f(x2) < f(x1), εάν x1 6∈ S και x2 ∈ A(x1)

(4.77)
(ii) f(x2) ≤ f(x1), εάνx1 ∈ S και x2 ∈ A(x1).

Πρόταση 4.11 Αν B1 : S1 → S2 και B2 : S2 → S3 είναι δύο απεικονίσεις σηµείου σε
σύνολο και αν η B1 είναι κλειστή στο σηµείο x, η B2 είναι κλειστή στο B1(x) και το
S2 είναι συµπαγής τότε η σύνθετη απεικόνιση B2 ◦ B1 είναι κλειστή στο x.

Θεώρηµα 4.3 Το Θεώρηµα Ολικής Σύγκλισης
΄Ας υποθέσουµε ότι A είναι µια αλγοριθµική απεικόνιση στο X και ότι, για δεδοµένο
x(0), δηµιουργείται η ακολουθία {x(k)}∞k=0 µε x(k+1) ∈ A(x(k)) ⊂ X . Ας είναι S ⊂ X
ένα σύνολο λύσεων. Αν

(i) το X είναι συµπαγές,

(ii) υπάρχει µια κατωφερής συνάρτηση f για το S και την A, και
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(iii) η απεικόνιση A είναι κλειστή στο X\S,

τότε το όριο κάθε συγκλίνουσας υπακολουθίας του {x(k)} ϐρίσκεται µέσα S.

Απόδειξη: Για να αποδείξουµε την σύγκλιση του αλγορίθµου κυκλικής γραµµι-
κοποίησης ϑα δείξουµε ότι ικανοποιεί τις υποθέσεις του παραπάνω ϑεωρήµατος.
Η συνθήκη (i) ικανοποιείται εξ υποθέσεως. Στην συνέχεια ϑα επιβεβαιώσουµε ότι
η συνθήκη (ii) ικανοποιείται από την αντικειµενική συνάρτηση του CPP. Σύµφωνα
µε την υπόθεση 4.9, αν x

(i−1,k)
i δεν είναι το iο τµηµατικό ελάχιστο, η λύση y

(k)
i

του (4.72) ικανοποιεί την σχέση ∇if(x(i−1,k))T (y
(k)
i − x

(k)
i ) < 0, και εποµένως η

κατεύθυνση d
(k)
i = y

(k)
i − x

(k)
i είναι µια κατωφερής κατεύθυνση.

Συνεπάγεται εποµένως από την (4.73) ότι f(x(i,k)) < f(x(i−1,k)). Αν αυτό ισχύει για
όλα τα i ∈ N , τότε f(x(k+1)) = f(x(n,k)) < f(x(n−1,k)) < · · · < f(x(i−1,k)) < · · · <
f(x(0,k)) = f(x(k)). Εποµένως η f ικανοποιεί την συνθήκη (i) στην (4.77).
Είναι επίσης εµφανές ότι αρκεί να ισχύει ότι f(x(i,k)) < f(x(i−1,k)) για τουλάχιστον
ένα i ∈ N , για να ισχύει ότι f(x(k+1)) < f(x(k)). Φυσικά, αν x(k) ∈ S, τότε η πρότα-
ση 4.10 εγγυάται ότι δεν δηµιουργείται κατωφερής κατεύθυνση και ο αλγόριθµος
εκτελεί την (4.75) και τερµατίζει σε πεπερασµένες επαναλήψεις.
Για να επιβεβαιώσουµε ότι ισχύει η (iii), ϑα υποθέσουµε ότι η (4.75) και ο αλγόριθ-
µος επαναλαµβάνεται άπειρα. Είναι γνωστό (για παράδειγµα από το [122, ΄Ασκηση
7.12.8]) ότι η απεικόνιση της γραµµικής αναζήτησης L στον διάστηµα [0, 1] είναι
κλειστή ανεξάρτητα απο το αν το y

(k)
i = x

(k)
i εξαιτίας του ότι το [0, 1] είναι συµπαγές.

Για να δείξουµε ότι η απεικόνιση Di είναι κλειστή ϑεωρούµαι τις συγκλίνουσες
υπακολουθίες x(i−1,k) → x? και y

(k)
i → y?i , για k ∈ K ⊆ {0, 1, 2, . . .}. Τότε

d
(k)
i = y

(k)
i − x

(k)
i → y?i − x?i → d?i , για k ∈ K.

Σηµειώνεται ότι x? ∈ X και y?i ∈ Xi αφού x(i−1,k) ∈ X και y
(k)
i ∈ Xi.

Για να δείξουµε ότι το (x?,d?i ) ∈ Di(x?), αρκεί να δείξουµε ότι το y?i είναι µια λύση
του προβλήµατος (4.72) οπου το x(i−1,k) αντικαθίσταται από το x?.

Από την ϐελτιστότητα του y
(k)
i , η ανισότητα ∇if(x(i−1,k))Ty

(k)
i ≤ ∇if(x(i−1,k))Txi

ισχύει για όλα xi στο Xi και για όλα τα k στο K. Παίρνοντας το όριο, και από την
συνέχεια του ∇f , προκύπτει ότι ∇if(x?)Ty?i ≤ ∇if(x?)Txi, ∀xi ∈ Xi. Συνεπώς, το
y?i επιλύει την (4.72) και εποµένως (x?,d?i = y?i − x?i ) ∈ Di(x?) όπως απαιτείται.
Η κλειστότητα του Ai απορρέει από την κλειστότητα των L και Di και την πρόταση
4.11. Τέλος, η κλειστότητα του Ai, ∀i ∈ N , και η πρόταση 4.11 συνεπάγονται την
κλειστότητα του συνολικού αλγόριθµου A. �
Από το ϑεώρηµα ολική σύγκλισης έχουµε αποδείξει εποµένως ότι :
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Πρόταση 4.12 Ο Αλγόριθµος είτε τερµατίζει µετά από πεπερασµένο αριθµό επανα-
λήψεων ή δηµιουργεί µια άπειρη ακολουθία {x(k)} τέτοια ώστε κάθε σηµείο συσσώ-
ϱευσης είναι µια ϐέλτιστη λύση για το CPP.

Ο αλγόριθµος κυκλικής γραµµικοποίησης δείχνει στην πραγµατικότητα ότι για ένα
παίγνιο σαν αυτό του προβλήµατος CPP, επιτυγχάνεται ένα σηµείο ισορροπίας Nash
αν και ο παίκτης i, ∀i ∈ N , δεδοµένης µιας κατάστασης [x

(k+1)
i− ,x

(k)
i ,x

(k)
i+ ] δεν επι-

λέγει της στρατηγική του x
(k+1)
i έτσι ώστε να κάνει το διάνυσµα [x

(k+1)
i− ,x

(k+1)
i ,x

(k)
i+ ]

επιθυµητό αλλά ικανοποιείται µε την στρατηγική η οποία µειώνει τις τρέχουσες
απώλειες του, δηλαδή επιλέγει την x

(k+1)
i έτσι ώστε

f(x
(k+1)
i− ,x

(k+1)
i ,x

(k)
i+ ) < f(x

(k+1)
i− ,x

(k)
i ,x

(k)
i+ ).

4.4.4.3 Μη Ακριβής Γραµµικοποιηµένη Αντιµετώπιση της Κυκλικής Απο-
σύνθεσης

΄Οπως έχει ήδη αναφερθεί, η απόδειξη σύγκλισης [174] της προσέγγισης της κυκλι-
κής αποσύνθεσης ϐασίζεται στην ακριβής επίλυση των υποπροβληµάτων στην (4.63).
΄Οµως, για την επίλυση τους είναι διαθέσιµοι µόνο επαναληπτικοί αλγόριθµοι εξαι-
τίας της µη γραµµικότητας αυτών των υποπροβληµάτων. Για παράδειγµα στην [151]
για την επίλυσης κάθε υποπροβλήµατος της (4.63) εφαρµόζεται η κυρτή µέθοδος
simplex. Στην πραγµατικότητα η απαίτηση ακρίβειας στην λύση των υποπροβλη-
µάτων µας επιβάλλει να χρησιµοποιήσουµε τις επαναληπτικές αυτές µεθόδους µε
τέτοιο τρόπο ώστε να λαµβάνεται µια ιδιαίτερα ακριβής λύση για κάθε υποπρόβλη-
µα. Βέβαια αυτό µπορεί να είναι ιδιαίτερα δαπανηρό από άποψη υπολογιστικού
χρόνου. Με άλλα λόγια, αν και µε αυτό τον τρόπο ο ϱυθµός σύγκλισης του αλγορίθ-
µου της κυκλικής αποσύνθεσης είναι καλύτερος από τον αλγόριθµο Frank-Wolfe
δηλαδή αν και ο συνολικός αριθµός των επαναλήψεων στο αλγόριθµος κυκλικής
αποσύνθεσης είναι µικρότερος από τον αντίστοιχο του Frank-Wolfe, η συνολική
προσπάθεια που απαιτείται από την µέθοδο της κυκλικής αποσύνθεσης για την
εξασφάλιση µιας λύσης ιδίας ακρίβειας µε αυτήν της µεθόδου Frank-Wolfe µπορεί
να υπερβαίνει την συνολική υπολογιστική προσπάθεια τις τελευταίας εξαιτίας της
αύξησης τον υπολογισµών ανά επανάληψη στην µέθοδο της κυκλικής αποσύνθεση.
Σε αυτή την ενότητα ϑα εξετάσουµε µια µορφή εκτέλεσης της κυκλικής αποσύν-
ϑεσης που ϐασίζεται σε µη ακριβείς λύσεις των υποπροβληµάτων της (4.63). Ο
ϐαθµός της ανακρίβειας των λύσεων προσδιορίζεται από την συνάρτηση χάσµατος
(gap function) Hearn [83]. Η εκτέλεση του ϐασίζεται εξ ολοκλήρου σε µια κυκλική
σειρά των υποπροβληµάτων.
΄Εστω ότι το x? ∈ X είναι δεδοµένο και έστω η συνάρτηση qi(xi) = f(x?i ,xi,x

?
i ),

xi ∈ Xi, για κάποια i ∈ N .
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Πρόταση 4.13 Αν για κάποια xεi , και κάποια ε > 0 ισχύει ότι

∇iq(x
ε
i)
T (xi − xεi) ≥ −ε, ∀xi ∈ Xi (4.78)

τότε

q(xi) + ε ≥ qi(x
ε
i), ∀xi ∈ X , (4.79)

δηλαδή το xεi είναι µια ε-ϐέλτιστη λύση του προβλήµατος

min
xi∈Xi

qi(xi) (4.80)

Απόδειξη: ΄Οπως έχει οριστεί στην πρόταση 4.7, η qi είναι κυρτή και παραγωγίσι-
µη. Εποµένως ϑα είναι,

qi(xi) ≥ qi(x
ε
i) +∇qi(xεi)T (xi − x?i ), ∀xi ∈ Xi (4.81)

και άρα ισχύει η πρόταση. �
Σηµειώνεται ότι το σηµείο τ [x?i−,x

ε
i ,x

?
i+] ορίζει µια ε-επιθυµητή στρατηγική για

τον παίκτη i στην περίπτωση του παιγνίου του προβλήµατος CPP. Συγκεκριµένα,
αυτό σηµαίνει ότι αν ο παίκτης i αποκλίνει από την ε επιθυµητή στρατηγική του, η
απώλεια του µπορεί να µειωθεί το πολύ κατά ε
Στην συνέχεια ορίζεται η συνάρτηση

gi(xi) = min
yi∈X
∇qi(xi)T (yi − xi) (4.82)

Η συνάρτηση αυτή η οποία παρουσιάστηκε και µελετήθηκε από τον Hearn [83],
καλείται συνάρτηση χάσµατος
Στην συνέχεια ϑα αναφερθούµε δύο από τις ιδιότητες της :

gi(xi) ≤ 0, ∀xi ∈ X (4.83)

και

gi(xi) = 0 ⇔ xi ∈ arg min
yi∈Xi

qi(yi) (4.84)

Συγκρίνοντας την (4.82) µε την (4.78), λαµβάνουµε τα εξής αποτελέσµατα.

Πρόταση 4.14 ΄Αν για κάποια xεi ∈ Xi, και ε > 0 η

gi(x
ε
i) ≥ −ε (4.85)

τότε

qi(xi) + ε ≥ qi(x
ε
i), ∀xi ∈ Xi
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Ο έλεγχος της (4.85) απαιτεί την επίλυση του προβλήµατος (4.82), το οποίο είναι
ουσιαστικά το υποπρόβληµα δηµιουργίας κατεύθυνσης όταν εφαρµοστεί η µέθοδος
Frank-Wolfe στο πρόβληµα (4.80). Εποµένως υπολογίζοντας την gi στο σηµείο xεi ,
ελέγχουµε εάν ισχύει (4.85). Αν δεν ισχύει, υποθέτοντας ότι το yεi είναι µια λύση
του (4.82), ϑα έχουµε

gi(x
ε
i) < −ε < 0 (4.86)

η οποία συνεπάγεται ότι η κατεύθυνση di = yεi − xεi είναι κατωφερής.
Από την (4.81), η λύση του (4.82) παρέχει ένα κάτω όριο, lbdεi = qi(x

ε
i) + gi(x

ε
i),

ενώ η ubdεi = qi(x
ε
i) είναι ένα άνω όριο. Αν ισχύει η (4.85) τότε,

ubdεi − lbdεi ≤ ε (4.87)

Τα αποτελέσµατα της παραπάνω ανάλυσης προτείνουν την ακόλουθη γραµµικο-
ποιηµένη εκδοχή του αλγορίθµου κυκλικής αποσύνθεσης :

algorithm B
Initialize {x(0) = [x

(0)
1 , . . . ,x

(0)
i , . . . ,x

(0)
n ] ∈ X ; ε(0) > 0; k = 0 }

do for ever
do for all i ∈ N

Initialize { y
(0)
i = x

(k)
i ; ε = ε(k); ` = 0 }

repeat
ỹ

(`)
i ∈ arg min

xi∈Xi
∇if(x

(k+1)
i− ,y

(`)
i ,x

(k)
i+ )Txi

a
(`)
i ∈ arg min

a∈[0,1]
f(x

(k+1)
i− ,y

(`)
i + ai(ỹ

(`)
i − y

(`)
i ),x

(k)
i+ )

y
(`+1)
i = y

(`)
i + a

(`)
i (ỹ

(`)
i − y

(`)
i )

` = `+ 1

until ( gi(y(`)
i ) ≥ −ε ) .or. ( ` > `max )

x
(k+1)
i = y

(`)
i

end do
if ( x(k+1) .eq. x(k) ) exit
Replace ε(k) by ε(k+1)

k = k + 1
end do

Ο αλγόριθµος B είναι το αποτέλεσµα της εφαρµογής µίας µη-ακριβής διαδικασίας
Frank-Wolfe σε κάθε υποπρόβληµα της (4.63). Συγκεκριµένα, εάν η ακολουθία
{ε(k)}∞k=0 επιλεχθεί έτσι ώστε το limk→∞ ε(k) = 0, και η παράµετρος `max = ∞, ο
αλγόριθµος B προσεγγίζει, όπως προκύπτει από την πρόταση 4.78, την κυκλική
αποσύνθεση οριακά. Από την άλλη πλευρά αν η `max = 1, ο αλγόριθµος B είναι
ισοδύναµος του αλγορίθµου A του οποίου η σύγκλιση έχει δειχθεί. Προκύπτει
εποµένως ότι για κάθε επιλογή της µη αρνητικής ακολουθίας {ε(k)}∞k=0, όσο η
`max ≥ 1, η σύγκλιση του αλγορίθµουA και το ϑεώρηµα Spacer Step [122, Ενότητα
7.10]) εξασφαλίζουν την σύγκλιση του αλγορίθµου B.
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4.5 Ανάπτυξη ενός Αλγόριθµου Απέριττης Αποσύνθεσης Βασι-
σµένου στην Κανονικοποιηµένη Μέθοδο Frank-Wolfe

Σκοπός αυτής της ενότητας είναι η ανάπτυξη µιας αποτελεσµατικής µεθόδου εφι-
κτής κατεύθυνσης (πβλ. § 4.4.3) για τα προβλήµατα που εξετάζονται. Η εφαρµογή
της απέριττης αποσύνθεσης στα εν λόγω προβλήµατα δηµιουργεί κυρίαρχα προ-
ϐλήµατα της κάτωθι µορφής στα οποία η f : Rn → R είναι συνεχώς παραγωγίσιµη
και µη-διαχωρίσιµη:

[P] min
y∈Y

f(y),
υπό

yi ∈ Yi =

{
yi

∣∣∣
ni∑

j=1

yij = 1, yij ≥ 0

}
, i = 1, . . . , m,

όπου y = [y1,y2, . . . ,ym],
∑m

i=1 ni = n, και το Y =
∏m

i=1 Yi είναι το καρτεσιανό
γινόµενο των m απέριττων συνόλων.

4.5.1 Η Θεωρητική Μορφή του Αλγορίθµου Αποσύνθεσης και η Σύγκλιση
του

Στην ενότητα αυτή ϑα αναπτύξουµε µια τεχνική αποσύνθεσης του προβλήµατος P
η οποία το διασπά το προβλήµατα σε m υποπροβλήµατα ένα για κάθε απέριττο
σύνολο (simplex). Μια προσέγγιση η οποία ϑα µπορούσε να συνδράµει προς αυτή
την κατεύθυνση είναι η πλήρης γραµµικοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης
σύµφωνα µε το αλγόριθµο Frank-Wolfe. Πράγµατι για κάθε εφικτή λύση yk =
[yk1 , . . . ,y

k
m], αν είναι ci = ∇if(yk), i = 1, . . . , m, το κλίτος της f ως προς yi στο

yk, τότε το P προσεγγίζεται στο yk από m γραµµικά υποπροβλήµατα:

[FW] min

ni∑

j=1

cijyij

υπό
ni∑

j=1

yij = 1

yij ≥ 0, j = 1, . . . , ni.

(4.88)

Αν ŷi είναι η λύση κάθε FW, και αν ŷ = [ŷ1, . . . , ŷm], τότε µπορεί να οριστεί µια
κατεύθυνση αναζήτησης dk = ŷ − yk και να δηµιουργηθεί µια νέα εφικτή λύση
yk+1 = yk +αkd

k ύστερα από την εύρεση του αk ∈ [0, 1] το οποίο ελαχιστοποιεί την
f(yk + αdk).
Αν και απλή η προσέγγιση της πλήρους γραµµικοποίησης έχει σηµαντικά µειωνε-
κτήµατα. Ο ϱυθµός σύγκλισης είναι υπο-γραµµικός και εµφανίζεται συµφόρηση
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καθώς ο αλγόριθµος συγκλίνει προς µια λύση (πβλ. § 4.4.1). Επιπλέον στην πε-
ϱίπτωση που εξετάζεται εδώ, η λύση που παράγουν τα υποπροβλήµατα FW είναι
χωρίς ιδιαίτερο νόηµα όσον αφορά το P. Υποθέτοντας ότι ci1 ≤ ci2 ≤ . . . ≤ cin, η
ϐέλτιστη λύση κάθε υποπροβλήµατος FW ϑα είναι yi1 = 1, yij = 0, j = 2, . . . , ni.
Σηµειώνεται ότι η λύση είναι γνώστη µόλις ο συντελεστής µε την µικρότερη τιµή
είναι γνωστή. Αυτή η τιµή είναι γνωστή σε χρόνο O(ni).
Μια ϐασική ιδιότητα του προβλήµατος είναι ότι στην περίπτωση µιας κυρτής f , η
λύση των υποπροβληµάτων µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την κατασκευή ενός κάτω
ορίου για την f(y?), δηλαδή, f(y?) ≥ LBDk ≡ f(yk)+∇f(yk)Tdk. Σηµειώνεται ότι
το κάτω όριο µπορεί να υπολογιστεί σε χρόνο

∑m
i=1 O(ni) = O(n), Οι επαναλήψεις

του αλγόριθµου τερµατίζονται όποτε το f(yk) είναι κοντά στο καλύτερο γνωστό κά-
τω όριο. Λαµβάνοντας υπόψη την ευκολία µε την οποία µπορούν να υπολογιστούν
αυτά τα κάτω όριο, ο συγκεκριµένος κανόνας τερµατισµού µπορεί να χρησιµοποιη-
ϑεί σε οποιονδήποτε άλλο αλγόριθµο ο οποίος δεν εµφανίζει τα µειωνεκτήµατα της
πλήρους γραµµικοποίησης. Θα εξετάσουµε στην συνέχεια µια τεχνική αποσύνθε-
σης η οποία αν και µοιάζει µε αυτή της πλήρους γραµµικοποίησης, η κατεύθυνση
δεν παράγεται από γραµµικά υποπροβλήµατα:

[RFWP] min

ni∑

j=1

cijyij + φi(yi,y
k
i )

υπό
ni∑

j=1

yij = 1

yij ≥ 0, j = 1, . . . , ni

. (4.89)

Η συνάρτηση φi καλείται συνάρτηση κανονικοποίησης (regularization function)
στην [139] και το υποπρόβληµα που αυτή συνεπάγεται κανονικοποιηµένο (regulari-
zed) υποπρόβληµα Frank-Wolfe. Μια συνάρτηση κανονικοποίησης φi : Yi×Yi → R
είναι συνεχώς παραγωγίσιµη, µη αρνητική, κυρτή και αυστηρώς κυρτή χωριστά για
κάθε παράµετρο της. Επιπλέον η ∇φi(yi, zi) = 0 εάν και µόνο εάν yi = zi. Το
RFWP παράγεται από το P εάν ϑεωρήσουµε την προσέγγιση της f στο yk από µια
συνάρτηση φ(y,yk) =

∑m
i=1 φi(yi,y

k
i ). Σε µια τέτοια προσέγγιση το σφάλµα είναι

ε(y) = f(y)− φ(y,yk) και κατά συνέπεια f(y) = φ(y,yk) + ε(y). Εποµένως και
αφού η∇φi(yk,yk) = 0 το RFWP λαµβάνεται ύστερα από την γραµµικοποίηση του
σφάλµατος (πβλ. § 4.4.2).
Η συνάρτηση κανονικοποίησης µπορεί να ϑεωρηθεί σαν συνάρτηση απόστασης (di-
stance function), η οποία όµως δεν χρειάζεται να ικανοποιεί την ανισότητα συµ-
µετρίας η/και την τριγωνική ανισότητα (triangle inequality). Λαµβάνοντας αυτό
υπόψη µπορεί να δοθεί η ακόλουθη ερµηνεία στο υποπρόβληµα RFWP: Στο πρό-
ϐληµα FW, αν και η γραµµικοποίηση ισχύει µόνο τοπικά σε µια περιοχή γύρω από
το σηµείο της τρέχουσας επανάληψης, το υποπρόβληµα δεν περιλαµβάνει περιο-
ϱισµούς που να απαιτούν κάτι τέτοιο. Κατά συνέπεια η προσέγγιση πρώτης τάξης
χρησιµοποιείται ολικά. Η εισαγωγή του όρου κανονικοποίησης στην αντικειµενι-
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κή συνάρτηση στοχεύει στον περιορισµό της απόστασης ανάµεσα στο σηµείο της
τρέχουσας επανάληψης και της λύση του υποπροβλήµατος. Με διατήρηση της µη-
γραµµικότητας στα υποπροβλήµατα αποφεύγεται το ϕαινόµενο της συµφόρησης
που είναι έµφυτο στην περίπτωση την πλήρους γραµµικοποίησης και προκαλείται
από τις ακραίες λύσεις των υποπροβληµάτων καθώς και στο ϕαινόµενο της τα-
λάντευσης της κατεύθυνσης Frank-Wolfe (πβλ. Παράδειγµα 4.1) . Επιπλέον το
µη γραµµικό πρόβληµα του P παράγει πιο ουσιαστικές λύσεις από αυτό του FW.
Στην πραγµατικότητα η ϐέλτιστη λύση µπορεί να ληφθεί από τα υποπροβλήµατα
κάτι που δεν ισχύει στην περίπτωση FW. Στην παρούσα εφαρµογή ϑα αντιµετωπι-
στούν µόνο τετραγωνικές συναρτήσεις κανονικοποίησης δηλαδή η φi(y) ϑα είναι
την µορφής φi(y,yk) = 1

2
(y − yk)TDi(y − yk), µε ϑετικά ορισµένες µήτρες Di.

Συγκεκριµένοι τρόποι επιλογής των Di ϑα εξεταστούν στην ενότητα 4.5.1.3.
Πριν την παρουσίαση του ψευδοκώδικα του αλγορίθµου ϑα παραθέσουµε µερικές
από τις ιδιότητες που εµπεριέχονται στο RFWP. Υποθέτοντας ότι η f είναι ψευδο-
κυρτή το Θεώρηµα 4.4 αποδεικνύει ότι η ϐέλτιστη λύση λαµβάνεται από τα κανο-
νικοποιηµένα υποπροβλήµατα. ∆ιαφορετικά, από τη Θεώρηµα 4.5 δηµιουργείται
µια κατωφερής κατεύθυνση. Επιπλέον εξαιτίας του Θεωρήµατος 4.6 µια τέτοια κα-
τεύθυνση προσδιορίζεται µοναδικά και από το ϑεώρηµα 4.7 εξασφαλίζεται ότι είναι
επαρκώς κατωφερής.

Θεώρηµα 4.4 Εάν το yk = [yk1 , . . . ,y
k
m] επιλύει τα αντίστοιχα m υποπροβλήµατα

RFWP, τότε το yk είναι επίσης µια λύση του προβλήµατος P. Το αντίστροφο ισχύει
επίσης.

Απόδειξη: Από την ϐελτιστότητα του yki στο RFWP, ϑα έχουµε [∇if(yk) +Di(y
k
i −

yki )]
T (yi−yki ) ≥ 0, ∀yi ∈ Yi, i = 1, . . . , m. Συνεπώς, ∇f(yk)T (y−yk) ≥ 0, ∀y ∈ Y,

και εποµένως το yk είναι ϐέλτιστο στο P. Αντιστρόφως εάν το yk είναι ϐέλτιστο στο
P, τότε ισχύει η τελευταία ανισότητα. Προσθέτοντας στην τελευταία την ισότητας
[D(yk − yk)]T (y − yk) = 0, όπου D είναι µια τµηµατικά διαγώνια µήτρα (block
diagonal matrix) µε διαγώνια τµήµατα Di, i = 1, . . . , m, λαµβάνουµε την ϐελτιστό-
τητα του yki στο αντίστοιχο υποπρόβληµα RFWP. �

Θεώρηµα 4.5 Για εφικτό yk = [yk1 , . . . ,y
k
m], ϑεωρούµε ότι το ŷk = [ŷk1 , . . . , ŷ

k
m]

επιλύει τα αντίστοιχα m υποπροβλήµατα RFWP, και υποθέτουµε ότι yk 6= ŷk. Τότε η
dk = [dk1, . . . ,d

k
m] = ŷk − yk είναι µια εφικτή κατωφερής κατεύθυνση της f στο yk.

Απόδειξη: Από την κυρτότητα του Y και την εφικτότητα του yk και του ŷk, συνάγε-
ται ότι το dk είναι µια εφικτή κατεύθυνση. Αφού το ŷk επιλύει τα υποπροβλήµατα,
[∇f(yk) + D(ŷk − yk)]T (y − ŷk) ≥ 0, ∀y ∈ Y. Εποµένως [∇f(yk) + D(ŷk −
yk)]T (yk − ŷk) ≥ 0 αφού yk ∈ Y. Η ιδιότητα της κατωφέρειας προκύπτει από το
γεγονός ότι η D είναι ϑετικά ορισµένη. �
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Θεώρηµα 4.6 Για δεδοµένο yk και οποιοδήποτε i = 1, . . . , m, το RFWP είναι εφικτό
και η ϐέλτιστη λύση του είναι µοναδική.

Απόδειξη: Προκύπτει από το γεγονός ότι η Di είναι ϑετικά ορισµένη. �

Θεώρηµα 4.7 Αν είναι µi η µικρότερη ιδιοτιµή της Di, τότε∇if(yk)Tdki ≤ −µi‖dki ‖.

Απόδειξη: Από το ϑετικό ορισµό της Di, συνεπάγεται ότι dTi Didi > 0, ∀di ∈
Rni ,dTi di ≥ µ‖[d]i‖2 και µi > 0. Συνεπώς η αντικειµενική συνάρτηση του RFWP εί-
ναι ισχυρώς κυρτή. Από την απόδειξη του Θεωρήµατος 4.5 προκύπτει ότι∇if(yk)Tdki ≤
(yki − ŷki )

TDi(ŷ
k
i − yki ). �

Θεώρηµα 4.8 Το µέγιστο εφικτό µήκος ϐήµατος στην γραµµική αναζήτηση είναι 1.

Απόδειξη: Αφού το ŷk είναι εφικτό επιτρέπεται πάντα η κίνηση από το yk στο
ŷk. Εποµένως το µήκος ϐήµατος είναι εφικτό. Επιπλέον προκειµένω να εξασφα-
λιστεί η µη αρνητικότητα το µέγιστο µήκος ϐήµατος δεν πρέπει αν ξεπερνάει το
min{−ykij/dkij | dkij < 0} ≤ 1. �
Το αρχαίτυπο του αλγορίθµου παρουσιάζεται παρακάτω. Θα πρέπει να σηµειώθει
ότι τα κάτω όρια, LBDk, ισχύουν µόνο όταν η f είναι κυρτή συνάρτηση. Το κριτήριο
τερµατισµού το οποίο στηρίζεται στην διαφορά ανάµεσα στο άνω και κάτω όριο,
µπορεί να τεθεί µη ενεργό µε κατάλληλη επιλογή του ε.

Algorithm regularized_fw
Αρχικοποίηση των y0 ∈ Y, LBD−1 ←− −∞, k ←− 0

do
UBDk ←− f(yk)
επέλυσε όλα τα FW και υπολόγισε όλα τα LBDk

΄Εστω ότι ŷk = [ŷk1 , . . . , ŷ
k
m] είναι η µοναδική λύση όλων των RFWP

dk ←− ŷ − yk

if (dk = 0) exit
LBDk ←− max{LBDk−1, LBDk}
if( (UBDk − LBDk)/LBDk ≤ ε ) exit
αk ←− arg min

α∈[0,1]
f(yk + αdk)

yk+1 ←− yk + αkd
k

k ←− k + 1
end do

end regularized_fw

4.5.1.1 Σύγκλιση µε Ακριβείς Γραµµικές Αναζητήσεις (exact line searches)

Υποθέτοντας ακριβείς γραµµικές αναζητήσεις ϑα δείξουµε παρακάτω την ολική σύγ-
κλιση της µεθόδου. Στην ανάλυση που ϑα ακολουθήσει ϑα αγνοήσουµε τον κανόνα
τερµατισµού που στηρίζεται στον υπολογισµό του κάτω ορίου.
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Θεώρηµα 4.9 Ο αλγόριθµος regularized_fw είτε τερµατίζει σε πεπερασµένο
αριθµό επαναλήψεων ή δηµιουργεί µια άπειρη ακολουθία {yk} τέτοια ώστε κάθε
σηµείο συσσώρευσης της είναι µια ϐέλτιστη λύση του P.

Απόδειξη: Από το Θεώρηµα 4.4 προκύπτει ότι ο αλγόριθµος τερµατίζει σε πε-
περασµένο αριθµό επαναλήψεων όποτε y = ŷk, για κάποια k. Εποµένως υπο-
ϑέτουµε ότι ŷk 6= yk για όλα τα k. Επίσης από το Θεώρηµα 4.5 προκύπτει
ότι η ακολουθία {dk} αποτελείται από εφικτές κατωφερείς κατευθύνσεις. Επο-
µένως, f(yk+1) = f(yk + αkd

k) < f(yk) και η {f(yk)} είναι µια µονοτονικά
ϕθίνουσα ακολουθία η οποία είναι ϕραγµένη από κάτω σύµφωνα µε τις υπο-
ϑέσεις µας. Αρά, f(yk + αkd

k) ≥ f(yk+1), ∀αk ∈ [0, 1], που συνεπάγεται ότι
f(yk + αkd

k)− f(yk) ≥ f(yk+1)− f(yk), ∀αk ∈ [0, 1].
Αφού το Y είναι συµπαγές, από το ϑεώρηµα Weierstrass συνεπάγεται ότι η ακο-
λουθία {yk} έχει ένα τουλάχιστον σηµείο συσσώρευσης, έστω y? ∈ Y, το όποιο
είναι το όριο σύγκλισης µιας συγκλίνουσας υπακολουθίας {yk}k∈L, όπου L ⊆ N.
Θα έχουµε εποµένως ότι limk→∞,k∈L f(yk) = f(y?). Το οποίο συνεπάγεται ότι
limk→∞,k∈L[f(yk+1)− f(yk)] = 0.
Από το ϑεώρηµα Weierstrass, η ακολουθία {ŷk} έχει τουλάχιστον ένα σηµείο συσ-
σώρευσης, έστω ŷ, το οποίο είναι το όριο της υπακολουθίας {ŷ}k∈M, όπουM⊆ L.
Από την τελευταία ανισότητα ϑα έχουµε εποµένως, limk→∞,k∈M[f(yk + αk(ŷ

k −
yk)) − f(yk)] ≥ 0, και, για κάθε ακολουθία {αk} ∈ [0, 1] µε limk→∞,k∈Mαk = 0,
ϑα ισχύει ότι, limk→∞,k∈M

f(yk+αk(byk−yk))−f(yk)
αk

≥ 0. Αυτό το όριο υπάρχει εξαιτίας
της συνεχούς παραγωγησιµότητας της f και ισούται µε την παράγωγο κατεύθυνσης
της f ως προς το y? στην κατεύθυνση ŷ − y?, δηλαδή, ∇f(y?)T (ŷ− y?) ≥ 0.
Από την ϐελτιστότητα των στοιχείων της ŷk στα κανονικοποιηµένα υποπροβλήµατα
έχουµε (ϐλ. απόδειξη Θεωρήµατος 4.5) [∇f(yk)+D(ŷk−yk)]T (y−ŷk) ≥ 0, ∀y ∈ Y.
Παίρνοντας το όριο πάνω στο M, λαµβάνουµε την ανισότητα [∇f(y?) + D(ŷ −
y?)]T (y − ŷ) ≥ 0, ∀y ∈ Y. Αφού y? ∈ Y, [∇f(y? + D(ŷ − y?)]T (y? − ŷ) ≥ 0. ΄Αρα
συνεπάγεται, από την ανισότητα της τελευταίας παραγράφου, ότι (ŷ− y?)TD(y? −
ŷ) ≤ 0.
Αφού η D είναι ϑετικά ορισµένη ϑα πρέπει να έχουµε (ŷ − y?)TD(y? − ŷ) =
0, και άρα ŷ = y?. Αντικαθιστώντας στην δεύτερη ανισότητα της προηγούµενης
παραγράφου λαµβάνουµε το επιθυµητό αποτέλεσµα: ∇f(y?)T (y − y?) ≥ 0, ∀y ∈
Y. �

4.5.1.2 Σύγκλιση µε Μη-ακριβείς Γραµµικές Αναζητήσεις

Σε αυτή την ενότητα ϑα δείξουµε την σύγκλιση του αλγορίθµου regularized_fw
στην περίπτωση µη ακριβών γραµµικών αναζητήσεων τύπου Armĳo. Για το σκοπό
αυτό ϑα πρέπει να υποθέσουµε επιπλέον ότι το κλίτος της f είναι συνεχείς κατά
Lipschitz, δηλαδή υπάρχει σταθερά λ > 0 τέτοια ώστε ‖∇f(y1) − ∇f(y2)‖ ≤
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λ‖y1 − y2‖, ∀y1,y2 ∈ Y.
Θεωρούµαι την περίπτωση όπου η ακριβής γραµµική αναζήτηση αντικαθίσταται
από ένα µήκος ϐήµατος που ακολουθεί τον κανόνα Armĳo. Σε αυτή την περίπτωση
το αk του αλγορίθµου ϑεωρείται ίσο µε β−i0 όπου i0 είναι ο ακέραιος i = 0, . . .,
ο οποίος ικανοποιεί πρώτος την ανισότητα f(yk+1) = f(yk + β−i0dk) ≤ f(yk) +
γβ−i0∇f(yk)Tdk, για γ ∈ (0, 1) και β > 1. Για παράδειγµα στην εργασία των
Pshenichny και Danilin [161] το γ = 0.5 και το β = 2.

Θεώρηµα 4.10 Με την επιπλέον υπόθεση του συνεχούς κατά Lipschitz κλίτους, ο
αλγόριθµος regularized_fwµε ϐήµατα Armĳo συγκλίνει ολικά προς µία ϐέλτιστη
λύση του P.

Απόδειξη: Θα δείξουµε πρώτα ότι το i0 είναι πεπερασµένο. Ας είναι wk =
yk + ξ(ŷk − yk) για ξ ∈ [0, 1]. Από τον τύπο του Taylor και την συνέχεια κατά
Lipschitz του κλίτους λαµβάνουµε για α ∈ [0, 1], (f(yk + α(ŷk − yk)) − f(yk)) ≡∫ α

0
∇f(wk)T (ŷk−yk)dξ ≤ α∇f(yk)T (ŷk−yk)+

∫ α
0
λξ‖ŷk−ŷk‖2dξ = α∇f(yk)T (ŷk−

yk) + 0.5α2λ‖ŷk − yk‖2.

΄Αρα, για α ≤ 2(γ − 1)∇f(yk)T (byk−yk)
λ‖byk−yk‖2 , λαµβάνουµε την ανισότητα f(yk + αdk) −

f(yk) ≤ γα∇f(yk)Tdk. Αφού i0 είναι ο πρώτος ακέραιος που ικανοποιεί τον
κανόνα Armĳo αντικαθιστώντας στην πρώτη ανισότητα το α µε β−i, ϑα έχουµε
βαk = β−(i0−1) > 2(γ − 1)∇f(yk)T (byk−yk)

λ‖byk−yk‖2 , και εποµένως αk > 2(γ−1)
β

∇f(yk)T (byk−yk)
λ‖byk−yk‖2 .

Συνεπώς, αν dk είναι µια εφικτή κατωφερής κατεύθυνσης, η ανισότητα Armĳo ϑα
ικανοποιείται µετά από πεπερασµένο αριθµό δοκιµών και το επιλεχθέν ϐήµα ϑα
ικανοποιεί την τελευταία ανισότητα.
Στην συνέχεια ϑα αποδείξουµε την σύγκλιση του αλγορίθµου προς µία ϐέλτιστη
λύση. Αφού το ‖y‖ ≤ m, ∀y ∈ Y, ϑα είναι ‖ŷk − yk‖ ≤ 2m, ∀k. Εποµένως, αk >
2(γ−1)
β

∇f(yk)T (byk−yk)
4m2λ

και κατά συνέπεια, f(yk+1) − f(yk) ≤ 2γ(γ−1)
β

[∇f(yk)T (byk−yk)]2

4m2λ
.

Προσθέτοντας την τελευταία για k = 0, 1, . . . , q − 1 λαµβάνουµε f(yq) − f(yo) ≤
2γ(γ−1)
4m2βλ

∑q−1
k=0[∇f(yk)Tdk]2.

Αφού η f(y) είναι ϕραγµένη από τα κάτω στο Y από την ελάχιστη τιµή της f στο
Y, f(y?), ϑα έχουµε

∑q−1
k=0[∇f(yk)Tdk]2 ≤ 4m2βλ

2γ(γ−1)
[f(yo)−f(yq)] ≤ 4m2βλ

2γ(γ−1)
[f(yo)−

f(y?)]. Συνεπώς, η σειρά
∑∞

k=0[∇f(yk)Tdk]2 συγκλίνει. Βέβαια, η σύγκλιση αύτη
είναι εφικτή µόνο εάν ∇f(yk)Tdk → 0.
Εποµένως όπως και στην απόδειξη του Θεωρήµατος 4.9 υπάρχουν υποακολουθίες,
{yk}k∈M → y? και {ŷk}k∈M → ŷ τέτοιες ώστε ∇f(y?)T (ŷ − y?) = 0. Χρησιµο-
ποιώντας την ίδια επιχειρηµατολογία όπως και στην περίπτωση του Θεωρήµατος
4.9 λαµβάνουµε το επιθυµητό αποτέλεσµα. �
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4.5.1.3 ∆υικοί Αλγόριθµοι Πολυωνυµικής Πολυπλοκότητας για την Επί-
λυση των Υποπροβληµάτων

Σε αυτή την ενότητα υποθέτουµε ότι στην επανάληψη k, έχουν επιλεγεί συναρτήσεις
κανονικοποίησης φi(yi,yki ) = 1

2
(yi − yki )

TDi(yi − yki ) µε διαγώνιες µήτρες Di,
δηλαδή, Di = diag(∇2

i f(yk)), για κάθε i ∈ {1, . . . , m}, οι οποίες µπορεί να έχουν
διαταραχθεί προκειµένου να εξασφαλιστεί ότι είναι ϑετικά ορισµένες. Απαλοίφοντας
τους σταθερούς όρους και τους δείκτες κάθε υποπρόβληµα ϑα είναι της µορφής

[QP] min

n∑

j=1

1

2
djy

2
j − ljyj

υπό
n∑

j=1

yj = 1

0 ≤ yj ≤ 1, j = 1, . . . , n

. (4.90)

Προβλήµατα παρόµοια µε το QP προκύπτουν ως υποπροβλήµατα σε πολλές εφαρ-
µογές της επιχειρησιακής έρευνα και εποµένως έχουν προσελκύσει την προσοχή
πολλών ερευνητών. Ο αλγόριθµος που αναπτύχθηκε από τους Helgason et al.
[88] έχει υπολογιστική πολυπλοκότητα O(n logn) και υποθέτει αυθαίρετες τιµές
για τα άνω όρια των µεταβλητών. Ακολούθως, ο αλγόριθµος που προτείνεται από
τον Brucker [30] για την επίλυση του QP έχει υπολογιστική πολυπλοκότητα O(n)
και υποθέτει αυθαίρετες τιµές για τα άνω και κάτω όρια των µεταβλητών καθώς και
για τους συντελεστές και την δεξιά πλευρά του περιορισµού ισότητας. Αν και οι
αλγόριθµοι που προτάθηκαν για την επίλυση του προβλήµατος ϐασίζονται σε δια-
ϕορετικές τεχνικές, οι οποίες κυµαίνονται από τις συνθήκες ϐελτιστότητας Karush-
Kuhn-Tucker [154] έως τον παραµετρικό προγραµµατισµό [30] οι ϐασικές ιδέες
τους είναι κοινές και µπορούν να εκφραστούν σε όρους της δυϊκότητας Lagrange.
Αν είναι λ ∈ R οι πολλαπλασιαστές Lagrange για τους περιορισµούς της ισότητας
το υποπρόβληµα Lagrange ϑα είναι :

[QP(λ)] min

n∑

j=1

1

2
djy

2
j + (λ− l)jyj

υπό 0 ≤ yj ≤ 1, j = 1, . . . , n.

(4.91)

Αφού dj > 0, ∀j, το πρόβληµα QP(λ) έχει µοναδική πεπερασµένη λύση y(λ) που
ορίζεται από

yj(λ) =





0, εάν (lj − λ)/dj ≤ 0
1, εάν (lj − λ)/dj ≥ 1
(lj − λ)/dj, διαφορετικά,

(4.92)
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b1 b2 b3 b4

b6b5

λ?

g(λ)

Σχήµα 4.3: Η Τµηµατική Γραµµική Μονοτονική µη-Αύξουσα Παράγωγος g(λ) και
τα σηµεία ϑλάσης

Το δυικό πρόβληµα Lagrange ϑα είναι το :

[QPLD] max −λ +
n∑

j=1

1

2
djyj(λ)2 + (λ− l)jyj(λ). (4.93)

Το πρόβληµα QP είναι πάντα εφικτό αφού, εµπειρικά, το yj = 1
n
, j = 1, . . . , n,

είναι µια εφικτή λύση στο εσωτερικό της εφικτής περιοχής. ΄Αρα, η ϐέλτιστη λύση
του είναι πεπερασµένη. Εποµένως, σύµφωνα µε το [12, Θεώρηµα 6.2.4], το QPLD
έχει πεπερασµένο ϐέλτιστο λ?, και επιπλέον η ϐέλτιστη αντικειµενική τιµή του QP
και του QPLD είναι ίσες . Επιπρόσθετα, εξαιτίας της µοναδικότητας του y(λ) στο
QP(λ), η δυική συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη [12, Θεώρηµα 6.3.3] µε παράγωγο
g(λ) =

∑n
j=1 yj(λ)−1. Επειδή η δυϊκή συνάρτηση είναι κοίλη [12, Θεώρηµα 6.3.1],

η παράγωγος είναι µονοτονικά µη-αύξουσα [12, Θεώρηµα 3.3.4], συνεχής και όπως
προκύπτει από τον ορισµό του y(λ), τµηµατικώς γραµµική. ΄Αρα, το λ? είναι η
λύση της εξίσωσης

∑n
j=1 yj(λ) = 1, και το y(λ?) επιλύει το QP. Τα σηµεία ϑλάσης

(δηλαδή τα σηµεία που τα γραµµικά τµήµατα αλλάζουν) καθορίζονται από τα αj =
lj − dj και βj = lj, ∀j. Τα σηµεία αυτά µπορούν να αναζητηθούν προκείµενου
να προσδιοριστεί το γραµµικό τµήµα [α, β] στο οποίο ισχύει ότι

∑n
j=1 yj(λ) = 1,

δηλαδή λ? ∈ [α, β]. Οι προαναφερθέντες αλγόριθµοι διαφέρουν ως προς το πως
διενεργείται αυτή η αναζήτηση.
Συγκεκριµένα, οι αλγόριθµοι υπολογίζουν τα 2n σηµεία ϑλάσης αj και βj που
στο Σχήµα 4.3 αποδίδονται µε το σύµβολο bk. Ο αλγόριθµος των Helgason et al.
[88] κατατάσει τα σηµεία ϑλάσης σε αύξουσα ακολουθία : b1 ≤ b2 ≤ . . . ≤ bk ≤



Ενότητα 4.5: Ανάπτυξη ενός Αλγόριθµου Απέριττης Αποσύνθεσης Βασισµένου στην
Κανονικοποιηµένη Μέθοδο Frank-Wolfe 123

. . . ≤ b2n. Εν συνεχεία επιχειρεί µε αρχικό διάστηµα [a0, b0] ≡ [b1, b2n] µια δυαδική
έρευνα (binary search) στην οποία ώς µέσος του διαστήµατος [a0, b0] λαµβάνεται
το διάµεσο σηµείο ϑλάσης bm. Η έρευνα επαναλαµβάνεται για διάστηµα [a1, b1]
που ανάλογα µε την τιµή g(bm) ισοδυναµεί είτε µε το διάστηµα [b1, bm] είτε µε το
διάστηµα [bm, b2n]. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται εώς ότου είτε g(bm) = 0 είτε το
διάστηµα περιέχει µόνον ένα γραµµικό τµήµα (πβλ. [b4, b5] στο Σχήµα 4.3) οπότε το
Ϲητούµενο λ? ταυτίζεται µε την διάµεσο bm στην πρώτη περίπτωση και υπολογίζεται
µέσω γραµµικής παρεµβολής (linear interpolation).
Ο αλγόριθµος του Brucker [30] αποφεύγει την κατάταξη των σηµείων ϑλάσης σε
αύξουσα ακολουθία. Αντιθέτως ϐασίζεται στον υπολογισµό δύο ενδιαµέσων, έναν
για τα σηµεία ϑλάσης αj και έναν για τα σηµεία ϑλάσης βj. Επειδή ο υπολογισµός
ενδιαµέσου έχει χαµηλότερη πολυπλοκότητα από την κατάταξη των σηµείων και
επειδή τα σύνολα των σηµείων ϑλάσης αj και βj ϕθίνουν τουλάχιστον κατά το 1/4
σε κάθε επανάληψη, ο Brucker [30] είναι σε ϑέση να αποδείξει ότι ο αλγόριθµος
του είναι πολυπλοκότητας O(n) αντί της O(n logn) των Helgason et al. [88]. Οι
Pardalos και Kovoor [154] χρησιµοποιούν µια τυχαιοποιηµένη (randomized) µορ-
ϕή του αλγορίθµου του Brucker [30] στην οποία αντί της ακριβούς εκτίµησης του
διαµέσου χρησιµοποιείται ταχύς προσεγγιστικός υπολογισµός του µέσω τυχαίας
επιλογής του σε χρόνο Θ(1). Ενώ η πολυπλοκότητα χείριστης περίπτωσης αυξάνει
σε Θ(n2), η κατά µέσω όρο πολυπλοκότητα του αλγορίθµου είναι O(n). Οι εµπειρι-
κές δοκιµές των Pardalos και Kovoor [154] για n=500 έως και 4000 καταδεικνύουν
την υπεροχή του αλγορίθµου τους σε σχέση µε τον αλγόριθµο των Helgason et al.
[88] µε έναν παράγοντα της τάξης 5.
Τέλος, εξετάζουµε εδώ και την περίπτωση υπολογισµού του λ? χωρίς να καταφύ-
γουµε στον υπολογισµό σηµείων ϑλάσης και σε αλγορίθµους διακριτού χαρακτήρα
(discrete algoriyms). Ο αλγόριθµος διαδοχικής διχοτόµησης (bisection algorithm)
του µη-γραµµικού προγραµµατισµού δύναται να εντοπίσει το λ? εκκινώντας από
κάποιο αρχικό διάστηµα [a0, b0] µε g(a0) g(b0) < 0. Αντί για ενδιάµεσο, το µέ-
σο σηµείο a0+b0

2
που διχοτοµεί το [a0, b0] υπολογίζεται και δοκιµάζεται. Σε κάθε

επανάληψη το διάστηµα µειώνεται κατά το ήµισυ. Για µία επιθυµητή µείωση του
αρχικού διαστήµατος µήκους ε, ο µέγιστος αριθµός απαιτούµενων επαναλήψεων
είναι blog2

ε
b0−a0

c. Το τελικό λ? λαµβάνεται µέσω γραµµικής παρεµβολής (linear
interpolation) στο τελικό διάστηµα [ak, bk]:

λ? = ak +
(bk − ak)(1− g(ak))

g(bk)− g(ak))
(4.94)

Για την επιλογή του τελικού αλγορίθµου επίλυσης πραγµατοποιήσαµε εκτεταµένο
αριθµό δοκιµών για τυχαία δεδοµένα µερικές εκ των οποίων παρουσιάζονται στον
Πίνακα 4.3
΄Ολοι οι αλγόριθµοι υλοποιήθηκαν σε γλώσσα Fortran 95 σε υπολογιστή µε λει-
τουργικό σύστηµα Suse Linux 9.1 και επεξεργαστή Pentium IV στα 3.02 GHz
χρησιµοποιώντας µεταγλωττιστή (compiler) Lahey/Fujitsu lf95 version 6.2.
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Μέγεθος προβλήµατος Χρόνος Εκτέλεσης (secs)
∆ιχοτόµος

n Helgason Brucker Pardalos (ε = 0.00001)
100 5.999Ε-3 3.000Ε-3 7.998Ε-3 1.000Ε-3
500 3.999Ε-2 4.099Ε-2 2.599Ε-2 2.000Ε-3
1000 9.299Ε-2 9.399Ε-2 6.499Ε-2 3.999Ε-3
2000 0.112 9.698Ε-2 7.099Ε-2 3.999Ε-3
5000 0.257 0.263 0.178 1.199Ε-2
7000 0.390 0.398 0.253 1.500Ε-2
10000 0.619 0.628 0.312 2.200Ε-2

Πίνακας 4.3: Σύγκριση Χρόνων Εκτέλεσης των Αλγορίθµων

΄Οπως ϕαίνεται από τον Πίνακα 4.3 οι διακριτοί αλγόριθµοι δεν είναι ταχύτεροι από
την συνεχή µέθοδο διχοτόµησης και µάλιστα η διαφορά αυτή γίνεται εντονότερη
καθώς το µέγεθος των προβληµάτων αυξάνει. Μεταξύ των διακριτών αλγορίθµων
ο αλγόριθµος των Pardalos και Kovoor [154] είναι πράγµατι ταχύτερος από αυτόν
των Helgason et al. [88] που όµως είναι ταχύτερος κατά τι από αυτών του Brucker
[30] παρ΄ ότι η ϑεωρητική πολυπλοκότητα του τελευταίου είναι κατά logn καλύτερη
από αυτήν των Helgason et al. [88]. Θα πρέπει να τονιστεί ότι αυξάνοντας κατά τι
το ε στην συνεχή µέθοδο διχοτόµησης η πρακτική ακρίβεια του υπολογισµού του
λ? µειώνεται ελάχιστα ενώ η εκτέλεση του αλγορίθµου επιταχύνεται αισθητά.

4.6 Υπολογιστικά Αποτελέσµατα

Κατά την εφαρµογή της µεθόδου της απέριττης αποσύνθεσης στο πρόβληµα STP ή
UO-TPE λαµβάνονται υποπροβλήµατα δηµιουργίας στηλών του τύπου:

(CGS) min
m∑

i=1

n∑

j=1

c̄
(k)
ij xij (4.95)

υπό
n∑

j=1

xij ≤ qi, ∀i (4.96)

xij ≥ 0 ∀i, ∀j, (4.97)

όπου

c̄
(k)
ij =

∂f(x(k), r(k))

∂xij
+
∂f(x(k), r(k))

∂rj
, ∀i, ∀j (4.98)

µε

r
(k)
j =

m∑

i=1

x
(k)
ij , ∀j, (4.99)
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και f(x, r) είναι η αντικειµενική συνάρτηση των αρχικών προβληµάτων.
Εµφανώς, το CGS διαχωρίζεται σε m γραµµικά προβλήµατα σακιδίου (knapsak
problems) τα οποία είναι εύκολα απο υπολογιστικής άποψης να επιλυθούν. Αυτή
η ιδιότητα χρησιµοποιήθηκε τους Cooper και LeBlanc [46] κατά την υλοποίηση
ενός αλγόριθµου ϐασισµένου στην µέθοδο Frank-Wolfe για την επίλυση του STP.
Τα πλεονεκτήµατα και τα µειωνεκτήµατα της µεθόδου έχουν ήδη αναφερθεί στις
προηγούµενες ενότητες.
Τα δεδοµένα που χρησιµοποιούνται για την εξαγωγή των υπολογιστικών αποτελε-
σµάτων που παρουσιάζονται σε αυτό το µέρος δηµιουργήθηκαν τυχαία και σύµφωνα
µε τις ϐασικές αρχές που προτείνονται από τους Cooper και LeBlanc [46] και τους
LeBlanc κ.α. [114] αντίστοιχα.
Η πρώτη αρχή δηµιουργεί προβλήµατα µεγέθους 200 προορισµών και 5 έως 25
πηγών. Η χωροθέτηση των σηµείων προσφοράς και Ϲήτησης λαµβάνονται από µί-
α οµοιόµορφη κατανοµή στο πλέγµα [0, 100] × [0, 100], ενώ το µοναδιαίο κόστος
µεταφοράς είναι 1.1 επί την Ευκλίδεια απόσταση των σηµείων. Το µοναδιαίο κό-
στος έλλειψης και το µοναδιαίο κόστος διατήρησης κατανέµονται σύµφωνα µε την
οµοιόµορφη κατανοµή στο διάστηµα [20, 60] και [3, 6] αντίστοιχα. Ενώ κάθε Ϲήτηση
κατανέµεται εκθετικά, δηλαδή, ϕj(t) = λje

−λj t, όπου το λj λαµβάνεται από το διά-
στηµα

[
1

200
, 1

40

]
. Οι ποσότητες προσφοράς κατανέµονται οµοιόµορφα στο διάστηµα

[125, 175].
Η δεύτερη αρχή δηµιουργεί προβλήµατα µε 100 προορισµούς και 5 έως 25 πηγές.
Η χωροθέτηση δηµιουργείται όπως και στην προηγούµενη περίπτωση ενώ ο συν-
τελεστής κλίµακας λαµβάνεται τυχαία στο διάστηµα [0.4, 0.8]. Το κόστος έλλειψης
και διατήρησης είναι τυχαίοι αριθµοί στο διάστηµα [75, 115] και [3, 6] αντίστοιχα.
Το λj λαµβάνεται τυχαία στο διάστηµα

[
1
50
, 1

40

]
, ενώ οι προσφερόµενες ποσότητες

στο διάστηµα [300, 500].
Για ένα πρόβληµα µεγέθους 25 × 200 το οποίο δηµιουργήθηκε σύµφωνα µε την
πρώτη αρχή, περίπου το 96% της ϐέλτιστης αντικειµενικής τιµής προκύπτει από
τους µη γραµµικούς όρους του κόστους έλλειψης και κόστους διατήρησης. Για τα
προβλήµατα µεγέθους 25× 100 το ποσοστό αυτό είναι περίπου 60%.
Η αρχική λύση του προβλήµατος STP λαµβάνεται µε την ακόλουθη διαδικασία :
Αρχικά η αντικειµενική συνάρτηση ελαχιστοποιείται µόνο ως προς τις µεταβλητές
Ϲήτησης. Η λύση που προκύπτει αναβαθµίζεται σε µια λύση όπου χρησιµοποιούνται
όλες οι µεταβλητές της προσφοράς. Οι τιµές που προκύπτουν για τις µεταβλητές
Ϲήτησης χρησιµοποιούνται για την δηµιουργία ενός κλασσικού προβλήµατος µε-
ταφοράς το οποίο επιλύεται προσεγγιστικά µε την χρήση του κανόνα ελαχίστου
κόστους. Για τα προβλήµατα δοκιµής της πρώτης περίπτωσης τα οποία είναι ισχυ-
ϱώς µη γραµµικά αυτή η διαδικασία παράγει µια ποιοτική αρχική λύση. Αντίθετα,
αυτό δεν ισχύει γενικότερα για τα προβλήµατα δοκιµής της δεύτερης περίπτωσης.
Ο αλγόριθµος υλοποιήθηκε στην γλώσσα προγραµµατισµού Fortran 95 σε υπο-
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Σχήµα 4.4: Μέγεθος του Περιορισµένου Κυρίαρχου Προβλήµατος σε Στήλες ΄Εναντι
Σχετικής Ακρίβειας

λογιστή µε λειτουργικό σύστηµα Suse Linux 9.1 και επεξεργαστή Pentium IV στα
3.02 GHz χρησιµοποιώντας µεταγλωττιστή (compiler) Lahey/Fujitsu lf95 version
6.2.
Το διάγραµµα 4.4 απεικονίζει την µέση τιµή των µέγιστων µεγεθών των κυρίαρχων
προβληµάτων έναντι της σχετικής ακρίβειας που απαιτείται για την λύση τους.
Ο υπολογιστικός χρόνος που απαιτείται για την επίλυση των προβληµάτων δοκιµής
µε σχετική ακρίβεια 0.01% παρουσιάζεται στο διάγραµµα 4.5. Τέλος, στο διάγραµ-
µα 4.6, παρουσιάζεται ο υπολογιστικός χρόνος που απαιτείται για την επίλυση των
µεγαλύτερων προβληµάτων που δηµιουργήθηκαν σύµφωνα µε την δεύτερη αρχή
για µεγάλο εύρος ακρίβειας.
Ολοκληρώνουµε το κεφάλαιο µε την παρουσίαση των αποτελεσµάτων που λαµβά-
νονται από τον προτεινόµενο αλγόριθµο υστέρα από την εφαρµογή του σε ένα άλλο
µη συνεργατικό παίγνιο, τον καθορισµό ισορροπίας χρήστη στο Πρόβληµα Ανάθε-
σης Κυκλοφορίας [102]. Αποσκοπούµε έτσι στην υπολογιστική σύγκριση του προ-
τεινόµενου αλγορίθµου µε έναν ήδη αναγνωρισµένο για την αποτελεσµατικότητά
του αλγόριθµο. Ο κάτωθι πίνακας συγκρίνει την αποτελεσµατικότητα του αλγόριθ-
µου µε τα αποτελέσµατα της καλύτερης υλοποίησης της απέριττης αποσύνθεσης για
το οδικό δίκτυο των πόλεων που παρουσιάζεται στην εργασία [109]. Συγκεκριµένα
οι πόλεις που εξετάζονται είναι :

(i) Η πόλη της Βαρκελώνης της Ισπανία, το οποίο περιλαµβάνει 1020 κόµβους,
2522 τόξα και 7922 Ϲεύγη αφετηρίας προορισµού(O-D).

(ii) Η πόλη του Linköping, της Σουηδίας, το οποίο περιλαµβάνει 335 κόµβους,
882 τόξα και 12372 Ϲεύγη αφετηρίας προορισµού (O-D) και

(iii) Η πόλη του Winnipeg, στον Καναδά, το οποίο περιλαµβάνει 1052 κόµβους ,
2836 τόξα και 4344 Ϲεύγη αφετηρίας προορισµού (O-D),
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Προβλήµατα ∆οκιµής της 1ηs αρχής

Προβλήµατα ∆οκιµής της 2ηs αρχής

Σχήµα 4.5: Σύγκριση Υπολογιστικού Χρόνου και Μεγέθους Προβλήµατος µε Σχε-
τική Ακρίβεια 0.01 %

΄Οπως ϕαίνεται και από τους Πίνακες 4.4, 4.5 και 4.6 ο προτεινόµενος αλγόριθµος
(DSD-RFW) είναι κατά µέσω όρο 1.7 ϕορές ταχύτερος απο τον αλγόριθµο των [109],
(DSD). Η συµπεριφορά αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι ο DSD-RFW χρησιµοποιεί
µικρότερο αριθµό γραµµικών αναζητήσεων για την επίτευξη του σχετικού λάθους.
Μπορούµε επίσης να παρατηρήσουµε ότι ο αριθµός των επαναλήψεων είναι εν γέ-
νει υψηλότερος για τον DSD-RFW. Το ϕαινόµενο αυτό οφείλετε στο γεγονός ότι οι
δύο αλγόριθµοι χρησιµοποιούν διαφορετικές στρατηγικές τερµατισµού της επίλυ-
σης του κυρίαρχου προβλήµατος. Το κριτήριο τερµατισµού που χρησιµοποιεί ο
DSD-RFW στηρίζεται στην διαφορά ανάµεσα στο άνω και κάτω όριο που λαµβάνον-
ται κατά την επίλυση των κυρίαρχων προβληµάτων ενώ ο DSD τερµατίζει όταν η
διαφορά ανάµεσα σε δύο συνεχείς αντικειµενικές τιµές του κυρίαρχου είναι µικρό-
τερη µιας σταθεράς η οποία ενηµερώνεται µε µια προκαθορισµένη διαδικασία.
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Σχήµα 4.6: Υπολογιστικός Χρόνος έναντι της Απαιτούµενης Σχετικής Ακρίβειας

4.7 Συµπεράσµατα

Τόσο τα προβλήµατα του προηγούµενου κεφαλαίου όσο και τα προβλήµατα που
µορφοποιήθηκαν στο παρόν κεφαλαίου αφορούν την ελαχιστοποίηση µίας παρα-
γωγίσιµης κυρτής συνάρτησης υπο γραµµικούς περιορισµούς.
Σε αυτό το κεφάλαιο αναπτύχθηκε µέσα από µια διαδικασία εκλέπτυνσης και ϐελτί-
ωσης της γνωστής µεθόδου Frank-Wolfe µια αποτελεσµατική µέθοδος εφικτής κα-
τεύθυνσης για την επίλυση προβληµάτων αυτής της κατηγορίας. Ο αλγόριθµος που
αναπτύχθηκε στηρίζεται στην έννοια της κανονικοποίησης, της µερικής γραµµικο-
ποίησης µη-γραµµικών προβληµάτων πάνω σε εφικτά σύνολα και της δηµιουργίας
στηλών.
Η υπολογιστική σύγκριση του προτεινόµενου αλγορίθµου µε έναν ήδη αναγνω-
ϱισµένο για την αποτελεσµατικότητα του αλγόριθµο καταδεικνύει ότι η συνολική
αποδοτικότητα της µεθόδου είναι κατά 50% υψηλότερη όταν χρησιµοποιείται η κα-
νονικοποιηµένης µεθόδου Frank-Wolfe στην επίλυση του κυρίαρχου προβλήµατος
αντί της µεθόδου του µειωµένου κλίτους (reduced gradient) που χρησιµοποιείται
από τους Larsson και Patriksson [109].
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∆ίκτυο Αλγόριθµος CPU MI LS
Βαρκελώνη DSD 61.3 5 100

DSD-RFW 31.3 10 28
Linköping DSD 54.2 4 20

DSD-RFW 48.3 6 12
Winnipeg DSD 53.8 6 114

DSD-RFW 30.4 12 35

Πίνακας 4.4: Χρόνος CPU (σε δευτερόλεπτα), αριθµός επαναλήψεων (ΜΙ), αριθµός
γραµµών αναζήτησης (LS) των αλγορίθµων DSD και DSD-RFW. Σχετικό αντικειµε-
νικό σφάλµα 0.5%.

∆ίκτυο Αλγόριθµος CPU MI LS
Βαρκελώνη DSD 92.6 6 149

DSD-RFW 58.8 10 59
Linköping DSD 53.8 7 94

DSD-RFW 31.7 6 36
Winnipeg DSD 135.5 7 281

DSD-RFW 59.6 11 81

Πίνακας 4.5: Χρόνος CPU (σε δευτερόλεπτα), αριθµός επαναλήψεων (ΜΙ), αριθµός
γραµµών αναζήτησης (LS) των αλγορίθµων DSD και DSD-RFW. Σχετικό αντικειµε-
νικό σφάλµα 0.1%.

∆ίκτυο αλγόριθµος CPU MI LS
Βαρκελώνη DSD 114.3 7 181

DSD-RFW 81.3 12 83
Linköping DSD 106.3 7 185

DSD-RFW 65.9 8 77
Winnipeg DSD 187.7 8 382

DSD-RFW 114.3 15 159

Πίνακας 4.6: Χρόνος CPU (σε δευτερόλεπτα), αριθµός επαναλήψεων (ΜΙ), αριθµός
γραµµών αναζήτησης (LS) των αλγορίθµων DSD και DSD-RFW. Σχετικό αντικειµε-
νικό σφάλµα 0.05%.





Κεφάλαιο 5

Ανταγωνιστική Χωροθέτηση Εγκαταστάσεων
υπό Ανταγωνισµό Πελατών για το Προσφε-
ϱόµενο Επίπεδο Εξυπηρέτησης

ἀλλά τόδ΄ αἰνόν ἄχος κραδίην καί ϑυµόν ἱκάνει,
ὁππότε δή τόν ὁµοι̃ον ἀνήρ ἐθέλῃσιν ἀµέρσαι

καί γέρας ἄψ ἀφελέσθαι, ὅ τε κράτεϊ προβεβήκῃ

ΟΜΗΡΟΣ : ᾿Ιλιάς, Ραψωδία Π, στίχος 53-54

5.1 Εισαγωγή

Η χωροθέτηση των εγκαταστάσεων, ο καθορισµός δηλαδή των καλυτέρων ϑέσεων για
τις εγκαταστάσεις παραγωγής, τις αποθήκες ή τα ενδιάµεσα κέντρα διανοµής, είναι
ένα κρίσιµο ϑέµα του στρατηγικού προγραµµατισµού που καλύπτει τον πυρήνα
του σχεδιασµού της εφοδιαστικής αλυσίδας.
Τα προβλήµατα της χωροθέτησης εγκαταστάσεων (Facility Location Problem) και
η καταχώρηση δυναµικότητας σε αυτές για την εξυπηρέτηση της Ϲήτησης πελατών
αποτελούν µια από τις πιο κλασσικές περιοχές έρευνας του τοµέα της ϐελτιστο-
ποίησης. Αναφέρονται στην περίπτωση όπου ο αποφασίζων πρέπει να επιλέξει την
τοποθεσία νέων εγκαταστάσεων από ένα δεδοµένο σύνολο εναλλακτικών, και την
δυναµικότητα τους προκειµένου να ικανοποιήσει τις απαιτήσεις των πελατών του
µε το µικρότερο δυνατό κόστος [52, 53].
Εποµένως κατά την δηµιουργία µιας νέας εγκατάστασης παράγοντες όπως η επι-
λογή της κατάλληλης δυναµικότητας, και η τοποθεσία της εγκατάστασης χρίζουν
ιδιαίτερης προσοχής και ϑα πρέπει να ληφθούν σοβαρά υπόψη. Η επιλογή της
ϑέσης των εγκαταστάσεων επηρεάζει όχι µόνο την απόσταση που οι χρήστες ϑα
διανύσουν προς αυτές αλλά και, σε συνδυασµό µε τις αποφάσεις σχετικά µε την δυ-
ναµικότητα, τον χρόνο που οι πελάτες αναµένουν στις εγκαταστάσεις πριν λάβουν
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την εξυπηρέτηση. Οι συνθήκες κάτω από τις οποίες οι πελάτες κάνουν την επιλογή
των εγκαταστάσεων εξυπηρέτησης είναι περίπλοκες, αλλά είναι γενικά λογικό να
υποθετηθεί ότι κάθε πελάτης ϑα επιλέξει την εγκατάσταση που ελαχιστοποιεί το
κόστος µεταφοράς και αναµονής του σε αυτήν.
Η αντιµετώπιση παρόµοιων καταστάσεων από µαθηµατικά πρότυπα (για παράδειγ-
µα [130, 131, 132]) που ασχολούνται µε την χωροθέτηση εγκαταστάσεων, γίνεται
µέσω κατευθυνόµενης επιλογής (directed choice), δηλαδή οι εγκαταστάσεις εκ-
χωρούνται στους πελάτες από το σύστηµα. Στα πρότυπα αυτά, η εκχώρηση των
πελατών γίνεται στην πιο κοντινή σε αυτούς εγκατάσταση, και ολόκληρη η Ϲητούµε-
νη ποσότητα του πελάτη κατευθύνεται σε αυτήν. Η συµφόρηση στις εγκαταστάσεις
ελέγχεται µε την ενσωµάτωση περιορισµών για την εξασφάλιση ενός επιθυµητού
επιπέδου χρόνου αναµονής ή αριθµού πελατών σε αυτές. Τέτοιοι περιορισµοί, τεί-
νουν να εξισώσουν το επίπεδο συµφόρησης στις διαφορετικές εγκαταστάσεις, είτε
αυτό µετράται µε τον αριθµό των χρηστών που περιµένουν είτε µε τον χρόνος ανα-
µονής. Εµπειρικές όµως µελέτες [87, 77] έχουν δείξει ότι όταν οι πελάτες είναι
αυτοί που µετακινούνται, τότε επιλέγουν εκείνη την εγκατάσταση για την οποία
ελαχιστοποιείται ο χρόνος µετακίνησης και ο χρόνος αναµονής. Είναι συνεπώς πι-
ϑανό, ένας χρήστης να επιλέξει να µην µετακινηθεί στην πιο κοντινή εγκατάσταση
αλλά σε κάποια άλλη η οποία αν και είναι µακρύτερα είναι λιγότερο κορεσµένη.
Σε αυτό το κεφάλαιο εξετάζουµε το δικτύου ανεφοδιασµού που µελετήθηκε στο
Κεφάλαιο 3 στην περίπτωση όπου ο παραγωγός επιθυµεί να προσδιορίσει τον αριθ-
µό των εγκαταστάσεων και την συνολική δυναµικότητα παραγωγής του έτσι ώστε
να εξασφαλίσει ένα συγκεκριµένο επίπεδο ικανοποίησης των πελατών λαµβάνοντας
υπόψη του και το χρόνο αναµονής των πελατών στο σύστηµα.
Στα µαθηµατικά πρότυπα που παρουσιάζονται αρχικά ένας κεντρικός συντονιστής,
που υποθέτουµε ότι είναι ο παραγωγός, έχει την δυνατότητα να κατευθύνει τους
πελάτες στα κέντρα διανοµής που ϑα χωροθετηθούν. ΄Οπως και στην περίπτωση
του Κεφαλαίου 3, η χωροθέτηση που ϑα επιλέγει µε ϐάση αυτήν την προοπτική
εντάσσεται στο πλαίσιο της κεντρικής διαχείρισης της εφοδιαστικής αλυσίδας. Αντι-
µετωπίζοντας το δίκτυο ανεφοδιασµού ως µια ενιαία αγορά, ο παραγωγός µπορεί να
ϑεωρηθεί ως µονοπωλητής που εξουσιάζει την αγορά και που προσπαθεί, µέσα από
τις επιλογές χωροθέτησης και δυναµικότητα που κάνει για τα κέντρα διανοµής, να
εξασφαλίσει ταυτόχρονα και ένα συγκεκριµένο επίπεδο υπηρεσιών στους πελάτες
του.
Στην συνέχεια τα µαθηµατικά πρότυπα επεκτείνονται στην περίπτωση που οι πε-
λάτες έχουν την δυνατότητα οι ίδιοι να αποφασίζουν το κέντρο διανοµής από το
οποίο ϑα Ϲητήσουν την ικανοποίηση της Ϲήτησης τους. Οι επιλογές των πελατών
για την εξασφάλιση ενός προϊόντος ή µιας υπηρεσίας επηρεάζονται από το συνο-
λικό ατοµικό κόστος που προκύπτει κατά την διαδικασία συναλλαγής του µε την
επιχείρηση/παροχέα. Το συνολικό ατοµικό κόστος περιλαµβάνει εκτός από την
τιµή του προϊόντος, το κόστος πρόσβασης (κόστος µεταφοράς) που απαιτείται να
καταβάλλει ο πελάτης για την εξασφάλιση του προϊόντος καθώς και το κόστος που
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δηµιουργείται εξαιτίας της καθυστέρησης που παρατηρείται κατά την διαδικασία
της εξυπηρέτησης. Η επιλογή εγκατάστασης για την εξυπηρέτηση του γίνεται συνε-
πώς ανταγωνιστικά προς τους υπόλοιπους µε απώτερο σκοπό την ελαχιστοποίηση
του συνολικού ατοµικού του κόστους.
΄Οπως τεκµηριώθηκε στο Κεφάλαιο 3, οι επιλογές των πελατών, όταν οι πελάτες αν-
ταγωνίζονται µεταξύ τους για το επίπεδο εξυπηρέτησης που λαµβάνουν, διαφέρουν
από τις αναθέσεις που προκύπτουν σύµφωνα µε το ολικό ϐέλτιστο του συστήµατος.
Λειτουργούν δηλαδή ως ολιγοψώνιο ως προς το επίπεδο εξυπηρέτησης. Εποµένως,
η ανταγωνιστική αυτή συµπεριφορά των πελατών ϑα πρέπει να ληφθεί υπόψη από
τον παραγωγό κατά την διαδικασία λήψης αποφάσεων χωροθέτησης και καθορι-
σµού των κέντρων διανοµής. Υποθέτοντας ότι οι πελάτες παρατηρούν την απόφαση
χωροθέτησης του παραγωγού και ότι έχουν πλήρη πληροφόρηση για τα τεκτενώµε-
να σε κάθε κέντρο διανοµής, διαµορφώνουµε το πρόβληµα χωροθέτηση των κέντρων
διανοµής σαν ένα πρόβληµα διεπίπεδου προγραµµατισµού.
Εξετάζουµε συγκεκριµένα δύο τύπους αποφασιζόντων οι οποίοι έχουν διαφορετι-
κούς στόχους και ϐρίσκονται σε διαφορετικά επίπεδα ιεραρχίας. Στο πρώτο επί-
πεδο, ο παραγωγός (ο ηγέτης) παρέχει στις εγκαταστάσεις το καλύτερο επίπεδο
υπηρεσιών σύµφωνα µε την αντιλήψή του, συµπεριλαµβανοµένης της χωροθέτη-
σης, στο ελάχιστο κόστος. Στο δεύτερο επίπεδο οι πελάτες (οι ακόλουθοι) κάνουν
τις επιλογές τους ανταγωνιστικά (µορφή παιγνίου Nash) προκειµένου να ελαχιστο-
ποιηθούν οι προσωπικές δαπάνες τους.
Τα δύο αυτά επίπεδα ιεραρχίας εµπλέκονται σε ένα παίγνιο Stackelberg. Πρώτος
αποφασίζει ο ηγέτης καθορίζοντας το επίπεδο των υπηρεσιών που ελαχιστοποιεί το
κόστος του, στην συνέχεια αντιδρούν οι ακόλουθοι έχοντας πλήρη πληροφόρηση
για τις αποφάσεις του ηγέτη. Ο ηγέτης το γνωρίζει αυτό και το λαµβάνει υπόψη του
πριν ανακοινώσει την στρατηγική του.
Τα συµπεράσµατα που λαµβάνονται από την αριθµητική ανάλυση των προτεινό-
µενων προτύπων καταδεικνύουν ότι η ύπαρξη ολιγοψωνιακής συµπεριφοράς των
πελατών ως προς το επίπεδο της ποιότητας των παρεχόµενων υπηρεσιών ϐελτιώνει
την ποιότητα των υπηρεσιών που παρέχονται αφού επιβάλει την προσαρµογή του
παραγωγού στις ανάγκες τις αγοράς. Αυξάνει δηλαδή την ευελιξία της αγοράς.
Το συµπέρασµα ανοίγει µια νέα περιοχή έρευνας στην κλασική µελέτη της ολιγο-
ψωνιακής οργάνωσης αγοράς, η οποία τις τελευταίες δεκαετίες έχει δεχθεί πολλές
κριτικές [135].
Στο τελευταίο µέρος αυτού του κεφαλαίου υποθέτουµε ότι τα κέντρα διανοµής δια-
νέµονται µεταξύ δύο παραγωγών. Συγκεκριµένα στα πρότυπα αυτά υποθέτουµε ότι
οι παραγωγοί συνιστούν ένα δυοπώλειο το οποίο ανταγωνίζεται για την προσέλκυ-
ση πελατών µέσω του παρεχόµενου επιπέδου εξυπηρέτησης εµπλεκόµενοι σε ένα
παίγνιο Nash. Σε αντίθεση µε τα ήδη υπάρχοντα πρότυπα στην ϐιβλιογραφία που
εξετάζουν τον ανταγωνισµό των προµηθευτών στα πλαίσια της εφοδιαστικής αλυσί-
δας (π.χ. [146]), διαµορφώνουµε το πρόβληµα του ανταγωνισµού των προµηθευτών
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ως προς το επίπεδο εξυπηρέτησης που προσφέρουν σαν ένα διεπίπεδο πρόβληµα µε
δύο ανταγωνιζόµενους ηγέτες. Εξαιτίας της ανταγωνιστικής ϕύσης του δυοπωλείου,
η διεπίπεδη διαµόρφωση των προβληµάτων είναι πολυπλοκότερη της περίπτωσης
του ενός παραγωγού. Αποδεικνύεται επίσης ότι η συµπεριφορά και οι επιλογές των
ανταγωνιζόµενων παραγωγών στο διεπίπεδο παίγνιο είναι σηµαντικά διαφορετική
από αυτές του µονοπωλείου.
Η προτεινόµενη διεπίπεδη διαµόρφωση είναι η πρώτη στην ϐιβλιογραφία που ασχο-
λείται µε την ανταγωνιστική χωροθέτηση και την καταχώρηση δυναµικότητας, στα
πλαίσια ολιγοπωλιακής οργάνωσης των προµηθευτών της εφοδιαστικής αλυσίδας.
Το υπόλοιπο του κεφαλαίου οργανώνεται ως εξής : Στην Ενότητα 5.2 δίδεται µια
σύντοµη επισκόπηση του διεπίπεδου προγραµµατισµού. Στην Ενότητα 5.3 διατυ-
πώνονται µαθηµατικά τα προβλήµατα χωροθέτησης και κατανοµής δυναµικότητας
όταν ένας παραγωγός ελέγχει το δίκτυο ανεφοδιασµού. Συγκεκριµένα στο πρότυπο
της Υποενότητας 5.3.1 ο παραγωγός λαµβάνει τις σχετικές αποφάσεις αγνοώντας
την ανταγωνιστική συµπεριφορά των πελατών, ενώ αντίθετα στην χωροθέτηση που
προκύπτει από το πρότυπο της Υποενότητας 5.3.2 η συµπεριφορά αυτή λαµβάνε-
ται υπόψη άµεσα. Η σύγκριση των δύο αυτών διαφορετικών σχεδίων χωροθέτησης
παρατίθεται στην Υποενότητα 5.3.3. Στην Ενότητα 5.4 εξετάζονται η περίπτωση
όπου υπάρχουν περισσότεροι του ενός παραγωγοί που διοχετεύουν το προϊόν στην
αγορά, οι οποίοι ανταγωνίζονται, µέσω του επιπέδου υπηρεσιών που παρέχουν, για
την προσέλκυση πελατών στα κέντρα διανοµής τους.

5.2 Σύντοµη Επισκόπηση του ∆ιεπίπεδου Προγραµµατισµού

Τα προβλήµατα διεπίπεδου προγραµµατισµού περιγράφουν ένα ιεραρχικό σύστη-
µα στο όποιο εµπλέκονται δύο επίπεδα αποφάσεων µε διαφορετικούς, συχνά αν-
τικρουόµενους, στόχους [141, 11] . Το πρώτο επίπεδο ο ηγέτης (Leader) ελέγχει
την µεταβλητή απόφασης x. Το δεύτερο επίπεδο ο ακόλουθος (follower) ελέγχει
τη µεταβλητή απόφασης y. Οι αντίστοιχες συναρτήσεις απωλειών (loss functions)
φL(x,y) και φF (x,y) περιγράφουν την αλληλεπίδραση των αποφάσεων των δύο
επίπεδων. Τα δύο αυτά επίπεδα ιεραρχίας εµπλέκονται συνήθως σε ένα παίγνιο
Stackelberg. Η ϐασική ιδέα του παιγνίου αυτού µπορεί να περιγραφεί ώς εξής :
Ο ηγέτης καθορίζει την στρατηγική x που ελαχιστοποιεί την συνάρτηση απώλειας
του φL(x,y) και ο ακόλουθος, έχοντας πλήρη πληροφόρηση για τις αποφάσεις του
ηγέτη, αντιδρά επιλέγοντας την στρατηγική του που ελαχιστοποιεί την δική του
συνάρτηση απώλειας φF (x,y). Εποµένως οι επιλογές του ακόλουθου εξαρτώνται
από τις επιλογές του ηγέτη, δηλαδή y = y(x). Ο ηγέτης το γνωρίζει αυτό και το
λαµβάνει υπόψη του πριν ανακοινώσει την στρατηγική του. Το διεπίπεδο πρόβληµα
µπορεί να γραφτεί µε την εξής γενική µορφή:
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[BP] min
x∈X

φL (x,y) (5.1)

υπό ϕL (x,y) ≤ 0, (5.2)
όπου y(x) επιλύει

min
y∈Y

φF (x,y) (5.3)

υπό ϕF (x,y) ≤ 0, (5.4)
(5.5)

όπου x ∈ X ⊂ Rn,y ∈ Y ⊂ Rm και τα X ,Y είναι κλειστά σύνολα και οι ϕL :
X × Y → Rp, ϕF : X × Y → Rq.
Το ανώτερο επίπεδο του προβλήµατος (5.1)-(5.2) αντιστοιχεί στο πρόβληµα του ηγέ-
τη, ενώ τον κατώτερο επίπεδο (5.3)-(5.4) στο πρόβληµα του ακόλουθου. Το σύνολο
S = {(x,y) : x ∈ X ,y ∈ Y, φL(x,y) ≤ 0, φF (x,y) ≤ 0} καλείται κοινό σύνολο
περιορισµών (constraint set). Το σύνολο Y(x) = {y ∈ Y : φF (x,y) ≤ 0} είναι το
εφικτό σύνολο του ακόλουθου για κάθε σταθερό x ∈ X . Το σύνολο των ορθολογικών
αντιδράσεων του ακόλουθου είναι το R(x) = {y ∈ Y : y ∈ arg minz∈Y(x) φF (z,y)},
ενώ το σύνολο F = {x,y : (x,y) ∈ S,y ∈ R(x)} είναι η περιοχή των εφικτών
λύσεων του [BP]. ΄Ενα εφικτό σηµείο (x?,y?) ∈ F είναι σηµείο ισορροπίας Stac-
kelberg εάν φL(x?,y?) ≤ φL(x,y) ∀ (x,y) ∈ F . Το σηµείο αυτό περιγράφει την
ϐέλτιστη στρατηγική του ηγέτη.
Αρχικά διατυπωµένο και µελετηµένο ως µαθηµατικό πρότυπο από τον Bracken και
McGill[28, 29], το [BP] έχει γίνει ένα ϑέµα εκτενούς έρευνας κατά τη διάρκεια των
τελευταίων δύο δεκαετιών λόγω των πολυάριθµων εφαρµογών του [141, 11, 140,
103].
Τα µαθηµατικά υποδείγµατα διεπίπεδου προγραµµατισµού µπορεί να είναι γραµ-
µικού, µη γραµµικού, τετραγωνικού ή οποιουδήποτε άλλου είδους προγραµµατι-
σµού ανάλογα µε το πρόβληµα που σχεδιάζεται κάθε ϕορά. Για την επίλυση όλων
αυτών των υποδειγµάτων έχουν αναπτυχθεί διάφορες µεθοδολογικές προσεγγίσεις
και αλγόριθµοι και εφαρµόζονται ανάλογα. Πρόσφατες εφαρµογές του διεπίπεδου
προγραµµατισµού µπορούν να ϐρεθούν στις [140, 103].

5.3 Βέλτιστη Χωροθέτηση Εγκαταστάσεων και Ανάθεση ∆υ-
ναµικότητας υπό Ανταγωνισµό Πελατών

Σε αυτή την ενότητα ϑα εξετάσουµε την περίπτωση όπου ο παραγωγός έχει την δυ-
νατότητα να κατευθύνει ο ίδιος τους n πελάτες στα κέντρα διανοµής για την ικανο-
ποίηση της Ϲήτησης τους. Αντιµετωπίζοντας το δίκτυο ανεφοδιασµού ως µια ενιαία
αγορά, ο προµηθευτής µπορεί να ϑεωρηθεί ως ο µονοπωλητής που εξουσιάζει την
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αγορά. Εποµένως, µε δεδοµένη την συνολική Ϲήτηση της αλυσίδας, ϑα µπορού-
σε αυτόνοµα να καθορίσει την ϐέλτιστη χωροθέτηση των κέντρων διανοµής και την
συνολική δυναµικότητα τους εφαρµόζοντας έναν συνδυασµό της τυπικής οικονοµι-
κής ϑεωρίας της µονοπωλιακής οργάνωσης αγοράς και των προτύπων χωροθέτησης
εγκαταστάσεων (ϐλ π.χ. [135] και [53] αντίστοιχα).
Μόλις όµως χωροθετηθούν τα κέντρα διανοµής και γίνει εκχώρηση δυναµικότητας
σε αυτά, ο ανεφοδιασµός των πελατών περιορίζεται από τις συγκεκριµένες αποφά-
σεις καθώς οι πωλήσεις των προϊόντων στους πελάτες είναι στην πραγµατικότητα
µια διαδικασία κατανοµής της δυναµικότητας στα κέντρα διανοµής. Από την άλλη
πλευρά, όπως έχει ήδη αποδειχθεί στο Κεφάλαιο 3, η επιλογή της δυναµικότητας
ϑα επηρεάσει το προσφερόµενο επίπεδο εξυπηρέτησης στα κέντρα διανοµής που
µε την σειρά του ϑα επηρεάσει τις πωλήσεις. Το ϕαινόµενο αυτό είναι ιδιαίτερα
έντονο όταν οι πελάτες ανταγωνίζονται για την εξασφάλιση του καλύτερου δυνατού
επιπέδου εξυπηρέτησης, λειτουργούν δηλαδή ως ολιγοψώνιο ως προς το επίπε-
δο εξυπηρέτησης. ΄Εχει αποδειχθεί στο Κεφάλαιο 3 ότι στην περίπτωση αυτή οι
πελάτες πλεονεκτούν σε σχέση µε τον παραγωγό αφού έχουν την δυνατότητα να
µεταφερθούν από το ένα κέντρο διανοµής στο άλλο. Με αυτόν τον τρόπο ελαχιστο-
ποιούν τις δαπάνες τους ενώ παράλληλα υπαγορεύουν τις ακριβείς προδιαγραφές
του επιπέδου εξυπηρέτησης που επιθυµούν.
Το κύριο πρόβληµα εποµένως της διαχείρισης του δικτύου ανεφοδιασµού που εξε-
τάζουµε είναι η εύρεση ενός κατάλληλου µηχανισµού λήψης αποφάσεων σύµφωνα
µε τον οποίο η χωροθέτηση των εγκαταστάσεων ϑα είναι συµφέρουσα για όλα τα
µέλη του δικτύου σε ατοµικό επίπεδο.

5.3.1 Βέλτιστη Χωροθέτηση του Συστήµατος

Υποθέτουµε ότι ο παραγωγός προσπαθεί να παρέχει σε n πελάτες το καλύτερο κατα
την δικία του άποψη επίπεδο των υπηρεσιών του στο ελάχιστο κόστος. Η µέτρηση
των παρεχόµενων υπηρεσιών γίνεται από το επίπεδο καθυστέρησης της εξυπηρέτη-
σης που αντιµετωπίζεται σε κάθε κέντρο διανοµής i. Αν xij είναι η ποσότητα που
ο πελάτης j αγοράζει από το κέντρο διανοµής i, τότε η συνάρτηση απόδοσης di(xi)
µετράει το επίπεδο εξυπηρέτησης που προσφέρεται από το κέντρο διανοµής i, όπου
xi =

∑n
j=1 xij.

΄Εστω ότι m είναι το σύνολο τον δυνητικών τοποθεσιών για την χωροθέτηση των
κέντρων διανοµής, υποθέτουµε ότι η επιλογή δηµιουργίας ενός κέντρου διανοµής
στην υποψήφια τοποθεσία i συνεπάγεται ένα πάγιο κόστος χωροθέτησης Fi. Ας
υποθέσουµε επιπλέον ότι rj είναι η Ϲήτηση του πελάτη j (j = 1, . . . , n) για το
προϊόν, pi η τιµή ανά µονάδα που καταβάλουν οι πελάτες στο κέντρο διανοµής και
qi η δυναµικότητα του κέντρου διανοµής i (i = 1, . . . , m). Ο κεντρικός συντονιστής
(παραγωγός), ϑα πρέπει να επιλέξει την χωροθέτηση των κέντρων διανοµής έτσι
ώστε να ϐελτιστοποιήσει το όφελος του συστήµατος. Στόχος του ϑα είναι δηλαδή η
εύρεση των τοποθεσιών των εγκαταστάσεων και η εκχώρηση των πελατών σε αυτές



Ενότητα 5.3: Βέλτιστη Χωροθέτηση Εγκαταστάσεων και Ανάθεση ∆υναµικότητας υπό Ανταγωνισµό
Πελατών 137

έτσι ώστε να ελαχιστοποιείται το ολικό κόστος του συστήµατος. Μαθηµατικά το
πρότυπο µπορεί να διαµορφωθεί ως :

(SO− FL) min

m∑

i=1

di(xi)xi +

m∑

i=1

pixi +

m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij +

m∑

i=1

Fiyi (5.6)

υπό
m∑

i=1

xij = rj, ∀j (5.7)

xi ≤ yiqi, ∀i (5.8)

xi −
m∑

i=1

xij = 0, ∀i (5.9)

yi ∈ {0, 1}, ∀i (5.10)
xij ≥ 0, ∀i, ∀j (5.11)

Η αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος (5.6) ελαχιστοποιεί το ολικό κόστος
που αποτελείται από το συνολικό κόστος καθυστέρησης συν τις δαπάνες µεταφοράς
και αγοράς του προϊόντος των πελατών συν το κόστος που συνεπάγεται η δηµιουρ-
γία των κέντρων διανοµής. Οι περιορισµοί (5.7) εξασφαλίζουν ότι οι ποσότητες που
αγοράζει ο πελάτης j από τις εγκαταστάσεις ικανοποιεί την συνολική του Ϲήτηση. Οι
περιορισµοί (5.8) επιβάλουν την συνολική ποσότητα που διατίθεται από κάθε κέντρο
διανοµής i να µην υπερβαίνει την δυναµικότητα του κέντρου διανοµής και επιτρέ-
πουν την ανάθεση της Ϲήτησης των πελατών µόνο σε κέντρα διανοµής που έχουν
χωροθετηθεί. Οι σχέσεις (5.9) αποτελούν τους προσδιοριστικούς περιορισµούς του
προτύπου, που διασφαλίζουν την συντήρηση της ϱοής στο δίκτυο.
Μια σηµαντική απόφαση που καλείται να λάβει ο παραγωγός του δικτύου ανεφοδια-
σµού που εξετάζουµε είναι ο καθορισµός της δυναµικότητας των κέντρων διανοµής.
Αν η δυναµικότητα καθοριστεί σε επίπεδα πολύ υψηλότερα από την συνολική Ϲή-
τηση που ϑα αντιµετωπίσει το κέντρο παραγωγής, ο παραγωγός ϑα επωµιστεί το
κόστος που συνεπάγεται η δέσµευση κεφαλαίου σε αυτήν. Από την άλλη πλευρά, η
χαµηλή δυναµικότητα παραγωγής συνεπάγεται αύξηση του χρόνου εξυπηρέτησης
των πελατών και κατά συνέπεια χαµένες πωλήσεις αφού οι πελάτες ϑα αναγκαστούν
να Ϲητήσουν την εξυπηρέτηση τους από άλλα κέντρα διανοµής. Στο προηγούµενο
πρότυπο η δυναµικότητα των δυνητικών κέντρων διανοµής είναι εκ των προτέρων
δεδοµένη. Είναι δυνατόν να εξεταστεί και η περίπτωση όπου η δυναµικότητα πα-
ϱαγωγής δεν είναι δεδοµένη αλλά πρέπει να αποφασισθεί κατά την διαδικασία δια-
µόρφωσης του δίκτυου. Η συνάρτηση απόδοσης ϑα εξαρτάται τότε όχι µόνο από την
συνολική ποσότητα xi που ϑα διατεθεί από το κέντρο διανοµής αλλά και από την
απόφαση που παραγωγού για το ύψος της δυναµικότητας, έστω qi, δηλαδή d(xiqi).
Η καταχώρηση δυναµικότητας στα κέντρα διανοµής ουσιαστικά συνεπάγεται και
χωροθέτηση των κέντρων διανοµής αφού µηδενική δυναµικότητα συνεπάγεται και
µη χωροθέτηση του αντίστοιχου κέντρου.
Εποµένως, όταν ο παραγωγός έχει την δυνατότητα να καταχωρήσει στα κέντρα δια-
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νοµής τόσο δυναµικότητα όσο και Ϲήτηση πελατών προς εξυπηρέτηση ϑα κλιθεί να
επιλύσει ένα πρόβληµα της µορφής :

(SO−CA) min
m∑

i=1

di(xi, qi)xi +
m∑

i=1

pixi +
m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij (5.12)

υπό
m∑

i=1

xij = rj, ∀j (5.13)

xi ≤ qi, ∀i (5.14)

xi −
n∑

j=1

xij = 0, ∀i (5.15)

m∑

i=1

αiqi ≤ B (5.16)

0 ≤ qi ≤ Ui, ∀i (5.17)
xij ≥ 0, ∀i, ∀j (5.18)

Η αντικειµενική συνάρτηση του προβλήµατος (5.12) ελαχιστοποιεί το ολικό κόστος
που αποτελείται από το ολικό κόστος καθυστέρησης συν τις δαπάνες µεταφοράς και
αγοράς του προϊόντος των πελατών. Οι περιορισµοί (5.13) εξασφαλίζουν ότι οι πο-
σότητες που αγοράζει ο πελάτης j από τις εγκαταστάσεις ικανοποιούν την συνολική
του Ϲήτηση. Οι περιορισµοί (5.14) επιβάλουν ότι η συνολική ποσότητα που διατί-
ϑεται από κάθε κέντρο διανοµής i δεν υπερβαίνει την δυναµικότητα του κέντρου
διανοµής. Οι σχέσεις (5.15) αποτελούν τους προσδιοριστικούς περιορισµούς του
προτύπου, που διασφαλίζουν την συντήρηση της ϱοής στο δίκτυο. Οι περιορισµοί
(5.16) επιβάλουν το συνολικό ποσό που ϑα δαπανηθεί για τις επενδύσεις σε δυνα-
µικότητα στα m κέντρα διανοµής να µην υπερβαίνει τον προϋπολογισµό ύψους B,
ενώ οι περιορισµοί (5.17) εξασφαλίζουν ότι η δυναµικότητα του κέντρου παραγω-
γής i δεν ϑα ξεπερνά τις Ui µονάδες. Είναι δυνατόν αντί του περιορισµού (5.16)
να προστεθεί στην αντικειµενική συνάρτηση κόστος αντίστοιχο του προηγούµενου
προτύπου (5.6)-(5.11) δηλαδή

∑m
i=1 Fi(qi) όπου οι Fi(·) είναι συνεχείς συναρτήσεις,

συνήθως κοίλες, για να διατυπώσουν τις οικονοµίες κλίµακας που συνεπάγονται οι
καταχωρίσεις διαφορετικών επιπέδων δυναµικότητας.

5.3.2 ∆ιεπίπεδη ∆ιαµόρφωση των Προβληµάτων υπό Ανταγωνισµό Πελα-
τών

΄Οπως έχει ήδη αποδειχθεί στο Κεφάλαιο 3, οι επιλογές των πελατών δεν συµπίπτουν
εν γένει µε τις αναθέσεις που προκύπτουν από την επίλυση των προβληµάτων της
προηγούµενης υποενότητας.
Σε µια τέτοια περίπτωση, ο παραγωγός ϑα πρέπει να λάβει υπόψη του τις αντιδρά-
σεις των πελατών σε κάθε απόφαση που λαµβάνει και να καθορίσει µε ϐάση αυτές
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τις αντιδράσεις την τελική χωροθέτηση των κέντρων διανοµής. Με άλλα λόγια, ο
παραγωγός κατανοώντας ότι δεν µπορεί να ελέγξει τις επιλογές των πελατών του,
ϑα πρέπει να χρησιµοποιήσει το παίγνιο Nash των πελατών του ως ένα µαντείο για
να µπορεί να προβλέψει τις επιλογές του σε κάθε πιθανή χωροθέτηση εκ µέρους
του. Θα πρέπει δηλαδή να υπολογίσει το συνολικό κόστος του συστήµατος µε ϐάση
αυτές τις αντιδράσεις των πελατών του για κάθε δική του επιλογή και να συλλέξει
έτσι την ποίο ικανοποιητική. Το πρόβληµα µπορεί να διατυπωθεί ως ένα πρόβληµα
διεπίπεδου προγραµµατισµού

(BSO− FL) min
[yi]

m∑

i=1

Fiyi +

m∑

i=1

di(x̄i)x̄i

+
m∑

i=1

pix̄i +
m∑

i=1

n∑

j=1

tijx̄ij (5.19)

υπό yi ∈ {0, 1}, ∀i (5.20)
όπου [x̄i] και [x̄ij] επιλύουν

(UO−TP) min

m∑

i=1

∫ xi

0

di(t)d(t)

+
m∑

i=1

pixi +
m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij (5.21)

υπό
m∑

i=1

xij = rj, ∀j (5.22)

xi ≤ qiyi, ∀i (5.23)

xi −
n∑

j=1

xij = 0, ∀i (5.24)

xij ≥ 0 ∀i, j (5.25)

Σύµφωνα µε το πρότυπο, ο ηγέτης (παραγωγός) αποφασίζει την χωροθέτηση των
κέντρων διανοµής επιλύοντας το πρόβληµα (5.19-5.20), όπου όµως δεν ελέγχει τις
µεταβλητές xi και xij καθώς αυτές περιγράφουν τις επιλογές των πελατών του. Οι
τιµές [x̄i] και [x̄ij] των µεταβλητών αυτών προέρχονται από το πρότυπο (5.21)-(5.25)
που αντιστοιχεί σε µαντείο. Με άλλα λόγια, ο ηγέτης χρησιµοποιεί το (5.21)-(5.25)
σαν ένα µαντείο για να ανακαλύψει τις τάσεις/αντιδράσεις των πελατών του σε
κάθε δυνητική χωροθέτηση και προσπαθεί να ελαχιστοποιήσει το ολικό κόστος του
συστήµατος µε ϐάση αυτές τις ανακαλύψεις.
Σε αναλογία, το διεπίπεδο πρόβληµα καθορισµού δυναµικότητας µπορεί να δια-
µορφωθεί ώς :

(SO−CA) min
[qi]

m∑

i=1

di(x̄i, qi)x̄i

m∑

i=1

pix̄i +

m∑

i=1

n∑

j=1

tijx̄ij (5.26)
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υπό
m∑

i=1

αiqi ≤ B (5.27)

0 ≤ qi ≤ Ui, ∀i (5.28)
όπου [x̄i] και [x̄ij]επιλύει

(UO−TP) min

m∑

i=1

∫ xi

0

di(t)d(t) +

m∑

i=1

pixi +

m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij(5.29)

υπό
m∑

i=1

xij = rj, ∀j (5.30)

xi ≤ qi, ∀i (5.31)

xi −
n∑

j=1

xij = 0, ∀i (5.32)

xij ≥ 0, ∀i, j (5.33)

Σύµφωνα µε το πρότυπο, ο παραγωγός καθορίζει την δυναµικότητα των κέντρων
διανοµής επιλύοντας το πρόβληµα (5.26-5.28). Οι πελάτες έχοντας πλήρη πλη-
ϱοφόρηση για τις αποφάσεις του παραγωγού επιλέγουν το κέντρο διανοµής που
τους εξασφαλίζει το ϐέλτιστο επίπεδο εξυπηρέτησης, επιλύοντας το πρόβληµα (5.29-
5.33). Ο ηγέτης, γνωρίζοντας το κριτήριο ϐάση του οποίο γίνεται η επιλογή των
πελατών, χρησιµοποιεί το (5.21)-(5.25) σαν ένα µαντείο για να ανακαλύψει τις τά-
σεις/αντιδράσεις των πελατών του σε κάθε δυνητική χωροθέτηση.

5.3.3 Αριθµητική Σύγκριση των ∆ύο Προτύπων

Ο σκοπός της υποενότητας αυτής είναι να διαλευκάνουµε και να διαφωτίσουµε τις
διαφορές που συνεπάγονται οι προτυποποιήσεις (5.6)-(5.11) και (5.19)-(5.25) στην
λήψη αποφάσεων µέσω ενός αριθµητικού παραδείγµατος καθώς και τις συνέπειες
που ϑα αντιµετώπιζε κανείς επιλέγοντας εσφαλµένη προσέγγιση της χωροθέτησης
εγκαταστάσεων.
Θεωρούµαι ένα παράδειγµα όπου ο παραγωγός έχει στην διάθεσή του 3 δυνητικές
τοποθεσίες για την εγκατάσταση των κέντρων διανοµής τα οποία ϑα πρέπει να ικα-
νοποιήσουν την Ϲήτηση 5 πελατών. Κάθε µια από τις τοποθεσίες διαφοροποιείται
τόσο ως πρός την δυναµικότητα που εξασφαλίζει στο κέντρο διανοµής όσο και ως
πρός το πάγιο κόστος που συνεπάγεται η χωροθέτηση του.
Η συνάρτηση απόδοσης δίνεται από την (3.10). Το µοναδιαίο ολικό κόστος c̃ij(xi)
υπολογίζεται από την σχέση (3.21) και το µοναδιαίο κόστος στην περίπτωση ορθο-
λογικών πελατών που επωµίζονται το κόστος µεταφοράς από την σχέση (3.12). Οι
παράµετροι που χρησιµοποιούνται εµφανίζονται στον Πίνακα 5.1.
Τα προβλήµατα (SO-FL) και (BSO-FL) διαµορφώθηκαν σύµφωνα µε την γλώσσα
προτυποποίησης προβληµάτων ϐελτιστοποίησης AMPL και για την επίλυσή τους
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Σχήµα 5.1: Βέλτιστη Χωροθέτηση Συστήµατος και Χωροθέτηση Βασισµένη στον
Ανταγωνισµό των Πελατών

χρησιµοποιήθηκε ο επιλυτής MINOS 5.5 στα πλαίσια µια διαδικασίας διακλάδωσης
και οριοθέτησης (branch and bound). Το Σχήµα 5.1 απεικονίζει την ϱοή των
πελατών στα κέντρα διανοµής όπως προκύπτει ύστερα από την επίλυση των δύο
προβληµάτων.
΄Οπως ϕαίνεται από το Σχήµα 5.1 (α), όταν ο παραγωγός ενδιαφέρεται για την
χωροθέτηση που ελαχιστοποιεί το «µέσο» κόστος που αντιµετωπίζουν οι πελάτες συν
το κόστος χωροθέτησης (επιλύεται δηλαδή το πρόβληµα (SO-FL)), ϑα αποφασίσει
την χωροθέτηση ενός µόνο κέντρου διανοµής στο οποίο ϑα κατευθύνει τους πελάτες
για την ικανοποίηση της Ϲήτησης τους.
Ικανοποιεί όµως αυτή η ανάθεση πράγµατι όλους τους πελάτες ; Αν εξετάσουµε το
µοναδιαίο κόστος της λύσης στον Πίνακα 5.2 ϑα παρατηρήσουµε ότι η ανάθεση,

tij pi qi Fi
C1 C2 C3 C4 C5

F1 15 16 15 13 17 14 2350 950
F2 19 25 30 26 17 16 1350 1600
F3 27 15 21 29 16 15 1000 1700

rj
C1 C2 C3 C4 C5

400 500 450 600 350

Πίνακας 5.1: Πίνακας Παραµέτρων Παραδείγµατος
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SO-FL BSO-FL
Συνολικό Κόστος : 68630 Συνολικό Κόστος : 69051.25

Μοναδιαίο Κόστος Ποσότητα Μοναδιαίο Κόστος Ποσότητα
C11 28.60 400 28.06 400
C21 35.00 0 34.02 0
C31 42.00 0 43.06 0
C12 30.60 500 30.06 25
C22 41.00 0 40.02 0
C32 30.00 0 30.06 475
C13 29.60 450 29.057 450
C23 46.00 0 45.02 0
C33 36.00 0 37.06 0
C14 27.60 600 27.06 600
C24 42.00 0 42.02 0
C34 44.00 0 45.06 0
C15 31.60 350 31.05 350
C25 33.00 0 32.02 0
C35 31.00 0 32.06 0

Πίνακας 5.2: Αποτελέσµατα της Επίλυσης των Προβληµάτων (SO-FL) και (BSO-FL)

για παράδειγµα, του C2 στο κέντρο διανοµής F1 συνεπάγεται µοναδιαίο κόστος
30.60, το οποίο δεν είναι το ελάχιστο δυνατό που ϑα µπορούσε να αντιµετωπίσει
ο συγκεκριµένος πελάτης αφού στο κέντρο διανοµής F3 το µοναδιαίο κόστος του
είναι µικρότερο (30 έναντι 30.6).
Επιλύοντας την δεύτερη περίπτωση όπου ο παραγωγός χρησιµοποιεί το (5.21)-
(5.25) σαν ένα µαντείο για να ανακαλύψει τις τάσεις/αντιδράσεις των πελατών του
σε κάθε δυνητική χωροθέτηση, ανακαλύπτουµε ότι η ϐέλτιστη χωροθέτηση είναι
αυτή που δίδεται στο Σχήµα 5.1 (ϐ), όπου δύο κέντρα εξυπηρέτηση ανοίγονται και
όπου η κατανοµή των πελατών συνεπάγεται ότι ο πελάτης 2 επιλέγει να ικανοποιήσει
το µέγιστο της Ϲήτησης του από το δεύτερο κέντρο εξυπηρέτησης.
Από άποψη καθαρού κόστους χωροθέτησης, η χωροθέτηση της δεύτερης περίπτω-
σης είναι ακριβότερη, οπότε ϕυσιολογικά γεννάται το ερώτηµα για ποίον λόγο ο
αποφασίζων ϑα πρέπει να λάβει υπόψη του την συµπεριφορά των πελατών και να
µην προβεί στην χωροθέτηση της πρώτης περίπτωσης.
Συγκρίνοντας τα δύο σχήµατα µπορούµε να αποφανθούµε ότι ο πελάτης 2 έχει
τάσεις «ϕυγής». Εάν δηλαδή ανοίξει ένα δεύτερο κέντρο εξυπηρέτησης (είτε ο ίδιος
παραγωγός ή ακόµη χειρότερα κάποιος ανταγωνιστής που πουλά το ίδιο προϊόν)
τότε ο πελάτης 2 (και η Ϲήτηση του) χάνεται κατά το µεγαλύτερο µέρος.
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Στην επόµενη ενότητα εξετάζουµε λεπτοµερέστερα την χωροθέτηση όταν υφίσταται
ανταγωνισµός µεταξύ παραγωγών.

5.4 ∆υοπώλειο

Σε ένα δίκτυο ανεφοδιασµού που δραστηριοποιούνται περισσότεροι από ένας πα-
ϱαγωγοί κανένας από αυτούς δεν έχει την δυνατότητα (µονοπωλιακή δύναµη) να
κατευθύνει τους πελάτες στα κέντρα διανοµής που ϑα χωροθετηθούν, µε αποτέ-
λεσµα η εξυπηρέτηση και η ικανοποίηση των πελατών να αποτελούν καθοριστικό
παράγοντα διαφοροποίησης και διάκρισης µεταξύ αυτών των οικονοµικών µονάδων
του ίδιου τοµέα.
Στην ενότητα αυτή εξετάζουµε τις επιπτώσεις που έχει στις αποφάσεις χωροθέτησης
και καθορισµού δυναµικότητας των κέντρων διανοµής ο ανταγωνισµός των παραγω-
γών για την προσέλκυση πελατών. Υποθέτουµε ότι στο σύστηµα δραστηριοποιούνται
2 παραγωγοί, αντιµετωπίζουµε εποµένως την περίπτωση της δυοπωλειακής οργά-
νωσης του δικτύου ανεφοδιασµού όπου οι παραγωγοί ανταγωνίζονται λαµβάνοντας
µέρος σε ένα παίγνιο Nash µε σκοπό να προσελκύσουν την Ϲήτηση των πελατών πα-
ϱέχοντας ένα επίπεδο εξυπηρέτησης που ελαχιστοποιεί τα αντίστοιχα κόστη όπως
αυτά υπολογίζονται από τις αντιδράσεις των πελατών που µε την σειρά τους συµµε-
τέχουν σε ένα δεύτερο παίγνιο Nash.

Ορισµός 5.1 ΄Ενα σηµείο ισορροπίας Nash στο παίγνιο του δυοπωλείου που εξε-
τάζεται αντιστοιχεί σε ένα Ϲεύγος επιλογών χωροθέτησης ή δυναµικοτήτων που εξα-
σφαλίζει ότι κανείς των παικτών δεν ευεργετείται από εκούσια µονοµερή αλλαγή
στρατηγικής.

∆ιαµορφώνουµε το πρόβληµα σαν διεπίπεδο πρότυπο, όπου οι δυο παραγωγοί κα-
ϑορίζουν την ϐέλτιστη χωροθέτηση και δυναµικότητα για τα κέντρα διανοµής τους
λαµβάνοντας υπόψη τις επιλογές και τις έµµεσες προδιαγραφές που ϑέτουν οι πε-
λάτες για το προσφερόµενο επίπεδο εξυπηρέτησης.
Ο ανταγωνισµός µεταξύ των µελών της εφοδιαστικής αλυσίδας για την επίτευξη πα-
ϱόµοιων στόχων έχει µελετηθεί εκτεταµένα στην διεθνή ϐιβλιογραφία, [146, 34, 35,
213, 44] στα κλασσικά πλαίσια του οικονοµικού δυοπωλείου. Σε όλες αυτές τις
εργασίες ο ανταγωνισµός λαµβάνει χώρα είτε µέσω καθορισµού του επίπεδου τιµών
είτε µέσω προσδιορισµού επιπέδων παραγωγής που µεγιστοποιούν το κέρδος του
παραγωγού. Σε όλες αυτές τις εργασίες ο ανταγωνισµός είµαι µονό-επίπεδος και
επίσης δεν αναφέρονται στην ανταγωνιστική διαµόρφωση της εφοδιαστικής αλυσί-
δας. Σε αντίθεση ο ανταγωνισµός στο προτεινόµενο πρότυπο λαµβάνει χώρα µέσω
επιπέδου προσφεροµένων υπηρεσιών. Το προτεινόµενο πρότυπο είναι το πρώτο που
αντιµετωπίζει τον ανταγωνισµό των παραγωγών ως πρός το επίπεδο εξυπηρέτησης
που παρέχουν διαµορφώνοντας τόσο την χωροθέτηση των κέντρων διανοµής όσο και
τον καθορισµό του επίπεδο δυναµικότητας. Επιπρόσθετα είναι το πρώτο πρότυπο
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που εµπεριέχει τον ανταγωνισµό των πελατών για την εξυπηρέτηση ως µέρος του
γενικού προβληµατισµού.
Τα πρότυπα ανταγωνισµού που ϑα διαµορφωθούν στην συνέχεια αναφέρονται στον
ανταγωνισµό δύο παραγωγών αλλά µπορούν εύκολα να επεκταθούν και στην περί-
πτωση περισσότερων των δύο παραγωγών.

5.4.1 Ανταγωνιστική Χωροθέτηση Εγκαταστάσεων ΄Οταν οι Πελάτες Παί-
Ϲουν το ∆ικό τους Ανταγωνιστικό Παίγνιο

Αν υποθέσουµε ότι τα κέντρα διανοµής i = 1, . . . , m διανέµονται µεταξύ δύο πα-
ϱαγωγών εταιρειών οι οποίες εµπλέκονται σε ανταγωνισµό για την προσέλκυση
πελατών µέσω του επιπέδου υπηρεσιών που προσφέρουν. Ας είναι M1 και M2

(m = |M1|+ |M2|) αντίστοιχα οι κόµβοι των δυο εταιρειών.
Τότε, υπό την προϋπόθεση ότι οι εταιρείες "ανακοινώνουν τις στρατηγικές τους
ταυτοχρόνως", έχουµε ένα παίγνιο Nash µε δύο παίκτες οι οποίοι αντιµετωπίζουν
για k = 1, 2 το αντίστοιχο από τα κάτωθι προβλήµατα:

Το πρόβληµα χωροθέτησης του παραγωγού 1

(CFL1) min
∑

i∈M1

Fiyi

+
∑

i∈M1

di(x̄i)x̄i +
∑

i∈M1

pix̄i +
∑

i∈M1

n∑

j=1

tijx̄ij (5.34)

υπό yi ∈ {0, 1}, ∀i ∈ M1 (5.35)

Το πρόβληµα χωροθέτησης του παραγωγού 2

(CFL2) min
∑

i∈M2

Fiyi

+
∑

i∈M2

di(x̄i)x̄i +
∑

i∈M2

pix̄i +
∑

i∈M2

n∑

j=1

tijx̄ij (5.36)

υπό yi ∈ {0, 1}, ∀i ∈ M2 (5.37)

όπου [x̄i] και [x̄ij] επιλύουν (5.21)-(5.25)

Ας είναι Yk = {yi|yi ∈ {0, 1}, ∀i ∈ Mk} τα εφικτά σύνολα των παικτών για k = 1, 2,

yk = [yi]i∈Mk
και y =

[
y1

y2

]
. ΄Εχουµε ήδη αποδείξει στο Κεφάλαιο 3 την ύπαρξη

ϐέλτιστων λύσεων x̄i και x̄ij για δεδοµένες δυναµικότητες [q̄i]. Υπάρχει εποµένως
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µία συνάρτηση από το Rm στο Rm η οποία για δεδοµένο ȳ επιστρέφει το µοναδικό
σηµείο ισορροπίας [x̄i] από το (5.21)-(5.25) και κάποια αντίστοιχη απεικόνιση από
το Rm στο Rm·n η οποία για δεδοµένο ȳ επιστρέφει ένα ϐέλτιστο σχέδιο µεταφοράς
[x̄ij] που αντιστοιχεί στο σηµείο ισορροπίας [x̄i], συνεπώς ϑα ισχύει ότι x̄i = xi(ȳ)
και x̄ij = xij(ȳ) αντίστοιχα.
Αρά τα προβλήµατα (CFLk) µπορούν να διατυπωθούν ως προβλήµατα ενός επιπέ-
δου:

(SCFLk) min
yk∈Yk

∑

i∈Mk

di(xi(y), yi)xi(y) +
∑

i∈Mk

pixi(y) (5.38)

+
∑

i∈Mk

n∑

j=1

tijxij(y) (5.39)

Κάθε πρόβληµα (CFLk) αντιστοιχεί στον παίκτη k που εµπλέκεται στο παίγνιο
Nash.
Με παρόµοιο τρόπο µπορούµε να διαµορφώσουµε το ανταγωνιστικό πρόβληµα χω-
ϱοθέτησης των κέντρων διανοµής των δύο παραγωγών :

Το πρόβληµα του παραγωγού 1

(P1) min
[qi]

∑

i∈M1

di(x̄i, qi)x̄i
∑

i∈M1

pix̄i +
∑

i∈M1

n∑

j=1

tijx̄ij (5.40)

υπό
∑

i∈M1

αiqi ≤ B, (5.41)

0 ≤ qi ≤ Ui, ∀i ∈M1 (5.42)

Το πρόβληµα του παραγωγού 2

(P2) min
[qi]

∑

i∈M2

di(x̄i, qi)x̄i
∑

i∈M2

pix̄i +
∑

i∈M2

n∑

j=1

tijx̄ij (5.43)

υπό
∑

i∈M2

αiqi ≤ B, (5.44)

0 ≤ qi ≤ Ui, ∀i ∈M2 (5.45)

όπου [x̄i] και [x̄ij] επιλύουν (5.29)− (5.33)

Ας είναι Qk = {qi ∈ R|
∑

i∈Mk
aiqi ≤ B, 0 ≤ qi ≤ Ui, ∀i ∈ Mk} για k = 1, 2, τα

εφικτά σύνολα των παικτών, qk = [qi]i∈Mk
και q =

[
q1

q2

]
. ΄Εχουµε ήδη αποδείξει
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στο Κεφάλαιο 3 την ύπαρξη ϐέλτιστων λύσεων x̄i και x̄ij για δεδοµένες δυναµι-
κότητες [q̄i]. Υπάρχει εποµένως µία συνάρτηση από το Rm στο Rm η οποία για
δεδοµένο q̄ επιστρέφει το µοναδικό σηµείο ισορροπίας [x̄i] από το (5.29)-(5.33) και
κάποια αντίστοιχη απεικόνιση από το Rm στο Rm·n η οποία για δεδοµένο q̄ επι-
στρέφει ένα ϐέλτιστο σχέδιο µεταφοράς [x̄ij] που αντιστοιχεί στο σηµείο ισορροπίας
[x̄i]. Μπορούµε άρα να γράψουµε ότι x̄i = xi(q̄) και x̄ij = xij(q̄). Εποµένως το
προβλήµατα (Pk) δύνανται να τεθούν ώς προβλήµατα ενός επιπέδου. Για k = 1, 2
έχουµε δηλαδή:

(SLPk) min
qk∈Qk

∑

i∈Mk

di(xi(q), qi)xi(q) +
∑

i∈Mk

pixi(q) +
∑

i∈Mk

n∑

j=1

tijxi(q)(5.46)

όπου το πρόβληµα (SLPk) αντιµετωπίζεται από τον παίκτη k του παιγνίου Nash.

5.4.2 Οι Επιπτώσεις του ∆υοπωλείου στο Επίπεδο Εξυπηρέτησης

Σε αυτό το µέρος επεκτείνουµε την ανάλυση της Ενότητας 5.3.3 για να εξάγουµε
συµπεράσµατα για τις επιπτώσεις του ανταγωνισµού των παραγωγών στο επίπεδο
των προσφερόµενων υπηρεσιών. Θα υποθέσουµε ότι και οι δύο παραγωγοί έχουν
την δυνατότητα να χωροθετήσουν τα κέντρα διανοµής στις ίδιες τοποθεσίες όπου
αντιµετωπίζουν ακριβώς το ίδιο σταθερό κόστος χωροθέτησης.
Τα προβλήµατα που προκύπτουν χρησιµοποιώντας τις ίδιες παραµέτρους που ανα-
ϕέρονται στον Πίνακα (5.1) διαµορφώθηκαν σύµφωνα µε την γλώσσα προτυποποίη-
σης προβληµάτων ϐελτιστοποίησης AMPL και για την επίλυσή τους χρησιµοποιή-
ϑηκε ο επιλυτής MINOS 5.5.
Για να µπορέσουµε να ϐρούµε τα σηµεία ισορροπίας Nash του παιγνίου ϑα µετα-
ϕέρουµε το παίγνιο στην κανονική (normal) του µορφή πινακοπαιγνίου.
Υπενθυµίζεται ότι τα πινακοπαίγνια σε στρατηγική ή κανονική µορφή που µορ-
ϕοποιούν µία µη επαναλαµβανόµενη κατάσταση, όπου οι παίκτες επιλέγουν τις
στρατηγικές των ανεξάρτητα (independently) και ταυτόχρονα (simoultaneously),
γνωρίζουν τις λεπτοµέρειες του παιγνίου και επίσης όλοι τους λειτουργούν ορθολο-
γικά. Πιο συγκεκριµένα, έκαστος είναι πλήρως πληροφορηµένος, γνωρίζει δηλαδή
(α) το σύνολο των παικτών, (ϐ) όλες τις στρατηγικές για όλους τους παίκτες, και (γ)
όλες τις δυνατές εκβάσεις του παιγνίου, και η γνώση αυτή είναι αµοιβαία και κοινή,
είναι δηλαδή γνωστή σ΄ όλους τους παίκτες, και όλοι τους γνωρίζουν ότι οι άλλοι
το γνωρίζουν, κ.ο.κ. Επειδή οι παίκτες πρέπει ν΄ αποφασίσουν ταυτόχρονα, ουδείς
γνωρίζει την επιλογή των άλλων όταν επιλέγει την δική του στρατηγική. Με άλλα
λόγια, όταν ένας παίκτης επιλέγει την στρατηγική του δεν γνωρίζει εκ των προτέ-
ϱων µε ϐεβαιότητα τις επιλογές των αντιπάλων του, µπορεί όµως να υποθέσει ότι οι
αντίπαλοί του γνωρίζουν τους κανόνες του παιγνίου και ότι είναι το ίδιο ευφυείς µ΄
αυτόν, πρέπει δε να λάβει υπόψη του τον διαλογισµό των αντιπάλων του.
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Sk1 (0,0,0)
Sk2 (1,0,0)
Sk3 (0,1,0)
Sk4 (0,0,1)
Sk5 (1,1,0)
Sk6 (1,0,1)
Sk7 (0,1,1)
Sk8 (1,1,1)

Πίνακας 5.3: Οι Στρατηγικές των Παικτών

Οι στρατηγικές που έχουν οι παίκτες στην διάθεση τους είναι οι επιλογές που έχουν
για για την χωροθέτηση ή όχι ενός κέντρου διανοµής στην υποψήφια περιοχή i.
Αν υποθέσουµε ότι οι τοποθεσίες είναι καταχωρηµένες κατ΄ αύξοντα αριθµό, ο Πί-
νακας 5.3 παρουσιάζει το σύνολο των στρατηγικών για κάθε παίκτη, όπου το 1
συνεπάγεται ότι ο παίκτης k ανοίγει το αντίστοιχο κέντρο διανοµής ενώ το 0 ότι
το αντίστοιχο κέντρο παραµένει κλειστό και άρα ο παίκτης δεν επωµίζεται το πά-
γιο κόστος. ΄Υστερα από την επίλυση των προβληµάτων CFLk για όλα τα Ϲεύγη
στρατηγικών προκύπτουν οι µήτρες απωλειών των δύο παικτών που εµφανίζονται
στους Πίνακες 5.4 και 5.5 αντίστοιχα. Οι πίνακες αυτοί παρουσιάζουν το κόστος
που συνεπάγεται για κάθε παραγωγό κάθε πιθανή έκβαση του παιγνίου. Από τους
πίνακες προκύπτει ότι υπάρχουν 4 σηµεία ισορροπίας Nash.

1. Το Ϲεύγος στρατηγικών (S11, S22), σύµφωνα µε το οποίο ο µόνο ο παίκτης 2
ανοίγει το κέντρο διανοµής στην περιοχή 1.

2. Το Ϲεύγος στρατηγικών (S12, S21) σύµφωνα µε το οποίο ο µόνο ο παίκτης 1
ανοίγει το κέντρο διανοµής στην περιοχή 1.

3. Το Ϲεύγος στρατηγικών (S13, S24) σύµφωνα µε το οποίο ο παραγωγός 1 ανοίγει
το κέντρο διανοµής στην περιοχή 2 και ο παίκτης 2 στην περιοχή 3.

4. Το Ϲεύγος στρατηγικών (S14, S23) σύµφωνα µε το οποίο ο παίκτης 1 ανοίγει το
κέντρο διανοµής στην περιοχή 3 και ο παίκτης 2 στην περιοχή 2.

Τα σηµεία ισορροπίας Nash εµφανίζονται συµµετρικά, ϕυσιολογικό επακόλουθο
της συµµετρίας των παικτών τόσο ως πρός τις επιλογές όσο και ως πρός τις συναρ-
τήσεις κόστους.
Στο Σχήµα 5.2 παρουσιάζει της δυνητικές εκβάσεις του παιγνίου στον Καρτεσιανό
χώρο. Τα σηµεία αυτά συµβολίζονται µε το EV και EP. Τα σηµεία EP αντιστοιχούν
στα τέσσερα σηµεία ισορροπίας Nash. Είναι εµφανές από το σχήµα ότι κανένα
σηµείο ισορροπίας δεν κυριαρχείται από κάποιο άλλο σηµείο ισορροπίας. Το ϕαι-
νόµενο της απροσδιοριστίας, συχνά έµφυτο στα παίγνια Nash, δεν µας επιτρέπει να
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Σχήµα 5.2: Σύνολο Εκβάσεων (όλα τα σηµεία EV πλήν του ΜΡ1 και ΜΡ2) και τα
Σηµεία Ισορροπίας ΕΡ

αποφανθούµε ευθέως για την πραγµατική τελική έκβαση του παιγνίου. Μάλιστα
έκβαση ανισορροπίας είναι πιθανή, π.χ εάν ο πρώτος παίκτης επιµείνει στην στρα-
τηγική S12, ενώ ο δεύτερος παίκτης επιµείνει στην στρατηγική ισορροπίας S24. Το
Ϲεύγος στρατηγικών (S12, S24) δεν ανταποκρίνεται σε σηµείο ισορροπίας.
Παρ΄ όλα αυτά, µπορούµε να υποθέσουµε οι σε µία πραγµατική κατάσταση, οι παί-
κτες ϑα εστιάσουν σε κάποια από τα σηµεία ισορροπίας και ϑα αγνοήσουν άλλα. Τα
σηµεία ισορροπίας στα οποία οι παίκτες ϑα αγνοήσουν άλλα. Τα σηµεία ισορροπί-
ας στα οποία οι παίκτες ϑα εστιάζουν την προσοχή τους αναφέρονται ως εστιασµένα
σηµεία ισορροπίας.
Στην συγκεκριµένη περίπτωση µπορούµε εύκολα να αποφανθούµε ότι τα σηµεία
(S11, S22) και (S12, S21) όπου µόνον ο ένας των παικτών προβαίνει στην εγκατάσταση
ενός µόνον κέντρου διανοµής δεν µπορούν να αποτελούν εστιασµένα σηµεία ισορ-
ϱοπίας. ΄Ενας λόγος είναι ότι και µόνον το γεγονός ότι κάποιος παίκτης εξετάζει που
και πόσα κέντρα διάθεσης ϑα ανοίξει σηµατοδοτεί για τον αντίπαλο του ότι η από-
ϕαση να ανοίξει κάπου κάποιο κέντρο είναι σχεδόν ειληµµένη. Θέτοντας δηλαδή
τον εαυτό του και στην ϑέση του αντιπάλου του ϑα απορρίψει το ενδεχόµενο να επι-
τρέψει το άνοιγµα κέντρου µόνο από τον ανταγωνιστή του. Μάλιστα προβαίνοντας
σε πλήρη ανάλυση του παιγνίου ϑα αντιληφθεί ότι η ύπαρξη ενός µόνον κέντρου
διανοµής δεν ικανοποιεί όλους τους πελάτες και ότι υπάρχουν τάσεις ϕυγής από
τους πελάτες όπως έχουµε καταγράψει στην Υποενότητα 5.3.3 και στο Σχήµα 5.1.
Θα ϑελήσει συνεπώς ο αντιπαλός του να εκµεταλλευτεί αυτές τις τάσεις ϕυγής. ΄Αρα
τα εστιασµένα σηµεία ισορροπίας του παιγνίου είναι τα (S13, S24) και (S14, S23).
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S21 S22 S23 S24 S25 S26 S27 S28

S11 — 0 — — 0 0 0 0
S12 68630 33828.75 68630 53104.29 33828.75 33828.75 53104.29 33828.75
S13 — 1600 47722.5 52071.46 1600 1600 1600 1600
S14 — 16327.14 36806.27 — 16327.14 11509.86 23405.71 11509.86
S15 70230 35428.75 70230 54704.29 35428.75 35428.75 54704.29 35428.75
S16 69081.43 35528.75 69081.43 59392.99 35528.75 35528.75 59392.99 35528.75
S17 88877.73 17577.14 62351.44 63041.43 18041.29 12823.92 44773.36 12823.92
S18 70681.43 37128.75 70681.43, 60962.93 37128.75 37128.75 60962.93 37128.75

Πίνακας 5.4: Μήτρα Απώλειας Παραγωγού 1

S21 S22 S23 S24 S25 S26 S27 S28

S11 — 68630 — — 70230 69556.4 88227.7 71156.43
S12 0 34428.75 1600 15977.14 36028.75 35528.75 17577.14 44853.75
S13 — 68630 47772.5 36806.27 70230 70330 70980 71930
S14 — 52754.29 52071.46 — 54354.29 59375.99 63041.43 61122.28
S15 0 34428.75 1600 15977.14 36028.75 36128.75 17577.14 37728.75
S16 0 34428.75 1600 11356.92 36028.75 36128.75 12926.86 42482.61
S17 0 53104.29 26464.53 23405.71 54704.29 59495.93 43223.36 61095.93
S18 0 34428.75 1600 11356.92 36028.75 36128.75 12956.92 37728.75

Πίνακας 5.5: Μήτρα Απώλειας Παραγωγού 2



150 Κεφάλαιο 5: Ανταγωνιστική Χωροθέτηση Εγκαταστάσεων υπό Ανταγωνισµό Πελατών

F11 F12 F13 F21 F22 F23

1 2 3 4 5

400
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40

Χωροθέτηση σύµφωνα µε το σηµείο Ισορροπίας Nash (S13, S24)

F11 F12 F13 F21 F22 F23

1 2 3 4 5400
500 450 600

40
310

Χωροθέτηση σύµφωνα µε το σηµείο Ισορροπίας Nash (S14, S23)

Σχήµα 5.3: Ανταγωνιστική Χωροθέτηση Εγκαταστάσεων

Σύµφωνα µε την ανάλυση αυτή, τα δύο πρώτα Ϲεύγη στρατηγικών αν και αποτελούν
σηµείο ισορροπίας δεν πρόκειται να ακολουθηθούν από τους παίκτες. Οι παίκτες
λαµβάνουν µέρος στο παίγνιο έχοντας είδη αποφασίσει την είσοδο τους στο δίκτυο
εποµένως η επιλογή είτε της στρατηγικής S11 από τον παραγωγό 1 είτε της S21

από τον παραγωγό 2 δεν είναι συµβατή µε µια τέτοια απόφασή τους. Εποµένως,
µόνον τα σηµεία ισορροπίας (S13, S24) και (S14, S23) αποτελούν πιθανές εκβάσεις
σε πραγµατικές συνθήκες.
Παρατηρούµε ότι οι παραγωγοί, λαµβάνοντας υπόψη τον ανταγωνισµό των πελα-
τών ως προς το επίπεδο εξυπηρέτηση, ϑα επιλέξουν να λειτουργήσουν τα κέντρα
διανοµής τους σε διαφορετικές τοποθεσίες αποσκοπώντας στην προσέλκυση των µη
ικανοποιηµένων πελατών των ανταγωνιστών τους. Θα πρέπει να σηµειώθει ότι και
τα δυο Ϲεύγη χωροθέτησης εξασφαλίζουν στους πελάτες την ικανοποίηση της Ϲήτη-
σης στο ίδιο ελάχιστο κόστος ικανοποιώντας παράλληλα τις απαιτήσεις τους για το
επίπεδο εξυπηρέτησης που λαµβάνουν όπως µπορεί να διαπιστωθεί από τον Πίνακα
5.6.
Συγκρίνοντας τους Πίνακες 5.2, 5.4 και 5.5 προκύπτει ότι από άποψη συνολικού
κόστους η ανταγωνιστική χωροθέτηση είναι πιο συµφέρουσα για κάθε παραγωγό
αφού όποιο και να είναι το σηµείο ισορροπίας που τελικά ϑα επιλεγεί, το κόστος που
ϑα αντιµετωπίσει είναι µικρότερο συγκριτικά µε την ϐέλτιστη λύση του συστήµατος
όσο και µε την µονοπωλιακή λύση που λαµβάνει υπόψη την συµπεριφορά των
πελατών.
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Η απροσδιοριστία όµως µεταξύ των εστιασµένων σηµείων ισορροπίας δεν είναι εύκο-
λο να εξαλειφθεί. Τα δύο σηµεία είναι συµµετρικά από άποψη συνολικού κόστους
(36806, 52071.46) και (52071.46, 36806) αντίστοιχα. ΄Οπως ϕαίνεται από το Σχή-
µα 5.3 αµφότερες οι διαµορφώσεις του δικτύου κατανέµουν την Ϲήτηση των πελατών
συµµετρικά και η κατανοµή αυτή είναι εύρωστη ισορροπία για τους πελάτες στο δι-
κό τους παίγνιο καθώς από τον Πίνακα 5.6 δεν υπάρχουν τάσεις ϕυγής. Η εγγύηση
αυτή των µόνιµων πελατών ϑα έπρεπε να ικανοποιεί τους ανταγωνιστές παραγωγούς
για οποιαδήποτε από τις δύο εστιασµένες εκβάσεις.
Θα πρέπει να τονιστεί ότι δεν εξετάζουµε σηµεία ισορροπίας σε µικτές στρατηγικές
αν και ϑα µπορούσαµε να διατυστώσουµαι την ύπαρξη τους χρησιµοποιώντας το
ελεύθερο και ανοικτού κώδικα λογισµικό Gambit έκδοση 0.97.0.6 [229].
Ο λόγος που αγνοούµε τις µικτές στρατηγικές είναι ότι τα προσδοκώµενα κόστη των
ανταγωνιστών παραγωγών δεν αντιστοιχούν εν γένει σε κόστη που προέρχονται από
καταστάσεις ισορροπίας των πελατών. Για τον ίδιο λόγο µπορούµε να αγνοήσουµε
και την λύση της διαµεσολάβησης ή διαιτησίας Nash. Μια απλή προσέγγιση όπου
λαµβάνεται το ενδιάµεσο σηµείο (ΜΡ1 και ΜΡ2) στο Σχήµα 5.2 µπορεί να µας πεί-
σει. Κατ΄ αρχάς το σηµείο ΜΡ1 κυριαρχείται κατά Pareto από το ΜΡ2 και άρα δεν
µπορεί να αποτελέσει σηµείο συµφωνίας κατά Nash. Από την άλλη πλευρά το ση-
µείο ΜΡ2 που αντιστοιχεί στο Ϲεύγος ολικών κοστών (33315, 34315) δεν αντιστοιχεί
σε κόστη (5.34) και (5.36) που έχουν υπολογιστεί για κάποιο σηµείο ισορροπίας
των πελατών. Μια τέτοια προσέγγιση από τους ανταγωνιστές παραγωγούς ϑα οδη-
γούσε σε κατάσταση όπου οι πελάτες έχουν τάσεις ϕυγής. Το πλησιέστερο σηµείο
στο (34315, 34315) που έχει υπολογιστεί ϐάσει της ισορροπίας των πελατών εί-
ναι το (33828, 34428.75) που αντιστοιχεί στο Ϲεύγος (S12, S22) όπου αµφότεροι οι
ανταγωνιστές ανοίγουν από ένα κέντρο. Το πρώτο. Σε ένα ανταγωνιστικό περιβάλ-
λον όµως δεν ϑα έπρεπε να υπάρχουν δυνατότητες τέτοιων συµφωνιών µεταξύ των
ανταγωνιστών.

5.5 Συµπεράσµατα

Σε αυτο τό κεφάλαιο διατυπώσαµε τα προβλήµατα χωροθέτησης και καθορισµού
δυναµικότητας που προκύπτουν όταν ο παραγωγός επιθυµεί να εξασφαλίσει ένα
συγκεκριµένο επίπεδο εξυπηρέτησης στους πελάτες του. Μέσα σε αυτό το πλαίσιο
εξετάστηκαν δυο διαφορετικές µορφές χωροθέτησης. Αρχικά εξετάστηκε η περί-
πτωση όπου ο παραγωγός ελέγχει το δίκτυο εφοδιασµού και προσπαθεί να επιλέξει
το σχέδιο χωροθέτησης και καθορισµού δυναµικότητας που ελαχιστοποιεί το ολικό
κόστος του συστήµατος. Στην συνέχεια εξετάστηκε το πρόβληµα της χωροθέτησης
και κατανοµής δυναµικότητας όταν ο παραγωγός λαµβάνει υπόψη την αγοραστική
συµπεριφορά των πελατών. Τα προβλήµατα αυτής της περίπτωσης διαµορφώθηκαν
ως προβλήµατα διεπίπεδου προγραµµατισµού.
Στην συνέχεια προτείνεται ένα διεπίπεδο πρόβληµα µε δύο ηγέτες που διατυπώνει
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τον ανταγωνισµό των παραγωγών για την προσέλκυση των πελατών µέσω του επι-
πέδου υπηρεσιών που παρέχουν. Τα αποτελέσµατα της αριθµητικής ανάλυσης κα-
ταδεικνύουν ότι το ανταγωνιστικό σχέδιο χωροθέτησης είναι το αποτελεσµατικότερο
αφού είναι αυτό που ελαχιστοποιεί το κόστος του συστήµατος όπως το αντιλαµβάνον-
ται οι παραγωγοί και ταυτόχρονα εγγυάται την αντιµετώπιση της συµπεριφοράς των
πελατών. Συµπερασµατικά µπορούµε να πούµε ότι σε αγορές που χαρακτηρίζει ο
ανταγωνισµός των παραγωγών ως προς το επίπεδο εξυπηρέτησης προσφέρει πολλές
αγοραστικές ευκαιρίες και αυξάνει το όφελος των αγοραστών αφού εξασφαλίζουν :

1. Υψηλό επίπεδο εξυπηρέτησης.

2. Χαµηλό κόστος µε τάσεις συνεχούς µείωσης.

3. Αύξηση της ευελιξίας των προµηθευτών και προσαρµογής στις ανάγκες της
αγοράς.
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Σηµείο Ισορροπίας (S13, S24)
Παραγωγός 1 Παραγωγός 2

Μοναδιαίο Κόστος Ποσότητα Μοναδιαίο Κόστος Ποσότητα
C11 35.76 0 35.76 0
C21 35.76 400 35.76 0
C31 35.76 0 35.76 0
C12 32.76 0 32.76 0
C22 32.76 0 32.76 0
C32 32.76 0 32.76 500
C13 38.76 0 38.76
C23 38.76 0 38.76 0
C33 38.76 0 38.76 450
C14 42.76 0 42.76 0
C24 42.76 600 42.76 0
C34 42.76 0 42.76 0
C15 33.76 0 33.76 0
C25 33.76 311 33.76 0
C35 33.76 0 33.76 39

Σηµείο Ισορροπίας (S14, S23)
Παραγωγός 1 Παραγωγός 2

Μοναδιαίο Κόστος Ποσότητα Μοναδιαίο Κόστος Ποσότητα
C11 35.76 0 35.76 0
C21 35.76 0 35.76 400
C31 35.76 0 35.76 0
C12 32.76 0 32.76 0
C22 32.76 0 32.76 0
C32 32.76 500 32.76 0
C13 38.76 0 38.76
C23 38.76 0 38.76 0
C33 38.76 450 38.76 0
C14 42.76 0 42.76 0
C24 42.76 0 42.76 600
C34 42.76 0 42.76 0
C15 33.76 0 33.76 0
C25 33.76 0 33.76 311
C35 33.76 39 33.76 0

Πίνακας 5.6: Η Επίδραση των Σηµείων Ισορροπίας (S13, S24) και (S14, S23) στο
Παίγνιο των Πελατών





Κεφάλαιο 6

Συµπεράσµατα και Μελλοντικές Επεκτάσεις

Οι επιπτώσεις του ανταγωνισµού, τόσο ανάµεσα στους παραγωγούς όσο και ανάµε-
σα στους πελάτες, στην διαδικασία λήψης αποφάσεων της εφοδιαστικής αλυσίδας
αποτελεί το αντικείµενο της διατριβής. Χρησιµοποιώντας µεθόδους ϐελτιστοποίη-
σης και τις ϑεωρίας παιγνίων προτείνονται µαθηµατικά πρότυπα και µηχανισµοί
συντονισµού που είναι σε ϑέση να ϐελτιστοποιήσουν την λειτουργία της εφοδιαστι-
κής αλυσίδας ϐελτιώνοντας τόσο τις δαπάνες της όσο και το επίπεδο ικανοποίησης
των πελατών της.
Στο Κεφάλαιο 2 εξετάστηκε µια αλυσίδα ανεφοδιασµού όπου τα µέλη της προσπα-
ϑούν να συντονιστούν για να οδηγήσουν ένα προϊόν στην αγορά. Μέσα σε αυτό το
ϑεωρητικό πλαίσιο, η διατριβή εστίασε στην µελέτη ενός παραδείγµατος αποκεντρο-
ποιηµένης διαδικασίας λήψης αποφάσεων. Ειδικότερα, εξετάσαµε γραµµικά και
κυρτά προβλήµατα παραγωγής-µεταφοράς-αποθεµατοποίησης που συσχετίζονται
άµεσα µε το Ϲήτηµα του συντονισµού της εφοδιαστικής αλυσίδας. Χρησιµοποιών-
τας αυτά τα προβλήµατα καταδείξαµε ότι µια µέθοδος αποσύνθεσης που στηρίζεται
στην ϑεωρία Lagrange είναι σε ϑέση να παρέχει έναν ισχυρό µηχανισµό σε ένα
αποκεντρωµένο σύστηµα λήψης αποφάσεων κάθε µέλος του οποίου ενεργεί και
λαµβάνει αποφάσεις στοχεύοντας στην επίτευξη των δικών του στόχων. ΄Ενα κύ-
ϱιο πλεονέκτηµα της νέας προσέγγισης είναι η δραστική απλοποίηση που επιφέρει
στη διαχείριση πληροφοριών, περιορίζοντας την ανταλλαγή τους µόνο σε πληρο-
ϕορίες που αφορούν ποσότητες παραγωγής και µεταφοράς. Με αυτό τον τρόπο
η προτεινόµενη µέθοδος είναι σε ϑέση να αυξήσει την ευελιξία της λειτουργίας της
εφοδιαστικής αλυσίδας. Η αποσύνθεση Dantzig-Wolfe η οποία απαιτεί έναν κεντρι-
κό συντονιστή χρησιµοποιήθηκε για να δείξει την διαφορά ανάµεσα στον ιεραρχικό
και τον οριζόντιο συντονισµό στα πλαίσια της εφοδιαστικής αλυσίδας και να επιβε-
ϐαιώσει την ευελιξία και την απλότητα της προτεινόµενης µεθόδου Lagrange.
Στο Κεφάλαιο 3 εξετάστηκαν οι συνέπειες του ανταγωνισµού των πελατών για την
εξασφάλιση ενός συγκεκριµένου επίπεδου εξυπηρέτησης σε ένα δίκτυο ανεφοδια-
σµού όπου το κόστος µεταφοράς το επιβαρύνονται οι ίδιοι. Το πρόβληµα δια-
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µορφώθηκε σαν πρόβληµα µη-γραµµικού προγραµµατισµού ανάλογο αυτών που
αντιµετωπίζονται στα δίκτυα κυκλοφορίας. Μέσα σε αυτό το πλαίσιο εξετάστηκαν
δυο διαφορετικές µορφές διαχείρισης του συστήµατος ανεφοδιασµού. Πρώτα εξετά-
Ϲεται η περίπτωση όπου το σύστηµα έχει την δυνατότητα να κατευθύνει το ίδιο τους
πελάτες στα κέντρα διανοµής για εξυπηρέτηση. Καθορίσαµε τις συνθήκες ϐελτιστό-
τητας του συστήµατος και αποδείξαµε την µοναδικότητα της ϐέλτιστης λύσης. Σε
ένα επόµενο ϐήµα εξετάστηκε η περίπτωση όπου οι πελάτες έχουν την δυνατότητα
να επιλέξουν τα κέντρο διανοµής από τα οποία ϑα εξυπηρετηθούν. Αποδείχθηκε
ότι το παίγνιο στο οποίο εµπλέκονται οι πελάτες είναι ισότιµο µε ένα πρόβληµα µη-
γραµµικού προγραµµατισµού. Αποδείχθηκε επίσης η ύπαρξη και η µοναδικότητα
ισορροπίας και η διαφοροποίηση της από την ϐέλτιστη καταχώρηση του συστήµα-
τος. Τέλος η προαναφερθείσα ανάλυση επεκτάθηκε στην περίπτωση της ελαστικής
Ϲήτησης πελατών.
Στο Κεφάλαιο 4 αναπτύχθηκε µέσα από µια διαδικασία εκλέπτυνσης και ϐελτίω-
σης της γνωστής µεθόδου Frank-Wolfe µια αποτελεσµατική µέθοδος εφικτής κα-
τεύθυνσης για την επίλυση των προβληµάτων του Κεφαλαίου 3. Ο αλγόριθµος
που αναπτύχθηκε στηρίζεται στην έννοια της µερικής γραµµικοποίησης και της
κανονικοποίησης, µη-γραµµικών προβληµάτων πάνω σε εφικτά σύνολα και της δη-
µιουργίας στηλών. Η υπολογιστική σύγκριση του προτεινόµενου αλγορίθµου µε
έναν ήδη αναγνωρισµένο για την αποτελεσµατικότητα του αλγόριθµο κατέδειξε την
υπολογιστική ανωτερότητα της µεθόδου.
Στο κεφάλαιο 5 εξετάσαµε τα προβλήµατα χωροθέτησης και καθορισµού δυναµι-
κότητας που προκύπτουν όταν ο παραγωγός επιθυµεί να εξασφαλίσει ένα συγκε-
κριµένο επίπεδο εξυπηρέτησης στους πελάτες του. Εξετάστηκαν δύο διαφορετικές
µορφές χωροθέτησης. Αρχικά εξετάστηκε η περίπτωση που ο παραγωγός ελέγχει
το δίκτυο εφοδιασµού και προσπαθεί να επιλέξει το σχέδιο χωροθέτησης και κα-
ϑορισµού δυναµικότητας που ελαχιστοποιεί το ολικό κόστος του συστήµατος. Στην
συνέχεια εξετάστηκε το πρόβληµα της χωροθέτησης και κατανοµής δυναµικότητας
όταν ο παραγωγός λαµβάνει υπόψη την αγοραστική συµπεριφορά των πελατών. Τα
προβλήµατα διαµορφώθηκαν ως προβλήµατα διεπίπεδου προγραµµατισµού. Επι-
πρόσθετα, διαµορφώθηκε ένα διεπίπεδο πρόβληµα µε δύο ηγέτες που µοντελοποιεί
τον ανταγωνισµό των παραγωγών για την προσέλκυση των πελατών µέσω του επι-
πέδου υπηρεσιών που παρέχουν. Τα αποτελέσµατα της αριθµητικής ανάλυσης κα-
ταδεικνύουν ότι το ανταγωνιστικό σχέδιο χωροθέτησης είναι το αποτελεσµατικότερο
αφού είναι αυτό που ελαχιστοποιεί το κόστος του συστήµατος όπως το αντιλαµβά-
νονται οι παραγωγοί και ταυτόχρονα εγγυάται την αντιµετώπιση της συµπεριφοράς
των πελατών.
Προεκτάσεις και µελλοντικές ερευνητικές κατευθύνσεις της διατριβής της συγκε-
κριµένης διατριβής ϑα µπορούσαν να αποτελέσουν οι ακόλουθες :
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Επεκτάσεις του Κεφαλαίου 2:

– Η υπολογιστική υλοποίηση της µεθόδου για το επαυξηµένο πρόβληµα
Lagrange και η σύγκριση της µε την εξετασθείσα.

– Η υπολογιστική υλοποίηση της µεθόδου στα κυρτά προβλήµατα και η
σύγκριση της µε την εξετασθείσα.

– Επέκταση του συντονισµού και σε διακριτά προβλήµατα για παράδειγµα
εισαγωγή συναρτήσεων κόστους που εµπεριέχουν πάγιο κόστους ή οικο-
νοµίες κλίµακας. Μια ενδιαφέρουσα επίσης περίπτωση είναι η εξέταση
κλιµακωτών (straircase) συναρτήσεων κόστους.

Επεκτάσεις του Κεφαλαίου 4:

– Η περαιτέρω ανάπτυξη προτύπων παραγωγής-µεταφοράς µε άλλες µορφές
διαµεσολάβησης, η προσαρµογή της προτεινόµενης µεθοδολογίας επίλυ-
σης σε αυτά ή ανάπτυξη νέων µεθοδολογιών επίλυσης.

– Η εξέταση εάν η χρήση κανονικοποιηµένων αντί γραµµικών υποπροβλη-
µάτων ϑα µειώσει τον αριθµό στηλών που απαιτούνται για την σύγκλιση
σε µια προκαθορισµένης ακριβείας λύση και εάν ϑα µειώσει περαιτέρω το
χρόνο εκτέλεσης.

Επεκτάσεις του Κεφαλαίου 5:

– Να εξετασθεί ϑεωρητικά υπό ποίες συνθήκες µπορεί να εξασφαλιστεί η
ύπαρξη και ίσως η µοναδικότητα του σηµείου ισορροπίας και να αναπτυ-
χθούν αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης.

– Τόσο στο Κεφάλαιο 5 όσο και στο Κεφάλαιο 3 έχουµε υποθέσει την συµ-
µετρία/οµοιότητα των παικτών. Πιθανώς όµως ορισµένοι πελάτες να είναι
«µεγαλύτεροι» από τους άλλους ή κάποιος παραγωγός έχει ηγετική ϑέση
στην αγορά. Υποθέσαµε επίσης ότι η καθυστέρηση σε ένα κέντρο δεν επη-
ϱεάζει και δεν επηρεάζεται από την καθυστέρηση σε κάποιο άλλο. Αναίρε-
ση αυτών των υποθέσεων απαιτεί την διατύπωση και την επανεξέταση των
όρων ισορροπίας του δικτύου σαν µεταβαλλόµενες ανισότητες (variational
inequality).

Στα πρότυπα που εξετάστηκαν στην διατριβή η Ϲήτηση υποτίθεται ότι είναι είτε
δεδοµένη είτε ελαστική. Μια ενδιαφέρουσα επέκταση των προτύπων αυτών
ϑα ήταν η αντιµετώπιση αβέβαιης Ϲήτησης, η µελέτη της συµπεριφοράς των
προτύπων σε αυτή την περίπτωση καθώς και η ανάπτυξη µεθόδων επίλυσης
τους.
Επιπλέον όλα τα πρότυπα της διατριβής ϑα µπορούσαν να επεκταθούν σε
προβληµατισµούς µε περισσότερα, διαφοροποιηµένα προϊόντα, όπως και σε
δίκτυα µε πολλά στρώµατα (echelons).
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