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Περίληψη 

Θεωρούµε ένα σύστηµα παραγωγής που παράγει ένα προϊόν. Η ζήτηση είναι 

τυχαία. Πελάτης που φθάνει σε περίοδο µε µηδενικό απόθεµα είναι πρόθυµος να 

θέσει µια παραγγελία µε πιθανότητα η οποία είναι φθίνουσα συνάρτηση του πλήθους 

των παραγγελιών που ήδη εκκρεµούν. Το καθαρό κέρδος του συστήµατος ανά 

µονάδα χρόνου είναι ο µέσος ρυθµός κέρδους από πωλήσεις µείον το µέσο κόστος 

αποθέµατος και ανικανοποίητων παραγγελιών. Το πρόβληµα είναι να αποφασίσουµε 

αν θα γίνει δεκτή ή όχι µια παραγγελία καθώς και να βρούµε την πολιτική βέλτιστου 

επιπέδου αποθέµατος, ώστε να µεγιστοποιείται το κέρδος. 

Στην βιβλιογραφία δεν υπάρχει αναφορά για µελέτες σε παρόµοια προβλήµατα 

αφίξεων µε αποθάρρυνση. Επιπλέον, τα προβλήµατα βελτιστοποίησης αποθεµάτων 

και αποδοχής παραγγελιών µελετώνται συνήθως ξεχωριστά. 

Εξετάζονται συστήµατα παραγωγής µε µία µηχανή και τυχαίες διάρκειες 

παραγωγής, που παράγουν έως ότου το απόθεµα φθάσει ένα ορισµένο επίπεδο. Όταν 

δεν υπάρχει έτοιµο προϊόν, τότε το σύστηµα δέχεται παραγγελίες µόνον όταν εκείνες 

που εκκρεµούν είναι κάτω από ένα ορισµένο όριο. Ο µέσος ρυθµός κέρδους 

υπολογίζεται µε κλασσική ανάλυση ουρών αναµονής. Αποδεικνύονται ιδιότητες 

δεύτερης τάξης οι οποίες επιτρέπουν την ανάπτυξη αποτελεσµατικών αλγορίθµων για 

τον καθορισµό από κοινού τόσο του βέλτιστου επιπέδου επιτρεπτού αποθέµατος όσο 

και του µέγιστου πλήθους εκκρεµών παραγγελιών που επιτρέπονται ώστε να 

µεγιστοποιείται ο ρυθµός κέρδους του συστήµατος. 
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1 Εισαγωγή 

1.1 Αντικείµενο της διατριβής 

Στις αρχές του 20στού αιώνα, η βιοµηχανία είχε υιοθετήσει τη µαζική παραγωγή 

προϊόντων ιδίου τύπου χρησιµοποιώντας όλη την δυναµικότητα του εργοστασίου. 

Σύµφωνα µε αυτό το πρότυπο της παραγωγής, κάθε τµήµα του εργοστασίου παράγει 

συνεχώς, εφόσον έχει ικανή τροφοδοσία και επαρκή χώρο αποθήκευσης. Μέχρι τα 

µέσα του αιώνα, το είδος αυτό της παραγωγής ήταν βολικό, αφού  απαιτούσε 

ελάχιστες προσπάθειες συντονισµού µεταξύ των τµηµάτων του εργοστασίου. 

Το πρότυπο αυτό, ενώ ταιριάζει σε βιοµηχανίες οι οποίες λειτουργούσαν ως 

µονοπώλια (π.χ. η αυτοκινητοβιοµηχανία Ford τότε), σήµερα εφαρµόζεται λιγότερο 

συχνά. Αιτία γι' αυτό είναι η αύξηση του αριθµού βιοµηχανιών που παράγουν 

ανταγωνιστικά προϊόντα, πράγµα που άλλαξε δραµατικά το σκηνικό της αγοράς κατά 

τις τελευταίες δεκαετίες. Σήµερα, για να επιβιώσει µία βιοµηχανία θα πρέπει να 

µειώσει το κόστος λειτουργίας της στο ελάχιστο, ενώ παράλληλα να είναι σε θέση να 

ικανοποιήσει την αγορά προσφέροντας ποικιλία παρόµοιων προϊόντων. Για την 

οικονοµικά αποτελεσµατική παραγωγή και διάθεση των προϊόντων απαιτείται η λήψη 

αποφάσεων που, µεταξύ άλλων, σχετίζονται µε τον συντονισµένο έλεγχο της 

παραγωγής σε κάθε τµήµα ώστε να αποφεύγεται η διατήρηση υψηλών αποθεµάτων 

και συγχρόνως η έλλείψη προϊόντων που οδηγεί σε ανικανοποίητη ζήτηση. 

Τέτοιες αποφάσεις περιλαµβάνουν το χρονικό προγραµµατισµός της λειτουργίας 

κάθε µηχανής του συστήµατος (πότε ξεκινά η παραγωγή, µε τι ρυθµό και πότε 

διακόπτεται) και ο έλεγχος των πωλήσεων (αποδοχή-απόρριψη  µιας παραγγελίας ή 

ανάθεση σε υπεργολάβο). Ουσιαστικά ο έλεγχος της παραγωγής είναι ένα πρόβληµα 

βελτιστοποίησης ενός ή και περισσοτέρων µέτρων απόδοσης όπως το καθαρό κέρδος, 

το κόστος λειτουργίας, το µέσο απόθεµα, η ικανοποίηση των πελατών, ο αριθµός των 

πωλήσεων. 

Στην παρούσα διατριβή εξετάζουµε το πρόβληµα του ελέγχου του ρυθµού 

παραγωγής και της αποδοχής των παραγγελιών συναρτήσει των αποθεµάτων σε κάθε 

στάδιο παραγωγής και συναρτήσει του πλήθους των εκκρεµών παραγγελιών. 
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Μελετάµε ένα απλό σύστηµα παραγωγής, που παράγει ένα µόνο προϊόν για να 

ικανοποιήσει τυχαία ζήτηση. Για τον έλεγχο του ρυθµού παραγωγής εφαρµόζεται η 

πολιτική αποθέµατος  βάσης. Σύµφωνα µε αυτήν την πολιτική, το σύστηµα παράγει 

στον µέγιστο ρυθµό όταν το απόθεµα έτοιµων προϊόντων είναι µικρότερο από ένα 

κατώφλι που ονοµάζεται απόθεµα βάσης  (base stock) και διακόπτει την παραγωγή 

όσο το απόθεµα είναι ίσο µε αυτό το κατώφλι. Για τον έλεγχο των πωλήσεων 

προτείνεται µια  ανάλογη πολιτική. Ορίζεται µια µέγιστη τιµή ανικανοποίητων 

παραγγελιών η οποία ονοµάζεται έλλειµµα βάσης (base backlog), όσο των πλήθος των 

παραγγελιών που εκκρεµούν είναι µικρότερο του ελλείµµατος βάσης, τότε το 

σύστηµα αποδέχεται πελάτες, αλλιώς τους απορρίπτει. 

Το σύστηµα που µελετάµε έχει την ιδιαιτερότητα ότι ο ρυθµός της  ζήτησης είναι 

φθίνουσα συνάρτηση σε σχέση µε τον αριθµό των παραγγελιών που εκκρεµούν. Αυτή 

είναι µια πολύ λογική παραδοχή, καθώς πολλές φορές ένας πελάτης διστάζει να θέσει 

µια παραγγελία όταν υπάρχει ήδη ένας αριθµός πελατών οι οποίοι έχουν 

προτεραιότητα. Στόχος του ελέγχου είναι ο από κοινού καθορισµός του αποθέµατος 

βάσης και ελλείµµατος βάσης που µεγιστοποιούν το κέρδος ανά µονάδα χρόνου, το 

οποίο προκύπτει από τα έσοδα των πωλήσεων µείον το κόστος αποθεµάτων και το 

κόστος εκκρεµών παραγγελιών. 

1.2 Βιβλιογραφική ανασκόπηση 

Τα προβλήµατα ελέγχου παραγωγής συνήθως διατυπώνονται ως προβλήµατα 

βελτιστοποίησης δυναµικών συστηµάτων και επιλύονται είτε µε δυναµικό 

προγραµµατισµό είτε µε βέλτιστο έλεγχο. Για συστήµατα παραγωγής που 

αποτελούνται από µία µηχανή και παράγουν ένα τύπο προϊόντος, όπως το σύστηµα 

που εξετάζεται σε αυτή την εργασία αποδεικνύεται [1] ότι οι βέλτιστες πολιτικές 

ελέγχου του ρυθµού παραγωγής είναι τύπου κατωφλιού (threshold-type). Οι πολιτικές 

αυτού του τύπου ορίζουν πως ο βέλτιστος ρυθµός παραγωγής είναι ο µέγιστος 

δυνατός όσο η στάθµη του αποθέµατος έτοιµων προϊόντων είναι χαµηλότερη από ένα 

προκαθορισµένο απόθεµα βάσης. Όταν ο αριθµός του αποθέµατος γίνει ίσος µε το 

απόθεµα βάσης τότε η µηχανή παράγει συγχρονισµένα µε την ζήτηση ώστε το 

απόθεµα να διατηρείται σε αυτή τη στάθµη. 
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Σε συστήµατα µε δύο ή και περισσότερες µηχανές, το πρόβληµα γίνεται πιο 

σύνθετο και οι βέλτιστες πολιτικές εξαιρετικά πολύπλοκες και αδύνατο να 

προσδιοριστούν στις περισσότερες περιπτώσεις. Ουσιαστικά σε τέτοιου είδους 

προβλήµατα, ο δυναµικός προγραµµατισµός και ο βέλτιστος έλεγχος 

χρησιµοποιούνται σχεδόν αποκλειστικά για την αναγνώριση των δοµικών ιδιοτήτων 

της βέλτιστης πολιτικής ελέγχου. Τέτοιες ιδιότητες σε συστήµατα παραγωγής µε 

πολλές µηχανές εξετάζονται στις εργασίες [2]-[5]. 

Άλλος πρακτικός τρόπος µε τον οποίο αντιµετωπίζονται προβλήµατα ελέγχου 

παραγωγής είναι η αναζήτηση της καλύτερης πολιτικής από κάποια οικογένεια απλών 

πολιτικών που είναι εύκολα υλοποιήσιµες και εξαρτώνται από µικρό σχετικά αριθµό 

παραµέτρων. Τέτοιες πολιτικές για µεγάλα συστήµατα παραγωγής µπορούν να 

βρεθούν µε την χρήση των δοµικών ιδιοτήτων της βέλτιστης πολιτικής που έχει 

βρεθεί για µικρότερα συστήµατα. Υπάρχουν αρκετές κατηγορίες απλών πολιτικών 

ελέγχου για συστήµατα παραγωγής: οι πολιτικές αποθέµατος βάσης, οι πολιτικές 

KANBAN, CONWIP καθώς και συνδυασµοί αυτών. Μία βιβλιογραφική επισκόπηση 

των διαφόρων οικογενειών πολιτικών ελέγχου παρουσιάζεται στην [6]. 

Σε αυτή την εργασία εξετάζουµε ένα σύστηµα από τα λεγόµενα συστήµατα 

παραγωγής προς αποθήκευση (make-to-stock) που παράγουν ένα προϊόν για να 

ικανοποιήσουν στοχαστική ζήτηση. Τα συστήµατα αυτά αποτελούνται από µία 

µονάδα παραγωγής µε µηχανές, ενδιάµεσες αποθήκες (εδώ έχουµε µία µόνο µηχανή) 

και µια αποθήκη έτοιµων προϊόντων. Μια συνηθισµένη πρακτική ελέγχου 

αποθεµάτων σε τέτοια συστήµατα συνίσταται στον καθορισµό ενός κατωφλιού για το 

πλήθος των έτοιµων προϊόντων [7] που, όπως στην περίπτωση συστήµατος µίας 

µηχανής, ονοµάζεται απόθεµα βάσης (base-stock). Οι πολιτικές αποθέµατος βάσης 

αναπτύχθηκαν στα τέλη της δεκαετίας του 1950 και εφαρµόζονται µέχρι σήµερα µε 

µικρές παραλλαγές στην πλειοψηφία των συστηµάτων παραγωγής. Σε κάθε στάδιο 

της παραγωγής ορίζεται ένα απόθεµα βάσης και όταν το απόθεµα προϊόντων αγγίξει 

το απόθεµα βάσης τότε η παραγωγή σταµατά και ξεκινάει πάλι όταν το απόθεµα 

πέσει κάτω από αυτό το κατώφλι. Μεγάλο πλεονέκτηµα αυτής της πολιτικής είναι ότι 

το κόστος αποθέµατος είναι φραγµένο. Αν το απόθεµα βάσης επιλεγεί µηδέν τότε η 
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πολιτική αυτή ονοµάζεται µηδενικού αποθέµατος βάσης ή πιο σωστά πολιτική 

παραγωγής κατά παραγγελία (MTO, make-to-order). 

Για την µαθηµατική περιγραφή συστηµάτων παραγωγής, χρησιµοποιούνται συχνά 

αναµονητικά συστήµατα. Στη βιβλιογραφία του στοχαστικού ελέγχου, υπάρχουν 

αρκετές αναφορές για την εξέταση της δοµής βέλτιστων πολιτικών ελέγχου αποδοχής 

πελατών σε τέτοια συστήµατα (π.χ. βλ. [8], [9]). Παρόλο που η βιβλιογραφία είναι 

αρκετά εκτενής, δεν υπάρχουν πολλές αναφορές σε αποτελέσµατα σχετικά µε τον 

συνδυασµένο έλεγχο αποθεµάτων και αποδοχής παραγγελιών [10]. 

 Οι πολιτικές αποδοχής πελατών σε προβλήµατα συστηµάτων παραγωγής και 

αποθεµατικών συστηµάτων είναι συνήθως απλές, σύµφωνα µε τις οποίες, όταν δεν 

υπάρχει έτοιµο προϊόν, οι παραγγελίες είτε απορρίπτονται είτε γίνονται όλες δεκτές. 

Σε περιόδους όπου δεν υπάρχει απόθεµα στο σύστηµα, η απόρριψη όλων των 

εισερχόµενων παραγγελιών ονοµάζεται πολιτική πλήρους απόρριψης (LS, lost sales), 

ενώ στην περίπτωση όπου γίνονται όλες αποδεκτές, η πολιτική ονοµάζεται πλήρους 

αποδοχής (CB, complete backordering). Η κάθε µια από τις παραπάνω πολιτικές 

προτιµάται ανάλογα µε την περίπτωση. Σε συστήµατα όπου ο ρυθµός παραγωγής 

είναι µικρότερος της ζήτησης, η πολιτική πλήρους αποδοχής καθίσταται ζηµιογόνος 

αφού είναι προφανές ότι οι πελάτες στην αναµονή θα αυξάνονται συνεχώς [7]. Οι 

πολιτικές LS και CB είναι εκ διαµέτρου αντίθετες, µια ενδιάµεση πολιτική ελέγχου 

παραγγελιών είναι η πολιτική µερικής αποδοχής της µη ικανοποιηµένης ζήτησης. Η 

πολιτική αυτή ορίζει ένα κατώφλι που ονοµάζεται έλλειµµα βάσης. Όταν το πλήθος 

παραγγελιών που εκκρεµούν είναι κάτω από το έλλειµµα βάσης, τότε όλες οι 

παραγγελίες γίνονται δεκτές ενώ όταν οι εκκρεµείς παραγγελίες φθάσουν αυτό το 

κατώφλι τότε απορρίπτονται. όλες η εισερχόµενες παραγγελίες απορρίπτονται. 

Στην εργασία αυτή προτείνεται ο συνδυασµός των πολιτικών αποθέµατος βάσης 

και ελλείµµατος βάσης σε µια πολιτική που συµβολίζεται BSBB (base stock – base 

backlog). Η πολιτική µερικής BSBB είναι γενικότερη των MTO, LS και CB. Όταν η 

τιµή του ελλείµµατος βάσης τεθεί ίση µε 0 τότε η πολιτική γίνεται πλήρους 

απόρριψης, ενώ αντίστοιχα όταν η τιµή γίνει ∞ η πολιτική είναι πλήρους αποδοχής. Η 

εξέταση της BSBB γίνεται πρώτη φορά στις εργασίες [11], [12] και στην [10]. Στην 

[12] εξετάζεται το πρόβληµα του συνδυασµένου ελέγχου αποθεµάτων παραγγελιών 
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και χαρακτηριστικών ποιότητας σε συστήµατα παραγωγής µε µία µηχανή και 

εκθετικούς χρόνους παραγωγής και αφίξεων πελατών. Το πρόβληµα περιγράφεται 

µαθηµατικά µε τη χρήση της θεωρίας αναµονητικών συστηµάτων. Σε αυτήν τη 

διατριβή εξετάζουµε την πολιτική µερικής αποδοχής µη ικανοποιηµένης ζήτησης σε 

παρόµοια συστήµατα, µε την διαφορά ότι η ζήτηση είναι µια φθίνουσα συνάρτηση 

των παραγγελιών που εκκρεµούν. 

1.3 ∆οµή της διατριβής 

Η παρούσα διατριβή αποτελείται από τρία επιπλέον κεφάλαια: 

Στο Κεφάλαιο 2 δίνεται µια περιγραφή του προβλήµατος και παρουσιάζεται η 

µαθηµατική µοντελοποίηση του συστήµατος σαν ένα αναµονητικό σύστηµα µε 

πεπερασµένη χωρητικότητα ουράς, και αφίξεις και εξυπηρετήσεις που περιγράφονται 

από διαδικασίες Poisson. Από την επίλυση των εξισώσεων µόνιµης κατάστασης 

προκύπτει µια αναλυτική έκφραση της συνάρτησης κέρδους του συστήµατος. Το 

κέρδος του συστήµατος είναι το κέρδος πωλήσεων προϊόντων µειωµένο κατά το 

κόστος αποθέµατος έτοιµων προϊόντων, πρώτων υλών και το κόστος µη 

ικανοποιηµένης ζήτησης. 

Στο Κεφάλαιο 3 γίνεται µελέτη ιδιοτήτων δεύτερης τάξης της συνάρτησης 

κέρδους οι οποίες διευκολύνουν τη βελτιστοποίηση της συνάρτησης κέρδους. 

Ακολούθως παρουσιάζεται ένας αλγόριθµος µε την βοήθεια του οποίου εντοπίζονται 

οι βέλτιστες τιµές του αποθέµατος βάσης και του ελλείµµατος βάσης. 

Στο Κεφάλαιο 4 πραγµατοποιείται µια εφαρµογή της πολιτικής BSBB και γίνεται 

σύγκριση αυτής µε άλλες ευρέως χρησιµοποιούµενες πολιτικές (MTO, CB, LS) για 

διάφορες τιµές των παραµέτρων του συστήµατος. Τα αριθµητικά παραδείγµατα 

δείχνουν ότι η προτεινόµενη πολιτική υπερτερεί των άλλων. Επίσης γίνεται µια 

µελέτη ως προς κυρτότητα της συνάρτησης κέρδους. Τέλος παρουσιάζονται 

συµπεράσµατα και κατευθύνσεις για µελλοντική έρευνα. 
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2 Συνεργαζόµενες Πολιτικές Ελέγχου Αποθεµάτων και 

Αποδοχής Παραγγελιών σε Συστήµατα  Μίας Μηχανής 

µε Πελάτες που Αποθαρρύνονται 

2.1 Περιγραφή του συστήµατος παραγωγής 

Θεωρούµε το σύστηµα παραγωγής του Σχ. 2.1, το οποίο παράγει ένα µόνο 

προϊόν. Οι πελάτες έρχονται σε τυχαίους χρόνους και ο καθένας ζητά µια µονάδα 

προϊόντος κάθε φορά. Υποθέτουµε ότι οι χρόνοι παραγωγής είναι ανεξάρτητες 

τυχαίες µεταβλητές που ακολουθούν την εκθετική κατανοµή µε ρυθµό µ. Επίσης οι 

χρόνοι µεταξύ διαδοχικών αφίξεων ακολουθούν µία διαδικασία Poisson µε ρυθµό λ. 

Τα παραγόµενα κοµµάτια αποθηκεύονται σε µία αποθήκη έτοιµων προϊόντων. Μια 

αφικνούµενη παραγγελία η οποία βρίσκει προϊόν στην αποθήκη εξυπηρετείται 

αµέσως. Αν η αποθήκη είναι άδεια, τότε ο πελάτης θα θέσει την παραγγελία µε 

πιθανότητα qm, όπου m  είναι ο αριθµός των παραγγελιών που ήδη εκκρεµούν, m = 0, 

1, …. Υποθέτουµε ότι όσο περισσότερες είναι οι ανικανοποίητες παραγγελίες, τόσο 

αποθαρρύνονται οι πελάτες οπότε µειώνεται και η πιθανότητα qm, άρα, 1 ≥ q0 ≥ q1 ≥ 

…. Όταν το πλήθος των παραγγελιών που εκκρεµούν είναι m, τότε ο ρυθµός µε τον 

οποίο ζητούνται πλέον προϊόντα είναι λqm, άρα ορίζουµε λm = λqm για κάθε m = 0, 1, 

…. Για  m = 0 υποθέτουµε ότι δεν υπάρχουν προϊόντα στο σύστηµα ούτε εκκρεµείς 

παραγγελίες, τότε το λq0 δηλώνει το µέσο ρυθµό άφιξης πελάτη ο οποίος θα δεχθεί να 

µπει πρώτος στη λίστα αναµονής. Όταν υπάρχει έτοιµο απόθεµα, τότε η ζήτηση 

γίνεται µε µέσο ρυθµό λ. Προφανώς θα έχουµε λ ≥ λ0 ≥ λ1 ... . 
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Σχήµα 2.1: Σύστηµα Παραγωγής 

Η λειτουργία του συστήµατος συνδέεται µε τρία οικονοµικά µεγέθη: 

p το κέρδος από την πώληση µίας µονάδας προϊόντος 

h το µοναδιαίο κόστος αποθέµατος, που είναι το κόστος διατήρησης 

αποθέµατος µιας µονάδας τελικού προϊόντος ή πρώτης ύλης για µια χρονική 

µονάδα 

b το µοναδιαίο κόστος µη ικανοποιηµένης ζήτησης, που είναι το κόστος 

καθυστέρησης της ικανοποίησης µιας εκκρεµούσας παραγγελίας στη µονάδα 

του χρόνου. 

Το κόστος αποθέµατος h περιλαµβάνει δύο συνιστώσες κόστους. Η πρώτη είναι 

το χρηµατοοικονοµικό κόστος, που προκύπτει από τη δέσµευση κεφαλαίου για την 

αγορά πρώτων υλών. Η δεύτερη περιλαµβάνει όλα τα είδη κόστους που σχετίζονται 

µε την φυσική διαδικασία συντήρησης αποθέµατος, όπως το κόστος των 

αποθηκευτικών χώρων, το κόστος λειτουργίας ενός συστήµατος διαχείρισης υλικών, 

το κόστος κατάψυξης για κάποια είδη προϊόντων κλπ. Το κόστος µη ικανοποιηµένης 

ζήτησης b µπορεί να περιλαµβάνει επίσης δύο είδη κόστους. Το ένα κόστος είναι 

χρηµατοοικονοµικό και συνίσταται στην απώλεια της ευκαιρίας επένδυσης του 

κέρδους από την πώληση ενός προϊόντος για όσο χρονικό διάστηµα µία παραγγελία 

παραµένει ανικανοποίητη σε σχέση µε την επένδυση του κέρδους αν η πώληση 

Μονάδα 

Παραγωγής, 

Ζήτηση, 

λ 
Εκκρεµείς 

Παραγγελίες

Πωλήσεις 

Έτοιµα 

Προϊόντα

Πρώτες Ύλες 

Απορριφθείσες Παραγγελίες 
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γινόταν άµεσα. Η δεύτερη συνιστώσα απαρτίζεται από το τυχόν κόστος δυσφήµησης 

και τις ρήτρες καθυστέρησης, για την περίπτωση που ο πελάτης δεν ικανοποιηθεί 

αµέσως αλλά υποχρεωθεί να περιµένει. 

2.2 Περιγραφή της πολιτικής BSBB 

Για τον έλεγχο του αποθέµατος και των εκκρεµών παραγγελιών χρησιµοποιείται 

µια πολιτική BSBB ώστε να αποφευχθούν υπερβολικά αποθέµατα αλλά και 

εκκρεµείς παραγγελίες. Η παραγωγή διακόπτεται όταν η αποθήκη έτοιµων προϊόντων 

έχει s κοµµάτια, το οποίο είναι το απόθεµα βάσης, ενώ µια νέα παραγγελία 

απορρίπτεται όταν εκκρεµούν ήδη c παραγγελίες, αυτό είναι το έλλειµµα βάσης.  

Η πολιτική BSBB συνοψίζεται στους παρακάτω κανόνες: 

Κανόνας 1: Στο χρόνο µηδέν, το σύστηµα έχει s πρώτες ύλες, κανένα έτοιµο 

προϊόν και καµία εκκρεµούσα παραγγελία. Άρα η στάθµη της αποθήκης του 

συστήµατος, η οποία προσµετρά έτοιµα προϊόντα και πρώτες ύλες για την παραγωγή 

αυτών, είναι σταθερή και ίση µε s, όπου το s  είναι ένας µη αρνητικός ακέραιος 

αριθµός τον οποίο θα αναφέρουµε ως απόθεµα βάσης. Το επίπεδο αποθέµατος του 

συστήµατος ορίζεται ως ο συνολικός αριθµός κοµµατιών στο σύστηµα µείον το 

αριθµό των ανικανοποίητων παραγγελιών. 

Κανόνας 2: Όταν ένας πελάτης ζητά ένα προϊόν, η αντίστοιχη παραγγελία γίνεται 

δεκτή και ικανοποιείται στιγµιαία αν υπάρχουν έτοιµα προϊόντα, αλλιώς η 

παραγγελία γίνεται αποδεκτή ή απορρίπτεται ανάλογα µε τον αριθµό των 

παραγγελιών που ήδη εκκρεµούν. Αν εκκρεµούν c παραγγελίες, τότε η νέα 

παραγγελία απορρίπτεται, αλλιώς γίνεται δεκτή. Το c είναι ένας µη αρνητικός 

ακέραιος αριθµός τον οποίο θα αναφέρουµε ως έλλειµµα βάσης. Όταν µια 

παραγγελία γίνεται αποδεκτή, τότε µια πρώτη ύλη για ένα προϊόν εισέρχεται στο 

σύστηµα και αυξάνει τον αριθµό κοµµατιών στο σύστηµα κατά ένα, άρα το επίπεδο 

αποθέµατος του συστήµατος παραµένει αναλλοίωτο και ισούται µε s. 

Κανόνας 3: Μία πώληση πραγµατοποιείται στιγµιαία όποτε υπάρχει ένα έτοιµο 

προϊόν στο σύστηµα και µία εκκρεµούσα παραγγελία. Άρα ο αριθµός των προϊόντων 
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και των εκκρεµών παραγγελιών δεν µπορεί να είναι ταυτόχρονα θετικός. Το επίπεδο 

αποθέµατος του συστήµατος δεν επηρεάζεται ούτε από τις πωλήσεις και παραµένει s. 

Το πρόβληµα προς επίλυση είναι ο καθορισµός των βέλτιστων s  και c  που 

µεγιστοποιούν το µέσο ρυθµό κέρδους του συστήµατος. Αυτή η ποσότητα ισούται µε 

το µέσο ρυθµό κέρδους από τις πωλήσεις µείον το αναµενόµενο κόστος αποθέµατος 

και µη ικανοποιηµένης ζήτησης και δίνεται από την συνάρτηση: 

J(s, c) = pTHs,c − hHs,c − bBs,c,  

όπου THs,c ορίζεται ο µέσος ρυθµός παραγωγής του συστήµατος, Hs,c το µέσο 

απόθεµα του συστήµατος  (έτοιµα προϊόντα και πρώτες ύλες) και Bs,c το µέσο πλήθος 

ανικανοποίητων παραγγελιών. Στη συνέχεια θα αναζητήσουµε αναλυτικές εκφράσεις 

αυτών των ποσοτήτων χρησιµοποιώντας τη θεωρία ουρών αναµονής. Για τον λόγο 

αυτό αναλύεται ένα ισοδύναµο αναµονητικό σύστηµα µε αυτό του συστήµατος 

παραγωγής που εξετάζουµε. 

2.3 Το αναµονητικό σύστηµα 

Η κατάσταση του αναµονητικού συστήµατος περιγράφεται από έναν ακέραιο 

αριθµό n, τέτοιον ώστε −c ≤ n ≤ s. Αν n ≥ 0, στο αναµονητικό σύστηµα, τότε στο 

σύστηµα παραγωγής δεν υπάρχουν εκκρεµείς παραγγελίες, ο αριθµός των έτοιµων 

προϊόντων είναι n και υπάρχουν πρώτες ύλες για την παραγωγή s − n  προϊόντων. 

Όταν n < 0, στο σύστηµα παραγωγής δεν υπάρχουν έτοιµα προϊόντα, εκκρεµούν −n 

παραγγελίες και έχουν εισαχθεί πρώτες ύλες για την κατασκευή s − n προϊόντων. 

Συγκεκριµένα, όταν n = s, το αναµονητικό σύστηµα είναι άδειο και ο εξυπηρετών 

αδρανής. Αντίστοιχα στο αρχικό σύστηµα, η αποθήκη έτοιµων προϊόντων είναι 

πλήρης και η παραγωγική µονάδα αδρανής. Όταν n = −c, το αναµονητικό σύστηµα 

είναι γεµάτο και όλες οι νέες αφίξεις απορρίπτονται. Κατ’ αντιστοιχία στο σύστηµα 

παραγωγής δεν υπάρχουν έτοιµα προϊόντα, εκκρεµούν c ανικανοποίητες παραγγελίες 

και µπροστά από τη µηχανή υπάρχουν πρώτες ύλες για την παραγωγή s + c 

προϊόντων. Στον Πίνακα 2.1 παρουσιάζονται η στάθµη του αποθέµατος αλλά και των 

εκκρεµών παραγγελιών σε αντιστοιχία µε τις καταστάσεις n του αναµονητικού 

συστήµατος. Οι χρόνοι αφίξεων και εξυπηρετήσεων στο αναµονητικό σύστηµα 
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ταυτίζονται αντίστοιχα µε τους χρόνους αφίξεων παραγγελιών και παραγωγής στο 

σύστηµα παραγωγής. 

Πίνακας 2.1: Αντιστοιχία καταστάσεων αναµονητικού συστήµατος και µεταβλητών 

του συστήµατος παραγωγής 

Καταστάσεις αναµονητικού συστήµατος, n s s − 1 … 0 −1 … −c 

Αριθµός πρώτων υλών 0 1 … s s + 1 … s + c

Αριθµός έτοιµων προϊόντων s s − 1 … 0 0 … 0 

Αριθµός εκκρεµούντων παραγγελιών 0 0 … 0 1 … c 

 

Εφόσον οι χρόνοι αφίξεων και εξυπηρετήσεων είναι εκθετικοί, το αναµονητικό 

σύστηµα είναι τύπου Μ/Μ/1/k, µε χωρητικότητα k = s + c.  H εξέλιξη του 

συστήµατος µπορεί να περιγραφεί από µια αλυσίδα Markov, της οποίας οι 

καταστάσεις παρουσιάζονται στο Σχ. 2.2. Στη συνέχεια αναλύουµε το αναµονητικό 

σύστηµα στη µόνιµη κατάσταση λειτουργίας. 

 

s 

µ 

λ 

... s−1 0 −1 

µ 

λ 

µ 

λ 

µ 

λ0 

... −c 

µ 

λc–1 

µ 

λ1 

 
Σχήµα 2.2: Αλυσίδα Markov του συστήµατος 

Έστω Pn η πιθανότητα ώστε στη µόνιµη κατάσταση, το αναµονητικό σύστηµα να 

βρίσκεται στην κατάσταση n, n = s, s − 1, …, −c + 1, −c. Στη θεωρία ουρών 

αναµονής, οι πιθανότητες αυτές υπολογίζονται µε την χρήση των εξισώσεων 

Chapman-Kolmogorov οι οποίες έχουν την µορφή: 

Pn × (ρυθµός εξόδου από την κατάσταση n) = ∑
≠

×

nm
ςκαταστάσει οι Όλες

mP (µετάβαση από m σε n), 
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Για παράδειγµα για την κατάσταση 0, έχουµε την εξίσωση P0 (λ0 + µ) = P1 λ + P-1 µ. 

Οι υπόλοιπες εξισώσεις προκύπτουν παρόµοια. Από αυτές, µε λίγη άλγεβρα 

ευρίσκουµε: 

Pn =

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−

−

.0

0

110 nP
µ
λλλ

µ
λ

nP
µ
λ

sn
n

s

s

ns

K
 (2.1) 

Συµβολίζουµε ρ το πηλίκο του µέσου ρυθµού αφίξεων προς το µέσο ρυθµό 

εξυπηρέτησης, άρα ρ = λ / µ και κατ’ επέκταση ρn = λn / µ. Χρησιµοποιώντας την 

εξίσωση κανονικοποίησης, Ps + Ps−1 + … + P−c = 1 και αντικαθιστώντας τις Εξ. (2.1) 

των πιθανοτήτων, προκύπτει η πιθανότητα της κατάστασης s: 

Ps = 1 / Gs,c 

όπου  

∑
=

−+++++=
s

i
c

si
cs ρρρρρρρρρG

0
1212110, )1( KK  (2.2) 

2.4 Αναλυτικές εκφράσεις των µέτρων απόδοσης του συστήµατος 

Από τον Πίνακα 2.1 µπορούµε να διακρίνουµε ότι το µέσο απόθεµα του 

συστήµατος (έτοιµα προϊόντα και πρώτες ύλες) βρίσκεται από την σχέση   

Hs,c = sPs + sPs−1 + … + sP0 + (s + 1)P−1 + … + (s + c)P−c , ενώ ο µέσος αριθµός 

εκκρεµών παραγγελιών είναι Bs,c = 1P−1 + 2P−2  + … + cP−c. Αντικαθιστώντας τις Εξ. 

(2.1) για τις πιθανότητες και µε λίγη άλγεβρα καταλήγουµε στις παρακάτω εξισώσεις 

για αυτές τις ποσότητες 

cs

cs
cs G

D
sH

,

,
, +=  (2.3) 

και 

cs

cs
cs G

D
B

,

,
, = , (2.4) 
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όπου 

)321( 1212110, −++++= c
s

cs ρρρcρρρρρD KK . (2.5) 

Το σύστηµα παραγωγής παράγει µε µέσο ρυθµό µ συνεχώς και σταµατά την 

παραγωγή του όταν η κατάσταση γίνει s. Άρα ο µέσος ρυθµός παραγωγής του 

συστήµατος µπορεί να βρεθεί από την σχέση 

cs

cs
scs G

G
µPµ

,

,
,

1
)1(TH

−
=−= . (2.6) 

Από τις Εξ. (2.3), (2.4), (2.5) και (2.6), ο ρυθµός καθαρού κέρδους του συστήµατος 

γράφεται ως εξής: 

J(s, c) = pTHs,c − hHs,c − bBs,c 

           =
cs

cs
s G

D
bhhsPµp

,

,)()1( +−−−  

           
cs

cs

cs

cs

G
D

bhhs
G

G
µp

,

,

,

, )(
1

+−−
−

= . (2.7) 

Η παραπάνω εξίσωση, εκφράζει το αναµενόµενο κέρδος του συστήµατος 

συναρτήσει του αποθέµατος βάσης και του ελλείµµατος βάσης. Η εξίσωση αυτή θα 

είναι και η αντικειµενική συνάρτηση προς µεγιστοποίηση του συστήµατος. 
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3 Βελτιστοποίηση  

3.1 Εισαγωγή 

Στην προηγούµενη ενότητα, µε την χρήση των πιθανοτήτων µόνιµης κατάστασης, 

εκφράσαµε µαθηµατικά το αναµενόµενο κέρδος του συστήµατος ως συνάρτηση του 

αποθέµατος βάσης s και του ελλείµµατος βάσης c. Έχοντας πλέον ακριβείς εκφράσεις 

των µέτρων απόδοσης του συστήµατος και της συνάρτησης του µέσου ρυθµού 

κέρδους, θα προχωρήσουµε στην επίλυση του προβλήµατος που δεν είναι άλλη από 

την µεγιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης J(s, c). Το πρόβληµα αυτό είναι 

δύο διαστάσεων και εποµένως θα το επιλύσουµε σειριακά. Πρώτα θα 

µεγιστοποιήσουµε την J(s, c) συναρτήσει του c κρατώντας σταθερό το s, και στην 

συνέχεια θα εφαρµόσουµε µια εξαντλητική αναζήτηση για το βέλτιστο s. Στη 

συνέχεια αποδεικνύουµε δύο θεωρήµατα τα οποία εξασφαλίζουν την κοιλότητα της 

J(s, c) ως προς c και παρέχουν σηµαντικές ιδιότητες που έχουν τα βέλτιστα c για  

διαδοχικές τιµές του s. Τέλος θα παρουσιάσουµε έναν αλγόριθµο βασισµένο στα δύο 

αυτά θεωρήµατα, ο οποίος εντοπίζει τα βέλτιστα c και s. 

3.2 Μεγιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης ως προς το 

έλλειµµα βάσης 

Αναφέραµε προηγουµένως ότι το πρόβληµα µεγιστοποίησης του κέρδους είναι 

δύο διαστάσεων, εποµένως θα το επιλύσουµε σειριακά. Πρώτα θα µεγιστοποιήσουµε 

την συνάρτηση J(s, c) ως προς το c κρατώντας το s σταθερό. 

Για κάποια σταθερή τιµή του s αναζητούµε την τιµή cs του c για την οποία 

ικανοποιούνται ταυτόχρονα οι ακόλουθες ανισότητες 

J(s, cs) > J(s, cs + 1) (3.1) 

J(s, cs) ≥ J(s, cs − 1) (3.2) 

Το παρακάτω θεώρηµα εξασφαλίζει ότι υπάρχει αυτό το cs και ότι είναι µοναδικό 
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Θεώρηµα 3.1: (α) Για κάθε σταθερό s, η συνάρτηση J(s, c) µεγιστοποιείται στο 

σηµείο cs < ∞, το οποίο είναι η µοναδική λύση της ανισότητας 

1,, +<
+

≤ cscs A
bh

µpA , (3.3) 

όπου 

( ) ( ) ( )[ ]∑
=

−++−+−+−+=
s

i
c

si
cs ρρρρρcρccρρρcA

0
2212110, 321 KK . (3.4) 

(β) Επίσης, η συνάρτηση J(s, c) είναι αύξουσα ως προς c στο διάστηµα [0, cs) και 

φθίνουσα στο (cs,∞). 

Απόδειξη 

(α) Το βέλτιστο σηµείο cs πρέπει να ικανοποιεί ταυτόχρονα τις ανισότητες 

J(s, c) > J(s, c + 1) (3.5) 

J(s, c) ≥ J(s, c − 1) (3.6) 

Από την ανισότητα (3.5) και χρησιµοποιώντας την Εξ. (2.6), καταλήγουµε στην 

παρακάτω σχέση 

1,

1,

1,,

,

,

)(1)(1

+

+

+

++<++
cs

cs

cscs

cs

cs G
D

bh
G

µp
G
D

bh
G

µp  

Αντικαθιστώντας τις Εξ. (2.2), (2.5) και διαγράφοντας τους κοινούς όρους, η 

παραπάνω ανισότητα γίνεται 

( ) ( )[ ]∑
=

−++−+−+++<
+

s

i
c

si ρρρρρcρccρρρc
bh

µp
0

1212110 21)1( KK  

η οποία µε την βοήθεια της Εξ. (3.4) µετατρέπεται στην 

1, +<
+ csA

bh
µp . (3.7) 

∆ουλεύοντας µε παρόµοιο τρόπο, η ανισότητα (3.6) δίνει 

csA
bh

µp
,≥

+
. (3.8) 
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Εποµένως, από τις (3.7), (3.8), το βέλτιστο σηµείο cs πρέπει να ικανοποιεί την 

ανισότητα (3.3). Εφόσον η Εξ. (3.4) είναι αύξουσα ως προς c, συνεπάγεται ότι η (3.3) 

έχει µοναδική ακέραια λύση, έστω την cs. Επίσης, από την Εξ. (3.4) βλέπουµε ότι 

limc→∞As,c = ∞ > pµ/(h + b) και εποµένως µια τιµή cs = ∞ δεν ικανοποιεί την 

ανισότητα (3.3). Άρα το cs θα είναι πεπερασµένο. 

(β) Έστω ότι για σταθερό απόθεµα βάσης s, βρήκαµε το βέλτιστο έλλειµµα βάσης 

cs το οποίο ικανοποιεί τις συνθήκες (3.1) και (3.2), που είναι ισοδύναµες µε τις (3.7) 

και (3.8) αντίστοιχα. Τότε 

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ]∑

∑

=
−

=
−−

++−+−+−+=

++−+−+−+−=

s

i
csss

si
s

s

i
csss

si
scs

s

ss

ρρρρρcρccρρρc

ρρρρρcρccρρρcA

0
2212110

0
32121101,

321         

432)1(

KK

KK

 

            [ ]⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++++− ∑

=
−

s

i
c

si
s

ρρρρρρρρρ
0

2212110 1 KK  

         1,, −−=
ss cscs GA  

         
scsA ,<  

Εποµένως από την (3.8) θα έχουµε  

1,,)/( −>≥+
ss cscs AAbhpµ  (3.9) 

Έχουµε αποδείξει ότι η ανισότητα (3.8) ισοδυναµεί µε την (3.6). Συνεπώς η (3.9) 

συνεπάγεται ότι J(s, cs − 1) ≥ J(s, cs − 2). Παρόµοια και µε επαγωγή αποδεικνύουµε 

ότι J(s, cs − k) ≥ J(s, cs − k − 1) για κάθε k ≥ 1. Με ανάλογο τρόπο από την 

ισοδυναµία των (3.7) και (3.5) αποδεικνύεται ότι J(s, cs + k) ≥ J(s, cs + k + 1) για κάθε 

k ≥ 1. Άρα η συνάρτηση J(s, c) είναι αύξουσα στο διάστηµα [0, cs) και φθίνουσα στο 

(cs,∞). 

Το επόµενο θεώρηµα, παρέχει µια σηµαντική ιδιότητα που έχουν τα βέλτιστα cs 

για  διαδοχικές τιµές του s. Η ιδιότητα αυτή είναι πολύ χρήσιµη στην προσπάθεια 

εντοπισµού του βέλτιστου αποθέµατος βάσης s*  για το σύστηµα παραγωγής. 
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Θεώρηµα 3.2: Αν το cs είναι η τιµή του c που µεγιστοποιεί την J(s, c) για σταθερό s, 

τότε η βέλτιστη λύση cs+1 της συνάρτησης J(s+1, c) θα ικανοποιεί την ανισότητα 

cs+1 ≤ cs.  

Απόδειξη 

Από το µέρος (α) του Θεωρήµατος 3.1, έχουµε ότι το βέλτιστο cs για σταθερό s 

ικανοποιεί την ανισότητα J(s, cs) > J(s, cs + 1), η οποία είναι ισοδύναµη µε την 

pµ/(h + b) < As,cs+1. Έχουµε 
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∑
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Όταν ρ ≥ 1 η παραπάνω ποσότητα είναι θετική. Επίσης στην περίπτωση ρ < 1 

έχουµε 
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όπου f(ρ) = (cs − 1)ρcs − csρcs−1 + 1. Με παραγώγηση συναρτήσει του ρ, 

αποδεικνύεται ότι η f(ρ) είναι φθίνουσα συνάρτηση του ρ, για ρ < 1. Εφόσον f(1) = 0, 

συνεπάγεται ότι f(ρ) ≥ 0 και άρα Αs+1,cs+1 ≥ Αs, cs+1. Εποµένως, 

1,1,1 +++ ≥
ss cscs AA  (3.10) 

για κάθε ρ. Από τις ανισότητες (3.10) και (3.7) έχουµε ότι 1,1)( ++<+
scsAbhµp , η 

οποία ισοδυναµεί µε την σχέση  

J(s + 1, cs) > J(s + 1, cs + 1). (3.11) 

Τέλος, το µέρος (β) του Θεωρήµατος 3.1 λεει ότι η J(s + 1, c) είναι φθίνουσα αν και 

µόνο αν c > cs+1 ,άρα από την (3.11) θα πρέπει cs + 1 > cs+1 συνεπώς έχουµε cs+1 ≤ cs. 

3.3 Αλγόριθµος βελτιστοποίησης 

Τα Θεωρήµατα 3.1 και 3.2 παρέχουν σηµαντικές πληροφορίες για τις ιδιότητες 

της βέλτιστης λύσης στο σύστηµα παραγωγής υπό εξέταση. Ο παρακάτω αλγόριθµος, 

κάνοντας χρήση των ιδιοτήτων αυτών, εντοπίζει την βέλτιστη λύση (s*, c*)  

πραγµατοποιώντας αρχικά µια εξαντλητική αναζήτηση για το βέλτιστο απόθεµα 

βάσης και στη συνέχεια µια τοπική αναζήτηση για το βέλτιστο έλλειµµα βάσης. 

Βήµα 1. Καθόρισε ένα άνω όριο s- για την αναζήτηση του s*. Θέσε J* = 0, s* = 0, και 

c* = 0, ως τις τρέχουσες βέλτιστές τιµές. 

Βήµα 2. Θέσε s = 0. Καθόρισε το βέλτιστο έλλειµµα βάσης cs = c0. Από το Θεώρηµα 

3.1, θα γίνει µια εξαντλητική αναζήτηση στο σύνολο {0, 1, 2, …}, οπότε  

Για c = 0, 1, 2, ... 

  Υπολόγισε το J(0, c) 

  Αν J(0, c) < J(0, c − 1), τότε θέσε c0 = c − 1 και πήγαινε στο Βήµα 3, 

αλλιώς αύξησε το c κατά 1 και συνέχισε. 

Βήµα 3. Ενηµέρωσε τις βέλτιστες παραµέτρους που έχουν βρεθεί µέχρι τώρα. 

Αν J(s, cs) > J*, τότε θέσε J* = J(s, cs), s* = s, και c* = cs. 
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Βήµα 4. Αν s < s-, τότε θέσε s = s + 1, αλλιώς τέλος. 

Βήµα 5. Κάνοντας χρήση του Θεωρήµατος 3.2, εντόπισε το βέλτιστο έλλειµµα βάσης 

πραγµατοποιώντας µια τοπική αναζήτηση στο σύνολο {cs−1, cs−1 − 1, …, 0}, 

όπου cs−1 είναι το βέλτιστο έλλειµµα βάσης του προηγουµένου αποθέµατος 

βάσης s − 1. Οπότε, 

 Για c = cs−1, cs−1 − 1, …, 0 

  Υπολόγισε το J(s, c) 

  Αν J(s, c) < J(s, c + 1), τότε θέσε cs = c + 1 και πήγαινε στο Βήµα 3, 

αλλιώς µείωσε το c κατά 1 και συνέχισε  

Όπως θα δούµε στην Παράγραφο 4.2, σε περίπτωση που µπορέσουµε να 

αποδείξουµε την κοιλότητα της συνάρτησης J(s, c), τότε ο παραπάνω αλγόριθµος θα 

µπορούσε να τροποποιηθεί και, µε λιγότερο υπολογιστικό φόρτο, να εντοπίσει την 

βέλτιστη λύση (s*, c*) πραγµατοποιώντας µια εξαντλητική αναζήτηση για το βέλτιστο 

απόθεµα βάσης η οποία δεν θα σταµατούσε στο άνω όριο s- για την αναζήτηση του s* 

αλλά σε εκείνη την τιµή s για την οποία θα ισχύει η σχέση J(s, cs) > J(s +1, cs +1). 

Στην επόµενη ενότητα, επιβεβαιώνεται µε την βοήθεια αριθµητικών 

παραδειγµάτων ότι η προτεινόµενη πολιτική BSBB επιτυγχάνει υψηλότερο κέρδος 

από άλλες ευρέως χρησιµοποιούµενες πολιτικές. 
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4 Αριθµητικά Αποτελέσµατα 

Σε αυτήν την ενότητα συγκρίνουµε µε αριθµητικά παραδείγµατα την 

προτεινόµενη πολιτική BSBB για τον έλεγχο του αποθέµατος και των εκκρεµών 

παραγγελιών σε ένα σύστηµα µε εκθετικά κατανεµηµένους χρόνους µεταξύ 

διαδοχικών παραγγελιών και εκθετικές διάρκειες παραγωγής. Η σύγκριση γίνεται µε 

άλλες συχνά εφαρµοζόµενες πολιτικές σε αντίστοιχες περιπτώσεις και για διάφορες 

παραµέτρους που ορίζουν τέτοια συστήµατα. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα 

επιβεβαιώνουν την ανωτερότητα και την ευελιξία της BSBB. Επιπρόσθετα, µελετάτε 

η κοιλότητα του ρυθµού καθαρού κέρδους του συστήµατος συναρτήσει του 

αποθέµατος βάσης. 

4.1 Σύγκριση της πολιτικής BSBB µε άλλες πολιτικές ελέγχου 

Η προτεινόµενη πολιτική BSBB συγκρίνεται µε τις ακόλουθες πολιτικές:  

CB:  ∆ιατήρηση αποθέµατος βάσης και πλήρης αποδοχή παραγγελιών που  

γίνονται σε περιόδους µηδενικού αποθέµατος προϊόντων  

LS:  ∆ιατήρηση αποθέµατος βάσης και πλήρης απόρριψη παραγγελιών που  

γίνονται σε περιόδους µηδενικού αποθέµατος προϊόντων 

ΜΤΟ: Λειτουργία χωρίς απόθεµα, αποδοχή παραγγελιών µέχρι κάποιο όριο  

(έλλειµµα βάσης) 

Αυτές οι πολιτικές αποδεικνύεται ότι είναι ειδικές περιπτώσεις της πολιτικής 

BSBB. Πράγµατι, έστω (s, c)BSBB µια πολιτική µερικής αποδοχής παραγγελιών BSBB 

µε απόθεµα βάσης s και έλλειµµα βάσης c. Τότε η πολιτική CB είναι ισοδύναµη µε 

την πολιτική (s, ∞)BSBB, η LS είναι (s, 0)BSBB, και η πολιτική MTO είναι (0, c)BSBB. 

Θεωρούµε ένα σύστηµα παραγωγής µε αποθαρρυνόµενες αφίξεις σε περιόδους µε 

µηδενικό απόθεµα έτοιµων προϊόντων και πιθανότητες τοποθέτησης της παραγγελίας 

που ακολουθούν την αρµονική πρόοδο qm = [1 + 0.2(m + 1)]−1, όπου m είναι ο 

αριθµός των εκκρεµών παραγγελιών. Για παράδειγµα, σε περιόδους όπου δεν υπάρχει 
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έτοιµο προϊόν, ένας πελάτης θα θέσει την παραγγελία του µε πιθανότητα 

1/1.2 = 0.833, αν δεν εκκρεµούν άλλες παραγγελίες, ή 1/1.4 = 0.714, αν εκκρεµεί 

µόνο µία, κ.ο.κ. Οι βασικές παράµετροι του συστήµατος είναι λ = 10, µ = 10, h = 10, 

b = 5, και p = 100. Εξετάζεται η επίδραση της µεταβολής των εξής παραµέτρων στο 

αναµενόµενο κέρδος για όλες τις υπό εξέταση πολιτικές: του κόστους αποθέµατος h, 

του κέρδους πώλησης p, του κόστους ανικανοποίητης ζήτησης b και του ρυθµού 

ζήτησης λ. Στα Σχ. 4.1 - 4.3 φαίνονται τα αποτελέσµατα για τις διάφορες τιµές του h, 

b και p αντίστοιχα. 
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Σχήµα 4.1 . Αναµενόµενο κέρδος συστήµατος ως προς h 
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Σχήµα 4.2 . Αναµενόµενο κέρδος συστήµατος ως προς b 
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Σχήµα 4.3 . Αναµενόµενο κέρδος συστήµατος ως προς p 

Στον Πίνακα 4.1 παρουσιάζονται οι βέλτιστες παράµετροι ελέγχου του 

συστήµατος καθώς και το µέγιστο αναµενόµενο κέρδος κάθε πολιτικής για διάφορες 

τιµές του ρυθµού ζήτησης λ. 

Πίνακας 4.1 : Βέλτιστες παράµετροι ελέγχου του συστήµατος και αναµενόµενο 

κέρδος για διαφορετικούς ρυθµούς λ 

 Ρυθµός ζήτησης 

 λ = 6 λ = 10 λ = 20 λ = 50 

Πολιτικές s c J s c J s c J s c J 

BSBB 4 21 544.824 7 7 824.516 4 1 935.723 3 0 963.59 

LS 5 0 530.424 9 0 810 5 0 934.127 3 0 963.59 

CB 5 ∞ 535.213 8 ∞ 815.558 4 ∞ 929.647 1 ∞ 923.161 

MTO 0 21 443.326 0 22 662.868 0 7 890.298 0 3 945.882 
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Από τα Σχ. 4.1 – 4.3 και τον Πίνακα 4.1, φαίνεται ότι η πολιτική BSBB 

επιτυγχάνει το υψηλότερο αναµενόµενο κέρδος σε όλες τις περιπτώσεις και άρα 

αποδεικνύεται και πιο προσαρµοστική στις παραµέτρους του προβλήµατος. 

Παρατηρούµε επίσης ότι για µικρές τιµές του κόστους αποθέµατος, οι πολιτικές CB 

(πλήρης αποδοχής) και LS (πλήρης απόρριψης)  δίνουν αποτελέσµατα πολύ κοντά 

στην BSBB. Αυτή είναι µια λογική παρατήρηση καθώς το µέσο πλήθος εκκρεµών 

παραγγελιών είναι πολύ µικρό και οποιαδήποτε προσπάθεια για µείωσή του δεν 

συµβάλει σηµαντικά στην αύξηση του κέρδους. Σηµαντική παρατήρηση είναι ότι η 

πολιτική MTO (µερική αποδοχή χωρίς διατήρηση αποθέµατος) στις περιπτώσεις 

όπου η ζήτηση είναι χαµηλή (λ < µ) δίνει πολύ φτωχά αποτελέσµατα καθώς θα 

υπάρχουν πάντα ανικανοποίητοι πελάτες.  

Για τιµές του λ πολύ µεγαλύτερες του µ, το κέρδος που επιτυγχάνει η BSBB είναι 

ίδιο µε το κέρδος της LS. Σε αυτή την περίπτωση οι αφίξεις των πελατών είναι πολύ 

συχνές µε αποτέλεσµα η απώλεια κέρδους λόγω απόρριψης πελατών να είναι 

αµελητέα σε σχέση µε το κόστος εκκρεµών παραγγελιών και συνεπώς το βέλτιστο 

έλλειµµα βάσης για την BSBB γίνεται 0. Γενικά όσο αυξάνει το µέσο κόστος b 

εκκρεµών παραγγελιών σε σχέση µε το συνολικό αναµενόµενο κέρδος, το 

αναµενόµενο κέρδος της LS και της CB συγκλίνει µε το αναµενόµενο κέρδος της 

BSBB και όσο το b µειώνεται σε σχέση µε το συνολικό κέρδος, η απόδοση της BSBB 

είναι καλύτερη.  

Άλλη µία παρατήρηση είναι ότι σε µικρές τιµές του µοναδιαίου κέρδους 

πωλήσεων, η προτεινόµενη πολιτική παρουσιάζει πολύ καλύτερη απόδοση από της 

υπόλοιπες. Αυτό οφείλεται στο ότι µε την BSBB, το κέρδος που χάνεται από την 

µείωση της τιµής πώλησης συνυπολογίζεται στην απόφαση για την οριοθέτηση του 

αποθέµατος βάσης και του ελλείµµατος βάσης. Αντίθετα, στις άλλες πολιτικές δε 

συµβαίνει το ίδιο. Στην CB δεν διασφαλίζουµε την µικρότερη δυνατή απώλεια 

κέρδους καθώς πάντα θα δεχόµαστε παραγγελίες, στην LS δεν προσπαθούµε να 

αυξήσουµε τις πωλήσεις και στην MTO απορρίπτουµε πελάτες χωρίς να 

εξασφαλίσουµε τα κέρδη της από τις πωλήσεις του αποθέµατος. 
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4.2 Μελέτη ιδιοτήτων δευτέρας τάξης της συνάρτησης 

αναµενόµενου κέρδους ως προς το απόθεµα βάσης 

Στην Παράγραφο 3.3 παρουσιάσαµε έναν αλγόριθµο που εντοπίζει την βέλτιστη 

λύση (s*, c*)  πραγµατοποιώντας µια εξαντλητική αναζήτηση για το βέλτιστο 

απόθεµα βάσης και µια τοπική αναζήτηση για το βέλτιστο έλλειµµα βάσης. Η 

εξαντλητική αναζήτηση σταµατά σε ένα άνω όριο s- για το απόθεµα βάσης. Αν 

γνωρίζαµε ότι η συνάρτηση J(s, c) ήταν κοίλη ή σχεδόν κοίλη ως προς (s, c) από 

κοινού τότε θα µπορούσαµε να εφαρµόσουµε µια τοπική έρευνα και για το s, η οποία 

θα σταµατούσε στο µικρότερο s που ικανοποιεί την ανισότητα J(s, cs) > J(s +1, cs +1). 

Το Σχ. 4.4. δείχνει την γραφική παράσταση της συνάρτησης J(s, cs) για το σύστηµα 

µε τις βασικές τιµές παραµέτρων που ορίσθηκαν στην προηγούµενη παράγραφο. 
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Σχήµα 4.4 .Γραφική παράσταση της συνάρτησης J(s, cs) 

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση J(s, c) είναι κοίλη στο σύνολο { s: s ≤ 15 } αλλά 

για να χρησιµοποιήσουµε αυτή την ιδιότητα στον αλγόριθµο πρέπει πρώτα να 

αποδειχθεί το ίδιο και για κάθε s > 15. Αυτό αποτελεί αντικείµενο µελλοντικής 

έρευνας. 
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5 Συµπεράσµατα – Κατευθύνσεις 

Στην εργασία αυτή, εξετάσαµε το πρόβληµα του συνδυασµένου ελέγχου 

αποθεµάτων και αποδοχής παραγγελιών σε συστήµατα παραγωγής µίας µηχανής, που 

παράγουν ένα τύπο προϊόντος. Η πολιτική αυτή ονοµάστηκε πολιτική αποθέµατος 

βάσης – ελλείµµατος βάσης (BSBB, base stock – base backlog).  Όταν δεν υπάρχουν 

παραγγελίες το σύστηµα παράγει µέχρι το απόθεµα να φτάσει ένα συγκεκριµένο 

κατώφλι, το απόθεµα βάσης. Κατ’ ένα δυαδικό τρόπο, όταν δεν υπάρχει απόθεµα 

ετοίµων προϊόντων, οι νέες παραγγελίες αποθαρρύνονται και γίνονται δεκτές εφ’ 

όσον το πλήθος των εκκρεµών παραγγελιών είναι µικρότερο από ένα συγκεκριµένο 

κατώφλι, το έλλειµµα βάσης, διαφορετικά απορρίπτονται. Το ζητούµενο σε αυτού 

του είδους τις πολιτικές είναι να εκτιµηθούν οι τιµές των δύο αυτών παραµέτρων που 

µεγιστοποιούν το αναµενόµενο κέρδος του συστήµατος, το οποίο προκύπτει από τα 

κέρδη των πωλήσεων µείον το κόστος αποθέµατος και το κόστος µη ικανοποιηµένης 

ζήτησης. 

 Μοντελοποιήσαµε το σύστηµα ως ένα αναµονητικό σύστηµα τύπου Μ/Μ/1/k και 

βρήκαµε τις ακριβείς µαθηµατικές εκφράσεις των µέτρων απόδοσης του συστήµατος 

καθώς και του αναµενόµενου κέρδους. Αποδείξαµε σηµαντικές ιδιότητες για τις 

βέλτιστες τιµές του αποθέµατος βάσης και του ελλείµµατος βάσης µε τη βοήθεια των 

οποίων υλοποιήσαµε έναν αλγόριθµο για τον εντοπισµό αυτών των βέλτιστων τιµών. 

Ο αλγόριθµός αυτός µπορεί να γίνει αποδοτικότερος και πιο οικονοµικός εφόσον 

αποδειχθεί η κοιλότητα της συνάρτησης κέρδους ως προς το απόθεµα βάσης. Τα 

αριθµητικά αποτελέσµατα έδειξαν ότι ο συνδυασµένος έλεγχος αποθεµάτων και 

αποδοχής παραγγελιών επιτυγχάνει υψηλότερα κέρδη από τρεις διαδεδοµένες 

πολιτικές ελέγχου συστηµάτων παραγωγής, µε τις οποίες συγκρίθηκε. 

 Η ιδέα του συνδυασµένου ελέγχου αποθεµάτων και αποδοχής παραγγελιών θα 

µπορούσε να εφαρµοστεί σε συστήµατα παραγωγής µε πολλές κατηγορίες πελατών, 

αλλά και σε συστήµατα όπου υπάρχει διαφορετικό κόστος αποθήκευσης για τα 

έτοιµα προϊόντα και τις πρώτες ύλες. Μια ακόµα επέκταση αποτελεί η εξέταση 

γενικότερων κατανοµών για τις αφίξεις παραγγελιών και τις διάρκειες παραγωγής.  
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