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������, �� ����� �� ����������� ��������� ��� ����������� ��� �����µ������ ��������,

���������� �������� �µµ������ ����������, ��� ��� ������µ����� ����������

��� µ�� ������� �� ��� �� �������� ��������� ��� �����µ������ �������� µ��.

��� ��������, �� ����� �� ����������� �� µ��� ��� ����������� ��������� ��-

�������� ������ ������������ ��� �������� ������� ������� ��� ��� ������µ������

������������ ���� ������� µ� ��� ���������� ���������� ��� ��������.

������ �� ����� �� ����������� �� µ���� �.��.�. ��� ������ ���.�.�. ��. �������

��������� ��� ��� ������µ���� ������������ ���.

�����, ��������� �� µ��� ��� ����������� µ��, ����� ��� ���������� ��� ������ ���

�� µ������� �� ���������� ��� ������� µ��.

iii



iv



��������

� ��������� �����µ����� �������� ����µ���� ��µ���� �������� ��µ������ ��������

��� ����µ���� ��� ����������� µ� ��� ��������� ������� �����. ������, � ����������

�����µ����� ������������ ����µ���� ��µ���� ������� ����������� ���� ��� ������-

�� ��� µ����� ��� ��µ��������� ��� ���������� ��� ������ �����µ��� ��� ����µ��.

�� �������µ��� ��� �������� �����µ������ �������� �������� �� ��������� ���� ����

����µ������ ������� ������ ����� ��������� ��� �� µ������������ ��� �������� ���-

�µ���� ��µ���� ��� �� µ����� ��� ��µ��������� ��� ��� �����µ������� ������µ����

����µ�� ��� ��� ������� ����������.

��� ��������µ���, ����µ������� µ������ �������µ���� �������� ��µ����� ���-

µ���� ����� ����� ��������� �� ���� �� ������ ��������������, µ��� µ� ��� �µ���

µ����� Runge-Kutta Cash-Karp ��µ���� ����� ��������� ��� �� ������� �����������-

���.

� �����µ����� ������� ����������� ��� �� �������� ������� �������� :

��� ����� ��������, �������������� ������ �� ����µ������ µ������ ��� �� �����������-

��� ��� ������� ��� �������� ��������� ��� ������� ��� �� �����µ�������� �� ����

��� ���������� ����������. ��� �������� �������������� ����µ����� ���µ��� ������

����� ��������� ����������� ��µ�� ������ ���������, �� ����� �����µ���������� ���

�� µ������������ ��� �������� ��� ������������ ����µ���� ��µ����.

�� ������� �������� ���������� ��� µ������������ ��� �������� ���� ����µ���� ��-

µ���� ���� ��� ������� ���������� µ��� ���������� �����µ���� ����� ���������� �-

�������� ��� ���� ����µ����� ������� ���. � ��������� ��� ��������µ���� �������
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µ� �� ��������� ���� ���� �����µ����� �������� ����µ���� ��µ���� ����������� ��

µ���������� ��� ��� ����µ��� ��� ����µ������ µ������.

��� ����� �������� µ�������� � ��µ�������� ��� �����µ����� ��� �������������� ��

��������µ��� ��� �� �����µ����� �������� ����������� ������µ���� ����µ��, ��

����� ����������� �� ��������µ��� �������������� ��� �����µ���� ��� �������� ���

����µ���� ��µ���� ��� �������� ��� ��� ��������� ���.

�����, ��� ������� �������� ������� ������� ��� ��µ�����µ��� ��� ��������� ��� ��

µ����� ��� ����µ������ ������� ��� ��� �����µ������� ��� ����µ������� ������µ����

��� �������� ���µ����, ��������� ��� ������������ ����µ���� ��µ����.
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�������� 1

����µ������ ������� ��������
���������� ���������

1.1 ������� �������µ���� �������� ��µ�����
���µ����

������µ� �� ������µ� ���������� ��µ��

(���)

8
>>>><

>>>>:

y0(x) = f(y(x), x) , x 2 [a, b]

y(a) = A

y(b) = B

. (1.1)

��� ��� ����µ����� ������� ��� �������� ���������� �������� µ� �� ����� µ��� µ�-

����� ���������������, ������µ� ������ ��� �µ���µ���� �������������� ��� ������-

µ���� [a, b] �� N ���������µ��� ������� h = b�a
N ��� ���� ��µ���� xi = a + ih µ�

i = 0, 1, . . . , N.

�� �� ����� ��� ����µ������ µ������ ��� �������µ���� �������� ��µ����� ���µ�-

1



���µ� 1.1: ����µ� ��������������� ����������� ������ ��������� ����� ��µ����.

��� [5], [10], [11], [14], [15] µ����� �� ������������ � ��µ� ��� ��������� y0( xi) = y0i

���� ��µ�� xi ��� ��� ��µ�� ��� ���������� ��µ���� µ� �� ����� [5], [9]

b2 y
0
i�2 + b1 y

0
i�1 + y0i + b1 y

0
i+1 + b2 y

0
i+2 = a1

yi+3 � yi�3

6h
+ a2

yi+2 � yi�2

4h
+

+a3
yi+1 � yi�1

2h
(1.2)

� ����� ��� ����������� a1, a2 ��� a3 µ� ���� b1 ��� b2 ��������� ��� ��������

����������� ��� ����µ������ ���µ����. ����������, ��� �������� ����������� �����

����� �� ������ ���

81 a1 + 16 a2 + a3 = 10( b1 + 16 b2) (1.3)

� ��������� ��µ������ ����µ������ ���µ���� �������µ���� �������� �����������

��� ��µµ����� ��� ��������� ������� ������� ��µ�� ����� ��µ����. ����� ��������µ�

��� ��µ�� b2 = a1 = 0, a2 =
1
9 , a3 =

14
9 ��� ���� b1 =

1
3 . ����� �� ����µ����� ���µ�

y0i�1 + 3y0i + y0i+1 =
7

3h
(yi+1 � yi�1) +

1

12h
(yi+2 � yi+1) (1.4)

�� �������� �������� �����������
4
7!h

6y(7).

��� �� ���������� ��� ��µ�� ��� ��������� ���������� �0
µ� �������� O(h6) �����

��µ���� ��� ����µ���� ��������������� µ� �� ����� ��µ�� ��� ���������� � ��� µ�-

�� ��� ������������� ������ ��� ����µ����, µ����� �� �����µ�������� �� ��������

����µ����� ���µ� [5],

�0
i�1 +

62

9
�0
i + �0

i+1 =
7

h
(�i+ 1

2
� �i� 1

2
) +

17

27h
(�i+ 3

2
� �i� 3

2
). (1.5)
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�� ���µ� 1.1 �µ������� ��� ��µ�� ��� ���������� ��� ��� ��������� ��� �����

�µ�����µ����� ��µ���� ��� ����µ���� ���������������.

��� �� ���������� ��� ��µ�� ��� ��������� ����� ������������� ��µ���� ��� ���-

����� ������ µ������ �� �����µ��������� �� ����µ����� ���µ��� [5]

62�0
0 + 1627�0

1 =
62

h
(�1104667

39680
� 1

2
+

658913

23808
� 3

2
+

16343

11904
� 5

2
�

�6941

3968
� 7

2
+

15007

23808
� 9

2
� 10799

119040
� 11

2
) (1.6)

���

961

409
�0
0 + 62�0

1 +
961

409
�0
2 =

62

h
(�5195

4908
� 1

2
+

4957

4908
� 3

2
+

119

1227
� 5

2
�

� 85

1227
� 7

2
+

119

4908
� 9

2
� 17

4908
� 11

2
) (1.7)

���������� ��� �� ���������� ��� ��µ�� ��� ��������� ����� ������������� ��µ����

��� ������ ������� µ������ �� �����µ��������� �� ����µ����� ���µ��� [5]

961

409
�0
N�2 + 62�0

N�1 +
961

409
�0
N =

62

h
(
5195

4908
�N� 1

2
� 4957

4908
�N� 3

2
� 119

1227
�N� 5

2
+

+
85

1227
�N� 7

2
� 119

4908
�N� 9

2
+

17

4908
�N� 11

2
) (1.8)

���

62�0
N + 1627�0

N�1 =
62

h
(
1104667

39680
�N� 1

2
� 658913

23808
�N� 3

2
� 16343

11904
�N� 5

2
+

+
6941

3968
�N� 7

2
� 15007

23808
�N� 9

2
+

10799

119040
�N� 11

2
) (1.9)

����� � ���������� ��� ��µ�� ��� ������ ��������� ����� ��µ���� ��� ����µ����

��������������� ������������� µ� ��� ������� ��� ���µµ���� �����µ���� A �0 = �

����

A =

2

66666666666664

62 1627 0 0 · · · 0 0 0 0
961
409 62 961

409 0 · · · 0 0 0 0
0 9 62 9 · · · 0 0 0 0
0 0 9 62 · · · 0 0 0 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
.
.
.

.

.

.
.
.
.

0 0 0 0 · · · 62 9 0 0
0 0 0 0 · · · 9 62 9 0
0 0 0 0 · · · 0 961

409 62 961
409

0 0 0 0 · · · 0 0 1627 62

3

77777777777775

2 R(N+1)⇥(N+1). (1.10)
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���µ� 1.2: ����µ� ��������������� ����������� ������ ��������� ��� µ��� ��� ������.

���

�0 =

2

66666666666664

�0
0

�0
1

�0
2

�0
3

.

.

.

�0
N�3

�0
N�2

�0
N�1

�0
N

3

77777777777775

,

� =
1

h

2

6666666666666664

62(�1104667
39680 � 1

2
+ 658913

23808 � 3
2
+ 16343

11904� 5
2
� 6941

3968� 7
2
+ 15007

23808� 9
2
� 10799

119040� 11
2
)

62(�5195
4908� 1

2
+ 4957

4908� 3
2
+ 119

1227� 5
2
� 85

1227� 7
2
+ 119

4908� 9
2
� 17

4908� 11
2
)

63(� 5
2
� � 3

2
) + 17

3 (� 7
2
� � 1

2
)

63(� 7
2
� � 5

2
) + 17

3 (� 9
2
� � 3

2
)

.

.

.

63(�N� 5
2
� �N� 7

2
) + 17

3 (�N� 3
2
� �N� 9

2
)

63(�N� 3
2
� �N� 5

2
) + 17

3 (�N� 1
2
� �N� 7

2
)

62(51954908�N� 1
2
� 4957

4908�N� 3
2
� 119

1227�N� 5
2
+ 85

1227�N� 7
2
� 119

4908�N� 9
2
+ 17

4908�N� 11
2
)

62(110466739680 �N� 1
2
� 658913

23808 �N� 3
2
� 16343

11904�N� 5
2
+ 6941

3968�N� 7
2
� 15007

23808�N� 9
2
+ 10799

119040�N� 11
2
)

3

7777777777777775

.

��� �� ���������� ��� ��µ�� ��� ��������� ��� ���������� �0
µ� �������� O(h6) ���

µ��� ��� ������������� ������ ��� ����µ���� ��������������� µ� �� ����� ��µ�� ���

���������� � ����� ��µ���� ��� ����µ����, µ����� �� �����µ�������� �� ��������

����µ����� ���µ�

�0
i� 1

2
+

62

9
�0
i+ 1

2
+ �0

i+ 3
2
=

63

9h
(�i+1 � �i) +

17

27h
(�i+2 � �i�1). (1.11)

�� ���µ� 1.2 �µ������� ��� ��µ�� ��� ���������� ��� ��� ��������� ��� ����� �µ���-

��µ����� ��µ���� ��� ����µ���� ���������������.
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��� �� ���������� ��� ��µ�� ��� ��������� ����� ������������� ��µ���� ��� ��������

������ µ����� �� �����µ�������� �� �������� ����µ����� ���µ� [5]

�0
1
2
+

62

9
�0

3
2
=

1

h
(�10799

17280
�0 �

2713

384
�1 +

523

64
�2 �

937

1728
�3 +

25

384
�4 �

3

640
�5) (1.12)

���������� ��� �� ���������� ��� ��µ�� ��� ��������� ����� ������������� ��µ����

��� ������ ������� µ����� �� �����µ�������� �� ���� ����µ����� ���µ�

�0
N� 1

2
+
62

9
�0
N� 3

2
=

1

h
(
10799

17280
�N+

2713

384
�N�1�

523

64
�N�2+

937

1728
�N�3�

25

384
�N�4+

3

640
�N�5)

(1.13)

����� � ���������� ��� ��µ�� ��� ������ ��������� ��� µ��� ��� �������������

������ ��� ����µ���� ��������������� ������������� µ� ��� ������� ��� ���µµ����

�����µ���� B �0 = �, ����

B =

2

6666666664

1 62
9 0 · · · 0 0 0

1 62
9 1 · · · 0 0 0

0 1 62
9 · · · 0 0 0

.

.

.
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
.
.
.

.

.

.

0 0 0 · · · 62
9 1 0

0 0 0 · · · 1 62
9 1

0 0 0 · · · 0 62
9 1

3

7777777775

2 RN⇥N . (1.14)

���

�0 =

2

6666666666664

�0
1
2

�0
3
2

�0
5
2
.
.
.

�0
N� 5

2

�0
N� 3

2

�0
N� 1

2

3

7777777777775

,

� =
1

h

2

6666666664

�10799
17280�0 � 2713

384 �1 +
523
64 �2 � 937

1728�3 +
25
384�4 � 3

640�5
63
9 (�2 � �1) +

17
27(�3 � �0)

63
9 (�3 � �2) +

17
27(�4 � �1)

.

.

.

63
9 (�N�2 � �N�3) +

17
27(�N�1 � �N�4)

63
9 (�N�1 � �N�2) +

17
27(�N � �N�3)

10799
17280�N + 2713

384 �N�1 � 523
64 �N�2 +

937
1728�N�3 � 25

384�N�4 +
3

640�N�5

3

7777777775

.
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1.2 ������� �������� ������µ���� ������� ��µ��

������µ� �� ������µ� ������� ��µ�� (���)

8
>><

>>:

@u
@t = f(t, u) , t 2 [a, b]

u(a) = A
. (1.15)

��� ��� ����µ����� ������� �� ��������µ� �µ���µ���� ������� ���µ����� �� Nt ���-

���� ���������µ���� µ� �� ������� ��µ��� t(i) = a + i�t ��� i = 0, 1, 2, . . . , Nt, µ�

������� ��µ� �t = b�a
Nt

= t(i+1) � t(i).

������� Runge Kutta ��µ���� ����� ���������

�� Runge-Kutta µ������ µ������ �� �����µ��������� ��� ��� ����µ����� �������

������µ���� µ� �������� ������. ����� ��� �����µ� �� �����������µ� ��� ���� u(x, t)

��� �������� ������µ���� ����µ������� µ�� µ����� ������� ���������������, ����

���� ��� �������µ���� ��������, ����� �� ����� ������ � ���������� ��� ����� ��

��������µ����� ��µ���� ��� ������� ����µ���� u(xj, t) ��� ���� ������� ����µ� t.

����� ��� ��� ���������� u(i)
j ⇡ u(xj, t(i)) ��� ����� ���� ��µ�� xj ���� �� �������

����µ� t(i) �����µ��������� �������µ�� ��� ����µ������ µ������ ���������������, µ��

��� ��� ������� ��� µ�� ��� ��� ������ ��������.

���� ������� �����µ����� ������� �����µ��������� � �µ��� µ������ Runge-

Kutta Cash-Karp ��µ���� ����� ��������� ��� ��µ����/�������, � ����� �������� ���-

�������� ��� µ������ Runge-Kutta-Fehlberg ��µ���� ����� ��� �������� �� ��������

6



������ Butcher

0

1
5

1
5

3
10

3
40

9
40

3
5

3
10 � 9

10
6
5

1 �11
54

5
2 �70

27
35
27

7
8

1631
55296

175
512

575
13824

44275
110592

253
4096

37
378 0 250

621
125
594 0 512

1771

�� ���� �� ����µ����� ���µ�

u(n+1) = u(n) +�t(
37

378
k1 +

250

621
k3 +

125

594
k4 +

512

1771
k6), (1.16)

���� ki = f(u(n) +�t
P5

j=1 aijkj) ��� i = 1, 2, . . . , 6.

��� ��������µ��� �� ��µ�� ��� µ������ ��� ���� ��µ� �� ������������� ��

k1 = f(u(n)),

k2 = f(u(n) +
�t

5
k1),

k3 = f(u(n) +
�t

40
(3k1 + 9k2)),

k4 = f(u(n) +�t(
3

10
k1 �

9

10
k2 +

6

5
k3)),

k5 = f(u(n) +�t(�11

54
k1 +

5

2
k2 �

70

27
k3 +

35

27
k4)),

k6 = f(u(n) +�t(
1631

55296
k1 +

175

512
k2 +

575

13824
k3 +

44275

110592
k4 +

253

4096
k5)).
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���µ� 1.3: ����µ� ��������������� ����������� ������ ��������� ���� ��µ�� �-1.

1.3 ����µ����� ���µ��� ����������� ��µ�� ������ ��-
������� µ� �������� ����� �����

��� �� ���������� ��� ��µ�� ��� ������ ��������� ���� ��µ�� N � 1 ��� ����µ����

���������������, �������� ����� ��µ�� ��� ���������� ��� µ��� ��� �������������

������ (���µ� 1.3), �� ����µ����µ� �� �������� ����µ����� ���µ� [5]

�0
N�1 = � 62

1627
[�0

N +
1

h
(�1104667

39680
�N� 1

2
+

658913

23808
�N� 3

2
+

16343

11904
�N� 5

2
�

�6941

3968
�N� 7

2
+

15007

23808
�N� 9

2
� 10799

119040
�N� 11

2
)]. (1.17)

����������, � ��µ� ��� ������ ��������� �0
N µ����� �� ������������ �� ���� :

�0
N = �0

N�2 +
818

31
[��0

N�1 +
1

h
(
5195

4908
�N� 1

2
� 4957

4908
�N� 3

2
� 119

1227
�N� 5

2

+
85

1227
�N� 7

2
� 119

4908
�N� 9

2
+

17

4908
�N� 11

2
)]. (1.18)

� ��µ� ��� ��������� �0
N�2 µ����� �� ������������ µ� �� ����� ��µ�� ��� ����������

��� µ��� ��� ������������� ������, ��µ���� µ� �� ����µ����� ���µ�

�0
N�2 = � 62

1627
[�0

N�1 +
1

h
(�1104667

39680
�N� 1

2
+

658913

23808
�N� 3

2
+

16343

11904
�N� 5

2
�

�6941

3968
�N� 7

2
+

15007

23808
�N� 9

2
� 10799

119040
�N� 11

2
)]. (1.19)

������������ ��� �������� µ���µ������ ������� ������������, � ��µ� ��� ������ ��-

������� �0
N�1 µ����� �� ������������ ��� ��� �������� ����� :

�0
N�1 =

1

h
(0.84739�N� 1

2
� 0.32969�N� 3

2
� 1.22917�N� 5

2
+ 1.22396�N� 7

2

�0.71094�N� 9
2
+ 0.23073�N� 11

2
� 0.03229�N� 13

2
). (1.20)
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���µ� 1.4: ����µ� ��������������� ����������� ������ ��������� ���� ��µ�� �-1.

���µ� 1.5: ����µ� ��������������� ����������� ������ ��������� ���� ��µ�� �-1.

��µ���� µ� �� ����µ����� ���µ� ������� ��������������� ��� ��� ��µ�� N � 1, ��-

���µ� ����� ��� ��µ�� ��� ���������� ��� µ��� ��� ������������� ������ ����� ���

��� ��µ�� ��� ������ ��������� �0
N ��� ���������� ��µ���.(���µ� 1.4)

62�0
N + 1627�0

N�1 = �62

h
(�1104667

39680
�N� 1

2
+

658913

23808
�N� 3

2
+

16343

11904
�N� 5

2
�

�6941

3968
�N� 7

2
+

15007

23808
�N� 9

2
� 10799

119040
�N� 11

2
) (1.21)

�������� ��� �������� ����µ����� ����� �� ���� �0
N�1 ��������� :

�0
N�1 = � 62

1627
[�0

N +
1

h
(�1104667

39680
�N� 1

2
+

658913

23808
�N� 3

2
+

16343

11904
�N� 5

2
�

�6941

3968
�N� 7

2
+

15007

23808
�N� 9

2
� 10799

119040
�N� 11

2
)]. (1.22)

��� �� ���������� ��� ��µ�� ��� ��������� �0
N�1 µ� ��� ����µ����� ���µ� O(h6)

����� ��������� �������� ����� ��� ��µ�� ��� ���������� ���� ��������� ��µ�� ��� ���

µ��� ��� ������������� ������ (���µ� 1.5) �� �����µ�������� ������ �� ��������

����µ����� ���µ�.

� ��µ� ��� ��������� �0
N µ����� �� ������������ µ� �� ����� ��� ���� �� ����

���µ���� �������� O(h6) ����� ��������� µ� ��µ� ���������������
h
2 �� [5]
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���µ� 1.6: ����µ� ��������������� ����������� ������ ��������� ���� ��������� ��µ��.

�0
N =

2

h
(
49

20
�N � 6�N� 1

2
+

15

2
�N�1 �

20

3
�N� 3

2
+

15

4
�N�2 �

6

5
�N� 5

2
+

1

6
�N�3), (1.23)

���� �� ��µ�� ��� ���������� �N�1 ��� �N�2 �������������� ��� ��� ��µ�� ��� ��� µ���

���� ������������� ������ ��µ���� µ� ���� ������

�N�1 =
63

256
�N� 1

2
+

315

256
�N� 3

2
� 105

128
�N� 5

2
+

63

128
�N� 7

2
� 45

256
�N� 9

2
+

7

256
�N� 11

2
(1.24)

�N�2 =
63

256
�N� 3

2
+

315

256
�N� 5

2
+

105

128
�N� 7

2
+

63

128
�N� 9

2
� 45

256
�N� 11

2
+

7

256
�N� 13

2
, (1.25)

��� � ��µ� �N�3 �� ������������ ��

�N�3 =
1

2
[
75

64
(�N� 5

2
+ �N� 7

2
)� 25

128
(�N� 3

2
+ �N� 9

2
) +

3

128
(�N� 1

2
+ �N� 11

2
)]. (1.26)

���� � ��µ� ��� ��������� �0
N�1 ������������� ��µ���� µ� ��� ����

�0
N�1 =

1

h
(�0.1867�N + 1.37734�N� 1

2
� 1.31899�N� 3

2
+ 0.14892�N� 5

2
+ 0.01233�N� 7

2
�

�0.06297�N� 9
2
+ 0.03792�N� 11

2
� 0.00781�N� 13

2
). (1.27)

��� ��� ���������� ��� ��µ�� ��� ������ ��������� ��� ���������� ��µ��� ��� ����-

µ���� ���������������, �������� ����� ��µ�� ��� ���������� ��� ���������� ��µ���

��� ��µ�� ��� ��� µ��� ��� ������������� ������ (���µ� 1.6), �� �����µ� ������ ���-

�� ��� ��µ������ ���µ���� �������µ���� �������� ��� �� ���������� ��� ��µ�� ���

��������� ���� ��������� ��µ�� ���������������
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�0
N = �[

1627

62
�0
N�1 +

1

h
(�1104667

39680
�N� 1

2
+

658913

23808
�N� 3

2
+

16343

11904
�N� 5

2
�

�6941

3968
�N� 7

2
+

15007

23808
�N� 9

2
� 10799

119040
�N� 11

2
)]. (1.28)

������������ ��� µ���µ������ ������� 1.27 ��� 1.28 � ���������� ��� ��������� �0
N

�� ������������� µ� �� �������� ����µ����� ���µ� ����� ��������� O(h6)

�0
N =

1

h
(�1063

128
�N� 1

2
+

10655

1536
�N� 3

2
� 13519

2560
�N� 5

2
+

365

256
�N� 7

2
+

+
785

768
�N� 9

2
� 463

512
�N� 11

2
+

105

512
�N� 13

2
+

49

10
�N) (1.29)
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�������� 2

������������� �������� ����µ����
��µ����

2.1 ��������

�� ����µ��� ��µ��� ����� �������� ��µ��� ��� ���������� µ� ������ � ������� �����

��� ��������� � ���� ��������� ��� ��� ��� ����������� µ��� �� �����. ������������ ��

��� ����������,

• �� ��µ��� �����,�� ����� ������������ ��� �������� ��µ��� (S) ��� ���µ���

��µ��� (P) ���

• �� ����������� ��µ���, �� ����� ������������ ��� �� ��µ��� ����� Love ��� ��

��µ��� ��� ������ Rayleigh.

��� ��������µ���, ��� ���µ��� ��µ��� �� ����� ��µ��� ������������� ���� ���������

��������� µ� �� ��������� �������� ��� ��µ����, �� �������� µ� �� �������� ��µ���

��� ����� �� ����� ��µ��� ������������� ������ ���� �� ��������� �������� ��� ��-

µ����. ��� ��������µ��� �������� ������� ������� ��� ��µ��� ��� ����������� �����

����� ������� µ����� ��� ���������� ��������� �� ������ �� ������� ���� ��� �������

����������. ����� ��� �� ��������� ��� ������������ ��µ���� �����µ��������� µ��� ��

��µ��� ����� Rayleigh.
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� µ����� ��� �������� ��� ����µ���� ��µ���� ����������� ���� µ����� ����������

���������� �� ���� ���� µ����� �������� ����, ����� �� ���������� �����µ������� ����

µ������ �� ��������� ��� �������� ��� ������� ��� ����µ���� �����µ���� ��� ��

���������������� �� ����������� ��� ������������ ���� ����������. ���µ� � ���������

��� ���������� �����µ����� ��� �������� ��� ����µ���� ��µ���� ����� ����������

�� ������ ���µ�������� ����µ����, ���� ��� ��������µ� ��� ���µ������ ����������,

����� ��� ��� ��� ��������� ��� ���������� ���������� ��µ�� ��� ��������� [1], [4],

[12].

2.2 �������������

�� �������� ���������� ��������� ����µ������� ��� �� µ���µ����� µ������������ ���

�������� ���� P-SV ����µ���� ��µ���� ���� ��� ���������� [1] [2],[12],[13],[15],[16]

⇢
@2w

@t2
=

@�xx

@x
+

@�xz

@z
(2.1)

⇢
@2v

@t2
=

@�xz

@x
+

@�zz

@z
(2.2)

�xx = (�+ 2µ)
@w

@x
+ �

@v

@z
(2.3)

�zz = (�+ 2µ)
@v

@z
+ �

@w

@x
(2.4)

�xz = µ(
@w

@z
+

@v

@x
) (2.5)

���� ~u = (w, v) �� ���������� µ���������� ��� µ���� �� ���� ��� x ��� z ����������.

�� ����� ������ �xx ��� �zz ����������� �� ���� ���� ������������ x ��� z, ����������,

��� � �xz ����� � ����µ����� ����. � ����µ����� ⇢ �� ���������� ��� ��µ� ��� ��-

�������� ��� �������, ��� �� µ��������� � ��� µ ����� ����������� ������������� ���

Lame
0
.

�� �����µ� ��� �� ���������� ��� ��������� µ���������� ��� µ���� ����� ���� µ�

ux = @w
@t ��� uz = @v

@t , ���� ��������� �� �������� �����µ� ���������� ���������
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������ ����� :

2

66664

ux

uz

�xx

�zz

�xz

3

77775

t

=

2

66664

0 0 b 0 0
0 0 0 0 b

�+ 2µ 0 0 0 0
� 0 0 0 0
0 µ 0 0 0

3

77775

2

66664

ux

uz

�xx

�zz

�xz

3

77775

x

+

2

66664

0 0 0 0 b
0 0 0 b 0
0 � 0 0 0
0 �+ 2µ 0 0 0
µ 0 0 0 0

3

77775

2

66664

ux

uz

�xx

�zz

�xz

3

77775

z

(2.6)

���� b = 1
⇢ . � ������� ���� ����µ���� ��µ���� ��������� ��� ��� ����µ���� ��� �����

Poisson ��� µ���� �������� ⌫ = �
2(�+µ) . ���� ������ ��������� ���� � = µ ���������

��� ⌫ = 1
4 . � ��µ� ���� ����� ������� ���� ��µ�� ��� ����� Poisson ��� ��������� �����

���� �����µ����, ��� ��� �� ���� µ��� �������� � ����µ����� ���� ������ ��� µ���� ���

���µ���� ⌫ ! 0.5.

2.3 ����µ����� �������

��� ��� ����µ����� ������� ��� �����µ���� ��� ���������� ��������� µ��� �� ����-

�� µ�������������� � ������� ��� ����µ���� ��µ���� ���� ��� ���������� (2.6), ������

�� �����µ��������µ� �µ���µ���� ���µ����� ��� ���� ������ ����������. ����� ���

x 2 [0, Lx] ��� z 2 [0, Lz], ���� ��� �µ���µ���� ���µ����� �� Nx ��� Nz ������ ������-

���µ���� ��� ����������, �� ������ ���� �� ����� hx = Lx
Nx

��� hz =
Lz
Nz

. �� ���µ� 2.1

�µ������� �� ����µ� ��������������� ��� ��� ��������� Nx = 6 ��� Nz = 4 �������

��� ��� ���������� ���������µ����. �� ����� ��� ����µ���� �� ����� ���������µ�-

��� ����� (staggered grid) ����� �� ������������ ����� ����µ���� Ci,j ��������� ���

���� ��µ���� (xi, zj) ��� ���������� ���� ������� ����, ��� xi = ihx ��� zj = jhz µ�

i = 0, · · · , Nx ��� j = 0, · · · , Nz . ������ �� ���� ��������� ��� ������ ���µµ� ����-

µ���� ��������� �� �����µ���� ��µ��� ���� xi� 1
2
= (i � 1

2)hx ��� zj� 1
2
= (j � 1

2)hz ���

i = 1, · · · , Nx ��� j = 1, · · · , Nz . �� ���µ� 2.2 �µ������� ���� ��µ���� ��� ����µ�-

��� ��������������� ��� �� �������µ��� ��������µ� ������� ���������������, ��� ���

���µ� 2.3 �µ���������� �� ������ ��� ����� �������� �� ���� ������������ ����. �����

� ��������� ����µ�� ��� ���� ����� �������� �� ����� :

• Nx(Nz + 1) ��� �� �������� µ���������� ux
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���µ� 2.1: ���µ����� ������������ ������� ����µ���� ���������������.

• (Nx + 1)Nz ��� �� �������� µ���������� uz

• NxNz ��� �� ���� �xz

• (Nx + 1)(Nz + 1) ��� ��� ������ �xx ��� �zz.

�� ���� ��� ������� �������� ������µ� ��� � ������ �������� ��� ����µ���� ��-

µ���� t 2 [0, T ] ��� �� ���� �� ������µ� ������µ������� ��� � ������ ��µ��������

��� ����µ���� ��µ���� ��� ��� ���� ���. � ���� ���� ����� ��� ����� Gauss, ����

������������ ��������� ���� ������� [13]. � ������ ����� ����������� ��� ����µ����

����� ts 2 [0, Ts], ���������� ��� �� ������ ������� ���������µ� ��� ��������� ���-

��� �������� ��� ����µ���� ��µ����. �� ������µ� ���� ���������������� �� Nt ���

������� ���������µ��� µ� ������� ��µ� �t = T
Nt

�� ���� � ������ �������� ��� ����µ�-

��� ��µ���� ��� � ������ ����������� ��� ����� ��� �� ��������� ��� ������� ��µ���

���������������.

�� ���� ��µ�� ��� ������� ����µ���� ��������������� �� ���������� µ�� ��������-

����� ��µ� (��������) ��� ���� ����µ���� ��� ������µ����, ������ ��� ���� ��������

��� ����. � ����µ��� ��� �������� ��������� ��� ������������� �����µ� ����µ����
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���µ� 2.2: ���µ����� ������������ ������µ�� �������� �� ���� ��µ�� ������� ����µ����.

���µ� 2.3: ���µ����� ������������ ������µ�� �������� �� ���� ������������ ���� ����-

µ����.
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���µ� 2.4: ����µ��� ��� �������� ��µ�� �xx � �zz ��� ����µ� ��������������� ��� ���

��µ��� ���µ������ ��µ���� ����µ������ ��� ����� (��µ��� 41).

µ� ������� ���� ��� ��������� ��� �������. �� ���µ� 2.4 �µ������� ��� ����µ���

��� �������� ��µ�� �xx � �zz ��� �� ��������� ���� ���������µ���� ��� ��������-

��. � ���� ��µ�������� ��� ����µ���� ��µ���� ��������� ��� ������ ��� ������ ���

����µ������ ��� ������� ��� ������������ ���� ���� ����� ��µ���� ���� ���� �� ��µ��

������� µ����������� ���� �� �������� ����������� ��� ����� [10], ���� �� ����������

�� ����µ��� ��µ� �� ���µ�������� ��� ��� ���� ��µ�������� ���.

��� ��� ������� ���������� ��� ����µ���� ��µ���� ���� ������� µ������ ���� ����

������������ ��� ������ ��� �������� �� ������ �� ��µ��������� µ�� ������� �����-

�� ����������� ��� ����µ���� ��µ����. ���� ������� µ����� �����µ���������� ��

�������� ���������� ������������� ����� ���� ������������� ���� ������� [3]. ��
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������ �� ��µ������ ��� �����µ��������� � �������µ�� ��� ��� ��� �������� ����-

�������, ����� ���� ��� ����� ����µ������ ���µ���� ������ ��������� � ����µ���

��� µ�� µ��� �������� ��� ���� ������ ��� ��� ������������ �������� ��� ����µ����

��µ����.

2.4 ����µ������ µ������ �����µ������ ������������
����µ���� ��µ����

��� �� �����µ����� ��� �������� ��� ����µ���� ��µ���� ���� �������� ��������� ���

������ ����µ������� �� ���������� �������� �xz = 0 ��� �zz = 0 ���� ���������

��� ������� [6], [7], [8], [13], [15]. � �������� ��� ��� �������� ��� �����µ� ���

���������� ��������� ��� �� µ������������ ��� ����µ���� ��µ���� µ� ��� ����µ���

����µ������ µ������ ��������������� ��� ���������µ��� ����µ��� µ����� �� ������-

���� µ� �� µ���������� ��� ������������ ���� ������� [7],[12]. ��� ��������µ��� �

�������� ��� ��� ���������� �������� �� ��������� �µ��� ���� ��µ�� ��� µ���������

��� ����������� �� ����� ���� ��µ���� ��� ������������� ������ ��� ������� ��� �-

��������� ��� �������. � ����µ��� ��� �������� H-AFDA ������µ����� �� ��������

��µ���

• �zz((Nx + 1)Nz + 1 : (Nx + 1)(Nz + 1)) = 0

• ���� ��������µ� �xx((Nx + 1)Nz + 1 : (Nx + 1)(Nz + 1)) ����µ������ � �����

@uz
@z ((Nx+1)Nz+1 : (Nx+1)(Nz+1)) = � �

�+2µ
@ux
@x ((Nx+1)Nz+1 : (Nx+1)(Nz+1))

����� �zz = 0 ���� ��������� ��� �������.

• ���� ��������µ� �xz((Nz � 1)Nx+1 : NxNz) ������������� � ��µ� ��� ���������

@ux
@z ((Nz � 1)Nx + 1 : NxNz) ��µ���� µ� �� ����� 1.20.

• ���� ��������µ� �xx((Nx + 1)(Nz � 1) + 1 : (Nx + 1)Nz) ������������� � ��µ� ���

���������
@uz
@z ((Nx+1)(Nz�1)+1 : (Nx+1)Nz) ����µ������� �� ����� 1.22 ����
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����� �� ��µ��
@uz
@z ((Nx+1)Nz+1 : (Nx+1)(Nz+1)) = � �

�+2µ
@ux
@x ((Nx+1)Nz+1 :

(Nx + 1)(Nz + 1)) ����� �zz = 0 ���� ��������� ��� �������.

• ���� ��������µ� �zz((Nx + 1)(Nz � 1) + 1 : (Nx + 1)Nz) ������������� � ��µ� ���

���������
@uz
@z ((Nx+1)(Nz�1)+1 : (Nx+1)Nz) ����µ������� �� ����� 1.22 ����

����� �� ��µ��
@uz
@z ((Nx+1)Nz+1 : (Nx+1)(Nz+1)) = � �

�+2µ
@ux
@x ((Nx+1)Nz+1 :

(Nx + 1)(Nz + 1)) ����� �zz = 0 ���� ��������� ��� �������.

• ���� ��������µ� ux(NzNx + 1 : Nx(Nz + 1)) ������������� � ��µ� ��� ���������

@�xz
@z (NzNx + 1 : Nx(Nz + 1)) ��µ���� µ� �� ����� 1.29 ���� ����� �� ��µ��

�xz(NzNx + 1 : Nx(Nz + 1)) = 0.

• ���� ��������µ� uz((Nz � 1)(Nx + 1) + 1 : Nz(Nx + 1)) ������������� � ��µ� ���

���������
@�zz
@z ((Nz � 1)(Nx + 1) + 1 : Nz(Nx + 1)) ��µ���� µ� �� ����� 1.20.

• ���� ��������µ� ux((Nz � 1)Nx + 1 : NxNz) ������������� � ��µ� ��� ���������

@�xz
@z ((Nz � 1)Nx + 1 : NxNz) ��µ���� µ� �� ����� 1.27 ���� ����� �� ��µ��

�xz(NzNx + 1 : Nx(Nz + 1)) = 0.

� �������� ��� ���������� �������� ��� ���������� � ��������� ��� �������� �����-

��� H-AFDA �� ������ �� ����µ����� �� ���� ������� ��µ� ��� ����µ������ µ������

�������� ��������������� ����� ��� �� ���� �����µ��� ������ ���.
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�������� 3

������ �����µ������ ����µ����
��µ����

� ������� ���� ����������� �� ��������µ��� ��� ��µ��������� ��� �� �����µ�����

����µ���� ��µ���� ����µ������� ��� ����µ������ µ������� ��� �������������� ���

�������µ��� ��������. � ����µ��� ��� �����µ����� ����������� µ� �� ����� ���

�����µ���� Matlab.

3.1 �����µ����� ������ ������µ���� ����µ��

� ����� �µ��� �����µ������� ����������� ��� ���������� ��� �������� ����µ����

��µ���� �� �µ���µ���� ����� ��������� µ� �� ����� ������������� ����µ���� ���

������ ��� �������� ��������. ��������� µ�� ������� ��������� ��������� 640m

µ����� ��� 320m ������ µ� �� ���� ��µ�������� ��� ��µ���� �� ��������� ��� ������

���. �� �������� ���������� �������� ������µ������ ������������ ���� ������� 35m

µ� ���������� ���µ������ 0.5. � ������ �������������� ����� ��� µ���� �� ���� �����-

����� µ� �� ������� �������� ��� ����� �� ����� ��� 0.062sec. �� ��������� ��� µ����

�������� ����� ��� ���� ��µ�� Vp = 1732m
s , Vs = 1000m

s ��� ⇢ = 2000Kg

m3 , ��� � ����

�������� ��µ� ���������� f = 50Hz. �� ������� ��µ� ��������������� ���� 0.0005

������������. �� ����� ������� ������� �����µ��� ��� �������µ���� �� �µ��������

��� ��������� µ���������� ��� ������ ��� µ���� �������� �� ������µ���� �������� ����-

µ�� ��� �������� �� ����� ��� �����µ������. � ���������� ��� ����� ��µ�������� ���
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����µ���� ��µ���� ����� ��� ��� ���� ��� �����µ������ ��� �� ������� ����µ� �����

��� ��� t = 0.062sec. � �������� ��� �����µ������ ���� µ���� �� 0.23 ������������.

�� ������������ �����µ��� ��� ������� ��.35 ��� ��.36 ������������ ��� ����������,

��� ���� ��� ������� ��.37 ��� ��.38 ��� ����������� ��������� ��� µ����������� ���

��� �������� ����µ�� ��� 0.07 ��� 0.23 �������������, ����������. ���������µ� ��� ���

�������� ����µ�� t = 0.11sec ��� t = 0.19sec �� ����µ��� ��µ� ���� ������� �� ����������

���� ��� ��� ���� ���� ����������� ��� ���� �������� ��� ����� ���� ��������-

��� ����������, µ� ��������µ� �� ������ ��� �� ������������� ��������µ���. �����,

���������µ� ��� �� ��������� ��� µ����������� �� ������� ����µ� ��� 0.23 ���������-

���� ����� µ������ �� ���µ� ���� µ����� �� �������� ��� �� ����µ��� ��µ��� �����

����������� µ� �������� ��� �� ����µ������ ������������ ����.

3.2 �����µ����� �������� ������µ���� ����µ��

���� ������� ���� ������������� � ��µ�������� ��� ����µ������ ������� �����µ���-

��� ��� �������� ��� ����µ���� ��µ���� �� ���� ��� �������� ����������� �� �����

µ� ��� ������ ���� ��� �� �������µ��� ������µ� ����µ�� �µ��������� �����. �

µ����� ������µ����� �� ��������� ��� ��µ�� ���������� ��������� µ���������� ux, ��-

��������� ��������� µ���������� uz, ��� ����µ������ ����� �xz, ��� ������ �xx ���

�zz �� ���� ��µ��� �������� ����µ������ ��� ����� ��µ�������� ��� ����µ���� ��µ�-

���. ����������, �� ���������� ��� ��µ�� ����µ������������ µ� �� ���������� ����

�������� �� �������� 50 µ����� ����µ������ ��� ����� ��� �������� �� �������

�������� ��� �����µ������. ��� �������� ������������� ����µ����� ��� ��� �����-

���� ���� ��� ������µ���� �� ��µ�� ����� �� ����� � ������� ������������ ��� ���

����� µ�������� ��� ��� �� ��µ��� ���������� ��� ��������. �� ������ ��� ��������

����� ����������� ��µ���� ��� ����µ���� ��������������� ��� ��� ��������� ��� ��-

µ�� ��� ���������� ux ��� ��� ����������� ��������� µ���������� uz �� ���� �� ����

��µ�������� ��� ����µ���� ��µ���� �µ���������� ��� ���µ��� 3.1 ��� 3.2, ����������.
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���µ� 3.1: ������ �������� ���������� ��� ���������� ��������� µ���������� ux �� ���� ��

���� ��µ�������� ��� ����µ���� ��µ����.

���µ� 3.2: ������ �������� ���������� ��� ����������� ��������� µ���������� uz �� ����

�� ���� ��µ�������� ��� ����µ���� ��µ����.
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���µ� 3.3: ������ �������� ���������� ��� ������ �xx ��� �zz �� ���� �� ���� ��µ��������

��� ����µ���� ��µ����.

���µ� 3.4: ������ �������� ���������� ��� µ������ ����� �xz �� ���� �� ���� ��µ��������

��� ����µ���� ��µ����.
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�� ���µ� 3.3 �µ������� ��� ������ ��� �������� ��� ��� ����������� ��� ��µ�� ���

������ �xx ��� �zz, ��� ��� ���µ� 3.4 �������������� �� ������ ��� ��� ��µ�� ��� ���-

�µ������ ����� �xz.

� ��������µ�� ��� µ���������� ��� ������ µ���� ��� ���� (x, z) �� ������� ����µ�

t µ����� �� ����µ���������� ��� ��� �������� ��������� ����� [13] ��� �� ���������

�µ��������� ����� �������� ��� ����µ���� ��µ���� ��������� c

v(x, z, t) =
H(t� d

c )

2⇡⇢c2

tZ

d
c

S(t� ⌧)q
⌧ 2 � d2

c2

d⌧

���� � ��������� H(.) ����� � Heaviside step ���������, ��� � Gaussian ���������

S(t) = Ce��(t�tI)2

µ� �, C �������� ��� tI ���� ������� ����µ�� ��� ���������� ���� ������� �����������

��� ����� ��µ�������� ��� ����µ���� ��µ���� ��� ���� (xs, zs), ����� � �������� ���

�� ���� �� ����� d =
p

(x� xs)2 + (z � zs)2.

������ ��� µ����� �� ������� ��������� ������� ��������µ�� ��� ��������µ����

���� �������� ����� ��� ���������� v(x, z, t), �� ��������� µ�� ����µ����� µ������

����������� ���. � ��� �������µ��� ����� � µ������ Romberg µ��� ��� ������ µ�����

�� ���µ����� �� ����µ����� ����µ� ����������� ��� ��������µ����.

�������� ���������� ������� ������� ��� ��� ��� ��������µ� ��� ������ [13].

�� ���µ��� �������� ����������� ��� �������µ� �� �µ�������� ��� ����������

��� ��µ�� �� ���� ��� �������� ������ ��� ��������. �� ������ �� ��µ������ ��� ��

�������� ����������� ��� µ�������� µ� µ�������� ��µ�� ��� ��������������, ���� ���

��������µ� ��� ������� �1 ��� �2 ��� ��� ��µ�� ��� ���������� ��������� µ����������

��� ������ ux.

��� �������� ������������ �� ������� ����µ� �� ���� ��� ���������� ���µ� ����

��µ�� ��� ���� ����µ������. � ������� ��� ��������� �µ������� �� ����µ��� ����

������������� ��� �������� �� ������� ������� ��� �����µ������ ��� 0.15 �������-

������.
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ux uz �xx �zz �xz

�1 � 6.06e� 3 � 5.95e� 3 �
�2 � 6.06e� 3 � 5.95e� 3 �
�3 4.75e� 3 � 4.71e� 3 � �
�4 4.75e� 3 � 4.71e� 3 � �
�5 6.27e� 3 8.45e� 3 6.59e� 3 8.72e� 3 6.69e� 3
�6 6.27e� 3 8.45e� 3 6.59e� 3 8.72e� 3 6.69e� 3
�7 6.27e� 3 8.45e� 3 6.59e� 3 8.72e� 3 6.69e� 3
�8 6.27e� 3 8.45e� 3 6.59e� 3 8.72e� 3 6.69e� 3

� ������� ��� ��������� �µ������� �� ������������µ��� ������� �����µ��� ��� ��-

�������� ���µ�� �� ���� �� µ������ ��� ������µ����.

ux uz �xx �zz �xz

�1 � 2.95e� 8 � 2.89e� 8 �
�2 � 2.95e� 8 � 2.89e� 8 �
�3 2.31e� 8 � 2.29e� 8 � �
�4 2.31e� 8 � 2.29e� 8 � �
�5 3.06e� 8 4.12e� 8 3.20e� 8 4.24e� 8 3.27e� 8
�6 3.06e� 8 4.12e� 8 3.20e� 8 4.24e� 8 3.27e� 8
�7 3.06e� 8 4.12e� 8 3.20e� 8 4.24e� 8 3.27e� 8
�8 3.06e� 8 4.12e� 8 3.20e� 8 4.24e� 8 3.27e� 8
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3.3 �����µ����� ������ ������µ���� ����µ��

��� ����� ������µ� ����µ�� µ��������� � ��µ�������� ��� ����µ������ ���µ����

�����µ������ �� µ�� ������� µ����� 1280 µ����� ��� ������ 640 µ�����, � �����

������������ ��� ��� ����� µ� ����������� ��������� ��������������. ����������

�� ����� ����µ� ��� �������� ���� µ���� �� 400 µ���� ����� ��� ���� ��������� ⇢ =

2000Kg

m3 , ��������� Vp = 2000m
s ��� Vs = 1000m

s ��� �� ����µ��� ��µ� ���� ��������� f =

50Hz. �� ���������� �������������� ��� �������� ����µ���� ���� ⇢ = 2500Kg

m3 ,Vp =

4000m
s ��� Vs = 2000m

s ��� �� ����µ��� ��µ� ���� ��������� f = 50Hz. � ������

�������������� ���� ��� µ���� ��� ���� ����������, ��� � ���� ��µ�������� ���

����µ���� ��µ���� ���� ��� 350 µ���� ������ ��� ��� 615 µ���� µ����� ��� ��� ����

��� �������� µ� �� ������� �������� ��� ����� �� ����� ��� 0.062sec. �� ������� ��µ�

��� µ������ ���� 0.0002 ������������ ��� �������� �����µ������ 0.13 �������������.

�� �����µ��� ��� ��������� µ���������� ��� �������µ���� �� �µ�������� �� ����-

µ������ �������� ��� ����µ���� ��µ���� ��� �� 0.05 µ���� �� 0.1 ������������ ���

�����µ������ ��� ���� 0.01 ������������ �������� ���.

��� µ����� ��� ��µ��������� ��� ����µ������ ���µ���� �����µ������ ��������-

����� �� ���������� ��� ��������� µ���������� �� ��� �������, �� ����� ���� ����-

�����µ��� ����� ��� ����� ��µ�������� ��� ����µ���� ��µ����. � ���� ��� ��������

���������� ��� ���������� ��������� µ���������� ���� 50.5 µ���� ����� ��� ��� ����

����� µ� �� ����, ��� ���� ��� ����������� ��������� ���� 50 µ���� ����� ��� µ���

µ���� ��� ����� ��� �� ���� ��� �����. �� �������� �����µ��� �µ�������� ��� ���

���������� ��� �������� �� ������� �������� ��� �����µ������. ���������µ� ����-

�� ��� ���������� ��� ��������� ��� ��������� ���µ����� ��µ���� ��� ��� ��������

��� ��� ����� ������µ���� ��µ����. �� ����� ������µ��� ����� �� ���µ���� ��� ��

������� �� �������� ��µ�, ��� ������ �� ������ ������ ����� �� ���µ���µ����.
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���µ� 3.5: ��������� ����������� ��������� µ���������� ����� ��� �����.

���µ� 3.6: ��������� ���������� ��������� µ���������� ����� ��� �����.
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3.4 �����µ����� �������� ������µ���� ����µ��

��� ������� ������µ� ����µ�� µ��������� � ��µ�������� ��� ����µ������ ���µ����

�����µ������ ��� ��µ������� ��� ������� ��� ������������ (Rayleigh waves) �� µ��

�µ���µ���� ��������� ������� µ����� 1024 µ����� ��� ������ 512 µ�����. ��������-

��, �� �������� ���� ��������� ⇢ = 2000Kg

m3 µ� ��������� Vp = 1732m
s ��� Vs = 1000m

s ,

��� �� ����µ��� ��µ� ���� ��������� f = 50Hz. � ������ �������������� ���� µ�-

������ µ���� µ����� ��� ���� ����������, ��� � ���� ��µ�������� ��� ����µ����

��µ���� ���� ��� 100 µ���� ������ ��� ��� 512 µ���� µ����� ��� ��� ���� ��� ��-

������ µ� �� ������� �������� ��� ����� �� ����� �� �� 0.062sec. �� ������� ��µ� ���

µ������ ���� 0.0002 ������������ ��� �������� �����µ������ 0.26 �������������.

�� �����µ��� ��� ��������� µ���������� ��� �������µ���� �� �µ�������� �� ����-

µ������ �������� ��� ����µ���� ��µ���� ��� �� 0.08 µ���� �� 0.2 ������������ ���

�����µ������ ��� ���� 0.01 ������������ �������� ���.

�� �����µ��� ��� ��������� µ���������� ��� ������ µ���� µ�� ������������ ���-

������� ��� ���������� ��� ���µ����� ��µ���� ��� ����� ���� ��������� ��� �������

µ� �������� �� ��µ������� ������ ��� ������µ���� ���µ����� ��� ��� �������� ���

��������� ��µ����, �� ����� ��������� ���� �� ��������. ��� �������� �µ��������� �

��µ������� ��� Rayleigh ��µ����, �� ����� ����� µ�������� ������ ��� ����������

�� ������ ��� ���µ���� ���� ��������� ��� �������.
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�������� 4

��µ�����µ���

�� ���� �� �����µ����� ������� ������������� � ��������� ��� � µ����� ��� ��µ����-

����� ���� ���� ����µ������ ������� ������ ����� ��������� ��� �� �����µ����� ���

�������� ����µ���� ��µ���� �� ��� ������� ����������. � ��������µ���� �����µ���-

��� ������µ����� ����µ����� ���µ��� ������� ��������������� ����� ����� ���������

������������ ��� ���������� ��� ��µ���� ���µ��� �������µ���� ��������. ����

����� ��� ������� �������������� �����µ��������� � �µ��� Runge-Kutta Cash-Karp

µ������ ��µ���� ����� ���������. �� ��������µ��� ��� �����µ���� �����µ������ µ��

�������� ��� �������� ��µ�����µ��� :

• � ����µ��� ��µ����� ���µ���� �������µ���� �������� ������� �����������-

���� ����� ����� ��������� ����������� ����� ��µ�� ��������� ���������� µ�

�������� ��µ�� ��� ����������, ������ µ��� ��� ��µ�� ���������� �������� �-

�� �� ���������� ���µ��� �������� �����. ����� � ��µ� ��� ������ �����������

��� ���µµ���� �����µ���� ����µ���� �� ����� ������ � ���� µ� �������� �� �-

����������� ������ ����µ���� ��� ���µ���� ��� ����� ����� ��������� �� �����

���������� µ� ���� ��� ��������, ��� �� ���������� µ��µ�� ����� �� �����.

• � ������� ���µ���� ������ ����� ��������� �� ���� ��� ������ ��� �������
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�������� �����µ������ µ� �����µ����� ��� ���������� ��� ������� ��� ����µ����

��µ����. ���������� � ����� ��µ����� ����µ������ ���µ���� ��� ���������� ��

����� ��������µ���� ������� ��µ���� ���������������.

• ���� ��� �������� ��� µ������ ��� ��µ��������� ��� ��������µ���� ������� �-

��������� � �����µ����� ��� ������������ ��µ����. ����� ���� ���µ���µ���

� ����� ���������µ���� ����µ���� �� �������µ� µ� µ������� ������ �����

�� ���� ��� ����� ���������� ���������� �����µ����� ��� ����������� ���

����µ���� ��µ���� ���� ��������� ��� ��� ��µ������� ��� Rayleigh ��µ����.

• �� ������������ ���� ���� ��������µ����� �� ��� �� ������µ��� ����µ��, ����

������������� ���� ������� [3] µ� ��� ����� ��� ��� ��� �������� ��� �������-

������ �� ����.

• � ��������µ���� �������� ����µ������ �� ���������µ��� (Staggered) ����µ� µ�

�������� � ���� ��� ���������� ��� ����������� ��� ���������� ��������� ���

µ������������� �������� ��� ����µ���� ��µ���� ��� ��������� �� �������� µ�

����������� ��������� �������������� �� ����� ��������µ�����.

• � �������� ��� �����µ����� ���� ����� ���������� ����� �µ���, ����� �� ������

����µ����� ���µ� ��� ���������� ��� ������������µ��� µ����������� ������µ�

µ� ��µ���� ���µ��� �������µ���� ��������.

� ���� �����µ������ ��� �������������� ��� ������������ � ��µ�������� ��� µ���

������µ���� ����µ�� �������� ����� ���� ��������� ��� ������ ��� ������� ��������.

����� ����� �� ���� �� ������� ���������� �����µ�������, �� ������ µ������ �� �������-

����� ��� �� µ����� ����������� ������µ���� ��� ���������. ��������� � �������� ���

���� ����� ���������� ��� � ��������� ��� �� ��������� ������������� ��������������

��������� ������� �� µ������� �� ���������� �� ��� ��µ������ �������� �����µ��-

���� ��� �������� ��� ����µ���� ��µ����.
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�������µ� ��
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���µ� ��.1: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.062sec .

���µ� ��.2: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.062sec .
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���µ� ��.3: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.07sec .

���µ� ��.4: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.07sec .
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���µ� ��.5: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.08sec .

���µ� ��.6: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.08sec .
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���µ� ��.7: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.09sec .

���µ� ��.8: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.09sec .
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���µ� ��.9: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.1sec .

���µ� ��.10: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.1sec .
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���µ� ��.11: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.11sec .

���µ� ��.12: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.11sec .
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���µ� ��.13: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.12sec .

���µ� ��.14: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.12sec .
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���µ� ��.15: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.13sec .

���µ� ��.16: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.13sec .
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���µ� ��.17: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.14sec .

���µ� ��.18: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.14sec .
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���µ� ��.19: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.15sec .

���µ� ��.20: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.15sec .
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���µ� ��.21: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.16sec .

���µ� ��.22: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.16sec .
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���µ� ��.23: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.17sec .

���µ� ��.24: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.17sec .
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���µ� ��.25: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.18sec .

���µ� ��.26: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.18sec .
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���µ� ��.27: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.19sec .

���µ� ��.28: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.19sec .
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���µ� ��.29: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.20sec .

���µ� ��.30: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.20sec .
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���µ� ��.31: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.21sec .

���µ� ��.32: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.21sec .
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���µ� ��.33: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.22sec .

���µ� ��.34: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.22sec .
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���µ� ��.35: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.07sec .

���µ� ��.36: ��������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.23sec .
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���µ� ��.37: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.07sec .

���µ� ��.38: ���������� �������� µ���������� ��� �� ������� ����µ� t = 0.23sec .
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�������µ� ��

���µ� ��.1: ��������� ����������� ��������� µ���������� ��� ������� �1.
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���µ� ��.2: ��������� ����������� ��������� µ���������� ��� ������� �2.

���µ� ��.3: ��������� ����������� ��������� µ���������� ��� ������� �5.
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���µ� ��.4: ��������� ����������� ��������� µ���������� ��� ������� �6.

���µ� ��.5: ��������� ����������� ��������� µ���������� ��� ������� �7.
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���µ� ��.6: ��������� ����������� ��������� µ���������� ��� ������� �8.

���µ� ��.7: ��������� ���������� ��������� µ���������� ��� ������� �3.
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���µ� ��.8: ��������� ���������� ��������� µ���������� ��� ������� �4.

���µ� ��.9: ��������� ���������� ��������� µ���������� ��� ������� �5.
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���µ� ��.10: ��������� ���������� ��������� µ���������� ��� ������� �6.

���µ� ��.11: ��������� ���������� ��������� µ���������� ��� ������� �7.
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���µ� ��.12: ��������� ���������� ��������� µ���������� ��� ������� �8.

���µ� ��.13: ��������� ��� ��µ�� ��� ����� �xx ��� ������� �3.
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���µ� ��.14: ��������� ��� ��µ�� ��� ����� �xx ��� ������� �4.

���µ� ��.15: ��������� ��� ��µ�� ��� ����� �xx ��� ������� �5.
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���µ� ��.16: ��������� ��� ��µ�� ��� ����� �xx ��� ������� �6.

���µ� ��.17: ��������� ��� ��µ�� ��� ����� �xx ��� ������� �7.
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���µ� ��.18: ��������� ��� ��µ�� ��� ����� �xx ��� ������� �8.

���µ� ��.19: ��������� ��� ��µ�� ��� ����� �zz ��� ������� �1.
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���µ� ��.20: ��������� ��� ��µ�� ��� ����� �zz ��� ������� �2.

���µ� ��.21: ��������� ��� ��µ�� ��� ����� �zz ��� ������� �5.
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���µ� ��.22: ��������� ��� ��µ�� ��� ����� �zz ��� ������� �6.

���µ� ��.23: ��������� ��� ��µ�� ��� ����� �zz ��� ������� �7.
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���µ� ��.24: ��������� ��� ��µ�� ��� ����� �zz ��� ������� �8.

���µ� ��.25: ��������� ��� ��µ�� µ������ ������ ��� ������� �5.
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���µ� ��.26: ��������� ��� ��µ�� µ������ ������ ��� ������� �6.

���µ� ��.27: ��������� ��� ��µ�� µ������ ������ ��� ������� �7.
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���µ� ��.28: ��������� ��� ��µ�� µ������ ������ ��� ������� �8.

67



68



�������µ� ��

���µ� ��.1: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.05secs.
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���µ� ��.2: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.06secs.

���µ� ��.3: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.07secs.
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���µ� ��.4: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.08secs.

���µ� ��.5: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.09secs.
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���µ� ��.6: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.10secs.

���µ� ��.7: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.05secs.
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���µ� ��.8: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.06secs.

���µ� ��.9: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.07secs.
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���µ� ��.10: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.08secs.

���µ� ��.11: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.09secs.
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���µ� ��.12: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.10secs.
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�������µ� ��

���µ� ��.1: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.08secs.
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���µ� ��.2: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.09secs.

���µ� ��.3: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.10secs.
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���µ� ��.4: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.11secs.

���µ� ��.5: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.12secs.
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���µ� ��.6: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.13secs.

���µ� ��.7: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.14secs.
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���µ� ��.8: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.15secs.

���µ� ��.9: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.16secs.
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���µ� ��.10: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.17secs.

���µ� ��.11: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.18secs.
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���µ� ��.12: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.19secs.

���µ� ��.13: ���������� ����������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.20secs.
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���µ� ��.14: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.08secs.

���µ� ��.15: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.09secs.
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���µ� ��.16: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.10secs.

���µ� ��.17: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.11secs.
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���µ� ��.18: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.12secs.

���µ� ��.19: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.13secs.
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���µ� ��.20: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.14secs.

���µ� ��.21: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.15secs.
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���µ� ��.22: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.16secs.

���µ� ��.23: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.17secs.
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���µ� ��.24: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.18secs.

���µ� ��.25: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.19secs.
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���µ� ��.26: ���������� ���������� ��������� µ���������� �� ������� ����µ� 0.20secs.
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