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εργασίας. Θα ήθελα, επίσης, να ευχαριστήσω και τα υπόλοιπα µέλη της εξεταστικής 
επιτροπής της εργασίας µου, κκ. ∆ρ. Μιχαήλ ∆ούµπο, Επίκουρο Καθηγητή του 
τµήµατος Μηχανικών Παραγωγής και ∆ιοίκησης του Πολυτεχνείου Κρήτης και ∆ρ. 
Ιωάννη Μαρινάκη, Λέκτορα του τµήµατος Μηχανικών Παραγωγής και ∆ιοίκησης 
του Πολυτεχνείου Κρήτης, επειδή δέχτηκαν να µετάσχουν σε αυτή. 
 
 Είναι γεγονός ότι για να αποδώσει καρπούς µια επιστηµονική έρευνα, 
χρειάζεται πολλή προσωπική εργασία, υποµονή και χρόνο. Χρειάζεται, ωστόσο, και 
αρκετή συµπαράσταση. Οι γονείς µου ήταν αυτοί που κυρίως συνέβαλαν υλικά και 
ηθικά για την ολοκλήρωση των ακαδηµαϊκών µου υποχρεώσεων. Τους ευχαριστώ. 
 
 Τέλος, θα ήθελα να ευχαριστήσω όλους εκείνους οι οποίοι µε τον τρόπο τους, 
ακόµα και εάν δεν το γνωρίζουν, συνέβαλαν και αυτοί στο να µπορέσω να 
ολοκληρώσω τους ακαδηµαϊκούς µου στόχους. 
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Σύντοµο Βιογραφικό Σηµείωµα 
 
 Ο Σταµπολίδης Λ. Βασίλειος γεννήθηκε στο Φρέχεν της Γερµανίας, το 1979. 
Τη βασική του εκπαίδευση την έλαβε στο Κιλκίς, όπου και αποφοίτησε από το 1ο 
Γενικό Λύκειο Κιλκίς. Το 1999 εισήχθη στο Τµήµα Μηχανικών Παραγωγής και 
∆ιοίκησης του Πολυτεχνείου Κρήτης, στα Χανιά. Τον Μάρτιο του 2005 έλαβε το 
πτυχίο του ∆ιπλωµατούχου Μηχανικού Παραγωγής και ∆ιοίκησης, µε βαθµό 7,87 και 
στη συνέχεια έγινε αποδεκτή η αίτησή του για εγγραφή στο Μεταπτυχιακό 
Πρόγραµµα Ειδίκευσης του ίδιου τµήµατος, στον τοµέα Οργάνωσης και ∆ιοίκησης. 
Η παρούσα εργασία, αποτελεί µέρος των απαιτήσεων για την ολοκλήρωση των 
σπουδών του για την απόκτηση του Μεταπτυχιακού ∆ιπλώµατος Ειδίκευσης. 
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Περίληψη 
 
 Ο σκοπός των µεθόδων παλινδρόµησης είναι, σε γενικές γραµµές, να 
αποσαφηνιστεί, µέσω της εφαρµογής τους, η σχέση µεταξύ µιας ή περισσότερων 
ανεξάρτητων µεταβλητών και µιας εξαρτηµένης µεταβλητής. Αυτό γίνεται µέσω της 
επιλογής του καλύτερου µοντέλου παλινδρόµησης, το οποίο περιγράφει περισσότερο 
ικανοποιητικά την παραπάνω ζητούµενη σχέση για τα συγκεκριµένα δεδοµένα. Τα 
διαθέσιµα δεδοµένα µπορεί να εκτείνονται από µερικές δεκάδες µέχρι και µερικές 
χιλιάδες. Το γεγονός αυτό καθιστά επιτακτική την ανάπτυξη τεχνικών, οι οποίες θα 
είναι σε θέση να «εντοπίζουν» εκείνες τις ανεξάρτητες µεταβλητές οι οποίες θα 
συνεισφέρουν περισσότερο στην επεξηγηµατική ή προβλεπτική ικανότητα του 
µοντέλου παλινδρόµησης, χωρίς να είναι απαραίτητος ο εξαντλητικός έλεγχος όλων 
των διαθέσιµων δεδοµένων. Υπάρχει ήδη πληθώρα ερευνών στις οποίες έχουν 
χρησιµοποιηθεί γενικές µέθοδοι απλής και πολλαπλής γραµµικής παλινδρόµησης και 
έχουν προταθεί αρκετές τεχνικές για την επιλογή του καλύτερου υποσυνόλου 
ανεξάρτητων µεταβλητών που δοµούν το τελικό µοντέλο. 

 
 Στα πλαίσια αυτής της εργασίας, επιχειρείται η ανάπτυξη και η διερεύνηση 
εναλλακτικών µοντέλων ποιοτικής ανάλυσης παλινδρόµησης, η πρακτικότητα και η 
λειτουργικότητα των οποίων εξετάζεται µε την εφαρµογή τους σε πραγµατικά 
δεδοµένα. Κύρια επιδίωξη της εργασίας είναι να ενσωµατωθούν και να 
προσαρµοστούν, σε πρακτικό επίπεδο, οι ήδη υπάρχουσες τάσεις και ιδέες στο χώρο 
της ποιοτικής ανάλυσης παλινδρόµησης. Επιπλέον στόχος της εργασίας, είναι να 
αναπτυχθεί µια µεθοδολογία για την επιλογή του καλύτερου υποσυνόλου 
ανεξάρτητων µεταβλητών, οι οποίες θα συµµετάσχουν στο τελικό µοντέλο 
παλινδρόµησης. Η προσπάθεια αυτή παρουσιάζει σχετικό ενδιαφέρον, καθώς, στα 
πλαίσια χρησιµοποίησης της ποιοτικής ανάλυσης παλινδρόµησης, η ερευνητική 
δραστηριότητα, µέχρι στιγµής, για την ανάπτυξη αντίστοιχων µεθοδολογιών, 
ουσιαστικά δεν έχει να επιδείξει κάποια αποτελέσµατα. 
 
 Η ποιοτική ανάλυση παλινδρόµησης έχει χρησιµοποιηθεί σε πολλά 
προβλήµατα πολυκριτήριας ανάλυσης. Βασική αρχή της συγκεκριµένης προσέγγισης, 
αποτελεί η υπόθεση ότι η «αξία» µιας εξαρτηµένης µεταβλητής, Υ, µπορεί να γραφεί 
ως ο σταθµισµένος µέσος των «αξιών» των ανεξάρτητων µεταβλητών, Xi. Η διαφορά 
µε την απλή γραµµική παλινδρόµηση έγκειται στο γεγονός του διαφορετικού τρόπου 
υπολογισµού των συναρτήσεων αξιών, τόσο της εξαρτηµένης µεταβλητής, όσο και 
των ανεξάρτητων µεταβλητών. Στόχος είναι να αναπτυχθεί ένα µη γραµµικό µοντέλο 
πρόβλεψης, µε το οποίο θα επιτυγχάνεται η εκτίµηση των προαναφερθέντων 
συναρτήσεων αξιών, οι οποίες είναι γραµµικές µόνο κατά τµήµατα. Το υπόδειγµα της 
ποιοτικής ανάλυσης παλινδρόµησης υποθέτει ότι η συνεισφορά ενός παράγοντα Xi 
στην εξαρτηµένη µεταβλητή Y, δεν είναι αναλογική, αλλά εξαρτάται από την 
ονοµαστική τιµή της µεταβλητής. Για την επιλογή του καλύτερου υποσυνόλου των 
ανεξάρτητων µεταβλητών, η ποιοτική ανάλυση παλινδρόµησης, στηριζόµενη στο 
γενικότερο πλαίσιο των αρχών του γραµµικού προγραµµατισµού (προγραµµατισµός 
στόχων), επιδιώκει την εκτίµηση των συναρτήσεων «αξίας» που αποδίδεται στην 
εξαρτηµένη µεταβλητή και στις επιλεγόµενες ανεξάρτητες µεταβλητές, έτσι ώστε να 
υπάρχει η µεγαλύτερη δυνατή συνέπεια µε την πραγµατική τιµή της εξαρτηµένης 
µεταβλητής. Με τον τρόπο αυτό, µπορούν να εξεταστούν αρκετά κριτήρια 
βελτιστοποίησης για την ανάπτυξη της τελικής προτεινόµενης µεθοδολογίας. Τέλος, 
για τον έλεγχο της ακρίβειας των αποτελεσµάτων της προτεινόµενης µεθοδολογίας, 
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αυτά αντιπαραβάλλονται µε τα αντίστοιχα της κλασσικής βηµατικής ανάλυσης 
παλινδρόµησης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  1 
 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 
 
 

1.1 Περιγραφή Θεµατολογίας 
 
 Στο κεφάλαιο αυτό, θα επιχειρηθεί µια προκαταρκτική εισαγωγή στο θέµα το 
οποίο διαπραγµατεύεται η παρούσα εργασία, θα γίνει µια γενική παρουσίαση των 
επιµέρους αντικειµένων τα οποία εξετάζονται στη συνέχεια, ενώ, παράλληλα, 
καθορίζονται και οι στόχοι που τίθενται στα πλαίσια αυτής της εξέτασης, 
αναδεικνύοντας ταυτόχρονα την αναγκαιότητα της τελευταίας. Τέλος, καθορίζεται η 
δοµή της παρούσας εργασίας. 
 
 Σε πολλές σύγχρονες επιστηµονικές και επιχειρηµατικές εφαρµογές, είναι 
επιβεβληµένη η ανάγκη για την επεξεργασία και διαχείριση σύνθετων και τεράστιων, 
πολλές φορές, όγκων δεδοµένων, η ανάλυση των οποίων είναι ζωτικής σηµασίας για 
την εξαγωγή κρίσιµων συµπερασµάτων. Η ανάπτυξη της πληροφορικής επιστήµης 
και η τεχνολογική πρόοδος η οποία επιτρέπει τη δηµιουργία υπολογιστικών µονάδων 
µε ολοένα και αυξανόµενη υπολογιστική και αποθηκευτική ισχύ, στέκονται αρωγοί 
στην προσπάθεια ανάπτυξης µεθόδων για τη διαχείριση τέτοιων δεδοµένων. 
Ταυτόχρονα, διεξάγεται και ερευνητική προσπάθεια για την ανάπτυξη θεωρητικών 
µεθοδολογιών, οι οποίες θα είναι σε θέση, εφαρµοζόµενες, να αποδώσουν τα 
αναµενόµενα αποτελέσµατα µε βάση την αναφερόµενη διαχείριση δεδοµένων. 
Παρόλα αυτά, η ανάγκη για τη διαχείριση και ανάλυση πολύ µεγάλων όγκων 
δεδοµένων, στα πλαίσια σύνθετων προβληµάτων, δεν µπορεί να ικανοποιηθεί 
επαρκώς από τις µέχρι τώρα θεωρητικές και τεχνολογικές ανακαλύψεις. Εποµένως, 
το ερευνητικό ενδιαφέρον στα πεδία αυτά, εµφανίζεται έντονο. 
 
 Ερευνητικό ενδιαφέρον παρουσιάζει και η περίπτωση διαχείρισης και 
επεξεργασίας δεδοµένων µέσω της ανάλυσης παλινδρόµησης. Στα πλαίσια αυτής της 
ανάλυσης, αναζητούνται οι συσχετισµοί µεταξύ ενός ή πολλών χαρακτηριστικών 
(εξαρτηµένη(ες) µεταβλητή(ές)) και µερικών άλλων επιµέρους χαρακτηριστικών 
(ανεξάρτητες µεταβλητές), µε βάση τους οποίους, θα συγκροτηθεί ένα µοντέλο 
παλινδρόµησης µε σκοπό την ανάλυση, την ερµηνεία ή την πρόβλεψη δεδοµένων. Το 
µοντέλο παλινδρόµησης, συνίσταται από µια εξίσωση, γραµµική ή µη, η οποία 
συνδέει τα επιµέρους αναφερόµενα χαρακτηριστικά. Είναι ευνόητο ότι το 
επιδιωκόµενο µοντέλο παλινδρόµησης, είναι επιθυµητό να επιτυγχάνει τη 
µεγαλύτερη δυνατή αντιστοιχία µεταξύ των εκτιµώµενων δεδοµένων, όπως 
προκύπτουν από αυτό, και των πραγµατικών διαθέσιµων δεδοµένων. Η µέχρι τώρα 
εµπειρία στο θέµα αυτό, δείχνει ότι κάθε σύνολο δεδοµένων παρουσιάζει 
διαφορετική «συµπεριφορά», ανάλογα µε τις ιδιότητες που έχει (ποιότητα δεδοµένων, 
π.χ. υψηλές ή χαµηλές συσχετίσεις µεταξύ των µεταβλητών). Από την άλλη, σε 
αρκετές περιπτώσεις είναι δυνατόν να είναι διαθέσιµος ένας πολύ µεγάλος αριθµός 
χαρακτηριστικών, µε ανάλογο πλήθος δεδοµένων για αυτά. Καθίσταται φανερό ότι η 
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διαχείριση τέτοιων δεδοµένων είναι χρονοβόρα και, αρκετά συχνά, επίπονη. Με βάση 
τη διαπίστωση αυτή, έχουν αναπτυχθεί αρκετές θεωρητικές τεχνικές (µε ανάλογες 
πρακτικές εφαρµογές), οι οποίες στοχεύουν στη δόµηση ενός µοντέλου 
παλινδρόµησης, χωρίς να είναι απαραίτητος ο εξαντλητικός έλεγχος όλων των 
διαθέσιµων χαρακτηριστικών, εξασφαλίζοντας ταυτόχρονα, όσο είναι δυνατόν, και 
µεγάλη αξιοπιστία αποτελεσµάτων. Το πρόβληµα της επιλογής των πλέον 
κατάλληλων µεταβλητών, χωρίς τον εξαντλητικό έλεγχο όλων των διαθέσιµων 
δεδοµένων είναι γνωστό και ως πρόβληµα επιλογής του καλύτερου υποσυνόλου 
µεταβλητών (best subset selection problem). 
 
 Η παρούσα εργασία, διαπραγµατεύεται το θέµα της ανάπτυξης µοντέλων 
παλινδρόµησης, διερευνώντας την δυνατότητα πρακτικής εφαρµογής µιας 
εναλλακτικής µεθοδολογίας για το σκοπό αυτό. Πιο συγκεκριµένα, στόχος είναι να 
διερευνηθεί εάν είναι δυνατόν οι αρχές τις ποιοτικής ανάλυσης παλινδρόµησης να 
µπορούν να χρησιµοποιηθούν µε τέτοιο τρόπο ώστε να προταθεί ένα µοντέλο 
παλινδρόµησης για την περιγραφή ενός οποιουδήποτε συνόλου δεδοµένων, χωρίς να 
είναι απαραίτητος ο εξαντλητικός έλεγχος όλων των διαθέσιµων δεδοµένων. Για να 
γίνει κάτι τέτοιο, υιοθετήθηκε ένας «βηµατικός» τρόπος ελέγχου για το ποια 
µεταβλητή είναι σε θέση να συµµετέχει στο αναζητούµενο µοντέλο παλινδρόµησης 
(ή, αντίστοιχα, να απορριφθεί από αυτό). Αξίζει να σηµειωθεί εδώ ότι ήδη υπάρχουν 
αρκετές µεθοδολογίες οι οποίες προσεγγίζουν µε βηµατικό τρόπο την ανάπτυξη ενός 
µοντέλου παλινδρόµησης, έτσι ώστε να µην είναι απαραίτητος ο εξαντλητικός 
έλεγχος όλων των διαθέσιµων δεδοµένων. Τέτοιου είδους µεθοδολογίες, είναι και 
αυτές που ανήκουν στην οικογένεια της κλασσικής βηµατικής ανάλυσης 
παλινδρόµησης (stepwise regression analysis). Πιο αναλυτικά, υπάρχουν και 
χρησιµοποιούνται σχετικά συχνά σε διάφορες εφαρµογές, η προς τα εµπρός επιλογή 
(forward selection), η προς τα πίσω απαλοιφή (backward elimination) και η βηµατική 

παλινδρόµηση (stepwise regression). Η προς τα εµπρός επιλογή, ξεκινά από τη µη 
συµµετοχή καµµιάς ανεξάρτητης µεταβλητής στο µοντέλο παλινδρόµησης και βήµα-
βήµα εξετάζεται η συµµετοχή ή όχι κάποιας από τις διαθέσιµες µεταβλητές σε αυτό. 
η εισαγωγή αυτή στηρίζεται, σε κάθε βήµα (εκτός του αρχικού), στο γεγονός ότι είναι 
γνωστό ότι ήδη κάποιες συγκεκριµένες µεταβλητές συµµετέχουν σε αυτό και η 
συµµετοχή µιας άλλης πραγµατοποιείται µέσω στατιστικών υποθέσεων, οι οποίες 
επιβεβαιώνονται ή όχι µε βάση ένα προκαθορισµένο κατώφλι αποδοχής (π.χ. 
χρησιµοποίηση της στατιστικής F). Στην περίπτωση της προς τα πίσω απαλοιφής, η 
διαδικασία ξεκινά µε την υπόθεση ότι όλες οι διαθέσιµες µεταβλητές συµµετέχουν 
στο µοντέλο παλινδρόµησης, οπότε σε κάθε επόµενο βήµα, εξετάζεται, πάλι µε 
στατιστικές υποθέσεις και ένα προκαθορισµένο κατώφλι απόρριψης, η εξαγωγή µιας 
µεταβλητής από το µοντέλο. Τέλος, η βηµατική παλινδρόµηση, αποτελεί έναν 
συνδυασµό των δύο προαναφερθέντων µεθοδολογιών και σε κάθε βήµα της 
εξετάζεται τόσο η συµµετοχή µιας µεταβλητής εκτός µοντέλου, όσο και η απόρριψη 
µιας άλλης, η οποία ήδη συµµετέχει σε αυτό. αξίζει να σηµειωθεί, ότι µε τον τρόπο 
αυτό, µια µεταβλητή η οποία κρίθηκε στατιστικά ικανή να συµµετέχει στο µοντέλο 
σε κάποιο βήµα αυτή, είναι δυνατόν σε επόµενο βήµα να απορριφθεί. Η διαδικασία 
στην περίπτωση αυτή ξεκινά από τη µη συµµετοχή καµµίας µεταβλητής στο µοντέλο 
παλινδρόµησης και συνεχίζεται µε βάση τη διαδικασία που περιγράφηκε, 
υιοθετώντας ένα κατώφλι αποδοχής και ένα κατώφλι απόρριψης για τον έλεγχο των 
στατιστικών υποθέσεων. Σε κάθε µία από τις παραπάνω µεθοδολογίες, το 
προτεινόµενο αποτέλεσµα είναι ένα σύνολο από προτεινόµενες µεταβλητές (οι οποίες 
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λαµβάνονται από το σύνολο των διαθέσιµων δεδοµένων) και είναι αυτές οι οποίες 
τελικά θα απαρτίσουν το ζητούµενο µοντέλο παλινδρόµησης. 
 
 Η αξιοποίηση της ποιοτικής ανάλυσης παλινδρόµησης για την επιλογή του 
καλύτερου υποσυνόλου µεταβλητών, εξετάζεται στα πρότυπα των διαδικασιών που 
περιγράφηκαν προηγουµένως. Στα επόµενα κεφάλαια, περιγράφεται ο τρόπος µε τον 
οποίο εξετάζεται τόσο η θεωρητική όσο και η πρακτική προσέγγιση του θέµατος, 
χρησιµοποιώντας τις αρχές της ποιοτικής ανάλυσης παλινδρόµησης. Ας σηµειωθεί 
εδώ ότι η ποιοτική ανάλυση παλινδρόµησης στηρίζεται στο γεγονός ότι η 
«συνεισφορά» µιας εξεταζόµενης ανεξάρτητης µεταβλητής στο τελικό µοντέλο 
παλινδρόµησης, εξαρτάται από την υπολογιζόµενη «αξία» της, και όχι από την 
ονοµαστική τιµή αυτής (δηλαδή, δεν είναι αναλογική αυτή η συνεισφορά»). Το 
γενικό πρότυπο που ακολουθείται, είναι η ανάπτυξη και υλοποίηση των κατάλληλων, 
σε κάθε βήµα, γραµµικών προγραµµάτων, µε βάση τα διαθέσιµα δεδοµένα, ώστε να 
προσδιοριστεί το καλύτερο υποσύνολο µεταβλητών. Όπως γίνεται φανερό και στα 
κεφάλαια που ακολουθούν, τα γραµµικά προγράµµατα τα οποία αναπτύσσονται, είναι 
γραµµικά, µη γραµµικά και µικτού ακέραιου προγραµµατισµού, ανάλογα µε το 
κριτήριο βελτιστοποίησης που υιοθετείται κάθε φορά. Τα αποτελέσµατα και τα 
επιµέρους συµπεράσµατα από τη διαδικασία αυτή, περιγράφονται στα κεφάλαια που 
ακολουθούν. 
 

1.2 Σκοπός της Εργασίας 
 
 Η παρούσα εργασία διαπραγµατεύεται την αναζήτηση, την ανάδειξη και την 
εν δυνάµει πρακτική εφαρµογή των θεωρητικών δυνατοτήτων οι οποίες απορρέουν 
από το υπόβαθρο θεµελίωσης του βασικού µοντέλου της βηµατικής ποιοτικής 
παλινδρόµησης. Με βάση το παραπάνω σκεπτικό, επιχειρείται η ανάπτυξη και η 
διερεύνηση εναλλακτικών µοντέλων ποιοτικής ανάλυσης παλινδρόµησης πολλών 
µεταβλητών, µε στόχο την εξακρίβωση και αξιολόγηση της δυνατότητας που αυτά 
παρέχουν αναφορικά µε την χρησιµοποίησή τους για την ανάπτυξη και εµπέδωση 
αξιόπιστων µοντέλων παλινδρόµησης, τα οποία θα µπορούν να χρησιµοποιηθούν για 
σκοπούς όπως η πρόβλεψη δεδοµένων. Η σηµαντικότητα της πρόβλεψης δεδοµένων 
στα πλαίσια διοικητικών και διαχειριστικών που διέπουν τις σύγχρονες επιχειρήσεις 
και οργανισµούς, είναι στις µέρες µας αναγνωρισµένη, παρόλο που µπορεί κανείς να 
ισχυριστεί ότι ο βαθµός υιοθέτησης στρατηγικών για την πρόβλεψη δεδοµένων από 
τις τελευταίες ίσως να µην είναι ανάλογος της σηµαντικότητας που αποδίδεται στην 
πρόβλεψη δεδοµένων. 
 
 Πιο συγκεκριµένα, σε ό,τι αφορά το σκοπό της εργασίας, βασική επιδίωξη 
αποτελεί η ανάπτυξη µιας µεθοδολογίας ενός µοντέλου βηµατικής παλινδρόµησης, η 
οποία θα ενσωµατώνει τα πλεονεκτήµατα από τις σύγχρονες τάσεις και ιδέες που 
επικρατούν στο χώρο της ποιοτικής ανάλυσης παλινδρόµησης, σε συνδυασµό µε τη 
χρήση του µαθηµατικού προγραµµατισµού. Η µεθοδολογία αυτή αποσκοπεί στο να 
προταθεί, µέσω αυτής, µια αξιόπιστη διαδικασία επιλογής του καλύτερου υποσυνόλου 
µεταβλητών από ένα σύνολο διαθέσιµων παρατηρήσεων, οι οποίες τελικά θα 
συµµετάσχουν στο υπό ανάπτυξη µοντέλο παλινδρόµησης. Το µοντέλο αυτό, µπορεί 
στη συνέχεια να χρησιµοποιηθεί για διάφορους επιµέρους σκοπούς. 
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 Από τα παραπάνω, καθίσταται φανερό ότι η παρούσα εργασία µε τους 
επιδιωκόµενους στόχους της, επιχειρεί να συνεισφέρει στην έρευνα σχετικά µε την 
ανάδειξη µαθηµατικών εργαλείων για την επιλογή του καλύτερου υποσυνόλου 
µεταβλητών µε βάση το οποίο θα αναπτυχθεί ένα µοντέλο πολλαπλής παλινδρόµησης, 
µιας εξαρτηµένης µεταβλητής. Η χρησιµότητα της επιλογής ενός υποσυνόλου 
µεταβλητών, γίνεται φανερή εάν αναλογιστεί κανείς το µεγάλο πλήθος των 
µεταβλητών που φαίνεται να επηρεάζουν µια υπό µελέτη (εξαρτηµένη) µεταβλητή 
στα πρακτικά ζητήµατα που απασχολούν ερευνητές και επιστήµονες σε ερευνητικό, 
επιστηµονικό και βιοµηχανικό επίπεδο. Από την άλλη, η έρευνα πάνω ζήτηµα 
καθορισµού του καλύτερου υποσυνόλου µεταβλητών στα πλαίσια της πολλαπλής 
ανάλυσης παλινδρόµησης, δεν έχει να επιδείξει ιδιαίτερα αποτελέσµατα, µε συνέπεια 
το ερευνητικό ενδιαφέρον για το εν λόγω θέµα να παραµένει έντονο. 
 

1.3 ∆οµή της Εργασίας 
 
 Η παρούσα εργασία, αποτελείται από έξι κεφάλαια. Η δοµή της και το 
περιεχόµενο κάθε κεφαλαίου, φαίνεται στη συνέχεια: 
 
 Στο πρώτο κεφάλαιο επιχειρείται µια γενική εισαγωγή στο θέµα µε το οποίο 
πραγµατεύεται η εργασία και τίθενται οι στόχοι για τους οποίους πραγµατοποιείται. 
Παράλληλα, ορίζεται η σκοπιµότητα των επιδιωκόµενων στόχων. 
 
 Στο δεύτερο κεφάλαιο, γίνεται µια απόπειρα παρουσίασης της στατιστικής 
βηµατικής παλινδρόµησης, όπως αυτή περιγράφεται στη σχετική διαθέσιµη 
βιβλιογραφία. 
 
 Στο τρίτο κεφάλαιο, παρουσιάζονται µερικές ενδεικτικές προσπάθειες 
χρησιµοποίησης εναλλακτικών µοντέλων βηµατικής παλινδρόµησης σε διάφορα 
πρακτικά ή θεωρητικά ζητήµατα. 
 
 Στο τέταρτο κεφάλαιο γίνεται η αναλυτική περιγραφή της ανάπτυξης της 
µεθοδολογίας η οποία προτείνεται µέσα από την παρούσα εργασία. Πιο συγκεκριµένα, 
περιγράφεται το αναπτυχθέν µαθηµατικό µοντέλο για την µεθοδολογία αυτή και 
παράλληλα παρουσιάζονται τα εναλλακτικά κριτήρια βελτιστοποίησης που 
χρησιµοποιήθηκαν στα πλαίσια ανάπτυξής της. 
 
 Στο πέµπτο κεφάλαιο επιχειρείται η εξακρίβωση της αξιοπιστίας του 
µαθηµατικού µοντέλου που αναπτύχθηκε στο τέταρτο κεφάλαιο. Αυτό 
πραγµατοποιείται µε την εφαρµογή του σε πραγµατικά δεδοµένα που υπάρχουν 
διαθέσιµα στο διαδίκτυο. Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας, τα διαθέσιµα 
δεδοµένα χωρίζονται σε δεδοµένα διερεύνησης και σε δεδοµένα εφαρµογής. Τα 
αποτελέσµατα αυτά συγκρίνονται µε τα αντίστοιχα της στατιστικής βηµατικής 
παλινδρόµησης. 
 
 Τέλος, στο έκτο κεφάλαιο, συγκεντρώνονται όλα τα συµπεράσµατα τα οποία 
προκύπτουν από υλοποιείται στα προηγούµενα κεφάλαια, ενώ προτείνονται και 
µερικές ενδεικτικές µελλοντικές επεκτάσεις οι οποίες µπορούν να βρουν εφαρµογή 
στο προτεινόµενο µοντέλο. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  

2 

 

 

 

ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΒΗΜΑΤΙΚΗ ΠΑΛΙΝ∆ΡΟΜΗΣΗ 
 

Η στατιστική βηµατική παλινδρόµηση είναι µια κατηγορία µεθόδων 
ανάπτυξης µοντέλων παλινδρόµησης, κατά τις οποίες το ζητούµενο µοντέλο 
αναπτύσσεται βηµατικά. Σε κάθε βήµα µιας τέτοιας µεθόδου, εξετάζεται, βάσει 
κατάλληλων κριτηρίων, ποιες από τις διαθέσιµες µεταβλητές απόφασης θα 
συµµετάσχουν τελικά στο µοντέλο. Στη συνέχεια, θα δοθεί πρώτα µια γενική εικόνα 
για την επιλογή του καλύτερου µοντέλου παλινδρόµησης, θα περιγραφεί το 
πρόβληµα επιλογής του καλύτερου υποσυνόλου µεταβλητών από τις συνολικά 
διαθέσιµες για την ανάπτυξη ενός µοντέλου παλινδρόµησης και, τέλος, θα 
περιγραφούν οι πιο δηµοφιλείς διαθέσιµες µέθοδοι βηµατικής παλινδρόµησης, µαζί 
µε τα κριτήρια που χρησιµοποιούνται για την αξιολόγηση των µοντέλων που 
αναπτύχθηκαν. 
 

2.1 Επιλογή του καλύτερου µοντέλου παλινδρόµησης 
 
 Υπάρχουν αρκετά πεδία στα οποία µπορεί να εφαρµοστούν τα µοντέλα 
παλινδρόµησης. Οι τέσσερις γενικές κατηγορίες εφαρµογής των µοντέλων 
παλινδρόµησης, είναι οι εξής: 

• Περιγραφή δεδοµένων, για την περιγραφή µιας δεδοµένη διαδικασίας ή τη 
µοντελοποίηση ενός πολύπλοκου συστήµατος. 

• Πρόβλεψη και εκτίµηση, για την πρόβλεψη µελλοντικών παρατηρήσεων ή την 
εκτίµηση της µέσης τιµής για την απόκριση. 

• Εκτίµηση παραµέτρων, όπου έµφαση πρέπει να δοθεί στο θόρυβο, ο οποίος 
προέρχεται από τη διαγραφή µεταβλητών από το µοντέλο, και στις 
διακυµάνσεις των εκτιµώµενων συντελεστών. 

• Έλεγχος, όπου απαιτείται ακριβής εκτίµηση των παραµέτρων (και άρα τα 
τυπικά σφάλµατα των συντελεστών της παλινδρόµησης πρέπει να είναι µικρά). 

 
Είναι φανερή η σηµασία που είναι δυνατόν να αποδώσει κανείς στις 

πρακτικές εφαρµογές της ανάλυσης παλινδρόµησης. Με βάση τη διαπίστωση αυτή, 
µπορεί να δικαιολογηθεί το ενδιαφέρον για την ανάπτυξη µεθοδολογιών οι οποίες δεν 
είναι απαραίτητο να εξετάζονται όλα τα διαθέσιµα δεδοµένα, καθώς ο υπολογιστικός 
φόρτος και χρόνος που απαιτούνται σε αυτή την περίπτωση, µπορεί να είναι 
σηµαντικά µικρότεροι. Στη συνέχεια περιγράφεται το πρόβληµα επιλογής του 
καλύτερου υποσυνόλου µεταβλητών. 
 

Έστω ότι απαιτείται ο υπολογισµός µιας γραµµικής συνάρτηση 
παλινδρόµησης για µια συγκεκριµένη εξαρτηµένη µεταβλητή (απόκριση) Υ, µε βάση 
τις ανεξάρτητες µεταβλητές ή µεταβλητές πρόβλεψης (predictor variables) Χ1, Χ2,..., 
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Χk. Έστω επίσης ότι Ζ1, Ζ2,..., Ζr είναι οι συναρτήσεις µιας ή περισσότερων 
ανεξάρτητων µεταβλητών Χ, οι οποίες αναπαριστούν ολόκληρο το σύνολο των 
µεταβλητών από τις οποίες θα επιλεχθεί η συνάρτηση και ότι το σύνολο αυτό περιέχει 
οποιεσδήποτε συναρτήσεις, όπως τετράγωνα, γινόµενο ανυσµάτων, λογαρίθµους κτλ. 
για την επιλογή της συνάρτησης, χρησιµοποιούνται δύο, κυρίως, κριτήρια, τα οποία 
είναι και ανταγωνιστικά µεταξύ τους. Αυτά είναι: 

• Εάν το ζητούµενο είναι η συνάρτηση που θα επιλεγεί να χρησιµοποιηθεί για 
προβλεπτικούς σκοπούς, τότε θα πρέπει να το µοντέλο να περιλαµβάνει όσο 
το δυνατόν περισσότερες συναρτήσεις Ζ, έτσι ώστε να καθοριστούν 
αξιόπιστες προσαρµοσµένες τιµές, βασιζόµενες στην πληροφορία που 
περιέχουν οι Ζ. 

• Για µεγάλο αριθµό συναρτήσεων Ζ, το κόστος παρακολούθησης και 
απολαβής πληροφορίας από αυτές είναι µεγάλο, οπότε θα πρέπει κατά την 
επιλογή της συνάρτησης παλινδρόµησης αυτή να περιλαµβάνει όσο το 
δυνατόν λιγότερες συναρτήσεις Ζ. Με τον τρόπο αυτό µειώνεται και η 

διακύµανση για την εκτίµηση Ŷ  της Υ. 
 

Η διαδικασία συµβιβασµού µεταξύ αυτών των δύο κριτηρίων για την επιλογή 
της συνάρτησης παλινδρόµησης, συνήθως ονοµάζεται επιλογή της καλύτερης 
συνάρτησης παλινδρόµησης. Για το σκοπό αυτό, δεν υπάρχει κάποια στατιστική 
µέθοδος. Αν το µέγεθος της πραγµατικής τυχαίας διακύµανσης, σ

2, των 
παρατηρήσεων είναι γνωστό, τότε η επιλογή θα ήταν πιο εύκολη. Πρακτικά, κάτι 
τέτοιο δε συµβαίνει συχνά, οπότε είναι απαραίτητη µια υποκειµενική κρίση από τον 
αναλυτή για την επιλογή. 
 

Γενικά, έχουν διατυπωθεί διάφορες σκέψεις και προβληµατισµοί για το αν ένα 
µοντέλο παλινδρόµησης είναι προτιµότερο να διαθέτει µικρό αριθµό µεταβλητών. Οι 
απόψεις αυτές, µπορούν, µε βάση το περιεχόµενό τους, να χωριστούν σε δύο 
κατηγορίες: στατιστικού και µη στατιστικού περιεχοµένου. Η κατηγορία των µη 
στατιστικών απόψεων περιλαµβάνει ισχυρισµούς που έχουν να κάνουν µε 
παράγοντες οικονοµικούς, κοινωνικούς, οικονοµίας σκέψης, πρακτικότητας, 
αισθητικούς και υπολογιστικούς. Τέτοιοι ισχυρισµοί είτε µπορούν να εκφραστούν µε 
«επίσηµους» όρους και να ιδωθούν υπό το πρίσµα των σκοπών των µεθόδων 
παλινδρόµησης είτε να χρησιµοποιηθούν εκ των υστέρων, όταν συγκριθούν τα 
µοντέλα που προκύπτουν από διαφορετικές µεθόδους παλινδρόµησης. Η κατηγορία 
των στατιστικών απόψεων, κυρίως περιφέρεται γύρω από δύο θέµατα: την ύπαρξη 
µεγάλου µεγέθους πινάκων συνδιακύµανσης για τους συντελεστές b και την φτωχή 
προβλεπτική ικανότητα νέων δεδοµένων, όταν χρησιµοποιούνται υπεράριθµες 
µεταβλητές (Draper and Smith, 1981). 

 

2.2 Επιλογή του «καλύτερου» υποσυνόλου σε προβλήµατα 

παλινδρόµησης 
 
Το πρόβληµα επιλογής του καλύτερου υποσυνόλου συνίσταται στην 

µοντελοποίηση  µιας σχέσης µεταξύ µιας εξαρτηµένης µεταβλητής Υ και ενός 
υποσυνόλου από ένα δεδοµένο σύνολο µεταβλητών Χ1, Χ2,…, Χn, χωρίς να είναι 
γνωστό το πιο υποσύνολο θα πρέπει να χρησιµοποιηθεί. Μια τέτοια διαδικασία είναι 
ιδιαίτερα χρήσιµη όταν ο αριθµός των µεταβλητών που είναι διαθέσιµες (n) είναι 
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πολύ µεγάλος και αν το σύνολο µεταβλητών Χ1, Χ2,…, Χn θεωρείται ότι περιλαµβάνει 
περιττές ή άσχετες µεταβλητές. Γενικά, το πρόβληµα επιλογής του καλύτερου 
υποσυνόλου, µπορεί να θεωρηθεί ότι αποτελεί µια ειδική περίπτωση του 
προβλήµατος επιλογής µοντέλου (για τη σχέση µεταξύ Xi και Υ). Η επιλογή 
υποσυνόλων είναι περισσότερο συνδεδεµένη µε το πλαίσιο της γραµµικής ανάλυσης 
παλινδρόµησης (George, 2000). 

 
Για την επιλογή της καλύτερης συνάρτησης παλινδρόµησης, έχουν προταθεί 

διάφορες µέθοδοι, οι οποίες απαντώνται και σε πρακτικά προβλήµατα. Οι µέθοδοι 
αυτοί είναι πιθανόν να µην καταλήξουν στο ίδιο αποτέλεσµα, ακόµα και αν 
εφαρµοσθούν στο ίδιο πρόβληµα. Η επιλογή αυτή λαµβάνει χώρα σε ένα «ιδανικό» 
περιβάλλον, υποθέτοντας ότι οι σωστές συναρτήσεις που περιέχονται στα σύνολα Ζ 
είναι γνωστά και ότι δεν υφίστανται ακραίες παρατηρήσεις στο δείγµα, γεγονός το 
οποίο δεν παρατηρείται συχνά στην πράξη. Μερικές από αυτές τις µεθόδους είναι και 
οι: 

1. Όλες οι πιθανές συναρτήσεις παλινδρόµησης, µε χρήση τριών κριτηρίων: 
δείκτες R2

, s
2 και Cp του Mallow. 

2. Το καλύτερο υποσύνολο συναρτήσεων παλινδρόµησης. 
3. Η προς τα πίσω απαλοιφή (backward elimination). 
4. Η βηµατική (stepwise) παλινδρόµηση. 
5. Η µέθοδος Ridge Regression. 
6. Η µέθοδος PRESS. 
7. Η παλινδρόµηση σε κύριες συνιστώσες (principal components regression). 
8. Η παλινδρόµηση λανθάνουσας ρίζας (latent root regression). 
9. Η παλινδρόµηση κατά φάση (stagewise regression). 

 
Πολλές από τις µεθόδους αυτές, δεν επιλέγουν το απόλυτα καλύτερο µοντέλο 

παλινδρόµησης, αλλά ένα αποδεκτό µοντέλο. Με καµία από αυτές δεν µπορεί να 
εξασφαλιστεί ότι θα επιλεγεί το καλύτερο µοντέλο για ένα δεδοµένο σύνολο 
µεταβλητών. Η εµπειρία, η επαγγελµατική υποκειµενική κρίση του αναλυτή και 
άλλες υποκειµενικές παραδοχές συµβάλλουν στην τελική επιλογή του µοντέλου 
παλινδρόµησης. Για τη βελτίωση των αποτελεσµάτων επιλογής του καλύτερου 
µοντέλου, έχουν χρησιµοποιηθεί και µερικές παραλλαγές των µεθόδων 1 – 4. Γενικά, 
η διαδικασία επιλογής µε βάση τις παραπάνω µεθόδους, πραγµατοποιείται 
επαναληπτικά, επιλέγοντας πρώτα τη στρατηγική επιλογής των µεταβλητών για 
είσοδο στο µοντέλο και έπειτα λαµβάνει χώρα ο έλεγχος του µοντέλου που προκύπτει 
για πιθανές ακραίες τιµές των παρατηρήσεων και συσχετίσεις µεταξύ τους. 
 

Με τη διαγραφή µεταβλητών από το µοντέλο, µπορεί να επιτευχθεί καλύτερη 
ακρίβεια του τελευταίου, ακόµα και αν µερικές από αυτές δεν είναι αµελητέας 
σηµαντικότητας. Κάτι τέτοιο µπορεί να αληθεύει και στην περίπτωση της 
διακύµανσης της προβλεπόµενης τιµής για την απόκριση του µοντέλου. Με τη 
διαγραφή µεταβλητών, όµως, µπορεί να εισάγεται θόρυβος για την εκτίµηση των 
συντελεστών των µεταβλητών. Αν οι µεταβλητές που διαγράφονται έχουν µικρό 
αντίκτυπο για τον υπολογισµό της απόκρισης, τότε το µέσο τετραγωνικό σφάλµα 
(MSE) των εκτιµήσεων µε θόρυβο θα είναι µικρότερο από τη διακύµανση των 
εκτιµήσεων χωρίς θόρυβο. ∆ηλαδή το επίπεδο του θορύβου που εισάγεται στο 
µοντέλο είναι µικρότερο από τη µείωση που παρατηρείται στη διακύµανση. 
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Πέραν των παραπάνω µεθόδων, έχουν προταθεί και άλλες. Μια σύντοµη 
περιγραφή τέτοιων µεθόδων, φαίνεται στη συνέχεια. Στα πλαίσια της βηµατικής 
παλινδρόµησης, εξέχουσα θέση κατέχει η τεχνική της λογιστικής παλινδρόµησης 
(logistic regression), όπου η εξαρτηµένη µεταβλητή παίρνει τιµές 0 και 1. Οι 
υπολογισµοί είναι σχετικά χρονοβόροι, λόγω της επαναληπτικής διαδικασίας που 
ακολουθείται. 
 

Στην περίπτωση της διαδοχικής αντικατάστασης µεταβλητών στο µοντέλο 
(sequential replacement algorithms), η βασική ιδέα είναι να αντικαταστήσουµε µια 
ήδη υπάρχουσα στο µοντέλο µεταβλητή, έτσι ώστε να οδηγηθούµε σε µικρότερο 
άθροισµα τετραγώνων των υπολοίπων. Για παράδειγµα, εάν ένα µοντέλο διαθέτει ήδη 
τις µεταβλητές ΑΒΓ∆, ξεκινούµε δοκιµάζοντας να αντικαταστήσουµε την µεταβλητή 
Α µε κάποια άλλη εκτός του µοντέλου. Εάν προκύψει µικρότερο RSS, εκτελούµε την 
αντικατάσταση. Το ίδιο γίνεται για τις µεταβλητές Β, Γ, και ∆. Η διαδικασία σταµατά 
όταν δεν είναι δυνατόν να προκύψει µικρότερο RSS µε αντικατάσταση κάποιας από 
τις µεταβλητές. Το πρόβληµα εδώ είναι ότι θα πρέπει να γίνει εξαντλητικός έλεγχος 
όλων των διαθέσιµων µεταβλητών και συνδυασµών. Το πρόβληµα αυτό λύνεται µε 
τη χρήση διάφορων τεχνικών, όπως για παράδειγµα η τεχνική branch-and-bound. 
 
 Σε προβλήµατα µε πολλές µεταβλητές (εκατοντάδες π.χ.), η αντικατάσταση 
δύο µεταβλητών ταυτόχρονα φαίνεται να οδηγεί στην εύρεση καλύτερων 
υποσυνόλων µε καλύτερη πιθανότητα. Ένας αλγόριθµος ο οποίος χρησιµοποιήθηκε 
µε µεγάλη επιτυχία για το σκοπό αυτό, όπου τα υποσύνολα που εξετάζονται 
διαθέτουν κατά το µέγιστο p µεταβλητές, είναι και ο παρακάτω (Miller, 2002): 

1. ∆ηµιουργία τυχαίων υποσυνόλων, αποτελούµενων από περίπου p/2 
µεταβλητές. 

2. Στο κάθε υποσύνολο, λαµβάνονται υπόψη όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί 
αντικατάστασης ζευγών µεταβλητών. Οι συνδυασµοί αυτοί περιλαµβάνουν 
την αντικατάσταση και ενός µόνο ζεύγους µεταβλητών ή την ταυτόχρονη 
αντικατάσταση περισσότερων ζευγών. 

3. Εύρεση της καλύτερης αντικατάστασης. Εάν το RSS µειώνεται, λαµβάνει 
χώρα η αντικατάσταση και γίνεται επαναφορά στο βήµα 2. 

4. Εάν το υποσύνολο των µεταβλητών που εξετάζεται δεν έχει το µέγιστο 
µέγεθος p, τότε εισάγεται σε αυτό οποιαδήποτε µεταβλητή και γίνεται 
επαναφορά στο βήµα 2. 

5. Επανάληψη της διαδικασίας από το βήµα 1, έως ότου ικανοποιηθεί η 
απαίτηση για p µεταβλητές. 

 
Οι τεχνικές branch-and-bound συνίστανται στη διαίρεση και οµαδοποίηση 

όλων των δυνατών υποσυνόλων από p µεταβλητές από ένα σύνολο n µεταβλητών, 
έτσι ώστε, κάθε «κλάδος» να περιέχει πχ µια συγκεκριµένη µεταβλητή. Μετά 
µπορούν να δηµιουργηθούν υποοµάδες («υποκλάδοι»), οι οποίοι να απαρτίζονται από 
υποσύνολα του αρχικού κλάδου. Στόχος µπορεί να είναι πχ η εύρεση ενός 
υποσυνόλου µε 5 µεταβλητές το οποίο να δίδει το µικρότερο RSS. Η τεχνική αυτή 
είναι ιδιαίτερη χρήσιµη όταν υπάρχουν µεταβλητές οι οποίες πρέπει οπωσδήποτε να 
συµµετέχουν στα καλύτερα υποσύνολα (Miller, 2002). 
 

Άλλες τεχνικές που έχουν προταθεί, είναι της οµαδοποίησης µεταβλητών 
(grouping variables), η παλινδρόµηση ridge (ridge regression), η nonnegative garrote 
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και η lasso (least absolute shrinkage and selection operator). Περισσότερες 
λεπτοµέρειες για τις τεχνικές αυτές, µπορούν να βρεθούν στο (Miller, 2002). 
 

2.3 Επιλογή του καλύτερου υποσυνόλου µεταβλητών µε 

χρήση µεθόδων βηµατικής παλινδρόµησης 
 

Στα πλαίσια των µεθόδων αυτών, επιχειρείται διαδοχικά η εισαγωγή ή 
διαγραφή µεταβλητών από την συνάρτησης παλινδρόµησης, µέχρις ότου αυτή να 
είναι ικανοποιητική. Το ποιες µεταβλητές και µε ποια σειρά θα εξεταστούν για 
εισαγωγή στη συνάρτηση, εξαρτάται από το µέτρο του συντελεστή µερικής 
συσχέτισης (partial correlation coefficient) σε σχέση µε την εξαρτηµένη µεταβλητή Υ. 
Ο συντελεστής αυτός χρησιµοποιείται ως µέτρο για τη σηµαντικότητα των 
µεταβλητών οι οποίες πρόκειται να εξεταστούν για εισαγωγή στο µοντέλο. Γενικά, οι 
µέθοδοι αυτοί µπορούν να ενταχθούν σε τρεις ευρύτερες κατηγορίες τέτοιων µεθόδων: 
1) προς-τα-εµπρός επιλογή, 2) προς-τα-πίσω απαλοιφή και 3) βηµατική 
παλινδρόµηση, η οποία είναι συνδυασµός των δύο προηγούµενων κατηγοριών. 
 

2.3.1 Βηµατική παλινδρόµηση (Stepwise Regression) 

 
 Ο αλγόριθµος της βηµατικής παλινδρόµησης παρουσιάστηκε από τον 
Efroymson το 1960. Αποτελεί ένα συνδυασµό των µεθόδων της προς-τα-εµπρός 
επιλογής και της προς-τα πίσω απαλοιφής. Η διαδικασία που ακολουθείται εδώ, είναι 
η εξής: αρχικά επιλέγεται το πιο συσχετισµένο µε την εξαρτηµένη µεταβλητή Υ 
σύνολο Ζ, έστω το Ζ1, και υπολογίζεται η πρώτης τάξεως γραµµική συνάρτηση 

παλινδρόµησης, )Z(fŶ 1= . Στη συνέχεια ελέγχεται αν η µεταβλητή αυτή είναι 

σηµαντική. Αν δεν είναι, η διαδικασία σταµατά και ως καλύτερο µοντέλο επιλέγεται 

το YY = , αλλιώς, η διαδικασία συνεχίζεται µε την επόµενη προς εισαγωγή 
µεταβλητή. Για το σκοπό αυτό ελέγχονται όλοι οι συντελεστές µερικής συσχέτισης 
για όλες τις µεταβλητές (έστω Ζj, j ≠ 1) που δε µετέχουν, ως αυτό το στάδιο, στη 
συνάρτηση, σε σχέση µε την Υ. Αυτό σηµαίνει ότι οι Υ και Ζj έχουν προσαρµοστεί, σε 
σχέση µε την Ζ1, ως προς τις σχέσεις γραµµικότητάς τους, και η συσχέτιση 
υπολογίζεται για όλα τα j ≠ 1. Από µαθηµατικής άποψης, αυτό είναι ισοδύναµο µε 
τον υπολογισµό των συσχετίσεων µεταξύ 1) των υπολοίπων από τη συνάρτηση 

παλινδρόµησης )Z(fŶ 1=  και 2) των υπολοίπων από κάθε από τις j συναρτήσεις 

παλινδρόµησης )Z(fẐ jj 1= , οι οποίες, στην πραγµατικότητα, δεν έχουν υπολογιστεί. 

Έτσι, επιλέγεται το Zj µε το µεγαλύτερο συντελεστή µερικής συσχέτισης, έστω το Ζ2, 

και υπολογίζεται µια νέα συνάρτηση παλινδρόµησης, της µορφής )Z,Z(fŶ 21= . Η 

συνάρτηση αυτή εξετάζεται ως προς τη σηµαντικότητά της και σηµειώνεται η τυχόν 
βελτίωση στην τιµή R2 (τετράγωνο του συντελεστή πολλαπλής συσχέτισης). Επίσης, 
εξετάζεται και οι τιµές των µερικών F και για τις δύο µεταβλητές που υπάρχουν 
πλέον στο µοντέλο. Η µικρότερη από αυτές τις τιµές συγκρίνεται µε ένα κατάλληλο 
προεπιλεγµένο επίπεδο (ποσοστό) για τις τιµές F και ανάλογα µε τη σύγκριση αυτή, η 
αντίστοιχη µεταβλητή περιλαµβάνεται στο µοντέλο ή απορρίπτεται. Ας σηµειωθεί ότι 
αυτή η διαδικασία σύγκρισης, επαναλαµβάνεται σε κάθε στάδιο της µεθόδου και 
µπορεί να οδηγήσει σε απόρριψη µιας µεταβλητής η οποία σε προηγούµενο στάδιο 
φαινόταν κατάλληλη για εισαγωγή, εξαιτίας των συσχετίσεων που παρουσιάζουν οι 
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υπόλοιπες εισαχθείσες µεταβλητές στο µοντέλο. Η διαδικασία αυτή παρέχει µια 
κρίση για τη συνεισφορά της λιγότερο «πολύτιµης» µεταβλητής στο µοντέλο της 
παλινδρόµησης σε κάθε στάδιο της µεθόδου, ανεξάρτητα µε τον αν αυτή εισήχθη στο 
µοντέλο στην τελευταία δοκιµή ή όχι. Η µεταβλητή αυτή µπορεί ανάλογα µε το 
αποτέλεσµα της σύγκρισης να παραµείνει ή να απορριφθεί, ενώ η κατάλληλη 
συνάρτηση παλινδρόµησης υπολογίζεται για τις µεταβλητές που παραµένουν στο 
τέλος κάθε σταδίου της µεθόδου. 
 

ΕΝΑΡΞΗ

Χρησιµοποίηση κάθε xi

για την εκτίµηση του Υ

Υπάρχουν σηµαντικά xi ? ΤΕΛΟΣ
Όχι

Προσθήκη του σηµαντικότερου xi στο 

µοντέλο

(µεγαλύτερη συσχέτιση µε το Υ)

Ναι

Είναι σηµαντικά όλα τα xi

µέσα στο µοντέλο ?

Όχι

Ναι

Έλεγχος για κάθε xi µέσα στο µοντέλο, 

δεδοµένου ότι συγκεκριµένα xi µετέχουν 

ήδη σε αυτό

Εξαγωγή του 

λιγότερο 

σηµαντικού xi

Έλεγχος για κάθε xi εκτός του µοντέλου, 

δεδοµένου ότι συγκεκριµένα xi µετέχουν 

ήδη σε αυτό

Υπάρχουν σηµαντικά xi ? ΤΕΛΟΣ
Όχι

Προσθήκη του σηµαντικότερου xi που δεν 

µετέχει στο µοντέλο

(µικρότερη p-value, µεγαλύτερη F τιµή, 

υψηλότερο δείκτη R
2
)

 
Σχήµα 2.1: ∆ιάγραµµα ροής διαδικασιών στα πλαίσια της µεθόδου βηµατικής 

παλινδρόµησης. 
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Στη συνέχεια, για την καλύτερη µεταβλητή η οποία δεν έχει εισαχθεί έως αυτό το 
στάδιο στο µοντέλο (π.χ. αυτή που παρουσιάζει το µεγαλύτερο συντελεστή µερικής 
συσχέτισης µε την Υ, δοθέντων των µεταβλητών οι οποίες ήδη µετέχουν στο µοντέλο), 
ελέγχεται για το αν πληροί την προϋπόθεση εισαγωγής στο µοντέλο (σύγκριση µε το 
επιλεγµένο επίπεδο της τιµής F). Αν πληροί την προϋπόθεση, εισάγεται στο µοντέλο 
και επαναλαµβάνεται ο έλεγχος των µερικών F τιµών για όλες τις µεταβλητές που 
συµµετέχουν, αν όχι, απορρίπτεται. Σταδιακά, η όλη διαδικασία σταµατά όταν στο 
παρόν στάδιο δεν υπάρχουν άλλες µεταβλητές για απόρριψη και η επόµενη καλύτερη 
µεταβλητή για εισαγωγή δεν µπορεί να διατηρήσει τη θέση της µέσα στο µοντέλο. 
Συνήθως, κατά τη διαδικασία εισαγωγής µιας µεταβλητής στο µοντέλο, καταγράφεται 
και η αλλαγή που επιφέρει στην τιµή R2 (Draper and Smith, 1981). 
 

Εάν ένα µοντέλο περιέχει p µεταβλητές και παρουσιάζει άθροισµα 
τετραγώνων υπολοίπων RSSp, η ποσότητα µε την οποία συγκρίνεται η στατιστική Fin 
για είσοδο στο µοντέλο µιας µεταβλητής, φαίνεται παρακάτω (πρέπει Fin<R): 
 

( )
1

1 / 1

p p

p

RSS RSS
R

RSS n p

+

+

−
=

− −
 

 
όπου n το σύνολο των µεταβλητών, p οι ήδη υπάρχουσες στο µοντέλο µεταβλητές και 
RSSp+1 το άθροισµα τετραγώνων των υπολοίπων µε την εισαγωγή της νέας 
µεταβλητής (µικρότερο από το RSSp). Για την εξαγωγή µεταβλητής, η στατιστική Fout  
συγκρίνεται µε την ποσότητα (πρέπει Fout>R): 
 

( )
1

/

p p

p

RSS RSS
R

RSS n p

− −
=

−
 

 
όπου RSSp-1 είναι το άθροισµα τετραγώνων των υπολοίπων που προκύπτει από την 
εξαγωγή κάποιας µεταβλητής (µικρότερο από το RSSp). Η διαδικασία σταµατά, όταν 
δεν µπορούν να µπουν ή να εξαχθούν µεταβλητές στο µοντέλο. 
 

2.3.2 Προς τα εµπρός επιλογή (Forward Selection) 

 
 Στη διαδικασία αυτή, γίνεται η υπόθεση ότι στο µοντέλο δεν υπάρχει καµµία 
µεταβλητή, εκτός ίσως από τον σταθερό όρο, εάν υιοθετηθεί η χρήση του. Στη 
συνέχεια γίνεται προσπάθεια κάποιες µεταβλητές να µπουν διαδοχικά (µία-µία) στο 
µοντέλο. Αρχικά, στο µοντέλο εξετάζεται για εισαγωγή η µεταβλητή αυτή η οποία 
εµφανίζει την µεγαλύτερη συσχέτιση µε την εξαρτηµένη µεταβλητή. Αυτή είναι και η 
µεταβλητή που θα εµφανίσει τη µεγαλύτερη τιµή για την παράµετρο (στατιστική) F 
(F-statistic). Εάν η τιµή αυτή ξεπερνά µια προκαθορισµένη τιµή για εισαγωγή στο 
µοντέλο, έστω Fin, τότε εισάγεται σε αυτό. Με τον τρόπο αυτό, ελέγχεται η 
σηµαντικότητα της εξεταζόµενης για είσοδο µεταβλητής. Εν συνεχεία, εξετάζεται η 
επόµενη µεταβλητή για είσοδο στο µοντέλο. Αυτή θα είναι αυτή που διαθέτει την 
αµέσως µεγαλύτερη συσχέτιση µε την εξαρτηµένη µεταβλητή. Ας σηµειωθεί ότι οι 
επιµέρους αυτές συσχετίσεις των µεταβλητών ονοµάζονται και µερικές συσχετίσεις 
(partial correlations). Πάλι εξετάζεται η σηµαντικότητα της προς εισαγωγή 
µεταβλητής και αν η τιµή για την παράµετρο F αυτής ξεπερνά την Fin, δεδοµένου ότι 



Ποιοτική Ανάλυση Παλινδρόµησης: Ανάπτυξη και ∆ιερεύνηση Εναλλακτικών Μοντέλων 

 - 22 - 

ήδη συµµετέχει στο µοντέλο κάποια γνωστή µεταβλητή, τότε εισάγεται στο µοντέλο. 
Η διαδικασία συνεχίζεται µε παρόµοιο τρόπο και τερµατίζεται όταν είτε καµµιά τιµή 
για την παράµετρο F δεν ξεπερνά την Fin, είτε όταν εισαχθεί στο µοντέλο και η 
τελευταία από τις διαθέσιµες µεταβλητές. 
 

ΕΝΑΡΞΗ

Χρησιµοποίηση κάθε xi για την 

εκτίµηση του Υ

Υπάρχουν σηµαντικά xi ? ΤΕΛΟΣ
Όχι

Προσθήκη του σηµαντικότερου xi στο µοντέλο

(µεγαλύτερη συσχέτιση µε το Υ)

Επανάληψη ελέγχου για τα υπόλοιπα xi, δεδοµένου 
ότι συγκεκριµένα xi µετέχουν ήδη στο µοντέλο

Ναι

Υπάρχουν σηµαντικά xi ?

Ναι

ΤΕΛΟΣ
Όχι

Προσθήκη του σηµαντικότερου xi που δεν µετέχει στο 
µοντέλο

(µικρότερη p-value, µεγαλύτερη F τιµή, υψηλότερο 

δείκτη R
2
)

 
Σχήµα 2.2: ∆ιάγραµµα ροής διαδικασιών στα πλαίσια της µεθόδου προς τα εµπρός επιλογής. 

 

2.3.3 Προς τα πίσω απαλοιφή (Backward Elimination) 

 
 Αυτή η διαδικασία λειτουργεί µε την αντίθετη λογική της προς τα εµπρός 
επιλογής. Έτσι, αρχικά στο µοντέλο υπάρχουν όλες οι k, έστω, διαθέσιµες µεταβλητές. 
Υπολογίζονται στη συνέχεια οι τιµές της παραµέτρου F για κάθε µεταβλητή, σαν να 
επρόκειτο να ήταν η τελευταία για εισαγωγή στο µοντέλο. Η µικρότερη από αυτές τις 
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τιµές, συγκρίνεται µε µια προκαθορισµένη τιµή για την F η οποία οριοθετεί την τιµή 
για την έξοδο µιας µεταβλητής από το µοντέλο (έστω Fout). Εάν η µικρότερη από τις 
τιµές για την F που υπολογίστηκαν είναι µικρότερη και από την τιµή Fout, τότε η 
αντίστοιχη µεταβλητή εξάγεται από το µοντέλο. Έπειτα, υπολογίζονται οι τιµές για 
την F για τις υπόλοιπες µεταβλητές στο µοντέλο, δεδοµένου ότι µια γνωστή 
µεταβλητή εξήλθε του µοντέλου. Πάλι γίνεται η σύγκριση µε την τιµή Fout και η 
διαδικασία συνεχίζεται µε παρόµοιο τρόπο, έως ότου καµµία από τις τιµές της F για 
κάθε µεταβλητή µέσα στο µοντέλο δεν είναι µικρότερη από την Fout (Miller, 2000). 
 

 
Σχήµα 2.3: ∆ιάγραµµα ροής διαδικασιών στα πλαίσια της µεθόδου προς τα πίσω απαλοιφής. 

 

2.4 Παραλλαγές της µεθόδου βηµατικής παλινδρόµησης 
 
 Στο σηµείο αυτό θα περιγραφούν δύο παραλλαγές της µεθόδου βηµατικής 
παλινδρόµησης. Η πρώτη αφορά την εφαρµογή της µεθόδου µε δεδοµένα επίπεδα 
αποδοχής και απόρριψης. Όταν η διαδικασία επιλογής σταµατά, γίνεται ο καθορισµός 
των µεταβλητών στο τελικό επιλεχθέν µοντέλο. Με τη χρησιµοποίηση των 
µεταβλητών αυτών, έστω q στον αριθµό, σχηµατίζονται όλα τα πιθανά σύνολα των q 
µεταβλητών από τις R αρχικές µεταβλητές και επιλέγεται το καλύτερο σύνολο. 
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 Σχετικά µε αυτή την παραλλαγή, έχουν παρατεθεί και ανάλογα σχόλια για την 
εφαρµογή της. Πιο συγκεκριµένα, κατά την εφαρµογή της παραλλαγής αυτής, µπορεί 
να παρουσιαστεί µια κατάσταση κατά την οποία να βρεθούν, όχι µία, αλλά δύο 
µεταβλητές υποψήφιες για εισαγωγή στο µοντέλο µε παραπλήσιους συντελεστές 
µερικής συσχέτισης. Τότε θα µπορούσε κανείς να ισχυριστεί ότι δεν υπάρχει ικανή 
πληροφορία µέσα στα δεδοµένα ώστε να πραγµατοποιηθεί µια ξεκάθαρη επιλογή, 
καθιστώντας απαραίτητες άλλες a priori παραδοχές και την υποκειµενική κρίση του 
αναλυτή για την επιλογή του τελικού µοντέλου. Η παραπάνω παραλλαγή, µπορεί να 
αποτύχει στην περίπτωση κατά την οποία ένα µεγάλο σύνολο από µεταβλητές θα 
µπορούσε να είναι καλύτερο, αλλά δεν εξετάζεται ποτέ από τον αλγόριθµο της 
βηµατικής παλινδρόµησης. Τέλος, σε ό,τι αφορά τον υπολογιστικό φόρτο της 
παραλλαγής αυτής, είναι µεγαλύτερος σε σχέση µε τον αρχικό αλγόριθµο. 
 
 Η δεύτερη παραλλαγή σχετίζεται µε τη χρησιµοποίηση λιγότερο 
περιοριστικών επιπέδων αποδοχής και απόρριψης στα πλαίσια της βηµατικής 
παλινδρόµησης. Αυτό µπορεί να οδηγήσει στην αποδοχή περισσότερων ανεξάρτητων 
µεταβλητών, οι οποίες µε τον αρχικό αλγόριθµο δε θα επιλέγονταν, εξετάζοντας έτσι 
τη συνεισφορά τους στο τελικό µοντέλο. Είναι πιθανό η διαδικασία να καταλήξει και 
σε διαφορετικό µοντέλο από αυτό της αρχικής µεθόδου. 
 
 Όπως και στην προηγούµενη περίπτωση και εδώ έχουν αναπτυχθεί διάφορες 
κριτικές σχετικά µε την εφαρµογή της συγκεκριµένης παραλλαγής. Αυτή έχει 
αποδειχθεί χρήσιµη σε συγκεκριµένες περιστάσεις. Πιο ειδικά, προσφέρει ένα 
εναλλακτικό µοντέλο µε χαρακτηριστικά παρόµοια µε αυτά της αρχικής µεθόδου, 
όταν το πρόβληµα που εξετάζεται είναι δύσκολο να επιλυθεί εξαιτίας των υψηλών 
συσχετίσεων µεταξύ των ανεξάρτητων µεταβλητών. 
 

2.5 Γενική κριτική στη βηµατική παλινδρόµηση 
 

Σε ό,τι αφορά τις µεθόδους που ανήκουν στην οικογένεια της βηµατικής 
παλινδρόµησης, έχουν αναπτυχθεί διάφορες κριτικές. Το κοινό στοιχείο των κριτικών 
αυτών εντοπίζεται στον ισχυρισµό ότι καµµία από τις µεθόδους αυτές δε µπορεί να 
εξασφαλίσει την ανάπτυξη του καλύτερου, κάθε φορά, µοντέλου παλινδρόµησης, 
ανεξαρτήτως µεγέθους. Ένα ακόµα σχόλιο σχετικά µε τις µεθόδους αυτές, είναι ότι 
καταλήγουν πάντα σε µια συνάρτηση παλινδρόµησης, η οποία µπορεί να θεωρηθεί 
από µη πεπειραµένους αναλυτές ως βέλτιστη, ενώ ίσως δεν είναι. Σε αυτό το 
πρόβληµα συµβάλλει και το γεγονός ότι είναι πιθανόν να µην υπάρχει µόνο ένα 
πιθανό βέλτιστο υποσύνολο παραµέτρων, αλλά πολλά για την µοντελοποίηση ενός 
προβλήµατος. 
 

Κατά τη διαδικασία υλοποίησης των µεθόδων αυτών, η σειρά µε την οποία οι 
µεταβλητές εισέρχονται στην συνάρτηση παλινδρόµησης, δεν πρέπει να συγχέεται µε 
τη σηµαντικότητα που έχουν αυτές, διότι µπορεί κάποια µεταβλητή που εισήλθε σε 
κάποιο στάδιο, σε κάποιο επόµενο να απορριφθεί. Τέλος, η εφαρµογή των µεθόδων 
αυτών, ακόµα και στο ίδιο πρόβληµα, δεν είναι απαραίτητο να οδηγήσει στο ίδιο 
τελικό µοντέλο. Αυτό οφείλεται στις συσχετίσεις µεταξύ των µεταβλητών που 
επιλέγονται για εισαγωγή στο µοντέλο, οι οποίες επηρεάζουν τη σειρά µε την οποία 
εξετάζονται οι τελευταίες. Για όλους αυτούς τους λόγους, είναι απαραίτητο οι 
µέθοδοι τις βηµατικής παλινδρόµησης να χρησιµοποιούνται µε προσοχή. 
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Ο Berk (1978) αναφέρει ότι ακόµα και µεταξύ τους οι µέθοδοι της βηµατικής 
παλινδρόµησης είναι δυνατόν να µη συµφωνούν. Αυτό µπορεί να εµφανιστεί 
ιδιαίτερα για ακραίες περιπτώσεις δεδοµένων (τα οποία δηλαδή, δεν απαντώνται 
συχνά στην πραγµατικότητα). Ειδικότερα, γίνεται ο ισχυρισµός ότι η προς τα εµπρός 
επιλογή και η προς τα πίσω απαλοιφή, συµφωνούν µεταξύ τους στη διαδοχή των 
επιµέρους υποσυνόλων µέχρι την ανάδειξη του «καλύτερου» υποσυνόλου, µόνο στην 
περίπτωση που υπάρχει µια αυθαίρετα µεγάλη ανακολουθία µε τα αποτελέσµατα που 
δίνει η εξαντλητική εξέταση όλων των δυνατών υποσυνόλων. Ακόµα, µέσω 
συγκεκριµένων παραδειγµάτων, δεικνύεται ότι η προς τα εµπρός επιλογή είναι 
καλύτερη της προς τα πίσω απαλοιφής, όταν πρόκειται για µικρά υποσύνολα. 
 

Ένα άλλο θέµα που προκύπτει µε τη χρησιµοποίηση τέτοιων µεθόδων, είναι 
το εάν µπορεί να είναι κάποιος σίγουρος ότι οι µεταβλητές που δεν επιλέχθηκαν 
τελικά για το µοντέλο, µπορούν να προσφέρουν επιπλέον πληροφορία για την 
εξαρτηµένη µεταβλητή. ∆ηλαδή, να είναι κάποιος σίγουρος ότι το υποσύνολο που 
επιλέχθηκε είναι πράγµατι το καλύτερο. Σε γενικές γραµµές, δεν υπάρχει κάποιος 
τρόπος διαβεβαίωσης για κάτι τέτοιο. Ένας τρόπος µε τον οποίο προτάθηκε να 
γίνεται έλεγχος του παραπάνω ζητήµατος, είναι ο ορισµός τεχνητών µεταβλητών στο 
σύνολο των µεταβλητών, ώστε όταν εισαχθεί µια τέτοια, να σταµατήσει η διαδικασία. 
Αυτό όµως, µπορεί να σηµαίνει ότι στο µοντέλο είναι δυνατόν να εισαχθούν και 
µεταβλητές χωρίς συνεισφορά και ακόµα ότι ο ορισµός των τεχνητών µεταβλητών 
µπορεί να οδηγήσει σε αύξηση του υπολογιστικού φόρτου (Miller, 2000). 
 

Τα πλεονεκτήµατα, από την άλλη πλευρά, τα οποία παρουσιάζουν οι µέθοδοι 
αυτοί, είναι ότι είναι γρήγορες, εύκολα υλοποιήσιµες σε ηλεκτρονικό υπολογιστή, 
ενώ υπάρχουν ήδη αρκετά έτοιµα λογισµικά για τη χρησιµοποίηση τέτοιων µεθόδων. 
 

2.6 Κριτήρια Αξιολόγησης των Μοντέλων Παλινδρόµησης 
 

2.6.1 Συντελεστής προσδιορισµού (coefficient of multiple 

determination) 

 
 Ένα γενικώς αποδεκτό µέτρο για την ορθότητα και την καταλληλότητα ενός 

επιλεγµένου µοντέλου παλινδρόµησης, είναι ο συντελεστής προσδιορισµού, 2
R . Αν 

το δείγµα που είναι διαθέσιµο αποτελείται από p όρους, δηλαδή p – 1 ανεξάρτητες 

µεταβλητές και ένα συντελεστή β0, τότε ο συντελεστής προσδιορισµού, 2
pR , 

υπολογίζεται από τη Σχέση (2.1): 
 

yy

E

yy

R
p

S

)p(SS

S

)p(SS
R −== 12

 (2.1) 

 

όπου )p(SS R  και )p(SS E  είναι το άθροισµα των τετραγώνων της παλινδρόµησης 

και το άθροισµα των τετραγώνων των υπολοίπων αντίστοιχα. Ο συντελεστής 
συσχέτισης R2 ορίζεται και ως εξής (Drapper and Smith, 1981): 
 

R
2 = (SS λόγω της παλινδρόµησης) / (Συνολικό SS, διορθωµένο για το µέσο Y ) 
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 Με βάση τα παραπάνω, ο συντελεστής συσχέτισης R2 υπολογίζεται και από τη 
Σχέση (2.2): 
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2

2
2

ˆ ˆ

1
i i i

i i

i
i

i
i

Y Y Y Y

R
Y Y Y Y

− −
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∑ ∑

∑ ∑
 (2.2) 

  
Ο συντελεστής αυτός είναι ένα µέτρο του ποσοστού της συνολικής 

διακύµανσης σχετικά µε το Y  που εξηγείται µε βάση την παλινδρόµηση. Ουσιαστικά, 

o συντελεστής R είναι η συσχέτιση µεταξύ του Υ και της εκτίµησης για το Υ, Ŷ . 

∆ηλαδή ισχύει ˆYY
r R= . 

 
 Η χρησιµοποίηση αυτού του κριτηρίου από τους αναλυτές πραγµατοποιείται 
για να βρεθεί ο αριθµός των µεταβλητών που θα εισαχθούν στο µοντέλο, µέχρι του 
σηµείου να βρεθεί η µεταβλητή εκείνη η οποία δεν συνεισφέρει σηµαντικά στη 
βελτίωση του R

2. Το σηµείο αυτό καθορίζεται υποκειµενικά από τον αναλυτή, 
δεδοµένου ότι το R

2 παρουσιάζει ξεκάθαρη βελτίωση µέχρι ένα σηµείο εισαγωγής 
µεταβλητών στο µοντέλο και από εκεί και έπειτα σταθεροποιείται στη µέγιστη τιµή 
που µπορεί να λάβει. Αυτό σηµαίνει ότι δεν υπολογίζεται η βέλτιστη τιµή που µπορεί 
να λάβει το R

2, αλλά καθορίζεται ένα «ικανοποιητικό» επίπεδο αυτού. Μοντέλα τα 
οποία παρουσιάζουν µεγάλες τιµές για το R2 προτιµούνται έναντι αυτών µε χαµηλές 
τιµές. 
 

2.6.2 Προσαρµοσµένος συντελεστής προσδιορισµού 

 
 Για να αποφευχθούν οι δυσκολίες που παρουσιάζει η ερµηνεία των τιµών για 
το R2, οι αναλυτές καθόρισαν µία άλλη στατιστική παράµετρο σε ό,τι αφορά το µέτρο 
καταλληλότητας ενός µοντέλου παλινδρόµησης. Αυτή η παράµετρος είναι ο 

προσαρµοσµένος συντελεστής προσδιορισµού, 2
R . Για ένα µοντέλο παλινδρόµησης 

µε p όρους, ο προσαρµοσµένος συντελεστής προσδιορισµού, 2
pR , υπολογίζεται από 

τη Σχέση (2.3): 
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−=  (2.3) 

 
όπου n το σύνολο των παρατηρήσεων για τις ανεξάρτητες µεταβλητές. 
 

 Το 2
pR  δεν είναι απαραίτητο να αυξάνεται µε την εισαγωγή κάποιων 

µεταβλητών στο µοντέλο. Αντίθετα, αποδεικνύεται ότι εάν s µεταβλητές εισαχθούν 

σε ένα µοντέλο µε αρχικό 2
R  ίσο µε 2

pR , τότε το 2
spR +  θα ξεπεράσει σε τιµή το 2

pR , 

εάν και µόνο εάν οι συντελεστές µερικής συσχέτισης των εισαχθέντων s µεταβλητών 
ξεπερνούν τη µονάδα. Τα µοντέλα παλινδρόµησης τα οποία παρουσιάζουν το 

µεγαλύτερο 2
pR  θεωρούνται ως καλύτερα. 

 

2.6.3 Μέσο άθροισµα των τετραγώνων των υπολοίπων 

 
 Το µέσο άθροισµα των τετραγώνων των υπολοίπων, ως κριτήριο επιλογής p 
µεταβλητών για εισαγωγή σε ένα µοντέλο παλινδρόµησης, µπορεί να υπολογιστεί 
από τη Σχέση (2.4): 
 

pn

)p(SS
)p(MS E

E −
=  (2.4) 

 
 Η συµπεριφορά που παρουσιάζει το MSE(p) καθώς αυξάνεται το p, 
παρουσιάζει κάποια ιδιαιτερότητα. Αρχικά, µε την αύξηση του p το MSE(p) 
µειώνεται και µετά από ένα σηµείο σταθεροποιείται, ενώ µπορεί να µπορεί να 
παρατηρηθεί και µια τάση µικρής βελτίωσης από εκεί και πέρα. Η συµπεριφορά αυτή 
παρατηρείται καθώς το SSE(p) διαρκώς µειώνεται µε την αύξηση του p. Η βηµατική 
βελτίωση του MSE(p) µπορεί να παρατηρηθεί όταν µια µεταβλητή που εισέρχεται στο 
µοντέλο δεν είναι ικανή να αντισταθµιστεί για την απώλεια ενός βαθµού ελευθερίας, 
όπως φαίνεται στον παρονοµαστή της Σχέσης 2.4. Με άλλα λόγια, η εισαγωγή µιας 
µεταβλητής σε ένα µοντέλο παλινδρόµησης µε p όρους µπορεί να προκαλέσει αύξηση 
του MSE(p) σε σχέση µε το MSE(p + 1) εάν η αύξηση στο άθροισµα των τετραγώνων 
των υπολοίπων είναι µικρότερο από το MSE(p). Τα µοντέλα παλινδρόµησης τα οποία 
παρουσιάζουν το µικρότερο MSE(p), θεωρούνται τα καλύτερα, ενώ µπορεί να 
αποδειχθεί ότι η ελαχιστοποίηση του κριτηρίου MSE(p) σε σχέση µε τη 

µεγιστοποίηση του κριτηρίου 2
pR  είναι ισοδύναµη. 

 

2.6.4 ∆είκτης Προσαρµογής 

 
 Ένα από τα πιο συχνά χρησιµοποιούµενα κριτήρια για την αξιολόγηση των 
αποτελεσµάτων µιας διαδικασίας παλινδρόµησης, είναι ο δείκτης προσαρµογής. 
Αυτός στηρίζεται στον υπολογισµό των υπολοίπων της εν λόγω διαδικασίας. Η Σχέση 
(2.5), µε την οποία υπολογίζεται ο δείκτης προσαρµογής, φαίνεται στη συνέχεια: 
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όπου n είναι ο αριθµός των διαθέσιµων παρατηρήσεων, p είναι ο αριθµός των 

µεταβλητών που συµµετέχουν στην εξίσωση παλινδρόµησης, 
i

Y  είναι η 

παρατηρούµενη τιµή της Υ και ˆ
i

Y  η εκτίµηση για την Υ (Mandel, 1989). 

 

2.6.5 Κριτήριο του Mallow 

 
 Σχετικά µε την επιλογή µεταβλητών σε ένα µοντέλο παλινδρόµησης, ο 
Mallow πρότεινε ένα κριτήριο, το οποίο σχετίζεται µε το µέσο τετραγωνικό σφάλµα 
µιας εξαρτηµένης µεταβλητής. Το κριτήριο αυτό εκφράζεται µαθηµατικά από τη 
Σχέση (2.6): 
 

[ ] [ ] )ŷ(V)ŷ(E)y(E)y(EŷE iiiii +−=− 22
 (2.6) 

 

όπου )y(E i  είναι η προσδοκώµενη τιµή της απόκρισης από το πραγµατικό µοντέλο 

παλινδρόµησης και )ŷ(E i  είναι η προσδοκώµενη τιµή από το µοντέλο το οποίο 

περιέχει ένα υποσύνολο p όρων. Συνεπώς, η διαφορά  )y(E i  - )ŷ(E i  είναι ο θόρυβος 

που περιέχεται στο i-στό στοιχείο, άρα ο όρος [ ]2)ŷ(E)y(E ii −  είναι το τετράγωνο 

του θορύβου για το µέσο τετραγωνικό σφάλµα, ενώ το )ŷ(V i  είναι η διακύµανση για 

το τελευταίο. 
 
 Έστω ότι το συνολικό τετράγωνο του θορύβου για µια συνάρτηση 
παλινδρόµησης µε p όρους δίνεται από την Σχέση (2.7): 
 

[ ]∑
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−=
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iiB )ŷ(E)y(E)p(SS
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2
 (2.7) 

 
 Τότε το κανονικοποιηµένο συνολικό τετραγωνικό σφάλµα µπορεί να ορισθεί 
ως ακολούθως (Σχέση (2.8)): 
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)ŷ(V)ŷ(E)y(E
1

22
11

2

2

11

σσσ
 (2.8) 

 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι 2

1

σp)ŷ(V
n

i

i =∑
=

, ενώ η προσδοκώµενη τιµή για το 

άθροισµα των τετραγώνων των υπολοίπων είναι ίση µε 

[ ] 2σ⋅−+= )pn()p(SS)p(SSE BE . Τότε, αν το 2σ̂  είναι µια καλή εκτίµηση για το 2σ , 

µια εκτίµηση για το Γp, έστω Cp, µπορεί να προκύψει από τη Σχέση (2.9): 
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 (2.9) 

 
 Σχετικά µε τον τρόπο συµπεριφοράς του Cp ανάλογα µε το µέγεθος του p, για 
συναρτήσεις παλινδρόµησης µε µικρό θόρυβο αναµένεται να έχουν τιµές του Cp οι 
οποίες θα είναι κοντά στις τιµές που περιγράφονται από την ευθεία του Cp = p. 
Γενικά, όµως, µικρές τιµές για το Cp θεωρούνται επιθυµητές, ενώ ίσως είναι θεµιτή η 
αποδοχή κάποιου επιπέδου θορύβου στη συνάρτηση παλινδρόµησης, έτσι ώστε να 
µειωθεί το µέσο σφάλµα της εκτίµησης. Για καλά αποτελέσµατα στη λήψη τιµών για 
το Cp, µια καλή εκτίµηση του σ2 είναι απαραίτητη. 
 

2.7 Κριτήρια για την εισαγωγή – εξαγωγή µεταβλητών 
 

2.7.1 Στατιστική F 

 
 Η τιµή αυτή υπολογίζεται ως µέτρο σύγκρισης (λόγος) δύο παραγόντων. Οι 
παράγοντες αυτοί, αποτελούν τις διακυµάνσεις δύο δειγµάτων τα οποία συγκρίνονται. 
Με τον τρόπο αυτό µπορεί να ελεγχθεί η µηδενική υπόθεση: α) ότι οι διακυµάνσεις 
των δειγµάτων που συγκρίνονται προέρχονται από δείγµατα µε κανονική κατανοµή, 
µε κοινή διακύµανση, β) ότι οι µέσοι όροι των δύο δειγµάτων είναι ίσοι και γ) ότι δεν 
υπάρχει καµµία σχέση µεταξύ της εξαρτηµένης µεταβλητής και κάποιων από τις 
ανεξάρτητες µεταβλητές. 
 
 Στην περίπτωση της παλινδρόµησης, ο έλεγχος µε βάση την στατιστική F, 
πραγµατοποιείται συγκρίνοντας το µέσο τετραγωνικό άθροισµα των σφαλµάτων 
λόγω της παλινδρόµησης (ποσοστό διακύµανσης που εξηγείται µε βάση την 
παλινδρόµηση), MSR, προς το τετραγωνικό άθροισµα των υπολοίπων, MSE. Αξίζει 
εδώ να σηµειωθεί ότι µε την έκφραση «µέσο τετραγωνικό άθροισµα», νοείται το 
αντίστοιχο άθροισµα, διαιρεµένο µε τους βαθµούς ελευθερίας που αντιστοιχούν σε 
αυτό (ανάλογα µε τις ανεξάρτητες µεταβλητές που µετέχουν στο µοντέλο). Ο 
Πίνακας 2.1 δείχνει τα αθροίσµατα αυτά σε συνάρτηση µε τους βαθµούς ελευθερίας 
που τους αντιστοιχούν (Montgomery and Peck, 1992). 
 
Πίνακας 2.1: Ανάλυση διακύµανσης για τον έλεγχο σηµαντικότητας στην παλινδρόµηση. 

Πηγή 

∆ιακύµανσης 

λόγω: 

Τετραγωνικό 

Άθροισµα 

Βαθµοί 

Ελευθερίας 

Μέσο 

Τετραγωνικό 

Άθροισµα 

Στατιστική 

Μηδενικής 

Υπόθεσης, F0 

Παλινδρόµησης SSR k  MSR MSR / MSE 

Υπολοίπων SSE n – k – 1 MSE  

Συνολικά Syy n - 1   

n: Συνολικές διαθέσιµες µεταβλητές k: Μεταβλητές που συµµετέχουν στο µοντέλο 

 
 Ο έλεγχος σηµαντικότητας στην πολλαπλή παλινδρόµηση, έγκειται στο να 
διαπιστωθεί ότι µια ανεξάρτητη µεταβλητή είναι συσχετισµένη µε την εξαρτηµένη. 
Εποµένως, η σηµαντικότητα µιας ανεξάρτητης µεταβλητής, µπορεί να αποδειχθεί 
απορρίπτοντας την µηδενική υπόθεση ότι υπάρχει ανεξάρτητη µεταβλητή µε 
µηδενικό συντελεστή για το µοντέλο. Η απόρριψη ή η αποδοχή αυτής της υπόθεσης, 
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πραγµατοποιείται µε την σύγκριση της F0 µε την αντίστοιχη τιµή για την στατιστική 
F, η οποία µπορεί να βρεθεί σε ανάλογους στατιστικούς πίνακες. Η µηδενική 
υπόθεση απορρίπτεται όταν η τιµή της F0 ξεπερνά την αντίστοιχη τιµή της F, όπως 
εντοπίζεται στους στατιστικούς πίνακες. 
 

2.7.2 Η τιµή p 

 
 Ένας άλλος τρόπος στατιστικού ελέγχου της σηµαντικότητας των 
ανεξάρτητων µεταβλητών, είναι η χρησιµοποίηση της στατιστικής p (p-value). 
Συνήθως, ορίζεται ένα κατώφλι για την τιµή αυτή (πολύ συχνά λαµβάνει την τιµή 
0,05). Στην περίπτωση αυτή, δεχόµαστε ότι υπάρχει πιθανότητα 5% ότι τα 
αποτελέσµατα τα οποία παρατηρούµε, έχουν τυχαία κατανοµή σε σχέση µε αυτά που 
διαθέτουµε (π.χ. εισαγωγή µιας συγκεκριµένης µεταβλητής στο µοντέλο), άρα 
µπορούµε να ισχυριστούµε ότι υπάρχει πιθανότητα 95% τα παρατηρούµενα 
αποτελέσµατα έχουν κάποια σχέση µε τα διαθέσιµα. Συνεπώς, κατά 95% µπορούµε 
να δεχτούµε ότι η εξεταζόµενη µεταβλητή είναι σηµαντική για το µοντέλο (και άρα 
για εισαγωγή σε αυτό). Ας σηµειωθεί ότι όσο µικρότερες τιµές για την στατιστική p 
λαµβάνουµε, τόσο περισσότερες είναι οι ενδείξεις ότι δεν ισχύει η µηδενική υπόθεση 
(στην περίπτωση αυτή, ότι η εξεταζόµενη µεταβλητή δεν είναι σηµαντική για το 
µοντέλο). 
 

2.8 Κριτική στην Επιλογή Μοντέλου Παλινδρόµησης 
 
 Στην παράγραφο αυτή, εξετάστηκαν µια σειρά από κριτήρια επιλογής των 
µεταβλητών οι οποίες θα µορφοποιήσουν το τελικό µοντέλο παλινδρόµησης. Αυτό 
που γίνεται φανερό, είναι ότι η τελική επιλογή δεν είναι τόσο ξεκάθαρη. Γενικά, είναι 
δυνατόν να εντοπιστούν κάποια σηµαντικά στοιχεία κατά τη διαδικασία επιλογής των 
µεταβλητών και της ανάπτυξης του µοντέλου, στα οποία οι αναλυτές θα πρέπει να 
δίνουν κάποια έµφαση. Αυτά τα σηµεία, είναι τα ακόλουθα: 

1. Είναι η τελική συνάρτηση λογική; ∆ηλαδή, έχουν κάποιο νόηµα οι 
επιλεγµένες µεταβλητές στο µοντέλο σχετικά µε το εξεταζόµενο πρόβληµα; 

2. Είναι το αναπτυχθέν µοντέλο χρήσιµο για τον σκοπό για τον οποίο 
αναπτύχθηκε; Για παράδειγµα, για ένα µοντέλο παλινδρόµησης για πρόβλεψη, 
το οποίο όµως περιέχει µια µεταβλητή η οποία δεν µπορεί να παρατηρηθεί 
κατά τη στιγµή που απαιτείται η πρόβλεψη, δεν είναι χρήσιµο. 

3. Είναι οι συντελεστές παλινδρόµησης στο µοντέλο λογικοί; ∆ηλαδή, θα πρέπει 
να εξετάζεται το µέγεθος και το πρόσηµο των συντελεστών ως προς τη 
ρεαλιστικότητά τους, αλλά και ως προς το τυπικό σφάλµα τους, το οποίο θα 
πρέπει να είναι µικρό. 

4. Είναι οι διαγνωστικοί έλεγχοι για την καταλληλότητα και την επάρκεια του 
µοντέλου ικανοποιητικοί; Για παράδειγµα, θα πρέπει να ελέγχεται η ύπαρξη 
ακραίων τιµών στο µοντέλο. 

 
Από τις ερωτήσεις αυτές φαίνεται ότι αν αυτές ληφθούν υπόψη σοβαρά και οι 

απαντήσεις εφαρµοστούν αυστηρά, τότε δεν πρόκειται να υπάρξει ένα τελικό 
ικανοποιητικό µοντέλο. Η υποκειµενική κρίση και η εµπειρία των αναλυτών παίζει 
σηµαντικό ρόλο για το συγκεκριµένο σκοπό που αναπτύσσεται το µοντέλο. Επίσης, 
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ακόµα κι αν ένα µοντέλο περάσει µε επιτυχία τους διαγνωστικούς ελέγχους, δεν 
υπάρχει καµµία εγγύηση ότι αυτό θα δώσει καλά αποτελέσµατα εάν εφαρµοσθεί σε 
ένα καινούριο πρόβληµα. Επιπλέον, στο (Grechanovsky, 1987) δίνεται µια περιεκτική 
επισκόπηση των βηµατικών µεθοδολογιών παλινδρόµησης, ενώ αναδεικνύονται και 
τα πιο συχνά προβλήµατά τους. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  

3 

 

 

 

ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ΕΠΙΣΚΟΠΗΣΗ 
 
 Για το πρόβληµα επιλογής µεταβλητών σε ένα µοντέλο παλινδρόµησης, έχουν 
προταθεί κατά το παρελθόν αρκετές µεθοδολογίες, οι οποίες αξιοποιούν επίσης 
διαφορετικά εναλλακτικά κριτήρια και χαρακτηριστικά των διαθέσιµων δεδοµένων 
για την τελική επιλογή. Σύµφωνα µε τις µεθοδολογίες αυτές, δεν είναι απαραίτητο να 
χρησιµοποιηθεί το σύνολο των διαθέσιµων µεταβλητών στο υπό ανάπτυξη µοντέλο. 
Παρόλα αυτά, µε βάση την αντιµετώπιση αυτή, απορρέουν και ανάλογες κριτικές 
αναφορικά µε το κατά πόσο αντικειµενική και αξιόπιστη είναι η επιλογή των 
µεταβλητών, ειδικά όταν δεν εξετάζονται όλες οι διαθέσιµες µεταβλητές. Αυτός ο 
αντίλογος εγείρεται από τους ερευνητές που ασκούν την ανάλογη κριτική, καθώς δεν 
είναι απόλυτα εξακριβωµένο εάν ένας διαφορετικός συνδυασµός µεταβλητών από 
αυτόν που τελικά επιλέχθηκε µπορεί ή όχι να δώσει καλύτερα αποτελέσµατα. Στη 
συνέχεια, θα παρουσιασθούν µερικές ενδεικτικές µελέτες, κατά τις οποίες 
χρησιµοποιήθηκαν εναλλακτικά µοντέλα βηµατικής παλινδρόµησης για την 
ανάπτυξη ενός µοντέλου παλινδρόµησης. 
 
 Στη συνέχεια παρουσιάζονται διάφορες ερευνητικές προσπάθειες που 
αφορούν το πρόβληµα επιλογής µεταβλητών, όπως εντοπίζονται στη διεθνή 
βιβλιογραφία. Στην παρουσίαση αυτή, µπορούν να εντοπισθούν προσπάθειες σχετικά 
µε α) το πρόβληµα επιλογής µεταβλητών προτείνοντας εναλλακτικές µεθόδους β) 
χρησιµοποίηση ή/και σύγκριση βηµατικών µεθοδολογιών για την επιλογή 
µεταβλητών και γ) εξέταση της επίδοσης εναλλακτικών κριτηρίων για την επιλογή 
µεταβλητών. 
 

3.1 Εναλλακτικές Μεθοδολογίες Επιλογής Μεταβλητών 
 

3.1.1 Επιλογή Μεταβλητών µε Χρήση µαθηµατικού 

Προγραµµατισµού 

 
 Μια προσέγγιση του προβλήµατος επιλογής µεταβλητών στη γραµµική 
πολλαπλή παλινδρόµηση µε βάση το µαθηµατικό προγραµµατισµό, επιχειρείται στο 
(Eksioglu et al, 2005). Στο άρθρο αυτό, οι συγγραφείς υιοθετούν ένα από τα µη 
παραδοσιακά κριτήρια για την επιλογή του καλύτερου υποσυνόλου µεταβλητών, 
βασιζόµενοι στη «διαίσθηση» ότι για ένα καλό µοντέλο παλινδρόµησης, οι 
συσχετίσεις των ανεξάρτητων µεταβλητών µε την εξαρτηµένη πρέπει να είναι υψηλές, 
ενώ µεταξύ τους θα πρέπει να είναι χαµηλές. 
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 Το κριτήριο που υιοθετείται, αφορά τη µεγιστοποίηση του αθροίσµατος των 
συσχετίσεων των ανεξάρτητων µεταβλητών µε την ανεξάρτητη µεταβλητή Υ 

( 0i

i M

ρ
∈
∑ ), ενώ ταυτόχρονα ελαχιστοποιείται το άθροισµα των συσχετίσεων των 

ανεξάρτητων µεταβλητών µεταξύ τους (
, ,

ij

i j M i j

ρ
∈ <
∑ ), θεωρώντας ότι επιλέγεται ένα 

υποσύνολο Μ ανεξάρτητων µεταβλητών από τις συνολικά Ν διαθέσιµες. Ως κριτήριο 
επιλέγεται ένας γραµµικός συνδυασµός των δύο αυτών αθροισµάτων, επιλέγοντας 
ένα βάρος 0<α<1, το οποίο δείχνει και τη σηµαντικότητα κάθε όρου συσχέτισης. Στο 
σηµείο αυτό ορίζονται και οι µεταβλητές απόφασης, οι οποίες είναι δυαδικές (binary), 
ως εξής: 
 

1 ,0
i

u ά i M ώ i Nε ν αλλι ς= ∈ ∀ ∈  

1 , ( 1),0 , ,
ij i ij

v ά i j M u v ώ i j N i jε ν αλλι ς µε= ∈ = = ∀ ∈ <  

 
Τότε, το γ.π. το οποίο πρέπει να επιλυθεί, λαµβάνει την ακόλουθη µορφή: 
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 Για να απλοποιηθεί το παραπάνω γ.π., εισάγονται νέοι περιορισµοί, οι οποίοι 
απαλείφουν τους περιορισµούς δυαδικότητας για τις vij. Το νέο µοντέλο είναι τώρα: 
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 Το παραπάνω πρόβληµα µπορεί να επιλυθεί παραµετρικά. Η δυνατότητα 
επιλογής του βάρους α από τον αναλυτή, το καθιστά «ευέλικτο». Εάν επιλυθεί για 
όλες τις τιµές του α (µεταξύ 0 και 1), λαµβάνεται ένα σύνολο εφικτών λύσεων. Για 
α=0, λαµβάνεται το σύνολο των λύσεων για τα οποία τα επιµέρους υποσύνολα 
αποτελούνται από µια µόνο ανεξάρτητη µεταβλητή. Από αυτά, όποιο διαθέτει την πιο 
υψηλή συσχέτιση µε την Υ, επιλέγεται ως καλύτερο. Από την άλλη, όταν α=1, 
λαµβάνεται σαν λύση το υποσύνολο το οποίο περιλαµβάνει όλες τις διαθέσιµες 
ανεξάρτητες µεταβλητές. Ένα υποσύνολο το οποίο περιλαµβάνει µία µόνο µεταβλητή, 
ονοµάζεται «αρχικό» (SS0), ενώ αυτό που περιέχει όλες τις µεταβλητές ονοµάζεται 
τελικό (SSF). Με χρήση αυτών των υποσυνόλων, τα υπόλοιπα µπορούν να ευρεθούν 
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επαναληπτικά. Τώρα, εάν SSq και SSr είναι δύο υποσύνολα που βρέθηκαν µε τον 
παραπάνω τρόπο και αl είναι η τιµή του βάρους α που τα καθιστά ισοδύναµα, βάσει 
της zα, τότε: 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 1q r q q r r

a a l l l l
z SS z SS a a a aθ φ θ φ= ⇒ − − = − −  

όπου 
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 Για την τιµή αυτή, αl, επιλύεται το τελευταίο γ.π., δίνοντας τιµή για την 
αντικειµενική π.χ. zα(SSl). Εάν zα(SSl)> zα(SSq), η νέα λύση προστίθεται στο σύνολο 
των καλύτερων εφικτών λύσεων και η διαδικασία συνεχίζεται µέχρι να µη είναι 
δυνατόν να βρεθεί άλλο τέτοιο υποσύνολο. Τελικά, προκύπτει ένα σύνολο S από 
τέτοιες εφικτές λύσεις, από τις οποίες ο αποφασίζων µπορεί να επιλέξει ποιο επιθυµεί. 
 
 Οι συγγραφείς επίσης, προτείνουν και δύο ευρετικούς αλγορίθµους, 
προσαρµοσµένους στο προηγούµενο γ.π., έτσι ώστε να µειωθεί ο χρόνος εύρεσης των 
λύσεων για µεγάλα σύνολα δεδοµένων. Οι δοκιµές που έγιναν σε 12 σύνολα 
δεδοµένων, δεν αποσαφηνίζουν ποια µέθοδος είναι η καλύτερη (οι προτεινόµενες σε 
σχέση µε τις κλασσικές βηµατικές), ενώ σηµειώνεται ότι το κύριο πλεονέκτηµα των 
προτεινόµενων µεθόδων είναι ότι προτείνουν ένα σύνολο από καλύτερες λύσεις για 
να επιλέξει ο αποφασίζων. 
 

3.1.2 Επιλογή Μεταβλητών µε Χρήση Ακέραιου Μαθηµατικού 

Προγραµµατισµού 

 
 Σε µια άλλη εργασία οι Konno και Yamamoto (2009), προτείνουν µια 
µεθοδολογία επιλογής µεταβλητών µε χρήση ακέραιου µαθηµατικού 
προγραµµατισµού, θέτοντας ως κριτήριο βελτιστοποίησης το άθροισµα των 
απόλυτων σφαλµάτων µεταξύ των πραγµατικών και των εκτιµώµενων τιµών για την 
εξαρτηµένη µεταβλητή Υ. Θεωρώντας το ακόλουθο γραµµικό µοντέλο 

παλινδρόµησης, 0 1 1 ...
k k

Y a a X a X ε= + + + + , µορφοποιούν το παρακάτω γ.π.: 
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j

a  και 
j

a  η ανώτερη και η κατώτερη αντίστοιχα τιµή που µπορεί να λάβει η αj, 

ενώ s είναι το πλήθος των µεταβλητών που επιθυµούµε να µην έχουν µηδενικούς 
συντελεστές. Το ανωτέρω γ.π., µπορεί να λάβει την παρακάτω µορφή: 
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 Εάν πρόκειται για όχι πολύ µεγάλες τιµές των k, s, και Τ, το γ.π. αυτό µπορεί 
να επιλυθεί σε προγράµµατα όπως το CPLEX 10.1. Οι συγγραφείς εδώ, προτείνουν 
και έναν αλγόριθµο δύο βηµάτων για την επίλυση του αρχικού γ.π., µε αντικειµενική 
συνάρτηση το άθροισµα των τετραγώνων των υπολοίπων. Αρχικά, η πρόταση είναι 
να επιλυθεί το ακόλουθο γ.π., χρησιµοποιώντας µια θετική ακέραιη τιµή r ≤ k – s: 
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 Εδώ γίνεται η υπόθεση ότι * 0
j

z =  για κάθε j > s + r. Ακόµα, γίνεται η 

θεώρηση ότι ˆ 0
j

a =  για σχεδόν όλα τα j > s + r, όταν το r είναι αρκετά µεγάλο. Τότε 
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η επίλυση του παρακάτω γ.π. µπορεί να δώσει µια βέλτιστη λύση για την 
ελαχιστοποίηση του αθροίσµατος των τετραγώνων των υπολοίπων. 
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 ∆οκιµάζοντας τα ευρήµατα αυτά σε 5 σύνολα δεδοµένων, τα οποία 
παρήχθησαν τυχαία, έδειξε ότι υπάρχουν συνδυασµοί για διάφορα k και s, οι οποίοι 
δεν µπορούσαν να επιλυθούν µέσα σε 1.500 CPU sec, στην περίπτωση που η 
εξαρτηµένη µεταβλητή είναι συσχετισµένη µε τις ανεξάρτητες µεταβλητές. 
 

3.1.3 Βηµατική Παραλλαγή Χρησιµοποίησης του AIC 

 
 Στο (Yamashita et al., 2007), παρουσιάζεται µια παραλλαγή χρησιµοποίησης 
του AIC (Akaike’s Information Criterion) στα πλαίσια µιας προτεινόµενης βηµατικής 
µεθοδολογίας. Η παραλλαγή αυτή τεκµηριώνεται σε µαθηµατικό θεωρητικό επίπεδο 
και συγκρίνεται, µε παρόµοιο τρόπο, µε άλλα γνωστά κριτήρια που χρησιµοποιούνται 
σε βηµατικές µεθοδολογίες (Partial F, Partial Correlation, Semi-Partial Correlation). 
Στην περίπτωση πολλαπλής γραµµικής παλινδρόµησης µε µία εξαρτηµένη µεταβλητή, 
n διαθέσιµες ανεξάρτητες µεταβλητές και k µεταβλητές να συνιστούν ένα υποσύνολο 
ανεξάρτητων µεταβλητών, το AIC είναι (για κανονική κατανοµή των σφαλµάτων 
RSS – τετραγωνικό άθροισµα των υπολοίπων): 
 

log 2
RSS

AIC n k
n

 = + 
 

 

 
 Οι συγγραφείς αναλύοντας τα βήµατα κάθε εξεταζόµενης µεθοδολογίας και 
προσαρµόζοντας κατάλληλα το παραπάνω κριτήριο σε κάθε µία από τις τρεις φάσεις 
για κάθε βήµα της διαδικασίας που προτείνουν ( i) αρχικό βήµα για επιλογή 
µεταβλητής, ii) βήµα για επιλογή µεταβλητής και iii) βήµα για εξαγωγή µεταβλητής), 
καταλήγουν στο συµπέρασµα ότι η παραλλαγή που προτείνουν παρουσιάζει τα ίδια 
αποτελέσµατα που θα λαµβάνονταν εάν χρησιµοποιείτο η µέθοδος της Partial F 
(χρησιµοποιείται στις κλασσικές βηµατικές µεθόδους). Με βάση τη διαπίστωση αυτή, 
οι συγγραφείς ισχυρίζονται ότι η παραλλαγή που προτείνουν προσφέρει περισσότερα 
πλεονεκτήµατα έναντι των υπολοίπων που εξετάζονται, καθώς είναι εύκολο να 
χρησιµοποιηθεί σε πιο γενικευµένα γραµµικά µοντέλα, µη γραµµικά µοντέλα και σε 
δεδοµένα τα οποία δεν είναι απαραίτητο να ακολουθούν την κανονική κατανοµή. 
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3.1.4 Προτεινόµενη Παραλλαγή της Προς τα Πίσω Βηµατικής 

Απαλοιφής 

 
Στο (Fuchs and Maria, 2007) παρουσιάζεται µια προσπάθεια παραλλαγής και 

επέκτασης της µεθόδου της προς τα πίσω απαλοιφής. Οι συγγραφείς ξεκινούν από το 
απλό βασικό µοντέλο παλινδρόµησης (Υ = Χβ + e), για το οποίο, στην περίπτωση της 
µεθόδου των ελαχίστων τετραγώνων, προβαίνουν σε κάποιες στατιστικές παραδοχές: 

• οι διαθέσιµες παρατηρήσεις περιέχουν θόρυβο, ο οποίος ακολουθεί την 
κατανοµή Gauss. 

• β̂ ~ ( )( )1
* 2,β σ

−ΤΝ Χ Χ  µε β* τις πραγµατικές τιµές των συντελεστών β 

• 2ˆ
RSS

n p
σ =

−
 είναι µια εκτίµηση χωρίς θόρυβο για την σ2 

• 
( ) 2

2 2

ˆn pRSS σ
σ σ

−
= ~ 2

n p−Χ  

• 2ˆ ˆ,β σ  είναι ανεξάρτητα 

 
Οι ερευνητές ορίζουν έναν πίνακα Ζ = Χ + Ν, ώστε ο Ν να περιέχει τα 

σφάλµατα (θόρυβο) των παρατηρήσεων του Χ. Εάν οι Χ και Υ είναι ανεξάρτητοι και 

Χ~Ν(0,1), Υ~ 2

n
X , τότε ο 

X
Z

Y
n

=  θα ακολουθεί την κατανοµή Student, µε n 

βαθµούς ελευθερίας. Μπορεί να αποδειχθεί, κατά τους ίδιους, ότι την κατανοµή 
Student µε n-p βαθµούς ελευθερίας, ακολουθεί και η τυχαία µεταβλητή: 
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 Η ιδέα εδώ είναι να κανονικοποιηθεί κατάλληλα κάθε εκτίµηση για τα βj και 
αυτές να συγκριθούν µε ένα κατώφλι, το οποίο θα ανταποκρίνεται σε ένα 

συγκεκριµένο διάστηµα εµπιστοσύνης, υποθέτωντας ότι η πραγµατική τιµή *

j
β  είναι 

µηδέν. Έτσι, ξεκινώντας από το µοντέλο το οποίο περιέχει όλες τις µεταβλητές, σε 
κάθε βήµα ελέγχεται ο ακόλουθος κανόνας: 
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 Εάν ισχύει, τότε εξάγεται η µεταβλητή Xj από τον πίνακα Χ και η διαδικασία 
συνεχίζεται έως ότου δεν προκύψει µεταβλητή για την οποία να ισχύει ο παραπάνω 
κανόνας. Σε µια πιο γενικευµένη εκδοχή, οι συγγραφείς θεωρούν ότι µερικές 
µεταβλητές έχουν θόρυβο και µερικές άλλες όχι. Προσεγγίζοντας θεωρητικά το θέµα 
αυτό, προτείνουν ένα αλγόριθµο, ο οποίος και πάλι στηρίζεται σε έναν αντίστοιχο 
κανόνα εξαγωγής µεταβλητών από το µοντέλο. 



Ποιοτική Ανάλυση Παλινδρόµησης: Ανάπτυξη και ∆ιερεύνηση Εναλλακτικών Μοντέλων 

 - 39 - 

3.1.5 Μεθοδολογίες Επιλογής Μεταβλητών µε Χρήση του 

Αθροίσµατος Απόλυτων Σφαλµάτων 

 
Μια γενική επισκόπηση των µεθοδολογιών για την επιλογή του καλύτερου 

υποσυνόλου, µπορεί να βρεθεί στο (Andre et al., 2003). Στο άρθρο αυτό, οι 
συγγραφείς αντιπαραβάλλουν το κριτήριο του ελάχιστου αθροίσµατος των απόλυτων 
σφαλµάτων (MSAE) µε αυτό των ελαχίστων τετραγώνων και καταλήγουν ότι το 
πρώτο είναι µια πολύ καλή εναλλακτική έναντι του δεύτερου. Επίσης, απαριθµούν 
όλες τις µεθοδολογίες επιλογής µεταβλητών οι οποίες χρησιµοποιούν ή δυνητικά 
µπορούν να αξιοποιήσουν το κριτήριο MSAE. Αυτές διαχωρίζονται σε όσες 
εξετάζουν εξαντλητικά το σύνολο των δυνατών συνδυασµών παλινδρόµησης και σε 
όσες επιλέγουν µέρος µόνο των διαθέσιµων µεταβλητών. Για την τελευταία 
κατηγορία, εξετάζονται οι τρεις κλασσικές βηµατικές, υιοθετώντας, ωστόσο, ως 
κριτήριο µια στατιστική που ενσωµατώνει το άθροισµα των απόλυτων σφαλµάτων, 
υπό την παραδοχή ότι τα απόλυτα σφάλµατα, ακολουθούν την κατανοµή Laplace. 
Τότε, αποδεικνύεται, κατά τους ίδιους συγγραφείς, ότι η «συνεισφορά» µιας 
µεταβλητής xi σε ένα µοντέλο παλινδρόµησης, µπορεί να υπολογισθεί από την 
έκφραση: 
 

( ) ( )ˆ( ) / 2
MSAE

Q SAE i SAE τ= −  

 

όπου ˆ SAE nτ =  όταν τα απόλυτα σφάλµατα ακολουθούν την κατανοµή Laplace, 

SAE(i) είναι το άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων του µοντέλου όταν αφαιρεθεί η 
µεταβλητή xi από αυτό, ενώ SAE είναι το άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων του 
µοντέλου πριν αφαιρεθεί η τελευταία. Έτσι, στα πλαίσια των βηµατικών µεθόδων, η 
συνεισφορά των µεταβλητών, είτε πρόκειται για εισαγωγή είτε για εξαγωγή από το 
µοντέλο, εξετάζεται µε βάση το QMSAE. 
 

Στο αρχικό βήµα της προς τα εµπρός επιλογής, όποια µεταβλητή παρουσιάζει 
το µεγαλύτερο QMSAE, εξετάζεται σε ένα επίπεδο σηµαντικότητας α σε σχέση µε το 

µοντέλο ˆ ( )
i

y median y=  και εάν είναι σηµαντική, εισέρχεται στο µοντέλο και η 

διαδικασία συνεχίζεται µε παρόµοιο τρόπο. Για την προς τα πίσω βηµατική απαλοιφή, 
υπολογίζεται το QMSAE για κάθε µεταβλητή και αυτό εξετάζεται σε ένα επίπεδο 
σηµαντικότητας α. Εάν προκύψει µια µεταβλητή µη σηµαντική µε αυτό τον τρόπο 
(εξετάζεται η µεταβλητή µε το µικρότερο QMSAE), εξάγεται από το µοντέλο. Στη 
βηµατική διαδικασία, ακολουθείται ένας συνδυασµός των παραπάνω. 
 

3.2 Σύγκριση Εναλλακτικών Μεθόδων για Επιλογή του 

Καλύτερου Υποσυνόλου 
 

Οι Xu και Zhang (2001), χρησιµοποίησαν τις τρεις πιο γνωστές µεθόδους 
βηµατικής παλινδρόµησης (προς τα εµπρός επιλογή, προς τα πίσω απαλοιφή, βηµατική 

επιλογή), ώστε να µελετηθούν και να συγκριθούν τα αποτελέσµατα που δίδουν αυτές 
µε άλλες µεθόδους επιλογής µεταβλητών. Οι υπόλοιπες µέθοδοι ήταν οι γενετικοί 
αλγόριθµοι, η leaps-and-bounds Regression και η orthogonal descriptors. Οι 
παραπάνω µέθοδοι χρησιµοποιήθηκαν για να µελετηθεί η τοξικότητα 35 
νιτροβενζινών (nitrobenzenes), παρατηρώντας την επίδραση της συµµετοχής πέντε 
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επιµέρους συστατικών σε αυτές. Ωστόσο, επειδή η στερεοµετρία των µορίων (η θέση 
στο χώρο - τοπολογία) µπορεί να έχει και διαφορετική επίδραση, χρησιµοποιήθηκαν 
και 22 επιπλέον µεταβλητές. Η εξέταση που πραγµατοποιήθηκε, αφορά τη συµµετοχή 
1 µέχρι 7 µεταβλητών στο τελικό µοντέλο, καθώς υιοθετήθηκε ο λόγος Ν/m≥5, όπου 
Ν είναι το σύνολο των ανεξάρτητων µεταβλητών και m οι επιλεγόµενες ανεξάρτητες 
µεταβλητές. Τα συµπεράσµατα που απορρέουν από τη σύγκριση των αποτελεσµάτων, 
είναι ότι η µέθοδος των orthogonal descriptors είναι καλύτερη από τις υπόλοιπες, 
καθώς δίνει υψηλότερη τιµή για τον δείκτη συσχέτισης R2 σε κάθε περίπτωση. Μια 
πιθανή εξήγηση που δίνουν οι συγγραφείς για το γεγονός αυτό, είναι ότι οι 
πληροφορίες οι οποίες περιέχονταν σε µερικές µεταβλητές, ήταν «συµπαγείς». Άλλη 
µια παρατήρηση είναι ότι σε ό,τι αφορά τις µεθόδους βηµατικής παλινδρόµησης, οι 
µεταβλητές που φαίνονταν ως οι καλύτερες σε προηγούµενα στάδια, είναι δυνατό να 
µη συµµετέχουν στο τελικό µοντέλο, κάτι το οποίο δε φαίνεται να ισχύει στην 
περίπτωση της µεθόδου orthogonal descriptors. Έτσι, παρόλο που οι τρεις µέθοδοι 
της οικογένειας της βηµατικής παλινδρόµησης είναι δυνατόν να δώσουν παραπλήσια 
αποτελέσµατα, δεν υπάρχει τρόπος απόλυτης διαβεβαίωσης για την βελτιστότητα της 
τελικής επιλογής. 
 

Σε άλλες ερευνητικές προσπάθειες, εντοπίζεται η απόπειρα εισαγωγής ενός 
νέου, πιο γενικευµένου κριτηρίου για την επιλογή µεταβλητών, το οποίο 
αντιπαραβάλλεται µε το γνωστό κριτήριο Cp του Mallow (Kashid and Kulkarni, 
2002), ενώ στο (Salt et al., 2007) παρουσιάζεται µια προσπάθεια βελτιωµένης 
εκτίµησης της στατιστικής F σχετικά µε την επιλογή µεταβλητών σε ένα µοντέλο 
παλινδρόµησης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  

4 

 

 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΗ ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ 
 
 Το κεφάλαιο αυτό περιγράφει τον τρόπο µε τον οποίο αναπτύχθηκε το 
προταθέν µαθηµατικό µοντέλο και παρουσιάζει τη µαθηµατική δοµή του. 
Εξετάζονται ακόµα τα επιµέρους κριτήρια που λήφθηκαν υπόψη κατά τη διάρκεια 
ανάπτυξης του µοντέλου, ενώ δίνεται και µια αναλυτική περιγραφή της διαδικασίας 
που υιοθετήθηκε για την εισαγωγή και εξαγωγή των υπό εξέταση διαθέσιµων 
µεταβλητών σε ένα µοντέλο, µε βάση αυτά τα κριτήρια. Αρχικά, παρουσιάζονται τα 
βασικά στοιχεία που πλαισιώνουν την κεντρική ιδέα που διέπει την ποιοτική ανάλυση 
παλινδρόµησης. 
 

4.1 Ποιοτική Ανάλυση Παλινδρόµησης 
 
 Στόχος της ποιοτικής ανάλυσης παλινδρόµησης, είναι να αναπτυχθεί ένα µη 
γραµµικό µοντέλο πρόβλεψης, σύµφωνα µε το οποίο θα πραγµατοποιηθεί η εκτίµηση 
των συναρτήσεων αξιών, τόσο της εξαρτηµένης µεταβλητής, όσο και των 
ανεξάρτητων µεταβλητών που είναι διαθέσιµες. Η κεντρική ιδέα µιας τέτοιας 
µοντελοποίησης, µε βάση συναρτήσεις αξιών, είναι ότι σε µια τέτοια προσέγγιση, η 
«αξία» της εξαρτηµένης, για παράδειγµα, µεταβλητής, εξαρτάται από την αξία της 
µεταβολής των µη εξαρτηµένων µεταβλητών που φαίνεται να την επηρεάζουν 
(µετέχουν στο µοντέλο). Με άλλα λόγια, ένα τέτοιο γεγονός ερµηνεύεται από την 
παρατήρηση ότι η συνεισφορά µιας µη εξαρτηµένης µεταβλητής στην αξία της 
εξαρτηµένης µεταβλητής, δεν είναι σταθερή και αναλογική, αλλά εξαρτάται από την 
ονοµαστική τιµή της µεταβολής της πρώτης. Αξίζει να σηµειωθεί, ωστόσο, ότι οι 
επιµέρους συναρτήσεις αξιών, είναι γραµµικές µόνο κατά τµήµατα. 
 
 Για τον υπολογισµό των επιµέρους συναρτήσεων αξιών, λαµβάνεται υπόψη 
και η σηµαντικότητα της κάθε εξεταζόµενης µεταβλητής στο µοντέλο. Η 
σηµαντικότητα αυτή για κάθε µεταβλητή, υπολογίζεται µε την εφαρµογή του 
µοντέλου, µέσω της απόδοσης βαρών (σχετικούς δείκτες σηµαντικότητας) σε κάθε 
µεταβλητή. Τα βάρη αυτά, δεν είναι τίποτε άλλο παρά η µέγιστη συνεισφορά 
καθεµιάς µεταβλητής στην αξία της εξαρτηµένης µεταβλητής και δίνονται σε 
κανονικοποιηµένη µορφή, κάτι που επιτρέπει την άµεση σύγκριση µεταξύ της 
επιµέρους σηµαντικότητας κάθε µεταβλητής. 
 
 Η αποτύπωση της εξίσωσης παλινδρόµησης σε ένα τέτοιο µοντέλο, µε βάση 
τα παραπάνω, έχει ως εξής (Γρηγορούδης και Σίσκος, 2005): 
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*

1

*

i

n

i

i XbY ⋅=∑
=

  δεδοµένου ότι  1
1

=∑
=

n

i

ib  (4.1) 

 

όπου οι συναρτήσεις αξιών *
Y και *

i
X  είναι κανονικοποιηµένες στο διάστηµα [0,1], 

ενώ µε 
i

b  συµβολίζεται ο συντελεστής βάρους της µεταβλητής i. Το γεγονός ότι οι 

παραπάνω συναρτήσεις αξιών είναι κανονικοποιηµένες στο διάστηµα [0,1], σηµαίνει 
ότι η µικρότερη (χειρότερη) και η µεγαλύτερη (καλύτερη) τιµή που µπορούν να 
λάβουν, είναι αντίστοιχα το 0 και το 1. Με τον τρόπο αυτό, οι περιορισµοί 
κανονικοποίησης µπορούν να γραφούν ως (Γρηγορούδης και Σίσκος, 2005): 
 







==

==

1,0

1,0

*1*

*1*

ia

a

xx

yy
  για ni ,...,2,1=  (4.2) 

 
 Ο Πίνακας 4.1 θα βοηθήσει στην επεξήγηση των συµβολισµών που 
χρησιµοποιούνται στο κεφάλαιο αυτό. 
 

Πίνακας 4.1: Συµβολισµοί των µεταβλητών του µοντέλου και η σηµασία τους. 

Συµβολισµός Σηµασία 

Υ µεταβολή της εξαρτηµένης µεταβλητής 
a αριθµός επιπέδων διαχωρισµού της κλίµακας του Υ 

my  το m επίπεδο του Υ (m = 1,2,…,α) 

n  αριθµός µεταβλητών 

i
X  µεταβολή της i-στής µεταβλητής (i = 1,2,…,n)  

i
a  αριθµός επιπέδων διαχωρισµού της κλίµακας της i-στής µεταβλητής 

k

i
x  το k επίπεδο της i-στής µεταβλητής (k = 1,2,…,αi) 

*
Y  συνάρτηση αξιών του Υ 

my*
 αξία του 

my  επιπέδου µεταβολής του Υ 
*

i
X  συνάρτηση αξιών του Χ 

k

i
x*

 αξία του 
k

i
x  επιπέδου µεταβολής του Χi 

j πλήθος διαθέσιµων παρατηρήσεων για την Υ 

 
Για την γραφική απεικόνιση των συναρτήσεων αυτών, χρησιµοποιείται ένα 

σύστηµα αξόνων, στον κατακόρυφο άξονα του οποίου απεικονίζεται η αξία της 
εξεταζόµενης µεταβλητής, ενώ στον οριζόντιο άξονα απεικονίζεται η πραγµατική 
τιµή της παραµέτρου βάση της οποίας εξετάζεται η απεικονιζόµενη µεταβλητή (π.χ. 
χρόνος, ποσότητα πωλήσεων, ποσότητα συστατικών κτλ.). Η κλίµακα που υιοθετείται 
στον οριζόντιο άξονα χωρίζεται σε επίπεδα (διαστήµατα) διαχωρισµού, τα οποία 
αντιστοιχούν σε ανάλογα επίπεδα για τον κατακόρυφο άξονα.  
 

Βασική επιδίωξη για ένα µοντέλο ποιοτικής παλινδρόµησης, είναι η εκτίµηση 

των συναρτήσεων αξιών *
Y  και *

i
X  µε τέτοιο τρόπο, ώστε να υπάρξει η µεγαλύτερη 

δυνατή συµφωνία ανάµεσα στην πραγµατική και την εκτιµώµενη τιµή για την 
εξαρτηµένη µεταβλητή Υ. Για το σκοπό αυτό, εισάγεται µια διπλή µεταβλητή 
σφάλµατος στο µοντέλο και η εξίσωση παλινδρόµησης, όπως φαίνεται στη Σχέση 
(4.1), λαµβάνει την µορφή της Σχέσης (4.3) (Γρηγορούδης και Σίσκος, 2005). Το 



Ποιοτική Ανάλυση Παλινδρόµησης: Ανάπτυξη και ∆ιερεύνηση Εναλλακτικών Μοντέλων 

 - 43 - 

Σχήµα 4.1 δείχνει ένα παράδειγµα µιας τέτοιας γραφικής απεικόνισης, όπου 
φαίνονται και τα σφάλµατα απόκλισης. 
 

 
Σχήµα 4.1: Γραφική απεικόνιση κλιµάκων και των σφαλµάτων απόκλισης. 

 

* *

1

ˆ
n

i i

i

Y b X σ σ+ −

=

= ⋅ − +∑  (4.3) 

 

όπου *
Ŷ  είναι η εκτίµηση της συνάρτησης αξιών Υ

*
, σ

- και σ+
 είναι τα σφάλµατα 

υποεκτίµησης και υπερεκτίµησης αντίστοιχα. 
 
 Όπως φαίνεται στο τυχαίο παράδειγµα απεικόνισης στο Σχήµα 4.1, οι 
συναρτήσεις αξιών είναι κατά τµήµατα γραµµικές. Επειδή, όµως, υπάρχει περίπτωση 
µερικά από τα τµήµατα αυτά να είναι παράλληλα προς τον οριζόντιο άξονα, τίθενται 
στο µοντέλο και οι ανάλογοι περιορισµοί µονοτονίας των συναρτήσεων αξιών, ώστε 
να εξασφαλιστεί ότι αυτές θα είναι γνήσια µονότονες. Αυτό πραγµατοποιείται µε την 
διαδικασία που περιγράφεται στη συνέχεια. 
 
 Αρχικά, ορίζονται οι ακόλουθες µεταβλητές (Γρηγορούδης και Σίσκος, 2005): 
 

* 1 *

* 1 *
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 (4.4) 

 
 Οι µεταβλητές zm και wik εκφράζουν τα διαδοχικά βήµατα αύξησης των 

συναρτήσεων αξιών *
Y  και *

i
X  αντίστοιχα. Εποπτική απεικόνιση των µεταβλητών 

αυτών, φαίνεται στο Σχήµα 4.2. 
 

 Στη συνέχεια εισάγονται τα κατώφλια προτίµησης για *
Y  και *

i
X , έτσι ώστε 

να εξασφαλίζεται το ελάχιστο βήµα αύξησης των συναρτήσεων αυτών να µην είναι 
µηδενικό. Τα κατώφλια αυτά συµβολίζονται µε γ και γi αντίστοιχα, ενώ οι σχέσεις 
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(4.4) τελικά λαµβάνουν τη µορφή των Σχέσεων (4.5) (Γρηγορούδης και Σίσκος, 
2005). 
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iX
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Σχήµα 4.2: Γραφική απεικόνιση των µεταβλητών µετασχηµατισµού zm και wik. 
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* 1 *
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 Συνεχίζοντας το µετασχηµατισµό των παραπάνω σχέσεων, έχουµε: 
 

'

'

0 0

0 0

m m m

ik i ik i ik

z z z

w w w

γ γ

γ γ

≥ − ≥ ≥  ⇔ ⇔  
≥ − ≥ ≥  

 (4.6) 

 

 Είναι φανερό ότι οι µεταβλητές '

m
Z  και '

ik
W  έχουν οριστεί όπως φαίνεται στη 

συνέχεια (Γρηγορούδης και Σίσκος, 2005): 
 

'

'

1,2,..., 1

1, 2,..., 1 1,2,...,

m m

ik ik i i

z z m a

w w k a i n
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 (4.7) 

 
 Χρησιµοποιώντας όλες τις παραπάνω σχέσεις, προκύπτει η ακόλουθη µορφή 
για το υπό συζήτηση µη γραµµικό µοντέλο πρόβλεψης. Ζητούµενο είναι, όπως 
αναφέρθηκε, η όσο το δυνατόν σύγκλιση µεταξύ της πραγµατικής και εκτιµώµενης 
τιµής της εξαρτηµένης µεταβλητής, οπότε το πρόβληµα ανάγεται σε πρόβληµα 
ελαχιστοποίησης του αθροίσµατος των µεταβλητών σφάλµατος που εισήχθησαν στη 
Σχέση (4.3) (Γρηγορούδης και Σίσκος, 2005): 
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 (4.8) 

 

όπου οι συντελεστές m

jc  και k

ijc  υπολογίζονται µε χρήση γραµµικής παρεµβολής, 

καθώς αυτό επιτρέπεται λόγω της γραµµικότητας των επιµέρους αντίστοιχων 

τµηµάτων των συναρτήσεων αξιών *
Y  και *

i
X  αντίστοιχα. Αναλυτικά, η χρήση της 

γραµµικής παρεµβολής για τον υπολογισµό των m

jc  και k

ijc  πραγµατοποιείται µέσω 

των Σχέσεων (4.9) και (4.10) (Γρηγορούδης και Σίσκος, 2005): 
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 Οι αρχικές µεταβλητές του προβλήµατος υπολογίζονται µε βάση τη βέλτιστη 
λύση του γ.π. της Σχέσης (4.8), καθώς αποδεικνύεται ότι ισχύουν οι παρακάτω 
σχέσεις (Γρηγορούδης και Σίσκος, 2005): 
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(4.11) 

 

 Αξίζει στο σηµείο αυτό, να επισηµανθεί ότι οι συντελεστές k

ij
c , όπως 

υπολογίζονται από τη Σχέση (4.10), ανταποκρίνονται στην περίπτωση κατά την οποία 
η εκάστοτε εξεταζόµενη µεταβλητή απόφασης (ανεξάρτητη µεταβλητή), έχει «θετική 
συνεισφορά» στην διαδικασία µορφοποίησης ενός µοντέλου συνάρτησης αξιών για 
την ερµηνεία και προβλεψη της εξαρτηµένης µεταβλητής. Αυτό σηµαίνει ότι µια 
τέτοια ανεξάρτητη µεταβλητή, εµφανίζει θετική συσχέτιση µε την εξαρτηµένη 
µεταβλητή. Εάν παρατηρηθεί ότι µια ανεξάρτητη µεταβλητή δεν παρουσιάζει τέτοια 
χαρακτηριστικά, η «συνεισφορά» της αντιµετωπίζεται ως «αρνητική», δηλαδή η 
συνάρτηση αξιών της λαµβάνει τέτοια φορά, ώστε ανάλογα µε τις διαθέσιµες 
παρατηρήσεις να λαµβάνεται υπόψη και η αντίστοιχη αξία («συνεισφορά») κατά τον 
συνολικό υπολογισµό της αξίας µιας παρατήρησης µε βάση τις αξίες των αντίστοιχων 
διαθέσιµων παρατηρήσεων για τις εξεταζόµενες ανεξάρτητες µεταβλητές. Για να 
γίνει πιο κατανοητή η παραπάνω περιγραφή, θα αναφερθούν και τα παρακάτω. Με 

τον τρόπο που έχουν ορισθεί οι συντελεστές m

j
c  της Σχέσης (4.9), η συνάρτηση αξιών 

της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ, λαµβάνει αύξουσα µορφή (µεγαλύτερες τιµές των 
παρατηρήσεων για την Υ αντιστοιχούν σε µεγαλύτερες τιµές στον άξονα των αξιών). 

Το ίδιο ισχύει και για τους συντελεστές k

ij
c  της Σχέσης (4.10). Εάν µια ανεξάρτητη 

µεταβλητή εµφανίζει αρνητική συσχέτιση µε την Υ, αυτό σηµαίνει ότι µεγαλύτερες 
τιµές αυτής, θα πρέπει να αντιστοιχούν σε µικρότερες τιµές στον άξονα αξιών της 
συνάρτησης αξιών της (έτσι ορίζεται η «αρνητική συνεισφορά»). Το γεγονός αυτό 
λήφθηκε υπόψη σε όλες τις περιπτώσεις εξέτασης δεδοµένων που χρησιµοποιούνται 
στο επόµενο κεφάλαιο για την αξιολόγηση των προτεινόµενων µεθοδολογιών που 
περιγράφονται στη συνέχεια. 
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4.2 Εναλλακτικά Κριτήρια Βελτιστοποίησης 
 
 Στην προηγούµενη παράγραφο, ορίστηκε το γ.π. (4.8), θέτοντας ως 
αντικειµενική συνάρτηση το άθροισµα των απολύτων σφαλµάτων τα οποία 
παρατηρούνται στην εκτίµηση για την αξία της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ. Στα 
πλαίσια αυτής της εργασίας, υιοθετούνται και άλλα επιµέρους κριτήρια 
βελτιστοποίησης, µε στόχο να εντοπιστεί ποιο από αυτά δίνει τα καλύτερα 
αποτελέσµατα όσον αφορά τη συµφωνία ανάµεσα στις πραγµατικές και εκτιµώµενες 
τιµές για την µεταβλητή Υ. 
 

4.2.1 Τετραγωνικό Άθροισµα Απόλυτων Σφαλµάτων 

 
 Ως πρώτο εναλλακτικό κριτήριο βελτιστοποίησης, έναντι του απλού 
αθροίσµατος των απόλυτων σφαλµάτων, επιλέχθηκε το άθροισµα των τετραγώνων 
των τελευταίων. Στην περίπτωση αυτή, δεν παρουσιάζονται κάποιες αλλαγές στη 
δοµή του γ.π. που ορίστηκε, απλώς αλλάζει η αντικειµενική συνάρτηση και έχουµε το 
γ.π. της Σχέσης (4.12). 
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 (4.12) 

 

4.2.2 Συντελεστής προσδιορισµού R
2
 

 
 Ο δείκτης αυτός παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 2 της παρούσης. Αφού ο ίδιος 
αυτός δείκτης αποτελεί έναν αξιόπιστο, κατά πολλούς ερευνητές, δείκτη αξιολόγησης 
των αποτελεσµάτων ενός µοντέλου παλινδρόµησης, επιλέχθηκε να είναι ένα ακόµη 
εναλλακτικό κριτήριο βελτιστοποίησης, µε το σκεπτικό ότι όσο καλύτερες τιµές 
λαµβάνει αυτός ο δείκτης (όσο το δυνατόν πλησιέστερα ή ίσος στη µονάδα), τόσο 
καλύτερα θα πρέπει να είναι και τα αποτελέσµατα που δίνει το µοντέλο στο οποίο 
αντιστοιχεί. 
 
 Για να εισαχθεί ως κριτήριο βελτιστοποίησης (αντικειµενική συνάρτηση) ο 
συντελεστής προσδιορισµού, θα πρέπει να ληφθούν υπόψη ορισµένες τροποποιήσεις 
οι οποίες επιβάλλεται να πραγµατοποιηθούν στο βασικό µοντέλο (4.8). Ήδη από τον 
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ορισµό του δείκτη αυτού (
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 , βλ. και Κεφάλαιο 2), 

φαίνεται ότι, εκτός των σταθερών (και γνωστών) τιµών, στην αντικειµενική 

συνάρτηση εισάγεται απευθείας και η ζητούµενη εκτίµηση για την µεταβλητή Υ, iŶ . 

Αυτό σηµαίνει ότι θα πρέπει να προβλεφθούν όλες οι δυνατές τιµές τις οποίες µπορεί 
να λάβει αυτή η εκτίµηση, µε βάση τον τρόπο µε τον οποίο ορίστηκε οι συνάρτηση 

αξιών *
Y , και να ενσωµατωθούν στη δοµή του νέου γ.π., εν ίδει επιπρόσθετων 

περιορισµών. 
 
 Έχει ήδη παρουσιασθεί ο τρόπος µε τον οποίον ορίσθηκαν οι συναρτήσεις 

αξιών *
Y  και *

iX . Είδαµε ότι αυτές είναι κατά τµήµατα γραµµικές. Σε ένα από τα 

τµήµατα αυτά, τα οποία οριοθετούνται από τα επιλεγόµενα διαστήµατα διαχωρισµού, 
είναι δυνατόν να ανήκει και η υπολογιζόµενη εκτίµηση για την Υ. Ωστόσο, επειδή δεν 
είναι δυνατόν να γνωρίζουµε εκ των προτέρων σε ποιο από τα διαστήµατα αυτά θα 
ανήκει η εκτίµηση αυτή, η προσέγγιση που ακολουθείται είναι ότι κάθε ένα από τα 
διαστήµατα αυτά µπορεί να περιέχει την εκτίµηση. Έτσι, θα πρέπει να προβλεφθούν 
τόσες περιπτώσεις πιθανών τιµών για την εκτίµηση, όσες ακριβώς προκύπτουν από 
τον ορισµό των διαστηµάτων διαχωρισµού (βλ. Σχήµα 4.3). Ο επιλεχθείς αριθµός των 
διαστηµάτων διαχωρισµού καθορίζει και τον αριθµό πιθανών τιµών που µπορεί να 
λάβει η εκτίµηση για την Υ. Προκειµένου για κλίµακα βαθµού m, η τιµή της 
εκτίµησης για την Υ, µπορεί να ανήκει σε κάθε ένα από τα m-1 διαστήµατα 
διαχωρισµού, καθώς και στα δύο ακραία διαστήµατα που ορίζονται από την ελάχιστη 
(και τις µικρότερες από αυτήν) και τη µέγιστη (και τις µεγαλύτερες από αυτήν) τιµή 
της κλίµακας για τις πραγµατικές τιµές της Υ. 
 

 
Σχήµα 4.3: Εποπτικό παράδειγµα απεικόνισης της τιµής της εκτίµησης, ŷ , για την Υ. 

 
Όταν η υπολογισθείσα τιµή της εκτίµησης για την Υ ανήκει σε ένα από τα m-1 

διαστήµατα διαχωρισµού, αυτή υπολογίζεται µε γραµµική παρεµβολή σε αυτά, µε 
βάση τους µαθηµατικούς τύπους της Σχέσης (4.9), ενώ λαµβάνει την ελάχιστη τιµή 
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της κλίµακας εάν ανήκει στο διάστηµα που ορίζεται από την ελάχιστη τιµή της 
κλίµακας και τις µικρότερες από αυτήν τιµές και την µεγαλύτερη τιµή της κλίµακας 
εάν ανήκει στο διάστηµα που ορίζεται από την µεγαλύτερη τιµή της κλίµακας και τις 
µεγαλύτερες από αυτήν τιµές. Όλα τα παραπάνω, προκειµένου για την εκτίµηση της 
i-στής παρατήρησης για την Υ, δίνονται αναλυτικά από τις Σχέσεις (4.13). 
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(4.13) 

 
 Οι πιθανές τιµές που µπορεί να λάβει η εκτίµηση για την Υ, φαίνονται στις 
παραπάνω περιπτώσεις. Ωστόσο, όπως αναφέρθηκε και πριν, δεν είναι δυνατόν να 
είναι γνωστό το διάστηµα στο οποίο θα ανήκει αυτή η εκτίµηση. Θα πρέπει, 
εποµένως, να ληφθεί πρόνοια ώστε το µοντέλο να είναι σε θέση να διακρίνει το 
διάστηµα διαχωρισµού, όπως ορίστηκαν στα προηγούµενα, στο οποίο ανήκει η 
υπολογισθείσα εκτίµηση για την Υ. Για τον λόγο αυτό, η τιµή της εκτίµησης αυτής, 
µπορεί να ιδωθεί ως ένα άθροισµα των τιµών που περιγράφονται στις περιπτώσεις 
της Σχέσης (4.13), θέτοντας επιπλέον περιορισµούς στο γ.π., σύµφωνα µε τους 
οποίους θα διακρίνεται το διάστηµα διαχωρισµού στο οποίο ανήκει η εκτίµηση για 
την Υ, «ενεργοποιώντας» µόνο τον κατάλληλο όρο του αθροίσµατος που αναφέρθηκε 
πριν. Για να γίνει κατανοητή όλη η διαδικασία αυτή, θα οριστεί το παρακάτω 
άθροισµα για την εκτίµηση της τιµής για την i-στή παρατήρηση της Υ: 
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Κάθε όρος του προηγούµενου αθροίσµατος, περιλαµβάνει µία από τις περιπτώσεις 
τιµών που προβλέπονται στη Σχέση (4.13). Στο σηµείο αυτό ορίζονται οι µεταβλητές 
dpi, τόσες όσες ακριβώς είναι οι περιπτώσεις των τιµών που µπορεί να λάβει η 
εκτίµηση για την Υ (όπως φαίνεται στην Σχέση (4.13)), έτσι ώστε να υπάρχει µια για 
κάθε όρο του αθροίσµατος (4.14). Οι µεταβλητές αυτές ορίζονται να είναι δυαδικές, 
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λαµβάνοντας την τιµή 0 ή 1, ώστε τελικά να «ενεργοποιηθεί» µόνον ο κατάλληλος 
όρος του παραπάνω αθροίσµατος. Πρόκειται, ουσιαστικά, για ψευδοµεταβλητές, οι 
οποίες προορίζονται µονάχα για τον εντοπισµό του διαστήµατος διαχωρισµού όπου 
ανήκει η υπολογιζόµενη εκτίµηση για την Υ. Ο τρόπος µε τον οποίο µπορεί να 
επιτευχθεί κάτι τέτοιο, είναι µέσω της εισαγωγής κατάλληλων περιορισµών 
αναφορικά µε τις ψευδοµεταβλητές dpi και περιγράφεται στη συνέχεια. 
 
 Αφού οι ψευδοµεταβλητές dpi ορίσθηκαν για να µετάσχουν στο άθροισµα, 
είναι λογικό να καθιστούν «ενεργό» τον όρο εκείνο για τον οποίο ικανοποιούνται οι 
συνθήκες που φαίνονται στη Σχέση (4.13). Ακόµα, επειδή αυτές ορίσθηκαν να 
λαµβάνουν τις τιµές 0 και 1, για να «ενεργοποιείται» ο κατάλληλος όρος όταν 
ικανοποιούνται οι αντίστοιχες συνθήκες, θα πρέπει να ισχύουν και οι περιορισµοί της 
Σχέσης (4.15) για κάθε ψευδοµεταβλητή dpi, όπως οι τελευταίες ορίστηκαν πιο πάνω: 
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(4.15) 

 
Τέλος, για να εξασφαλισθεί ότι µία µόνο ψευδοµεταλητή θα λάβει την τιµή 1 

κατά την επίλυση του προβλήµατος, τίθεται και ένας ακόµη περιορισµός (Σχέση 
4.16). 
 

1 2 3 1
... 1

i i i a i
d d d d −+ + + + =  (4.16) 

 
Σύµφωνα µε όλα τα παραπάνω, το νέο γ.π., µε αντικειµενική συνάρτηση τον 

συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης R
2, λαµβάνει την δοµή της Σχέσης (4.17). 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι ανάλογα µε τον τρόπο που ορίζονται οι κλίµακες της 
συνάρτησης αξιών, µπορούν να απαλοιφούν µερικοί από τους πιο πάνω περιορισµούς. 
Για παράδειγµα, εάν η οριζόντια κλίµακα των πραγµατικών τιµών της Υ ορισθεί έτσι 
ώστε για ακραίες τιµές να έχει την ελάχιστη και τη µικρότερη τιµή των διαθέσιµων 
παρατηρήσεων, τότε ο πρώτος, ο δεύτερος, ο τρίτος και ο τελευταίος περιορισµός της 
Σχέσης (4.15), µπορούν να παραλειφθούν από το γ.π. 
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(4.17) 

 
 Στην περίπτωση αυτού του γ.π., χρειάζεται να ληφθεί ειδική µέριµνα για τα 
απόλυτα σφάλµατα που έχουν ορισθεί σε αυτό. Και αυτό διότι µπορεί να ναι µεν να 
ικανοποιούνται όλοι οι σχετικοί περιορισµοί, τα σφάλµατα αυτά, ωστόσο, είναι 
δυνατόν να λάβουν απεριόριστα µεγάλες τιµές. Ο περιορισµός των απόλυτων 
σφαλµάτων, µπορεί να λάβει χώρα µε τρεις τρόπους, θέτοντας τους αντίστοιχους 
περιορισµούς στο σώµα του ανωτέρω γ.π. 
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 Ο πρώτος τρόπος συνίσταται στο να χρησιµοποιηθούν δύο µεταβλητές για τα 
απόλυτα σφάλµατα, µια για το σφάλµα υποεκτίµησης (σ-) και µια για το σφάλµα 
υπερεκτίµησης (σ+), όπως φαίνεται στο γ.π. (4.17). Εδώ τίθενται οι περιορισµοί της 
Σχέσης (4.18): 
 

1,

0

≤

=⋅
+−

+−

ii

ii

σσ

σσ
 (4.18) 

 
Ο πρώτος περιορισµός τίθεται ώστε να εξασφαλιστεί ότι ένα τουλάχιστον σφάλµα θα 
λάβει την τιµή 0, ενώ ο δεύτερος τίθεται για να περιοριστεί το εύρος τιµών (σε 

συνδυασµό µε τον περιορισµό 0, ≥−+ σσ ) που µπορούν να λάβουν οι µεταβλητές 

σφάλµατος. 
 
 Ο δεύτερος τρόπος είναι και πάλι να χρησιµοποιηθούν δύο µη αρνητικές 
µεταβλητές για τα απόλυτα σφάλµατα, αλλά αυτή τη φορά να µην περιοριστεί το 
εύρος τιµών αυτών, παρά µόνον το άθροισµά τους. Μια καλή σκέψη για το άνω όριο 
αυτού του αθροίσµατος, είναι µια τιµή σχετικά κοντά στο αποτέλεσµα που έδωσε το 
γ.π. (4.12), όπως φαίνεται στη Σχέση (4.19): 
 

( ) ( ) *1 F
i
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όπου ε είναι ένας µικρός θετικός αριθµός και F

* είναι η βέλτιστη τιµή της 
αντικειµενικής συνάρτησης F για το γ.π. (4.12). 
 
 Ο τρίτος τρόπος είναι να χρησιµοποιηθεί µια µόνο µεταβλητή σφάλµατος, 
γεγονός που σηµαίνει ότι αυτή µπορεί να λάβει τόσο θετικές, όσο και αρνητικές τιµές 
(επιπλέον της τιµής 0, φυσικά). Στην περίπτωση αυτή, αρκεί να περιορισθεί το εύρος 
τιµών της µεταβλητής αυτής, π.χ. όπως παρακάτω: 
 

11 ≤≤− iσ  (4.20) 

 

4.3 ∆ιαδικασία εισαγωγής – εξαγωγής µεταβλητών στο µοντέλο 

 
 Στην ενότητα αυτή θα περιγραφεί η διαδικασία µε την οποία επιλέγεται ή 
εξέρχεται µια µεταβλητή από το υπό ανάπτυξη µοντέλο παλινδρόµησης. Η εισαγωγή 
ή εξαγωγή µιας µεταβλητής, εξαρτάται από την τιµή του χρησιµοποιούµενου 
κριτήριου βελτιστοποίησης, όπως αυτά ορίσθηκαν στις προηγούµενες παραγράφους. 
Η διαδικασία χαρακτηρίζεται από ένα σταδιακό (βηµατικό) τρόπο για την λήψη 
απόφασης σχετικά µε την εισαγωγή ή εξαγωγή µιας µεταβλητής. 
 

∆ύο τρόποι θα εξεταστούν στη συνέχεια, σύµφωνα µε τους οποίους µπορεί να 
υλοποιηθεί η βηµατική αυτή διαδικασία δόµησης του µοντέλου παλινδρόµησης. Ο 
πρώτος τρόπος είναι να θεωρηθεί ότι στο πρώτο βήµα καµµία µεταβλητή δε 
συµµετέχει στο µοντέλο και ότι οι µεταβλητές εισάγονται βηµατικά στο µοντέλο (εάν 
συντρέχει λόγος βάσει του εξεταζόµενου κριτηρίου), ενώ ο δεύτερος είναι να 
υποτεθεί ότι όλες οι διαθέσιµες µεταβλητές αρχικά µετέχουν στο µοντέλο και, αν 
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χρειαστεί, εξέρχονται βηµατικά του µοντέλου. Στη συνέχεια δίνεται αναλυτική 
περιγραφή της διαδικασίας που ακολουθείται σε κάθε θεώρηση που αναφέρθηκε, 
ανάλογα µε το εκάστοτε χρησιµοποιούµενο κριτήριο βελτιστοποίησης. 
 

4.3.1 Προς τα εµπρός βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Αρχικά, όπως αναφέρθηκε, καµµία µεταβλητή δε συµµετέχει στο µοντέλο. Το 
πρώτο βήµα αφορά στην επιλογή της πρώτης µεταβλητής στο µοντέλο. Αυτό θα 
πραγµατοποιηθεί µε την εξέταση της τιµής του κριτηρίου βελτιστοποίησης που 
χρησιµοποιείται στα γ.π. (4.8), (4.12) και (4.17). Στη συνέχεια εξετάζεται, µε βάση τα 
ίδια κριτήρια, εάν µπορεί να εισαχθεί και άλλη µεταβλητή στο µοντέλο. Ο τρόπος µε 
τον οποίο γίνεται αυτό, περιγράφεται στη συνέχεια, για κάθε κριτήριο 
βελτιστοποίησης ξεχωριστά. 
 

4.3.1.1 Άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων 

 
 Στην περίπτωση αυτή, στο πρώτο βήµα υλοποιείται το γ.π. (4.8) ξεχωριστά 
για κάθε διαθέσιµη ανεξάρτητη µεταβλητή. Η µεταβλητή που έχει να επιδείξει το 
µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων, επιλέγεται ως η πρώτη για εισαγωγή στο 
µοντέλο. Στη συνέχεια, εξετάζονται όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί που δίνει η 
εισαχθείσα µεταβλητή µε όλες τις υπόλοιπες διαθέσιµες. Για κάθε ένα τέτοιο 
συνδυασµό, υλοποιείται και πάλι το γ.π. (4.8), προσαρµοσµένο κατάλληλα για να 
εξεταστούν οι συνδυασµοί που αναφέρθηκαν. Ο συνδυασµός που θα δώσει το 
µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων, επιλέγεται ως ο καλύτερος για το 
δεύτερο βήµα της διαδικασίας, κάτι που σηµαίνει ότι εκτός από την πρώτη µεταβλητή 
που επιλέχθηκε, θα εισαχθεί στο µοντέλο και η άλλη µεταβλητή που υποδεικνύει ο 
επιλεγείς συνδυασµός. Το επόµενο βήµα είναι να εξεταστεί ο συνδυασµός του 
τελευταίου επιλεγέντα συνδυασµού µεταβλητών, µε όλες τις υπόλοιπες διαθέσιµες 
ανεξάρτητες µεταβλητές. Και πάλι υλοποιείται το γ.π. (4.8), µε τρόπο ώστε να 
ανταποκρίνεται στα χαρακτηριστικά του συνδυασµού που εξετάζεται. Ο συνδυασµός 
µε το µικρότερο άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων, επιλέγεται ως ο επόµενος 
καλύτερος, άρα εισάγεται στο µοντέλο η µεταβλητή που συνιστά τον συνδυασµό 
αυτό µαζί µε τις προηγούµενες που ήδη υπάρχουν στο µοντέλο. Η διαδικασία αυτή 
συνεχίζεται µέχρι να εξεταστούν όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί που υποδεικνύονται µε 
τον τρόπο ως οι καλύτεροι και τερµατίζεται όταν δεν υπάρχει άλλος δυνατός 
συνδυασµός για να εξεταστεί ή δεν δώσει µικρότερο άθροισµα απλών απόλυτων 
σφαλµάτων από τον προηγούµενο. Τελικά, το προτεινόµενο µοντέλο παλινδρόµησης, 
αποτελείται από τις µεταβλητές που συνιστούν τον συνδυασµό µε το µικρότερο 
άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων, βάσει των αποτελεσµάτων που δίνει η υλοποίηση 
του γ.π. (4.8) σε κάθε βήµα της διαδικασίας. Το Σχήµα 4.4, δείχνει το διάγραµµα 
ροής αυτής της διαδικασίας. 
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ΕΝΑΡΞΗ

Εξέταση του αθροίσµατος 

απόλυτων σφαλµάτων για κάθε 

διαθέσιµη ανεξάρτητη µεταβλητή 

xi

Επιλογή της xi µε το µικρότερο άθροισµα απόλυτων 

σφαλµάτων και εισαγωγή αυτής στο µοντέλο 

παλινδρόµησης

Υπάρχει άλλος δυνατός συνδυασµός για εξέταση; ∆ίνει 

µικρότερο άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων;

Ναι

ΤΕΛΟΣ

Όχι

Επιλογή του συνδυασµού µε το µικρότερο άθροισµα 

απόλυτων σφαλµάτων.

Προσθήκη στο µοντέλο της µεταβλητής που έδωσε 

τον συνδυασµό αυτό µε τις ήδη υπάρχουσες 

µεταβλητές.

Εξέταση του αθροίσµατος 

απόλυτων σφαλµάτων για κάθε 

δυνατό συνδυασµό των ήδη 

υπάρχουσων µεταβλητών στο 

µοντέλο µε κάθε µία από τις 

υπόλοιπες διαθέσιµες 

µεταβλητές

 
Σχήµα 4.4: ∆ιάγραµµα ροής διαδικασιών στα πλαίσια της µεθόδου προς τα εµπρός 

βηµατικής ποιοτικής παλινδρόµησης, για κριτήριο βελτιστοποίησης το άθροισµα των απλών 
απόλυτων σφαλµάτων. 

 

4.3.1.2 Άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων 

 
Η διαδικασία που ακολουθείται µε βάση το κριτήριο αυτό, δε διαφέρει 

σηµαντικά από αυτήν της παραγράφου 4.3.1.1. Απλώς, σε κάθε βήµα υλοποιείται το 
γ.π. (4.12), το οποίο διαφέρει από το αντίστοιχο της Σχέση (4.12) µόνον στο ότι 
αλλάζει το κριτήριο βελτιστοποίησης. 
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ΕΝΑΡΞΗ

Εξέταση του αθροίσµατος 

τετραγωνικών απόλυτων 

σφαλµάτων για κάθε διαθέσιµη 

ανεξάρτητη µεταβλητή xi

Επιλογή της xi µε το µικρότερο άθροισµα 

τετραγωνικών απόλυτων σφαλµάτων και εισαγωγή 

αυτής στο µοντέλο παλινδρόµησης

Υπάρχει άλλος δυνατός συνδυασµός για εξέταση; ∆ίνει 

µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών απόλυτων σφαλµάτων;

Ναι

ΤΕΛΟΣ

Όχι

Επιλογή του συνδυασµού µε το µικρότερο άθροισµα 

τετραγωνικών απόλυτων σφαλµάτων.

Προσθήκη στο µοντέλο της µεταβλητής που έδωσε 

τον συνδυασµό αυτό µε τις ήδη υπάρχουσες 

µεταβλητές.

Εξέταση του αθροίσµατος 

τετραγωνικών απόλυτων 

σφαλµάτων για κάθε δυνατό 

συνδυασµό των ήδη υπάρχουσων 

µεταβλητών στο µοντέλο µε κάθε 

µία από τις υπόλοιπες διαθέσιµες 

µεταβλητές

 
Σχήµα 4.5: ∆ιάγραµµα ροής διαδικασιών στα πλαίσια της µεθόδου προς τα εµπρός 
βηµατικής ποιοτικής παλινδρόµησης, για κριτήριο βελτιστοποίησης το άθροισµα των 

τετραγωνικών σφαλµάτων. 

 
Η διαδικασία έχει ως εξής: αρχικά υλοποιείται το γ.π. (4.12) ξεχωριστά για 

κάθε διαθέσιµη ανεξάρτητη µεταβλητή. Η µεταβλητή που έχει να επιδείξει το 
µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων, επιλέγεται ως η πρώτη για εισαγωγή 
στο µοντέλο. Στη συνέχεια, εξετάζονται όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί που δίνει η 
εισαχθείσα µεταβλητή µε όλες τις υπόλοιπες διαθέσιµες. Για κάθε ένα τέτοιο 
συνδυασµό, υλοποιείται και πάλι το γ.π. (4.12), προσαρµοσµένο κατάλληλα για να 
εξεταστούν οι συνδυασµοί που αναφέρθηκαν. Ο συνδυασµός που θα δώσει το 
µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων, επιλέγεται ως ο καλύτερος για το 
δεύτερο βήµα της διαδικασίας, κάτι που σηµαίνει ότι εκτός από την πρώτη µεταβλητή 
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που επιλέχθηκε, θα εισαχθεί στο µοντέλο και η άλλη µεταβλητή που υποδεικνύει ο 
επιλεγείς συνδυασµός. Η διαδικασία συνεχίζεται υλοποιώντας το γ.π. (4.12), µε 
τρόπο ώστε να ανταποκρίνεται στα χαρακτηριστικά του κάθε συνδυασµού που 
εξετάζεται. Ο συνδυασµός µε το µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων, 
επιλέγεται ως ο επόµενος καλύτερος, άρα εισάγεται στο µοντέλο η µεταβλητή που 
συνιστά τον συνδυασµό αυτό µαζί µε τις προηγούµενες που ήδη υπάρχουν στο 
µοντέλο. Όταν εξεταστούν όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί που υποδεικνύονται µε τον 
τρόπο ως οι καλύτεροι ή όταν δεν προκύψει συνδυασµός που να δίνει µικρότερο 
άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων από τον προηγούµενο, η διαδικασία 
τερµατίζεται. Τελικά, το προτεινόµενο µοντέλο παλινδρόµησης, αποτελείται από τις 
µεταβλητές που συνιστούν τον συνδυασµό µε το µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών 
σφαλµάτων, βάσει των αποτελεσµάτων που δίνει η υλοποίηση του γ.π. (4.12) σε κάθε 
βήµα της διαδικασίας. Το Σχήµα 4.5, δείχνει το διάγραµµα ροής αυτής της 
διαδικασίας. 
 

4.3.1.3 Συντελεστής προσδιορισµού 

 
Με βάση αυτό το κριτήριο βελτιστοποίησης, η βηµατική διαδικασία που 

ακολουθείται χαρακτηρίζεται από την υλοποίηση του γ.π. (4.17) σε κάθε βήµα της. Η 
διαφοροποίηση εδώ είναι ότι το κριτήριο βελτιστοποίησης µεγιστοποιείται σε κάθε 
εφαρµογή του γ.π. (4.17), οπότε ως καλύτερος συνδυασµός επιλέγεται αυτός ο οποίος 
δίνει τη µεγαλύτερη τιµή για το συγκεκριµένο κριτήριο. Η διαδικασία παρουσιάζει 
µεγάλη οµοιότητα στη διαδοχή των διεργασιών σε σχέση µε τις προηγούµενες δύο 
µεθοδολογίες. Πιο αναλυτικά, ακολουθούνται τα εξής βήµατα: στο πρώτο βήµα, 
υλοποιείται το γ.π. (4.17) για κάθε µία από τις διαθέσιµες ανεξάρτητες µεταβλητές. Η 
µεταβλητή που θα δώσει τον µεγαλύτερο συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης, 
επιλέγεται ως η πρώτη που θα εισαχθεί στο µοντέλο. Ακολούθως, εξετάζονται όλοι οι 
δυνατοί συνδυασµοί αυτής της µεταβλητής, µε όλες τις υπόλοιπες διαθέσιµες και για 
κάθε τέτοιο συνδυασµό, υλοποιείται το γ.π. (4.17). Ο συνδυασµός µε το µεγαλύτερο 
συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης, επιλέγεται ως ο καλύτερος για το 
συγκεκριµένο βήµα, οπότε η µεταβλητή που έδωσε µαζί την ήδη υπάρχουσα στο 
µοντέλο τον εν λόγω συνδυασµό, επιλέγεται για εισαγωγή στο µοντέλο 
παλινδρόµησης. Η ίδια διαδικασία ακολουθείται σε όλα τα επόµενα βήµατα, έως ότου 
δεν βρεθεί συνδυασµός που να δίνει µεγαλύτερο R2 από τον προηγούµενο ή εάν δεν 
υπάρχει άλλος δυνατός συνδυασµός µεταβλητών για να εξεταστεί. Ως καλύτερος 
συνδυασµός µεταβλητών αναδεικνύεται αυτός που θα προκύψει µε το πέρας της 
παραπάνω διαδικασίας. Ένα διάγραµµα ροής των διεργασιών κατά την διαδικασία 
που περιγράφηκε πριν, φαίνεται στο Σχήµα 4.6. 
 

4.3.2 Προς τα πίσω βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
Η διαφορά αυτής της προσέγγισης µε την προηγούµενη της παραγράφου 4.3.1, 

είναι ότι αρχικά γίνεται η υπόθεση της συµµετοχής όλων των διαθέσιµων 
ανεξάρτητων µεταβλητών στο µοντέλο. Σε κάθε βήµα αυτής της προσέγγισης, και 
πάλι υλοποιούνται τα γ.π. (4.8), (4.12) και (4.17), ανάλογα µε τη µέθοδο που 
ακολουθείται. που χρησιµοποιείται. Στη συνέχεια εξετάζεται, µε βάση τα αντίστοιχα 
κριτήρια βελτιστοποίησης, ποια µεταβλητή µπορεί να εξαχθεί από το µοντέλο. Ο 
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τρόπος µε τον οποίο γίνεται αυτό, περιγράφεται στη συνέχεια, για κάθε κριτήριο 
βελτιστοποίησης ξεχωριστά. 
 

ΕΝΑΡΞΗ

Εξέταση του συντελεστή 

πολλαπλής παλινδρόµησης (R
2
) 

για κάθε διαθέσιµη ανεξάρτητη 

µεταβλητή xi

Επιλογή της xi µε τον µεγαλύτερο R
2

και εισαγωγή αυτής στο µοντέλο παλινδρόµησης

Υπάρχει άλλος δυνατός συνδυασµός για 

εξέταση; ∆ίνει µεγαλύτερο R
2
;

Ναι

ΤΕΛΟΣ

Όχι

Επιλογή του συνδυασµού µε τον µεγαλύτερο R
2
.

Προσθήκη στο µοντέλο της µεταβλητής που έδωσε 

τον συνδυασµό αυτό µε τις ήδη υπάρχουσες 

µεταβλητές.

Εξέταση του R
2

για κάθε δυνατό 

συνδυασµό των ήδη υπάρχουσων 

µεταβλητών στο µοντέλο µε κάθε 

µία από τις υπόλοιπες διαθέσιµες 

µεταβλητές

 
Σχήµα 4.6: ∆ιάγραµµα ροής διαδικασιών στα πλαίσια της µεθόδου προς τα εµπρός 
βηµατικής ποιοτικής παλινδρόµησης, για κριτήριο βελτιστοποίησης τον συντελεστή 

πολλαπλής παλινδρόµησης. 

 

4.3.2.1 Άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων 

 
 Επειδή γίνεται η θεώρηση ότι όλες οι διαθέσιµες ανεξάρτητες µεταβλητές 
συµµετέχουν στο µοντέλο, υπολογίζεται το άθροισµα των απλών απόλυτων 
σφαλµάτων µε βάση το γ.π. (4.8), για τον συγκεκριµένο συνδυασµό µεταβλητών. 
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Σχήµα 4.7: ∆ιάγραµµα ροής διαδικασιών στα πλαίσια της µεθόδου προς τα πίσω βηµατικής 
ποιοτικής παλινδρόµησης, για κριτήριο βελτιστοποίησης το άθροισµα των απλών απόλυτων 

σφαλµάτων. 

 
Το επόµενο βήµα είναι να εξεταστεί εάν µπορεί να εξαχθεί κάποια µεταβλητή 

από το µοντέλο, έτσι ώστε να οδηγηθούµε σε συνδυασµό µεταβλητών που να δίνουν 
µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων από τον προηγούµενο. Για τον λόγο αυτό, 
υλοποιείται το γ.π. (4.8) για κάθε συνδυασµό µεταβλητών που υπολείπεται κατά µία 
µεταβλητή από τον αρχικό συνδυασµό. Εάν βρεθεί συνδυασµός µεταβλητών που να 
δίνει µικρότερο άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων από το αρχικό, επιλέγεται ως 
ο καλύτερος συνδυασµός για το βήµα αυτό και η µεταβλητή που αφαιρούµενη δίνει 
τον συνδυασµό αυτό, εξέρχεται από το µοντέλο. Στη συνέχεια, εξετάζεται εάν µπορεί 
να εξαχθεί, µε παρόµοιο τρόπο, και άλλη µεταβλητή από το µοντέλο. Με βάση τον 
τελευταίο συνδυασµό µεταβλητών, εξετάζεται κάθε επόµενος δυνατός συνδυασµός, 



Ποιοτική Ανάλυση Παλινδρόµησης: Ανάπτυξη και ∆ιερεύνηση Εναλλακτικών Μοντέλων 

 - 59 - 

αφαιρώντας µία κάθε φορά µεταβλητή από αυτόν. Για τους συνδυασµούς αυτούς 
υλοποιείται το γ.π. (4.8) και εάν υπάρξει συνδυασµός που να δίνει µικρότερο 
άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων από τον προηγούµενο, επιλέγεται ως ο 
καλύτερος για το συγκεκριµένο βήµα και εξέρχεται από το µοντέλο η µεταβλητή που 
αφαιρούµενη από τον προηγούµενο συνδυασµό έδωσε τον συγκεκριµένο συνδυασµό. 
Η διαδικασία συνεχίζεται µε παρόµοιο τρόπο, µέχρι να µην ευρεθεί συνδυασµός που 
να δίνει µικρότερο άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων από τον προηγούµενο ή 
µέχρι να µην υπάρχει άλλος δυνατός συνδυασµός για να εξεταστεί. Στο Σχήµα 4.7 
δίνεται εποπτικά η ακολουθία των διεργασιών που ακολουθούνται στην προσέγγιση 
αυτή. 
 

4.3.2.2 Άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων 

 
Στην περίπτωση αυτή, πάλι εξετάζεται εάν µπορεί να εξαχθεί κάποια 

µεταβλητή από το µοντέλο, υλοποιώντας σε κάθε βήµα υλοποιείται το γ.π. (4.12). 
Αφού αρχικά µετέχουν όλες οι διαθέσιµες ανεξάρτητες µεταβλητές στο µοντέλο, 
υπολογίζεται το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων µε χρήση του γ.π. (4.12). 
Έπειτα, πάλι εξετάζεται κάθε δυνατός συνδυασµός µεταβλητών, αφαιρώντας µία 
κάθε φορά µεταβλητή από το ήδη υπάρχον µοντέλο. Εάν προκύψει συνδυασµός που 
να δίνει µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων, επιλέγεται ως ο καλύτερος 
για το βήµα αυτό και η µεταβλητή που δίνει αφαιρούµενη τον συγκεκριµένο 
συνδυασµό, εξέρχεται του µοντέλου. Η διαδικασία συνεχίζει µε παρόµοιο τρόπο, έως 
ότου δεν προκύψει συνδυασµός που να δίνει µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών 
σφαλµάτων από τον προηγούµενο ή όταν δεν µπορεί να υπάρξει άλλος δυνατός 
συνδυασµός για εξέταση. Το τελικό προτεινόµενο µοντέλο παλινδρόµησης, 
αποτελείται από τον συνδυασµό µεταβλητών που εξετάστηκε στο τελευταίο βήµα της 
διαδικασίας. Ένα διάγραµµα ροής για τις ακολουθούµενες διεργασίες αυτής της 
περίπτωσης, φαίνεται στο Σχήµα 4.8 
 

4.3.2.3 Συντελεστής προσδιορισµού 

 
 Αρχικά υπολογίζεται η τιµή του R2 µε τη χρήση του γ.π. (4.17), υποθέτωντας 
ότι όλες οι διαθέσιµες ανεξάρτητες µεταβλητές, µετέχουν στο µοντέλο. Στη συνέχεια, 
αφαιρείται από τον αρχικό συνδυασµό µεταβλητών µία κάθε φορά µεταβλητή, ώστε 
να σχηµατιστούν όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί µεταβλητών που µπορεί να προκύψουν 
µε τον τρόπο αυτό. Για κάθε έναν από τους συνδυασµούς αυτούς, υλοποιείται το γ.π. 
(4.17), ώστε να βρεθεί, εάν υπάρχει, ένας συνδυασµός µεταβλητών που να δίνει 
µεγαλύτερο R2. Εάν βρεθεί, ο συνδυασµός αυτός επιλέγεται ως ο καλύτερος για το 
συγκεκριµένο βήµα, ενώ η µεταβλητή που αφαιρείται για να προκύψει ο συνδυασµός 
αυτός, εξάγεται από το µοντέλο. Έπειτα, επαναλαµβάνεται η ίδια διαδικασία, ώστε να 
ευρεθεί, εάν υπάρχει, συνδυασµός µεταβλητών που να δίνει µεγαλύτερη τιµή για το 
R

2 από την αντίστοιχη του προηγούµενου βήµατος. Εάν προκύψει, επιλέγεται ως ο 
καλύτερος για αυτό το βήµα πλέον και η µεταβλητή που αφαιρείται για να προκύψει 
ο εν λόγω συνδυασµός, εξάγεται από το µοντέλο. Η διαδικασία αυτή εφαρµόζεται σε 
κάθε βήµα, µέχρι να µην προκύψει συνδυασµός µεταβλητών που να δίνει µεγαλύτερο 
R

2 από τον συνδυασµό του προηγούµενου βήµατος ή µέχρι να µην είναι δυνατόν να 
προκύψει άλλος δυνατός συνδυασµός για εξέταση. Το διάγραµµα ροής που 
αποτυπώνει αυτές τις διεργασίες, φαίνεται στο Σχήµα 4.9. 
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Σχήµα 4.8: ∆ιάγραµµα ροής διαδικασιών στα πλαίσια της µεθόδου προς τα πίσω βηµατικής 
ποιοτικής παλινδρόµησης, για κριτήριο βελτιστοποίησης το άθροισµα των τετραγωνικών 

σφαλµάτων. 
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Σχήµα 4.9: ∆ιάγραµµα ροής διαδικασιών στα πλαίσια της µεθόδου προς τα πίσω βηµατικής 

ποιοτικής παλινδρόµησης, για κριτήριο βελτιστοποίησης τον συντελεστή πολλαπλής 
παλινδρόµησης. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  

5 

 

 

 

ΠΡΑΚΤΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ 
 
 Το κεφάλαιο αυτό περιγράφει όλες τις προσπάθειες για την πρακτική 
εφαρµογή του αναπτυχθέντος µοντέλου (Κεφάλαιο 4). Οι προσπάθειες αυτές έγιναν 
σε δεδοµένα που αντλήθηκαν από βάσεις δεδοµένων στο διαδίκτυο ή από βιβλία της 
διεθνούς βιβλιογραφίας, τα οποία ασχολούνται µε το θέµα της ανάπτυξης µοντέλων 
παλινδρόµησης. Στη συνέχεια περιγράφονται και παρουσιάζονται αυτά τα δεδοµένα, 
παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα που δίνει το αναπτυχθέν µοντέλο και ταυτόχρονα 
γίνονται κάποιες συγκρίσεις και σχόλια σχετικά µε τα αποτελέσµατα που προκύπτουν 
από άλλες µεθοδολογίες εφαρµοζόµενες στα ίδια δεδοµένα. Οι µεθοδολογίες αυτές 
είναι οι τρεις πιο γνωστές µεθοδολογίες βηµατικής παλινδρόµησης: προς τα εµπρός 
επιλογή, προς τα πίσω απαλοιφή, βηµατική παλινδρόµηση. Για την σύγκριση µε τις 
µεθοδολογίες αυτές, χρησιµοποιήθηκε το στατιστικό πακέτο SPSS v.12, 
εγκατεστηµένο σε περιβάλλον Windows XP. Πρέπει να αναφερθεί στο σηµείο αυτό 
ότι τα διαθέσιµα δεδοµένα χωρίζονται σε δύο κατηγορίες: σε δεδοµένα διερεύνησης 
και σε δεδοµένα εφαρµογής. Η πρώτη κατηγορία χρησιµεύει για να γίνει αναλυτική 
διερεύνηση των συνδυασµών µεταβλητών που µπορούν να προκύψουν από τις 
διαθέσιµες µεταβλητές και να µελετηθεί βήµα προς βήµα η υπό πρόταση 
µεθοδολογία, ενώ η δεύτερη κατηγορία δεδοµένων χρησιµοποιείται για να 
εφαρµοσθούν τα συµπεράσµατα που συνάγονται από την εφαρµογή στην πρώτη. Ας 
σηµειωθεί ότι στην µελέτη κάθε συνόλου δεδοµένων, εκτιµάται και η τιµή µερικών 
επιπρόσθετων στατιστικών στοιχείων (δείκτες αξιολόγησης) µε βάση τη διερεύνηση 
που υλοποιείται. Αυτά είναι ο συντελεστής προσδιορισµού R2 (βλ. Κεφάλαιο 2), το 
άθροισµα των απόλυτων σφαλµάτων αξιών (Sum(|σ|), το άθροισµα των τετραγωνικών 
σφαλµάτων αξιών (Sum(σ2)), το άθροισµα των απόλυτων σφαλµάτων εκτίµησης 
(πρωτογενή σφάλµατα, Sum(|e|)), το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων 
εκτίµησης (πρωτογενή σφάλµατα, Sum(e)2) και το µέσο απόλυτο ποσοστιαίο σφάλµα 
(MAPE), τα οποία συνοψίζονται στον Πίνακα 5.1. Αξίζει να επισηµανθεί ότι τα 
σφάλµατα αξιών συµβολίζονται µε σ, ενώ τα πρωτογενή σφάλµατα συµβολίζονται µε 
το λατινικό γράµµα e. Ακόµα, µε yi συµβολίζεται η πραγµατική διαθέσιµη τιµή για 

την i-στη παρατήρηση της Υ, ενώ µε ˆ
i

y  συµβολίζεται η αντίστοιχη υπολογιζόµενη 

εκτίµηση για αυτήν. Ο συµβολισµός αυτός ακολουθείται και στο υπόλοιπο µέρος του 
κεφαλαίου αυτού. 
 

5.1 Τα δεδοµένα διερεύνησης 
 
 Στη συνέχεια παρουσιάζονται τα σύνολα δεδοµένων τα οποία 
χρησιµοποιήθηκαν ως δεδοµένα διερεύνησης στα πλαίσια της παρούσας εργασίας. 
Για τα δεδοµένα αυτά, εξετάστηκαν εξαντλητικά όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί των 
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διαθέσιµων ανεξάρτητων µεταβλητών για κάθε σύνολο δεδοµένων, µε σκοπό να 
ιδωθεί βήµα προς βήµα η εφαρµογή της προτεινόµενης µεθοδολογίας. Τα 
αποτελέσµατα που προκύπτουν από την προσπάθεια αυτή, παρουσιάζονται στη 
συνέχεια. 
 

Πίνακας 5.1:Επιµέρους δείκτες αξιολόγησης για την ανάλυση των αποτελεσµάτων. 

∆είκτης Αξιολόγησης Σχέση Υπολογισµού 

Sum(|σ|) 

1 1
' '

1 1 1 1

ian n a
k m

ij ik j m

i i k m

c w c z
− −

= = = =

 
− 

 
∑ ∑∑ ∑  

Sum(σ2) 

2
1 1

' '

1 1 1 1

ian n a
k m

ij ik j m

i i k m

c w c z
− −

= = = =

 
− 

 
∑ ∑∑ ∑  

Sum(|e|) ( )
1

ˆ
n

i i

i

y y
=

−∑  

Sum(e2) ( )2

1

ˆ
n

i i

i

y y
=

−∑  

MAPE 
1

ˆ1 n
i i

i i

y y

n y=

 − 
⋅  

 
∑  

 

5.1.1 Πρακτική Εφαρµογή 1: Τα ∆εδοµένα Water Usage of 

Production Plant 

 
 Ο Πίνακας 5.2 περιέχει τα δεδοµένα για την κατανάλωση νερού σε µια 
εγκατάσταση παραγωγικής διαδικασίας.  
 

Πίνακας 5.2: Τα δεδοµένα Water Usage of Production Plant. 

α/α x1 x2 x3 x4 y 

1 58.8 7107 21 129 3067 

2 65.2 6373 22 141 2828 

3 70.9 6796 22 153 2891 

4 77.4 9208 20 166 2994 

5 79.3 14792 25 193 3082 

6 81 14564 23 189 3898 

7 71.9 11964 20 175 3502 

8 63.9 13526 23 186 3060 

9 54.5 12656 20 190 3211 

10 39.5 14119 20 187 3286 

11 44.5 16691 22 195 3542 

12 43.6 14571 19 206 3125 

13 56 13619 22 198 3022 

14 64.7 14575 22 192 2922 

15 73 14556 21 191 3950 

16 78.9 18573 21 200 4488 

17 79.4 15618 22 200 3295 
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Τα δεδοµένα αντλήθηκαν από βάση δεδοµένων η οποία διατηρείται στο 
διαδίκτυο και η ηλεκτρονική διεύθυνση στην οποία µπορούν να βρεθούν είναι: 
http://www.statsci.org/data/general/water.html. Ο σκοπός για τον οποίο συλλέχθηκαν 
τα δεδοµένα που περιγράφονται στη συνέχεια, είναι για να εξεταστεί ο τρόπος µε τον 
οποίο είναι δυνατόν να µειωθεί το κόστος λειτουργίας της εγκατάστασης, ελέγχοντας 
την κατανάλωση νερού, βάσει τεσσάρων παραγόντων που φαίνεται να επιδρούν σε 
αυτή. Οι παράγοντες οι οποίοι επιλέχθηκαν και συγκεντρώθηκαν, είναι οι: η µέση 
µηνιαία θερµοκρασία (x1, σε ˚F), ποσότητα παραγωγής (x2, σε pounds – 1 pound = 
0,45359 kg), αριθµός ηµερών που λειτουργεί η εγκατάσταση µέσα σε ένα µήνα (x3, 
σε ηµέρες), αριθµός ατόµων που εργάζονται στην εγκατάσταση µέσα σε ένα µήνα (x4, 
σε αριθµό ατόµων), ενώ η εξαρτηµένη µεταβλητή είναι η µηνιαία κατανάλωση νερού 
(y, σε γαλόνια – 1 γαλόνι = 3,78541 λίτρα).  Οι συσχετίσεις µεταξύ των µεταβλητών 
αυτών, φαίνονται στον Πίνακα 5.3. 
 

Πίνακας 5.3: Συσχετίσεις µεταξύ των µεταβλητών των δεδοµένων. 

 x1 x2 x3 x4 y 

x1 1.000     

x2 -0.024 1.000    

x3 0.438 0.106 1.000   

x4 -0.082 0.918 0.032 1.000  

y 0.286 0.631 -0.089 0.413 1.000 

 
Εφαρµόζοντας τις τρεις βηµατικές µεθόδους στα δεδοµένα αυτά, λαµβάνονται 

τα αποτελέσµατα του Πίνακα 5.4. 
 

5.1.1.1 Άθροισµα Απόλυτων Σφαλµάτων 

 
 Εφαρµόζοντας την προτεινόµενη µεθοδολογία του τέταρτου κεφαλαίου της 
παρούσης εργασίας και υλοποιώντας το γ.π. (4.8) για κάθε συνδυασµό των 
διαθέσιµων στο σύνολο δεδοµένων µεταβλητών, λαµβάνονται τα αποτελέσµατα του 
Πίνακα 5.5. Στον πίνακα αυτόν, σκιασµένη φαίνεται η στήλη η οποία περιέχει τα 
αποτελέσµατα για την αντικειµενική συνάρτηση του αντίστοιχου για την περίπτωση 
αυτή γ.π. (εδώ το γ.π. (4.8)). 
 

5.1.1.1.1 Προς τα εµπρός βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Εφαρµόζοντας την µεθοδολογία που περιγράφηκε στην παράγραφο 4.3.1.1, 
στο πρώτο βήµα αυτής, υλοποιείται το γ.π. (4.8) για κάθε µία από τις x1, x2, x3 και 
x4. Τα αποτελέσµατα φαίνονται στον Πίνακα 5.5. Με βάση τα αποτελέσµατα αυτά, 
προκύπτει ότι η x2 δίνει το µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων (1,873), οπότε 
εισάγεται στο µοντέλο. Με δεδοµένο ότι η x2 βρίσκεται ήδη στο µοντέλο, 
εξετάζονται όλοι οι συνδυασµοί αυτής µε όλες τις υπόλοιπες διαθέσιµες µεταβλητές, 
δηλαδή οι συνδυασµοί x1-x2, x2-x3 και x2-x4. Τα αποτελέσµατα αυτής της 
διερεύνησης, φαίνονται επίσης στον Πίνακα 5.5 και προκύπτει ότι ο συνδυασµός x2-
x3 δίνει το µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων, οπότε επιλέγεται ως ο 
καλύτερος για το βήµα αυτό. µάλιστα, το άθροισµα αυτό είναι µικρότερο από αυτό 
του προηγούµενου βήµατος (1,562), οπότε η x3 επιλέγεται για είσοδο στο µοντέλο. 
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Πίνακας 5.4: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή της βηµατικής παλινδρόµησης, µε τη χρήση 
του πακέτου SPSS v.12, στα δεδοµένα Water Usage of Production Plant. 

 Βηµατική Παλινδρόµηση Εµπρός Επιλογή Πίσω Απαλοιφή 

Συνδυασµός R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

x1-x2-x3-x4 0.987 0.985 406.333 0.987 0.985 406.333 0.986 0.984 418.118 

x1-x2-x3 0.986 0.984 418.118 0.986 0.984 418.118 0.986 0.984 418.118 

x1-x2-x4 0.987 0.985 406.333 0.987 0.985 406.333 0.987 0.985 406.333 

x1-x3-x4 0.987 0.985 406.333 0.987 0.985 406.333 0.987 0.985 406.333 

x2-x3-x4 0.982 0.981 459.436 0.982 0.981 459.436 0.986 0.984 418.118 

x1-x2 0.986 0.984 426.247 0.986 0.984 426.247 0.986 0.984 426.247 

x1-x3 0.977 0.976 517.452 0.977 0.976 517.452 0.977 0.976 517.452 

x1-x4 0.987 0.985 406.333 0.987 0.985 406.333 0.987 0.985 406.333 

x2-x3 0.986 0.984 418.118 0.986 0.984 418.118 0.986 0.984 418.118 

x2-x4 0.982 0.981 459.436 0.982 0.981 459.436 0.982 0.981 459.436 

x3-x4 0.982 0.981 459.436 0.982 0.981 459.436 0.982 0.981 459.436 

x1 0.959 0.956 696.535 0.959 0.956 696.535 0.959 0.956 696.535 

x2 0.959 0.957 693.503 0.959 0.957 693.503 0.959 0.957 693.503 

x3 0.977 0.976 517.452 0.977 0.976 517.452 0.977 0.976 517.452 

x4 0.982 0.981 459.436 0.982 0.981 459.436 0.982 0.981 459.436 

 
 
Πίνακας 5.5: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.8), στα δεδοµένα 

Water Usage of Production Plant. 

Συνδυασµός R
2
 Sum(|σ|) Sum(σ

2
) Sum(|e|) Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3-x4 0.752 1.354 0.326 2219.426 815414.720 0.037 

x1-x2-x3 0.750 1.351 0.256 2207.559 820776.737 0.037 

x1-x2-x4 0.577 1.569 0.478 3328.110 1713683.054 0.061 

x1-x3-x4 0.550 1.969 1.042 3285.906 1511067.235 0.056 

x2-x3-x4 0.600 1.565 0.384 2643.432 1471990.358 0.043 

x1-x2 0.615 1.578 0.404 3413.403 1446863.411 0.062 

x1-x3 0.363 2.485 0.676 4028.918 2419314.487 0.071 

x1-x4 0.369 2.107 1.364 4725.103 2595289.564 0.083 

x2-x3 0.600 1.562 0.383 2637.249 1470239.249 0.042 

x2-x4 0.489 1.877 0.755 4276.195 1847751.274 0.074 

x3-x4 0.158 2.070 1.063 5874.031 5338260.255 0.103 

x1 0.169 3.808 2.240 7516.176 5217940.463 0.135 

x2 0.475 1.873 0.761 4292.912 2028193.374 0.073 

x3 0.008 4.044 2.971 6782.771 6160363.330 0.112 

x4 0.089 2.107 1.370 6408.970 4634826.679 0.112 

 
Επειδή µπορούν να προκύψουν και άλλοι δυνατοί συνδυασµοί για εξέταση, η 

διαδικασία προχωρά και εξετάζονται οι συνδυασµοί µεταβλητών που περιέχουν τις 
x2 και x3, δηλαδή οι x1-x2-x3 και x2-x3-x4, υλοποιώντας το γ.π. (4.8). Από αυτούς, 
µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων, και µάλιστα µικρότερο από το 
αντίστοιχο του προηγούµενου βήµατος, δίνει ο x1-x2-x3 (1,351), οπότε επιλέγεται ως 
ο καλύτερος για το βήµα αυτό. Η µεταβλητή x1 επιλέγεται για είσοδο στο µοντέλο. 
Επειδή υπάρχει και άλλος ένας συνδυασµός για εξέταση, ο οποίος να περιλαµβάνει 
ήδη τις x1, x2 και x3, εξετάζεται και αυτός, δηλαδή ο συνδυασµός x1-x2-x3-x4, ο 



Ποιοτική Ανάλυση Παλινδρόµησης: Ανάπτυξη και ∆ιερεύνηση Εναλλακτικών Μοντέλων 

 - 67 - 

οποίος δίνει µεγαλύτερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων από τους συνδυασµούς του 
προηγούµενου βήµατος, δεν επιλέγεται ως καλύτερος και άρα δεν υπάρχει µεταβλητή 
για είσοδο στο µοντέλο παλινδρόµησης. Η διαδικασία σταµατά εδώ, αναδεικνύοντας 
ως καλύτερο υποσύνολο µεταβλητών για επιλογή τον συνδυασµό x1-x2-x3, µε τα 
χαρακτηριστικά που φαίνονται στον Πίνακα 5.5. Συνοπτικά τα βήµατα που 
ακολουθήθηκαν, φαίνονται στον Πίνακα 5.6. 
 

Πίνακας 5.6: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα εµπρός 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Water Usage of Production Plant. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος  

Συνδυασµός 

Άθροισµα Απόλυτων 

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Είσοδος Μεταβλητής στο 

Μοντέλο Παλινδρόµησης 

1 x1, x2, x3, x4 x2 1.873 x2 

2 
x1-x2, x2-x3, 

x2-x4 
x2-x3 1.562 x3 

3 x1-x2-x3, x2-x3-x4 x1-x2-x3 1.351 x1 

4 x1-x2-x3-x4 - - - 

     
Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x3 

 

5.1.1.1.2 Προς τα πίσω βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Χρησιµοποιώντας τα αποτελέσµατα του Πίνακα 5.5 και εφαρµόζοντας τη 
µεθοδολογία που περιγράφηκε στην παράγραφο 4.3.1.2, µπορούν να ληφθούν τα 
παρακάτω αποτελέσµατα. Θεωρείται αρχικά ότι µετέχουν όλες οι διαθέσιµες 
ανεξάρτητες µεταβλητές στο µοντέλο (και οι τέσσερις), για τις οποίες εξετάζεται το 
άθροισµα των απλών απόλυτων σφαλµάτων. Το άθροισµα αυτό συγκρίνεται µε το 
αντίστοιχο που προκύπτει από τη χρήση του γ.π. (4.8) για όλους τους συνδυασµούς 
που προκύπτουν, εάν αφαιρεθεί µία κάθε φορά µεταβλητή από τον αρχικό. Η 
σύγκριση αυτή δείχνει ότι ο συνδυασµός µεταβλητών x1-x2-x3 δίνει άθροισµα 
απόλυτων σφαλµάτων µικρότερο από αυτό του αρχικού συνδυασµού, οπότε 
επιλέγεται ως ο καλύτερος για το βήµα αυτό. Επειδή ο συνδυασµός αυτός προκύπτει 
αφαιρώντας τη x4 από τον προηγούµενο συνδυασµό, η τελευταία εξέρχεται από το 
µοντέλο. Στο επόµενο βήµα προκύπτει ότι κανένας από τους εξεταζόµενους δυνατούς 
συνδυασµούς δε δίνει µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων από τον αντίστοιχο 
του προηγούµενου βήµατος, οπότε η διαδικασία σταµατά εδώ, αναδεικνύοντας τον 
συνδυασµό x1-x2-x3 ως τον καλύτερο προτεινόµενο για τη δόµηση του µοντέλου 
παλινδρόµησης. Τα επιµέρους στατιστικά χαρακτηριστικά που προκύπτουν για την 
επιλογή αυτού του συνδυασµού, φαίνονται στον Πίνακα 5.5, ενώ ο Πίνακας 5.7 
συνοψίζει τα βήµατα που ακολουθήθηκαν στην διαδικασία που περιγράφηκε πριν. 
 

5.1.1.2 Άθροισµα Τετραγωνικών Σφαλµάτων 

 
 Στην περίπτωση αυτή, θα ακολουθηθεί παρόµοια διαδικασία µε πριν, µε τη 
διαφορά ότι τώρα, κριτήριο βελτιστοποίησης θεωρείται το άθροισµα των 
τετραγωνικών σφαλµάτων (τα αποτελέσµατα για κάθε συνδυασµό φαίνονται στην 
τέταρτη στήλη του Πίνακα 5.8). 
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Πίνακας 5.7: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα πίσω 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Water Usage of Production Plant. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος 

Συνδυασµός 

Άθροισµα Απόλυτων 

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Έξοδος Μεταβλητής 

από το Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 
x1-x2-x3, x1-x2-x4, 
x1-x3-x4, x2-x3-x4 

x1-x2-x3 1.351 x4 

2 x1-x2, x1-x3, x2-x3 - - - 
     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x3 

 
 
Πίνακας 5.8: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.12), στα δεδοµένα 

Water Usage of Production Plant. 

Συνδυασµός R
2
 Sum(|σ|) Sum(σ

2
) Sum(|e|) Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3-x4 0.721 1.674 0.237 3093.184 905556.275 0.054 

x1-x2-x3 0.722 1.672 0.237 3088.636 902722.823 0.054 

x1-x2-x4 0.621 1.798 0.338 3639.302 1295965.946 0.065 

x1-x3-x4 0.414 2.340 0.383 4826.935 2008377.653 0.084 

x2-x3-x4 0.555 1.801 0.327 3383.502 1482773.924 0.057 

x1-x2 0.622 1.797 0.338 3637.605 1295585.672 0.065 

x1-x3 0.335 2.626 0.640 4516.028 2470691.434 0.079 

x1-x4 0.225 2.815 0.640 6083.105 3150226.377 0.107 

x2-x3 0.556 1.798 0.327 3379.552 1480041.570 0.057 

x2-x4 0.549 2.105 0.450 4088.472 1561454.655 0.072 

x3-x4 0.149 2.594 0.612 5829.122 4232005.376 0.100 

x1 0.161 4.525 1.555 7615.136 5554980.881 0.133 

x2 0.551 2.118 0.450 4074.187 1554321.534 0.071 

x3 0.000 4.386 1.573 7984.170 6311011.535 0.136 

x4 0.060 2.722 0.867 6833.228 5301055.007 0.118 

 

5.1.1.2.1 Προς τα εµπρός βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Θεωρώντας ότι αρχικά καµµία µεταβλητή δε µετέχει στο µοντέλο, 
εξετάζονται όλες οι διαθέσιµες ανεξάρτητες µεταβλητές, εφαρµόζοντας το γ.π. (4.12) 
για κάθε µία από αυτές, ως προς το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων. Η 
εξέταση αυτή δείχνει ότι το µικρότερο άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων το 
παρουσιάζει η x2, οπότε εισάγεται στο µοντέλο. Στο επόµενο βήµα εξετάζονται οι 
συνδυασµοί οι οποίοι συµπεριλαµβάνουν τη µεταβλητή αυτή και εξετάζονται ως προς 
το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων που παρουσιάζουν. Προκύπτει ότι στο 
βήµα αυτό καλύτερος συνδυασµός είναι ο x1-x2, ο οποίος παρουσιάζει και µικρότερο 
άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων από τον συνδυασµό του προηγούµενου 
βήµατος, οπότε εισάγεται στο µοντέλο η µεταβλητή x1. Στη συνέχεια, σύµφωνα µε τα 
όσα προτείνει η µεθοδολογία, εξετάζονται οι πιθανοί συνδυασµοί οι οποίοι περιέχουν 
τις µεταβλητές x1 και x2. Από αυτούς, γίνεται φανερό ότι ο συνδυασµός x1-x2-x3 
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είναι καλύτερος από τον αντίστοιχο του προηγούµενου βήµατος, οπότε γίνεται η 
εισαγωγή της x3 στο µοντέλο. Στο επόµενο βήµα εξετάζεται ο συνδυασµός x1-x2-x3-
x4 (ο οποίος περιέχει τις και τρεις µεταβλητές του προηγούµενου βήµατος), ωστόσο 
δεν προκύπτει να δίνει µικρότερο άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων από τον 
συνδυασµό του προηγούµενου βήµατος, µε αποτέλεσµα η διαδικασία να σταµατά 
εδώ. Καλύτερο υποσύνολο µεταβλητών προτείνεται να είναι το x1-x2-x3 µε τα 
χαρακτηριστικά που φαίνονται στον Πίνακα 5.8. Τα βήµατα της παραπάνω 
διαδικασίας, αποτυπώνονται στον Πίνακα 5.9. 
 
 

Πίνακας 5.9: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα εµπρός 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Water Usage of Production Plant. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος  

Συνδυασµός 

Άθροισµα Τετραγωνικών  

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Είσοδος Μεταβλητής 

στο Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 x1, x2, x3, x4 x2 0.450 x2 

2 
x1-x2, x2-x3, 

x2-x4 
x2-x3 0.338 x3 

3 x1-x2-x3, x2-x3-x4 x1-x2-x3 0.237 x1 

4 x1-x2-x3-x4 - - - 

     
Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x3 

 

5.1.1.2.2 Προς τα πίσω βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Στην παράγραφο αυτή θα εφαρµοσθεί η διαδικασία που περιγράφεται στην 
παράγραφο 4.3.2.2 στα δεδοµένα του Πίνακα 5.8. Αρχικά, θεωρείται ότι µετέχουν 
όλες οι διαθέσιµες µεταβλητές στο µοντέλο και υπολογίζεται το άθροισµα 
τετραγωνικών σφαλµάτων για το συνδυασµό αυτό. Έπειτα, αφαιρείται µία κάθε φορά 
µεταβλητή από τον αρχικό συνδυασµό και οι συνδυασµοί που προκύπτουν, 
εξετάζονται ως προς το άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων που παρουσιάζουν, 
εφαρµόζοντας το γ.π. (4.12) σε κάθε έναν από αυτούς. Τα αθροίσµατα αυτά 
συγκρίνονται µε το προηγούµενο και προκύπτει ότι ο συνδυασµός x1-x2-x3 
παρουσιάζει µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων από τον συνδυασµό του 
προηγούµενου βήµατος. Συνεπώς, επιλέγεται ως ο καλύτερος για το βήµα αυτό και η 
µεταβλητή x4 εξέρχεται από το µοντέλο. Στη συνέχεια εξετάζονται όλοι οι δυνατοί 
συνδυασµοί που προκύπτουν από την αφαίρεση µίας κάθε φορά µεταβλητής από τον 
συνδυασµό x1-x2-x3 (του προηγούµενου βήµατος) και εξετάζονται πάλι ως προς το 
άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων. Η εξέταση των συνδυασµών αυτών δείχνει ότι 
δεν υπάρχει συνδυασµός µε άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων µικρότερο από τον 
αντίστοιχο του προηγούµενου βήµατος, οπότε η διαδικασία σταµατά εδώ, µε 
προτεινόµενο καλύτερο υποσύνολο το x1-x2-x3. Τα χαρακτηριστικά του υποσυνόλου 
αυτού φαίνονται στον Πίνακα 5.8, ενώ η διαδικασία που ακολουθήθηκε 
παρουσιάζεται στον Πίνακα 5.10. 
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Πίνακας 5.10: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα πίσω 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Water Usage of Production Plant. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος 

Συνδυασµός 

Άθροισµα 

Τετραγωνικών  

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Έξοδος Μεταβλητής 

από το Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 
x1-x2-x3, x1-x2-x4, 
x1-x3-x4, x2-x3-x4 

x1-x2-x3 0.237 x4 

2 x1-x2, x1-x3, x2-x3 - - - 
     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x3 

 

5.1.1.3 Συντελεστής προσδιορισµού 

 
Στην περίπτωση αυτή, αλλάζει το κριτήριο βελτιστοποίησης του 

χρησιµοποιούµενου γ.π. Το γ.π. το οποίο χρησιµοποιείται, είναι αυτό της Σχέσης 4.17. 
Αξίζει, ωστόσο, να σηµειωθεί ότι παρατηρώντας την µαθηµατική έκφραση της 
αντικειµενικής συνάρτησης σε αυτό το γ.π., ο παρονοµαστής είναι ένας σταθερός 
αριθµός ο οποίος προκύπτει µετά από κατάλληλες αριθµητικές πράξεις, οπότε το 
πρόβληµα ανάγεται στη µεγιστοποίηση του αριθµητή της πρώτης έκφρασης 

( ( )2

1

ˆ
n

i

i

y Y
=

−∑ ) ή στην ελαχιστοποίηση του αριθµητή της δεύτερης έκφρασης 

( ( )2

1

ˆ
n

i i

i

y y
=

−∑ ). Στην συγκεκριµένη περίπτωση, επιλέχθηκε η ελαχιστοποίηση της 

δεύτερης έκφρασης, γεγονός το οποίο εκτιµάται ότι συµβάλει στη µείωση της 
πολυπλοκότητας των υπολογισµών και, κατά συνέπεια, του υπολογιστικού φόρτου. 
Ας επισηµανθεί ότι για την επίλυση του εν λόγω µικτού µη γραµµικού προβλήµατος, 
χρησιµοποιήθηκε το υπολογιστικό πακέτο LINGO 8.0, σε περιβάλλον Windows XP.  

 
Τα δεδοµένα που χρησιµοποιούνται στην περίπτωση αυτή, φαίνονται στον 

Πίνακα 5.2, ενώ τα αποτελέσµατα των διερευνήσεων για κάθε εξεταζόµενο 
συνδυασµό µε τη χρήση του γ.π. 4.17. φαίνονται στον Πίνακα 5.11. 
 

5.1.1.3.2 Προς τα πίσω βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Στην περίπτωση αυτή, ακολουθείται η διαδικασία της παραγράφου 4.3.2.3. 
Με βάση τα αποτελέσµατα του Πίνακα 5.11, υπάρχει καλύτερος συνδυασµός, µε µία 
µεταβλητή λιγότερη από όσες του αρχικού, καθώς δίνει µικρότερη τιµή για την 
αντικειµενική συνάρτηση στο υπό εξέταση πρόβληµα ελαχιστοποίησης (και κατά 
συνέπεια, µεγαλύτερη τιµή για τον συντελεστή πολλαπλή συσχέτισης). Ο 
συνδυασµός αυτός είναι ο x1-x2-x3 και στο επόµενο βήµα εξετάζονται οι 
συνδυασµοί οι οποίοι προκύπτουν από αυτόν µε την αφαίρεση µίας κάθε φορά 
µεταβλητής. Η εξέταση των συνδυασµών αυτών µε την ανάλογη υλοποίηση του γ.π. 
(4.17), υποδεικνύει ότι δεν υπάρχει κάποιος συνδυασµός ο οποίος να δίνει καλύτερο 
αποτέλεσµα από αυτόν του προηγούµενου βήµατος. Έτσι, η διαδικασία σταµατά στο 
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σηµείο αυτό και καλύτερος συνδυασµός µεταβλητών αναδεικνύεται, µε βάση τη 
διαδικασία αυτή, ο x1-x2-x3. Τα βήµατα τα οποία ακολουθήθηκαν στην περίπτωση 
αυτή, φαίνονται στον Πίνακα 5.12. 
 

Πίνακας 5.11: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.17), στα 
δεδοµένα Water Usage of Production Plant. 

Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός 

Τιµή 

Αντικειµενικής 

Συνάρτησης 

( ( )2

1

ˆ
n

i i

i

y y
=

−∑ ) 

( )2

1

n

i

i

y Y
=

−∑  
Υπολογιζόµενος 

R
2
 

x1-x2-x3-x4 571912 82.09% 

x1-x2-x3 566759.9 82.25% 

x1-x2-x4 1007990 68.43% 

x1-x3-x4 750779 76.48% 

x2-x3-x4 1292100 59.53% 

x1-x2 992556 68.91% 

x1-x3 2314120 27.52% 

x1-x4 2089820 35,54% 

x2-x3 1288840 59.63% 

x2-x4 1390330 

3192631.529 

56.45% 

 
 

Πίνακας 5.12: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα πίσω 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για τον συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης, στα 

δεδοµένα Water Usage of Production Plant. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος 

Συνδυασµός 

R
2
 Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Έξοδος Μεταβλητής 

από το Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 
x1-x2-x3, x1-x2-x4, 
x1-x3-x4, x2-x3-x4 

x1-x2-x3 82.18% x4 

2 x1-x2, x1-x3, x2-x3 - - - 
     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x3 

 

5.1.1.4 Σύγκριση Αποτελεσµάτων - Συµπεράσµατα 

 
 Στα προηγούµενα εξετάστηκε η «επίδοση» των προτεινόµενων µεθοδολογιών, 
στα δεδοµένα Water Usage of Production Plant. Τα δεδοµένα αυτά διαθέτουν 4 
ανεξάρτητες µεταβλητές και µία εξαρτηµένη µεταβλητή. για το µοντέλο 
παλινδρόµησης, σε σχέση µε τις κλασσικές µεθόδους βηµατικής παλινδρόµησης. Ο 
Πίνακας 5.13 συγκεντρώνει τα αποτελέσµατα των συγκρινόµενων µεθοδολογιών. 
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Πίνακας 5.13: Αποτελέσµατα των χρησιµοποιούµενων προτεινόµενων µεθοδολογιών 
βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Water Usage of Production Plant. 

Βηµατική 

Παλινδρόµηση 
Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση 

Εµπρός 

Επιλογή 

Πίσω 

Απαλοιφή 

Απλά Απόλυτα 

Σφάλµατα 
Τετραγωνικά Σφάλµατα 

Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός 

R
2
 R

2
 ( )∑ + -

i i

i

σ +σ  R
2
 ( ))∑ + 2 - 2

i i

i

(σ ) +(σ  R
2
 

x1-x2-x3-x4 0.987 0.986 1.354 0.752 0.237 0.721 

x1-x2-x3 0.986 0.986 1.351 0.75 0.237 0.722 

x1-x2-x4 0.987 0.987 1.569 0.577 0.338 0.621 

x1-x3-x4 0.987 0.987 1.969 0.55 0.383 0.414 

x2-x3-x4 0.982 0.986 1.565 0.6 0.327 0.555 

x1-x2 0.986 0.986 1.578 0.615 0.338 0.622 

x1-x3 0.977 0.977 2.485 0.363 0.64 0.335 

x1-x4 0.987 0.987 2.107 0.369 0.64 0.225 

x2-x3 0.986 0.986 1.562 0.6 0.327 0.556 

x2-x4 0.982 0.982 1.877 0.489 0.45 0.549 

x3-x4 0.982 0.982 2.07 0.158 0.612 0.149 

x1 0.959 0.959 3.808 0.169 1.555 0.161 

x2 0.959 0.959 1.873 0.475 0.45 0.551 

x3 0.977 0.977 4.044 0.008 1.573 0 

x4 0.982 0.982 2.107 0.089 0.867 0.06 

 
 Στον ίδιο πίνακα, παρατηρούνται µεγάλες αποκλίσεις µεταξύ του R2 ο οποίος 
προκύπτει για τους αντίστοιχους εξεταζόµενους συνδυασµούς µε βάση τη 
χρησιµοποίηση της κλασσικής µεθόδου βηµατικής παλινδρόµησης σε σύγκριση µε 
την προτεινόµενη µεθοδολογία βηµατικής ποιοτικής παλινδρόµησης. Οι αποκλίσεις 
στα αποτελέσµατα αυτά αµβλύνονται, εάν συγκριθούν µεταξύ τους τα αποτελέσµατα 
που δίνει η χρησιµοποίηση των δύο διαφορετικών κριτηρίων (άθροισµα απλών και 
τετραγωνικών σφαλµάτων) στην ίδια (προτεινόµενη) µεθοδολογία. Προχωρώντας 
παραπέρα το συλλογισµό αυτό, παρατηρείται ότι για τα δύο αυτά κριτήρια, τα 
αποτελέσµατα που λαµβάνονται για κάθε συνδυασµό για το ένα κριτήριο, είναι, κατά 
κανόνα, αντίστοιχα µε αυτά που λαµβάνονται για το άλλο κριτήριο (συνδυασµοί που 
δίδουν µικρότερο άθροισµα σφαλµάτων, εµφανίζουν µεγαλύτερο συντελεστή 
πολλαπλής παλινδρόµησης). Ακολουθώντας, εξάλλου, τα βήµατα τα οποία 
προτείνονται στις παραγράφους 4.3.1.1 και 4.3.1.2, προκύπτει ότι, µε βάση τα δύο 
αυτά κριτήρια, καταλήγουµε στο ίδιο τελικό προτεινόµενο καλύτερο υποσύνολο 
µεταβλητών. 
 
 Χρησιµοποιώντας το κριτήριο του συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης στα 
πλαίσια της προτεινόµενης βηµατικής ποιοτικής παλινδρόµησης, µπορούν να γίνουν 
οι παρακάτω παρατηρήσεις στα δεδοµένα του Πίνακα 5.14, ο οποίος συνοψίζει τα 
αποτελέσµατα για τα τρία κριτήρια που εξετάζονται στα πλαίσια των προτεινόµενων 
µεθοδολογιών βηµατικής ποιοτικής παλινδρόµησης.  
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Πίνακας 5.14: Αποτελέσµατα των χρησιµοποιούµενων τριών κριτηρίων, στα πλαίσια των 
προτεινόµενων µεθοδολογιών βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Water Usage of 

Production Plant. 

Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση 

Απλά Απόλυτα Σφάλµατα Τετραγωνικά Σφάλµατα Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός R
2
 ( )∑ + -

i i

i

σ +σ  R
2
 ( ))∑ + 2 - 2

i i

i

(σ ) +(σ  R
2
 

x1-x2-x3-x4 82.09% 1.354 0.752 0.237 0.721 

x1-x2-x3 82.18% 1.351 0.75 0.237 0.722 

x1-x2-x4 68.43% 1.569 0.577 0.338 0.621 

x1-x3-x4 76.48% 1.969 0.55 0.383 0.414 

x2-x3-x4 59.53% 1.565 0.6 0.327 0.555 

x1-x2 68.91% 1.578 0.615 0.338 0.622 

x1-x3 27.52% 2.485 0.363 0.64 0.335 

x1-x4 34.54% 2.107 0.369 0.64 0.225 

x2-x3 59.63% 1.562 0.6 0.327 0.556 

x2-x4 56.45% 1.877 0.489 0.45 0.549 

 
 Αυτό που µπορεί να ισχυριστεί κανείς, είναι ότι τα αποτελέσµατα για τη 
χρησιµοποίηση του συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης ως κριτήριο 
βελτιστοποίησης στα πλαίσια της προτεινόµενης µεθοδολογίας, οδηγεί, σε γενικές 
γραµµές, σε καλύτερα ή παραπλήσια αποτελέσµατα για κάθε συνδυασµό από τα 
αντίστοιχα κριτήρια του αθροίσµατος των απόλυτων σφαλµάτων. Ακόµα, όµως, µια 
σηµαντική παρατήρηση είναι ότι ακολουθώντας τις διαδικασίες που περιγράφονται 
στις ενότητες 4.3.1 και 4.3.2, όλες οι µεθοδολογίες και τα τρία κριτήρια 
υποδεικνύουν το ίδιο υποσύνολο ως το καλύτερο για συµµετοχή στο ζητούµενο 
µοντέλο παλινδρόµησης. 
 
 Τέλος, παρατηρώντας τους επιπλέον δείκτες που εξετάστηκαν κατά τη 
διάρκεια των διερευνήσεων, είναι δυνατόν να εξαχθούν τα παρακάτω συµπεράσµατα, 
παρατηρώντας τις τιµές του Πίνακα 5.15. Η γενική παρατήρηση η οποία µπορεί να 
γίνει, είναι ότι τα αποτελέσµατα για τους επιµέρους δείκτες, είναι αντίστοιχα για κάθε 
συνδυασµό ανάλογα µε το εξεταζόµενο κριτήριο. ∆ηλαδή, όσο βελτιώνεται ή 
χειροτερεύει η τιµή ενός δείκτη για κάθε συνδυασµό µεταβλητών, αντίστοιχα 
µεταβάλλεται και η τιµή των υπόλοιπων δεικτών για κάθε κριτήριο. Αυτό θα 
µπορούσε να αποτελέσει αφορµή για την εξέταση αυτών των δεικτών ως αξιόπιστου 
κριτηρίου στα πλαίσια της προτεινόµενης µεθοδολογίας. Μια ακόµη παρατήρηση, 
ωστόσο, η οποία µπορεί να γίνει εδώ, είναι ότι το άθροισµα των απλών σφαλµάτων 

πρωτογενών ( Sum e ) για κάθε συνδυασµό εµφανίζεται να είναι χειρότερο από την 

περίπτωση που το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων χρησιµοποιείται ως 
κριτήριο (αντικειµενική συνάρτηση) και, αντίστροφα, το άθροισµα των 

τετραγωνικών πρωτογενών σφαλµάτων ( 2( )Sum e ) για κάθε συνδυασµό εµφανίζεται 

χειρότερο στην περίπτωση που χρησιµοποιείται ως αντικειµενική συνάρτηση το 
άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων. Τέλος, όλοι οι υπόλοιποι δείκτες, εκτός του 
αθροίσµατος απλών/τετραγωνικών σφαλµάτων, φαίνεται να έχουν καλύτερες 
επιδόσεις, για το συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων, στην περίπτωση του αθροίσµατος 
απλών απόλυτων σφαλµάτων. 
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Πίνακας 5.15: Αποτελέσµατα των επιµέρους χρησιµοποιούµενων δεικτών, στα πλαίσια των 
προτεινόµενων µεθοδολογιών βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Water Usage of 

Production Plant.  

Απλά Απόλυτα Σφάλµατα   Τετραγωνικά Σφάλµατα  Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός R
2
 Sum(|e|) Sum(e

2
) MAPE  R

2
 Sum(|e|) Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3-x4 0.752 2219.426 815414.72 0.037  0.721 3093.184 905556.275 0.054 

x1-x2-x3 0.75 2207.559 820776.737 0.037  0.722 3088.636 902722.823 0.054 

x1-x2-x4 0.577 3328.11 1713683.054 0.061  0.621 3639.302 1295965.95 0.065 

x1-x3-x4 0.55 3285.906 1511067.235 0.056  0.414 4826.935 2008377.65 0.084 

x2-x3-x4 0.6 2643.432 1471990.358 0.043  0.555 3383.502 1482773.92 0.057 

x1-x2 0.615 3413.403 1446863.411 0.062  0.622 3637.605 1295585.67 0.065 

x1-x3 0.363 4028.918 2419314.487 0.071  0.335 4516.028 2470691.43 0.079 

x1-x4 0.369 4725.103 2595289.564 0.083  0.225 6083.105 3150226.38 0.107 

x2-x3 0.6 2637.249 1470239.249 0.042  0.556 3379.552 1480041.57 0.057 

x2-x4 0.489 4276.195 1847751.274 0.074  0.549 4088.472 1561454.66 0.072 

x3-x4 0.158 5874.031 5338260.255 0.103  0.149 5829.122 4232005.38 0.1 

x1 0.169 7516.176 5217940.463 0.135  0.161 7615.136 5554980.88 0.133 

x2 0.475 4292.912 2028193.374 0.073  0.551 4074.187 1554321.53 0.071 

x3 0.008 6782.771 6160363.33 0.112  0 7984.17 6311011.54 0.136 

x4 0.089 6408.97 4634826.679 0.112  0.06 6833.228 5301055.01 0.118 

 

5.1.2 Πρακτική Εφαρµογή 2: Τα ∆εδοµένα Solar Thermal Energy 

 
 Τα δεδοµένα αυτά παρουσιάζονται στο Παράρτηµα Β του βιβλίου των 
Montgomery και Peck (1992) και αφορούν τη συνολική ροή θερµότητας (y, σε kwatts) στην 
επιφάνεια ενός ηλιακού συλλέκτη, ως συνάρτηση πέντε επιµέρους παραγόντων. Οι 
παράγοντες αυτοί είναι: η ηλιακή ακτινοβολία (x1, σε watts/m2), η εστιακή απόσταση του 
συλλέκτη στην ανατολική διεύθυνση (x2, σε ίντσες), η εστιακή απόσταση του συλλέκτη στην 
νότια διεύθυνση (x3, σε ίντσες), η εστιακή απόσταση του συλλέκτη στη βόρεια διεύθυνση (x4, 
σε ίντσες) και η ώρα της ηµέρας (x5). Οι συσχετίσεις µεταξύ όλων των µεταβλητών, 
φαίνονται στον Πίνακα 5.16, ενώ oι τιµές αυτών των δεδοµένων, φαίνονται στον Πίνακα 5.17. 

 
 

Πίνακας 5.16: Συσχετίσεις µεταξύ των µεταβλητών των δεδοµένων. 

 x1 x2 x3 x4 x5 y 

x1 1.000      

x2 -0.203 1.000     

x3 -0.025 -0.329 1.000    

x4 -0.584 -0.117 0.287 1.000   

x5 -0.494 -0.065 0.697 0.685 1.000  

y 0.623 0.102 0.112 -0.849 -0.351 1.000 
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Πίνακας 5.17: Τα δεδοµένα Solar Thermal Energy (Montgomery and Peck, 1992). 

α/α y x1 x2 x3 x4 x5 

1 271.8 783.35 33.53 40.55 16.66 13.2 

2 264 748.45 36.5 36.19 16.46 14.11 

3 238.8 684.45 34.66 37.31 17.66 15.68 

4 230.7 827.8 33.13 32.52 17.5 10.53 

5 251.6 860.45 35.75 33.71 16.4 11 

6 257.9 875.15 34.46 34.14 16.28 11.31 

7 263.9 909.45 34.6 34.85 16.06 11.96 

8 266.5 905.55 35.38 35.89 15.93 12.58 

9 229.1 756 35.85 33.53 16.6 10.66 

10 239.3 769.35 35.68 33.79 16.41 10.85 

11 258 793.5 35.35 34.72 16.17 11.41 

12 257.6 801.65 35.04 35.22 15.92 11.91 

13 267.3 819.65 34.07 36.5 16.04 12.85 

14 267 808.55 32.2 37.6 16.19 13.58 

15 259.6 774.95 34.32 37.89 16.62 14.21 

16 240.4 711.85 31.08 37.71 17.37 15.56 

17 227.2 694.85 35.73 37 18.12 15.83 

18 196 638.1 34.11 36.76 18.53 16.41 

19 278.7 774.55 34.79 34.62 15.54 13.1 

20 272.3 757.9 35.77 35.4 15.7 13.63 

21 267.4 753.35 36.44 35.96 16.45 14.51 

22 254.5 704.7 37.82 36.26 17.62 15.38 

23 224.7 666.8 35.07 36.34 18.12 16.1 

24 181.5 568.55 35.26 35.9 19.05 16.73 

25 227.5 563.1 35.56 31.84 16.51 10.58 

26 253.6 704.05 35.73 33.16 16.02 11.28 

27 263 709.6 36.46 33.83 15.89 11.91 

28 265.8 726.9 36.26 34.89 15.83 12.65 

29 263.8 697.15 37.2 36.27 16.71 14.06 

 
Για τα δεδοµένα αυτά και για κάθε δυνατό συνδυασµό µεταβλητών ξεχωριστά, 

εφαρµόσθηκαν οι τρεις κλασσικές βηµατικές µέθοδοι. Τα αποτελέσµατα από την 
εφαρµογή αυτών των µεθόδων που αναφέρθηκαν, συνοψίζονται στον Πίνακα 5.18. 
 

5.1.2.1 Άθροισµα Απόλυτων Σφαλµάτων 

 
 Η εξέταση όλων των δυνατών συνδυασµών των ανεξάρτητων µεταβλητών ως 
προς το άθροισµα των απλών απόλυτων σφαλµάτων, µε εφαρµογή του γ.π. (4.8) σε 
κάθε έναν από αυτούς, έδωσε τα αποτελέσµατα του Πίνακα 5.19. Με βάση τα 
περιεχόµενα του πίνακα αυτού, θα περιγραφούν στη συνέχεια τα βήµατα που 
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ακολουθούνται στις προτεινόµενες µεθοδολογίες βηµατικής ποιοτικής 
παλινδρόµησης. 
 
Πίνακας 5.18: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή της βηµατικής παλινδρόµησης, µε τη χρήση 

του πακέτου SPSS v.12, στα δεδοµένα Solar Thermal Energy. 

 Βηµατική Παλινδρόµηση Εµπρός Επιλογή Πίσω Απαλοιφή 

Συνδυασµός R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

x1-x2-x3-x4-x5 0.999 0.998 9.874 0.999 0.998 9.874 0.999 0.998 9.874 

x1-x2-x3-x4 0.999 0.998 9.874 0.999 0.998 9.874 0.999 0.998 9.874 

x1-x2-x3-x5 0.995 0.995 17.433 0.995 0.995 17.433 0.996 0.995 16.868 

x1-x2-x4-x5 0.997 0.997 13.946 0.997 0.997 13.946 0.997 0.997 13.946 

x1-x3-x4-x5 0.996 0.996 16.681 0.996 0.996 16.681 0.996 0.996 16.681 

x2-x3-x4-x5 0.998 0.998 11.443 0.998 0.998 11.443 0.998 0.998 11.443 

x1-x2-x3 0.995 0.995 17.433 0.995 0.995 17.433 0.995 0.995 17.433 

x1-x2-x4 0.997 0.996 15.657 0.997 0.996 15.657 0.997 0.996 15.657 

x1-x2-x5 0.995 0.995 17.433 0.995 0.995 17.433 0.995 0.995 17.433 

x1-x3-x4 0.996 0.996 16.681 0.996 0.996 16.681 0.996 0.996 16.681 

x1-x3-x5 0.996 0.995 17.541 0.996 0.995 17.541 0.996 0.995 17.541 

x1-x4-x5 0.994 0.993 20.351 0.994 0.993 20.351 0.994 0.993 20.351 

x2-x3-x4 0.998 0.997 13.025 0.998 0.997 13.025 0.998 0.997 13.025 

x2-x3-x5 0.995 0.995 17.971 0.995 0.995 17.971 0.995 0.995 17.971 

x2-x4-x5 0.993 0.992 22.488 0.993 0.992 22.488 0.993 0.992 22.488 

x3-x4-x5 0.995 0.995 17.825 0.995 0.995 17.825 0.995 0.995 17.825 

x1-x2 0.995 0.995 17.433 0.995 0.995 17.433 0.995 0.995 17.433 

x1-x3 0.995 0.995 18.291 0.995 0.995 18.291 0.995 0.995 18.291 

x1-x4 0.993 0.993 21.097 0.993 0.993 21.097 0.993 0.993 21.097 

x1-x5 0.994 0.993 20.351 0.994 0.993 20.351 0.994 0.993 20.351 

x2-x3 0.992 0.992 23.040 0.992 0.992 23.040 0.992 0.992 23.040 

x2-x4 0.993 0.992 22.488 0.993 0.992 22.488 0.993 0.992 22.488 

x2-x5 0.991 0.991 24.054 0.991 0.991 24.054 0.991 0.991 24.054 

x3-x4 0.992 0.992 22.768 0.992 0.992 22.768 0.992 0.992 22.768 

x3-x5 0.995 0.994 18.851 0.995 0.994 18.851 0.995 0.994 18.851 

x4-x5 0.981 0.980 35.117 0.981 0.980 35.117 0.981 0.980 35.117 

x1 0.992 0.992 22.764 0.992 0.992 22.764 0.992 0.992 22.764 

x2 0.991 0.991 24.054 0.991 0.991 24.054 0.991 0.991 24.054 

x3 0.990 0.990 25.035 0.990 0.990 25.035 0.990 0.990 25.035 

x4 0.981 0.980 35.117 0.981 0.980 35.117 0.981 0.980 35.117 

x5 0.963 0.961 49.238 0.963 0.961 49.238 0.963 0.961 49.238 
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Πίνακας 5.19: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.8), στα δεδοµένα 
Solar Thermal Energy. 

Συνδυασµός R
2
 Sum(|σ|) Sum(σ

2
) Sum(|e|) Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3-x4-x5 0.891 1.258 0.163 132.462 1687.465 0.019 

x1-x2-x3-x4 0.892 1.254 0.162 132.262 1681.557 0.019 

x1-x2-x3-x5 0.808 1.787 0.364 196.578 2846.848 0.028 

x1-x2-x4-x5 0.739 1.478 0.257 238.918 4008.825 0.034 

x1-x3-x4-x5 0.886 1.279 0.160 137.600 1677.277 0.020 

x2-x3-x4-x5 0.885 1.573 0.197 152.781 1997.432 0.023 

x1-x2-x3 0.634 2.188 0.755 263.800 5814.614 0.038 

x1-x2-x4 0.760 1.466 0.256 225.025 3646.155 0.032 

x1-x2-x5 0.670 1.862 0.325 286.236 5451.192 0.041 

x1-x3-x4 0.887 1.276 0.160 137.464 1667.465 0.020 

x1-x3-x5 0.717 1.855 0.369 271.450 4940.639 0.038 

x1-x4-x5 0.725 1.480 0.262 261.253 4538.000 0.037 

x2-x3-x4 0.880 1.623 0.203 157.157 2076.676 0.024 

x2-x3-x5 0.850 1.999 0.335 184.045 2767.507 0.028 

x2-x4-x5 0.458 2.300 0.426 325.873 11663.823 0.045 

x3-x4-x5 0.884 1.570 0.196 153.005 2001.816 0.023 

x1-x2 0.561 2.190 0.753 329.621 7240.255 0.046 

x1-x3 0.599 2.207 0.798 312.256 6548.625 0.044 

x1-x4 0.764 1.468 0.261 238.611 3743.374 0.034 

x1-x5 0.539 1.865 0.377 379.682 8885.221 0.053 

x2-x3 0.020 3.589 1.043 453.846 18841.746 0.070 

x2-x4 0.734 2.290 0.419 254.383 4700.115 0.036 

x2-x5 0.373 3.175 0.970 521.139 13694.536 0.073 

x3-x4 0.879 1.620 0.202 157.040 2079.896 0.024 

x3-x5 0.802 2.034 0.413 208.317 3266.073 0.031 

x4-x5 0.591 2.326 0.642 362.847 8119.976 0.051 

x1 0.528 2.207 0.801 393.039 8542.914 0.056 

x2 0.015 5.425 3.464 674.346 25714.871 0.097 

x3 0.051 4.125 2.034 510.388 20924.678 0.079 

x4 0.668 2.314 0.643 310.236 6416.695 0.044 

x5 0.385 3.289 1.166 530.136 16201.784 0.075 

 

5.1.2.1.1 Προς τα εµπρός βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Η πρώτη ανεξάρτητη µεταβλητή που θα εισαχθεί στο µοντέλο παλινδρόµησης, 
είναι η x4, καθώς παρουσιάζει το µικρότερο άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων. 
Στη συνέχεια εξετάζονται όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί που περιέχουν την x4 ως προς 
το άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων, εφαρµόζοντας σε κάθε έναν από αυτούς το γ.π. 
(4.8). Η εξέταση αυτή δείχνει ότι ο συνδυασµός x3-x4 εµφανίζει µικρότερο άθροισµα 
απόλυτων σφαλµάτων από το αντίστοιχο του προηγούµενου βήµατος, οπότε 
επιλέγεται ως ο καλύτερος για το βήµα αυτό και η µεταβλητή x3 εισάγεται στο 
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µοντέλο. Στο επόµενο βήµα πρέπει να εξεταστούν οι δυνατοί συνδυασµοί που 
περιέχουν τις x3-x4 και να εξεταστούν ως προς το άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων, 
µε εφαρµογή του γ.π. (4.8) σε αυτούς. Προκύπτει µε τον τρόπο αυτό ότι η x1 πρέπει 
να εισαχθεί στο µοντέλο, καθώς ο συνδυασµός x1-x3-x4 δίνει µικρότερο άθροισµα 
απόλυτων σφαλµάτων από το αντίστοιχο του προηγούµενου βήµατος. Ακολούθως, 
εξετάζονται µε παρόµοιο τρόπο οι συνδυασµοί που περιέχουν τις x1-x3-x4 και 
προκύπτει ότι καλύτερος είναι αυτός που περιέχει τις x1-x2-x3-x4. Η διαδικασία 
σταµατά εδώ, καθώς δεν υπάρχει άλλος συνδυασµός που να περιέχει αυτές τις 
µεταβλητές και να δίνει µικρότερο άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων, µε βάση 
το γ.π. (4.8), οπότε ως καλύτερο υποσύνολο προτείνεται το x1-x2-x3-x4. Τα 
παραπάνω βήµατα, συνοψίζονται στον Πίνακα 5.20. 
 

Πίνακας 5.20: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα εµπρός 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Solar Thermal Energy. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος  

Συνδυασµός 

Άθροισµα Απόλυτων 

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Είσοδος Μεταβλητής στο 

Μοντέλο Παλινδρόµησης 

1 x1, x2, x3, x4, x5 x4 2.314 x4 

2 
x1-x4, x2-x4, 
x3-x4, x4-x5 

x3-x4 1.620 x3 

3 
x1-x3-x4, x2-x3-x4 

x3-x4-x5 
x1-x3-x4 1.276 x1 

4 
x1-x2-x3-x4,  
x1-x3-x4-x5  

x1-x2-x3-x4 1.254 x2 

5 x1-x2-x3-x4-x5 - - - 

     
Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x3-x4 

 

5.1.2.1.2 Προς τα πίσω βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Με βάση τα αποτελέσµατα του Πίνακα 5.19, στο πρώτο βήµα της διαδικασίας 
θα πρέπει να εξαχθεί από το µοντέλο η µεταβλητή x5, καθώς αφαιρούµενη δίνει το 
συνδυασµό (x1-x2-x3-x4) µε το µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων από 
όλους τους υπόλοιπους εξεταζόµενους και, ταυτόχρονα, το άθροισµα αυτό είναι 
µικρότερο από αυτό που δίνει ο αρχικός συνδυασµός (µε όλες τις ανεξάρτητες 
µεταβλητές να µετέχουν στο µοντέλο). Η διαδικασία τερµατίζεται εδώ, καθώς δεν 
προκύπτει άλλος συνδυασµός στη συνέχεια που να δίνει µικρότερο άθροισµα 
απόλυτων σφαλµάτων. Όλα αυτά φαίνονται στον Πίνακα 5.21. 
 

5.1.2.2 Άθροισµα Τετραγωνικών Σφαλµάτων 

 
 Στην παράγραφο αυτή εξετάζονται τα αποτελέσµατα που δίνουν οι 
προτεινόµενες µεθοδολογίες βηµατικής ποιοτικής παλινδρόµησης, µε βάση τα 
αποτελέσµατα του Πίνακα 5.22, όπου και συνοψίζονται τα αποτελέσµατα για την 
εφαρµογή του γ.π. (4.12) σε όλους τους πιθανούς συνδυασµούς µεταβλητών που 
φαίνονται σε αυτόν. 
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Πίνακας 5.21: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα πίσω 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Solar Thermal Energy. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος 

Συνδυασµός 

Άθροισµα Απόλυτων 

Σφαλµάτων 

Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Έξοδος Μεταβλητής 

από το Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 
x1-x2-x3-x4, x1-x2-x3-x5, 
x1-x2-x4-x5, x1-x3-x4-x5, 

x2-x3-x4-x5 
x1-x2-x3-x4 1.254 x5 

2 
x1-x2-x3, x1-x2-x4,  

x1-x3-x4, x2-x3-x4 
- - - 

     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x3-x4 

 
 

Πίνακας 5.22: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.12), στα 
δεδοµένα Solar Thermal Energy. 

Συνδυασµός R
2
 Sum(|σ|) Sum(σ

2
) Sum(|e|) Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3-x4-x5 0.892 1.468 0.127 164.086 1597.691 0.023 

x1-x2-x3-x4 0.893 1.466 0.126 163.459 1583.057 0.023 

x1-x2-x3-x5 0.861 1.877 0.226 197.482 2060.225 0.028 

x1-x2-x4-x5 0.822 1.685 0.169 201.827 2717.992 0.029 

x1-x3-x4-x5 0.886 1.466 0.128 164.940 1683.195 0.024 

x2-x3-x4-x5 0.874 1.788 0.170 175.754 1882.329 0.026 

x1-x2-x3 0.574 2.582 0.433 347.350 6603.808 0.050 

x1-x2-x4 0.829 1.647 0.168 197.797 2601.118 0.028 

x1-x2-x5 0.693 2.074 0.283 288.352 4819.453 0.041 

x1-x3-x4 0.887 1.464 0.127 164.348 1669.845 0.023 

x1-x3-x5 0.801 2.047 0.247 239.429 2957.087 0.034 

x1-x4-x5 0.783 1.809 0.197 247.386 3434.038 0.035 

x2-x3-x4 0.872 1.794 0.170 177.654 1904.043 0.026 

x2-x3-x5 0.841 2.157 0.275 212.465 2419.484 0.031 

x2-x4-x5 0.754 2.411 0.323 250.329 4095.702 0.036 

x3-x4-x5 0.866 1.765 0.170 177.356 1987.451 0.026 

x1-x2 0.554 2.752 0.480 363.796 7232.639 0.052 

x1-x3 0.452 2.796 0.575 415.722 9655.634 0.058 

x1-x4 0.790 1.800 0.196 242.977 3315.672 0.034 

x1-x5 0.619 2.144 0.357 348.006 7147.894 0.049 

x2-x3 0.010 3.694 0.995 522.054 20148.705 0.079 

x2-x4 0.758 2.403 0.321 248.571 4023.589 0.035 

x2-x5 0.575 3.293 0.612 363.585 7394.499 0.052 

x3-x4 0.863 1.782 0.170 181.353 2031.377 0.027 

x3-x5 0.794 2.295 0.307 236.227 3042.625 0.034 

x4-x5 0.723 2.610 0.393 276.589 4947.767 0.039 

x1 0.428 2.893 0.682 460.658 10771.332 0.063 

x2 0.018 5.504 1.867 653.031 22994.981 0.094 

x3 0.039 4.741 1.374 604.150 25462.796 0.092 

x4 0.727 2.602 0.390 274.500 4877.180 0.039 

x5 0.517 3.613 1.050 563.151 16317.818 0.079 
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5.1.2.2.1 Προς τα εµπρός βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Η εξέταση κάθε µιας ανεξάρτητης µεταβλητής ως προς το άθροισµα των 
τετραγωνικών σφαλµάτων, δείχνει ότι η µεταβλητή x4 θα εισέλθει πρώτη στο 
µοντέλο παλινδρόµησης. Με την εφαρµογή του γ.π. (4.12) στους δυνατούς 
συνδυασµούς που περιέχουν την x4, προκύπτει ότι ο συνδυασµός x3-x4 είναι ο 
καλύτερος για αυτό το βήµα, οπότε εισέρχεται στο µοντέλο η x3. Ακολούθως, µε την 
σύγκριση των συνδυασµών που περιέχουν τις x3-x4, ως προς το άθροισµα των 
τετραγωνικών σφαλµάτων που παρουσιάζουν, φαίνεται ότι προτιµάται ο συνδυασµός 
x1-x3-x4. Συνεπώς, στο µοντέλο εισάγεται η x1. Με παρόµοιο τρόπο, από τους 
συνδυασµούς που περιέχουν τις x1-x3-x4, επιλέγεται ο x1-x2-x3-x4, οπότε 
εισέρχεται στο µοντέλο η x2. Η διαδικασία τερµατίζεται στο σηµείο αυτό, καθώς δεν 
υπάρχει συνδυασµός που να περιέχει τις x1-x2-x3-x4 και ταυτόχρονα να δίνει 
άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων µικρότερο από αυτό του προηγούµενου βήµατος. 
Τα παραπάνω βήµατα, παρουσιάζονται στον Πίνακα 5.23. 
 

Πίνακας 5.23: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα εµπρός 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Solar Thermal Energy. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος  

Συνδυασµός 

Άθροισµα Τετραγωνικών  

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Είσοδος Μεταβλητής 

στο Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 x1, x2, x3, x4, x5 x4 0.390 x4 

2 
x1-x4, x2-x4, 
x3-x4, x4-x5 

x3-x4 0.170 x3 

3 
x1-x3-x4, x2-x3-x4 

x3-x4-x5 
x1-x3-x4 0.127 x1 

4 
x1-x2-x3-x4,  
x1-x3-x4-x5  

x1-x2-x3-x4 0.126 x2 

5 x1-x2-x3-x4-x5 - - - 

     
Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x3-x4 

 

5.1.2.2.2 Προς τα πίσω βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Λαµβάνοντας υπόψη τα δεδοµένα του Πίνακα 5.22, η µεταβλητή x5 πρέπει να 
εξέλθει από το µοντέλο παλινδρόµησης, καθώς µε τον τρόπο αυτό προκύπτει ο 
συνδυασµός x1-x2-x3-x4, ο οποίος δίνει µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών 
σφαλµάτων τόσο σε σχέση µε τον αρχικό συνδυασµό, όσο και σε σχέση µε τους 
υπόλοιπους συνδυασµούς που εξετάζονται στο βήµα αυτό. 
 

Η εξέταση των συνδυασµών του επόµενου βήµατος, δείχνει ότι δεν υπάρχει 
άλλος συνδυασµός που να δίνει µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων, 
οπότε η διαδικασία σταµατά εδώ. Ο Πίνακας 5.24 συνοψίζει την όλη αυτή διαδικασία. 
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Πίνακας 5.24: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα πίσω 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων, στα δεδοµένα 

Solar Thermal Energy. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος 

Συνδυασµός 

Άθροισµα Τετραγωνικών 

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Έξοδος 

Μεταβλητής 

από το 

Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 
x1-x2-x3-x4, x1-x2-x3-x5, 
x1-x2-x4-x5, x1-x3-x4-x5, 

x2-x3-x4-x5 
x1-x2-x3-x4 0.126 x5 

2 
x1-x2-x3, x1-x2-x4,  

x1-x3-x4, x2-x3-x4 
- - - 

     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x3-x4 

 

5.1.2.3 Συντελεστής προσδιορισµού 

 
 Κριτήριο για την επιλογή του καλύτερου συνδυασµού στην περίπτωση αυτή, 
αποτελεί η αντικειµενική συνάρτηση του γ.π. (4.17). Και εδώ επιλέγεται να 

ελαχιστοποιηθεί η έκφραση ( )2

1

ˆ
n

i i

i

y y
=

−∑ , η οποία αντιστοιχεί στο άθροισµα των 

τετραγώνων των πρωτογενών σφαλµάτων ei. Η ελαχιστοποίηση της έκφρασης αυτής, 
αντιστοιχεί στη µεγιστοποίηση του R2, όπως προβλέπει το γ.π. (4.17). Η εξέταση των 
συνδυασµών για το εν λόγω συνόλου δεδοµένων, µε βάση το γ.π. (4.17), δίνει τα 
αποτελέσµατα του Πίνακα 5.25. 
 

5.1.2.3.1 Προς τα Πίσω Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση 

 
 Τα περιεχόµενα του Πίνακα 5.25, φανερώνουν ότι υπάρχει συνδυασµός, µε 
µια µεταβλητή λιγότερη από του αρχικού (στον όποιο όλες οι µεταβλητές 
συµµετέχουν), ο οποίος δίνει τιµή της εξεταζόµενης αντικειµενικής συνάρτησης 
µικρότερη από την αντίστοιχη του αρχικού συνδυασµού. Κάτι τέτοιο σηµαίνει ότι ο 
συνδυασµός αυτός δίνει και καλύτερο R

2 από τον αρχικό. Ο συνδυασµός αυτός 
προκύπτει µε αφαίρεση της µεταβλητής x5 από το αρχικό µοντέλο. Εφαρµόζεται στη 
συνέχεια το γ.π (4.17) για όλους τους δυνατούς συνδυασµούς οι οποίοι προκύπτουν 
αφαιρώντας ακόµη µία µεταβλητή, προκειµένου να εξεταστεί εάν µπορεί να 
προκύψει συνδυασµός µε καλύτερο R

2 από αυτό του προηγούµενου βήµατος. Η 
εξέταση αυτή δείχνει ότι δεν προκύπτει συνδυασµός µε καλύτερη τιµή για την υπό 
εξέταση αντικειµενική συνάρτηση, οπότε η διαδικασία σταµατα εδώ, µε καλύτερο 
υποσύνολο µεταβλητών να υποδεικνύεται το x1-x2-x3-x4. Τα βήµατα τα οποία 
ακολουθήθηκαν για τη διαδικασία αυτή, συγκεντρώνονται στον Πίνακα 5.26. 
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Πίνακας 5.25: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.17), στα 
δεδοµένα Solar Thermal Energy. 

Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός 

Τιµή 

Αντικειµενικής 

Συνάρτησης 

( ( )2

1

ˆ
n

i i

i

y y
=

−∑ ) 

( )2

1

n

i

i

y Y
=

−∑  
Υπολογιζόµενος 

R
2
 

x1-x2-x3-x4-x5 1318.63 91.041% 

x1-x2-x3-x4 1119.62 92.393% 

x1-x2-x3-x5 2295.57 84.404% 

x1-x2-x4-x5 2339.3 84.106% 

x1-x3-x4-x5 1436.45 90.241% 

x2-x3-x4-x5 1844.52 87.468% 

x1-x2-x3 5300.46 63.988% 

x1-x2-x4 2318.49 84.248% 

x1-x2-x5 3966.84 73.049% 

x1-x3-x4 1376.07 90.651% 

x1-x3-x5 2716.94 81.541% 

x1-x4-x5 2867.97 80.515% 

x2-x3-x4 1777.71 87.922% 

x2-x3-x5 1870.11 87.294% 

x2-x4-x5 3169.48 78.466% 

x3-x4-x5 1985.83 86.508% 

x1-x2 6013.95 59.140% 

x1-x3 5604.56 61.922% 

x1-x4 3112.73 78.852% 

x1-x5 4893.56 66.752% 

x2-x3 13426.02 8.781% 

x2-x4 3211.65 78.180% 

x2-x5 7040.7 52.164% 

x3-x4 1876.37 87.252% 

x3-x5 3041.47 79.336% 

x4-x5 4535.8 

14718.51 

69.183% 

 
 

Πίνακας 5.26: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα πίσω 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για τον συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης, στα 

δεδοµένα Solar Thermal Energy. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι  

Συνδυασµοί 

Καλύτερος 

Συνδυασµός 

R
2
 Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Έξοδος Μεταβλητής 

από το Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 
x1-x2-x3-x4, x1-x2-x3-x5, 
x1-x2-x4-x5, x1-x3-x4-x5, 

x2-x3-x4-x5 

x1-x2-x3-x4 91.187% x5 

2 
x1-x2-x3, x1-x2-x4,  

x1-x3-x4, x2-x3-x4 
- - - 

     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x3-x4 
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5.1.2.4 Σύγκριση Αποτελεσµάτων - Συµπεράσµατα 

 
 Στην παράγραφο αυτή, θα πραγµατοποιηθεί η σύγκριση των αποτελεσµάτων 
που δίδουν οι προτεινόµενες µεθοδολογίες βηµατικής ποιοτικής παλινδρόµησης. Ο 
Πίνακας 5.27 συγκεντρώνει τα αποτελέσµατα των συγκρινόµενων µεθοδολογιών. 
 

Πίνακας 5.27: Αποτελέσµατα των χρησιµοποιούµενων προτεινόµενων µεθοδολογιών 
βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Solar Thermal Energy. 

Βηµατική 

Παλινδρόµηση 
Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση 

Εµπρός 

Επιλογή 

Πίσω 

Απαλοιφή 

Απλά Απόλυτα 

Σφάλµατα 

Τετραγωνικά 

Σφάλµατα 

Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός 

R
2
 R

2
 ( )∑ + -

i i

i

σ +σ  R
2
 ( ))∑ + 2 - 2

i i

i

(σ ) +(σ R
2
 

x1-x2-x3-x4-x5 0.999 0.999 1.258 0.891 0.127 0.892 

x1-x2-x3-x4 0.999 0.999 1.254 0.892 0.126 0.893 

x1-x2-x3-x5 0.995 0.996 1.787 0.808 0.226 0.861 

x1-x2-x4-x5 0.997 0.997 1.478 0.739 0.169 0.822 

x1-x3-x4-x5 0.996 0.996 1.279 0.886 0.128 0.886 

x2-x3-x4-x5 0.998 0.998 1.573 0.885 0.170 0.874 

x1-x2-x3 0.995 0.995 2.188 0.634 0.433 0.574 

x1-x2-x4 0.997 0.997 1.466 0.760 0.168 0.829 

x1-x2-x5 0.995 0.995 1.862 0.670 0.283 0.693 

x1-x3-x4 0.996 0.996 1.276 0.887 0.127 0.887 

x1-x3-x5 0.996 0.996 1.855 0.717 0.247 0.801 

x1-x4-x5 0.994 0.994 1.480 0.725 0.197 0.783 

x2-x3-x4 0.998 0.998 1.623 0.880 0.170 0.872 

x2-x3-x5 0.995 0.995 1.999 0.850 0.275 0.841 

x2-x4-x5 0.993 0.993 2.300 0.458 0.323 0.754 

x3-x4-x5 0.995 0.995 1.570 0.884 0.170 0.866 

x1-x2 0.995 0.995 2.190 0.561 0.480 0.554 

x1-x3 0.995 0.995 2.207 0.599 0.575 0.452 

x1-x4 0.993 0.993 1.468 0.764 0.196 0.790 

x1-x5 0.994 0.994 1.865 0.539 0.357 0.619 

x2-x3 0.992 0.992 3.589 0.020 0.995 0.010 

x2-x4 0.993 0.993 2.290 0.734 0.321 0.758 

x2-x5 0.991 0.991 3.175 0.373 0.612 0.575 

x3-x4 0.992 0.992 1.620 0.879 0.170 0.863 

x3-x5 0.995 0.995 2.034 0.802 0.307 0.794 

x4-x5 0.981 0.981 2.326 0.591 0.393 0.723 

x1 0.992 0.992 2.207 0.528 0.682 0.428 

x2 0.991 0.991 5.425 0.015 1.867 0.018 

x3 0.990 0.990 4.125 0.051 1.374 0.039 

x4 0.981 0.981 2.314 0.668 0.390 0.727 

x5 0.963 0.963 3.289 0.385 1.050 0.517 
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 Σε γενικές γραµµές, µπορεί να διατυπωθεί ο ισχυρισµός ότι ισχύουν οι 
παρατηρήσεις που έγιναν για τα αποτελέσµατα στο προηγούµενο σετ δεδοµένων. Ότι 
δηλαδή για κάθε εξεταζόµενο συνδυασµό υπάρχουν µεγάλες αποκλίσεις µεταξύ του 
R

2 των κλασσικών µεθόδων βηµατικής παλινδρόµησης σε σχέση µε τα αντίστοιχα για 
την προτεινόµενη µεθοδολογία βηµατικής ποιοτικής παλινδρόµησης. Ακόµα, οι 
αποκλίσεις στα αποτελέσµατα αυτά αµβλύνονται, εάν συγκριθούν µεταξύ τους τα 
αποτελέσµατα που δίνει η χρησιµοποίηση των δύο διαφορετικών κριτηρίων 
(άθροισµα απλών και τετραγωνικών σφαλµάτων) στην ίδια (προτεινόµενη) 
µεθοδολογία. Παράλληλα, ισχύει και εδώ η παρατήρηση ότι συνδυασµοί που δίδουν 
µικρότερο άθροισµα σφαλµάτων, εµφανίζουν µεγαλύτερο συντελεστή πολλαπλής 
παλινδρόµησης. ∆εν ισχύει, ωστόσο, πάντα η αρχή της αναλογικότητας, δηλαδή δεν 
µπορεί να ισχυριστεί κανείς ότι µεταξύ δύο συγκεκριµένων συνδυασµών αυτός που 
παρουσιάζει το µικρότερο άθροισµα απλών ή τετραγωνικών σφαλµάτων θα 
παρουσιάζει και τον µεγαλύτερο συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης. 
Εφαρµόζοντας τις διαδικασίες που περιγράφονται στις παραγράφους 4.3.1.1 και 
4.3.1.2, προκύπτει ότι, µε βάση τα δύο αυτά κριτήρια, καταλήγουµε στο ίδιο τελικό 
προτεινόµενο καλύτερο υποσύνολο µεταβλητών. Όλα δηλαδή τα κριτήρια για την 
προτεινόµενη µεθοδολογία, καταλήγουν στο τελικό υποσύνολο µεταβλητών. 
 
 Σε ότι αφορά τις παρατηρήσεις οι οποίες µπορούν να γίνουν συγκρίνοντας τα 
αποτελέσµατα για όλα τα προτεινόµενα κριτήρια, αυτές µπορούν να προκύψουν 
εξετάζοντας τα περιεχόµενα του Πίνακα 5.28. Ο τελευταίος πίνακας συνοψίζει τα 
αποτελέσµατα για τα τρία κριτήρια που εξετάζονται στα πλαίσια των προτεινόµενων 
µεθοδολογιών βηµατικής ποιοτικής παλινδρόµησης. 
 

Αυτό που µπορεί να ισχυριστεί κανείς, είναι ότι τα αποτελέσµατα για τη 
χρησιµοποίηση του συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης ως κριτήριο 
βελτιστοποίησης στα πλαίσια της προτεινόµενης µεθοδολογίας, οδηγεί, σε γενικές 
γραµµές, σε καλύτερα ή παραπλήσια αποτελέσµατα για κάθε συνδυασµό από τα 
αντίστοιχα κριτήρια του αθροίσµατος των απόλυτων σφαλµάτων. Ακόµα, όµως, µια 
σηµαντική παρατήρηση είναι ότι ακολουθώντας τις διαδικασίες που περιγράφονται 
στις ενότητες 4.3.1 και 4.3.2, και τα τρία κριτήρια υποδεικνύουν το ίδιο υποσύνολο 
ως το καλύτερο για συµµετοχή στο ζητούµενο µοντέλο παλινδρόµησης. 
 
 Στο σηµείο αυτό θα εξεταστούν τα αποτελέσµατα που προκύπτουν για τις 
επιδόσεις των επιµέρους δεικτών που υιοθετήθηκαν κατά τη διάρκεια των 
διερευνήσεων. Ο Πίνακας 5.28 συνοψίζει τα αποτελέσµατα για τους δείκτες αυτούς 
για κάθε κριτήριο και κάθε συνδυασµό. 
 

Και σε αυτή την περίπτωση, φαίνεται να ισχύει η παρατήρηση που έγινε για 
το σύνολο δεδοµένων που εξετάστηκε στην προηγούµενη ενότητα. ∆ηλαδή, και εδώ 
παρουσιάζονται µερικές αποκλίσεις µεταξύ των τιµών των δεικτών για κάθε 
συνδυασµό ανάλογα µε το κριτήριο βελτιστοποίησης. Μόνο που για το συγκεκριµένο 
σύνολο δεδοµένων, φαίνεται ότι, σε γενικές γραµµές, έχουµε καλύτερα 
αποτελέσµατα για τον R

2 και τους υπόλοιπους δείκτες στην περίπτωση 
ελαχιστοποίησης του αθροίσµατος των τετραγωνικών σφαλµάτων. Ακόµα, µπορεί να 
γίνει η παρατήρηση ότι µε βάση την τιµή της εκάστοτε χρησιµοποιούµενης 
αντικειµενικής συνάρτησης, όλα τα επιµέρους κριτήρια αξιολόγησης που 
χρησιµοποιούνται, παρουσιάζουν τιµές τέτοιες, ώστε να είναι σε αντιστοιχία µε την 
τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης. ∆ηλαδή, µικρές τιµές του αθροίσµατος για τα 
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απλά και τα τετραγωνικά σφάλµατα αξιών, οδηγούν αντίστοιχα σε µικρές τιµές για το 
άθροισµα των απλών και τετραγωνικών πρωτογενών σφαλµάτων, ενώ οδηγούν σε 
µεγάλες τιµές για τον R2. 
 
Πίνακας 5.28: Αποτελέσµατα των χρησιµοποιούµενων τριών κριτηρίων, στα πλαίσια των 
προτεινόµενων µεθοδολογιών βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Solar Thermal 

Energy. 

Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση 

Απλά Απόλυτα 

Σφάλµατα 
Τετραγωνικά Σφάλµατα Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός R
2
 

( )∑ + -

i i

i

σ +σ  R
2
 ( ))∑ + 2 - 2

i i

i

(σ ) +(σ  R
2
 

x1-x2-x3-x4-x5 91.041% 1.258 0.891 0.127 0.892 

x1-x2-x3-x4 92.393% 1.254 0.892 0.126 0.893 

x1-x2-x3-x5 84.404% 1.787 0.808 0.226 0.861 

x1-x2-x4-x5 84.106% 1.478 0.739 0.169 0.822 

x1-x3-x4-x5 90.241% 1.279 0.886 0.128 0.886 

x2-x3-x4-x5 87.468% 1.573 0.885 0.170 0.874 

x1-x2-x3 63.988% 2.188 0.634 0.433 0.574 

x1-x2-x4 84.248% 1.466 0.760 0.168 0.829 

x1-x2-x5 73.049% 1.862 0.670 0.283 0.693 

x1-x3-x4 90.651% 1.276 0.887 0.127 0.887 

x1-x3-x5 81.541% 1.855 0.717 0.247 0.801 

x1-x4-x5 80.515% 1.480 0.725 0.197 0.783 

x2-x3-x4 87.922% 1.623 0.880 0.170 0.872 

x2-x3-x5 87.294% 1.999 0.850 0.275 0.841 

x2-x4-x5 78.466% 2.300 0.458 0.323 0.754 

x3-x4-x5 86.508% 1.570 0.884 0.170 0.866 

x1-x2 59.140% 2.190 0.561 0.480 0.554 

x1-x3 61.922% 2.207 0.599 0.575 0.452 

x1-x4 78.852% 1.468 0.764 0.196 0.790 

x1-x5 66.752% 1.865 0.539 0.357 0.619 

x2-x3 8.781% 3.589 0.020 0.995 0.010 

x2-x4 78.180% 2.290 0.734 0.321 0.758 

x2-x5 52.164% 3.175 0.373 0.612 0.575 

x3-x4 87.252% 1.620 0.879 0.170 0.863 

x3-x5 79.336% 2.034 0.802 0.307 0.794 

x4-x5 69.183% 2.326 0.591 0.393 0.723 

x1 51.338% 2.207 0.528 0.682 0.428 

x2 -18.425% 5.425 0.015 1.867 0.018 

x3 -25.876% 4.125 0.051 1.374 0.039 

x4 69.374% 2.314 0.668 0.390 0.727 

x5 24.725% 3.289 0.385 1.050 0.517 
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Πίνακας 5.29: Αποτελέσµατα των επιµέρους χρησιµοποιούµενων δεικτών, στα πλαίσια των 
προτεινόµενων µεθοδολογιών βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Solar Thermal 

Energy. 

Απλά Απόλυτα Σφάλµατα  Τετραγωνικά Σφάλµατα Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός R
2
 Sum(|e|) Sum(e

2
) MAPE  R

2
 Sum(|e|) Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3-x4-x5 0.891 132.462 1687.465 0.019  0.892 164.086 1597.691 0.023 

x1-x2-x3-x4 0.892 132.262 1681.557 0.019  0.893 163.459 1583.057 0.023 

x1-x2-x3-x5 0.808 196.578 2846.848 0.028  0.861 197.482 2060.225 0.028 

x1-x2-x4-x5 0.739 238.918 4008.825 0.034  0.822 201.827 2717.992 0.029 

x1-x3-x4-x5 0.886 137.600 1677.277 0.020  0.886 164.940 1683.195 0.024 

x2-x3-x4-x5 0.885 152.781 1997.432 0.023  0.874 175.754 1882.329 0.026 

x1-x2-x3 0.634 263.800 5814.614 0.038  0.574 347.350 6603.808 0.050 

x1-x2-x4 0.760 225.025 3646.155 0.032  0.829 197.797 2601.118 0.028 

x1-x2-x5 0.670 286.236 5451.192 0.041  0.693 288.352 4819.453 0.041 

x1-x3-x4 0.887 137.464 1667.465 0.020  0.887 164.348 1669.845 0.023 

x1-x3-x5 0.717 271.450 4940.639 0.038  0.801 239.429 2957.087 0.034 

x1-x4-x5 0.725 261.253 4538.000 0.037  0.783 247.386 3434.038 0.035 

x2-x3-x4 0.880 157.157 2076.676 0.024  0.872 177.654 1904.043 0.026 

x2-x3-x5 0.850 184.045 2767.507 0.028  0.841 212.465 2419.484 0.031 

x2-x4-x5 0.458 325.873 11663.823 0.045  0.754 250.329 4095.702 0.036 

x3-x4-x5 0.884 153.005 2001.816 0.023  0.866 177.356 1987.451 0.026 

x1-x2 0.561 329.621 7240.255 0.046  0.554 363.796 7232.639 0.052 

x1-x3 0.599 312.256 6548.625 0.044  0.452 415.722 9655.634 0.058 

x1-x4 0.764 238.611 3743.374 0.034  0.790 242.977 3315.672 0.034 

x1-x5 0.539 379.682 8885.221 0.053  0.619 348.006 7147.894 0.049 

x2-x3 0.020 453.846 18841.746 0.070  0.010 522.054 20148.705 0.079 

x2-x4 0.734 254.383 4700.115 0.036  0.758 248.571 4023.589 0.035 

x2-x5 0.373 521.139 13694.536 0.073  0.575 363.585 7394.499 0.052 

x3-x4 0.879 157.040 2079.896 0.024  0.863 181.353 2031.377 0.027 

x3-x5 0.802 208.317 3266.073 0.031  0.794 236.227 3042.625 0.034 

x4-x5 0.591 362.847 8119.976 0.051  0.723 276.589 4947.767 0.039 

x1 0.528 393.039 8542.914 0.056  0.428 460.658 10771.332 0.063 

x2 0.015 674.346 25714.871 0.097  0.018 653.031 22994.981 0.094 

x3 0.051 510.388 20924.678 0.079  0.039 604.150 25462.796 0.092 

x4 0.668 310.236 6416.695 0.044  0.727 274.500 4877.180 0.039 

x5 0.385 530.136 16201.784 0.075  0.517 563.151 16317.818 0.079 

 

5.2 Τα ∆εδοµένα Ελέγχου 
 
 Στην περίπτωση των δεδοµένων διερεύνησης, εξετάστηκαν εξαντλητικά όλοι 
οι δυνατοί συνδυασµοί των διαθέσιµων για κάθε σύνολο δεδοµένων ανεξάρτητων 
µεταβλητών για να ακολουθηθούν τα βήµατα των προτεινόµενων προσεγγίσεων της 
ποιοτικής βηµατικής παλινδρόµησης (βλ. ενότητα 5.1). Στα δεδοµένα ελέγχου που θα 
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εξεταστούν στη συνέχεια, η διερεύνηση θα πραγµατοποιηθεί όχι εξαντλητικά, αλλά 
µε βάση τα αποτελέσµατα σε κάθε βήµα εφαρµογής των προτεινόµενων 
προσεγγίσεων που εξετάζονται. Τα δεδοµένα ελέγχου αποτελούνται από τρία σύνολα 
δεδοµένων, τα οποία παρουσιάζονται στη συνέχεια, και για κάθε ένα από αυτά 
περιγράφεται η διαδικασία εφαρµογής των προτεινόµενων προσεγγίσεων. 
 

5.2.1 Πρακτική Εφαρµογή 3: Τα ∆εδοµένα Belle Ayr Liquefaction 

Runs 

 
Το συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων, µπορεί να βρεθεί στο (Montgomery and 

Peck, 1992) και περιλαµβάνει συνολικά οκτώ µεταβλητές (µαζί µε την εξαρτηµένη 
µεταβλητή). Η εξαρτηµένη µεταβλητή y, η οποία στην προκειµένη περίπτωση αφορά την 
εκποµπή ποσότητας CO2 κατά την διεργασία υγροποίησης ενός χηµικού µίγµατος τριών 
συστατικών, εκφράζεται συναρτήσει επτά µεταβλητών. Οι µεταβλητές αυτές είναι: 
απαιτούµενος χρόνος (x1, σε min), θερµοκρασία (x2, σε ˚C), ποσοστό διάλυσης (x3), κέρδος 
σε καύσιµο πετρέλαιο (x4, σε gR/100 gR µίγµατος), συνολική ποσότητα άνθρακα (x5), 
συνολικός διαλύτης (x6), κατανάλωση υδρογόνου (x7). Τα δεδοµένα φαίνονται στον Πίνακα 
5.30, ενώ οι συσχετίσεις µεταξύ όλων των µεταβλητών των δεδοµένων αυτών, 
συγκεντρώνονται στον Πίνακα 5.31. 
 

Πίνακας 5.30: Τα δεδοµένα Belle Ayr Liquefaction Runs (Montgomery and Peck, 1992). 

α/α x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 y 

1 5.1 400 51.37 4.24 1484.83 2227.25 2.06 36.98 

2 26.4 400 72.33 30.87 289.94 434.9 1.33 13.74 

3 23.8 400 71.44 33.01 320.79 481.19 0.97 10.08 

4 46.4 400 79.15 44.61 164.76 247.14 0.62 8.53 

5 7 450 80.47 33.84 1097.26 1645.89 0.22 36.42 

6 12.6 450 89.9 41.26 605.06 907.59 0.76 26.59 

7 18.9 450 91.48 41.88 405.37 608.05 1.71 19.07 

8 30.2 450 98.6 70.79 253.7 380.55 3.93 5.96 

9 53.8 450 98.05 66.82 142.27 213.4 1.97 15.52 

10 5.6 400 55.69 8.92 1362.24 2043.36 5.08 56.61 

11 15.1 400 66.29 17.98 507.65 761.48 0.6 26.72 

12 20.3 400 58.94 17.79 377.6 566.4 0.9 20.8 

13 48.4 400 74.74 33.94 158.05 237.08 0.63 6.99 

14 5.8 425 63.71 11.95 130.66 1961.49 2.04 45.93 

15 11.2 425 67.14 14.73 682.59 1023.89 1.57 13.09 

16 27.9 425 77.65 34.49 274.2 411.3 2.38 15.79 

17 5.1 450 67.22 14.48 1496.51 2244.77 0.32 21.6 

18 11.7 450 81.48 29.69 652.43 978.64 0.44 35.19 

19 16.7 450 83.88 26.33 458.42 687.62 8.82 26.14 

20 24.8 450 89.38 37.98 312.25 468.38 0.02 8.6 

21 24.9 450 79.77 25.66 307.08 460.62 1.72 11.63 

22 39.5 450 87.93 22.36 193.61 290.42 1.88 9.59 

23 29 450 79.5 31.52 155.96 233.95 1.43 4.42 

24 5.5 460 72.73 17.86 1392.08 2088.12 1.35 38.89 

25 11.5 450 77.88 25.2 663.09 994.63 1.61 11.19 

26 5.2 470 75.5 8.66 1464.11 2196.17 4.78 75.62 

27 10.6 470 83.15 22.39 720.07 1080.11 5.88 36.03 
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Πίνακας 5.31: Συσχετίσεις µεταξύ των µεταβλητών των δεδοµένων. 

 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 y 

x1 1.000        

x2 -0.192 1.000       

x3 0.489 0.630 1.000      

x4 0.673 0.177 0.814 1.000     

x5 -0.736 0.166 -0.463 -0.577 1.000    

x6 -0.817 0.127 -0.559 -0.665 0.885 1.000   

x7 -0.178 0.255 0.073 -0.114 0.144 0.141 1.000  

y -0.673 0.159 -0.385 -0.558 0.695 0.804 0.383 1.000 

 
Πίνακας 5.32: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή της βηµατικής παλινδρόµησης, µε τη χρήση 

του πακέτου SPSS v.12, στα δεδοµένα Belle Ayr Liquefaction Runs. 

Βηµατική Μέθοδος 

Προς τα Εµπρός Επιλογή Προς τα Πίσω Απαλοιφή α/α 

Συνδυασµός R
2
 Συνδυασµός R

2
 

1 x6 0.870 x1-x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.905 
2 x6-x7 0.905 x1-x2-x3-x4-x6-x7 0.905 
3 x1-x6-x7 0.905 x1-x2-x3-x5-x6-x7 0.905 
4 x2-x6-x7 0.905 x1-x2-x4-x5-x6-x7 0.905 
5 x3-x6-x7 0.905 x1-x3-x4-x5-x6-x7 0.905 
6 x4-x6-x7 0.905 x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.905 
7 x5-x6-x7 0.905 x1-x2-x3-x6-x7 0.905 
8 x1-x2-x6-x7 0.905 x1-x2-x4-x6-x7 0.905 
9 x1-x3-x6-x7 0.905 x1-x2-x5-x6-x7 0.905 

10 x1-x4-x6-x7 0.905 x1-x3-x4-x6-x7 0.905 
11 x1-x5-x6-x7 0.905 x1-x3-x5-x6-x7 0.905 
12 x2-x3-x6-x7 0.905 x1-x4-x5-x6-x7 0.905 
13 x2-x4-x6-x7 0.905 x2-x3-x4-x6-x7 0.905 
14 x2-x5-x6-x7 0.905 x2-x3-x5-x6-x7 0.905 
15 x3-x4-x6-x7 0.905 x2-x4-x5-x6-x7 0.905 
16 x3-x5-x6-x7 0.905 x3-x4-x5-x6-x7 0.905 
17 x4-x5-x6-x7 0.905 x1-x2-x6-x7 0.905 
18 x1-x2-x3-x6-x7 0.905 x1-x3-x6-x7 0.905 
19 x1-x2-x4-x6-x7 0.905 x1-x4-x6-x7 0.905 
20 x1-x2-x5-x6-x7 0.905 x1-x5-x6-x7 0.905 
21 x1-x3-x4-x6-x7 0.905 x2-x3-x6-x7 0.905 
22 x1-x3-x5-x6-x7 0.905 x2-x4-x6-x7 0.905 
23 x1-x4-x5-x6-x7 0.905 x2-x5-x6-x7 0.905 
24 x2-x3-x4-x6-x7 0.905 x3-x4-x6-x7 0.905 
25 x2-x3-x5-x6-x7 0.905 x3-x5-x6-x7 0.905 
26 x2-x4-x5-x6-x7 0.905 x4-x5-x6-x7 0.905 
27 x3-x4-x5-x6-x7 0.905 x1-x6-x7 0.905 
28 x1-x2-x3-x4-x6-x7 0.905 x2-x6-x7 0.905 
29 x1-x2-x3-x5-x6-x7 0.905 x3-x6-x7 0.905 
30 x1-x2-x4-x5-x6-x7 0.905 x4-x6-x7 0.905 
31 x1-x3-x4-x5-x6-x7 0.905 x5-x6-x7 0.905 
32 x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.905 x6-x7 0.905 
33 x1-x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.905 x6 0.870 

 
Στα δεδοµένα του Πίνακα 5.30, εφαρµόστηκαν οι τρεις κλασσικές βηµατικές 

µεθοδολογίες. Η εφαρµογή των µεθόδων αυτών, µέσω του πακέτου SPSS v.12, έδωσε 
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τα αποτελέσµατα του Πίνακα Α.1, του Παραρτήµατος. Στο σηµείο αυτό παρατίθενται 
στον Πίνακα 5.32 τα βήµατα τα οποία οδηγούν στο «καλύτερο» υποσύνολο 
µεταβλητών, βάση των αποτελεσµάτων που έδωσαν οι κλασσικές βηµατικές µέθοδοι. 
Αυτό που παρατηρείται, είναι ότι οι κλασσικές βηµατικές µεθοδολογίες, καταλήγουν 
από πολύ νωρίς στο µεγαλύτερο R

2 για το συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων. Ακόµα, 
φαίνεται ότι από το δεύτερο βήµα των µεθοδολογιών αυτών, δεν έχει νόηµα ούτε η 
προσθήκη, αλλά ούτε και η αφαίρεση κάποιας µεταβλητής, καθώς δεν υπάρχει 
κάποια αλλαγή στον R

2, µε αποτέλεσµα, εάν η διαδικασία σταµατήσει στο δεύτερο 
βήµα των δύο εξεταζόµενων µεθόδων, αυτές καταλήγουν σε διαφορετικό «καλύτερο» 
υποσύνολο µεταβλητών. 
 

5.2.1.1 Άθροισµα Απόλυτων Σφαλµάτων 

 
Εδώ θα εξεταστούν οι προτεινόµενες προσεγγίσεις, µε βάση τα αποτελέσµατα 

που δίνει η εφαρµογή του γ.π. (4.8) σε κάθε βήµα τους, µέχρι η διαδικασία να 
καταλήξει στο προτεινόµενο ως «καλύτερο» υποσύνολο µεταβλητών. Αρχικά 
εξετάζεται η προς τα εµπρός βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση (βλ. Πίνακα 5.33). 
 
Πίνακας 5.33: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.8), στα δεδοµένα 

Belle Ayr Liquefaction Runs. 

Εξεταζόµενη Μέθοδος 

Προς τα Εµπρός Ποιοτική Παλινδρόµηση Προς τα Πίσω Ποιοτική Παλινδρόµηση α/α 

Συνδυασµός Sum(|σ|) Συνδυασµός Sum(|σ|) 

1 x6 3.86132 x1-x2-x3-x4-x5-x6-x7 3.11873 
2 x1-x6 3.86277 x1-x2-x3-x4-x5-x6 3.19531 
3 x2-x6 3.64066 x1-x2-x3-x4-x5-x7 3.27795 
4 x3-x6 3.61351 x1-x2-x3-x4-x6-x7 3.11732 

5 x4-x6 3.32231 x1-x2-x3-x5-x6-x7 3.15584 
6 x5-x6 3.86405 x1-x2-x4-x5-x6-x7 3.12898 
7 x6-x7 3.32279 x1-x3-x4-x5-x6-x7 3.19929 
8 x1-x4-x6 3.31521 x2-x3-x4-x5-x6-x7 3.13906 
9 x2-x4-x6 3.21847 x1-x2-x3-x4-x6 3.19403 

10 x3-x4-x6 3.32666 x1-x2-x3-x4-x7 3.27661 
11 x4-x5-x6 3.29840 x1-x2-x3-x6-x7 3.15389 
12 x4-x6-x7 3.25530 x1-x2-x4-x6-x7 3.12696 
13 x1-x2-x4-x6 3.19488 x1-x3-x4-x6-x7 3.22818 
14 x2-x3-x4-x6 3.21757 x2-x3-x4-x5-x6 3.21824 
15 x2-x4-x5-x6 3.21944 x2-x3-x4-x6-x7 3.13825 
16 x2-x4-x6-x7 3.14836   
17 x1-x2-x4-x6-x7 3.12696   
18 x2-x3-x4-x6-x7 3.13825   
19 x2-x4-x5-x6-x7 3.14987   
20 x1-x2-x3-x4-x6-x7 3.11732   
21 x1-x2-x4-x5-x6-x7 3.12898   
22 x1-x2-x3-x4-x5-x6-x7 3.11873   

Προτεινόµενο καλύτερο 
υποσύνολο 

x1-x2-x3-x4-x6-x7  x1-x2-x3-x4-x6-x7 
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Ας σηµειωθεί ότι στον Πίνακα 5.33, για την προς τα εµπρός διαδικασία, µε 
έντονους χαρακτήρες σηµειώνονται οι µεταβλητές που εισέρχονται στο µοντέλο, ενώ 
για την προς τα πίσω διαδικασία, σηµειώνονται µε τον ίδιο τρόπο οι αντίστοιχες 
µεταβλητές εξέρχονται του µοντέλου παλινδρόµησης. Με πλάγιους και κόκκινους 
χαρακτήρες, σηµειώνονται οι καλύτεροι συνδυασµοί κάθε βήµατος, για την 
αντίστοιχη εξεταζόµενη µέθοδο. Όπως φαίνεται και στον τελευταίο πίνακα, οι δύο 
διαδικασίες καταλήγουν στο ίδιο προτεινόµενο υποσύνολο µεταβλητών. Η περιγραφή 
των διαδικασιών, φαίνεται στη συνέχεια. 
 

5.2.1.1.1 Προς τα εµπρός βηµατική παλινδρόµηση 

 
 Αρχικά γίνεται η θεώρηση ότι καµµία µεταβλητή δε µετέχει στο µοντέλο 
παλινδρόµησης. Έτσι, εξετάζεται κάθε διαθέσιµη ανεξάρτητη µεταβλητή των 
δεδοµένων, µε εφαρµογή του γ.π. (4.8), για να διαπιστωθεί ποια δίνει το µικρότερο 
άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων. Από τον έλεγχο αυτό, προκύπτει ότι η x6 
είναι η µεταβλητή που θα εισαχθεί πρώτη στο µοντέλο. Στη συνέχεια, εξετάζονται 
όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί των διαθέσιµων µεταβλητών, οι οποίοι περιέχουν την x6. 
Σε κάθε έναν από τους συνδυασµούς αυτούς, εφαρµόζεται πάλι το γ.π. (4.8) και 
προκύπτει ότι καλύτερος συνδυασµός µεταβλητών για το βήµα αυτό είναι ο x4-x6, 
αφού παρουσιάζει µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων από τον συνδυασµό 
του προηγούµενου βήµατος, οπότε εισάγεται στο µοντέλο η x4. 
 

Πίνακας 5.34: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα εµπρός 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα των απλών απόλυτων σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Belle Ayr Liquefaction Runs. 

Βήµα Εξεταζόµενοι Συνδυασµοί 
Καλύτερος 

Συνδυασµός 

Άθροισµα Απόλυτων 

Σφαλµάτων 

Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Είσοδος 

Μεταβλητής 

στο Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 x6 3.861 x6 

2 
x1-x6, x2-x6, x3-x6, 
x4-x6, x5-x6, x6-x7 

x4-x6 3.322 x4 

3 
x1-x4-x6, x2-x4-x6, x3-x4-x6, 

x4-x5-x6, x4-x6-x7 
x2-x4-x6 3.218 x2 

4 
x1-x2-x4-x6, x2-x3-x4-x6, 
x2-x4-x5-x6, x2-x4-x6-x7 

x2-x4-x6-x7 3.148 x7 

5 
x1-x2-x4-x6-x7, 
x2-x3-x4-x6-x7, 

x2-x4-x5-x6-x7 

x1-x2-x4-x6-x7 3.127 x1 

6 
x1-x2-x3-x4-x6-x7, 

x1-x2-x4-x5-x6-x7 
x1-x2-x3-x4-x6-x7 3.117 x3 

7 x1-x2-x3-x4-x5-x6-x7 - - - 

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών: x1-x2-x3-x4-x6-x7 
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Σύµφωνα µε τα όσα προτείνονται στην προσέγγιση αυτή, στο επόµενο βήµα πρέπει 
να εξεταστούν, µε παρόµοιο τρόπο, όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί των ανεξάρτητων 
µεταβλητών, οι οποίοι περιέχουν και τις x4-x6. Η εξέταση αυτή δείχνε ότι ο 
συνδυασµός x2-x4-x6 παρουσιάζει µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων από 
αυτόν του προηγούµενου βήµατος, οπότε επιλέγεται ως ο καλύτερος για το βήµα 
αυτό και η µεταβλητή x2 εισέρχεται στο µοντέλο. Με όµοιο τρόπο, εξετάζονται οι 
συνδυασµοί που αυτή τη φορά περιέχουν και τις x2-x4-x6. Καλύτερος συνδυασµός 
αναδεικνύεται στο βήµα αυτό ο x2-x4-x6-x7, οπότε εισάγεται και η x7 στο µοντέλο 
παλινδρόµησης. Ακολούθως εξετάζονται οι συνδυασµοί που να περιέχουν τις x2-x4-
x6-x7. Στο βήµα αυτό, καλύτερος συνδυασµός αναδεικνύεται ο x1-x2-x4-x6-x7, η x1 
εισάγεται στο µοντέλο. Εξετάζοντας παροµοίως τους συνδυασµούς που περιέχουν τις 
x1-x2-x4-x6-x7, προκύπτει ότι στο µοντέλο πρέπει να εισαχθεί η x3, καθώς ο 
συνδυασµός x1-x2-x3-x4-x6-x7 δίνει µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων από 
τον συνδυασµό του προηγούµενου βήµατος. Αποµένει στη συνέχεια να εξεταστεί ο 
συνδυασµός που περιέχει όλες τις ανεξάρτητες µεταβλητές, αλλά ο έλεγχος αυτός 
δείχνει ότι δεν προκύπτει άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων µικρότερο από το 
αντίστοιχο στο προηγούµενο βήµα. Έτσι, η διαδικασία σταµατά εδώ και καλύτερο 
υποσύνολο µεταβλητών για το µοντέλο παλινδρόµησης αναδεικνύεται το x1-x2-x4-
x6-x7. Όλη η παραπάνω διαδικασία, παρουσιάζεται στα βήµατα του Πίνακα 5.34. 
 

5.2.1.1.2 Προς τα πίσω βηµατική παλινδρόµηση 

 
 Στην παράγραφο αυτή, θα ακολουθηθεί η αντίστροφη από αυτήν της 
προηγούµενης παραγράφου διαδικασία. Θεωρώντας ότι όλες οι ανεξάρτητες 
µεταβλητές µετέχουν στο µοντέλο, υπολογίζεται, βάση του γ.π.(4.8), το άθροισµα 
των απολύτων σφαλµάτων του συνδυασµού αυτού, το οποίο προκύπτει ίσο µε 3.119. 
 

Πίνακας 5.35: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα πίσω 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Belle Ayr Liquefaction Runs. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος 

Συνδυασµός 

Άθροισµα Απόλυτων 

Σφαλµάτων 

Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Έξοδος Μεταβλητής 

από το Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 

x1-x2-x3-x4-x5-x6 
x1-x2-x3-x4-x5-x7 
x1-x2-x3-x4-x6-x7 
x1-x2-x3-x5-x6-x7 
x1-x2-x4-x5-x6-x7 
x1-x3-x4-x5-x6-x7 
x2-x3-x4-x5-x6-x7  

x1-x2-x3-x4-x6-x7 3.117 x5 

2 

x1-x2-x3-x4-x6, 

x1-x2-x4-x6-x7, 
x1-x3-x4-x6-x7, 

x1-x2-x3-x6-x7, 

x1-x2-x3-x4-x6, 

x2-x3-x4-x6-x7 

- - - 

     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x3-x4-x6-x7 
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Έπειτα εξετάζονται µε παρόµοιο τρόπο όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί που προκύπτουν 
µε αφαίρεση µίας κάθε φορά µεταβλητής που µετέχει στον συνδυασµό του 
προηγούµενου βήµατος. ∆ιαπιστώνεται έτσι ότι ο συνδυασµός x1-x2-x3-x4-x6-x7 
δίνει µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων από τον συνδυασµό στο 
προηγούµενο βήµα, οπότε επιλέγεται ως ο καλύτερος για το βήµα αυτό και η 
µεταβλητή x5 εξέρχεται από το µοντέλο. Ακολούθως, σχηµατίζονται οι δυνατοί 
συνδυασµοί που προκύπτουν µε αφαίρεση µίας κάθε φορά µεταβλητής από τον 
τελευταίο καλύτερο συνδυασµό. Με εφαρµογή του γ.π. (4.8) σε κάθε έναν από 
αυτούς, διαπιστώνεται ότι κανένας δεν παρουσιάζει µικρότερο άθροισµα απλών 
απόλυτων σφαλµάτων από τον προηγούµενο καλύτερο συνδυασµό. Εποµένως, η 
διαδικασία τερµατίζεται εδώ, µε καλύτερο υποσύνολο µεταβλητών το x1-x2-x3-x4-
x6-x7. Τα βήµατα που περιγράφηκαν πριν, παρουσιάζονται εποπτικά στον Πίνακα 
5.35. 
 

5.2.1.2 Άθροισµα Τετραγωνικών Σφαλµάτων 

 
 Εδώ εφαρµόζονται οι προτεινόµενες προσεγγίσεις, υλοποιώντας το γ.π. (4.12) 
σε κάθε βήµα τους. Τα αποτελέσµατα των διερευνήσεων αυτών, φαίνονται στον 
Πίνακα 5.36. 
 

Πίνακας 5.36: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.12), στα 
δεδοµένα Belle Ayr Liquefaction Runs. 

Εξεταζόµενη Μέθοδος 

Προς τα Εµπρός Ποιοτική Παλινδρόµηση Προς τα Πίσω Ποιοτική Παλινδρόµηση α/α 

Συνδυασµός Sum(σ
2
) Συνδυασµός Sum(σ

2
) 

1 x6 1.10052 x1-x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.75478 
2 x1-x6 1.06922 x1-x2-x3-x4-x5-x6 0.79353 
3 x2-x6 0.93211 x1-x2-x3-x4-x5-x7 0.79239 
4 x3-x6 0.97482 x1-x2-x3-x4-x6-x7 0.75461 

5 x4-x6 0.92539 x1-x2-x3-x5-x6-x7 0.76618 
6 x5-x6 1.08096 x1-x2-x4-x5-x6-x7 0.75647 
7 x6-x7 0.85310 x1-x3-x4-x5-x6-x7 0.79480 
8 x1-x4-x6 0.90383 x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.77565 
9 x2-x4-x6 0.82054 x1-x2-x3-x4-x6 0.79314 

10 x3-x4-x6 0.92300 x1-x2-x3-x4-x7 0.85229 
11 x4-x5-x6 0.91807 x1-x2-x3-x6-x7 0.76614 
12 x4-x6-x7 0.82193 x1-x2-x4-x6-x7 0.75635 
13 x1-x2-x4-x6 0.79936 x1-x3-x4-x6-x7 0.79797 
14 x2-x3-x4-x6 0.81412 x2-x3-x4-x6-x7 0.77556 
15 x2-x4-x5-x6 0.82078   
16 x2-x4-x6-x7 0.77814   
17 x1-x2-x4-x6-x7 0.75635   
18 x2-x3-x4-x6-x7 0.77556   
19 x2-x4-x5-x6-x7 0.77821   
20 x1-x2-x3-x4-x6-x7 0.75461   
21 x1-x2-x4-x5-x6-x7 0.75647   
22 x1-x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.75478   

Προτεινόµενο καλύτερο 
υποσύνολο 

x1-x2-x3-x4-x6-x7  x1-x2-x3-x4-x6-x7 
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 Αυτό που εύκολα γίνεται αντιληπτό, είναι ότι οι δύο εξεταζόµενες 
προσεγγίσεις, καταλήγουν στο ίδιο τελικό προτεινόµενο υποσύνολο µεταβλητών. 
Παρατηρώντας τους Πίνακες 5.35 και 5.36, διαπιστώνεται ότι σε κάθε βήµα κάθε 
προσέγγισης, εξετάζονται ακριβώς οι ίδιοι συνδυασµοί, κάτι το οποίο σηµαίνει ότι η 
εξέταση του αθροίσµατος των απλών και των τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών, 
οδηγεί ακριβώς στα ίδια αποτελέσµατα, σε ό,τι αφορά τα βήµατα των εξεταζόµενων 
διαδικασιών. Στη συνέχεια εξετάζονται αναλυτικά οι δύο προσεγγίσεις. Αρχή γίνεται 
µε την προς τα εµπρός βηµατική παλινδρόµησης. 
 

5.2.1.2.1 Προς τα εµπρός βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Στο πρώτο βήµα εξετάζονται όλες οι ανεξάρτητες µεταβλητές ως προς το 
άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων. Προκύπτει ότι η x6 παρουσιάζει το µικρότερο 
τέτοιο άθροισµα (1.10052), οπότε επιλέγεται για είσοδο στο µοντέλο παλινδρόµησης. 
Στο βήµα που ακολουθεί, εξετάζονται όλοι οι δυνατοί συνδυασµοί που προκύπτουν, 
θεωρώντας ότι η x6 θα µετέχει σε αυτούς. Με εφαρµογή του γ.π. (4.12) σε κάθε 
συνδυασµό αυτού του βήµατος, διαπιστώνεται ότι ο συνδυασµός x6-x7 παρουσιάζει 
το µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων. Έτσι, στο µοντέλο εισάγεται η x7 
και η διαδικασία συνεχίζεται εξετάζοντας τους συνδυασµούς που περιέχουν τις x6-x7. 
Η εξέταση αυτή δείχνει ότι καλύτερος συνδυασµός αναδεικνύεται, για το βήµα αυτό, 
ο x2-x6-x7, οπότε εισέρχεται στο µοντέλο η x2. 
 

Πίνακας 5.37: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα εµπρός 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Belle Ayr Liquefaction Runs. 

Βήµα Εξεταζόµενοι Συνδυασµοί 
Καλύτερος 

Συνδυασµός 

Άθροισµα 

Τετραγωνικών 

Σφαλµάτων 

Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Είσοδος 

Μεταβλητής 

στο Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 x6 1.101 x6 

2 
x1-x6, x2-x6, x3-x6, 
x4-x6, x5-x6, x6-x7 

x6-x7 0.853 x7 

3 
x1-x6-x7, x2-x6-x7, x3-x6-x7, 

x4-x6-x7, x5-x6-x7 
x2-x6-x7 0.815 x2 

4 
x1-x2-x6-x7, x2-x3-x6-x7, 
x2-x5-x6-x7, x2-x4-x6-x7 

x2-x4-x6-x7 0.778 x4 

5 
x1-x2-x4-x6-x7, 
x2-x3-x4-x6-x7, 

x2-x4-x5-x6-x7 

x1-x2-x4-x6-x7 0.756 x1 

6 
x1-x2-x3-x4-x6-x7, 

x1-x2-x4-x5-x6-x7 
x1-x2-x3-x4-x6-x7 0.755 x3 

7 x1-x2-x3-x4-x5-x6-x7 - - - 
     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών: x1-x2-x3-x4-x6-x7 
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Στο επόµενο βήµα εξετάζονται οι δυνατοί συνδυασµοί που περιέχουν τις µεταβλητές 
αυτές και προκύπτει ότι µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων, σε σχέση µε 
το αντίστοιχο του προηγούµενου βήµατος, δίνει ο συνδυασµός x2-x4-x6-x7. Συνεπώς, 
στο µοντέλο εισάγεται η x4. Με παρόµοιο τρόπο εξετάζονται οι συνδυασµοί που 
περιέχουν τις x2-x4-x6-x7. Προκύπτει ότι καλύτερος συνδυασµός για το βήµα αυτό 
είναι ο x1-x2-x4-x6-x7, οπότε εισάγεται στο µοντέλο η x1. Η διαδικασία συνεχίζεται 
εξετάζοντας τους συνδυασµούς που περιέχουν τις µεταβλητές του καλύτερου 
συνδυασµού για το τελευταίο εξετασθέν βήµα και προκύπτει ότι νέος καλύτερος 
συνδυασµός αναδεικνύεται ο x1-x2-x3-x4-x6-x7. Στο µοντέλο εισάγεται η x3, ενώ η 
διαδικασία σταµατά στο σηµείο αυτό, καθώς ο συνδυασµός που αποµένει να 
εξεταστεί (ο οποίος περιέχει όλες τις διαθέσιµες ανεξάρτητες µεταβλητές), δε δίνει 
µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων από τον καλύτερο συνδυασµό του 
προηγούµενου βήµατος. Εποµένως, καλύτερο προτεινόµενο υποσύνολο µεταβλητών 
αναδεικνύεται το x1-x2-x3-x4-x6-x7. Η όλη διαδικασία φαίνεται στα βήµατα που 
περιέχει ο Πίνακας 5.37. 
 

5.2.1.2.2 Προς τα πίσω βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Ο συνδυασµός ο οποίος περιέχει όλες τις διαθέσιµες ανεξάρτητες µεταβλητές, 
δίνει άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων, υλοποιώντας το γ.π. (4.12), ίσο µε 0.75478. 
Αφαιρώντας από τον συνδυασµό αυτόν µία κάθε φορά µεταβλητή, προκύπτουν επτά 
συνδυασµοί, οι οποίοι εξετάζονται και αυτοί ως το άθροισµα των τετραγωνικών 
σφαλµάτων που παρουσιάζουν µε βάση το γ.π. (4.12). Προκύπτει, όµως, ότι ο 
συνδυασµός x1-x2-x3-x4-x6-x7 δίνει µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων 
σε σχέση µε τον αρχικό συνδυασµό, οπότε η x5 πρέπει να εξέρθει του µοντέλου 
παλινδρόµησης. 
 

Πίνακας 5.38: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα πίσω 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων, στα δεδοµένα 

Belle Ayr Liquefaction Runs. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος 

Συνδυασµός 

Άθροισµα 

Τετραγωνικών  

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Έξοδος 

Μεταβλητής 

από το Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 

x1-x2-x3-x4-x5-x6 
x1-x2-x3-x4-x5-x7 
x1-x2-x3-x4-x6-x7 
x1-x2-x3-x5-x6-x7 
x1-x2-x4-x5-x6-x7 
x1-x3-x4-x5-x6-x7 
x2-x3-x4-x5-x6-x7  

x1-x2-x3-x4-x6-x7 0.755 x5 

2 

x1-x2-x3-x4-x6, 

x1-x2-x4-x6-x7, 
x1-x3-x4-x6-x7, 

x1-x2-x3-x6-x7, 

x1-x2-x3-x4-x6, 

x2-x3-x4-x6-x7 

- - - 

     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x3-x4-x6-x7 
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Από τον τελευταίο συνδυασµό που επιλέχθηκε ως ο καλύτερος, αφαιρείται πάλι µία 
κάθε φορά µεταβλητή και οι νέοι συνδυασµοί εξετάζονται µε βάση την αντικειµενική 
συνάρτηση του γ.π. (4.12). ∆ιαπιστώνεται στο σηµείο αυτό ότι κανένας από τους 
συνδυασµούς αυτούς δε δίνει µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων από τον 
προηγούµενο, οπότε η διαδικασία σταµατά εδώ. Καλύτερο προτεινόµενο υποσύνολο 
µεταβλητών αναδεικνύεται µε τον τρόπο αυτό ο συνδυασµός x1-x2-x3-x4-x6-x7. Η 
διαδικασία αυτή, φαίνεται στον Πίνακα 5.38. 
 

5.2.1.3 Συντελεστής προσδιορισµού 

 
 Στο σηµείο αυτό θα αναζητηθεί το καλύτερο υποσύνολο µεταβλητών για τα 
δεδοµένα του Πίνακα 5.30, µε την υλοποίηση του γ.π. (4.17) για κάθε εξεταζόµενο 
συνδυασµό ο οποίος προκύπτει κατά τη διαδικασία διερεύνησης. 
 

5.2.1.3.1 Προς τα Πίσω Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση 

 
Αρχικά, γίνεται η θεώρηση ότι στο µοντέλο παλινδρόµησης µετέχουν όλες οι 

διαθέσιµες µεταβλητές. Για τον συνδυασµό αυτό των µεταβλητών, εφαρµόζεται το 
γ.π. (4.17) και προκύπτει η τιµή για την αντικειµενική που εξετάζεται, η οποία 
αντιστοιχεί σε ένα συγκεκριµένο συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης (στην 
προκειµένη περίπτωση, προκύπτει R

2 = 47.821%). Στη συνέχεια, από τον αρχικό 
συνδυασµό αφαιρείται µία κάθε φορά µεταβλητή και για κάθε έναν από τους 
συνδυασµού που προκύπτουν µε τον τρόπο αυτό, υλοποιείται το γ.π. (4.17). Τα 
αποτελέσµατα συγκρίνονται µε το αντίστοιχο του αρχικού συνδυασµού. 
 

Πίνακας 5.39: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.17), στα 
δεδοµένα Belle Ayr Liquefaction Runs. 

Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός 

Τιµή 

Αντικειµενικής 

Συνάρτησης 

( ( )2

1

ˆ
n

i i

i

y y
=

−∑ ) 

( )2

1

n

i

i

y Y
=

−∑  
Υπολογιζόµενος 

R
2
 

x1-x2-x3-x4-x5-x6-x7 3983.98 47.821% 

x1-x2-x3-x4-x5-x6 2007.65 73.705% 

x1-x2-x3-x4-x5-x7 2664.56 65.102% 

x1-x2-x3-x4-x6-x7 2631.02 65.541% 

x1-x2-x3-x5-x6-x7 2597.15 65.985% 

x1-x2-x4-x5-x6-x7 2541.07 66.719% 

x1-x3-x4-x5-x6-x7 3463.13 54.643% 

x2-x3-x4-x5-x6-x7 2291.77 69.984% 

x1-x2-x3-x4-x5 3183.4 58.306% 

x1-x2-x3-x4-x6 2582.86 66.172% 

x1-x2-x3-x5-x6 2505.86 67.180% 

x1-x2-x4-x5-x6 2583.34 66.165% 

x1-x3-x4-x5-x6 3387.84 55.629% 

x2-x3-x4-x5-x6 2681.33 

7635.20 

64.882% 
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Η εξέταση αυτή δείχνει ότι υπάρχει συνδυασµός µε καλύτερη τιµή για την 
αντικειµενική συνάρτηση που εξετάζεται από την αντίστοιχη για τον αρχικό 
συνδυασµό. Ο συνδυασµός αυτός είναι ο x1-x2-x3-x4-x5-x6, οπότε εξάγεται η 
µεταβλητή x7 από το µοντέλο. Από τον συνδυασµό x1-x2-x3-x4-x5-x6, αφαιρείται 
µία κάθε φορά µεταβλητή, έτσι ώστε στο βήµα αυτό να εξεταστούν όλοι οι 
συνδυασµοί οι οποίοι προκύπτουν µε τον τρόπο αυτό µε χρήση του γ.π. (4.17). Τα 
αποτελέσµατα συγκρίνονται µε το αντίστοιχο για τον συνδυασµό από τον οποίο 
προέκυψαν όλοι οι προηγούµενοι και ελέγχεται εάν υπάρχει κάποιος ο οποίος να δίνει 
καλύτερο αποτέλεσµα για την υπό εξέταση αντικειµενική. Η εξέταση αυτή, δείχνει 
ότι δεν προκύπτει τέτοιος συνδυασµός στο βήµα αυτό, οπότε η διαδικασία σταµατά 
εδώ και καλύτερο υποσύνολο µεταβλητών υποδεικνύεται το x1-x2-x3-x4-x5-x6. Τα 
αποτελέσµατα των διερευνήσεων αυτών δίνονται στον Πίνακα 5.39, ενώ τα βήµατα 
αυτής της διαδικασίας, φαίνονται στον Πίνακα 5.40. 
 

Πίνακας 5.40: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα πίσω 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για τον συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης, στα 

δεδοµένα Belle Ayr Liquefaction Runs. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι  

Συνδυασµοί 

Καλύτερος 

Συνδυασµός 

R
2
 Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Έξοδος 

Μεταβλητής 

από το Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 

x1-x2-x3-x4-x5-x6 
x1-x2-x3-x4-x5-x7 
x1-x2-x3-x4-x6-x7 
x1-x2-x3-x5-x6-x7 
x1-x2-x4-x5-x6-x7 
x1-x3-x4-x5-x6-x7 
x2-x3-x4-x5-x6-x7  

x1-x2-x3-x4-x5-x6 73.705% x7 

2 

x1-x2-x3-x4-x5, 

x1-x2-x3-x4-x6, 
x1-x2-x3-x5-x6, 

x1-x2-x4-x5-x6, 

x1-x3-x4-x5-x6, 

x2-x3-x4-x5-x6 

- - - 

     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x3-x4-x5-x6 

 

5.2.1.4 Σύγκριση Αποτελεσµάτων - Συµπεράσµατα 

 
 Στην παράγραφο αυτή, θα πραγµατοποιηθεί η σύγκριση των αποτελεσµάτων 
που δίδουν οι προτεινόµενες µεθοδολογίες βηµατικής ποιοτικής παλινδρόµησης. Ο 
Πίνακας 5.41 συγκεντρώνει τα αποτελέσµατα των συγκρινόµενων µεθοδολογιών. 
 

Σε γενικές γραµµές, µπορεί να διατυπωθεί ο ισχυρισµός ότι ισχύουν οι 
παρατηρήσεις που έγιναν για τα αποτελέσµατα στο προηγούµενο σετ δεδοµένων. Ότι 
δηλαδή για κάθε εξεταζόµενο συνδυασµό υπάρχουν µεγάλες αποκλίσεις µεταξύ του 
R

2 των κλασσικών µεθόδων βηµατικής παλινδρόµησης σε σχέση µε τα αντίστοιχα για 
την προτεινόµενη µεθοδολογία βηµατικής ποιοτικής παλινδρόµησης. 
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Πίνακας 5.41: Αποτελέσµατα των χρησιµοποιούµενων προτεινόµενων µεθοδολογιών 
βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Belle Ayr Liquefaction Runs. 

Βηµατική 

Παλινδρόµηση 
Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση 

Εµπρός 

Επιλογή 

Πίσω 

Απαλοιφή 

Απλά Απόλυτα 

Σφάλµατα 
Τετραγωνικά Σφάλµατα Εξεταζόµενος Συνδυασµός 

R
2
 R

2
 ( )∑ + -

i i

i

σ +σ  R
2
 ( ))∑ + 2 - 2

i i

i

(σ ) +(σ  R
2
 

x1-x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.905 0.905 3.11873 0.49701 0.75478 0.66509

x1-x2-x3-x4-x5-x6 0.87 0.87 3.19531 0.59934 0.79353 0.67042

x1-x2-x3-x4-x5-x7 0.847 0.847 3.27795 0.59298 0.79239 0.60822

x1-x2-x3-x4-x6-x7 0.905 0.905 3.11732 0.50445 0.75461 0.66625

x1-x2-x3-x5-x6-x7 0.905 0.905 3.15584 0.54482 0.76618 0.65142

x1-x2-x4-x5-x6-x7 0.905 0.905 3.12898 0.56621 0.75647 0.67338

x1-x3-x4-x5-x6-x7 0.905 0.905 3.19929 0.48426 0.79480 0.63573

x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.905 0.905 3.13906 0.49163 0.77565 0.64642

x1-x2-x3-x4-x6 0.87 0.87 3.19403 0.60163 0.79314 0.67108

x1-x2-x3-x4-x7 0.834 0.834 3.27661 0.55450 0.85229 0.64918

x1-x2-x3-x6-x7 0.905 0.905 3.15389 0.54905 0.76614 0.65682

x1-x2-x4-x6-x7 0.905 0.905 3.12696 0.56753 0.75635 0.67506

x1-x3-x4-x6-x7 0.905 0.905 3.22818 0.52063 0.79797 0.65079

x2-x3-x4-x6-x7 0.905 0.905 3.13825 0.49836 0.77556 0.64671

x1-x2-x4-x6 0.813 0.813 3.19488 0.64205 0.79936 0.67543

x2-x3-x4-x6 0.826 0.844 3.21757 0.60059 0.81412 0.66763

x2-x4-x5-x6 0.87 0.87 3.21944 0.62158 0.82078 0.69969

x2-x4-x6-x7 0.834 0.834 3.14836 0.52701 0.77814 0.60414

x1-x4-x6 0.87 0.87 3.31521 0.52997 0.90383 0.63789

x2-x4-x6 0.87 0.87 3.21847 0.60670 0.82054 0.66705

x3-x4-x6 0.87 0.87 3.32666 0.51399 0.92300 0.60558

x4-x5-x6 0.87 0.87 3.29840 0.51808 0.91807 0.60968

x4-x6-x7 0.905 0.905 3.25530 0.49860 0.82193 0.64313

x1-x6 0.87 0.87 3.86277 0.64800 1.06922 0.64546

x2-x6 0.87 0.87 3.64066 0.67531 0.93211 0.68585

x3-x6 0.87 0.87 3.61351 0.49606 0.97482 0.56099

x3-x7 0.667 0.667 5.30425 0.38882 1.82410 0.31407

x4-x6 0.87 0.87 3.32231 0.51484 0.92539 0.62536

x5-x6 0.87 0.87 3.86405 0.54623 1.08096 0.60918

x6-x7 0.905 0.905 3.32279 0.52256 0.85310 0.63434

x6 0.87 0.87 3.86132 0.64046 1.10052 0.64006

 
 Ακόµα, οι αποκλίσεις στα αποτελέσµατα αυτά αµβλύνονται, εάν συγκριθούν 
µεταξύ τους τα αποτελέσµατα που δίνει η χρησιµοποίηση των δύο διαφορετικών 
κριτηρίων (άθροισµα απλών και τετραγωνικών σφαλµάτων) στην ίδια (προτεινόµενη) 
µεθοδολογία. Παράλληλα, ισχύει και εδώ η παρατήρηση ότι συνδυασµοί που δίδουν 
µικρότερο άθροισµα σφαλµάτων, εµφανίζουν µεγαλύτερο συντελεστή πολλαπλής 
παλινδρόµησης. ∆εν ισχύει, ωστόσο, πάντα η αρχή της αναλογικότητας, δηλαδή δεν 
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µπορεί να ισχυριστεί κανείς ότι µεταξύ δύο συγκεκριµένων συνδυασµών αυτός που 
παρουσιάζει το µικρότερο άθροισµα απλών ή τετραγωνικών σφαλµάτων θα 
παρουσιάζει και τον µεγαλύτερο συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης. 
Εφαρµόζοντας τις διαδικασίες που περιγράφονται στις παραγράφους 4.3.1.1 και 
4.3.1.2, προκύπτει ότι, µε βάση τα δύο αυτά κριτήρια, καταλήγουµε στο ίδιο τελικό 
προτεινόµενο καλύτερο υποσύνολο µεταβλητών. Όλα δηλαδή τα κριτήρια για την 
προτεινόµενη µεθοδολογία, καταλήγουν στο τελικό υποσύνολο µεταβλητών. 
 
 Σε ότι αφορά τις παρατηρήσεις οι οποίες µπορούν να γίνουν συγκρίνοντας τα 
αποτελέσµατα για όλα τα προτεινόµενα κριτήρια, αυτές µπορούν να προκύψουν 
εξετάζοντας τα περιεχόµενα του Πίνακα 5.42. Ο τελευταίος πίνακας συνοψίζει τα 
αποτελέσµατα για τα τρία κριτήρια που εξετάζονται στα πλαίσια των προτεινόµενων 
µεθοδολογιών βηµατικής ποιοτικής παλινδρόµησης. 
 
Πίνακας 5.42: Αποτελέσµατα των χρησιµοποιούµενων τριών κριτηρίων, στα πλαίσια των 

προτεινόµενων µεθοδολογιών βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Belle Ay 
Liquefaction Runs. 

Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση 

Απλά Απόλυτα 

Σφάλµατα 
Τετραγωνικά Σφάλµατα 

Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός 
R

2
 

( )∑ + -

i i

i

σ +σ  R
2
 ( ))∑ + 2 - 2

i i

i

(σ ) +(σ  R
2
 

x1-x2-x3-x4-x5-x6-x7  47.821% 3.11873 0.49701 0.75478 0.66509 

x1-x2-x3-x4-x5-x6  73.705% 3.19531 0.59934 0.79353 0.67042 

x1-x2-x3-x4-x5-x7  65.102% 3.27795 0.59298 0.79239 0.60822 

x1-x2-x3-x4-x6-x7  65.541% 3.11732 0.50445 0.75461 0.66625 

x1-x2-x3-x5-x6-x7  65.985% 3.15584 0.54482 0.76618 0.65142 

x1-x2-x4-x5-x6-x7  66.719% 3.12898 0.56621 0.75647 0.67338 

x1-x3-x4-x5-x6-x7  54.643% 3.19929 0.48426 0.79480 0.63573 

x2-x3-x4-x5-x6-x7  69.984% 3.13906 0.49163 0.77565 0.64642 

x1-x2-x3-x4-x5  58.306% 3.48694 0.69936 0.83875 0.60455 

x1-x2-x3-x4-x6  66.172% 3.19403 0.60163 0.79314 0.67108 

x1-x2-x3-x5-x6  67.180% 3.33701 0.62766 0.80717 0.64279 

x1-x2-x4-x5-x6  66.165% 3.19618 0.63641 0.79970 0.67482 

x1-x3-x4-x5-x6  55.629% 3.27333 0.51132 0.89221 0.59874 

 
 Αυτό που µπορεί να ισχυριστεί κανείς, είναι ότι τα αποτελέσµατα για τη 
χρησιµοποίηση του συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης ως κριτήριο 
βελτιστοποίησης στα πλαίσια της προτεινόµενης µεθοδολογίας, οδηγεί, σε γενικές 
γραµµές, σε καλύτερα ή παραπλήσια αποτελέσµατα για κάθε συνδυασµό από τα 
αντίστοιχα κριτήρια του αθροίσµατος των απόλυτων σφαλµάτων. Ακόµα, όµως, µια 
σηµαντική παρατήρηση είναι ότι ακολουθώντας τις διαδικασίες που περιγράφονται 
στις ενότητες 4.3.1 και 4.3.2, και τα τρία κριτήρια υποδεικνύουν το ίδιο υποσύνολο 
ως το καλύτερο για συµµετοχή στο ζητούµενο µοντέλο παλινδρόµησης. Στο σηµείο 
αυτό, θα εξεταστούν τα αποτελέσµατα που προκύπτουν για τις επιδόσεις των 
επιµέρους δεικτών που υιοθετήθηκαν κατά τη διάρκεια των διερευνήσεων. 
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Πίνακας 5.43: Αποτελέσµατα των επιµέρους χρησιµοποιούµενων δεικτών, στα πλαίσια των 
προτεινόµενων µεθοδολογιών βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Belle Ayr 

Liquefaction Runs. 

Απλά Απόλυτα Σφάλµατα Τετραγωνικά Σφάλµατα Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός R
2
 Sum(|e|) Sum(e

2
) MAPE R

2
 Sum(|e|) Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.49701 283.547 7183.544 0.558 0.66509 244.253 5203.534 0.502 

x1-x2-x3-x4-x5-x6 0.59934 305.195 7799.146 0.605 0.67042 248.879 4990.179 0.493 

x1-x2-x3-x4-x5-x7 0.59298 291.345 8036.468 0.609 0.60822 270.680 6294.832 0.547 

x1-x2-x3-x4-x6-x7 0.50445 279.757 6980.166 0.550 0.66625 244.536 5188.698 0.502 

x1-x2-x3-x5-x6-x7 0.54482 247.453 6362.269 0.516 0.65142 250.148 5636.951 0.520 

x1-x2-x4-x5-x6-x7 0.56621 257.787 5899.511 0.500 0.67338 243.960 5339.324 0.502 

x1-x3-x4-x5-x6-x7 0.48426 302.542 8523.173 0.592 0.63573 263.869 5758.424 0.522 

x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.49163 281.872 7281.066 0.557 0.64642 249.683 5476.791 0.515 

x1-x2-x3-x4-x6 0.60163 301.419 7663.703 0.601 0.67108 248.653 4978.021 0.493 

x1-x2-x3-x4-x7 0.55450 264.573 6523.691 0.557 0.64918 254.182 5418.485 0.525 

x1-x2-x3-x6-x7 0.54905 244.682 6226.701 0.511 0.65682 247.554 5551.869 0.513 

x1-x2-x4-x6-x7 0.56753 256.057 5825.108 0.496 0.67506 244.417 5323.704 0.502 

x1-x3-x4-x6-x7 0.52063 296.812 7889.982 0.575 0.65079 262.812 5438.573 0.512 

x2-x3-x4-x6-x7 0.49836 278.473 7097.344 0.550 0.64671 249.897 5474.716 0.515 

x1-x2-x4-x6 0.64205 284.923 6850.973 0.563 0.67543 255.761 5227.331 0.505 

x2-x3-x4-x6 0.60059 291.714 7694.900 0.587 0.65304 261.899 5339.656 0.520 

x2-x4-x5-x6 0.62158 290.607 7380.124 0.578 0.66668 255.181 5415.734 0.510 

x2-x4-x6-x7 0.52701 272.498 6658.904 0.533 0.65751 249.898 5627.713 0.516 

x1-x4-x6 0.52997 420.228 14054.130 0.770 0.63789 274.172 6416.292 0.530 

x2-x4-x6 0.60670 300.047 7357.166 0.590 0.66705 254.518 5403.661 0.509 

x3-x4-x6 0.51399 373.566 11849.280 0.705 0.60558 277.846 6591.621 0.530 

x4-x5-x6 0.51808 399.125 13925.690 0.756 0.60968 273.693 6808.596 0.543 

x4-x6-x7 0.49860 316.837 8653.529 0.613 0.64313 269.569 5715.993 0.533 

x1-x6 0.64800 283.050 7770.043 0.513 0.64546 285.180 7714.661 0.518 

x2-x6 0.67531 259.760 5477.921 0.553 0.68585 236.658 4763.720 0.480 

x3-x6 0.49606 448.038 17158.640 0.829 0.56099 309.591 7693.557 0.575 

x4-x6 0.51484 351.365 10140.280 0.655 0.62536 275.546 6626.059 0.538 

x5-x6 0.54623 314.466 8941.487 0.572 0.60918 280.814 7788.450 0.531 

x6-x7 0.52256 292.113 8034.785 0.577 0.63434 279.465 5885.867 0.539 

x6 0.64046 278.856 7542.508 0.520 0.64006 287.032 7807.246 0.522 
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Ο Πίνακας 5.43 συνοψίζει τα αποτελέσµατα για τους δείκτες αυτούς, για κάθε 
κριτήριο και κάθε συνδυασµό. Για το συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων, 
παρουσιάζονται µερικές σηµαντικές αποκλίσεις µεταξύ των τιµών των δεικτών για 
τους περισσότερους εξεταζόµενους συνδυασµούς, ανάλογα µε το κριτήριο 
βελτιστοποίησης. Αυτό που φαίνεται να ισχύει, είναι ότι οι επιµέρους δείκτες 
αποδίδουν καλύτερα στην περίπτωση ελαχιστοποίησης του αθροίσµατος των 
τετραγωνικών σφαλµάτων. Αξιοσηµείωτο, πάντως, είναι το γεγονός ότι κατά την 
εξέταση των επιµέρους συνδυασµών στα βήµατα που ακολουθήθηκαν, υπάρχουν 
συνδυασµοί οι οποίοι υπερτερούν σε ορισµένους δείκτες αξιολόγησης έναντι των 
αντίστοιχων του υποδεικνυόµενου ως «καλύτερου» συνδυασµού. Ένα τέτοιο γεγονός 
ίσως υποδεικνύει ότι οι δείκτες αυτοί είναι ανταγωνιστικοί µεταξύ τους. 
 

5.2.2 Πρακτική Εφαρµογή 4: Τα ∆εδοµένα Body Fat of Females 

 
 Αυτά τα δεδοµένα είναι διαθέσιµα στο διαδίκτυο και βρίσκονται στη βάση 
δεδοµένων που διατηρείται στην ακόλουθη ηλεκτρονική διεύθυνση: 
http://www.sci.usq.edu.au/staff/dunn/Datasets/applications/health/bodyfat.html. 
 

Πίνακας 5.44: Τα δεδοµένα Body Fat of Females. 

α/α y x1 x2 x3 

1 11.9 19.5 43.1 29.1 

2 22.8 24.7 49.8 28.2 

3 18.7 30.7 51.9 37 

4 20.1 29.8 54.3 31.1 

5 12.9 19.1 42.2 30.9 

6 21.7 25.6 53.9 23.7 

7 27.1 31.4 58.5 27.6 

8 25.4 27.9 52.1 30.6 

9 21.3 22.1 49.9 23.2 

10 19.3 25.5 53.5 24.8 

11 25.4 31.1 56.6 30 

12 27.2 30.4 56.7 28.3 

13 11.7 18.7 46.5 23 

14 17.8 19.7 44.2 28.6 

15 12.8 14.6 42.7 21.3 

16 23.9 29.5 54.4 30.1 

17 22.6 27.7 55.3 25.7 

18 25.4 30.2 58.6 24.6 

19 14.8 22.7 48.2 27.1 

20 21.1 25.2 51 27.5 

 
Τα δεδοµένα που φαίνονται στον Πίνακα 5.44 αφορούν την πρόβλεψη της 

ποσότητας λίπους στο γυναικείο σώµα, µε βάση τις διαστάσεις τριών 
ανθρωποµετρικών χαρακτηριστικών, για 20 υγιείς γυναίκες ηλικίας 20-34 ετών. Τα 
χαρακτηριστικά αυτά είναι: διάσταση τρικέφαλων (x1, σε άγνωστο µετρικό σύστηµα), 

περιφέρεια µηρών (x2, σε άγνωστο µετρικό σύστηµα), περιφέρεια αγκώνα χεριού (x3, σε 
άγνωστο µετρικό σύστηµα). Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι µετρήσεις λήφθηκαν µε τη χρήση 
ακριβής µεθόδου και εξοπλισµού, οπότε θα ήταν χρήσιµο εάν προέκυπτε ένα αξιόπιστο 
µοντέλο παλινδρόµησης για την πρόβλεψη λίπους στο σώµα µε βάση τα τρία εξεταζόµενα 
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χαρακτηριστικά, αφού οι µετρήσεις για τα υπόλοιπα χαρακτηριστικά µπορούν να ληφθούν 
εύκολα και ανέξοδα. Οι συσχετίσεις όλων των µεταβλητών µεταξύ τους, παρουσιάζονται 
στον Πίνακα 5.45. 
 

Πίνακας 5.45: Συσχετίσεις µεταξύ των µεταβλητών των δεδοµένων. 

 x1 x2 x3 y 

x1 1.000    

x2 0.924 1.000   

x3 0.458 0.085 1.000  

y 0.843 0.878 0.142 1.000 

 
 Στον Πίνακα 5.46 συγκεντρώνονται τα αποτελέσµατα των διερευνήσεων για 
κάθε συνδυασµό µεταβλητών των διαθέσιµων δεδοµένων. 
 
Πίνακας 5.46: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή της βηµατικής παλινδρόµησης, µε τη χρήση 

του πακέτου SPSS v.12, στα δεδοµένα Body Fat of Females. 

 Βηµατική Παλινδρόµηση Εµπρός Επιλογή Πίσω Απαλοιφή 

Συνδυασµός R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

x1-x2-x3 0.986 0.985 2.584 0.986 0.985 2.584 0.986 0.985 2.584 

x1-x2 0.983 0.982 2.760 0.983 0.982 2.760 0.983 0.982 2.760 

x1-x3 0.986 0.985 2.584 0.986 0.985 2.584 0.986 0.985 2.584 

x2-x3 0.974 0.973 3.429 0.974 0.973 3.429 0.974 0.973 3.429 

x1 0.983 0.982 2.760 0.983 0.982 2.760 0.983 0.982 2.760 

x2 0.974 0.973 3.429 0.974 0.973 3.429 0.974 0.973 3.429 

x3 0.936 0.932 5.408 0.936 0.932 5.408 0.936 0.932 5.408 

 
Πίνακας 5.47: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.8), στα δεδοµένα 

Body Fat of Females. 

Εξεταζόµενη Μέθοδος 

Προς τα Εµπρός Ποιοτική Παλινδρόµηση Προς τα Πίσω Ποιοτική Παλινδρόµηση α/α 

Συνδυασµός Sum(|σ|) Συνδυασµός Sum(|σ|) 

1 x1 2.45523 x1-x2-x3 1.92439 
2 x2 2.04633 x1-x2 2.02053 
3 x3 4.21008 x1-x3 2.46032 
4 x1-x2 2.02053 x2-x3 1.92304 

5 x2-x3 1.92304 x2 2.04633 
6 x1-x2-x3 1.92439 x3 4.21008 

Προτεινόµενο καλύτερο 
υποσύνολο 

x2-x3  x2-x3 

 

5.2.2.1 Άθροισµα Απόλυτων Σφαλµάτων 

 
 Στην ενότητα αυτή θα εξεταστούν τα αποτελέσµατα που δίνουν οι 
προτεινόµενες µεθοδολογίες, µε βάση αρχικά το γ.π. (4.8), στα εξεταζόµενα δεδοµένα. 
Τα αποτελέσµατα των διερευνήσεων αυτών, φαίνονται στον Πίνακα 5.47. Αναλυτικά 
αποτελέσµατα για όλους τους συνδυασµούς µεταβλητών αυτού του συνόλου 
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δεδοµένων, στην περίπτωση εξέτασης του γ.π. (4.8), µπορούν να βρεθούν στον 
Πίνακα Α.4 του Παραρτήµατος. 
 

5.2.2.1.1 Προς τα εµπρός βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Στην αρχή εξετάζονται οι τρεις διαθέσιµες ανεξάρτητες µεταβλητές ως προς 
το άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων που παρουσιάζουν. Από αυτές, µικρότερο τέτοιο 
άθροισµα παρουσιάζει η x2, η οποία και εισέρχεται στο µοντέλο. Εξετάζοντας τους 
συνδυασµούς µε δύο µεταβλητές που προκύπτουν συµπεριλαµβάνοντας τη x2 σε 
αυτούς, διαπιστώνεται ότι καλύτερος συνδυασµός για το βήµα αυτό είναι ο x2-x3, 
καθώς παρουσιάζει µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων από τον συνδυασµό 
του προηγούµενου βήµατος και, άρα, η x3 εισέρχεται στο µοντέλο. Στη συνέχεια, 
εξετάζεται ο συνδυασµός που περιέχει και τις τρεις ανεξάρτητες µεταβλητές, αλλά 
διαπιστώνεται ότι αυτός δεν έχει µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων από τον 
προηγούµενο καλύτερο συνδυασµό. Έτσι, η διαδικασία σταµατά εδώ και καλύτερο 
υποσύνολο µεταβλητών για το µοντέλο παλινδρόµησης, υποδεικνύεται το x2-x3. 
Αξίζει, ωστόσο, στο σηµείο αυτό να γίνει η παρατήρηση ότι µε βάση το κριτήριο του 
αθροίσµατος των απλών σφαλµάτων, επιλέγεται ο συνδυασµός x2-x3, αλλά καλύτερο 
συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης, παρουσιάζει ο συνδυασµός x1-x2, όπως 
µπορεί να διαπιστωθεί στον Πίνακα Α.4 του Παραρτήµατος. Ο Πίνακας 5.48 
συνοψίζει την διαδικασία αυτή. 
 

Πίνακας 5.48: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα εµπρός 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα των απλών απόλυτων σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Body Fat of Females. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος  

Συνδυασµός 

Άθροισµα Απόλυτων 

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Είσοδος Μεταβλητής 

στο Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 x1, x2, x3 x2 2.046 x2 

2 x1-x2, x2-x3 x2-x3 1.923 x3 

3 x1-x2-x3 - - - 

     
Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x2-x3 

 

5.2.2.1.2 Προς τα πίσω βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Η διαδικασία που ακολουθείται εδώ, είναι η αντίστροφη της προηγούµενης 
παραγράφου. Αρχικά, όλες οι ανεξάρτητες µεταβλητές µετέχουν στο µοντέλο 
παλινδρόµησης και παρουσιάζουν άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων ίσο µε 1.924, 
όπως προκύπτει µε υλοποίηση του γ.π. (4.8). Αφαιρώντας µία κάθε φορά µεταβλητή 
από τον αρχικό συνδυασµό, προκύπτουν τρεις νέοι συνδυασµοί, οι οποίοι εξετάζονται 
ως προς το άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων. Ο συνδυασµός x2-x3 εµφανίζει 
µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων από τον αρχικό συνδυασµό, οπότε 
επιλέγεται ως ο καλύτερος για το βήµα αυτό και η µεταβλητή x1 εξέρχεται του 
µοντέλου. Οι συνδυασµοί που εξετάζονται στη συνέχεια, είναι δύο και προκύπτει ότι 
κανείς τους δε δίνει καλύτερο αποτέλεσµα για το άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων. 
Συνεπώς, η διαδικασία τερµατίζεται εδώ και ως καλύτερο υποσύνολο µεταβλητών 
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προτείνεται το x2-x3. Σηµειώνεται και στην περίπτωση αυτή, ότι, µε βάση τα 
στοιχεία του Πίνακα Α.4 του Παραρτήµατος, καλύτερο συντελεστή πολλαπλής 
παλινδρόµησης φαίνεται να εµφανίζει ο συνδυασµός x1-x2. Στον Πίνακα 5.49 
αποτυπώνονται τα βήµατα της παραπάνω διαδικασίας. 
 

Πίνακας 5.49: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα πίσω 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα των απλών απόλυτων σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Body Fat of Females. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος 

Συνδυασµός 

Άθροισµα Απόλυτων 

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Έξοδος Μεταβλητής 

από το Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 x1-x2, x1-x3, x2-x3 x2-x3 1.923 x1 

2 x2, x3 - - - 
     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x2-x3 

 

5.2.2.2 Άθροισµα Τετραγωνικών Σφαλµάτων 

 
 Οι προτεινόµενες µεθοδολογίες θα εξεταστούν εδώ βάσει του κριτηρίου του 
αθροίσµατος των τετραγωνικών σφαλµάτων, µε τη χρήση του γ.π. (4.12), ώστε να 
εντοπιστεί το «καλύτερο» υποσύνολο µεταβλητών. Ο Πίνακας 5.50 συγκεντρώνει 
όλα τα αποτελέσµατα αυτής της εξέτασης, ενώ αναλυτικά αποτελέσµατα για όλους 
τους συνδυασµούς µεταβλητών, στην περίπτωση αυτή, µπορούν να βρεθούν στον 
Πίνακα Α.5 του Παραρτήµατος. 
 

Πίνακας 5.50: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.12), στα 
δεδοµένα Body Fat of Females. 

Εξεταζόµενη Μέθοδος 

Προς τα Εµπρός Ποιοτική Παλινδρόµηση Προς τα Πίσω Ποιοτική Παλινδρόµηση α/α 

Συνδυασµός Sum(σ
2
) Συνδυασµός Sum(σ

2
) 

1 x1 0.532849 x1-x2-x3 0.344421 

2 x2 0.498789 x1-x2 0.379035 
3 x3 1.732601 x1-x3 0.53333 
4 x1-x2 0.379035 x2-x3 0.359602 
5 x2-x3 0.359602   
6 x1-x2-x3 0.344421   

Προτεινόµενο καλύτερο 
υποσύνολο 

x1-x2-x3  x1-x2-x3 

 

5.2.2.2.1 Προς τα εµπρός βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Η εφαρµογή του γ.π. (4.12) στις τρεις ανεξάρτητες µεταβλητές των 
διαθέσιµων δεδοµένων, έδειξε ότι µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων, 
έδωσε η x2, οπότε αυτή θα εισέλθει πρώτη στο µοντέλο παλινδρόµησης. Οι 
συνδυασµοί που περιέχουν την x2, εξετάζονται µε παρόµοιο τρόπο και διαπιστώνεται 
ότι καλύτερος συνδυασµός για το βήµα αυτό, είναι ο x2-x3, οπότε η x3 εισάγεται στο 
µοντέλο. Στο επόµενο βήµα εξετάζεται ο εναποµείνας συνδυασµός x1-x2-x3, ο 
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οποίος παρουσιάζει µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων από τον προηγούµενο 
καλύτερο συνδυασµό και η x1 εισάγεται στο µοντέλο. Έτσι, η διαδικασία λαµβάνει 
τέλος στο σηµείο αυτό, αφού δεν υπάρχουν άλλοι δυνατοί συνδυασµοί να εξεταστούν, 
και καλύτερο υποσύνολο µεταβλητών αναδεικνύεται το x1-x2-x3. Αξιοσηµείωτο 
είναι το γεγονός ότι, όπως και στην περίπτωση του αθροίσµατος απλών απόλυτων 
σφαλµάτων, έτσι και στην περίπτωση του αθροίσµατος των τετραγωνικών 
σφαλµάτων, άλλο υποσύνολο υποδεικνύεται ως το καλύτερο, αλλά µε βάση τον 
συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης ο οποίος προκύπτει κατά την εξέταση, 
υποδεικνύεται καλύτερο υποσύνολο άλλος συνδυασµός µεταβλητών. Πιο 
συγκεκριµένα, εδώ, µε βάση το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων, καλύτερο 
υποσύνολο υποδεικνύεται το x1-x2-x3, αλλά καλύτερο συντελεστή πολλαπλής 
παλινδρόµησης εµφανίζει το υποσύνολο x1-x2 (βλ. Πίνακα Α.5 του Παραρτήµατος). 
Στον Πίνακα 5.51 φαίνονται τα βήµατα τα οποία ακολουθήθηκαν στα προηγούµενα. 
 

Πίνακας 5.51: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα εµπρός 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Body Fat of Females. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος  

Συνδυασµός 

Άθροισµα Τετραγωνικών  

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Είσοδος Μεταβλητής 

στο Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 x1, x2, x3 x2 0.499 x2 

2 x1-x2, x2-x3 x2-x3 0.36 x3 

3 x1-x2-x3 x1-x2-x3 0.344 x1 

     
Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x3 

 

5.2.2.2.2 Προς τα πίσω βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Ακολουθώντας τα βήµατα τα οποία περιγράφονται στην παράγραφο 4.3.2.2, 
προκύπτει ότι ο αρχικός συνδυασµός x1-x2-x3 παρουσιάζει άθροισµα τετραγωνικών 
σφαλµάτων ίσο µε 0.344 και ότι κανένας από τους συνδυασµούς που εξετάζονται στο 
επόµενο βήµα, αφαιρώντας µία κάθε φορά µεταβλητή από αυτόν, δεν παρουσιάζει 
µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων. Έτσι, η διαδικασία σταµατά εδώ και 
καλύτερο προτεινόµενο υποσύνολο µεταβλητών για συµµετοχή στο µοντέλο 
παλινδρόµησης, µε βάση την προσέγγιση αυτή, αναδεικνύεται το x1-x2-x3. Παρόλα 
αυτά, ισχύει και εδώ η παρατήρηση ότι καλύτερο υποσύνολο αναδεικνύεται το x1-x2-
x3 µε βάση το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων, ενώ καλύτερο συντελεστή 
πολλαπλής παλινδρόµησης εµφανίζει το x1-x2 (βλ. Πίνακα Α.5 του Παραρτήµατος). 
Ο Πίνακας 5.52 συνοψίζει όλα τα παραπάνω. 
 

5.2.2.3 Συντελεστής προσδιορισµού 

 
 Ακολουθώντας τη διαδικασία που περιγράφεται στην παράγραφο 4.3.2.3, 
υπολογίζεται ο συντελεστής προσδιορισµού για τη συµµετοχή όλων των διαθέσιµων 
µεταβλητών που εξετάζονται στην περίπτωση αυτή. Ο Πίνακας 5.53 συνοψίζει τα 
αποτελέσµατα των διερευνήσεων για τους συνδυασµούς που εξετάστηκαν µε βάση το 
γ.π. (4.17). 
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Πίνακας 5.52: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα πίσω 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Body Fat of Females. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος 

Συνδυασµός 

Άθροισµα 

Τετραγωνικών  

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Έξοδος Μεταβλητής 

από το Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 x1-x2, x1-x3, x2-x3 - - - 

     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1- x2-x3 

 
 

Πίνακας 5.53: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.17), στα 
δεδοµένα Body Fat of Females. 

Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός 

Τιµή 

Αντικειµενικής 

Συνάρτησης 

( ( )2

1

ˆ
n

i i

i

y y
=

−∑ ) 

( )2

1

n

i

i

y Y
=

−∑  
Υπολογιζόµενος 

R
2
 

x1-x2-x3 104.201 78.966% 

x1-x2 129.699 73.819% 

x1-x3 154.348 68.843% 

x2-x3 205 

495,39 

58.618% 

 

5.2.2.3.1 Προς τα Πίσω Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση 

 
Προκύπτει εδώ ότι η τιµή για τον R2, για τον αρχικό συνδυασµό, είναι ίση µε 

78.966%. Στη συνέχεια εξετάζονται όλοι οι συνδυασµοί που προκύπτουν µε 
αφαίρεση µίας κάθε φορά µεταβλητής από τον αρχικό συνδυασµό, υλοποιώντας για 
κάθε έναν από αυτούς το γ.π. (4.17). Τα αποτελέσµατα αυτών των διερευνήσεων, 
δεικνύουν ότι δεν υπάρχει συνδυασµός ο οποίος να διαθέτει συντελεστή πολλαπλής 
παλινδρόµησης καλύτερο από αυτόν του προηγούµενου βήµατος, οπότε η διαδικασία 
σταµατά στο σηµείο αυτό. Καλύτερο υποσύνολο υποδεικνύεται, µε τον τρόπο αυτό, 
το x1-x2-x3. Τα βήµατα που περιγράφηκαν προηγουµένως, συνοψίζονται στον 
Πίνακα 5.54. 
 
 

Πίνακας 5.54: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα πίσω 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για τον συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης, στα 

δεδοµένα Body Fat of Females. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι  

Συνδυασµοί 

Καλύτερος 

Συνδυασµός 

R
2
 Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Έξοδος Μεταβλητής 

από το Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 x1-x2, x1-x3, x2-x3 - - - 

     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x3 
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5.2.2.4 Σύγκριση Αποτελεσµάτων - Συµπεράσµατα 

 
 Στην παράγραφο αυτή συγκεντρώνονται όλα τα αποτελέσµατα των 
διερευνήσεων που πραγµατοποιήθηκαν για όλα τα κριτήρια στα υπό εξέταση 
δεδοµένα. Ο Πίνακας 5.55 συγκεντρώνει τα αποτελέσµατα των συγκρινόµενων 
µεθοδολογιών. 
 

Πίνακας 5.55: Αποτελέσµατα των χρησιµοποιούµενων προτεινόµενων µεθοδολογιών 
βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Body Fat of Females. 

Βηµατική 

Παλινδρόµηση 
Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση 

Εµπρός 

Επιλογή 

Πίσω 

Απαλοιφή 

Απλά Απόλυτα 

Σφάλµατα 
Τετραγωνικά  

Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός 

R
2
 R

2
 ( )∑ + -

i i

i

σ +σ  R
2
 ( ))∑ + 2 - 2

i i

i

(σ ) +(σ  R
2
 

x1-x2-x3 0.986 0.986 1.92439 0.685 0.344421 0.680 

x1-x2 0.983 0.983 2.02053 0.714 0.379035 0.734 

x1-x3 0.986 0.986 2.46032 0.657 0.53333 0.625 

x2-x3 0.974 0.974 1.92304 0.684 0.359602 0.675 

x1 0.983 0.983 2.45523 0.697 0.532849 0.626 

x2 0.974 0.974 2.04633 0.677 0.498789 0.669 

x3 0.936 0.936 4.21008 0.049 1.732601 0.061 

 
 Και σε αυτή την περίπτωση, παρατηρούνται µεγάλες αποκλίσεις µεταξύ του 
R

2 ο οποίος προκύπτει για τους αντίστοιχους εξεταζόµενους συνδυασµούς µε βάση τη 
χρησιµοποίηση της κλασσικής µεθόδου βηµατικής παλινδρόµησης σε σύγκριση µε 
την προτεινόµενη µεθοδολογία βηµατικής ποιοτικής παλινδρόµησης. Οι αποκλίσεις 
στα αποτελέσµατα αυτά αµβλύνονται, εάν συγκριθούν µεταξύ τους τα αποτελέσµατα 
που δίνει η χρησιµοποίηση των δύο διαφορετικών κριτηρίων (άθροισµα απλών και 
τετραγωνικών σφαλµάτων) στην ίδια (προτεινόµενη) µεθοδολογία. Μάλιστα, αυτό το 
οποίο παρατηρείται για τα δύο αυτά κριτήρια, είναι ότι τα αποτελέσµατα που 
λαµβάνονται για κάθε συνδυασµό και για κάθε κριτήριο, είναι, παραπλήσια µεταξύ 
τους. Επιπλέον, από τα δεδοµένα του Πίνακα 5.55, δεν φαίνεται σαφώς εάν τα 
αποτελέσµατα ενός κριτηρίου υπερτερούν έναντι των αντίστοιχων για το άλλο 
κριτήριο. 
 
 Στο σηµείο αυτό θα εξεταστούν τα αποτελέσµατα που λαµβάνονται για τις 
τρεις προσεγγίσεις της προτεινόµενης µεθοδολογίας. Εξετάζονται, δηλαδή, οι 
επιδόσεις των επιµέρους κριτηρίων που επιλέγονται ως κριτήρια βελτιστοποίησης. Ο 
Πίνακας 5.56 συνοψίζει τα αποτελέσµατα για τα τρία αυτά κριτήρια. 
 

Η παρατήρηση εδώ είναι ότι δεν είναι εύκολα δυνατόν κανείς να συµπεράνει 
ποιο από τα τρία κριτήρια δίνει τα καλύτερα αποτελέσµατα για το υπό εξέταση 
σύνολο δεδοµένων. Ωστόσο, φαίνεται ότι το κριτήριο του αθροίσµατος των απλών 
απόλυτων σφαλµάτων δίνει καλύτερα αποτελέσµατα από τα αντίστοιχα για το 
άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων, ενώ το κριτήριο του συντελεστή 
πολλαπλής παλινδρόµησης κατά περίπτωση δίνει καλύτερα, χειρότερα ή παραπλήσια 
αποτελέσµατα. Τέλος, στον Πίνακα 5.57 συνοψίζονται τα αποτελέσµατα που 
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εξάγονται για τους επιπλέον δείκτες που εξετάστηκαν κατά τη διάρκεια των 
διερευνήσεων. 
 
Πίνακας 5.56: Αποτελέσµατα των χρησιµοποιούµενων τριών κριτηρίων, στα πλαίσια των 

προτεινόµενων µεθοδολογιών βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Body Fat of Females. 

Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση 

Απλά Απόλυτα Σφάλµατα Τετραγωνικά Σφάλµατα Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός R
2
 ( )∑ + -

i i

i

σ +σ  R
2
 ( ))∑ + 2 - 2

i i

i

(σ ) +(σ  R
2
 

x1-x2-x3 79.200% 1.92439 0.685 0.344421 0.680 

x1-x2 73.819% 2.02053 0.714 0.379035 0.734 

x1-x3 68.843% 2.46032 0.657 0.53333 0.625 

x2-x3 58.618% 1.92304 0.684 0.359602 0.675 

x1 70.134% 2.45523 0.697 0.532849 0.626 

x2 59.523% 2.04633 0.677 0.498789 0.669 

x3 -5.845% 4.21008 0.049 1.732601 0.061 

 
Πίνακας 5.57: Αποτελέσµατα των επιµέρους χρησιµοποιούµενων δεικτών, στα πλαίσια των 
προτεινόµενων µεθοδολογιών βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Body Fat of Females. 

Απλά Απόλυτα Σφάλµατα   Τετραγωνικά Σφάλµατα  Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός R
2
 Sum(|e|) Sum(e

2
) MAPE  R

2
 Sum(|e|) Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3 0.75 2207.559 820776.737 0.037  0.722 3088.636 902722.823 0.054 

x1-x2 0.615 3413.403 1446863.411 0.062  0.622 3637.605 1295585.67 0.065 

x1-x3 0.363 4028.918 2419314.487 0.071  0.335 4516.028 2470691.43 0.079 

x2-x3 0.6 2637.249 1470239.249 0.042  0.556 3379.552 1480041.57 0.057 

x1 0.169 7516.176 5217940.463 0.135  0.161 7615.136 5554980.88 0.133 

x2 0.475 4292.912 2028193.374 0.073  0.551 4074.187 1554321.53 0.071 

x3 0.008 6782.771 6160363.33 0.112  0 7984.17 6311011.54 0.136 

 
 Ως συµπέρασµα µπορεί να προκύψει ότι όταν βελτιώνεται/χειροτερεύει η τιµή 
ενός κριτηρίου από συνδυασµό σε συνδυασµό, παρατηρείται και µια σχετική 
βελτίωση/χειροτέρευση της επίδοσης των υπόλοιπων κριτηρίων. Τέλος, διαφαίνεται 
και στην περίπτωση αυτή, ότι το κριτήριο του αθροίσµατος των απλών σφαλµάτων, 
αποδίδει καλύτερα από αυτό του αθροίσµατος των τετραγωνικών σφαλµάτων. 
 

5.2.3 Πρακτική Εφαρµογή 5: Τα ∆εδοµένα Hald 

 
 Τα δεδοµένα αυτά, τα οποία παρουσιάστηκαν ήδη από το 1952, αποτελούν 
«κλασσικό» παράδειγµα εφαρµογής σε πολλές ερευνητικές εργασίες αλλά και βιβλία 
που ασχολούνται µε το θέµα επιλογής µεταβλητών. Αφορούν την ποσότητα 
θερµότητας (σε θερµίδες) που ενυπάρχει σε κάθε γραµµάριο τσιµέντου (y), ως 
συνάρτηση της ποσότητας τεσσάρων συστατικών στοιχείων που περιλαµβάνονται 
στο µίγµα τσιµέντου. Τα στοιχεία αυτά είναι: tricalcium aluminate (x1), tricalcium 
silicate (x2), tetracalcium alumino ferrite (x3), dicalcium silicate (x4). Τα διαθέσιµα 
δεδοµένα, φαίνονται στον Πίνακα 5.58. Στόχος είναι να προσδιοριστεί ποια από τα 
συστατικά αυτά, µπορούν να συνεισφέρουν στη δόµηση ενός όσο το δυνατόν 
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αξιόπιστου µοντέλου παλινδρόµησης, το οποίο θα προβλέπει την ποσότητα 
θερµότητας ανά γραµµάριο τσιµέντου, µε βάση τις ποσότητες συµµετοχής του 
εκάστοτε συστατικού στο µίγµα που συνιστά το τσιµέντο. Οι συσχετίσεις µεταξύ 
όλων των µεταβλητών του Πίνακα 5.58, φαίνονται στον Πίνακα 5.59. 
 

Πίνακας 5.58: Τα δεδοµένα Hald (Montgomery and Peck, 1992). 

α/α y (cal/gr) x1 (gr) x2 (gr) x3 (gr) x4 (gr) 

1 78.5 7 26 6 60 

2 74.3 1 29 15 52 

3 104.3 11 56 8 20 

4 87.6 11 31 8 47 

5 95.9 7 52 6 33 

6 109.2 11 55 9 22 

7 102.7 3 71 17 6 

8 72.5 1 31 22 44 

9 93.1 2 54 18 22 

10 115.9 21 47 4 26 

11 83.8 1 40 23 34 

12 113.3 11 66 9 12 

13 109.4 10 68 8 12 

 
 

Πίνακας 5.59: Συσχετίσεις µεταξύ των µεταβλητών των δεδοµένων. 

 x1 x2 x3 x4 y 

x1 1     

x2 0.229 1    

x3 -0.824 -0.139 1   

x4 -0.245 -0.973 0.03 1  

y 0.731 0.816 -0.535 0.821 1 

 
 
Πίνακας 5.60: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή της βηµατικής παλινδρόµησης, µε τη χρήση 

του πακέτου SPSS v.12, στα δεδοµένα Hald. 

 Βηµατική Παλινδρόµηση Εµπρός Επιλογή Πίσω Απαλοιφή 

Συνδυασµός R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

x1-x2-x3-x4 1.000 0.999 2.418  1.000 0.999 2.418 1.000 0.999 2.418 

x1-x2-x3 0.993 0.991 9.268  0.993 0.991 9.268 0.993 0.991 9.268 

x1-x2-x4 0.998 0.998 4.299  0.998 0.998 4.299 0.998 0.998 4.299 

x1-x3-x4 0.972 0.966 17.673  0.972 0.966 17.673 0.972 0.966 17.673 

x2-x3-x4 0.991 0.989 10.041  0.991 0.989 10.041 0.993 0.991 9.336 

x1-x2 0.974 0.970 16.843  0.974 0.970 16.843 0.974 0.970 16.843 

x1-x3 0.972 0.966 17.673  0.972 0.966 17.673 0.972 0.966 17.673 

x1-x4 0.854 0.827 40.101  0.854 0.827 40.101 0.854 0.827 40.101 

x2-x4 0.991 0.989 10.041  0.991 0.989 10.041 0.991 0.989 10.041 

x1 0.730 0.707 52.225  0.730 0.707 52.225 0.730 0.707 52.225 

x2 0.961 0.958 19.738  0.961 0.958 19.738 0.961 0.958 19.738 

x3 0.704 0.679 54.648  0.704 0.679 54.648 0.704 0.679 54.648 

x4 0.661 0.633 58.447  0.661 0.633 58.447 0.661 0.633 58.447 
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Τα αποτελέσµατα αφορούν την εφαρµογή αυτών των τριών γνωστών 
βηµατικών µεθόδων στα δεδοµένα του Πίνακα 5.58 και συγκεντρώνονται στον 
Πίνακα 5.60. Σε αυτόν τον πίνακα διακρίνονται και τα διάφορα κριτήρια 
αξιολόγησης του µοντέλου παλινδρόµησης που προκύπτει. Αναλυτικά, όλα τα 
αντίστοιχα αποτελέσµατα για όλους τους συνδυασµούς αυτού του συνόλου 
δεδοµένων, µπορούν να βρεθούν στον Πίνακα Α.6 του Παραρτήµατος. 
 

5.2.3.1 Άθροισµα Απόλυτων Σφαλµάτων 

 
 Η διαδικασίες που ακολουθούνται στα πλαίσια αυτού του κριτηρίου, 
περιγράφονται στις παραγράφους 4.3.1.1 και 4.3.2.1. Τα αποτελέσµατα από την 
εφαρµογή τους στα δεδοµένα Hald, δίνονται στη συνέχεια, στον Πίνακα 5.61. 
 
Πίνακας 5.61: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.8), στα δεδοµένα 

Hald. 

Εξεταζόµενη Μέθοδος 

Προς τα Εµπρός Ποιοτική Παλινδρόµηση Προς τα Πίσω Ποιοτική Παλινδρόµηση α/α 

Συνδυασµός Sum(|σ|) Συνδυασµός Sum(|σ|) 

1 x1 1.48504 x1-x2-x3-x4 0.53775 
2 x1-x2 0.59751 x1-x2-x3 0.60232 
3 x1-x3 1.48845 x1-x2-x4 0.53409 

4 x1-x4 0.64308 x1-x3-x4 0.646069 
5 x1-x2-x3 0.60232 x2-x3-x4 0.85442 
6 x1-x2-x4 0.53409 x1-x2 0.59751 
7 x1-x2-x3-x4 0.53775 x1-x4 0.64308 
8   x2-x4 1.30724 

Προτεινόµενο καλύτερο 
υποσύνολο 

x1-x2-x4  x1-x2-x4 

 

5.2.3.1.1 Προς τα εµπρός βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Υλοποιώντας το γ.π. (4.8) για κάθε µία από τις τέσσερις ανεξάρτητες 
µεταβλητές των δεδοµένων, διαπιστώνεται ότι η x1 δίνει το µικρότερο άθροισµα 
απλών απόλυτων σφαλµάτων και γίνεται η πρώτη µεταβλητή που θα εισαχθεί στο 
µοντέλο παλινδρόµησης (βλ. Πίνακα 5.61). Στο επόµενο βήµα εξετάζονται οι 
συνδυασµοί που περιέχουν την x1 και προκύπτει ότι ο συνδυασµός x1-x2 
παρουσιάζει µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων σε σχέση µε τον 
προηγούµενο καλύτερο συνδυασµό, οπότε η x2 επιλέγεται να εισαχθεί στο µοντέλο. 
Στη συνέχεια εξετάζονται οι συνδυασµοί που περιλαµβάνουν τις x1-x2. Από αυτούς, 
ο συνδυασµός x1-x2-x4 παρουσιάζει ακόµη µικρότερο άθροισµα απόλυτων 
σφαλµάτων από τον προηγούµενο καλύτερο συνδυασµό, οπότε γίνεται ο νέος 
καλύτερος συνδυασµός και η x4 εισάγεται στο µοντέλο. Η διαδικασία τερµατίζεται 
εδώ, καθώς ο επόµενος µοναδικός συνδυασµός για εξέταση, δε δίνει µικρότερο 
άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων από αυτό του προηγούµενου βήµατος. Καλύτερο 
προτεινόµενο υποσύνολο µεταβλητών, µε βάση αυτή τη προσέγγιση, προκύπτει να 
είναι το x1-x2-x4, ενώ τα βήµατα που ακολουθήθηκαν, φαίνονται στον Πίνακα 5.62. 
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Πίνακας 5.62: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα εµπρός 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Hald. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος  

Συνδυασµός 

Άθροισµα Απόλυτων 

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Είσοδος Μεταβλητής στο 

Μοντέλο Παλινδρόµησης 

1 x1, x2, x3, x4 x1 1.485 x1 

2 
x1-x2, x1-x3, 

x1-x4 
x1-x2 0.598 x2 

3 x1-x2-x3, x1-x2-x4 x1-x2-x4 0.534 x4 

4 x1-x2-x3-x4 - - - 

     
Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x4 

 

5.2.3.1.2 Προς τα πίσω βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Ο συνδυασµός ο οποίος περιλαµβάνει όλες τις διαθέσιµες ανεξάρτητες 
µεταβλητές, δίνει άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων ίσο µε 0.538. Στους συνδυασµούς 
που προκύπτουν στο επόµενο βήµα, εφαρµόζεται το γ.π. (4.8) για κάθε έναν 
ξεχωριστά και διαπιστώνεται ότι ο συνδυασµός x1-x2-x4 δίνει µικρότερο άθροισµα 
απλών απόλυτων σφαλµάτων από τον αρχικό. Άρα, η µεταβλητή x3 εξέρχεται από το 
µοντέλο και η διαδικασία συνεχίζεται µε την εξέταση των επόµενων συνδυασµών. Η 
εξέταση αυτή δείχνει ότι δεν υπάρχει άλλος συνδυασµός ο οποίος να διαθέτει 
µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων, οπότε σταµατάει η διαδικασία εδώ και 
προτείνεται ο συνδυασµός x1-x2-x4 ως το καλύτερο υποσύνολο για συµµετοχή στο 
µοντέλο παλινδρόµησης. Όλα αυτά, συνοψίζονται στον Πίνακα 5.63. 
 

Πίνακας 5.63: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα πίσω 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα των απλών απόλυτων σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Hald. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος 

Συνδυασµός 

Άθροισµα Απόλυτων 

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Έξοδος Μεταβλητής 

από το Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 
x1-x2-x3, x1-x2-x4, 
x1-x3-x4, x2-x3-x4 

x1-x2-x4 0.534 x3 

2 x1-x2, x1-x4, x2-x4 - - - 

     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1- x2-x4 

 

5.2.3.2 Άθροισµα Τετραγωνικών Σφαλµάτων 

 
 Και σε αυτή την περίπτωση, εξετάζονται τα αποτελέσµατα που δίνουν οι 
προτεινόµενες µεθοδολογίες, µε βάση αυτή τη φορά το γ.π. (4.12). Τα αποτελέσµατα 
που προέκυψαν, παρουσιάζονται στον Πίνακα 5.64. 
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Πίνακας 5.64: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.12), στα 
δεδοµένα Hald. 

Εξεταζόµενη Μέθοδος 

Προς τα Εµπρός Ποιοτική Παλινδρόµηση Προς τα Πίσω Ποιοτική Παλινδρόµηση α/α 

Συνδυασµός Sum(σ
2
) Συνδυασµός Sum(σ

2
) 

1 x1 0.338462 x1-x2-x3-x4 0.045055 
2 x1-x2 0.052167 x1-x2-x3 0.052701 
3 x1-x3 0.339633 x1-x2-x4 0.044747 

4 x1-x4 0.076316 x1-x3-x4 0.076546 
5 x1-x2-x3 0.052701 x2-x3-x4 0.103232 
6 x1-x2-x4 0.044747 x1-x2 0.052167 
7 x1-x2-x3-x4 0.045055 x1-x4 0.076316 
8   x2-x4 0.328136 

Προτεινόµενο καλύτερο 
υποσύνολο 

x1-x2-x4  x1-x2-x4 

 

5.2.3.2.1 Προς τα εµπρός βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Στο πρώτο βήµα αυτής της διαδικασίας, επιλέγεται για εισαγωγή στο µοντέλο 
παλινδρόµησης η µεταβλητή x1, καθώς παρουσιάζει το µικρότερο άθροισµα 
τετραγωνικών σφαλµάτων, βάσει του γ.π. (4.12). Ακολούθως, εξετάζονται µε 
παρόµοιο τρόπο οι πιθανοί συνδυασµοί που σχηµατίζονται περιέχοντας την x1 σε 
αυτούς. Το συµπέρασµα στο βήµα αυτό είναι ότι ο συνδυασµός x1-x2 δίνει 
µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων από τον προηγούµενο καλύτερο 
συνδυασµό, οπότε η x2 εισάγεται στο µοντέλο. Τώρα πρέπει να εξεταστούν οι 
συνδυασµοί που περιέχουν τις x1-x2, ως προς το ίδιο κριτήριο. Η εξέταση αυτή 
δείχνει ότι υπάρχει συνδυασµός µε µικρότερη τιµή στο εξεταζόµενο κριτήριο, σε 
σχέση µε τον συνδυασµό του προηγούµενου βήµατος, και αυτός είναι ο x1-x2-x4. 
Συνεπώς, η x4 επιλέγεται για εισαγωγή στο µοντέλο στο βήµα αυτό. Επόµενος 
συνδυασµός που αποµένει για εξέταση, είναι αυτός που περιλαµβάνει όλες τις 
διαθέσιµες ανεξάρτητες µεταβλητές. 
 

Πίνακας 5.65: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα εµπρός 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων, στα δεδοµένα 

Hald. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος  

Συνδυασµός 

Άθροισµα Τετραγωνικών  

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Είσοδος Μεταβλητής 

στο 

Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 x1, x2, x3, x4 x1 0.338 x1 

2 
x1-x2, x1-x3, 

x1-x4 
x1-x2 0.052 x2 

3 x1-x2-x3, x1-x2-x4 x1-x2-x4 0.045 x4 

4 x1-x2-x3-x4 - - - 

     
Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x4 
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Η εφαρµογή, ωστόσο, του γ.π. (4.12) σε αυτόν, δείχνει ότι το άθροισµα των 
τετραγωνικών σφαλµάτων που παρουσιάζει, δεν είναι µικρότερο από το αντίστοιχο 
του προηγούµενου καλύτερου συνδυασµού. Άρα, η διαδικασία σταµατά εδώ και το 
καλύτερο υποσύνολο µεταβλητών που προκύπτει µε βάση αυτήν, είναι το x1-x2-x4. 
Στον Πίνακα 5.65 παρουσιάζονται τα βήµατα που ακολουθήθηκαν στην προσέγγιση 
αυτή. 
 

5.2.3.2.2 Προς τα πίσω βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση 

 
 Ακολουθώντας αντίστροφη λογική από αυτή της προηγούµενης παραγράφου, 
εξετάζεται, µε χρήση του γ.π. (4.12) το άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων του 
συνδυασµού ο οποίος περιέχει όλες τις διαθέσιµες ανεξάρτητες µεταβλητές. Το 
άθροισµα αυτό προκύπτει ίσο µε 0.045 και, στη συνέχεια, εξετάζονται όλοι οι 
δυνατοί συνδυασµοί που προκύπτουν µε αφαίρεση µίας κάθε φορά µεταβλητής από 
τον αρχικό συνδυασµό. Ο συνδυασµός x1-x2-x4 φαίνεται ότι έχει µικρότερο 
άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων από τον προηγούµενο συνδυασµό, οπότε 
επιλέγεται ως ο καλύτερος για το βήµα αυτό. Η µεταβλητή x3 εξέρχεται του 
µοντέλου και µε βάση τον τελευταίο συνδυασµό, σχηµατίζονται οι συνδυασµοί που 
θα εξεταστούν, µε χρήση του γ.π. (4.12), στο επόµενο βήµα. Από αυτούς προκύπτει 
ότι κανένας δε διαθέτει µικρότερο άθροισµα τετραγωνικών σφαλµάτων, µε 
αποτέλεσµα η διαδικασία να τερµατιστεί στο σηµείο αυτό και καλύτερο υποσύνολο 
µεταβλητών να υποδειχθεί το x1-x2-x4. Στον Πίνακα 5.66 φαίνονται τα βήµατα που 
ακολουθήθηκαν. 
 

Πίνακας 5.66: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα πίσω 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων, στα 

δεδοµένα Hald. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος 

Συνδυασµός 

Άθροισµα Τετραγωνικών  

Σφαλµάτων Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Έξοδος Μεταβλητής 

από το Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 
x1-x2-x3, x1-x2-x4, 
x1-x3-x4, x2-x3-x4 

x1-x2-x4 0.0447 x3 

2 x1-x2, x1-x4, x2-x4 - - - 

     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1- x2-x4 

 

5.2.3.3 Συντελεστής προσδιορισµού 

 
Όπως και στις προηγούµενες περιπτώσεις συνόλων δεδοµένων που 

εξετάστηκαν, και εδώ επιλέχθηκε να ελαχιστοποιηθεί η έκφραση ( )2

1

ˆ
n

i i

i

y y
=

−∑ , η 

οποία αντιστοιχεί στο άθροισµα των τετραγώνων των διαφορών των εκτιµώµενων 
τιµών για τις παρατηρήσεις της εξαρτηµένης µεταβλητής Υ από τις πραγµατικές 
παρατηρούµενες τιµές αυτής. Η εξέταση των συνδυασµών µεταβλητών για το εν 
λόγω σύνολο δεδοµένων, µε βάση το γ.π. (4.17), δίνει τα αποτελέσµατα του Πίνακα 
5.67. 
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Πίνακας 5.67: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.17), στα 
δεδοµένα Hald. 

Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός 

Τιµή 

Αντικειµενικής 

Συνάρτησης 

( ( )2

1

ˆ
n

i i

i

y y
=

−∑ ) 

( )2

1

n

i

i

y Y
=

−∑  
Υπολογιζόµενος 

R
2
 

x1-x2-x3-x4 58.46 97.847% 

x1-x2-x3 99.87 96.323% 

x1-x2-x4 58.03 97.863% 

x1-x3-x4 81.41 97.002% 

x2-x3-x4 125.62 95.374% 

x1-x2 96.85 96.434% 

x1-x4 80.98 97.018% 

x2-x4 827.61 

2715.76 

69.526% 

 

5.2.3.3.1 Προς τα Πίσω Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση 

 
 Με βάση τον Πίνακα 5.67, προκύπτει ότι υπάρχει συνδυασµός ο οποίος να 
περιέχει µία µεταβλητή λιγότερη από τον αρχικό (ο οποίος περιέχει όλες τις 
διαθέσιµες µεταβλητές) και δίνει καλύτερη τιµή για τον συντελεστή πολλαπλής 
παλινδρόµησης σύµφωνα µε το γ.π. (4.17). Συνεπώς, ο συνδυασµός αυτός, εν 
προκειµένω ο x1-x2-x4, είναι ο καλύτερος για το βήµα αυτό και η µεταβλητή που 
αφαιρείται από τον αρχικό συνδυασµό για να προκύψει αυτός (η x3), εξάγεται από το 
µοντέλο παλινδρόµησης. Στη συνέχεια αφαιρείται µία κάθε φορά µεταβλητή από τον 
καινούριο καλύτερο συνδυασµό και όλοι οι συνδυασµοί που προκύπτουν, 
εξετάζονται µε βάση το γ.π. (4.17). Τα αποτελέσµατα των συνδυασµών αυτών 
συγκρίνονται µε το αποτέλεσµα του προηγούµενου βήµατος, ώστε να εξεταστεί εάν 
υπάρχει νέος καλύτερος συνδυασµός. Στη συγκεκριµένη περίπτωση, δεν προκύπτει 
νέος καλύτερος συνδυασµός, οπότε η διαδικασία σταµατά εδώ και καλύτερος 
συνδυασµός αναδεικνύεται ο x1-x2-x4. Τα βήµατα που ακολουθήθηκαν, φαίνονται 
στον Πίνακα 5.68. 
 

Πίνακας 5.68: Αποτελέσµατα της προτεινόµενης µεθοδολογίας για την προς τα πίσω 
βηµατική ποιοτική παλινδρόµηση, για τον συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης, στα 

δεδοµένα Hald. 

Βήµα 
Εξεταζόµενοι 

Συνδυασµοί 

Καλύτερος 

Συνδυασµός 

R
2
 Καλύτερου 

Συνδυασµού 

Έξοδος Μεταβλητής 

από το Μοντέλο 

Παλινδρόµησης 

1 
x1-x2-x3, x1-x2-x4, 
x1-x3-x4, x2-x3-x4 

x1-x2-x4 97.86% x3 

2 x1-x2, x1-x3, x2-x3 - - - 
     

Προτεινόµενο Καλύτερο Υποσύνολο Μεταβλητών:  x1-x2-x4 
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5.2.3.4 Σύγκριση Αποτελεσµάτων - Συµπεράσµατα 

 
 Στην παράγραφο αυτή, θα συνοψισθούν τα κυριότερα συµπεράσµατα τα 
οποία µπορούν να προκύψουν από την προηγούµενη ανάλυση στα δεδοµένα Hald. 
Μια πρώτη σύγκριση των αποτελεσµάτων των εξεταζόµενων µεθοδολογιών, φαίνεται 
στον Πίνακα 5.69, ενώ στον Πίνακα Α.10 (βλ. Παράρτηµα), φαίνεται µια αναλυτική 
σύγκριση των αποτελεσµάτων για όλους τους δυνατούς συνδυασµούς µεταβλητών. 
 

Πίνακας 5.69: Αποτελέσµατα των χρησιµοποιούµενων προτεινόµενων µεθοδολογιών 
βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Hald. 

Βηµατική 

Παλινδρόµηση 
Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση 

Εµπρός 

Επιλογή 

Πίσω 

Απαλοιφή 

Απλά Απόλυτα 

Σφάλµατα 
Τετραγωνικά Σφάλµατα 

Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός 

R
2
 R

2
 ( )∑ + -

i i

i

σ +σ  R
2
 ( ))∑ + 2 - 2

i i

i

(σ ) +(σ  R
2
 

x1-x2-x3-x4 0.99957 0.99957 0.53775 0.92389 0.045055 0.971903 

x1-x2-x3 0.99291 0.99291 0.60232 0.94421 0.052701 0.963971 

x1-x2-x4 0.99847 0.99847 0.53409 0.93251 0.044747 0.972212 

x1-x3-x4 0.97163 0.97163 0.646069 0.96981 0.076546 0.962824 

x2-x3-x4 0.99084 0.99280 0.85442 0.88072 0.103232 0.944592 

x1-x2 0.97423 0.97423 0.59751 0.93935 0.052167 0.964651 

x1-x3 0.97163 0.97163 1.48845 0.49647 0.339633 0.487448 

x1-x4 0.85391 0.85391 0.64308 0.96999 0.076316 0.962982 

x2-x4 0.99084 0.99084 1.30724 0.70979 0.328136 0.670633 

x1 0.72971 0.72971 1.48504 0.59224 0.338462 0.488046 

x2 0.96139 0.96139 1.50082 0.57885 0.360673 0.64175 

x3 0.70405 0.70405 2.22113 0.23307 0.723887 0.330544 

x4 0.66147 0.66147 1.65020 0.68657 0.380352 0.649438 

 
 Όπως και για τα προηγούµενα σύνολα δεδοµένων που εξετάστηκαν, και στην 
περίπτωση αυτή παρατηρούνται, κατά περίσταση, µεγάλες αποκλίσεις µεταξύ του R2 
ο οποίος προκύπτει για τους αντίστοιχους εξεταζόµενους συνδυασµούς µε βάση τη 
χρησιµοποίηση της κλασσικής µεθόδου βηµατικής παλινδρόµησης σε σύγκριση µε 
την προτεινόµενη µεθοδολογία βηµατικής ποιοτικής παλινδρόµησης. Οι αποκλίσεις 
στα αποτελέσµατα αυτά αµβλύνονται, εάν συγκριθούν µεταξύ τους τα αποτελέσµατα 
που δίνει η χρησιµοποίηση των δύο διαφορετικών κριτηρίων (άθροισµα απλών και 
τετραγωνικών σφαλµάτων) στην ίδια (προτεινόµενη) µεθοδολογία. Μια ακόµη 
παρατήρηση η οποία µπορεί να γίνει, είναι ότι, για το συγκεκριµένο σύνολο 
δεδοµένων, το κριτήριο του αθροίσµατος των τετραγωνικών σφαλµάτων, φαίνεται να 
δίνει καλύτερα αποτελέσµατα για τον συντελεστή πολλαπλής παλινδρόµησης για την 
συντριπτική πλειοψηφία των εξεταζόµενων συνδυασµών. Ακολουθώντας, εξάλλου, 
τα βήµατα τα οποία προτείνονται στις παραγράφους 4.3.1.1 και 4.3.1.2, προκύπτει ότι, 
µε βάση τα δύο αυτά κριτήρια, καταλήγουµε στο ίδιο τελικό προτεινόµενο καλύτερο 
υποσύνολο µεταβλητών. 
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 O Πίνακας 5.70, συνοψίζει τα αποτελέσµατα για τα τρία κριτήρια που 
εξετάζονται στα πλαίσια των προτεινόµενων µεθοδολογιών βηµατικής ποιοτικής 
παλινδρόµησης. 
 
Πίνακας 5.70: Αποτελέσµατα των χρησιµοποιούµενων τριών κριτηρίων, στα πλαίσια των 

προτεινόµενων µεθοδολογιών βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Hald. 

Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση 

Απλά Απόλυτα Σφάλµατα Τετραγωνικά Σφάλµατα Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός R
2
 ( )∑ + -

i i

i

σ +σ  R
2
 ( ))∑ + 2 - 2

i i

i

(σ ) +(σ  R
2
 

x1-x2-x3-x4 97.847% 0.53775 0.92389 0.04505 0.971903 

x1-x2-x3 96.323% 0.60232 0.94421 0.05270 0.963971 

x1-x2-x4 97.863% 0.53409 0.93251 0.04474 0.972212 

x1-x3-x4 97.002% 0.64607 0.96981 0.07654 0.962824 

x2-x3-x4 95.374% 0.85442 0.88072 0.10323 0.944592 

x1-x2 96.434% 0.59751 0.93935 0.05216 0.964651 

x1-x3 64.907% 1.48845 0.49647 0.33963 0.487448 

x1-x4 97.018% 0.64308 0.96999 0.07631 0.962982 

x2-x4 69.526% 1.30724 0.70979 0.32813 0.670633 

x1 65.308% 1.48504 0.59224 0.33846 0.488046 

x2 65.250% 1.50082 0.57885 0.36067 0.64175 

x3 16.588% 2.22113 0.23307 0.72388 0.330544 

x4 79.936% 1.65020 0.68657 0.38035 0.649438 

 
 Αυτό το οποίο παρατηρείται, είναι ότι η χρησιµοποίηση του συντελεστή 
πολλαπλής παλινδρόµησης ως κριτήριο βελτιστοποίησης στα πλαίσια της 
προτεινόµενης µεθοδολογίας, οδηγεί, σε γενικές γραµµές, σε καλύτερα ή παραπλήσια 
αποτελέσµατα για κάθε συνδυασµό από τα αντίστοιχα κριτήρια του αθροίσµατος των 
απόλυτων σφαλµάτων. Ακόµα, όµως, µια σηµαντική παρατήρηση είναι ότι 
ακολουθώντας τις διαδικασίες που περιγράφονται στις ενότητες 4.3.1 και 4.3.2, όλες 
οι µεθοδολογίες για τα τρία κριτήρια υποδεικνύουν το ίδιο υποσύνολο ως το 
καλύτερο για συµµετοχή στο ζητούµενο µοντέλο παλινδρόµησης. 
 
 Τέλος, παρατηρώντας τους επιπλέον δείκτες που εξετάστηκαν κατά τη 
διάρκεια των διερευνήσεων, είναι δυνατόν να εξαχθούν κάποια επιπλέον 
συµπεράσµατα, παρατηρώντας τις τιµές του Πίνακα 5.71. Ένα πρώτο τέτοιο 
συµπέρασµα είναι ότι το κριτήριο του αθροίσµατος των τετραγωνικών σφαλµάτων 
δίνει σχετικά καλύτερα αποτελέσµατα για τον δείκτη του συντελεστή πολλαπλής 
παλινδρόµησης σε σύγκριση µε τα αντίστοιχα για το κριτήριο του αθροίσµατος των 
απλών απόλυτων σφαλµάτων. Μια άλλη παρατήρηση για το συγκεκριµένο σύνολο 
δεδοµένων, είναι ότι ο δείκτης του µέσου ποσοστιαίου απόλυτου σφάλµατος (MAPE), 
δε προκύπτει κατά αναλογία µε τον υπολογιζόµενο δείκτη R

2. Υπάρχουν, δηλαδή, 
περιπτώσεις συνδυασµών, κατά τις οποίες ο R2 προκύπτει καλύτερος για το κριτήριο 
των τετραγωνικών σφαλµάτων, αλλά το MAPE εµφανίζεται χειρότερο ή παραπλήσιο 
µε το αντίστοιχο για το κριτήριο των απλών απόλυτων σφαλµάτων. Τέλος, στην 
πλειοψηφία των περιπτώσεων που εξετάστηκαν, οι υπόλοιποι δείκτες φαίνεται να 
είναι σε συµφωνία µε τον δείκτη R

2 (όσο καλύτερος εµφανίζεται αυτός σε κάποια 
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περίπτωση εξεταζόµενου συνδυασµού, τόσο καλύτεροι εµφανίζονται και οι εν λόγω 
δείκτες). 
 
Πίνακας 5.71: Αποτελέσµατα των επιµέρους χρησιµοποιούµενων δεικτών, στα πλαίσια των 

προτεινόµενων µεθοδολογιών βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Hald. 

Απλά Απόλυτα Σφάλµατα Τετραγωνικά Σφάλµατα Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός R
2
 Sum(|e|) Sum(e

2
) MAPE R

2
 Sum(|e|) Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3-x4 0.92389 39.928 299.205 0.030 0.971903 27.546 95.256 0.022 

x1-x2-x3 0.94421 35.892 175.202 0.028 0.963971 31.680 114.198 0.025 

x1-x2-x4 0.93251 37.117 286.137 0.028 0.972212 27.358 94.307 0.022 

x1-x3-x4 0.96981 21.254 98.373 0.018 0.962824 34.007 124.225 0.028 

x2-x3-x4 0.88072 40.433 390.951 0.032 0.944592 43.044 204.883 0.035 

x1-x2 0.93935 38.318 217.013 0.030 0.964651 31.396 112.490 0.025 

x1-x3 0.49647 99.240 1908.902 0.087 0.487448 108.906 1802.537 0.094 

x1-x4 0.96999 21.158 97.882 0.018 0.962982 33.954 123.654 0.028 

x2-x3 0.83473 48.224 465.102 0.038 0.896476 49.620 327.185 0.040 

x2-x4 0.70979 76.423 866.786 0.061 0.670633 92.076 949.614 0.073 

x3-x4 0.89399 42.510 381.520 0.035 0.938268 47.813 223.741 0.040 

x1 0.59224 86.110 1357.349 0.075 0.488046 108.835 1800.152 0.093 

x2 0.57885 90.040 1369.861 0.069 0.64175 96.919 1039.598 0.076 

x3 0.23307 152.643 2692.614 0.129 0.330544 135.731 2449.374 0.118 

x4 0.68657 87.988 887.591 0.072 0.649438 98.176 980.324 0.079 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ  

6 

 

 

 

6.1 Συµπεράσµατα 
 
 Στο κεφάλαιο αυτό θα συνοψισθούν τα κυριότερα συµπεράσµατα τα οποία 
µπορούν να προκύψουν µε βάση την ανάλυση η οποία προηγήθηκε σε όλα τα 
προηγούµενα κεφάλαια. Στο τέλος του κεφαλαίου, θα παρατεθούν µερικές σκέψεις-
προτάσεις για τις προεκτάσεις ή/και βελτιώσεις οι οποίες µπορούν να λάβουν χώρα 
στο µέλλον σχετικά µε όσα έχουν προταθεί στην παρούσα εργασία.  
 
 Στα προηγούµενα κεφάλαια, έγινε µια προσπάθεια να αναπτυχθεί το 
θεωρητικό υπόβαθρο µιας νέας προτεινόµενης µεθοδολογίας. Αυτή η µεθοδολογία 
ανήκει στην ευρύτερη κατηγορία µεθοδολογιών που ως στόχο έχουν την ανάδειξη και 
υπόδειξη (επιλογή) του καλύτερου υποσυνόλου ανεξάρτητων µεταβλητών για 
συµµετοχή σε ένα µοντέλο πολλαπλής παλινδρόµησης, µε βάση τα διαθέσιµα 
δεδοµένα που εξετάζονται. Πιο ειδικά, εξετάζεται εάν η συγκεκριµένη µεθοδολογία 
είναι σε θέση να εκµεταλλευτεί τις δυνατότητες της ποιοτικής παλινδρόµησης, 
ενσωµατώνοντας τες σε µια ενιαία βηµατική διαδικασία επιλογής ανεξάρτητων 
µεταβλητών, οι οποίες θα συγκροτήσουν το ζητούµενο µοντέλο παλινδρόµησης. 
 
 Το κύριο χαρακτηριστικό της προτεινόµενης µεθοδολογίας, είναι ότι ανάλογα 
µε το πλήθος των διαθέσιµων ανεξάρτητων µεταβλητών για τα δεδοµένα που 
εξετάζονται, αναπτύσσονται σε κάθε βήµα και τα ανάλογα γραµµικά προγράµµατα, 
ώστε να εξεταστεί η «συνεισφορά» ή µη των εξεταζόµενων ανεξάρτητων 
µεταβλητών. Ένα άλλο χαρακτηριστικό της µεθοδολογίας αυτής είναι ότι, επειδή 
ακριβώς στηρίζεται στις αρχές της ποιοτικής παλινδρόµησης, η «συνεισφορά» µιας 
εξεταζόµενης ανεξάρτητης µεταβλητής υπολογίζεται µε βάση την «αξία» της σε µια 
διαθέσιµη παρατήρηση, λόγω της ονοµαστικής της τιµής, η οποία θα συνυπολογιστεί 
στον συνολικό προσδιορισµό της «αξίας» της εξαρτηµένης µεταβλητής για την 
παρατήρηση αυτή. 
 
 Στα πλαίσια ανάπτυξης της υπό πρότασης µεθοδολογίας, δοκιµάστηκε η 
χρησιµοποίηση επιµέρους κριτηρίων βελτιστοποίησης ως αντικειµενικές συναρτήσεις 
στα υλοποιούµενα γ.π. Το γεγονός αυτό δίνει τη δυνατότητα επιµέρους συγκρίσεων, 
για το ποιο από αυτά κριτήρια αποδίδει καλύτερα µε βάση τα όσα προτείνονται στα 
προηγούµενα. Στην παρούσα εργασία, χρησιµοποιήθηκαν τρία εναλλακτικά τέτοια 
κριτήρια: το άθροισµα των απλών απόλυτων σφαλµάτων, το άθροισµα των 
τετραγωνικών σφαλµάτων και ο συντελεστής προσδιορισµού. Ας σηµειωθεί ότι, όπως 
ορίσθηκαν τα εξεταζόµενα γ.π., τα παραπάνω απόλυτα σφάλµατα αναφέρονται στην 
απόκλιση της τελικής «αξίας» της εξαρτηµένης µεταβλητής από την «αξία» που 
προκύπτει συνυπολογίζοντας τις επιµέρους «αξίες» των ανεξάρτητων µεταβλητών 
που συµµετέχουν στο υλοποιούµενο γ.π. Παρόλα αυτά, χρησιµοποιήθηκαν και 
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επιµέρους δείκτες για την αξιολόγηση των αποτελεσµάτων που έδωσε η εφαρµογή 
της προτεινόµενης µεθοδολογίας. 
 
 Συνολικά, η προτεινόµενη µεθοδολογία εφαρµόστηκε σε πέντε διαφορετικά 
σύνολα δεδοµένων. Για όλα τα εξεταζόµενα σύνολα δεδοµένων, χρησιµοποιήθηκε 
µια τετραβάθµια κλίµακα διαχωρισµού για τον υπολογισµό και την κατασκευή των 
επιµέρους συναρτήσεων αξιών των διαθέσιµων µεταβλητών. Ο Πίνακας 6.1 
συνοψίζει τα χαρακτηριστικά αυτών των συνόλων δεδοµένων, ενώ ο Πίνακας 6.2 
συγκεντρώνει τις επιµέρους κατανοµές των διαθέσιµων, για κάθε σύνολο δεδοµένων, 
µεταβλητών. 
 

Πίνακας 6.1: Τα χαρακτηριστικά των χρησιµοποιηθέντων συνόλων δεδοµένων. 

Τίτλος Συνόλου 

∆εδοµένων 

∆ιαθέσιµες 

Παρατηρήσεις 

Πλήθος 

Ανεξάρτητων 

Μεταβλητών 

Water Usage of Production Plant 17 4 

Solar Thermal Energy 29 5 

Belle Ayr Liquefaction Runs 27 7 

Body Fat of Females 20 3 

Hald Cement 13 4 

 
 

Πίνακας 6.2: Κατανοµή των διαθέσιµων παρατηρήσεων κάθε συνόλου δεδοµένων στην 
χρησιµοποιούµενη τετραβάθµια κλίµακα διαχωρισµού των δεδοµένων. 

Πλήθος Παρατηρήσεων των ∆ιαθέσιµων 

Μεταβλητών σε Κάθε ∆ιάστηµα ∆ιαχωρισµού 
Τίτλος Συνόλου 

∆εδοµένων 

∆ιάστηµα 

∆ιαχωρισµού 

Y x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 

1
ο
 5 6 5 5 5 - - - 

2
ο
 6 5 6 9 6 - - - 

Water Usage of 
Production Plant 

3
ο
 6 6 6 3 6 - - - 

1
ο
 10 9 10 10 10 10 - - 

2
ο
 9 10 10 10 9 10 - - 

Solar Thermal 
Energy 

3
ο
 10 10 9 9 10 9 - - 

1
ο
 9 8 11 9 9 9 9 9 

2
ο
 9 9 13 9 9 9 9 9 

Belle Ayr 
Liquefaction 

Runs 
3
ο
 9 10 3 9 9 9 9 9 

1
ο
 6 7 6 6 - - - - 

2
ο
 7 6 7 7 - - - - 

Body Fat of 
Females 

3
ο
 7 7 7 7 - - - - 

1
ο
 5 4 5 3 4 - - - 

2
ο
 4 4 4 5 5 - - - Hald Cement 

3
ο
 4 5 4 5 4 - - - 
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 Ο Πίνακας 6.3, συγκεντρώνει τα αποτελέσµατα για όλους τους επιµέρους 
δείκτες αξιολόγησης που υιοθετήθηκαν κατά τη διεξαγωγή της διερεύνησης µε βάση 
τις προτεινόµενες βηµατικές µεθοδολογίες, για όλα τα σύνολα δεδοµένων και για τον 
«καλύτερο» συνδυασµό µεταβλητών που αναδεικνύεται για το καθένα από αυτά. Το 
«καλύτερο» υποσύνολο µεταβλητών, σηµειώνεται στον πίνακα αυτόν και για τις δύο 
διαδικασίες που ακολουθούνται για τις προτεινόµενες µεθοδολογίες, δηλαδή για την 
Προς τα Εµπρός Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση (ΕΒΠΠ) και την Προς τα Πίσω 

Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση (ΠΒΠΠ). 
 
Πίνακας 6.3: Συγκεντρωτικά αποτελέσµατα για τα χρησιµοποιούµενα κριτήρια αξιολόγησης, 
σε όλα τα σύνολα δεδοµένων και για το καλύτερο υποσύνολο µεταβλητών που υποδεικνύουν 

οι προτεινόµενες µεθοδολογίες για αυτά. 

 Εξεταζόµενο Σύνολο ∆εδοµένων 

 

Εξεταζόµενο 

Κριτήριο 

Αξιολόγησης 
Water Usage 

of Production 

Plant 

Solar 

Thermal 

Energy 

Belle Ayr 

Liquefaction Runs 

Body Fat 

of Females 

Hald 

Cement 

Sum(|σ|) 1.351 1.254 3.117 1.923 0.534 

Sum(σ2) 0.256 0.162 0.864 0.389 0.069 

Sum(|e|) 2207.559 132.262 279.757 38.777 37.117 

Sum(e2) 820776.74 1681.557 6980.166 161.333 286.137 

MAPE 0.037 0.019 0.550 0.107 0.028 

R2 0.750 0.892 0.504 0.684 0.933 

ΕΒΠΠ x1-x2-x3 x1-x2-x3-x4 x1-x2-x3-x4-x6-x7 x2-x3 x1-x2-x4 

Ά
θ
ρ
ο
ισ

µ
α

 Α
π
λ
ώ
ν
 Α

π
ό
λ
υ
τ
ω
ν
 

Σ
φ
α
λ
µ
ά
τ
ω
ν
 Α

ξ
ιώ

ν
 

ΠΒΠΠ x1-x2-x3 x1-x2-x3-x4 x1-x2-x3-x4-x6-x7 x2-x3 x1-x2-x4 

Sum(|σ|) 1.672 1.466 3.304 2.087 0.589 

Sum(σ2) 0.237 0.126 0.755 0.344 0.045 

Sum(|e|) 3088.636 163.459 244.536 46.589 27.358 

Sum(e2) 902722.82 1583.057 5188.698 169.948 94.307 

MAPE 0.054 0.023 0.502 0.124 0.022 

R2 0.722 0.893 0.666 0.680 0.972 

ΕΒΠΠ x1-x2-x3 x1-x2-x3-x4 x1-x2-x3-x4-x6-x7 x1-x2-x3 x1-x2-x4 

Ά
θ
ρ
ο
ισ

µ
α

 Τ
ετ

ρ
α
γ
ω
ν
ικ

ώ
ν 

Σ
φ
α
λ
µ
ά
τ
ω
ν
 Α

ξ
ιώ

ν
 

ΠΒΠΠ x1-x2-x3 x1-x2-x3-x4 x1-x2-x3-x4-x6-x7 x1-x2-x3 x1-x2-x4 

Sum(|σ|) 1.554 1.505 3.515 2.252 0.587 

Sum(σ2) 0.340 0.173 1.446 0.950 0.075 

Sum(|e|) 2116.904 126.493 190.405 38.766 16.809 

Sum(e2) 566760.063 1119.621 2007.645 104.201 58.033 

MAPE 0.036 0.018 0.356 0.108 0.014 

R2 0.823 0.924 0.749 0.790 0.979 

R
2
 

ΠΒΠΠ x1-x2-x3 x1-x2-x3-x4 x1-x2-x3-x4-x5-x6 x1-x2-x3 x1-x2-x4 
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Για το πρώτο σύνολο δεδοµένων που εξετάζεται (Water Usage of Production 
Plant), η εφαρµογή των γ.π. (4.8), (4.12) και (4.17) δίνει τέτοια αποτελέσµατα, ώστε 
εάν εφαρµοσθούν οι διαδικασίες που αναφέρονται στην ενότητα 4.3 της παρούσης, 
να προτείνεται το ίδιο υποσύνολο µεταβλητών ως το καλύτερο για συµµετοχή στο 
µοντέλο παλινδρόµησης. Αξίζει να σηµειωθεί ότι όλες οι προτεινόµενες µεθοδολογίες, 
υποδεικνύουν τον ίδιο συνδυασµό ως τον «καλύτερο» για αυτό το σύνολο δεδοµένων. 
Ωστόσο, όταν χρησιµοποιείται ως αντικειµενικό κριτήριο το άθροισµα των απόλυτων 
σφαλµάτων αξιών, αυτό πράγµατι ελαχιστοποιείται στην περίπτωση των απλών 
απόλυτων σφαλµάτων, δηλαδή οι υπόλοιπες µεθοδολογίες παρουσιάζουν µεγαλύτερο 
άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων αξιών για τον ίδιο συνδυασµό µεταβλητών. Κάτι 
αντίστοιχο συµβαίνει για τα κριτήρια που χρησιµοποιούνται κάθε φορά ως 
αντικειµενικά. Για το συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων, οι µεθοδολογίες που 
χρησιµοποιούν το άθροισµα των σφαλµάτων αξιών (απλά ή τετραγωνικά), δίνουν ως 
αποτέλεσµα παραπλήσιο R2 µεταξύ τους για το ίδιο υποσύνολο µεταβλητών (75% και 
72.2% αντίστοιχα), ενώ υπάρχει σηµαντική διαφοροποίηση σε ό,τι αφορά το 
άθροισµα των πρωτογενών σφαλµάτων (Sum(|e|)). Ένα τέτοιο γεγονός, ίσως 
υποδηλώνει µια ανταγωνιστική φύση µεταξύ των δύο αυτών ειδών σφαλµάτων. Όταν 
χρησιµοποιείται ο R2 ως αντικειµενικό κριτήριο, ο τελευταίος παρουσιάζεται σαφώς 
βελτιωµένος (82.3%) έναντι των δύο άλλων µεθοδολογιών, για το ίδιο υποσύνολο 
µεταβλητών, όπως και το άθροισµα των πρωτογενών σφαλµάτων, όπως αναµενόταν, 
αλλά, ταυτόχρονα, παρουσιάζει ένα άθροισµα απλών απόλυτων σφαλµάτων αξιών 
µεταξύ των αντίστοιχων τιµών για τις δύο υπόλοιπες µεθοδολογίες. Τέλος, αξίζει να 
σηµειωθεί ότι το ΜΑΡΕ υπολογίζεται παραπλήσιο όταν χρησιµοποιούνται ως 
αντικειµενικά κριτήρια το άθροισµα των απλών απόλυτων σφαλµάτων αξιών και ο R2 
(3.7% και 3.6% αντίστοιχα), ενώ στην περίπτωση του αθροίσµατος των 
τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών, εµφανίζεται λίγο χειρότερο (5.4%). 
 

Στην περίπτωση του δεύτερου εξεταζόµενου συνόλου δεδοµένων (Solar 
Thermal Energy), πάλι υποδεικνύεται ο ίδιος συνδυασµός µεταβλητών ως ο 
«καλύτερος» για όλες τις χρησιµοποιούµενες προτεινόµενες µεθοδολογίες. Όπως 
φαίνεται στον Πίνακα 6.3, το ΜΑΡΕ εµφανίζεται παραπλήσιο για όλες τις 
µεθοδολογίες (1.9%, 2.3% και 1.8%). Σηµαντική διαφοροποίηση εµφανίζεται εδώ 
στις περιπτώσεις µεταξύ των αντικειµενικών κριτηρίων του αθροίσµατος απλών και 
τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών. Στην πρώτη περίπτωση (απλά σφάλµατα αξιών), 
εµφανίζεται άθροισµα ίσο µε 1.254, ενώ στη δεύτερη (τετραγωνικά σφάλµατα αξιών) 
ίσο µε 1.466. Ακόµα, το άθροισµα των πρωτογενών σφαλµάτων εµφανίζεται 
καλύτερο στην περίπτωση του κριτηρίου του αθροίσµατος των απλών απόλυτων 
σφαλµάτων αξιών σε σύγκριση µε την περίπτωση του κριτηρίου των τετραγωνικών 
σφαλµάτων (132.262 έναντι 163.459 αντίστοιχα), ενώ όταν χρησιµοποιείται ως 
αντικειµενικό κριτήριο ο R2, το άθροισµα των πρωτογενών σφαλµάτων εµφανίζεται 
καλύτερο από αυτό για το κριτήριο των τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών (126.493 
και 163.459 αντίστοιχα). Αξίζει να σηµειωθεί ότι τα αντίστροφα ακριβώς ισχύουν 
στην περίπτωση εξέτασης του πρώτου συνόλου δεδοµένων, Water Usage of 
Production Plant. Ένα ακόµα γεγονός, το οποίο χρίζει προσοχής, είναι ότι ο R

2 
παρουσιάζει την καλύτερη τιµή του στην περίπτωση εξέτασης του συντελεστή 
προσδιορισµού (92,4%, τιµή εµφανώς καλύτερη από τις αντίστοιχες για τα απλά 
απόλυτα και τετραγωνικά σφάλµατα, δηλαδή 89,2% και 89.3%). Τέλος, το άθροισµα 
των πρωτογενών σφαλµάτων εµφανίζεται ελαφρώς χειρότερο στην περίπτωση των 
απλών απόλυτων σφαλµάτων, σε σύγκριση µε το κριτήριο του R2. 
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Στο τρίτο σύνολο δεδοµένων που εξετάζεται (Belle Ayr Liquefaction Runs), η 
εξέταση των αντικειµενικών κριτηρίων του αθροίσµατος των απλών και 
τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών, οδηγεί στην υπόδειξη του ίδιου υποσυνόλου 
µεταβλητών ως «καλύτερο» (x1-x2-x3-x4-x6-x7). Στην περίπτωση του R

2, όµως, η 
εξέταση καταλήγει σε διαφορετικό υποσύνολο (x1-x2-x3-x4-x5-x6). Σε ό,τι αφορά 
τις δύο πρώτες µεθοδολογίες, το άθροισµα των απλών απόλυτων σφαλµάτων αξιών 
ελαχιστοποιείται για την περίπτωση εξέτασης του αθροίσµατος των απλών απόλυτων 
σφαλµάτων αξιών και, αντίστοιχα, το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών 
ελαχιστοποιείται για την περίπτωση εξέτασης του αθροίσµατος των τετραγωνικών 
σφαλµάτων αξιών. Το άθροισµα των πρωτογενών σφαλµάτων εµφανίζεται καλύτερο 
στην περίπτωση εξέτασης του αθροίσµατος των τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών και 
σε αυτή εµφανίζεται επίσης καλύτερος ο R

2 σε σχέση µε το άθροισµα των απλών 
απόλυτων σφαλµάτων αξιών (66.6% έναντι 50.4%), ενώ και το ΜΑΡΕ εµφανίζεται 
καλύτερο στην περίπτωση αυτή (50.2% έναντι 55%), αλλά είναι αρκετά υψηλό και 
στις δύο περιπτώσεις. Όταν εξετάζεται η περίπτωση του R2 ως αντικειµενικό κριτήριο, 
το άθροισµα των απλών απόλυτων σφαλµάτων αξιών εµφανίζεται χειρότερο από ό,τι 
στις δύο άλλες περιπτώσεις αλλά το άθροισµα των πρωτογενών σφαλµάτων 
εµφανίζεται καλύτερο στην περίπτωση εξέτασης του R

2. Με βάση το γεγονός αυτό 
ίσως µπορεί να εξηγηθεί το γεγονός ότι ο τελευταίος εµφανίζεται σαφώς βελτιωµένος 
έναντι των αντίστοιχων περιπτώσεων στις υπόλοιπες εξεταζόµενες µεθοδολογίες 
(74.9% έναντι 50.4% στην περίπτωση του αθροίσµατος των απλών απόλυτων 
σφαλµάτων αξιών και 66.6% στην περίπτωση του αθροίσµατος των τετραγωνικών 
σφαλµάτων αξιών). Τέλος, και το ΜΑΡΕ υπολογίζεται να είναι σαφώς καλύτερο σε 
σχέση µε τις δύο άλλες µεθοδολογίες (35.6% έναντι 55% στην περίπτωση του 
αθροίσµατος των απλών απόλυτων σφαλµάτων αξιών και 50.2% στην περίπτωση του 
αθροίσµατος των τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών), παρουσιάζοντας, ωστόσο, και 
αυτό σχετικά υψηλή τιµή. 
 
 Το επόµενο σύνολο δεδοµένων που εξετάστηκε, είναι το Body Fat of Females. 
Εδώ παρατηρείται το γεγονός να υποδεικνύεται διαφορετικό υποσύνολο µεταβλητών 
ως το καλύτερο, µε βάση τα κριτήρια του αθροίσµατος απλών (x2-x3) και 
τετραγωνικών (x1-x2-x3) απόλυτων σφαλµάτων, ενώ χρησιµοποιώντας το κριτήριο 
του R

2 προτείνεται το ίδιο υποσύνολο µε την περίπτωση των τετραγωνικών 
σφαλµάτων (x1-x2-x3). Τα χαρακτηριστικά για το καλύτερο υποσύνολο βάση των 
διαφορετικών κριτηρίων που εξετάζονται, φαίνονται στον Πίνακα 6.3. Αυτό που 
µπορεί να διαπιστωθεί εδώ, είναι ότι για τον προτεινόµενο ως «καλύτερο» 
συνδυασµό µεταβλητών, το άθροισµα των απλών απόλυτων σφαλµάτων αξιών 
ελαχιστοποιείται για την περίπτωση εξέτασης του αθροίσµατος των απλών απόλυτων 
σφαλµάτων αξιών και, αντίστοιχα, το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών 
ελαχιστοποιείται για την περίπτωση εξέτασης του αθροίσµατος των τετραγωνικών 
σφαλµάτων αξιών. Το άθροισµα των πρωτογενών σφαλµάτων εµφανίζεται καλύτερο 
στην περίπτωση εξέτασης του R

2, όπως, θεωρητικά, αναµενόταν, ενώ παραπλήσια 
τιµή παρουσιάζει για την περίπτωση εξέτασης των τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών 
(38.777 και 38.766 αντίστοιχα). Το ΜΑΡΕ, ωστόσο, φαίνεται να είναι καλύτερο στην 
περίπτωση εξέτασης του R2, ενώ για την περίπτωση εξέτασης των απλών απόλυτων 
σφαλµάτων, η αντίστοιχη τιµή είναι παραπλήσια (0.108 και 0.107 αντίστοιχα). Τέλος, 
οι µεθοδολογίες εξέτασης του αθροίσµατος απλών και τετραγωνικών σφαλµάτων, 
δίνουν παραπλήσιο αποτέλεσµα για την τιµή του R

2 (0.684 και 0.680 αντίστοιχα), 
ενώ ο τελευταίος εµφανίζεται σαφώς βελτιωµένος, στην περίπτωση που 
χρησιµοποιείται ως αντικειµενικό κριτήριο εξέτασης (0.790). 
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 Τελευταίο σύνολο δεδοµένων που εξετάστηκε, είναι το Hald Cement. Σε αυτό 
το σύνολο δεδοµένων, όλες οι εξεταζόµενες προτεινόµενες µεθοδολογίες καταλήγουν 
στο ίδιο καλύτερο υποσύνολο µεταβλητών (x1-x2-x4). Σε ό,τι αφορά τα επιµέρους 
χαρακτηριστικά, αυτά φαίνονται στον Πίνακα 6.3. Εύκολα διαπιστώνεται ότι το 
άθροισµα των απλών απόλυτων σφαλµάτων αξιών ελαχιστοποιείται για την 
περίπτωση εξέτασης του αθροίσµατος των απλών απόλυτων σφαλµάτων αξιών και, 
αντίστοιχα, το άθροισµα των τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών ελαχιστοποιείται για 
την περίπτωση εξέτασης του αθροίσµατος των τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών. 
Ειδικότερα, αυτό είναι το σύνολο δεδοµένων για το οποίο παρουσιάζεται το 
µικρότερο άθροισµα απόλυτων σφαλµάτων αξιών σε σύγκριση µε όλα τα υπόλοιπα 
σύνολα δεδοµένων που εξετάστηκαν. Το άθροισµα των πρωτογενών σφαλµάτων 
ελαχιστοποιείται για την περίπτωση εξέτασης του R2 (58.033 έναντι 286.137 για την 
περίπτωση εξέτασης του αθροίσµατος των απλών απόλυτων σφαλµάτων αξιών και 
94.307 για την περίπτωση εξέτασης του αθροίσµατος των τετραγωνικών σφαλµάτων 
αξιών). Ο R

2 εµφανίζει τη µεγαλύτερη τιµή του όταν χρησιµοποιείται ως 
αντικειµενικό κριτήριο εξέτασης (0.979 έναντι 0.933 για την περίπτωση εξέτασης του 
αθροίσµατος των απλών απόλυτων σφαλµάτων αξιών και 0.972 για την περίπτωση 
εξέτασης του αθροίσµατος των τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών). Επιπλέον, η τιµή 
αυτή για τον R

2, είναι η µεγαλύτερη σε σύγκριση µε όλα τα υπόλοιπα σύνολα 
δεδοµένων που εξετάστηκαν στην αντίστοιχη περίπτωση. Τέλος, το ΜΑΡΕ 
ελαχιστοποιείται στην περίπτωση εξέτασης του R2 ως αντικειµενικό κριτήριο (0.014 
έναντι 0.028 για την περίπτωση εξέτασης του αθροίσµατος των απλών απόλυτων 
σφαλµάτων αξιών και 0.022 για την περίπτωση εξέτασης του αθροίσµατος των 
τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών), ενώ η τιµή αυτή είναι η µικρότερη σε σχέση µε τις 
αντίστοιχες περιπτώσεις για όλα τα υπόλοιπα σύνολα δεδοµένων που εξετάστηκαν. 
 
 Στο σηµείο αυτό, µπορούν να γίνουν µερικές επιµέρους γενικές παρατηρήσεις. 
Το κύριο χαρακτηριστικό των δεδοµένων για το Hald Cement, είναι ότι οι 
ανεξάρτητες µεταβλητές που υπάρχουν σε αυτό, παρουσιάζουν πολύ υψηλή 
συσχέτιση µε την εξαρτηµένη µεταβλητή, όπως φαίνεται στον Πίνακα 6.4. Αυτό το 
γεγονός ίσως εξηγεί τις «καλές» τιµές για τα επιµέρους κριτήρια αξιολόγησης. Ακόµα, 
το µικρό µέσο ποσοστιαίο απόλυτο σφάλµα (πρωτογενή σφάλµατα) το οποίο 
παρατηρείται στο συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων, ίσως δείχνει ότι οι τιµές αυτές 
δεν εξαρτώνται τόσο πολύ από τον αριθµό των ανεξάρτητων µεταβλητών, αλλά 
περισσότερο από τα ποιοτικά χαρακτηριστικά των δεδοµένων, όπως είναι οι 
συσχετίσεις µεταξύ τους. Επιπρόσθετα, η εφαρµογή των τριών κλασσικών βηµατικών 
µεθοδολογιών σε αυτά τα δεδοµένα, έδειξε ότι για κάθε συνδυασµό ανεξάρτητων 
µεταβλητών, το αποτέλεσµα ήταν ένας πολύ υψηλός δείκτης R2 (βλ. Πίνακα 5.60). 
 

Πίνακας 6.4: Συσχετίσεις µεταξύ των µεταβλητών των δεδοµένων Hald Cement. 

 x1 x2 x3 x4 y 

x1 1     

x2 0.229 1    

x3 -0.824 -0.139 1   

x4 -0.245 -0.973 0.03 1  

y 0.731 0.816 -0.535 0.821 1 

 
 Από την άλλη, φαίνεται ότι στην περίπτωση εξέτασης του συνόλου 
δεδοµένων Belle Ayr Liquefaction Runs λαµβάνονται σχετικά χαµηλές επιδόσεις στα 
κριτήρια αξιολόγησης. Το σύνολο αυτό περιλαµβάνει τον µεγαλύτερο αριθµό 
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διαθέσιµων ανεξάρτητων µεταβλητών και τον δεύτερο µεγαλύτερο αριθµό 
διαθέσιµων παρατηρήσεων. Ταυτόχρονα, διαθέτει και το χειρότερο ΜΑΡΕ (ο δείκτης 
αυτός είναι υψηλότερος και για τα υπόλοιπα αντικειµενικά κριτήρια που εξετάζονται 
για το συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων), κάτι που σηµαίνει ότι τα ποιοτικά 
χαρακτηριστικά των δεδοµένων που εξετάζονται στην περίπτωση αυτή, οδηγούν στα 
παραπάνω αποτελέσµατα. Οι συσχετίσεις µεταξύ των δεδοµένων του Belle Ayr 
Liquefaction Runs δεν εµφανίζουν ούτε ακραία µεγάλες, ούτε ακραία µικρές 
διαφορές µεταξύ τους. Ωστόσο, παρατηρώντας τον Πίνακα 5.30, φαίνεται ότι για τη 
µεταβλητή x2, τα δεδοµένα για αυτήν είναι τέτοια ώστε να επαναλαµβάνονται σε 
πολλές από τις διαθέσιµες παρατηρήσεις. Ειδικότερα, το γεγονός αυτό οδηγεί στη µη 
ισοµερή, κατά το δυνατόν, κατανοµή των δεδοµένων αυτών, στην τετραβάθµια 
κλίµακα διαχωρισµού που χρησιµοποιήθηκε στα πλαίσια της ποιοτικής βηµατικής 
παλινδρόµησης. Ίσως το γεγονός αυτό επιδρά αρνητικά στη διακριτική ευχέρεια της 
προτεινόµενης µεθοδολογίας, καθώς στα υπόλοιπα σύνολα δεδοµένων, δεν 
παρατηρείται τέτοιο φαινόµενο, εκτός από το σύνολο δεδοµένων Water Usage of 
Production Plant, στο οποίο, µε βάση τον Πίνακα 6.2, παρατηρείται επίσης µια 
σχετικά ανισοµερής κατανοµή των δεδοµένων στα διαστήµατα διαχωρισµού στην 
περίπτωση της µεταβλητής x3. Εκτός από την προφανή ανισοµερή κατανοµή των 
διαθέσιµων δεδοµένων στις περιπτώσεις που αναφέρθηκαν, το άλλο κοινό το οποίο 
είναι δυνατόν να παρατηρήσει κανείς, είναι ότι οι µεταβλητές για τις οποίες 
παρατηρείται το φαινόµενο αυτό, παρουσιάζουν και µια πολύ µικρή σχετικά 
συσχέτιση µε την εξαρτηµένη µεταβλητή (ρΥx3=-0.089 για το σύνολο δεδοµένων 
Water Usage of Production Plant και ρΥx2=0.159 για το σύνολο δεδοµένων Belle Ayr 
Liquefaction Runs). Από την άλλη, στην περίπτωση του συνόλου δεδοµένων Hald, τα 
διαθέσιµα δεδοµένα για την x3 παρουσιάζουν και αυτά µια µικρή, σχετικά, 
ανισοµερή κατανοµή στα διαστήµατα διαχωρισµού, αλλά ισχύει ρΥx2=0.535. Το 
γεγονός αυτό ίσως υποδηλώνει ότι η ανισοµερής κατανοµή των διαθέσιµων 
δεδοµένων στα διαστήµατα διαχωρισµού της χρησιµοποιούµενης κλίµακας, οδηγεί σε 
µείωση της ακρίβειας της διακριτικής ευχέρειας της µεθοδολογίας, ειδικά όταν η 
συσχέτιση της µεταβλητής, για την οποία παρατηρείται η ανισοµέρεια αυτή της 
κατανοµής, µε την εξαρτηµένη µεταβλητή, είναι σχετικά χαµηλή. Παρόλα αυτά, στην 
περίπτωση εξέτασης του συνόλου δεδοµένων Body Fat of Females, η κατανοµή των 
δεδοµένων στα διαστήµατα διαχωρισµού είναι ισοµερής, αλλά οι εξεταζόµενες 
µεθοδολογίες, δεν καταλήγουν στο ίδιο προτεινόµενο υποσύνολο µεταβλητών. Στο 
συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων, είναι διαθέσιµες τρεις ανεξάρτητες µεταβλητές, εκ 
των οποίων οι δύο έχουν υψηλή συσχέτιση µε την εξαρτηµένη µεταβλητή 
(ρΥx1=0.843 και ρΥx2=0.878), ενώ η τρίτη διαθέσιµη ανεξάρτητη µεταβλητή, 
παρουσιάζει σχετικά χαµηλή συσχέτιση µε την εξαρτηµένη µεταβλητή (ρΥx3=0.142). 
Τα αποτελέσµατα ίσως να ήταν διαφορετικά, εάν και η τρίτη ανεξάρτητη µεταβλητή 
παρουσίαζε υψηλότερη συσχέτιση µε την εξαρτηµένη µεταβλητή ή εάν υπήρχαν 
διαθέσιµες περισσότερες ανεξάρτητες µεταβλητές µε ενδιάµεσες τιµές συσχέτισης µε 
την εξαρτηµένη µεταβλητή. 
 

Μετά την εξέταση των συνόλων δεδοµένων και τα αποτελέσµατα τα οποία 
παρουσιάστηκαν, φαίνεται ότι κανένα κριτήριο από αυτά που εξετάστηκαν δε δίνει τα 
καλύτερα αποτελέσµατα για όλους τους δείκτες, σε όλα τα σύνολα δεδοµένων. 
Επιπλέον, υπάρχουν και περιπτώσεις κατά τις οποίες οι προτεινόµενες µεθοδολογίες 
δεν καταλήγουν στο ίδιο καλύτερο υποσύνολο µεταβλητών. Αυτό, όµως, το οποίο 
αξίζει να επισηµανθεί, είναι ότι, όπως παρατηρήθηκε στην ανάλυση του πέµπτου 
κεφαλαίου της παρούσης, µπορεί να υποδειχθεί ένα υποσύνολο ως το καλύτερο µε 
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βάση ένα από τα κριτήρια που εξετάζονται, αλλά εξετάζοντας τους επιµέρους δείκτες 
που παρουσιάσθηκαν, να προτείνεται ένα διαφορετικό υποσύνολο µεταβλητών. Αυτό, 
για παράδειγµα, συµβαίνει στην περίπτωση του συνόλου δεδοµένων Body Fat of 
Females. Πιο αναλυτικά, για το συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων, εάν ληφθεί ως 
κριτήριο βελτιστοποίησης το άθροισµα των απλών απόλυτων σφαλµάτων (γ.π.(4.8)), 
λαµβάνονται τα αποτελέσµατα του Πίνακα 6.5. Σε αυτόν τον πίνακα, φαίνεται ότι 
από τους συνδυασµούς που εξετάζονται, καλύτερο αποτέλεσµα για το εν λόγω 
κριτήριο, εµφανίζει ο συνδυασµός x2-x3. Παρόλα αυτά, εξετάζοντας τους επιµέρους 
δείκτες του Πίνακα 6.5, παρατηρούµε ότι υπάρχουν συνδυασµοί µε καλύτερες 
επιδόσεις σε αυτούς. Για παράδειγµα, ο συνδυασµός x1-x2 παρουσιάζει καλύτερο R2 
και ταυτόχρονα διαθέτει και µικρότερο ΜΑΡΕ από τον προτεινόµενο καλύτερο 
συνδυασµό, ενώ ο συνδυασµός x1-x2-x3 παρουσιάζει καλύτερο R

2, αλλά δεν 
υπερτερεί σε κανέναν άλλο δείκτη από τον προτεινόµενο καλύτερο συνδυασµό. 
Εποµένως, εγείρεται ένα ζήτηµα σχετικά µε το ποιο κριτήριο µπορεί να θεωρηθεί ότι 
δίδει τα πιο αξιόπιστα αποτελέσµατα. 
 
Πίνακας 6.5: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.8), στα δεδοµένα 

Body Fat of Females. 

Συνδυασµός R
2
 Sum(|σ|) Sum(σ

2
) Sum(|e|) Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3 0.68484 1.92439 0.38842 38.78044 161.04685 0.10695 

x1-x2 0.71398 2.02053 0.74836 40.87315 155.30146 0.104544 

x1-x3 0.65657 2.46032 0.97105 45.90043 180.19121 0.127054 

x2-x3 0.68433 1.92304 0.38850 38.77718 161.33294 0.106949 

x1 0.69705 2.45523 0.97305 43.56803 160.59881 0.122291 

x2 0.67690 2.04633 0.81767 45.72661 161.98678 0.134024 

x3 0.04882 4.21008 2.57254 92.61833 673.07976 0.26614 

 
 Η παραπάνω διαπίστωση δίνει την αφορµή για ένα επιπλέον ερώτηµα σχετικά 
µε την επιλογή του «καλύτερου» κριτηρίου. Και αυτό είναι εάν τα κριτήρια που 
έχουν χρησιµοποιηθεί στις προτεινόµενες µεθοδολογίες, είναι ανταγωνιστικά µεταξύ 
τους. Για παράδειγµα, ένα ερώτηµα είναι εάν δίνοντας έµφαση στο κριτήριο του R2 
το άθροισµα των απλών ή τετραγωνικών σφαλµάτων εκτινάσσεται σε υπερβολικά 
µεγάλα επίπεδα, κάτι το οποίο, ίσως, καθιστά την προσπάθεια πρόβλεψης, µέσω ενός 
τέτοιου µοντέλου παλινδρόµησης, µη αξιόπιστη. Αντίστροφα, επιχειρώντας έναν όσο 
το δυνατόν µεγαλύτερο περιορισµό του αθροίσµατος των απλών/τετραγωνικών 
σφαλµάτων, µήπως οδηγούµαστε σε χειρότερες τιµές για τον R2; Συνεπώς, το ζήτηµα 
που τίθεται, είναι µήπως θα ήταν χρήσιµη µια έρευνα για τη «συµπεριφορά» αυτών 
των κριτηρίων. Μια τέτοια έρευνα, πιθανώς να οδηγούσε σε ενδείξεις για το εάν τα εν 
λόγω κριτήρια µπορούν να χρησιµοποιηθούν στα πλαίσια ενός γ.π. ποιοτικής 
παλινδρόµησης µε περισσότερες της µίας αντικειµενικές συναρτήσεις, οι οποίες 
µπορεί να είναι και ανταγωνιστικές µεταξύ τους (επιλογή µε πολλαπλά κριτήρια). 
 
 Στο σηµείο αυτό αξίζει να επισηµανθεί ότι στις περιπτώσεις των συνδυασµών 
µεταβλητών που εξετάστηκαν, σε κάθε σύνολο δεδοµένων, µε βάση το άθροισµα των 
απόλυτων σφαλµάτων (απλών/τετραγωνικών), χρησιµοποιήθηκαν τα γ.π. (4.8) και 
(4.12), τα οποία αναπτύχθηκαν σε περιβάλλον Excel 2003. Για την επίλυσή τους, 
χρησιµοποιήθηκε ο ενσωµατωµένος επιλυτής (Solver) του συγκεκριµένου λογιστικού 
πακέτου. Ο χρόνος επίλυσης για κάθε εξεταζόµενο συνδυασµό, σε κάθε περίπτωση 
συνόλου δεδοµένων, κατά µέσο όρο δεν ξεπερνούσε τα 60 δευτερόλεπτα. Ο χρόνος 
αυτός, µπορούσε να είναι ακόµη λιγότερος, αναλόγως των αρχικών συνθηκών για τις 
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µεταβλητές απόφασης του προβλήµατος. Στην περίπτωση που η εξέταση 
πραγµατοποιήθηκε για το γ.π. (4.17), χρησιµοποιήθηκε το λογισµικό Lingo 8.0. Ο 
χρόνος επίλυσης σε αυτές τις περιπτώσεις, αυξήθηκε δραµατικά, καθώς το πρόβληµα 
ανάχθηκε στην επίλυση επιµέρους µικτών ακέραιων µη γραµµικών γ.π. Στην 
πλειοψηφία των συνδυασµών που εξετάστηκαν σε όλες τις περιπτώσεις των συνόλων 
δεδοµένων που χρησιµοποιήθηκαν, παρατηρήθηκε ότι η επίλυση ήταν ικανή να 
εντοπίσει µια τοπική βέλτιστη λύση, αλλά ο χρόνος επίλυσης µέχρι και εκείνη τη 
στιγµή, µπορούσε να ξεπερνά ακόµη και τις 48 ώρες. 
 

Με βάση τις παραπάνω διαπιστώσεις, φαίνεται ότι η προτεινόµενη βηµατική 
µεθοδολογία ποιοτικής παλινδρόµησης, είναι σε θέση να οδηγήσει σε χρήσιµα 
συµπεράσµατα, σε ό,τι αφορά την επιλογή του «καλύτερου» υποσυνόλου 
µεταβλητών για συµµετοχή σε ένα µοντέλο παλινδρόµησης. Πιο συγκεκριµένα, η 
διαµόρφωση και επίλυση του κατάλληλου γ.π. για κάθε βήµα εξέτασης ενός συνόλου 
δεδοµένων, φαίνεται να αξιοποιεί τις ιδιαιτερότητες και τις διαφοροποιήσεις των 
κάθε φορά χρησιµοποιούµενων δεδοµένων. Το γεγονός αυτό οδηγεί σε διαφορετικά 
διακριτά αποτελέσµατα κάθε φορά, τα οποία είναι άµεσα συγκρίσιµα και µπορούν να 
αποτελέσουν έναν, επίσης συγκεκριµένο, «οδηγό» για την επιλογή ή µη 
συγκεκριµένων εξεταζόµενων µεταβλητών. Επιπλέον, από την προηγούµενη ανάλυση 
στο πέµπτο κεφάλαιο, γίνεται φανερό ότι η όλη ακολουθούµενη διαδικασία, 
καταλήγει σε κάποιο αποτέλεσµα, χωρίς να είναι απαραίτητος ο εξαντλητικός 
έλεγχος όλων των δυνατών συνδυασµών µεταβλητών που είναι διαθέσιµοι για ένα 
σύνολο δεδοµένων. 
 

Ωστόσο, από την ανάλυση που πραγµατοποιήθηκε στην ενότητα 5.1 
(δεδοµένα διερεύνησης), είναι δυνατόν να παρατηρηθούν µεγάλες αποκλίσεις στις 
τιµές που λαµβάνουν τα κριτήρια αξιολόγησης που υιοθετήθηκαν για την εξέταση 
των επιµέρους συνδυασµών µεταβλητών. Πιο συγκεκριµένα, αυτό που παρατηρείται, 
είναι µεγάλες, σχετικά, αποκλίσεις στις τιµές των κριτηρίων αξιολόγησης ανάµεσα σε 
συνδυασµούς µεταβλητών οι οποίοι περιέχουν µία µόνο µεταβλητή και σε αυτούς 
που περιέχουν περισσότερες των δύο µεταβλητών. Οι αντίστοιχες αποκλίσεις, όµως, 
µεταξύ των συνδυασµών που περιέχουν τον ίδιο αριθµό µεταβλητών, δεν είναι τόσο 
µεγάλες. Ειδικότερα, όσο αυξάνει ο αριθµός των µεταβλητών που συµµετέχουν σε 
έναν εξεταζόµενο συνδυασµό, οι αποκλίσεις αυτές είναι συγκρίσιµες µεταξύ τους, 
επειδή πιθανόν να αξιοποιείται µεγαλύτερο της «πληροφορίας» (ιδιαιτερότητες στις 
συσχετίσεις µε την εξαρτηµένη µεταβλητή και στην κατανοµή των διαθέσιµων 
δεδοµένων στην κλίµακα διαχωρισµού) που περιέχεται στα υπό εξέταση δεδοµένα. 
Αξίζει να σηµειωθεί ότι οι παραπάνω διαπιστώσεις, ισχύουν και στην περίπτωση της 
εξέτασης των δεδοµένων ελέγχου (ενότητα 5.2). Τίθεται, εποµένως, ένα ερώτηµα, 
σχετικά µε τη χρησιµότητα των δύο προσεγγίσεων (προς τα εµπρός και προς τα πίσω 
διαδικασία): είναι δυνατόν να προκύψει κάποιο συµπέρασµα αναφορικά για το ποια 
προσέγγιση είναι προτιµότερο να χρησιµοποιηθεί; Εάν χρησιµοποιηθεί η προς τα 
πίσω διαδικασία, τότε είναι πιθανότερο να αξιοποιείται περισσότερη «πληροφορία», 
όπως αναφέρθηκε πριν, από το σύνολο δεδοµένων και αφαιρώντας «υποψήφιες» 
ανεξάρτητες µεταβλητές η διαδικασία αυτή ίσως φτάσει σε ένα προτεινόµενο 
υποσύνολο µε την εξέταση λίγων συνδυασµών (εάν τελικά είναι θέµα ξιοποίησης 
«πληροφορίας»). Από την άλλη, χρησιµοποιώντας την προς τα εµπρός διαδικασία, 
αυτή θα συνεχιστεί µέχρι να αξιοποιηθεί η απαιτούµενη «πληροφορία». Στην πορεία 
αυτή, ίσως είναι απαραίτητη η εξέταση περισσότερων συνδυασµών από ό,τι στην 
προς τα πίσω διαδικασία, κάτι που σηµαίνει ότι απαιτείται περισσότερος 
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υπολογιστικός χρόνος, αλλά η εξέταση περισσότερων συνδυασµών, µπορεί να 
συνδεθεί µε περισσότερη «αξιοπιστία» στα εξαγόµενα αποτελέσµατα. Η εµπειρία από 
την εξέταση τόσο των δεδοµένων διερεύνησης (ενότητα 5.1, 2 σύνολα δεδοµένων), 
όσο και των δεδοµένων ελέγχου (ενότητα 5.2, 3 σύνολα δεδοµένων), δείχνει ότι, 
πράγµατι, η προς τα πίσω διαδικασία φθάνει σε κάποιο αποτέλεσµα σε λιγότερα 
βήµατα από ό,τι η προς τα εµπρός διαδικασία, για το ίδιο σύνολο δεδοµένων. 
 

6.2 Μελλοντικές Προεκτάσεις 
 
 Στην ενότητα αυτή θα προταθούν µερικές µελλοντικές προεκτάσεις τις οποίες 
µπορεί να λάβει η προτεινόµενη µεθοδολογία, µε βάση τις παρατηρήσεις που έγιναν 
στην προηγούµενη ανάλυση. Στα πλαίσια εξέτασης όλων των συνόλων δεδοµένων 
που χρησιµοποιήθηκαν στο πέµπτο κεφάλαιο, υιοθετήθηκαν τρία κριτήρια 
αξιολόγησης ως αντικειµενικά (ως αντικειµενική συνάρτηση στα υλοποιούµενα γ.π.). 
εξετάστηκαν, ωστόσο, και µερικά επιµέρους κριτήρια αξιολόγησης για τον έλεγχο 
των αποτελεσµάτων που προέκυψαν. Από την ανάλυση η οποία προηγήθηκε, 
προκύπτει ότι όταν χρησιµοποιείται ως αντικειµενικό κριτήριο ο R

2, αυτός 
υπολογίζεται να είναι µεγαλύτερος από ό,τι προκύπτει για τη χρήση του αθροίσµατος 
των απλών και τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών, για το ίδιο σύνολο δεδοµένων. Κάτι 
µπορεί να υποδηλώνει την ανταγωνιστική φύση των κριτηρίων αυτών και, κατ’ 
επέκταση την ανταγωνιστική φύση µεταξύ των σφαλµάτων αξιών και των 
πρωτογενών σφαλµάτων. Εάν χρησιµοποιηθεί το άθροισµα των σφαλµάτων αξιών ως 
αντικειµενικό (για να ελαχιστοποιηθεί), το άθροισµα των πρωτογενών σφαλµάτων θα 
αυξηθεί. Αντίθετα, εάν χρησιµοποιηθεί το άθροισµα των πρωτογενών σφαλµάτων ως 
αντικειµενικό (για να ελαχιστοποιηθεί), το άθροισµα των σφαλµάτων αξιών θα 
αυξηθεί. Συνεπώς, τίθεται το ερώτηµα, ποιο από τα δύο είδη σφαλµάτων είναι 
προτιµότερο να χρησιµοποιηθεί ως αντικειµενικό; ∆εν είναι εύκολο να δοθεί µια 
σαφής απάντηση στο ερώτηµα αυτό, οπότε αυτό ανάγεται στο ερώτηµα «έως ποιο 
επίπεδο είναι ανεκτή η αύξηση του αθροίσµατος του ενός είδους σφαλµάτων, ώστε 
να επιτευχθεί ελαχιστοποίηση του αθροίσµατος του άλλου είδους σφαλµάτων». Η 
προσέγγιση του περιορισµού του αθροίσµατος σφαλµάτων αξιών χρησιµοποιήθηκε 
στην περίπτωση χρήσης του R2 ως αντικειµενικού κριτηρίου, περιορίζοντας το εύρος 
του αθροίσµατος των απόλυτων σφαλµάτων αξιών στο 10-20% του βέλτιστου 
αθροίσµατος που υπολογίστηκε µε χρήση του τελευταίου ως αντικειµενικό κριτήριο, 
για κάθε εξεταζόµενο συνδυασµό µεταβλητών. Εποµένως, στο µέλλον ίσως είναι 
πρακτικό να διερευνηθεί εάν υπάρχει ένα «βέλτιστο» επίπεδο «περιορισµού» του 
αθροίσµατος του ενός είδους σφαλµάτων έναντι του άλλου είδους. Μια άλλη 
προσέγγιση η οποία µπορεί να ακολουθηθεί, είναι αυτή της χρήσης πολύ-
αντικειµενικών γ.π., τα οποία θα ελαχιστοποιούν ταυτόχρονα το άθροισµα και των 
δύο ειδών σφαλµάτων που αναφέρθηκαν, λαµβάνοντας υπόψη ότι η πολυπλοκότητα 
των γ.π. που θα πρέπει να αναπτυχθούν, ίσως αυξηθεί κατά µεγάλο βαθµό. 
 
 Ενδιαφέρον θα παρουσίαζε και η εξέταση του ΜΑΡΕ ως αντικειµενικό 
κριτήριο. Η υιοθέτησή του ως κριτήριο αξιολόγησης στα σύνολα δεδοµένων που 
εξετάστηκαν, οδήγησε σε χρήσιµα συµπεράσµατα, κάτι που σηµαίνει ότι η 
αξιοποίησή του ως αντικειµενικό κριτήριο µπορεί να οδηγήσει σε ανάλογα 
συµπεράσµατα. Θα µπορούσε κάποιος να ισχυριστεί, ωστόσο, ότι η ελαχιστοποίηση 
του ΜΑΡΕ είναι παρόµοια περίπτωση µε αυτή της ελαχιστοποίησης του αθροίσµατος 
των πρωτογενών σφαλµάτων. Μόνο που στην περίπτωση του ΜΑΡΕ, λαµβάνεται 
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υπόψη ο αριθµός των µεταβλητών που µετέχουν στον υπό εξέταση συνδυασµό. Τα 
γ.π. τα οποία θα πρέπει να υλοποιηθούν σε αυτή την περίπτωση, είναι µη γραµµικά, 
όπως στην περίπτωση του αθροίσµατος των τετραγωνικών σφαλµάτων αξιών που 
εξετάστηκαν στην προηγούµενη ανάλυση. 
 
 Τα σύνολα δεδοµένων που εξετάστηκαν στο πέµπτο κεφάλαιο, 
χαρακτηρίζονται από σχετικά µικρό αριθµό διαθέσιµων παρατηρήσεων και 
ανεξάρτητων µεταβλητών. Αυτό έγινε για να διαπιστωθεί η λειτουργικότητα ή µη της 
προτεινόµενης µεθοδολογίας. Τα πραγµατικά προβλήµατα µε τα οποία έρχονται 
αντιµέτωποι διάφοροι οργανισµοί και επιχειρήσεις, είναι, στις περισσότερες 
περιπτώσεις, πολύ µεγαλύτερα. Άρα, θα ήταν πρακτικό να εξεταστεί στο µέλλον η 
«συµπεριφορά» της προτεινόµενης µεθοδολογίας σε κάποια αντιπροσωπευτικά 
προβλήµατα αυτού του είδους. Βέβαια, θα πρέπει να ληφθεί υπόψη το γεγονός ότι ο 
χρόνος επίλυση των µικτών ακέραιων µη γραµµικών γ.π. που αναπτύχθηκαν στα 
πλαίσια εξέτασης των πέντε συνόλων δεδοµένων που εξετάστηκαν, ήταν χρονοβόρα, 
λόγω της πολυπλοκότητάς τους. Αυτό µπορεί να σηµαίνει ότι αυξάνοντας τον αριθµό 
των δεδοµένων που εξετάζονται, ίσως αυξηθεί και ο χρόνος επίλυσης του 
προβλήµατος. Εποµένως, θα ήταν χρήσιµο να εξεταστεί ο τρόπος µε τον οποίο είναι 
(εάν είναι) δυνατόν να ελαττωθεί ο απαιτούµενος χρόνος επίλυσης, µε τη χρήση των 
κατάλληλων τεχνικών επίλυσης. Στον τοµέα αυτό, θα µπορούσε να εξεταστεί η 
χρησιµοποίηση προηγµένων τεχνικών επίλυσης προβληµάτων βελτιστοποίησης 
µικτού ακέραιου µη γραµµικού προγραµµατισµού, όπως είναι για παράδειγµα τα 
νευρωνικά δίκτυα. 
 
 Η εξέταση η οποία πραγµατοποιήθηκε για όλα τα σύνολα δεδοµένων, έγινε 
υλοποιώντας τα κατάλληλα γ.π. σε κάθε εξεταζόµενο βήµα. Θα ήταν, ωστόσο, 
πρακτικής σηµασίας η µελλοντική εξέταση ενσωµάτωσης της διαδικασίας αυτής σε 
ένα εξειδικευµένο λογισµικό, ώστε η τελευταία να είναι προσιτή και σε µη 
εξοικειωµένους χρήστες. 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

Αναλυτικά αποτελέσµατα εφαρµογής στα σύνολα δεδοµένων ελέγχου 

 
Πίνακας Α.1: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή της κλασσικής βηµατικής παλινδρόµησης, 

µε τη χρήση του πακέτου SPSS v.12, στα δεδοµένα Belle Ayr Liquefaction Runs. 

Βηµατική Παλινδρόµηση Εµπρός Επιλογή Πίσω Απαλοιφή 

Συνδυασµός 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

x1-x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x2-x3-x4-x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x1-x2-x3-x4-x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x1-x2-x3-x4-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x2-x3-x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x2-x4-x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x3-x4-x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x2-x3-x4-x5 0.826 0.813 12.553 0.826 0.813 12.553 0.844 0.825 12.133 

x1-x2-x3-x4-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x1-x2-x3-x4-x7 0.834 0.813 12.533 0.834 0.813 12.533 0.834 0.813 12.533 

x1-x2-x3-x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x1-x2-x3-x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x1-x2-x3-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x2-x4-x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x1-x2-x4-x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x1-x2-x4-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x2-x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x3-x4-x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x1-x3-x4-x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x1-x3-x4-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x3-x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x4-x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x2-x3-x4-x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x2-x3-x4-x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x2-x3-x4-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x2-x3-x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x2-x4-x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x3-x4-x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x2-x3-x4 0.813 0.798 13.024 0.813 0.798 13.024 0.813 0.798 13.024 

x1-x2-x3-x5 0.826 0.813 12.553 0.826 0.813 12.553 0.844 0.825 12.133 

x1-x2-x3-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x1-x2-x3-x7 0.834 0.813 12.533 0.834 0.813 12.533 0.834 0.813 12.533 

x1-x2-x4-x5 0.826 0.813 12.553 0.826 0.813 12.553 0.844 0.825 12.133 

x1-x2-x4-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x1-x2-x4-x7 0.834 0.813 12.533 0.834 0.813 12.533 0.834 0.813 12.533 

x1-x2-x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 
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Πίνακας Α.1 (συνέχεια) 

Βηµατική Παλινδρόµηση Εµπρός Επιλογή Πίσω Απαλοιφή 

Συνδυασµός 
R

2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

x1-x2-x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x1-x2-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x3-x4-x5 0.843 0.823 12.200 0.843 0.823 12.200 0.843 0.823 12.200 

x1-x3-x4-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x1-x3-x4-x7 0.809 0.785 13.451 0.809 0.785 13.451 0.809 0.785 13.451 

x1-x3-x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x1-x3-x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x1-x3-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x4-x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x1-x4-x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x1-x4-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x2-x3-x4-x5 0.826 0.813 12.553 0.826 0.813 12.553 0.843 0.823 12.200 

x2-x3-x4-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x2-x3-x4-x7 0.812 0.789 13.318 0.812 0.789 13.318 0.816 0.794 13.175 

x2-x3-x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x2-x3-x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x2-x3-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x2-x4-x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x2-x4-x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x2-x4-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x2-x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x3-x4-x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x3-x4-x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x3-x4-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x3-x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x4-x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x2-x3 0.813 0.798 13.024 0.813 0.798 13.024 0.813 0.798 13.024 

x1-x2-x4 0.813 0.798 13.024 0.813 0.798 13.024 0.813 0.798 13.024 

x1-x2-x5 0.826 0.813 12.553 0.826 0.813 12.553 0.844 0.825 12.133 

x1-x2-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x1-x2-x7 0.834 0.813 12.533 0.834 0.813 12.533 0.834 0.813 12.533 

x1-x3-x4 0.809 0.785 13.451 0.809 0.785 13.451 0.809 0.785 13.451 

x1-x3-x5 0.822 0.808 12.719 0.822 0.808 12.719 0.822 0.808 12.719 

x1-x3-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x1-x3-x7 0.790 0.764 14.084 0.790 0.764 14.084 0.790 0.764 14.084 

x1-x4-x5 0.794 0.786 13.405 0.794 0.786 13.405 0.794 0.786 13.405 

x1-x4-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x1-x4-x7 0.546 0.528 19.919 0.546 0.528 19.919 0.546 0.528 19.919 

x1-x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x1-x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x1-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x2-x3-x4 0.786 0.769 13.926 0.786 0.769 13.926 0.786 0.769 13.926 

x2-x3-x5 0.826 0.813 12.553 0.826 0.813 12.553 0.826 0.813 12.553 

x2-x3-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x2-x3-x7 0.816 0.794 13.175 0.816 0.794 13.175 0.816 0.794 13.175 
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Πίνακας Α.1 (συνέχεια) 

Βηµατική Παλινδρόµηση Εµπρός Επιλογή Πίσω Απαλοιφή 

Συνδυασµός 
R

2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

x2-x4-x5 0.826 0.813 12.553 0.826 0.813 12.553 0.826 0.813 12.553 

x2-x4-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x2-x4-x7 0.812 0.789 13.318 0.812 0.789 13.318 0.812 0.789 13.318 

x2-x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x2-x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x2-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x3-x4-x5 0.843 0.823 12.200 0.843 0.823 12.200 0.843 0.823 12.200 

x3-x4-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x3-x4-x7 0.791 0.764 14.073 0.791 0.764 14.073 0.791 0.764 14.073 

x3-x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x3-x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x3-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x4-x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x4-x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x4-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x5-x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1-x2 0.813 0.798 13.024 0.813 0.798 13.024 0.813 0.798 13.024 

x1-x3 0.763 0.744 14.683 0.763 0.744 14.683 0.763 0.744 14.683 

x1-x4 0.313 0.287 24.486 0.313 0.287 24.486 0.313 0.287 24.486 

x1-x5 0.794 0.786 13.405 0.794 0.786 13.405 0.794 0.786 13.405 

x1-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x1-x7 0.201 0.170 26.418 0.546 0.528 19.919 0.546 0.528 19.919 

x2-x3 0.778 0.760 14.193 0.778 0.760 14.193 0.778 0.760 14.193 

x2-x4 0.786 0.769 13.926 0.786 0.769 13.926 0.786 0.769 13.926 

x2-x5 0.826 0.813 12.553 0.826 0.813 12.553 0.826 0.813 12.553 

x2-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x2-x7 0.714 0.691 16.107 0.714 0.691 16.107 0.714 0.691 16.107 

x3-x4 0.765 0.747 14.595 0.765 0.747 14.595 0.765 0.747 14.595 

x3-x5 0.822 0.808 12.719 0.822 0.808 12.719 0.822 0.808 12.719 

x3-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x3-x7 0.667 0.640 17.399 0.667 0.640 17.399 0.667 0.640 17.399 

x4-x5 0.794 0.786 13.405 0.794 0.786 13.405 0.794 0.786 13.405 

x4-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x4-x7 0.546 0.528 19.919 0.546 0.528 19.919 0.546 0.528 19.919 

x5-x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x5-x7 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 0.847 0.834 11.802 

x6-x7 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 0.905 0.898 9.276 

x1 0.201 0.170 26.418 0.201 0.170 26.418 0.201 0.170 26.418 

x2 0.670 0.657 16.973 0.670 0.657 16.973 0.670 0.657 16.973 

x3 0.596 0.580 18.788 0.596 0.580 18.788 0.596 0.580 18.788 

x4 0.313 0.287 24.486 0.313 0.287 24.486 0.313 0.287 24.486 

x5 0.794 0.786 13.405 0.794 0.786 13.405 0.794 0.786 13.405 

x6 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 0.870 0.865 10.661 

x7 0.546 0.528 19.919 0.546 0.528 19.919 0.546 0.528 19.919 
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Πίνακας Α.2: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.8), στα δεδοµένα 
Belle Ayr Liquefaction Runs. 

Συνδυασµός R
2
 Sum(σ) Sum(σ

2
) Sum|e| Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.49701 3.11873 0.86791 283.547 7183.544 0.557613 

x1-x2-x3-x4-x5-x6 0.59934 3.19531 1.00563 305.1954 7799.146 0.605128 

x1-x2-x3-x4-x5-x7 0.59298 3.27795 0.91834 291.3447 8036.468 0.609466 

x1-x2-x3-x4-x6-x7 0.50445 3.11732 0.86362 279.7574 6980.166 0.549938 

x1-x2-x3-x5-x6-x7 0.54482 3.15584 0.88566 247.4534 6362.269 0.515743 

x1-x2-x4-x5-x6-x7 0.56621 3.12898 0.83021 257.7866 5899.511 0.49986 

x1-x3-x4-x5-x6-x7 0.48426 3.19929 0.87624 302.5423 8523.173 0.592474 

x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.49163 3.13906 0.87450 281.8723 7281.066 0.557245 

x1-x2-x3-x4-x5 0.69936 3.48694 1.28233 194.501 3750.733 0.403258 

x1-x2-x3-x4-x6 0.60163 3.19403 0.99659 301.4193 7663.703 0.600615 

x1-x2-x3-x4-x7 0.55450 3.27661 1.03219 264.573 6523.691 0.557422 

x1-x2-x3-x5-x6 0.62766 3.33701 0.84568 253.5837 5981.971 0.522613 

x1-x2-x3-x5-x7 0.58825 3.30924 1.01165 240.3604 5993.434 0.528498 

x1-x2-x3-x6-x7 0.54905 3.15389 0.88478 244.6823 6226.701 0.510863 

x1-x2-x4-x5-x6 0.63641 3.19618 1.02212 290.3812 7090.844 0.572603 

x1-x2-x4-x5-x7 0.56279 3.34082 1.06618 271.8243 6632.082 0.542476 

x1-x2-x4-x6-x7 0.56753 3.12696 0.82974 256.0569 5825.108 0.496267 

x1-x2-x5-x6-x7 0.59747 3.17084 0.85643 242.5506 5401.673 0.476857 

x1-x3-x4-x5-x6 0.51132 3.27333 1.18388 413.6323 13894.56 0.76541 

x1-x3-x4-x5-x7 0.43226 3.36337 1.13860 341.8341 12079.45 0.690628 

x1-x3-x4-x6-x7 0.52063 3.22818 0.86610 296.8123 7889.982 0.574842 

x1-x3-x5-x6-x7 0.50991 3.23547 0.91684 279.1332 7882.249 0.566555 

x1-x4-x5-x6-x7 0.45489 3.17048 0.91050 302.5719 8590.448 0.600668 

x2-x3-x4-x5-x6 0.59008 3.21824 1.00615 302.8989 7933.402 0.606134 

x2-x3-x4-x5-x7 0.40207 3.57558 1.07272 296.0357 8030.121 0.574608 

x2-x3-x4-x6-x7 0.49836 3.13825 0.87141 278.4731 7097.344 0.550413 

x2-x3-x5-x6-x7 0.53746 3.17692 0.89555 252.9477 6470.131 0.522499 

x2-x4-x5-x6-x7 0.52184 3.14987 0.87387 275.7882 6825.092 0.539834 

x3-x4-x5-x6-x7 0.46150 3.22379 0.94170 318.4 9338.872 0.625328 

x1-x2-x3-x4 0.60922 3.34258 1.10495 282.7228 7195.498 0.586912 

x1-x2-x3-x5 0.65308 3.46880 0.92617 252.8597 5666.634 0.533325 

x1-x2-x3-x6 0.62726 3.33349 0.84620 253.9137 5993.945 0.523146 
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Πίνακας Α.2: (συνέχεια) 

Συνδυασµός R
2
 Sum(σ) Sum(σ

2
) Sum|e| Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3-x7 0.58355 3.30752 1.02315 239.9909 5972.772 0.526556 

x1-x2-x4-x5 0.67173 3.41596 1.14956 241.9436 5090.604 0.505252 

x1-x2-x4-x6 0.64205 3.19488 1.01107 284.9234 6850.973 0.563365 

x1-x2-x4-x7 0.57263 3.33983 1.04225 255 5687.713 0.513013 

x1-x2-x5-x6 0.69226 3.55032 1.46286 246.6498 5048.74 0.520902 

x1-x2-x5-x7 0.56799 3.34091 1.07509 268.854 6472.667 0.536877 

x1-x2-x6-x7 0.59851 3.16964 0.85553 241.1712 5340.486 0.474254 

x1-x3-x4-x5 0.50026 3.44755 1.27731 415.601 15195.67 0.796147 

x1-x3-x4-x6 0.50943 3.31589 1.26907 430.373 14323.38 0.779732 

x1-x3-x4-x7 0.50123 3.41546 1.11878 300.2031 8285.75 0.605766 

x1-x3-x5-x6 0.48473 3.49092 1.20195 424.495 15868.52 0.801537 

x1-x3-x5-x7 0.49865 3.38898 1.10140 293.3844 8385.174 0.602652 

x1-x3-x6-x7 0.51563 3.26812 0.91970 288.2512 8192.086 0.575231 

x1-x4-x5-x6 0.53289 3.27346 1.18458 404.0185 13645.93 0.757134 

x1-x4-x5-x7 0.52432 3.39645 1.05960 286.3418 7470.621 0.579278 

x1-x4-x6-x7 0.52394 3.22732 0.86679 295.5084 7835.219 0.573411 

x1-x5-x6-x7 0.54003 3.24695 0.91087 276.4106 7267.774 0.54877 

x2-x3-x4-x5 0.45206 3.64977 1.19432 326.9732 9121.29 0.625574 

x2-x3-x4-x6 0.60059 3.21757 0.99852 291.7137 7694.9 0.587465 

x2-x3-x4-x7 0.52101 4.20439 1.43638 258.7111 4976.864 0.543084 

x2-x3-x5-x6 0.59726 3.38708 0.86949 267.1437 6255.515 0.54522 

x2-x3-x5-x7 0.37298 3.61443 1.10939 292.9293 7890.38 0.556342 

x2-x3-x6-x7 0.54124 3.17539 0.89484 250.8131 6348.479 0.518232 

x2-x4-x5-x6 0.62158 3.21944 1.02556 290.6065 7380.124 0.578066 

x2-x4-x5-x7 0.43499 3.64184 1.09535 284.2012 6876.766 0.519748 

x2-x4-x6-x7 0.52701 3.14836 0.86966 272.4981 6658.904 0.533355 

x2-x5-x6-x7 0.56666 3.20192 0.88197 254.6258 5963.317 0.500429 

x3-x4-x5-x6 0.49656 3.29811 1.18290 409.0299 14152.21 0.764829 

x3-x4-x5-x7 0.32656 3.67822 1.15925 367.264 13548.86 0.708007 

x3-x4-x6-x7 0.49444 3.25624 0.93016 318.1283 8712.951 0.614812 

x3-x5-x6-x7 0.48593 3.27006 0.93820 287.7404 8469.567 0.590667 

x4-x5-x6-x7 0.47542 3.22399 0.94477 314.1689 9316.718 0.623689 

x1-x2-x3 0.65363 3.46633 0.92635 253.0956 5666.727 0.533533 
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Πίνακας Α.2: (συνέχεια) 

Συνδυασµός R
2
 Sum(σ) Sum(σ

2
) Sum|e| Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x4 0.67275 3.41371 1.14994 242.3787 5090.729 0.505502 

x1-x2-x5 0.69046 3.55070 1.46019 247.8435 5066.995 0.531405 

x1-x2-x6 0.69246 3.547 1.46246 247.1515 5051.286 0.522491 

x1-x2-x7 0.58214 3.34282 1.07539 250.9501 5557.221 0.50543 

x1-x3-x4 0.52251 3.53324 1.46102 417.3681 14073.74 0.780083 

x1-x3-x5 0.49708 3.67875 1.21900 424.0146 16069.91 0.818825 

x1-x3-x6 0.50429 3.56241 1.20976 444.8471 16732.24 0.819218 

x1-x3-x7 0.50667 3.43374 1.13257 297.3508 8335.52 0.604007 

x1-x4-x5 0.52887 3.47308 1.42155 393.0715 13352.55 0.757827 

x1-x4-x6 0.52997 3.31521 1.26971 420.2281 14054.13 0.770432 

x1-x4-x7 0.52358 3.43502 1.17936 298.1026 7838.992 0.595631 

x1-x5-x6 0.59374 3.86437 1.91811 358.539 11069.94 0.666942 

x1-x5-x7 0.53449 3.40670 1.08832 293.3812 8062.713 0.582842 

x1-x6-x7 0.54675 3.27973 0.91060 284.6787 7505.332 0.555146 

x2-x3-x4 0.31540 4.44210 1.46178 363.7924 8671.844 0.761668 

x2-x3-x5 0.53128 3.93303 1.14447 266.6146 6295.977 0.555463 

x2-x3-x6 0.59707 3.38407 0.87007 267.434 6268.27 0.545677 

x2-x3-x7 0.46829 4.54047 2.21176 263.4683 4799.004 0.488145 

x2-x4-x5 0.44591 3.70940 1.32377 350.4913 10469.79 0.658148 

x2-x4-x6 0.60670 3.21847 1.01702 300.0466 7357.166 0.589753 

x2-x4-x7 0.52109 4.20354 1.44760 256.8005 5067.529 0.535676 

x2-x5-x6 0.67595 3.64325 1.57878 258.4659 5463.511 0.545779 

x2-x5-x7 0.47102 3.72630 1.30307 258.8117 5615.708 0.44892 

x2-x6-x7 0.56794 3.20087 0.88123 253.2355 5897.039 0.497851 

x3-x4-x5 0.37461 3.77694 1.41710 441.8965 16158.5 0.801931 

x3-x4-x6 0.51399 3.32666 1.55478 373.5663 11849.28 0.705216 

x3-x4-x7 0.53084 4.43187 1.73653 278.1913 5969.591 0.540483 

x3-x5-x6 0.47635 3.53791 1.20575 427.6689 16290.99 0.811537 

x3-x5-x7 0.31893 3.73840 1.16728 377.0046 13449.43 0.712806 

x3-x6-x7 0.48925 3.30677 0.94510 294.4723 8592.348 0.596889 

x4-x5-x6 0.51808 3.29840 1.18380 399.1246 13925.69 0.756438 

x4-x5-x7 0.35170 3.70684 1.21786 344.898 11504.29 0.65786 

x4-x6-x7 0.49860 3.25530 0.93027 316.8372 8653.529 0.613044 
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Πίνακας Α.2: (συνέχεια) 

Συνδυασµός R
2
 Sum(σ) Sum(σ

2
) Sum|e| Sum(e

2
) MAPE 

x5-x6-x7 0.51549 3.28865 0.93528 284.9029 7820.824 0.570704 

x1-x2 0.68970 3.54828 1.45845 248.6257 5080.119 0.536988 

x1-x3 0.50822 3.81117 1.64531 440.5096 16536.56 0.842585 

x1-x4 0.54478 3.53339 1.46270 406.9338 13810.81 0.770819 

x1-x5 0.55083 4.03801 1.70573 400.387 13663.57 0.788001 

x1-x6 0.64800 3.86277 1.93618 283.0497 7770.043 0.512606 

x1-x7 0.53921 3.45350 1.12406 294.3099 7632.801 0.585551 

x2-x3 0.45808 4.65350 2.13505 271.9036 5053.241 0.483016 

x2-x4 0.31101 4.43919 1.45869 375.2499 8835.941 0.781795 

x2-x5 0.54576 4.14387 2.73017 250.5973 4634.921 0.488322 

x2-x6 0.67531 3.64066 1.58027 259.7598 5477.921 0.552556 

x2-x7 0.20599 4.86909 3.55017 375.2263 9108.656 0.808503 

x3-x4 0.17175 4.71610 2.78604 319.1562 8857.707 0.470558 

x3-x5 0.35951 4.15912 1.43247 468.4482 18054.54 0.862464 

x3-x6 0.49606 3.61351 1.21436 448.0383 17158.64 0.829219 

x3-x7 0.38882 5.30425 1.95828 281.7801 5934.763 0.456826 

x4-x5 0.39495 3.77802 1.42835 424.1509 15252.37 0.776988 

x4-x6 0.51484 3.32231 1.57932 351.3646 10140.28 0.655112 

x4-x7 0.53129 4.43013 1.73953 279.321 6028.038 0.54367 

x5-x6 0.54623 3.86405 1.93667 314.4658 8941.487 0.57222 

x5-x7 0.39015 3.87396 1.28070 332.3755 10323.91 0.614341 

x6-x7 0.52256 3.32279 0.93869 292.1134 8034.785 0.576819 

x1 0.57340 4.09589 1.58867 397.7369 13531.3 0.774347 

x2 0.18339 4.86666 3.56251 385.1081 9910.051 0.918524 

x3 0.15077 6.06654 3.44098 614.8883 23402.78 1.378574 

x4 0.48728 4.71240 2.79502 266.902 4767.2 0.534851 

x5 0.47529 4.52862 2.75144 299.9551 8842.064 0.541265 

x6 0.64046 3.86132 1.94357 278.8556 7542.508 0.519583 

x7 0.12158 6.26476 3.79208 380.3215 9212.977 0.730252 
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Πίνακας A.3: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.12), στα δεδοµένα 
Belle Ayr Liquefaction Runs. 

Συνδυασµός R
2
 Sum(σ) Sum(σ

2
) Sum|e| Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.66509 3.31006 0.75478 244.2531 5203.534 0.502114 

x1-x2-x3-x4-x5-x6 0.67042 3.42821 0.79353 248.879 4990.179 0.49334 

x1-x2-x3-x4-x5-x7 0.60822 3.50259 0.79239 270.6803 6294.832 0.54654 

x1-x2-x3-x4-x6-x7 0.66625 3.30364 0.75461 244.5364 5188.698 0.501648 

x1-x2-x3-x5-x6-x7 0.65142 3.32187 0.76618 250.1483 5636.951 0.519721 

x1-x2-x4-x5-x6-x7 0.67338 3.29904 0.75647 243.9601 5339.324 0.502126 

x1-x3-x4-x5-x6-x7 0.63573 3.47306 0.79480 263.8689 5758.424 0.521597 

x2-x3-x4-x5-x6-x7 0.64642 3.34845 0.77565 249.683 5476.791 0.515339 

x1-x2-x3-x4-x5 0.60455 3.62993 0.83875 278.5977 5951.473 0.544023 

x1-x2-x3-x4-x6 0.67108 3.42454 0.79314 248.6534 4978.021 0.492657 

x1-x2-x3-x4-x7 0.64918 3.50476 0.85229 254.1823 5418.485 0.525235 

x1-x2-x3-x5-x6 0.64279 3.55492 0.80717 266.6912 5556.645 0.533975 

x1-x2-x3-x5-x7 0.59447 3.56406 0.81475 273.7271 6593.239 0.5583 

x1-x2-x3-x6-x7 0.65682 3.31267 0.76614 247.554 5551.869 0.513311 

x1-x2-x4-x5-x6 0.67482 3.36845 0.79970 255.717 5233.952 0.505585 

x1-x2-x4-x5-x7 0.62487 3.47815 0.79640 267.8254 6195.094 0.539818 

x1-x2-x4-x6-x7 0.67506 3.28983 0.75635 244.4168 5323.704 0.501596 

x1-x2-x5-x6-x7 0.67401 3.38705 0.78906 230.8214 5155.189 0.481385 

x1-x3-x4-x5-x6 0.59874 3.73490 0.89221 274.152 6534.792 0.522171 

x1-x3-x4-x5-x7 0.57625 3.62723 0.82236 285.4702 7159.101 0.560741 

x1-x3-x4-x6-x7 0.65079 3.49576 0.79797 262.8119 5438.573 0.512085 

x1-x3-x5-x6-x7 0.62674 3.48790 0.80986 262.893 6065.845 0.527616 

x1-x4-x5-x6-x7 0.61176 3.45993 0.78263 259.4536 5705.248 0.528023 

x2-x3-x4-x5-x6 0.65240 3.50168 0.81439 262.0506 5355.252 0.521036 

x2-x3-x4-x5-x7 0.42652 3.95402 0.95267 301.6959 7616.133 0.590924 

x2-x3-x4-x6-x7 0.64671 3.34691 0.77556 249.8973 5474.716 0.515366 

x2-x3-x5-x6-x7 0.64447 3.36633 0.78671 247.0726 5655.849 0.519123 

x2-x4-x5-x6-x7 0.65711 3.33305 0.77821 249.6831 5628.924 0.515745 

x3-x4-x5-x6-x7 0.61064 3.50801 0.81771 269.6046 6193.032 0.540101 

x1-x2-x3-x4 0.65518 3.58271 0.87505 255.4836 5132.489 0.517052 

x1-x2-x3-x5 0.57668 3.70505 0.86454 284.0191 6380.094 0.565444 

x1-x2-x3-x6 0.64330 3.55279 0.80671 266.7845 5549.283 0.533874 
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Πίνακας A.3: (συνέχεια) 

Συνδυασµός R
2
 Sum(σ) Sum(σ

2
) Sum|e| Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3-x7 0.64624 3.56298 0.87642 255.8761 5541.347 0.537412 

x1-x2-x4-x5 0.62459 3.51835 0.84567 276.0867 6127.003 0.538557 

x1-x2-x4-x6 0.67543 3.36612 0.79936 255.7608 5227.331 0.505351 

x1-x2-x4-x7 0.66763 3.47475 0.85845 251.9691 5482.738 0.521607 

x1-x2-x5-x6 0.69969 3.68868 0.90043 233.5381 4566.693 0.473884 

x1-x2-x5-x7 0.60414 3.64593 0.85008 265.9823 6280.604 0.532582 

x1-x2-x6-x7 0.67825 3.36463 0.78956 232.6736 5113.972 0.481341 

x1-x3-x4-x5 0.55131 3.84083 0.91948 301.3554 7429.772 0.558029 

x1-x3-x4-x6 0.61220 3.75322 0.89952 276.7801 6394.991 0.518077 

x1-x3-x4-x7 0.64612 3.75168 0.90965 259.7071 5258.498 0.521643 

x1-x3-x5-x6 0.56157 3.87106 0.93649 295.9927 7503.361 0.558229 

x1-x3-x5-x7 0.55886 3.72141 0.84560 294.4641 7798.713 0.584123 

x1-x3-x6-x7 0.64259 3.51564 0.81400 265.5935 5732.453 0.521206 

x1-x4-x5-x6 0.62209 3.71480 0.89598 272.4129 6595.651 0.534647 

x1-x4-x5-x7 0.60050 3.61408 0.82610 286.2421 6854.468 0.559721 

x1-x4-x6-x7 0.66785 3.47519 0.79927 264.7334 5349.518 0.515119 

x1-x5-x6-x7 0.64785 3.50788 0.82262 265.9011 5732.016 0.518616 

x2-x3-x4-x5 0.44116 4.05991 0.99840 288.7844 7124.951 0.567194 

x2-x3-x4-x6 0.65304 3.49928 0.81412 261.8987 5339.656 0.52048 

x2-x3-x4-x7 0.41800 4.60995 1.27378 317.2541 5968.227 0.680811 

x2-x3-x5-x6 0.62962 3.61715 0.82670 265.8763 5585.001 0.537487 

x2-x3-x5-x7 0.40544 3.94063 0.98713 293.4256 7928.248 0.592811 

x2-x3-x6-x7 0.64479 3.36535 0.78664 247.4013 5653.261 0.519312 

x2-x4-x5-x6 0.66668 3.42995 0.82078 255.1813 5415.734 0.510367 

x2-x4-x5-x7 0.46636 3.87175 0.97991 294.5549 7457.501 0.584065 

x2-x4-x6-x7 0.65751 3.33073 0.77814 249.8975 5627.713 0.515762 

x2-x5-x6-x7 0.65145 3.41823 0.81424 238.5138 5491.909 0.499467 

x3-x4-x5-x6 0.59241 3.77609 0.91621 276.0226 6773.318 0.536403 

x3-x4-x5-x7 0.39391 4.10811 0.98518 350.162 9860.767 0.652622 

x3-x4-x6-x7 0.62607 3.52809 0.82052 270.2605 5849.632 0.532919 

x3-x5-x6-x7 0.60230 3.52611 0.83333 269.2714 6596.151 0.548265 

x4-x5-x6-x7 0.63111 3.47363 0.81969 269.83 5987.332 0.540365 

x1-x2-x3 0.64693 3.66797 0.89890 259.0548 5411.134 0.533835 
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Πίνακας A.3: (συνέχεια) 

Συνδυασµός R
2
 Sum(σ) Sum(σ

2
) Sum|e| Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x4 0.66744 3.51620 0.88532 258.0637 5351.029 0.522706 

x1-x2-x5 0.66590 3.85061 0.94261 249.1877 5028.989 0.511643 

x1-x2-x6 0.70039 3.684 0.90005 233.7137 4561.837 0.473797 

x1-x2-x7 0.68052 3.55476 0.90830 231.084 4994.259 0.49411 

x1-x3-x4 0.59340 3.98997 1.00367 285.6599 6598.772 0.542281 

x1-x3-x5 0.52316 4.02188 0.97528 318.7702 8211.599 0.590433 

x1-x3-x6 0.57356 3.91131 0.94874 300.8033 7426.614 0.553153 

x1-x3-x7 0.64240 3.86904 0.94184 258.7518 5355.604 0.531075 

x1-x4-x5 0.57487 3.82430 0.92412 299.8058 7508.296 0.571295 

x1-x4-x6 0.63789 3.74500 0.90383 274.1719 6416.292 0.529586 

x1-x4-x7 0.66689 3.74661 0.91237 260.9407 5141.377 0.523936 

x1-x5-x6 0.61996 4.12063 1.04993 280.9755 7999.498 0.521209 

x1-x5-x7 0.56757 3.79791 0.86971 297.9789 7418.001 0.570593 

x1-x6-x7 0.66231 3.52920 0.82760 270.6009 5474.283 0.514569 

x2-x3-x4 0.41555 4.62889 1.27496 318.4195 6022.309 0.682362 

x2-x3-x5 0.39483 4.164 1.08911 298.5532 7518.16 0.591273 

x2-x3-x6 0.62972 3.61590 0.82634 266.0813 5582.142 0.537634 

x2-x3-x7 0.34497 4.87280 1.40269 308.2376 6019.147 0.750628 

x2-x4-x5 0.48886 4.04851 1.01308 281.3085 6769.883 0.559709 

x2-x4-x6 0.66705 3.42745 0.82054 254.5176 5403.661 0.508923 

x2-x4-x7 0.44343 4.53631 1.28758 315.5084 6002.464 0.696552 

x2-x5-x6 0.68521 3.73572 0.93239 236.7293 4773.623 0.480256 

x2-x5-x7 0.45031 3.98608 1.17345 309.9499 8121.668 0.603433 

x2-x6-x7 0.65497 3.40638 0.81450 240.2293 5452.469 0.499566 

x3-x4-x5 0.44322 4.29282 1.09246 324.6425 8580.427 0.6136 

x3-x4-x6 0.60558 3.79403 0.92300 277.8456 6591.621 0.529527 

x3-x4-x7 0.44733 4.88783 1.45051 324.6914 6284.768 0.69427 

x3-x5-x6 0.54630 3.94827 0.96370 306.7044 7816.245 0.58209 

x3-x5-x7 0.39530 4.08886 1.03680 344.3448 10041.39 0.653213 

x3-x6-x7 0.62072 3.55162 0.83721 270.4838 6126.311 0.538833 

x4-x5-x6 0.60968 3.75693 0.91807 273.6931 6808.596 0.543236 

x4-x5-x7 0.43339 4.06370 1.00526 329.6851 9053.814 0.632461 

x4-x6-x7 0.64313 3.50901 0.82193 269.5687 5715.993 0.533171 



Ποιοτική Ανάλυση Παλινδρόµησης: Ανάπτυξη και ∆ιερεύνηση Εναλλακτικών Μοντέλων 

 - 141 - 

Πίνακας A.3: (συνέχεια) 

Συνδυασµός R
2
 Sum(σ) Sum(σ

2
) Sum|e| Sum(e

2
) MAPE 

x5-x6-x7 0.62002 3.55202 0.84914 276.3313 6148.82 0.544258 

x1-x2 0.68927 3.80363 0.95934 240.994 4718.133 0.508676 

x1-x3 0.57237 4.16049 1.05488 293.7418 7076.205 0.558123 

x1-x4 0.62782 3.97511 1.01326 281.427 6588.766 0.555254 

x1-x5 0.58525 4.24700 1.07729 303.8256 8496.885 0.559197 

x1-x6 0.64546 4.17450 1.06922 285.1795 7714.661 0.518312 

x1-x7 0.67825 3.82328 0.96248 254.3498 4780.728 0.511778 

x2-x3 0.39875 4.99698 1.41347 288.0788 5369.042 0.735982 

x2-x4 0.48211 4.56156 1.28838 302.1661 5606.12 0.683728 

x2-x5 0.47759 4.52505 1.46406 313.5324 7420.954 0.58656 

x2-x6 0.68585 3.73334 0.93211 236.6579 4763.72 0.479904 

x2-x7 0.13615 5.74225 2.40559 441.3933 11042.45 1.100876 

x3-x4 0.42739 5.21019 1.52815 338.2441 7360.091 0.721952 

x3-x5 0.35737 4.58259 1.24705 371.8681 10405.16 0.675864 

x3-x6 0.56099 3.98876 0.97482 309.5913 7693.557 0.574703 

x3-x7 0.31407 5.75742 1.82410 360.1697 7253.594 0.886497 

x4-x5 0.44409 4.29264 1.09222 324.2727 8565.568 0.613217 

x4-x6 0.62536 3.78113 0.92539 275.5455 6626.059 0.538066 

x4-x7 0.44777 4.88682 1.45005 324.4704 6280.698 0.694354 

x5-x6 0.60918 4.18643 1.08096 280.8142 7788.45 0.530699 

x5-x7 0.41803 4.16461 1.20326 360.3642 10164.19 0.663135 

x6-x7 0.63434 3.56727 0.85310 279.4654 5885.867 0.538943 

x1 0.64479 4.35297 1.15861 304.5534 8490.859 0.560087 

x2 0.14566 6.40893 3.15402 454.6374 11550.43 1.207852 

x3 0.10250 6.52519 2.23504 520.6244 13408.81 1.242855 

x4 0.42800 5.20841 1.52723 337.9798 7355.014 0.722138 

x5 0.47520 4.88284 1.76718 351.8325 10608.05 0.616239 

x6 0.64006 4.21711 1.10052 287.0322 7807.246 0.522097 

x7 0.10038 6.59093 2.99498 450.8747 10406.15 1.137339 
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Πίνακας A.4: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.8), στα δεδοµένα 
Body Fat of Females. 

Συνδυασµός R
2
 Sum(σ) Sum(σ

2
) Sum|e| Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3 0.68484 1.92439 0.38842 38.78044 161.04685 0.10695 

x1-x2 0.71398 2.02053 0.74836 40.87315 155.30146 0.104544 

x1-x3 0.65657 2.46032 0.97105 45.90043 180.19121 0.127054 

x2-x3 0.68433 1.92304 0.38850 38.77718 161.33294 0.106949 

x1 0.69705 2.45523 0.97305 43.56803 160.59881 0.122291 

x2 0.67690 2.04633 0.81767 45.72661 161.98678 0.134024 

x3 0.04882 4.21008 2.57254 92.61833 673.07976 0.26614 

 
 
 
 
Πίνακας A.5: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.12), στα δεδοµένα 

Body Fat of Females. 

Συνδυασµός R
2
 Sum(σ) Sum(σ

2
) Sum|e| Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3 0.679726 2.087357 0.344421 46.58897 169.9479 0.124399 

x1-x2 0.734315 2.260203 0.379035 42.34495 135.7187 0.114457 

x1-x3 0.625411 2.649073 0.53333 51.79706 213.3225 0.13826 

x2-x3 0.674614 2.059648 0.359602 43.74278 169.8593 0.117449 

x1 0.625966 2.648753 0.532849 51.7994 213.0806 0.138217 

x2 0.669348 2.553869 0.498789 48.08001 172.2272 0.129822 

x3 0.06128 4.584689 1.732601 90.11363 650.8328 0.261493 
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Πίνακας A.6: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή της βηµατικής παλινδρόµησης, µε τη χρήση 
του πακέτου SPSS v.12, στα δεδοµένα Hald. 

 Βηµατική Παλινδρόµηση Εµπρός Επιλογή Πίσω Απαλοιφή 

Συνδυασµός R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

R
2
 2

R  

Τυπικό 

Σφάλµα 

Εκτίµησης 

x1-x2-x3-x4 1.000 0.999 2.418  1.000 0.999 2.418 1.000 0.999 2.418 

x1-x2-x3 0.993 0.991 9.268  0.993 0.991 9.268 0.993 0.991 9.268 

x1-x2-x4 0.998 0.998 4.299  0.998 0.998 4.299 0.998 0.998 4.299 

x1-x3-x4 0.972 0.966 17.673  0.972 0.966 17.673 0.972 0.966 17.673 

x2-x3-x4 0.991 0.989 10.041  0.991 0.989 10.041 0.993 0.991 9.336 

x1-x2 0.974 0.970 16.843  0.974 0.970 16.843 0.974 0.970 16.843 

x1-x3 0.972 0.966 17.673  0.972 0.966 17.673 0.972 0.966 17.673 

x1-x4 0.854 0.827 40.101  0.854 0.827 40.101 0.854 0.827 40.101 

x2-x3 0.961 0.958 19.738  0.961 0.958 19.738 0.961 0.958 19.738 

x2-x4 0.991 0.989 10.041  0.991 0.989 10.041 0.991 0.989 10.041 

x3-x4 0.704 0.679 54.648  0.704 0.679 54.648 0.765 0.723 50.829 

x1 0.730 0.707 52.225  0.730 0.707 52.225 0.730 0.707 52.225 

x2 0.961 0.958 19.738  0.961 0.958 19.738 0.961 0.958 19.738 

x3 0.704 0.679 54.648  0.704 0.679 54.648 0.704 0.679 54.648 

x4 0.661 0.633 58.447  0.661 0.633 58.447 0.661 0.633 58.447 

 
 
 
 
Πίνακας A.7: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.8), στα δεδοµένα 

Hald. 

Συνδυασµός R
2
 Sum(σ) Sum(σ

2
) Sum|e| Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3-x4 0.92389 0.53775 0.06922 39.928 299.205 0.030 

x1-x2-x3 0.94421 0.60232 0.08280 35.892 175.202 0.028 

x1-x2-x4 0.93251 0.53409 0.06929 37.117 286.137 0.028 

x1-x3-x4 0.96981 0.646069 0.0967403 21.254 98.373 0.018 

x2-x3-x4 0.88072 0.85442 0.14634 40.433 390.951 0.032 

x1-x2 0.93935 0.59751 0.08251 38.318 217.013 0.030 

x1-x3 0.49647 1.48845 0.91577 99.240 1908.902 0.087 

x1-x4 0.96999 0.64308 0.09622 21.158 97.882 0.018 

x2-x3 0.83473 0.96835 0.16170 48.224 465.102 0.038 

x2-x4 0.70979 1.30724 0.62827 76.423 866.786 0.061 

x3-x4 0.89399 0.95546 0.18288 42.510 381.520 0.035 

x1 0.59224 1.48504 0.91826 86.110 1357.349 0.075 

x2 0.57885 1.50082 0.57114 90.040 1369.861 0.069 

x3 0.23307 2.22113 1.11215 152.643 2692.614 0.129 

x4 0.68657 1.65020 0.71044 87.988 887.591 0.072 
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Πίνακας A.8: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.12), στα δεδοµένα 
Hald. 

Συνδυασµός R
2
 Sum(σ) Sum(σ

2
) Sum|e| Sum(e

2
) MAPE 

x1-x2-x3-x4 0.971903 0.592471 0.045055 27.546 95.256 0.022 

x1-x2-x3 0.963971 0.665133 0.052701 31.680 114.198 0.025 

x1-x2-x4 0.972212 0.588761 0.044747 27.358 94.307 0.022 

x1-x3-x4 0.962824 0.799954 0.076546 34.007 124.225 0.028 

x2-x3-x4 0.944592 0.952499 0.103232 43.044 204.883 0.035 

x1-x2 0.964651 0.659922 0.052167 31.396 112.490 0.025 

x1-x3 0.487448 1.631638 0.339633 108.906 1802.537 0.094 

x1-x4 0.962982 0.798468 0.076316 33.954 123.654 0.028 

x2-x3 0.896476 1.062517 0.139738 49.620 327.185 0.040 

x2-x4 0.670633 1.635362 0.328136 92.076 949.614 0.073 

x3-x4 0.938268 1.137644 0.132609 47.813 223.741 0.040 

x1 0.488046 1.628046 0.338462 108.835 1800.152 0.093 

x2 0.64175 1.79277 0.360673 96.919 1039.598 0.076 

x3 0.330544 2.506472 0.723887 135.731 2449.374 0.118 

x4 0.649438 1.853286 0.380352 98.176 980.324 0.079 

 
 
 
 
Πίνακας A.9: Αποτελέσµατα για την εφαρµογή του προτεινόµενου γ.π. (4.17), στα δεδοµένα 

Hald. 

Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός 

Τιµή 

Αντικειµενικής 

Συνάρτησης 

( ( )2

1

ˆ
n

i i

i

y y
=

−∑ ) 

( )2

1

n

i

i

y Y
=

−∑  
Υπολογιζόµενος 

R
2
 

x1-x2-x3-x4 58.46 97.847% 

x1-x2-x3 99.87 96.323% 

x1-x2-x4 58.03 97.863% 

x1-x3-x4 81.41 97.002% 

x2-x3-x4 125.62 95.374% 

x1-x2 96.85 96.434% 

x1-x3 953.05 64.907% 

x1-x4 80.98 97.018% 

x2-x3 264.91 90.245% 

x2-x4 827.61 69.526% 

x3-x4 136.19 94.985% 

x1 942.16 65.308% 

x2 943.73 65.250% 

x3 2265.28 16.588% 

x4 544.89 

2715.76 

79.936% 
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Πίνακας A.10: Αποτελέσµατα των χρησιµοποιούµενων προτεινόµενων µεθοδολογιών 
βηµατικής παλινδρόµησης, στα δεδοµένα Hald. 
Βηµατική 

Παλινδρόµηση 
Βηµατική Ποιοτική Παλινδρόµηση 

Εµπρός 

Επιλογή 

Πίσω 

Απαλοιφή 

Απλά Απόλυτα 

Σφάλµατα 
Τετραγωνικά Σφάλµατα 

Εξεταζόµενος 

Συνδυασµός 

R
2
 R

2
 ( )∑ + -

i i

i

σ +σ  R
2
 ( ))∑ + 2 - 2

i i

i

(σ ) +(σ  R
2
 

x1-x2-x3-x4 0.99957 0.99957 0.53775 0.92389 0.045055 0.971903 

x1-x2-x3 0.99291 0.99291 0.60232 0.94421 0.052701 0.963971 

x1-x2-x4 0.99847 0.99847 0.53409 0.93251 0.044747 0.972212 

x1-x3-x4 0.97163 0.97163 0.646069 0.96981 0.076546 0.962824 

x2-x3-x4 0.99084 0.99280 0.85442 0.88072 0.103232 0.944592 

x1-x2 0.97423 0.97423 0.59751 0.93935 0.052167 0.964651 

x1-x3 0.97163 0.97163 1.48845 0.49647 0.339633 0.487448 

x1-x4 0.85391 0.85391 0.64308 0.96999 0.076316 0.962982 

x2-x3 0.96139 0.96139 0.96835 0.83473 0.139738 0.896476 

x2-x4 0.99084 0.99084 1.30724 0.70979 0.328136 0.670633 

x3-x4 0.70405 0.76530 0.95546 0.89399 0.132609 0.938268 

x1 0.72971 0.72971 1.48504 0.59224 0.338462 0.488046 

x2 0.96139 0.96139 1.50082 0.57885 0.360673 0.64175 

x3 0.70405 0.70405 2.22113 0.23307 0.723887 0.330544 

x4 0.66147 0.66147 1.65020 0.68657 0.380352 0.649438 

 
 
 
 


