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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Οι ϱοές ελεύθερης επιφάνειας καθώς και οι ϱοές σε ανοιχτούς αγωγούς εµφανίζονται σε πολ-
λούς τοµείς πρακτικού και επιστηµονικού ενδιαφέροντος όπως στην ϑαλάσσια και παράκ-
τια µηχανική, κατάρρευση ϕραγµάτων, πληµµύρες, µεταφορά ϱύπων, ϱοή ποταµών και
διάδοση µακρών κυµατισµών. Σε πολλές περιπτώσεις τέτοιες ϱοές (κάτω από κάποιες
παραδοχές-απλοποιήσεις) µπορούν να µοντελοποιηθούν ικανοποιητικά από ένα σύνολο µη
γραµµικών µερικών διαφορικών εξισώσεων υπερβολικού τύπου γνωστές και ως εξισώσεις
ϱηχών υδάτων, οι οποίες προέρχονται από τις εξισώσεις Navier-Stokes [31],[24] ϑεωρώντας
ότι η καµπυλότητα του νερού είναι µεγάλη σε σχέση µε το ϐάθος του. Οι εξισώσεις ϱηχών
υδάτων λόγο της υπερβολικότητας τους επιδέχονται ασυνεχείς λύσεις οι οποίες ονοµάζον-
ται κρουστικά κύµατα και είναι δύσκολο να υπολογιστούν µε ακρίβεια χωρίς την χρήση
µίας Shock-capturing αριθµητικής µεθόδου. Είναι γνωστό [32] ότι για τον σωστό υπολο-
γισµό τους πρέπει να χρησιµοποιηθεί µια συντηρητική αριθµητική µέθοδος, δηλαδή µια
µέθοδος η οποία ϑα διατηρεί ποσότητες όπως η µάζα η ορµή και η ενέργεια. Αν χρησι-
µοποιείται µια µη συντηρητική µέθοδος, τότε ϑα υπολογιστεί λάθος λύση εάν αυτή η λύση
περιέχει κρουστικό κύµα [33]. Πολλά κλασικά έµµεσα σχήµατα πεπερασµένων διαφορών
χρησιµοποιούνται στην ϐιοµηχανία, όπως το Preissman σχήµα, ϐλέπετε για παράδειγµα
Cunge και άλλοι [34], τα οποία είναι ανακριβή στην µοντελοποίηση ϱοής µε ασυνέχειες. Εί-
ναι αποµένως επιθυµητή η ανάπτυξη µαθηµατικών-υπολογιστικών µοντέλων τα οποία είναι
εύκολα υλοποιήσιµα, είναι συντηρητικά, χειρίζονται σωστά την γεωµετρία του πυθµένα και
υπολογίζουν µε όσο το δυνατόν µεγαλύτερη ακρίβεια τις ασυνέχειες.

Η προσέγγιση των Bermudez και Vazquez [25] υπήρξε σηµαντική στις περιπτώσεις υπ-
άρξης γεωµετρικών πηγαίων όρων. Οι παραπάνω, ανέπτυξαν ένα πρώτης τάξης αριθµητικό
σχήµα πεπερασµένων όγκων για την προσοµοίωση της ϱοής σε ανοιχτούς αγωγούς, το οποίο
ήταν ικανό να διατηρεί την ισορροπία ανάµεσα στην προσέγγιση του πηγαίου όρου και της
αριθµητικής ϱοής. Βασισµένοι σε αυτήν την προσέγγιση, οι Hubbard και Garcia-Navarrro
[5] επέκτειναν το δεύτερης τάξης αριθµητικό σχήµα πεπερασµένων όγκων µε οριοθέτες ϱοής
και κλίσης στις εξισώσεις ϱηχών υδάτων. Στην συνέχεια οι Burguette και Garcia-Navarro
[27] ανέπτυξαν άµεσα αριθµητικά σχήµατα για ϱοές σε ανοιχτούς αγωγούς για κανάλια µε
γενική γεωµετρία χωρίς όµως να αναφερθούν στην ισορροπία ανάµεσα στην προσέγγιση των
αριθµητικών ϱοών και του πηγαίου όρου. Αυτό πραγµατοποιήθηκε από τους Vukovic και
Sopta [28] οι οποίοι ανέπτυξαν πρώτης και δεύτερης τάξης άµεσα αριθµητικά σχήµατα µε
οριοθέτηση ϱοής. Οι Chinnayya και άλλοι [29] ϐασιζόµενοι στις ακριβείς λύσεις Rieman-

5



n [30] ανέπτυξαν ένα αριθµητικό σχήµα για τις εξισώσεις ϱηχών υδάτων µε τοπογραφία
το οποίο διατηρεί την ισορροπία ανάµεσα στις αριθµητικές ϱοές και την προσέγγιση του
πηγαίου όρου.

Τα άµεσα σχήµατα µείωσης ολικής κύµανσης (TVD ) προτάθηκαν αρχικά από τον Harten
για την επίλυση των εξισώσεων Euler . Η κύρια ιδιότητά τους είναι η δεύτερης τάξης χωρική
ακρίβεια και η µη εµφάνιση αριθµητικών ταλαντώσεων κατά µήκος τον ασυνεχειών. Σε πολ-
λές πρακτικές εφαρµογές η αποδοτικότητα του αλγορίθµου παίζει σπουδαίο ϱόλο κυρίως,
όταν υπάρχει περιορισµένη υπολογιστική ισχύς. Για παράδειγµα κατά την προσοµοίωση
µακράς διάρκειας πληµµύρων ή προβλήµατα ϐελτιστοποίησης. Είναι γνωστό ότι τα άµε-
σα TVD αριθµητικά σχήµατα υπόκεινται στον περιορισµό του χρονικού ϐήµατος από την
Courant-Friedrichs-Lewy συνθήκη (CFL < 1). Για την χαλάρωση της παραπάνω συνθήκης
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε έµµεσα αριθµητικά σχήµατα. Σε αυτήν την περίπτωση οι
µεταβλητές υπολογίζονται ταυτόχρονα στο καινούριο χρονικό επίπεδο από την λύση ενός
συστήµατος το οποίο έχει τόσους αγνώστους όσα είναι και τα σηµεία στα οποία διακρι-
τοποιούµε το χωρίο εφαρµογής του προβλήµατος. Για µη γραµµικά προβλήµατα όπως είναι
οι εξισώσεις ϱηχών υδάτων, το παραγόµενο σύστηµα είναι και αυτό µη γραµµικό και λύνεται
γραµµικοποιώντας το ή χρησιµοποιώντας µία επαναληπτική µέθοδο. Αυτό ϐέβαια απαιτεί
επιπρόσθετη υπολογιστική ισχύ το οποίο όµως αντισταθµίζεται από το γεγονός ότι µπορούµε
να χρησιµοποιήσουµε µεγαλύτερες τιµές για τον αριθµό CFL. ΄Οσο µεγαλύτερο χρονικό ϐή-
µα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τόσο λιγότερες επαναλήψεις χρειαζόµαστε για να ϕτά-
σουµε στο επιθυµητό χρονικό επίπεδο. Αρχικά η ανάπτυξη έµµεσων upwind µεθόδων για
την επίλυση υπερβολικών συστηµάτων επικεντρώθηκε στην λύση στάσιµων καταστάσεων. Τα
έµµεσα TVD σχήµατα έχει αποδειχθεί από τους Yee και άλλους [10] ότι είναι ευσταθή ά-
νευ συνθήκης ακόµα και στην περίπτωση γραµµικοποίησης των εξισώσεων. Στην συνέχεια,
ακολουθώντας την δουλειά της Yee [8],[10], Alcrudo και άλλοι [11] επέκτειναν το έµµεσο
αριθµητικό σχήµα στο σύστηµα των εξισώσεων ϱηχών υδάτων για µη στάσιµα προβλήµατα
σε πρισµατικά κανάλια µε πηγαίους όρους. Τέλος, οι Delis [19] και άλλοι εφάρµοσαν τα
έµµεσα σχήµατα σε ϱοές σε ανοιχτούς αγωγούς.

Στόχος της παρούσας εργασίας είναι η κατασκευή και υλοποίηση έµµεσων υψηλής
ανάλυσης Shock-Capturing TVD αριθµητικών σχηµάτων µε τύπου upwind διακριτοποίηση
του πηγαίου όρου ϐασισµένα στον προσεγγιστικό εππιλυτή Riemann του Roe για τον υπ-
ολογισµό στάσιµων και µή στάσιµων καταστάσεων σε δοµηµένα υπολογιστικά πλέγµατα σε
µία και δύο διαστάσεις µε οριοθέτες ϱοής και οριοθέτες κλίσης.

Η οργάνωση της εργασίας έχει ως εξής : Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζεται το ϑεω-
ϱητικό υπόβαθρο του µαθηµατικού µοντέλου των εξισώσεων ϱηχών υδάτων στη µία διάσταση.
Στο τρίτο κεφάλαιο παρατίθεται το υψηλής ανάλυσης έµµεσο TVD αριθµητικό σχήµα µε ο-
ϱιοθέτηση ϱοής και οριοθέτηση κλίσης, η διακριτοποίηση που εφαρµόζεται στους πηγαίους
όρους, καθώς και αριθµητικά αποτελέσµατα σε µία διάσταση. Τέλος στο τέταρτο κεφάλαιο
παρουσιάζεται η επέκταση των εξισώσεων και του αριθµητικού σχήµατος στις δύο διαστάσεις
µαζί µε τα αριθµητικά αποτελέσµατα.
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Κεφάλαιο 2

Εξισώσεις Ρηχών Υδάτων στην µια
διάσταση

2.1 Εξισώσεις

Οι εξισώσεις ϱηχών υδάτων γνωστές και ως εξισώσεις Saint Venant αποτελούν ένα υπερβο-
λικό σύστηµα µη γραµµικών νόµων διατήρησης µε πηγαίους όρους που περιγράφουν την
χρονική µεταβολή του ϐάθους του ϱευστού (νερού) και της οριζόντιας ορµής του, εκφρασ-
µένες ως µέσες τιµές, κάτω από την επίδραση της ϐαρύτητας.
Μπορούν να παραχθούν είτε από την ολοκλήρωση των εξισώσεων Navier-Stokes κατά µήκος
της απόστασης της ελεύθερης επιφάνειας του νερού από τον πυθµένα στην περίπτωση
όπου το µήκος της οριζόντιας διάστασης είναι κατά πολύ µεγαλύτερο από το µήκος της
κατακόρυφης, είτε από τις εξισώσεις διατήρησης της µάζας και διατήρησης της ορµής, ϑεω-
ϱώντας ότι η κατακόρυφη ταχύτητα του ϱευστού είναι αµελητέα και ότι η πίεση που ασκείται
είναι υδροστατική.

2.1.1 ∆ιατήρηση µάζας

Αρχικά ϑεωρούµε ότι το ϱευστό είναι ασυµπίεστο, δηλαδή ότι η πυκνότητα ρ είναι στα-
ϑερή, ενώ επιτρέπουµε αυξοµειώσεις στο ϐάθος h του ϱευστού. Τότε για έναν όγκο ελέγχου
dV = [x1, x2] έχουµε ότι,

ο ϱυθµός µεταβολής της µάζας του ϱευστού είναι ίσος µε τον όγκο της ϱοής που διέρχε-
ται από τον όγκο ελέγχου dV.

Ο ϱυθµός µεταβολής της µάζας του ϱευστού στον όγκο ελέγχου dV στο χρόνο t είναι

d

dt

∫ x2

x1

ρh(x, t) dx. (2.1)

Στην συνέχεια για να ϐρούµε τον όγκο της ϱοής ολοκληρώνουµε την πυκνότητα της ορµής
κατά µήκος του ϐάθους
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Σχήµα 2.1: Ροή ϱευστού σε µονοδιάστατο κανάλι υπό την επίδραση της ϐαρύτητας.

∫ h(x,t)+b(x)

b(x)

ρu(x, t) dy = ρu(x, t)

∫ h(x,t)+b(x)

b(x)

dy = ρu(x, t)h(x, t), (2.2)

όπου b(x) συνάρτηση που περιγράφει την τοπογραφία του πυθµένα. Εποµένως ο όγκος
ϱοής που διέρχεται από τα σύνορα x1 και x2 του όγκου ελέγχου dV ϑα είναι (ρuh)|x1 και
(ρuh)|x2 αντίστοιχα. ΄Αρα από τις εξισώσεις (2.1) και (2.2) έχουµε ότι η ολοκληρωτική µορφή
του νόµου διατήρησης της µάζας ϑα είναι :

d

dt

∫ x2

x1

h(x, t) dx =

∫ x2

x1

d

dx
(uh) dx. (2.3)

Ολοκληρώνοντας την (2.3) ως προς τον χρόνο έχουµε ότι

∫ t+δt

t

∫ x2

x1

∂h

∂t
+

∂(hu)

∂x
dx dt = 0 (2.4)

και αφού η (2.4) ισχύει για τυχαίο όγκο ελέγχου έχουµε ότι η αντίστοιχη διαφορική µορφή
του νόµου διατήρησης της µάζας ϑα είναι

∂h

∂t
+

∂(hu)

∂x
= 0. (2.5)

8



2.1.2 ∆ιατήρηση ορµής

Εφαρµόζοντας τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα στον όγκο ελέγχου dV έχουµε ότι ϑα πρέπει

ο ϱυθµός µεταβολής της ορµής να είναι ίσος µε την εφαρµόσιµη δύναµη,

ως πρός την κατεύθυνση x η οποία ϑα είναι το άθροισµα της δύναµης που αναπτύσσε-
ται λόγω της πίεσης που εφαρµόζεται στα µέτωπα x1 και x2 του όγκου ελέγχου και της
δύναµης που αναπτύσσεται από την πίεση που δηµιουργεί ο πυθµένας.
Ο ϱυθµός µεταβολής της ορµής είναι η ολική παράγωγος της ταχύτητας

D

Dt

∫ x2

x1

∫ h+b

h

ρudydx =

=
d

dt

∫ x2

x1

∫ h+b

h

ρu dydx +

∫ x2

x1

∫ h+b

h

ρ
∂u2

∂x
dydx

=
d

dt

∫ x2

x1

ρhu dx + (ρhu2)|x2 − (ρhu2)|x1 .

η δύναµη της πίεσης από τα µέτωπα είναι :

g
[∫ h+b

b

ρ(y − h− b)dy
]x2

x1

=
[
−1

2
gρh2

]x2

x1

,

η δύναµη της πίεσης από τον πυθµένα είναι :

−g

∫ x2

x1

ρh
db

dx
dx,

άρα η συνολική δύναµη που εφαρµόζεται στην κατεύθυνση του x είναι :
[
−1

2
gρh2

]x2

x1

− g

∫ x2

x1

ρh
d

dx
b(x)dx,

όπου g είναι η επιτάχυνση της ϐαρύτητας. Εποµένως η ολοκληρωτική µορφή διατήρησης
της ορµής έχει την µορφή

d

dt

∫ x2

x1

hu dx + (hu2)x2 − (hu2)x1 =
[
− 1

2
gh2

]x2

x1

(2.6)

και υποθέτοντας ότι οι συναρτήσεις h(x, t) και u(x, t) είναι παραγωγίσιµες έχουµε για την
διαφορική µορφή της διατήρησης της ορµής

∂(hu)

∂t
+

∂(hu2 + 1
2
gh2)

∂x
= −gh

db(x)

dx
. (2.7)

Από τις (2.5) και (2.7) συνολικά µπορούµε να γράψουµε

d

dt

∫ x2

x1

q(x, t) dx + f(q(x2, t))− f(q(x1, t)) =

∫ x2

x1

G dx, (2.8)

9



για την ολοκληρωτική µορφή και

∂q

∂t
+

∂f(q)

∂x
= G (2.9)

για την διαφορική. Λαµβάνοντας υπόψη την ύπαρξη της τριβής το σύστηµα (2.9) παίρνει
την µορφή

∂q

∂t
+

∂f(q)

∂x
= G + S (2.10)

όπου

q =

[
h
hu

]
, f =

[
hu

hu2 + 1
2
gh2

]
, G =

[
0

−ghdb(x)
dx

]
, S =

[
0

−ghSf

]
(2.11)

µε Sf να αναπαριστά την δύναµη της τριβής και µπορεί να υπολογιστεί χρησιµοποιώντας
την εµπειρική σχέση

Sf = n2
m

u|u|
h4/3

(2.12)

όπου nm είναι ο συντελεστής του Manning.

2.1.3 Ιδιότητες των εξισώσεων

Ο Ιακωβιανός πίνακας του συστήµατος είναι

J(q) =
∂f

∂q
=

[
0 1

c2 − u2 2u

]
(2.13)

µε πραγµατικές ιδιοτιµές

λ1 = u− c, λ2 = u + c (2.14)

και αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

r1 =

[
1

u− c

]
, r2 =

[
1

u + c

]
. (2.15)

Με c =
√

gh συµβολίζουµε την σχετική ταχύτητα κύµατος-ϱευστού, εάν h > 0 το σύστηµα
είναι αυστηρά υπερβολικό και ο πίνακας A διαγωνοποιήται ως εξής

R(q)−1J(q)R(q) = Λ(q) =

[
λ1 0
0 λ2

]
, (2.16)

όπου ο R(q) περιέχει τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα του J(q).
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Ολοκληρώνοντας την παρουσίαση του µαθηµατικού µοντέλου των εξισώσεων ϱηχών υδάτων
στη µία διάσταση ϑα ορίσουµε τον αριθµό Froude ο οποίος περιγράφει την ϱοή και ορίζεται
ως ο λόγος της ταχύτητας της ϱοής u προς την σχετική ταχύτητα κύµατος-ϱευστού c:

Fr =
|u|
c

.

΄Οταν Fr > 1 η ϱοή ονοµάζεται υπερκρίσιµη. Οι δυνάµεις αδράνειας υπερισχύουν αυτών
της ϐαρύτητας, οι ιδιοτιµές έχουν πάντα το ίδιο πρόσηµο και κατά συνέπεια η ϕυσική
πληροφορία διαδίδεται προς µία κατεύθυνση. ΄Οταν Fr < 1 η ϱοή ονοµάζεται υποκρίσιµη.
Οι δυνάµεις αδράνειας υπολείπονται αυτών της ϐαρύτητας, η ιδιοτιµή λ1 = u − c είναι
αρνητική και η ιδιοτιµή λ2 = u + c λαµβάνει οποιοδήποτε πρόσηµο µε αποτέλεσµα η
ϕυσική πληροφορία να διαδίδεται και προς τις δύο κατευθύνσεις.

΄Ενα ϐασικό χαρακτηριστικό των παραπάνω µη γραµµικών νόµων διατήρησης είναι ότι
ακόµα και στην περίπτωση που τα αρχικά δεδοµένα είναι οµαλά, ασυνέχειες µπορεί να
εµφανιστούν σε κάποια χρονική στιγµή. Εποµένως η διαφορική µορφή (2.9) παύει να
ισχύει. Αυτό είναι αναµενόµενο, διότι η (2.9) είχε εξαχθεί από την ολοκληρωτική µορφή των
νόµων διατήρησης ϑεωρώντας ότι οι συναρτήσεις h, u είναι οµαλές. Καθώς η λύση εξελίσ-
σεται το Shock ϑα διαδίδεται µε κάποια µεταβλητή ταχύτητα s(t), για να την υπολογίσουµε
µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την πιο ϑεµελιώδη µορφή του νόµου διατήρησης, την
ολοκληρωτική.

΄Εστω ότι το Shock κινείται όπως ϕαίνεται στο σχήµα 2.2, όπου έχουµε εστιάσει σε ένα

Σχήµα 2.2: Η συνθήκη Rankine-Hugoniot.

µικρό χρονικό διάστηµα [t1, t1 + ∆t] µε την ταχύτητα διάδοσης του Shock να είναι ουσι-
αστικά σταθερή. Τότε το ορθογώνιο [x1, x1 + ∆x] × [t1, t1 + ∆t] χωρίζεται σε δύο τρίγωνα
σε καθένα από τα οποία η ποσότητα q είναι σταθερή µε τιµές qL, qR. Εφαρµόζοντας την
ολοκληρωτική µορφή του νόµου διατήρησης (2.6) έχουµε

∫ x1+∆x

x1

q(x, t1 + ∆t)dx−
∫ x1+∆x

x1

q(x, t1)dx =

∫ t1+∆t

t1

f(q(x1, t))dt−
∫ t1+∆t

t1

f(q(x1 + ∆x, t))dt
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και εφόσον η q είναι ουσιαστικά σταθερή κατά µήκος κάθε ακµής η παραπάνω εξίσωση
παίρνει την µορφή

∆xqR −∆xqL = ∆tf(qL)−∆tf(qR) + O(∆t2). (2.17)

Αν η ταχύτητα του shock είναι s, τότε ∆x = −s∆t για (s < 0). Χρησιµοποιώντας αυτή τη
σχέση διαιρώντας µε −∆t και παίρνοντας ∆t → 0 λαµβάνουµε τη συνθήκη

s(qR − qL) = f(qR)− f(qL) (2.18)

η οποία ονοµάζεται συνθήκη Rankine - Hugoniot. Στην περίπτωση ενός γραµµικού συστή-
µατος µε σταθερούς συντελεστές, όπου f(q) = Aq η παραπάνω σχέση γράφεται ως

A(qR − qL) = s(qR − qL) (2.19)

το οποίο σηµαίνει ότι το qR − qL ϑα πρέπει να είναι ένα ιδιοδιάνυσµα του πίνακα A. Σε
αυτήν την περίπτωση η ταχύτητα διάδοσης s της ασυνέχειας ϑα είναι ίση µε την αντίστοιχη
ιδιοτιµή.
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Κεφάλαιο 3

Αριθµητικά σχήµατα σε µία χωρική
διάσταση

3.1 ΄Εµµεσα ή άµεσα TVD σχήµατα

Ο υπολογισµός λύσεων οι οποίες περιέχουν ασυνέχειες, ϐλέπετε αναφορά πρίν, όπως υ-
δραυλικά άλµατα και µετωπικά κύµατα, ϑέτουν κάποιους περιορισµούς σχετικά µε το αρ-
ιθµητικό σχήµα το οποίο ϑα χρησιµοποιήσουµε για την επίλυση των εξισώσεων. Η αρι-
ϑµητική µέθοδος ϑα πρέπει να χειρίζεται κατάλληλα την εµφάνιση αυτών των ασυνεχειών,
υπολογίζοντας σωστά την ϑέση και την ταχύτητα τους. Τέλος µια απλή και ϕυσική απαίτηση
την οποία πρέπει να ϑέσουµε στο αριθµητικό σχήµα έτσι ώστε να εξασφαλίσουµε ότι η αρ-
ιθµητική λύση δεν συγκλίνει σε µη αποδεχτή λύση είναι, το αριθµητικό σχήµα να είναι σε
συντηρητική µορφή [24]. Τα σχήµατα µείωσης ολικής κύµανσης (TVD ) προτάθηκαν αρχικά
από τον Harten [2] για την επίλυση των εξισώσεων Euler. Η ϐασική ιδιότητα των δεύτερης
τάξης TVD σχηµάτων είναι η µη εµφάνιση ταλαντώσεων κατα µήκος των ασυνεχειών. Μερικά
από τα πλεονεκτήµατα των άµεσων υψηλής ανάλυσης TVD σχηµάτων προέρχονται από την
απλότητα κατασκευής της λύσης, το ϐασικό τους όµως µειονέκτηµα έγκειται στο γεγονός του
περιορισµού της επιλογής του χρονικού ϐήµατος από τον αριθµό CFL (Courant, Friedrichs
και Lewy [17]). Για να µπορέσουµε να απαλλαγούµε από τον παραπάνω περιορισµό µ-
πορούµε να καταφύγουµε στην δηµιουργία έµµεσων TVD σχηµάτων. Για µη γραµµικά
προβλήµατα το σύστηµα των εξισώσεων που προκύπτει είναι και αυτό µη γραµµικό. Για
την επίλυση του µπορούµε είτε να το γραµµικοποιήσουµε είτε να χρησιµοποιήσουµε µια
επαναληπτική µέθοδο, όπου στην περίπτωση της τελευταίας επιλογής το υπολογιστικό κόσ-
τος αυξάνετε σε κάθε χρονική επανάληψη της µεθόδου. ΄Ετσι όµως έχουµε την δυνατότητα
να χρησιµοποιήσουµε µεγαλύτερες τιµές για τον αριθµό CFL µε αποτέλεσµα να αυξάνε-
ται το χρονικό ϐήµα και η µέθοδος να γίνεται υπολογιστικά πιο οικονοµική, ιδιαίτερα για
προβλήµατα στάσιµων καταστάσεων (Steady-State). ΄Οσο µεγαλύτερο είναι το χρονικό ϐήµα
τόσο λίγοτερες επαναλήψεις χρειαζόµαστε για να ϕτάσουµε στο επιθυµητό χρονικό επίπεδο.
Τα έµµεσα υψηλής ανάλυσης TVD σχήµατα έχει αποδειχτεί ότι είναι unconditionaly stable
για στάσιµες καταστάσεις, µόνιµης στάσιµης κατάστασης ακόµα και στην περίπτωση γραµ-
µικοποίησης των εξισώσεων, Yee και άλλοι [18].
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3.2 Παραγωγή ΄Εµµεσου Αριθµητικού Σχήµατος

Το πρώτο σηµείο το οποίο κάνει την µέθοδο Godunov ελκυστική από αριθµητική σκοπιά εί-
ναι ότι η µέση τιµή της ακριβούς λύσης σε κάθε υπολογιστικό κελί Ci = [xi− 1

2
, xi+ 1

2
] µπορεί

εύκολα να υπολογιστεί χρησιµοποιώντας την ολοκληρωτική µορφή του νόµου διατήρησης.
Ποιο συγκεκριµένα ορίζοντας µια διαµέριση στο χώρο δ(∆x) = {xi : i = 1, . . . , n} µε
xi+1 = xi+∆x, εφαρµόζοντας την παραπάνω σχέση στο υπολογιστικό κελί Ci = [xi− 1

2
, xi+ 1

2
],

µε xi± 1
2

= xi ± 1
2
∆x και ολοκληρώνοντας στο χρονικό διάστηµα τn = [tn, tn+1] µε χρονικό

ϐήµα ∆t = tn+1 − tn παίρνουµε

∂q(x, t)

∂t
+

∂f(q(x, t))

∂x
= G(q(x, t)) (3.1)

⇔ d

dt

∫

Ci

q(x, t) dx = −[
f(q(xi+ 1

2
, t))− f(q(xi− 1

2
, t))

]
+

∫

Ci

G(q(x, t)). (3.2)

΄Οπου q(xi±1/2, t) η λύση του προβλήµατος Riemann. ∆ιαιρώντας µε ∆x την παραπάνω
σχέση έχουµε

d

dt
Qi(t) = Xi(t), (3.3)

όπου

Qi(t) =
1

∆x

∫

Ci

q(x, t) dx, (3.4)

είναι ο µέσος όρος της λύσης στο κελί Ci = [xi− 1
2
, xi+ 1

2
] τη χρονική στιγµή t και

Xi(t) = −
f(q(xi+ 1

2
, t))− f(q(xi− 1

2
, t))

∆x
+

1

∆x

∫

Ci

G(q(x, t) dx.

Ολοκληρώνοντας την (3.3) στο χρονικό διάστηµα τn = [tn, tn+1] παίρνουµε

Qn+1
i = Qn

i +

∫

τn

Xi(t) dt, (3.5)

Qn+1
i = Qn

i + ∆t(θXn+1
i + (1− θ)Xn

i ). (3.6)

Ορίζοντας ως συνάρτηση αριθµητικής ϱοής την ποσότητα

Fn
i+ 1

2
= F(Qn

i ,Q
n
i+1) = f(q(xi+ 1

2
, tn)) (3.7)

14



η (3.6) γράφεται ως

Qn+1
i + λθ

(
Fn+1

i+ 1
2

− Fn+1
i− 1

2

)− θdtG̃n+1
i =

Qn
i − λ(1− θ)

(
Fn

i+ 1
2
− Fn

i− 1
2

)
+ (1− θ)dtG̃n

i , (3.8)

όπου λ = ∆t
∆x

, 0 ≤ θ ≤ 1, Fn
i± 1

2

= F(Qn
i∓1,Q

n
i ,Qn

i±1,Q
n
i±2) και

Fn+1
i± 1

2

= F(Qn+1
i∓1 ,Qn+1

i ,Qn+1
i±1 ,Qn+1

i±2 ). Η συνάρτηση Fi± 1
2
καλείτε αριθµητική ϱοή. Θέτοντας

Fi+ 1
2

= (1− θ)Fn
i+ 1

2
+ θFn+1

i+ 1
2

(3.9)

και παραλείποντας προσωρινά τους πηγαίους όρους η (3.8) µπορεί να γραφτεί ως

Qn+1
i = Qn

i − λ(Fi+ 1
2
− Fi− 1

2
). (3.10)

Αυτή η αριθµητική ϱοή είναι µια συνάρτηση οκτώ µεταβλητών,
Fi+ 1

2
= F(Qn

i−1,Q
n
i ,Qn

i+1,Q
n
i+2,Q

n+1
i−1 ,Qn+1

i ,Qn+1
i+1 ,Qn+1

i+2 ) και είναι συνεπής µε την οµογενή
µορφή του νόµου διατήρησης (2.8) ως προς την ακόλουθη έννοια

F(q,q,q,q,q,q,q,q) = f(q). (3.11)
Η εξίσωση (3.8) περιέχει τόσο έµµεσα όσο και άµεσα αριθµητικά σχήµατα.΄Οταν θ = 0, η
(3.8) είναι µια άµεση µέθοδος. ΄Οταν θ 6= 0, η (3.8) είναι ένα έµµεσο αριθµητικό σχήµα.
Για παράδειγµα, αν θ = 1

2
, έχουµε τον τύπο του τραπεζίου ενώ για θ = 1, την προς τα πίσω

Euler. Για να απλοποιήσουµε τους συµβολισµούς η (3.8) µπορεί να γραφτεί ως

L ·Qn+1 = R ·Qn, (3.12)
όπου L και R οι ακόλουθοι τελεστές :

(L ·Q)i = Qi + λθ(Fi+ 1
2
− Fi− 1

2
), (3.13)

(R ·Q)i = Qi − λ(1− θ)(Fi+ 1
2
− Fi− 1

2
). (3.14)

Η ολική κύµανση µιας διακριτής συνάρτησης un ορίζεται να είναι

TV (un) =
∞∑

j=−∞
|un

j − un
j | =

∞∑
j=−∞

|∆j+ 1
2
un|, (3.15)

όπου ∆j+ 1
2
un = uj+1 − uj.

Το αριθµητικό σχήµα (3.8) για ένα πρόβληµα αρχικών τιµών του (2.8) ϑα ονοµάζεται TVD
εάν

TV (Qn+1) ≤ TV (Qn). (3.16)
Ο Harten [2] απέδειξε ότι για να ικανοποιεί το σχήµα (3.8) την TVD ιδιότητα αρκεί να
ισχύουν οι παρακάτω συνθήκες,

TV (R ·Qn) ≤ TV (Qn) (3.17)
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και
TV (L ·Qn+1) ≥ TV (Qn+1). (3.18)

Θεωρώντας ότι η αριθµητική ϱοή στην (3.8) είναι Lipschitz συνεχής και γράφοντας την (3.8)
ως

Qn+1
i − λθ

(
C̃−

i+ 1
2

∆i+ 1
2
Q− C̃+

i− 1
2

∆i− 1
2
Q

)n+1
=

Qn
i + λ(1− θ)

(
C̃−

i+ 1
2

∆i+ 1
2
Q− C̃+

i− 1
2

∆i− 1
2
Q

)n
, (3.19)

όπου C̃∓
i± 1

2

= C̃∓(Qi,Qi±1,Qi±2) είναι κάποιες ϕραγµένες συναρτήσεις, ο Harten απέδειξε
ότι ικανές συνθήκες για τις (3.17) και (3.18) είναι
(ι) Για κάθε i

C±
i+ 1

2

= λ(1− θ)C̃±
i+ 1

2

≥ 0, (3.20)

C+
i+ 1

2

+ C−
i+ 1

2

= λ(1− θ)(C̃+
i+ 1

2

+ C̃−
i+ 1

2

) ≤ 1, (3.21)

(ιι) για κάθε i
−∞ < C ≤ −λθC̃±

i+ 1
2

≤ 0 (3.22)

όπου C πεπερασµένη.

3.3 Μέθοδος Godunov

Για την επίλυση των εξισώσεων του τύπου (2.9) πρώτος o Godunov [15] πρότεινε την ιδέα
εξέλιξης της λύσης στο νέο χρονικό επίπεδο λύνοντας ένα σύνολο από τοπικά προβλήµατα
Riemann της µορφής

qt + F(q)x = 0, (3.23)

q(x, 0) =

{
qL x < 0
qR x > 0

. (3.24)

Ο Godunov υπέθεσε ότι η αρχική συνθήκη του προβλήµατος (2.9) µπορεί να αντικατασταθεί
από την µέση τιµή της Qi(t) =

∫
Ci

q(x, t) dx σε κάθε υπολογιστικό κελί Ci = [xi− 1
2
, xi+ 1

2
]

δηµιουργώντας έτσι µία κατά τµήµατα σταθερή συνάρτηση (Σχ 3.1).
Στη συνέχεια, ϑεωρώντας ότι το ∆t είναι αρκετά µικρό, σε κάθε µέτωπο xi− 1

2
το πρόβληµα

Riemann (3.23), (3.24) µε qL = Qi−1 και qR = Qi λύνεται ακριβώς δηµιουργώντας έτσι µία
ακολουθία τοπικών προβληµάτων Riemann των οποίων η λύση στο τέλος της διαδικασίας
συντίθεται για την κατασκευή της λύσης στο νέο χρονικό επίπεδο.
Η εφαρµογή της ιδέας του Godunov σε µη γραµµικά συστήµατα υπερβολικών νόµων δι-
ατήρησης είναι αρκετά δαπανηρή και αυτό διότι, για τον υπολογισµό των αριθµητικών ϱοών
χρειαζόµαστε µόνο την λύση του προβλήµατος Riemann στο σηµείο xi− 1

2
[24]. Στην πράξη,
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Σχήµα 3.1: Κατά τµήµατα σταθερή συνάρτηση.

Σχήµα 3.2: Αρχικές συνθήκες του προβήµατος Riemann.

όπως ϑα δούµε και στην συνέχεια, χρησιµοποιούµε προσεγγιστικούς επιλυτές Riemann.
Στην παρούσα εργασία ϑα χρησιµοποιήσουµε το προσεγγιστικό επιλυτή Riemann του Roe
[1]. Ποιό συγκεκριµένα ο Roe λύνει το πρόβληµα Riemann (3.23), (3.24) προσεγγιστικά
εισάγοντας τον Ιακωβιανό πίνακα J(q) = ∂F

∂q
και χρησιµοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας

το σύστηµα (3.23) γράφεται ως

qt + J(q)qx = 0. (3.25)

Στην συνέχεια ο Ιακωβιανός πίνακας J(q) του συστήµατος αντικαθίσταται από µια προσέγ-
γιση του J̃ = J̃(QL,QR) δηµιουργώντας έτσι ένα προσεγγιστικό πρόβληµα Riemann

qt + J̃qx = 0, (3.26)

q(x, 0) =

{
qL x < 0
qR x > 0

, (3.27)

το οποίο και λύνει ακριβώς. Το προσεγγιστικό πρόβληµα Riemann προκύπτει αντικα-
ϑιστώντας το αρχικό µη γραµµικό από ένα γραµµικοποιηµένο σύστηµα σταθερών, τοπικά
για κάθε χρονικό ϐήµα, συντελεστών διατηρώντας όµως την αρχική συνθήκη αµετάβλητη. Ο
πίνακας J̃ ο οποίος ονοµάζεται πίνακας του Roe ϑα πρέπει να έχει τις παρακάτω ιδιότητες.
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(1). ∆i−1/2F = J̃(Qi,Qi−1)∆i−1/2Q = J̃i−1/2∆i−1/2Q ∀i,

όπου ∆i−1/2(·) = (·)i − (·)i−1 και Fi = F(Qi).

(2). O J̃i−1/2 έχει πραγµατικές ιδιοτιµές και γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα.

(3). J̃i−1/2 → F′(Q) οµοιόµορφα καθώς Qi−1,Qi → Q.

(4). υπάρχει γραµµική απεικόνιση από το Q στο F.

Η συνθήκη (1) µας εξασφαλίζει ότι το παραγόµενο σχήµα είναι συντηρητικό. Η συνθήκη (2)
µας εξασφαλίζει ότι το γραµµικοποιηµένο σύστηµα είναι υπερβολικό και εποµένως επιλύσι-
µο και η συνθήκη (3) ότι η µέθοδος δίνει τη σωστή λύση σε οµαλές περιοχές.

Για τις εξισώσεις ϱηχών υδάτων ο πίνακας J̃ είναι απλά ο Ιακωβιανός πίνακας (2.13) του
συστήµατος (2.9),[12]

J̃i−1/2 =




0 1

c̃2 − ũ2 2ũ




i−1/2

(3.28)

αποτιµηµένος στις κάτωθι τιµές

ũi−1/2 =
ui−1

√
hi−1 + ui

√
hi√

hi−1 +
√

hi

, h̃i−1/2 =
hi + hi−1

2
, c̃ =

√
g
hi + hi−1

2
, (3.29)

οι οποίες ονοµάζονται µέσες τιµές του Roe.
Οι ιδιοτιµές του προσεγγιστικού πίνακα J̃ είναι :

λ̃1
i−1/2 = ũi−1/2 −

√
gh̃i−1/2, λ̃2

i−1/2 = ũi−1/2 +

√
gh̃i−1/2, (3.30)

µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

r̃1
i−1/2 =

[
1

ũi−1/2 − c̃i−1/2

]
, r̃2

i−1/2

[
1

ũi−1/2 + c̃i−1/2

]
. (3.31)
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΄Εστω R̃i−1/2 πίνακας του οποίου οι στήλες περιέχουν τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα του πίνα-
κα J̃, από την συνθήκη (2) έχουµε ότι ο πίνακας J̃ διαγωνοποιήται ως εξής

J̃ = R̃i−1/2diag[λ̃k
i−1/2]R̃

−1
i−1/2, k = 1, 2. (3.32)

Από την συνθήκη (4) και την προηγούµενη σχέση µπορούµε να γράψουµε την ασυνέχεια
της ϱοής ως

∆i−1/2F =J̃i−1/2∆i−1/2Q =
2∑

k=1

[λ̃kα̃kr̃k]i−1/2,

όπου α̃i−1/2 = R̃−1
i−1/2∆i−1/2Q τα ϐάρη

α̃1,2
i−1/2 =

∆i−1/2(hu) + (−ũi−1/2 ± c̃i−1/2)∆i−1/2h

±2c̃i−1/2

.

Ακολουθώντας την διαδικασία όπως περιγράφεται για παράδειγµα στους Leveque [20], Delis
[14] και άλλοι η αριθµητική ϱοή µπορεί να γραφτεί ως

Fi−1/2 =
1

2
[Fi−1 + Fi]− 1

2
|J̃i−1/2|(Qi −Qi−1) (3.33)

ή

Fi−1/2 =
1

2
[Fi−1 + Fi]− 1

2

2∑

k=1

[
|λ̃k|α̃kr̃k

]
i−1/2

. (3.34)

Στην περίπτωση που στη λύση του προβλήµατος Riemann εµφανίζεται ένα υπερηχητικό

Σχήµα 3.3: Υπερηχητικό κύµα αραίωσης.

κύµα αραίωσης η δοµή του οποίου έχει το χαρακτηριστικό ότι επικαλύπτει το µέτωπο του
κελιού (Σχ 3.3) και ισχύει ότι λk < 0 στα αριστερά του κύµατος και λk > 0 στα δεξιά του
κύµατος ο όρος ιξώδους στην παραπάνω αριθµητική ϱοή είναι πολύ µικρός και περιµένουµε
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η ιδιοτιµή λk να είναι κοντά στο µηδέν εποµένως και ο αντίστοιχος όρος στην ϱοή ϑα είναι
κοντά στο µηδέν. ΄Αρα, µία διόρθωση εντροπίας είναι να αυξήσουµε το ιξώδες τροποποιώντας
την αριθµητική ϱοή. Η διόρθωση αυτή ονοµάζεται διόρθωση εντροπίας του Harten [13]. Πιο
συγκεκριµένα οι ιδιοτιµές |λ̃k| στην (3.34) αντικαθίστανται από την τιµή ψε(λ̃

k
i−1/2) όπου

ψε(λ) είναι η συνάρτηση

ψε(λ) =

{ |λ| |λ| ≥ ε
λ2+ε2

2ε
|λ| < ε

, (3.35)

όπου ο αριθµός ε µπορεί να υπολογιστεί [14] ως εξής.

εi+1/2 = max[0, λ̃i+1/2 − λi, λi+1 − λ̃i+1/2],

εi−1/2 = max[0, λ̃i−1/2 − λi−1, λi − λ̃i−1/2].

3.3.1 Πηγαίος όρος

Μέχρι στιγµής έχουµε ϑεωρήσει την οµογενή περίπτωση, G = 0 της (2.9). Σε ϱεαλιστικά
όµως προβλήµατα ο πηγαίος όρος της τοπογραφίας υπάρχει. ΄Οπως ϑα δούµε στην συνέχεια
για τον πλήρη ορισµό του αριθµητικού σχήµατος ϑα πρέπει να επιλέξουµε µια κατάλληλη
διακριτοποίηση του ολοκληρώµατος του πηγαίου όρου G̃i, ανάλογη αυτής της ϱοής, έτσι
ώστε να µην υπεισέρχονται αριθµητικές ταλαντώσεις και το σχήµα να µπορεί να διατηρεί τις
στάσιµες καταστάσεις. ∆ηλαδή καταστάσεις της µορφής

u(x, t) = 0 και h(x, t) ≡ D − b(x) ∀(x, t)

ή

∂u(x,t)
∂x

= 0 και h(x, t) ≡ D − b(x) ∀(x, t),

όπου D σταθερά. ΄Οταν λοιπόν qt = 0 τότε η (2.9) γράφεται

∂f(q)

∂x
= G.

Αυτό σηµαίνει για το αριθµητικό σχήµα ότι ϑα πρέπει η προσέγγιση της αριθµητικής ϱοής
και του πηγαίου όρου να ικανοποιούν την παραπάνω σχέση. ∆ηλαδή από το γενικό σχήµα

F̃i+1/2 − F̃i−1/2 = G̃i.

΄Οταν διατηρείται η παραπάνω ισορροπία το αριθµητικό σχήµα ικανοποιεί την C-ιδιότητα
και πιο συγκεκριµένα ικανοποιεί :

1. την ακριβή C-ιδιότητα, όταν έχει ακριβή αποτελέσµατα ενώ το υγρό ϐρίσκεται σε
στάσιµη κατάσταση.

2. την προσεγγιστική C-ιδιότητα, όταν έχει ακρίβεια τάξης Ο(∆x2) ενώ το υγρό ϐρίσκεται
σε στάσιµη κατάσταση.
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Η προσέγγιση που ϑα χρησιµοποιήσουµε είναι τύπου upwind G̃i ≈ ∆x
2

(G+
i−1/2 + G−

i+1/2)
και υπολογίζεται ως εξής [9], [25].
Αρχικά εισάγουµε τους παρακάτω πίνακες

J̃± = R̃Λ̃±R̃, (3.36)
Λ̃± = diag(λ̃±1, λ̃±2 ), (3.37)
|J̃| = J̃+ − J̃−, (3.38)

J̃± =
1

2
(J̃± |J̃|), (3.39)

όπου λ̃+
k = max(0, λ̃k) και λ̃−k = min(0, λ̃k) για k = 1, 2.

Προβάλουµε τον πηγαίο όρο στο χώρο που παράγουν τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα J̃ ώς
εξής

G = R̃β = R̃(Λ̃Λ̃−1)β = R̃(Λ̃+ + Λ̃−)Λ̃−1β

= R̃(Λ̃+Λ̃−1)β + R̃(Λ̃−Λ̃−1)β

= G+
i−1/2 + G−

i+1/2.

Στην συνέχεια χρησιµοποιώντας τους πίνακες που εισάγαµε παραπάνω έχουµε

G+
i−1/2 = R̃(Λ̃+Λ̃−1)β =

1

2
R̃(Λ̃Λ̃−1 + |Λ̃|Λ̃−1)β

=
1

2
(Gi−1/2 + |J̃|J̃−1R̃β)

=
1

2
(I + |J̃|J̃−1)Gi−1/2

= J̃+J̃−1Gi−1/2 (3.40)

και οµοίως

G−
i+1/2 = R̃(Λ̃−Λ̃−1)β = J̃−J̃−1Gi+1/2. (3.41)

Χρησιµοποιώντας τα ϐαρή από την προβολή του πηγαίου όρου στα ιδιοδιανύσµατα και την
παρακάτω διακριτοποίηση του πηγαίου όρου

Gi−1/2 =

[
0

−g hi−hi−1

2
(b(xi)− b(xi−1))

]
, (3.42)

όπου b(x) συνάρτηση που περιγράφει την τοπογραφία του πυθµένα, η ακόλουθη ισότητα
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Σχήµα 3.4: Αριθµητικές ϱοές και κατανοµή του πηγαίου όρου στον όγκο ελένχου.

ικανοποιήται (διακριτή στάσιµη κατάσταση)

∆i−1/2F−Gi−1/2 = 0 (3.43)

και οι (3.40), (3.41) γράφονται ώς

G±
i∓1/2 =

1

2

2∑

k=1

(βkr̃k(1± sgn(λ̃k)))i∓1/2 (3.44)

όπου
(β1,2)i−1/2 = ± c̃i−1/2∆i−1/2b

2
. (3.45)

Συνολικά ϐλέπετε Σχήµα 3.4.

3.4 Υψηλής ανάλυσης σχήµα

Το αριθµητικό σχήµα (3.8) εφοδιασµένο µε τον προσεγγιστικό επιλυτή Riemann του Roe
είναι ένα πρώτης τάξης έµµεσο αριθµητικό σχήµα τύπου upwind. Συνήθως, όµως, σε
πρακτικούς υπολογισµούς χρειαζόµαστε υψηλότερη ακρίβεια, η οποία µπορεί να επιτευχ-
ϑεί χρησιµοποιώντας οριοθέτες ϱοής (Flux-limiting) ή οριοθέτες κλήσης (Slope-Limiting).
Οι τεχνικές αυτές µας εξασφαλίζουν δεύτερης τάξης ακρίβεια στις οµαλές περιοχές και ε-
λαχιστοποιούν τις αριθµητικές ταλαντώσεις κοντά στις ασυνέχειες.

3.4.1 Flux-Limiting

΄Ενας τρόπος µε τον οποίο µπορούµε να αυξήσουµε την ακρίβεια του αριθµητικού σχήµατος
(3.8) είναι κατασκευάζοντας αριθµητικές ϱοές της µορφής:

FTV D
i−1/2 = FFO

i−1/2 + Φn
i−1/2(F

HO
i−1/2 − FFO

i−1/2) (3.46)
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όπου FSO
i−1/2 δεύτερης τάξης αριθµήτική ϱοή, FFO

i−1/2 πρώτης τάξη αριθµητική ϱοή καιΦi−1/2 =

diag(Φk) k = 1, 2 µια µη γραµµική flux-limiter συνάρτηση [22], οριοθέτης, η οποία µπορεί
να επιλεγεί από τον Πίνακα 3.1.

Flux-Limiter Φ(θ)
Minmod (MM) max(0, min(1, θ))
Superbee (SB) max(0 , min(2θ, 1), min(θ, 2))

van Leer (VL) |θ|+θ
1+|θ|

van Albada (VA) θ2+θ
1+θ2

Table 3.1: Οριοθέτες ϱοής

Χρησιµοποιώντας σαν υψηλής τάξης ϱοή την αριθµητική ϱοή των Lax-Wendroff

Fi−1/2 =
1

2
(I− ∆t

∆x
|J̃|)|J̃|∆Qi−1/2

και σαν πρώτης τάξης την αριθµητική ϱοή (3.33) έχουµε

FHO
i−1/2 − FFO

i−1/2 =
1

2

(
R̃|Λ̃|

(
I− ∆tn

∆x
|Λ̃|

)
R̃−1

)n

i−1/2

∆i−1/2Q
n. (3.47)

Στην συνέχεια αντικαθιστώντας την (3.47) στην (3.46) έχουµε ότι η TVD αριθµητική ϱοή
γράφεται ως

Fn
i−1/2 =

1

2
(Fn

i + Fn
i−1)−

1

2
(R̃|Λ̃|L̃R̃−1)n

i−1/2∆i−1/2Q
n (3.48)

όπου

L = diag
(
1− Φ(θ̃k)(1− ∆tn

∆x
|λ̃k|)

)

και
θ̃k =

(α̃k)I−1/2

(α̃k)i−1/2

, I =

{
i− 1, λ̃k > 0

i + 1, λ̃k < 0
.

Η αριθµητική ϱοή (3.48) µπορεί να γραφτεί σε µια πιο συµπαγή µορφή ως

Fn
i−1/2 =

1

2
(Fn

i + Fn
i−1)−

1

2

2∑

k=1

[
α̃k|λ̃k|

(
1− Φ(θ̃k) (1− |νk|)

)
r̃k

]n

i−1/2
(3.49)

µε νκ = ∆tn

∆x
λ̃k. Η προσέγγιση του πηγαίου όρου κατασκευάζεται κατά αντιστοιχία µε την
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προσέγγιση της αριθµητικής ϱοής έτσι ώστε το αριθµητικό σχήµα να διατηρεί την C-property
[5], [26]

G̃i = GTV D
i+1/2 + GTV D

i−1/2 (3.50)

όπου

GTV D
i−1/2 = GFO

i−1/2 + Φi−1/2(G
SO
i−1/2 −GFO

i−1/2). (3.51)

Για την πρώτης τάξης προσέγγιση χρησιµοποιούµε την (3.44) και για την δεύτερης τάξης την
αριθµητική ϱοή Lax-Wendroff

GLW
i±1/2=

1

2
(R(I∓ ∆t

∆x
Λ−1Λ2)R−1G)i±1/2, (3.52)

GSO
i±1/2 −GFO

i±1/2 = ∓1

2
(RΛ−1|Λ|( ∆t

∆x
|Λ| − I)R−1G)i±1/2. (3.53)

Αντικαθιστώντας την (3.53), (3.40) στην (3.51) η (3.50) γίνεται

G̃i= G−
i+1/2 + G+

i−1/2, (3.54)

όπου

G±
i−1/2 =

1

2
[R(I±Λ−1|Λ|L)R−1G]i−1/2 (3.55)

ή πιο αναλυτικά

G±
i−1/2 =

1

2

2∑

k=1

[βkrk(1± sgn(λk)(1− Φ(θk)(1− |∆t

∆x
λk|)))]i−1/2. (3.56)

3.4.2 Slope-Limiting

΄Ενας άλλος τρόπος ϐάση του οποίου µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα υψηλής ανάλυσης
αριθµητικό σχήµα είναι µέσο µιας γεωµετρικής προσέγγισης γνώστη ως MUSCL-type slope-
limiting [3], Leveque [20]. Σε αυτήν την περίπτωση η κατασκευή υψηλής ανάλυσης αρι-
ϑµητικού σχήµατος και η διατήρηση της ισορροπίας ανάµεσα στη διακριτοποίηση του πη-
γαίου όρου και της αριθµητικής ϱοής είναι πιο δύσκολο να επιτευχθεί και αυτό διότι ϑεω-
ϱούµε πλέον ότι η λύση είναι γραµµική µέσα σε κάθε υπολογιστικό κελί (Σχ 3.5).

Ακολουθώντας την διαδικασία όπως περιγράφεται στο ϐιβλίο του LeVeque [20], από τις τιµές
Qn

i κατασκευάζουµε µία κατα τµήµατα γραµµική συνάρτηση της µορφής

q̃i(x, tn) = Qn
i + σn

i (x− xi) ∀x ∈ [
xi−1/2, xi+1/2

]
, (3.57)

όπου

xi =
1

2
(xi−1/2 + xi+1/2) = xi−1/2 +

1

2
∆x (3.58)
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Σχήµα 3.5: Υπολογισµός αριθµητικής ϱοής και πηγαίου όρου για το MUSCL.

είναι το κέντρο του i-οστού υπολογιστικού κελιού και σn
i = ∆iQ

∆x
η κλίση στο i-όστο κελί η

οποία υπολογίζεται από τα αριθµητικά δεδοµένα. Στην συνέχεια υπολογίζουµε την ακριβή
λύση ενός γενικευµένου προβλήµατος Riemann q̃(x, tn+1) , χρησιµοποιώντας την κατα τµή-
µατα γραµµική συνάρτηση, την οποία και ολοκληρώνουµε για να πάρουµε τις νέες µέσες
τιµές

Qn+1
i =

1

∆x

∫ xi+1/2

xi−1/2

q̃(x, tn+1) dx. (3.59)

Η αντίστοιχη αριθµητική ϱοή [5] είναι

Fi−1/2 =
1

2
(FR

i−1/2 + FL
i−1/2)−

1

2

[
R̃|Λ̃|R̃−1∆Q

]
i−1/2

(3.60)

ή

Fi−1/2 =
1

2
[FR

i−1/2 + FL
i−1/2]−

1

2

2∑

k=1

[
|λ̃k|α̃kr̃k

]
i−1/2

(3.61)

στην οποία οι µέσες τιµές του Roe υπολογίζονται από την ανακατασκευασµένη γραµµική
συνάρτηση (3.57)

ũi±1/2 =
uL
√

hL + uR
√

hR

√
hL +

√
hR

, h̃i±1/2 =
hR + hL

2
, c̃i±1/2 =

√
g
hR + hL

2
. (3.62)

Οι δείκτες R και L δηλώνουν, αντίστοιχα, τον υπολογισµό της εκάστοτε ποσότητας στα δεξιά
και αριστερά του µετώπου i± 1/2. Πιο συγκεκριµένα έχουµε

QR = q̃n
i (xi−1/2) = Qn

i + σn
i (xi−1/2 − xi) = Qn

i −
1

2
σn

i ∆x, (3.63)

QL = q̃n
i−1(xi−1/2) = Qn

i−1 + σn
i−1(xi−1/2 − xi−1) = Qn

i−1 +
1

2
σn

i−1∆x, (3.64)

µε FR,L
i−1/2 = F(QR,L

i−1/2).
Για την διατήρηση της ισορροπίας ανάµεσα στη διακριτοποίηση της αριθµητικής ϱοής και
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του πηγαίου όρου G̃i ϑα πρέπει να εφαρµόσουµε µία κατάλληλη διόρθωση, η οποία, όπως
αναφέρεται στο [5] είναι :

G(QL
i+1/2, QR

i−1/2) =

[
0

−g
hL

i+1/2
+hR

i−1/2

2
(bL

i+1/2 − bR
i−1/2)

]
, (3.65)

όπου

bR
i−1/2 = b(xi) + σn

i (xi−1/2 − xi) = b(xi)− 1

2
σn

i ∆x, (3.66)

bL
i+1/2 = b(xi) + σn

i (xi+1/2 − xi) = b(xi) +
1

2
σn

i ∆x, (3.67)

η γραµµική ανακατασκευή της τοπογραφίας µέσα στο υπολογιστικό κελί.
Απόδειξη :
Στην περίπτωση στάσιµης κατάστασης, δηλαδή στην περίπτωση όπου το υγρό ϐρίσκεται σε
ισορροπία qt = 0

u ≡ 0 (3.68)
∂h

∂x
= − ∂b

∂x
(3.69)

έχουµε

−∆t

∆x
[(RΛ−R−1∆Q−RI−R−1G)i+1/2 + (RΛ+R−1∆Q−RI+R−1G)i−1/2] = 0 ⇔

(3.70)

− ∆t

2∆x
[(RΛR−1∆Q−R|Λ|R−1∆Q)i+1/2 + (RΛR−1∆Q−R|Λ|R−1∆Q)i−1/2]+

∆t

2∆x
[(R(I− sgn(I))R−1G)i+1/2 + (R(I + sgn(I))R−1G)i−1/2] = 0 ⇔

(3.71)

− ∆t

2∆x
[∆Fi+1/2 − (R|Λ|R−1∆Q)i+1/2 + ∆Fi−1/2 + (R|Λ|R−1∆Q)i−1/2]+

∆t

∆x
[G−

i+1/2 + G+
i−1/2] = 0 (3.72)

όπου Λ± = 1
2
(Λ± |Λ|), sgn(I) = Λ−1|Λ| και

G∓
i±1/2 =

1

2

2∑

k=1

[
βkr̃k[1∓ sgn(λ̃k)

]
i±1/2

. (3.73)

Οι όροι β̃k, λ̃k, r̃k υπολογίζονται χρησιµοποιώντας τις ανακατασκευασµένες τιµές (3.62) του
MUSCL. Πιο συγκεκριµένα έχουµε

(β1)i±1/2 =
c̃i±1/2∆i±1/2b

2
=

c̃i±1/2(b
R
i±1/2 − bL

i±1/2)

2
,

(β2)i±1/2 = − c̃i±1/2∆i±1/2b

2
= −

c̃i±1/2(b
R
i±1/2 − bL

i±1/2)

2
,
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(λ̃1)i±1/2 = ũi±1/2 − c̃i±1/2, (λ̃2)i±1/2 = ũi±1/2 + c̃i±1/2

(r̃1,2)i±1/2 = [1, (λ̃1,2)i±1/2]
T .

Εξαιτίας της γραµµικής ανακατασκευής της λύσης έχουµε ότι

∆Fi+1/2 + ∆Fi−1/2 = (FR
i+1/2 − FL

i+1/2) + (FR
i−1/2 − FL

i−1/2)

= (FR
i+1/2 + FL

i+1/2)− (FR
i−1/2 + FL

i−1/2)− 2(FL
i+1/2 − FR

i−1/2)

Ο λόγος για τον οποίο επιλέγουµε την παραπάνω αναπαράσταση του αθροίσµατος
∆Fi+1/2 + ∆Fi−1/2 είναι για να µπορέσουµε να εµφανίσουµε τις αριθµητικές ϱοές (3.61).
Εποµένως η (3.72) γράφεται ως

− ∆t

2∆x
[FR

i+1/2 + FL
i+1/2 − (R|Λ|R−1∆Q)i+1/2 − (FR

i−1/2 + FL
i−1/2 − (R|Λ|R−1∆Q)i−1/2)

− 2(FL
i+1/2 − FR

i−1/2)] +
∆t

∆x
(G−

i+1/2 + G+
i−1/2) = 0 ⇔

− ∆t

2∆x
[FR

i+1/2 + FL
i+1/2 − (R|Λ|R−1∆Q)i+1/2 − (FR

i−1/2 + FL
i−1/2 − (R|Λ|R−1∆Q)i−1/2)]

+
∆t

∆x
(G−

i+1/2 + G+
i−1/2) +

∆t

∆x
(FL

i+1/2 − FR
i−1/2) = 0 ⇔

− ∆t

∆x
[Fi+1/2 − Fi−1/2] +

∆t

∆x
(G−

i+1/2 + G+
i−1/2) +

∆t

∆x
(FL

i+1/2 − FR
i−1/2) = 0 (3.74)

όπου ο τελευταίος όρος του αθροίσµατος της (3.74) ισούται µε

FL
i+1/2 − FR

i−1/2 =

[
0

1
2
g(hL

i+1/2)
2

]
−

[
0

1
2
g(hR

i−1/2)
2

]

=

[
0

1
2
g[(hL

i+1/2)
2 − (hR

i−1/2)
2]

]

=

[
0

1
2
g(hL

i+1/2 − hR
i−1/2)(h

L
i+1/2 + hR

i−1/2)

]

=

[
0

−1
2
g(bL

i+1/2 − bR
i−1/2)(h

L
i+1/2 + hR

i−1/2)

]

G(QL
i+1/2, QR

i−1/2) =

[
0

−g
hR

i−1/2
+hL

i+1/2

2
(bR

i−1/2 + bL
i+1/2)

]
(3.75)

όπου χρησιµοποιήσαµε ότι ∂h
∂x

= − ∂b
∂x
⇒ hL

i+1/2 − hR
i−1/2 = −(bL

i+1/2 − bR
i−1/2).

Εποµένως από (3.73), (3.75) η διακριτοποίηση του πηγαίου όρου στην (3.8) γράφεται ως

G̃i = (G−
i+1/2 + G+

i−1/2) + G(QL
i+1/2, QR

i−1/2). (3.76)
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Τελειώνοντας την παρουσίαση του MUSCL ϑα πρέπει να επιλέξουµε τις κλίσεις, σn
i , έτσι ώστε

το αριθµητικό σχήµα (3.8) να είναι δεύτερης τάξης και να ικανοποιεί την TVD ιδιότητα. Εάν
επιλέξουµε σn

i = 0, κατασκευάζουµε ένα πρώτης τάξης upwind σχήµα ενώ εάν επιλέξουµε
σn

i = 1
∆x

(Qn
i+1 − Qn

i ), έχουµε το κλασσικό σχήµα Lax-Wendroff το οποίο είναι δεύτερης
τάξης αλλά δεν ικανοποιεί την TVD ιδιότητα. Μια επιλογή οριοθέτη κλίσης σn

i η οποία δίνει
δεύτερης τάξης ακρίβεια για οµαλές λύσεις και ταυτόχρονα ικανοποιεί την TVD ιδιότητα
είναι ο minmod

σn
i = minmod

(Qn
i −Qn

i−1

∆x
,

Qn
i+1 −Qn

i

∆x

)
(3.77)

όπου η συνάρτηση minmod ορίζεται ως

minmod(a, b) =





a αν |a| < |b| και ab > 0,
b αν |b| < |a| και ab > 0,
0 αν ab ≤ 0.

(3.78)

΄Αλλοι οριοθέτες κλίσης που µπορούµε να επιλέξουµε είναι ο Superbee limiter ο οποίος
οφείλετε στον Roe [6]

σn
i = maxmod(σ

(1)
i , σ

(2)
i ), (3.79)

όπου

σ
(1)
i = minmod

((Qn
i+1 −Qn

i

∆x

)
, 2

(Qn
i −Qn

i−1

∆x

))
,

σ
(2)
i = minmod

(
2
(Qn

i+1 −Qn
i

∆x

)
,

(Qn
i −Qn

i−1

∆x

))

και ο MC limiter ο οποίος προτάθηκε από τον van Leer [7]

σn
i = minmod

((Qn
i+1 −Qn

i−1

2∆x

)
, 2

(Qn
i −Qn

i−1

∆x

)
, 2

(Qn
i+1 −Qn

i

∆x

))
. (3.80)

3.5 ΄Εµµεσο σχήµα επίλυσης των εξισώσεων ϱηχών υδάτων
στην µία διάσταση

3.5.1 Αριθµητικό σχήµα

΄Οπως δείξαµε σε προηγούµενη εννότητα λαµβάνοντας την ολοκληρωτική µορφή των νόµων
διατήρησης έχουµε ότι η γενική µορφή ενός έµµεσου (implicit) αριθµητικού σχήµατος
επίλυσης των εξισώσεων ϱηχών υδάτων στην µία χωρική διάσταση µπορεί να γραφτεί ως

Qn+1
i + λθ

(
F̃n+1

i+ 1
2

− F̃n+1
i− 1

2

)− θdtG̃n+1
i =

Qn
i − λ(1− θ)

(
F̃n

i+ 1
2
− F̃n

i− 1
2

)
+ (1− θ)dtG̃n

i (3.81)
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όπου λ = dt/dx και 0 ≤ θ ≤ 1, G ο πηγαίος όρος και F̃n
i± 1

2

οι αριθµητικές ϱοές από τις
οποίες εξαρτάται η χωρική ακρίβεια του αριθµητικού σχήµατος.
Για θ = 0 το σχήµα είναι άµεσο, για θ = 1

2
το σχήµα αντιστοιχεί στον κανόνα του τραπεζίου

ενώ για θ = 1 έχουµε ένα πλήρως έµµεσο αριθµητικό σχήµα, αφού οι αριθµητικές ϱοές
υπολογίζονται µόνο στο επόµενο χρονικό ϐήµα.

3.5.2 Γραµµικοποίηση

Για την επίλυση της (3.81) ως προς Qn+1
i συνήθως χρειάζεται να λύσουµε ένα µη γραµµικό

σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων µέσω µίας επαναληπτικής διαδικασίας µε αποτέλεσµα να
αυξάνεται το υπολογιστικό κόστος, για τον λόγο αυτό ακολουθώντας την ίδια διαδικασία
όπως περιγράφεται στους Yee [8] και Alcrudo κ.α. [11], Delis κ.α [19] κατασκευάζουµε µία
συντηρητική γραµµικοποιηµένη µορφή της (3.81), λύνοντας έτσι σε κάθε χρονικό ϐήµα ένα
γραµµικό σύστηµα.
Οι αριθµητικές ϱοές στο παραπάνω σύστηµα είναι της µορφής (3.48)
Θέτοντας

Wi±1/2 = −|Λ̃i±1/2|L̃i±1/2 = diag
[
wk

i±1/2

]
, k = 1, 2 (3.82)

΄Οπου

wk
i±1/2 = −ψ(λ̃k

i±1/2)
(
1− Φ(θ̃k

i±1/2)(1−
∆t

∆x
|λ̃k

i±1/2|)
)

k = 1, 2. (3.83)

και ορίζοντας τον πίνακα Bi±1/2 ως

Bi±1/2 = R̃i±1/2W̃i±1/2R̃
−1
i±1/2. (3.84)

Παραλύποντας τους χωρικούς δείκτες και εκτελώντας τις πράξεις στην προηγούµενη σχέση
έχουµε

B =
1

λ̃2 − λ̃1

[
w1λ̃2 − w2λ̃1 w2 − w1

λ̃1λ̃2(w1 − w2) λ̃2w2 − λ̃1w1

]
. (3.85)

Οι παραπάνω πίνακες µας επιτρέπουν να γράψουµε τις αριθµητικές ϱοές στην (3.48) σε µια
πιο συµπαγή µορφή ως

F̃i±1/2 =
1

2
[Fi + Fi±1 + Bi±1/2∆i±1/2Q]. (3.86)

Στην συνέχεια οι έµµεσοι όροι Fn+1 και G̃n+1 γραµµικοποιούνται αναπτύσοντας τους κατά
Taylor µε κέντρο το Qn

i για να δόσουν

Fn+1
i = Fn

i + JnδQi + O(∆t2), (3.87)
Gn+1

i = Gn
i + Jn

Gi
δQi + O(∆t2), (3.88)
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όπου δQi = Qn+1
i −Qn

i και JG ο Ιακωβιανός πίνακας του πηγαίου όρου G ως προς Q.

JG =
∂G

∂Q
=

[
0 0

−g ∂b
∂x

0

]
. (3.89)

Αντικαθιστώντας τα παραπάνω και ϑεωρώντας την προσέγγιση Bn+1
i±1/2 = Bn

i±1/2 στο (3.81)
παράγουµε ένα block τριδιαγώνιο γραµµικό σύστηµα αλγεβρικών εξισώσεων της µορφής

AAn
i δQi−1 + BBn

i δQi + CCn
i δQi+1 = bn

i i = 2, ..., N − 1 (3.90)

Στην παραπάνω σχέση οι δείκτες i = 2, ..., N − 1 δηλώνουν τις αντίστοιχες block γραµµές,
AAn

i ,BBn
i και CCn

i 2×2 πίνακες οι οποίοι είναι στοιχεία του block πίνακα και bn
i διάνυσµα

2× 1.

AAn
i = −λθ

2

[
JL

i−1/2 −Bi−1/2

]n

, (3.91)

BBn
i = I− λθ

2

[
Bi+1/2 + Bi−1/2

]n

− θ∆tJG, (3.92)

CCn
i =

λθ

2

[
JR

i+1/2 + Bi+1/2

]n

, (3.93)

bn
i = −λ

[
F̃i+1/2 − F̃i−1/2

]n

+ ∆tG̃i. (3.94)

Με JR,L
i−1/2 συµβολίζουµε τον υπολογισµό του Ιακωβιανού πίνακα της ϱοής στα δεξιά και

αριστερά του µετώπου αντίστοιχα. Πιο συγκεκριµένα, JR,L
i−1/2 = J(QR,L

i−1/2). Στην περίπτωση
του Flux-limiting QR

i−1/2 = Qi και QL
i−1/2 = Qi−1 ενώ για το Slope-limiting ο πίνακας Bi±1/2

υπολογίζεται ως

Bi±1/2 = R̃diag[ψ(λ̃k
i±1/2)]R̃

−1 k = 1, 2 (3.95)

και η διακριτοποίηση των αριθµητικών ϱοών F̃i±1/2 και του πηγαίου όρου G̃i υπολογίζονται
από τις (3.60) και (3.76) αντίστοιχα. Το παραγόµενο αριθµητικό σχήµα είναι δεύτερης τάξης
ως προς τη χωρική διάσταση και πρώτης τάξης ως προς τη χρονική. Συνιστάται να επιλέξουµε
θ = 1 και να µηδενίσουµε τον limiter στο αριστερό µέλος του (3.90), καθιστώντας έτσι τον
έµµεσο τελεστή πρώτης τάξης ως προς την χωρική διάσταση επιτρέποντας όµως µεγαλύτερες
τιµές στον CFL.
Το block-τριδιαγώνιο σύστηµα (3.90) είναι γραµµένο µόνο για τους κόµβους i = 2, ..., N −
1, ϑα πρέπει να συµπληρωθεί λαµβάνοντας υπόψη τις εξωτερικές συνοριακές συνθήκες.
Ακολουθόντας την διαδικασία όπως περιγράφεται στους Alcrudo κ.α [11] το σύστηµα (3.90)
συµπληρώνεται για i = 1, N ϑέτοντας

BB1 ≡ I,CC1 ≡ 0,b1 ≡ 0 (3.96)
BBN ≡ I,AAN ≡ 0,bN ≡ 0 (3.97)
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δQ2
...

δQk
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δQN




=




0
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bk
...

bN−1

0




Ο παραπάνω πίνακας είναι αυστηρά διαγώνια υπέρτερος. Εποµένως, χρειαζόµαστε µόνο
µία απλή µέθοδο επίλυσής του όπως είναι ο αλγόριθµος του Thomas για block τριδιαγώ-
νια γραµµικά συστήµατα, ή µία µέθοδο διαδοχικής χαλάρωσης. Μία ακόµη µεθοδολογία
που µπορούµε να ακολουθήσουµε για την συµπλήρωση του συστήµατος είναι να χρησι-
µοποιήσουµε την (3.90) για i = 1, N λαµβάνοντας υπόψη τις συνοριακές συνθήκες του
εκάστοτε προβλήµατος. Μια πιο εκτενής περιγραφή ϑα δοθεί κατά την παρουσίαση του
δισδιάστατου αριθµητικού σχήµατος σε επόµενο κεφάλαιο. Για την εφαρµογή των συνορι-
ακών συνθηκών [12] επεκτείνουµε το υπολογιστικό χωρίο ϑεωρώντας επιπλέον υπολογιστικά
κελιά, τα λεγόµενα ϕανταστικά κελιά, σε κάθε άκρο όπου η τιµή της λύσης είναι προκα-
ϑορισµένη και εξαρτάται από την συνοριακή συνθήκη. Στην παρούσα εργασία ϑεωρούµε
σαν ϕανταστικά κελιά τα C−1, C0, C1 και CN , CN+1, CN+2 (Σχ. 3.6) . ΄Οπου τα κελιά C1 και
CN τα ϑέτουµε ως ϕανταστικά λόγω της συµπλήρωσης του συστήµατος έτσι ώστε να µπορέσει
να γίνει σωστά η ανανέωση της τιµής της λύσης.

Σχήµα 3.6: Υπολογιστικό χωρίο και ϕανταστικά κελιά.

Συνοριακές συνθήκες ελεύθερης ϱοής:
Στην περίπτωση εφαρµογής συνοριακών συνθηκών ελεύθερης ϱοής οι τιµές που δίνουµε στα
ϕανταστικά κελιά εξάγονται από αυτές των εσωτερικών ως εξής

Qn
1 = Qn

2 , Qn
0 = Qn

1 , Qn
−1 = Qn

0 (3.98)
Qn

N = Qn
N−1, Qn

N+1 = Qn
N , Qn

N+2 = Qn
N+1 (3.99)

Συνοριακές συνθήκες ανάκλασης:
Αντίστοιχα οι τιµές που δίνουµε στα ϕανταστικά κελιά σε κάθε χρονικό ϐήµα καθορίζονται
ως εξής
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{
hn
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2 , hn

−1 = hn
2

(hu)n
1 = −(hu)n

2 , (hu)n
0 = −(hu)n

2 , (hu)n
−1 = −(hu)n

2 ,

Qn
N ,Qn

N+1,Q
n
N+2

{
hn

N = hn
N−1, hn

N+1 = hn
N−1, hn

N+2 = hn
N−1

(hu)n
N = −(hu)n

N−1, (hu)n
N+1 = −(hu)n

N−1, (hu)n
N+2 = −(hu)n

N−1.

Γενικότερα οι συνοριακές ορίζονται ϐάση των χαρακτηριστικών, για υποκρίσιµες και υπ-
ερκρίσιµες ϱοές στο σύνορο.

3.6 Αριθµητικά αποτελέσµατα στη µία διάσταση

3.6.1 Κατάρευση ϕράγµατος

Σε αυτό το πρόβληµα ϑεωρούµε ένα µονοδιάστατο κανάλι µήκους 2.000m στη µέση του
οποίου είναι τοποθετηµένο ένα ϕράγµα. Ο λόγος του ϐάθους του ϱευστού είναι hR/hL όπου
hL το ϐάθος του ϱευστού στο αριστερό άκρο του καναλιού και hR το ϐάθος του ϱευστού στο
δεξιό άκρο του καναλιού (Σχ 3.7).
Το ϕράγµα καταρρέει την χρονική στιγµή t = 0 και έχει ως αποτέλεσµα την δηµιουργία

Σχήµα 3.7: Αρχικές συνθήκες για το ϐάθος του προβλήµατος, Κατάρευση ϕράγµατος.

ενός κύµατος τύπου shock το οποίο µεταδίδεται προς το δεξιό άκρο του καναλιού και ενός
κύµατος αραίωσης προς το αριστερό άκρο του καναλιού. Οι αρχικές συνθήκες του προβλή-
µατος για το ϐάθος και την ταχύτητα του ϱευστού είναι αντίστοιχα

u(x, 0) ≡ 0

h(x, 0) =

{
hL , x ≤ 1000
hR , x > 1000

,

µε hL = 10m και hR = 0.5m. Η επιτάχυνση της ϐαρύτητας ορίζεται g = 1m/s2. Η εκ-
τέλεση του προβλήµατος ολοκληρώνεται την χρονική στιγµή t = 200s. Στα αποτελέσµατα
που παρατίθονται αρχικά συγκρίνουµε την αναλυτική λύση µε την αριθµητική λύση του
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Σχήµα 3.8: ΄Αµεσο αριθµητικό σχήµα. (α΄) Flux-limiting , πλήθος κελιών 200 και CFL =
0.9. (ϐ΄) MUSCL , πλήθος κελιών 200 και CFL = 0.4.

άµεσου αριθµητικού σχήµατος για οριοθέτες ϱοής και οριοθέτες κλίσης και στην συνέχεια
παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα για το έµµεσο µε οριοθέτες ϱοής και κλίσης αριθµητικό
σχήµα για τέσσερις διαφορετικούς αριθµούς CFL. Σε όλα τα αριθµητικά αποτελέσµατα
χρησιµοποιούµε οµοιόµορφη διαµέριση µε 200 υπολογιστικά κελιά. Στα σχήµατα 3.8(α΄)
και 3.8(ϐ΄) παρουσιάζεται η εξέλιξη του ϐάθους του νερού την χρονική στιγµή t = 200s για
το πρώτης και δεύτερης τάξης άµεσο αριθµητικό σχήµα µε οριοθέτες ϱοής (Flux-limiting)
και οριοθέτες κλίσης (MUSCL ) αντίστοιχα.

Στα σχήµατα 3.9(α΄)-3.10(α΄) παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του έµµεσου αριθµητικού
σχήµατος, πρώτης και δεύτερης τάξης για τους οριοθέτες κλίσης MinMod και SuperBee.Στα
σχήµατα 3.10(ϐ΄)-3.10(γ΄) παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα του έµµεσου αριθµητικού σχή-
µατος, πρώτης και δεύτερης τάξης για τους οριοθέτες ϱοής MinMod, SuperBee και για
τέσσερις διαφορετικές τιµές του αριθµού CFL.

Παρατηρώντας τα αποτελέσµατα ϐλέπουµε ότι, το άµεσο αριθµητικό σχήµα τόσο µε
οριοθέτες ϱοής όσο και µε οριοθέτες κλίσης υπολογίζει σωστά την ϑέση και το ύψος του
Shock καθώς και την έκταση του κύµατος αραίωσης Σχ. 3.8(α΄)-3.8(ϐ΄). Σε αντίθεση, στο
έµµεσο αριθµητικό σχήµα µε οριοθέτες ϱοής καθώς αυξάνει ο αριθµός CFL οι αριθµητικές
λύσεις παρουσιάζουν µεγαλύτερη διάχυση κυρίως στην πρόβλεψη του κύµατος αραίωσης
και του ύψους του Shock Σχ. 3.10(α΄)-3.10(γ΄). Τέλος, στο έµµεσο αριθµητικό σχήµα
µε οριοθέτες κλίσεις, καθώς αυξάνει ο αριθµός CFL οι αριθµητικές λύσεις προβλέπουν
υψηλότερο µέτωπο στο Shock µε µικρότερη ταχύτητα, σε σχέση µε την ακριβή λύση.

33



0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11
t=200

Distance (m)

D
e

p
th

 (
m

)

 

 

Implicit, MinMod Slope limiter, CFL=0.5
Exact
Implicit, MinMod Slope limiter, CFL=1
Implicit, MinMod Slope limiter, CFL=2
Implicit, MinMod Slope limiter, CFL=4

(α΄)

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11
t=200

Distance (m)

D
e

p
th

 (
m

)

 

 

Implicit, SuperBee Slope limiter, CFL=4
Exact
Implicit, SuperBee Slope limiter, CFL=2
Implicit, SuperBee Slope limiter, CFL=1
implicit, SuperBee Slope limiter, CFL=0.5

(ϐ΄)

Σχήµα 3.9: (α) ΄Εµµεσο, MUSCL (MM limiter). (ϐ) ΄Εµµεσο, MUSCL (SB limiter).

3.6.2 Ροή σταθερής ταχύτητας

Ο σκοπός αυτού του προβλήµατος είναι η µελέτη της συντηρητικότητας και της σύγκλισης
του αριθµητικού σχήµατος προς την ϱοή σταθερής ταχύτητας πάνω από τοπογραφία σε
κανάλι µήκους 25m . Η τοπογραφία του πυθµένα του καναλιού ορίζεται ως εξής :

b(x) =

{
0.2− 0.05(x− 10)2, άν 8 < x < 12

0, αλλιώς .

Ανάλογα µε τις συνοριακές και αρχικές συνθήκες, η ϱοή µπορεί να είναι υποκρίσιµη, tras-
critical µε σταθερό shock , ή υπερκρίσιµη. Στις περιπτώσεις που ϑα παρουσιάσουµε στην
συνέχεια ως αρχικές συνθήκες παίρνουµε, το ύψος του νερού κατά µήκος του καναλιού
να είναι σταθερό και να ισούται µε την τιµή της δεξιάς συνοριακής συνθήκης που επιβάλ-
λουµε στο εκάστοτε πρόβληµα και την ορµή ίση µε το µήδεν. Οι αναλυτικές λύσεις για τις
επόµενες τέσσερις περιπτώσεις δίνονται στο [16]. Οι αριθµητικές λύσεις για το ϐάθος και την
εκροή που παρουσιάζονται στην συνέχεια έχουν υπολογιστεί στην χρονική στιγµή t = 200s
χρησιµοποιώντας 100 υπολογιστικά κελιά.

3.6.3 Στάσιµη κατάσταση

Οι αρχικές συνθήκες για αυτό το πρόβληµα είναι

h(x, 0) + b(x) = 2m (3.100)
u(x, 0) ≡ 0m/s (3.101)
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Σχήµα 3.10: (α) ΄Εµµεσο πρώτης τάξης αριθµητικό σχήµα. (ϐ) ΄Εµµεσο, Flux-limiting (MM
limiter). (γ) ΄Εµµεσο, Flux-limiting (SB limiter).
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Παρατηρώντας τα αριθµητικά αποτελέσµατα 3.11(α΄)-3.11(δ΄) και 3.12(α΄)-3.12(δ΄) ϐλέπουµε
ότι το έµµεσο αριθµητικό σχήµα µε Flux και Slop limiting διατηρούν την κατάσταση ισορ-
ϱοποίας σε ακρίβεια υπολογιστή. Το ίδιο ισχύει και για το άµεσο αριθµητικό σχήµα πρώτης
και δεύτερης τάξης. Αξίζει να σηµειωθεί ότι στην περίπτωση του έµµεσου αριθµητικού σχή-
µατος µπορέσαµε να χρησιµοποιήσουµε CFL = 200 πράγµα το οποίο µείωσε το πλήθος
των επαναλήψεων στο 7 σε αντίθεση µε το άµεσο αριθµητικό σχήµα µε το οποίο χρειάστηκαν
κατά µέσο όρο 1500 επαναλήψεις.
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Σχήµα 3.11: Κατάσταση ισορροπίας : CFL = 200. (α)-(ϐ) ΄Εµµεσο πρώτης τάξης. (γ)-(δ)
΄Εµµεσο, SuperBee Flux-limiter.
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Σχήµα 3.12: Κατάσταση ισορροπίας : CFL = 200. (α)-(ϐ) ΄Εµµεσο πρώτης τάξης. (γ)-(δ)
΄Εµµεσο, MUSCL , (SB limiter).
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3.6.4 Υποκρίσιµη ϱοή

Για αυτό το πρόβληµα ϑέτουµε hu = 4.42m3/s για την αριστερή συνοριακή συνθήκη της
εκροής και h = 2m για την δεξιά συνοριακή συνθήκη του ϐάθους. Παρακάτω παραθέ-
τουµε τα αριθµητικά αποτελέσµατα για το άµεσο και έµµεσο αριθµητικό σχήµα πρώτης και
δεύτερης τάξης.

Παρατηρώντας τα αριθµητικά αποτελέσµατα 3.13(α΄)-3.13(δ΄), 3.14(α΄)-3.14(ϐ΄), 3.15(α΄)-
3.15(δ΄) και 3.16(α΄)-3.16(δ΄), 3.17(α΄)-3.17(ϐ΄), 3.18(α΄)-3.18(δ΄) ϐλέπουµε ότι τόσο το άµεσο
όσο και το έµµεσο αριθµητικό σχήµα µε Flux και Slop limiting διατηρούν την κατάσταση
ισορροποίας εκτός από την περίπτωση του άµεσου αριθµητικού σχήµατος µε οριοθέτη ϱοής
SuperBee σχήµα 3.14(α΄)-3.14(ϐ΄) όπου παρατηρούνται αριθµητικές ταλαντώσεις. Αξίζει να
σηµειωθεί ότι στην περίπτωση του έµµεσου πρώτης τάξης αριθµητικού σχήµατος µπορέσαµε
να χρησιµοποιήσουµε CFL = 100 πράγµα το οποίο µείωσε τις επαναλήψεις από 6017 που
χρειάστηκαν για το άµεσο στις 55. Επίσης, στην περίπτωση του άµεσου αριθµητικού σχή-
µατος µε οριοθέτη κλίσης και CFL = 0.4 χρειάστηκαν κατά µέσο όρο 11.000 επαναλήψεις
ενώ στο έµµεσο αριθµητικό σχήµα µε οριοθέτη κλίσης οι επαναλήψεις µειώθηκαν στις 272.
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Σχήµα 3.13: Υποκρίσιµη ϱοή: CFL = 0.9. (α)-(ϐ) ΄Αµεσο πρώτης τάξης. (γ)-(δ) ΄Αµεσο,
MinMod Flux-limiter.
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Σχήµα 3.14: Υποκρίσιµη ϱοή: CFL = 0.9. (α)-(ϐ) ΄Αµεσο, SuperBee Flux-limiter.
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Σχήµα 3.15: Υποκρίσιµη ϱοή: CFL = 0.4. (α)-(ϐ) ΄Αµεσο, MUSCL (MM limiter). (γ)-(δ)
΄Αµεσο, MUSCL (SB limiter).
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Σχήµα 3.16: Υποκρίσιµη ϱοή: (α)-(ϐ) ΄Εµµεσο πρώτης τάξης, CFL = 100. (γ)-(δ) ΄Εµµεσο
MinMod Flux-limiting, CFL = 20.
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Σχήµα 3.17: Υποκρίσιµη ϱοή: CFL = 20. (α)-(ϐ) ΄Εµµεσο, SuperBee Flux-limiter.
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Σχήµα 3.18: Υποκρίσιµη ϱοή: CFL = 20. (α)-(ϐ) ΄Εµµεσο ,MUSCL (MM limiter). (γ)-(δ)
΄Εµµεσο, MUSCL (SB limiter).
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3.6.5 Transcritical ϱοή χωρίς Shock

Σε αυτήν την περίπτωση ϑέτουµε hu = 1.53m3/s για την αριστερή συνοριακή συνθήκη της
εκροής και h = 0.66m για την δεξιά συνοριακή συνθήκη του ϐάθους µόνο αν η ϱοή είναι
υποκρίσιµη. Εάν η ϱοή στο δεξιό άκρο του καναλιού είναι υπερκρίσιµη τότε δεν επιβάλλουµε
καµία συνοριακή συνθήκη στο δεξιό άκρο.
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Σχήµα 3.19: Transcritical ϱοή χωρίς Shock: CFL = 0.9. (α)-(ϐ) ΄Αµεσο, MinMod Flux-
limiter.
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Σχήµα 3.20: Transcritical ϱοή χωρίς Shock: CFL = 0.9. (α΄)-(ϐ΄) ΄Αµεσο, SuperBee Flux-
limiter.
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Σχήµα 3.21: Transcritical ϱοή χωρίς Shock: CFL = 0.4. (α)-(ϐ) ΄Αµεσο MUSCL (MM
limiter). (γ)-(δ) ΄Αµεσο MUSCL (SB limiter).
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Σχήµα 3.22: Transcritical ϱοή χωρίς Shock: CFL = 20. (α)-(ϐ) ΄Εµµεσο, MinMod Flux-
limiter.

Συγκρίνοντας τα αριθµητικά αποτελέσµατα µε την ακριβή λύση παρατηρούµε ότι, το
άµεσο αριθµητικό σχήµα συγκλίνει στην σωστή στάσιµη κατάσταση χωρίς την εµφάνιση
αριθµητικών ταλαντώσεων Σχ. 3.19(α΄)-3.19(ϐ΄), 3.21(α΄)-3.21(δ΄) εκτός της περίπτωσης που
χρησιµοποιούµε τον οριοθέτη ϱοής SuperBee Σχ. 3.20(α΄)-3.20(ϐ΄). Το έµµεσο Flux-limiting
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Σχήµα 3.23: Transcritical ϱοή χωρίς Shock: CFL = 20. (α)-(ϐ) ΄Εµµεσο, SuperBee Flux-
limiter.
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Σχήµα 3.24: Transcritical ϱοή χωρίς Shock: CFL = 20. (α)-(ϐ) ΄Εµµεσο, MUSCL (MM
limiter). (γ)-(δ) ΄Εµµεσο, MUSCL (SB limiter).

αριθµητικό σχήµα παρουσιάζει µία µικρή απόκλιση από την ακριβή λύση ως προς την
διατήρηση της ισορροπίας πάνω από την τοπογραφία Σχ. 3.22(α΄)-3.23(ϐ΄),
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3.6.6 Transcritical ϱοή µε Shock

Οι συνοριακές συνθήκες του προβλήµατος αυτού δηµιουργούν ένα στάσιµο Shock πάνω από
την τοπογραφία. Για την αριστερή συνοριακή συνθήκη της ορµής ϑέτουµε hu = 0.18m3/s
ενώ για την δεξιά συνοριακή συνθήκη του ϐάθους ϑέτουµε h = 0.33m Συγκρίνοντας τα
αποτελέσµατα 3.25(α΄)-3.25(γ΄) και 3.26(α΄)-3.26(δ΄) παρατηρούµε ότι το έµµεσο αριθµητικό
σχήµα µπορεί και υπολογίζει σωστά την ϑέση του Shock πάνω από την τοπογραφία, χρησι-
µοποιώντας CFL = 20.

3.6.7 ∆ιάδοση κύµατος

Το πρόβληµα αυτό προτάθηκε αρχικά από τον Leveque [20] . Το πρόβληµα αποτελείται από
ένα κανάλι µήκους 1m µε την τοπογραφία του πυθµένα να δίνεται ως ακολούθως.

b(x) =

{
0.25(cos(π(x− 0.5)/0.1 + 0.1) άν |x− 0.5| ≤ 0.1

0 αλλιώς (3.102)

Οι αρχικές συνθήκες του προβλήµατος είναι

u(x, 0) = 0 (3.103)

h(x, 0) + b(x) =

{
1.0 + ε άν 0.1 < x < 0.2

1.0 αλλιώς (3.104)

όπου ε µια µικρή διαταραχή. Οι αρχικές συνθήκες για δύο περιπτώσεις, ε = 0.2 και ε = 0.01
ϕαίνονται στο σχήµα 3.27(α΄)-3.27(ϐ΄). Οι αριθµητικές λύσεις για το ϐάθος που παρουσιάζον-
ται στην συνέχεια έχουν υπολογιστεί στην χρονική στιγµή t = 0.7s χρησιµοποιώντας οµοιό-
µορφη χωρική διαµέριση 200 κελιών και συνοριακές συνθήκες ελεύθερης ϱοής. Παρατηρών-
τας τα αριθµητικά αποτελέσµατα ϐλέπουµε ότι λόγο της αρχικής διαταραχής δηµιουργούν-
ται δύο κύµατα, ένα κύµα το οποίο κινήται προς τα δεξιά του καναλιού και ανακλάται
µερικός, όταν περνάει πάνω από την τοπογραφία, δηµιουργώντας ένα κύµα το οποίο κινεί-
ται προς τα αριστερά του καναλιού.
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Σχήµα 3.25: Transcritical ϱοή µε Shock : ΄Αµεσο αριθµητικό σχήµα πρώτης και δεύτερης
τάξης. (α)-(ϐ) Flux-limiting, CFL = 0.9. (ϐ)-(γ) MUSCL, CFL = 0.4.
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Σχήµα 3.26: Transcritical ϱοή µε Shock: CFL = 20. ΄Εµµεσο αριθµητικό σχήµα δεύτερης
τάξης. (α)-(ϐ) Flux-limiting. (γ)-(δ) MUSCL .
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Σχήµα 3.27: ∆ιάδοση κύµατος : Αρχικές συνθήκες για το ϐάθος : (α΄) ε = 0.2. (ϐ΄) ε = 0.01
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Σχήµα 3.28: ∆ιάδοση κύµατος : ΄Αµεσο, Flux-limiting, CFL = 0.9. (α΄) ε = 0.2.(ϐ΄) ε = 0.01.
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Σχήµα 3.29: ∆ιάδοση κύµατος : ΄Αµεσο, MUSCL, CFL = 0.1. (α΄) ε = 0.2.(ϐ΄) ε = 0.01.
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Κεφάλαιο 4

Επέκταση των εξισώσεων ϱηχών
υδάτων στις δύο διαστάσεις

Επεκτείνοντας τις εξισώσεις ϱηχών υδάτων µίας διάστασης σε αυτές των δύο διαστάσεων µε
την τοπογραφία ως πηγαίο όρο έχουµε την παρακάτω εξίσωση

∂q

∂t
+

∂

∂x
F(q) +

∂

∂y
S(q) = G(q, x, y), (4.1)

όπου

q =




h
hu
hv


 , F(q) =




hu
hu2 + 1

2
gh2

huv


 , S(q) =




hv
huv

hv2 + 1
2
gh2


 ,

και

G = G1 + G2, (4.2)

µε

G1 =




0

−gh∂b(x,y)
∂x

0


 , G2 =




0
0

−gh∂b(x,y)
∂y


 .

΄Οπου, η µεταβλητή h = h(x, y, t) εκφράζει την απόσταση της επιφάνειας του ϱευστού από
τον πυθµένα, u = u(x, y, t), v = v(x, y, t) οι κατά µέσο όρο ταχύτητες του ϱευστού ως
προς την x και y κατεύθυνση αντίστοιχα και b(x, y) συνάρτηση η οποία περιγράφει την το-
πογραφία του πυθµένα. Τα διανύσµατα F(q), S(q) ορίζουν την ϱοή ως πρός την x και y
κατεύθυνση αντίστοιχα ένω το διάνυσµα G = G(q, x, y) τον πηγαίο όρο ο οποίος περιγράφει
την συνεισφορά της τοπογραφίας του πυθµένα στο σύστηµα.
Οι Ιακωβιανοί πίνακες του σύστηµατος (4.1) είναι
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JF =
∂F(q)

∂q
=




0 1 0
c2 − u2 2u 0
−uv v u


 , JS =

∂S(q)

∂q
=




0 0 1
−uv v u

c2 − v2 0 2v


 . (4.3)

Οι ιδιοτιµές των JF και JS είναι

λF
1 = u− c, λF

2 = u, λF
3 = u + c (4.4)

και

λS
1 = v − c, λS

2 = v, λS
3 = v + c. (4.5)

Τα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα JF είναι

rF
1 =




1
u− c

v


 , rF

2 =




0
0
c


 , rF

3 =




1
u + c

v


 , (4.6)

και του πίνακα JS

rS
1 =




1
u

v − c


 , rS

2 =




0
−c
0


 , rS

3 =




1
u

v + c


 . (4.7)

4.1 Προσεγγιστικός επιλυτής Riemann του Roe σε 2∆

Επεκτείνοντας την µέθοδο του Godunov , η οποία αναπτύχθηκε στην παράγραφο 2.2 για την
µία διάσταση, στις δύο διαστάσεις, λύνουµε ένα σύνολο από τοπικά προβλήµατα Riemann
σε κάθε πλευρά του υπολογιστικού κελιού Ci,j = {(x, y) ∈ [xi−1/2, xi+1/2]× [yj−1/2, yj+1/2]},
σχήµα 4.1, της µορφής

∂q

∂t
+

∂

∂x
F(q) = 0, (4.8)

q(x, y, 0) =





Qi,j (x, y) ∈ Ci,j

Qi±1,j (x, y) ∈ Ci±1,j

(4.9)

και
∂q

∂t
+

∂

∂y
S(q) = 0, (4.10)

q(x, y, 0) =





Qi,j (x, y) ∈ Ci,j

Qi,j±1 (x, y) ∈ Ci,j±1

. (4.11)

52



΄Οπου
Qi,j(t) ≈ 1

∆x∆y

∫ ∫

Ci,j

q(x, y, t) dxdy

η µέση τιµή της λύσης πάνω στο υπολογιστικό κελί Ci,j µε ∆x = xi+1/2 − xi−1/2 και
∆y = yj+1/2 − yj−1/2. Οι αριθµητικές ϱοές σε αυτήν την περίπτωση ϑα έχουν την µορφή

Fi±1/2,j = F(Q↓
i±1/2,j), (4.12)

Si,j±1/2 = S(Q↓
i,j±1/2). (4.13)

΄Οπου Q↓
i±1/2,j είναι η λύση του προβλήµατος Riemann (4.8)-(4.9) στα σηµεία (i±1/2, j) και

Q↓
i,j±1/2 η λύση του προβλήµατος Riemann (4.10)-(4.11) στα σηµεία (i, j ± 1/2). ΄Οπως και

στην µία διάσταση για τον υπολογισµό των αριθµητικών ϱοών χρειαζόµαστε µόνο την λύση
του προβλήµατος Riemann σε κάθε µέτωπο του υπολογιστικού κελιού Ci,j. Για αυτόν τον
λόγο σε κάθε υπολογιστικό κελί λύνουµε τα προβλήµατα Riemann (4.8)-(4.9), (4.10)-(4.11)
προσεγγιστικά. Χρησιµοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας τα σύστηµατα (4.8) και (4.10)
γράφονται ως

∂q

∂t
+ JF(q)

∂q

∂x
= 0,

∂q

∂t
+ JG(q)

∂q

∂y
= 0.

Τα προσεγγιστικά προβλήµατα Riemann προκύπτουν αντικαθιστώντας τους µη γραµµικούς
Ιακωβιανούς πίνακες JF και JG µε σταθερούς διαγωνιοποιήσιµους J̃F και J̃G οι οποίοι
ονοµάζονται πίνακες του Roe και πρέπει να ικανοποιούν τους παρακάτω περιορισµούς

1. ∆i−1/2,jF = J̃F(Qi,j,Qi−1,j)∆i−1/2,jQ = J̃F
i−1/2,j∆i−1/2,jQ ∀i, j,

όπου ∆i−1/2,j(·) = (·)i,j − (·)i−1,j και Fi,j = F(Qi,j).

2. O J̃F
i−1/2,j έχει πραγµατικές ιδιοτιµές και γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα.

3. J̃F
i−1/2,j → F′(Q) οµοιόµορφα καθώς Qi−1,j,Qi,j → Q.

4. υπάρχει γραµµική απεικόνιση από το Q στο F.

5. ∆i,j−1/2S = J̃S(Qi,j,Qi,j−1)∆i,j−1/2Q = J̃S
i,j−1/2∆i,j−1/2Q ∀i, j,

όπου ∆i,j−1/2(·) = (·)i,j − (·)i,j−1 και Si,j = S(Qi,j).

6. O J̃S
i,j−1/2 έχει πραγµατικές ιδιοτιµές και γραµµικά ανεξάρτητα ιδιοδιανύσµατα.

7. J̃S
i,j−1/2 → S′(Q) οµοιόµορφα καθώς Qi,j−1,Qi,j → Q.

8. υπάρχει γραµµική απεικόνιση από το Q στο S.
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Για τις εξισώσεις ϱηχών υδάτων οι πίνακες J̃F
i±1/2,j και J̃S

i,j±1/2 είναι οι Ιακωβιανοί πίνακες
(4.3) αποτιµηµένοι στις µέσες τιµές [12],[24]

ũi±1/2,j =
ui±1,j

√
hi±1,j + uij

√
hij√

hi±1,j +
√

hij

, ṽi,j±1/2 =
vi,j±1

√
hi,j±1 + vij

√
hij√

hi,j±1 +
√

hij

(4.14)

και

h̃i±1/2,j =
1

2
(hi±1,j + hij), h̃i,j±1/2 =

1

2
(hi,j±1 + hij). (4.15)

Οι ιδιοτιµές που αντιστοιχούν στους πίνακες J̃F και J̃S είναι :

λ̃F
1 = ũ− c̃, λ̃F

2 = ũ, λ̃F
3 = ũ + c̃, (4.16)

λ̃S
1 = ṽ − c̃, λ̃S

2 = ṽ, λ̃S
3 = ṽ + c̃, (4.17)

µε αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα

r̃F
1 =




1
ũ− c̃

ṽ


 , r̃F

2 =




0
0
c̃


 , r̃F

3 =




1
ũ + c̃

ṽ


 , (4.18)

r̃S
1 =




1
ũ

ṽ − c̃


 , r̃S

2 =




0
−c̃
0


 , r̃S

3 =




1
ũ

ṽ + c̃


 . (4.19)

΄Εστω R̃F και R̃S πίνακες των οποίων οι στήλες περιέχουν τα δεξιά ιδιοδιανύσµατα των
πινάκων J̃F και J̃S αντίστοιχα. Οι αριθµητικές ϱοές ϑα είναι

Fn
i−1/2,j =

1

2
(Fn

i−1,j + Fn
i,j)−

1

2

3∑

k=1

[
α̃F

k |λ̃F
k |r̃F

k

]
i−1/2,j

, (4.20)

Sn
i,j−1/2 =

1

2
(Sn

i,j−1 + Sn
i,j)−

1

2

3∑

k=1

[
α̃S

k |λ̃S
k |r̃S

k

]
i,j−1/2

, (4.21)

όπου α̃F
i−1/2,j = (R̃F)−1∆i−1/2,jQ, α̃S

i,j−1/2 = (R̃S)−1∆i,j−1/2Q τα ϐάρη

α̃F
1,3 =

1

2
∆i−1/2,jh± 1

2c̃
(ũ∆i−1/2,jh−∆i−1/2,j(uh)),

α̃F
2 =

1

c̃
(∆i−1/2,j(vh)− ṽ∆i−1/2,jh),

α̃S
1,3 =

1

2
∆i,j−1/2h± 1

2c̃
(ṽ∆i,j−1/2h−∆i,j−1/2(vh)),

α̃S
2 =

1

c̃
(ũ∆i,j−1/2h−∆i,j−1/2(uh)).

54



Σχήµα 4.1: Αριθµητικές ϱοές σε έναν όγκο ελένχου.

Από τις συνθήκες 2 και 6 έχουµε ότι οι πίνακες J̃F , J̃S διαγωνοποιούντε ως εξής

J̃F = R̃F Λ̃F (R̃F )−1, (4.22)
J̃S = R̃SΛ̃S(R̃S)−1, (4.23)

όπου

Λ̃F = diag[λ̃F
k ], k = 1, 2, 3

Λ̃S = diag[λ̃S
k ], k = 1, 2, 3.

Για την προσέγγιση του πηγαίου όρου διακριτοποιούµε ξεχωριστά ως προς κάθε χωρική
κατεύθυνση την σχέση (4.2) προβάλοντας τον όρο G1 στα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα J̃F και
τον όρο G2 στα ιδιοδιανύσµατα του πίνακα J̃S λαµβάνοντας έτσι

G1
i,j = G1−

i+1/2,j + G1+
i−1/2,j, G2

ij = G2−
i,j+1/2 + G2+

i,j−1/2, (4.24)

όπου

G1±
i−1/2,j =

1

2

3∑

k=1

[
β̃F

k r̃F
k (1± sgn(λ̃F

k ))
]

i−1/2,j
, (4.25)

G2±
i,j−1/2 =

1

2

3∑

k=1

[
β̃S

k r̃S
k (1± sgn(λ̃S

k ))
]

i,j−1/2
, (4.26)

µε β̃F
k ,β̃S

k τα ϐάρη της προβολής του πηγαίου όρου στα ιδιοδιανύσµατα των πινάκων J̃F και
J̃S αντίστοιχα. Για τις εξισώσεις ϱηχών υδάτων στις δύο διαστάσεις έχουµε

β̃F
1 =

c̃∆i−1/2,jb

2
, β̃F

2 = 0, β̃F
3 = − c̃∆i−1/2,jb

2
, (4.27)

β̃S
1 =

c̃∆i,j−1/2b

2
, β̃S

2 = 0, β̃S
3 = − c̃∆i,j−1/2b

2
. (4.28)
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4.2 ΄Εµµεσο αριθµητικό σχήµα στις δύο διαστάσεις

Ολοκληρώνοντας το σύστηµα (4.1) πάνω από ένα υπολογιστικό κελί Ci,j και ϑέτοντας

Qi,j(t) =
1

∆x∆y

∫ yj+1/2

yj−1/2

∫ xj+1/2

xj−1/2

q(x, y, t) dxdy,

όπου ∆x = xi+1/2 − xi−1/2, ∆y = yj+1/2 − yj−1/2 και Qi,j η µέση τιµή της λύσης πάνω στο
υπολογιστικό κελί Ci,j = {(x, y) ∈ [xi−1/2, xi+1/2]× [yj−1/2, yj+1/2]} έχουµε ότι

d

dt
Qi,j(t) = Xi,j(t) + Yi,j(t) + G̃i,j(t), (4.29)

όπου

Xi,j(t) = −
∫ yj+1/2

yj−1/2
F(q(xi+1/2, y, t) dy − ∫ yj+1/2

yj−1/2
F(q(xi−1/2, y, t) dy

∆x∆y
, (4.30)

Yi,j(t) = −
∫ xj+1/2

xj−1/2
S(q(x, yi+1/2, t) dx− ∫ xj+1/2

xj−1/2
S(q(x, yi−1/2, t) dx

∆x∆y
, (4.31)

G̃i,j(t) =
1

∆x∆y

∫ ∫

Ci,j

G(q(x, y, t)) dxdy. (4.32)

Ολοκληρώντας την (4.29) στο χρονικό διάστηµα rn = [tn, tn+1] παίρνουµε

Qi,j(t
n+1) = Qi,j(t

n) +

∫

rn

[Xi,j(t) + Yi,j(t)] dt +

∫

rn

G̃i,j(t) dt

Qn+1
i,j = Qn

i,j + ∆t
[
θ
(
Xn+1

i,j + Yn+1
i,j

)
+ (1− θ)

(
Xn

i,j + Yn
i,j

)]
+ ∆t

[
θG̃n+1

i,j + (1− θ) G̃n
i,j

]

Αντικαθιστώντας τις (4.30)-(4.32) στην παραπάνω σχέση έχουµε ότι το έµµεσο αριθµητικό
σχήµα στις δύο διαστάσεις έχει την ακόλουθη µορφή

Qn+1
i,j + θ

[
λx

(
Fn+1

i+1/2,j − Fn+1
i−1/2,j

)
+ λy

(
Sn+1

i,j+1/2 − Sn+1
i,j−1/2

)
−∆tG̃n+1

i,j

]

= Qn
i,j − (1− θ)

[
λx

(
Fn

i+1/2,j − Fn
i−1/2,j

)
+ λy

(
Sn

i,j+1/2 − Sn
i,j−1/2

)−∆tG̃n
i,j

]
. (4.33)

΄Οπου λx = ∆t
∆x

, λy = ∆t
∆y

και

Fn
i±1/2,j =

1

∆y

∫ yj+1/2

yj−1/2

F(q(xi±1/2, y, tn)) dy, (4.34)

η αριθµητική ϱοή ως προς την διεύθυνση του άξονα των x και

Sn
i,j±1/2 =

1

∆x

∫ xj+1/2

xj−1/2

S(q(x, yi±1/2, t
n)) dx (4.35)

η αριθµητική ϱοή ως προς την διεύθυνση του άξονα των y.
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4.3 Υψηλής ανάλυσης έµµεσο αριθµητικό σχήµα

Το αριθµητικό σχήµα που παρουσιάστηκε στην προηγούµενη ενότητα είναι ένα πρώτης τάξης
αριθµητικό σχήµα. Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία που παρουσιάσαµε στην παράγραφο
2.4.1 για την µία διάσταση κατασκευάζουµε ένα υψηλής ανάλυσης έµµεσο αριθµητικό σχή-
µα, χρησιµοποιώντας flux-limiting το οποίο µας εξασφαλίζει τουλάχιστον δεύτερης τάξης
ακρίβεια στις οµαλές περιοχές και ελαχιστοποιεί τις ταλαντώσεις κοντά στις ασυνέχειες.

Οι αριθµητικές ϱοές στην (4.33) ϑα είναι τώρα της µορφής

FTV D
i−1/2,j = FFO

i−1/2,j + (ΦF
i−1/2,j)

n(FSO
i−1/2,j − FFO

i−1/2,j), (4.36)
STV D

i,j−1/2 = SFO
i,j−1/2 + (ΦS

i,j−1/2)
n(SSO

i,j−1/2 − SFO
i,j−1/2), (4.37)

όπου FSO
i−1/2,j,S

SO
i,j−1/2 δεύτερης τάξης αριθµητικές ϱοές,FFO

i−1/2,j, SFO
i,j−1/2 πρώτης τάξης αρι-

ϑµητικές ϱοές και (ΦF
i−1/2,j)

n = diag[ΦF
k ], (ΦS

i−1/2,j)
n = diag[ΦS

k ], k = 1, 2, 3 µη γραµµικές
Flux-limiter συναρτήσεις. Χρησιµοποιώντας σαν δεύτερης τάξης αριθµητική ϱοή την αρι-
ϑµητική ϱοή των Lax-Wendroff

Fn
i−1/2,j =

1

2
(I− ∆t

∆x
|J̃F |)|J̃F ||∆Qi−1/2,j,

Sn
i,j−1/2 =

1

2
(I− ∆t

∆x
|J̃S|)|J̃S|∆Qi,j−1/2.

και σαν πρώτης τάξης τις αριθµητικές ϱοές (4.20), (4.21) έχουµε ότι οι αριθµητικές ϱοές ως
προς την x και y κατεύθυνση αντίστοιχα ϑα γράφονται ως

Fn
i−1/2,j =

1

2
(Fn

i,j + Fn
i−1,j)−

1

2

[
R̃F |Λ̃F |L̃F

(
R̃F

)−1
]n

i−1/2,j

∆i−1/2,jQ
n (4.38)

Sn
i,j−1/2 =

1

2
(Sn

i,j + Sn
i,j−1)−

1

2

[
R̃S|Λ̃S|L̃S

(
R̃S

)−1
]n

i,j−1/2

∆i,j−1/2Q
n (4.39)

όπου

L̃F = diag

[
1− Φ(θ̃F

k )(1− ∆t

∆x
|λ̃F

k |)
]

,

L̃S = diag

[
1− Φ(θ̃S

k )(1− ∆t

∆x
|λ̃S

k |)
]

και

θ̃F
k =

(α̃F
k )I−1/2,j

(α̃F
k )i−1/2,j

, I = i− sgn(λ̃F
i−1/2,j),

θ̃S
k =

(α̃S
k )i,J−1/2

(α̃S
k )i,j−1/2

, J = j − sgn(λ̃S
i,j−1/2).
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Οι αριθµητικές ϱοές (4.38)-(4.39) µπορούν να γραφτούν σε µία πιο συµπαγή µορφή ως

Fn
i−1/2,j =

1

2
(Fn

i,j + Fn
i−1,j)−

1

2

3∑

k=1

[
α̃F

k |λ̃F
k |

(
1− Φ(θ̃F

k )
(
1− |νF

k |
))

r̃F
k

]n

i−1/2,j
(4.40)

Sn
i,j−1/2 =

1

2
(Sn

i,j + Sn
i,j−1)−

1

2

3∑

k=1

[
α̃S

k |λ̃S
k |

(
1− Φ(θ̃S

k )
(
1− |νS

k |
))

r̃S
k

]n

i,j−1/2
(4.41)

µε νF
k = ∆tn

∆x
λ̃F

k και νS
k = ∆tn

∆y
λ̃S

k Η προσέγγιση του πηγαίου όρου κατασκευάζεται κατά
αντιστοιχία µε την προσέγγιση της αριθµητικής ϱοής έτσι ώστε το αριθµητικό σχήµα να
ικανοποιεί την C-property

G1
i,j = G1,TV D

i+1/2,j + G1,TV D
i−1/2,j, (4.42)

G2
ij = G2,TV D

i,j+1/2 + G2,TV D
i,j−1/2, (4.43)

όπου

G1,TV D
i−1/2,j = G1,FO

i−1/2,j + ΦF
i−1/2,j(G

1,SO
i−1/2,j −G1,FO

i−1/2,j), (4.44)

G2,TV D
i,j−1/2 = G2,FO

i,j+1/2 + ΦS
i,j−1/2(G

2,SO
i,j−1/2 −G2,FO

i,j−1/2). (4.45)

Για τις πρώτης τάξης προσεγγίσεις χρησιµοποιούµε τις (4.25)-(4.26) και για τις δεύτερης
τάξης την αριθµητική προσέγγιση του πηγαίου όρου των Lax-Wendroff

G1,SO
i−1/2,j =

1

2
[R̃F (I− ∆t

∆x
(Λ̃F )−1(Λ̃F )2)(R̃F )−1G1]i−1/2,j, (4.46)

G2,SO
i,j−1/2 =

1

2
[R̃S(I− ∆t

∆y
(Λ̃S)−1(Λ̃S)2)(R̃S)−1G2]i,j−1/2. (4.47)

Αντικαθιστώντας τις (4.25)-(4.26) και (4.46)-(4.47) στις (4.44),(4.45) οι (4.42),(4.43) γρά-
ϕονται ως

G1
i,j = G1,−

i+1/2,j + G1,+
i−1/2,j, (4.48)

G2
ij = G2,−

i,j+1/2 + G2,+
i,j−1/2, (4.49)

όπου

G1,±
i−1/2,j =

1

2

3∑

k=1

[
β̃F

k r̃F
k

(
1± sgn(λ̃F

k )(1− ΦF
k (1− |ν̃F

k |))
)]

i−1/2,j
, (4.50)

G2,±
i,j−1/2 =

1

2

3∑

k=1

[
β̃S

k r̃S
k

(
1± sgn(λ̃S

k )(1− ΦS
k (1− |ν̃S

k |))
)]

i,j−1/2
. (4.51)

µε β̃F
k ,β̃S

k τα ϐάρη της προβολής του πηγαίου όρου στα ιδιοδιανύσµατα των πινάκων J̃F και
J̃S αντίστοιχα, τα οποία δίνονται από τις (4.27),(4.28).
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4.4 Γραµµικοποίηση

΄Οπως και στην µία διάσταση το σύστηµα (4.33) είναι µη γραµµικό για τον λόγο αυτό
κατασκευάζουµε µια συντηρητική γραµµικοποιηµένη µορφή του, λύνοντας έτσι σε κάθε
χρονικό ϐήµα ένα γραµµικό σύστηµα. Θέτοντας

WF
i±1/2,j = −|Λ̃F

i±1/2,j|L̃F
i±1/2,j = diag

[
(wF

k )i±1/2,j

]
, k = 1, 2, 3 (4.52)

WS
i,j±1/2 = −|Λ̃S

i,j±1/2|L̃S
i,j±1/2 = diag

[
(wS

k )i,j±1/2

]
, k = 1, 2, 3 (4.53)

όπου

(wF
k )i±1/2,j = −

[
ψ(λ̃F

k )

(
1− Φ(θ̃F

k )(1− ∆t

∆x
|λ̃F

k |)
)]

i±1/2,j

, (4.54)

(wS
k )i,j±1/2 = −

[
ψ(λ̃S

k )

(
1− Φ(θ̃S

k )(1− ∆t

∆y
|λ̃S

k |)
)]

i,j±1/2

(4.55)

και ορίζοντας τους πίνακες BF
i±1/2,j,B

S
i,j±1/2 ως

BF
i±1/2,j = R̃F

i±1/2,jW
F
i±1/2,j(R̃

F
i±1/2,j)

−1, (4.56)
BS

i,j±1/2 = R̃S
i,j±1/2W

S
i,j±1/2(R̃

S
i,j±1/2)

−1. (4.57)

Παραλύποντας τους χωρικούς δείκτες και εκτελώντας τις πράξεις οι δύο προηγούµενες σχέ-
σεις γράφονται ως

BF =
1

λ̃F
3 − λ̃F

1




λ̃F
3 wF

1 − λ̃F
1 wF

3 wF
3 − wF

1 0

λ̃F
1 λ̃F

3 (wF
1 − wF

3 ) λ̃F
3 wF

3 − λ̃F
1 wF

1 0

ṽ
(
λ̃F

3 wF
1 − (λ̃F

3 − λ̃F
1 )wF

2 − λ̃F
1 wF

3

)
ṽ(wF

3 − wF
1 ) (λ̃F

3 − λ̃F
1 )wF

2




,

BS =
1

λ̃S
3 − λ̃S

1




λ̃S
3 wS

1 − λ̃S
1 wS

3 0 wS
3 − wS

1

ũ
(
λ̃S

3 wS
1 − (λ̃S

3 − λ̃S
1 )wS

2 − λ̃S
1 wS

3

)
(λ̃S

3 − λ̃S
1 )wS

2 ũ(wS
3 − wS

1 )

λ̃S
1 λ̃S
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Οι παραπάνω πίνακες µας επιτρέπουν να γράψουµε τις αριθµητικές ϱοές (4.38), (4.39) ως

Fi±1/2,j =
1

2

[
Fi,j + Fi±1,j + BF

i±1/2,j∆i±1/2,jQ
]
, (4.58)

Si,j±1/2 =
1

2

[
Si,j + Si,j±1 + BS

i,j±1/2∆i,j±1/2Q
]
. (4.59)

Στην συνέχεια οι έµµεσοι όροι Fn+1,Sn+1 και G̃n+1 γραµµικοποιούνται αναπτύσσοντας τους
κατά Taylor µε κέντρο το Qn για να δώσουν

Fn+1
i,j = Fn

i,j + (JF
i,j)

nδQi,j + O(∆t2), (4.60)
Sn+1

i,j = Sn
i,j + (JS

i,j)
nδQi,j + O(∆t2), (4.61)

Gn+1
i,j = Gn

i,j + (JG
i,j)

nδQi,j + O(∆t2), (4.62)
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όπου
δQi,j = Qn+1

i,j −Qn
i,j,

(JF
i,j)

n = JF (Qn
i,j),

(JS
i,j)

n = JS(Qn
i,j),

και (JG
i,j)

n ο Ιακωβιανός πίνακας του πηγαίου όρου G ως προς Q,

JG =
∂G

∂Q
=




0 0 0

−g ∂b(x,y)
∂x

0 0

−g ∂b(x,y)
∂y

0 0


 .

Αντικαθιστώντας τα παραπάνω και ϑεωρώντας τις προσεγγίσεις (BF
i±1/2,j)

n+1 = (BF
i±1/2,j)

n

(BS
i,j±1/2)

n+1 = (BS
i,j±1/2)

n στο (4.38) παράγουµε ένα γραµµικό σύστηµα
αλγεβρικών εξισώσεων της µορφής

DδQi,j−1+AδQi−1,j+BδQi,j+CδQi+1,j+EδQi,j+1 = bi,j ∀i = 2, ..., N−1, j = 2, ..., N−1
(4.63)

όπου

A = −λxθ

2

[
JF

i−1,j + BF
i−1/2,j

]n
,

B = I+
λxθ

2

[
BF

i+1/2,j + BF
i−1/2,j

]n
+

λyθ

2

[
BS

i,j+1/2 + BS
i,j−1/2

]n − θ∆t(JG
i,j)

n,

C =
λxθ

2

[
JF

i+1,j −BF
i+1/2,j

]n
,

D = −λyθ

2

[
JS

i,j−1 + BS
i,j−1/2

]n
,

E = −λyθ

2

[
JS

i,j+1 + BS
i,j+1/2

]n
,

πίνακες διάστασης 3× 3 και

bi,j = −
[
λx

(
Fn

i+1/2,j − Fn
i−1/2,j

)
+ λy

(
Sn

i,j+1/2 − Sn
i,j−1/2

)−∆tG̃n
i,j

]
,

διάνυσµα στήλης διάστασης 3× 3. Τις παραπάνω εξισώσεις τις κατατάσσουµε στη λεγόµενη
ϕυσική τους διάταξη, αριθµώντας τα κελιά του πλέγµατος, στα οποία αντιστοιχούν, πρώτα
από αριστερά προς τα δεξιά και ύστερα από κάτω προς τα πάνω (Σχ.4.2). Η συλλογή
των εξισώσεων (4.63), µε την σειρά που προαναφέρθηκε, οδηγεί σε ένα block τριδιαγώνιο
γραµµικό σύστηµα της µορφής

GkUk−1 + FkUk + LkUk+1 = Bk k = 2, ..., N − 1, (4.64)

όπου
Uk =

[
δQ1,k δQ2,k · · · δQN,k

]T ∈ RN×1,
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Bk =
[
b1,k b2,k · · · bN,k

]T ∈ RN×1,

µε δQi,k ∈ R1×3 ∀i = 1, ..., N , bi,k ∈ R1×3 ∀i = 1, ..., N . Για k = 1 και k = N η (4.64),
λαµβάνοντας υπόψην τις συνοριακές, γράφεται ως

F̂1U1 + L1U2 = B1 (4.65)
GNUN−1 + F̂NUN = BN (4.66)

όπου οι πίνακες F̂1, F̂N ορίζονται ϐάση των συνοριακών (Παράρτηµα Α΄). Το σύστηµα (4.63)
σε µορφή πινάκων γράφεται ως




F̂1 L1

G2 F2 L2

. . . . . . . . .
Gk Fk Lk

. . . . . . . . .
GN−1 FN−1 LN−1

GN F̂N







U1

U2

...
Uk

...
UN−1

UN




=




B1

B2

...
Bk

...
BN−1

BN




όπου

Fk =




B̂k
1 Ck

1

Ak
2 Bk

2 Ck
2

. . . . . . . . .
Ak

i Bk
i Ck

i
. . . . . . . . .

Ak
N−1 Bk

N−1 Ck
N−1

Ak
N B̂k

N




, k = 1, ..., N (4.67)

block τριδιαγώνιος πίνακας διάστασης N × N blocks όπου το κάθε block είναι διάστασης
3 × 3. Η µορφή των πινάκων B̂k

1, B̂
k
N εξαρτάται από τις συνοριακές συνθήκες του προβλή-

µατος (Παράρτηµα Α΄).

Bk
i = I+

λxθ

2

[
BF

i+1/2,k + BF
i−1/2,k

]n
+

λyθ

2

[
BS

i,k+1/2 + BS
i,k−1/2

]n − θ∆t(JG
i,k)

n i = 1, ..., N

Ak
i = −λxθ

2

[
JF

i−1,k + BF
i−1/2,k

]n
, i = 1, ..., N

Ck
i =

λxθ

2

[
JF

i+1,k −BF
i+1/2,k

]n
, i = 1, ..., N.

Gk =




Dk
1

. . .
Dk

i
. . .

Dk
N




, k = 2, ..., N,
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block διαγώνιος πίνακας διάστασης N ×N blocks όπου το κάθε block είναι διάστασης 3×3
και υπολογίζεται από την σχέση

Dk
i = −λyθ

2

[
JS

i,k−1 + BS
i,k−1/2

]n
, i = 1, ..., N,

Lk =




Ek
1

. . .
Ek

i
. . .

Ek
N




, k = 1, ..., N − 1,

block διαγώνιος πίνακας διάστασης N ×N blocks όπου το κάθε block είναι διάστασης 3×3
και υπολογίζεται από την σχέση

Ek
i = −λyθ

2

[
JS

i,k+1 + BS
i,k+1/2

]n
, i = 1, ..., N.

Σχήµα 4.2: Αρίθµηση υπολογιστικών κελιών.

4.4.1 Block Τριδιαγώνιος Αλγόριθµος (ThomasAlgorithm)

Στην παρούσα εργασία για την επίλυση του γραµµικού συστήµατος (4.63), εκµεταλλευόµενοι
την block τριδιαγώνια δοµή του, χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο του Thomas. Η block LU
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παραγοντοποίηση του πίνακα του γραµµικού συστήµατος (4.63) ϑα έχει block διδιαγώνιους
πίνακες της µορφής




F1 L1

G2 F2 L2

. . . . . . . . .
GN FN


 =




f1
G2 f2

. . . . . .
GN fN







I l1
I l2

I lN−1

I




f1 = F1

Λύσε f1l1 = L1

Λύσε f1Xi = B1

Για i = 2 : N
fi = Fi −Gili−1

Λύσε fili = Li

Λύσε fiXi = (Bi −GiXi−1)
UN = XN

Για i = N − 1 : −1 : 1
Ui = Xi − LiUi+1

4.5 Αριθµητικά αποτελέσµατα στις δύο διαστάσεις

4.5.1 Στάσιµες καταστάσεις

Σκοπός των προβληµάτων που ϑα παρουσιαστούν στη συνέχεια, τα οποία είναι ανάλογα
αυτών που παρουσιάστηκαν στο πρώτο κεφάλαιο, είναι η µελέτη της συντηρητικότητας και
της σύγκλισης του αριθµητικού σχήµατος προς την ϱοή σταθερής ταχύτητας πάνω από
τοπογραφία σε τετραγωνικό κανάλι διαστάσεων 25m × 25m. Η συνάρτηση που περιγράφει
την τοπογραφία του πυθµένα δίνεται από την σχέση

b(x, y) = max(0, 0.2− 0.05(x− 10)2). (4.68)

Ανάλογα µε τις συνοριακές και αρχικές συνθήκες, η ϱοή µπορεί να είναι υποκρίσηµη, tran-
scritical µε σταθερό shock , ή transcritical χωρίς shock . Ως αρχικές συνθήκες παίρνουµε,
το ύψος του νερού να είναι σταθερό και να ισούται µε την τιµή της δεξιάς συνοριακής συν-
ϑήκης που επιβάλουµε στο εκάστοτε πρόβληµα για το ϐάθος και την ορµή ίση µε το µηδέν.

4.5.2 Υποκρίσιµη ϱοή

Για την διακριτοποίηση του προβλήµατος αυτού, επιθέτουµε στο κανάλι ένα οµοιόµορφο
πλέγµα µε 6400 υπολογιστικά κελιά. και αρχικές συνθήκες

h(x, y, 0) + b(x, y) = 2m ∀(x, y) ∈ [0, 25]× [0, 25] (4.69)
u(x, y, 0) ≡ 0m/s (4.70)
v(x, y, 0) ≡ 0m/s (4.71)
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Για την αριστερή συνοριακή συνθήκη της εισροής ϑέτουµε

(hu)in = 4.42m2/s (4.72)
(hv)in = 0m2/s (4.73)

και για την δεξιά συνοριακή του ϐάθους (h)out = 2m. Η χρονική διάρκεια του προβλήµατος
είναι t = 300sec Παρακάτω παραθέτουµε τα αριθµητικά αποτελέσµατα για το άµεσο και
έµµεσο αριθµητικό σχήµα πρώτης και δεύτερης τάξης.
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Σχήµα 4.3: Υποκρίσιµη ϱοή: CFL = 0.7. ΄Αµεσο δεύτερης τάξης αριθµητικό σχήµα µε
οριοθέτη ϱοής MinMod και (ϐ) διάγραµµα της x συνιστώσας της εκροής για y = 12.

Αρ. Σχήµα CFL Επαναλήψεις CPU time(sec)
΄Αµεσο 2ης τάξης 0.9 7196 3041
΄Εµµεσο 1ης τάξης 150 44 871
΄Εµµεσο 2ης τάξης 150 44 878

Πίνακας 4.1: Υποκρίσιµη ϱοή
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Σχήµα 4.4: Υποκρίσιµη ϱοή: CFL = 150 (α) ΄Εµµεσο πρώτης τάξης αριθµητικό σχήµα
και (ϐ) διάγραµµα της x συνιστώσας της εκροής για y = 12. (γ) ΄Εµµεσο δεύτερης τάξης
αριθµητικό σχήµα µε οριοθέτη ϱοής SuperBee. και (δ) διάγραµµα της x συνιστώσας της
εκροής για y = 12.

Από τα στοιχεία του Πίνακα 4.1 και παρατηρώντας τα αριθµητικά αποτελέσµατα του
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άµεσου και έµµεσου αριθµητικού σχήµατος γίνεται σαφές ότι, το έµµεσο αριθµητικό σχήµα
µας δίνει την ίδια ακρίβεια µε το άµµεσο σε λιγότερα χρονικά ϐήµατα και υπολογιστικό
χρόνο.

4.5.3 Transcritical ϱοή µε Shock

΄Οπως και στο αντίστοιχο πρόβληµα στην µία διάσταση οι συνοριακές συνθήκες δηµιουργούν
ένα στάσιµο Shock πάνω από την τοπογραφία. Για την αριστερή συνοριακή συνθήκη της
εισροής ϑέτουµε

(hu)in = 0.18m2/s (4.74)
(hv)in = 0m2/s (4.75)

ενώ για την δεξιά συνοριακή συνθήκη του ϐάθους επιβάλλουµε (h)out = 0.33m.
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Σχήµα 4.5: Transcritical µε Shock: (α) ΄Αµεσο πρώτης τάξης αριθµητικό σχήµα µε CFL =
0.9 και (ϐ) διάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους και ταχυτήτων.

Αρ. Σχήµα CFL Επαναλήψεις CPU time(sec)
΄Αµεσο 1ης τάξης 0.9 3279 1369.97
΄Εµµεσο 1ης τάξης 150 20 368.23
΄Εµµεσο 2ης τάξης 150 20 347

Πίνακας 4.2: Transcritical ϱοή µε Shock
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Σχήµα 4.6: Transcritical µε Shock: CFL = 150. (α) ΄Εµµεσο πρώτης τάξης αριθµητικό σχή-
µα και (ϐ) διάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους και ταχυτήτων. (γ) ΄Εµµεσο δεύτερης
τάξης αριθµητικό σχήµα µε οριοθέτη ϱοής SuperBee και (δ) διάγραµµα ισοϋψών καµπυλών
του ϐάθους και ταχυτήτων.
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4.5.4 Transcritical ϱοή χωρίς Shock

Για την διακριτοποίηση του προβλήµατος αυτού, επιθέτουµε στο κανάλι ένα οµοιόµορφο
πλέγµα µε 2500 υπολογιστικά κελιά. Για την αριστερή συνοριακή συνθήκη της εισροής
ϑέτουµε

(hu)in = 1.53m2/s (4.76)
(hv)in = 0m2/s (4.77)

και για την δεξιά συνοριακή συνθήκη του ϐάθους (h)out = 2m µόνο αν η ϱοή είναι υπ-
οκρίσιµη. Στην περίπτωση που η ϱοή είναι υπερκρίσιµη επιβάλουµε συνοριακές συνθήκες
ελεύθερης ϱοής.
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Σχήµα 4.7: Transcritical ϱοή χωρίς Shock: CFL = 0.9 (α) ΄Αµεσο δεύτερης τάξης αρι-
ϑµητικό σχήµα µε οριοθέτη ϱοής MinMod και (ϐ) διάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του ϐά-
ϑους και ταχυτήτων.

Αρ. Σχήµα CFL Επαναλήψεις CPU time(sec)
΄Αµεσο 2ης τάξης 0.9 3864 648.22
΄Εµµεσο 1ης τάξης 40 95 420.20
΄Εµµεσο 2ης τάξης 40 93 411

Πίνακας 4.3: Transcritical ϱοή χωρίς Shock
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Σχήµα 4.8: Transcritical ϱοή χωρίς Shock: CFL = 150 (α) ΄Εµµεσο πρώτης τάξης αρ-
ιθµητικό σχήµα και (ϐ) διάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους και ταχυτήτων. (γ)
΄Εµµεσο δεύτερης τάξης αριθµητικό σχήµα µε οριοθέτη ϱοής SuperBee και (δ) διάγραµµα
ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους και ταχυτήτων.
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4.5.5 ∆ιάδοση κύµατος σε τοπογραφία

Σε αυτό το πρόβληµα µελετάµε τη διάδοση κύµατος σε τοπογραφία. Παρουσιάστηκε αρχικά
από τον LeVeque [20] και τους Hubbard και Garcia-Navarro [5]. Το χωρίο εφαρµογής του
προβλήµατος είναι ένα τετράγωνο κανάλι διαστάσεων 1m × 1m. Για την διακριτοποίηση
του επιθέτουµε ένα οµοιόµορφο πλέγµα από 10000 τετραγωνικά κελιά. Στο σύνορο του
καναλιού επιβάλλουµε συνοριακές συνθήκες ελεύθερης ϱοής. Σαν αρχικές συνθήκες του
προβλήµατος ϑεωρούµε:

h(x, y, 0) =

{
1.01− b(x, y) αν (x, y) ∈ [0.8, 0.9] × [0, 1]
1− b(x, y) αλλιώς ,

u(x, y, 0) ≡ 0,

v(x, y, 0) ≡ 0,

όπου b(x, y) η συνάρτηση που περιγράφει την τοπογραφία του πυθµένα και δίνεται από την
ακόλουθη σχέση

b(x, y) = 0.5exp(−50(x− 0.5)2 + (y − 0.5)2).

Για αυτό το πρόβληµα η επιτάχυνση της ϐαρύτητας ορίζεται g = 1m/s2. Στα διαγράµµατα
που ακολουθούν παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της εξέλιξης του ϐάθους του νερού και
το διαγράµµατα ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους µαζί µε το πεδίο ταχυτήτων στον χρόνο
t = 0.7sec για το άµεσο, πρώτης και δεύτερης τάξης (MM limiter) αριθµητικό σχήµα µε
CFL = 0.5 και για το έµµεσο δεύτερης τάξης (MM limiter) αριθµητικό σχήµα για δύο
περιπτώσεις της παραµέτρου θ, θ = 1 και θ = 1/2 όπου σε κάθε περίπτωση χρησιµοποιούµε
CFL = 1 και CFL = 2.
Στα σχήµατα 4.9(α΄)-4.10(ϐ΄) ϐλέπουµε ότι το άµεσο δεύτερης τάξης αριθµητικό σχήµα
παράγει ακριβέστερα αποτελέσµατα από το πρώτης τάξης, χωρίς την παρουσία αριθµητικών
ταλαντώσεων, τα οποία συµφωνούν µε τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται από τον Lev-
eque [20]. Σε αντίθεση, στο έµµεσο αριθµητικό σχήµα 4.11(α΄)-4.14(ϐ΄) καθώς αυξάνεται ο
αριθµός CFL παρουσιάζεται µεγαλύτερη διάχυση στην λύση, µε µία ελφρά ϐελτίωση στην
περίπτωση που διαλέξουµε θ = 1/2 σχήµατα 4.11(α΄)-4.12(ϐ΄) όπου σε αυτήν την περίπτωση
έχουµε ένα δεύτερης τάξης αριθµητικό σχήµα και ως προς τον χρόνο.

4.5.6 Κατάρευση κυκλικού ϕράγµατος

Το πρόβληµα αυτό παρουσιάστηκε αρχικά από τους Alcrudo και Garcia-Navvaro [21]. Το
χωρίο εφαρµογής του προβλήµατος είναι ένα τετράγωνο κανάλι διαστάσεων 50m × 50m
στο κέντρο του οποίου υπάρχει ένα κυκλικό ϕράγµα ακτίνας 11m. Το πρόβληµα αυτό
είναι σηµαντικό κυρίως για τον έλεγχο της συµµετρικότητας του αριθµητικού σχήµατος
που αναπτύξαµε στην παρούσα εργασία. Αρχικά το ϕυσικό µοντέλο αποτελείται από δύο
περιοχές στάσιµου νερού οι οποίες διαχωρίζονται από ένα κυλινδρικό ϕράγµα που υπάρχει
στο κέντρο του καναλιού. Το ϐάθος του νερού µέσα στον κύλινδρο είναι 10m ενώ έξω από
αυτόν 1m,

h(x, y, 0) =

{
10 αν (x− 0.5)2 + (y − 0.5)2 ≤ 112

1 αλλιώς ,
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Σχήµα 4.9: ∆ιάδοση κύµατος. ΄Αµεσο σχήµα πρώτης τάξης, CFL = 0.5. (α) Εξέλιξη του
ϐάθους του νερού. (ϐ) ∆ιάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους µαζί µε πεδίο ταχυτήτων

u(x, y, 0) ≡ 0,

v(x, y, 0) ≡ 0,

ενώ στο σύνορο του χωρίου επιβάλλουµε συνοριακές συνθήκες ελεύθερης ϱοής. Το ϕράγµα
καταρρέει ακαριαία και το νερό αρχίζει να κινείται ακτινικά και συµµετρικά. Τότε υπάρχει
µία µετάβαση από υποκρίσιµη σε υπερκρίσιµη ϱοή. Για την διακριτοποίηση του προβλήµα-
τος επίθετουµε στο υπολογιστικό χωρίο ένα οµοιόµορφο πλέγµα από 6400 τετράγωνα κελιά.
Για αυτό το πρόβληµα η επιτάχυνση της ϐαρύτητας ορίζεται g = 9.81m/s2.

Στα διαγράµµατα που ακολουθούν παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της εξέλιξης του
ϐάθους του νερού και το διαγράµµατα ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους µαζί µε το πεδίο
ταχυτήτων στον χρόνο t = 0.7sec για το άµεσο, πρώτης και δεύτερης τάξης (MC limiter)
αριθµητικό σχήµα µε CFL = 0.7 και για το έµµεσο δεύτερης τάξης (MC limiter) αριθµητικό
σχήµα για δύο περιπτώσεις της παραµέτρου θ, θ = 1 και θ = 1/2 όπου σε κάθε περίπτωση
χρησιµοποιούµε CFL = 1 και CFL = 2.

Παρατηρώντας τα αποτελέσµατα ϐλέπουµε ότι τα κύµατα απλώνονται οµοιόµορφα και
ακτινικά, µε την ακτινική συµµετρία ελαφρός παραµορφωµένη λόγο της αδυναµίας ανα-
παράστασης ενός κύκλου σε τετραγωνικό πλέγµα. Συγκρίνοντας τα αποτελέσµατα ϐλέπουµε
ότι το έµµεσο δεύτερης τάξης αριθµητικό σχήµα εξοµαλύνει την λύση.
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Σχήµα 4.10: ∆ιάδοση κύµατος : ΄Αµεσο σχήµα δεύτερης τάξης (MM limiter), CFL = 0.5.
(α) Εξέλιξη του ϐάθους του νερού. (ϐ) ∆ιάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους µαζί µε
πεδίο ταχυτήτων.
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Σχήµα 4.11: ∆ιάδοση κύµατος : ΄Εµµεσο σχήµα δεύτερης τάξης (MM limiter), θ = 1/2,
CFL = 1. (α) Εξέλιξη του ϐάθους του νερού. (ϐ) ∆ιάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του
ϐάθους µαζί µε πεδίο ταχυτήτων.
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Σχήµα 4.12: ∆ιάδοση κύµατος : ΄Εµµεσο σχήµα δεύτερης τάξης (MM limiter), θ = 1/2,
CFL = 2. (α) Εξέλιξη του ϐάθους του νερού. (ϐ) ∆ιάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του
ϐάθους µαζί µε πεδίο ταχυτήτων.
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Σχήµα 4.13: ∆ιάδοση κύµατος : ΄Εµµεσο σχήµα δεύτερης τάξης (MM limiter), θ = 1, CFL =
1. (α) Εξέλιξη του ϐάθους του νερού. (ϐ) ∆ιάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους µαζί
µε πεδίο ταχυτήτων.
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Σχήµα 4.14: ∆ιάδοση κύµατος : ΄Εµµεσο σχήµα δεύτερης τάξης (MM limiter), θ = 1, CFL =
2. (α) Εξέλιξη του ϐάθους του νερού. (ϐ) ∆ιάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους µαζί
µε πεδίο ταχυτήτων.
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Σχήµα 4.15: Κατάρευση ϕράγµατος : ΄Αµεσο σχήµα πρώτης τάξης, CFL = 0.7. (α) Εξέλιξ-
η του ϐάθους του νερού. (ϐ) ∆ιάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους µαζί µε πεδίο
ταχυτήτων
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Σχήµα 4.16: Κατάρευση ϕράγµατος : ΄Αµεσο σχήµα δεύτερης τάξης (MC limiter), CFL =
0.7. (α) Εξέλιξη του ϐάθους του νερού. (ϐ) ∆ιάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους µαζί
µε πεδίο ταχυτήτων
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Σχήµα 4.17: Κατάρευση ϕράγµατος : ΄Εµµεσο σχήµα δεύτερης τάξης (MC limiter), θ = 1/2,
CFL = 1. (α) Εξέλιξη του ϐάθους του νερού. (ϐ) ∆ιάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους
µαζί µε πεδίο ταχυτήτων
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Σχήµα 4.18: Κατάρευση ϕράγµατος : ΄Εµµεσο σχήµα δεύτερης τάξης (MC limiter), θ = 1/2,
CFL = 2. (α) Εξέλιξη του ϐάθους του νερού. (ϐ) ∆ιάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους
µαζί µε πεδίο ταχυτήτων
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Σχήµα 4.19: Κατάρευση ϕράγµατος : ΄Εµµεσο σχήµα δεύτερης τάξης (MC limiter), θ = 1,
CFL = 1. (α) Εξέλιξη του ϐάθους του νερού. (ϐ) ∆ιάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους
µαζί µε πεδίο ταχυτήτων
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Σχήµα 4.20: Κατάρευση ϕράγµατος : ΄Εµµεσο σχήµα δεύτερης τάξης (MC limiter), θ = 1,
CFL = 2. (α) Εξέλιξη του ϐάθους του νερού. (ϐ) ∆ιάγραµµα ισοϋψών καµπυλών του ϐάθους
µαζί µε πεδίο ταχυτήτων
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Κεφάλαιο 5

Συµπεράσµατα

Στην παρούσα εργασία παρουσιάστηκε η εξαγωγή και η ανάλυση τόσο του µαθηµατικού
µοντέλου των εξισώσεων ϱηχών υδάτων όσο και αριθµητικών σχηµάτων πεπερασµένων όγκων
που χρησιµοποιούνται για την αριθµητική επίλυση του σε µία και δύο χωρικές διαστάσεις.
Τα αριθµητικά σχήµατα που κατασκευάστηκαν ϐασίζονται στην µέθοδο των πεπερασµέν-
ων όγκων και χρησιµοποιούν τον προσεγγιστικό επιλυτή Riemann του Roe. Είναι έµµεσα
δεύτερης τάξης, ως προς το χώρο, TVD αριθµητικά σχήµατα τύπου upwind και πρώτης ή
δεύτερης τάξης, ως προς το χρόνο, ανάλογα µε την µέθοδο που χρησιµοποιούµε για την
χρονική διακριτοποίηση. Για την επίτευξη της δεύτερης τάξης χωρικής ακρίβειας, για την
µία διάσταση, εφαρµόστηκε η τεχνική της οριοθέτησης ϱοής (Flux-limiting) και της οριο-
ϑέτησης κλίσης (MUSCL) ενώ για τις δύο διαστάσεις εφαρµόστηκε µόνο οριοθέτηση ϱοής.
Για την διατήρηση της ισορροπίας µεταξύ των αριθµητικών ϱοών και του πηγαίου όρου στη-
ν περίπτωση ύπαρξης τοπογραφίας εφαρµόστηκε κατάλληλη διακριτοποίηση του πηγαίου
όρου τύπου upwind, ανάλογη αυτής της ϱοής έτσι ώστε το αριθµητικό σχήµα να διατηρεί
τις στάσιµες καταστάσεις, C-ιδιότητα, χωρίς την εµφάνιση αριθµητικών ταλαντώσεων. Για
την αποφυγή επίλυσης µη γραµµικών συστηµάτων µέσω µίας επαναληπτικής µεθόδου για
την εξαγωγή της αριθµητικής λύσης, παρουσιάστηκε κατάλληλη γραµµικοποίηση του έµµε-
σου τελεστή καταλήγοντας έτσι σε ένα block τριδιαγώνιο γραµµικό σύστηµα όπου, για την
επίλυση του, χρησιµοποιήθηκε ο αλγόριθµος του Thomas.

Το παραγόµενα έµµεσα αριθµητικά σχήµατα εφαρµόστηκαν, στις µία και δύο διαστά-
σεις, σε πληθώρα προβληµάτων στάσιµης και µή στάσιµης κατάστασης και έγινε σύγκριση,
όπου αυτό ήταν εφικτό, µε αναλυτικές λύσεις. Οι στάσιµες καταστάσεις χρησιµοποιούνται
ως αρχικές συνθήκες πεδίων ϱοής σε προβλήµατα µη στάσιµης κατάστασης. Στα προβλήµα-
τα στάσιµης κατάστασης τα έµµεσα σχήµατα εφαρµόστηκαν σε υποκρίσιµες, υπερκρίσιµες
και Transcritical ϱοές µε Shock δίνοντας ακριβή αποτελέσµατα χωρίς να περιορίζονται από
την συνθήκη ευστάθειας CFL. Ακόµα και για µεγάλες τιµές του αριθµού CFL τα έµµεσα
σχήµατα διατήρησαν την TVD ιδιότητα και σύγκλιναν στην στάσιµη κατάσταση σε λιγότερες
χρονικές επαναλήψεις σε σύγκριση µε το άµεσο, κάνοντας έτσι εµφανές την υπερτερότη-
τα τους. Στα προβλήµατα µη στάσιµης κατάστασεις, κατάρρευση ϕράγµατος και διάδοση
κύµατος πάνω από τοπογραφία τα έµµεσα αριθµητικά σχήµατα παρουσίασαν διάχυση σ-
τα αριθµητικά αποτελέσµατα µην επιτρέποντας έτσι την χρήση µεγάλων τιµών στον αριθµό
CFL.

Η παρούσα εργασία ϑα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί ως ϐάση για την εφαρµογή του

79



έµµεσου αριθµητικού σχήµατος σε µη δοµηµένα πλέγµατα όπως επίσης και σε διαφορετικό
τύπου πλέγµατα, για παράδειγµα τριγωνισµούς, για την καλύτερη προσέγγιση της γεωµετρί-
ας του πυθµένα. Επίσης το παρόν σχήµα ϑα µπορούσε να τροποποιηθεί κατάλληλα έτσι
ώστε να αντιµετωπίζει προβλήµατα όπου παρουσιάζονται στεγανές περιοχές και ο όρος της
τριβής. Ακόµη, κατάλληλη αρίθµηση των κελιών του πλέγµατος ϑα µπορούσε να προσδώσει
στο αριθµητικό σχήµα ιδιότητες για παράλληλη επεξεργασία ελαχιστοποιώντας έτσι το χρόνο
λήψης των αποτελεσµάτων. Τέλος, ένας ακόµη τοµέας µελλοντικής έρευνας είναι η επέκταση
του MUSCL στις δύο διαστάσεις καθώς και η περαιτέρω µελέτη του έµµεσου σχήµατος µε
σκοπό την µείωση της αριθµητικής διάχυσης µε πιθανά αίτια, τον τρόπο γραµµικοποίησης
του συστήµατος ή την µέθοδο επίλυσής του.
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Παράρτηµα Α΄

Συνοριακές συνθήκες

Α΄.1 Ελεύθερης ϱοής

Στην περίπτωση επιβολής συνοριακών συνθηκών ελέυθερης ϱοής έχουµε:
∀j = 0, ..., N + 1

δQj,0 = δQj,1,

δQj,N+1 = δQj,N ,

δQ0,j = δQ1,j,

δQN+1,j = δQN,j,

όπου Q = [h, hu, hv]T και δ(∗) = (∗)n+1 − (∗)n. Οι πίνακες F̂1, F̂N , B̂k
1, B̂

k
N στις (4.65),

(4.66) και (4.67) ορίζονται ως

F̂1 = F1 + G1,

F̂N = FN + LN ,

B̂k
1 = Ak

1 + Bk
1,

B̂k
N = Bk

N + Ck
N .

Α΄.2 Υποκρίσηµη ϱοή

Στην περίπτωση όπου οι συνοριακές συνθήκες είναι όπως περιγράφονται στο παρακάτω σχή-
µα

free

h = free
hu = c1

hv = 0

h = free
hu = c1

hv = 0

free
έχουµε ότι :
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∀j = 0, ..., N + 1

δQj,0 = δQj,1

δQj,N+1 = δQj,N
,

(δh)0,j = (δh)1,j

(δhu)0,j = 0
(δhv)0,j = 0

,
(δh)N+1,j = 0
(δhu)N+1,j = (δhu)N,j

(δhv)N+1,j = 0

και οι πίνακες F̂1, F̂N , B̂k
1, B̂

k
N στις (4.65), (4.66) και (4.67) ορίζονται ως

F̂1 = F1 + G1,

F̂N = FN + LN ,

B̂k
1 = Ak

1 + Bk
1 · e1,

B̂k
N = Bk

N + Ck
N · e2.

΄Οπου e1 = [1, 0, 0]T και e2 = [0, 1, 0]T .
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