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Πξόινγνο 

 

΢θνπφο ηεο παξνχζαο εξγαζίαο είλαη ε αλάπηπμε κεζνδνινγίαο θαη ηνπ 
αληίζηνηρνπ ινγηζκηθνχ γηα ηε δηαθξηηνπνίεζε απζαίξεησλ γεσκεηξηψλ κε ηε 
δεκηνπξγία ηξηζδηάζηαηνπ πβξηδηθνχ πιέγκαηνο εμαεδξηθψλ, ηεηξαεδξηθψλ, 
πξηζκαηηθψλ θαη ππξακηδηθψλ ζηνηρείσλ. Ζ πξνο δηαθξηηνπνίεζε γεσκεηξία 
πεξηγξάθεηαη απφ έλα επηθαλεηαθφ πιέγκα ηξηγσληθψλ ζηνηρείσλ, ην νπνίν 
απνηειεί ην κνλαδηθφ δεδνκέλν εηζφδνπ. Ζ κεζνδνινγία πνπ αλαπηχρζεθε 
αληηκεησπίδεη γεσκεηξίεο αλεμαξηήησο πνιππινθφηεηαο θαη επηθαλεηαθήο 
πχθλσζεο, δίλνληαο έκθαζε ζηελ αμηνπηζηία, ζηελ απηνκαηνπνίεζε, ζηελ 
ηαρχηεηα θαη ζηελ νηθνλνκία ππνινγηζηηθψλ πφξσλ. 

Γηα ηε δνθηκή ηεο πξνηεηλφκελεο κεζνδνινγίαο ρξεζηκνπνηήζεθαλ 
επηθαλεηαθά πιέγκαηα, πνπ θαηαζθεπάζηεθαλ κε ην ινγηζκηθφ παθέην CATIA. 
Οη αληίζηνηρεο γεσκεηξίεο πνηθίινπλ σο πξνο ηελ πνιππινθφηεηα, ηελ 
θπξηφηεηα, ηελ πχθλσζε θαη ηνλ φγθν ηνπο. Ζ εγθπξφηεηα ηνπ πιέγκαηνο 
ειέγρζεθε ηφζν ππνινγηζηηθά, φζν θαη νπηηθά κε ηε βνήζεηα ηνπ ινγηζκηθνχ 
Tecplot 9.0.  

΢ηε ζπλέρεηα γίλεηαη κηα ζχληνκε αλαθνξά ζηα αληηθείκελα πνπ 
εμεηάδνληαη ζε θάζε θεθάιαην ηεο εξγαζίαο. ΢ην θεθάιαην 1 παξνπζηάδνληαη 
γεληθά ζηνηρεία γηα ηελ δεκηνπξγία πιέγκαηνο θαη ηε ρσξηθή δηαθξηηνπνίεζε. 
Γίλνληαη επηγξακκαηηθά νη βαζηθφηεξεο κεζνδνινγίεο θαη ε κέρξη ζήκεξα 
πξφνδνο. Δπίζεο παξνπζηάδεηαη ε βηβιηνγξαθία πνπ ρξεζηκνπνηήζακε. ΢ην 
θεθάιαην 2 θαηαγξάθνληαη ηα ζεκαληηθφηεξα ζηνηρεία ησλ ηερληθψλ πνπ 
ρξεζηκνπνηήζεθαλ γηα ηελ θαηαζθεπή ησλ δηάθνξσλ πιεγκάησλ. 
Παξνπζηάδνληαη ηα βήκαηα ησλ κεζφδσλ, νη ζρεηηθέο δνκέο δεδνκέλσλ θαη ε 
εθαξκνγή ηνπο. ΢ην θεθάιαην 3 πεξηγξάθνληαη ηα βήκαηα ηνπ αιγνξίζκνπ πνπ 
αλαπηχρζεθε ζηελ παξνχζα εξγαζία, κε ηε ζεηξά εθαξκνγήο ηνπο. ΢ην 
θεθάιαην 4 παξνπζηάδνληαη εθαξκνγέο ηνπ αιγνξίζκνπ γηα ηελ πηζηνπνίεζε 
ηεο θαιήο ιεηηνπξγίαο ηνπ, ελψ ζην θεθάιαην 5 αλαθεθαιαηψλεηαη ε εξγαζία θαη 
παξνπζηάδνληαη ηα ζπκπεξάζκαηα. 
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Κεθάιαην 1 

 

1.1 Γεληθά ζηνηρεία γηα ηε δεκηνπξγία πιέγκαηνο 

 

Ζ απηνκαηνπνηεκέλε παξαγσγή κε δνκεκέλνπ πιέγκαηνο απνηειεί έλα 
επηζηεκνληθφ πεδίν ην νπνίν γλσξίδεη ηδηαίηεξε αλάπηπμε ηα ηειεπηαία 20 
ρξφληα. Ζ θαηαζθεπή κε δνκεκέλνπ πιέγκαηνο ζηηο δχν δηαζηάζεηο αθνξά 
κεζφδνπο ηξηγσληθψλ θαη ηεηξαπιεπξηθψλ ζηνηρείσλ, ελψ ζηηο ηξεηο δηαζηάζεηο 
νη αληίζηνηρεο κέζνδνη αθνξνχλ θπξίσο ηεηξαεδξηθά θαη εμαεδξηθά ζηνηρεία. 
Μεηαμχ ησλ κεζφδσλ απηψλ πεξηιακβάλνληαη κέζνδνη θαηαζθεπήο 
επηθαλεηαθνχ πιέγκαηνο, ελψ έλαο άιινο θιάδνο αθνξά ηελ κεηα-επεμεξγαζία 
ηνπ πιέγκαηνο θαη ηε βειηίσζή ηνπ κέζσ εμνκάιπλζεο, εθθαζάξηζεο θαη 
ηνπηθήο βειηίσζεο. 

Αξθεηέο απφ ηηο ζχγρξνλεο αλάγθεο δεκηνπξγίαο πιέγκαηνο αθνξνχλ 
ζηε δηακφξθσζε επηθαλεηαθψλ πιεγκάησλ ζε απζαίξεηεο ηξηζδηάζηαηεο 
επηθάλεηεο. Σα επηθαλεηαθά ζηνηρεία ησλ επηθαλεηψλ, πνπ ζπλήζσο 
αλαπαξηζηψληαη απφ επηθάλεηεο NURBS, ρξεζηκνπνηνχληαη είηε άκεζα σο 
δνκηθά ζηνηρεία, είηε σο δεδνκέλα εηζφδνπ ζε κηα γελλήηξηα ρσξηθνχ 
πιέγκαηνο. Οη αιγφξηζκνη δεκηνπξγίαο επηθαλεηαθνχ πιέγκαηνο δηαθξίλνληαη 
ζε αιγνξίζκνπο παξακεηξηθνχ ρψξνπ θαη ζε απεπζείαο ηξηζδηάζηαηνπ ρψξνπ. 

Οη αιγφξηζκνη παξακεηξηθνχ ρψξνπ αλαπηχζζνπλ ζηνηρεία ζηνλ 
δηζδηάζηαην παξακεηξηθφ ρψξν ηεο επηθάλεηαο. ΢πρλά είλαη πνιχ απνδνηηθή ε 
αλάπηπμε ησλ ζηνηρείσλ ζηηο δχν δηαζηάζεηο θαη ζηε ζπλέρεηα, σο ηειηθφ 
ζηάδην, νη ζπληεηαγκέλεο ησλ θνξπθψλ κεηαθέξνληαη ζην θπζηθφ ρψξν. 
Αληίζεηα, νη αιγφξηζκνη ηξηζδηάζηαηνπ ρψξνπ αλαπηχζζνπλ εμαξρήο ζηνηρεία 
ζηελ πξαγκαηηθή ηξηζδηάζηαηε γεσκεηξία, ρσξίο λα ιακβάλεηαη ππ‟ φςε ε 
παξακεηξηθή αλαπαξάζηαζή ηεο. 

΢πάληα έλαο αιγφξηζκνο δεκηνπξγίαο πιέγκαηνο είλαη ηθαλφο λα 
δεκηνπξγήζεη έλα βέιηηζην πιέγκα ρσξίο ηελ εθαξκνγή κηαο κεηα-δηαδηθαζίαο 
βειηίσζεο ηεο ζπλνιηθήο πνηφηεηαο ησλ ζηνηρείσλ. Οη δχν βαζηθφηεξεο 
θαηεγνξίεο βειηίσζεο ηνπ πιέγκαηνο είλαη ε εμνκάιπλζε θαη ε εθθαζάξηζε. Ζ 
εμνκάιπλζε αθνξά ζε κεζφδνπο ηξνπνπνίεζεο ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ 
θφκβσλ, δηαηεξψληαο φκσο ακεηάβιεηε ηε ζπλδεζκνινγία ησλ ζηνηρείσλ ηνπ 
πιέγκαηνο. Ζ εθθαζάξηζε αλαθέξεηαη γεληθά ζε θάζε δηαδηθαζία πνπ 
ηξνπνπνηεί ηε ζπλδεζκνινγία ησλ ζηνηρείσλ ηνπ πιέγκαηνο. 

Οη πεξηζζφηεξεο δηαδηθαζίεο εμνκάιπλζεο απνηεινχλ επαλαιεπηηθέο 
κεζνδνινγίεο, πνπ κεηαζέηνπλ κεκνλσκέλνπο θφκβνπο, βειηηψλνληαο ηελ 
ηνπηθή πνηφηεηα ησλ ζηνηρείσλ. Ζ εθθαζάξηζε ελφο πιέγκαηνο πεξηιακβάλεη 
έλα κεγάιν αξηζκφ αιγνξίζκσλ. Ζ βειηίσζε ηεο πνηφηεηαο επηηπγράλεηαη 
πξνρσξψληαο ζε ηνπηθέο αιιαγέο ζηε ζπλδεζκνινγία ησλ ζηνηρείσλ. 

Σέινο, εθαξκφδνληαη θαη δηαδηθαζίεο ηνπηθήο βειηίσζεο ηνπ πιέγκαηνο 
(π.ρ. ηνπηθήο πχθλσζεο), πνπ απνζθνπνχλ ζηελ απνδνηηθή ηνπηθή κείσζε ηνπ 
κεγέζνπο ησλ ζηνηρείσλ. Ζ κείσζε ηνπ φγθνπ είλαη ζπλήζσο ρξήζηκε ζηε 
ζχιιεςε ηνπηθψλ θπζηθψλ θαηλνκέλσλ, ή απιά ζηε ηνπηθή βειηίσζε ηεο 
πνηφηεηαο ησλ ζηνηρείσλ. 

Δλλνηνινγηθά, έλα δνκεκέλν πιέγκα δηαθέξεη απφ έλα κε δνκεκέλν απφ 
ην ραξαθηεξηζηηθφ γλψξηζκα ηνπ ζηαζεξνχ πιήζνπο γεηηνληθψλ ζηνηρείσλ γηα 
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θάζε εζσηεξηθφ θφκβν ηνπ. Οη αιγφξηζκνη δνκεκέλνπ πιέγκαηνο εθαξκφδνπλ 
ζπρλά ηερληθέο “block-structured”, πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη ζπλήζσο ζηηο 
εθαξκνγέο Τπνινγηζηηθήο Ρεπζηνδπλακηθήο (CFD), φπνπ ζπρλά απαηηείηαη 
απζηεξή επζπγξάκκηζε ησλ ζηνηρείσλ γηα ηε ζχιιεςε θπζηθψλ θαηλνκέλσλ. 
Αληίζεηα, ζηα κε δνκεκέλα πιέγκαηα επηηξέπεηαη ην κεηαβιεηφ πιήζνο 
γεηηνληθψλ ζηνηρείσλ γηα θάζε θφκβν. 

 

1.2 Γεληθά ζηνηρεία  

 

Σελ ηειεπηαία δεθαεηία παξαηεξήζεθε έλα έληνλν ελδηαθέξνλ γηα ηελ 
δεκηνπξγία θαξηεζηαλψλ πιεγκάησλ. ΢ε αληίζεζε κε δνκεκέλεο ή κε 
δνκεκέλεο κεζφδνπο ζηα θαξηεζηαλά πιέγκαηα ε δνκή ηνπ πιέγκαηνο είλαη 
αλεμάξηεηε απφ ηε γεσκεηξία ησλ ζσκάησλ, πνπ νξίδνπλ ην ρψξν πξνο 
δηαθξηηνπνίεζε. Σν ραξαθηεξηζηηθφ απηφ δίλεη ηελ δπλαηφηεηα γηα  απμεκέλε 
απηνκαηνπνίεζε, κεηψλεη ηελ επεμεξγαζία πνπ απαηηνχλ ηα επηθαλεηαθά 
πιέγκαηα θαη κεηψλεη ηελ επαλεπεμεξγαζία πνπ απαηηείηαη αλ ε ηνπνινγία ησλ 
ζσκάησλ αιιάμεη. Έλαο θαιά ζρεδηαζκέλνο αιγφξηζκνο κπνξεί λα 
θαηαζθεπάζεη θαξηεζηαλά πιέγκαηα γχξσ απφ πνιχ πνιχπινθεο γεσκεηξίεο, 
παξάγνληαο κεγάια πιέγκαηα ζε κηθξφ ρξνληθφ δηάζηεκα.  

Σν κεγαιχηεξν ππνινγηζηηθφ βάξνο ησλ γελλεηξηψλ θαξηεζηαλψλ 
εμάεδξσλ, πνπ πξνθαιείηαη απφ πνιχπινθεο γεσκεηξίεο, πέθηεη ζηα 
θαξηεζηαλά ζηνηρεία πνπ εηζρσξνχλ ζηα ζψκαηα. Ζ γεληθφηεηα ηεο δηαδηθαζίαο 
παξαγσγήο θαξηεζηαλνχ πιέγκαηνο  κεηαθέξεη ην πξφβιεκα απφ ην λα 
ηαηξηάμνπλ ηα ζηνηρεία ηνπ πιέγκαηνο κε ηελ γεσκεηξία ηνπ ρσξίνπ γηα ηελ 
ζπγθεθξηκέλε πεξίπησζε, ζε έλα  γεληθφηεξν πξφβιεκα ηεο ηνκήο εμάεδξσλ κε 
ηελ γεσκεηξία. Υξεζηκνπνηψληαο ηερληθέο πνπ έρνπλ αλαπηπρζεί απφ ηελ 
ππνινγηζηηθή γεσκεηξία θαη γηα εθαξκνγέο γξαθηθψλ ππνινγηζηή, κπνξνχκε 
λα επηιχζνπκε ην γεληθφ πξφβιεκα θαη λα ην εθαξκφζνπκε ζε θάζε γεσκεηξία. 

Έλα άιιν πιενλέθηεκα ησλ θαξηεζηαλψλ εμάεδξσλ είλαη φηη κπνξνχλ λα 
θαιχςνπλ κεγαιχηεξν ρψξν κε κηθξφηεξν θφζηνο ζε ζρέζε κε άιινπ ηχπνπ κε 
δνκεκέλα πιέγκαηα. Σέινο ε πνιχ γξήγνξε δηαδηθαζία παξαγσγήο ηνπο 
επηηξέπεη ηελ θαηαζθεπή πιεγκάησλ ηεο ηάμεο ηνπ ελφο  εθαηνκκπξίνπ 
ζηνηρείσλ ζε έλα δεθάιεπην θαη πάιη ππεξέρεη θαηά πνιχ ζε ζρέζε κε άιιεο 
κεζφδνπο φπσο ηα ηεηξαεδξηθά πιέγκαηα. Όκσο ηα θαξηεζηαλά πιέγκαηα 
εμάεδξσλ έρνπλ ην κεηνλέθηεκα φηη δελ είλαη θαηάιιεια γηα ηπξβψδεηο ξνέο. 
Καζψο ε ρξήζε ηνπο νδεγεί ζε απαξάδεθηα κεγάιν αξηζκφ ζηνηρείσλ ζηα 
ζηξψκαηα πνπ είλαη θνληά ζηηο γεσκεηξίεο. 

Γηα απηφ αλαπηχρζεθε ε ηδέα ησλ πβξηδηθψλ πιεγκάησλ. Γειαδή 
παξάγεηαη γχξσ απφ ηελ γεσκεηξία έλα πιέγκα πνπ ηελ αγθαιηάδεη. Σν πιέγκα 
απηφ παξάγεηαη ζε αξθεηά ζηξψκαηα καθξηά απφ ηελ γεσκεηξία έηζη ψζηε  λα 
θαιχπηεη ηνλ ρψξν ησλ νξηαθψλ ζηξσκάησλ. Ο ππφινηπνο ρψξνο 
δηαθξηηνπνηείηε είηε ρξεζηκνπνηψληαο εμαεδξηθά είηε ηεηξαεδξηθά ζηνηρεία.  

Σν ζηνηρείν πνπ είλαη θαηάιιειν γηα απηφ ηνλ ζθνπφ είλαη ην πξίζκα. Οη 
ηξηγσληθέο έδξεο ηνπ είλαη θαηάιιειεο γηα ηελ αθξηβή έλσζε ηνπ κε ηελ 
παξερφκελε γεσκεηξία. Δπίζεο νη θφκβνη ηνπ πιέγκαηνο απφ πξηζκαηηθά 
ζηνηρεία δηακνηξάδνληαη θνληά ζηελ γεσκεηξία κε νξζνθαλνληθφ ηξφπν. Σν 
απνηέιεζκα είλαη ηα πξίζκαηα λα έρνπλ κηθξφ πάρνο ζε ζρέζε κε ην κέγεζνο 
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ηνπο. Έηζη επηηπγράλεηαη θαιή πξνζνκνίσζε ησλ  ζπλεθηηθψλ ζηξσκάησλ κε 
κηθξφ αξηζκφ ζηνηρείσλ.  
 Θέινληαο λα ζπλδπάζνπκε ηα πιενλεθηήκαηα ησλ θαξηεζηαλψλ 
εμάεδξσλ θαη ησλ κε δνκεκέλσλ πξηζκάησλ απνθαζίζακε λα δεκηνπξγήζνπκε 
έλα πβξηδηθφ πιέγκα πνπ λα ζπλδπάδεη θαξηεζηαλά εμάεδξα, θαη πξίζκαηα.  Ο 
αιγφξηζκφο ζα δηαθξηηνπνηεί πξψηα ην ρσξίν κε εμάεδξα. Σν θαξηεζηαλφ 
πιέγκα ζα κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί απφ κφλν ηνπ ζε δηάθνξεο εθαξκνγέο. 
΢ηελ ζπλέρεηα ζα παξάγεη έλα πξηζκαηηθφ πιέγκα ζηνηρείσλ γχξσ απφ ηε 
γεσκεηξία.  

Γηα λα απνθχγνπκε ηελ επίιπζε ησλ  ηνκψλ κεηαμχ ηνπ εμαεδξηθνχ θαη 
ηνπ πξηζκαηηθνχ πιέγκαηνο, ηα δχν πιέγκαηα ζα ελσζνχλ κε ηελ βνήζεηα ελφο 
ηεηξαεδξηθνχ πιέγκαηνο, ην νπνίν παξάγεηαη κε ηελ κέζνδν Πξνειαχλνληνο 
Μεηψπνπ (Advancing Front). Ζ ηξηγσληθή έδξα ησλ πξηζκάησλ είλαη θαηάιιειε 
γηα λα εθθηλήζνπλ ηα ηεηξάεδξα θαη απφ ηελ πιεπξά ησλ εμάεδξσλ 
δεκηνπξγείηαη έλα πιέγκα απφ ππξακνεηδή ζηνηρεία κε ηεηξαγσληθή βάζε. Έηζη 
θαη ηα εμάεδξα κπνξνχλ λα ελσζνχλ κε ηα ηεηξάεδξα ρσξίο ηελ ρξήζε ηνκψλ. 

 

1.3 Βηβιηνγξαθηθή αλαζθόπεζε 

 

Οη  Aftosmis, Berger θαη  Melton αζρνινχληαη κε θαξηεζηαλά εμαεδξηθά 
πιέγκαηα ([1] θαη [2]).   Σα θαξηεζηαλά πιέγκαηα εμαεδξηθψλ ζηνηρείσλ έρνπλ 

ηα πιενλεθηήκαηα ηεο πςειήο απηνκαηνπνίεζεο, γξήγνξεο παξαγσγήο ηνπ 
πιέγκαηνο, επειημία θαζψο κπνξνχλ λα δηαθξηηνπνηήζνπλ νπνηαδήπνηε 
γεσκεηξία. 

 Ζ θαηεγνξηνπνίεζε ησλ εμάεδξσλ ζε ζηνηρεία πνπ ηέκλνπλ ηελ 
γεσκεηξία ή ζε ζηνηρεία πνπ βξίζθνληαη ζην ρψξν ξνήο έρεη ην απνηέιεζκα λα 
κελ καο ελδηαθέξεη ε αθξηβήο ιεπηνκέξεηα κηαο ηνκήο θαζψο θαη ε ηνπνινγηθή 
πιεξνθνξία απηήο λα κελ παίδεη θάπνην ξφιν ζηελ δηαδηθαζία παξαγσγήο 
πιέγκαηνο. Γηα απηφ ε κέζνδνο δελ ρξεηάδεηαη θάπνην ζπγθεθξηκέλν ηξφπν 
αλαπαξάζηαζεο ηεο γεσκεηξίαο.  

Δπίζεο απηή ε ηδηφηεηα δίλεη ηελ δπλαηφηεηα λα κπνξνχλ λα 
αλαπαξαρζνχλ πνιχπινθεο γεσκεηξίεο. ΢ηελ Δηθφλα 1 παξνπζηάδεηαη έλα 
θαξηεζηαλφ πιέγκα 5,81 εθαηνκκπξίσλ ζηνηρείσλ ην νπνίν δηαθξηηνπνηεί ηνλ 
ρψξν γχξσ απφ έλα επηζεηηθφ ειηθφπηεξν. Σν ειηθφπηεξν απνηειείηαη απφ 82 
δηαθνξεηηθά ζηνηρεία. Σν πιέγκα παξάρζεθε ζε 5 ιεπηά θαη 20 δεπηεξφιεπηα 
ζε έλα  workstation (RISC R10000 CPU at 195 Mhz). Ο ρξήζηεο έπξεπε λα 
δψζεη ην φξην ηνπ ππνινγηζηηθνχ ηνκέα θαη έλα φξην γηα λα ζηακαηήζεη ε 
δηαδηθαζία. 
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Δηθφλα 1:  Καξηεζηαλφ πιέγκα απφ εμάεδξα [1]. 

 
 
Άιιεο κέζνδνη δεκηνπξγίαο κε δνκεκέλσλ πιεγκάησλ, νη νπνίεο 

εμαξηψληαη απφ ηελ γεσκεηξία, ρξεηάδνληαη αξθεηφ ρξφλν γηα λα 
επεμεξγαζηνχλ ηελ παξαπάλσ γεσκεηξία. Σερληθέο παξαγσγήο ηεηξάεδξσλ 
φκσο ζα δψζνπλ πιέγκαηα ίζεο ε θαη θαιχηεξεο πνηφηεηαο ζε ζρέζε κε ην 
θαξηεζηαλφ. 

Ζ επηθαλεηαθή κνληεινπνίεζε γηα κε δνκεκέλα ηεηξαεδξηθά πιέγκαηα 
είλαη απαξαίηεηε. Πξψηνλ είλαη απαξαίηεηε ε παξαγσγή ηξηγσληθνχ πιέγκαηνο 
πάλσ ζηελ επηθάλεηα. Αλ ε επηθάλεηα απνηειείηαη απφ δηαθνξεηηθά ζηνηρεία, 
φπσο ην ειηθφπηεξν, ηφηε ζα πξέπεη ε επηθαλεηαθή ηξηγσλνπνίεζε λα ιακβάλεη 
ππφςε ην κέγεζνο θαη ηελ δηαζπνξά ησλ θφκβσλ ζε θάζε ζηνηρείν. Δπίζεο νη 
αθκέο ησλ ηξηγσληθψλ ζηνηρείσλ πξέπεη λα αθνινπζνχλ ηηο αθκέο ηεο 
γεσκεηξίαο θαη εηδηθά ηηο ηνκέο κεηαμχ ησλ ζηνηρείσλ πνπ ηελ πεξηγξάθνπλ. 
 Απηή ε πξνεηνηκαζία ηεο γεσκεηξίαο θαηαιήγεη λα είλαη ε πην 
ρξνλνβφξα δηαδηθαζία ζηελ παξαγσγή ελφο κε δνκεκέλνπ ηεηξεδξηθνχ 
πιέγκαηνο θαη λα απαηηεί ηελ κεγαιχηεξε αιιειεπίδξαζε κε ηνλ ρξήζηε. Αλ 
έλα ζηνηρείν ηεο γεσκεηξίαο κεηαθηλεζεί ή αιιάμεη ε κνξθή ηνπ, ε δηαδηθαζία ζα 
πξέπεη λα επαλαιεθηεί ηνπιάρηζηνλ ηνπηθά.  
 Αληίζεηα νη απαηηήζεηο γηα ηελ κνληεινπνίεζε ηεο γεσκεηξίαο πνπ 
ρξεζηκνπνίεη κηα Καξηεζηαλή κέζνδνο είλαη ιηγφηεξεο. Σα ζηνηρεία πνπ 
απνηεινχλ ηελ γεσκεηξία κπνξνχλ λα ηξηγσλνπνηήζνπλ αλεμάξηεηα ην έλα 
απφ ην άιιν.  Οη ηνκέο κεηαμχ ηνπο δελ εκπνδίδνπλ ηε δηαδηθαζία παξαγσγήο 
πιέγκαηφο, νπφηε δελ ρξεηάδεηαη λα εληνπηζηνχλ θαη λα πεξηνξηζζνχλ. Δπίζεο 
δελ είλαη αλάγθε ηα γεηηνληθά ζηνηρεία ηεο γεσκεηξίαο λα έρνπλ παξφκνην 
κέγεζνο ηξηγσληθψλ ζηνηρείσλ, θαζψο ην εμαεδξηθφ πιέγκα δελ επεξεάδεηαη 
απφ απηφ.  
  Έλα άιιν ζεηηθφ ζηνηρείν πνπ πξνζθέξεη ε Καξηεζηαλή κεζνδνινγία 
είλαη φηη ν ρξφλνο δεκηνπξγίαο ηνπ πιέγκαηνο ζπζρεηίδεηαη ζρεδφλ γξακκηθά κε 
ηνλ αξηζκφ ησλ ζηνηρείσλ πνπ παξάγνληαη γηα κε ζπγθεθξηκέλε γεσκεηξία. Ζ 
γξακκηθή πνιππινθφηεηα (Ο(Ν)) ηεο Καξηεζηαλήο κεζφδνπ γηα ηελ δεκηνπξγία 
κε δνκεκέλσλ εμαεδξηθψλ πιεγκάησλ είλαη πνιχ θαιή ζε ζρέζε κε ηελ 
απφδνζε 3-D Delaunay κεζφδσλ γηα ηελ δεκηνπξγία κε δνκεκέλσλ 

ηεηξαεδξηθψλ ζηνηρείσλ πνπ έρνπλ πνιππινθφηεηα κεηαμχ )( 3/5NO θαη )( 2NO .  

Ζ ηερληθή πνπ πεξηγξάθνπλ ([1] θαη [2]) γηα ηελ δεκηνπξγία θαξηεζηαλνχ 
πιέγκαηνο, βιέπεη ην πιέγκα σο κε δνκεκέλε (ε δνκεκέλε ζε octree) ζπιινγή 
απφ εμάεδξα. Ζ ηερληθή μεθηλάεη κε έλα αξρηθφ ζηνηρείν, ην νπνίν ππνδηαηξείηαη 
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ζε κηθξφηεξα, έηζη ψζηε ε γεσκεηξία πνπ εμεηάδεηαη λα αλαπαξηζηάηαη 
επαξθψο. Κχξηα έκθαζε δίλεηαη ζηνπο αιγνξίζκνπο πνπ αθνξνχλ ζηνλ 
εληνπηζκφ ησλ γεσκεηξηθψλ ηφκσλ ηνπ επηθαλεηαθνχ πιέγκαηνο κε ην 
θαξηεζηαλφ πιέγκα θαζψο θαη ηελ πξνζαξκνζηηθφηεηα ηνπ θαξηεζηαλνχ 
πιέγκαηνο ζηε γεσκεηξία.  

Οη Kallinderis, Khawaja, θαη McMorris [3] αλαπηχζζνπλ κηα κεζνδνινγία 

γηα ηελ παξαγσγή απηνκαηνπνηεκέλσλ  πβξηδηθψλ πξηζκαηηθψλ/ηεηξαεδξηθψλ 
πιεγκάησλ γηα 3D γεσκεηξίεο. Σα πξίζκαηα ρξεζηκνπνηνχληαη γηα λα 
θαιχςνπλ ηελ πεξηνρή γχξσ απφ ηελ γεσκεηξία θαη παξάγνληαη πξψηα. Σα 
ηεηξάεδξα, κε κία ηερληθή βαζηζκέλε ζε octree δνκή δεδνκέλσλ, θαιχπηνπλ 
ηνλ ππφινηπν ρψξν. Οη ηερληθέο γηα ηε δεκηνπξγία ησλ πξηζκαηηθψλ πιεγκάησλ 
πεξηγξάθνληαη αλαιπηηθά ζηελ παξαπάλσ εξγαζία.  

Ζ κεζνδνινγία μεθηλάεη κε έλα κε δνκεκέλν επηθαλεηαθφ πιέγκα, πνπ 
πεξηγξάθεη ηελ γεσκεηξία. Απηφ ην πιέγκα κεηαθηλείηαη ζε ηαθηά βήκαηα, κε 
απνηέιεζκα ηελ δεκηνπξγία εκε-δνκεκέλσλ πξηζκαηηθψλ ζηξσκάησλ πξνο ηε 
δηεχζπλζε ηεο κεηαθίλεζεο. Με απηή ηελ δηαδηθαζία ε θακππιφηεηα ηεο 
γεσκεηξίαο εμνκαιχλεηαη. Οη ηξεηο βαζηθέο δηαδηθαζίεο ηεο κεζφδνπ 
πεξηγξάθνληαη ζηε ζπλέρεηα.  

Ζ πξψηε είλαη ε εχξεζε ηεο θαηεχζπλζεο ζηελ νπνία ζα κεηαθηλεζεί ν 
θάζε θφκβνο ηνπ πιέγκαηνο. ΢πγθεθξηκέλα ζα πξέπεη ν λένο θφκβνο λα είλαη 
νξαηφο απφ φια ηα ηξίγσλα πνπ πεξηθιείνπλ ηνλ αξρηθφ θφκβν. Γηα λα 
ηθαλνπνηείηαη ε παξαπάλσ απαίηεζε πξνηείλνπλ ηελ κεγηζηνπνίεζε ηεο 
ειάρηζηεο γσλίαο κεηαμχ ηνπ θάζεηνπ δηαλχζκαηνο ησλ ηξηγψλσλ θαη ηνπ 
δηαλχζκαηνο αξρηθνχ θφκβνπ ηειηθνχ θφκβνπ.  

Ζ δεχηεξε δηαδηθαζία είλαη ν ππνινγηζκφο ηεο απφζηαζεο κεηαμχ ηνπ 
αξρηθνχ θαη ηειηθνχ θφκβνπ. Ζ ζρέζε πνπ δίλεη ην βήκα είλαη:    

 

layernn  )1(   

 
Σν α βξίζθεηαη κε βάζε ησλ κέζν φξν ησλ γσληψλ πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα 

ηξίγσλα πνπ πεξηθιείνπλ ηνλ θφκβν.  Σν κέζν βήκα γηα θάζε ζηξψκα 
ππνινγίδεηαη κε βάζε έλα αξρηθφ βήκα θαη έλα παξάγνληα παξακφξθσζεο st. 
Ζ ζρέζε ππνινγηζκνχ ηνπ δίλεηαη ζηε ζπλέρεηα:   

 
 1

0

 layer

layer stnn  

 
Ζ ηειεπηαία δηαδηθαζία είλαη ε εθαξκνγή κηαο δηαδηθαζίαο νκαινπνίεζεο 

ηνπ πιέγκαηνο. Δθαξκφδεηαη θαη ζην δηάλπζκα θαηεχζπλζεο θαη ζην κέγεζνο 
ηνπ βήκαηνο. Ζ εθαξκνγή ηεο θξίλεηαη απαξαίηεηε γηα ηελ νκαινπνίεζε ηνπ 
πιέγκαηνο, θαζψο θαη γηα ηελ απνθπγή δεκηνπξγίαο ζηνηρείσλ πνπ ηέκλνληαη 
κεηαμχ ηνπο, πνπ είλαη πηζαλφ λα δεκηνπξγεζνχλ  ζε πεξηνρέο κε κεγάιε 
ππθλφηεηα θφκβσλ θαη έληνλε θπξηφηεηα. Πξνηείλνπλ ηελ εθαξκνγή ηεο 

Laplacian δηαδηθαζίαο κε βάξε.    
Σέινο επηβάινπλ δχν πεξηνξηζκνχο γηα λα απνθχγνπλ ηελ ζηξεβιή 

αλάπηπμε ηνπ πιέγκαηνο. ΢πγθεθξηκέλα ν ιφγνο ηνπ κεγέζνπο ηνπ βήκαηνο δπν 
δηαδνρηθψλ ζηξσκάησλ γηα κηα γξακκή κεηαθνξάο πξέπεη λα είλαη κηθξφηεξνο 
απφ έλα παξάγνληα παξακφξθσζεο st.  

 

11 )1()1(   jjj nstnnst  
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Όπνπ j-1 θαη j δείρλνπλ ηελ ζεηξά ηνλ ζεκείσλ πάλσ ζηελ γξακκή 

κεηαθνξάο ηνπο. Γηα ηνλ φξν st  πξνηείλνπλ ηελ ηηκή 0,2. Ο άιινο πεξηνξηζκφο 
εθαξκφδεηαη ζην δηάλπζκα θαηεχζπλζεο θαη αθνξά ζηε δηαθνξνπνίεζε ηεο 
θαηεχζπλζεο απφ ην έλα ζηξψκα ζην άιιν. Ζ κέγηζηε δηαθνξά δελ πξέπεη λα 
είλαη κεγαιχηεξε απφ 30ν . Ζ δηαθνξά ζην ηειηθφ πιέγκα, πνπ επηθέξνπλ νη 
πεξηνξηζκνί πνηφηεηαο, είλαη εκθαλήο ζηηο παξαθάησ εηθφλεο. 

΢ε πεξηπηψζεηο φπνπ έρνπκε δηαθνξεηηθέο γεσκεηξίεο, ηα πξηζκαηηθά 
πιέγκαηα πνπ παξάγνληαη γχξσ απφ απηέο κπνξεί λα αιιειεπηθαιχπηνληαη. Ο 
αιγφξηζκνο βξίζθεη απηά ηα ζεκεία θαη κεηαθηλεί ηνπο θφκβνπο ηνπ πιέγκαηνο 
έηζη ψζηε  λα απνθεπρζεί ε θάιπςε. Ζ κεηαθίλεζε ησλ θφκβσλ γίλεηαη πάλσ 
ζηηο γξακκέο κεηαθίλεζεο ηνπο.  
 
 

 
΢ρήκα 1α:  Καθή πνηφηεηα ηνπ πξηζκαηηθνχ πιέγκαηνο πξηλ ηελ εθαξκνγή πεξηνξηζκψλ [3]. 
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΢ρήκα 1β:  Καιή πνηφηεηα ηνπ πξηζκαηηθνχ πιέγκαηνο κε ηελ εθαξκνγή πεξηνξηζκψλ [3]. 

 
 

΢ηε ζπλέρεηα αλαπηχζζνπλ κηα κεζνδνινγία παξαγσγήο ηεηξάεδξσλ κε 
ρξήζε octree δνκήο  Ζ παξαδνζηαθή κέζνδνο Advancing Front, πνπ 
πεξηγξάθεηαη ζην [7], δεηεί απφ ην ρξήζηε λα θαζνξίζεη έλα πιέγκα 
ππνβάζξνπ ην φπνην δίλεη ζηνηρεία γηα ηελ πχθλσζε ησλ θφκβσλ, ηελ 
εμάπισζε ηνπ πιέγκαηνο θαη ηελ θαηεχζπλζε ζηελ νπνία ζπκβαίλεη απηή. Ζ 
ρξεζηκνπνίεζε ηεο  octree δνκήο δίλεη απηέο ηηο πιεξνθνξίεο απηφκαηα.  

Σν κέγεζνο ησλ ζηνηρείσλ απμάλεηαη πξννδεπηηθά φζν ην πιέγκα 
απνκαθξχλεηαη απφ ηελ ηειεπηαία επηθάλεηα ησλ πξηζκάησλ. Ζ πιεξνθνξία 
απηή δίλεηαη απφ θχβνπο πνπ απνηεινχλ κέιε ηνπ octree, ην νπνίν έρεη 
ππνδηαηξεζεί έηζη ψζηε νη θχβνη λα είλαη πξννδεπηηθά κεγαιχηεξνη φζν 
απνκαθξχλνληαη απφ ην πξηζκαηηθφ πιέγκα. 

Ζ δεκηνπξγία ησλ ηεηξαέδξσλ μεθηλάεη απφ ηα ηξίγσλα πνπ απνηεινχλ 
ηελ εμσηεξηθή επηθάλεηα ηνπ ηειεπηαίνπ ζηξψκαηνο πξηζκάησλ. Σα ηξίγσλα 
επηιέγνληαη δηαδνρηθά θαη γηα θαζέλα δεκηνπξγείηαη κηα ιίζηα κε θφκβνπο ηνπ 
κεηψπνπ θαζψο θαη έλα λέν. Απφ απηνχο αλ κπνξεί ζα δεκηνπξγεζεί έλα 
ηεηξάεδξν. Ο αιγφξηζκνο ρξεζηκνπνηεί δνκέο alternating digital tree (ADT) γηα 
ηελ εχξεζε ηνκψλ αιιά θαη γηα ηελ ελεκέξσζε φισλ ησλ δνκψλ. Ζ δηαδηθαζία 
ρξεζηκνπνηείηαη κηα θφξα.  

Έλα αξρηθφ εμάεδξν ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα μεθηλήζεη ε δηαδηθαζία. Σν 
εμάεδξν ππνδηαηξείηαη ζε νθηψ εμάεδξα. Απφ απηά φπνηα ηέκλνπλ ην 
πξηζκαηηθφ πιέγκα ππνδηαηξνχληαη κέρξη ην κέγεζνο ησλ παηδηψλ ηνπο λα είλαη 
ίζν κε ην πάρνο ησλ πξηζκάησλ. ΢ηε ζπλέρεηα αθνινπζεί κηα δηαδηθαζία 
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εμηζνξξφπεζεο ηνπ πιέγκαηνο, έηζη ψζηε θάζε εμάεδξν λα έρεη ην πνιχ θαηά 
κηα θνξά κεγαιχηεξν κέγεζνο ζε ζρέζε κε ηα αθξηβψο γεηηνληθά ηνπ. 
  Γηα θάζε θφκβν θαη γηα θάζε ηξίγσλν ηνπ κεηψπνπ πξέπεη λα εληνπίδεηαη 
ζε πνην εμάεδξν βξίζθεηαη. Ζ θχζε ηνπ octree επηηξέπεη ηελ εχξεζε απηνχ ζε 
γξήγνξν ρξφλν, πην γξήγνξν απφ ηηο ζπλήζεηο κεζφδνπο αλαδήηεζεο, πνπ 
ρξεζηκνπνηνχληαη γηα ηελ παξεκβνιή ησλ παξακέηξσλ ηνπ πιέγκαηνο 
ππνβάζξνπ. 
  Ο λένο θφκβνο δεκηνπξγείηαη ζε απφζηαζε απφ ην ηξίγσλν δ. Σν δ 
ππνινγίδεηαη απφ ην εμάεδξν ζην νπνίν αλήθεη ην ηξίγσλν.  
 

lHst  

 
Όπνπ Η είλαη ην κέγεζνο ησλ εμάεδξσλ πνπ ηέκλνπλ ην πξηζκαηηθφ 

πιέγκα, ην st είλαη έλαο παξάγνληαο παξακφξθσζεο θαη ην  l θαζνξίδεη ην 
επίπεδν πνπ βξίζθεηαη ην εμάεδξν ζην octree. Σα εμάεδξα πνπ ηέκλνπλ ην 
πξηζκαηηθφ πιέγκα έρνπλ ηηκή 0. Σν st επεξεάδεη ηελ νκαιφηεηα ηεο 
δηαθχκαλζεο ηνπ κεγέζνπο ησλ ηεηξαέδξσλ. Πνιχ κηθξφ st νδεγεί ζε πιέγκαηα 
κε πνιχ κεγάιν αξηζκφ ζηνηρείσλ.  

Οη Wang θαη Kannan [4] ρξεζηκνπνηνχλ έλα πβξηδηθφ θαξηεζηαλφ 

πιέγκα γηα λα ππνινγίζνπλ ξνέο γχξσ απφ θηλνχκελε γεσκεηξία. Πξηζκαηηθά 
πιέγκαηα δεκηνπξγνχληαη γχξσ απφ ηελ γεσκεηξία. Οη ηερληθέο πνπ 
ρξεζηκνπνηνχλ είλαη βαζηζκέλεο ζην [3] θαη ρξεζηκνπνηνχληαη θαη ζηελ 
παξνχζα εξγαζία. Σν θαξηεζηαλφ πιέγκα δεκηνπξγείηαη κεηά ηε δεκηνπξγία 
πξηζκάησλ κε ηελ κέζνδν octree. Ζ δηαδηθαζία πνπ παξνπζηάδνπλ είλαη 
πιήξσο απηνκαηνπνηεκέλε.  

 
 

 
Δηθφλα 2:  Γείγκα ηνπ πβξηδηθνχ πιέγκαηνο πνπ παξάγεηαη [4]. 
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Ζ απηνκαηνπνηεκέλε δηαδηθαζία δίλεη ηε δπλαηφηεηα γηα ρξήζε ηνπ 
αιγνξίζκνπ ζε θηλνχκελεο γεσκεηξίεο ρσξίο επέκβαζε απφ ηνλ ρξήζηε. 
Βαζηθφ ζηνηρείν ηεο δηαδηθαζίαο είλαη λα εληνπίδνληαη ηα εμάεδξα, πνπ, κεηά ηε 
κεηαθίλεζε ηεο γεσκεηξίαο, βξίζθνληαη κέζα ζε απηήλ. Γίλεηαη ρξήζε δέλδξσλ 
αλαδήηεζεο (ADT) γηα θαιχηεξε απνηειεζκαηηθφηεηα. Σα πξίζκαηα, πνπ 
πεξηθιείνπλ ηελ γεσκεηξία, κεηαθηλνχληαη καδί ηεο. Σν θαξηεζηαλφ πιέγκα 
παξακέλεη ζηαζεξφ θαη ηξνπνπνηείηαη φπνπ απαηηείηαη.  

Oη Delanaye, Aftosmis, Berger, Liu θαη Pulliam [5] παξνπζηάδνπλ κηα 

κεζνδνινγία γηα ηελ αλάπηπμε ελφο 2D πβξηδηθνχ θαξηεζηαλνχ πιέγκαηνο, 
θαηάιιεινπ γηα ηπξβψδεηο ξνέο. Παξνπζηάδνπλ κηα κεζνδνινγία γηα ηελ 
δεκηνπξγία πξηζκάησλ θαζψο θαη ηερληθέο γηα ηε δηφξζσζε ηνπ πιέγκαηνο φηαλ 
ηα πξίζκαηα ηέκλνληαη κεηαμχ ηνπο. ΟΗ κεζνδνινγίεο είλαη παξφκνηεο κε απηέο 
ζηηο εξγαζίεο [1] θαη [3].  

Ζ αξρηθή επηθάλεηα επεμεξγάδεηαη κε ηελ ρξήζε ελφο θαξηεζηαλνχ 
πιέγκαηνο. Σα ζεκεία ηνκήο ηνπ πιέγκαηνο κε ηελ αξρηθή επηθάλεηα ζα 
απνηειέζνπλ ηνπο θφκβνπο ηνπ ηειηθνχ επηθαλεηαθνχ πιέγκαηνο. Σν 
πιενλέθηεκα απηήο ηεο κεζφδνπ είλαη ε απηνκαηνπνίεζε θαζψο ε αξρηθή 
επηθάλεηα δελ ρξεηάδεηαη ηδηαίηεξε επεμεξγαζία. Τπνινγίδνληαη νη 
ζπληεηαγκέλεο ησλ ζεκείσλ ηνκήο ηνπ θαξηεζηαλνχ πιέγκαηνο κε ηελ 
απινπνηεκέλε γεσκεηξία. ΢ηε ζπλέρεηα  ηα ζεκεία ηνκήο πξνβάιινληαη πάλσ 
ζηελ γεσκεηξία πνπ αλαπαξηζηάηαη κε κηα νκάδα θπβηθψλ splines.  

΢ηελ Δηθφλα 3 παξνπζηάδνληαη ηξεηο πξνβιεκαηηθέο πεξηπηψζεηο πνπ 
αληηκεησπίδνληαη. ΢ηηο 2 πξψηεο ην πξηζκαηηθφ πιέγκα παξάγεηαη ζε θπξηή 
πεξηνρή θαη αλαγθαζηηθά παξάγνληαη ζηνηρεία πνπ ηέκλνληαη κεηαμχ ηνπο. ΢ηελ 
πξψηε ηα ηεηξάπιεπξα, πνπ έρνπλ εληνπηζηεί λα πξνθαινχλ ηνκέο, δηαιχνληαη 
ζε ηξίγσλα.  Σα ηξηγσληθά ζηνηρεία πεξηπιέθνπλ ηελ δνκή ησλ ζηνηρείσλ αιιά 
ιχλνπλ ην πξφβιεκα ηεο ηνκή ησλ ηεηξαπιεχξσλ.  

΢ηελ δεχηεξε εηθφλα έρεη εθαξκνζηεί δηαθνξεηηθή κεζνδνινγία. Σν 
αξρηθφ κέησπν έρεη ρσξηζηεί ζε δπν δηαθνξεηηθά κέησπα. Απηά αλαπηχζζνληαη 
θαλνληθά. Σα ζηνηρεία πνπ ζα πξνθαινχλ ηνκέο ζην πιέγκα αθαηξνχληαη κεηά 
ην ηέινο ηεο δηαδηθαζίαο. Έηζη δεκηνπξγείηαη ην θελφ πνπ θαίλεηαη ζηελ εηθφλα.  
Σν θελφ ζα ζπκπιεξσζεί κε θαξηεζηαλά ζηνηρεία. Σν κεηνλέθηεκα απηήο ηεο 
κεζφδνπ είλαη ε χπαξμε απηψλ ησλ ζηνηρείσλ βαζηά κέζα ζην πξηζκαηηθφ 
πιέγκα θαη θαηά επέθηαζε ζηε πεξηνρή φπνπ εληνπίδνληαη ζπλεθηηθά 
ζηξψκαηα. 

΢ηελ ηξίηε εηθφλα έρνπκε κηα έληνλε γσλία ηεο γεσκεηξίαο. Γηα λα 
κπνξεί ην πιέγκα λα αλαπηπρζεί θαλνληθά «επεθηείλεηαη» ην επηθαλεηαθφ 
πιέγκα   κε ηελ ρξήζε ηξηγσληθψλ ζηνηρείσλ.  
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΢ρήκα 2:  Πξνβιεκαηηθέο πεξηπηψζεηο πξηζκαηηθνχ πιέγκαηνο ζε 2D  [5]. 

 
 

΢ηελ [7] νη Peraire, Peiro θαη Morgan παξνπζηάδνπλ ηελ ηερληθή 
Πξνειαχλνληνο Μεηψπνπ (Advancing Front)  γηα ηε δεκηνπξγία ηεηξάεδξσλ. 
΢θνπφο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ε δηαθξηηνπνίεζε ελφο ππνινγηζηηθνχ ρσξίνπ 
πεξίπινθεο γεσκεηξίαο κε ηε κνξθή ελφο κε δνκεκέλνπ πιέγκαηνο 
ηεηξαεδξηθψλ ζηνηρείσλ. Ζ πξνζέγγηζε απηή παξνπζηάδεη ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ, 
θαζψο κπνξεί λα απηνκαηνπνηεζεί πιήξσο θαη λα εμαζθαιίζεη κηθξνχο 
ππνινγηζηηθνχο ρξφλνπο. ΢ηε κε δνκεκέλε κνξθή, ην πιήζνο ησλ θφκβσλ θαη 
ησλ ζηνηρείσλ πνπ ζπλνξεχνπλ κε έλαλ εζσηεξηθφ θφκβν ηνπ πιέγκαηνο δελ 
είλαη ζηαζεξφ ζην ζχλνιν ηνπ ρσξίνπ. Ζ έιιεηςε θαλνληθφηεηαο ζην πιέγκα 
ζπλεπάγεηαη απμεκέλν ππνινγηζηηθφ θφζηνο, κε ηελ έλλνηα ηνπ ρξφλνπ θαη ηεο 
ππνινγηζηηθήο κλήκεο, ζε ζχγθξηζε κε αληίζηνηρα δνκεκέλα πιέγκαηα. 
Ωζηφζν, ην κε δνκεκέλν πιέγκα πξνζθέξεη πξνζαξκνζηηθφηεηα θαη 
γεσκεηξηθή επθακςία. Γηα ηε βέιηηζηε αμηνπνίεζε ησλ παξαπάλσ 
ραξαθηεξηζηηθψλ ε δηαδηθαζία αλάπηπμεο ηνπ πιέγκαηνο ζα πξέπεη λα 
ηθαλνπνηεί ηηο παξαθάησ απαηηήζεηο: 
 

 Ο αιγφξηζκνο πξέπεη λα ρεηξίδεηαη απζαίξεηεο γεσκεηξίεο απηφκαηα, κε 
ηελ ειάρηζηε δπλαηή παξέκβαζε ηνπ ρξήζηε. 

 Σα δεδνκέλα εηζφδνπ πξέπεη λα πεξηνξηζηνχλ ζε κηα ππνινγηζηηθή 
γεσκεηξηθή αλαπαξάζηαζε ηνπ ρσξίνπ. 

 Ζ δηαδηθαζία πξέπεη λα ππνζηεξίδεη ηελ ηνπηθή δηαθνξνπνίεζε ηνπ 
κεγέζνπο θαη ηνπ ζρήκαηνο ησλ ζηνηρείσλ. 

 Ζ δηαδηθαζία πξέπεη λα ππνζηεξίδεη ηε ρξήζε πξνζαξκνζηηθψλ 
κεζφδσλ κε ζηφρν ηελ αλάπηπμε ηεο αθξηβέζηεξεο δπλαηήο 
πξνζέγγηζεο γηα δεδνκέλν πιήζνο θφκβσλ. 

 
΢ηελ Δηθφλα 5 παξνπζηάδεηαη κία εθαξκνγή ηεο ηερληθήο ζε έλα 

δηζδηάζηαην θχθιν. Σν αξρηθφ κέησπν είλαη ν θχθινο, ελψ πξννδεπηηθά 
παξάγνληαη ηξίγσλα ηα νπνία δίλνπλ λέεο αθκέο γηα λα δεκηνπξγεζνχλ λέα 
ηξίγσλα. Ζ δηαδηθαζία ζηακαηάεη φηαλ ζα έρεη δηαθξηηνπνηεζεί φινο ν θχθινο.   
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΢ρήκα 3:  Ζ κέζνδνο πξνειαχλνληνο κεηψπνπ ζε 2 δηαζηάζεηο [7]. 

 

 
΢ηελ κεηαπηπρηαθή εξγαζία [6] ν Λάδαξνο Αδακνχδεο αλαπηχζζεη έλα  

ινγηζκηθφ γηα ηε δεκηνπξγία ηξηζδηάζηαηνπ πιέγκαηνο ηεηξάεδξσλ  βαζηζκέλν 
ζε κηα παξαιιαγή ηεο ηερληθήο Advancing Front. Υξεζηκνπνηνχκε ην ινγηζκηθφ 
απηφ γηα λα παξάμνπκε έλα κεγάιν κέξνο απφ ην ηεηξαεδξηθφ πιέγκα ζηελ 
παξνχζα εξγαζία.  

Μηα βαζηθή παξαιιαγή ηεο κεζφδνπ είλαη λα κελ απαηηείηαη απφ ηνλ 
ρξήζηε νξηζκφο πιέγκαηνο ππνβάζξνπ. Γηα λα θαηαζθεπαζηεί ην πιέγκα 
ππνβάζξνπ απαηηείηαη ηδηαίηεξνο ρξφλνο θαη πξνζνρή. Πνιιέο θνξέο νη 
παξάκεηξνη πχθλσζεο ηνπ πιέγκαηνο ππνβάζξνπ έξρνληαη ζε αληίζεζε κε ην 
επηθαλεηαθφ πιέγκα. Ο αιγφξηζκνο παξάγεη έλα επαξθέο πιέγκα ππνβάζξνπ 
θαη νξίδεη απηφκαηα θαηάιιειεο νπδέηεξεο παξακέηξνπο ζηνπο θφκβνπο ηνπ, 
πνπ δελ εκθαλίδνπλ θακία επίδξαζε ζηε δεκηνπξγία ηνπ ηειηθνχ πιέγκαηνο 
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Δηθφλα 3: Οξηδφληηα ηνκή ηνπ πιέγκαηνο, φπσο ππνινγίζηεθε απφ ηε βαζηθή επαλαιεπηηθή   

δηαδηθαζία [6]. 
 
 
΢ηελ παξαπάλσ Δηθφλα 3 θαίλεηαη ην ηεηξαεδξηθφ πιέγκα πνπ 

παξάγεηαη κεηά ην πέξαο ηεο βαζηθή δηαδηθαζίαο. Σηο πεξηζζφηεξεο θνξέο 
ππάξρνπλ ρσξία ηα νπνία δελ έρνπλ δηαθξηηνπνηεζεί. Ζ αδπλακία ηεο 
δηαδηθαζίαο λα πξνρσξήζεη ζηελ δηαθξηηνπνίεζε ηνπο νθείιεηαη ζην γεγνλφο 
φηη νη ηνκείο, πνπ απνκέλνπλ κε δηαθξηηνπνηεκέλνπ, απνηεινχλ κε θπξηνχο 
ρψξνπο κε αθαηάιιειε επηθαλεηαθή δηαθξηηνπνίεζε (Δηθφλα 4). ΢ε απηνχο ηνπο 
ρψξνπο εθαξκφδεηαη κηα δηαδηθαζία απνθαηάζηαζεο 

Ζ δηαδηθαζία απνθαηάζηαζεο εθαξκφδεη νπζηαζηηθά κηα ζεηξά απφ 
γεσκεηξηθνχο ηειεζηέο, πνπ ζθνπεχνπλ ζηε κείσζε αξρηθά ηνπ πιήζνπο ησλ 
ππνρψξσλ θαη ελ ζπλερεία ζηε δηακφξθσζε θαηά ην δπλαηφ θπξηψλ φγθσλ, κε 
βειηησκέλν επηθαλεηαθφ πιέγκα. ΢ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνληαη ελ ζπληνκία νη 
ηειεζηέο κε ηελ ζεηξά πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη. Με ηνλ ηειεζηή εκθχηεπζεο 
θφκβνπ δηαθξηηνπνηνχληαη ζρεηηθά εχθνια νη πεξηζζφηεξνη ηνκείο πνπ 
απέκεηλαλ απφ ηελ βαζηθή δηαδηθαζία κε έλαλ κφλν θφκβν. Ο ηειεζηήο 
Laplacian εμνκάιπλζεο επηβάιιεηαη ζην ρσξηθφ πιέγκα θαη βειηηψλεη 
ζεκαληηθά ηελ πνηφηεηά ηνπ. 

 Ο ηειεζηή δηεχξπλζεο ηνκέσλ έρεη σο ζθνπφ ηε δηαγξαθή θάπνησλ 
ηεηξαέδξσλ, πνπ δεκηνπξγήζεθαλ ζε πξνεγνχκελα ζηάδηα, ψζηε νη ηνκείο λα 
δηεπξπλζνχλ θαη λα πξνθχςνπλ θαηά ην δπλαηφλ πεξηζζφηεξν θπξηνί ρψξνη. Ο 
ηειεζηήο δηαγξάθεη γεηηνληθά ηεηξάεδξα ηνπ θάζε ηνκέα, ηα νπνία κπνξνχλ λα 
επηιεγνχλ κε δηάθνξα θξηηήξηα. Μεηά ηε δηεχξπλζε ησλ ηνκέσλ, ε δηαδηθαζία 
απνθαηάζηαζεο πξνρσξά ζηελ εμνκάιπλζε ησλ επηθαλεηψλ ηνπο. Ζ λέα ζέζε 
ελφο επηθαλεηαθνχ θφκβνπ ππνινγίδεηαη σο ε κέζε ηηκή ησλ ζπληεηαγκέλσλ 
ησλ γεηηνληθψλ επηθαλεηαθψλ θφκβσλ ηνπ.  

΢ηε ζπλέρεηα εθαξκφδεηαη ν ηειεζηήο αθαίξεζεο θνξπθψλ ζηνπο ηνκείο. 
Ο ηειεζηήο εμνκάιπλζεο νξηαθψλ επηθαλεηψλ έρεη ήδε δψζεη κηα πεξηζζφηεξν 



 24 

θπξηή κνξθή ζηνπο ηνκείο. Ωζηφζν θάπνηνη απφ ηνπο νξηαθνχο θφκβνπο δελ 
έρνπλ κεηαθηλεζεί, πξνθχπηνληαο έηζη έληνλεο θνξπθέο ζηηο επηθάλεηεο. Ο 
ηειεζηήο αθαίξεζεο θνξπθψλ έρεη ζηφρν λα δεκηνπξγήζεη άκεζα ηεηξάεδξα, 
απνκαθξχλνληαο απηέο ηηο θνξπθέο. 

Ο ηειεζηήο δηαθξηηνπνίεζεο ππνρψξσλ έρεη ηε δπλαηφηεηα λα επηιέγεη 
γεηηνληθά ηξίγσλα, πνπ αλήθνπλ ζηελ επηθάλεηα ησλ ηνκέσλ θαη λα δεκηνπξγεί 
λέα ηεηξάεδξα, ρξεζηκνπνηψληαο ηα σο βάζεηο. Ωο ηέηαξηε θνξπθή γηα ηα λέα 
ηεηξάεδξα ρξεζηκνπνηείηαη έλαο βνεζεηηθφο θφκβνο, πνπ δεκηνπξγείηαη κε 
παξφκνηα ινγηθή κε απηή ηνπ ηειεζηή εκθχηεπζεο θφκβνπ. ΢θνπφο ηνπ ηειεζηή 
είλαη ε δηαθξηηνπνίεζε ελφο ππνρψξνπ, ζηνλ νπνίν αλήθεη έλα ζπγθεθξηκέλν 
ηξίγσλν, ψζηε λα απμεζεί ε πηζαλφηεηα δηαθξηηνπνίεζεο ηνπ ελαπνκείλαληα 
ηνκέα, κέζσ ηνπ ηειεζηή εκθχηεπζεο βνεζεηηθνχ θφκβνπ. 

Ζ δηαδηθαζία απνθαηάζηαζεο πεξηιακβάλεη κηα επαλαιεπηηθή ξνπηίλα 
θάπνησλ εθ ησλ παξαπάλσ ηειεζηψλ. ΢πγθεθξηκέλα, αθξηβψο κεηά ηελ 
εθαξκνγή ηνπ ηξνπνπνηεκέλνπ ηειεζηή εκθχηεπζεο θφκβνπ, εθαξκφδνληαη 
θπθιηθά νη ηειεζηέο αθαίξεζεο θνξπθψλ, δηαθξηηνπνίεζεο ππνρψξσλ θαη 
εκθχηεπζεο θφκβνπ. Οη ηξεηο ηειεζηέο ζπλεξγάδνληαη κεηαμχ ηνπο κε ζθνπφ ηε 
ζηαδηαθή δηαθξηηνπνίεζε ησλ ηνκέσλ πνπ πξνθχπηνπλ απφ ηνλ 
ηξνπνπνηεκέλν ηειεζηή εκθχηεπζεο θφκβνπ. Ζ ινγηθή ηεο ξνπηίλαο είλαη ε 
ζηαδηαθή δηαθξηηνπνίεζε θξίζηκσλ ζεκείσλ ησλ ηνκέσλ, ψζηε απηνί λα 
θαηαζηνχλ ζρεδφλ θπξηνί ρψξνη, ή λα δηαζπαζηνχλ ζε ζρεδφλ θπξηνχο ηνκείο, 
ψζηε λα δηαθνξνπνηεζνχλ πιήξσο απφ ηνλ ηειεζηή εκθχηεπζεο θφκβνπ πνπ 
αθνινπζεί. Ζ επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία ηεξκαηίδεηαη φηαλ δηαθνξνπνηεζνχλ φινη 
νη ηνκείο, ην νπνίν ζπλεπάγεηαη ηελ πιήξε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ ρσξίνπ πνπ 
νξίδεηαη απφ ην αξρηθφ επηθαλεηαθφ πιέγκα. Μεηά ηελ νινθιήξσζε ηνπ 
πιέγκαηνο, εθαξκφδεηαη ν ηειεζηήο Laplacian εμνκάιπλζεο ζε 3 θχθινπο, ψζηε 
λα βειηησζεί ε πνηφηεηα ηνπ πιέγκαηνο.  

 
 

 
Δηθφλα 4: Απεηθφληζε ηνπ ρψξνπ (ησλ ηνκέσλ), πνπ αδπλαηεί λα δηαθξηηνπνηήζεη ε βαζηθή 

επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία [6]. 
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΢ηελ [8] νη Bonet θαη Peraire αλαπηχζζνπλ  έλαλ αιγφξηζκν γεσκεηξηθήο 
αλαδήηεζεο. Δίλαη ηθαλφο λα βξίζθεη ηα αληηθείκελα απφ κία νκάδα αληηθεηκέλσλ 
πνπ ηέκλνληαη κε έλα ζπγθεθξηκέλν αληηθείκελν. Ο αιγφξηζκνο νλνκάδεηαη 
alternating digital tree (ADT)  θαη ρσξίο απηφλ νη αιγφξηζκνη πνπ ζα 
παξνπζηαζηνχλ παξαθάησ νπζηαζηηθά ζα ήηαλ πνιχ αξγνί.  

Ο αιγφξηζκνο ηνπ ελαιιαζζφκελνπ ςεθηαθνχ δέληξνπ (ADT) επηηξέπεη 
ηελ επαξθή αληηκεηψπηζε ηεο γεσκεηξηθήο αλαδήηεζεο. Πξνζθέξεη ηε 
δπλαηφηεηα εηζαγσγήο θαη εμαγσγήο ζεκείσλ απφ θαηάιιειε δνκή δεδνκέλσλ 
θαη βέιηηζηεο αλαδήηεζεο ζεκείσλ, πνπ πεξηέρνληαη ζε δεδνκέλν ππνρψξν. Ο 
αιγφξηζκνο ADT απνηειεί κηα επέθηαζε ηεο ηερληθήο αλαδήηεζεο ςεθηαθψλ 
δπαδηθψλ δέληξσλ. Δθαξκφδεηαη γηα νπνηνδήπνηε αξηζκφ δηαζηάζεσλ θαη 
αληηκεησπίδεη έλα γεσκεηξηθφ ζηνηρείν ζηηο Ν δηαζηάζεηο σο έλα ζεκείν ζηνλ 
2Ν-δηάζηαην ρψξν.  

Oη Edelsbrunner θαη Miicke [9] παξνπζηάδνπλ ηε κέζνδν Simulation of 

Simplicity, ε νπνία κπνξεί λα αληηκεησπίζεη πξνβιήκαηα απφ εθθπιηζκέλα 
δεδνκέλα εηζφδνπ ζε γεσκεηξηθνχο αιγφξηζκνπο. Δηδηθά ζηνπο ειέγρνπο ηνκψλ 
νη ζπληεηαγκέλεο ησλ ζηνηρείσλ πνπ ειέγρνληαη κπνξεί λα παξνπζηάδνπλ θνηλά 
ζεκεία. Ζ ηερληθή πνπ ρξεζηκνπνηνχλ, ζηελ νπζία είλαη ν ππνινγηζκφο ηνπ 
πξφζεκνπ νξηζκέλσλ νξηδνπζψλ. Ζ κεζνδνινγία πνπ πξνηείλνπλ δελ 
επεξεάδεη ηα δεδνκέλα αιιά πξνθαιεί κηα ηερλεηή κεηαηφπηζε ρσξίο λα 
επεξεάδεη ηνλ ππνινγηζκφ ηνπ πξφζεκνπ ηεο νξίδνπζαο. Ζ ηερληθή είλαη 
αξθεηά γεληθή θαη αληηκεησπίδεη κε αμηνπηζηία πξνβιεκαηηθά δεδνκέλα. 
 

 

 
΢ρήκα 4: Γχν πεξηπηψζεηο φπνπ ε εμέηαζε ηνκήο είλαη πξνβιεκαηηθή [1]. 
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Κεθάιαην 2 

 

2.1 Γεκηνπξγία θαξηεζηαλώλ εμάεδξσλ 

 

΢θνπφο ηνπ αιγνξίζκνπ είλαη ε δηαθξηηνπνίεζε ελφο ππνινγηζηηθνχ 
ρσξίνπ πεξίπινθεο γεσκεηξίαο κε ηε κνξθή ελφο πιέγκαηνο εμαεδξηθψλ 
ζηνηρείσλ. Σν πιέγκα είλαη βαζηζκέλν ζε octree δνκή δεδνκέλσλ. ΢αλ 
δηαδηθαζία είλαη πιήξσο απηφκαηε θαη πνιχ γξήγνξε ζε ζρέζε κε ην κέγεζνο 
ησλ πιεγκάησλ πνπ παξάγνληαη. Μπνξνχκε λα ζπλνςίζνπκε ηηο απαηηήζεηο 
ηνπο αιγνξίζκνπ ζηα εμήο. 

 

 Ο αιγφξηζκνο πξέπεη λα ρεηξίδεηαη απζαίξεηεο γεσκεηξίεο απηφκαηα, κε 
ηελ ειάρηζηε δπλαηή παξέκβαζε ηνπ ρξήζηε. 

 Σα κφλα δεδνκέλα πνπ απαηηνχληαη είλαη ε γεσκεηξηθή αλαπαξάζηαζε 
ηνπ πξνο δηαθξηηνπνίεζε ρσξίνπ θαη ε ζέζε πηζαλψλ πεγψλ πχθλσζεο. 

 Ζ δηαδηθαζία πξέπεη λα ππνζηεξίδεη ηε δηαθνξνπνίεζε ηνπ κεγέζνπο 
ησλ ζηνηρείσλ. 

 

2.1.1 Μνληεινπνίεζε ηεο γεσκεηξίαο 

 

Ζ νξηαθή επηθάλεηα ηνπ πξνο δηαθξηηνπνίεζε ρσξίνπ πξέπεη λα 
παξαζηαζεί κε θαηάιιειν ηξφπν, ψζηε λα είλαη εθαξκφζηκνο ν αιγφξηζκνο. Ζ 
αλαπαξάζηαζε απηή ζα πξέπεη λα παξνπζηάδεη ηε κεγαιχηεξε δπλαηή 
γεληθφηεηα. Ζ αθξηβέζηεξε πξνζέγγηζε επηηπγράλεηαη κε ηε ρξήζε ηξηγσληθψλ 
ζηνηρείσλ κε κεηαβαιιφκελν ζρήκα θαη κέγεζνο. Σν ζχλνιν ησλ ηξηγσληθψλ 
ηξηζδηάζηαησλ ζηνηρείσλ ζπληζηνχλ έλα επηθαλεηαθφ, κε δνκεκέλν πιέγκα. 
Δπηπιένλ, ην κεηαβιεηφ κέγεζνο ησλ ηξηγσληθψλ ζηνηρείσλ επηηξέπεη ηελ 
πχθλσζε ηνπ επηθαλεηαθνχ πιέγκαηνο, πνπ αλαπαξηζηά ην ρσξίν, ζηηο 
πεξηνρέο απμεκέλνπ ελδηαθέξνληνο. Δπηπιένλ, ηα νξηαθά ζηνηρεία πνπ 
αλαπαξηζηνχλ ηε γεσκεηξία δελ ρξεηάδεηαη  λα παξνπζηάδνπλ ζπγθεθξηκέλν 
πξνζαλαηνιηζκφ.  

 

2.1.2 Γνκέο δεδνκέλσλ γηα ηα εμαεδξηθά ζηνηρεία 

 

 Οη αιγφξηζκνη πνπ δεκηνπξγνχλ θαξηεζηαλά πιέγκαηα κπνξνχλ λα 
εθαξκνζηνχλ ρξεζηκνπνηψληαο δηάθνξεο δνκέο δεδνκέλσλ. Ζ επηινγή καο 
είλαη νη δελδξηθέο δνκέο octrees, νη νπνίεο  κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ 
απνηειεζκαηηθά  γηα ηελ απνζήθεπζε ρσξηθψλ δεδνκέλσλ ζηηο ηξεηο 
δηαζηάζεηο. 

Οη πιεξνθνξίεο γηα ηε ζπλδεζηκφηεηα ησλ ζηνηρείσλ (παηέξαο-γηφο), 
πνπ απνηεινχλ ην πιέγκα, κπνξνχλ λα απνδνζνχλ εχθνια ιφγσ ηεο ινγηθήο 
δνκήο ηνπ δέληξνπ. Δπίζεο ε γεσκεηξία ελφο ζηνηρείνπ νξίδεηαη απφ ηε ζέζε 
ηνπ ζην δέληξν θαη ηε γεσκεηξία ηεο ξίδαο ηνπ. ΢πλεπψο, απηέο νη δνκέο 
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δεδνκέλσλ κπνξνχλ λα καο παξάζρνπλ φρη κφλν ηνπνινγηθέο πιεξνθνξίεο 
αιιά θαη γεσκεηξηθέο. Παξαθάησ παξνπζηάδνληαη κεξηθνί φξνη. 

΢ηηο πεξηζζφηεξεο εθαξκνγέο ηα δέληξα quadtree θαη octree μεθηλάλε 
απφ έλα θφκβν, ν νπνίνο θαιχπηεη φιν ην ρψξν πνπ ζέινπκε λα 
αλαπαξαζηήζνπκε, απηφο ν θφκβνο νλνκάδεηαη ξίδα (root). Σα ζηνηρεία ηνπ 
θαξηεζηαλνχ πιέγκαηνο, πνπ απνζεθεχνληαη ζην ηέινο ηνπ δέληξνπ, 
νλνκάδνληαη θχιια (leaves) ηνπ δέληξνπ. Σέινο ν φξνο θφκβνο ηνπ δέληξνπ 
(node) κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί γηα νπνηνδήπνηε ζηνηρείν ηνπ.  Έλαο θφκβνο 
απφ ηνλ νπνίν ζα δεκηνπξγεζνχλ θχιια είλαη ν παηέξαο (father) απηψλ θαη 
απηά ηα παηδία (children) ηνπ. Ο αξρηθφο θφκβνο έρεη κνλφ παηδηά ελψ ηα θχιια 
ζην ηέινο ελφο δέλδξνπ έρνπλ κφλν παηέξα. Σέινο ζε θάπνηεο πεξηπηψζεηο 
καο ελδηαθέξεη ην βάζνο (depth) ηνπ δέλδξνπ, θαζψο θαη ην επίπεδν (level) πνπ 
βξίζθεηαη έλαο θφκβνο. ΢ην ΢ρήκα 5 παξνπζηάδεηαη έλα γξαθηθά κία αληίζηνηρε 
δνκή. 
 

 

 
΢ρήκα 5: Παξάδεηγκα octree δνκήο δεδνκέλσλ 

 
 
Μηα βαζηθή ιεηηνπξγία ηνπ δέλδξνπ είλαη λα παξέρεη πιεξνθνξία γηα ηηο 

ηνπνινγηθέο ζρέζεηο ελφο εμάεδξνπ ζε ζρέζε κε άιια ζην ρσξίν. Όπσο είλαη 
θαλεξφ απφ ην ΢ρήκα 5 θάπνηα γεηηνληθά ζηνηρεία είλαη εχθνιν λα βξεζνχλ γηαηί 
είλαη παηδηά ηνπ ίδηνπ παηέξα. Όκσο γηα ζηνηρεία δηαθνξεηηθψλ γνλέσλ δελ είλαη 
ηφζν απιφ, θαζψο  ε αλαδήηεζε ζην δέλδξν γηα ηα γεηηνληθά ζηνηρεία είλαη 
αξθεηά ρξνλνβφξα. 

΢ην ΢ρήκα 6 θαίλνληαη ην κνλνπάηηα πνπ πξέπεη λα αθνινπζήζεη ν 
αιγφξηζκνο γηα λα βξεη ηνπο βφξεηνπο γείηνλεο ησλ ζηνηρείσλ 1,3 θαη 5 ,ζε έλα 
2D θαξηεζηαλφ πιέγκα απνζεθεπκέλν ζε έλα quadtree. Γηα ην ζηνηρείν 1 
ρξεηάδεηαη κφλν κηα θιήζε ζηνλ παηέξα ηνπ γηα λα εληνπηζηεί ν βφξεηνο 
γείηνλαο ηνπ (ζηνηρείν 2) . Όκσο ην ζηνηρείν 3 πξέπεη λα θηάζεη κέρξη ηελ ξίδα 
γηα λα ηνλ εληνπίζεη (ζηνηρείν 4).  
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΢ρήκα 6 :  Quadtree δνκή [1]. 

 
 
Απφ ην παξάδεηγκα είλαη θαλεξφ φηη πξέπεη λα ρξεζηκνπνηεζεί κηα 

ζπκπιεξσκαηηθή δνκή δεδνκέλσλ ζηελ νπνία λα απνζεθεχνληαη νη γείηνλεο 
θάζε ζηνηρείνπ. Ζ δνκή είλαη έλαο απιφο πίλαθαο ζηνλ νπνίν απνζεθεχνληαη 
φινη νη γείηνλεο θάζε ζηνηρείνπ. Έηζη κε θφζηνο πεξηζζφηεξε κλήκε ν 
αιγφξηζκνο δεκηνπξγίαο εμάεδξσλ θεξδίδεη ηαρχηεηα.  

 

2.1.3 Καξηεζηαλό εμάεδξν 

 

 Σα θαξηεζηαλά εμάεδξα είλαη, ζε ζρέζε κε άιια είδε ζηνηρείσλ, εχθνιν 
λα θαηαζθεπαζηνχλ. Οξίδεηαη  έλα εμάεδξν πνπ λα θαιχπηεη ην ρσξίν πνπ 
ζέινπκε λα δηαθξηηνπνηήζνπκε θαη ζα είλαη θαη ε ξίδα ηεο δνκήο δεδνκέλσλ  
octree. Ο αιγφξηζκφο ζε θάζε επαλάιεςε ηνπ ζα ππνδηαηξέζεη ηα ππάξρνληα 
εμάεδξα, πνπ έρνπλ θαηαρσξεζεί γηα ππνδηαίξεζε, ελψ ηα λέα εμάεδξα δελ ζα 
ππνδηαηξεζνχλ ζε απηήλ ηελ επαλάιεςε αιιά ζηελ επφκελε.  
 ΢ε θάζε ππνδηαίξεζε ην εμάεδξν απνθηά νθηψ παηδηά θαη 
δεκηνπξγνχληαη ην πνιχ 19 λένη θφκβνη, θαζψο γεηηνληθά εμάεδξα έρνπλ 
θνηλνχο θφκβνπο. Οη δνκέο ησλ γεηηφλσλ είλαη πνιχ βνεζεηηθή ζε απηφ ην 
ζεκείν γηα ην θαζνξηζκφ ηνπ αξηζκνχ απφ λένπο θφκβνπο πνπ ρξεηάδεηαη λα 
δεκηνπξγεζνχλ. ΢ην ΢ρήκα 7 παξνπζηάδεηαη έλα εμάεδξν κε ηα νθηψ παηδηά 
ηνπ, θαζψο θαη έλα πιέγκα εμάεδξσλ. ΢ην ΢ρήκα 8 παξνπζηάδεηαη έλα ηκήκα 
ηνπ octree, πνπ αληηζηνηρεί ζην πνξηνθαιί εμάεδξν. 
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΢ρήκα 7: Έλα εμάεδξν κε ηα νθηψ παηδηά ηνπ θαη έλα πιέγκα εμάεδξσλ.  

 
 

 
΢ρήκα 8 : Ζ octree δνκή πνπ αληηζηνηρεί ζην πιέγκα ηνπ ΢ρήκαηνο 7.   

 

2.1.4 Γεσκεηξηθέο ηνκέο κεηαμύ εμάεδξσλ θαη επηθαλεηαθώλ 
πιεγκάησλ 

 

 Μεηά ηελ ππνδηαίξεζε ελφο εμάεδξνπ θαη ηελ δεκηνπξγία ησλ παηδηψλ 
ηνπ είλαη απαξαίηεην ν αιγφξηζκφο λα κπνξεί λα θαηαιάβεη εάλ θάπνην απφ ηα 
εμάεδξα ηέκλεη ηα γεσκεηξηθά ζψκαηα, πνπ πεξηγξάθνπλ (νξίδνπλ) ην ρσξίν. 
Γηα ηα εμάεδξα, πνπ έρνπλ θαηαρσξεζεί σο κέζα/έμσ ζε ζρέζε κε έλα ζψκα, 
ζα ήηαλ απιφο ηξφπνο λα πεξλάεη ν παηέξαο ηελ ηδηφηεηα ηνπ ζηα παηδηά ηνπ, 
φκσο απηφ δελ είλαη απαξαίηεηα ζσζηφ. Δπίζεο ε πιεηνλφηεηα ησλ εμάεδξσλ 
ηέκλνπλ ηα επηθαλεηαθά πιέγκαηα, νπφηε είλαη απαξαίηεηνο ν αθξηβήο έιεγρνο 
ησλ παηδηψλ. Οη έιεγρνη πνπ αλαθέξνληαη παξαθάησ πξαγκαηνπνηνχληαη γηα 
θάζε ζψκα πνπ πεξηέρεηαη ην ρσξίν. Ο αιγφξηζκνο απνθαζίδεη ηελ θαηάζηαζε 
(κέζα, έμσ θαη πάλσ ηνπ) ηνπ εμάεδξνπ ζε ζρέζε κε ην θάζε ζψκα θαη, 
αλάινγα κε ην εάλ έλα ην ζψκα έρεη θαηαρσξεζεί σο εμσηεξηθφ ή εζσηεξηθφ, 
απνθαζίδεη εάλ ηα λέα εμάεδξα ζα πξέπεη λα ππνδηαηξεζνχλ.  
 
Έιεγρνο ησλ λέσλ θφκβσλ 
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 Οη λένη θφκβνη πξέπεη λα ειεγρζνχλ γηα ηελ ζέζε ηνπο ζην ρσξίν ζε 
ζρέζε κε ηα γεσκεηξηθά ζψκαηα πνπ ην απνηεινχλ. Έλαο θαιφο ηξφπνο γηα λα 
βξνχκε ηελ ζέζε ελφο ζεκείνπ ζε ζρέζε κε έλα πνιχγσλν είλαη ε κέζνδνο "ray 
casting". Όπσο δειψλεη θαη ην φλνκα ηεο κεζφδνπ, δεκηνπξγνχκε απφ ην ππφ 
εμέηαζε ζεκείν επζχγξακκν ηκήκα (αθηίλα) αξθεηά κεγάιν έηζη ψζηε ε αθηίλα 
λα δηαπεξάζεη ην πνιχγσλν ζε νπνία ζέζε θαη λα βξίζθεηαη ην ζεκείν. Αλ ν 
αξηζκφο ησλ ηνκψλ ηεο αθηίλαο κε ην πνιχγσλν είλαη δπγφο ηφηε ην ζεκείν 
βξίζθεηαη εθηφο πνιπγψλνπ, αιιηψο είλαη εληφο. Ζ κέζνδνο θαίλεηαη ζρεκαηηθά 
ζην παξαθάησ ΢ρήκα 9. 
 
 

 
΢ρήκα 9 : Γηαδηθαζία ray casting γηα ηνλ έιεγρν ηεο ζέζεο ηνπ q  ζε ζρέζε κε ην πνιχγσλν P 

[1]. 
 

 
 Ζ κέζνδνο εθαξκφδεηαη σο εμήο. Δπηιέγεηαη κία θαηεχζπλζε ζηελ νπνία 
ζα αλαπηχμνπκε ηελ αθηίλα, πνπ είλαη θνηλή γηα φινπο ηνπο θφκβνπο. Δκείο 
επηιέμακε ηνλ άμνλα +x, ε αθηίλα ζηελ δηαδηθαζία ειέγρνπ αλαπαξηζηάηαη σο ην 
επζχγξακκν ηκήκα απφ ην ππφ εμέηαζε θφκβν (q0, q1, q2) έσο ην ζεκείν (q0+Ε, 
q1, q2) ,ην Δ πξέπεη λα είλαη αξθεηά κεγάιν έηζη ψζηε ην δεχηεξν ζεκείν λα 
είλαη έμσ απφ (ζην +x ) ην γεσκεηξηθφ ζψκα. 

 Με ηελ ρξήζε ελφο ελαιιαζζφκελνπ ςεθηαθνχ δέληξνπ γηα ηελ 
απνζήθεπζε ησλ επηθαλεηαθψλ ηξηγψλσλ είλαη δπλαηφ λα θαζνξηζζνχλ ηα 
ηξίγσλα πνπ έρνπλ ηνπνινγηθή ζπγγέλεηα κε ηνλ θφκβν, πνπ είλαη ππφ εμέηαζε. 
Πιένλ εμεηάδεηαη ε ηνκή ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο κε ηα ππνςήθηα ηξίγσλα, 
ρξεζηκνπνηψληαο ηελ κέζνδν πνπ πεξηγξάθεηαη ζε επφκελν θεθάιαην. 

 
Έιεγρνο ησλ αθκψλ ησλ εμάεδξσλ 
 
 Δάλ ε πξνεγνχκελε δηαδηθαζία δελ έρεη θαζνξίζεη ηελ θαηάζηαζε ησλ 
λέσλ εμάεδξσλ, ειέγρεηαη ε ηνκή ησλ αθκψλ ηνπο κε ην επηθαλεηαθφ πιέγκα. 
Πξηλ ειεγρζεί θάζε επηθαλεηαθφ ηξίγσλν πξψηα θαζνξίδεηαη ε ηνπνινγηθή 
ζπγγέλεηα κε ην εμάεδξν. Γη' απηφλ ηνλ έιεγρν ρξεζηκνπνηείηαη κηα δνκή ελφο 
ελαιιαζζφκελνπ ςεθηαθνχ δέληξνπ. Δάλ ππάξρεη ηνπνινγηθή ζπγγέλεηα κε έλα 
ηξίγσλν, ειέγρεηαη αθξηβψο ε ηνκή ησλ αθκψλ ηνπ εμαέδξνπ κε ην ηξίγσλν. 
Υξεζηκνπνηείηαη ε ίδηα κέζνδνο κε ηνλ παξαπάλσ έιεγρν. Δάλ  ππάξρεη ηνκή ν 
έιεγρνο ηεξκαηίδεηαη θαη ην εμάεδξν καξθάξεηαη γηα ππνδηαίξεζε. 
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Έιεγρνο επηθαλεηαθψλ θφκβσλ 
 
 Δάλ δελ έρεη θαζνξηζηεί έσο ηψξα ε θαηάζηαζε ησλ εμάεδξσλ, ν 
αιγφξηζκνο ζα ειέγμεη εάλ θάπνηνο θφκβνο ησλ επηθαλεηαθψλ πιεγκάησλ 
βξίζθεηαη κέζα ζε έλα εμάεδξν. Απηή ε θαηάζηαζε κπνξεί λα ζπκβεί γηαηί νη 
παξαπάλσ έιεγρνη δελ κπνξνχλ λα ειέγμνπλ ηελ πεξίπησζε πνπ επηθαλεηαθά 
ηξίγσλα ηέκλνπλ κία έδξα ηνπ εμάεδξνπ.  
 Ο έιεγρνο είλαη απιφο. Πξηλ ειεγρζεί θάζε ζεκείν πξψηα θαζνξίδεηαη ε 
ηνπνινγηθή ζπγγέλεηα κε ην εμάεδξν. Γη' απηφλ ηνλ έιεγρν ρξεζηκνπνηείηαη κηα 
δνκή ελφο ελαιιαζζφκελνπ ςεθηαθνχ δέληξνπ. 

 

2.1.5 Πύθλσζε πιέγκαηνο 

 

 Ηδηαίηεξν ελδηαθέξνλ ππάξρεη γηα ηελ δπλαηφηεηα πχθλσζεο ηνπ 
πιέγκαηνο ζηνηρείσλ, ζε πεξηνρέο ηνπ ρσξίνπ πνπ απηφ απαηηείηαη. Με απηφ 
ηνλ ηξφπν ην πιέγκα κπνξεί λα παξακείλεη ζε ζρεηηθά κηθξφ κέγεζνο, ελψ ζε 
επαίζζεηεο πεξηνρέο λα έρνπκε ηθαλνπνηεηηθφ αξηζκφ ζηνηρεηψλ. Μπνξνχκε λα 
μερσξίζνπκε ηελ πχθλσζε κε πεγή θαη ηελ επηθαλεηαθή πχθλσζε. 
 Σν θαξηεζηαλφ πιέγκα έρεη ηελ δπλαηφηεηα λα «θαηαιάβεη» γεσκεηξίεο  
πνπ λα δίλνληαη ζε δηαθνξεηηθά παθέηα δεδνκέλσλ. Σν θάζε παθέην 
αληηπξνζσπεχεη κηα πεξηνρή ηεο ζπλνιηθήο γεσκεηξίαο ηνπ ρσξίνπ. Με κία 
παξάκεηξν πνπ δίλεη ν ρξήζηεο γηα θάζε παθέην κπνξνχκε λα θαζνξίζνπκε 
ηνλ κέγηζην αξηζκφ ππνδηαηξέζεσλ πνπ ζα ππνβιεζνχλ ηα εμάεδξα, πνπ 
ηέκλνπλ ην επηθαλεηαθφ πιέγκα. Έηζη ζε πεξηνρέο πνπ απαηηείηαη κεγάιε 
αθξίβεηα ζηνπο ππνινγηζκνχο κπνξνχκε λα έρνπκε πεξηζζφηεξα θαη κηθξφηεξα 
ζηνηρεία ζε ζρέζε κε άιιεο πεξηνρέο πνπ ζα έρνπκε ιηγφηεξα. 
 Έλαο άιινο ηξφπνο γηα λα δεκηνπξγεζεί πχθλσζε πιέγκαηνο είλαη ε 
ρξήζε κίαο πεγήο. ΢ην ρσξίν νξίδεηαη έλα ή πεξηζζφηεξα ζεκεία ηα νπνία 
ραξαθηεξίδνληαη απφ κία έληαζε (αξηζκφο) πνπ επάγεη ζε θάζε ζεκείν ηνπ 
ρψξνπ κηα επηζπκεηή "ππθλφηεηα". Απηή ρξεζηκνπνηείηαη γηα λα επηβάιεη ε φρη 
ηελ επηπιένλ πχθλσζε ηνπ πιέγκαηνο, αλάινγα κε ην εάλ ε ππάξρνπζα 
ππθλφηεηα ησλ θφκβσλ ππνιείπεηαη ε κε ηεο επαγφκελεο "ππθλφηεηαο". 

 

2.1.6 Οκαινπνίεζε ηνπ πιέγκαηόο 

 

Όπσο πεξηγξάςακε παξαπάλσ, κία απφ ηεο απαηηήζεηο γηα έλα πιέγκα 
εμάεδξσλ είλαη ε δπλαηφηεηα λα ππάξρνπλ ζηνηρεία δηαθνξεηηθνχ κεγέζνπο. 
΢ηα επηθαλεηαθά πιέγκαηα ησλ ζσκάησλ, πνπ απνηεινχλ ην ρσξίν, ζπλήζσο 
ηα εμαεδξηθά ζηνηρεία ππνδηαηξνχληαη φζεο θνξέο επαλαιακβάλεηαη ε 
δηαδηθαζία ππνδηαίξεζεο. Παξάιιεια δηάθνξεο πεγέο «έληαζεο» ζην ρσξίν 
επηβάινπλ ηέηνηεο ππνδηαηξέζεηο.  

Σν απνηέιεζκα είλαη φηη πνιχ κηθξά εμάεδξα κπνξεί λα βξίζθνληαη δίπια 
ζε κεγάια εμάεδξα. Απηφ δελ είλαη επηζπκεηφ, θαζψο θάλεη ην πιέγκα κε 
νκαιφ. Γηα απηφ ρξεηάζηεθε λα θηηαρηεί έλα αιγφξηζκφο νκαινπνίεζεο ηνπ 
πιέγκαηνο. 
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΢ε θάζε επαλάιεςε ηηο δηαδηθαζίαο ππνδηαίξεζεο, πξηλ μεθηλήζεη απηή 
ειέγρνληαη ηα εμάεδξα κε ηα γεηηνληθά ηνπο. Αλ ε δηαθνξά κεγέζνπο ησλ δχν 
εμάεδξσλ είλαη κεγαιχηεξε απφ κία ππνδηαίξεζε ηφηε ην κεγαιχηεξν εμάεδξν 
θαηαρσξείηαη γηα ππνδηαίξεζε. Ζ δηαδηθαζία θάλεη ρξήζε ησλ ηδηνηήησλ ησλ 
δνκψλ δεδνκέλσλ, πνπ πεξηγξάθηεθαλ παξαπάλσ, γηα ηελ γξήγνξε 
πεξάησζε ηεο. 

 

2.1.7 Υπνδηαίξεζε ιόγσ επηθαλεηαθήο θιίζεο 

 

Δίλαη ελδηαθέξνλ λα κπνξνχκε λα ζέζνπκε ηα εμάεδξα γηα ππνδηαίξεζε 
φρη γηαηί ηέκλνπλ θάπνηα γεσκεηξία αιιά ιφγσ έληνλεο επηθαλεηαθήο θιίζεο. 
Γηα λα γίλεηαη απηφ πξέπεη πξψηα λα ππνινγίδεηαη ε γσλία κεηαμχ ησλ  
θάζεησλ δηαλπζκάησλ ησλ ηξηγψλσλ πνπ ηέκλεη ην εμάεδξν θαη κεηά ηελ γσλία 
κεηαμχ δχν γεηηνληθψλ εμάεδξσλ. 

 
 

     
                ΢ρήκα 10α : Ζ γσλία ζ  [2].                          ΢ρήκα 10β : Ζ γσλία θ [2]. 
 
 

 
Γηα λα ππνινγηζηεί ε γσλία ζ πξψηα ππνινγίδεηαη ε κέγηζηε δηαθνξά 

ησλ θάζεησλ δηαλπζκάησλ πξνο θάζε θαηεχζπλζε. „Έρνληαο ππνινγίζεη ην 

)(min)(max jkjkj nnV   κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηελ γσλία ζ γηα θάζε 

θαηεχζπλζε ρξεζηκνπνηψληαο ηνλ παξαθάησ ηχπν 
 

 
V

V j

j cos  

 
 Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο γσλίαο θ κεηαμχ δχν εμάεδξσλ r θαη s 
ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ ηχπν: 
 

 
sr

jsjr

srj
nn

nn

ˆˆ
cos

, 


  

 

φπνπ κε in̂  ζπκβνιίδεηαη ε κέζε ηηκή ησλ θάζεησλ δηαλπζκάησλ κέζα ζην 

αληίζηνηρν εμάεδξν i [Aftosmis et al, 1999] 
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2.2 Γεκηνπξγία πξηζκάησλ 

 

Όπσο αλαθέξζεθε πην πάλσ έλα ηξηγσληθφ πιέγκα ρξεζηκνπνηείηαη γηα 
ηελ αλαπαξάζηαζε ησλ αληηθεηκέλσλ. Σν πξηζκαηηθφ πιέγκα δεκηνπξγείηαη κε 
ηελ κεηαθίλεζε ηνπ ηξηγσληθνχ επηθαλεηαθνχ πιέγκαηνο ζε δηαδνρηθά βήκαηα 
πξνο ηελ επηζπκεηή θαηεχζπλζε (ην εζσηεξηθφ ηνπ ρσξίνπ). Κάζε πξίζκα 
απνηειείηαη απφ ηξηγσληθέο έδξεο ζηελ θαηεχζπλζε ηεο γεσκεηξίαο θαη 
ηεηξάπιεπξεο έδξεο ζηελ θαηεχζπλζε ησλ θάζεησλ δηαλπζκάησλ. 

Απηφ δείρλεη φηη ηα πξίζκαηα είλαη ηδαληθά γηα ηελ αλαπαξάζηαζε 
ζηνηρείσλ κε κηθξφ πάρνο πάλσ ζηελ γεσκεηξία. Έλαο άιινο ζηφρνο ηεο 
παξαπάλσ δηαδηθαζίαο είλαη ζε θάζε βήκα λα κεηψλεηαη ε θακππιφηεηα ηεο 
πξνεγνχκελεο επηθάλεηαο. Μπνξνχκε λα μερσξίζνπκε δχν θχξηα κέξε ηεο 
δηαδηθαζίαο γηα θάζε ζηξψκα πξηζκάησλ πνπ ζέινπκε λα θαηαζθεπάζνπκε.  
 

 Δχξεζε ηεο θαηεχζπλζεο ζηελ νπνία νη θφκβνη ζα πξνρσξήζνπλ 

 Δχξεζε ηεο απφζηαζεο 

 

2.2.1 Γηάλπζκα θαηεύζπλζεο 

 

Γηα ην αξρηθφ δηάλπζκα θαηεχζπλζεο ρξεζηκνπνηείηαη ν κέζνο φξνο ησλ 
θάζεησλ δηαλπζκάησλ ησλ ηξηγψλσλ πνπ έρνπλ θνηλφ ην ζπγθεθξηκέλν θφκβν. 
Σν δηάλπζκα θαηεχζπλζεο πξέπεη λα πιήξε νξηζκέλεο πξνυπνζέζεηο θαη 
ζπγθεθξηκέλα λα είλαη νξαηφ απφ φια ηα ηξίγσλα πνπ έρνπλ θνηλφ ην 
ζπγθεθξηκέλν θφκβν. Με απηφλ ηνλ ηξφπν απνθεχγεηαη ε ηνκή γεηηνληθψλ 
πξηζκάησλ. Γεπηεξεχνπζα απαίηεζε είλαη ε νξζνθαληθφηεηα.  

Γηα λα δηαζθαιηζηνχλ νη απαηηήζεηο ην δηάλπζκα θαηεχζπλζεο 
ππνβάιιεηαη ζε νκαινπνίεζε. Ζ Laplacian νκαινπνίεζε κε βάξε, πνπ 
ρξεζηκνπνηήζεθε, πξνηείλεηαη απφ ηνλ Kallinderis [Kallinderis et al, 1999] θαη 
είλαη ε εμήο : 
 

                                             

 



 



j ij

j ij

j

ii

d

d

M
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aMM
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1

                                (2.1) 

 
φπνπ i ν θφκβνο γηα ηνλ νπνίν ζέινπκε λα βξνχκε ηελ θαηεχζπλζε θαη j νη 
γεηηνληθνί ηνπ θφκβνη,  Mi θαη Mj είλαη ηα αληίζηνηρα δηαλχζκαηα θαηεχζπλζεο, dij 
είλαη ε απφζηαζε κεηαμχ ησλ γεηηνληθψλ θφκβσλ. Σέινο α=(1-cos(θmax)), φπνπ 
θmax  είλαη ε κέγηζηε γσλία κεηαμχ ηνπ δηαλχζκαηνο θαηεχζπλζεο θαη ησλ 
θάζεησλ δηαλπζκάησλ ησλ ηξηγψλσλ, πνπ έρνπλ θνηλφ ηνλ ζπγθεθξηκέλν 
θφκβν. 
 Σν δηάλπζκα εμεηάδεηαη γηα ην εάλ ηθαλνπνηεί ηηο πξνυπνζέζεηο. 
Παξαβίαζε ηεο πξψηεο ζεκαίλεη απφξξηςε ηνπ δηαλχζκαηνο ελψ επηιέγεηαη 
απηφ πνπ εμαζθαιίδεη ηελ θαιχηεξε  νξζνθαληθφηεηα. 
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2.2.2 Τνπνζέηεζε ηνπ λένπ θόκβνπ 

 

  Ζ απφζηαζε απφ  ηνλ θφκβν i, ζηελ  νπνία ζα ηνπνζεηεζεί ν λένο 
θφκβνο, εμαξηάηαη απφ ηξεηο παξάγνληεο.  Απφ έλα βαζηθφ βήκα πνπ δίλεη ν 
ρξήζηεο, απφ ην πιήζνο ησλ ζηξσκάησλ πξηζκάησλ πνπ έρνπλ ήδε 
δεκηνπξγεζεί θαη απφ ηελ θακππιφηεηα ηεο ηνπνινγηθά θνληηλήο ηνπ πεξηνρήο. 
 Ο ζηφρνο πνπ απνζθνπνχκε κε ηελ δεκηνπξγία πξηζκάησλ είλαη λα 
κεησζεί ε θακππιφηεηα ηεο γεσκεηξίαο ηνπ ζψκαηνο. Οπφηε είλαη ινγηθφ λα 
επηζπκνχκε ηνπο  θφκβνπο πνπ βξίζθνληαη ζε θνίιεο πεξηνρέο ηεο γεσκεηξίαο 
ηνπ ζρήκαηνο λα πξέπεη λα <<πξνρσξήζνπλ>> πην γξήγνξα ζε ζρέζε κε ηνπο 
θφκβνπο πνπ βξίζθνληαη ζε θπξηέο πεξηνρέο. Γηα λα έρνπκε νκαιφ πιέγκα ε 
αλαινγία ηεο απφζηαζεο ηνπ βήκαηνο κεηαμχ δχν θφκβσλ πνπ βξίζθνληαη ζε 
δηαθνξεηηθέο πεξηνρέο πξέπεη λα είλαη κεηαμχ  0.5 θαη 2 
 Γηα λα βξνχκε ηελ θακππιφηεηα ηεο γεσκεηξίαο ρξεζηκνπνηνχκε ηελ 
παξαθάησ κέζνδν. Τπνινγίδνληαη νη γσλίεο κεηαμχ ηνπ δηαλχζκαηνο 
θαηεχζπλζεο θαη ησλ αθκψλ πνπ αλήθεη ν θφκβνο i. Δάλ φιεο νη γσλίεο είλαη 
κεγαιχηεξεο ησλ 90ν κνηξψλ ηφηε ε επηθάλεηα είλαη θνίιε, εάλ φιεο νη γσλίεο 
είλαη κηθξφηεξεο ησλ 90ν κνηξψλ ηφηε ε επηθάλεηα είλαη θπξηή.  ΢ηα ζεκεία πνπ 
δελ κπνξνχκε λα θαζνξίζνπκε ηελ θακππιφηεηα ππνινγίδεηαη ε κέζε ηηκή ησλ 
γσληψλ θαη αλ είλαη κεγαιχηεξε ησλ 90ν ηφηε ε επηθάλεηα ζα ζεσξεζεί σο θνίιε 
αιιηψο σο θπξηή.  
 Σέινο, ε απφζηαζε κεηαμχ δηαδνρηθψλ ζηξσκάησλ πξέπεη λα 
κεγαιψλεη. Απηφ κπνξεί λα επηηεπρζεί κε δηάθνξνπο ηξφπνπο. Όπσο λα 
πςψλνπκε ην βαζηθφ βήκα κε ηνλ αξηζκφ ηνπ αληίζηνηρνχ ζηξψκαηνο  ή λα 
ρξεζηκνπνηείηαη κηα ζρέζε ζαλ ηελ παξαθάησ [Kallinderis et al, 1999] 
 
 

                                              1

0

 layer

layer stnn                      (2.2) 

 
φπνπ Δη0 είλαη ην βαζηθφ βήκα θαη sty έλαο παξάγνληαο. Φπζηθά απηφ είλαη ην 
βαζηθφ βήκα γηα ην ζπγθεθξηκέλν ζηξψκα πξηζκάησλ θαη γηα θάζε θφκβν ζα 
πνιιαπιαζηαζηεί κε ηνλ αλάινγν ζπληειεζηή ηεο θακππιφηεηαο ηνπ θφκβνπ. 
 Σν βήκα ππνβάιιεηαη ζε παξφκνηα Laplacian νκαινπνίεζε κε βάξε, γηα 
ηελ εμαζθάιηζε νκαινχ πιέγκαηνο.  

 

2.3 Η ηερληθή ηνπ πξνειαύλνληαο κεηώπνπ 

  

2.3.1 Μνληεινπνίεζε ηεο γεσκεηξίαο 

 

Οη γεσκεηξία δίλεηαη κε ηελ κνξθή ηξηγσληθνχ επηθαλεηαθνχ πιέγκαηνο. 
Σα νξηαθά ζηνηρεία πνπ αλαπαξηζηνχλ ηε γεσκεηξία νθείινπλ λα 
παξνπζηάδνπλ ζπγθεθξηκέλν πξνζαλαηνιηζκφ. Ζ θνξά αξίζκεζεο ησλ 
θφκβσλ, πνπ ζπλζέηνπλ θάζε ηξηγσληθφ ζηνηρείν, ζα πξέπεη λα είλαη ηέηνηα 
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ψζηε ν πξνζαλαηνιηζκφο θάζε ζηνηρείνπ λα ππνδεηθλχεη ην ρψξν πνπ 
πξφθεηηαη λα δηαθξηηνπνηεζεί (΢ρήκα 11).  

 

 
 

 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
               ΢ρήκα 11 : Καηεχζπλζε ησλ νξηαθψλ επηθαλεηψλ [7]. 

 

2.3.2 Η κέζνδνο πξνειαύλνληνο κεηώπνπ (Advancing Front)  

 

Σν ζεκαληηθφηεξν ραξαθηεξηζηηθφ ηεο ηερληθήο ηνπ πξνειαχλνληνο 
κεηψπνπ είλαη ε ηαπηφρξνλε δεκηνπξγία λέσλ θφκβσλ, αθκψλ, ηξηγψλσλ θαη 
ηεηξαέδξσλ [6], [7]. Σν ραξαθηεξηζηηθφ απηφ δίλεη ηε δπλαηφηεηα δεκηνπξγίαο 

ζηνηρείσλ κεηαβιεηνχ ζρήκαηνο θαη απνηειεί ηε βαζηθφηεξε δηαθνξά απφ ηηο 
κεζφδνπο πνπ βαζίδνληαη ζηελ ηαθηηθή Delaunay, νη νπνίεο γεληθά ζπλδένπλ 
ζεκεία ηα νπνία έρνπλ πξνεγνπκέλσο δηαηαρζεί ζην ρψξν. 

Σν πξφβιεκα ζπλίζηαηαη ζηε δηαίξεζε ελφο απζαίξεηα πνιχπινθνπ 
γεσκεηξηθνχ ρψξνπ ζε κηα έγθπξε ζπλαξκνγή ηξηδηάζηαησλ ζηνηρείσλ. Ζ 
εγθπξφηεηα ηνπ παξαγφκελνπ πιέγκαηνο εμαζθαιίδεηαη αλ ηα ζηνηρεία πνπ 
δεκηνπξγνχληαη θαιχπηνπλ ην ζχλνιν ηνπ ρσξίνπ, ελψ ε ηνκή ησλ ζηνηρείσλ 
επηηξέπεηαη κφλν ζηηο θνηλέο θνξπθέο, αθκέο θαη ηξηγσληθέο επηθάλεηέο ηνπο [7].  

Ζ δηαθξηηνπνίεζε ηνπ ρσξίνπ μεθηλά απφ ην ηειεπηαίν ζηξψκα ησλ 
πξηζκάησλ θαη απφ ηηο ειεχζεξεο ηξηγσληθέο πιεπξέο ησλ ππξακίδσλ θαη 
ζπλερίδεηαη ζε δηαδνρηθά κέησπα πξνο ην εζσηεξηθφ ηνπ. Σα ηξηγσληθά 
ζηνηρεία, πνπ ζπλζέηνπλ ηελ εζσηεξηθή επηθάλεηα ηνπ πξηζκαηηθνχ πιέγκαηνο, 
ζα απνηειέζνπλ έδξεο ησλ αξρηθψλ ηεηξαέδξσλ. ΢πλεπψο, ε θαηαλνκή ησλ 
θφκβσλ θαη ε ππθλφηεηά ηνπο ζηελ νξηαθή επηθάλεηα πξέπεη λα ζπκβαδίδεη κε 
ηελ απαίηεζε ηνπ ρξήζηε αλαθνξηθά κε ην κέγεζνο ησλ ηεηξαεδξηθψλ 
ζηνηρείσλ.  

Καηά ηε δεκηνπξγία ελφο λένπ ηεηξαέδξνπ, νη ηξεηο θνξπθέο ελφο 
ηξηγψλνπ ηνπ ηξέρνληνο κεηψπνπ ζπλδένληαη κέζσ αθκψλ κε έλαλ λέν, ή κε 
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έλαλ ππάξρνληα θφκβν. Καηά ηελ πξνηεηλφκελε κεζνδνινγία ζηελ παξνχζα 
εξγαζία ην ηξέρνλ κέησπν δελ αλαλεψλεηαη ζπλερψο, φπσο πξνηείλεη ε 
θιαζζηθή ηερληθή AFT. Αληηζέησο, ε δηαδηθαζία ιεηηνπξγεί κε δηαδνρηθά κε 
δπλακηθά κέησπα θαη ηεξκαηίδεηαη φηαλ δελ ππάξρνπλ δηαζέζηκα ηξίγσλα γηα ηε 
ζχζηαζε λένπ κεηψπνπ. 

 

2.3.3 Σύζηαζε δηαδνρηθώλ κεηώπσλ 

 

΢ηελ θιαζηθή εθδνρή ηεο AFT πηνζεηείηαη ε ινγηθή ελφο δπλακηθνχ 
κεηψπνπ. Απνηειεί κηα δπλακηθή δνκή, πνπ αλαλεψλεηαη ζπλερψο παξάιιεια 
κε ηε δεκηνπξγία λέσλ ηεηξαέδξσλ. Αξρηθά ην κέησπν ζπλίζηαηαη απφ ηα 
ηξίγσλα ηνπ επηθαλεηαθνχ πιέγκαηνο. ΢ε κηα ηπραία ρξνληθή ζηηγκή, ην κέησπν 
απνηειείηαη απφ ηα ηξηγσληθά ζηνηρεία πνπ δχλαληαη λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα 
ηελ παξαγσγή ελφο λένπ ηεηξαέδξνπ.  

Ζ ηξνπνπνηεκέλε ηερληθή, πνπ εθαξκφδεηαη ζηελ παξνχζα εξγαζία, 
αληηθαζηζηά ην δπλακηθφ κέησπν κε έλα ζχλνιν δηαδνρηθψλ ζηαηηθψλ 
κεηψπσλ. Σα ηξίγσλα ηνπ κεηψπνπ απνηεινχλ κία εθ ησλ ηεζζάξσλ εδξψλ 
ησλ ηεηξαέδξσλ, πνπ πξφθεηηαη λα δεκηνπξγεζνχλ θαηά ην ηξέρσλ κέησπν. 
Δθφζνλ φια ηα ηξίγσλα αμηνπνηεζνχλ γηα ηε δεκηνπξγία ηεηξαέδξσλ, 
ζπλίζηαηαη ην επφκελν κέησπν απφ παιαηά θαη λέα ηξηγσληθά ζηνηρεία, πνπ 
κπνξνχλ λα ρξεζηκνπνηεζνχλ γηα ηελ δεκηνπξγία ηεηξαέδξσλ.  

Σν κέησπν δελ αλαλεψλεηαη κεηά απφ θάζε δεκηνπξγία ηεηξαέδξνπ, 
αιιά κεηά ηελ αμηνπνίεζε φισλ ησλ ηξηγψλσλ ηνπ. Ζ δηαδηθαζία ζπλερίδεηαη 
έσο φηνπ θαλέλα ηξίγσλν δελ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί σο έδξα ελφο λένπ 
ηεηξαέδξνπ, θάηη πνπ ζπκβαίλεη φηαλ δηαθξηηνπνηεζεί πιήξσο ην δεηνχκελν 
ρσξίν. 

 

2.3.4 Γεκηνπξγία ηεηξαέδξσλ 

 

Καηά ηελ έλαξμε ηεο δηαδηθαζίαο νξίδεηαη ην πξψην κέησπν απφ ηα 
ηξηγσληθά ζηνηρεία ηνπ επηθαλεηαθνχ πιέγκαηνο, ην νπνίν ιακβάλεηαη σο 
δεδνκέλν εηζφδνπ. Απνηειείηαη απφ πξνζαλαηνιηζκέλα ηξίγσλα, πνπ 
απνηεινχλ ηε δηαθξηηνπνηεκέλε νξηαθή επηθάλεηα ηνπ πξνο δηαθξηηνπνίεζε 
ρσξίνπ. Ο πξνζαλαηνιηζκφο ησλ ηξηγψλσλ επηηπγράλεηαη κε ηελ θαηάιιειε 
θνξά αξίζκεζεο ησλ θνξπθψλ ηνπο. Καηά ηε βαζηθή επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία, 
ε δεκηνπξγία ελφο ηεηξαεδξηθνχ ζηνηρείνπ γεληθεπκέλεο κνξθήο εκπεξηέρεη ηα 
αθφινπζα ζηάδηα [6], [7]: 
 

1. Δπηινγή ελφο ηξηγψλνπ ABC απφ ην κέησπν, πνπ ζα απνηειέζεη ηε 
βάζε ηνπ λένπ ηεηξαέδξνπ. Γεληθά, κπνξεί λα επηιερζεί νπνηνδήπνηε 
ηξίγσλν ηνπ κεηψπνπ. Ωζηφζν, πξαθηηθά είλαη ζθφπηκν λα επηιέγεηαη ην 
κηθξφηεξν ηξίγσλν. Σν κέγεζνο θάζε ηξηγψλνπ ηνπ κεηψπνπ θαζνξίδεηαη 
απφ ην κήθνο ηνπ κηθξφηεξνπ χςνπο ηνπ. ΢πλεπψο, ην κέησπν απνηειεί 
νπζηαζηηθά κηα δηαηεηαγκέλε ιίζηα ηξηγψλσλ.  

2. Καζνξηζκφο ηεο ηδαληθήο θνξπθήο P1 ηνπ λένπ ηεηξαέδξνπ. Σν ζεκείν 
P1 αλήθεη ζηελ θάζεηε επζεία ζην ηξίγσλν ABC, πνπ δηέξρεηαη απφ ην 
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θέληξν Μ ηνπ ηξηγψλνπ. Ζ θαηεχζπλζε ζηελ νπνία εληνπίδεηαη ην P1 
νξίδεηαη απφ ηνλ πξνζαλαηνιηζκφ ηνπ ηξηγψλνπ, έηζη ψζηε λα βξίζθεηαη 
ζην εζσηεξηθφ ηνπ ρσξίνπ. Δπίζεο, ην ζεκείν P1 πξέπεη λα βξίζθεηαη 
ζηελ θαηάιιειε ζέζε, ψζηε νη ηξεηο ελ δπλάκεη αθκέο AP1, BP1, CP1 λα 
έρνπλ κήθνο πεξίπνπ ίζν κε ην βέιηηζην κήθνο. Σν ηειεπηαίν 
θαζνξίδεηαη απφ ην κέζν κήθνο ησλ αθκψλ πνπ αλήθνπλ ζηε γεηηνληά 
ηνπ ηξηγψλνπ ABC. Τπνινγίδεηαη ην κήθνο δ1 πνπ αληηζηνηρεί ζηε 
κεγαιχηεξε απφζηαζε ηνπ P1 απφ ηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ ABC.  

3. Δληνπηζκφο ησλ ππνςεθίσλ ζεκείσλ, πνπ κπνξνχλ λα 
ρξεζηκνπνηεζνχλ σο θνξπθέο ησλ λέσλ ηεηξαέδξσλ. Σα ππνςήθηα 
ζεκεία είλαη (α) νη θφκβνη Q1, Q2,… ηνπ πιέγκαηνο νη νπνίνη πεξηέρνληαη 
ζε ζθαίξα κε θέληξν ην ζεκείν Μ θαη αθηίλα δ1, θαη (β) έλα ζχλνιν λέσλ 
ζεκείσλ P1, P2,…, Pn, ηα νπνία ηνπνζεηνχληαη θαηά κήθνο ηνπ χςνπο 
P1Μ. Έζησ D έλα εθ ησλ ζεκείσλ A, B θαη C, ην νπνίν έρεη ηε 
κεγαιχηεξε απφζηαζε απφ ην Μ. Γηα θάζε ζεκείν Qi, θαηαζθεπάδεηαη 
λνεηά ε ζθαίξα κε θέληξν ην ζεκείν Ci

Q πνπ αλήθεη ζηελ επζεία P1Μ, 
θαη ηαπηφρξνλα ε ζθαίξα δηέξρεηαη απφ ηα ζεκεία Qi θαη D. Ζ ζέζε ησλ 
θέληξσλ Ci

Q πάλσ ζηελ επζεία P1Μ νξίδεη κηα θαηάηαμε ησλ αληίζηνηρσλ 
ζεκείσλ Qi, θαηά ηελ νπνία ην ζεκείν κε ην αληίζηνηρν θέληξν πνπ 
απέρεη πεξηζζφηεξν απφ ην P1 πξνο ηελ θαηεχζπλζε P1Μ θαηέρεη ηελ 
πξψηε ζέζε ζηελ θαηάηαμε. ΢ηελ δηαηεηαγκέλε ιίζηα ησλ ππνςεθίσλ 
ζεκείσλ πνπ ζρεκαηίδεηαη πξνζηίζεληαη ζην ηέινο θαη ηα ζεκεία P1, 
P2,…, Pn. Ζ βηβιηνγξαθία πξνηείλεη ηελ πξνζζήθε έσο θαη 5 λέσλ 
ζεκείσλ Ρ, ελψ ζηελ ηξνπνπνηεκέλε εθαξκνγή ηεο παξνχζαο εξγαζίαο 
ρξεζηκνπνηήζεθαλ κφλν ηα ζεκεία P1 θαη P2. 

4. Δπηινγή ηνπ βέιηηζηνπ ζεκείνπ εθ ησλ ππνςεθίσλ γηα ηελ έλσζή ηνπ 
κε ηηο θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ ABC. Σν βέιηηζην ζεκείν είλαη ην πξψην 
απφ ηε δηαηεηαγκέλε ιίζηα γηα ην νπνίν πξνθχπηεη έγθπξν ηεηξάεδξν. Ζ 
εγθπξφηεηα ελφο ηεηξαέδξνπ εμαζθαιίδεηαη κε ηε δηαβεβαίσζε φηη θακία 
απφ ηηο λέεο αθκέο δελ ηέκλεη θαλέλα απφ ηα ηξίγσλα ηνπ πιέγκαηνο, 
θαη θακηά απφ ηηο λέεο ηξηγσληθέο έδξεο δελ ηέκλεη θακηά απφ ηηο αθκέο. 
Δπηπιένλ, ζηελ ηξνπνπνηεκέλε έθδνζε ηεο ηερληθήο, πνπ πξνηείλεηαη 
ζηελ παξνχζα εξγαζία, ην λέν ηεηξάεδξν ηθαλνπνηεί ηνπο πεξηνξηζκνχο 
πνπ έρεη ζέζεη ν ρξήζηεο. Οη πεξηνξηζκνί απηνί αθνξνχλ θπξίσο ηηο 
γσλίεο πνπ ζρεκαηίδνληαη κεηαμχ ησλ εδξψλ θαη ησλ αθκψλ ηνπ 
πιέγκαηνο, θαη εμαζθαιίδνπλ ηθαλνπνηεηηθή πνηφηεηα ζην πιέγκα πνπ 
ζρεκαηίδεηαη. 

5. Απνζήθεπζε ηνπ λένπ ηεηξαέδξνπ θαη ελεκέξσζε ησλ αληίζηνηρσλ 
δνκψλ.  

6. Σα παξαπάλσ βήκαηα επαλαιακβάλνληαη γηα φια ηα ηξίγσλα ηνπ 
κεηψπνπ. Όηαλ απηά εμαληιεζνχλ, ζρεκαηίδεηαη ην επφκελν κέησπν, 
απφ ηα ηξίγσλα ηνπ πιέγκαηνο πνπ αλήθνπλ κφλν ζε έλα ηεηξάεδξν θαη 
κπνξνχλ λα απνηειέζνπλ βάζεηο γηα λέα ζηνηρεία. ΢ηελ πξαγκαηηθφηεηα 
ε ηξνπνπνηεκέλε δηαδηθαζία δελ πηνζεηεί ηε ινγηθή ηνπ πξνειαχλνληνο 
κεηψπνπ, αιιά ηε ινγηθή ησλ δηαδνρηθψλ κεηψπσλ. Καηαρξεζηηθά, ε 
νλνκαζία ηεο ηερληθήο δηαηεξείηαη, αλ θαη δελ είλαη ε πιένλ δφθηκε. 
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΢ρήκα 12: Γεκηνπξγία ηεηξαεδξηθνχ ζηνηρείνπ [7]. 

 

2.3.5 Δθηίκεζε ηεο πνηόηεηαο ηνπ πιέγκαηνο 

 

Κάζε εθηίκεζε ηεο πνηφηεηαο ελφο πιέγκαηνο είλαη ζρεηηθή κε ηελ 
επηζπκεηή κνξθή ηεο ιχζεο πνπ πξνζεγγίδεηαη θάζε θνξά. Γεληθά ιακβάλνληαη 
ππ‟ φςε ηα αθφινπζα [6], [7]: 

 
1. Σα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ βέιηηζηνπ πιέγκαηνο γηα ην εθάζηνηε πξφβιεκα. 

Σν παξαπάλσ εηζάγεη θαη ηελ έλλνηα ηεο πξνζαξκνζηηθφηεηαο ζην 
επηθαλεηαθφ πιέγκα. Γηα παξάδεηγκα, ην πιέγκα πνπ δεκηνπξγείηαη 
πξέπεη λα αθνινπζεί ηελ πχθλσζε ηνπ επηθαλεηαθνχ πιέγκαηνο θαη λα 
ηελ δηαδίδεη νκνηφκνξθα ζην εζσηεξηθφ ηνπ. 

2. Δθηίκεζε ηεο ζηαηηζηηθήο θαηαλνκήο ζπγθεθξηκέλσλ κεηξηθψλ. Σέηνηεο 
κεηξηθέο κπνξεί λα είλαη ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ πνπ ζπλνξεχνπλ κε 
θάζε αθκή, νη δίεδξεο γσλίεο θάζε ηεηξαέδξνπ, θαζψο θαη ζχλζεηεο 
ζπλαξηήζεηο φπσο ν ιφγνο ησλ αθηίλσλ ηεο πεξηγεγξακκέλεο θαη ηεο 
εγγεγξακκέλεο ζθαίξαο θάζε ηεηξαέδξνπ.  

 
΢ηελ παξνχζα εξγαζία ρξεζηκνπνηήζεθε κηα κεηξηθή ζπλάξηεζε γηα ηελ 

αμηνιφγεζε ηνπ παξαγφκελνπ πιέγκαηνο. Ζ ζπλάξηεζε απηή είλαη ν ιφγνο ηεο 
αθηίλαο ηεο πεξηγεγξακκέλεο ζθαίξαο ζε θάζε ηεηξάεδξν πξνο ηελ αθηίλα ηεο 
εγγεγξακκέλεο ζθαίξαο. Ζ ζπλάξηεζε απηή είλαη κηα απφ ηηο πην δηαδεδνκέλεο 
κεηξηθέο ζπλαξηήζεηο πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη. Ζ εγγεγξακκέλε ζθαίξα νξίδεηαη 
σο ε κεγαιχηεξε ζθαίξα πνπ κπνξεί λα πεξηέρεηαη ζην ηεηξάεδξν, ελψ ε 
πεξηγεγξακκέλε ζθαίξα είλαη ε κηθξφηεξε ζθαίξα ε νπνία ην πεξηβάιιεη.  
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Ζ αθηίλα ηεο εγγεγξακκέλεο ζθαίξαο 
inscribedR  ππνινγίδεηαη απφ ηελ αθφινπζε 

ζρέζε: 

4

1

3
inscribed

i

i

V
R

A





         (2.3) 

 

φπνπ V  είλαη ν φγθνο ηνπ ηεηξαέδξνπ θαη 
iA  είλαη ην εκβαδφλ ηεο i-φζηηο έδξαο 

ηνπ.  
 
Ζ αθηίλα ηεο πεξηγεγξακκέλεο ζθαίξαο δίλεηαη απφ ηελ αθφινπζε εμίζσζε : 
 

2 2 2 2

12 13 14

2 2 2 2

21 23 24

2 2 2 2

31 32 34

2 2 2 2

41 42 43

2 2 2 2

0 1 1 1 1 1

1 0

1 0
 0

1 0

1 0

1 0

circ

circ

circ

circ

circ circ circ circ

d d d R

d d d R

d d d R

d d d R

R R R R

        (2.4) 

 

φπνπ κε circR  ζπκβνιίδεηαη ε δεηνχκελε αθηίλα θαη κε ijd  ζπκβνιίδεηαη ε 

απφζηαζε κεηαμχ ησλ θνξπθψλ i  θαη j.  
Ο ιφγνο ησλ αθηίλσλ ππνινγίδεηαη σο: 
 

circ

inscribed

R
Ratio

R
          (2.5) 

 
Γηα έλα θαλνληθφ ηεηξάεδξν, ην νπνίν έρεη ίζεο απνζηάζεηο κεηαμχ ησλ 

θνξπθψλ ηνπ θαη έδξεο ίζσλ εκβαδψλ, ε ηηκή ηνπ ιφγνπ είλαη 3. Ζ ηηκή ηνπ 
ιφγνπ απμάλεηαη γξακκηθά φζν απμάλεηαη ε ζηξέβισζε ηχπνπ «stretching» ηνπ 
ηεηξαεδξηθνχ ζηνηρείνπ (΢ρήκα 13), ελψ παξνπζηάδεη ηεηξαγσληθή αχμεζε γηα 
ηελ ζηξέβισζε ηχπνπ «shearing»  (΢ρήκα 14). 
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΢ρήκα 13: ΢ηξέβισζε ηχπνπ «stretching» ελφο ηεηξαεδξηθνχ ζηνηρείνπ [7]. 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

΢ρήκα 14: ΢ηξέβισζε ηχπνπ «shearing» ελφο ηεηξαεδξηθνχ ζηνηρείνπ [7]. 

 

2.4 Τν ελαιιαζζόκελν ςεθηαθό δέληξν 

 

Απφ ηε θχζε ησλ δηαδηθαζηψλ πνπ πεξηγξάθηεθαλ ζην πξνεγνχκελν 
κέξνο ηνπ θεθαιαίνπ γίλεηαη αληηιεπηφ φηη κηα επηηπρεκέλε εθαξκνγή απαηηεί 
ηελ αμηνπνίεζε δνκψλ δεδνκέλσλ, πνπ εμαζθαιίδνπλ επαξθείο δηαδηθαζίεο 
ηαμηλφκεζεο θαη γεσκεηξηθήο αλαδήηεζεο [8]. Δίλαη απαξαίηεηε ε αμηφπηζηε 

εηζαγσγή θαη δηαγξαθή ηξηγψλσλ, αθκψλ θαη ζεκείσλ απφ θαηάιιειεο δνκέο, 
ψζηε λα αλαγλσξίδνληαη γξήγνξα νη αθκέο θαη ηα ηξίγσλα πνπ ηέκλνληαη κε 
ζπγθεθξηκέλνπο ππνρψξνπο.  

Σν πξφβιεκα ηνπ θαζνξηζκνχ ησλ κειψλ ελφο ζπλφινπ n ζεκείσλ, πνπ 
εκπεξηέρνληαη ζε έλαλ Ν-δηάζηαην ππνρψξν, είλαη γλσζηφ σο γεσκεηξηθή 
αλαδήηεζε. Γηάθνξνη αιγφξηζκνη έρνπλ πξνηαζεί  γηα ηελ επίιπζε ηνπ 
πξνβιήκαηνο κε ππνινγηζηηθφ θφζηνο αλάινγν ηνπ log(n). Ζ πνιππινθφηεηα 
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ηνπ πξνβιήκαηνο απμάλεηαη ζεκαληηθά ζηηο πεξηπηψζεηο πνπ ην ζχλνιν ησλ n 
ζεκείσλ αληηθαζίζηαηαη απφ έλα ζχλνιν ζηνηρείσλ πεπεξαζκέλνπ φγθνπ, φπσο 
ηκήκαηα επζεηψλ, ηξίγσλα ή ηεηξάεδξα. Έλα πξφβιεκα γεσκεηξηθήο 
αλαδήηεζεο πνπ ζπλαληάηαη ζηελ δεκηνπξγία εμάεδξσλ, πξηζκάησλ θαη ζηελ 
ηερληθή ηνπ πξνειαχλνληνο κεηψπνπ αθνξά ηνλ εληνπηζκφ ζηνηρείσλ πνπ 
ηέκλνπλ έλαλ ζπγθεθξηκέλν ππνρψξν. Ο αιγφξηζκνο, πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα 
ηελ επαξθή αληηκεηψπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο, βαζίδεηαη ζηε ρξήζε ηνπ 
ελαιιαζζφκελνπ ςεθηαθνχ δέληξνπ (alternating digital tree, ADT) [8]. 

Ο αιγφξηζκνο ηνπ ελαιιαζζφκελνπ ςεθηαθνχ δέληξνπ (ADT) επηηξέπεη 
ηελ επαξθή αληηκεηψπηζε ηεο γεσκεηξηθήο αλαδήηεζεο. Πξνζθέξεη ηε 
δπλαηφηεηα εηζαγσγήο θαη εμαγσγήο ζεκείσλ απφ θαηάιιειε δνκή δεδνκέλσλ 
θαη βέιηηζηεο αλαδήηεζεο ζεκείσλ πνπ πεξηέρνληαη ζε δεδνκέλν ππνρψξν. Ο 
αιγφξηζκνο ADT απνηειεί κηα επέθηαζε ηεο ηερληθήο αλαδήηεζεο ςεθηαθψλ 
δπαδηθψλ δέληξσλ. Δθαξκφδεηαη γηα νπνηνδήπνηε αξηζκφ δηαζηάζεσλ θαη 
αληηκεησπίδεη έλα γεσκεηξηθφ ζηνηρείν ζηηο Ν δηαζηάζεηο σο έλα ζεκείν ζηνλ 
2Ν-δηάζηαην ρψξν.  

 

2.4.1 Τν ελαιιαζζόκελν ςεθηαθό δέληξν (ADT) 

 

Σα δπαδηθά δέληξα απνηεινχλ ηε βάζε γηα κηα πιεζψξα αιγνξίζκσλ 
αλαδήηεζεο, ζπκπεξηιακβαλνκέλνπ θαη ηνπ αθφινπζνπ [7]. Έζησ έλα ζχλνιν 

n ζεκείσλ ζηνλ Ν-δηάζηαην ρψξν. Γηα επθνιία ππνηίζεηαη φηη κεηά απφ 
θαηάιιειε αδηαζηαηνπνίεζε νη ηηκέο ησλ ζπληεηαγκέλσλ ηνπο x1,x2,…,xn 
αλήθνπλ ζην δηάζηεκα [0,1). Ζ ηειεπηαία παξαδνρή δελ είλαη απαξαίηεηε, 
νπφηε ζηελ παξνχζα εθαξκνγή ηνπ αιγνξίζκνπ παξαιήθζεθε. Ο ζθνπφο ησλ 
αιγνξίζκσλ γεσκεηξηθήο αλαδήηεζεο είλαη ε επηινγή ησλ ζεκείσλ πνπ 
εληνπίδνληαη ζην εζσηεξηθφ ελφο ζπγθεθξηκέλνπ ππνρψξνπ. Ο ππνρψξνο 
ζπληζηά έλα γεληθεπκέλν νξζνγψλην παξαιιειεπίπεδν, νπφηε ν νξηζκφο ηνπ 
έγθεηηαη ζηνλ νξηζκφ κηαο ειάρηζηεο a θαη κηαο κέγηζηεο ηηκήο b ησλ 
ζπληεηαγκέλσλ ησλ θνξπθψλ ηνπ ζε θάζε δηάζηαζε.  

Ζ ζχγθξηζε ησλ ζπληεηαγκέλσλ θάζε ζεκείνπ κε ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ 

θνξπθψλ ηνπ ππνρψξνπ, κε ζθνπφ ηε δηαπίζησζε αλ ηζρχεη ii

k

i bxa   γηα 

i=1,2,…,N, θαζηζηά ην ππνινγηζηηθφ θφζηνο ηεο δηαδηθαζίαο αλαδήηεζεο 
αλάινγν κε ην πιήζνο ησλ ζεκείσλ n. Σν θφζηνο απηφ κπνξεί λα κεησζεί 
ζεκαληηθά κε ηελ απνζήθεπζε ησλ ζεκείσλ ζε έλα δπαδηθφ δέληξν κε 
θαηάιιειν ηξφπν, ψζηε ε δνκή ηνπ δέληξνπ λα αλαπαξηζηά ηε ζέζε ησλ 
ζεκείσλ ζην ρψξν. Οη πην γλσζηνί αιγφξηζκνη, πνπ αληηκεησπίδνπλ ην 
πξφβιεκα ζηε κνλνδηάζηαηε κνξθή ηνπ, ρξεζηκνπνηνχλ δπαδηθά θαη ςεθηαθά 
δέληξα αλαδήηεζεο. Σα δπαδηθά δέληξα έρνπλ επεθηαζεί θαη ζηα Ν-δηάζηαηα 
πξνβιήκαηα, αιιά ην αληίζηνηρν Ν-d δέληξν δελ ππνζηεξίδεη ηελ επαξθή 
δηαγξαθή θφκβσλ. Ο αιγφξηζκνο πνπ παξνπζηάδεηαη απνηειεί θπζηθή 
επέθηαζε ηνπ κνλνδηάζηαηνπ αιγνξίζκνπ ςεθηαθνχ δέληξνπ θαη μεπεξλά ηηο 
δπζθνιίεο πνπ αληηκεησπίδνπλ ηα Ν-d δέληξα. 

Γεληθά, έλα ελαιιαζζφκελν ςεθηαθφ δέληξν κπνξεί λα νξηζηεί σο έλα 
ςεθηαθφ δέληξν ζην νπνίν απνζεθεχεηαη έλα ζχλνιν n ζεκείσλ ζχκθσλα κε 
θαζνξηζκέλα γεσκεηξηθά θξηηήξηα. Σα θξηηήξηα απηά βαζίδνληαη ζηηο νκνηφηεηεο 
πνπ πξνθχπηνπλ κεηαμχ ηεο ηεξαξρηθήο θαη παηξηθήο δνκήο ελφο δπαδηθνχ 
δέληξνπ, θαζψο θαη ζε κηα επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία δηρνηφκεζεο. Κάζε θφκβνο 
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ζην δέληξν έρεη δχν παηδηά, φπσο ε δηαδηθαζία δηρνηφκεζεο δηαηξεί έλα ρψξν 
ζε δχν κηθξφηεξνπο ππνρψξνπο. Αληίζηνηρα, είλαη δπλαηή ε ζπζρέηηζε ησλ 
θφκβσλ ελφο δέληξνπ θαη ησλ ππνρψξσλ ηνπ κνλαδηαίνπ ππεξθχβνπ: ε ξίδα 
ηνπ δέληξνπ αληηπξνζσπεχεη ηνλ ίδην ηνλ ππεξθχβν. Ο ρψξνο απηφο 
δηρνηνκείηαη θαηά κήθνο ηνπ x1 άμνλα, θαη ε πεξηνρή γηα ηελ νπνία ηζρχεη 

0 0.5ix   αληηζηνηρίδεηαη ζην αξηζηεξφ παηδί ηεο ξίδαο, ελψ ε πεξηνρή 

0.5 1ix   αληηζηνηρίδεηαη ζην δεμί παηδί. Ζ δηαδηθαζία επαλαιακβάλεηαη γηα 

θάζε έλα απφ απηνχο ηνπο θφκβνπο θαηά κήθνο ηεο x2  θαηεχζπλζεο, φπσο 
εηθνλίδεηαη ζην ΢ρήκα 15. ΢ηνλ δηζδηάζηαην ρψξν ε δηαδηθαζία απηή κπνξεί λα 
επαλαιεθζεί ελαιιάζζνληαο ηνπο x1 θαη x2 άμνλεο. Αληίζηνηρα, ζηνλ Ν-
δηάζηαην ρψξν ε δηαδηθαζία ζπλερίδεηαη επηιέγνληαο ηηο θαηεπζχλζεηο 
x1,x2,…,xn κε θπθιηθή ζεηξά. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

΢ρήκα 15: ΢πζρέηηζε κεηαμχ ηνπ δπαδηθνχ δέληξνπ θαη ηεο δηαδηθαζίαο δηρνηφκεζεο [7]. 
 

 

 
Σν επίπεδν ηεο ξίδαο ηνπ δέληξνπ νξίδεηαη σο 0. Αλ ν θφκβνο k ηνπ 

επηπέδνπ m αλαπαξηζηά κηα πεξηνρή  ,k kc d , νη ππνπεξηνρέο, πνπ 

ζπζρεηίδνληαη κε ην αξηζηεξφ θαη δεμί παηδί  ,
k k

l lc d  θαη  ,
k k

r rc d  αληίζηνηρα, 

πξνθχπηνπλ απφ ηε δηαίξεζε ηεο  ,k kc d  θαηά κήθνο ηνπ θάζεηνπ επηπέδνπ 

ζηνλ j-νζηφ άμνλα ζπληεηαγκέλσλ. Ο j-νζηφο άμνλαο έρεη επηιερζεί θπθιηθά απφ 
ηηο δηεπζχλζεηο ηνπ Ν-δηάζηαηνπ ρψξνπ, ζχκθσλα κε ηε ζρέζε (2.6) : 

 

 1 mod ,j m N      (2.6) 

 
Καηά ζπλέπεηα, πξνθχπηνπλ: 
 

,i i i i

kl k kl kc c d d   γηα i j , θαη  
1

,
2

j j j j j

kl k kl k kc c d c d     (2.7) 

,i i i i

kr k kr kc c d d   γηα i j , θαη  
1

,
2

j j j j j

kr k k kr kc c d d d     (2.8) 

 
Ζ ζπζρέηηζε κεηαμχ θφκβσλ θαη ππνρψξσλ ηνπ κνλαδηαίνπ ππεξθχβνπ 

επηηξέπεη έλαλ πεξαηηέξσ νξηζκφ ηνπ ADT, νξίδνληαο φηη θάζε ζεκείν ζην 
δέληξν πεξηθιείεηαη ζηνλ ππνρψξν πνπ αληηζηνηρεί ζηνλ θφκβν ζηνλ νπνίν έρεη 
απνζεθεπηεί. ΢πλεπψο, αλ ν θφκβνο k κηαο ADT δνκήο πεξηέρεη έλα ζεκείν κε 

ζπληεηαγκέλεο xk , πξέπεη λα ηθαλνπνηείηαη ε αθφινπζε ζπλζήθε (2.8) : 
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i i i

k k kc x d   γηα 1,2,...,i N     (2.8) 

 

2.4.1 Γεσκεηξηθή αλαδήηεζε 

 

Έζησ έλα ζχλνιν ζεκείσλ απνζεθεπκέλν ζε κηα ADT δνκή [7]. Ζ 

παξαπάλσ ζπλζήθε πξνζθέξεη ηε δπλαηφηεηα επαξθνχο αληηκεηψπηζεο ηνπ 
πξνβιήκαηνο γεσκεηξηθήο αλαδήηεζεο. Ζ επαλαιεπηηθή δνκή ηεο δηαδηθαζίαο 
δηρνηφκεζεο πνπ πεξηγξάθεθε, εμαζθαιίδεη φηη ε πεξηνρή πνπ ζπζρεηίδεηαη κε 
έλαλ θφκβν k πεξηθιείεη φιεο ηηο ππνπεξηνρέο πνπ ζπζρεηίδνληαη κε ηνπο 
θφκβνπο θαηάληε ηνπ k. Γηα παξάδεηγκα, φια ηα ζεκεία ζε κηα δνκή ADT 
απνζεθεχνληαη ζε θφκβνπο πνπ βξίζθνληαη πξνθαλψο θαηάληε ηεο ξίδαο ηνπ 
δέληξνπ, θαη πξνθαλψο πεξηθιείνληαη ζηνλ κνλαδηαίν ππεξθχβν, ν νπνίνο 
ζπζρεηίδεηαη κε ηε ξίδα. Αλάινγα, φιν ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ, πνπ 
απνζεθεχεηαη ζε έλα ππνδέληξν, πεξηθιείεηαη ζην ρψξν πνπ αληηπξνζσπεχεηαη 
απφ ηε ξίδα ηνπ ππνδέληξνπ. 

Σν ραξαθηεξηζηηθφ απηφ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ψζηε λα κεησζεί ην 
θφζηνο ηεο γεσκεηξηθήο αλαδήηεζεο, ειέγρνληαο, ζε νπνηνδήπνηε θφκβν k, ηελ 

πεξίπησζε ηνκήο κεηαμχ ηνπ εχξνπο αλαδήηεζεο  a,b  θαη ηεο πεξηνρήο πνπ 

αληηζηνηρεί ζηνλ θφκβν k, ν νπνίνο νξίδεηαη σο  k kc ,d . Αλ νη πεξηνρέο απηέο 

δελ ζπκπίπηνπλ, ηφηε φιν ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ, πνπ είλαη απνζεθεπκέλν 
ζην ππνδέληξν κε ξίδα ηνλ θφκβν k, παξαιείπεηαη απφ ηελ αλαδήηεζε, νπφηε 
απνθεχγεηαη ε εμέηαζε ησλ ζπληεηαγκέλσλ φισλ απηψλ ησλ ζεκείσλ. 

Αληίζηνηρα, κηα ζπζηεκαηηθή δηαδηθαζία επηινγήο ησλ ζεκείσλ, πνπ 

πεξηθιείνληαη ζε έλα δεδνκέλν εχξνο αλαδήηεζεο  a,b , πξνθχπηεη απφ ηνλ 

αιγφξηζκν πξνζπέιαζεο. Ζ γεληθεπκέλε ιεηηνπξγία πξνζπέιαζεο ηεο ξίδαο 
παίξλεη ηελ έλλνηα ηνπ ειέγρνπ αλ ην ζεκείν, πνπ είλαη απνζεθεπκέλν ζε απηή, 
πξνζπίπηεη ζην εχξνο αλαδήηεζεο. Δπηπιένλ, ην αξηζηεξφ θαη δεμί ππνδέληξν 
πξνζπειάδνληαη κφλν αλ νη πεξηνρέο πνπ ζπζρεηίδνληαη κε ηηο αληίζηνηρεο ξίδεο 
ηνπο επηθαιχπηνληαη κε ην εχξνο αλαδήηεζεο. 

 

2.4.2 Γεσκεηξηθή ηνκή 

 

Πξνβιήκαηα γεσκεηξηθήο ηνκήο παξνπζηάδνληαη ζε πνιιέο εθαξκνγέο. 
Γηα παξάδεηγκα [8] νη εθαξκνγέο αθαίξεζεο θξπθψλ γξακκψλ, αιιά θαη ζηνλ 
αιγφξηζκν πξνειαχλνληνο κεηψπνπ πνπ παξνπζηάζηεθε, φπνπ πξέπεη λα 
αλαγλσξηζηνχλ ηα ηξίγσλα ελφο ζπλφινπ ηξηγσληθψλ ζηνηρείσλ, ηα νπνία 
ηέκλνληαη κε έλα δεδνκέλν επζχγξακκν ηκήκα. Γεληθά, ην πξφβιεκα ηεο 
γεσκεηξηθήο ηνκήο είλαη ν εληνπηζκφο ησλ γεσκεηξηθψλ νληνηήησλ ελφο 
ζπλφινπ πνπ ηέκλνληαη κε κηα δεδνκέλε νληφηεηα. ΢ηελ πεξίπησζε πνπ 
ειέγρνληαη φιεο νη πηζαλέο ηνκέο κία πξνο κία, ε ιχζε απηψλ ησλ 
πξνβιεκάησλ κπνξεί λα έρεη ηεξάζηην ππνινγηζηηθφ θφζηνο, ηδηαίηεξα ζηηο 
πεξηπηψζεηο πνπ αθνξνχλ ζε πεξίπινθεο γεσκεηξίεο, φπσο απζαίξεηεο 
θακπχιεο θαη επηθάλεηεο. Πνιινί απφ απηνχο ηνπο αλαιπηηθνχο ειέγρνπο ηνκήο 
κπνξνχλ λα αληηθαηαζηαζνχλ απφ απιέο ζπγθξίζεηο κεηαμχ ησλ νξηαθψλ 
ζπληεηαγκέλσλ νπνηνπδήπνηε δεχγνπο αληηθεηκέλσλ. Γηα παξάδεηγκα, έλα 
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ηξίγσλν κε x-ζπληεηαγκέλεο ζην δηάζηεκα (0,5 , 0,7) δελ κπνξεί λα ηέκλεηαη κε 
έλα επζχγξακκν ηκήκα κε x-ζπληεηαγκέλεο κεηαμχ 0,1 θαη 0,3. Γεληθά, ε ηνκή 
κεηαμχ δχν αληηθεηκέλσλ ζην Ν-δηάζηαην Δπθιείδεην ρψξν απαηηεί θάζε έλα 
απφ ηα Ν δεχγε απφ εχξε ζπληεηαγκέλσλ λα ππεξθαιχπηνληαη  

Έζησ ην πξφβιεκα ηνκήο κεηαμχ ηξηγσληθψλ ζηνηρείσλ θαη ελφο 

επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο ζηνλ 3R . Αλ  ,min ,max,k kx x  είλαη νη νξηαθέο 

ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζηνηρείνπ k θαη αλ  0,min 0,max,x x  είλαη ην θαηψηαην θαη 

αλψηαην φξην ηνπ επζπγξάκκνπ ηκήκαηνο (΢ρήκα 16), ηφηε έλα ζεκαληηθφ βήκα 
γηα ηε ιχζε ηνπ πξνβιήκαηνο γεσκεηξηθήο ηνκήο είλαη ε επηινγή ησλ 
ηξηγσληθψλ ζηνηρείσλ πνπ ηθαλνπνηνχλ ηελ αληζφηεηα (2.9)  

,min 0,max

,max 0,min

i i

k

i i

k





x x

x x
     γηα 1,2,...,i N    (2.9) 

 
 

 
΢ρήκα 16 Οξηζκφο ησλ νξίσλ ζπληεηαγκέλσλ ελφο ηξηγσληθνχ ζηνηρείνπ θαη ελφο επζπγξάκκνπ 

ηκήκαηνο [7]. 
 

 
Σν θφζηνο ηνπ ειέγρνπ ηεο αληζφηεηαο (2.9) γηα θάζε ζηνηρείν απμάλεηαη 

αλάινγα κε ην n, νπφηε γηα πνιπάξηζκα ζχλνια θαζίζηαηαη απαγνξεπηηθφ. 
Ωζηφζν, ε κείσζή ηνπ είλαη εθηθηή εηζάγνληαο ην πξφβιεκα ηεο γεσκεηξηθήο 
αλαδήηεζεο. Δθφζνλ ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ, πνπ ζα ηθαλνπνηνχλ ηελ 
αληζφηεηα (2.9), ζα είλαη ινγηθά πνιχ κηθξφηεξν απφ n, ην θφζηνο δηεξεχλεζεο 
πηζαλήο ηνκήο κφλν γηα ηα ζηνηρεία πνπ ζα εληνπηζηνχλ απφ ηε γεσκεηξηθή 
αλαδήηεζε γίλεηαη αλεθηφ.  

Γηα ηελ εξκελεία ηεο αληζφηεηαο (2.9) σο πξφβιεκα γεσκεηξηθήο 
αλαδήηεζεο, είλαη επλντθή ε ζεψξεζε φηη φια ηα ζηνηρεία εληνπίδνληαη ζην 
εζσηεξηθφ ηνπ κνλαδηαίνπ ππεξθχβνπ. Ζ ζεψξεζε απηή πξνθαλψο είλαη 
πξναηξεηηθή θαη εδψ γίλεηαη γηα ιφγνπο επθνιίαο, ελψ πξαθηηθά εθαξκφδεηαη 
εχθνια κέζσ θαηάιιειεο αδηαζηαηνπνίεζεο. Καηά ζπλέπεηα, ε αληζφηεηα (2.9) 
παίξλεη ηε κνξθή: 
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1 1

,min 0,max

,min 0,max

1 1

0,min ,max

0,min ,max

0

0

1

1

k

N N

k

k

N N

k

 

 

 

 

x x

x x

x x

x x

         (2.10) 

 

Έζησ έλα ζηνηρείν k ζηνλ NR  κε φξηα ζπληεηαγκέλσλ ,minkx  θαη ,maxkx . 

΢πλδπάδνληαο ηα δχν απηά ζχλνια ζπληεηαγκέλσλ, ην ζηνηρείν k ζηνλ NR  

κεηαζρεκαηίδεηαη ζε ζεκείν ζηνλ 2NR  κε ζπληεηαγκέλεο i

kx  γηα 1,2,...,2i N  

νξηζκέλεο σο: 
 

1 1

,min ,min ,max ,max,..., , ,...,
T

N N

k k k k kx x x x   x         (2.11) 

 
Υξεζηκνπνηψληαο απηή ηελ εξκελεία γηα θάζε ζηνηρείν k, ε αληζφηεηα (2.10) 
απινπνηείηαη ζηελ αθφινπζε: 
 

i i i

ka x b   γηα 1,2,...,2i N       (2.12) 

 
Όπνπ a  θαη b  εξκελεχνληαη σο ε ρακειφηεξε θαη πςειφηεξε θνξπθή ελφο 

ππεξ-νξζνγψληνπ ρψξνπ ζηνλ 2NR  κε ηε κνξθή: 
 

1

0,max 0,max

1

0,min 0,min

0,...,0, ,...,

,..., ,1,...,1

T
N

T
N

x x

x x

   

   

a

b

    (2.13) 

 

Καηά ζπλέπεηα, ην πξφβιεκα εληνπηζκνχ ησλ ζηνηρείσλ ζηνλ NR , πνπ 
ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε (2.9), είλαη αληίζηνηρν κε έλα πξφβιεκα γεσκεηξηθήο 

αλαδήηεζεο ζηνλ 2NR . Αθνχ ζπζηαζεί ην ζχλνιν ησλ ζεκείσλ, πνπ 
πεξηιακβάλνληαη ζε έλαλ ππνρψξν, ειέγρεηαη ε πηζαλή ηνκή θαζελφο απφ απηά 
κε ην ζηνηρείν-ζηφρν γηα ηελ εχξεζε ηεο ιχζεο ζην πξφβιεκα γεσκεηξηθήο 
ηνκήο.  
 

2.4.3 Η ρξήζε ηνπ ελαιιαζζόκελνπ ςεθηαθνύ δέληξνπ ζηε 
δεκηνπξγία πιέγκαηνο 

 

Οη αιγφξηζκνη δεκηνπξγίαο εμάεδξσλ, πξηζκάησλ θαη ηεηξάεδξσλ, πνπ 
πεξηγξάθηεθαλ ζηηο παξαπάλσ παξαγξάθνπο, απαηηνχλ ηελ ζπρλή ρξήζε 
ιεηηνπξγηψλ, φπσο ε αλαδήηεζε ζεκείσλ κέζα ζε πξνθαζνξηζκέλν ππνρψξν, 
ηνλ θαζνξηζκφ ηεο ζέζεο ζεκείσλ ζην ρψξν ζε ζρέζε κε άιια γεσκεηξηθά 
ζεκεία θαη ηνλ εληνπηζκφ ηνκψλ κεηαμχ γεσκεηξηθψλ ζηνηρείσλ [7]. Πξνθαλψο, 
γηα κεγάια πιέγκαηα πνιιψλ ζηνηρείσλ νη δηαδηθαζίεο απηέο κπνξεί λα γίλνπλ 
ηδηαίηεξα απαηηεηηθέο. 
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Ζ επηηπρεκέλε εθαξκνγή ησλ παξαπάλσ αιγνξίζκσλ, πνπ 
παξνπζηάδνληαη ζηε παξνχζα εξγαζία, ρξεζηκνπνηνχλ εθηελψο ηε δνκή 
δεδνκέλσλ ηνπ ελαιιαζζφκελνπ ςεθηαθνχ δέληξνπ. ΢ηελ πεξίπησζε ηεο 
δεκηνπξγίαο εμάεδξσλ ρξεζηκνπνηνχληαη δχν δνκέο ADT, κία γηα ηα ηξηγσληθά 
ζηνηρεία ηνπ επηθαλεηαθνχ πιέγκαηνο θαη κία γηα ηνπο θφκβνπο ηνπ. ΢ηελ 
πεξίπησζε ηεο δεκηνπξγίαο πξηζκάησλ, ρξεζηκνπνηνχληαη ηφζεο δνκέο ADT 
φζα είλαη θαη ηα ζηξψκαηα ησλ πξηζκάησλ, θαη πεξηέρνπλ ηα ίδηα ηα πξίζκαηα. 
΢ηελ πεξίπησζε ηεο δεκηνπξγίαο ηεηξαέδξσλ, ρξεζηκνπνηνχληαη ηξεηο δνκέο 
ADT, κία γηα ηα ηξηγσληθά ζηνηρεία ηνπ κεηψπνπ, κία γηα ηηο αθκέο ηνπ θαη κία 
γηα ηνπο ελεξγνχο θφκβνπο ηνπ. 

 Ζ ζπλδπαζκέλε ρξήζε ηνπο πξνζθέξεη κεγάιε επειημία, ψζηε νη 
δηαδηθαζίεο εηζαγσγήο θαη δηαγξαθήο ζηνηρείσλ, γεσκεηξηθήο αλαδήηεζεο θαη 
γεσκεηξηθήο ηνκήο λα παξνπζηάδνπλ βέιηηζηε ιεηηνπξγία απφ πιεπξάο 
ηαρχηεηαο θαη αμηνπηζηίαο. 

 

2.5 Αθξηβήο έιεγρνο γεσκεηξηθήο ηνκήο 

 

Με ηελ ρξήζε ηεο δνκή δεδνκέλσλ ηνπ ελαιιαζζφκελνπ ςεθηαθνχ 
δέληξνπ, κπνξνχκε γξήγνξα θαη αμηφπηζηα λα θαζνξίζνπκε ηελ ηνπνινγηθή 
ζπλδεζηκφηεηα κεηαμχ ελφο επζχγξακκνπ ηκήκαηνο θαη ελφο ηξηγψλνπ. Πιένλ 
πξέπεη ηα ππνςήθηα ζηνηρεία λα ειεγρζνχλ αθξηβψο γηα ην εάλ ηέκλνληαη 
κεηαμχ ηνπο. 

Γηα λα θαζνξίζνπκε ηε ζέζε ζην ρψξν ελφο ζεκείνπ  ζε ζρέζε κε αιιά 
ηξία κπνξνχκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ην πξφζεκν ηνπ φγθνπ ηνπ ηεηξάεδξνπ, 
πνπ ζρεκαηίδνπλ ηα ηέζζεξα ζεκεία. Γειαδή ην πξφζεκν ηεο παξαθάησ 
νξίδνπζαο [Aftosmis et al, 1999] 
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1

)det(
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210

210

ppp

sss

qqq
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Απηφ καο δίλεη έλαλ ηξφπν γηα λα θαζνξίζνπκε θαη ηελ ηνκή ελφο 

επζχγξακκνπ ηκήκαηνο κε έλα ηξίγσλν. Πξψηα θαζνξίδεηαη εάλ ην επζχγξακκν 
ηκήκα ηέκλεη ην επίπεδν, ζην νπνίν βξίζθεηαη ην ηξίγσλν. Απαηηείηαη ν 
ππνινγηζκφο ηνπ πξφζεκνπ ησλ δπν νξηδνπζψλ. Δάλ ηα πξφζεκα είλαη 
δηαθνξεηηθά ηφηε ν έιεγρνο είλαη ζεηηθφο θαη πξέπεη λα ειεγρζεί ε αθξηβήο ηνκή.  
Υξεηάδεηαη ν ππνινγηζκφο ηξηψλ νξηδνπζψλ θαη γηα λα ππάξρεη ηνκή  πξέπεη λα 
έρνπλ ην ίδην πξφζεκν. 

Έζησ ην ηξίγσλν Τ1 κε θνξπθέο (0,1,2) θαη ην επζχγξακκν ηκήκα T2 κε 
θνξπθέο (a,b).  Σν T2 ηέκλεη ην επίπεδν ηνπ ηξηγψλνπ εάλ ε νξίδνπζεο 
det(T0,1,2,a) θαη det(T0,1,2,b) έρνπλ δηαθνξεηηθφ πξφζεκν. Σν T2 ζα ηέκλεη ην 
ηξίγσλν T1 εάλ νη ηξεηο νξίδνπζεο det(Ta,1,2,b), det(Ta,0,1,b) θαη det(Ta,2,0,b) έρνπλ 
ην ίδην πξφζεκν. Σν παξάδεηγκα παξνπζηάδεηαη ζρεκαηηθά ζηα επφκελα 
ζρήκαηα. 
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΢ρήκα 17: Αλαπαξάζηαζε ηνπ ειέγρνπ ηνκήο ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ab κε ην επίπεδν ηνπ 

ηξηγψλνπ (0,1,2) κε ηελ ρξήζε ηνπ φγθνπ δχν ηεηξάεδξσλ [1]. 

  
 

 
΢ρήκα 18: Αλαπαξάζηαζε ηνπ ειέγρνπ ηνκήο ηνπ επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ab κε ην ηξηγψλνπ 

(0,1,2) κε ηελ ρξήζε ηνπ φγθνπ ηξηψλ ηεηξάεδξσλ [1]. 

 

2.6 Γηαρείξηζε πξνβιεκαηηθώλ δεδνκέλσλ 

 

Ζ ρξήζε νξηδνπζψλ γηα ην θαζνξηζκφ ηνκήο κεηαμχ ελφο επζχγξακκνπ 
ηκήκαηνο θαη ελφο ηξηγψλνπ κπνξεί λα νδεγήζεη ζε εζθαικέλα απνηειέζκαηα. 
Σν πην ραξαθηεξηζηηθφ παξάδεηγκα είλαη εάλ ηέζζεξα ζεκεία αλήθνπλ ζην ίδην 
επίπεδν ηφηε ε νξίδνπζα Τ ζα είλαη κεδέλ.  

Μηα κέζνδνο γηα ηελ απνηειεζκαηηθή δηαρείξηζε πξνβιεκαηηθψλ 
γεσκεηξηψλ είλαη  ε  “simulation of simplicity”, ε νπνία νπζηαζηηθά είλαη κηα 
κέζνδνο εηθνληθψλ κεηαηνπίζεσλ [9]. Αλ ζεσξεζεί φηη φια ηα ζεκεία pk 

δηαηαξάζζνληαη θαηά εk, κε ε αξθεηά κεγάιν έηζη ψζηε λα απνθεπρζνχλ φινη νη 
εθθπιηζκνί αιιά θαη αξθεηά κηθξφ έηζη ψζηε λα κελ δηαηαξάζζεη ην γεληθφ 
πιέγκα θαη ζε φινπο ηνπο ππνινγηζκνχο νξηδνπζψλ εθαξκφδεηαη ε ίδηα 
δηαηαξαρή, ηφηε απηφο ν αιγφξηζκνο κπνξεί λα επηιχεη ηέηνηα πξνβιήκαηα, 
ππνινγίδνληαο πιένλ ην πξφζεκν ηεο δηαηαξαγκέλεο νξίδνπζαο. 
 Ο αιγφξηζκνο εθαξκφδεηαη σο εμήο. Δάλ det(T)=0, ππνινγίδεηαη ε 
νξίδνπζα det(T+E)=0, νπνχ Ε είλαη ε δηαηαξαρή θαη κπνξεί λα νξηζηεί σο εμήο 
[Edelsbrunner et al, ]. 
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ην i δειψλεη ηνλ δείθηε ησλ ζεκείσλ θαη d είλαη ε ρσξηθή δηάζηαζε  (d=3 γηα 
ηξίγσλα ζηνλ R3). 

 „Όπσο έρνπκε αλαθέξεη, απηφ πνπ καο ελδηαθέξεη, γηα ηνλ θαζνξηζκφ 
ηεο ζέζεο ελφο ζεκείνπ ζε ζρέζε κε άιια ηξία, είλαη ην πξφζεκν ηηο νξίδνπζαο 
Τ.  Ο πξψηνο φξνο ηεο αλαπηπγκέλεο νξίδνπζαο det(T+E), πνπ έρεη κε 
κεδεληθφ παξάγνληα, καο δίλεη ην πξφζεκν ηεο νξίδνπζαο. Παξαθάησ δίλνληαη 
νη 15 φξνη, πνπ ζα ρξεηαζηνχλ γηα λα δψζνπλ ην πξφζεκν ηεο  νξίδνπζαο 
det(T+E) [Edelsbrunner et al, ]. 
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1.  Tdet  

2.   125.0

101010101010  qspqpsspsqqp  

3.   25.0

202020202020  sqpsqpspqspq  

4.   5.0

212121212121  qppqqsspsqps  

5.    101010101010 psrpsprssrpr  

6.   25.1

00  ps  

7.   5.1

11  ps  

8.   2

202020202020  prrssrpsrpsp  

9.   5.2

22  ps  

10.   4

212121212121  prsrpsrpsprs  

11.   8

101010101010  qrrprqqpprpq  

12.   25.8

00 qp  

13.   5.8

11  qp  

14.   10

00  pr  

15.   5.101   

 
Ο ηειεπηαίνο φξνο ζα είλαη πάληα κε κεδεληθφο θαη δελ ρξεηάδεηαη λα 

πξνρσξήζνπκε παξαθάησ ζε θακία πεξίπησζε. Δπίζεο παξαηεξνχκε φηη ν 
πξψηνο φξνο είλαη ε ίδηα ε νξίδνπζα det(T).  
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Κεθάιαην 3 

 

΢ε απηφ ην θεθάιαην ζα παξνπζηάζνπκε ηα δηάθνξα βήκαηα ηνπ 
αιγφξηζκνπ πνπ αλαπηχρζεθε. Ο αιγφξηζκνο κπνξεί λα δηαρσξηζηεί ζε 
ηέζζεξα ηκήκαηα. Σε δηαδηθαζία παξαγσγήο εμάεδξσλ, ηε δηαδηθαζία 
παξαγσγήο πξηζκάησλ, ηε δηαδηθαζία παξαγσγήο ηεηξάεδξσλ θαη ηε 
δηαδηθαζία έλσζεο απηψλ. Οη δηαδηθαζίεο πεξηγξάθνληαη ζηα παξαθάησ 
ππνθεθάιαηα. ΢ηελ ΢ρήκα 19 θαίλεηαη ην γεληθφ δηάγξακκα ξνήο ηνπ 
πξνγξάκκαηνο. 

 
 

 
 

΢ρήκα 19 : Γηάγξακκα ξνήο ηνπ ζπλνιηθνχ αιγνξίζκνπ. 

 

 

 

Δίζνδνο 
δεδνκέλσλ 

Έμνδνο ηνπ  
εμαεδξηθνχ πιέγκαηνο 

Έμνδνο ηνπ  
πξηζκαηηθνχ πιέγκαηνο 

Γηαδηθαζία δεκηνπξγίαο 
εμαεδξηθνχ πιέγκαηνο 

Γηαδηθαζία δεκηνπξγίαο 
πξηζκαηηθνχ πιέγκαηνο 

Γηαδηθαζία δεκηνπξγίαο 
ηεηξαεδξηθνχ πιέγκαηνο 

Έλαξμε δηαδηθαζίαο 
έλσζεο ησλ πιεγκάησλ  

Έμνδνο ησλ ππξακνεηδψλ 
 ζηνηρείσλ  

Έμνδνο ηνπ ηεηξαεδξηθνχ πιέγκαηνο 
θαη ηνπ πβξηδηθνχ πιέγκαηνο 
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3.1 Ο αιγόξηζκνο δεκηνπξγίαο εμάεδξσλ 

 

Ο αιγφξηζκφο δεκηνπξγίαο θαξηεζηαλνχ εμαεδξηθνχ πιέγκαηνο 
ρξεηάδεηαη ηελ ειάρηζηε παξέκβαζε απφ ηνλ ρξήζηε. Παξαθάησ παξνπζηάδεηαη 
ην δηάγξακκα ξνήο ηνπ αιγνξίζκνπ. 

 

  
 

΢ρήκα 20 : Γηάγξακκα ξνήο ηνπ αιγνξίζκνπ παξαγσγήο εμάεδξσλ. 

Δίζνδνο 
δεδνκέλσλ 

maxRr   

Σειηθή εμηζνξξφπεζε ηεο 
octree δνκήο.  

Γηαδηθαζία δηάζπαζεο ησλ 
εμάεδξσλ κε βάζε ηελ 

επηθαλεηαθή θακππιφηεηα 
ησλ γεσκεηξηψλ 

Δμηζνξξφπεζε ηεο octree 
δνκήο  

φρη 

Καζνξηζκφο ηνπ ππεξ θχβνπ 

Δμηζνξξφπεζε ηεο octree 
δνκήο  

Γηάζπαζε ηνπ επφκελνπ 
εμαέδξνπ ζηα 8 «παηδία» ηνπ 

Γηαδηθαζία ραξαθηεξηζκνχ ησλ 
λέσλ εμαέδξσλ 

Έρνπλ ειεγρζεί φια 
ηα παιαηά εμάεδξα ? 

λαη 

φρη 

'

maxRr   

λαη 

φρη 

Έμνδνο ηνπ  εμαεδξηθνχ 
πιέγκαηνο 

λαη 
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Δλλνηνινγηθά ζα πξέπεη λα μερσξίζνπκε ηνπο φξνπο ππνδηαίξεζε  ελφο 
εμάεδξνπ θαη θχθινο ππνδηαίξεζεο. Με ηνλ πξψην ελλννχκε φηη έλα εμάεδξν 
ππνδηαηξείηαη ζηα νθηψ παηδία ηνπ θαη γηα ην ηειηθφ εμαεδξηθφ πιέγκα δελ 
πθίζηαηαη πιένλ σο εμάεδξν (παξφιν πνπ δελ θαηαζηξέθεηαη). Με ηνλ δεχηεξν 
φξν ελλννχκε κηα ζηηγκή ηεο δηαδηθαζίαο δεκηνπξγίαο εμάεδξσλ ζηελ νπνίν 
φια ηα εμάεδξα, πνπ έρνπλ ραξαθηεξηζηεί πξνο ππνδηαίξεζε ζηελ 
πξνεγνχκελε ζηηγκή, ππνδηαηξνχληαη.  

Ο ρξήζηεο ζα πξέπεη λα δειψζεη ηνλ κέγηζην αξηζκφ θχθισλ  maxR   ηης 

βαζηθήο δηαδηθαζίαο δεκηνπξγίαο εμάεδξσλ θαη, αλ επηζπκεί επηπιένλ πχθλσζε 
ηνλ επηθαλεηαθψλ εμάεδξσλ κε βάζε ηελ θιίζε ηεο γεσκεηξίαο, ηνλ αξηζκφ 

'

maxR . 

 

3.1.1 Γεδνκέλα εηζόδνπ 

 

Σν κνλαδηθφ δεδνκέλν εηζφδνπ, πνπ απαηηείηαη απφ ηνλ αιγφξηζκν πνπ 
αλαπηχρζεθε, είλαη έλα επηθαλεηαθφ πιέγκα ηξηγσληθψλ ζηνηρείσλ, πνπ 
ζπληζηά ηελ νξηαθή επηθάλεηα ηνπ ππφ δηαθξηηνπνίεζε ρσξίνπ. Ο αιγφξηζκνο 
αληηκεησπίδεη είηε θπξηνχο, είηε κε θπξηνχο ρψξνπο. Δπίζεο δελ είλαη 
απαξαίηεηε  ε αξίζκεζε ησλ θφκβσλ θάζε ηξηγσληθνχ ζηνηρείνπ, ψζηε ην 
θάζεην δηάλπζκα ζε έλα ηξίγσλν λα έρεη θνξά πξνο ην εζσηεξηθφ ηνπ ρσξίνπ.   

΢ηελ Δηθφλα 5, πνπ αθνινπζεί, εηθνλίδεηαη έλα επηθαλεηαθφ πιέγκα 
ηξηγσληθψλ ζηνηρείσλ, πνπ νξίδεη ηνλ ππφ δηαθξηηνπνίεζε ρψξν. Απνηειείηαη 
απφ 1273 θφκβνπο θαη 2542 ηξηγσληθά ζηνηρεία. Σν επηθαλεηαθφ πιέγκα 
θαηαζθεπάζηεθε κε ην ινγηζκηθφ CATIA θαη δίλεηαη σο δεδνκέλν εηζφδνπ ζηνλ 
αιγφξηζκν κε ηε κνξθή ελφο αξρείνπ θεηκέλνπ. 

 

 
Δηθφλα  5 : Άπνςε ηνπ εζσηεξηθνχ επηθαλεηαθνχ πιέγκαηνο. 
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Όπσο έρνπκε αλαθέξεη, ν αιγφξηζκνο κπνξεί λα δηαρεηξηζηεί παξαπάλσ 
απφ κία νξηαθή γεσκεηξία. ΢ηελ Δηθφλα 6 απεηθνλίδεηαη ην παξαπάλσ 
εζσηεξηθφ πιέγκα θαη έλα πιέγκα, ην νπνίν νξίδεη εμσηεξηθά ηνλ ρψξν πξνο 
δηαθξηηνπνίεζε. Σα δχν πιέγκαηα ζα πξέπεη λα είλαη ελσκέλα ζε έλα αξρείν 
εηζφδνπ θαη ζα πξέπεη λα ππάξρεη θαηάιιεινο ραξαθηεξηζκφο σο εζσηεξηθνχ ε 
εμσηεξηθνχ ζπλφξνπ. 

 
 

 
Δηθφλα  6 : Άπνςε ηνπ εζσηεξηθνχ επηθαλεηαθνχ πιέγκαηνο κέζα ζην εμσηεξηθφ πιέγκα. 

 

3.1.2  Καζνξηζκόο ηνπ ππεξθύβνπ 

  

 Γηα λα μεθηλήζεη ε δηαδηθαζία παξαγσγήο λέσλ εμάεδξσλ πξέπεη λα 
νξηζηεί έλαο ππεξθχβνο, ν νπνίνο πεξηθιείεη ηνλ πξνο δηαθξηηνπνίεζε ρψξν. Ο 
ππεξθχβνο νξίδεηαη σο ην πξψην εμάεδξν θαη ζα ππνδηαηξεζεί γηα λα μεθηλήζεη 
ε δηαδηθαζία. Ζ ζέζε πνπ ζα έρεη ν πξαγκαηηθφο ρψξνο δηαθξηηνπνίεζεο ζε 
ζρέζε κε ηνλ ρψξν πνπ νξίδεη ν ππέξ θχβνο επεξεάδεη ηνλ αξηζκφ ησλ 
εμάεδξσλ ζε θάζε ζηάδην ηεο δηαδηθαζίαο. ΢ε απηφ ην ζεκείν ν αιγφξηζκνο 
αξρηθνπνηεί  ηεο δνκέο δεδνκέλσλ πνπ ρξεζηκνπνηεί (octree θαη ADT) .  
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3.1.3  Η ππνδηαίξεζε ηνπ εμάεδξνπ 

  

 Ζ δηαδηθαζία ππνδηαίξεζεο ελφο εμάεδξνπ κπνξεί λα θαίλεηαη απιή 
δηαδηθαζία, αιιά δελ είλαη θαζψο πξέπεη λα θξαηείηαη ε ζσζηή αξίζκεζε ησλ 
θνξπθψλ ησλ εμάεδξσλ θαζψο θαη νη ηνπνινγηθέο πιεξνθνξίεο ηνπ θάζε 
εμάεδξνπ.  ΢ε θάζε ππνδηαίξεζε πάληα δεκηνπξγνχληαη νθηψ λέα εμάεδξα θαη 
ην πνιχ 19 λένη θφκβνη. ΢ηελ Δηθφλα 7 παξνπζηάδεηαη ε ππνδηαίξεζε ηνπ 
ππεξθχβνπ ζηα νθηψ παηδηά ηνπ. 
 

 
Δηθφλα 7 : Άπνςε ηνπ ππεξθχβνπ κεηά ηελ ππνδηαίξεζε ηνπ. 

 
 
 Όπσο θαίλεηαη θαη ζηελ Δηθφλα 7, πξψηα δεκηνπξγνχληαη νη λένη θφκβνη 
ζηνλ κέζν ηεο θάζε αθκήο ηνπ αξρηθνχ εμάεδξνπ.  ΢ηε ζπλέρεηα ζηα κέζα ησλ 
αθκψλ, πνπ νξίδνπλ νη λένη θφκβνη, ζα δεκηνπξγεζνχλ νη ππφινηπνη πνπ 
βξίζθνληαη ζην θέληξν ηεο θάζε έδξαο ηνπ εμάεδξνπ. Ξέξνληαο ηνπο λένπ 
θφκβνπο κπνξνχκε λα νξίζνπκε ηνπ λέα εμάεδξα.  

΢ηελ Δηθφλα 8 θαίλνληαη ηα εμάεδξα ηεο Δηθφλαο 7 πξηλ ηειεηψζεη ν 
επφκελνο θχθιν ππνδηαίξεζεο. Σν κπιε εμάεδξν ππνδηαηξείηαη πξψηα απφ ην 
γαιάδην. Οπφηε νη θφκβνη a,b έρνπλ ππνινγηζηεί φηαλ μεθηλάεη ε ππνδηαίξεζε 
ηνπ γαιάδηνπ εμάεδξνπ. Ο αιγφξηζκνο, ρξεζηκνπνηψληαο ηηο ζπκπιεξσκαηηθέο 
ηνπνινγηθέο δνκέο δεδνκέλσλ, κπνξεί λα ειέγμεη γξήγνξα ηελ χπαξμε ησλ 
θφκβσλ θαη λα ηνπο ρξεζηκνπνηήζεη ζηα λέα εμάεδξα. 
 Ο έιεγρνο απηφο δείρλεη ηελ αδπλακία ηεο octree δνκήο εάλ 
ρξεζηκνπνηεζεί κφλε ηεο, θαζψο ε αλαδήηεζε ησλ πηζαλψλ θνηλψλ θφκβσλ ζα 
ρξεηαδφηαλ πνιχ ρξφλν ηδίσο ζε πεξηπηψζεηο παξφκνηεο ηνπ ΢ρήκαηνο 2 ζην 
ππνθεθάιαην 2.1.2 .  
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Δηθφλα  8 : Άπνςε δπν εμάεδξσλ πνπ ηα παηδηά ηνπο κνηξάδνληαη θφκβνπο. 

 
 

 ΢ε απηφ ην ζεκείν ηνπ αιγνξίζκνπ ελεκεξψλνληαη νη δνκέο octree, πνπ 
παξέρνπλ ηελ γελεαινγηθή πιεξνθνξία, θαζψο θαη νη δνκέο πνπ πεξηέρνπλ ηελ 
ηνπνινγηθή πιεξνθνξία ηνπ θάζε εμάεδξνπ.  

   

3.1.4  Γηαδηθαζία ραξαθηεξηζκνύ ησλ λέσλ εμάεδξσλ 

 

 Γηα ηα λέα εμάεδξα, πνπ δεκηνπξγήζεθαλ απφ ηελ δηαδηθαζία 
ππνδηαίξεζεο,  πξέπεη λα απνθαζηζηεί αλ ζηνλ επφκελν θχθιν ππνδηαίξεζεο 
ζα ππνδηαηξεζνχλ θαη απηά. Τπάξρνπλ ηξεηο ιφγνη γηα λα ζπκβεί απηφ. Ο 
πξψηνο είλαη γηα λα δηαηεξεζεί ε ηζνξξνπία ηνπ δέλδξνπ octree θαη θαηά 
ζπλέπεηα ε νκαιή δηαθνξνπνίεζε ηνπ κεγέζνπο ησλ εμάεδξσλ ζην ρσξίν. 
Απηφο ν ιφγνο ζα αλαιπζεί ζηε ζπλέρεηα. Οη άιινη δχν ιφγνη έρνπλ λα θάλνπλ 
κε ηελ ζέζε ηνπ εμάεδξνπ ζην ρψξν. Γειαδή είηε εάλ ηέκλεη ηελ γεσκεηξία πνπ 
νξίδεη ηνλ ρψξν δηαθξηηνπνίεζεο, είηε εάλ βξίζθεηαη θνληά ζε κία πεγή 
πχθλσζεο 
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Παξαθάησ ζα πεξηγξαθηνχλ νη έιεγρνη ζέζεο, πνπ ρξεζηκνπνηεί ν 
αιγφξηζκνο.  Ζ αλαδήηεζε ππνςεθίσλ γηα γεσκεηξηθή ηνκή γίλεηαη κε ηελ 
ρξήζε ηνπ αιγνξίζκνπ  «γεσκεηξηθήο ηνκήο» ηνπ ππνθεθαιαίνπ 2.4.2 θαη ν 
αθξηβήο έιεγρνο ηεο γεσκεηξηθήο ηνκήο γίλεηαη κε ηελ κέζνδν πνπ 
πεξηγξάθεηαη ζην ππνθεθάιαην 2.5. 

 
Έιεγρνο ζέζεο θφκβνπ 
 
 Γηα θάζε λέν θφκβν απφ ηελ δηαδηθαζία ππνδηαίξεζεο ρξεζηκνπνηείηαη ε 
κέζνδνο ray casting πνπ πεξηγξάθηεθε ζην ππνθεθάιαην 2.1.4 γηα ηνλ 
θαζνξηζκφ ηεο ζέζεο ησλ θφκβσλ ζε ζρέζε κε θάζε γεσκεηξία ηνπ ρψξνπ. Ο 
αιγφξηζκνο βξίζθεη ηε ζέζε ηνπ θφκβνπ ζε ζρέζε κε ηελ θάζε γεσκεηξία θαη 
αλάινγα κε ηε ζέζε ηεο γεσκεηξίαο ζηνλ ρψξν δηαθξηηνπνίεζεο βξίζθεη θαη ηελ 
ζέζε ηνπ θφκβνπ. ΢ηελ Δηθφλα 9 εηθνλίδεηαη κεηά ηνλ ηξίην θχθιν ππνδηαίξεζεο 
ην δηαθξηηνπνηεκέλν ρσξίν. Όπσο θαίλεηαη θαη ζηελ εηθφλα, ν θφκβνο Α 
βξίζθεηαη εζσηεξηθά ηνπ ρσξίνπ δηαθξηηνπνίεζεο, θαζψο βξίζθεηαη εζσηεξηθά 
ηνπ εμσηεξηθνχ ζπλφξνπ θαη εμσηεξηθά ηνπ εζσηεξηθνχ ζπλφξνπ, ελψ ν θφκβνο 
Β εμσηεξηθά ηνπ ρσξίνπ γηαηί βξίζθεηαη εζσηεξηθά ηνπ εζσηεξηθνχ ζπλφξνπ. Με 
απηφ ηνλ ζπλδπαζκφ θαηαζηάζεσλ ν αιγφξηζκνο κπνξεί λα θαηαιάβεη ηελ ζέζε 
ησλ θφκβσλ γηα νπνηνλδήπνηε αξηζκφ γεσκεηξηψλ, πνπ νξίδνπλ ηνλ ρψξν 
δηαθξηηνπνίεζεο. 
 

 
Δηθφλα 9 : Ζ ζέζε ησλ θφκβσλ Α θαη Β ζε ζρέζε κε ηα ζχλνξα. 

 
 
Ξέξνληαο ηελ ζέζε ησλ θφκβσλ κπνξνχκε λα βξνχκε ηε ζέζε ηνπ 

εμάεδξνπ ζην νπνίν αλήθνπλ. Δίλαη εκθαλέο φηη ηα εμάεδξα ηεο Δηθφλαο 9 ζηα 
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νπνία αλήθνπλ νη θφκβνη Α θαη Β ηέκλνπλ ην εζσηεξηθφ ζχλνξν. Δπίζεο ηα 
εμάεδξα πνπ έρνπλ κφλν ηνλ θφκβν Α δελ ηέκλνπλ ην εζσηεξηθφ ζχλνξν αιιά 
ην εμσηεξηθφ.  

΢ηηο πεξηζζφηεξεο πεξηπηψζεηο κπνξνχκε λα θαζνξίζνπκε ηελ ζέζε ηνπ 
εμάεδξνπ κε ηνλ έιεγρν ησλ θφκβσλ ηνπ. Όκσο ππάξρνπλ δχν πεξηπηψζεηο 
ζηηο νπνίεο απηή ε ζέζε ησλ θφκβσλ είλαη εθηφο ηηο γεσκεηξίαο αιιά ην 
εμάεδξν ηελ ηέκλεη. Οη πεξηπηψζεηο θαη νη έιεγρνη πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη 
παξνπζηάδνληαη παξαθάησ. 

 
Έιεγρνο αθκήο  
 
 ΢ηελ Δηθφλα 610 απεηθνλίδεηαη κηα πεξίπησζε ζηελ νπνία ην εμάεδξν 
πνπ ηέκλεη ηελ γεσκεηξία δελ ζα έρεη θαηαρσξεζεί κε βάζε ηνλ έιεγρν ζέζεο 
θφκβσλ σο ηεκλφκελν. Ο αιγφξηζκφο γηα λα είλαη απνηειεζκαηηθφο πξέπεη λα 
αλαγλσξίδεη θαη αληίζηνηρεο πεξηπηψζεηο.  

΢πγθεθξηκέλα, ηα εμάεδξα, πνπ δελ θαηαρσξήζεθαλ σο ηεκλφκελα απφ 
ηνλ έιεγρν ζέζεο, ειέγρνληαη αλ είλαη θνληά ζην επηθαλεηαθφ πιέγκα. Απηφ 
γίλεηαη ειέγρνληαο αλ ν παηέξαο ηνπο είρε θαηαρσξεζεί φηη ηέκλεη ην πιέγκα. 
Αλ λαη, ηφηε ειέγρνληαη νη αθκέο ηνπ εμάεδξνπ γηα ηνκή κε ην επηθαλεηαθφ 
πιέγκα. 

 
 

 
Δηθφλα 10 :  Σνκή εμάεδξνπ κε ην επηθαλεηαθφ πιέγκα. Έιεγρνο κε αθκέο.  
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Έιεγρνο ζέζεο επηθαλεηαθνχ θφκβνπ 
  
 ΢ηελ Δηθφλα 11 βιέπνπκε κία πεξίπησζε ζηελ νπνία ην εμάεδξν ηέκλεη 
ηελ γεσκεηξία αιιά φινη νη θφκβνη ηνπ βξίζθνληαη απφ ηελ ίδηα πιεπξά ηεο 
γεσκεηξία. Σν απνηέιεζκα είλαη φηη κε βάζε ηνλ έιεγρν ζέζεο ησλ θφκβσλ 
ηνπο ην εμάεδξν δελ ζα έπξεπε λα ηέκλεη ηελ γεσκεηξία. Δπίζεο θακία απφ ηηο 
αθκέο ηνπ εμάεδξνπ δελ ηέκλεη ην επηθαλεηαθφ πιέγκα. 
 Ο αιγφξηζκφο μεπεξλάεη ην ζπγθεθξηκέλν πξφβιεκα ειέγρνληαο ηα 
εμάεδξα, πνπ κε βάζε ηνλ έιεγρν ζέζεο ησλ θφκβσλ ηνπο  θαη ηνλ έιεγρφ κε 
αθκέο έρνπλ θαηαρσξεζεί σο κε ηεκλφκελα θαη μέξεη φηη βξίζθνληαη θνληά ζηελ 
γεσκεηξία. ΢ε απηά, πνπ θαηαρσξνχληαη γηα έιεγρν, ζα ειεγρζεί αλ θάπνηνο 
επηθαλεηαθφο θφκβνο βξίζθεηαη κέζα ζην εμάεδξν. Γελ ρξεζηκνπνηείηαη ε 
κέζνδνο ηεο παξαγξάθνπ 2.5 αιιά ειέγρνληαη νη ζπληεηαγκέλεο ησλ 
ππνςήθησλ θφκβσλ ζε ζρέζε κε ηνπο θφκβνπο ησλ εμάεδξσλ. 
 
 

 
Δηθφλα 11 :  Δπηθαλεηαθφο θφκβνο κέζα ζην εμάεδξν. 

 
 

 ΢ηελ  Δηθφλα  9 φια ηα εμάεδξα, πνπ βξίζθνληαη κέζα ζην ρσξίν, 
ηέκλνληαη κε ηα επηθαλεηαθά πιέγκαηα θαη γηα ην ιφγν απηφ ζηνλ επφκελν 
θχθιν ππνδηαηξέζεσλ ζα ππνδηαηξεζνχλ. ΢ηελ Δηθφλα 12 απεηθνλίδεηαη ην 
απνηέιεζκα απηφ ηνπ θχθινπ. Φαίλεηαη κφλν ν ρψξνο πνπ νη θφκβνη έρνπλ ηελ 
y δηάζηαζε κηθξφηεξε απφ 620. 
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Δηθφλα 12: Άπνςε ησλ εμάεδξσλ κεηά ηελ ηέηαξηε ππνδηαίξεζε. 

 

 

Όπσο θαίλεηαη θαη ζηελ Δηθφλα  12, ππάξρνπλ αξθεηά εμάεδξα πνπ δελ 
ηέκλνπλ θακία γεσκεηξία θαη ζα έρνπλ θαηαρσξεζεί κέζα ζην ρψξν 
δηαθξηηνπνίεζεο. ΢ε απηά ηα εμάεδξα πξέπεη λα επηβιεζεί αθφκα έλαο έιεγρνο 
γηα λα απνθαζηζηεί αλ ζα ππνδηαηξεζνχλ ηειηθά. 
 

Μέηξεζε ππθλφηεηαο ηνπ εμάεδξνπ 
 

Με ηελ ρξήζε  ησλ πεγψλ πχθλσζεο κπνξνχκε λα ππθλψζνπκε 
(ππνδηαηξψληαο ηα εμάεδξα) ην πιέγκα ζε ρψξνπο πνπ επηζπκνχκε καθξηά 
απφ ηηο γεσκεηξίεο πνπ νξίδνπλ ην ρσξίν. Ο ρξήζηεο πξέπεη λα νξίζεη ηηο 
ζπληεηαγκέλεο ηεο πεγήο θαζψο θαη ηελ έληαζε ηεο.  

Γηα θάζε λέν θφκβν ππνινγίδεηαη ε επίδξαζε ηεο πεγήο πάλσ ηνπ. 
΢πγθεθξηκέλα ε έληαζε ηνπ θφκβνπ είλαη ε έληαζε ηεο πεγήο  δηαηξεκέλε κε ηελ 
πεξηθέξεηα ηεο ζθαίξαο κε θέληξν ηελ πεγή θαη αθηίλα ηελ απφζηαζε ηνπ 
θφκβνπ απφ ηελ πεγή. Έηζη ζηνπο θφκβνπο, πνπ είλαη καθξχηεξα απφ απηήλ,  ε 
πεγή έρεη κηθξφηεξε επίδξαζε. Δάλ ππάξρνπλ πεξηζζφηεξεο πεγέο ε έληαζε 
ηνπ θφκβνπ είλαη ην άζξνηζκα φισλ ησλ επηδξάζεσλ ζε απηφλ. 

Αλ ε ζέζε ηνπ εμάεδξνπ δελ δείρλεη γηα ηνλ αλ πξέπεη λα ππνδηαηξεζεί ή 
φρη ηφηε πξέπεη λα απνθαζηζηεί ε επίδξαζε ηεο πεγήο έληαζεο ζε απηφ. Ζ 
έληαζή ηνπ εμάεδξνπ είλαη ε κέζε ηηκή ησλ εληάζεσλ ησλ θφκβσλ ηνπ.  ΢ηελ 
ζπλέρεηα ζπγθξίλεηαη ν φγθνο ηνπ κε ηελ έληαζή ηνπ θαη αλ ν φγθνο είλαη 
κεγαιχηεξνο ηφηε ην εμάεδξν πξέπεη λα ππνδηαηξεζεί.  

΢ηελ Δηθφλα  13  εηθνλίδεηαη ν δηαθξηηνπνηεκέλνο ρψξνο ηεο Δηθφλαο  9 
κεηά ηνλ έθην θχθιν ππνδηαηξέζεσλ. Γειψλνληαο κία πεγή κε ζπληεηαγκέλεο  
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x=500, y=300 θαη  z=600 (ζηελ Δηθφλα 5 θαίλνληαη νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ 
εζσηεξηθνχ ζπλφξνπ) έρνπκε ην απνηέιεζκα ηηο Δηθφλαο 14. Δίλαη θαλεξή ε 
πχθλσζε πνπ πξνθαιεί ε πεγή. ΢πγθεθξηκέλα, ζην παξάδεηγκα ηεο Δηθφλαο 13 
έρνπλ δεκηνπξγεζεί 17737 εμάεδξα ελψ ζηελ εηθφλα 14 κε ηελ ρξήζε ηεο 
πεγήο έρνπλ δεκηνπξγεζεί 71177 εμάεδξα. 

 
 

 
Δηθφλα 13 : Άπνςε ηεο έθηεο ππνδηαίξεζεο ρσξίο παξνπζία πεγήο πχθλσζεο. 
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Δηθφλα 14 : Άπνςε ηεο έθηεο ππνδηαίξεζεο κε ρξήζε πεγήο πχθλσζεο. 

 

3.1.5  Δμηζνξξόπεζε ηεο δνκήο octree 

 

 Πξηλ μεθηλήζνπλ ε δηαδηθαζίεο ζε θάζε θχθιν ππνδηαίξεζεο ην πιέγκα 
εμεηάδεηαη αλ είλαη ηζνξξνπεκέλν. Με ηνλ φξν ηζνξξνπεκέλν ελλννχκε ηα 
δηπιαλά εμάεδξα λα κελ δηαθέξνπλ ζην κέγεζνο πάλσ απφ έλα ζηάδην 
ππνδηαίξεζεο. Αλ δελ ηζρχεη απηή ε πξνυπφζεζε ηφηε παξαηεξείηαη έλα κε 
νκαιφ πιέγκα. Ο αιγφξηζκνο εμηζνξξφπεζεο εμεηάδεη αλ ππάξρνπλ ηέηνηεο 
δηαθνξέο, αλ λαη ηφηε πξνρσξά ζε ραξαθηεξηζκφ ησλ εμάεδξσλ (πνπ ζα 
ηζνξξνπήζνπλ ην πιέγκα) ζε ππνςήθηα πξνο ππνδηαίξεζε. 

΢ηελ Δηθφλα 15 εηθνλίδεηαη ε φγδνε ππνδηαίξεζε ηνπ ρψξνπ ηεο εηθφλαο 
6, έρνληαο απελεξγνπνηήζεη ηηο δηαδηθαζίεο εμηζνξξφπεζεο ηνπο πιέγκαηνο. 
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Δηθφλα 15 : Άπνςε ηεο φγδνεο ππνδηαίξεζεο ρσξίο εμηζνξξφπεζε ηνπ πιέγκαηνο. 

 

 

Δίλαη θαλεξφ φηη ην πιέγκα παξνπζηάδεη έληνλεο δηαθνξνπνηήζεηο ηνπ 
κεγέζνπο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ. Απηφ είλαη θαθφ γηα ηελ πνηφηεηα ηεο ιχζεο ελφο 
αιγνξίζκνπ επίιπζεο ξνήο, πνπ ζα ρξεζηκνπνηνχζε απηφ ην πιέγκα. Ο 
αθφινπζνο ςεπδνθψδηθαο κπνξεί λα αλαγλσξίδεη θαηαζηάζεηο, ζηηο νπνίεο ην 
πιέγκα δελ ζα είλαη ηζνξξνπεκέλν.  

 
1. Γηα θάζε εμάεδξν (1n) 

2. Αλ πξφθεηηαη λα ππνδηαηξεζεί 

3. Βξεο πνίν παηδί είλαη θαη έιεγμε ηνπο αλάινγνπο γείηνλεο 

4. Αλ ππάξρνπλ θαη δελ έρνπλ ππνδηαηξεζεί ηφηε θαηαρψξεζέ ηνπο  

γηα ππνδηαίξεζε ζε απηφλ ηνλ θχθιν 

 

Με ηελ εθαξκνγή ηνπ παξαπάλσ αιγνξίζκνπ ην πιέγκα κπνξεί λα 
ηζνξξνπεζεί. ΢ηελ Δηθφλα 16 απεηθνλίδεηε ε φγδνε ππνδηαίξεζε ηνπ ρψξνπ ηεο 
Δηθφλαο 6, έρνληαο ελεξγνπνηήζεη ηηο δηαδηθαζίεο εμηζνξξφπεζεο ηνπο 
πιέγκαηνο, φπνπ δηαθξίλνληαη εκθαλψο νη δηαθνξέο κε ηελ Δηθφλα 15, ρσξίο 
εμηζνξξφπεζε. 
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Δηθφλα 16 : Άπνςε ηεο φγδνεο ππνδηαίξεζεο κε εμηζνξξφπεζε ηνπ πιέγκαηνο. 

 

3.1.6 Υπνδηαίξεζε ησλ εμάεδξσλ κε βάζε ηελ επηθαλεηαθή 
θακππιόηεηα 

 

Έσο ηψξα είδακε φηη αλ έλα εμάεδξν ηέκλεη ηελ γεσκεηξία ηφηε 

θαηαηάζζεηαη γηα ππνδηαίξεζε. Ό ρξήζηεο δειψλνληαο ηελ κεηαβιεηή maxR  

κπνξεί λα θαζνξίζεη πφζεο θνξέο ζα πξαγκαηνπνηεζνχλ ηέηνηεο ππνδηαηξέζεηο. 
Δίλαη ρξήζηκν λα κπνξνχκε λα πξνθαιέζνπκε πεξαηηέξσ ππνδηαηξέζεηο ζε 
πεξηνρέο ηεο γεσκεηξίαο κε έληνλε θακππιφηεηα. Απηφ γίλεηαη κε ηνλ 
ππνινγηζκφ ησλ γσληψλ ζ θαη θ.  

Ο αιγφξηζκνο φηαλ ζα ηειεηψζεη ν θχθινο ησλ ππνδηαηξέζεσλ  maxR , αλ 

ηνπ έρεη δεηεζεί λα πξαγκαηνπνηήζεη κεξηθνχο θχθινπο ππνδηαηξέζεσλ 
ρξεζηκνπνηψληαο ηελ θακππιφηεηα ηεο γεσκεηξίαο, ππνινγίδεη κηα ιίζηα κε ηα 
ηξίγσλα πνπ ηέκλεη θάζε εμάεδξν. 

Γηα ηνλ ππνινγηζκφ ηεο ιίζηα ρξεζηκνπνηνχληαη ν έιεγρνο ηνκήο αθκψλ 
ηνπ εμάεδξνπ κε ηξίγσλν θαη ν έιεγρνο ζεκείνπ ηξηγψλνπ κέζα ζε εμάεδξν. 
Δπίζεο ειέγρνληαη θαη νη ηνκέο ησλ αθκψλ ηνπ ηξηγψλνπ κε ηηο έδξεο ηνπ 
εμάεδξνπ. Απηή ε δηαδηθαζία καο δίλεη γηα θάζε εμάεδξν ηε ιίζηα κε ηα ηξίγσλα 
πνπ ηέκλεη.  
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΢ηελ ζπλέρεηα ππνινγίδνληαη γηα απηά  ηα εμάεδξα νη γσλίεο ζ θαη θ κε 
βάζε ηελ δηαδηθαζία ηνπ ππνθεθαιαίνπ 2.1.7 . Αλ έλα εμάεδξν ηέκλεη κφλν έλα 
ηξίγσλν ε γσλία ζ δελ ππνινγίδεηαη. Σα εμάεδξα πνπ ζα ππεξβνχλ ηελ γσλία 
πνπ έρνπκε ζέζεη σο θαηψθιη θαηαηάζζνληαη γηα ππνδηαίξεζε. 

Σα παηδηά ηνπο ζα ειεγρζνχλ γηα ηελ ζέζε ηνπο ζε ζρέζε κε ηηο 
γεσκεηξίεο πνπ απνηεινχλ ην ρσξίν. Απηά πνπ ηέκλνπλ ηελ επηθάλεηα ζα 
ειεγρζνχλ γηα ην πνηά ηξίγσλα ηέκλνπλ κε βάζε ηελ ιίζηα ηνπ παηέξα ηνπο. Ζ 
δηαηήξεζε απηήο ηεο ιίζηαο είλαη απαξαίηεηε, θαζψο νη έιεγρνη απηνχ ηνπ 
ηχπνπ είλαη ρξνλνβφξνη ζε ζρέζε κε ηνπο ειέγρνπο ζέζεο. Με ηελ δηθηά ηνπ 
ιίζηα ηξηγψλσλ ππνινγίδνληαη νη γσλίεο πνπ αληηζηνηρνχλ ζην εμάεδξν. 

Ο έιεγρνο εμηζνξξφπεζεο ησλ εμάεδξσλ είλαη ίδηνο κε απηφλ πνπ 
ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ θαλνληθή δηαδηθαζία. Ζ παξαπάλσ δηαδηθαζία δεκηνπξγεί 
πιέγκαηα παξφκνηνπ κεγέζνπο, ζε ζρέζε κε ηα πιέγκαηα πνπ ζα 
ππνδηαηξεζνχλ κφλν κε ηελ θαλνληθή δηαδηθαζία, αιιά ην άζξνηζκα ησλ θχθισλ 
ππνδηαηξέζεσλ είλαη ην ίδην. Σν πξφβιεκα είλαη φηη εμαξηάηαη απφ ηελ πνηφηεηα 
ηνπ επηθαλεηαθνχ πιέγκαηνο, κε απνηέιεζκα φπσο θαίλεηαη θαη ζηελ Δηθφλα 
17, εμάεδξα πνπ ζα αλακέλακε λα έρνπλ ππνδηαηξεζεί λα κελ ππνδηαηξνχληαη. 

 
 

 
          Δηθφλα 17 : Άπνςε πιέγκαηνο κεηά ην πέξαο ηεο δηαδηθαζίαο. 

 
 

 ΢ηελ Δηθφλα 17 απεηθνλίδεηαη ην δηαθξηηνπνηεκέλν ρσξίν κεηά ηελ έλαηε 
ζπλνιηθή ππνδηαίξεζε. ΢ην ρσξίν έρνπλ ππνβιεζεί 6 θχθινη θαλνληθψλ 
ππνδηαηξέζεσλ θαη ηξεηο κε βάζε ηελ θακππιφηεηα. ΢ηελ εηθφλα 18β θαίλεηαη 
κία θέηα ηνπ πιέγκαηνο γηα x=650. Όκσο ζηελ Δηθφλα 18α θαίλεηαη ν 
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πεξηνξηζκφο ηεο ζπγθεθξηκέλεο κεζφδνπ, θαζψο ηα επηθαλεηαθά εμάεδξα πνπ 
δελ έρνπλ ππνδηαηξεζεί ζα έπξεπε θαλνληθά λα ππνδηαηξεζνχλ. Όκσο νη γσλίεο 
πνπ ππνινγίδνληαη δελ ην επηβάινπλ απηφ. 
 

 

 
Δηθφλα 18α : Άπνςε πιέγκαηνο  z slice.            Δηθφλα 18β : Άπνςε πιέγκαηνο x slice. 

 

 

Μηα θαλνληθή ππνδηαίξεζε ελλέα θχθισλ ζα δεκηνπξγνχζε ην πιέγκα 
πνπ απεηθνλίδεηαη ζηηο παξαθάησ Δηθφλεο 19, 20 θαη 21. ΢ηελ Δηθφλα 19 
θαίλεηαη ε ηνκή ηνπ πιέγκαηνο γηα y=620, ζηελ Δηθφλα 20 θαίλεηαη κία θέηα 
απφ ην πιέγκα γηα z=626 θαη ζηελ Δηθφλα 21 απεηθνλίδεηαη άπνςε ηνπ 
εμαεδξηθνχ πιέγκαηνο πάλσ ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζηεξενχ. 

 
 

 
Δηθφλα 19 : Άπνςε πιέγκαηνο φπνπ δηαθξίλεηαη ε πχθλσζε ησλ ζηνηρείσλ γχξσ απφ ηε 

γεσκεηξία. 



 65 

 
Δηθφλα  20 : Άπνςε πιέγκαηνο  ζε ηνκή y=620. 

 

 

 

 
Δηθφλα 21 : Άπνςε ηνπ εμαεδξηθνχ πιέγκαηνο ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζηεξενχ. 
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3.2 Ο αιγόξηζκνο δεκηνπξγίαο πξηζκάησλ 

 

΢ηελ ζπλέρεηα ζα παξνπζηάζνπκε ηνλ αιγφξηζκν πνπ δεκηνπξγεί ην 
πιέγκα απφ πξηζκαηηθά ζηνηρεία. ΢ην ΢ρήκα 17 παξνπζηάδεηαη ην δηάγξακκα 
ξνήο ηνπ αιγφξηζκνπ. 

 

΢ρήκα 17: Γηάγξακκα ξνήο ηνπ αιγνξίζκνπ παξαγσγήο πξηζκαηηθψλ ζηνηρείσλ. 
  

Έμνδνο ηνπ  πξηζκαηηθνχ 
πιέγκαηνο 

Δίζνδνο 
δεδνκέλσλ 

Αξρηθνπνίεζε Γνκψλ 
Γεδνκέλσλ 

Τπνινγηζκφο αξρηθνχ 
δηαλχζκαηνο θαηεχζπλζεο 

Οκαινπνίεζε ηνπ 
δηαλχζκαηνο 

Καζνξηζκφο ηεο θακππιφηεηαο 
ηεο πεξηνρήο πνπ αλήθεη ν 

θφκβνο 

Τπνινγηζκφο αξρηθνχ βήκαηνο 
κεηαηφπνηεζεο 

Οκαινπνίεζε απηνχ 

Έρνπλ ρξεζηκνπνηεζεί 
φινη νη θφκβνη απηνχ ηνπ 

ζηξψκαηνο? 

Έρεη δεκηνπξγεζεί ν 
κέγηζηνο αηζκφο ζησκάησλ 

απν πξίζκαηα? 

λαη 
φρη 

φρη 

λαη 
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3.2.1 Γεδνκέλα εηζόδνπ 

 

Σν κνλαδηθφ δεδνκέλν εηζφδνπ, πνπ απαηηείηαη απφ ηνλ αιγφξηζκν πνπ 
αλαπηχρζεθε, είλαη έλα επηθαλεηαθφ πιέγκα ηξηγσληθψλ ζηνηρείσλ, πνπ 
ζπληζηά ηελ νξηαθή επηθάλεηα ηνπ ππφ δηαθξηηνπνίεζε ρσξίνπ. Ο αιγφξηζκνο 
αληηκεησπίδεη είηε θπξηνχο, είηε κε θπξηνχο ρψξνπο. Δπίζεο είλαη απαξαίηεηε  ε 
αξίζκεζε ησλ θφκβσλ θάζε ηξηγσληθνχ ζηνηρείνπ, ψζηε ην θάζεην δηάλπζκα ζε 
έλα ηξίγσλν λα έρεη θνξά πξνο ην εζσηεξηθφ ηνπ ρσξίνπ. Σν επηθαλεηαθφ 
πιέγκα ηεο Δηθφλαο 5 ζα ρξεζηκνπνηεζεί ζηηο παξαθάησ εηθφλεο. 

Ο ρξήζηεο είλαη απαξαίηεην λα θαζνξίζεη κεξηθέο παξακέηξνπο ηνπ 
αιγνξίζκνπ. ΢πγθεθξηκέλα, πξέπεη λα δειψζεη ηνλ αξηζκφ ησλ ζηξσκάησλ πνπ 
ζα δεκηνπξγεζνχλ, ην βαζηθφ βήκα κεηαηφπηζεο  θαη ηνλ παξάγνληα st ηεο 
εμίζσζεο 2.2, θαζψο θαη δχν παξάγνληεο πνπ αθνξνχλ ζηε δηαθνξά ηνπ 
βήκαηνο απφ θπξηέο θαη θνίιεο πεξηνρέο. Σέινο πξέπεη λα δεισζνχλ νη 
παξάγνληεο πνπ εμαζθαιίδνπλ ηελ πνηφηεηα ηνπ πιέγκαηνο. 

 Σν πιέγκα ρξεηάδεηαη απηέο ηηο κεηαβιεηέο ιφγσ ηεο κε-δνκεκέλεο 
θχζεο ηνπ θαη είλαη θαλεξφ φηη ε πνηφηεηα θαη ε ρξεζηκφηεηα ηνπ πιέγκαηνο 
εμαξηάηαη απφ απηέο ηηο κεηαβιεηέο. Δπεηδή ηηο νξίδεη ν ρξήζηεο ζα πξέπεη λα 
δηαζέηεη εκπεηξία γηα ην πψο ζα επεξεάζνπλ ην πιέγκα.  
 

3.2.2 Η δηαδηθαζία  

 

Γηα ηε δεκηνπξγία πξηζκάησλ είλαη βαζηθφ λα θαζνξηζηνχλ νη ζσζηνί 
άμνλεο θαηεχζπλζεο. Ζ βαζηθή πξνυπφζεζε είλαη φηη ν λένο θφκβνο ζα είλαη 
νξαηφο απφ φια ηα ηξίγσλα πνπ έρνπλ ηνλ αξρηθφ θφκβν. Απηφ ζεκαίλεη φηη ην 
δηάλπζκα θαηεχζπλζεο ζα πξέπεη λα ζρεκαηίδεη κε ην θάζεην δηάλπζκα ησλ 
ηξηγψλσλ γσλίεο κηθξφηεξεο ησλ 90ν κνηξψλ. Ζ δεχηεξή πξνυπφζεζε είλαη ε 
νξζνθαληθφηεηα. Παξφιν πνπ είλαη επηζπκεηή δελ ζα πξέπεη λα παξαβηαζηεί ε 
πξψηε πξνυπφζεζε. 

Ωο αξρηθφ δηάλπζκα θαηεχζπλζεο επηιέγεηαη ε κέζε ηηκή ησλ  θάζεησλ 
δηαλπζκάησλ ησλ ηξηγψλσλ θαη γηα ηελ ηθαλνπνίεζε ησλ πξνυπνζέζεσλ 
εθαξκφδεηαη νκαινπνίεζε κε ηελ ζρέζε 2.1. Μεηά ηηο πέληε πξψηεο 
επαλαιήςεηο  ην δηάλπζκα πνπ ππνινγίδεηαη ειέγρεηαη γηα ηελ εγθπξφηεηα ηνπ 
(έιεγρνο νξαηφηεηαο) θαη αλ δελ ηελ θαιχπηεη ην δηάλπζκα απνξξίπηεηαη θαη ν 
αιγφξηζκφο πξνρσξάεη ζηελ επφκελε επαλάιεςε. 
 Σα δηαλχζκαηα πνπ είλαη έγθπξα ειέγρνληαη γηα ηελ ηθαλνπνίεζε ηνπ 
δεχηεξνπ θξηηεξίνπ θαη επηιέγεηαη ην δηάλπζκα πνπ δίλεη ηε κηθξφηεξε γσλία 
θmax. Γηα ηελ ηθαλνπνίεζε ηεο νκαιήο δηαθνξνπνίεζεο κεηαμχ δχν δηαδνρηθψλ 
ζηξσκάησλ ειέγρεηαη ε δηαθνξά γσλίαο κεηαμχ ηνπ δηαλχζκαηνο θαηεχζπλζεο 
απηνχ ηνπ θφκβνπ θαη ηνπ δηαλχζκαηνο θαηεχζπλζεο κε ηνλ νπνίν παξάρζεθε ν 
θφκβνο.  

Έλαο ζηφρνο ηνπ πξηζκαηηθνχ πιέγκαηνο είλαη λα εμνκαιχλεη ηελ 
θακππιφηεηα ηεο επηθαλεηαθήο γεσκεηξίαο. Δπίζεο είλαη απαξαίηεην ηα 
ζηξψκαηα πνπ είλαη θνληά ζηελ γεσκεηξία λα έρνπλ κηθξφ πάρνο. Απηφ 
επεξεάδεη ην βήκα ηνπ θάζε ζηξψκαηνο. Υξεζηκνπνηψληαο ηνλ ηχπν 2.2 θαη 
ζέηνληαο st=1.2 παίξλνπκε ηελ κπιε θακπχιε ηνπ παξαθάησ γξαθήκαηνο 
(Γξάθεκα 1).  ΢ην γξάθεκα ν άμνλαο ησλ y αληηζηνηρεί ζε θάζε ζηξψκα θαη ν 
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άμνλαο ησλ x ζηηο ηηκέο πνπ παίξλεη ην βήκα. Όπσο θαίλεηαη ε ζρέζε 2.2 
παξάγεη κέζα βήκαηα γηα θάζε ζηξψκα ηα νπνία απμάλνληαη κε γξακκηθά.  

Ζ αλάγθε γηα εμνκάιπλζε ηεο θακππιφηεηαο επηβάιεη ηελ 
δηαθνξνπνίεζε ηνπ βήκαηνο αλάινγα αλ ν θφκβνο βξίζθεηαη ζε θπξηή ε θνίιε 
πεξηνρή. Με ηελ ρξήζε 2 ζπληειεζηψλ ν αιγφξηζκνο κπνξεί λα δηαθνξνπνηήζεη 
ην βήκα. ΢ην γξάθεκα κε θίηξηλν ρξψκα απεηθνλίδεηαη ε θακπχιε κε ηα κέζα 
βήκαηα ησλ θπξηψλ πεξηνρψλ, ελψ κε ξνδ ησλ αληίζηνηρσλ θνίισλ πεξηνρψλ. 

 

 

Βήμα μετατοποιησής

1
2

3
4

5

6

7

8

9
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6

7

8
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8

9

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

 
Γξάθεκα 1: Δθζεηηθέο θακπχιεο αχμεζεο ηνπ βήκαηνο γηα 10 ζηξψκαηα. 

 

  
Δπεηδή ν ππνινγηζκφο ηνπ βήκαηνο δελ παίξλεη ππφςε ηνπ ην κέγεζνο 

ηεο θακππιφηεηαο ηεο πεξηνρήο ηνπ θφκβνπ, ην βήκα ζα πξέπεη λα ππνζηεί κηα 
εμνκάιπλζε παξφκνηα κε απηήλ ηνπ δηαλχζκαηνο θαηεχζπλζεο. Ζ εμνκάιπλζε 
επηηξέπεη ηελ νκαιή κεηάβαζε απφ έλαλ θφκβν θπξηήο πεξηνρήο ζε έλα θφκβν 
θνίιεο.   

Σέινο φια ηα βήκαηα κεηαηφπηζεο ζα πξέπεη λα πιεξνχλ ην παξαθάησ 
θξηηήξην. 

 
i

layer

i

layer

i

layer nnn 11 2.18.0    

 
Ζ ηήξεζε ηνπ θξηηεξίνπ επηηξέπεη ζηελ νκαιή δηαθνξνπνίεζε ηνπ 

βήκαηνο κεηαμχ δχν δηαδνρηθψλ ζηξσκάησλ. Ζ δηαδηθαζία έδσζε ην πιέγκα 
πνπ απεηθνλίδεηαη ζηηο παξαθάησ Δηθφλεο 22 έσο 25. 
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Δηθφλα 22 : Πξηζκαηηθφ πιέγκα. 

  

 ΢ηελ Δηθφλα 22 παξαηεξνχκε ην πξηζκαηηθφ πιέγκα πνπ παξάρζεθε 
γχξσ απφ ην επηθαλεηαθφ πιέγκα ηεο Δηθφλαο 5. Φαίλεηαη ε δηφγθσζε ηνπ 
πιέγκαηφο θαζψο θαη ε εμνκάιπλζε ηεο θακππιφηεηαο. ΢ηελ Δηθφλα 23 
θαίλεηαη κία θέηα ηνπ πιέγκαηνο γηα x=550. Ζ κε γξακκηθή αχμεζε ηνπ 
βήκαηνο κεηαηφπηζεο είλαη θαλεξή. 
 

 

 
Δηθφλα 23 : Σνκή ηνπ πξηζκαηηθνχ πιέγκαηνο. 
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 ΢ηελ Δηθφλα 24α  απεηθνλίδεηαη ην πίζσ κέξνο ηεο γεσκεηξίαο ηεο 
Δηθφλαο 5, ελψ ζηηο Δηθφλεο 24β, 24γ θαη 24δ απεηθνλίδεηαη ε πξννδεπηηθή 
εμνκάιπλζε ηεο θακππιφηεηαο  ηνπ πιέγκαηνο. 
 
 

 
Δηθφλα 24α : Σν πίζσ κέξνο ηεο γεσκεηξίαο.           Δηθφλα 24β : κεηά απφ 5  ζηξψκαηα πξηζκάησλ. 

 

 

 
Δηθφλα 24γ : κεηά απφ 10 ζηξψκαηα πξηζκάησλ.     Δηθφλα 24δ : κεηά απφ 15 ζηξψκαηα πξηζκάησλ. 

 

 

Σέινο, ζηελ Δηθφλα 25 παξνπζηάδεηαη κία δχζθνιε πεξίπησζε πνπ 
αληηκεησπίζηεθε. Ζ γεσκεηξία ζρεκαηίδεη κηα νμεία γσλία. Σα πξίζκαηα ζε 
απηφλ ηνλ θφκβν πξέπεη λα απμάλνληαη πνιχ ιίγν ζε ζρέζε κε ηνπο δηπιαλνχο 
κέρξη λα εμνκαιπλζεί ην πιέγκα ζηελ πεξηνρή, θάηη πνπ επηηπγράλεη ν 
αιγφξηζκνο. 
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Δηθφλα 25: Ομεία γσλία ηεο γεσκεηξίαο. 

 

3.3 Ο αιγόξηζκνο δεκηνπξγίαο ππξακίδσλ 
 

 Όπσο έρνπκε αλαθέξεη, ην εμαεδξηθφ θαη ην πξηζκαηηθφ πιέγκα ζα 
ελσζνχλ κε έλα πιέγκα απφ ηεηξάεδξα λα απνηειεί ην ζπλδεηηθφ ζηξψκα. Γηα 
λα κπνξνχλ ηα ηεηξάεδξα λα ελσζνχλ κε ηα εμάεδξα είλαη απαξαίηεην λα 
παξεκβιεζνχλ ππξακίδεο. Οη ππξακίδεο κε ηεηξάγσλε βάζε κπνξνχλ λα 
ζπλδεζνχλ κε ηα εμάεδξα θαη ιφγσ ησλ ηξηγσληθψλ ηνπο πιεπξψλ κπνξνχλ λα 
ζπλδεζνχλ θαη κε ηα ηεηξάεδξα.  
 Όπσο θάλεθε θαη ζηνλ αιγφξηζκφ παξαγσγήο ηεηξαέδξσλ πξψηα 
θηηάρλεηαη έλα αξρηθφ ζηξψκα απφ ηεηξάεδξα πάλσ ζηα πξίζκαηα θαη κεηά 
δεκηνπξγνχληαη ηα ππξακηδηθά ζηνηρεία. Σν κνλαδηθφ δεδνκέλν εηζφδνπ, πνπ ν 
αιγφξηζκνο ρξεηάδεηαη, είλαη κία κεηαβιεηή γηα ηνλ θαζνξηζκφ ηνπ ρψξνπ απφ 
εμάεδξα πνπ ζα απελεξγνπνηεζνχλ. Δθηφο απφ ηελ κεηαβιεηή απηή, 
ιακβάλεηαη ππφςε θαη ην κέγεζνο ηνπ πιέγκαηνο απφ πξίζκαηα. 

 

3.3.1 Η δηαδηθαζία  

 

Σν πιένλ βαζηθφ ζηνηρείν ησλ ππξακίδσλ είλαη ν φγθνο ηνπο. Καζψο 
ζέινπκε νκαιή κεηάβαζε ησλ κεγεζψλ ησλ ζηνηρείσλ ηνπ πιέγκαηνο δίλεηαη 



 72 

ηδηαίηεξε βαξχηεηα ζε απηφ ην ραξαθηεξηζηηθφ. Να ππελζπκίζνπκε φηη ζηελ 
δεκηνπξγία εμάεδξσλ ε δηάθνξα κεηαμχ δχν εμάεδξσλ κίαο ηάμεο κεγέζνπο 
είλαη απνδεθηή. Απηή ε δηαθνξά ζεκαίλεη φηη ην κηθξφηεξν εμάεδξν ζα έρεη ην 
1/8 ηνπ φγθνπ ηνπ κεγαιχηεξνπ εμάεδξνπ.  

Μπνξνχκε λα ππνζέζνπκε φηη ε ρξήζε κηαο ππξακίδαο πνπ έρεη γηα 
βάζε ηελ πιεπξά ελφο εμαέδξνπ θαη γηα θνξπθή ην θέληξν βάξνπο ηνπ θχβνπ 
πνπ ε βάζε ηεο ππξακίδαο είλαη θαη έδξα ηνπ ζα εμαζθαιίζεη ηελ νκαιφηεηα 
ηνπ πιέγκαηνο. Απηφ γηαηί ν φγθνο κηαο ηέηνηαο ππξακίδαο είλαη ίζνο κε ην 1/6 
ηνπ φγθνπ ηνπ θχβνπ ζηνλ νπνίν πεξηέρεηαη.  Δμαζθαιίδνληαο φηη ην εμάεδξν 
πνπ πεξηθιείεη ηελ ππξακίδα θαη ην γεηηνληθφ ηνπ εμάεδξν, πνπ ζα είλαη ην φξην 
ηνπ εμαεδξηθνχ πιέγκαηνο, έρνπλ ην ίδην κέγεζνο, επηηπγράλεη ηελ νκαιή 
δηαθνξνπνίεζε ηνπ κεγέζνπο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ πβξηδηθνχ πιέγκαηνο. 

Έλα άιιν πιενλέθηεκα κε ηελ ρξήζε ηέηνηνπ ηχπνπ ππξακίδαο είλαη ε 
δπλαηφηεηα θαζνξηζκνχ θνηλψλ πιεπξψλ κεηαμχ δχν γεηηνληθψλ ππξακίδσλ, 
ρξεζηκνπνηψληαο ηηο δνκέο γεηηλίαζεο ησλ εμάεδξσλ.  

Τπνινγίδνληαο ηα ηεηξάεδξα πάλσ ζην ηειεπηαίν ζηξψκα πξηζκάησλ 
κπνξνχκε λα ππνινγίζνπκε ηνλ φγθν ηνπο. Ο αιγφξηζκνο ζα δεκηνπξγήζεη 
ππξακίδεο κε παξφκνην φγθν. Όκσο ηα εμάεδξα, πνπ απνηεινχλ ην φξην ηνπ 
εμαεδξηθνχ πιέγκαηνο δελ έρνπλ φια ην ίδην κέγεζνο. Απφ απηά θαζνξίδεηαη 
απηφ πνπ ζα δψζεη επηζπκεηφ κέγεζνο ππξακίδαο. Αλ απηφ δελ είλαη δπλαηφ ν 
αιγφξηζκφο ππνινγίδεη ηνλ φγθν εμάεδξσλ πνπ δελ έρνπλ δεκηνπξγεζεί αθφκα 
ή αλ ν επηζπκεηφο φγθνο είλαη κεγαιχηεξνο βξίζθεη πνηνχο απφ ηνπο 
πξνγφλνπο ησλ εμάεδξσλ κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη απνηειεζκαηηθά. 

΢ηελ πεξίπησζε πνπ απαηηείηαη πεξαηηέξσ δηάζπαζε ε δηαδηθαζία είλαη 
παξφκνηα κε απηήλ ηεο θιαζζηθήο δεκηνπξγίαο εμάεδξσλ εθηφο ηνπ φηη δελ 
ρξεηάδνληαη έιεγρνη ζέζεο ζε ζρέζε κε ηε γεσκεηξία. Απηφ κεηψλεη πνιχ ην 
ρξφλν ηεο δηαδηθαζίαο. Σν ππφινηπν εμαεδξηθφ πιέγκα δηαθξηηνπνηείηε φηαλ 
είλαη απαξαίηεην γηα λα δηαηεξεζεί ε ηζνξξνπία ηνπ κεγέζνπο ησλ ζηνηρείσλ 
΢ηηο Δηθφλεο 26 θαη 27 παξνπζηάδνληαη ηα εμάεδξα, πνπ ζα απνηειέζνπλ ηηο 
βάζεηο ησλ  ππξακίδσλ.  

Αληίζεηα, ζηελ πεξίπησζε πνπ απαηηείηαη ε ρξήζε πξνγφλνπ γηα ηελ 
επίηεπμε ηνπ θαηάιιεινπ κεγέζνπο ηα εμάεδξα απελεξγνπνηνχληαη θαη 
ρξεζηκνπνηνχληαη νη γνλείο ηνπο. Ζ ζπγθεθξηκέλε δηαδηθαζία φκσο κπνξεί λα 
πξνθαιέζεη πξφβιεκα, αθνχ θαζψο ην κέγεζφο ησλ εμάεδξσλ απμάλεη κπνξεί 
απηά λα ηέκλνπλ ηνλ ρψξν πνπ ζα έρεη νξηζηεί γηα ην ηεηξαεδξηθφ πιέγκα θαη λα 
κελ ηνπ αθήλνπλ ρψξν γηα λα δεκηνπξγεζεί ζσζηά. Οπφηε είλαη πξνηηκφηεξν 
λα απνθεχγνληαη ηέηνηεο θαηαζηάζεηο.  
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Δηθφλα 26: Οη βάζεηο ησλ ππξακίδσλ πξηλ ηελ επεμεξγαζία ηνπο. 

 

 

 
Δηθφλα 27: Οη βάζεηο ησλ ππξακίδσλ κεηά απφ επεμεξγαζία. 

 

 

Μεηά ηελ ηειηθή επεμεξγαζία ησλ βάζεσλ ησλ ππξακίδσλ ν αιγφξηζκνο 
πξνρσξά ζηελ δεκηνπξγία απηψλ. Ζ δηαδηθαζία είλαη πην απιή απφ ηηο άιιεο 
θαη ιφγσ ηνπ δνκεκέλνπ ραξαθηήξα ηνπ πιέγκαηνο πνιχ εχθνιν λα ειεγρζεί. 
Όιεο νη ππξακίδεο έρνπλ ίδην κέγεζνο, ην νπνίν απνηξέπεη ηελ πεξίπησζε 
ηνκψλ.  Θεσξψληαο ηηο ππξακίδεο ζαλ παηδηά ησλ εμάεδξσλ πνπ 
ρξεζηκνπνηνχλ γηα βάζε, κπνξνχκε εχθνια λα ρξεζηκνπνηήζνπκε ηηο δνκέο 
γεηηλίαζεο απηψλ γηα λα βξεζνχλ νη γεηηνληθέο ππξακίδεο, κε ηηο νπνίεο έρνπλ 
θνηλνχο θφκβνπο.  ΢ηελ Δηθφλα 28 παξνπζηάδεηαη έλα ζηξψκα ππξακίδσλ ελψ 
ζηελ Δηθφλα 29 παξνπζηάδεηαη απηφ καδί κε ην ππφινηπν εμαεδξηθφ πιέγκα θαη 
ζηελ Δηθφλα 30 έρεη πξνζηεζεί θαη ην πξηζκαηηθφ πιέγκα πνπ πεξηθιείεη ηελ 
εζσηεξηθή γεσκεηξία.  
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Δηθφλα 28: Κνληηλή άπνςε ησλ ππξακίδσλ. 

 
 

 
Δηθφλα 29: Σν ζηξψκα ησλ ππξακίδσλ κε ην εμαεδξηθφ πιέγκα. 
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Δηθφλα 30: Σν ζηξψκα ησλ ππξακίδσλ καδί κε ην εμαεδξηθφ θαη ην πξηζκαηηθφ πιέγκα. 

 

3.4 Ο αιγόξηζκνο δεκηνπξγίαο ηεηξάεδξσλ 

 

3.4.1 Γεδνκέλα εηζόδνπ 

 

Σα δεδνκέλα εηζφδνπ ηνπ αιγνξίζκνπ δεκηνπξγίαο ηεηξαεδξηθνχ 
πιέγκαηνο εθηφο απφ θάπνηεο παξακέηξνπο δελ δίλνληαη απφ ηνλ ρξήζηε. Σν 
ηειεπηαίν ζηξψκα απφ έλα πξηζκαηηθφ πιέγκα (Δηθφλα 30) θαη ην ζηξψκα απφ 
ππξακίδεο απνηεινχλ ηα ζχλνξα ηνπ ρψξνπ δηαθξηηνπνίεζεο. 
 

3.4.2 Αξρηθή επεμεξγαζία. 

 
Σν ζηξψκα ησλ ππξακίδσλ δελ δεκηνπξγεί ηελ πην νκαιή επηθάλεηα γηα 

λα μεθηλήζεη ε δηαδηθαζία δεκηνπξγίαο ηεηξάεδξσλ. Ζ ηδηαίηεξε θχζε ηνπ, πνπ 
είλαη εκθαλήο ζηελ Δηθφλα 28, καο αλαγθάδεη λα εθαξκφζνπκε κηα απζηεξά 
ειεγρφκελε εθαξκνγή ηεο δηαδηθαζίαο δεκηνπξγίαο ηνπ πξψηνπ κεηψπνπ ησλ 
ηεηξαέδξσλ. Βαζηθή δηαθνξά απφ ηελ θιαζηθή δηαδηθαζία είλαη φηη ε ηειηθή 
κνξθή ηνπ πιέγκαηφο είλαη γλσζηή, αθνχ ζα πξέπεη λα "γεκίζνπλ ηα θελά 
κεηαμχ ησλ ππξακίδσλ: 
 

 Γελ επηηξέπεηαη ε δεκηνπξγία λέσλ θφκβσλ  
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 Οη πεξηνξηζκνί, εθηφο απφ ησλ έιεγρν ησλ ηνκψλ, είλαη 
απελεξγνπνηεκέλνη. 

 Τπνινγίδνληαη κφλν 2 δηαδνρηθά κέησπα. Σν πξψην, πνπ απνηειείηαη 
απφ ηα ειεχζεξα ηξηγσληθά ζηνηρεία πνπ απνηεινχλ ηηο ππξακίδεο θαη ην 
δεχηεξν απφ ηα ειεχζεξα ηξηγσληθά ζηνηρεία ησλ ηεηξαέδξσλ πνπ 
παξάρζεθαλ απφ ην πξψην κέησπν. Γηα λα μεθηλήζεη ην επφκελν 
κέησπν πξέπεη φια ηα ζηνηρεία ηνπ ππάξρνληνο κεηψπνπ λα έρνπλ 
ρξεζηκνπνηεζεί ζηε δεκηνπξγία ηεηξαέδξσλ. 
 

΢ηελ ζπλέρεηα ζπλδπάδεηαη κε ηα ηξηγσληθά ζηνηρεία ηνπ ηειεπηαίνπ ζηξψκαηνο 
ησλ πξηζκάησλ  γηα λα δψζνπλ ηα δεδνκέλα εηζφδνπ ηνπ αιγφξηζκνπ 
δεκηνπξγίαο ηεηξαέδξσλ. 

 

3.4.3 Βαζηθή επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία 

 

Ζ βαζηθή επαλαιεπηηθή δηαδηθαζία δεκηνπξγίαο ηνπ ηξηζδηάζηαηνπ 
ηεηξαεδξηθνχ πιέγκαηνο αξρίδεη κε ηε ζχζηαζε κεηψπνπ ηξηγσληθψλ ζηνηρείσλ. 
Σν κέησπν είλαη νπζηαζηηθά κηα δηαηεηαγκέλε ιίζηα ηξηγψλσλ, ηα νπνία ζα 
απνηειέζνπλ ηηο έδξεο-βάζεηο ησλ λέσλ ηεηξαέδξσλ. ΢ε απηφ ζπκκεηέρεη θάζε 
ηξίγσλν, ην νπνίν κπνξεί λα αμηνπνηεζεί γηα ηε δεκηνπξγία ελφο λένπ ζηνηρείνπ. 
Ζ δηάηαμή ηνπο ζηε ιίζηα θαζνξίδεηαη ζε ζρέζε κε ην κήθνο ηνπ κηθξφηεξνπ 
χςνπο ηνπο. 

Ζ κεζνδνινγία πνπ ρξεζηκνπνηήζεθε ζηελ παξνχζα εξγαζία δεκηνπξγεί 
πνιιά δηαδνρηθά, ζηαηηθά, κέησπα. Καηά ηε δεκηνπξγία ελφο λένπ ηεηξαέδξνπ 
αθαηξείηαη απφ ην κέησπν ην ηξίγσλν πνπ αμηνπνηήζεθε, αιιά δελ 
πξνζηίζεληαη ηα λέα ηξηγσληθά ζηνηρεία, πνπ δεκηνπξγνχληαη ζην ελεξγφ 
κέησπν. Αθνχ ην κέησπν εμαληιεζεί, κε ηε εμέηαζε φισλ ησλ ηξηγσληθψλ ηνπ 
ζηνηρείσλ, ζπζηήλεηαη  ην επφκελν κέησπν απφ ηα ηξίγσλα πνπ ζεσξνχληαη 
„ελεξγά‟, δειαδή φζα αλήθνπλ ζε έλα, ή θαη ζε θαλέλα ηεηξάεδξν.  ΢πλεπψο, ε 
έλλνηα ηνπ πξνειαχλνληνο κεηψπνπ αληηθαζίζηαηαη απφ δηαδνρηθά κέησπα.  

Ζ ηξνπνπνίεζε απηή έρεη βαζηζηεί  ζηελ πεηξακαηηθή δηαπίζησζε φηη ν 
αιγφξηζκνο παξνπζηάδεη θαιχηεξε ζπκπεξηθνξά ζηελ πεξίπησζε ησλ 
δηαδνρηθψλ κεηψπσλ. Ζ δηαθξηηνπνίεζε ηνπ ρσξίνπ γίλεηαη νκαιά, απφ ην 
εμσηεξηθφ πξνο ην εζσηεξηθφ ηνπ, απνθεχγνληαο γεληθά ηε δεκηνπξγία 
εζσηεξηθψλ θνηινηήησλ ζην πξνο δηαθξηηνπνίεζε ρσξίν. Ζ ρξήζε δηαδνρηθψλ 
κεηψπσλ αθνξά ζε δηαθξηηνπνίεζε δηαδνρηθψλ νκαιψλ ρσξίσλ, πνπ 
ηζνδπλακνχλ κε αλεμάξηεηα επηθαλεηαθά πιέγκαηα. Ζ πξνζέγγηζε απηή 
θξίλεηαη πεηξακαηηθά πιενλεθηηθφηεξε έλαληη ηεο δηαθξηηνπνίεζεο ελφο ρσξίνπ 
πνπ ζηαδηαθά αλαπηχζζεη θνηιφηεηεο ζην εζσηεξηθφ ηνπ. 

Όπσο ήδε αλαθέξζεθε, ηα ηξίγσλα, πνπ ζπληζηνχλ έλα κέησπν, 
δηαηάζζνληαη ζχκθσλα κε ην κήθνο ηνπ κηθξφηεξνπ χςνπο ηνπο. Σν πξψην 
ηξίγσλν ηνπ κεηψπνπ έρεη ην κηθξφηεξν χςνο ζπγθξηηηθά κε ηα αληίζηνηρα χςε 
φισλ ησλ ηξηγψλσλ. Ωο απνηέιεζκα, ν αιγφξηζκνο αμηνπνηεί πξψηα ηα 
κηθξφηεξα ηξίγσλα, δεκηνπξγψληαο αληίζηνηρα κηθξά ηεηξάεδξα. Θεσξεηηθά, ν 
αιγφξηζκνο κπνξεί λα ιεηηνπξγήζεη θαη κε κηα ηπραία δηάηαμε ησλ ηξηγψλσλ ηνπ 
κεηψπνπ, αιιά πξαθηηθά είλαη ζθφπηκν λα θαηαζθεπάδνληαη πξψηα ηα 
κηθξφηεξα ηεηξάεδξα, ηα νπνία ζπλήζσο έρνπλ θξίζηκε ζεκαζία γηα ηε 
ζηαζεξφηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ. 
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Δθφζνλ ζπζηαζεί έλα κέησπν ζε νπνηαδήπνηε θάζε ηνπ αιγνξίζκνπ, 
εμάγεηαη έλα ηξηγσληθφ ζηνηρείν απφ ηελ θνξπθή ηεο ιίζηαο, ην νπνίν ζα 
ρξεζηκνπνηεζεί σο έδξα-βάζε θαηά ηε δεκηνπξγία ελφο λένπ ηεηξαέδξνπ. 

Γηα ην ππφ εμέηαζε ηξίγσλν αξρηθά εθηηκάηαη ην ηδαληθφ ηεηξάεδξν, πνπ 
κπνξεί λα δεκηνπξγεζεί, ρξεζηκνπνηψληαο σο βάζε ην παξαπάλσ ηξηγσληθφ 
ζηνηρείν. Πξνθαλψο, νη ηξεηο απφ ηηο ηέζζεξηο θνξπθέο ηνπ ηεηξαέδξνπ είλαη νη 
ηξεηο θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ, ελψ ε ηέηαξηε θνξπθή Ρ1 ζα εληνπηζηεί πάλσ 
ζηελ επζεία πνπ δηέξρεηαη απφ ην κέζν ηνπ ηξηγψλνπ-βάζε θαη είλαη θάζεηε ζ‟ 
απηή. Δπηπιένλ, ε θνξπθή Ρ1, πνπ αλαδεηείηαη, πξέπεη λα ηζαπέρεη απφ ηηο 
θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ-βάζε, ψζηε νη ηξεηο λέεο αθκέο, πνπ ζα δεκηνπξγεζνχλ 
ηαπηφρξνλα κε ην λέν ηεηξάεδξν, λα έρνπλ ίζν κήθνο. Πξαθηηθά, ζε θάζε 
ηξίγσλν πξέπεη λα ππνινγηζηεί ε απφζηαζε πνπ πξέπεη λα έρεη ην ζεκείν Ρ1 
απφ ηηο θνξπθέο ηεο βάζεο. Ζ απφζηαζε απηή ιακβάλεηαη ίζε κε ην κέζν 
κήθνο ησλ αθκψλ, πνπ γεηηληάδνπλ κε ην εθάζηνηε ηξίγσλν-βάζε. Με ηελ 
ηαθηηθή απηή, νη ηξεηο λέεο αθκέο, πνπ δεκηνπξγνχληαη ηαπηφρξνλα κε ην λέν 
ηεηξάεδξν, έρνπλ πεξίπνπ ίζν κήθνο κε ηηο θνληηλέο αθκέο ηνπ πιέγκαηνο, ψζηε 
ηειηθά λα εμαζθαιίδεηαη ε νκνηφκνξθε δηάδνζε ηεο επηθαλεηαθήο πχθλσζεο 
ζην εζσηεξηθφ ηνπ πιέγκαηνο. 

Μεηά ηνλ εληνπηζκφ ηεο βέιηηζηεο θνξπθήο Ρ1, εληνπίδνληαη νη θφκβνη Q 
ηνπ πιέγκαηνο, πνπ είλαη ζρεηηθνί κε ηε δεκηνπξγία ηνπ λένπ ηεηξαέδξνπ. Ο 
αιγφξηζκνο πξνζπαζεί λα ρξεζηκνπνηήζεη έλαλ απφ ηνπο ππάξρνληεο θφκβνπο 
ηνπ πιέγκαηνο, ψζηε λα δεκηνπξγήζεη έλα ππνβέιηηζην ηεηξάεδξν, αλ βέβαηα 
απηφ είλαη εθηθηφ. Αλ απηφ είλαη αδχλαην, θαηαθεχγεη ζηε δεκηνπξγία θαη 
αμηνπνίεζε ησλ ζεκείσλ Ρ, αλ βέβαηα είλαη επίζεο εθηθηφ. Ζ ινγηθή απηή 
θξαηάεη ζε ρακειά επίπεδα ην πιήζνο ησλ θφκβσλ πνπ δεκηνπξγνχληαη, νπφηε 
δηαηεξεί ζε ρακειφ επίπεδν θαη ηηο ππνινγηζηηθέο απαηηήζεηο ηεο εθαξκνγήο. 
Οη θφκβνη Q, πνπ ζεσξνχληαη ζρεηηθνί κε ηε δεκηνπξγία ηνπ λένπ ηεηξαέδξνπ, 
είλαη νη θφκβνη ηνπ πιέγκαηνο πνπ βξίζθνληαη θνληά ζην ηξίγσλν-βάζε. 
Πξαθηηθά, είλαη νη θφκβνη πνπ εληνπίδνληαη ζην εζσηεξηθφ κηαο ζθαίξαο κε 
θέληξν ην θέληξν ηνπ ηξηγψλνπ θαη αθηίλα ίζε κε ηε κεγαιχηεξε απφζηαζε ηνπ 
ζεκείνπ Ρ1 απφ ηηο θνξπθέο ηνπ.  

Σα παξαπάλσ ζεκεία απνηεινχλ ππνςήθηα ζεκεία, πνπ κπνξνχλ λα 
ρξεζηκνπνηεζνχλ σο ηέηαξηε θνξπθή ηνπ λένπ ηεηξαέδξνπ, ελψ εμαηξνχληαη 
απφ απηά νη θνξπθέο ηνπ ηξηγψλνπ-βάζεο. Γηα θάζε ζεκείν Α πνπ απνκέλεη, 
ζρεδηάδεηαη λνεηά κηα ζθαίξα, πνπ δηέξρεηαη απφ απηφ θαη απφ ηελ θνξπθή ηνπ 
ηξηγψλνπ-βάζε, πνπ έρεη ηε κεγαιχηεξε απφζηαζε απφ ην θέληξν ηνπ. Σν 
θέληξν Α ηεο ζθαίξαο εληνπίδεηαη ζηελ επζεία πνπ νξίδεηαη απφ ην ζεκείν Ρ1 
θαη απφ ην θέληξν ηνπ ηξηγψλνπ. Ζ ζέζε ησλ θέληξσλ Α ησλ λνεηψλ ζθαηξψλ 
θαηαηάζζεη ηα αληίζηνηρα ππνςήθηα ζεκεία Q. Σν πξψην ζεκείν Q ηεο 
θαηάηαμεο αληηζηνηρεί ζην θέληξν Α πνπ απέρεη πεξηζζφηεξν απφ ην ζεκείν Ρ1 
πξνο ην θέληξν ηνπ ηξηγψλνπ.  

Δθφζνλ θαηαηαρζνχλ ηα ζεκεία Q, ζην ηέινο ηεο δηαηεηαγκέλεο ιίζηαο 
ησλ ππνςεθίσλ ζεκείσλ πξνζηίζεληαη ηα ζεκεία Ρ. Σα ζεκεία απηά, έλα εθ 
ησλ νπνίσλ είλαη θαη ην ζεκείν Ρ1, είλαη ηζαπέρνληα ζεκεία, πνπ ηνπνζεηνχληαη 
ζην ηκήκα πνπ ελψλεη ην Ρ1 θαη ην θέληξν ηνπ ηξηγψλνπ-βάζε. ΢ηελ παξνχζα 
εθαξκνγή, πέξαλ ηνπ Ρ1 εληνπίδεηαη θαη ρξεζηκνπνηείηαη έλα κφλν αθφκε 
ζεκείν Ρ, ην Ρ2, ην νπνίν ηνπνζεηείηαη ζηελ επζεία πνπ πεξηγξάθεηαη 
παξαπάλσ, αιιά βξίζθεηαη θνληά ζην ζεκείν Ρ1. Ο ιφγνο πνπ πεξλνχκε κφλν 
έλα αθφκα ζεκείν είλαη φηη ηα ππφινηπα ζεκεία Ρ κπνξνχλ λα πξνθαιέζνπλ ηε 
δεκηνπξγία παξακνξθσκέλσλ ηεηξαέδξσλ θαη αζπλήζηζηα κηθξψλ ηξηγσληθψλ 
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ζηνηρείσλ. Σν απνηέιεζκα είλαη ε αδηθαηνιφγεηε θαη αλεπηζχκεηε πχθλσζε ηνπ 
πιέγκαηνο, πνπ, ππφ ζπλζήθεο, ζέηεη ζε θίλδπλν ηε ζηαζεξφηεηα ηνπ 
αιγνξίζκνπ. 

Δθφζνλ ζπζηαζεί πιήξσο ε δηαηεηαγκέλε ιίζηα ησλ ππνςεθίσλ 
θνξπθψλ ηνπ λένπ ηεηξαέδξνπ, ε δηαδηθαζία πξνρσξά ζηελ επηινγή ελφο απφ 
απηά θαη ζηε δεκηνπξγία ηνπ λένπ ζηνηρείνπ [7]. 

 

3.4.4 Σύζηαζε δηαδνρηθώλ κεηώπσλ 

 

Ζ βαζηθή δηαδηθαζία επαλαιακβάλεηαη γηα θάζε έλα ηξίγσλν ηνπ 
ηξέρνληνο κεηψπνπ, δεκηνπξγψληαο θάζε θνξά έλα λέν ηεηξάεδξν, εθφζνλ 
απηφ είλαη έγθπξν. Σν πξψην κέησπν, πνπ ρξεζηκνπνηεί ε δηαδηθαζία, 
απνηειείηαη απφ ηα ηξηγσληθά ζηνηρεία ησλ ππξακίδσλ θαη ηεο ειεχζεξεο 
επηθάλεηαο ηνπ ηειεπηαίνπ ζηξψκαηνο πξηζκάησλ. 

 Όηαλ νινθιεξσζεί ε εμέηαζε φισλ ησλ ηξηγψλσλ ελφο κεηψπνπ, 
δεκηνπξγείηαη ην επφκελν απφ φια ηα ηξίγσλα πνπ απνηεινχλ έδξα κφλν ελφο 
ηεηξάεδξνπ. Σα ζηνηρεία απηά είλαη ηα ηξίγσλα πνπ δεκηνπξγήζεθαλ ζε 
πξνεγνχκελν κέησπν θαη δελ αλήθνπλ ζε δχν ηεηξάεδξα, ή δελ αλήθνπλ ζε 
θαλέλα ηεηξάεδξν, εθφζνλ είλαη ηξίγσλα ηνπ αξρηθνχ επηθαλεηαθνχ πιέγκαηνο.  

Ζ δηαδηθαζία ζπλερίδεηαη κε ηελ εμέηαζε ησλ ζηνηρείσλ ηνπ λένπ 
κεηψπνπ. Καηά ηε ζχζηαζε δηαδνρηθψλ κεηψπσλ επαλεμεηάδνληαη ηξηγσληθά 
ζηνηρεία, πνπ ήδε έρνπλ εμεηαζηεί κία ή πεξηζζφηεξεο θνξέο, ρσξίο λα ήηαλ 
εθηθηή ε δεκηνπξγία ελφο ηεηξαέδξνπ κε βάζε ηα ελ ιφγσ. ΢ε θάζε 
επαλεμέηαζε ηα ηξίγσλα αληηκεησπίδνληαη κε ραιαξφηεξνπο πεξηνξηζκνχο, 
φπσο ζα εμεγεζεί ζηε ζπλέρεηα [7]. 

 

3.4.5 Πεξηνξηζκνί 

 

Ζ εγθπξφηεηα ελφο λένπ ηεηξαέδξνπ δηαζθαιίδεη φηη ηα λέα ηξίγσλα, πνπ 
δεκηνπξγνχληαη ηαπηφρξνλα κε ηε δεκηνπξγία ηνπ ηεηξαέδξνπ, δελ 
παξνπζηάδνπλ ηνκή κε θακία αθκή ηνπ ππάξρνληνο πιέγκαηνο, θαη επηπιένλ νη 
λέεο αθκέο δελ ηέκλνπλ ηα ηξίγσλα ηνπ πιέγκαηνο. Ζ αμηνπηζηία ηνπ 
αιγνξίζκνπ δεκηνπξγίαο ηξηζδηάζηαηνπ πιέγκαηνο θξίλεηαη απφ ηελ αμηνπηζηία 
ηεο δηαδηθαζίαο ειέγρνπ πηζαλήο ηνκήο κεηαμχ ελφο ηξηγψλνπ θαη κηαο αθκήο.  

Ζ δηαδηθαζία απηή είλαη επίζεο θξίζηκε θαη γηα ηελ απνδνηηθφηεηα ηνπ 
αιγνξίζκνπ, θαζψο απαηηεί έλα κεγάιν κέξνο ηνπ ζπλνιηθνχ ππνινγηζηηθνχ 
ρξφλνπ. Γηα ηνπο ιφγνπο απηνχο ε δηαδηθαζία ειέγρνπ ηεο εγθπξφηεηαο ελφο 
ηεηξαέδξνπ αμηνπνηεί ζχλζεηεο δνκέο δεδνκέλσλ, φπσο ηα ελαιιαζζφκελα 
ςεθηαθά δέληξα, πνπ επηλνήζεθαλ αθξηβψο γηα ηε ζπγθεθξηκέλε δηαδηθαζία. Ζ 
αλάιπζε ηεο ζπγθεθξηκέλεο δνκήο πξνεγήζεθε ζε πξνεγνχκελν θεθάιαην. 

Δθηφο απφ ηελ πξνυπφζεζε ηεο κε χπαξμεο ηνκήο κεηαμχ ζηνηρείσλ ηνπ 
πιέγκαηνο, ε εγθπξφηεηα ελφο ηεηξαέδξνπ πξνυπνζέηεη θαη ηελ ηθαλνπνίεζε 
θάπνησλ πεξηνξηζκέλσλ πνπ αθνξνχλ ζε γσλίεο κεηαμχ εδξψλ, αθκψλ, θαη 
κεηαμχ έδξαο θαη αθκήο. ΢πλνπηηθά νη πξνυπνζέζεηο γηα λα είλαη έλα λέν 
ηεηξάεδξν απνδεθηφ, είλαη νη αθφινπζεο [7]. 
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1. δελ παξνπζηάδεη ηνκή κε θαλέλα ζηνηρείν ηνπ πιέγκαηνο. 
2. νη γσλίεο κεηαμχ ησλ εδξψλ ηνπ δελ μεπεξλάλε κηα κέγηζηε ηηκή. 
3. νη δίεδξεο γσλίεο κεηαμχ θάζε έδξαο ηνπ θαη ησλ γεηηνληθψλ εδξψλ ηνπ 

πιέγκαηνο είλαη κεγαιχηεξεο απφ κηα ειάρηζηε ηηκή. 
4. νη γσλίεο κεηαμχ θάζε αθκήο ηνπ θαη ησλ αθκψλ ηνπ πιέγκαηνο είλαη 

κεγαιχηεξεο απφ κηα ειάρηζηε ηηκή. 
5. νη γσλίεο πνπ ζρεκαηίδεη θάζε αθκή ηνπ κε ηηο γεηηνληθέο έδξεο ηνπ 

πιέγκαηνο είλαη κεγαιχηεξεο απφ κηα ειάρηζηε ηηκή. 
6. ην λέν ηεηξάεδξν δελ εζσθιείεη θαλέλαλ θφκβν ηνπ πιέγκαηνο. 

 
Ζ επηβνιή ησλ πεξηνξηζκψλ έρεη ζθνπφ ηε δηαζθάιηζε φηη ηα ηεηξάεδξα 

πνπ δεκηνπξγνχληαη έρνπλ απνδεθηφ ζρήκα θαη απνθεχγεηαη φζν ην δπλαηφ ε 
δεκηνπξγία ππεξβνιηθά ζηξεβιψλ ηεηξαέδξσλ. Δπηπιένλ, νη πεξηνξηζκνί 
εμαζθαιίδνπλ φηη θάζε λέν ηεηξάεδξν δεκηνπξγείηαη κε ηνλ θαηαιιειφηεξν 
δπλαηφ ηξφπν, ψζηε λα δηαζθαιίδεηαη ηθαλνπνηεηηθφο ρψξνο γχξσ ηνπ γηα ηε 
δεκηνπξγία γεηηνληθψλ ηεηξαέδξσλ.  

 Ζ απζηεξφηεηα ησλ πεξηνξηζκψλ απηψλ δελ είλαη ζηαζεξή, αιιά 
πξνζαξκφδεηαη ζε θάζε ηξηγσληθφ ζηνηρείν ηνπ κεηψπνπ, αλάινγα κε ην 
πιήζνο ησλ επαλεμεηάζεσλ πνπ έρεη ππνζηεί. ΢ε πνιιέο πεξηπηψζεηο 
εμεηάδεηαη έλα ηξηγσληθφ ζηνηρείν ρσξίο φκσο λα θαζίζηαηαη ηειηθά δπλαηή ε 
δεκηνπξγία ελφο λένπ ηεηξαέδξνπ, πνπ λα ηθαλνπνηεί ην ζχλνιν ησλ 
πεξηνξηζκψλ. ΢ηηο πεξηπηψζεηο απηέο δελ αλαιακβάλεηαη θακία ελέξγεηα θαη ηα 
ζηνηρεία απηά ζπκκεηέρνπλ θαη ζηα επφκελα κέησπα. Καηά ηελ επαλεμέηαζή 
ηνπο  νη πεξηνξηζκνί πνπ θαιείηαη λα ηθαλνπνηεί έλα λέν ηεηξάεδξν (έρνληαο σο 
έδξα-βάζε ηα ζπγθεθξηκέλα ηξίγσλα) είλαη ραιαξφηεξνη, απμάλνληαο έηζη ηελ 
πηζαλφηεηα λα βξεζεί κηα εθηθηή ιχζε. Οη πεξηνξηζκνί πνπ επηβάιινληαη 
ραιαξψλνπλ κε ηελ έλλνηα ηεο κείσζεο ηεο ειάρηζηεο επηηξεπηήο γσλίαο θαη 
ηελ αχμεζε ηεο κέγηζηεο επηηξεπηήο.  

Ζ ζηαδηαθή ραιάξσζε ησλ πεξηνξηζκψλ επηηξέπεη ηελ εχξεζε εθηθηήο 
ιχζεο ζε αξθεηέο δχζθνιεο πεξηπηψζεηο, ρσξίο σζηφζν λα κεηψλεηαη 
δξακαηηθά ε πνηφηεηα ηνπ πιέγκαηνο. Γηα έλα δεδνκέλν ηξηγσληθφ ζηνηρείν, νη 
πεξηνξηζκνί ραιαξψλνπλ αλαινγηθά κε ην πιήζνο ησλ επαλεμεηάζεσλ πνπ έρεη 
ππνζηεί, κέρξη έλα κέγηζην αξηζκφ επαλεμεηάζεσλ.  

΢ε θάζε πεξίπησζε, πνπ θαιείηαη λα αληηκεησπίζεη ν αιγφξηζκνο, 
κπνξεί λα απαηηείηαη δηαθνξεηηθφο ζπλδπαζκφο πεξηνξηζκψλ, κε δηαθνξεηηθά 
επηηξεπηά φξηα ησλ γσληψλ, ζπληειεζηή κεγέζπλζεο ησλ ηξηγψλσλ, ξπζκφ 
ραιάξσζεο ησλ πεξηνξηζκψλ θαη κέγηζην αξηζκφ επαλεμεηάζεσλ ελφο 
ηξηγψλνπ. Δπηπιένλ, θάπνηνη πεξηνξηζκνί δχλαληαη λα κελ ραιαξψλνπλ, αιιά 
λα παξακέλνπλ ζηαζεξνί γηα νπνηνδήπνηε ηξίγσλν, ψζηε λα δηαζθαιίδεηαη 
πςειή πνηφηεηα ηνπ ηειηθνχ πιέγκαηνο, κεηψλνληαο φκσο ηελ αμηνπηζηία ηνπ 
αιγνξίζκνπ. Δλ γέλεη, ν ρξήζηεο κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη δηαθνξεηηθνχο 
ζπλδπαζκνχο πεξηνξηζκψλ, ζηαζκίδνληαο ηελ αχμεζε ηεο πνηφηεηαο ηνπ 
παξαγφκελνπ πιέγκαηνο θαη ηελ κείσζε ηεο επξσζηίαο ηεο βαζηθήο 
κεζνδνινγίαο. ΢ε θάζε πεξίπησζε φκσο πξέπεη λα δηαηεξείηαη κηα ζρεηηθή 
ηζνξξνπία κεηαμχ ησλ αληαγσληζηηθψλ απηψλ ραξαθηεξηζηηθψλ, γηα ηελ νκαιή 
ιεηηνπξγία ηνπ αιγνξίζκνπ. 

΢ηελ Δηθφλα 31 παξνπζηάδεηαη κηα ηνκή ηνπ ηεηξαεδξηθνχ πιέγκαηνο 
πνπ παξάρζεθε. ΢ηελ Δηθφλα 32α δίλεηαη κηα άιιε ηνκή ηνπ πιέγκαηνο. Δδψ 
είλαη εκθαλέο θαη ην ζηξψκα πνπ παξάγεηαη κε ηελ αξρηθή επεμεξγαζία (κε 
θφθθηλν ρξψκα).  Δπίζεο, ζηελ Δηθφλα 32β παξνπζηάδεηαη ην ηεηξαεδξηθφ 
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πιέγκα καδί κε ην πιέγκα απφ πξίζκαηα. Σέινο ζηηο Δηθφλεο 33 θαη 34 
παξνπζηάδνληαη απφςεηο ηνπ ηειηθνχ πβξηδηθνχ πιέγκαηνο. Σν ζηξψκα ησλ 
ππξακίδσλ θαίλεηαη κε πξάζηλν ρξψκα θαη ην βνεζεηηθφ ζηξψκα ησλ 
ηεηξάεδξσλ, πνπ παξάγνληαη αξρηθά ζε επαθή κε ηηο ππξακίδεο, εκθαλίδεηαη 
κε θφθθηλν ρξψκα.  
 

 
Δηθφλα 31: Άπνςε ηνπ ηεηξεδξηθνχ πιέγκαηνο. 

 
Δηθφλα 32α: Άπνςε ηνπ ηεηξεδξηθνχ πιέγκαηνο ζε ηνκή. 
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Δηθφλα 32β: Άπνςε ηνπ ηεηξαεδξηθνχ θαη πξηζκαηηθνχ πιέγκαηνο ζε ηνκή. 

 
Δηθφλα 33: Άπνςε ηνπ ηειηθνχ πβξηδηθνχ πιέγκαηνο ζε ηνκή. 
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Δηθφλα 34  Άπνςε ηνπ ηειηθνχ πβξηδηθνχ πιέγκαηνο ζε ηνκή. 
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Κεθάιαην 4 

  

΢ε απηφ ην θεθάιαην ζα παξνπζηάζνπκε παξαδείγκαηα, πνπ 
πηζηνπνηνχλ ηελ εγθπξφηεηα ηνπ αιγνξίζκνπ.  

 

4.1 Πξώηε γεσκεηξία 

 

΢ηε πεξίπησζε απηή δηαθξηηνπνηήζεθε ε γεσκεηξία πνπ θαίλεηαη ζηελ 
Δηθφλα 36. Σν ηξηγσληθφ πιέγκα, πνπ ηελ θαζνξίδεη, παξνπζηάδεη κεγάιε 
επηθαλεηαθή πχθλσζε, ελψ ε γεσκεηξία παξέρεη δηαθνξεηηθά ζρήκαηα γηα ηελ 
πηζηνπνίεζε ηνπ αιγνξίζκνπ.  Ζ εμσηεξηθή γεσκεηξία αθήλεη πνιχ ρψξν γηα 
λα δεκηνπξγεζεί ην πβξηδηθφ πιέγκα. Ο αιγφξηζκνο «έηξεμε» γηα 10 
ππνδηαηξέζεηο ηνπ εμαεδξηθνχ πιέγκαηνο θαη γηα ηελ δεκηνπξγία 5 ζηξσκάησλ 
απφ πξίζκαηα.  Οη γεσκεηξίεο, πνπ δέρζεθε ν αιγφξηζκνο σο φξηα, 
παξνπζηάδνληαη ζηηο Δηθφλεο 36 θαη 37, ελψ ηα ζηαηηζηηθά ζηνηρεία είλαη ην 
πιέγκαηνο είλαη ηα αθφινπζα: 

 

 Δμσηεξηθφ επηθαλεηαθφ πιέγκα: 
 Κφκβνη: 674 
 Σξίγσλα: 1344 
 Μεγίζηε ππνδηαίξεζε ζηνηρείσλ: 5 
 

 Δζσηεξηθφ επηθαλεηαθφ πιέγκα: 

 Κφκβνη: 3156 

 Σξίγσλα: 6308 

 Μεγίζηε ππνδηαίξεζε ζηνηρείσλ: 10 
 

 Πεγέο Πχθλσζεο 

 Κακηά 
 

Μεηά ηνπο 10 θχθινπο ππνδηαηξέζεσλ γηα ηελ παξαγσγή εμαεδξηθνχ 
πιέγκαηνο δεκηνπξγήζεθε ην πιέγκα πνπ παξνπζηάδεηαη ζηηο Δηθφλεο 38 θαη 
39. Ζ δηαθνξεηηθή πχθλσζε ζηηο δηαθνξεηηθέο γεσκεηξίεο είλαη εκθαλήο θαζψο 
θαη ε ηζνξξνπεκέλε αλάπηπμε ηνπ πιέγκαηνο. 

 

 Δμαεδξηθφ Πιέγκα: 

 Κφκβνη: 82372 

 Δμάεδξα: 67713 

 Δλεξγά εμάεδξα: 46005 

 Δπηθαλεηαθά Δμάεδξα:  
1. 15973 ζηελ  εζσηεξηθή γεσκεηξία 
2. 5768  ζηελ εμσηεξηθή γεσκεηξία 

 Υξφλνο εθηέιεζεο: 55 δεπηεξφιεπηα 
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Δηθφλα 35:Σν επηθαλεηαθφ πιέγκα, πνπ νξίδεη ηελ εζσηεξηθή γεσκεηξία. 

 
 

 
Δηθφλα 36: Ζ εμσηεξηθή θαη ε εζσηεξηθή γεσκεηξία πνπ νξίδνπλ ηα φξηα ηνπ ρσξίνπ. 
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Δηθφλα 37 : Άπνςε ηνπ  εμαεδξηθνχ πιέγκαηνο, φπνπ θαίλεηαη ε πχθλσζε ησλ ζηνηρείσλ ηνπ. 

 
 

 
Δηθφλα 38 : Κνληηλή άπνςε ηνπ  εμαεδξηθνχ πιέγκαηνο. 
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΢ηε ζπλέρεηα ν αιγφξηζκνο πξνρψξεζε ζηε δεκηνπξγία ηνπ πξηζκαηηθνχ 
πιέγκαηφο. Όπσο έρεη αλαθεξζεί ηα πξίζκαηα δεκηνπξγνχληαη ζε ζηξψκαηα 
γχξσ απφ ηελ εζσηεξηθή γεσκεηξία.  Μεηά ηελ νινθιήξσζε ηεο δηαδηθαζίαο ν 
αιγφξηζκνο παξάγεη ηηο ππξακίδεο, πνπ είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ έλσζε ηνπ 
εμαεδξηθνχ θαη ηνπ ηεηξαεδξηθνχ πιέγκαηνο.  
  

 Πξηζκαηηθφ Πιέγκα: 

 Κφκβνη:  18936 

 Πξίζκαηα:  31540 

 Πξίζκαηα αλά ζηξψκα: 6308 

 ΢πλνιηθφο ρξφλνο: 45 δεπηεξφιεπηα 
 

 Ππξακίδεο: 

 Κφκβνη:  9216 

 Ππξακίδεο: 18029  

 ΢πλνιηθφο ρξφλν: 1,5 ιεπηά (καδί κε ηελ επεμεξγαζία ησλ βάζεσλ) 
 

 

 
Δηθφλα 39: Σν πιέγκα απφ πξίζκαηα πνπ πεξηθιείεη ηε γεσκεηξία. 
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Δηθφλα 40 : Λεπηνκέξεηα ησλ ζηξσκάησλ απφ πξίζκαηα. 

 
 

 Σέινο, ν αιγφξηζκνο θαηαζθεπήο ηεηξαέδξσλ θαιείηαη γηα λα 
νινθιεξσζεί ε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ ρσξίνπ.  Καηαζθεπάδεηαη ην δηπιφ αξρηθφ 
ζηξψκα απφ ηεηξάεδξα, πνπ νκαινπνηεί ηελ επηθάλεηα ησλ ππξακίδσλ. ΢ηε 
ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηείηαη ην πξφγξακκα ηνπ Λ. Αδακνχδε  [7] γηα ηε 
δεκηνπξγία ησλ ππφινηπσλ ηεηξαέδξσλ. Παξαθάησ δίλνληαη ηα ζηαηηζηηθά 
ζηνηρεία ηνπ πιέγκαηνο. Σέινο ζηηο Δηθφλεο 42, 43 θαη 44 παξνπζηάδεηαη ην 
πβξηδηθφ πιέγκα ζε ηνκή. 
 

 Σεηξαεδξηθφ πιέγκα: 

 Κφκβνη: 51955 

 Σεηξάεδξα: 220330  

 ΢πλνιηθφο Υξφλνο  39 Λεπηά 
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Δηθφλα 41: Σν ηειηθφ πβξηδηθφ πιέγκα.  
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Δηθφλα 42: Σν ηειηθφ πβξηδηθφ πιέγκα.  
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Δηθφλα 43 : Σν ηειηθφ πβξηδηθφ πιέγκα.  

 

4.2 Γεύηεξε γεσκεηξία 

 

΢ηελ δεχηεξή πεξίπησζε εμεηάζηεθε ε δπλαηφηεηα δηαθξηηνπνίεζεο ηνπ 
ρψξνπ γχξσ απφ κία γεσκεηξία πην θνληά ζε πξαθηηθή εθαξκνγή. Έλα ζρέδην 
αεξνπιάλνπ ρξεζηκνπνηήζεθε γηα λα πάξνπκε ην ηξηγσληθφ πιέγκα πνπ 
παξνπζηάδεηαη ζηελ Δηθφλα 44. Ζ εζσηεξηθή γεσκεηξία είλαη ηδηαίηεξα 
απαηηεηηθή, θαζψο έρεη πνιιά δχζθνιά ζεκεία, φπσο νη πηέξπγεο θαη ηα ζεκεία 
έλσζήο ηνπο κε ηελ άηξαθην. Ζ εμσηεξηθή γεσκεηξία επηιέρζεθε λα είλαη 
αξθεηά κεγάιε ζε ζρέζε κε ηελ εζσηεξηθή γεσκεηξία.  Οη γεσκεηξίεο πνπ 
δέρζεθε ν αιγφξηζκνο σο φξηα ηνπ ρσξίνπ παξνπζηάδνληαη ζηηο Δηθφλεο 44 θαη 
45, ελψ ηα ζηαηηζηηθά ζηνηρεία είλαη: 

 

 Δμσηεξηθφ επηθαλεηαθφ πιέγκα 
 Κφκβνη: 654 
 Σξίγσλα: 1304 
 Μεγίζηε ππνδηαίξεζε ζηνηρείσλ: 3 
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 Δζσηεξηθφ επηθαλεηαθφ πιέγκα 

 Κφκβνη: 1783 

 Σξίγσλα: 3562 

 Μεγίζηε ππνδηαίξεζε ζηνηρείσλ: 11 
 

 Πεγέο Πχθλσζεο 

 Κακηά 

 

 
Δηθφλα 44 : Σν επηθαλεηαθφ πιέγκα πνπ νξίδεη ηελ εζσηεξηθή γεσκεηξία. 

 
 

 
Δηθφλα 45 : Ζ εμσηεξηθή θαη ε εζσηεξηθή γεσκεηξία πνπ θαζνξίδνπλ ηα φξηα ηνπ ρσξίνπ. 
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Μεηά ηνπο 10 θχθινπο ππνδηαηξέζεσλ γηα ηελ παξαγσγή εμαεδξηθνχ 
πιέγκαηνο δεκηνπξγήζεθε ην πιέγκα πνπ παξνπζηάδεηαη ζηηο Δηθφλεο 46 έσο 
49. Ζ δηαθνξεηηθή πχθλσζε ζηηο δηαθνξεηηθέο γεσκεηξίεο είλαη εκθαλήο θαζψο 
θαη ε ηζνξξνπεκέλε αλάπηπμε ηνπ πιέγκαηνο 

 

 Δμαεδξηθφ Πιέγκα: 

 Κφκβνη: 233763 

 Δμάεδξα: 197201 

 Δλεξγά εμάεδξα: 136542 

 Δπηθαλεηαθά Δμάεδξα: 59982 ζηελ  εζσηεξηθή γεσκεηξία 

 Υξφλνο εθηέιεζεο : 3,5 Λεπηά 
 
 

 
Δηθφλα 46 : Άπνςε ηνπ  εμαεδξηθνχ πιέγκαηνο, φπνπ θαίλεηαη ε πχθλσζε ησλ ζηνηρείσλ. 
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Δηθφλα 47 : Άπνςε ηνπ  εμαεδξηθνχ πιέγκαηνο, φπνπ θαίλεηαη ε πχθλσζε ησλ ζηνηρείσλ. 

 

 
Δηθφλα 48 : Άπνςε ηνπ  εμαεδξηθνχ πιέγκαηνο ζηελ επηθάλεηα ηνπ αεξνζθάθνπο. 
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Δηθφλα 49 : Άπνςε ηνπ εμαεδξηθνχ πιέγκαηνο ζε ηνκή. 

 
 

΢ηε ζπλέρεηα ν αιγφξηζκνο πξνρσξεί ζηελ δεκηνπξγία ηνπ πξηζκαηηθνχ 
πιέγκαηφο. Όπσο έρεη αλαθεξζεί, ηα πξίζκαηα θηηάρλνληαη ζε ζηξψκαηα γχξσ 
απφ ηελ εζσηεξηθή γεσκεηξία.  Μεηά ηελ νινθιήξσζε ηεο δηαδηθαζίαο ν 
αιγφξηζκνο παξάγεη ηηο ππξακίδεο, πνπ είλαη απαξαίηεηεο γηα ηελ έλσζε ηνπ 
εμαεδξηθνχ θαη ηνπ ηεηξαεδξηθνχ πιέγκαηνο.  
  

 Πξηζκαηηθφ Πιέγκα: 

 Κφκβνη:  12481 

 Πξίζκαηα:  21372 

 Πξίζκαηα αλά ζηξψκα: 3562 

 ΢πλνιηθφο ρξφλνο: 45 δεπηεξφιεπηα 
 

 Ππξακίδεο 

 Κφκβνη:  8320 

 Ππξακίδεο: 16192  

 ΢πλνιηθφο ρξφλνο: 8 Λεπηά (καδί κε ηελ επεμεξγαζία ησλ βάζεσλ). 
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Δηθφλα 50 : Σν πξηζκαηηθφ πιέγκα πνπ πεξηθιείεη ηελ γεσκεηξία ηεο Δηθφλαο 44. 

 

 

 
Δηθφλα 51 : Λεπηνκέξεηα ηνπ πξηζκαηηθνχ πιέγκαηνο. 
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Δηθφλα 52 : Σνκή ηνπ πξηζκαηηθνχ πιέγκαηνο.  

 

 

 Σέινο, ν αιγφξηζκνο θαηαζθεπήο ηεηξαέδξσλ  [7] θαιείηαη γηα λα 

νινθιεξσζεί ε δηαθξηηνπνίεζε ηνπ ρσξίνπ.  Καηαζθεπάδεηαη ην δηπιφ αξρηθφ 
ζηξψκα απφ ηεηξάεδξα, πνπ νκαινπνηεί ηελ επηθάλεηα ησλ ππξακίδσλ. ΢ηε 
ζπλέρεηα δηαθξηηνπνηείηε ην ππφινηπν ρσξίν. Παξαθάησ δίλνληαη ηα ζηαηηζηηθά 
ζηνηρεία ηνπ πιέγκαηνο, ελψ ζηηο Δηθφλεο 53, 54 θαη 55 παξνπζηάδεηαη ην 
πβξηδηθφ πιέγκα ζε ηνκή. 
 
 

 Σεηξαεδξηθφ πιέγκα: 

 Κφκβνη: 52505 

 Σεηξάεδξα: 223522 

 ΢πλνιηθφο Υξφλνο:  79 Λεπηά 
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Δηθφλα 53 : Σν πβξηδηθφ πιέγκα ζε ηνκή ΥΤ. 

 

 

 
Δηθφλα 54 : Σν πβξηδηθφ πιέγκα ζε ηνκή ΥΤ (ιεπηνκέξεηα) . 
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Δηθφλα 55 : Σν πβξηδηθφ πιέγκα ζε ηνκή ΤΕ. 
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Κεθάιαην 5 

 

5.1 Αλαθεθαιαίσζε  

 

΢ηελ παξνχζα εξγαζία αλαπηχρζεθε κεζνδνινγία θαη ην αληίζηνηρν 
ινγηζκηθφ ρσξηθήο δηαθξηηνπνίεζεο κε ρξήζε ηεζζάξσλ δηαθνξεηηθψλ ηχπσλ 
ζηνηρείσλ (πβξηδηθφ πιέγκα). ΢πγθεθξηκέλα, αλαπηχρηεθε κηα κεζνδνινγία γηα 
ηελ αλάπηπμε εμάεδξσλ βαζηζκέλε ζε octree δνκή δεδνκέλσλ, κηα 
κεζνδνινγία γηα ηελ δεκηνπξγία πξηζκαηηθψλ ζηνηρείσλ γχξσ απφ ηελ 
γεσκεηξία ηνπ ζηεξενχ, εθαξκφζηεθε ε κεζνδνινγία πνπ αλέπηπμε ν Λ. 
Αδακνχδεο ζηελ κεηαπηπρηαθή ηνπ εξγαζία γηα ηελ παξαγσγή ηεηξαεδξηθψλ 
ζηνηρείσλ, θαη ηέινο αλαπηχρζεθε κία κεζνδνινγία γηα ηελ έλσζε ησλ 
δηαθνξεηηθψλ πιεγκάησλ κε ηελ ρξήζε ππξακηδηθψλ ζηνηρείσλ. 

  

5.2 Αλαθεθαιαίσζε θαη ζπκπεξάζκαηα 

 

Ο αιγφξηζκνο κπνξεί λα παξάγεη πιέγκαηα κε πνιχ κεγάιν αξηζκφ 
εμάεδξσλ ζε ζχληνκν, ζρεηηθά κε άιιεο κεζφδνπο, ρξνληθφ δηάζηεκα. 
Παξάιιεια παξακέλεη επέιηθηνο, κηαο θαη δελ πεξηνξίδεηαη απφ αξρηθέο 
γεσκεηξίεο. Απηφ ηνπ δίλεη ηελ δπλαηφηεηα λα δηαθξηηνπνηεί νπνηνδήπνηε ρσξία 
κε πνιιαπιέο εζσηεξηθέο γεσκεηξίεο.  Ζ δπλαηφηεηα πχθλσζεο ησλ ζηνηρείσλ 
είηε κε πεγέο είηε κε βάζε ηηο αξρηθέο γεσκεηξίεο δίλεη ηε δπλαηφηεηα λα 
εζηηάδεη ζηηο πξνβιεκαηηθέο πεξηνρέο ηνπ ρσξίνπ. 

Σν βαζηθφ αξλεηηθφ απηψλ ησλ πιεγκάησλ είλαη ε θαθή απφδνζε ηνπο 
ζε ππνινγηζκνχο πνπ γίλνληαη ζηελ πεξηνρή ησλ ζπλεθηηθψλ ζηξσκάησλ.  
Δπίζεο αδπλαηνχλ λα εθαξκφζνπλ ζηελ επηθαλεηαθή γεσκεηξία (κε 
ζχκκνξθα).  Σα δχν απηά κεηνλεθηήκαηα κπνξνχλ λα πεξηνξηζηνχλ κε ηελ 
δεκηνπξγία ηδηαίηεξα ππθλψλ πιεγκάησλ ή λα εμαιεηθηνχλ κε ηελ ρξήζε 
πβξηδηθψλ πιεγκάησλ. 

Ο αιγφξηζκνο παξαγσγήο πξηζκάησλ είλαη γξήγνξνο, ην κηθξφ κέγεζνο 
ηνπ πιέγκαηνο θαη ε δνκεκέλε θχζε ηνπ βνεζάεη ζε απηφ. Σν πξηζκαηηθφ 
πιέγκα πνπ παξάγεηαη εμνκαιχλεη ηελ αξρηθή εζσηεξηθή γεσκεηξία. 
Παξάιιεια θαιχπηεη ηνλ πξνβιεκαηηθφ ρψξν κε βέιηηζηα ζρήκαηα, ρσξίο λα 
ρξεηάδεηαη κεγάιν αξηζκφ ζηνηρείσλ.  Σέινο ε ηξηγσληθή επηθάλεηά ηνπο 
επηηξέπεη λα ελσζνχλ κε επθνιία κε ηεηξάεδξα.  

Ζ θχζε ηνπ πιέγκαηνο έρεη θαη νξηζκέλα αξλεηηθά ζηνηρεία, ηα νπνία ν 
αιγφξηζκνο δελ είλαη εχθνιν λα αληηκεησπίζεη. Σν πιέγκα εμαξηάηαη ζε κεγάιν 
βαζκφ απφ ηελ αξρηθή γεσκεηξία. ΢ε πεξίπησζε πνπ αχηε είλαη έληνλα κε 
θπξηή δελ ζα κπνξνχλ λα παξαρζνχλ αξθεηά ζηξψκαηα απφ πξίζκαηα. 

Οη ηεηξαγσληθέο ππξακίδεο απνδείρζεθαλ έλαο γξήγνξνο ηξφπνο γηα λα 
ελσζνχλ ηα δχν πιέγκαηα απφ δηαθνξεηηθά ζηνηρεία. Γπζηπρψο ε κεζνδνινγία 
δελ επηηξέπεη ηελ χπαξμε ππξακίδσλ κε δηαθνξεηηθφ κέγεζνο, κε απνηέιεζκα 
ε ηνπηθή πχθλσζε ηνπ πιέγκαηφο λα κελ είλαη εθηθηή.  

Ζ ηξνπνπνηεκέλε κέζνδνο ηνπ πξνειαχλνληνο κεηψπνπ δεκηνπξγεί 
πνηνηηθά θαη αμηφπηζηα πιέγκαηα γηα κε θπξηέο γεσκεηξίεο. Ο ρψξνο πνπ 
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αλαιακβάλεη λα δηαθξηηνπνίεζε θαηά ηελ δεκηνπξγία ηνπ πβξηδηθνχ πιέγκαηνο 
είλαη πάληα ηέηνηνο. Δπίζεο απηφο ν ρψξνο πξέπεη λα είλαη φζν πην κηθξφο 
γίλεηαη γηα λα κεηψλεηαη ν αξηζκφο ησλ ηειηθψλ ηεηξαεδξηθψλ ζηνηρείσλ πνπ 
πξέπεη λα ηνλ θαιχςνπλ. Παξφιε ηελ έιιεηςε ηθαλνχ ρψξνπ γηα λα αλαπηπρηεί 
ην πιέγκα, ε κέζνδνο θαηαθέξλεη λα δψζεη έλα πνηνηηθφ πιέγκα. Ζ ηερληθή 
είλαη αλαγθαζηηθά πην αξγή απφ ην ζχλνιφ ηνπ ππφινηπνπ αιγνξίζκνπ ηνπ 
πβξηδηθνχ πιέγκαηνο. Όζν πην πνιιά ζηνηρεία παξάγνληαη ηφζν ν αιγφξηζκνο 
επηβξαδχλεηαη. 

Γεληθά πξέπεη λα πνχκε φηη ν θπξηφηεξνο ιφγνο επηβξάδπλζεο είλαη ε 
αλαδήηεζε ηνκήο κεηαμχ ησλ ζηνηρείσλ. Υξεζηκνπνηείηαη ζε φινπο ηνπο 
αιγφξηζκνπο δεκηνπξγίαο λέσλ ζηνηρείσλ θαη είλαη απαξαίηεηε γηα ηελ απνθπγή 
ιαλζαζκέλσλ ηειηθψλ πιεγκάησλ. 

 

5.3 Μειινληηθέο πξνεθηάζεηο  

 

Ο ρξφλνο επεμεξγαζίαο γηα πξαγκαηηθά κεγέζε πιεγκάησλ κπνξεί λα 
γίλεη ππεξβνιηθά κεγάινο.  Ζ ρξήζε παξάιιεισλ ελαιιαζζφκελσλ  ςεθηαθψλ 
δέληξσλ (ADT) κπνξεί λα βειηηψζεη ηνλ ρξφλν αλαδήηεζεο.  

Ζ κειέηε γηα ηελ δπλαηφηεηα πχθλσζεο ηνπ πβξηδηθνχ πιέγκαηνο είλαη 
ελδηαθέξνπζα θαη πνιχ πηζαλφλ ρξεζηηθή. Ο αιγφξηζκνο octree, πνπ 
δεκηνπξγεί ηα εμάεδξα, κπνξεί λα ρξεζηκνπνηήζεη πεγέο πχθλσζεο. Ο 
αιγφξηζκνο δεκηνπξγίαο ηεηξαέδξσλ αθνινπζεί ηελ πχθλσζε ησλ γεσκεηξηψλ 
πνπ νξίδνπλ ην ρσξία δηαθξηηνπνίεζεο.  Σν κφλν πνπ κέλεη είλαη ε δπλαηφηεηα 
πχθλσζεο ησλ πξηζκάησλ. Ο δηαθνξεηηθφο αξηζκφο ζηνηρείσλ θαη θφκβσλ 
κεηαμχ δχν δηαδνρηθψλ ζηξσκάησλ κπνξεί λα κελ παξάγεη ρξήζηκα πιέγκαηα 
γηα ρξήζε ζε CFD.   

Ζ δπλαηφηεηα άκεζεο ζχλδεζεο πξηζκάησλ θαη εμάεδξσλ είλαη 
ελδηαθέξνπζα θαζψο ζα ειαρηζηνπνηήζεη ηνλ ρξφλν παξαγσγήο ηνπ 
πιέγκαηνο, απνθεχγνληαο ηελ δεκηνπξγία ηεηξάεδξσλ. Γηα λα ελσζνχλ ηα 
εμάεδξα κε ηα πξίζκαηα ζα πξέπεη λα ζπάζνπλ ζηα θαηάιιεια ζεκεία, πνπ 
ηέκλνπλ ην ηειεπηαίν ζηξψκα ησλ πξηζκάησλ.  Ζ δηαδηθαζία είλαη ίδηα κε απηή 
πνπ ρξεζηκνπνηείηαη γηα ηελ εθαξκνγή ηνπ εμαεδξηθνχ πιέγκαηνο κε κηα 
γεσκεηξία. Απηφ ζα δψζεη δηαθνξεηηθά ζηνηρεία ζην ζεκείν έλσζεο ησλ δχν 
πιεγκάησλ  θαη ζα πξέπεη λα ειέρζε θαηά πφζν ην ηειηθφ πιέγκα είλαη ρξήζηκν 
γηα ρξήζε ζε CFD. 

Ζ κέζνδνο ηνπ πξνειαχλνληνο κεηψπνπ ζα κπνξνχζε λα βειηησζεί κε 
ηελ εηζαγσγή δπλαηφηεηαο ζπλεξγαζίαο κε αιγφξηζκν Det, ν νπνίνο ζα 
παξέρεη ηνπο θφκβνπο, πνπ ζα ρξεζηκνπνηεζνχλ ζηε ζπλέρεηα απφ ηελ 
πξνηεηλφκελε κεζνδνινγία γηα ηε δεκηνπξγία ηνπ πιέγκαηνο. 
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