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ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Στην διατριβή αυτή, παρουσιάζουµε µια συνοπτική εισαγωγή στη θεωρία στην θεωρία

των χώρων µε την RNP (Ιδιότητα Radon Nikodym).

∆ίνουµε όµως πλήρη απόδειξη του βασικού θεωρήµατος της dentability (θεώρηµα

6.8).

Στο [D] ο R. Doss αποδεικνύει το εξής αποτέλεσµα:

Αν το λ είναι συνεχές µέτρο στον κύκλο Π τότε υπάρχει n ⊥ m (m είναι το µέτρο

Lebesgue στον Π) έτσι ώστε n ∗ λ << m.

Στο κεφάλαιο 6 χρησιµοποιούµε αναπαραστάσεις τελεστών στον L1 µε στοχαστικούς

πυρήνες και αποδεικνύουµε ότι στην περίπτωση που το µέτρο λ είναι Rajchman το

µέτρο ν στο θεώρηµα του R.Doss µπορεί να παρθεί να είναι ένα Riesz γινόµενο της

µορφής w∗ − lim
k=1

∞
Π 1 ± cosnkx (θεώρηµα 6.8).

Το µέτρο αυτό είναι ιδιάζον προς το m.

Επίσης παραθέτουµε εφαρµογές στην πραγµατική ανάλυση ενός θεωρήµατος από το

[Β2].
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1.Προκατακτικά - Ορισµοί

Έστω (Ω,Σ,λ) ένας χώρος πιθανότητας και X ένας χώρος Banach.

Μία συνάρτηση καλείται απλή εάν υπάρχουν x1, x2, . . . , xn ∈ X και Ε1,Ε2, . . . ,ΕΝ ∈ Σ έστι

ώστε f :
i=1

n

∑ x i ⋅ χΕ1 όπου χΕ1ω = 0 εάν ω ∉ Ε i. To (Bohner) ολοκλήρωµα µιας απλής

συναρτήσεως f είναι εξ ΄ορισµού

Ε

∫ fdλ =
n

i=1

∑ x i ⋅ λΕ ∩ Ε ι , Ε ∈ Σ.

Μία συνάρτηση f : Ω → X καλείται µετρήσιµη εάν υπάρχει µια ακολουθία απλών

συναρτήσεων snn∈ℕ έτσι ώστε
n

lim ‖sn − f‖ = 0 λ-σχεδόν παντού.

Εάν f : Ω → X είναι µετρήσιµη συνάρτηση και υπάρχει ακολουθία απλών

συναρτήσεων snn∈ℕ έτσι ώστε
n

lim ‖sn − f‖dλ = 0 τότε η f καλείται Bohner

ολοκληρώσιµη. Σ ΄αυτήν την περίπτωση

Ε

∫ fdλ ορίζεται ∀ Ε ∈ Σ σαν το όριο
n

lim
E

∫ sndλ .

Ο ίδιος ο Bohner έδωσε τον παρακάτω χαρακτηρισµό των Bohner ολοκληρώσιµων
συναρτήσεων.

1.1 Θεώρηµα : Έστω f : Ω → X µια µετρήσιµη συνάρτηση. Η f είναι Bohner
ολοκληρώσιµη εάν και µόνο αν

Ω

∫ ‖f‖dλ < ∞ .

Με LX
1 λ συµβολίζουµε τον χώρο Banach όλων των Bohner ολοκληρώσιµων

Παρατήρηση: πολλά από τα κλασικά θεωρήµατα για µετρήσιµες πραγµατικές

συναρτήσεις και Lebesgue ολοκληρώσιµες συναρτήσεις γενικεύονται στην περίπτωση
διανυσµατικών συναρτήσεων µε τιµές σ ΄ένα χώρο Banach. Σχεδόν όλες οι αποδείξεις
παραµένουν οι ίδιες (αρκεί κάποιος να αντικαταστήσει τις απόλυτες τιµές µε νόρµες).
Παρακάτω αναφέρονται (χωρίς απόδειξη) ορισµένα θεωρήµατα για Bohner
συναρτήσεις.

1. Έστω fnn∈ℕ µια ακολουθία απο Bohner ολοκληρώσιµες συναρτήσεις f n : Ω → X .
Εάν

n
lim fn = f στο λ-µέτρο (δηλαδή εάν

n
lim λω ∈ Ω : ‖fnω − fω‖ ≥ ε = 0 ∀ε > 0 )
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και εάν υπάρχει πραγµατική Lebesgue ολοκληρώσιµη σηνάρτηση g : Ω → ℝ έτσι ώστε

‖fn‖ ≤ g λ-σχεδόν παντού, τότε η f είναι Bohner oοκληρώσιµη και
n

lim
E

∫ fndλ =
E

∫ fndλ ∀

Ε ∈ Σ.

2. Εάν f ∈ LX
1 τότε

Ε

∫ fdλ ≤
Ε

∫ ‖f‖dλ ∀ Ε ∈ Σ.

3. Εάν f, g ∈ LX
1 και

Ε

∫ fdλ =
Ε

∫ gdλ ∀ Ε ∈ Σ τότε f = g λ-σχεδόν παντού.

4. Εάν f : 0, 1 → X είναι Bohner ολοκληρώσιµη τότε για όλα σχεδόν τα s ∈ 0, 1

έχουµε
h→0
lim 1

h

S

s+h

∫ ftdt = fs.

5. Έστω T ένας κλειστός τελεστής από τον χώρο Banach X στον χώρο Banach Ψ. Εάν
η f : Ω → X και η Tf : Ω → Ψ είναι Bohner ολοκληρώσιµες τότε T

E

∫ fdλ =
Ε

∫ Tfdλ.

6. Εάν f ∈ LX
1 και Ε ∈ Σ , λΕ > 0 τότε 1

λΕ
Ε

∫ fdλ ∈ cofE.

Ένα απο τα σηµαντικά θεωρήµατα για µετρήσιµες συναρτήσεις f : Ω → X είναι το

θεώρηµα Μετρησιµότητας του Pettis.

1.2 Θεώρηµα [D-U] : Έστω f : Ω → X µια συνάρτηση. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα.

1. Η f είναι µετρίσιµη

2. ∀x∗ ∈ X∗ η πραγµατική συνάρτηση x∗f : Ω → ℝ είναι µετρήσιµη και υπάρχει Ε ∈ Σ ,

λΕ = 0 έτσι ώστε το σύνολο fΩ\Ε είναι (norm)διαχωρίσιµο υποσύνολο το X.

Απόδειξη:

(1  2) Ας υποθέσουµε ότι η f : Ω → X είναι µετρίσιµη. Απο το θεώτηµα του Egoroff
µπορούµε να βρούµε µια ακολουθία fn απλών συναρτήσεων έτσι ώστε

n
lim ‖fn − f‖ = 0

λ-σχεδόν οµοιόµορφα. ∆ηλαδή για κάθε n ∈ N υπάρχει ένα σύνολο Εn ∈ Σ έτσι ώστε
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λΕn < 1
n και

n
lim fn = f οµοιόµορφα στο Ω\Εn. Κάθε συνάρτηση fn έχει πεδίο τιµών ένα

φραγµένο υποσύνολο κάποιου υπόχωρου του X που είναι πεπερασµένης διάστασης.
Εποµένως το σύνολο fΩ\Εn είναι ολικά φραγµένο (totally bounded) και διαχωρίσιµο.

Είναι φανερό λοιπόν ότι το σύνολο f
∞

n=1

∪ Ω\Εn =
∞

n=1

∪ fΩ\Εn είναι διαχωρίσιµο.

Παρατηρούµε επίσης ότι το σύνολο Ω\
∞

n=1

∪ Ω\Εn =
n=1

∞
∩ Εn έχει λ-µέτρο µηδέν αφού

λΕn < 1
n . Έχουµε αποδείξει λοιπόν ότι υπάρχει σύνολο Ε,λΕ = 0 έτσι ώστε το

σύνολο fΩ\Ε είναι διαχωρίσιµο.

Εάν x∗ ∈ X∗ τότε η συνάρτηση x∗fn είναι απλή αφού η fn είναι απλή. Γνωρίζουµε ότι
fnω → fω για όλα σχεδόν τα ω ∈ Ω εποµένως x∗fnω → x∗fω για όλα σχεδόν τα

ω ∈ Ω. Αυτό σηµαίνει ότι η συνάρτηση x∗fn : Ω → είναι µετρήσιµη.
2  1 : Έστω Ε ∈ Σ , µε λΕ = 0 και fΩ\Ε διαχωρίσιµο υποσύνολο του X. Έστω

xn ένα αριθµήσιµο πυκνό υποσύνολο του fΩ\Ε. Με τη βοήθεια του θεωρήµατος

Hahn-Banach µπορούµε να διαλέξουµε µια ακολουθία xn
∗ συναρτησοειδών στον X∗

έτσι ώστε xn
∗xn = ‖xn‖ και ‖xn

∗‖ = 1. Εάν ω ∈ Ω\Ε τότε ‖fω‖ =
n

sup |xn
∗fω|. Εποµένως

η συνάρτηση ‖f⋅ − xn‖ είναι µετρήσιµη.

Έστω ε > 0. Θεωρούµε τα σύνολα Εn = ω ∈ Ω : gnω < ε. Εάν το µέτρο λ είναι

πλήρες τότε κάθε Εn ανήκει στην Σ. Σε κάθε περίπτωση ∃βn ∈ Σ µε λβn△En = 0.

Ορίζουµε την συνάρτηση g : Ω → X ως εξής:
gω = χn εάν ωεβn\

m<n
∪ βm

gω = 0 εάν ω ∉
n
∪ βn.

Παρατηρούµε ότι ‖gω − fω‖ < ε για όλα σχεδόν τα ω ∈ Ω. ∆ηλαδή η f µπορεί να

προσεγγιστεί από µια συνάρτηση g που παίρνει αριθµήσιµο το πλήθος τιµές. Εάν
πάρουµε ε = 1

n είναι φανερό ότι µπορούµε να κατασκευάσουµε µια ακολουθία gn
′  από

συναρτήσεις που παίρνουν αριθµήσιµες το πλήθος τιµές και ‖gn
′ − f‖ < 1

n σχεδόν

παντού. Κάθε gn
′ έχει τη µορφή gn

′ =
∞

m=1

∑ xn,mXEn,m µε Εn,i ∩ Εn,j =  εάν i ≠ j και En,m ∈ Σ.

Επειδή το µέτρο λ είναι πεπερασµένο είναι δυνατόν να "κόψουµε" λίγο τις gn
′ και να

ορίσουµε µια ακολουθία fn από απλές συναρτήσεις που να συγκλίνουν σχεδόν παντού

στην f. Αυτό σηµαίνει ότι είναι η f είναι µετρήσιµη.

Έστω Ω ένα µη κενό σύνολο, Σ µια σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω και X ένας χώρος

Banach.
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1.3 Ορισµός: H απεικόνηση µ : Σ → X καλείται διανυσµατικό µέτρο (vector measure)

εάν µ
∞

n=1

∪ Αn =
∞

n=1

∑ µΑn για κάθε ακολουθία Αnn∈ℕ ξένων συνόλων από την σ-άλγεβρα

Σ.

Παρατήρηση: Είναι φανερό ότι η σειρά
∞

n=1

∑ µΑn όχι µόνο συγκλίνει αλλά και κάθε

αναδιάταξη των όρων της δίνει συγκλίνουσα σειρά εάν το µ είναι διανυσµατικό µέτρο.

Η κύµανση (variation) ενός διανυσµατικού µέτρου µ είναι η (επεκτεταµένη
πραγµατική) συνάρτηση µ : Σ → 0,∞ της οποίας η τιµή σ΄ένα σύνολο E ∈ Σ είναι
µ Ε =

π

sup
A∈π

∑ µA όπου το supremum το παίρνουµε πάνω σ ΄όλες τις διαµερίσεις

του Ε σε πεπερασµένο το πλήθος ξένων ανα δύο στοιχείων από την Σ. Εάν µ Ω < ∞
τότε το διανυσµατικό µέτρο µ καλείται µέτρο φραγµένης κύµανσης (bounded variation).

Εάν Ω,Σ,λ είναι ένας χώρος πιθανότητας, X ένας χώρος Banach και f ∈ LX
1 λ µια

Bohner ολοκληρώσιµη συνάρτηση µπορούµε να ορίσουµε ένα διανυσµατικό µέτρο

µ : Σ → X ως εξής: µΕ =
Ε

∫ fdλ, Ε ∈ Σ. Το ότι το µ είναι αριθµήσιµα προσθετικό

χρειάζεται απόδειξη (Εάν Ε =
n
∪ Εn µε Εnn∈ℕ ακολουθία ξένων ανα δυο συνόλων από τη

Σ τότε η σειρά
∞

n=1

∑
Εn

∫ fdλ συγκλίνει απολύτως γιατί κυριαρχείται από την συγκλίνουσα

σειρά
∞

n=1

∑
Εn

∫‖f‖ dλ. Παρατηρούµε ότι
∞

n=1

∪ Εn

∫ fdλ −
∞

n=1

∑
Εn

∫ f dλ =
∞

n=1

∪ Εn

∫ fdλ . Είναι φανερό ότι

m
lim λ

∞


n=m+1

∪ Εn = 0 και εποµένως
m

lim
∞

n=m+1

∪ Εn

∫ fdλ = 0 
∞

n=1

∪ Εn

∫ fdλ =
∞

n=1

∑
Ε

∫ fdλ. Αυτό σηµαίνει

ότι µ
∞

n=1

∪ Εn =
∞

n=1

∑ µΕn ).

Το µέτρο µ , µΕ =
Ε

∫ fdλ είναι φραγµένης κύµανσης (bounded variation) και απολύτως

συνεχές ως προς το λ (δηλαδή εάν E ∈ Σ και λΕ = 0 τότε µ Ε = 0).

Είναι φυσικό να ρωτήσουµε εάν κάθε διανυσµατικό µέτρο µ , που είναι φραγµένης

κύµανσης και είναι απόλυτα συνεχές ως προς το λ προέρχεται απο µια Bohner
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ολοκληρώσιµη συνάρτηση.

Η απάντηση στο ερώτηµα αυτό είναι αρνητική όπως δείχνει το ακόλουθο παράδειγµα.

Παράδειγµα: Έστω Ω,Σ,λ = 0, 1 , Lebesgue µετρήσιµα σύνολα, Lebesgue µέτρο).
Έστω X ο Banach χώρος L10, 1. Θεωρούµε το διανυσµατικό µέτρο µ : Σ → L10, 1 που
ορίζεται ως εξής µΑ = XΑ,∀Α ∈ Σ.

Είναι εύκολο να δεί κανείς ότι το µ είναι ένα διανυσµατικό µέτρο πεπερασµένης

κύµανσης και απολύτως συνεχές ως προς λ.

Ας υποθέσουµε ότι ∃f ∈ LL1
1 λ έτσι ώστε µΑ =

Α

∫ f dλ θα καταλήξουµε σε άτοπο.

Έστω F ∈ L∞0, 1 = L10, 1∗. Είναι φανερό ότι

Α

∫ F, ftdλt = F,
Α

∫ ftdλt = F, XA =
Α

∫ Ftdλt. Αυτό συνεπάγεται ότι υπάρχει ένα

σύνολο ΑF ∈ Σ µε λΑF = 0 έτσι ώστε F, ft = Ft∀t ∈ 0, 1\AF.

Έστω Ιn η ακολουθία όλων των υποδιαστηµάτων του 0, 1 µε ρητά άκρα. Έστω

Fn = XIn ∈ L∞0, 1. Έστω Α =
∞

n=1

∪ ΑFn και x ∈ 0. 1\Α.

Έχουµε ότι

Ιn

∫ fxsdλs = ∫Fnsfxsdλs = Fnx. Εάν x ∉ In τότε Fnx = 0

εποµένως fxs = 0 για όλα σχεδόν τα s ∈ 0, 1 εάν x ∈ 0, 1 \Α. Αυτό συνεπάγεται ότι

η f : 0, 1 → L1 µηδενίζεται σχεδόν παντού. ∆εν είναι δυνατόν λοιπον
Α

∫ fdλ = XΑ,

∀Α ∈ Σ.
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2. Η Ι∆ΙΟΤΗΤΑ RADON - NIKODYM

2.1 Ορισµός: Ο χώρος Banach X λέµε ότι έχει την Radon - Nikodym Ιδιότητα (RNP)
εάν για κάθε χώρο πιθανότητας Ω,Σ,λ και για κάθε διανυσµατικό µέτρο µ : Σ → X (το
οποίο είναι φραγµένης κύµανσης και απόλυτως συνεχές ως προς το λ) υπάρχει Bohner
ολοκληρώσιµη συνάρτηση f ∈ LX

1 λ έτσι ώστε µΕ =
Ε

∫ f dλ ∀E ∈ Σ.

2.2 Ορισµός: Έστω Κ ένα κλειστό φραγµένο κυρτό υποσύνολο του χώρου Banach X.
To σύνολο Κ έχει την Radon - Nikodym Ιδιότητα εάν για κάθε χώρο πιθανότητας Ω,Σ,λ
και κάθε διανυσµατικό µέτρο µ : Σ → X το οποίο είναι απολύτως συνεχές ως προς λ,

είναι φραγµένης κύµανσης και που το "average range" Αµ =  µΕ
λΕ

,Ε ∈ Σ,λΕ > 0.

περιέχεται στο Κ υπάρχει f ∈ LX
1 λ έτσι ώστε µΑ = ∫ fdλ ∀E ∈ Σ.

Ένα κλειστό και κυρτό υποσύνολο Κ ⊂ X έχει την RNP εάν κάθε κλειστό, κυρτό και

φραγµένο υποσύνολο του Κ έχει την RNP.

Οι χώροι L1, co, c0, 1, l∞, L∞ δεν έχουν την RNP. Κάθε αυτοπαθής χώρος, κάθε δυϊκός
χώρος είναι διαχωρίσιµος (π.χ. l1) κάθε χώρος µε boundelly complete βάση έχει την

RNP.

Είναι πολύ εύκολο να δεί κανείς ότι:

1. Εάν X,Ψ είναι ισοµορφικοί χώροι Banach και ο X έχει την RNP τότε και ο Ψ έχει την

RNP.

2. Eάν ο X έχει την RNP τότε και κάθε υπόχωρος του X έχει την RNP.

3. Εάν κάθε διαχωρίσιµος υπόχωρος του X έχει την RNP τότε και ο X έχει την RNP.

2.3 Ορισµός: Έστω Α ένα φραγµένο υποσύνολο του X. Το Α καλείται dentable εάν

∀ε > 0 ∃xεΑ έτσι ώστε x ∉ coA\Bεx.
(co συµβολίζει την κλειστή κυρτή θήκη και Bεx = y ∈ X : ‖x − y‖ < ε)

Εάν Α είναι ένα φραγµένο υποσύνολο του X,α > 0 και f ∈ X∗, f ≠ 0 τότε το slice του Α

που ορίζεται από το f και το α είναι το σύνολο sΑ, f,α = x ∈ Α : fx > supfA − α.
Είναι εύκολο να δεί κανείς (µε τη βοήθεια του Hahn-Banach) ότι ένα σύνολο Α είναι

dentable εάν και µόνο εάν ∀ε > 0 υπάρχει κάποιο slice sA, f,α του οποίου η διάµετρος
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είναι µικρότερη απο ε.

Το 1967 ο M.A.Rieffel εισήγαγε την ένοια της dentability και απέδειξε το εξής

θεώρηµα.

2.4 Θεώρηµα [D-U] : Έστω X ένας χώρος Banach. Εάν κάθε φραγµένο υποσύνολο

του X είναι dentable τότε ο X έχει την RNP ιδιότητα.

Απόδειξη: Έστω µ : Σ → X ένα διανυσµατικό µέτρο φραγµένης κύµανσης και

απολύτως συνεχές ως προς το µέτρο πιθανότητας λ.
Εάν µ είναι η variation του µ από το κλασικό Radon-Nikodym θεώρηµα µπορούµε

να βρούµε h ∈ Lℝ
1 λ, h ≥ 0 έτσι ώστε µ Ε =

Ε

∫ hdλ, ∀Ε ∈ Σ. Εάν F ∈ Σ µε ΑF

συµβολίσουµε το σύνολο  µG
λG

: G ⊂ F,λG > 0.

Εάν η συνάρτηση h είναι φραγµένη στο F τότε το AF είναι φραγµένο σύνολο διότι

µG
λG

≤
µ G

λG
= 1

λG
G

∫ hdλ.

Η καρδιά της απόδειξης Rieffel βρίσκεται στο επόµενο λήµµα.

2.5 Λήµµα: ∀3 > 0,∀Ε ∈ Σ µε λΕ > 0,∃F ∈ Σ µε F ⊂ Ε και λF > 0 έτσι ώστε

diamAF ≤ ε. Για να αποδείξουµε το λήµµα ας υποθέσουµε ότι η h είναι φραγµένη στο
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Ε, και εποµένως το σύνολο ΑΕ είναι φραγµένο. Αυτό µπορούµε να το κάνουµε χωρίς

βλάβη της γενικότητας αφού Ε =
n∈ℕ
∪ ω ∈ Ε : hω ≤ n. Το σύνολο ΑΕ είναι dentable

εποµένως ∃F0 ⊂ Ε,λF0 > 0 έτσι ώστε
µF0
λF0

∉ coΑΕ\Β ε
2
 µF0
λF0

 = Q.

Εάν diamAF ≤ ε έχουµε αποδείξει το λήµµα. Εάν diamAF > ε τότε ∃Β ⊂ F0,λΒ > 0

έτσι ώστε
µΒ
λΒ

∈ Q. Πραγµατικά εάν
µΚ
λΚ

∉ Q ∀Κ ⊂ F0,λΚ > 0 τότε

µΚ
λΚ

− µF0
λF0

< ε
2  diamAF ≤ ε

2 + ε
2 = ε. ∆ιαλέγουµε τώρα µια maximal

(αναγκαστικά αριθµήσιµη) οικογένεια από ξένα ανά δύο σύνολα Βnn∈ℕ,λΒn > 0,ΒnF0

και
µΒn
λΒn

∈ Q ∀n ∈ ℕ. Θεωρούµε το σύνολο F = F0\∪Βn.Εάν λF = 0 τότε µF = 0 και

µπορούµε να γράψουµε
µF0
λF0

=
µ

n
∪Βn

λ∪Βi
=

n

∑ λΒn
λ∪Βi

⋅ µΒn
λΒn

. Αυτό σηµαίνει ότι το
µF0
λF0

βρίσκεται στο Q πράγµα άτοπο. ∆εν είναι λοιπόν δυνατόν να είναι λF = 0.

Εποµένως λF > 0. Από την maximality της Βn εάν G ⊂ F και λG > 0 τότε
µG
λG

∉ Q  µG
λG

− µF0

λF0
≤ ε

2 . Αυτό συνεπάγεται ότι diamAF ≤ ε και το λήµµα έχει

αποδειχθεί.

Τώρα συνεχίζουµε την απόδειξη του θεωρήµατος. Μπορούµε να πάρουµε (ξανά!) µια
maximal (αναγκαστικα αρθµήσιµη) οικογένεια Ε i i από ξένα ανά δύο σύνολα στην

Σ,λΕ i > 0 έτσι ώστε diamAΕ i ≤ ε ∀i. Είναι φανερό τώρα ότι µε επαγωγή µπορούµε να

βρούµε µια ακολουθία διαµερίσεων Πn = Ε i
n i, αύξουσα ως προς την refinement έτσι

ώστε diamAΕ i
n < 1

2n+1 ∀1, n ∈ ℕ. Θεωρούµε τη συνάρτηση gn : Ω → X, gn =
i

∑ µEi
n

λEi
n

XEi
n .

Παρατηρούµε ότι η gn είναι οµοιόµορφα Cauchy (‖gnω − gmω‖ < 1
2n+1 εάν m < n) και

εποµένως η gn συγκλίνει στην LX
1 νόρµα σε κάποια συνάρτηση g ∈ LX

1 . Για κάθε Ε ∈ Σ
έχουµε ότι

µΕ −
Ε

∫ gndλ =
i

∑ µΕ i
n ∩ E −

i

∑ µEi
n

λEi
n λΕ i

n ∩ E ≤
i

∑ µΕi
n∩E

λΕi
n∩E

− µΕi
n

λΕi
n

λΕ i
n ∩ E ≤

Εποµένως µE =
n

lim
Ε

∫ gndλ =
Ε

∫ gdλ ∀Ε ∈ Σ.

Εδώ τελείωσε η απόδειξη του θεωρήµατος!

Παρατήρηση: Ας υποθέσουµε ότι το ΑΩ =  µΕ
λΕ

,Ε ∈ Σ,λΕ > 0 είναι φραγµένο

από το 1. Έστω φn = gn − gn−1, n ≥ 1. Είναι φανερό ότι φn =
i

∑ x i
nXEi

n , µε

x i
n ∈ X,‖x i

n‖ ≤ 1
2n . Μπορούµε να ορίσουµε v : S → l1ℕ × ℕ ως εξής

v Εn,i = 1
2n λΕ ∩ Ε i

n. Έστω Τ : l1ℕ × ℕ → X ένας (φραγµένος) γραµµικός τελεστής
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έτσω ώστε Τen,i = 2nx i
n όπου το en,i είναι το n, i µοναδικό διάνυσµα της συνηθισµένης

βάσης του l1ℕ × ℕ .

Μπορεί εύκολα να δεί κανείς ότι Τ ∘ v = µ .

Παρατήρηση: Έστω µ : Σ → ℝ ένα πραγµάτικο µέτρο στο 0, 1 και έστω ότι

|µΕ| ≤ λΕ όπου λ το µέτρο Lebesgue. Με τη µέθοδο της αποδείξεως του

προηγούµενου θεωρήµατος µπορούµε να αποδείξουµε ότι το µέτρο µ έχει µια

Radon-Nikodyn παράγωγο. Έτσι έχουµε µια πολύ απόδειξη του κλασικού

Radon-Nikodyn θεωρήµατος. Η παρατήρηση αυτή οφείλεται στον R.E.Huff.
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3. Martingales

Έστω Ω,Σ,λ ένας χώρος πιθανότητας και Σ΄ ⊂ Σ µια σ-άλγεβρα υποσυνόλων του Ω.
Με X συµβολίζουµε κάποιο χώρο Banach. H συνάρτηση g ∈ LX

1 λ καλείται conditional
expectation της f ως προς Σ΄ εάν η g είναι Σ΄-µετρήσιµη και

Ε

∫ gdλ =
Ε

∫ fdλ,∀Ε ∈ Σ΄. Με Εf

| Σ΄ συµβολίζουµε την conditional expectation της f ως προς Σ΄.

Παρατήρηση: Το κλασικό θεώρηµα Radon - Nikodym δίδει αµέσως ότι εάν f : Ω → ℝ
είναι µια πραγµατική συνάρτηση και Σ΄ ⊂ Σ µια σ-υποάλγεβρα της Σ τότε η Εf | Σ΄
υπάρχει. Πραγµατικά εάν η Σ΄ → ℝ είναι το µέτρο µΑ =

Α

∫ fdλ τότε m ≪ λ και η Εf | Σ΄

είναι η Radon-Nikodym παράγωγος dm
dλ

. Ο ίδιος συλλογισµός αποδεικνύει ότι αν

f : Ω → X είναι µια bohner ολοκληρώσιµη συνάρτηση και ο X έχει την RNP τότε η Εf |
Σ΄ υπάρχει.

Αυτό που είναι σηµαντικό είναι ότι ακόµα και εάν ο χώρος X δεν έχει την RNP
µπορούµε να ορίσουµε conditional expectation συναρτήσεων στον LX

1 ως εξής: Ξεκινάµε

από τις απλές συναρτήσεις της µορφής f =
n

i=1

∑ x iXAi , A i ∈ Σ, x i ∈ X. Ορίζουµε Εf |

Σ΄ =
n

i=1

∑ x iΕXAi /Σ΄ όπου η ΕXAi /Σ΄ είναι η πραγµατική coditional expectation της

συνάρτησης XAi ∈ Lℝ
1 λ.

Είναι φανερό ότι στην περίπτωση αυτή (που η f είναι απλή συνάρτηση) έχουµε

1. Η g = Εf | Σ΄ είναι Σ΄ µετρήσιµη

2.
Α

∫ gdλ = ∑ x i

Α

∫ EXAi /Σ΄ = ∑ x i

Α

∫ XAi =
Α

∫ fdλ,∀A ∈ Σ΄.

3. Η Εf | Σ΄ είναι γραµµική ως προς την f.

4. Η ‖Εf |Σ΄ω‖ ≤ Ε‖f⋅‖/Σ΄ω

Εάν τώρα f ∈ LX
1 λ είναι µια οποιαδήποτε Bohner ολοκληρώσιµη συνάρτηση
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f : Ω → X τότε η f µπορεί να προσεγγιθεί από απλές συναρτήσεις Sn. Η ακολουθία

Εsn/Σ΄n=1
∞ είναι Cauchy στον LX

1 λ και το όριο της είναι ανεξάρτητο από την ακολουθία

Sn. Το όριο αυτό είναι η Εf | Σ΄.Όλα τα παραπάνω συνοψίζονται στο εξής

3.1 Θεώρηµα: Έστω f ∈ LX
1 Ω,Σ,λ,Σ΄ ⊂ Σ µια σ-υποάλγεβρα της Σ. Υπάρχει g = Εf |

Σ΄ (ουσιαστικά µοναδική) έτσι ώστε

α. Εf | Σ΄ ∈ LX
1 Ω,Σ,λ

β.
Α

∫ gdλ =
Α

∫ fdλ,∀A ∈ Σ΄

Ο τελεστής Ε⋅/Σ′ : LX
1 → LX

1 είναι γραµµικός και ικανοποιεί τα εξής:

1. ‖Εf |Σ΄ω‖ ≤ Ε‖f⋅‖/Σ΄ω λ-σχεδόν παντού

2. ‖Εf |Σ΄ω‖ ≤ ‖f‖1,∀ ∈ LX
1 λ

3. Εάν Σ΄΄ ⊂ Σ΄ είναι σ-άλγεβρα τότε ΕΕf | Σ΄/Σ΄΄ = ΕΕf | Σ΄΄/Σ΄ = Εf | Σ΄΄.

3.2 Ορισµός: Έστω Σ0 ⊂ Σ1 ⊂. . .Σn. . .⊂ Σ µια αύξουσα ακολουθία fn,Σnn∈ℕ, fLX
1 λ

καλείται martingale εάν Εfn+1/Σn = fn,∀n ∈ ℕ.

Παράδειγµα 1: Έστω∈ LX
1 λ και Σ0 ⊂ Σ1 ⊂. . .⊂ Σn µια αύξουσα ακολουθία

σ-αλγεβρων. Έστω fn = Εf/Σn . Τότε η ακολουθία fn,Σn είναι ένα martingale.

Παράδειγµα 2: Έστω xn,k, n = 0, 1, 2, . . . , k = 1, 2, . . . , 2n ένα δένδρο σ΄ένα χώρο

Banach X. Aυτό σηµαίνει ότι η ακολουθία xn,k είναι φραγµένη και

xn,k = 1
2 xn+1, 2k − 1 + xn+1,2k ∀n = 0, 1, 2, . . . , 1 ≤ k ≤ 2n. Έστω

In,k =  k−1
2n , k

2n , n = 0, 1, 2, . . . , 1 ≤ k ≤ 2n η ακολουθία των δυαδικών διαστηµάτων. Με Σn

συµβολίζουµε την πεπερασµένη άλγεβρα που γεννάται από την In,k 1 ≤ k ≤ 2.
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Μπορούµε να ορίσουµε ένα martingale µε τιµές στο χώρο X ως εξής:

ξ0 = x01XIo1

ξ1 = x11XI11 + x12X12

ξn =
k=1

2n

∑ xn,kXIn,k ,ξn : 0, 1 → X.

Μπορεί εύκολα να δεί κανείς ότι

0,1

∫ ξ0 =
0,1

∫ ξ1 αφού x01 = 1
2 x11 + x12. Οµοίως

έχουµε ότι Εξn+1/Σn = ξn. ∆ηλαδή η ακολουθία ξn,Σn είναι ένα martingale.

Ένα δένδρο xn,k καλείται ε-δένδρο εάν ‖xn+1,2k−1 − xn,k‖ > ε ∀n∀k 1 ≤ k ≤ 2.

Είναι φανερό ότι το martingale ξnΣn που αντιστοιχεί σ ΄ένα ε-δένδρο δεν µπορεί να

συγκλίνει αφού ‖ξn+1t − ξnt‖ > ε,∀t ∈ 0, 1. Στον L10, 1 υπάρχει ένα 1-δένδρο.

Πραγµατικά εάν hn,k =
X
 k−1

2n , k
2n 

1
2n

, 1 ≤ k ≤ 2n, n = 0, 1, . . . έχουµε ότι ‖hn,k‖1 ≤ 1

∀n∀k, 1 ≤ k ≤ 2n και ‖hn+1,2k−1 − hn+1,2k‖1 = 1. Είναι επίσης φανερό ότι hn,k είναι δένδρο
δηλαδή hn+1,2k−1 + hn+1,2k = 2hn,k,∀n,∀k, 1 ≤ k ≤ 2n.
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3.3 MAXIMAL INEQUALITY [Bou] : Έστω Σ0 ⊂ Σ1 ⊂. . .⊂ Σn ⊂ Σ µια αύξουσα

ακολουθία σ-αλγεβρών από µετρήσιµα υποσύνολα του Ω.

Έστω hn µια ακολουθία θετικών πραγµατικών συναρτήσεων έτσι ώστε:

1. Η hj είναι η Σj µετρήσιµη ∀j ∈ ℕ

2. Εάν i ≤ n,Α ∈ Σj τότε

Α

∫ hidλ ≤
Α

∫ hndλ και

3.
j

sup
Ω

∫ hj < ∞

Τότε ∀c > 0 λω ∈ Ω :
j

sup
Ω

∫ hjω > c ≤ 1
c

j

sup
Ω

∫ hjdλ.

Απόδειξη: Έστω n ∈ ℕ ένας σταθερός φυσικός αριθµός. Με Α1συµβολίζουµε το

σύνλο ω ∈ Ω : h1ω > c.

Εάν 2 ≤ i ≤ n µε Αi συµβολίζουµε το σύνολο Αi = ω ∈ Ω, h1ω ≤ c, . . . , hi−1ω ≤ c,
και h1ω > c . Είναι φανερό ότι Αi ∈ Σi και Αι ∩ Αj = , i ≠ j, 1 ≤ i ≤ n.

Παρατηρούµε ότι

c ⋅ λω ∈ Ω :
j≤n

sup
Ω

∫ hjω > c = cλ
n

i=1

∪ A i =
i=1

n

∑ cλΑi ≤
i=1

n

∑
Ai

∫ hidλ ≤
i=1

n

∑
Ai

∫ hndλ ≤
Ω

∫ hndλ ≤
j

sup

Έχουµε λοιπόν αποδείξει ότι λω :
j≤n

sup
Ω

∫ hjω > c ≤ 1
c

j

sup
Ω

∫ hj. Είναι φανερό ότι εάν

n → ∞ έχουµε λω :
j

sup hjω > c ≤ 1
c

j

sup
Ω

∫ hj.

3.4 ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ LEVY - DΕVB [Bou] : Έστω Ω,Σ,λ χώρος πιθανότητας και

Σ1 ⊂ Σ2 ⊂. . .Σn. . . .⊂ Σ ακολουθία από σ-υποάλγεβρες της Σ των οποίων η ένωση γεννά

τη Σ. Έστω fn = Ef/Σn όπου f µια οποιαδήποτε Bohner ολοκληρώσιµη συνάρτηση

f ∈ LX
1 λ. Tότε

n
lim fnω = fω λ-σχεδόν παντού και

n
lim ‖fn − f‖1 = 0.

Απόδειξη: Έστω φ = f ∈ LX
1 λ έτσι ώστε ‖fnω − fω‖ → 0 λ-σχεδόν παντού και

‖fn − f‖1 → 0 όταν n → ∞. θα αποδειχθεί ότι το φ είναι κλειστό και πυκνό στον LX
1 λ
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Α ΄) Το φ είναι πυκνό στον LX
1 λ : Εάν f ∈ LX

1 Ω,Σn,λ (δηλαδή εάν η f είναι

Σn-µετρήσιµη τότε Εf/Σk = f ∀k ≥ n  f ∈ φ. Είναι φανερό λοιπόν ότι

φ ⊃
∞

n=1

∪ LX
1 Ω,Σn,λ. Κάθε συνάρτηση της µορφής x ⋅ XA, x ∈ X ∈ A ∈

∞

n=1

∪ Σn ανήκει στο φ.

Αφού η
∞

n=1

∪ Σn είναι πυκνή στην Σ µπορούµε να δούµε ότι και κάθε συνάρτηση της

µορφής x ⋅ XB,x ∈ X, B ∈ Σ ανήκει στην φ. Παρατηρούµε ότι ο γραµµικός χώρος φ

περιέχει το πυκνό σύνολο των απλών συναρτήσεων  φ είναι πυκνό στον LX
1 Ω,Σ,λ .

Β ΄) Ο φ είναι κλειστός στον LX
1 λ. Έστω f στην κλειστή θήκη του φ. ∀ε > 0,∀δ > 0

∃g ∈ φ έτσι ώστε ‖f − g‖ < 1
2 ε ⋅ δ. Έστω gn = EG/Σn. Για όλα σχεδόν τα ω ∈ Ω έχουµε

‖fnω − fκω‖ ≤ ‖gnω − gκω‖ + ‖fn − gnω − fk − gkω‖ ≤ ‖gnω − gκω‖ + ‖Ef

Έστω hjω = Ε‖f − g‖/Σjω. Από τις παραπάνω ανισότητες και από το ότι g ∈ φ
έχουµε ότι

n,k→∞
lim sup ‖fnω − fkω‖ ≤ 2

j

sup hjω,λ-σχεδόν παντού. Η ακολουθία hj

ικανοποιεί τις συνθήκες της maximal inequality (3.3) και εποµένως
λω :

n,k→∞
lim sup ‖fnω − fkω‖ > ε ≤ λω : 2

j

sup hjω > ε ≤ 2
ε

j

sup ‖hj‖1 = 2
ε

j

sup
Ω

∫

Αφού τα ε,δ ήταν οποιοιδήποτε θετικοί αριθµοί έιναι φανερό ότι το όριο
n

lim ω =

f ω

υπάρχει σχεδόν παντού. Τώρα θα µπορέσουµε να αποδείξουµε ότι η f που πήραµε στο

φ ανήκει στο φ .∀ε > 0 µπορούµε να βρούµε g ∈ LX
1 Ω,ΣΝ,λ για κάποιο Ν ∈ ℕ έτσι ώστε

‖f − g‖1 < ε
2 . Όταν n ≥ Ν έχουµε

‖f − fn‖1 < ‖f − g‖1 + ‖g − Eg/Σn‖1 + ‖Eg − f/Σn‖1 < ε
2 + 0 + ‖g − f‖1 = 0.Αυτό

συνεπάγεται ότι κάποια υπακολουθία fn i της fn συγκλίνει σχεδόν παντού στην f

 fω =
i

lim fn iω =

f ω =

n
lim fnω λ .

3.5 Θεώρηµα [D-U] : Έστω X ένας χώρος Banach και K ⊂ X είναι κλειστό, φραγµένο
σύνολο µε την RNP. Τότε κάθε martingale µε τιµές στο K συγκλίνει σχεδόν παντού.

Απόδειξη: Ας υποθέσουµε ότι το Κ έχει την RNP για το χώρο Ω,Σ,λ και ότι

Σ1 ⊂ Σ2 ⊂. . .⊂ Σn είναι µια αύξουσα ακολουθία σ-υποάλγεβρων της Σ και ότι η
∞

n=1

∪ Σn

γεννά την Σ. Έστω fn,Σn ένα martingale µε τιµές στο Κ. Ορίζουµε τα διανυσµατικά

µέτρα µΑ =
Α

∫ fndλ,∀Α ∈ Σ, n ∈ ℕ. Tα µn είναι συνεχή ως προς λ µ n ≪ λ. Eίναι

εύκολο να δεί κανείς ότι το "average range" Aµ n = 
µ nE

λΕ
,λΕ > 0 περιέχεται στο Κ .

∆ιότι εάν x∗ ∈ X∗, τότε x∗
µ nA

λA
 = 1

λΑ

Α

∫ x∗fnλλ ≤ supx∗x : x ∈ K. Αφού το Κ είναι

(ασθενώς) κλειστό , κυρτό 
µ nΑ

λΑ
∈ Κ. Παρατηρούµε τώρα ότι το

n
lim µ nA υπάρχει
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∀Α ∈
∞

n=1

∪ Σn αφού το fn,Σn είναι martingale και η ακολουθία

Α

∫ fndλ είναι τελικά σταθερή

για Α ∈ Σn. Μάλιστα µπορεί να δειχθεί ότι το όριο
n

lim µ nA υπάρχει ∀Α ∈ Σ αφού η

∪Σn γεννά την Σ. Πραγµατικά ∀ε > 0,∀Α ∈ Σ ∃Β ∈ ΣΝ για κάποιο Ν ∈ ℕ έτσι ώστε

λΑ∇Β < ε
2Μ όπου Μ = sup‖x‖, x ∈ K. Εάν n ≥ N έχουµε

Α

∫ fndλ −
Α

∫ fΝdλ ≤
Β

∫ fndλ −
Β

∫ fΝdλ +
Α∇Β

∫ ‖fn‖dλ +
Α∇Β

∫ f
Ν

dλ ≤ 0 + 2λΑ△ΒΜ < ε.

Αφού λοιπόν η ακολουθία µ nA είναι Cachy το όριο

∀Α∈Σ

µ nA =
n

lim µ nA υπάρχει. Το

θεώρηµα των Vitali - Hahn -Saks (3.6) συνεπάγεται ότι το µ : Σ → Χ, µA =lim µ nA

είναι µέτρο (δηλαδή είναι αριθµήσιµα προσθετικό). Αφού µ ≪ λ,Αµ ⊂
∞

n=1

∪ Αµ n ⊂ Κ

και το Κ έχει την RNP υπάρχει f ∈ LΧ
1 Ω,Σ,λ έτσι ώστε µA =

Α

∫ fdλ ∀Α ∈ Σ. Για Α ∈ Σn

έχουµε

Α

∫ fdλ = µA = µ nA =
Α

∫ fndλ  Ef/Σn = fn λ-σχεδόν παντού. Από το θεώρηµα

του Levy-Doob (3.6) έχουµε ότι
n

lim ‖fnω − fω‖ = 0 λ −σχεδόν παντού. Απεδείχθη

λοιπόν ότι εάν το Κ έχει την RNP τότε κάθε martingale µε τιµές στο K συγκλίνει σχεδόν

παντού.

Στην απόδειξη του παραπάνω θεωρήµατος χρησιµοποιήθηκε το θεώρηµα των

Vitali-Hahn-Saks. Για ¨πληρώτητα ¨ παραθέτουµε την απόδειξη του από τον

Dunford-Schwartz Yel.Ip155.

3.6 Θεώρηµα VITALI-HAHN-SAKS [D-S] : Έστω Ω,Σ,λ χώρος πιθανότητας, X
χώρος Banach και µ n : Σ → Χ µια ακολουθία από λ-συνεχή µ ≪ λ διανυσµατικά
µέτρα. Εάν το όριο

n
lim µ nΕ υπάρχει ∀Ε ∈ Σ τότε

λΕ>0
lim µ nΕ = 0 οµοιόµορφα

∀n = 1, 2, 3, . . . Επιπλέον το µ : Σ → Χ, µΕ =
n

lim µ nΕ είναι διανυσµατικό µέτρο.

Απόδειξη: Μπορεί εύκολα να δεί κανείς ότι µπορούµε να ορίσουµε µια µετρική στο Σ.
Η απόσταση των συνόλων Α,Β ∈ Σ θα είναι λΑ∇Β. Μπορεί να αποδειχεί ότι αν αυτός ο

µετρικός χωρός είναι πλήρης. Κάθε µ n : Σ → Χ είναι συνεχής συνάρτηση από τον

µετρικό χώρο Σ στο Χ επειδή µ n ≪ λ. Τα σύνολα

Σn,m = E : E ∈ Σ, µ nE − µmE ≤ ε είναι κλειστά ∀ε > 0. Εποµένως και το σύνολο

Σρ =
n,m≥p
∩ Σn,m είναι κλειστό στον πλήρη µετρικό χώρο Σ. Αφού το

n
lim µE υπάρχει

∀Ε ∈ Σ έχουµε ότι Σ =
∞

ρ=1
∪ Σρ. Από το θεώρηµα του Baire κάποιο από τα Σρ έχει

εσωτερικό σηµείο. Υπάρχει λοιπόν ακέραιος q, r > 0, A ∈ Σ έτσι ώστε ∀Ε στη σειρά Κ µε

κέντρο το Α και ακτίνα r να έχουµε µ nE − µmE ≤ ε, n, m ≥ 1. Ας πάρουµε 0 < δ < r

έτσι ώστε µ nΒ < ε n = 1, 2, 3, . . . , q − 1, q ∀Β µε λΒ < δ. Εάν τώρα λΒ < δ για

κάποιο Β έτσι ώστε Α\Β,Α ∪ Β να ανήκουν στη σφαίρα Κ = Ε ∈ Σ : λΑ∇Ε < r. Θα
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έχουµε

µ nΒ = µ qΒ + µ nΒ − µ qΒ = µ qB + µ nA ∪ B − µ qA ∪ B − µ nA\B − µ qA\B

Έχουµε δείξει λοιπόν ότι

∗
λΕ→0
lim µ nΕ = 0 οµοιόµορφα για n = 1, 2, 3, . . .

Αποµένει να δειχθεί ότι µ είναι αριθµήσιµα προσθετικό. Αρκεί να δείξουµε ότι

µ nΕm → 0 για κάθε φθίνουσα ακολουθία Ε0 ⊃ Ε1 ⊃. . .⊃ Εm. . . µε
∞

i=1

∩ E i = . Έχουµε

για µια τέτοια ακολουθία Ε ι ότι λΕm =
k=m

∞
Σ λΕn\Εk+1. Από την ∗ έχουµε ότι ∀ε > 0

∃mε ∈ ℕ έτσι ώστε µ nΕm < ε ∀m ≥ mε, n = 1, 2, . . . µEm ≤ ε
∀m ≥ mε  µΕm

m→∞
→ 0 A.E.D.

3.7 Λήµµα: Έστω Κ ένα κυρτό κλειστό φραγµένο υποσύνολο του Χ . Έστω

Σ1 ⊂ Σ2 ⊂. . .⊂ Σn µια αύξουσα ακολουθία σ-αλγεβρών στο 0, 1 και ξn : 0, 1 → Κ µια

ακολουθία από Σn −µετρήσιµες συναρτήσεις για την οποία
n
Σ ‖ξn − Enjn+1‖ < ε. (Εδώ µε

Εn συµβολίζουµε την Expectation ως προς Σn. Tότε υπάρχει ένα martingale ξn
′ ,Σn µε

τιµές στο ℝ έτσι ώστε ‖ξn − ξn
′ ‖1 < ε.

Απόδειξη: fix k ∈ ℕ.

Έχουµε ότι ‖ξn − Εκξκ+1‖1 +
n>k
Σ ‖Ekξn − Ekξn+1‖1 < ε. Η ακολουθία Εκξnn=1

∞

µπορεί να αποδειχθεί ότι είναι Cauchy και εποµένως συγκλίνει στον LX
1 σ ΄ένα όριο ξk

′ .
Είναι φανερό ότι ‖ξκ − ξκ′ ‖ < ε. Η ξκ′ παίρνει τιµές (σχεδον παντου) στο σύνολο

Κ.Παρατηρούµε ότι ξκ+1
′ =

n→∞
lim Eκ+1ξn εποµένως Eκξκ+1

′  =
n→∞
lim Eκξn = ξκ′ . Αυτό

σηµαίνει ότι η ακολουθία ξκ′ ,Σκκ∈ℕ είναι ένα martingale.

Είµαστε τώρα σε θέση να αποδείξουµε το εξής θεώρηµα

3.8 Θεώρηµα [D-U] : Έστω Κ ένα κλειστό φραγµένο κυρτό υποσύνολο του Χ. Εάν
κάθε martingale ξn : 0, 1 → Κ συγκλίνει σχεδόν παντού τότε κάθε υποσύνολο του Κ

είναι dentable.

Απόδειξη: Ας υποθέσουµε ότι το σύνολο Α ⊂ Κ δεν είναι dentable. Αυτο σηµαίνει ότι

∃ε > 0 έτσι ώστε ∀x ∈ A, x ∈ coA\Bx, ε. Αρκεί να αποδείξουµε ότι υπάρχει µια

ακολουθία Σ1 ⊂ Σ2 ⊂. . .⊂ Σn, . . . σ −αλγεβρών από (µετρήσιµα) υποσύνολα του0, 1 και
µια ακολουθία ξnn∈ℕ ξn : 0, 1 → K έτσι ώστε
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1. Κάθε Σn είναι πεπερασµένη

2. ‖ξn+1 − ξn‖ ≥ ε

3. Κάθε ξn είναι Σn-µετρήσιµη και παίρνει τιµές στο Α.

4.
n
Σ ‖ξn − Εnξn+1‖1 < ε

3 .

Η κατασκευή των Σn και των ξn θα γίνει επαγωγή ως προς n.

α. Σ1 = φ, 0, 1,ξ1 = x ⋅ X0,1 όπου x είναι ένα οποιοδήποτε στοιχείο του Α.

β. Ας υποθέσουµε ότι έχουµε κατασκευάσει την Σn και ξn. Έστω Ιi i=1
j

η διαµέριση

του 0, 1 που γεννά την Σn , και ας υποθέσουµε ότι η ξn : 0, 1 → Α είναι της µορφής

ξn =
j

i=1
Σ x iXIi x1,x2, . . . , x j ∈ A.

Fix i. Γνωρίσουµε ότι x i ∈ coA\Bx i, ε και εποµένως υπάρχουν θετικοί αριθµοί
λ i,1,λ i,2, . . . ,λ i,ki , και στοιχεία x i,1, x i,2, . . . , x i,ki του συνόλου Α\Βx i,ε έτσι ώστε

i. λ i,1,λ i,2, . . . ,λ i,ki = 1

ii. ‖x i − λ i,1x i,1 +. . .+λ i,kix i,ki‖ < ε
3 ⋅ 2−n. Έστω Ιi,1, Ιi,2, . . . , Ιi,ki µια διαµέριση του Ιi έτσι

ώστε λΙi,κ = λ i,κλΙi.

(Εδώ βέβαια το λ είναι το µέτρο Lebesgue).

Ορίζουµε Σn+1 να είναι η άλγεβρα που γεννάται από το Ιi,κ : 1 ≤ i ≤ j, 1 ≤ k ≤ k i.

Eπίσης ορίζουµε ξn+1 : 0, 1 → X να είναι ξn+1 =
i=1

j

Σ

ki

k=1
Σ x i,kXIi,k . Eπειδή ‖x i − x i,k‖ ≥ ε∀i και k

έχουµε ότι ‖ξn+1 − ξn‖1 > ε.

Παρατηρούµε ότι
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Εnξn+1 =
i=1

j

Σ

kj

k=1
Σ x i,k

λIi,k

λIi
XIi‖ξn − Enξn+1‖1 ≤

i=1

j

Σ x i −
ki

k=1
Σ λ i,κx i,k λΙi < ε

3 2−n. Αυτό

συνεπάγεται Σ‖ξn − Enξn+1‖1 < ε
3 ⋅ . Μπορούµε να πούµε ότι µέχρι τώρα έχουµε

αποδείξει το εξής θεώρηµα.

3.9 Θεώρηµα: Έστω Κ ένα κυρτό, κλειστό, φραγµένο υποσύνολο του X. Τα επόµενα

είνα ισοδύναµα.
(1). Το Κ έχει την RNP

(2). Κάθε martingale µε τιµές στο Κ συγκλίνει σχεδόν παντού

(3). Κάθε υποσύνολο του Κ είναι martingale

(3)(1) (2.4)
(1)(2) (3.5)
(2)(3) (3.8)
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4 ΤΕΛΕΣΤΕΣ ΣΤΟΝ L1

Έστω Τ : L10, 1 → X ένας τελεστής και Α ⊂ 0, 1 ένα σύνολο θετικού µέτρου. Με ΓΑ

συµβολίζουµε το σύνολο ΓΑ = Τφ : sup pφ ⊂ Α,φ ≥ 0, ∫φ = 1.

4.1 Λήµµα [B1] : Έστω SΓΑ, x∗,α ένα slice του συνόλου ΓΑ . Τότε υπάρχει

Β ⊂ Α,λΒ > 0 έτσι ώστε Γ
Β

⊂ SΓΑ, x∗, a.

Aπόδειξη: Έστω γ = sup x∗ΓΑ − a και φ ≥ 0, sup pφ ⊂ Α, ∫φ = 1 έτσι ώστε

∫φΤ∗x∗ > γ.

Το σύνολο Κ = y ∈ L1Α : y ≥ 0 και ∫ yΤ∗x∗ ≤ γ‖y‖1 είναι ένας κυρτός κλειστός

κώνος του L1Α. Είναι φανερό ότι φ ∉ Κ και εποµένως από το θεώρηµα Hahn-Banach
∃g ∈ L∞A έτσι ώστε ∫φg >

y∈Κ
sup ∫ yg ≥ 0.

Το σύνολο Β = g > 0 είναι ένα υποσύνολο του Α και έχει θετικό µέτρο. Εάν τώρα
y ≥ 0, ∫ y = 1 και sup py ⊂ Β έχουµε ότι ∫ yΤ∗x∗ > γ (αφού y ∉ Κ)

 x∗Ty > sup x∗ΓΑ − α

Αυτό σηµαίνει ότι ΓΒ ⊂ SΓΑ, x∗, a.

Αναπαραστάσιµοι Τελεστές

4.2 Ορισµός: Έστω X ένας χώρος Banach. Ένας τελεστής Τ : L10, 1 → X ένας

τελεστής. Ας υποθέσουµε ότι ∀ε > 0∀Α ⊂ 0, 1 θετικού µέτρου ∃Β ⊂ Α, λΒ > 0 έτσι
ώστε diamΓΒ < ε. Τότε ο τελεστής Τ είναι αναπαραστάσιµος.

Απόδειξη: Το διανυσµατικό µέτρο µ : Σ → X, µΑ = ΤXΑ έχει την ιδιότητα :
∀Ε ⊂ 0, 1 µε λΕ > 0 ∃ Ε1 ⊂ Ε έτσι ώστε το average range

Αµ =  µΕ΄
λΕ΄

,Ε΄ ⊂ Ε1,λΕ΄ > 0 να έχει διάµετρο µικρότερη του ε. Όπως προκύπτει από

την απόδειξη του θεωρήµατος (2.4) το µ έχει Radon-Nikodym παράγωγο η οποία θα

είναι η συνάρτηση που "αναπαραστά" τον Τ.

4.3 Θεώρηµα: Έστω Κ ⊂ X ένα κυρτό κλειστό υποσύνολο του X µε την RNP. Εάν
Τ : L10, 1 → X είναι ένας τελεστής έτσι ώστε Γ0,1 = Τφ : φ ≥ 0, ∫φ = 1 ⊂ Κ τότε ο Τ

είναι αναπαραστάσιµος.
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Απόδειξη: Εάν Α ⊂ 0, 1,λΑ > 0 τότε το σύνολο ΓΑ = Τφ : φ ≥ 0 sup pφ ⊂ Α, ∫φ1

είναι dentable και εποµένως ∀ε > 0 ∃ slice S του ΓΑ έτσι ώστε diamS < ε. Από το λήµµα

(4.1) ∃Β ⊂ Α,λΒ > 0 έτσι ώστε ΓΒ ⊂ S και ότι ο τελεστής Τ είναι αναπαραστάσιµος.

4.4 Θεώρηµα: Έστω Κ ένα κλειστό κυρτό φραγµένο υποσύνολο του X. Εάν κάθε

τελεστής Τ : L1 → X έτσι ώστε Γ0,1 ⊂ Κ είναι αναπαραστάσιµος τότε κάθε martingale µε

τιµές στο Κ συγκλίνει σχεδόν παντού (και εποµένως το Κ έχει την RNP).

Απόδειξη: Έστω ξn : 0, 1 → X ένα martingale µε τιµές στο Κ. Θεωρούµε τον τελεστή
Τ : L1 → X , Τφ =

n
lim ∫ ξnφ. (Το όριο υπάρχει για κάθε απλή συνάρτηση φ και εποµένως

φ ∈ L1).

Έστω g ∈ LX
∞ η παράγωγος του Τ. Έχουµε ότι ∫φg =

n
lim ∫ ξnφ,φ ∈ L1. Αυτό σηµαίνει

ότι Εg/Σn = ξn. Aπό το θεώρηµα του Levy-Doob έχουµε ότι το martingale συγκλίνει

σχεδόν παντού στην g.

4.5 Θεώρηµα (Danford-Pettis) [D-U] : Έστω Τ : L1 → X ένας αναπαραστάσιµος

τελεστής. Εάν Κ ⊂ L1 και το σύνολο ΤΚ είναι norm-συµπαγές υποσύνολο του X.

Απόδειξη: Ας υποθέσουµε ότι ∃g ∈ LX
∞ έτσι ώστε Τf = ∫ fgdλ,∀f ∈ L1. Έστω Κ ένα

φραγµένο οµοιόµορφα ολοκληρώσιµο (uniformly intergalle) υποσύνολο του L1.
∆ιαλέγουµε µια ακολουθία gn απλών συναρτήσεων η οποία να συγκλίνει σχεδόν

παντού στην g. Από το θεώρηµα του Egoroff µπορούµε να βρούµε ένα σύνολο Ε1 έτσι

ώστε
n

lim gn = g οµοιόµορφα στο Ε1 και το µέτρο λ0, 1\Ε1 να είναι τόσο µικρό ώστε

0,1\Ε1

∫ |f|dλ < Ε

‖Τ‖+1
∀f ∈ K.

Αφού η συνάρτηση g ⋅ XE1 : 0, 1 → X έχει (σχετ.) συµπαγές πεδίο τιµών, ο τελεστής

f ↦
E1

∫ fgdλ είναι συµπαγής και εποµένως το σύνολο 
E1

∫ fgdλ ,f ∈ Κ είναι σχετ.

συµπαγής.

Παρατηρούµε ότι για f ∈ Κ

0,1\Ε1

∫ fgdλ ≤ ‖Τ‖⋅ε
‖Τ‖+1

< ε.
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Το σύνολο Τf : f ∈ Κ = 
E1

∫ fgdλ +
0,1\Ε1

∫ fgdλ, f ∈ Κ είναι totally bounded από

2ε −σφαίρες. Άρα το σύνολο ΤΚ είναι σχετ.συµπαγές.

4.6 Θεώρηµα (Lewis - Stegall): Έστω Τ : L1 → X ένας τελεστής. Ο Τ είναι

αναπαραστάσιµος εάν και µόνο εάν υπάρχουν τελεστές S : L1 → l1, U : l1 → X έτσι ώστε

Τ = U ∘ S. Η απόδειξη (στη γλώσσα των διανυσµατικών µέτρων) έχει γίνει στo κεφάλαιο

2.

Παρατήρηση: Γνωρίζουµε ότι ο χώρος l1 έχει την ιδιότητα του Schur δηλαδή εάν µια

ακολουθία συγλίνει ασθενώς στον l1 τότε συγκλίνει και στη νόρµα του l1. Το θεώρηµα

των Lewis - Stegall δίνει µια άλλη απόδειξη του θεωρήµατος των Dunford-Pettis (4.5).

4.7 Θεώρηµα: Έστω Τ : L1 → X ένας ασθενώς συµπαγής τελεστής. Τότε ο Τ είναι

αναπαραστάσιµος.

Απόδειξη [S] : Χωρίς βλαβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι ο X είναι

διαχωρίσιµος. Έστω W ένα ασθενώς συµπαγές υποσύνολο του X έτσι ώστε

Τf : ‖f‖1 ≤ 1 ⊆ W. Μπορούµε να δεχθούµε ότι το W είναι κυρτό συµµετρικό.
∆ιαλέγουµε µια ακολουθία x i

∗i=1
∞ όταν X∗, ‖x i

∗‖ = 1 η οποία "νορµάρει" κάθε στοιχείο
του X (δηλαδή εάν x ∈ X, τότε ‖x‖ =

i

sup |x i
∗x|) . Έστω α =

x∈W

sup ‖x‖.

Ορίζουµε την απεικόνηση

Φ : W → Q =
∞

i=1
Π −α,α

Φx = x i
∗x i=1

∞ x ∈ W.

Η συνάρτηση Φ είναι οµοιοµορφισµός του W µε την ασθενή τοπολογία του Q (διότι η
cox i

∗, i ∈ ℕ ∪ 0 είναι w∗ −πυκνή στην Βx∗ = x∗ ∈ X∗,‖x∗‖ ≤ 1 και εποµένως είναι
πυκνή ως προς την οµοιόµορφη σύγλιση στην ασθενώς συµπαγή κυρτά υποσύνολα του

X).

Έστω hi = T∗x i
∗ ∈ L∞. Μπορούµε να δούµε ότι

i

sup |hiω| = ‖T∗x i
∗‖ ≤ α

Ορίζουµε y : 0, 1 → Q
yω = hiω i=1

∞ .

Αφού η y είναι η "κατά συντεταγµένες µετρήσιµη" είναι µετρήσιµη. Θα δείξουµε ότι
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yω ∈ ΦW λ −σχεδόν παντού και τότε η συνάρτηση Φ−1 ∘ Ψ θα είναι η "παράγωγος
του Τ.

Ισχυριζόµαστε ότι ∀n ∈ ℕ το σύνολο An = ω : ∃x ∈ Wµε|x i
∗x − hiω| < 1

n ∀i ≤ n έχει
µέτρο 1. Αυτό το σύνολο είναι µετρήσιµο επειδή είναι της µορφής y−1U όποθ U είναι

ένα ανοικτό υποσύνολο του Q.

Ορίζουµε τον τελεστή

SnX → l∞n , Snx = x i
∗x i=1

n . Ο τελεστής Sn ∘ T είναι αναπαραστάσιµος µε παράγωγο

την συνάρτηση ω  hiω i=1
n . Το σύνολο Sn ∘ T f : ‖f‖1 ≤ 1 περιέχει στο σύνολο

SnW που είναι norm συµπαγές. Αυτό σηµαίνει ότι hiω i=1
n είναι στο SnW για όλα

σχεδόν τα ω ∈ 0, 1.

Αυτό συνεπάγεται ότι λAn = 1  λ
∞

n=1

∩ An = 1. Για ω ∈
∞

n=1

∩ An διαλέγουµε xn ∈ W έτσι

ώστε ∀i ≤ n
|x i

∗x − hiω| < 1
n .

Έστω x0 ένα ασθενές σηµείο συσσώρευσης της xnn=1
∞ . Τότε x i

∗x0 = hiω ∀i. Αυτό

σηµαίνει ότι yω ∈ ΦW λ −σχεδόν παντού. Η συνάρτηση Φ−1 ∘ Ψ : 0, 1 → X είναι η

παράγωγος του Τ.

4.8 Πόρισµα: Εάν Τ : L1 → X είναι ασθενώς συµπαγής τότε ο Τ απεικονίζει ασθενώς

συµπαγή υποσύνολα του L1 σε norm συµπαγή υποσύνολα του X.

4.9 Superlemma [Bou] : (Asplund, Namioka, Bourgain).
Έστω Τ,Κ0,Κ1 κλειστά, κυρτά φραγµένα υποσύνολα του χώρου Banach X και ε > 0

έτσι ώστε

(1) J ⊂ coΚ0 ∪ Κ1

(2) Κο ⊂ J και diamΚ0 < ε

(3) J\Κ1 = 

Τότε υπάρχει ένα slice του J το οποίο περιέχει ένα σηµείο του Κ0 και του οποίου η

διάµετρος είναι µικρότερη του ε.

Απόδειξη: ∀r ∈ 0, 1 θέτουµε Cr = x ∈ X : x = 1 − λx0 + λx1,x0 ∈ Κ1, r ≤ λ ≤ 1.
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Παρατηρούµε ότι όπως το r ↓ 0 τα κυρτά σύνολα Cr αυξάνουν από το σύνολο Κ1 στο

σύνολο co = coΚ0 ∪ Κ1.
Πρώτα θα αποδειχθεί ότι εάν 0 < r ≤ 1 τότε J\Cr ⊃ K0\Cr ≠ .

Έστω f ∈ X∗ έτσι ώστε sup fK1 < sup fT

Έχουµε λοιπόν ότι sup fT ≤ sup fco = sup fco ≤ maxsup fK0, sup fK1 ≤ sup fT.

Eπίσης παρατηρούµε ότι
sup fCr = sup fCr ≤ sup1 − λ sup fK0 + λ sup fK1 : λ ∈ r, 1 = 1 − r sup fK0 + r sup
Αυτό συνεπάγεται ότι δεν είναι δυνατόν Cr ⊃ K0 αφού τότε sup fCr ≥ sup fK0 .

Το επόµενο βήµα είναι να αποδείξουµε ότι diamJ\Cr < ε εάν το r είναι αρκετά κοντά

στο 0.

Αφού J ⊂ co έχουµε J\Cr ⊂ co\Cr. Eπειδή το Cr είναι κλειστό το co\Cr είναι πυκνό στο

co\Cr. Εποµένως εάν w ∈ J\Cr και δ > 0 ∃x ∈ co\Cr έτσι ώστε ‖w − x‖ < δ. ∆ιαλέγουµε
x0 ∈ Ko, x1 ∈ K1 και λ ∈ 0, r έτσι ώστε χ = 1 − λx0 + λx1.

Έχουµε ότι ‖w − x0‖ ≤ ‖w − x‖ + ‖x − x0‖ < δ + λ‖x0 − x1‖ ≤ δ + rM όπου

Μ = sup‖ψ0 − y1‖ : y0 ∈ Κ0, y1 ∈ Κ1

Είναι εύκολο να δούµε τώρα ότι diamJ\Cr < δ + rM +diamKo + δ + rM

Επειδή diamKo < ε εάν πάρουµε τα δ, r κατάλληλα µικρά µπορούµε να κάνουµε την

διάµετρο του J\Cr µικρότερη απο ε.

Τώρα εάν x0 ∈ Ko και x0 ∉ J\Cr τότε υπάρχει ένα slice του J ξένο πρός το Cr. Το slice
αυτό έχει διάµετρο µικρότερη απο ε.

Υπάρχει µια w∗ µορφή του Superlemma η οποία µπορεί να διατυπωθεί ως εξής.
Superlemma∗ : Έστω ε > 0, J, K0, K1 w∗-συµπαγή υποσύνολα του δυϊκού χώρου

Banach X∗ έτσι ώστε

(1) J ⊂ coK0 ∪ K1= w∗coK0 ∪ K1

(2) K0 ⊂ J και diamKo < ε

(3) J\K1 ≠ 
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Τότε υπάρχει ένα w∗ −slice του J το οποίο περιέχει ένα σηµείο του Κ0 και του οποίου

η διάµετρος είναι µικρότερη απο ε.

4.10 Θεώρηµα [Bou] : Έστω Κ ένα ασθενώς συµπαγές κυρτό υποσύνολο του X . Τότε
το Κ έχει την RNP.

Aπόδειξη: Ας υποθέσουµε ότι το Κ είναι διαχωρίσιµο ασθενώς συµπαγές υποσύνολο

του X και ότι το Κ δεν είναι dentable. Έστω x i ένα πυκνό υποσύνολο του Κ και ε > 0.

Έστω D =ασθενώς κλειστή θήκη του w ∈ K ⊂ K. Παρατηρούµε ότι ∆ ⊂
i=1

∞
∪ Bx i, ε3 .

Το σύνολο D µε την ασθενή τοπολογία είναι συµπαγής (Hausdorff) και αφού τα

σύνολα D ∩ Bx i, ε2  είναι ασθενώς κλειστά από το θεώρηµα κατηγορίας του Baire
µπορούµε να βρούµε ένα ασθενώς ανοικτό υποσύνολο του V του X έτσι ώστε

 ≠ V ∩ D ⊂ Bx i, ε3  για κάποιο i

Έστω Κ0 = coV ∩ D και
Κ1 = coΚ\V

Παρατηρούµε ότι

(1) Κ ⊂ coK0 ∪ K1

(2) diamKo < ε .

Έστω τώρα x ∈ extK ∩ V. (Αφού V ∩ D ≠ . υπάρχει τέτοιο x). Έχουµε ότι
x ∉ασθενή θήκη Κ\V και εποµένως x ∉ K1 = coΚ\V. ∆ηλαδή

(3) K\K1 ≠ .

Το Superlemma µπορεί να εφαρµοστεί για το σύνολο Κ αφού ισχύουν τα (1),(2),(3).
Εποµένως υπάρχει ένα slice του Κ διαµέτρου< ε. Αυτό σηµαίνει ότι το Κ είναι dentable.

4.11 Λήµµα: Έστω D, C κλειστά φραγµένα κυρτά υποσύνολα του X. Έστω

J = coD ∩ C και έστω fx = sup fT > sup fC για κάποιο f ∈ X∗ και x ∈ J. Τότε x ∈ D.

Απόδειξη: ∃xnn∈ℕ ⊂ coD ∪ C έτσι ώστε ‖xn − x‖ → 0. Ας υποθέσουµε ότι
xn = λndn + 1 − λncn, 0 ≤ λn ≤ 1 dn ∈ D, cn ∈ C. Χωρίς βλάβη της γενικότητας

υποθέτουµε ότι λ =
n

lim λnf/dn + 1 − λnfcn ≤ λ sup fD + 1 − λ sup fC < sup fJ.

26



Εποµένως λ = 1. Αφού το C είναι φραγµένο έχουµε lim‖x − dn‖ = 0 και αφού το D είναι

κλειστό , x ∈ D.

Πρόταση 4.i: Έστω C και Κ κλειστή φραγµένα κυρτά υποσύνολα του X και έστω

J = coC ∪ K. Εάν το Κ έχει την RNP και Κ\C ≠  και ε > 0 τότε υπάρχει ένα slice του J,
διαµέτρου< ε το οποίο περιέχει ένα τουλάχιστον σηµείο του Κ.

Απόδειξη: Έστω D = x ∈ J : ∃f ∈ X∗ έτσι ώστε fx = sup fJ > sup fC. Aπό το

προηγούµενο λήµµα D ⊂ K. Έχουµε ότι coD ∪ C είναι γνήσιο υποσύνολο του J τότε ∃
slice S του J έτσι ώστε S ∩ coD ∪ C =  . Από το θεώρηµα των Bishop-Phelps
∃f ∈ SJ =support functionals του J έτσι ώστε SJ, f, a ⊂ S για κάποιο α > 0. Το f
supports το J σε κάποιο σηµείο x. Έχουµε ότι x ∉ coD ∪ C ⊃ D και ότι

fx = sup fJ > sup fC  x ∈ D από το προηγούµενο λήµµα. Άρα πρέπει να έχουµε

J = coD ∪ C. Αφού K\C ≠  έχουµε D ≠  .

Αφού το K έχει την RNP το σύνολα D ⊂ K είναι dentable και εποµένως ∃x0 ∈ D έτσι

ώστε x0 ∉ coD\Bx0, ε3 . Έστω K0 = coBx0, ε3  ∩ D και K1 = coD\Bx0, ε3  ∪ C.

Τα σύνολα K0 και K1 πληρούν τις υποθέσεις του Superlemma διότι

(1) J = coK0 ∪ K1 αφού J = coD ∪ C

(2) diamK0 < 2 ε
3 < ε και K0 ⊂ coD ⊂ J

(3) Πρέπει να αποδείξουµε ότι x0 ∈ J\K1. Πράγµατι εάν x0 ∈ K1 και

D1 = coD\Bx0, ε3  παρατηρούµε ότι K1 = coD1 ∪ C. Αφού το x0 ∈ D  ∃f ∈ X∗ έτσι

ώστε fx0 = sup fT > sup fC και αφού x0 ∈ K1 ⊂ J  fx0 = sup fK1 > fC.

Από το προηγούµενο λήµµα (για D1 = D, K1 = J) έχουµε ότι το x0 ∈ J\K1 ≠ .

4.12 Ορισµός: Έστω K ⊂ X, κλειστό, κυρτό φραγµένο και x ∈ K.

1. Το x καλείται expesed paint εάν ∃f ∈ X∗ τ.ω. fy < fx ∀y ∈ K, y ≠ x. To γράµµικό

συναρτησοειδές f λέµε ότι exposes το x.
2. Το x καλείται strongly exposed paint του Κ εάν ∃f ∈ X∗ το οποίο exposes το x και το

SK, f, a : a > 0 είναι µια βάση περιοχών του X στη

norm-τοπολογία. Σ΄αυτή την περίπτωση λέµε ότι το f strongly exposes to x.

3. Eάν y ∈ Κ και fy = sup fK για κάποιο f ∈ X∗\0 τότε λέµε ότι το y είναι

support-paint του K και το f ειναι support-συναρτησοειδές του K.

Χρησιµοποιούµε τους εξής συµβολισµούς SK = f ∈ X∗ : f είναι support
συναρτησοειδές κάποιου x ∈ K
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SEK = f ∈ X∗ : το f strongly exposes καποιο x ∈ K
strexpK =όλα τα strongly exposed σηµεία του Κ.

Είναι γνωστό ότι εάν το Κ είναι κλειστό κυρτό φραγµένο τότε το SK είναι πυκνό στο

X∗ (θεώρηµα Bishop-Phelps).

Σκοπός µας είναι να αποδείξουµε ότι εάν το Κ έχει την RNP τότε K = costrexp K. Θα
χρειαστούν ορισµένα τεχνικά λήµµατα.

4.13 Λήµµα [D-U] : Έστω f, g ∈ X∗,‖f‖ = ‖g‖ = 1, ε > 0. Εάν όταν fx = 0 και ‖x‖ ≤ 1
για κάποιο x ∈ X έχoυµε ότι |gx| < ε

2 τότε ή ‖f − g‖ ≤ ε ή ‖f + g‖ ≤ ε.

Απόδειξη: Ο περιορισµός του g στον f−1o είναι ένα γραµµικό συναρτησοειδές

νόρµας≤ ε
2 . Από το Hahn-Banach ∃h ∈ X∗ τ.ω.‖h‖ ≤ ε

2 και h = g στον f−1o . Έχουµε
λοιπόν ότι g − h = 0 στον f−1o  g − h = tf για κάποιο t ∈ ℝ.

Παρατηρούµε ότι |1 − |t|| = |‖g‖ − ‖g − h‖| ≤ ‖h‖ ≤ ε
2

Εάν t ≥ 0 τότε

‖f − g‖ = ‖1 − tf − h‖ ≤ 1 − t + ‖h‖ = |1 − |t|| + ‖h‖ ≤ ε.

Εάν t < 0 τότε ‖f + g‖ = ‖1 + tf + h‖ ≤ |1 + t| + ‖h‖ = |1 − |t|| + ‖h‖ ≤ ε.

Tο επόµενο τεχνικό λήµµα θα χρειαστεί αργότερα

4.14 Λήµµα: Έστω f ∈ X∗ και ‖f‖ = 1. Εάν t > 0 µε V t συµβολίζουµε το σύνολο

f−1o ∩ y : ‖y‖ ≤ t. Έστω x0, y σηµεία του X τ.ω. fx0 > fy και 2
t ‖x0 − y‖ ≤ 1. Eάν

g ∈ X∗ , ‖g‖ = 1 και gx0 > sup fy + V t  τότε ‖f − g‖ ≤ 2
t ‖x0 − y‖.

Απόδειξη: Έστω x ∈ X τ.ω. ‖x‖ ≤ 1 και fx = 0. Έχουµε ότι
tx + y ∈ V t + y  tgx + gy < gx0. Έστω ε = 1

t gx0 − gy. Τότε gx ≤ ε
2 και (απο

συµµετρία) |gx| ≤ ε
2 .

Από το λήµµα (4.13) έχουµε ότι ή ‖g − f‖ ≤ ε = 2
t gx0 − gy ≤ 2

t ‖x0 − y‖ ή

‖g + f‖ ≤ 2
t gx0 − gy.
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Εάν τώρα ‖g + f‖ ≤ 2
t gx0 − gy θα καταλήξουµε σε άτοπο. ∆ιότι

0 < gx0 − gy < gx0 − gy + fx0 − fy = g + fx0 − y ≤ ‖g + f‖‖x0 − y‖
≤ 2

t gx0 − gy‖x0 − y‖.

Αυτό συνεπάγεται ότι 1 < 2
t ‖x0 − y‖.

Είχαµε πάρει όµως το 2
t ‖x0 − y‖ ≤ 1.

Είχαµε λοιπόν ότι ‖g − f‖ ≤ 2
t ‖x0 − y‖.

4.15 Λήµµα: Έστω D ένα φραγµένο υποσύνολο του X, α > 0 και f ∈ X∗\0. Τότε

υπάρχει ε > 0 έτσι ώστε SD, g, a
2  ⊂ SD, f, a για όλα τα g ∈ X∗ µε ‖g − f‖ ≤ ε.

Απόδειξη: Έστω Μ = sup‖x‖ : x ∈ D. Έστω 0 < ε < α
4Μ . Έστω f, g ∈ X∗,

‖f − g‖ ≤ ε.

Eάν y ∈ D και gy > sup gD − a
2 τότε

fy ≥ gy − |fy − gy| > sup gD − a
2 − εΜ ≥ sup fD − εΜ − a

2 − εΜ.

∆ηλαδή SD, g, a
2  ⊂ SD, f, a.

4.16 Λήµµα [B], [Bou] : Έστω Κ ένα κλειστό φραγµένο κυρτό υποσύνολο του X . Έστω

ότι ∀δ > 0∀f ∈ X∗∃g ∈ X∗ τ.ω. ‖f − g‖ ≤ δ και το g ορίζει κάποιο slice του K διαµέτρου το

πολύ δ. Τότε K = costrexpK. Επιπλέον το σύνολο SEK όλων των συναρτησοειδών

τα οποία strongly expose καποιο σηµείο του Κ είναι ένα πυκνό Gδ υποσύνολο του X∗.

Απόδειξη: Για δ > 0 Oδ = f ∈ X∗ : το f ορίζει κάποιο slice του Κ διαµέτρου≤ δ. Το
σύνολο Oδ είναι ανοικτό απο το προηγούµενο λήµµα. Το Oδ είναι πυκνό από την

υπόθεση µας. Παρατηρούµε ότι το σύνολο
∞

n=1

∩ O 1
n
είναι πυκνό Gδ . Επίσης παρατηρούµε

ότι SEK =
∞

n=1

∩ O 1
n
. Πρέπει να αποδείξουµε ότι K = costrexpK. Εάν το costrexpK

είναι γνήσιο υποσύνολο του Κ υπάρχει ένα slice SΚ, f, a τ.ω.
SΚ, f, a ∩ costrexpK ≠ ∅.

Αφού το SEK είναι πυκνό στο X∗ µπορούµε να βρούµε g ∈ SEK τ.ω.
SΚ, g, a

2  ⊂ Κ, f, a .
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Τώρα εάν το x ∈ K είναι strongly expesed από το g τότε x ανήκει και στο costrexpK
και SΚ, g, a

2 .

Αυτά τα σύνολα όµως είναι ξένα. Άρα K = costrexpK.

4.17 Θεώρηµα: Έστω Κ ένα κλειστό φραγµένο , κυρτό υποσύνολο του X τ.ω. το Κ έχει

την RNP. Τότε K = costrexp K. Επιπλέον το SEK είναι ένα πυκνό Gδ υποσύνολο του

X∗.

Απόδειξη: Είναι αρκετό να αποδείξουµε ότι ισχύει η υπόθεση του προηγούµενου

λήµµατος (4.15).

Έστω f ∈ X∗,‖f‖ = 1 και 0 < δ < 1.

Αφού το Κ είναι φραγµένο ∃y ∈ X τ.ω. fy < fx − 1 ∀x ∈ K. Έστω
Μ = sup‖x − y‖ : x ∈ K, t = 2M

δ
, V = f−10 ∩ x ∈ X‖x‖ ≤ t και C = V + y.

Παρατηρούµε ότι εάν z ∈ C και α ∈ Κ τότε fz = fy < fx − 1 δηλαδή C ∩ K = .
Mπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την πρόταση (4.i) η οποία λέει ότι υπάρχει ένα slice
SJ, g, a του συνόλου J = coC ∪ K τ.ω. diamSJ, g, a < δ. Επιπλέον υπάρχει ένα σηµείο

x0 ∈ K το οποίο ανήκει στο SJ, g, a.

Παρατηρούµε τώρα ότι SJ, g, a ∩ C = .∆ιότι εάν w ∈ SJ, g, a ∩ C τότε

1 > δ > diamS ≥ ‖x0 − w‖ ≥ fx0 − fw = fx0 − fy > 1.
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Παρατηρούµε επίσης ότι sup gK > sup gC (διότι διαφορετικά sup gK = sup gC και
εποµένως κάθε slice SJ, g, a,β > 0 θα περιείχε σηµεία του C.  . Έχουµε λοιπόν ότι
S sup gK = maxsup gK, sup gC = sup gJ.

Αφού K ⊂ J  SK, g, a ⊂ SJ, g, a και εποµένως diamSK, g, a < δ.

Έχουµε τελικά ότι 2
t ‖x0 − y‖ ≤ 2M

t = δ < 1 και το (Λήµµα 4.14) µας λέει ότι
‖g − f‖ ≤ 2

t ‖x0 − y‖ ≤ δ.

Έχουµε αποδείξει ότι ∀δ > 0 ∀f ∈ X∗∃g ∈ X∗τ.ω. ‖f − g‖ ≤ δ και το g ορίζει κάποιο

slice του K διαµέτρου < δ. Το δεύτερο (Λήµµα 4.16) µας δίδει την απόδειξη του

θεωρήµατος.

4.18 ΘΕΩΡΗΜΑ [Bou] : Έστω D ⊂ X ένα κλειστό κυρτό σύνολο και έστω ότι το

SK ⊂ X∗ είναι 2ης Baire κατηγορίας για κάθε κλειστό φραγµένο κυρτό υποσύνολο Κ του

D.

Τότε το D έχει την RNP.

Aπόδειξη: Εάν το D δεν έχει την RNP τότε υπάρχει ένα διαχωρίσιµο κλειστό,
φραγµένο κυρτό υποσύνολο Κ του D το οποίο δεν είναι dentable.

Υποθέτουµε ότι κάθε slice του Κ έχει διάµετρο µεγαλύτερη απο 3δ, δ > 0. Έστω
x iένα αριθµήσιµο πυκνο υποσύνολο του Κ και Ui = g ∈ X∗ : το g ορίζει ένα slice του

Κ ξένο προς το Ui. Εάν g ∈
i

∩ Oi και gx < sup gK. Aυτό συνεπάγεται ότι

SK ⊂ X∗\
i

∩ Oi.

Aρκεί λοιπόν να αποδειχθεί ότι κάθε Oi είναι ανοικτό και πυκνό στο X∗. Το ότι το Oi

είναι ανοικτό φαίνεται αµέσως από προηγούµενο λήµµα.

Έστω f ∈ X∗, 0 < ε < 1,‖f‖ = 1.

Υπάρχει y ∈ X τ.ω. fx − fy > 0∀x ∈ K. Έστω M = sup‖x − y‖ : x ∈ K, t ≥ 2M
ε .

Με V συµβολίζουµε το σύνολο f−10 ∩ z : ‖z‖ ≤ t και C το σύνολο V + y. Προφανώς
Ui\C ≠ . Το superlemma µας λέει ότι το σύνολο J = coUi ∩ C έχει ένα slice S έτσι
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ώστε diamS < 3δ και S ∩ Ui ≠  αφού η διάµετρος του Ui είναι < 2δ. Τώρα εάν K ⊂ J
τότε το S ∩ K θα ήταν ένα slice του K διαµέτρου < 3δ πράγµα που είναι άτοπο.
Εποµένως ∃x0 ∈ K\J. ∆ιαλέγουµε g ∈ X∗,‖g‖ = 1 τ.ω. gx0 > sup gJ και παρατηρούµε
ότι 2

t ‖x0 − y‖ ≤ 2M
t ≤ ε < 1.

Το προηγούµενο λήµµα µας δίνει ότι ‖g − f‖ ≤ ε . Είναι φανερό ότι το g ορίζει κάποιο

slice του Κ ξένο προς το Ui  g ∈ Oi

Απεδείχθη ότι το Οi είναι πυκνό.

Το κύριο αποτέλεσµα που έχει αποδειχθεί µπορεί να συνοψισθεί στο επόµενο.

4.19 Θεώρηµα (Phelps - Bourgain), [Bou] : Έστω C ένα κλειστό κυρτό υποσύνολο του

X. Τα επόµενα είναι ισοδύναµα

(1) Το C έχει την RNP

(2) Για κάθε κλειστό φραγµένο κυρτό K ⊂ C έχουµε ότι K = costrexpK

(3) Για κάθε κλειστό φραγµένο κυρτό K ⊂ C το SK είναι 2ης Baire κατηγορίας στο X∗.

4.20 Ορισµός:

1) Έστω Α ένα πεπερασµένο σύνολο. Μία πραγµατική συνάρτηση λ : Α → ℝ καλείται

positive charge στο Α εάν λx > 0 ∀x ∈ A και
x∈A
Σ λx = 1.

2) Έστω D ένα φραγµένο ⊂ X και f ∈ X∗, f ≠ 0. To slice SD, f, a, a > 0 καλείται pointed

slice εάν υπάρχει x0 ∈ D τ.ω. fx0 = sup fD.
3) Εάν SD, f, a είναι ένα pointed slice τότε κάθε y ∈ D τ.ω. fy = sup fD καλείται

slicing point.

Σκοπός µας είναι να δώσουµε την απόδειξη του εξής θεωρήµατος των Huff-Morris
[Bou].

4.21 Θεώρηµα: Έστω C ⊂ X ένα κλειστό λυρτό σύνολο χωρίς την RNP. Τότε υπάρχει

ένα ασθενώς κλειστό και ασθενώς διακριτό φραγµένο υποσύνολο W του C τ.ω.
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(α) Το W δεν έχει ακραία σηµεία (∀x ∈ W x ∈ coW\x

(β) Εάν f ∈ X∗ και ∃x ∈ W τ.ω. fx = sup fW τότε fx = fy∀y ∈ W.

Χρειάζεται ορισµένα τεχνικά λήµµατα.

4.22 Λήµµα: Έστω Κ1,Κ κλειστά φραγµένα κυρτά υποσύνολα του X και έστω ότι

Κ  Κ. Τότε ∃y ∈ K, g ∈ X∗ και β > 0 τ.ω. gy = sup gK > sup gK1 + β

Απόδειξη: Εφαρµογή του Bishop-Phelps θεώρηµα.

4.23 Λήµµα: Έστω Κ ένα κλειστό φραγµένο κυρτό nondentable υποσύνολο του X.
Τότε ∃ε > 0 τ.ω. εάν D0, D1 είναι υποσύνολα του Κ έτσι ώστε

(1) diaD0 ≤ ε

(2) K = coD0 ∪ D1

Τότε K = coD1

Aπόδειξη: Superlemma!

4.24 Λήµµα: Έστω K ⊂ X ένα κλειστό φραγµένο κυρτό nondentable σύνολο. Τότε
∃ε > 0 µε την εξής ιδιότητα: Για κάθε B ⊂ K τ.ω. diamB ≤ ε,∀ pointed slise SK, f, a µε
slicing point x0 και για κάθε norm γειτονιά O του x0 υπάρχει ένα πεπερασµένο πλήθος

από pointed slices S1, S2, . . . , Sn µε αντίστοιχα slicing points x1, x2, . . . , xn έτσι ώστε

(α) Si ⊂ S K, f, a\B, i = 1, 2, . . . , n

(β) Ο ∩ cox1, x2, . . . , xn ≠ 

Απόδειξη:
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Έστω ε > 0 τ.ω. κάθε slice του Κ να έχει διάµετρο ≥ 2ε. Έστω D = y ∈ K : g ∈ X∗

τ.ω.gy = sup gK < sup gK\ S K, f, a ∪ B

Από το λήµµα .... και τον ορισµό του D έχουµε ότι K = coK\ S K, f, a ∪ B ∪ D.

Το B έχει διάµετρο≤ ε  K = coK\ S K, f, a ∪ D σύµφωνα µε το λήµµα (4.23).

Υπάρχουν λοιπόν zn ∈ K\ S K, f, a και Wn ∈ coD και βn ∈ 0, 1 έτσι ώστε
x0 =

n
lim βnzn + 1 − βnwn.

Έχουµε ότι

sup fK = fx0 =
n

lim βnfzn + 1 − βnfwn ≤
n

lim βnsup fK − a + 1 − βn sup fK = sup

Eποµένως limβn = 0. Αυτό συνεπάγεται ότι ∃ Ν ∈ ℕ, WN ∈ O.

Εάν WN =
n

i=1
Σ λ ix i, x i ∈ D,λ i > 0,Σλ ι = 1 διαλέγουµε pointed slices S1, S2, . . . , Sn που

αντιστοιχούν στα x1, x2, . . . , xn τ.ω. Si ⊂ S k, f, a, i = 1, 2, . . . , n. (Από τον ορισµό του

D, B ∩ D = 

AΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ Huff-Morris [Bou] (4.21).

Το W θα κατασκευαστεί σαν την ένωση µιας ακολουθίας An, n = 1, 2, . . .
πεπερασµένων υποσυνόλων του C έτσι ώστε εάν x ∈ A i τότε ∃ positive charge
λ : A i+1 → ℝ µε x =

y∈Ai+1

Σ λyy.
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Έστω K ⊂ C ένα διαχωρίσιµο κλειστό φραγµένο κυρτό non-dentable υποσύνολο του

C. Έστω ε > 0 τ.ω. κάθε slice του Κ να έχει διάµετρο ≥ 2ε. Υπάρχει ακολουθία Βi i∈ℕ

υποσυνόλων του K τ.ω. K =
∞

i=1

∪ B i και diamB i ≤ ε. Με επαγωγή θα κατασκευαστεί µια

ακολουθία ctnn∈ℕ και µια αντίστοιχη οικογένεια SO : O ∈ ctn µε τις παρακάτω 7
ιδιότητες:

(1) ctn είναι πεπερασµένο σύνολο ∀n ∈ ℕ. Τα στοιχεία του ctn είναι σχετικά norm
ανοικτά υποσύνολα του K.

(2) Εάν Ο ∈ Αn τότε diamO ≤ 1
n

(3) ∀O ∈ ctn το SO είναι ένα pointed slice του K.

(4) ∀O ∈ ctn ∃ pointed charge λΟ : An+1 → ℝ τ.ω.
V∈ctn

Σ λΟVV ⊂ O

(5) O ⊂ SO και το Ο περιέχει κάποιο slicing point του SO

(6) SO ∩ Βn =  ∀O ∈ ctn

(7) ∀V ∈ ctn+1, SV ⊂ SO για κάποιο Ο ∈ ctn

Aρχίζουµε παίρνοντας ένα Pointed slice S του K έτσι ώστε S ∩ Βn =  . Αυτό µπορεί

να γίνει µε τη βοήθεια του λήµµατος (4.23) αφού coB1 ≠ K .

Έστω x ένα slicing point του S. Το ctn είναι τότε το S ∩ Bx, 1
2  και η οικογένεια

SO, O ∈ ctn = S.

Ας υποθέσουµε ότι τα A1, A2, . . . . , An και οι αντίστοιχες οικογένειες από pointed slices
έχουν κατασκευαστεί και πληρούν τις 7 ιδιότητες. Έστω ότι An = O1, O2, . . . , Ok και
έστω ότι Si = SOi . Από την ιδιότητα (5) έχουµε ότι ∀i = 1, 2, . . . , k ∃ slicing point x i ∈ Si

έτσι ώστε x i ∈ Oi. Τώρα εφαρµόζουµε το λήµµα (4.24) για κάθε τριάδα

Bn+1, Si, Oi, i = 1, 2, . . . , k (στη θέση του B, Sk, f, a, O. Mε αυτό τον τρόπο µπορούµε να

βρούµε slicing points y j : j = 1, 2, . . . , r έτσι ώστε
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(Α) ∀j = 1, 2, . . . , r, Tj ⊂ Si για κάποιο ι = 1, 2, . . . ,κ

(Β) Tj ∩ Bn+1 =  ∀j = 1, 2, . . . , r.

(C) Oi ∩ coy j : j = 1, 2, . . . , r ≠  ∀i = 1, . . . , k.

Η συνθήκη (C) σηµαίνει ότι ∀i = 1, 2, . . . , k ∃ positive charge λ i στο πεπερασµένο

σύνολο y j : j = 1, 2, . . . , r τ.ω.
r

j=1
Σ λ iy jy j ∈ Oi.

Μπορούµε να διαλέξουµε κατάλληλα µικρές norm ανοικτές γειτονιές V j των y j έτσι

ώστε

(D)
r

j=1
Σ λ iy jy jV j ⊂ Oi ∀i = 1, 2, . . . , k.

Επιπλέον µπορούµε να δεχθούµε ότι

(Ε) diamV j ≤ 1
n+1 και

(F) V j ⊂ Tj (το Tj είναι σχετικά ανοικτό σύνολο και V j περιέχει το y j

Oρίζουµε τώρα An+1 = V j : j = 1, 2, . . . , r,λOiV j = λ iy j, i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , r και
SVj = Tj. Μπορεί να ελεγθεί ότι πληρούνται οι 7 συνθήκες της επαγωγής.

Τώρα για n ≥ 1 είναι O ∈
i=1

n
∪ A i ορίζουµε σύνολα On ως εξής:

Εάν O ∈ An τότε On = O. Εάν το On έχει ορισθεί για κάθε στοιχείο του
n

i=j+1
∪ A i τότε

εάν O ∈ A j

On =
V∈Aj+1

Σ λ0vVn ∗

Μπορούµε να δούµε ότι εάν n ≤ j και O ∈ An έχουµε ότι diamOj ≤ 1
j και

Oj ⊂ On = 0

A1 O1 O2 O3
A2 O2 O3
A3 O3
.
.
.
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Για κάθε O ∈ An έστω x0 το µοναδικό στοιχείο της τοµής
∞

j=n
∩ Oj.

Αφού το SO είναι κλειστό και Oj ⊂ O ⊂ SO έχουµε ότι xO ∈ SO∀O

Τώρα έστω

An = xO : O ∈ Ann ∈ ℕ και W =
n=1

∞
∪ An.

Οι συνθήκες (6) και (7) συνεπάγονται ότι Ap ∩ Bn =  για p ≥ n το W είναι άπειρο

(διαφορετικά W ⊂
n=1

k
∪ Bn.

Έχουµε επίσης από την ∗ ότι
V∈An+1

Σ λΟvVj ⊂ Oj για n + 1 ≤ j, O ∈ An

∆ηλαδή εάν O ∈ An έχουµε

∗ ∗ xO =
V∈An+1

Σ λΟvxV.

Αυτό σηµαίνει ότι εάν x ∈ A i ∃ positive charge στο A i+1 έτσι ώστε x =
y∈Ai+1

Σ λyy

Aποµένει να αποδειχθεί ότι το W είναι ασθενώς κλειστό και ασθενώς διακριτό. Εάν
z ∈ K τότε z ∈ Bm για κάποιο m ≥ 1.

Oι ιδιότητες (6) και (7) συνεπάγονται ότι εάν n ≥ m και V ∈ Ar τότε

xV ∈ SV ⊂ ∪SO, O ∈ Am και
∞

r=m
∪ Ar ⊂ ∪SO, O ∈ Am. Επίσης έχουµε ότι

Βm ∩ ∪So : O ∈ Am = .

Έστω Z = ∩K\SO : O ∈ Am. Έχουµε ότι z ∈ Z και το Z είναι σχετικά ανοικτό και ότι

Z ∩ W ⊂
m−1

j=1
∪ A j  το Z ∩ W είναι πεπερασµένο. Το W είναι λοιπόν ασθενώς κλειστό και

ασθενώς διακριτό.
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5.Η RNP σε δυϊκούς χώρους

Γνωρίζουµε ότι ένας χώρος Banach X µε την RNP δεν µπορεί να περιέχει ένα

(φραγµένο) ε-δένδρο για κάποιο ε > 0. Το Αντίστροφο δεν ισχύει εν γένει. Ο Bourgain
και ο Rosental κατασκέυασαν ένα υπόχωρο του L1 ο οποίος δεν περιέχει ε-δένδρο και

δεν έχει την RNP. Για δυϊκούς χώρους όµως ισχύει το παρακάτω θεώρηµα του Stegall.

5.1 Θεώρηµα: Εάν X είναι ένας χώρος Banach τα επόµενα είναι ισοδύναµα

i. Ο δυϊκός X∗ έχει την RNP

ii. Ο X∗ δεν περιέχει ε-δένδρα

iii. Για κάθε διαχωρίσιµο υπόχωρο Y του X ο συζυγής είναι
διαχωρίσιµος

Απόδειξη:(D.v. Dulst I.Namioka)

Eίναι προφανές ότι (i)(ii)

Το ότι (iii)(i) αποδεικνύεται εύκολα διότι η RNP είναι "διαχωρίσιµα πεπερασµένη"

ιδότητα και κάθε διαχωρίσιµος δυϊκός έχει την RNP.
Αρκεί λοιπόν να αποδειχθεί ότι (ii)(iii)

5.2 Λήµµα: Έστω Kn : n = 1, 2, . . . µια ακολουθία από συµπαγή κυρτά υποσύνολα

ενός τοπολογικού γραµµικού χώρου Ε έτσι ώστε K2n ∪ K2n+1 ⊂ Kn για κάθε n. Τότε
υπάρχει ένα δένδρο xn στο Ε έτσι ώστε xn ∈ Kn ∀nℕ. (Σηµειώνουµε ότι το xn είναι

δένδρο εάν xn = 1
2 x2n + x2n+1.

Απόδειξη: Έστω Q =
n∈ℕ
Π Kn. Για κάθε n ∈ ℕ έστω

An = q ∈ Q : 1
2 q2n + q2n + 1 = qn. To An είναι ένα κλειστό υποσύνολο του Q

και αυτό που θέλουµε να αποδείξουµε είναι ότι
n∈ℕ
∩ An, n ∈ ℕ ≠  για κάθε n ∈ ℕ. Για

σταθερό K ορίζουµε ένα στοιχείο p του Q ως εξής: Για n > k, το pn το παίρνουµε να

είναι ένα τυχόν σηµείο του Kn. Αυτό το n = k εώς n = 1 δίνουµε τον εξής επαγωγικό

ορισµό: Εάν για m > n το pm ∈ Km έχει ορισθεί τότε θέτουµε

pn = 1
2 p2n + p2n + 1. Αφού κάθε Kn είναι κυρτό και K2n ∪ K2n+1 ⊂ Kn έχουµε ότι

pn ∈ Kn. Είναι φανερό τώρα ότι p ∈ A1 ∩ A2 ∩. . .∩Ak.

Πρόταση: Έστω X ένας χώρος Banach . Εάν υπάρχει ένα φραγµένο υποσύνολο Β
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του X∗ και ένα ε > 0 τ.ω. diam ∪> ε για κάθε σχετικά w∗ − ανοικτό υποσύνολο του Β, τότε
το σύνολο w∗ − dcoB = w∗ κλειστή κυρτή θήκη του Β) περιέχεται ένα ε

2 −δένδρο.

Απόδειξη: Κατασκευάζουµε µια ακολουθία Un από (σχετικά) w∗ −ανοικτά
υποσύνολα του Β και µια ακολουθία xn στο X έτσι ώστε

a. ‖xn‖ = 1 n = 1, 2, . . .

b. U2n ∪ U2n+1 ⊂ Un , n = 1, 2, . . .

c. ∀n, εάν f ∈ U2n και g ∈ U2n+1 τότε f − gxn ≥ ε

Το U1 το παίρνουµε να είναι το σύνολο Β. Ας υποθέσουµε ότι για κάποιο m ∈ ℕ, το Uk

έχει ορισθεί για 1 ≤ k ≤ 2m και xn για 1 ≤ n < 2m−1 έτσι ώστε τα (a),(b),(c) να ισχύουν για

όλα τα n έτσι ώστε 1 ≤ n < 2m−1. Έστω 2m−1 ≤ k < 2m. Από την υπόθεση diamUk > ε,
εποµένως υπάρχουν h0, h1,∈ Uk τ.ω. ‖h0 − h1‖ > ε. ∆ιαλέγουµε xk ∈ X έτσι ώστε

‖xk‖ = 1 και h0 − h1xk = ε + δ για κάποιο δ > 0. Έστω

U2k = f ∈ Uk : fxk > h0xk − δ
2  και U2k+1 = g ∈ Uk : gxk < h1xk + δ

2 . Τα

U2k, U2k+1 είναι w∗ −ανοικτά υποσύνολα του Β και τα U2k, U2k+1, xk ικανοποιούν τα

(a),(b),(c) για n = k.

Αφού τώρα τα n = 2k και n = 2k + 1 εξαντλούν το σύνολο k : 2m−1 ≤ k ≤ 2m, η
κατασκευή έχει τελειώσει.

Τώρα έστω Kn = w∗dcoUn. Κάθε kn είναι w∗ −συµπαγές και κυρτό και η (b) συµπάγεια
K2n ∪ K2n+1 ⊂ Kn. Aπό το λήµµα (5.2) υπάρχει ένα δένδρο fn στο X∗ έτσι ώστε fn ∈ Kn.
Αφού f2n − f2n+1 ∈ K2n − K2n+1 ⊂ w∗ − coU2n − U2n+1 έχουµε από το (c) ότι
f2n − f2n+1xn ≥ ε. Αυτό συνεπάγεται ότι ‖f2n − f2n+1‖ ≥ ε.

Τώρα είµαστε σε θέση να αποδείξουµε το (ii)(iii) του θεωρήµατος του Stegall. Ας
υποθέσουµε ότι ο χώρος X περιέχει ένα διαχωρίσιµο υπόχωρο Y και ότι ο Y∗ δεν είναι

διαχωρίσιµος. Πρέπει να αποδείξουµε ότι ∀ 0 < ε < 1 η µοναδιαία σφαίρα ΒX∗ περιέχει

ένα ε
2 −δένδρο . Το σύνολο ΒY∗ περιέχει ένα υπεράριθµο σύνολο Α τ.ω. ‖f1 − f2‖ > ε

∀f1, f2 ∈ Α f1 ≠ f2. ∆ιότι διαφορετικά η σφαίρα ΒY∗ µπορεί να καλυφθεί από

αριθµήσιµες το πλήθος σφαίρας ακτίνας ≤ ε, και κάθε µια από αυτές µπορεί να καλυφθεί

από αριθµίσιµες το πλήθος σφαίρες ακτίνας ≤ ε2 κ.τ.λ.

Αφού εn → 0 θα είχαµε ότι ΒY∗ είναι διαχωρίσιµο  Y∗ διαχωρίσιµο.

Αφού ΒY∗ είναι w∗ −µετρικοποιήσιµο και w∗ − διαχωρίσιµο όλα τα σηµεία του Α εκτός

από αριθµήσιµο πλήθος είναι w∗ σηµεία συσσώρευσης.
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Εάν αφαιρέσουµε το πολύ αριθµήσιµο το πλήθος σηµείων από το Α και πάρουµε την

w∗ −κλειστότητα παίρνουµε ένα w∗ −συµπαγές υποσύνολο Α1 του ΒY∗ έτσι ώστε

diamV > ε για κάθε w∗ −ανοικτό υποσύνολο του Α1.

Αφού ο περιορισµός R∗ : X∗ → Y∗ είναι w∗ − w∗ συνεχές και RΒX∗ = ΒY∗ υπάρχει ένα

minimal w∗ −συµπαγές υποσύνολο Β του ΒX∗ έτσι ώστε RB = A1. Το Β ικανοποιεί την

υπόθεση γνωστής πρότασης.

Άρα το ΒX∗ περιέχει ένα άπειρο ε
2 −δένδρο.
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6. Ιδιάζοντα συνεχή µέτρα και τελεστές στον L1

Στο εδάφιο αυτό Ω είναι είτε το διάστηµα 0, 1 εφοδιασµένο µε τα µέτρα Lebesgue στα

Borel υποσύνολα η ο κύκλος Π = ℝ
2πℤ εφοδιασµένος µε το µέτρο του Haar.

Αν µ,ν ∈ CΠ∗ = ΜΠ θα λέµε ότι µν (το µ είναι ιδιάζον "singular" ως πρός ν) αν ∃
Α,Β ∈ Σ έτσι ώστε Α ∩ Β = ,µΕ = µΕ ∩ Α∀ Ε ∈ Σ των νΕ = νΕ ∩ Β ∀ Ε ∈ Σ.

Το µ << ν (απόλυτα συνεχές ως προς ν) αν όταν νΕ = 0 ⇒ µΕ = 0.

Το µ ∈ ΜΠ καλείται συνεχές (diffuse) αν µt = 0 ∀ t ∈ Π.

Αν λ ∈ ΜΠ µε

λn, n ∈ ℕ συµβολίζουµε τους συντελεστές Fourier του λ,


λn =

Π

∫ e intdλt. Αν

λn

|n |→0
→ 0 θα λέµε ότι τι λ είναι Rajchman µετρου.

6.1 Ορισµός: Αν µ,ν ∈ ΜΠ τότε η συνέλιξη µ ∗ ν ορίζεται ως µέτρο

µ ∗ νΕ =
Π

∫ µΕ − tdrt, ∀ Ε ∈ Σ.

Ισχύουν τα εξής :

1. µ ∗ ν = ν ∗ µ

2. µ ∗ ν1+ν2 = µ ∗ ν1+µ ∗ ν2

3. µ ∗ ν ∗ λ = µ ∗ ν ∗ λ

Αν f ∈ CΠ τότε ∫ fdµ ∗ ν =
Π

∫
Π

∫ fx + ydµxdry

Mε δΧ συµβολίζουµε το µέτρο Dirac στο X δηλαδή δΧΕ = 1 αν x ∈ E και

δ0 ∗ µ = µ ∗ δ0 = µ = 0 αν x ∉ E.

Θεώρηµα 6.2 (Menshov) : ∃ λ ⊥ Haar έτσι ώστε το λ είναι Rajchman.

Πρόταση 6.3 : Αν λ << m = Haar τότε

λn

|n |→∞
→ 0 δηλαδή λ είναι Rajchman µέτρο.

Πρόταση 6.4 : Αν λ είναι ένα µέτρο Rajchman στο Π τότε το λ είναι συνεχές (diffuse)
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Απόδειξη: Από το θεώρηµα του Wiener ([K]) έχουµε ότι

Π

∫ |µτ|2dτ =
N→+∞
lim 1

2N+1

Ν

−Ν
Σ |


µn|2

Αν

µn → 0 ⇒ ∫µτdτ = 0 ⇒ µτ = 0 m σχεδόν παντού.

Αν λ ∈ ΜΠ µε Τλ : L1Π → L1Π συµβολίζουµε τον τελεστή συνέλιξης Τλf = f ∗ λ
δηλαδή Τλfx =

Π

∫ fx − ydλy.

Θεώρηµα 6.5 Α.Coste [DU] : Τλ : L1Π → L1Π είναι Bohner αναπαραστάσιµος ανν

λ << m

Θεώρηµα 6.6 [DU]: Τλ είναι D-P λ είναι µέτρο Rajchman.

Aπόδειξη:

Έστω Τλ : L1Π → L1Π D-P.

Έστω unt = e−int. Ισχύει ότι un → 0 w στον L1.

Άρα ||Τλun|| → 0.

Παρατηρούµε ότι Τλunx =
Π

∫ unx − ydλy =
Π

∫ e+inxe−inydλn = unx ⋅

λ+n

Άρα unx ⋅

λ+n

L1
=

λ+n → 0 και λ είναι µέτρο Rajchman. Aντίστροφα αφού

Τλun =

λnun. O τελεστής είναι διαγώνιος τελεστής L2Π → L2Π. Επειδή


λn

|n |→0
→ 0

έχουµε ότι Τ είναι συµπαγής. Αφού ΤΒL2Π είναι συµπαγής ⇒ Τ : L1Π → L1Π είναι

DP ([DU]).

Έστω m το µέτρο Lebesgue στο διάστηµα 0, 1. Με L10, 1 συµβολίζουµε το χώρο

των Lebesgue ολοκληρώσιµων συναρτήσεων µε τη νόρµα ‖f‖ = ∫|f|dm, f ∈ L1. Με

Μ0, 1 συµβολίζουµε το χώρο των Radon µέτρων Μ0, 1 = C0, 1∗. (o δυϊκός χώρος

των συνεχών συναρτήσεων στο (0,1) )

Θεώρηµα 6.7 [K],[W1] : Έστω Τ : L10, 1 → L10, 1. Υπάρχει στοχαστικός πυρήνας

0, 1 ∍ x  µx ∈ Μ0, 1 έτσι ώστε Τfx = ∫ fdµx m-σχεδόν παντού. Είναι γνωστό ότι ο Τ

είναι Bohner αναπαραστάσιµος αν µx << m σχεδον παντού.
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Είναι επίσης γνωστό [W1] ότι αν ξn είναι ένα martingale που αντιστοιχεί στον

τελεστή Τ και νxx∈0,1 αναπαραστά τον Τ∗ µε την ένοια ότι T∗fx = ∫ fdrx m σχεδόν

παντού τότε w∗ lim ξnx = νx, m σχεδόν παντού ([W1] πρόταση 2.8)

Έστω Μ0 ο χώρος L1 εφοδιασµένος µε τη νόρµα ‖f‖M0
=

I∈φ
sup

I

∫ f όπου φ η

οικογένεια όλων των υποδιαστηµάτων του [0,1]. Στο [Β2],[W1] έχει αποδειχθεί το εξής

θεώρηµα :

Έστω T : L1 → L1 Dunford-Pettis. Τότε ο Τ∗ έχει αναπαράσταση νx (δηλαδή

T∗f = ∫ fdrx) έτσι ώστε κάθε µέτρο rx να είναι συνεχές.

Στο [W1] γενικεύτηκε αυτό το αποτέλεσµα (πόρισµα 4.4).

Έστω T : L1 → L1

Αν W : L1 → M0 είναι η τυπική ταυτοτική απεικόνιση τότε W ∘ T είναι Bohner
αναπαραστάσιµος  Τ∗ έχει αναπαράσταση µε συνεχή µόνο µέτρα.

Στο εδάφιο αυτό παρουσιάζουµε το κύριο θεώρηµα (θεώρηµα 6.8) της εργασίας µας.

Στο [D] αποδείχθει το εξής θεώρηµα:

Αν το λ είναι συνεχές µέτρο στο T τότε υπάρχει v ιδιάζον µέτρο ως προς το Lebesque
µέτρο m έτσι ώστε v ∗ λ << m.

Μια απόδειξη µε χρήση τελεστών στον L1 υπάρχει στο [W2] .

Συνδιάζοντας ιδέες από το [W2] και τα [B2],[G-R] αποδεικνύουµε το κύριο θεώρηµα

µας, το οποίο είναι το εξής :
Θεώρηµα 6.8: Έστω λ µέτρο Rajchman στο T . Τότε υπάρχει ένα ιδιάζον Riesz

γινόµενο της µορφής v = w∗ − lim
k=1

∞
Π 1 ± cosnkx έτσι ώστε v ∗ λ << m.

Για να κάνουµε την απόδειξη του παραπάνω θεωρήµατος θα χρειαστούµε κάποιες

προτάσεις.
Πρόταση 6.9: Έστω S : L1 → L1 ⊆ M έτσι ώστε S∗fx = ∫ fdvx

τότε <Sf, h > = ∫ fx < vx, h > dmx για κάθε h συνεχή συνάρτηση.
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Απόδειξη:
S∗fx = ∫ fx < µx, h > dmx.= ∫h ⋅ Sf = ∫S∗h ⋅ f = ∫∫hdv tftdmt  ∫hdv t =

< µt, h > v t = µt.

Πρόταση 6.10: Aφού vλ ⊥ m  o S δεν είναι αναπαραστάσιµος. (Aυτό προκύπτει και

από το γεγονός ότι το wn,k είναι δ-δένδρο και εποµένως το martingale ξn δεν συγκλίνει

στον LL1
1 . )

Απόδειξη (Θεώρηµα 6.8)

Έστω Τλ : L1Τ → L1Τ ο τελεστής συνέλιξης Τλf = f ∗ λ, δηλαδή
Τλfx =

T

∫ fx − ydλy, f ∈ L1T, x ∈ T.

Σύµφωνα µε το θεώρηµα 6.6 ο τελεστής Τλ είναι Danford - Pettis. Θεωρούµε την
ακολουθία συναρτήσεων unx = cosnx. Είναι γνωστό (Λήµµα Riemann - Lebesgue)
ότι un → 0 ασθενώς στον L1. Άρα ‖Τλun‖ → 0. Κατασκευάζουµε ένα δυαδικό δένδρο

στον L1T ως εξής:

Έστω w0,1 = 1. Mπορούµε να βρούµε n1 ∈ ℕ έτσι ώστε ‖Τλun1‖ < 1
21 ,

θέτουµε w1,1 = 1 − cosn1x ,w1,2 = 1 + cosn1x.

Άν το wn,k έχει κατασκευαστεί ορίζουµε wn+1,2k−1 = wn,k1 + cosnkx

,wn+1,2k = wn,k1 − cosnkx.
Oι φυσικοί αριθµοί nk µπορούν να επιλεχθούν τόσο µεγάλοι έτσι ώστε :

1
2n

2n

k=1

∑ ‖Τλwn+1,2k−1 − wn+1,2k‖ = 1
2n

2n

k=1

∑ ‖Τλwn,k cosnkx‖ < 1
2n (*)

Αυτό µπορεί να γίνει αφού διαλέγοντας µεγάλα nk µπορούµε να έχουµε ‖Τλwn,kunk‖

όσο µικρή θέλουµε αφού ο Τλ είναι D - P και wn,kunk
p→0

w
→ 0.

To δένδρο wn,k στον L1T µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι της µορφής του επόµενου

σχήµατος:
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Ένα στοιχείο wn,k του δένδρου είναι της µορφής

1 ± cosn1x1 ± cosn2x ⋅⋅ ⋅1 ± cosnkx.
Mπορούµε να επιλέξουµε τα nk ∈ ℕ έτσι ώστε

nn+1
nk

≥ 3. Έστω ξn : T → L1T το

martingale που ορίζεται από αυτό το δένδρο.
Είναι γνωστό ότι αν vλ = w∗ − lim ξnx τότε έχουµε την αναπαράσταση S∗fx = ∫ fdvx,

m a.e όπου [W] S : L1T → L1T είναι ο τελεστής που ορίζεται από Sφ =
n

lim ∫ ξnφ

(Bohner oλοκλήρωµα) και αντιστοιχεί στο δένδρο wn,k .

Απο γνωστό θεώρηµα ([Ζ], σελ.208) γνωρίζουµε ότι vλ = w∗ −
k=1

∞
Π 1 ± cosnkt είναι

ιδιάζον ως προς το Lebesgue µέτρο m, vλ ⊥ m.
Παρατηρούµε ότι η οικογένεια x ↦ vx αναπαραστά τον τελεστή S : L1T µε την εξής

έννοια : ∀ L ∈ CT , ∀ f ∈ L1T
< Sf, h >= ∫ fx < vx, h > dmx.

Eδώ ταυτίζουµε τον L1T µε ένα κλειστό υπόχωρο των µέτρων µΤ = CT∗ δηλαδή
θεωρούµε ότι το µέτρο Sf δρά µε ολοκλήρωση στη συνεχή συνάρτηση h.

Από την ιδιότητα (*) έχουµε ότι ο τελεστής ΤλS είναι αναπαραστάσιµος.

Ο τελεστής Τλ ∘ S αναπαριστάται από την οικογένεια των δέντρων x  λ ∗ vx διότι :

Αν h ∈ CT < Tλ ∘ Sf, h >=< Sf, Tλ
∗h >=< Sf, Tλh >, αφού Tλ

∗ = Tλ στον L2

45



= ∫ fx < vx, Tλh > dmx = ∫ fx < λ ∗ vx, h > dmx.

Όµως αφού ο τελεστής Tλ ∘ S είναι Bohner αναπαραστάσιµος (στην πραγµατικότητα
µπορούν να τον πάρουµε συµπαγή τελεστή) έχουµε ότι λ ∗ vx << m για όλα σχεδόν τα

vx.

Παίρνουµε v = ένα από αυτά τα vx.
Πόρισµα 6.11: Αν λ j είναι Rajchman j ∈ ℕ τέτοιο ώστε υπάρχει v = w∗Π1 + cosnkx

έτσι ώστε v ∗ λ j << m ∀ j.

Aπόδειξη: Θεωρώ λ = ∑ λ j

2 j . Τότε λ j << λ, λ είναι Rajchman άρα υπάρχει

v = w∗Π1 + cosnkx, v ∗ λ << m. Άρα v ∗ λ j << m αφού λ j << λ.

Παρατήρηση: Αν Κ είναι συµπαγές σύνολο από Rajchman µέτρα ⊆ Μ τότε ∃
v = w∗Π1 + cosnkx έτσι ώστε v ∗ λ << m , ∀ λ ∈ Κ.

Πρόταση 6.12 : Υπάρχει στοχαστικός πυρήνας x → µx και Ω, mΩ > 0 έτσι ώστε

n→∞
lim 

µ xn > 0 ∀x ∈ Ω και ∫|µ xn|dmx
n→∞
→ 0 , τα µέτρα µx είναι diffuse.

Απόδειξη:
Έστω ότι T : L1Π → Co είναι ο τελεστής Tf = ∫ fundmn∈ℕ , f ∈ L1 όπου

unt = e−int. Aν ‖un‖L1 = 1 o T δεν είναι D - P.

Αν Τ : L1 → X δεν είναι D - P τότε ∃ D : L1 → L1 D - P έτσι ώστε το D : L1 → X δεν

είναι αναπαραστάσιµο [Β2].
Συνεπώς ∃ D : L1 → L1 D - P τέτοιο ώστε ο T ∘ D : L1 → Co δεν είναι

αναπαραστάσιµος.
Τώρα TDf = TDf = ∫Dfundmn∈ℕ = ∫ fD∗undmn∈ℕ ,

1) D∗un ↛ 0 σχεδόν παντού

2) ‖D∗un‖ → 0

Αν (D∗φx = ∫φdµχ, x  µx, µx diffuse, έχουµε D∗unx = ∫undµχ =

µ xn.

Θεώρηµα 6.13 : Αν ‖gn‖L1 → 0 ∃ vm τότε ∫gndv
n→∞
→ 0.
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Έστω ‖gn‖1 → 0 θεωρούµε τον τελεστή Tf = ∫ fgnn∈ℕ , T είναι D-P υπάρχει S µη

αναπαραστάσιµος ώστε T ∘ S αναπαραστάσιµος.
Έστω S∗φx = ∫φdvx, x ↦ vx στοχαστικός πυρήνας.

Μπορεί να αποδειχθεί ότι vxS ≠ 0, ∀x ∈ Ω, mΩ > 0.

TSf = ∫Sfgnn∈ℕ = ∫ fS∗gnn∈ℕ αναπαραστάσιµος ⇒ S∗gnx → 0 σχεδόν παντού

και ∫gndvx → 0 σχεδόν παντού

και αν ‖gn‖L1 → 0 ∃ x ↦ vx τέτοιο ώστε vx ⊥ m ώστε ∫gndv → 0.

Πρόταση 6.14 : Αν το λ δεν είναι Rajchman µέτρο τότε ∃ v ⊥ m , ν diffuse έτσι ώστε λ ∗

v ⊥ m .
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